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dol Paie iy Uniberisiaien CURSO: 2020-2021 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES CACION
Ese examen tiene cinco partes. En cada parte debes responder a una Unica pregunta.

Primera parte

Problema 1:

ax—y+z=1

Discutir el sistema de ecuaciones lineales [396 —y +az =a en funcién del pardmetro a. Resolver el
x+(@a-1)z=1

sistema para a = 3, si es posible.

Problema 2:

2 3 a
SealamatrizM(a) =1 a 1 |
0 a -1
a) Determinar para qué valores del parametro a la matriz A no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para a = 2.

Segunda parte
Problema 3:

Sea r la recta que pasa por los puntos A(1,a,—1) y B(b,1,1) y el plano 7 de ecuacién x + y — 2z =
2b.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r sea perpendicular al plano .
b) Calcular los valores de los parametros a y b para que la recta r esté contenida en el plano m.
Problema 4:

Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(—2,1,0) y corta
perpendicularmente a la recta r de ecuaciones paramétricas {x = 1 — 2t,y = 1 + t,z = t}. Calcular la
distancia de P al punto de corte de ambas rectas.

Tercera parte
Problema 5:

Estudiar los maximos, los minimos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =
5 + 8x2 — x*. Representar la grafica de f.

Problema 6:
Sea la funcién f(x) = Ax3 + Bx? + Cx + A.

a) Obtener los valores de los parametros A, B y C para que la grafica de f pase por el punto P(0,1) y
tenga un minimo en el punto Q(1, 1).

b) éLa funcidn obtenida tiene otros maximos o minimos? En caso afirmativo, encontrarlos.
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Cuarta parte
Problema 7:
Sean las funciones f(x) = % gx) =x%h(x) = xj:.
a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de esas tres funciones.
b) Calcular el drea de dicho recinto.
Problema 8:
Calcular, explicando los métodos utilizados, las integrales I = [(x + 2) - sen (2x) - dx y

] — J' x+7 dx.

x2—4x-5

Quinta parte
Problema 9:

En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, | y M. El 80 % corresponde al
medicamento A, el 10 % al | y el resto al M. En la revisidn realizada por la farmacéutica se ha observado
que hay medicamentos caducados en los siguientes porcentajes: el 10 % de A, el 20 % de ly el 5 % de
M. Se elige una caja de medicamentos al azar. Hallar:

a) La probabilidad de coger un medicamento caducado.

b) Si sabemos que el medicamento esta caducado, la probabilidad de que sea del tipo A.
Problema 10:

En una ciudad se han elegido al azar 3.900 personas. Hallar:

a) La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afios el dia del patrén de la ciudad.

b) La probabilidad de que el nimero de personas que cumplan afios el dia del patrén esté comprendido
entre 5y 15, ambos incluidos.
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Solucidn: Primera parte
Problema 1:

ax—y+z=1
Discutir el sistema de ecuaciones lineales {Bx —y+az =a en funcién del pardmetro a. Resolver el
x+(a—-1)z=1
sistema para a = 3, si es posible.

Solucion:

Cuando nos piden discutir el sistema se refieren a que lo discutamos utilizando el Teorema de Rouché-
Frobenius. Para ello tenemos que estudiar los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a —1 1 a —1 1 1
M = (3 -1 a >yM* = <3 -1 a a).
1 0 a-1 1 0 a-—-1 1

Como la matriz de los coeficientes se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos
el valor del menor de orden 3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante:

a -1 1
Matriz de los coeficientes: M = |3 —1 a

1 0 a-1
a -1 1
M| =13 -1 a |=—a(a—1)—a+1+3(a—1)=0;
1 0 a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del pardmetro a es el siguiente:
Igualamos a cero para encontrar los valores que anulan el determinante:
—a’+a—-a+1+3a-3=0; —a>+3a—-2=0; a*—-3a+2=0;

34v9-8 _ 3+V1 _ 3+1
a = > =T=T=>a1=1,a2=2.

La primera conclusion que podemos sacar es que sia+ 1y a # 2el RgM =3 y como la matriz
ampliada es de dimensién 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que:

Sia# 1ya# 2elRgM =3 = RgM~ = n = ntmero de incognitas el sistema es un Sistema
Compatible Determinado.

1 -1 11 1 -1 1
Paraa=1=>M =3 -1 1 1|23 -1 1/=-1-1+1+3=4#0=RangM" = 3.
1 0 01 1 0 1
Paraa=1= Rang M = 2; Rang M" = 3 = Sistema incompatible
2 -1 11
Paraa=2=>M"=(3 -1 2 2|={C;=0C,}
1 0 11

Las columnas tercera y cuarta son iguales luego:

= Rang M = 2 Paraa = 2 = Rang M = Rang M" = 2 < n? incégnitas
= Sistema Compatible e Indeterminado
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La discusidon completa del sistema es:
e Sia=1elRgM =2 # RgM" = 3y el sistema serd Sl
e Sia=2elRgM =2 = RgM" < n®incégnitas y el sistema sera SCI

e Sia#lya#2elRgM =3 = RgM* = ny el sistema sera Compatible Determinado

3Ix—y+z=1
Para a = 3 el sistema es por tanto {3x — y + 3z = 3, que es compatible determinado. Vamos a
x+2z=1

resolver utilizando la Regla de Cramer ya que sabemos que el sistema tiene el mismo numero de

ecuaciones que de incégnitas y el determinante de los coeficientes no es cero. Resolviendo por la regla
de Cramer:

1 -1 1
3 -1 3
—2-3+146 _ 2
X = 12 02\ — = —1.
—3243.3-2 -2 -2
3.1 1
3 3 3
18+3+3-3-9-6 _ 6
y: 11 2 = = — = —3
-2 -2 -2
3 -1 1
3 -1 3
—3-3+14+3 _ -2
7 = 1 0 1 = = — = 1
-2 -2 -2
Luego la solucion queda: x = —-1; y=-3; z=1
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Problema 2:

2 3 a
SealamatrizM(a) =1 a 1 |
0 a -1
a) Determinar para qué valores del parametro a la matriz A no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de 4 para a = 2.

Solucion:
a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es diferente de cero. Calculamos su determinante.
2 3 a
IM(a)]=11 a 1|=-2a+a*-2a+3=0; a?—4a+3=0;
0 a -1

4+V16-12 4+V42  4+2
a= - == =T=2i1:>a1=1,a2=3.

El determinante vale cero paraa = 1y paraa = 3. Por lo que:

La matriz M(a) no tiene inversaparaa =1yparaa =3

b) Acabamos de ver que es posible calcularla.

Podemos calcular la inversa por el Método de Gauss o por determinantes.

i t
Vamos a calcularla aplicando la definicion: %
2 3 2
Paraa=2esM=<1 2 1). M| =22—-4-2+4+3=-1.
0 2 -1
2 1 0
Mt=(3 2 2|
2 1 -1
|2 2| _|3 2| 3 2
11 _%) 22 0_1 22 11 DU
: t — _ — = —
Adj.de M" = |1 —1| |2 —1| |2 1 ; i (1) ‘
|1 0 _|2 0 |2 1 -
2 2 3 2 3 2
-4 7 -1
adj. demt \ 5 o0
_ J- ae 2 -4 1
M1 = = =
M| -1

4 -7 1
M1=[-1 2 o
-2 4 -1

Podemos comprobar si el cdlculo estd bien hecho (es opcional pero recomendable) aplicando que:
A-A1 =],
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Segunda parte

Problema 3:

Sea r la recta que pasa por los puntos A(1,a,—1) y B(b,1,1) y el plano 7 de ecuacién x +y — 2z =
2b.

a) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r sea perpendicular al plano .
b) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la recta r esté contenida en el plano 7.

Solucion:

a) Para que la recta sea perpendicular al plano debe tener su vector de direccidn proporcional al vector
ortogonal al plano. Es decir: La recta r y el plano  son perpendiculares cuando el vector director de la
recta y el vector normal del plano son linealmente dependientes, por lo tanto, cuando sus
componentes son proporcionales:

Los puntos de la recta A(1,a,—1) y B(b, 1, 1) determinan el vector director:
7, =AB=0B-04=[0b11)-1a-D]=0B-11-a?).
El vector normal del planomes 7 = (1,1, —2)

Imponemos que sus componentes sean proporcionales

b—1 1-a 2 b—1 1-a
= = S — = = -1
1 1 -2 1 1

Por lo que:

a=2yb=0

b) Ahora, para que la recta r esté contenida en el plano m, es necesario que el vector director de la
recta y el vector normal del plano sean perpendiculares, es decir, que su producto escalar sea cero.

Calculamos el producto escalar:
v, n=0=>Mb-1,1-4a2)-(1,1,-2)=0=b—-1+1—-a—-4=>—-a+b=4

Ademas, si el plano i contiene a la recta r contiene a todos sus puntos y, por lo tanto, imponemos que,
por ejemplo, que contenga al punto A(1,a,—1), es decir, imponemos que el punto satisfaga la
ecuacién del plano.

A(l,a,-1) €e x+y—-2z=2b—>1+a—-2-(-1)=2b »> 1+a+2=2b

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones encontradas:

—a+b=4 }
a—2b=-3
Sumamos las ecuaciones > —b=1-> b=—-1-a—1=4 - a = -5.

Para que la recta r esté contenida en el plano 1 los pardmetros deben valer:

a=-5yb=-1
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Problema 4:

Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto P(—2,1,0) y corta
perpendicularmente a la recta r de ecuaciones paramétricas {x = 1 —2t,y = 1 + t,z = t}. Calcular la
distancia de P al punto de corte de ambas rectas.

Solucion:

Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

x=1-2t
reyy=1+t¢t.
z=t

Por lo que un vector directorde r es v, = (—2,1,1).

Hay infinitas direcciones de vectores ortogonales a v,.. Por ese motivo vamos a buscar todos los planos
perpendiculares a la recta r, que tienen la siguiente ecuacién:

—2x+y+z+D=0.
Imponemos que dicho plano pase por el punto P(—2,1,0)
-2 (-2)+1+0+D=0->D=-5=
El plano que pasa por P(—2,1,0) y es perpendicular a r es:
—2x+y+z—-5=0.
Buscamos ahora el punto Q de interseccion entre este planoy de la recta r:
—2x+y+z—-5=0

x=1-—2t
—2(1 -2t 1+t t—5=0
r==qy=1+t - ( )+A+0+ -
z=t

x=1—-2=-1
—2+4+4t+1+t+t—-5=0-> 6t—-6=0;t—-1=0-> t=1->yy=1+1=2
z=1
El punto buscado es: Q(—1,2,1).

Calculamos la distancia entre dos puntos: P(—2,1,0) yQ(—1,2,1)..

_— = —

PQ=0Q—-0P=[(-1,2,1)-(-2,1,00] =(1,1,1).

d=PQ=[PQ|=4/12+12+12 =
d = V3 unidades

Nos piden también la recta s que pasa por el punto P(—2,1,0) y tiene como vector director a ﬁj =
(1,1,1), que no hemos utilizado. Su ecuacion paramétrica es:
x=-2+1
s = {y =1+t
z=t
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Tercera parte

Problema 5:

Estudiar los maximos, los minimos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) =
5 + 8x2 — x*. Representar la grafica de f.

Solucion:

Observamos en primer lugar que f(—x) = f(x), la funcién es par, simétrica con respecto al eje de
ordenadas.

Tenemos que hacer la derivada primera e igualar a cero para conocer los puntos criticos. Y determinar
el signo de la derivada pues una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es
positiva o negativa, respectivamente.

ff(x) =16x —4x3 =4x(4—x*)=0=>x;, = —2,x, = 0,x5 = 2.

Por ser f(x) polindmica, las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos
(—00,—-2),(—2,0),(0,2) y (2,+), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valorx = 1 € (0, 2) es:
f'(1)=4-1-(4—-12%) =12 > 0 = creciente.
Por lo que los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:
f'(x) < 0= Decrecesix € (—2,0) U (2,+x)
f'(x) >0 = Crece six € (—,—-2) U (0,2).

Para que una funciéon tenga un maximo o minimo relativo en un punto en el que la funcién sea
derivable es condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

f'x)=0=>x; =—2,x, =0,x3 = 2.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para el
valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo. También podemos
observar si la funcion pasa de ser creciente a decreciente o viceversa: Asi, antes de x; = —2, la funcion
crece y después decrece, f(—2) = f(2) =5+8-22—-2*=5+32—16 = 21 luego en x; = —2 hay
un maximo: Maximo: (—2,21). En x, = 0 la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente luego es
un minimoy f(0) =5 = Minimo: (0,5). Al ser la funcién par ya podemos asegurar que para x3 = 2
hay un maximo: Maximo: (2,21).

También podemos calcular el signo de la derivada segunda obteniendo lo mismo:
f"(x) =16 — 12x2.

f"(=2) < 0 > Maximo relativo para x = —2;

f"(0) =16 > 0 = Minimo relativo para x = 0;

f"(2) < 0 > Maximo relativo para x = 2.

Maximo: (—2,21) y (2,21). Minimo: (0,5)

Con los datos obtenidos se puede hacer una representacion grafica, aproximada, de
la funcidn, que es la indicada en el grafico adjunto.
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Problema 6:
Sea la funcién f(x) = Ax3 + Bx? + Cx + A.

a) Obtener los valores de los parametros A, B y C para que la grafica de f pase por el punto P(0,1) y
tenga un minimo en el punto Q(1, 1).

b) éLa funcidn obtenida tiene otros maximos o minimos? En caso afirmativo, encontrarlos.

Solucion:

a) Imponemos que pase por el punto P(0,1) » f(0) =A=1-> A=1

La funciénes: f(x) = x3 + Bx? + Cx + 1.

Imponemos que pase por el punto Q(1,1) -» f(1) =1 -
f)=13+B-12+C-1+1=1+B+C+1=1-> B+C=-1.

Para imponer que tenga un minimo relativo en Q(1, 1) debemos hacer que se anule la derivada primera
en ese punto:

ff()=0->f"(x)=3x2+2Bx+C->f'(1)=3-1242B-1+C=0 - 2B+ C = -3.
Resolvemos el sistema:

B+C=—1}_} —-B-C=1
2B+ C=-3 2B+C =—
Hemos cambiado el signo de la primera ecuacién y las hemos sumado.

A=1;B=-2;C=1.lafunciénes f(x) =x3 —-2x2+x+1

3}—>B=—2 >—2+C=-1-C=1.

b) La funcién es una funcién polindmica, por tanto, continua en toda la recta real. Por lo que, para que
tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria que se anule su derivada en ese
punto.

4+v16-12 442 1
—_— =X :§'x2 =1.

ff(x) =3x2—4x+1->f'(x)=0-3x2—4x+1=0; x = - -

Esta condicién, que es necesaria, no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que
no se anule la segunda derivada en ese punto pues en ese caso podria ser un punto de inflexién.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para el
valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

Calculamos la derivada segunda:
f"(x) = 6x — 4.
Sustituimos los puntos encontrados:

7 _ 1 _ _ 3 2 1 _1-6+9+27 _ 31
@) =6-;-4=-2<0-f3)=0G)"-2-GQ) +3+1=—"—=7
— Maximo relativo para x = N (l,ﬂ)
3 3°27
f'f)=6-1-4=2>0->f1)=13-2-1241+1=1-

— Minimo relativo parax = 1: - (1, 1).

., . , . , . 1 31
La funcién obtenida tiene, ademas del minimo Q(1,1) un maximo en A (E’E)
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Cuarta parte
Problema 7:

2
Sean las funciones f(x) = %, g(x) =x% h(x) = %_

a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de esas tres funciones.
b) Calcular el drea de dicho recinto.

Solucion:

a) Dibujamos las graficas de las tres funciones. f(x) = i es la
2
funcién inversa, una hipérbola. g(x) = x? y ,h(x) =% son

parabolas. Las funciones f(x)y g(x) se cortan en el punto
A(1,1); las funciones f(x) y h(x) se cortan en el punto B (2,%) . |
y las funciones g(x) y h(x) se cortan en el punto 0(0,0). El N g

recinto pedido es el limitado por los tres puntos: A(1,1),
1
B(Z,E)yO(O,O).

b) La superficie a calcular observamos que es:

S = [lg(x) — h()] - dx + [J[f(x) — h(x)] - dx =

= () e g () e = [+ oo 5

X
=[E-2)-o|+[(tr@ - 2) - (tn() - 2)| =2 - L + 1n@) — 1~ Ln(D) + £ = Ln(2)
El 4rea del recinto vale: Ln(2) u? = 0.69 u?
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Problema 8:

Calcular, explicando los métodos utilizados, las integrales I = [(x + 2) - sen (2x) - dx y
x+7

J= fx2—4x—5 - dx.

Solucion:

La primera integral se puede resolver por partes.

Utilizamos el método de integracion por partes: [ udv = uv — [ vdu

u=x+2 du = dx

v=[sen (2x)dx = —%cos (2x) = dv = sen (2x)dx

Sustituimos:
I=[(x+2) sen(2x) -dx = —(x+2)-%-cos(Zx)+f%-cos(2x)-dx=
=—%-(x+2)-cos(2x)+%-fcos(2x)-dx=

=—%-(x+2)-cos(Zx)+§-%-S€n(2x)+C=>

I=f(x+2)-sen(2x)-dx=—%-(x+2)-cos(Zx)+%-sen(2x)+C

La segunda integral es racional.

Hallamos las raices del denominador:

] f 4x5

x> —4x—-5=0= x =

4416420 4+V36 446

2 2
x> —4x—-5=(x+1)(x-5).

Descomponemos en fracciones simples. Identificando los numeradores calculamos los coeficientes:

x+7 M | N _ Mx-S5M+Nx+N _ (M+N)x+(-5M+N) M+ N = 1} N
x2—4x-5 x+1 x-5  (x+1)(x=5) x2—4x-5 —SM+N=7
M+N=1 . 4. _ _
S N o)DM =6 M=-1, -1+N=1>N=2.
Sustituimos. Las integrales obtenidas son inmediatas de tipo logaritmo:
f xt7 d—f(_1+ 2 )d— Inlx + 1| +2 - In| 5|+C—L(x_5)2+c
/= x% — 4x— x= x+1 x-5 X=X X T x4+ 1
x+7 (x — 5)2
J= f dx=—ln|x+1|+2-ln|x—5|+C=L—+C=>
A lx + 1]
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Quinta parte

Problema 9:

En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, /y M. El 80 % corresponde al
medicamento 4, el 10 % al /vy el resto al M. En la revision realizada por la farmacéutica se ha observado
gue hay medicamentos caducados en los siguientes porcentajes: el 10 % de 4, el 20 % de /y el 5 % de
M. Se elige una caja de medicamentos al azar. Hallar:

a) La probabilidad de coger un medicamento caducado.
b) Si sabemos que el medicamento esta caducado, la probabilidad de que sea del tipo 4.

Solucion:

Llamamos Cal suceso que el medicamento esté caducado y noC'si no lo estd. Hacemos un diagrama de
arbol con los datos que tenemos. Sabemos que en cada nudo la suma de porcentajes es 100. Pasamos
los porcentajes a probabilidades:

Multiplicando la rama obtenemos la probabilidad de, por ejemplo, sea de A y ademads esté caducado:
0.8-0.1=0.08

10 % c 0.1 c 08-01=008
A A
80 % . ,
20 noC 09™% 08 09=072

20 % o C 0.2 c 01:02=002
10 %
I |
80 % noC 0.8 noc 0.1-0.8=0.08
0.1-0.05=0.005
5% 0.05_»" ©
10 % . "
95 % noC 0.95 noC 0.1-0.95=0.095

a) Para calcular la probabilidad de que un medicamento esté caducado deberemos sumas las
probabilidades de las tres ramas:

P=P(C)=PANC)+PUNC)+PMNC)=
=P(A)-P(C/A)+PU)-P(C/I)+PM)-P(C/M) =
=0.8-0.10+0.1-0.20+ 0.1-0.05 = 0.080 + 0.020 + 0.005 = 0.105.
La probabilidad de coger un medicamento caducado es de 0.105.

b) Nos piden ahora una probabilidad condicionada. Usamos P(A N C) = P(C) - P(A/C) , despejamos:

P(ANC) _ P(A)-P(C/A) _ 0.8:0.10 _ 0.080

P=P(A/C) = P(c) ~ P(C) 0105  0.105

= 0.76109.

Si sabemos que el medicamento estd caducado, la probabilidad de que sea del tipo A es de 0. 7619
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Problema 10:

En una ciudad se han elegido al azar 3 900 personas. Hallar:
a) La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afios el dia del patrén de la ciudad.

b) La probabilidad de que el numero de personas que cumplan afios el dia del patrén esté comprendido
entre 5y 15, ambos incluidos.

Solucion:

a) Como o cumplen afios ese dia o no lo cumplen, se trata de una distribucién binomial con:

1 1 364
n—3900, p—%, q_l_ﬁ_%'

n-p=3900-—>5
Por ser o7 puede aproximarse la distribucién binomial a una distribucion normal
+q =3900 -— 5> 5

de las siguientes caracterlstlcas.

Media: 1 =n-p = 3900 - — = 10.68.

Desviacion tipica: o = Jn-p-q = JS 900 - — .3 = V10.66 = 3.26.

365 365
La distribucion binomial anterior puede aproximarse por una distribucién normal N(10.68, 3.26)

X = B(3900,1/365) ~ N(10.68,3.26).

X- X-10.68
Queremos calcular P(X = 15). Tipificamos la variable: X — G“ > e

. Aplicamos la correccién de
Yates usando 14.5 en lugar de 15:

14.5 — 10.68) _ (Z 3.82

= > = > > —
P=PX=15) =P (Z o 3.26 — 3.26

) =P(Z=2117)=1-P(Z<117) =

Buscamos en la tabla:
=1-0.8790 = 0.1210.
La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afos el dia del patrdn de la ciudad es de 0.1210.

b) Ahora queremos calcular P = P(5 < X < 15). Procedemos de igual modo: Usamos la distribucién
normal. Tipificamos. Usamos la correccidn de Yates

P=PE<Xx<15)=p (500 <7 L 105106 _ p(els ;48

3.26 3.26 3.26
=P(—-190<7<148)=P(Z<148)—-P(Z <-190) =

Buscamos en la tabla:
=P(Z<148)—-[1-P(Z<190)]=P(Z<148)—1+P(Z<190)=
=0.9306 -1+ 0.9713 =1.9019 - 1 = 0.9019.

La probabilidad de que el niumero de personas que cumplan afios el dia del patron esté comprendido
entre 5y 15, ambos incluidos es de 0.9019.
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o EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:

A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA

deIUPnai‘ilr: ;:E:g Eﬂ?g‘::t::?;ti? CURSO: 2020-2021
MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES
Ese examen tiene cinco partes. En cada parte debes responder a una Unica pregunta.

Primera parte

Problema 1:

ax—y+2z=2

Discutir el sistema S(a) en funcién de a siendo S(a) ={x — 2y —z =1 . Resolver en funcién de a,
x+2y+az=3

mediante la regla de Cramer, en los casos en que sea posible.

Problema 2:

1 a 1
SealamatrizM(a) =|a 1 a].
0 a 1

a) Determinar para qué valores de a la matriz no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por qué
no es posible.

Segunda parte
Problema 3:
a) Hallar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto A(—1, 2, 3) y es paralelo a los vectores
v=(-1,-2.-3)yv=(1,3,5).
b) Halla el valor de A para que el plano 7 calculado en el apartado anterior y el plano
B = Ax — y + 5z = 8 sean perpendiculares.

Problema 4:

4x —3y+4z=-1
3x—2y+z=-3
paralelos. Ademas, obtener el plano § perpendicular a r y que pasa por el origen.

Seaelplanomr =2x —y+ Az =0.Sealarectar = { . Hallar A para que r y  sean

Tercera parte
Problema 5:

Dada la funcién f(x) = ax3 + bx? + ¢, obtener los valores de a,b y ¢ para que su grafica pase por
P(0,2) y tenga un extremo en Q(1,—1). ¢Tiene f mas extremos?

Problema 6:

Sea f(x) = x%2 4+ 9, y P el punto exterior a su grafica de coordenadas P(0, 0). Calcular razonadamente
la (o las) tangentes a la grafica de f que pasen por el punto P.
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Cuarta parte
Problema 7:

Dibuja la regién encerrada por f(x) = x? —2x+ 1y g(x) = —x2+5, y calcular el area de dicha
region.

Problema 8:

Calcular las integrales indefinidas I y J, explicando los métodos utilizados para su resolucion:

1
x2+2x-3

dx.

I=[x-cos(2x)-dxy]={

Quinta parte
Problema 9:

En una empresa el 70 % de sus trabajadoras estan satisfechas con su contrato, y entre las satisfechas
con su contrato el 80 % gana mas de 1 000 euros. Entre las que no estdn satisfechas solo el 20 % gana
mas de 1 000 euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a) ¢Cual es la probabilidad de que gane mas de 1 000 euros?

b) Si gana mas de 1 000 euros, écudl es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato?

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1 000 euros y esté satisfecha con su contrato?
Problema 10:

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automoévil, con
independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado
es de 0.4, se pide:

a) ldentificar y describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automéviles aparcados.

¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdviles aparcados.
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RESPUESTAS

Primera parte

Problema 1:

ax—y+2z=2

Discutir el sistema S(a) en funcién de a siendo S(a) = {x —2y—z=1 . Resolver en funcion de a,
xX+2y+az=3

mediante la regla de Cramer, en los casos en que sea posible.

Solucion:

Para analizar el sistema estudiamos los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada:

a -1 2 a -1 2 2
M=|1 -2 —-1|yM'=|1 -2 -1 1)
1 2 a 1 2 a 3

Para determinar el rango de la matriz de coeficientes, calculamos su determinante en funcién del
pardmetro a:

a —1 2
IM|=11 -2 -—-1|=-2a*+4+1+4+2a+a=-2a°+3a+9=0-2a*°-3a—-9=0~
1 2 a
3+V9+72  3+V81 349 3
a= = =—->a=—-,a=3.
4 4 4 2

Para a # —; ya # 3 el rango de M es 3, y el rango de la matriz ampliada lo mayor que puede ser es

también 3, por lo que ambos son iguales, y por el Teorema de Rouché Frobenius sabemos que el
sistema es compatible y determinado.

Estudiamos ahora el comportamiento para estos valores del pardmetro:

= -1 2 2
Para a=—§—>M’= 1 -2 -1 1
1 2 2 3
Estudiamos su rango calculando el determinante de las dos primeras columnas y la cuarta:
—% -1 2
1 =2 1/=94+4—-14+4+3+3=22=+0. Por lo tanto, el rango de la matriz ampliada es 3,
1 2 3

mientras que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

3 -1 2 2
Paraa=3—>M’=<1 -2 -1 1>

1 2 3 3
Estudiamos su rango calculando el determinante de las dos primeras columnas y la cuarta:
3 -1 2
1 -2 1|=-184+4—-1+4—-6+3 =—14 # 03. El rango de la matriz ampliada es 3, mientras
1 2 3

que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

La discusion completa del sistema es:
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e Sia= —% obiena = 3,el RgM = 2 + RgM' = 3y el sistema es incompatible

o Sia+# —%y a # 3elRgM = 3 = RgM’' = ny el sistema es Compatible Determinado

. 3
Utilizamos la regla de Cramer para resolverlo cuando a # — Sya # 3.

2 -1 2
1 -2 -1
_ 13 2 al _ —4a+4+3+12+4+a —3a+23 _ 3a-23
© -2a2+3a+9 —2-(a+§)(a—3) T —(2a+3)(@-3) _ (2a+3)(a-3)’
a 2 2
1 1 -1
_ |1 3 al _ @a*+6-2-243a-2a _  a*+a+2
y= —(za+3)(a=3)  —(2a+3)(a-3) _ (2a+3)(a-3)
a -1 2
1 -2 1
_ 11 2 3 _ —-6a+4-1+4-2a+3 —-8a+10 _ 2(4a-5)
z= —(2a+3)(a-3)  -(2a+3)(@a-3)  -(2a+3)(a-3)  (2a+3)(a—3)
3a — 23 a’+a+2 2(4a —5)

= 2a+3)@-3)7 " " 2a+3)@-3)7" 2a+3)(@a-3)
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Problema 2:

1 a 1
SealamatrizM(a) =[a 1 a|.
0 a 1
a) Determinar para qué valores de a la matriz no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por qué
no es posible.

Solucion:

a) Una matriz cuadrada tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero. Calculamos su
determinante:

1 a 1
IM(@)|]=|a 1 a|=1+a*-a*—-a*=1-a*>=0->a=-1,a=1.
0 a 1
La matriz M(a) no tieneinversasia = —1osia = 1.
1 0 1
b) Cuando a = 0 la matrizes M(0) = (0 1 0), que ya hemos comprobado que es invertible por ser
0 0 1

su determinante distinto de cero.
Podemos calcular la matriz inversa por dos procedimientos, por el método de Gauss, y por

. _ Adj. de Mt
determinantes: M~1 = ]ITI

Por el método de Gauss-Jordan:

1 0 1|j11 0 O 1 0 0]1 0 -1 1 0 -1
(M|I)=<0 1 0j]0 1 0>—><0 1 0|0 1 0>—>M_1=<0 1 0)
0 0 110 0 1 0O 0 110 0 1 0 0 1
{F, > F, — F3}
. ¢ 1 0 O
M—lzw Mt = 01 0]~
- 10 1
1 0 0 0 0 1
ot o) 1o
Adj.deMt= ={0 1 0 |
0 1 1 1 1 0 00 1
0 O 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1
1 0 -1
01 O
_, _Adj. deM* (0 0 1) 1o -1
0O 0 1

Naturalmente obtenemos | misma matriz por los dos métodos.
1 0 -1
M1i=(0 1 o
0 0 1
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Segunda parte
Problema 3:
a) Hallar la ecuacién del plano  que pasa por el punto A(—1, 2, 3) y es paralelo a los vectores
v=(-1,-2.-3)yv=(1,3,5).
b) Halla el valor de A para que el plano 7 calculado en el apartado anterior y el plano
B = Ax — y + 5z = 8 sean perpendiculares.
Solucion:

a) Al conocer un punto y dos vectores de orientacion, escribimos directamente la ecuacién del plano:
x+1 y—-2 z-3
U= -1 -2 -3|=0-
1 3 5
-10(x+1)-3(y—2)—-3(z—-3)+2(z—-3)+9(x+1)+5(y—-2)=0—
—-(x+1)+2(y-2)-(z-3)=0-> —x—14+2y—-4—-2z+3=0-

n=x—2y+z+2=0

b) Para que los planos sean perpendiculares debemos imponer que sus vectores normales sean
ortogonales, es decir, que su producto escalar sea cero.

Los vectores normales de los planos sonn,; = (1,-2, 1),@ =(4,-1,5).
g =0=(1,-21)(4-1,5)=A+2+5=0-A4=—7.
A=-7
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Problema 4:

4x —3y+4z=-1
3x—2y+z=-3
paralelos. Ademas, obtener el plano 8 perpendicular a r y que pasa por el origen.

Seaelplanomr =2x —y+ Az=0.Sealarectar = { . Hallar A para que r y  sean

Solucion:

Para que la recta r y el plano  serdn paralelos debemos imponer que el vector director de la recta y el
vector normal del plano sean perpendiculares.

Para obtener el vector directo de la recta, escribimos sus ecuaciones paramétricas:
:{4x—3y+42=—1_) _/1_)4x—3y=—1—4/1}_)
“Bx—2y+z=-3 7 T 7 3x—2y=-3-1

Eliminamos la incégnita y:

—8x+6y=2+84

9x—6y=—9_3,1}_’x=—7+5/1—> 2y =3x+3+1=-21+15A4+3+ 21—

x=-7+54
2y =—-18+ 161>y =-9+ 84 —>rE{y=—9+8/1.
z=2

Un vector director de la recta r: v, = (5,8, 1) y el vector normal del plano 7: n; = (2, —1, A).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
v n;,=0=(581):(12,-1,A)=10—-8+A=0->A4A=-2.

A=-2

Buscamos ahora el plano [ perpendicular a r y que pasa por el origen. La ecuacién de todos los planos
perpendiculares a la recta tiene como vector normal el vector de direccidn de la recta: v, = (5, 8,1). Su
expresion general es por lo tanto: 5x + 8y +z+ D = 0.

Imponemos que pase por el origen, con lo que D = 0. Por tanto:

p=5x+8y+z=0
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Tercera parte
Problema 5:

Dada la funcién f(x) = ax3® + bx? + c, obtener los valores de a,b y ¢ para que su grafica pase por
P(0,2) y tenga un extremo en Q(1,—1). ¢Tiene f mas extremos?

Solucion:

Imponemos a la funcion que pase por el punto P(0,2) - f(0) =2: —->f(0)=c=2->c=2.
Por pasar por el punto Q(1, —1) imponemos que verifique la ecuacion:
f)=-1->f1)=a-13+b-12+2=—-1-> a+b=-3.

Debe tener un extremo en Q(1,—1), por lo que se debe anular su derivada
ff()=0-f"(x) =3ax?+2bx > f'(1)=3a-1>+2b-1=0-> 3a+2b=0.

Tenemos dos ecuaciones con dos incdgnitas, que resolvemos:

a+b=—3} —2a—2b=6
_)

3a+2b=0 3a+2b=0}_)a=6—>6+b=—3—>b=—9.

Hemos obtenido la funcién: f(x) = 6x3 — 9x2 + 2.

Para que una funcién derivable en un punto tenga un maximo o minimo relativo en dicho punto es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

fl(x) =18x2 —18x =18x(x — 1) > f/(x) =0->18x(x —1) =0; x=0, x = 1.
Observamos que la uncién tiene dos posibles extremos, en Q(1,—1),yenx =0, f(0) = 2 = A(0, 2)

Para diferenciar si esos extremos son maximos o minimos utilizamos la segunda derivada; si es positiva
para el valor que anula la primera, se trata de un minimoy, si es negativa, de un maximo.

f"(x) =36x —18.
£1(0)=—-18 < 0
Por tanto, en A(0, 2) hay un maximo relativo
f"(1)=36-1-18=18>0.

Por tanto, en Q(1, —1) hay un minimo relativo

Matematicas Il. Curso 2020 — 2021. Autor: Alvaro Garmendia Antolin

Comunidad Auténoma de Pais Vasco

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

Sea f(x) = x% 4+ 9, y P el punto exterior a su grafica de coordenadas P(0, 0). Calcular razonadamente
la (o las) tangentes a la grafica de f que pasen por el punto P.

Solucion:
La ecuacidn de cualquier recta que pase por el punto P(0,0) esy — 0 = m(x — 0) - y = mx.

Imponemos que corte a la funcidn en los puntos de tangencia: (x,f(x)) = (x,x% +9). En esos puntos
la pendiente de la recta debe coincidir con la derivada de la funcion:

m = f'(x) = 2x.
Por tanto:

x2+9 2 2 2 x1=_3_>m1=_6
2x = - 2x*=x“4+9-> x*=9->x=3;x=-3 .

x X, =3->my, =

Parax =3,f(3)=32+9=18m=f'(3)=2:3=6

El punto de tangencia es A(3, 18) y la recta tangente en ese punto: y = 6x.
Parax = -3,f(3) =(-3)2+9=18,m=f'(-3)=2-(-3) = -6

El punto de tangencia es B(—3,18) y la recta tangente en ese punto: y = —6x.

Hay dos rectas tangentes a la funcién por el punto P(0,0): lasrectasy = 6xy y = —6x.
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Cuarta parte

Problema 7:
Dibuja la regién encerrada por f(x) = x? —2x + 1y g(x) = —x2+ 35, y calcular el area de dicha
region.
Solucion:
Buscamos los puntos de interseccion de las dos funciones igualandolas:

f)=gx) > x*—-2x+1=—-x*+5-

2x2—=2x—4=0-> x2—-x—-2=0-

x=R = = —Lx =25 A(-1,4),B(2,1).

Las dos funciones dadas son parabolas, f(x) = x? — 2x + 1 es una parabola convexa (U) cuyo vértice

es:
f'x)=2x—2=0->x=1,f(1) =0 - Vértice: C(1,0).
La funcién g(x) = —x2 + 5 es una parabola cdncava (N) cuyo vértice es:

gx)=-2x=0-x=0, g(0) =5 - Vértice: D(0,5).

La representacién grafica de la situacidon se expresa, de forma aproximada, en la figura adjunta.

-3 -2 -1 a 7 2 3 4
/ - \
Para el calculo del drea pedida se tiene en cuenta que en el intervalo [—1, 2] todas las ordenadas de
g(x) son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de f(x), por lo cual la superficie

pedida es la siguiente:
2

s=| Zl[goo - fGl - dx = |

-1

2

[@m2+a—4ﬂ—2x+nydx=f (—2x2 + 2x + 4) - dx =
-1

Es un integra inmediata de una funcién polinémica:

= [—2313+%2+4x]:= [—23i3+x2+4x]2_1=(—2'723+22+4-2)—[—%”3+(—1)2+4-(—1)] =

= +4+8-2-1+4=15-"=15-6=09.

S =9 u?
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Problema 8:

Calcular las integrales indefinidas [ y], explicando los métodos utilizados para su resolucion:
I=[x-cos(2x)-dxy]={ - dx.

Solucion:

2+2x 3

La primera integral se puede resolver por partes.

Utilizamos el método de integracion por partes: [ udv = uv — [ vdu

u=x du = dx

v=[cos 2x)dx = %sen (2x) = dv = cos (2x)dx

Sustituimos:
I=[x-cos(2x)-dx =x-§-sen(2x)—f%-sen (2x) - dx =§-sen(2x)—%-fsen(2x)-dx =

=§-sen (2x)+%-%-cos (2x)+ C ==-[2x-sen (2x) + cos (2x)] + C.

RS

X 1
I=fx-cos(Zx)-dx=E-sen(2x)+z-cos(2x)+c

- dx es racional. Hallamos las raices del denominador:

. —2+v44+12 -2++vV16 2414
x*+2x—3=0- x= > = > = > >x=-3,x=1

La segunda integral ] = [ 2+2

Por tanto:
x2+2x—-3=((x+3)(x—-1).

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ M N _Mx—M+Nx+3N _(M+N)x+(-M+3N)
x24+2x—-3 x+3 x-1  (x+3)x-1) x%2+2x—-3
i . _ B B M+N=0
Calculamos los coeficientes igualando: (M + N)x + (—-M +3N) =1 —> _M 43N = 1}

4 4

Sustituyendo obtenemos dos integrales inmediatas de tipo logaritmo:

x+3
x—1

1 —14 1/4 1 1
]=fx2+2x_3-dx=f( / /) dx =- L|x+3|——L|x—1|+C=ZL|

x+3 x—1

1
]_fx2+2x—3.d _L|

|+c.

x+3
+C
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Quinta parte
Problema 9:

En una empresa el 70 % de sus trabajadoras estan satisfechas con su contrato, y entre las satisfechas
con su contrato el 80 % gana mas de 1 000 euros. Entre las que no estan satisfechas solo el 20 % gana
mas de 1 000 euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que gane mas de 1 000 euros?

b) Si gana mds de 1 000 euros, écudl es la probabilidad que esté satisfecha con su contrato?

¢) ¢Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1 000 euros y esté satisfecha con su contrato?
Solucion:

Llamamos S al suceso estar satisfecha con su trabajo, y llamamos G a ganar mds de 1 000 euros.

Nos dan los siguientes datos: P(S) = 0.7; P(G/S) = 0.8; P(G/noS) = 0.2. Los llevamos a un diagrama
de arbol, que completamos sabiendo que en cada nudo la suma de probabilidades es 1.

G P(5nG)=07-08=056

noG P(SnnoG)=07-02=0.14

03 G P(noSnG)=03-0.2=008

noS

noG PnoSnnoG)=03-08=024

Comprobamos que en efecto: 0.56 + 0.14 + 0.06 + 0.24 =1

a) Para calcular la probabilidad de que gane mas de 1 000 euros tenemos que sumar las probabilidades
del arbol que terminan en G.

P=P(G)=P(SNG)+P(noSNG)=07+08+0.3+0.2=0.56+0.06=0.62
La probabilidad de ganar mas de mil euros es 0. 62
b) Nos piden ahora una probabilidad condicionada: P(S/G). Usamos la definicion:

P(SNG) 07-08 0.56

PS/6) = =y = o6z~ 062

= 0.9032

Si gana mas de 1 000 euros, la probabilidad que esté satisfecha con su contrato es 0. 9032

c¢) Nos piden ahora una probabilidad de la interseccion, que vemos directamente en el arbol:
P(S N noG).

P =P(SNnoG) =0.7-0.2 = 0.14.

La probabilidad de que gane menos de 1 000 euros y esté satisfecha con su contrato es de 0. 14.
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Problema 10:

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automoévil, con
independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado
es de 0.4, se pide:

a) ldentificar y describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automéviles aparcados.
¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdviles aparcados.

Solucion:

a) En una plaza de aparcamiento Unicamente pueden ocurrir dos cosas, que esté ocupado o que no lo
esté, por tanto, es el modelo de probabilidad es una distribucién binomial de las siguientes
caracteristicas:

p=104; q=0.6; n=30 > X~B(30;0.4)

b) La probabilidad de que de n elementos r sean favorables es la siguiente: P = (Z) -p"oq™ .

En este caso:n = 30,r =8,p =0.8,q = 0.6.

30! 30:29:28:27:26:25:24-23

. 8. 22 — . 8 . 22 _
2208l 0.4°-0.6 8. 7.6.5.4.3.2 0.4°-0.6

29-27-13-25-23-0.4%-0.6%2 = 5.852.925 - 8.6260 - 107 = 0.0505

P=(3))04° 067 =

¢) En lugar de sumar muchas binomiales nos conviene transformar la distribuciéon binomial en una
normal:

p=n-p=30-04=12.0 =/n-p-q=+v30-0.4-0.6 =V7.2 = 2.68.
X = B(30; 0.4) = N(12; 2.68).

I . X- X-12
Tipificamos la variable: Z — Tﬂ = s

, Y usamos la correccion de Yates sumando al intervalo 0.5 a
cada lado:

P=P(10<B <20)=P(9.5<X<205)=P (9';;2 <7< 2"2'56;12) —p (;%85 <7< f—;g) =

=P(-093<Z<317)=P(Z<3.17)—[1-P(Z <0.93)] =
=P(Z<3.17)—1+P(Z <0.93) =0.9992 — 1 + 0.8238 = 1 — 1.8230 = 0.8230.

La probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automdviles aparcados es de 0. 8230.
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