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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES 
  Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

Problema 1: 

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real a y resuélvelo en los 
casos en que sea compatible: 

𝑥 𝑦 𝑧 0                                           

2𝑥 2𝑎 1 𝑦 √2 2 𝑧 2                  

𝑎𝑥 𝑎𝑦 2𝑎 𝑧 √2

 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos) 

Problema 2: 

Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A∙B es máximo, siendo 

𝐴
0 1 1
0 1 𝑡 1
1 𝑡 1

  y 𝐵
𝑡 1 1 𝑡

0 𝑡 2𝑡 1
𝑡 1 𝑡 1 𝑡 1

     (2,5 puntos) 

Problema 3: 

Calcula la ecuación continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo: 

𝑥 𝑦 𝑧 2 0
𝑥 3𝑦 3𝑧 8 0      y 𝑠 ≡ .       (2,5 puntos) 

Problema 4 

Sean P (1, 5, −1) y la recta 𝑟 ≡  

a) Calcula el punto Q ∈ r tal que la distancia de P a Q sea mínima.     (1,25 puntos) 

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3√2.    (1,25 puntos) 

Problema 5: 

Calcula las siguientes integrales indefinidas: 

𝑎  𝑑𝑥      (1,25 puntos) 

𝑏  𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥.       (1,25 puntos) 

Problema 6: 

Estudia la continuidad en R de la siguiente función: 

𝑓 𝑥
𝑠𝑖 𝑥 1

ln 𝑥 ∙ 𝑒 2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 1
       (2,5 puntos) 
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Problema 7: 

Se considera la función 𝑓 𝑥 𝑥 1 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥  

a) Demuestra que es continua en R    (0,5 puntos) 

b) Comprueba que existe un valor α ∈  (0,  1)  tal  que  f(α) = 3/4.  Enuncia el/los  resultado(s)  teórico(s) 
utilizado(s), y justifica su uso.    (2 puntos) 

Problema 8: 

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las gŕaficas de estas dos funciones: 

𝑓 𝑥 2 2𝑥       𝑦 𝑔 𝑥 𝑥 𝑥  

Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas.     (2,5 puntos) 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO 

Problema 1: 

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro real a y resuélvelo en los 
casos en que sea compatible: 

𝑥 𝑦 𝑧 0                                           

2𝑥 2𝑎 1 𝑦 √2 2 𝑧 2                  

𝑎𝑥 𝑎𝑦 2𝑎 𝑧 √2

 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀
1 1 1
2 2𝑎 1 √2 2
𝑎 𝑎 2𝑎

 𝑦 𝑀′
1 1 1
2 2𝑎 1 √2 2
𝑎 𝑎 2𝑎

    
0
2

√2
. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

         |𝑀|
1 1 1
2 2𝑎 1 √2 2
𝑎 𝑎 2𝑎

   

2𝑎 2𝑎 1 2𝑎 𝑎 √2 2 𝑎 2𝑎 1 4𝑎 𝑎 √2 2   

2𝑎 2𝑎 1 2𝑎 𝑎 2𝑎 1 4𝑎   

4𝑎 2𝑎 2𝑎 2𝑎 𝑎 4𝑎 4𝑎 𝑎 0;   𝑎 4𝑎 1 0 ⇒ 𝑎 0;   

4𝑎 1 0;  𝑎 ⇒ 𝑎 , 𝑎 .  

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 
𝒂

𝟏

𝟐
𝒂 𝟎
𝒂

𝟏

𝟐

⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

        𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 0 ⇒ 𝑀
1 1 1
2 1 √2 2
0 0 0

    
0
2

√2
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒ 

⇒
1 1 0
2 1 2
0 0 √2

√2 2√2 √2 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ⇒ 𝑀
1 1 1
2 0 √2 2    

0
2

√2
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  A  efectos  de  rango  𝑀   es 

equivalente a 𝑀
1 1 1
2 0 √2 2
1 1 1

    
0
2

2√2
⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒    



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)403 

⇒
1 1 0
2 0 2
1 1 2√2

2 2 4√2 4√2 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 
𝒂 𝟎

𝒂
𝟏
𝟐

⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟐;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ⇒ 𝑀
1 1 1
2 2 √2 2    

0
2

√2
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  A  efectos  de  rango  𝑀   es 

equivalente a 𝑀
1 1 1
2 2 √2 2
1 1 1

    
0
2

2√2
⇒ 𝐶 𝐶 ⇒ 

⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒
1 1 0
2 √2 2 2
1 1 2√2

2√2 √2 2 2 2 4√2   

4 4√2 4 4√2 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2.  

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂
𝟏

𝟐
⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟐 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

  Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 , 𝑎 0 𝑦 𝑎 : 

1 1 1
2 2𝑎 1 √2 2
𝑎 𝑎 2𝑎

    
0
2

√2
⇒

𝐹 → 𝐹 2𝐹
𝐹 → 𝐹 𝑎𝐹 ⇒  

⇒
1 1 1
0 2𝑎 1 √2
0 0 2𝑎 𝑎

    
0
2

√2
⇒ 2𝑎 𝑎 𝑧 √2 ⇒ 𝑧 √

. 

  2𝑎 1 𝑦 √2 √ 2;  2𝑎 1 𝑦 2 ;  

𝑦 ⇒ 𝑦 .  

𝑥 𝑦 𝑧 0;   𝑥 𝑦 𝑧 √ ⇒ 𝑥 √
.  

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙
𝟐𝒂 √𝟐 𝟐

𝟐𝒂𝟐 𝒂
, 𝒚

𝟐 𝒂 𝟏

𝟐𝒂𝟐 𝒂
, 𝒛 √𝟐

𝟐𝒂𝟐 𝒂
, ∀𝒂 ∈ 𝑹

𝟏

𝟐
, 𝟎,

𝟏

𝟐
. 

  Resolvemos ahora para 𝑎 .  

El sistema resulta 

                      𝑥 𝑦 𝑧 0

2𝑥 2𝑦 √2 2 𝑧 2

           𝑥 𝑦 𝑧 √2
, que es compatible indeterminado y equivalente 

al sistema 

                      𝑥 𝑦 𝑧 0

2𝑥 2𝑦 √2 2 𝑧 2

                 𝑥 𝑦 𝑧 2√2

. 
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Despreciando una ecuación, por ejemplo, la segunda, y haciendo 𝑦 𝜆:  

 
𝑥 𝑧 𝜆             
𝑥 𝑧 2√2 𝜆

⇒ 2𝑥 2√2 2𝜆;   𝑥 √2 𝜆.      

𝑧 𝑥 𝜆 √2 𝜆 𝜆 ⇒ 𝑧 √2. 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 √𝟐 𝝀, 𝒚 𝝀, 𝒛 √𝟐, ∀𝝀 ∈ 𝑹. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)405 

Problema 2: 

Calcula los valores de t para los que el rango de la matriz A∙B es máximo, siendo 

𝐴
0 1 1
0 1 𝑡 1
1 𝑡 1

  y 𝐵
𝑡 1 1 𝑡

0 𝑡 2𝑡 1
𝑡 1 𝑡 1 𝑡 1

     (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

  El rango de 𝐴 𝐵 es máximo cuando |𝐴 𝐵| 0. 

  Sabiendo que |𝐴 𝐵| |𝐴| |𝐵|, tiene que cumplirse que |𝐴| |𝐵| 0. 

  |𝐴|
0 0 1
0 1 𝑡 1
1 𝑡 1

0 1
1 𝑡 1

1. 

|𝐵|
𝑡 1 1 𝑡

0 𝑡 2𝑡 1
𝑡 1 𝑡 1 𝑡 1

  

𝑡 𝑡 1 𝑡 1 2𝑡 1 𝑡 𝑡 1 𝑡 1 2𝑡 1   

𝑡 1 𝑡 2𝑡 1 𝑡 1 2𝑡 1 𝑡   

𝑡 1 𝑡 2𝑡 1 𝑡 1 2𝑡 1 𝑡   

𝑡 1 𝑡 1 𝑡 1 𝑡 2𝑡 1   

𝑡 1 𝑡 1 𝑡 1 𝑡 2𝑡 1 𝑡 1 𝑡 1 𝑡 2𝑡 1 ⇒  

⇒ |𝐵| 2𝑡 𝑡 1 .  

  |𝐴 𝐵| 0 ⇒ 1 2𝑡 𝑡 1 0;   2𝑡 𝑡 1 0 ⇒ 𝑡 0, 𝑡 1. 

 

𝑬𝒍 𝒓𝒂𝒏𝒈𝒐 𝒅𝒆 𝒍𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝑩  𝒆𝒔 𝒎á𝒙𝒊𝒎𝒐 ∀𝒕 ∈ 𝑹 𝟎, 𝟏 . 
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Problema 3: 

Calcula la ecuación continua de la recta perpendicular a r y s que corta a ambas, siendo: 

𝑥 𝑦 𝑧 2 0
𝑥 3𝑦 3𝑧 8 0      y 𝑠 ≡ .       (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

La expresión de la recta 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡
𝑥 𝑦 𝑧 2 0    
𝑥 3𝑦 3𝑧 8 0 ⇒ 𝑧 𝜆 ⇒

 𝑥 𝑦 2 𝜆
𝑥 3𝑦 8 3𝜆   

𝑥 𝑦 2 𝜆  
𝑥 3𝑦 8 3𝜆    

⇒ 2𝑦 10 4𝜆;  𝑦 5 2𝜆;  𝑥 5 2𝜆 2 𝜆 ⇒ 𝑥 7 3𝜆 ⇒  

⇒  𝑟 ≡
𝑥 7 3𝜆
𝑦 5 2𝜆
𝑧 𝜆              

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴 7, 5, 0  y 𝑣⃗ 3, 2, 1 . 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵 2, 5, 0  y 𝑣⃗ 3, 4, 2 . 

Los  vectores  𝑣⃗  y  𝑣⃗  son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤 que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤
𝐴�⃗� 𝑂𝐵 𝑂𝐴 2, 5, 0 7, 5, 0 9, 0, 0 . 

  Según que los vectores  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

     𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 ⇒
3 2 1
3 4 2
9 0 0

36 36 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 2 ⇒  

⇒  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 ⇒ 

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏. 

 

El  vector  director  de  la  recta  𝑡  es  cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  producto 
vectorial de los vectores directores de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

  𝑣⃗ 𝑣⃗
𝑖 𝑗 𝑘
3 2 1
3 4 2

4𝑖 3𝑗 12𝑘 6𝑘 4𝑖 6𝑗 9𝑗 18𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑣⃗ 0, 1, 2   

  La expresión de 𝑠 ≡  por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑠 ≡ ⇒ 4𝑥 8 3𝑦 15
2𝑥 4 3𝑧

⇒ 𝑠 ≡ 4𝑥 3𝑦 7 0
2𝑥 3𝑧 4 0

. 
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  Las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠  determinan  el  sistema: 

 𝑥 𝑦 𝑧 2
𝑥 3𝑦 3𝑧 8
    4𝑥 3𝑦 7
        2𝑥 3𝑧 4

,  que  sabemos  que  es  compatible 

determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolución eliminamos una de las 
ecuaciones, por ejemplo, la segunda, quedando el sistema: 

 
𝑥 𝑦 𝑧 2
  4𝑥 3𝑦 7
      2𝑥 3𝑧 4

. Resolviendo por la regla de Cramer: 

  𝑥 1. 

 

  𝑦 1. 

 

  𝑧 2. 

 

  El punto de corte es 𝑃 1, 1, 2 . 

  Unas ecuaciones continuas de 𝑡 son: 

 𝒕 ≡
𝒙 𝟏

𝟎

𝒚 𝟏

𝟏

𝒛 𝟐

𝟐
. 
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Problema 4 

Sean P (1, 5, −1) y la recta 𝑟 ≡  

a) Calcula el punto Q ∈ r tal que la distancia de P a Q sea mínima.     (1,25 puntos) 

b) Halla los puntos Q1 y Q2 pertenecientes a r tales que d(P, Q1) = d(P, Q2) = 3√2.    (1,25 puntos) 

SOLUCIÓN 

𝑎    Un vector director de 𝑟 es 𝑣⃗ 2, 1, 2 . 

  El haz de planos, 𝛽, perpendiculares a la recta 𝑟 tiene la siguiente expresión general: 𝛽 ≡ 2𝑥
𝑦 2𝑧 𝐷 0. 

  De los infinitos planos de haz 𝛽, el plano 𝜋 que contiene al punto 𝑃 1, 5, 1  es el que satisface 
su ecuación: 

 
𝛽 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 𝐷 0
                            𝑃 1, 5, 1

⇒ 2 1 5 2 1 𝐷 0;   

2 5 2 𝐷 0;   𝐷 5 ⇒ 𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 5 0. 

  La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡
𝑥 1 2𝜆   
𝑦 2 𝜆     
𝑧 4 2𝜆

. 

  El punto Q pedido es la intersección de la recta 𝑟 y el plano 𝜋: 

𝜋 ≡ 2𝑥 𝑦 2𝑧 5 0

              𝑟 ≡
𝑥 1 2𝜆   
𝑦 2 𝜆     
𝑧 4 2𝜆

⇒ 2 1 2𝜆 2 𝜆 2 4 2𝜆 5 0;  

2 4𝜆 2 𝜆 8 4𝜆 5 0;   9𝜆 9 0;   𝜆 1 0 ⇒ 𝜆 1 ⇒  

⇒ 𝑄 ⇒
𝑥 1 2 3      
𝑦 2 1 3      
𝑧 4 2 2

⇒ 

𝑸 𝟑, 𝟑, 𝟐 . 

 

𝑏  Halla los puntos 𝑄  𝑦 𝑄  pertenecientes a 𝑟 tales que 𝑑 𝑃, 𝑄 𝑑 𝑃, 𝑄 3√2. 

  Un punto genérico de 𝑟 ≡
𝑥 1 2𝜆   
𝑦 2 𝜆     
𝑧 4 2𝜆

 es 𝑄 1 2𝜆, 2 𝜆, 4 2𝜆 . 

  𝑃�⃗� 𝑂𝑄 𝑂�⃗� 1 2𝜆, 2 𝜆, 4 2𝜆 1, 5, 1 ⇒ 

⇒ 𝑃�⃗� 2𝜆, 3 𝜆, 3 2𝜆 . 

  𝑃�⃗� 3√2 ⇒ 2𝜆 3 𝜆 3 2𝜆 3√2; 

4𝜆 9 6𝜆 𝜆 9 12𝜆 4𝜆 18;   9𝜆 18𝜆 0;  𝜆 2𝜆 0;  

𝜆 𝜆 2 0;  𝜆 0, 𝜆 2. 
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  𝜆 0 ⇒ 𝑄 ⇒
𝑥 1 2 0 1      
𝑦 2 0 2           
𝑧 4 2 0 4

⇒ 

𝑸𝟏 𝟏, 𝟐, 𝟒 . 

𝜆 2 ⇒ 𝑄 ⇒
𝑥 1 2 2 5   
𝑦 2 2 4        
𝑧 4 2 2 0

⇒ 

𝑸𝟐 𝟓, 𝟒, 𝟎 . 
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Problema 5: 

Calcula las siguientes integrales indefinidas: 

𝑎  𝑑𝑥      (1,25 puntos) 

𝑏  𝑥 ln 𝑥 𝑑𝑥.       (1,25 puntos) 

SOLUCIÓN 

𝑎   𝐼 𝑑𝑥.   

𝑥 𝑥 2 0;   𝑥 √  ⇒  𝑥 2, 𝑥 1. 

  𝑥 𝑥 2 𝑥 2 𝑥 1 . 

          ⇒   𝑀 𝑁 2
𝑀 2𝑁 5

⇒  

⇒ 3𝑁 3;   𝑁 1;   𝑀 1 2 ⇒ 𝑀 3. 

  𝐼 𝑑𝑥 𝑑𝑥 3 𝐿|𝑥 2| 𝐿|𝑥 1| 𝐶 ⇒ 

⇒ 𝑰𝟏
𝟐𝒙 𝟓

𝒙𝟐 𝒙 𝟐
𝒅𝒙 𝑳

𝒙 𝟐 𝟑

𝒙 𝟏
𝑪. 

  

𝑏   𝐼 𝑥 𝐿𝑥 𝑑𝑥 ⇒
𝑢 𝐿𝑥 → 𝑑𝑢 𝑑𝑥

𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑣 → 𝑣
⇒ 𝐿𝑥 𝑑𝑥   

𝐿𝑥 𝑥 𝑑𝑥 𝐿𝑥 𝐶 2𝐿𝑥 1 𝐶. 

𝑰𝟐 𝒙 𝑳𝒙 𝒅𝒙
𝒙𝟐

𝟒
𝟐𝑳𝒙 𝟏 𝑪. 
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Problema 6: 

Estudia la continuidad en R de la siguiente función: 

𝑓 𝑥
𝑠𝑖 𝑥 1

ln 𝑥 ∙ 𝑒 2𝑥 𝑠𝑖 𝑥 1
       (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

  La función 𝑓 𝑥  es continua en R, excepto para 𝑥 1, cuya continuidad es dudosa; se estudia a 
continuación. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑥 1 ⇒
lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

0     ∗                                  

lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

𝐿 𝑥 𝑒 2𝑥 0 𝑓 1      ∗∗
⇒  

⇒ lim
→

𝑓 𝑥 lim
→

𝑓 𝑥 𝑓 1 ⇒ 𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑓 𝑥  𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑛𝑢𝑎 𝑒𝑛 𝑅. 

(*)  lim
→

⇒ 𝐼𝑛𝑑. ⇒ 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙 ⇒ 

⇒ lim
→

lim
→

𝑠𝑒𝑛 2𝜋𝑥 𝑠𝑒𝑛 2𝜋 0.  

(**)  lim
→

𝐿 𝑥 𝑒 2𝑥 𝐿 1 𝑒 2 1 𝐿𝑒 2 2 𝐿𝑒 2  

2 1 2 2 2 0. 
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Problema 7: 

Se considera la función 𝑓 𝑥 𝑥 1 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥  

a) Demuestra que es continua en R    (0,5 puntos) 

b) Comprueba que existe un valor α ∈  (0,  1)  tal  que  f(α) = 3/4.  Enuncia el/los  resultado(s)  teórico(s) 
utilizado(s), y justifica su uso.    (2 puntos) 

SOLUCIÓN 

𝑎    La  función  𝑓 𝑥 𝑥 1 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥   es  continua  en  R  por  ser  producto  de  dos  funciones 
continuas en R. 

 

𝑏    𝑓 0 0 1 𝑠𝑒𝑛 𝜋 0 1 𝑠𝑒𝑛 0 0. 

  𝑓 1 𝑠𝑒𝑛 𝜋 𝑠𝑒𝑛 1 . 

  𝑓 0 0 𝑓 . 

  Considerando el intervalo  0, ∈ 0, 1  y teniendo en cuenta que 𝑓 𝑥  es continua en R, le es 

aplicable el teorema de los valores intermedios (o de Darboux), que dice que “si 𝑓 𝑥  es continua en el 
intervalo  𝑎, 𝑏 ,  entonces para  cada  valor 𝑚  tal  que 𝑓 𝑎 𝑚 𝑓 𝑏 ,  existe  al menos un  valor 𝑐 ∈
𝑎, 𝑏  tal que 𝑓 𝑐 𝑚”. 

 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆 𝒖𝒏 𝒂 ∈ 𝟎, 𝟏  𝒕𝒂𝒍 𝒒𝒖𝒆 𝒇 𝒂
𝟑

𝟒
. 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2022 – 2023.    Autor: ANTONIO MENGUIANO 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)413 

Problema 8: 

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las gŕaficas de estas dos funciones: 

𝑓 𝑥 2 2𝑥       𝑦 𝑔 𝑥 𝑥 𝑥  

Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas.     (2,5 puntos) 

SOLUCIÓN 

  Nótese que las dos funciones, por ser pares, son simétricas con respecto al eje de ordenadas. 

  Los puntos de corte de dos  funciones  tienen por abscisas  las  raíces  reales de  la ecuación que 
resulta de la igualación de sus expresiones. 

  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 ⇒ 2 2𝑥 𝑥 𝑥 ;  𝑥 𝑥 2 0 → 𝑥 𝑎 → 

→ 𝑎 𝑎 2 0;   𝑎 √ √ ⇒ 𝑎 2, 𝑎 1. 

  𝑥 2 ⇒ 𝑥 ∉ 𝑅;  𝑥 1 ⇒
𝑥 1 ⟶ 𝐴 1, 0
𝑥 1 ⟶ 𝐵 1, 0       

. 

  La función 𝑓 𝑥 2 2𝑥  es una parábola cóncava  ∩  por ser negativo el coeficiente de 𝑥 . 
Su vértice es el punto 𝑉 0, 2 . 

  La función 𝑔 𝑥 𝑥 𝑥 , además de contener a los puntos 𝐴 y 𝐵 también contiene al origen 
de coordenadas y sus máximos y mínimos son los siguientes: 

  𝑔 𝑥 4𝑥 2𝑥.  𝑔 𝑥 12𝑥 2. 

  𝑔 𝑥 0 ⇒ 4𝑥 2𝑥 0;  2𝑥 2𝑥 1 0 ⇒ 𝑥 0, 𝑥 √ , 𝑥 √
. 

  𝑔 0 2 0 ⇒ 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 ⇒ 𝑂 0, 0 . 

  𝑔 √ 12 √ 2 6 2 4 0 ⇒ 

⇒ 𝑚í𝑛. 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑝𝑎𝑟 𝑥 √
.  

  Por simetría ⇒ 𝑚í𝑛. 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑝𝑎𝑟 𝑥 √
. 

  La representación gráfica de  la situación se expresa, de 
forma aproximada, en la figura adjunta. 

  En el  intervalo de la superficie a calcular,  las ordenadas 
de  𝑓 𝑥   son  iguales  o  mayores  que  las  correspondientes 
ordenadas  de  𝑔 𝑥 ,  por  lo  cual,  y  teniendo  en  cuenta  la 
simetría de las dos funciones con respecto al eje de ordenadas, 
la superficie a calcular es la siguiente: 

𝑆 2 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 𝑑𝑥  

2 2 2𝑥 𝑥 𝑥 𝑑𝑥   

2 2 2𝑥 𝑥 𝑥 𝑑𝑥 2 𝑥 𝑥 2 𝑑𝑥    

𝑌 

𝑂 

𝑋
𝐵

2 

𝑆 

𝑓 𝑥  

𝑔 𝑥  

11
𝐴
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2 2𝑥 2 2 1 0 4 ⇒  

⇒ 𝑺
𝟒𝟒

𝟏𝟓
 𝒖𝟐 ≅ 𝟐, 𝟗𝟑 𝒖𝟐. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2022–2023 

MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

I INSTRUCCIONES GENERALES 
  Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

Problema 2: 

Problema 3: 

 

Problema 4: 
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Problema 5: 

Problema 6: 

 

Problema 7: 

Problema 8: 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

 

Solución: 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀
𝑎 1 2

3𝑎 𝑎 2𝑎
𝑎 1 𝑎 1

 𝑦 𝑀′
𝑎 1 2

3𝑎 𝑎 2𝑎
𝑎 1 𝑎 1

    
1
3

𝑎 √3 1
. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

         |𝑀|
𝑎 1 2

3𝑎 𝑎 2𝑎
𝑎 1 𝑎 1

   

𝑎 𝑎 1 6𝑎 2𝑎 2𝑎 2𝑎 3𝑎 𝑎 1   

𝑎 𝑎 6𝑎 2𝑎 3𝑎 3𝑎 𝑎 6𝑎 9𝑎 0;   𝑎 𝑎 6𝑎 9 0;  

𝑎 0.  𝑎 6𝑎 9 0;  𝑎 3 0 ⇒ 𝑎 √3, 𝑎 √3 . 

  Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

𝑷𝒂𝒓𝒂 
𝒂 𝟎

𝒂 √𝟑
𝒂 √𝟑

⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑫. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 0 ⇒ 𝑀
0 1 2
0 0 0
0 1 1

    
1
3

√3 1
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ 𝐶 , 𝐶 , 𝐶 ⇒     

⇒
1 2 1
0 0 3
1 1 √3 1

3 1 2
1 2

0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 3. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 𝟎 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟐;   𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟑 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

        𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 √3 ⇒ 𝑀
√3 1 2

3√3 3 6
√3 1 2

    
1
3
1

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 1. 

  Todas las columnas son linealmente dependientes. 
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𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 √𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟏 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈. ⇒ 𝑺. 𝑪. 𝑰. 

(Dos grados de libertad, dos parámetros) 

         𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 √3 ⇒ 𝑀
√3 1 2

3√3 3 6
√3 1 2

    
1
3

2√3 1
⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 2. 

  Las tres primeras columnas son linealmente dependientes. 

𝑷𝒂𝒓𝒂 𝒂 √𝟑 ⇒ 𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟏;  𝑹𝒂𝒏𝒈 𝑴 𝟐 ⇒ 𝑺𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒊𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

  Se resuelve, en primer lugar, para 𝑎 √3, 𝑎 0 𝑦 𝑎 √3: 

𝑎 1 2
3𝑎 𝑎 2𝑎

𝑎 1 𝑎 1
    

1
3

𝑎 √3 1
⇒

𝐹 → 𝐹 3𝐹
𝐹 → 𝐹 𝐹 ⇒  

⇒
𝑎 1 2
0 𝑎 3 6 2𝑎
0 0 𝑎 3

    
1
0

𝑎 √3
⇒ 𝑎 3 𝑧 𝑎 √3 ⇒ 𝑧 √

.  

𝑎 3 𝑦 2 𝑎 3 √ 0;  𝑎 3 𝑦 2 𝑎 √3 ⇒ 𝑦 √
.  

𝑎𝑥 𝑦 2𝑧 1;   𝑎𝑥 1 √ √ ⇒ 𝑥 .  

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙
𝟏

𝒂
, 𝒚

𝟐 𝒂 √𝟑

𝒂𝟐 𝟑
, 𝒛

𝒂 √𝟑

𝒂𝟐 𝟑
, ∀𝒂 ∈ 𝑹 √𝟑, 𝟎, √𝟑 . 

 

  Resolvemos ahora para 𝑎 √3.  

El sistema resulta 

     √3𝑥 𝑦 2𝑧 1

3√3𝑥 3𝑦 6𝑧 3

     √3𝑥 𝑦 2𝑧 1

, que es compatible indeterminado y equivalente a la 

ecuación √3𝑥 𝑦 2𝑧 1. 

Como tiene dos grados de libertad, se hace 𝑥 𝜆, 𝑧 𝜇: 

𝑺𝒐𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏: 𝒙 𝝀, 𝒚 √𝟑𝝀 𝟐𝝁 𝟏, 𝒛 𝝁, ∀𝝀, 𝝁 ∈ 𝑹. 
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Problema 2: 

 

Solución: 

  Una matriz no es regular cuando su determinante es distinto de cero. 

  Restando en |𝐴| a la primera fila la tercera multiplicada por dos: 

  |𝐴|

3 0
2 0

5 5
1 𝑎 3

3 1
2 0

2      2
2      2

.  

Desarrollando por los menores adjuntos de la segunda columna: 

  |𝐴| 1
3 5 5
2 1 𝑎 3
2 2 2

2
3 5 5
2 1 𝑎 3
1 1 1

. 

  Sumando la primera columna a las otras dos: 

  |𝐴| 2
3 2 2
2 1 𝑎 1
1 0 0

. 

  Desarrollando por los menores adjuntos de la tercera fila: 

  |𝐴| 2 2 2
1 𝑎 1

4 1 1
1 𝑎 1

4 𝑎 1 1 0 ⇒ 

⇒ 𝑎 2 0;   𝑎 2. 

𝑳𝒂 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝑨 𝒏𝒐 𝒆𝒔 𝒓𝒆𝒈𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒑𝒂𝒓𝒂 𝒂 𝟐. 
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Problema 3: 

 

Solución: 

La expresión de la recta 𝑠 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡
𝑥 𝑦 𝑧 1 0   
𝑥 𝑦 2𝑧 1 0 ⇒ 𝑧 2𝜆 ⇒

 𝑥 𝑦 1 2𝜆   
𝑥 𝑦 1 4𝜆 ⇒ 2𝑥 2𝜆;    

𝑥 𝜆;  𝑦 1 2𝜆 𝑥 ⇒ 𝑦 1 3𝜆 ⇒  𝑟 ≡
𝑥 𝜆       
𝑦 1 3𝜆
𝑧 𝜆          

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴 0, 1, 0  y 𝑣⃗ 1, 3, 1 . 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵 3, 5, 3  y 𝑣⃗ 1, 2, 1 . 

Los  vectores  𝑣⃗  y  𝑣⃗  son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤 que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤
𝐴�⃗� 𝑂𝐵 𝑂𝐴 3, 5, 3 0, 1, 0 3, 6, 3 . 

  Según que los vectores  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

     𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 ⇒
1 3 1
1 2 1

3 6 3
6 6 9 6 6 9 0 ⇒  

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤 2 ⇒  𝑣⃗, 𝑣⃗, 𝑤  𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 ⇒ 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛. 

  La expresión de 𝑠 ≡  por unas ecuaciones  implícitas es  la siguiente: 𝑠 ≡

⇒ 2𝑥 6 𝑦 5
𝑥 3 𝑧 3

⇒ 𝑠 ≡ 2𝑥 𝑦 1 0
𝑥 𝑧 0           

. 

  Las  rectas  𝑟 𝑦 𝑠  determinan  el  sistema: 

     𝑥 𝑦 𝑧 1
𝑥 𝑦 2𝑧 1
           2𝑥 𝑦 1
             𝑥 𝑧 0

,  que  sabemos  que  es  compatible 

determinado (las rectas se cortan en un punto), por lo cual, para su resolución eliminamos una de las 
ecuaciones, por ejemplo, la tercera, que es la suma de la primera y la última, quedando el sistema: 
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      𝑥 𝑦 𝑧 1
𝑥 𝑦 2𝑧 1
              𝑥 𝑧 0

⇒ 𝑧 𝑥 ⇒
  𝑥 𝑦 𝑥 1    
𝑥 𝑦 2𝑥 1  

2𝑥 𝑦 1   
𝑥 𝑦 1 ⇒ 𝑥 0; 

𝑦 1, 𝑧 0 ⇒ El punto de corte es 𝑄 0, 1, 0 . 

  La recta pedida, 𝑡, es la que pasa por los puntos P y Q: 

  𝑃�⃗� 𝑂𝑄 𝑂�⃗� 0, 1, 0 3, 2, 3 3, 3, 3 ⇒ 𝑣⃗ 1, 1, 1  

  Unas ecuaciones continuas de 𝑡 son: 

 𝒕 ≡
𝒙

𝟏

𝒚 𝟏

𝟏

𝒛

𝟏
. 
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Problema 4: 

 

Solución: 

La expresión de la recta 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝑟 ≡
2𝑥 𝑦 2𝑧 7 0  
5𝑥 2𝑦 2𝑧 2 0 ⇒ 𝑥 6𝜆 ⇒

𝑦 2𝑧 7 12𝜆
2𝑦 2𝑧 2 30𝜆  ;    

  𝑦 2𝑧 7 12𝜆
2𝑦 2𝑧 2 30𝜆 ⇒ 3𝑦 9 18𝜆;   𝑦 3 6𝜆;   2𝑧 𝑦 7 12𝜆   

3 6𝜆 7 12𝜆 4 18𝜆;   𝑧 2 9𝜆 ⇒  𝑟 ≡
𝑥 6𝜆           
𝑦 3 6𝜆  
𝑧 2 9𝜆

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝐴 0, 3, 2  y 𝑣⃗ 2, 2, 3 . 

  Un punto y un vector director de 𝑠 son 𝐵 1, 3, 5  y 𝑣⃗ 2, 0, 1 . 

  El vector normal del plano 𝜋 es perpendicular, simultáneamente, de los vectores directores de 
las  rectas  𝑟  y  𝑠,  por  lo  cual,  es  linealmente  dependiente  del  producto  vectorial  de  los  vectores 
directores: 

  𝑛⃗ 𝑣⃗ ∧ 𝑣⃗
𝑖 𝑗 𝑘
2 2 3
2 0 1

2𝑖 6𝑗 4𝑘 2𝑗 2𝑖 4𝑗 4𝑘 ⇒ 

⇒ 𝑛 1, 2, 2 . 

  El plano 𝜋 tiene la siguiente expresión general: 𝜋 ≡ 𝑥 2𝑦 2𝑧 𝐷 0. 

  La distancia del punto 𝑃 𝑥 , 𝑦 , 𝑧  al plano 𝐴𝑥 𝐵𝑦 𝐶𝑧 𝐷 0 viene dada por la fórmula 

𝑑 𝑃 , 𝜋
| |

√
.  

  La  distancia  del  plano  𝜋  a  cualquiera  de  las  rectas  es  equivalente  a  la  distancia  del  plano  a 
cualquier punto de ellas. 

         𝑑 𝜋, 𝑟 𝑑 𝜋, 𝐴 3 ⇒
| |

3;  
| |

√
3;  | 10 𝐷| 9. 

 
10 𝐷 9

10 𝐷 9
⇒ 𝐷 19;  𝐷 1. 

         𝑑 𝜋, 𝑠 𝑑 𝜋, 𝐵 6 ⇒
| |

√
6;  |17 𝐷| 18. 

 
17 𝐷 18   
17 𝐷 18

⇒ 𝐷 1;  𝐷 35. 

  El único valor de D que satisface las dos condiciones es 𝐷 1, por lo cual, el plano pedido es:  

𝝅 ≡ 𝒙 𝟐𝒚 𝟐𝒛 𝟏 𝟎.   
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Problema 5: 

 

Solución: 

𝑎   𝑓 𝑥 𝐿 cos 𝜋𝑥 𝑒 𝐿𝑢 ⇒ 𝑓 𝑥 .  (*)   

  𝑢 cos 𝜋𝑥 𝑒 . 

  𝑢 𝜋 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥 𝑒 cos 𝜋𝑥 2𝑥 2 𝑒 ⇒ 

⇒ 𝑢 𝑒 2 𝑥 1 cos 𝜋𝑥 𝜋 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥 . 

  Sustituyendo en (*): 

  𝑓 𝑥  ⇒ 𝑓 𝑥  
. 

  𝑓 0   ⇒ 

𝒇 𝟎 𝟐. 

 

𝑏   𝑔 𝑥 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 √1 2𝑥 𝑒 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑢 ⇒ 𝑔 𝑥 .     (*) 

𝑢 √1 2𝑥 𝑒 .  𝑢
√ √

⇒ 𝑢
√

. 

Sustituyendo en (*): 

𝑔 𝑥
√ √ √ √

.  

  𝑔 0
√ √ √ √

⇒ 

2 √2
3 2

⇒ 

𝒈 𝟎 √𝟐

𝟑
. 
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Problema 6: 

 

Solución: 

𝑎    cos 𝑥 1 ∈ 𝑅, ∀𝑥 ∈ 1, 4 . 

  𝑥 6𝑥 10 0;   𝑥 √ ⇒ 𝑥 ∉ 𝑅 ⇒ 𝑥 6𝑥 10 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅. 

  La  función 𝑓 𝑥   es  continua en  1, 4   por  ser  cociente de dos  funciones  continuas en  1, 4   y 
cuyo denominador es distinto de cero para cualquier valor real de 𝑥. 

 

𝑏    Teniendo  en  cuenta  que  𝑥 6𝑥 10 0, ∀𝑥 ∈ 𝑅,  se  consideran  valores  negativos  de  la 

función 𝑔 𝑥 cos 𝑥 1  en el intervalo  1, 4 . 

  Una forma sencilla que cumple lo anterior es, por ejemplo, para 𝑥 3 ∈ 1, 4 : 

  𝑔 3 cos 3 1 cos 𝜋 1. Considerando 𝑓 𝑥  para 𝑥 3: 

  𝑓 3 1. 

  Teniendo en cuenta que 𝑔 1 cos 1 1 cos 0 1, le es aplicable a la función 𝑓 𝑥  

el  teorema  de  los  valores  intermedios  o  propiedad  de  Darboux  que  dice:  “si  una  función  𝑓 𝑥   es 
continua  en  un  intervalo  𝑎, 𝑏   y  un  número  𝑘  está  comprendido  entre  los  valores  extremos  de  la 
función, o sea, 𝑓 𝑎 𝑘 𝑓 𝑏  o 𝑓 𝑎 𝑘 𝑓 𝑏 , entonces existe un valor 𝑐 ∈ 𝑎, 𝑏  tal que 𝑔 𝑐
𝑘”. 

  Aplicando la propiedad a la función 𝑓 𝑥  en el intervalo  1, 3 ∈ 1, 4 , existe un valor 𝛼 ∈ 1, 3  

tal que 𝑓 𝛼 . 

  Aplicando la propiedad a la función 𝑓 𝑥  en el intervalo  3, 4 ∈ 1, 4 , existe un valor 𝛽 ∈ 3, 4  

tal que 𝑓 𝛽 . 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒄𝒐𝒎𝒑𝒓𝒐𝒃𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒆𝒙𝒊𝒔𝒕𝒆𝒏 𝜶, 𝜷 𝒕𝒂𝒍𝒆𝒔 𝒒𝒖𝒆 𝒇 𝜶
𝟏

𝟐
𝒇 𝜷 . 
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Problema 7: 

 

Solución: 

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

𝑎    El dominio de la función 𝑓 𝑥  es el conjunto de valores reales que satisfacen la desigualdad: 

𝑠𝑒𝑛 0;  𝑠𝑒𝑛 . 

  Para 𝑥 7 ⇒ 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 210° . 

  Para 𝑥 11 ⇒ 𝑠𝑒𝑛 𝑠𝑒𝑛 330° . 

  La función 𝑓 𝑥  está definida ∀𝑥 ∈ 7, 11  y, teniendo en cuenta que es  la raíz cuadrada de la 
suma algebraica de dos funciones continuas y derivables: 

𝑸𝒖𝒆𝒅𝒂 𝒅𝒆𝒎𝒐𝒔𝒕𝒓𝒂𝒅𝒐 𝒒𝒖𝒆 𝒇 𝒙  𝒆𝒔 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒊𝒏𝒖𝒂 𝒆𝒏 𝟕, 𝟏𝟏  𝒚 𝒅𝒆𝒓𝒊𝒗𝒂𝒃𝒍𝒆 𝒆𝒏 𝟕, 𝟏𝟏 . 

 

𝑏   Teniendo  en  cuenta  lo  anterior  y  que  que:  𝑓 7 𝑓 11 1,  a  la  función  𝑓 𝑥   le  es 

aplicable el teorema de Rolle que dice “si una función 𝑓 𝑥  en continua en  𝑎, 𝑏  y derivable en  𝑎, 𝑏 , 
con 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  y 𝑎 𝑏,  y  se  cumple  que 𝑓 𝑎 𝑓 𝑏 ,  existe  al menos  un  valor  c, 𝑎 𝑐 𝑏  tal  que 
𝑓 𝑐 0”. 

Aunque no se pide, se determina el valor de 𝑐 que verifica el teorema. 

𝑓 𝑥

𝜋
6 cos 𝜋𝑥

6

2 1
2 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥

6

⇒ 𝑓 𝑐 0 ⇒ cos
𝜋𝑐
6

0; 
𝜋𝑐
6

𝜋
2

𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑍 ⇒ 

La única solución en el intervalo considerado es c = 9. 

𝒄 𝟗. 
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Problema 8: 

 

Solución: 

  Las abscisas de  los puntos P y Q son  los primeros valores positivos mayores que cero que son 
raíces de la ecuación 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥 0; estos valores son 𝑥 𝜋 y 𝑥 2𝜋, por lo cual: 𝑃 𝜋, 0  y 𝑄 2𝜋, 0 . 

  La superficie sombreada pedida es la siguiente: 

  𝑆 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 𝑓 𝑥 𝑑𝑥. 

  La integral indefinida de 𝑓 𝑥 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥 es la siguiente: 

  𝐹 𝑥 𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥  ⇒ 𝑢 𝑥 → 𝑑𝑢 𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑣 → 𝑣 𝑐𝑜𝑠 𝑥

⇒ 

⇒ 𝑥 cos 𝑥 cos 𝑥 𝑑𝑥 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 ⇒  

⇒ 𝐹 𝑥 𝑥 cos 𝑥 sen 𝑥 𝐶. 

  𝑆 𝐹 𝜋 𝐹 0 𝐹 𝜋 𝐹 2𝜋 2𝐹 𝜋 𝐹 0 𝐹 2𝜋  

2 𝜋 cos 𝜋 sen 𝜋 0 cos 0 sen 0 2𝜋 cos 2𝜋 sen 2𝜋   

2 𝜋 1 0 0 1 0 2𝜋 1 0 2𝜋 0 2𝜋 ⇒ 

𝑺 𝟒𝝅 𝒖𝟐.  

 


