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SOLUCIONES PROPUESTA A 

Problema A.1: 

 

Solución:  

i. Para  que  el  plano  contenga  a  la  recta  debe  verificarse  que,  el  vector  ortogonal  al  plano  sea 
perpendicular al vector de dirección de la recta, y que un punto de la recta esté contenido en el 
plano.  

El vector ortogonal al plano es: (a, 1, 1). 

Para hallar el vector de dirección de la recta, como esta está dada como intersección de dos planos, se 
puede hallar el producto vectorial de los vectores ortogonales a dichos planos. Pero también podemos 
encontrar la ecuación paramétrica de la recta. 

൜
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2
െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 → ൜

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 → ൜

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
െ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 0 → ൜

𝑥 ൅ 2𝑧 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑦 ൌ 2𝑧 → ൝

𝑥 ൌ 1 െ 3𝑧
𝑦 ൌ 2𝑧
𝑧 ൌ 𝑧

 

Hemos dividido por 2  la primera ecuación.  Sumado ambas ecuaciones. Despejado  la y  en  la  segunda 
ecuación. Sustituido en la primera y despejado la x. 

La recta pasa por el punto (1, 0, 0) y tiene como vector de dirección (‐3, 2, 1). 

Imponemos que el vector de dirección de la recta sea ortogonal al vector perpendicular al plano:  

(a, 1, 1)(‐3, 2, 1) = ‐3a +2 + 1 = 0 de donde a = 1. 

Imponemos que el punto de la recta verifique la ecuación del plano:  

ax + y + z = b, luego a = b, por lo que b = 1. 

Para que la recta esté contenida en el plano: a = 1, b = 1. 

 

ii. Para que  la  recta  sea paralela al plano, pero NO esté contenida en él,  ya abemos que a debe 

valer 1, pero el punto no debe verificar la ecuación del plano. Por tanto, debe ser b  1. 

Para que la recta sea paralela al plano: a = 1, b  1 
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Problema A.2: 

 

Solución:  

i. En el enunciado nos dicen que la distribución del número de rapes capturados se ajusta a una 
distribución normal de media 220. Y que  

𝑃ሺ𝑋 ൐ 250ሻ ൌ 0.1587. 

Sabemos que:  

𝑃ሺ𝑋 ൐ 250ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 250ሻ ൌ 0.1587 → 𝑃ሺ𝑋 ൏ 250ሻ ൌ 1 െ 0.1587 ൌ 0.8413 

Tipificamos: 

𝑃 ൬𝑍 ൏
250 െ 220

𝜎
൰ ൌ 𝑃 ൬𝑍 ൏

300
𝜎

൰ ൌ 0.8413 

Miramos en la tabla: 

300
𝜎

ൌ  1 → 𝜎 ൌ  30 

La desviación típica vale 𝝈 ൌ  𝟑𝟎 

 

ii. Para que el número de rapes esté en el percentil 95 se debe verificar que: 

𝑃ሺ𝑋 ൏ 𝑟ሻ ൌ 0.95 

Tipificamos: 

𝑃 ൬𝑍 ൏
𝑟 െ 220

30
൰ ൌ 0.95 

Buscamos en la tabla: 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1.64ሻ ൌ 0.9495 y 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1.65ሻ ൌ 0.9505. 

Por tanto, podemos tomar 
௥ିଶଶ଴

ଷ଴
ൌ 1.645 → 𝑟 ൌ 220 ൅ 30ሺ1.645ሻ ൌ 269.35 

Deben capturar al menos 270 rapes para estar en el percentil 95. 
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Problema A.3: 

 
Solución:  

i. Nos  dan  una  función  definida  a  trozos,  formada  por  la  función  coseno,  que  es  continua  y 
derivable en toda la recta real, y una función polinómica, también continua y derivable en toda 
la recta real. Por lo que el único punto dudoso es el de unión de ambos trozos. 

Para x = 0, el coseno vale 1. Al acercarse a 0 la función polinómica vale b, luego para que la función sea 
continua debe valer b = 1. 

Calculamos la derivada: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ െ𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑥 ൏ 0
െ2𝑥 ൅ 𝑎 𝑥 ൐ 0

 

De nuevo el único caso dudoso es si x = 0. Imponemos que coincida la derivada a ambos lados del 0.  

െ𝑠𝑒𝑛 0 ൌ 0 ൌ െ2ሺ0ሻ ൅ 𝑎 → 𝑎 ൌ 0 

La función es continua y derivable si b = 1, y a = 0. 

ii. Para estudiar si hay un extremo relativo analizamos el crecimiento o decrecimiento de la función 
cerca de x = 0. 

Si tomamos x = 0.01 la función vale cos x, y su derivada sen x, luego f’(0.01) = sen (0.01) > 0. La 
función crece antes de 0. 

Si  tomamos x  =  0.01  la  función  vale x2  +1  y  su derivada 2x,  luego  f’(0.01)  = 0.02 < 0.  La  función 
decrece después de 0. Luego en (0, 1) la función alcanza un máximo relativo. 

En ሺ0, 1ሻ la función alcanza un máximo relativo. 

iii. Para  calcular  el  área  analizamos  la  función,  antes  de  0  es  la  función  coseno,  y  después  la 
parábola: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ อන 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
଴

ିగ
ଶ

อ ൅ ቤන ሺെ𝑥ଶ ൅ 1ሻ𝑑𝑥
ଵ

଴
ቤ  ൌ |െ𝑠𝑒𝑛𝑥|

ିగ
ଶ

଴ ൅ ቤ
െ𝑥ଷ

3
൅ 𝑥ቤ

଴

ଵ

ൌ 

|0 െ ሺ൅1ሻ| ൅ ฬ
െ1
3

൅ 1 െ ሺ0ሻฬ ൌ 1 ൅
2
3

ൌ
5
3
 

Área = 
ହ

ଷ
 u2.   
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Problema A.4: 

 
Solución:  

i. Para que la matriz tenga inversa debe ser su determinante distinto de cero:  

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ ൌ 𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 𝑎 െ ሺ𝑎ଷ ൅ 1 ൅ 1ሻ ൌ െ𝑎ଷ ൅ 3𝑎 െ 2 

Calculamos las raíces:  

อ
1 1 a
1 a 1
a 1 1

อ ൌ 0 ൌ െሺa െ 1ሻଶሺa ൅ 2ሻ, por lo que: 

 

La matriz tiene inversa si a  1 o a  2. 
 

ii. Para a  = 1,  la matriz A queda ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

൱,  una matriz de  rango 1,  igual  al  rango de  la matriz 

ampliada, luego el sistema es compatible indeterminado de solución: 

൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝛼 െ 𝛽

𝑦 ൌ 𝛼
𝑧 ൌ 𝛽

 

Para  a  =  2,  la  matriz  A queda  ൭
1 1 െ2
1 െ2 1

െ2 1 1
൱,  una  matriz  de  rango  2,  mientras  que  la  matriz 

ampliada es de rango 3, por lo que el sistema es incompatible. 

 

Si a  1 o a  2 el sistema es compatible determinado, si a = 1 el sistema es compatible indeterminado, 

y si a = 2, el sistema es incompatible.  
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iii. Para a = 1 ya lo hemos resuelto, ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝛼 െ 𝛽

𝑦 ൌ 𝛼
𝑧 ൌ 𝛽

.  

Para a  1 o a  2 lo resolvemos por Cramer: 

𝑥 ൌ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
1 1 1

อ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

ൌ
ሺ𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

െ𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 1
െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ

ൌ
െሺ𝑎 െ 1ሻଶ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

1
𝑎 ൅ 2

 

𝑦 ൌ

อ
1 1 𝑎
1 1 1
𝑎 1 1

อ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

ൌ
ሺ1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑎ሻ െ ሺ𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

െ𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 1
െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ

ൌ
െሺ𝑎 െ 1ሻଶ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

1
𝑎 ൅ 2

 

𝑧 ൌ

อ
1 1 1
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

ൌ
ሺ𝑎 ൅ 1 ൅ 𝑎ሻ െ ሺ𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

െ𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 1
െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ

ൌ
െሺ𝑎 െ 1ሻଶ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

1
𝑎 ൅ 2

 

Para a  1 o a  2 la solución es: 𝒙 ൌ
𝟏

𝒂ା𝟐
, 𝒚 ൌ  

𝟏

𝒂ା𝟐
, 𝒛 ൌ  

𝟏

𝒂ା𝟐
. 
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SOLUCIONES PROPUESTA B 

Problema B.1: 

 

Solución:  

i. Buscamos  una  recta  s  de  la  que  conocemos  un  punto:  P  =  (1,  2,  1).  Sabemos  que  es 

perpendicular a la recta r, luego su vector de dirección debe ser ortogonal al vector: (1, 1, 3). 
Ya paralela al plano , luego su vector de dirección debe ser ortogonal al vector perpendicular al 
plano: (2, 1, 1). 

Llamamos (a, b, c) al vector de dirección de s. Imponemos que sea perpendicular a r:  

(a, b, c)(1, 1, 3) = 0 = a + b 3c. 

Imponemos que sea paralela al plano : 

(a, b, c)(2, 1, 1) = 0 = 2a + b c. 

Para  resolver  el  sistema  restamos  a  la  segunda  ecuación  la  primera:  3a  +  2c  =  0,  luego a  = 2c/3. 
Despejamos b: b = a + 3c = 2c/3 + 3c = 7c/3. Como es un vector de dirección podemos multiplicar por 

3. El vector es: (2, 7, 3). Y ya conocemos un unto y el vector de dirección, luego la ecuación de la recta 
es: 

൝
𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝟐𝜶
𝒚 ൌ 𝟐 ൅ 𝟕𝜶

𝒛 ൌ െ𝟏 ൅ 𝟑𝜶
 

 

ii. Al ser la recta paralela al plano, todos los puntos de la recta distan lo mismo al plano, por lo que 

hallamos la distancia del punto P al plano : 

𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|2ሺ1ሻ ൅ ሺ2ሻ െ ሺെ1ሻ െ 3|

ඥሺ2ሻଶ ൅ ሺ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ
ൌ

2

√6
 

𝒅ሺ𝒓, 𝝅ሻ ൌ
𝟐

√𝟔
𝒖 
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Problema B.2: 

 

Solución:  

Llamamos A al suceso sacar una bola de la urna A, B a sacarla de B y C a sacarla de C. Llamamos N a 
sacar una bola negra, Bl a sacar una bola blanca y 2Bl a sacar dos bolas blancas.  

Los datos que nos da el enunciado son: P(A) = 3/6 = 1/2; P(B) = 2/6 = 1/3; P(C) = 1/6.  

P(Bl/A) = 2/5; P(2Bl/A) = (2/5)(1(4) = 2/20 = 1/10; P(Bl/B) = 3/5; P(2Bl/B) = (3/5)(2/4) = 6/20 = 3/10; 
P(Bl/C) = 4/5; P(2Bl/C) = (4/5)(3/4) = 12/20 = 3/5. 

 

i. Nos piden la probabilidad de sacar dos bolas blancas. Utilizamos el teorema de la probabilidad 
total:  

P(2Bl) = P(2Bl/A)  P(A) + P(2Bl/B)  P(B) + P(2Bl/C)  P(C) = (1/10)  (1/2) + (3/10)  (1/3) + (3/5)  (1/6) 
= 1/20 + 1/10 + 1/10 = 5/20 = 1/4. 

 

La probabilidad de sacar dos bolas blancas es 1/4 ൌ 0.25. 

 

ii. Nos  piden  ahora P(A/2Bl),  es  decir,  la  probabilidad  condicionada  a  que  habiendo  salido  dos 
bolas blancas sean de la urna A.  

𝑃ሺ𝐴/2𝐵𝑙ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐴 ∩ 2𝐵𝑙ሻ

𝑃ሺ2𝐵𝑙ሻ
 ൌ

𝑃ሺ𝐴ሻ ∙ 𝑃ሺ2𝐵𝑙/𝐴ሻ
𝑃ሺ2𝐵𝑙ሻ

ൌ

1
2 ∙ 1

10
1
4

ൌ
1
5

. 

 

La probabilidad de que, habiendo salido dos bolas blancas, haya sido de la urna A es de 1/5 ൌ 0.20. 
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Problema B.3: 

 
Solución:  

i. Nos  dan  una  función  definida  a  trozos,  formada  por  la  función  coseno,  que  es  continua  y 
derivable en toda la recta real, y una función polinómica, también continua y derivable en toda 
la recta real. Por lo que el único punto dudoso es el de unión de ambos trozos. 

Para x = 0, el coseno vale 1. Al acercarse a 0 la función polinómica vale b, luego para que la función sea 
continua debe valer b = 1. Calculamos la derivada: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ െ𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑥 ൏ 0
െ2𝑥 ൅ 𝑎 𝑥 ൐ 0

 

De nuevo el único caso dudoso es si x = 0. Imponemos que coincida la derivada a ambos lados del 0.  

െ𝑠𝑒𝑛 0 ൌ 0 ൌ െ2ሺ0ሻ ൅ 𝑎 → 𝑎 ൌ 0 

La función es continua y derivable si b = 1, y a = 0. 

ii. Para estudiar si hay un extremo relativo analizamos el crecimiento o decrecimiento de la función 
cerca de x = 0. 

Si tomamos x = 0.01 la función vale cos x, y su derivada sen x, luego f’(0.01) = sen (0.01) > 0. La 
función crece antes de 0. Si tomamos x = 0.01 la función vale x2 +1 y su derivada 2x, luego f’(0.01) = 
0.02 < 0. La función decrece después de 0. Luego en (0, 1) la función alcanza un máximo relativo. 

En ሺ0, 1ሻ la función alcanza un máximo relativo. 

iii. Para  calcular  el  área  analizamos  la  función,  antes  de  0  es  la  función  coseno,  y  después  la 
parábola: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ อන 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
଴

ିగ
ଶ

อ ൅ ቤන ሺെ𝑥ଶ ൅ 1ሻ𝑑𝑥
ଵ

଴
ቤ  ൌ |െ𝑠𝑒𝑛𝑥|

ିగ
ଶ

଴ ൅ ቤ
െ𝑥ଷ

3
൅ 𝑥ቤ

଴

ଵ

ൌ 

|0 െ ሺ൅1ሻ| ൅ ฬ
െ1
3

൅ 1 െ ሺ0ሻฬ ൌ 1 ൅
2
3

ൌ
5
3
 

Área = 
𝟓

𝟑
 u2.   
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Problema B.4: 

 

Solución:  
i. Para que la matriz tenga inversa debe ser su determinante distinto de cero:  

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ ൌ 𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 𝑎 െ ሺ𝑎ଷ ൅ 1 ൅ 1ሻ ൌ െ𝑎ଷ ൅ 3𝑎 െ 2 

Calculamos las raíces:  

อ
1 1 a
1 a 1
a 1 1

อ ൌ 0 ൌ െሺa െ 1ሻଶሺa ൅ 2ሻ, por lo que: 

La matriz tiene inversa si a  1 o a  2. 
 

ii. Para a  = 1,  la matriz A queda ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

൱,  una matriz de  rango 1,  igual  al  rango de  la matriz 

ampliada, luego el sistema es compatible indeterminado de solución: 

൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝛼 െ 𝛽

𝑦 ൌ 𝛼
𝑧 ൌ 𝛽

 

Para  a  =  2,  la  matriz  A queda  ൭
1 1 െ2
1 െ2 1

െ2 1 1
൱,  una  matriz  de  rango  2,  mientras  que  la  matriz 

ampliada es de rango 3, por lo que el sistema es incompatible. 

Si a  1 o a  2 el sistema es compatible determinado, si a = 1 el sistema es compatible indeterminado, 

y si a = 2, el sistema es incompatible.  

 



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.    Autora: Cristina Vidal Brazales 

Comunidad Autónoma de La Rioja    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es     LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)305 

iii. Para a = 1 ya lo hemos resuelto, ൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝛼 െ 𝛽

𝑦 ൌ 𝛼
𝑧 ൌ 𝛽

.  

Para a  1 o a  2 lo resolvemos por Cramer: 

𝑥 ൌ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
1 1 1

อ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

ൌ
ሺ𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 1ሻ െ ሺ𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

െ𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 1
െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ

ൌ
െሺ𝑎 െ 1ሻଶ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

1
𝑎 ൅ 2

 

𝑦 ൌ

อ
1 1 𝑎
1 1 1
𝑎 1 1

อ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

ൌ
ሺ1 ൅ 𝑎 ൅ 𝑎ሻ െ ሺ𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

െ𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 1
െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ

ൌ
െሺ𝑎 െ 1ሻଶ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

1
𝑎 ൅ 2

 

𝑧 ൌ

อ
1 1 1
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ

ൌ
ሺ𝑎 ൅ 1 ൅ 𝑎ሻ െ ሺ𝑎ଶ ൅ 1 ൅ 1ሻ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

െ𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 1
െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ

ൌ
െሺ𝑎 െ 1ሻଶ

െሺ𝑎 െ 1ሻଶሺ𝑎 ൅ 2ሻ
ൌ

1
𝑎 ൅ 2

 

Para a  1 o a  2 la solución es: 𝒙 ൌ
𝟏

𝒂ା𝟐
, 𝒚 ൌ  

𝟏

𝒂ା𝟐
, 𝒛 ൌ  

𝟏

𝒂ା𝟐
. 
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SOLUCIONES PROPUESTA A 

Problema A.1: 

 

Solución:  

i. El  enunciado  nos  da  dos  vectores  en  una  base  que  es  unitaria  pero  no  ortogonal.  Nos  pide 
calcular el módulo de dichos vectores: 

|𝑢ത| ൌ ඥ|𝑢ത ∙ 𝑢ത| ൌ ඥሺ𝑒ଵ ൅ 𝑒ଶሻ ∙ ሺ𝑒ଵ ൅ 𝑒ଶሻ ൌ √𝑒ଵ ∙ 𝑒ଵ ൅ 𝑒ଵ ∙ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଵ ൅ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଶ ൌ

ඥ|𝑒ଵ| ∙ |𝑒ଵ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 0 ൅ |𝑒ଵ| ∙ |𝑒ଶ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 ൅ |𝑒ଶ| ∙ |𝑒ଵ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 ൅ |𝑒ଶ| ∙ |𝑒ଶ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 0 ൌ

ට1 ൅ 1 ∙ √ଶ

ଶ
൅ 1 ∙ √ଶ

ଶ
൅ 1 ∙ 1  ൌ ඥ2 ൅ √2 . 

|𝑣̅| ൌ ඥ|𝑣̅ ∙ 𝑣̅| ൌ ඥሺ𝑒ଵ െ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଷሻ ∙ ሺ𝑒ଵ െ 𝑒ଶ൅𝑒ଷሻ ൌ 

ൌ ඥ𝑒ଵ ∙ 𝑒ଵ െ 𝑒ଵ ∙ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଵ ∙ 𝑒ଷ െ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଵ ൅ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଶ െ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଷ൅𝑒ଷ ∙ 𝑒ଵ െ 𝑒ଷ ∙ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଷ ∙ 𝑒ଷ ൌ 

ൌ ඥ1 െ |𝑒ଵ| ∙ |𝑒ଶ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 ൅ |𝑒ଵ| ∙ |𝑒ଷ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 െ |𝑒ଶ| ∙ |𝑒ଵ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 ൅ 1 െ |𝑒ଶ| ∙ |𝑒ଷ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 ൅ |𝑒ଷ| ∙ |𝑒ଵ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 െ |𝑒ଷ| ∙ |𝑒ଶ| ∙ 𝑐𝑜𝑠 45 ൅ 1 

ൌ ට3 െ √2 

Los módulos valen: |𝒖ഥ| ൌ ඥ𝟐 ൅ √𝟐 y |𝒗ഥ| ൌ ඥ𝟑 െ √𝟐 

 

ii. Sabemos que  el  producto  escalar  de dos  vectores  es  igual  al  producto de  los módulos  por  el 
coseno del ángulo que forman. 

𝑢ത ∙ 𝑣̅ ൌ ሺ𝑒ଵ ൅ 𝑒ଶሻ ∙ ሺ𝑒ଵ െ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଷሻ ൌ 𝑒ଵ ∙ 𝑒ଵ െ 𝑒ଵ ∙ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଵ ∙ 𝑒ଷ ൅ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଵ െ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଶ ൅ 𝑒ଶ ∙ 𝑒ଷ

ൌ 1 െ
√2
2

൅
√2
2

൅
√2
2

െ 1 ൅
√2
2

ൌ √2 

Y por otra parte: 

𝑢ത ∙ 𝑣̅ ൌ |𝑢ത| ∙ |𝑣̅| ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ ට2 ൅ √2 ∙ ට3 െ √2 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ ට6 െ 2√2 ൅ 3√2 െ 2 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ ට4 ൅ √2 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 

Igualando: 

√2 ൌ ට4 ൅ √2 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛼 → 𝑐𝑜𝑠𝛼 ൌ
√2

ඥ4 ൅ √2
ൌ 0.607 

Los vectores forman un ángulo cuyo coseno vale 
√𝟐

ඥ𝟒ା√𝟐
ൌ 𝟎. 𝟔𝟎𝟕 
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Problema A.2: 

 

Solución:  

Nos dice el enunciado que el peso de un niño de 5 años sigue una distribución normal de media 18.5 kg 
y una desviación típica de 2.25 kg: N(18.5, 2.25).  

i. Queremos conocer el porcentaje de niños cuyo peso es superior a 23 kg: 𝑃ሺ𝑋 ൐ 23ሻ 

Tipificamos, y miramos en la tabla: 

𝑃ሺ𝑋 ൐ 23ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 23ሻ ൌ 1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶଷିଵ଼.ହ

ଶ.ଶହ
ቁ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ 0.0228. 

 

El porcentaje de niños de peso superior a 23 kg es del 2.28 %. 

 

ii. Queremos  conocer  el  porcentaje  de  niños  cuyo  peso  está  comprendido  entre  15  y  23  kg: 
𝑃ሺ15 ൏ 𝑋 ൏ 23ሻ. 

𝑃ሺ15 ൏ 𝑋 ൏ 23ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 23ሻ െ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 15ሻ ൌ 

Tipificamos y miramos en la tabla: 

𝑃 ൬𝑍 ൏
23 െ 18.5

2.25
൰ െ 𝑃 ൬𝑍 ൏

15 െ 18.5
2.25

൰ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1.555ሻ

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ െ ሺ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1.555ሻሻ ൌ 0.9772 െ  1 ൅  0.9394 ൌ  0.9166. 

 

El porcentaje de niños cuyo peso está entre 15 y 23 kg es de 91.66 % 
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Problema A.3: 

 

Solución:  

i. La  función  es  cociente  de  dos  funciones.  El  numerador,  de  la  función  valor  absoluto,  que  es 
continua en  toda  la  recta  real, pero no es derivable en x  = 0. El denominador es una  función 

polinómica, continua y derivable en toda la recta real, que se anula en x = 1 y en x = 1.  

Podemos definirla como: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝

ି௫

௫మିଵ
𝑥 ൏ 0

௫

௫మିଵ
𝑥 ൒ 0

 

La función no es continua ni derivable en x = 1 y en x = 1. Tampoco es derivable en x = 0. 

 

ii. El  teorema  de  Rolle  dice  que  si  una  función  es  continua  en  [a, b],  y  derivable  en  (a, b),  y 
f(a) = f(b), existe un punto c en el intervalo (a, b) en el que se anula la derivada. 

Nuestra  función es  continua en  [1/2,  1/2],  pero no es derivable  en x  =  0,  luego no es derivable  en 
(1/2, 1/2), por lo que NO se puede aplicar el teorema de Rolle. 

No se puede aplicar el teorema de Rolle en [1/2, 1/2]. 

 

iii. La  función  en  el  intervalo  [3/2,  4]  es  siempre  positiva.  Se  puede  completar  la  derivada  del 
denominador en el numerador, luego es una integral inmediata de tipo logaritmo: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න
𝑥

𝑥ଶ െ 1
𝑑𝑥

ସ

ଷ
ଶ

ൌ ฬ
1
2

𝑙𝑛ሺ𝑥ଶ െ 1ሻฬ
ଷ
ଶ

ସ

ൌ 

1
2

ሺln15 െ lnሺ2.25 െ 1ሻሻ ൌ
1
2

ሺln15 െ lnሺ1.25ሻሻ ൌ
1
2

ሺln
15

1.25
ሻ ൌ

1
2

ሺln12ሻ ൌ 1.2424 

Área = 
𝟏

𝟐
ሺ𝐥𝐧𝟏𝟐ሻ ൌ 1.2424 u2. 
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Problema A.4: 

 
Solución:  

i. Para que una matriz tenga inversa debe ser una matriz cuadrada cuyo determinante sea distinto 
de cero. 

|𝐴| ൌ อ
1 0 0
0 𝑎 0
0 െ𝑎 2𝑎 െ 1

อ ൌ 𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ 

Para que exista inversa a no puede valer ni 0, ni 1/2. 

Si a  0 o a  1/2 entonces A tiene matriz inversa. 

 

𝐴ିଵ ൌ  ଵ

|஺|
൉ 𝐴𝑑𝑗𝐴௧;  𝐴௧ ൌ ൭

1 0 0
0 𝑎 െ𝑎
0 0 2𝑎 െ 1

൱;    𝐴𝑑𝑗𝐴௧ ൌ ൭
𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ 0 0

0 2𝑎 െ 1 0
0 െ𝑎 𝑎

൱, por tanto:  

𝐴ିଵ ൌ  
1

𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ
൉ ൭

𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ 0 0
0 2𝑎 െ 1 0
0 𝑎 𝑎

൱ ൌ

⎝

⎜
⎛

1 0 0

0
1
𝑎

0

0
1

2𝑎 െ 1
1

2𝑎 െ 1⎠

⎟
⎞
 

𝑨ି𝟏 ൌ  

⎝

⎜
⎛

𝟏 𝟎 𝟎

𝟎
𝟏
𝒂

𝟎

𝟎
𝟏

𝟐𝒂 െ 𝟏
𝟏

𝟐𝒂 െ 𝟏⎠

⎟
⎞
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ii. Si a = 1, la matriz 𝐴 ൌ  ൭
1 0 0
0 1 0
0 െ1 1

൱ tiene inversa: 𝐴ିଵ ൌ  ൭
1 0 0
0 1 0
0 1 1

൱. 

Para  resolver  BXA = Y,  multiplicamos  por  las  inversas:  X = B-1YA-1.  Despejamos  Y  de  la  segunda 
ecuación: (1/3)Y + C = D, luego Y = 3(D – C). 

Calculamos Y:  

𝑌 ൌ 3 ቆቀ3 1 2
0 0 0

ቁ െ ቀ 1 2 3
െ1 2 െ3

ቁቇ ൌ 3 ቀ2 െ1 െ1
1 െ2 3

ቁ ൌ ቀ6 െ3 െ3
3 െ6 9

ቁ 

Calculamos la matriz inversa de B: 

|𝐵| ൌ  1; 𝐵ିଵ ൌ  ቀ 2 െ1
െ5 3

ቁ 

Calculamos X: 

𝑋 ൌ 𝐵ିଵ𝑌𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 െ1
െ5 3

ቁ ቀ6 െ3 െ3
3 െ6 9

ቁ ൭
1 0 0
0 1 0
0 1 1

൱ ൌ ቀ 9 0 െ15
െ21 െ3 42

ቁ ൭
1 0 0
0 1 0
0 1 1

൱

ൌ ቀ 9 െ15 െ15
െ21 39 42

ቁ 

𝑿 ൌ ቀ 𝟗 െ𝟏𝟓 െ𝟏𝟓
െ𝟐𝟏 𝟑𝟗 𝟒𝟐

ቁ e 𝒀 ൌ ቀ𝟔 െ𝟑 െ𝟑
𝟑 െ𝟔 𝟗

ቁ 
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Problema B.1: 

 
Solución:  

i. Por el enunciado sabemos que: P(MP) = 100/300 = 1/3; P(INGMP) = 82/300; P(MULMP) = 
10/300; P(ROB) = 83/300; P(INGMG) = 105/300. 

Llevamos estos datos a una tabla de contingencia: 

  Inglés (ING)  Multideporte (MUL)  Robótica (ROB)   

De 3 a 4 años (MP)  82/300  10/300    100/300 

De 5 a 6 años (MG)  105/300       

      83/300  1 

Podemos completar en esta tabla muchos datos: 

  Inglés (ING)  Multideporte (MUL)  Robótica (ROB)   

De 3 a 4 años (MP)  82/300  10/300  8/300  100/300 

De 5 a 6 años (MG)  105/300  20/300  75/300  200/300 

  187/300  30/300  83/300  1 

Algunas operaciones: 100 – 82 – 10 = 8; 82 + 105 = 187; 300 – 187 – 83 = 30; 83 – 8 = 75; 40 – 10 = 30. 

Podemos responder directamente: 

P(MG) = 200/300 = 2/3 = 0.66; P(MUL) = 30/300 = 1/10 = 0.1; P(MPROB) = 8/300 = 0.026;  

Sabemos que: 

P(ROB/MP) = 
௉ሺோை஻∩ெ௉ሻ

௉ሺெ௉ሻ
ൌ

ఴ
యబబ
భబబ
యబబ

ൌ ଼

ଵ଴଴
ൌ 0.08; P(MG/ING) = 

௉ሺெீ∩ூேீሻ

௉ሺூேீሻ
ൌ

భబఱ
యబబ
భఴళ
యబబ

ൌ ଵ଴ହ

ଵ଼଻
ൌ 0.561 

ii. Dos sucesos son independientes si la probabilidad de la intersección es igual al producto de las 
probabilidades. Para saber si el hacer multideporte es un suceso independiente de la edad del 
niño sabemos que: 

P(MULMP) = 10/300 = 1/30; P(MUL) = 30/300; P(MP) = 100/300;  

P(MUL)  P(MP) = (30/300)  (100/300) = (1/10)  (1/3) = 1/30 = P(MULMP). 

Los sucesos MUL y MP son independientes.  
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Problema B.2: 

 

Solución:  
i. De la recta r conocemos un punto A = (5, 4, 3). Como los puntos P y Q están en un rectángulo 

del que la recta r es uno de los lados, el vector 𝑃𝑄തതതത es un vector de dirección de r.  

Por tanto, 𝑃𝑄തതതത  ൌ  𝑄 െ 𝑃 ൌ  ሺ0, 0, െ1ሻ  െ ሺ2, 2, 1ሻ  ൌ  ሺെ2, െ2, െ2ሻ.  

Podemos tomar como vector el (1, 1, 1) que tiene la misma dirección.  

La ecuación de la recta es: ൝
𝑥 ൌ 5 ൅ 𝛼
𝑦 ൌ 4 ൅ 𝛼
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝛼

 

൝
𝒙 ൌ 𝟓 ൅ 𝜶
𝒚 ൌ 𝟒 ൅ 𝜶
𝒛 ൌ 𝟑 ൅ 𝜶

 

 

ii. Para  determinar  la  ecuación  de  un  plano  necesitamos  conocer  un  punto  y  dos  vectores  de 
orientación del plano. Conocemos el punto A = (5, 4, 3), y el vector 𝑃𝑄തതതത, nos falta otro vector.  

El vector 𝐴𝑃തതതത  también es de orientación del plano: 𝐴𝑃തതതത ൌ 𝑃 െ 𝐴 ൌ ሺ2, 2, 1ሻ െ ሺ5, 4, 3ሻ ൌ ሺെ3, െ2, െ2ሻ. 
Podemos tomar el vector: (3, 2, 2). 

La ecuación paramétrica del plano es: ൝
𝑥 ൌ 5 ൅ 𝛼 ൅ 3𝛽
𝑦 ൌ 4 ൅ 𝛼 ൅ 2𝛽
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝛼 ൅ 2𝛽

, y eliminando los parámetros: 

อ
𝑥 െ 5 𝑦 െ 4 𝑧 െ 3

1 1 1
3 2 2

อ ൌ 0 ൌ 0ሺ𝑥 െ 5ሻ ൅ ሺ𝑦 െ 4ሻ െ ሺ𝑧 െ 3ሻ ൌ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 

La ecuación del plano es: y – z ൌ 1. 
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Problema B.3: 

 

Solución:  

i. La  función  es  cociente  de  dos  funciones.  El  numerador,  de  la  función  valor  absoluto,  que  es 
continua en  toda  la  recta  real, pero no es derivable en x  = 0. El denominador es una  función 

polinómica, continua y derivable en toda la recta real, que se anula en x = 1 y en x = 1.  

Podemos definirla como:  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൞

െ𝑥
𝑥ଶ െ 1

𝑥 ൏ 0

𝑥
𝑥ଶ െ 1

𝑥 ൒ 0
 

La función no es continua ni derivable en x = 1 y en x = 1. Tampoco es derivable en x = 0. 

 

ii. El  teorema  de  Rolle  dice  que  si  una  función  es  continua  en  [a, b],  y  derivable  en  (a, b),  y 
f(a) = f(b), existe un punto c en el intervalo (a, b) en el que se anula la derivada. 

Nuestra  función es  continua en  [1/2,  1/2],  pero no es derivable  en x  =  0,  luego no es derivable  en 
(1/2, 1/2), por lo que NO se puede aplicar el teorema de Rolle. 

No se puede aplicar el teorema de Rolle en [1/2, 1/2]. 

 

iii. La  función  en  el  intervalo  [3/2,  4]  es  siempre  positiva.  Se  puede  completar  la  derivada  del 
denominador en el numerador, luego es una integral inmediata de tipo logaritmo: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න
𝑥

𝑥ଶ െ 1
𝑑𝑥

ସ

ଷ
ଶ

ൌ ฬ
1
2

𝑙𝑛ሺ𝑥ଶ െ 1ሻฬ
ଷ
ଶ

ସ

ൌ 

1
2

ሺln15 െ lnሺ2.25 െ 1ሻሻ ൌ
1
2

ሺln15 െ lnሺ1.25ሻሻ ൌ
1
2

ሺln
15

1.25
ሻ ൌ

1
2

ሺln12ሻ ൌ 1.2424 

Área = 
𝟏

𝟐
ሺ𝒍𝒏𝟏𝟐ሻ ൌ 𝟏. 𝟐𝟒𝟐𝟒 u2. 
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Problema B.4: 

 

Solución:  
i. Para que una matriz tenga inversa debe ser una matriz cuadrada cuyo determinante sea distinto 

de cero. 

|𝐴| ൌ อ
1 0 0
0 𝑎 0
0 െ𝑎 2𝑎 െ 1

อ ൌ 𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ 

Para que exista inversa a no puede valer ni 0, ni 1/2. 

 

Si a  0 o a  1/2 entonces A tiene matriz inversa. 

 

𝐴ିଵ ൌ  ଵ

|஺|
൉ 𝐴𝑑𝑗𝐴௧;  𝐴௧ ൌ ൭

1 0 0
0 𝑎 െ𝑎
0 0 2𝑎 െ 1

൱;    𝐴𝑑𝑗𝐴௧ ൌ ൭
𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ 0 0

0 2𝑎 െ 1 0
0 െ𝑎 𝑎

൱, por tanto:  

𝐴ିଵ ൌ  
1

𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ
൉ ൭

𝑎ሺ2𝑎 െ 1ሻ 0 0
0 2𝑎 െ 1 0
0 𝑎 𝑎

൱ ൌ

⎝

⎜
⎛

1 0 0

0
1
𝑎

0

0
1

2𝑎 െ 1
1

2𝑎 െ 1⎠

⎟
⎞
 

 

𝑨ି𝟏 ൌ  

⎝

⎜
⎛

𝟏 𝟎 𝟎

𝟎
𝟏
𝒂

𝟎

𝟎
𝟏

𝟐𝒂 െ 𝟏
𝟏

𝟐𝒂 െ 𝟏⎠

⎟
⎞
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ii. Si a = 1, la matriz 𝐴 ൌ  ൭
1 0 0
0 1 0
0 െ1 1

൱ tiene inversa: 𝐴ିଵ ൌ  ൭
1 0 0
0 1 0
0 1 1

൱. 

Para  resolver  BXA = Y,  multiplicamos  por  las  inversas:  X = B-1YA-1.  Despejamos  Y  de  la  segunda 
ecuación: (1/3)Y + C = D, luego Y = 3(D – C). 

Calculamos Y:  

𝑌 ൌ 3 ቆቀ3 1 2
0 0 0

ቁ െ ቀ 1 2 3
െ1 2 െ3

ቁቇ ൌ 3 ቀ2 െ1 െ1
1 െ2 3

ቁ ൌ ቀ6 െ3 െ3
3 െ6 9

ቁ 

Calculamos la matriz inversa de B: 

|𝐵| ൌ  1; 𝐵ିଵ ൌ  ቀ 2 െ1
െ5 3

ቁ 

Calculamos X: 

𝑋 ൌ 𝐵ିଵ𝑌𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 െ1
െ5 3

ቁ ቀ6 െ3 െ3
3 െ6 9

ቁ ൭
1 0 0
0 1 0
0 1 1

൱ ൌ ቀ 9 0 െ15
െ21 െ3 42

ቁ ൭
1 0 0
0 1 0
0 1 1

൱

ൌ ቀ 9 െ15 െ15
െ21 39 42

ቁ 

𝑿 ൌ ቀ 𝟗 െ𝟏𝟓 െ𝟏𝟓
െ𝟐𝟏 𝟑𝟗 𝟒𝟐

ቁ e 𝒀 ൌ ቀ𝟔 െ𝟑 െ𝟑
𝟑 െ𝟔 𝟗

ቁ 

 


