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Resumo

Xa cofieces os numeros naturais, os nimeros enteiros e os nimeros racionais. Neste capitulo imos

estudar os numeros reais que estan formados polos nimeros
racionais e os irracionais. O nimero de ouro na Gioconda

Con alguns numeros reais irracionais xa te atoparas, como con
/2 , ou con ... Pero hai moitos, moitos mais. Hai moitos mais
nlimeros irracionais que racionais. E preguntaraste, como se
pode dicir iso se son infinitos? Resulta que hai uns infinitos
mais grandes que outros. Ao infinito dos numeros naturais
chamaselle “infinito numerable”. O infinito dos numeros
enteiros e o dos numeros racionais tamén é “infinito
numerable”, pero o dos niUmeros reais xa non é numerable, é

moito maior, é denominado “a potencia do continuo”.

Unha das propiedades mais importantes dos numeros reais é a sua relacidon cos puntos dunha recta,
polo que aprenderemos a representalos na recta “real” na que non deixan “buratos”.
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Neste primeiro capitulo imos repasar moitas cosas que xa cofieces, como as operacidns cos
nlimeros, representar os numeros nunha recta, as potencias... se todo iso o dominas suficientemente, o
mellor é que pases moi a présa por el, e dediques o teu tempo a outros capitulos que che resulten mais
novos. Porén, seguro que hai pequenos detalles que si poden resultarche novos, como por exemplo que
0s numeros irracionais, xunto cos numeros racionais, forman o conxunto dos numeros reais, e que a
cada numero real lle corresponde un punto da recta (propiedade que xa tifian os nimeros racionais) e a
cada punto da recta lle corresponde un nimero real. Por iso, & recta numérica imos chamala recta real.

Empezamos cun problema para que midas o que recordas sobre operaciéns con fraccions:

1. As perlas do raxd: Un raxa deixoulles a suas fillas certo nimero de perlas e determinou que o
reparto se fixera do seguinte modo. A filla maior tomaria unha perla e un sétimo do que quedara. A
segunda filla recibiria ddas perlas e un sétimo do restante. A terceira moza recibiria tres perlas e un
sétimo do que quedara. E asi sucesivamente. Feita a divisién cada unha das irmas recibiu o mesmo
numero de perlas. Cantas perlas habia? Cantas fillas tifia o raxa?

1. DISTINTOS TIPOS DE NUMEROS

1.1. Operacidns con numeros enteiros, fraccions e decimais

Operacions con niumeros enteiros

Recorda que:

Os numeros naturais son: N ={1, 2, 3 ...}.

Existen ocasiéns da vida cotid nas que é preciso usar numeros diferentes dos nimeros naturais. Fixate
nestes exemplos:

Exemplos:

e Se se tefien 20 € e se gastan 30 euros, terase unha débeda de 10 euros, é dicir —10 €.
e Cando vai moito frio, por exemplo 5 graos baixo cero, indicase dicindo que fai -5 °C.
e Ao baixar no ascensor ao soto 3, baixaches ao andar —3.

Os numeros enteiros son unha ampliacion dos niumeros naturais (IN). Os nimeros enteiros positivos
son os numeros naturais e escribense precedidos do signo +: +1, +2, +3, +4, +5... Os enteiros negativos
van precedidos do signo —: -1, =2, —3... O cero é o Unico numero enteiro que non é nin negativo nin
positivo e non leva signo.

O conxunto dos nimeros enteiros represéntase por Z.: Z. ={...-3,-2,-1,0,1, 2,3 ...}.

Recorda que:

Para sumar (ou restar) numeros enteiros podemos sumar por un lado todos os numeros enteiros
positivos e os negativos polo outro, restando o resultado.

Exemplo:
% Sea, b e csonndmeros enteiros entén:

8ab2c - 5ab?c + 2ab?c - 6ab?c = 10ab2c — 11ab?c = -ab?c
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Para multiplicar ou dividir nUmeros enteiros tense en conta a regra dos signos.

Exemplo:
+ (+5)-(+4)=+20 (-3)-(-5)=+15 (+5)-(-4)=-20 (-6)- (+5)=-30

2. Realiza as seguintes operacions:
a)+8 + (-1) - (+6) b) -6 + (-7) : (+7) c) +28 — (-36) : (-9-9)
d) +11ab + (+7) - (+6ab—8ab) e)—-7a’b - [+4a’b — (—6a°b) : (+6)] f) +9 + [+5 + (=8) - (-1)]

3. Utiliza a xerarquia de operacidns para calcular no teu caderno:
a.6:-(-5)-3-(-7)+20 b.-8:(+5)+(-4)-9+50

c.(=3): (+9)=(=6) - (=7) + (=2) - (+5)  d.—(=1)- (+6) - (-9) - (+8) = (+5) - (=7)

Operacions con fraccidns

Recorda que:

Unha fraccion é unha expresion da forma — onde tanto m como n son numeros enteiros. Para
n

referirmonos a ela dicimos "m partido por n"; m recibe o nome de numerador e n o de denominador.

As fraccions cuxo numerador é maior cé denominador reciben o nome de fraccions impropias. As
fraccions cuxo numerador é menor c6 denominador reciben o nome de fraccions propias.

Para sumar ou restar fracciéns que tefien o mesmo denominador realizase a suma, ou a resta, dos
numeradores e mantense o mesmo denominador.

Para sumar ou restar fraccidons con distinto denominador, redicense a comun denominador, buscando

o0 minimo comun multiplo dos denominadores.

Exemplos: + =
L 02,13
) 7+7=3 201+ 1T = 37
& b 10
3 4
Os denominadores son diferentes, 3 e 4. O seu minimo + . -
comun multiplo é 12. Ao dividir 12 entre 3 danos 4 e ao - ‘
facelo entre 4 obtemos 3.
1/3 + WA = Za2
1+ 1 4 3 7
3 4 12 12 12
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4. Efectla as seguintes operaciéns con fracciéns:

5.7 4,67 -9 (1 Z{é.ﬁj
-3 b) 7+ 75 5t d5%(3'%

7 5)9 7 (5 9 15 5 6 1 . 3

_+_ o —_— —_ _+_ - o -2
e)[z 3]8 5 [3 8] 8 5y 55 15 - 5

5. Simplifica as seguintes fraccions:

x-1 x+2) 9 i X2 —6x+9 x-3 a2_4( 1 1 j

a)( 2 3 ] X b) %2 _1 ¢ Xx-3  x+2 d) a® at2 a-2

Operacions con expresions decimais

Unha expresion decimal consta de duas partes: a sUa parte enteira, o nimero que esta 8 esquerda da
coma, e a sua parte decimal, o que se encontra 4 dereita da coma.

Observa que:

A coma pdbdese escribir arriba: 3’5 (ainda que actualmente a RAG o considera falta de ortografia), ou
abaixo: 3,5, ou tamén se utiliza un punto: 3.5. Neste capitulo imos utilizar o punto.

Para sumar ou restar expresions decimais basta conseguir que tefian o mesmo numero de cifras
decimais.

Exemplo:

a) 24.7 + 83.15-0.05 = 24.70 + 83.15 - 0.05 = 107. 80 b) 53.39 -56 + 0.06 = 53.45 - 56.00 = -2.55

Para multiplicar duas expresions decimais, multiplicanse ignorando a coma que posue cada unha delas.
Ao resultado dese produto ponselle unha coma para que xurda unha expresién decimal cunha parte
decimal de lonxitude igual & suma das cantidades de cifras decimais que tefien as expresiéns decimais
multiplicadas.

Exemplo:

+ 5.70-3.2a-7.14a = 130.23364°
Para dividir expresidns decimais igualamos o niumero de cifras decimais de ambos os nimeros e logo
dividimos.
Exemplo:

93 _ 930 _ 930
*+ —=—=—=19
481 481 481

6. Realiza as operacions:

a)31.3+5.97 b) 3.52 6.7 c)11.51—-4.8 d)19.1 —7.35

e)4.32 + 32.8 4+ 8.224 f)46.77 — 15.6 + 2.3 g) 1.16 - 3.52 h)3.2-5.1-14
i)2.3-4.11-3.5 j)4-(3.01+2.4) k)5.3- (12 +3.14) 1)3.9-(25.8 —21.97)
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1.2. Numeros racionais. Fraccions e expresions decimais
Toda expresion decimal exacta, ou periddica, pode ponerse como fraccion.

Unha expresidon decimal exacta convértese na fraccidon cuxo numerador coincide co niumero decimal,
tras eliminar a coma, e o denominador é o numero 1 seguido de tantos ceros como cifras tifia a parte
decimal do nimero en cuestion.

Exemplo:

4 93.15=93 2> =381
100 100

Para escribir en forma de fraccion unha expresion decimal periédica como, por exemplo,
N =1.725252525..., temos que conseguir dous nimeros coa mesma parte decimal para que ao restar
desaparezan os decimais:

N = 1.7252525...
1 000N =1 725.2525...
10N = 17.2525...
S t 990N =1708=> N 1708 _854
' = = = V—
erestamos 990 495

Para isto multiplicamos o N de forma que a coma quede despois do primeiro periodo, neste caso
despois de 1 725. Tamén multiplicamos o N de maneira que a coma quede ao principio do primeiro
periodo, neste caso detras de 17. Agora 1 000N e 10N tefien a mesma parte decimal (infinita) que se
restamos desaparece, e podemos despexar N.

7. Escribe en forma de fraccidon as seguintes expresions decimais e reduceas. Comproba coa
calculadora que esta ben:

a) 7.92835; b) 291.291835; c) 0.23; d) 2.353535.....
e) 87.2365656565....; f) 0.9999.....; g) 26.5735735735.....
Todas as fraccidns tefien expresion decimal exacta ou periddica.

Recorda que:

Se o denominador (da fraccidn irredutible) s6 ten como factores primos potencias de 2 ou 5 a sUa
expresion decimal é exacta.

Exemplo:

3
+ 231_5 = 52. 1073 = 0.025 xa que 2130_5 =52, e isto é xeral xa que sempre haberd unha

potencia de 10 que sexa multiplo do denominador se este s6 contén douses ou cincos. Fixate
que o numero de decimais é o maior dos expofientes de 2 e 5.

Se o denominador (da fraccién irredutible) ten algin factor primo que non sexa nin 2 nin 5 a fraccion
tera unha expresién decimal periddica.
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Exemplo:

* Se dividimos 1 entre 23 obtemos un primeiro resto que é 10, logo outro que é 8 e seguimos,
pero, repetirase algunha vez o resto e, polo tanto, as cifras do cociente? A resposta é que si,
seguro que si, os restos son sempre menores co divisor, neste caso do 1 ao 22, se eu obtefio 22
restos distintos (como é o caso) ao sacar un mais ten que repetirse! E o chamado Principio do
Pombal. E a partir de ai os valores do cociente repitense. Polo tanto, a expresién decimal é
periédica e o numero de cifras do periodo é como maximo unha unidade inferior ao
denominador (non sempre ocorre isto 1/23 ten un periodo de 22 cifras, 1/97 teno de 96 cifras
porén 1/37 ten un periodo de sé 3 cifras).

Chamanse numeros racionais aqueles cuxa expresion decimal é finita ou periddica e son representados
por Q. Acabamos de ver que se poden escribir en forma de fracciéon polo que se pode definir o
conxunto dos numeros racionais como:

Q= {%;an,beZ,b;tO}.

Por que impofiemos que o denominador sexa distinto de cero? Observa que non ten sentido unha
fraccién de denominador 0.

8. Mentalmente decide cales das seguintes fraccidns tefien unha expresiéon decimal exacta e cales a
tefien periddica.

a)1/3  b)7/5 c) 11/30 d) 3/25 e) 9/8 f) 7/11

9. Calcula a expresiéon decimal das fraccidons do exercicio anterior e comproba se a tua deducion era
correcta.

1.3. Numeros irracionais. Expresion decimal dos nimeros irracionais

Existen outros nimeros cuxa expresion decimal é infinita non periddica. Xa cofieces alguins: 1, +/2 ...
Cando os gregos demostraron que existian nimeros como +/2 , ou como o nimero de ouro, que non se
podian pofier en forma de fraccién e que tifan, polo tanto, infinitas cifras decimais non periddicas,
pareceulles algo insdlito. Por iso estes numeros recibiron ese estrafio nome de “irracionais”. Non o
podian entender dentro da sua filosofia. O interesante é que existe unha lonxitude que mide
exactamente /2 que é a diagonal de cadrado de lado 1 ou a hipotenusa do tridngulo rectangulo
isdsceles de catetos 1.

O método para demostrar que +/2 non se pode escribir en forma de fraccion denominase “reducién ao
absurdo” e consiste en suponer que si se pode, e chegar a unha contradicion. Este procedemento serve

igual para todas as raices non exactas, como con V3, V5 ...

Pero non vale para todos os irracionais. Para demostrar que 7 é un nimero irracional hai que estudar
moito. Esta relacionado co interesante problema da cuadratura do circulo. Foi demostrado a finais do
século XVIII por Lambert. Ata ese momento ainda se seguian calculando decimais para atopar un
periodo que non ten.

Estes numeros cuxa expresion decimal é infinita e non periddica denominanse nimeros irracionais.

Chamase numeros reais ao conxunto formado polos nimeros racionais e os nimeros irracionais.
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Con estes numeros temos resolto o problema de poder medir calquera lonxitude. Esta propiedade dos
numeros reais conécese co nome de completitude.

A cada numero real correspdndelle un punto da recta e a cada punto da recta correspdndelle un
ndimero real.

Observa que tamén a cada numero racional lle corresponde un punto da recta, pero non ao contrario,
pois /2 é un punto da recta que non é racional.

10. Debuxa un segmento de lonxitude /2 . O Teorema de Pitdgoras pode axudarche, é a hipotenusa
dun tridngulo rectangulo isdsceles de catetos 1. Mideo cunha regra. A sua lonxitude non é 1.4 pois
(1.4)% é distinto de 2; non é 1.41 pois (1.41)? é distinto de 2; nin 1.414 pois (1.414)? é distinto de 2; e
porén (/2 )2 =2.

11. Calcula a expresién decimal aproximada de /2 . Vimos que non é un nimero racional polo que non
pode ter unha expresién decimal finita, ou periddica, de modo que a sua expresidon decimal ten
infinitas cifras que non se repiten periodicamente. E porén puideches debuxalo exactamente (ben
como a diagonal do cadrado de lado 1 ou ben como a hipotenusa do triangulo rectangulo isdsceles
de catetos 1).

__ . . N ion:
1.4. Distintos tipos de nimeros otacio

o . . , € significa “pertence a”.
Xa cofieces distintos tipos de niumeros: & P

U significa “unién”.
Naturais=» N ={1, 2, 3, ...}

C significa “incluido en”.
Son os numeros que se usan para contar e ordenar. O 0 non soe | significa “interseccion”.
considerarse un niumero natural.

Enteiros =2 7 =1{..., -3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}

Son os numeros naturais, os seus opostos e o cero. Non tefien parte decimal, de ai o seu nome. Inclien
os Naturais.

Os numeros que se poden expresar en forma de cociente de dous nimeros enteiros son denominados
numeros racionais e represéntanse coa letra Q. Polo tanto,

Racionais=»(Q = {%;a eZ,beZ,b+0}

Os nUmeros racionais inclien os enteiros.

Tamén contefen os nimeros que tefien expresién decimal exacta (0.12345) e os que tefien expresion
decimal periddica (7.01252525...) pois poden escribirse en forma de fraccién.

Os numeros como x/E,\/g,... T... SON 0s numeros irracionais e tefien unha expresion decimal infinita
non periddica. Xunto cos numeros racionais forman o conxunto dos nimeros reais. Polo tanto,

Irracionais @ [ =R — Q.

Son numeros irracionais aqueles nimeros que non poden pofierse como fraccidn de nimeros enteiros.
Hai mdis dos que poderia parecer (de feito hai mais que racionais!), son todos aqueles que tefien unha
expresion decimal que non é exacta nin periddica, é dicir, infinitas cifras decimais e sen periodo.

Matematicas orientadas as ensinanzas aplicadas. 42A ESO. Capitulo 1: NUmeros reais Autor: Paco Moya e Nieves Zuasti
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustracions: Paco Moya e Banco de Imaxes de INTEF




Exemplos: 17.6766766676... que acabo de inventar ou 0.1234567891011... que inventou Carmichael.
Inventa un, busca en Internet e se non o atopas, pois é teu (por agora ©).

Reais & R = QuI.

E a unién dos nimeros racionais e dos
irracionais. 7

Q R-Q

O =

wp: =1, —1pi0 5
Temos polo tanto que: N V2

NcZcQcH. 0 1 10 =

I 9{ 0,1010010001...

Son estes todos os niUmeros? i 0,1234567...
0,125 —-1,275

Non, os reais forman parte dun \/
conxunto mais amplo que é o dos
Nimeros Complexos C (en 12 de R

Bacharelato estudanse na opcién de
Ciencias).

12. Copia no teu caderno a tdboa adxunta e sinala cun X a que conxuntos pertencen os seguintes

nuameros:
Numero N Z Q 1 R
—-7.63
-8
0.121212...
Tt
1/2
1.99999...
Q R-0

13. Copia no teu caderno o esquema »

seguinte e coloca os numeros do )

exercicio anterior no seu lugar: -
14. Podes demostrar que 4.99999... = 57,

canto vale 2.5999..7 Escribeos en

forma de fraccion.
15. Cantas cifras pode ter como maximo o

) 1 \/
periodo de —7?
53 R
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2. POTENCIAS

2.1. Repaso das potencias de exponente natural

Recorda que:

Para calcular a potencia de expofiente un nimero natural e de base un nimero calquera multiplicase a
base por si mesma tantas veces como indique o expofiente.

Exemplos:
* a) (+2)*=(+2) - (+2) - (+2) - (+2) = +16 b) (-3)*=(-3) - (-3) - (-3)=-27
c) (1/2)*=(1/2) - (1/2) - (1/2) = 1/8 d) (V2 ) =2 V24242 =2-2=4

Convén ter en conta algunhas particularidades que nos axudan a abreviar o calculo:

As potencias de base negativa e expofiente par son nimeros positivos. r — o =
2 __
As potencias de base negativa e expofiente impar son nimeros negativos I (_2) = +4 |
% Exemplos: 1 (23=-8 |
(_5)2=+25 L — |
(-5)3=-125
16. Calcula:
a) 1)73% b) (-1)7** c) (—4)? d) (—4)° e) (1/2)° f) (v/2)

2.2. Potencias de expoiente fraccionario

Se o expofiente é, por exemplo, -2, non sabemos multiplicar algo menos duas veces. Tampouco
sabemos multiplicar algo por si mesmo cero veces. Agora a definicion anterior non nos serve. As
definicions que se van dar van manter as propiedades que cofiecemos das operacions con potencias de

expofiente natural, que van seguir sendo validas. R d
ecoraa
1
Definese: a™" =— fin 0=1 .
ElnEE: @ a" e definese a Sempre se verifica que:
3 3 b™ - b" = p™*"
a a 3-3 0 .,
En efecto, -~ = 1 e —=g =g . Para que continuen
a al c":c"=c""
verificdndose as propiedades das operacidéns con potencias ((d)™)" = dmn
definese a®=1.
al 1 al
Tamén —== e _5:(13—5 =g~ 2. Para que continlen verificdndose as propiedades das operacidns
a a a
. ) .1
con potencias definese a =—.
a
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17. Expresa como Unica potencia:
a) (—4/3)° - (-4/3)* - (-4/3)®
c) (5/4)* - (=2/3)% (=3/5)®

b) (1/9)7-(1/9)*(1/9)2
d) (-3/5)7*- (-8/3)* - (-5/4)"

b) (~4/7)2 C)M d) 3_2 3 o) [fj(_sgf

18. Calcula:
alcula o7 4 7Y

a) (-3/5)*

2.3. Operacions con radicais
A raiz enésima dun nimero a é un numero x que, ao elevalo a n, dd como resultado a.
% =X < x"=a.

A raiz cadrada dun numero real non negativo a é un unico nimero non negativo x que elevado ao
cadrado nos da a:

Ja=x<x2=a,a>0,x0.

Observa que~/—1 non existe no campo real. Ningin numero real ao elevalo ao cadrado da un nimero
negativo. S6 podemos calcular raices de expofiente par de nimeros positivos. Porén /-1 =-1 si existe,
pois (-1) - (-1) - (-1) =—

1\ n
Observa que: [X”J =x" =Xx, polo que se define:

Exemplo:

+ 5=35?

Podemos operar con radicais utilizando as mesmas propiedades das potencias de expofiente
fraccionario.

-

~N

Exemplo: Recorda
3/7 Hai operaciéns con radicais que non estdn
+ V8:27:64 \/_\/_ ﬁ ﬁ 2:3:-4=24 permitidas.
T o 10 = 100 = 4/64+36 que & distinto de:
243 /243 3 \/a+\/%=8+6=14.

+ 3364 =364 =8/64 =25 =2
T - - J
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En ocasidns é posible extraer factores dun radical.

Exemplo:

+ %/x—5:V3 X ox? =x X
£ 24.32.5 2422.22.32.3.522.2.3.4/3:5212-4/15

19. Simplifica os radicais V3, 9™ usando potencias de expofiente fraccionario.

20. Calcula V484 e /8000 factorizando previamente os radicandos.
21. Calcula e simplifica: \/g (12\/5— 73 + 6\/5)

3 62
22. Calcula 25%%; 645 e | 7°

23. Expresa en forma de radical:  a) (-5)*° b) 2713 c) 723

2.4. Notacion cientifica

Un namero expresado en notacion cientifica estd formado por un nimero decimal cuxa parte enteira
estd entre 1 e 9, multiplicado por 107, sendo n un nimero enteiro positivo ou negativo.

a-10" sendo 1<a<9

Se o expofiente n é positivo utilizase para expresar nimeros grandes e se o expofiente n é negativo
para expresar numeros pequenos.

Exemplo:
#+ 7810000000000 =7.81-10% 0.000000000038 = 3.8 - 10711
+ 500000=5-10° 0.00002=2-10

+ Hai galaxias que estan a 200 000 000 000 000 km de nds, e escribimolo 2 - 104,
+ A masa dun electrén é aproximadamente de 0.000000000000000000000000000911 gramos,

que se escribe como 9.11 - 10728,

Actividades resoltas

+ Na lenda do xadrez utilizamos niumeros moi grandes. Se non
nos interesa tanta aproximacién, senén facérmonos unha idea
unicamente do grande que é, podemos usar a notacién
cientifica.

Unha aproximacion para o niumero de grans de trigo da casa 64 é
9 -10', co que nos facemos unha idea mellor do enorme que é que co numero:
9223372036 854 775 808 que da un pouco de mareo.
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#+ Escribe en notacidn cientifica: 216, 232 ¢ 264
216 =65536~6.5-10*

232=4294967 296~ 4.29 - 10°

254=18 446744 073 709 551 616 ~ 1.8 - 10%°

24. Escribe en notacion cientifica:

a) 400 000 000 b) 45 000 000 c) 34 500 000 000 000 d) 0.0000001 e) 0.00000046

Operacions con notacion cientifica

Para realizar sumas e restas, con expresiéns en notacidén cientifica, transférmase cada expresion
decimal de maneira que se igualen os expofientes de 10 en cada un dos termos.

Exemplo:

+ Para calcular 4 - 108 + 2.3 - 10° — 6.5 - 10° expresamos todos 0s sumandos coa mesma potencia
de 10, elixindo a menor, neste caso 10°:4 000 - 10° + 23 - 10° — 6.5 - 10°. Sacamos factor comun:
10°- (4 000 + 23 — 6.5) =4 016.5 - 10° = 4.0165 - 108

O produto (ou o cociente) de duas expresidns en notacion cientifica é o resultado de multiplicar (ou de
dividir) os nUmeros decimais e sumar (ou restar) os expofientes de base 10.

Exemplo:

+ 2.5-10°-1.36-10°=(2.5-1.36) - 10°**=3.4 - 10"
& 5.4-10°:4-107=(5.4:4)-10%7 = 1.35 - 102
+ Para facer o cociente para calcular 2% dividindo 2%* entre 2 en notacidn cientifica:

203=204/2=18-10Y/2=0.9-10¥=9-10%8,
Usa a calculadora
As calculadoras utilizan a notacidn cientifica. Moitas calculadoras para escribir 9 - 10'® escriben 9e+18.
25. Utiliza a tua calculadora para obter 216, 232 e 264 e observa como da o resultado.

26. Utiliza a calculadora para obter a tua idade en segundos en notacidn cientifica.

27. Efectua as operacions en notacién cientifica:

a) 0.000481 +2.4-10 b) 300 000 000—5.4 - 10° + 7.2 - 10°
¢) (2.9-10%) - (5.7 - 10°3) d) (3.8-1078) - (3.5-10°) - (8.1- 1074
e)(4.8-107%):(3.2-1073) f) (6.28 -107°) - (2.9-10?) : (3.98 - 107)
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3. REPRESENTACION NA RECTA REAL DOS NUMEROS REAIS

3.1. Representacion de numeros enteiros e racionais

Recorda que:

Para representar un nimero enteiro na recta numérica trazase unha recta horizontal na que se marcan
o cero, que se denomina orixe, e o 1. Dividese a recta en segmentos iguais, de lonxitude 1.
Represéntanse os numeros positivos a partir do cero a dereita e os nimeros negativos a partir do cero &
esquerda.

-5 -4 -3 -2 A1 0 1 2 3 4

Desta forma quedan ordenados os nimeros enteiros. Canto mais a dereita estea un nimero situado na
recta numérica é maior, e canto mais 4 esquerda estea situado é menor.

Exemplo 6:

+ Representa nunha recta numérica e ordena os niumeros enteiros seguintes:
_2/ 01 41 _11 8; _7r -3el

8 57 6548382210 4 2 3 4 5 6 78

Orden de menor a maior: —=7<—-3<-2<-1<0<2<4<8.

Orden de maioramenor:8>4>2>0>-1>-2>-3>-7.

28. Representa nunha recta numérica no teu caderno os seguintes numeros e ordénaos de menor a
maior: -9, 7,6,-5,9,-2,-1,1e0.

29. Representa nunha recta numérica no teu caderno os seguintes numeros e ordénaos de maior a
menor: +1, -4, -8, +9, +4, -6, =7

30. Pitdgoras viviu entre o 569 a. C. e 0 475 a. C. e Gauss entre o 1777 e o 1855, que diferenza de
séculos hai entre ambas as datas?

31. Representa graficamente e ordena en sentido crecente, calcula os opostos e os valores absolutos
dos seguintes numeros enteiros: 10, -4, -7, 5, -8, 7, -6, 0, 8.

Para representar unha fraccion na recta numérica:
Distinguimos entre fraccions propias e impropias.

En calquera caso, debemos recordar como se divide un segmento en partes iguais.

Actividades resoltas

o . . . 5
4+ Se a fraccion é propia (numerador menor cé denominador, valor menor que 1), por exemplo g

bastara con dividir a primeira unidade en 6 partes iguais e tomar 5. En caso de ser negativa
contaremos cara a esquerda (ver figura).
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Dividir un segmento en parte iguais

Para dividir o segmento AB en, por
exemplo, 6 partes iguais, trazamos por A
unha lifa auxiliar oblicua calquera,
abrimos o compas unha abertura calquera
e marcamos 6 puntos na recta anterior a
distancia igual. Unimos o ultimo punto
con B e trazamos paralelas que pasen
polos puntos intermedios da recta oblicua.
Polo Teorema de Tales, o segmento AB
guedou dividido en 6 partes iguais. Para
representar 5/6, tomamos 5 desas partes.

Normalmente non che esixirdn que o fagas tan exacto, faralo de forma aproximada, pero ten
coidado en que as partes parezan iguais.

#+ Se a fraccidn é impropia (o numerador maior que o denominador e polo tanto valor maior que
1) faremos a division enteira (sen decimais) quedando co cociente e o resto. Isto permitenos
pofiela en forma mixta (suma dun enteiro e dunha fracciéon propia). Asi, por exemplo,

% =4+ % xa que ao dividir 50 entre 11 obtemos 4 de cociente e 6
de resto. O cociente é a parte enteira e o resto o numerador da Sg 111—
fraccion propia. N 4
Para representala s6 temos que ir onde di a parte enteira (4) e a unidade 50 4 —I—\E
seguinte (a que vai do 4 ao 5) dividimola en 11 partes iguais e tomamos 6. 11 11
#+ Outro exemplo: 177:2+% , pois a divisién da 2 de cociente e 3 de
resto.
Imos ao 2, dividimos a unidade seguinte (do 2 ao 3) en 7 partes iguais e tomamos 3.
. 11 3 ) )
4+ En caso de ser negativa: _Z =— 2+Z = _2_Z , farase igual pero contando cara & esquerda.

Imos ao —2, a unidade que vai do —2 ao —3 dividese en 4 partes e tomamos 3 (pero contando do
—2 ao -3, claro!).

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
T ( il
11 -5 5 ==
6 6
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n
. . . 7 —17
32. Representa na recta numérica os seguintes nimeros: P 2.375;—-3.6

33. Representa na recta numérica 6.5; 6.2; 3.76; 8.43; 8.48; 8.51 e 8.38.
34. Ordena os seguintes nimeros de maior a menor: +1.47; -4.32; —4.8; +1.5; +1.409; 1.4; —4.308.

3.2. Representacion na recta real dos numeros reais

Elixida a orixe de coordenadas e o tamafio da unidade (ou o que é igual, se colocamos 0 0 e 0 1) todo

nuimero real ocupa unha posicién na recta numérica e, ao revés, todo punto da recta podese facer
corresponder cun nimero real.

Esta segunda parte é a propiedade madis importante dos nimeros reais e a que os distingue dos
ndmeros racionais.

Vexamos como representar de forma exacta algins nimeros reais:

Representacion na recta das raices cadradas

Para representar raices cadradas usamos o Teorema de Pitdgoras. Se nun tridngulo rectdngulo a
hipotenusa é h e os catetos son a, b temos que h* =a’+b* = h=+a*+b’.

Actividades resoltas

I
2

4 Representa na recta v/2 t\\
Sea=b=1temos que h =+/2. S6 temos qgue construir un
triangulo rectdngulo de catetos 1 e 1, a sua hipotenusa mide : y
V2, (a diagonal do cadrado de lado 1 mide \/5). Agora “‘. l". "1
utilizando o compas, levamos esa distancia ao eixe X (ver R i : ¢ . & § ;
figura). V2 5 Vi3

4+ Representa na recta \/g

Como /5 =2 +17 s6 hai gue construir un tridngulo rectangulo de catetos 2 e 1, e a sla hipotenusa

mide \/g

Pillaches o truco?, o radicando hai que expresalo como suma de 2 cadrados. O triangulo rectangulo
tera como catetos eses dous numeros.

4+ Asi, para representar <13, expresamos 13 como suma de 2 cadrados:

13=9+4=3>+27 :>\/E =+/3%+2° logo nun tridngulo rectangulo de lados 3 e 2 a hipotenusa

sera \/B
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+ Pero, e se 0 nimero non pode pofierse como suma de 2 cadrados? Por exemplo o 11 (sempre
complicando as cousas! ®).

Habera que facelo en 2 pasos. 11 = 2 + 9, hai algln
numero cuxo cadrado sexa 2?, por suposto que si, V2.

Polo tanto \/ﬁ:,/(x/z)2+32, temos que facer un

tridngulo rectdngulo de catetos J2 e 3. Para iso

primeiro construese J2 como antes e trazase unha
perpendicular de lonxitude 3 (ver figura).

Poden debuxarse xa asi todas as raices?, non. Hai

algunhas para as que hai que facer mais pasos (V7 por
exemplo require 3), pero mellor deixdmolo aqui, non?

ad

Actividades resoltas

+ Representa na recta numérica de forma exacta o

1445

2
SO B

Oiches falar do niumero de ouro? 1

numero de ouro @ =

O numero de ouro (ou razén durea ou proporcidn

1445 N
2 i

)
|
4 Como o representamos na recta? 0 1.
1

harménica ou divina proporcién) é igual a #=

Sé hai que construir \/g como arriba, sumar 1 N
(trasladamos 1 unidade co compds) e dividir entre 2
calculando o punto medio (coa mediatriz), feito.

#+ Outra forma distinta:

Construimos un cadrado de lado 1 (un que?, un o que 11
queiras!). Calculamos o punto medio do lado inferior (M) e
levamos a distancia MA co compas ao eixe horizontal, OF é
o numero de ouro.

Vexamos: '
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35. Busca rectdngulo dureo e espiral durea en Internet.
36. Xa de paso busca a relacién entre o numero de ouro e a sucesion de Fibonacci.
37. Busca en Youtube “algo pasa con phi” e cdntasme.

38. Representa na recta numérica de forma exacta:
1-+/5
J20; —/8; V14; T\/—

Densidade dos numeros reais

Os nUmeros reais son densos: entre cada dous niumeros reais hai infinitos nimeros reais no medio.

f ps . , a+b . e .
Iso é facil de deducir, se a, b son dous niumeros con a < b sabemos que a<T<b, é dicir, a media

estd entre os dous nimeros. Como isto podemos facelo as veces que queiramos, pois de ai o resultado.

Curiosamente os racionais son tamén densos nos nimeros reais, asi como os irracionais.

39. Calcula 3 numeros reais que estean entre

1+\/§ .
— e

2
40. Calcula 5 nimeros racionais que estean entre V2 e 1.5

41. Calcula 5 nimeros irracionais que estean entre 3.14 e 7

3.3. Ferramenta informatica para estudar a proporcion durea
Nesta actividade vaise utilizar o programa Xeoxebra para realizar un estudo da proporcién aurea.

Un segmento estd dividido en duas partes que estan en proporcién aurea se a razén entre a lonxitude
do segmento e a lonxitude da parte maior coincide coa razén entre a lonxitude da parte maior e a da
parte menor.

Actividades resoltas

+ Utiliza Xeoxebra para dividir un segmento en dtas partes que estean en proporcion durea.
Abre unha nova venta de Xeoxebra, no menu Visualiza desactiva Eixes e Cuadricula.
e Determina con Novo punto os puntos A e B e debuxa o segmento, a, que os une.

e Traza un segmento BD perpendicular ao segmento AB no punto B, cuxa lonxitude sexa a metade de
AB, podes seguir as seguintes instrucions:

» Calcula o Punto medio ou centro do segmento AB e chamao C.

» Debuxa con Circunferencia con centro e punto que cruza a que ten centro en B e pasa por C.
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» Traza a Recta Perpendicular ao segmento AB que pase por
B.

> Define D como o Punto de Interseccién entre esta recta e a
circunferencia.

e Debuxa o segmento AD e unha circunferencia con centro D que
pase por B. Sexa E o Punto de Interseccidn desta circunferencia
co segmento AD.

e Con centro en A traza a circunferencia que pasa por E e determina o punto de Interseccion, F, desta

circunferencia co segmento AB.

e Traza o segmento, g, que une os puntos A e F.

e Comproba que o punto F divide ao segmento AB en duas partes que estan en proporcion durea:

» Elixe no menu Opcidns, 5 Posicidns decimais.

» Calcula na lifia de Entrada os cocientes a/g e g/(a-g).

Observa na Venta alxébrica que estes valores coinciden, calculaches un valor aproximado do numero

de ouro, @.

e Coa ferramenta Despraza, cambia a posiciéon dos puntos iniciais A ou B e comproba que o cociente

entre as lonxitudes dos segmentos AF e FB permanece constante.

e Para visualizar mellor a construcién podes debuxar os elementos auxiliares con trazo descontinuo,

elixindo no menu contextual, Propiedades e Estilo de trazo.

Un rectangulo é dureo se os seus lados estan en proporcion aurea.

Se a un rectangulo 3aureo lle quitamos (ou lle engadimos) un cadrado obtemos un rectangulo

semellante ao de partida e polo tanto tamén aureo.

4 Utiliza Xeoxebra para debuxar un rectdngulo dureo.

Abre unha nova venta de Xeoxebra, no menu Visualiza desactiva Eixes e Cuadricula.

e Define dous puntos A e B que van ser os extremos do lado menor do rectangulo e coa ferramenta
poligono regular debuxa, a partir dos puntos A e B, o cadrado ABCD e oculta os nomes dos lados coa

ferramenta Expon/Oculta rétulo.

e Calcula o Punto medio, £, do lado BC. Con centro en E

debuxa a Circunferencia con centro en E que pasa por A. }/'

e Traza a recta, a, que pasa por BC e define como F o
Punto de interseccion entre esta recta e a
circunferencia.

e Debuxa a Recta perpendicular a recta a que pasa por F,
e a recta que pasa polos puntos A e D, chama G ao :

Punto de interseccion destas rectas e define con
Poligono o rectangulo ABFG.
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e Na venta alxébrica aparecen as lonxitudes dos lados do rectangulo como f e g, introduce na lifia de
Entrada g/f e observa nesta venta que aparece o valor e que é unha aproximacién ao nimero aureo.
Elixe no menu Opcidns, 5 Posicidns decimais.

e Debuxa o segmento CF, na venta alxébrica aparece a sua lonxitude, h, introduce na lifia de Entrada
f/h, observa que este cociente coincide con g/f e é unha aproximacion do niumero aureo.

e Coa ferramenta Despraza, cambia a posicion dos puntos iniciais A ou B e observa que o cociente
entre as lonxitudes dos lados dos rectangulos é constante.

O rectangulo ABFG é aureo xa que o cociente entre a lonxitude do seu lado maior e a do menor é o
nimero de ouro, ademais o rectangulo DCFG, que se obtén ao quitar un cadrado de lado o menor do
rectangulo, é tamén aureo e polo tanto semellante ao primeiro.

4 Crea as tuas propias ferramentas con Xeoxebra. Crea unha que debuxe rectdngulos dureos.

Vaise crear unha ferramenta que a partir de dous puntos A e B debuxe o rectangulo dureo no que o
segmento AB é o lado menor.

e Na figura anterior oculta o nome dos puntos C, D, E, F e G coa ferramenta Expon/Oculta rétulo
facendo clic co rato sobre eles, na area de traballo ou na venta alxébrica.

e Activa no menu Ferramentas, a opcién Creacion de nova ferramenta e define:
Obxectos de saida: o poligono cadrado, o poligono rectangulo e os puntos C, D, F, e G.
Obxectos de entrada: os dous puntos iniciais A e B.
E elixe como nome da ferramenta rectanguloaureo. Observa que aparece na barra de ferramentas.

Na opcién Manexo de utiles do menl Ferramentas grava a ferramenta creada como
rectanguloaureo, que se garda como rectanguloaureo.ggt

Utiliza a ferramenta Desprazamento da zona grafica para ir a unha parte baleira da pantalla e
comprobar que a ferramenta rectanguloaureo funciona perfectamente.

42. Comproba que a lonxitude do lado do pentdgono regular e a da sua diagonal estan y
en proporcién aurea.

43. Calcula con Xeoxebra unha aproximacién da razén de semellanza entre un
pentagono regular e o que se forma no seu interior ao debuxar as suas diagonais.
Determina sen utilizar Xeoxebra o valor real da razéon de semellanza entre estes dous

pentagonos.
44. Comproba que os triangulos ABD e ABF da figura son semellantes e w
calcula aproximadamente con Xeoxebra a sua razén de semellanza. A\

45. Calcula con Xeoxebra o valor aproximado da razén de semellanza entre un decagono
regular e o decdgono que se forma ao trazar as diagonais da figura. Determina sen
utilizar Xeoxebra o valor real da razén de semellanza entre estes dous poligonos.
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4. INTERVALOS, SEMIRRECTAS E ENTORNOS

Como xa sabemos, entre dous numeros reais hai infinitos nimeros. Hai unha notacion especial para
referirse a eses infinitos nUmeros que deberas dominar para este e futuros cursos.

4.1. Intervalos. Tipos e significado

(Do lat. intervallum): 2. m. Conxunto da recta real limitado por dous valores. RAG.

Definicion:

Un subconxunto de R é un intervalo se para calquera par de elementos, a e b, dese subconxunto se
verifica que se a < x < b entdn x debe pertencer a este subconxunto.

Imos estudar neste apartado intervalos acotados de distintos tipos: os intervalos abertos, os intervalos
pechados e os intervalos semiabertos (ou semipechados).

Intervalos abertos

Se nos queremos referir ao conxunto dos nimeros que hai entre dous valores pero sen contar os
extremos, usamos un intervalo aberto.

Exemplo:

#+ Os numeros superiores a 2 pero menores ca 7 represéntanse por (2, 7) e lese “intervalo aberto
de extremos 2 e 7”. A el pertencen infinitos nimeros como 2.001; 3.5; 5; 6.999; ... pero non son
deste conxunto nin o0 2 nin o0 7. Iso representan as parénteses, que entran todos os nimeros do
medio pero non os extremos.

Exemplo:

+ Os nUmeros positivos menores que 10 represéntanse por (0, 10), o intervalo aberto de extremos
0 e 10. Fixate que 0 non é positivo, polo que non entra e o 10 non é menor que 10, polo que
tampouco entra.

Nota: non se admite pofier (7, 2), o menor sempre a esquerda!
Tamén hai que dominar a expresion destes conxuntos usando desigualdades, preparate:
(2,7)={xeR;2<x<7}.

Traducimos: as chaves utilizanse para dar os elementos dun conxunto, dentro delas enuméranse os
elementos ou dase a propiedade que cumpren todos eles. Utilizase o x para denotar un nimero real, a /
significa “tal que” (en ocasions utilizase un punto e coma “;” ou unha raia vertical ”|") e, por ultimo,
dise a propiedade que cumpren mediante unha dobre desigualdade. Asi que non te asustes, o de arriba
lese: os numeros reais tal que son maiores que 2 e menores que 7.

Usaremos indistintamente varias destas nomenclaturas para que todas che resulten familiares.

E necesario dominar esta linguaxe matematica pois a oracién en galego pode non entenderse noutros
paises pero aseguramosche que iso das chaves e a | enténdeno todos os estudantes de mateméticas do
mundo (ben, case todos).

O outro exemplo: (0, 10) = {x € R; 0 < x < 10}.

Por ultimo a representacidn grafica:

(2’7) = o o
2
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Poiiense puntos sen encher nos extremos e resaltase a zona intermedia.

En ocasidns tamén se poden pofier no 2 e no 7 parénteses: “()”, ou corchetes ao revés: “] [“.
Pregunta: Cal é numero que esta mais preto de 7, sen ser 7?

Pensa que 6.999...=7 e que entre 6.999 e 7 hai “moitos, moitisimos ...” nimeros.

Nota:

Nalguns textos os intervalos abertos represéntanse asi: ]2, 7[ o cal ten algunhas vantaxes como que os
estudantes non confundan o intervalo (3, 4) co punto do plano (3, 4), que aseguramos que ocorreu
(pero ti non serds un destes, non?), ou a cargante necesidade de pofier (2,3 ; 3,4) porque (2,3,3,4) non o
entenderia nin Gauss.

Intervalos pechados
Igual que os abertos pero agora si pertencen os extremos.

Exemplo:

+ O intervalo dos niimeros maiores ou iguais que —2 pero menores ou iguais que 5. Agorao -2 e o
5 si entran. Faise igual pero ponendo corchetes: [-2, 5].

En forma de conxunto escribese:
[-2,5]={x e M; -2 <x<5}.
Fixate que agora pofiemos < que significa “menor ou igual”.

Exemplo:

#+ O intervalo dos nimeros cuxo cadrado non é
superior a 4. Se o pensas un pouco veras que [—2,2] = . °
son 0s numeros entre o —2 e 0 2, ambos os
dous incluidos (non superior < menor ou
igual). Polo tanto: [-2, 2] ={x € R; —2<x<2}.

A representacidn grafica é igual pero pofiendo puntos recheos. En ocasidns tamén se pode representar
graficamente con corchetes: “[]”.

Intervalos semiabertos (ou semipechados, a elixir)

Por suposto que un intervalo pode ter un
extremo aberto e outro pechado. A notacién serd
a mesma.
Exemplo:

[—8,0) = L
-8

o0

#+ Temperatura negativa pero non por debaixo de —8 °C: [-8, 0) = {xeR; -8 < x < 0}.
E o intervalo pechado 4 esquerda de extremos —8 e 0.

+ Numeros superiores a 600 pero que non
excedan de 1 000.

(600, 1000] = —o .
(600, 1 000] = {x € R; 600 < x <1 000}. 600 10C
E o intervalo pechado & dereita de extremos 600
e 1 000.
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4.2. Semirrectas
Moitas veces o conxunto de interese non estd limitado por un dos seus extremos.

Exemplo:

# Os numeros reais positivos: non hai ninglin nimero positivo que sexa o maior. Recdrrese entdn
ao simbolo o e escribese: (0, +0) = {x € R; x > 0}.

Nétese que é equivalente pofier x > 0 que pofier 0 < x, pddese poiner de ambas as formas.
Exemplo:

#+ NuUmeros non maiores que 5: (—, 5] = {x € R; x < 5}.
Aqui o 5 si entra e por iso o pofiemos pechado (“non maior” equivale a “menor ou igual”).

Exemplo:

+ Solucidnde x> 7: (7, +©) ={x € R; x> 7}.
Nota: o extremo non acoutado sempre se pon aberto. Non queremos ver isto: (7, +0].

(0, +oc) =

[}
[ ]

o (—o0,5] =

()]

As semirrectas tamén son intervalos. Son intervalos non acotados.
Mesmo a recta real é un intervalo: (-0, +©0) = {x € R; —00 < x < +0} = R.
E o Unico intervalo non acoutado nin superior nin inferiormente.

Observa que con esta nomenclatura estamos dicindo que —c© e que +00 non son nimeros reais.

4.3. Entornos
E unha forma especial de representar os intervalos abertos.
Definese o entorno de centro a e radio r e dendtase E(a, r) (outra forma usual é E(a)) como o
conxunto de niumeros que estan a unha distancia de a menor que r.
E(a,r)=(a—r,a+7r)
Observa que un entorno é sempre un intervalo aberto e acoutado.
Cun exemplo enténdelo mellor:

Exemplo:

#+ O entorno de centro 5 e radio 2 son os nimeros que estan de 5 a unha distancia menor que 2.
Se 0 pensamos un pouco, seran
os humerosentre5—-2e5+2,¢é

. . - E(5,2)=(3,7) = 1% . O
dicir, o intervalo (3, 7). E como (5,2) = (3,7) 3 ) 2 7
coller o compas e con centro en
5 marcar con abertura 2.
Fixate que 0 5 esta no centro e a distanciado5ao7eao 3 é 2.
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Exemplo:
+ E(2,4)=(2-4,2+4)=(-2,6)

E moi facil pasar dun entorno a un intervalo. Imos facelo ao revés.

Exemplo:

#+ Setefio o intervalo aberto (3, 10), como se pon en forma de entorno?

. 3+10 13 , , .
Calculamos o punto medio 3 = ) = 6.5 que serd o centro do entorno. Faltanos calcular o radio:

(10—-3):2=3.5¢ oradio (a metade do ancho).
Polo tanto, (3, 10) = E(6.5, 3.5)

En xeral:

_ b+c c-b
O intervalo (b, c) é o entorno E T,T .

Exemplo:

#+ Ointervalo (-8, 1) = E(%,#) = E(—3.5,4.5).

46. Expresa como intervalo ou semirrecta, en forma de conxunto (usando desigualdades) e representa
graficamente:

a) Porcentaxe superior ao 15 %. b) Idade inferior ou igual a 21 anos.
¢) Nimeros cuxo cubo sexa superior a 27. d) Numeros positivos cuxa parte enteira ten 2 cifras.
e) Temperatura inferior a 24 °C. f) Niumeros que estean de 2 a unha distancia inferior a 3.

g) Numeros para os que existe a sua raiz cadrada (é un nimero real).
47. Expresa en forma de intervalo os seguintes entornos:

a) E(2, 7) b) E(=3, g) ¢) E(~1; 0.001)

48. Expresa en forma de entorno os seguintes intervalos:
a)(1,7) b) (-5, -1) c) (-4,2)
49. Os soldos superiores a 500 € pero inferiores a 1 000 € pddense poner como intervalo de niumeros
reais? *Pista: 600.222333€ pode ser un soldo?
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CURIOSIDADES. REVISTA

4_—55\\\\ - - -

Folios e /2

Xa sabemos que un cadrado de lado L ten unha diagonal que vale
J2 L, vexamos algo mais:

A imaxe representa un folio coa norma DIN 476 que é a mais
utilizada a nivel mundial.

T ———

B N c

Esta norma especifica que un folio DIN AO ten unha superficie de
1 m? e que ao partilo pola metade obteremos un DIN Al que debe 1
§er .un rectangulo semellante at.) anterior. Partindo o Al en, 2 Unha taboa
iguais obtemos o DIN A2, despois o DIN A3 e o DIN A4 que é o
mais usado. Todos son semellantes aos anteriores. -
Que significa ser semellante? Longo (cm)/Ancho (cm) Area (cm?)

_ AD AB A0 | 118.92 84.09 10000
Pois que E:W , pero AM = AD/2 logo A1 84.09 59.46 5000

1 AD A2 59.46 44.04 2500

AB’ = —AD’ = AB = N V2AB A3| 42.04 29.83 1250

| o 2 , | A4| 2073 21.02 625
Polo tanto, nos folios DIN 476 a razon entre o longo A5 21.02 14.87 415.2
eoanchoé /2 .

Non queda aqui a cousa, fixate que ao partir o folio en 2 partes
iguais o novo folio ten o lado maior que coincide co lado menor do
orixinal: AB é agora o lado maior e antes era o menor. Como
AB=AD/~2 resulta que a razon de semellanza é J2 . E dicir,
para pasar dun folio AO a outro Al dividimos os seus lados entre
V2 .0 mesmo para os seguintes.

Calculemos as dimensions:
Para o AO temos que a area é AD - AB = 1m?

N AD-AD :leDZ:ﬁ:ADZ*,ﬁZ%z 1.189 m;

Np
42

AB = E ~ 0.841 m. Para obter as medidas do A4
dividimos 4 veces entre /2 :
4

A2

A1
A4

A3

-

Longo = ~ 0.297 m=29.7cm

(V2)

Ancho= Longo/~/2 ~ 0.210 m = 21.0 cm

Cuestions

1) Comproba os valores da tdboa anterior (hai polo menos tres valores equivocados @)
2) Cantos folios A4 caben nun folio AO?
3) Cales son as dimensions do A6?, e do A7?
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O numero de ouro

Dividimos un segmento en duas partes de forma que

se dividimos a lonxitude do segmento total entre a
parte maior debe dar o mesmo que ao dividir a parte

maior entre a parte menor.
Temos que (a + b)/a = a/b.

O numero de ouro (ou razon aurea) chamado @ (fi) é precisamente o valor desa

roporcion, asi:
At _a_a+b a

Xa temos duas curiosidades: D= X B:> 1+é:CD >0’ -0-1=(
1 2 2 _
O ( :)(D =0+1 :>q>=1+*/§z1,618034
D =D +1 D’ =20 +1 2
1 O =30 +2
—=0-1
d LO"=FO+F

Onde F, é o n-ésimo numero de Fibonacci. Estes nimerosson 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34...
onde cada termo a partir do terceiro se obtén sumando os dous anteriores.

Mais relaciéns entre o nimero de ouro e a sucesion de Fibonacci:

a) se imos dividindo un nimero da sucesidon entre o seu anterior obtemos: 1/1 =1;
2/1=2;3/2=1.5;5/3=1.666...;8/5=1.6;13/8 =1.625

EG D B

185 16 ® 165 17 175 18 18 19 185 2 205

Como pode verse, achegamonos rapidamente ao valor do numero de ouro, primeiro por
debaixo, despois por arriba, por debaixo... alternativamente.

b) Formula de Binet:
Para calcular un nimero de Fibonacci, por exemplo, o que ocupa o lugar 20 hai que

calcular os 19 anteriores.

Isto non ten que ser necesariamente asi pois Binet deduciu esta formula, que para os
autores é unha das mais bonitas das matematicas.

Se por exemplo substituimos n por 20 obtemos F2o = 6 765.
Realmente podemos prescindir do 22 termo do numerador, para n> 3 faise
moito mais pequeno que o primeiro. Por exemplo, para n= 6, se facemos

6

NG

obtemos 8.0249 que redondeado é 8, o valor correcto.

Actividades

a) Calcula F31 e F30 coa féormula de Binet.

b) Fai o cociente e mira se é unha boa aproximacidon do nimero de ouro.
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O pentagono regular e o numero de ouro.

Nun pentagono regular a razén entre unha
diagonal e o lado é ®. Como sabemos
construir ®, a construcién dun pentagono
regular é moi sinxela:

Se AB vai ser un lado do noso pentdgono,
construimos o punto F alifado con A e B que
cumpra AF/AB igual a @ (indicase como
facelo no texto).

Enton AB serd o lado e AF a medida da
diagonal.

Trazamos a mediatriz de AB e unha
circunferencia de centro A e radio AF.
Céortanse en D que ¢é un vértice do
pentagono.

Trazamos agora unha circunferencia con
centro B e radio AB, cortase coa anterior en C
que é outro vértice do pentdgono. S6 queda
calcular E que é moi facil.

O pentdgono regular coas suas diagonais
cofiécese como “pentagrama mistico” e
parece ser que volvia tolifios aos pitagoricos,
nel o nimero de ouro aparece de forma
desmesurada.

Do pentagrama sacamos este triangulo,
chamado tridngulo dureo que permite obter
mais tridngulos dureos facendo a bisectriz
nun dos angulos iguais e formar esta espiral.
Esta espiral é parecida a espiral durea, 4 de
Fibonacci e a espiral logaritmica que aparece
en: galaxias, furacans, cunchas, xirasoles...

& 2 )

\— _/
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O xadrez

Conta a lenda que cando o inventor do xadrez lle amosou
este xogo ao rei Shirham da India, este se entusiasmou tanto
gue lle ofreceu regalarlle todo o que quixera.

O inventor pediu un gran de trigo para a primeira casa do
xogo, dous para a segunda, 4 para a terceira, e asi
duplicando a cantidade en cada casa.

Ao rei pareceulle unha peticion modesta pero... como se
pode comprobar ese nimero de grans dan pouco mais de 15
billons de toneladas métricas o que corresponde &
produciéon mundial de trigo de 21 685 anos.

Imposible que o rei tivese tanto trigo!

Gustache facer maxia!
E22 . fe | =B21/820
Podes facer este xogo cos teus amigos. Para A ' c ) :
facelo precisas papel e lapis, ou mellor, unha Guistache facer maxial T
calculadora, ou ainda mellor, unha folla de ; . 6 '
calculo. 3 3 1
Escribe nunha columna os nimeros do 1 ao 20. i i igﬁs
Ao lado do 1 escribe o numero que che diga o 6 s 2888
teu amigo ou amiga, dunha, duas ou tres cifras 7 6 4688
(376). Ao lado do 2 escribe tamén outro nimero 8 7 7576
inventado de 1, 2 ou 3 cifras (712). Ao lado do 3, 9 8 12264
a suma dos dous numeros anteriores (1 088). Ao 1? 13 ;Zigi
lado do 4, o mesmo, a suma dos dous numeros 2 m 51004
anteriores (agora os do lado do 2 e do 4), e asi 13 12 84048
ata chegar a casa 20. 14 13 135992
o ) 15 14 220040
Agora divide o nimero do lado do 20 (3 948 456) 16 15 356032
entre o numero do lado do 19 (2 440 280), e 17 16 576072
maxia!, podes adivifiar o resultado. Aproximase 18 1 932104
ao numero de ouro! & 18 1508176
20 19 2440280
1.618... 21 20 3948456
e 2 sab o d o 5 - 22| 3948456 dividido por 2440280 é igual a 1,618
or que? Sabes algo da sucesion de Fibonacci-
Buscaa en Internet.

Fai unha folla de calculo como a da marxe.
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RESUMO

Conxuntos de
numeros

Fraccidns e
expresion decimal

Naturais = N ={1, 2, 3, ...}; Enteiros =2 72 ={...,, -3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...}
Racionais = Q = {%;a €eZ,beZ,b=0};lrracionais=P> I=R-QR=QuUI

Todas as fraccions tefien expresion decimal exacta ou
periédica. Toda expresion decimal exacta ou
periédica pode poierse como fraccion.

175 7

0.175 = 1 000 _E
x=1.7252525... = 854/495

Numeros
racionais

A suia expresidon decimal é exacta ou periddica.

2/3;1.5;0.333333333....

Representacion
na recta real

Fixada unha orixe e unha unidade, existe unha
bixeccién entre os numeros reais e os puntos da
recta. A cada punto da recta correspondelle un
numero real e viceversa.

N. Reais

Toda expresién decimal finita ou infinita € un numero
real e reciprocamente.

0.333333; 1; V2

Intervalo aberto

Intervalo aberto no que os extremos non pertencen
ao intervalo.

(2,7)={xeR; 2<x<7}.

(2,7) =

Intervalo pechado

Os extremos si pertencen ao intervalo.

[-2,2]= {xe R; -2<x<L2}

[—2,2] = —= -
-2

Intervalos
semiabertos ( ou
semipechados)

Intervalo cun extremo aberto e outro pechado.

[-8,0) ={x e R/—-8 < x < 0}

[—8,0) = *
-8

Entornos

Forma especial de expresar un intervalo aberto:
E(a,r)=(a—r,a+r)

5
B(5,2)=(3,7) = —O0=———t—g
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Numeros

1. Efectua as seguintes operaciéns con fraccions:

4.5 3, 6D (-2) , (-1 5 (5 9}
= b I S N =, N d — | - =
=373 15 LR 37372
3. 7)5 9 (5 9 255 7 14 3
—+—|-—= )= =+— —:= h)—:— i)15: =
e)(z 3}2 13 (3 2} 83 1375 152
2. Simplifica as seguintes fracciéns alxébricas:
a-1 a+1)6 Xx—2 xX* +6x+9 x* -9 a>-4 (1 1
a)|—(/—t—|'— b) c) : d —— +
3 2 a x2 -4 x—3 Xx+3 a a+2 a-2
3. Realiza as operacidns:
a) (24.67 + 6.91)3.2 b) 2(3.91 + 98.1) c) 3.2(4.009 + 5.9)4.8

n
0.4
4. Calcula o valor exacto de o, sen calculadora.
5. Dicales destas fraccions tefien expresion decimal exacta e cales periddica:
9 30 37 21

40°21°250°15

6. Calcula 3 fraccidns g, b, c tal que %< a<b<c< %

N

Cantos decimais ten ?, atréveste a explicar o motivo?

275
8. Faiadivisidon 999 999 : 7 e despois fai 1 : 7. Serd casualidade?
9. Agora divide 999 entre 37 e despois fai 1 : 37, é casualidade?

10. Fai no teu caderno unha taboa e di a que conxuntos pertencen os seguintes nimeros:

2.73535..,; =2 ; I-32 ; 10100; % ; —2.5; 0.1223334444...
11. Contesta verdadeiro ou falso, xustificando a resposta.

a) QN (R-Q)={0}

b)Z cQ

c) a raiz cadrada dun nimero natural é irracional.

d)V72Q

e) 1/47 ten expresidon decimal periddica.
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12. Pon exemplos que xustifiquen:
a) a suma e a resta de nimeros irracionais pode ser racional.
b) o produto ou a division de numeros irracionais pode ser racional.
13. Que sera a suma dun numero racional con outro irracional? (Pensa na sua expresion decimal).
14. A suma de 2 niumeros con expresion decimal periddica pode ser un enteiro?
15. Calcula a 4rea e o perimetro dun rectangulo de lados V2 e /8 m.

16. Calcula a area e o perimetro dun cadrado cuxa diagonal mide 2 m.
17. Calcula a 4rea e o perimetro dun hexagono regular de lado \/5 m.
18. Calcula a 4rea e o perimetro dun circulo de radio 10 m.

. 3
19. Calcula a area total e o volume dun cubo de lado §/7 m.
20. Por que numero temos que multiplicar os lados dun rectangulo para que a sua darea se faga o triplo?
21. Canto debe valer o radio dun circulo para que a sta drea sexa 1 m??

22. Temos unha circunferencia e un hexdgono regular inscrito nela. Cal é a razon entre os seus
perimetros? (Razon é divisidon ou cociente).

Potencias
23. Calcula:
a) (+2) b) (1) c) (-5) d) (-5)° e) (1/3)° f)(~2 )
24. Expresa como Unica potencia:
a) (-5/3)* - (=5/3)* - (-5/3)® b) (1/9)°: (1/9)*- (1/9)2
c) (2/3)%- (-3/2)*: (-3/5)° d) (-3/5)*- (-8/3)™*: (-5/4)"
25. Calcula:

g2 (2] ()
D23 b)) gttt ot oet LS 6
(25242112)3 (_5)245 (5j_4(5j6

26. Extrae os factores posibles en cada radical:

a) Va’ -b° b) }/15°.3% .55 c) v25-7% 163

27. Expresa en forma de Unica raiz:

a) J/V/50 b) 439
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3/3.4/32
28. Expresa en forma de potencia: a) v5° -v/5° b) ———

29. Simplifica a expresion:

23

X3 [,3 5[ 11
a) b) X%/—X

VX X

30. Estimase que o volume da auga dos océanos é de 1 285 600 000 km? e o volume da auga doce é de
35 000 000 km?3. Escribe esas cantidades en notacion cientifica e calcula a proporcién de auga doce.

31. Sabese que nun dtomo de hidréxeno o nucleo constitie o0 99 % da masa, e que a masa dun electrén
é aproximadamente de 9.109 - 103! kg. Que masa ten o nucleo dun dtomo de hidréxeno? (Recorda:
Un atomo de hidroxeno esta formado polo nucleo, cun protdn, e por un Unico electron).

32. A Xodn fixéronlle unha anélise de sangue e ten 5 milléns de glébulos vermellos en cada mm3.
Escribe en notacidn cientifica o nimero aproximado de glébulos vermellos que ten Xoan estimando
gue ten 5 litros de sangue.

Representacion na recta real

33. Pitdgoras viviu entre 0 569 e 0 475 anos a. C. e Gauss entre 0 1777 e o 1855, que diferenza de anos
hai entre ambas as datas?

34. Representa de forma exacta na recta numérica: —2.45; 3.666...

35. Situa na recta real os numeros 0.5; 0.48; 0.51 e 0.505.

36. Ordena os seguintes numeros de maior a menor: 2.4; -3.62; —3.6; 2.5; 2.409; —3.9999...
37. Representa na recta numérica de forma exacta os seguintes numeros:

2 -3

; g; 1.256; 3.5

3’ 5
38. A imaxe é a representacién dun namero irracional, cal?

39. Representa de forma exacta na recta numérica: —\/g;

26;@

40. Calcula 5 numeros racionais que estean entre 3.14 e 1.

Intervalos

41. Expresa con palabras os seguintes intervalos ou semirrectas:

a. (-5, 5] b.{xeR;-2<x<7}

c.{x e R;x>7} d.(-3,+)
42. Calcula:

a.(2,4] U (3, 5] b. (2, 4] N (3, 5] c.(-0,1] N (-1, +o )
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43. Pode expresarse como entorno unha semirrecta? Razoa a resposta.
44. Expresa como entornos abertos, se é posible, os seguintes intervalos:
a. (0, 8) b. (-6, -2) . (2, +o)
45. Expresa como intervalos abertos os seguintes entornos:
a. E2s3(4) b. E1/2(—7) c. E(1, 2) d. E(0, 1)
46. Que numeros ao cadrado dan 77?
47. Que numeros reais ao cadrado dan menos de 7?

48. Que numeros reais ao cadrado dan mais de 77

Varios

49. Un numero irracional tan importante como Pi é o nUmero “e”, e = 2.718281828..., que parece
periddico pero non, non o é. E un nimero irracional. Definese como o niimero ao que se achega

n
[1+—j cando n se fai moi, pero que moi, grande. Colle a calculadora e dalle a n valores cada vez
n

maiores, por exemplo: 10, 100, 1 000, ...
Apunta os resultados nunha taboa.

50. Outra forma de definire é e = 1+1+L+l+ !

TAETRETAPT
Que diras ti, que son eses numeros tan admirados!, chamase factorial e é moi sinxelo: 4! =
4-3-2-1 = 24, multiplicase desde o numero ata chegar a 1. Por exemplo: 6! = 6-5:4:3:2:1= 720.
Non te preocupes, que a tecla “!” esta na calculadora. Podes calcular e con 6 cifras decimais
correctas? *Nota: Fixate que agora a converxencia € moito mdis rdpida, so tiveches que chegar
atan=7?

51. Ordena de menor a maior as seguintes masas:

Masa dun electron 9.11 - 103! quilogramos
Masa da Terra 5.983 - 102* quilogramos
Masa do Sol 1.99 - 10%° quilogramos
Masa da Lua 7.3 - 1022 quilogramos.

52.Tomando 1.67 - 1072* gramos como masa dun protén e 1.2 - 107 metros como radio, e
supofiéndoo esférico, calcula: a) o seu volume en cm3 (Recorda o volume dunha esfera é (4/3)nr>.
b) Encontra o peso dun centimetro cubico dun material formado exclusivamente por protdns. c)
Compara o resultado co peso dun centimetro cubico de auga (un gramo) e dun centimetro cubico
de chumbo (11.34 gramos).

Matematicas orientadas as ensinanzas aplicadas. 42A ESO. Capitulo 1: NUmeros reais Autor: Paco Moya e Nieves Zuasti
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustracions: Paco Moya e Banco de Imaxes de INTEF




AUTOAVALIACION

1. Indica que afirmacion é falsa. O numero —0.3333333... é un niumero

a) real b) racional  c¢)irracional d) negativo
2. Operando e simplificando a fraccién @’ —da+4 ; a-2 obtense:
a-2 a+3

a)a+3 b) 1/(a + 3) c)a-2 d)1/(a-2)
3. Aexpresion decimal 0.63636363.... escribese en forma de fraccién como

a) 63/701 b) 7/11 c)5/7 d) 70/111
4. Ao simplificar\/f(7\/5—5\/3 +4ﬁ) obtés:

a) 62 b) V2 (572 ) c) 12 d)8

5. Contesta sen facer operacions. As fraccions 4/7; 9/150; 7/50 tefien unha expresion decimal:
a) periodica, periddica, exacta b) periddica, exacta, periddica c) periddica, exacta, exacta
6. O conxunto dos numeros reais menores ou iguais a —2 escribese:
a) (o, -2) b) (—0, —2] c) (=2, +0) d) (—oo, —=2[
7. O entorno de centro —2 e radio 0.7 é o intervalo:
a) (-3.7, -2.7) b) (2.7, —1.3) ¢) (-3.3,-2.7) d) (-2.7,-1.3]

8. Oiintervalo (-3, —2) é o entorno:

a) E(-2.5,1/2) b) E(—3.5, -0.5) c) (-3.5,1/2) d) (-2.5,-0.5)
1 7 1
5 5 5
9. Ao efectuar a operacién | — 22 2P obtense:
2 2 2
7 Bl 2
5)2 5e 5)2
a) | = b) 25/4 c)| = d)| =
(3) e a5) (3)
10. Ao efectuar a operacion 0.000078 + 2.4 - 107> obtense:
a)3.6 - 10710 b) 1.8912 - 1010 c) 10.2 - 1075 d) 18.72 - 107
Matematicas orientadas as ensinanzas aplicadas. 42A ESO. Capitulo 1: NUmeros reais Autor: Paco Moya e Nieves Zuasti

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustracions: Paco Moya e Banco de Imaxes de INTEF




