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Resumo

Saber contar é algo importante en Matematicas. Xa
Arquimedes no seu libro Arenario se preguntaba como
contar o numero de grans de area que habia na Terra.

Neste capitulo imos aprender técnicas que nos permitan
contar. Imos aprender a recofiecer as permutaciéns, as
variacions e as combinacions; e a utilizar os numeros
combinatorios en distintas situacions como para
desenvolver un binomio elevado a unha potencia.

Estas técnicas de contar utilizarémolas noutras partes das
Matematicas como en Probabilidade para contar o
numero de casos posibles ou o numero de casos favorables.
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1. PERMUTACIONS

1.1. Diagramas en arbore

Actividades resoltas

% Nunha festa contase con tres grupos musicais que deben actuar. Para organizar a orde de actuacion,
cantas posibilidades distintas hai?

Unha técnica que pode axudar moito é confeccionar un diagrama en arbore. Consiste nunha
representacion por niveis na que cada rama representa unha opcién individual para pasar dun nivel ao
seguinte, de tal maneira que todos os posibles percorridos desde a raiz ata o ultimo nivel, o nivel das

follas, son todos os posibles resultados que se poden obter.
. A
Chamamos aos tres grupos musicais A, B e C.
Primeiro nivel da drbore: En primeiro lugar poderan actuar ou ben A, ou ben
B ou ben C.
&
Primeiro lugar 22 lugar Segundo nivel da drbore: unha vez que o grupo A foi elixido para actuar
8 en primeiro lugar, para o segundo posto sé podemos colocar a B ou a C.
A=——_¢ Igualmente, se xa B vai en primeiro lugar, s6 poderan estar no segundo
A , . .
B ——_ . lugar A ou C. E se actua en primeiro lugar C, para o segundo posto as
A opciéns son A e B.
C —=_ 5
Primeiro lugar ~ 2°lugar  3°lug:
Terceiro nivel da drbore: se xa se tivese decidido que en — B— C
. . A _—
primeiro lugar actla o grupo A e en segundo o grupo B para o E E
terceiro lugar, que se pode decidir? S6 nos queda o grupo C e, B <: c - A
da mesma maneira, en todos os outros casos, s6 queda unha ¢ — A+ B
B —= A

Unica posibilidade.

Confeccionar o diagrama en arbore, mesmo unicamente comezar a confeccionalo, permitenos contar
con seguridade e facilidade. Para saber cantas formas temos de organizar o concerto, aplicamos o
principio de multiplicacion: s6 temos que multiplicar os numeros de ramificacidns que hai en cada nivel:
3-2-1=6formas de organizar a orde de actuacién dos grupos.

Tamén permite escribir esas seis posibles formas sen mais que seguir a arbore: ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB, CBA.
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+ Nunha carreira compiten 5 corredores e vanse repartir tres medallas, ouro, prata e bronce. De
cantas formas distintas poden repartirse?

Facemos o diagrama en arbore. O ouro poden gafialo os cinco corredores que imos chamar A, B, C,D e
E. Facemos as cinco frechas do diagrama. Se o ouro o gafase o corredor A, a prata sé a poderia ganar
alglin dos outros catro corredores: B, C, D ou E. Se o ouro o tivese gafiado B tamén haberia catro
posibilidades para a medalla de prata: A, C, D e E. E asi co resto.

Se supoinemos que a medalla de ouro a gafiou A e a de prata B, entdon a medalla de bronce poden
gafialaC,DouE.

Polo tanto, hai 5 - 4 - 3 = 60 formas distintas de repartir as tres medalas entre os cinco xogadores.

OURO PRATA BRONCE

]
IARIRRIL

Actividades propostas

1. Fai diagramas en arbore para calcular:

a) Cantas palabras de duas letras distintas (con significado ou sen el) podes escribir coas letras A, B
ou C.

b) Cantas palabras de tres letras distintas que empecen por vogal e terminen por consoante se
poden formar coas letras do alfabeto. (Recorda que hai 5 vogais e 20 consoantes).

2. Anaten 5 camisolas, 3 pantaldns e 4 pares de zapatillas. Pode levar unha combinacién diferente de
camisola, pantalén e zapatillas durante dous meses (61 dias)? Cantos dias deberad repetir
combinacidn? Axuda: Seguro que un diagrama en arbore che resolve o problema.

3. Nun taboleiro cadrado con 25 casas, de cantas formas diferentes podemos colocar duas fichas
idénticas de modo que estean en distinta fila e en distinta columna? Suxestion: Confecciona un
diagrama de arbore. Cantas casas hai para colocar a primeira ficha? Se descartamos a sua fila e a sua
columna, en cantas casas podemos colocar a segunda ficha?
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1.2. Permutacions ou ordenacions dun conxunto

Chamamos permutacidons 3as posibles formas distintas nas que se pode ordenar un conxunto de
elementos distintos.

Cada cambio na orde é unha permutacion.

Exemplos:

+ Son permutacions:
0 Asformas nas que poden chegar 8 meta 10 corredores.

0 As palabras de catro letras, sen repetir ningunha letra, con ou sen sentido que podemos
formar coas letras da palabra MESA.

0 Os numeros de 5 cifras distintas que se poden formar cos dixitos: 1, 2, 3,4 e 5.

O numero de permutacidons dun conxunto de n elementos designase por P,, e lese permutacions de n
elementos.

A actividade resolta dos tres grupos musicais que ian actuar nunha festa era de permutacions, era unha
ordenacidn, logo escribiridamola como Ps, e lese permutacions de 3 elementos.

Actividades resoltas

+ Na fase preparatoria dun campionato do mundo estdn no mesmo grupo Espafia, Francia e Alemafia.
Indica de cantas formas poden quedar clasificados estes tres paises.

Son permutacions de 3 elementos: Ps. Facemos un

Primeiro Segundo  Terceiro | i5orama de drbore. Poden quedar primeiros Espafia (E),

F —= A : = = =
Francia (F) ou Alemafia (A). Se gafiou Espaifa, poden
E—" , - (F) (A) g spafia, po
E A optar ao segundo posto F ou A. E se xa tivesen gafado
F < A —= E Espana e logo Francia, para o terceiro posto s6 quedaria
E —= F Alemana.
A = . .

Poden quedar de 3 - 2 - 1 = 6 formas distintas.

En xeral para calcular as permutaciéns de n elementos multiplicase n por n—1, e asi, baixando de un en
un, ata chegara 1: P,=n - (n—-1)- (n—2)-..-3-2- 1. A este nUmero chamaselle factorial de n, e
indicase n!

Pr=n -(n-1)- (n-2)-...:3:2-1=n!

Corresponde a unha darbore de n niveis con n, n — 1, n — 2, ..., 3, 2, 1 posibilidades de eleccién
respectivamente.

Para realizar esta operacién coa calculadora utilizase a tecla m
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Exemplos:

+ As formas nas que poden chegar 4 meta 10 corredores son:

P10=10!'=10-9-8-..-3-2-1=3628800.

# As palabras con ou sen sentido que podemos formar coas letras, sen repetir, da palabra MESA son

Pa=41=4.3.2-1=24.

#+ Os numeros de 5 cifras, todas distintas, que se poden formar cos dixitos: 1, 2, 3, 4 e 5 son:

Ps=5!=120.

+ Espafia, Francia e Alemafia poden quedar clasificados de P3 = 3! = 6 formas distintas.

Actividades propostas

4. De cantas formas poden repartir catro persoas, catro pasteis distintos, comendo cada persoa un
pastel?

5. Nunha carreira de cabalos participan cinco cabalos cos numeros 1, 2, 3, 4 e 5. Cal deles pode chegar
0 primeiro? Se a carreira estd amafiada para que o numero catro chegue o primeiro, cales poden
chegar en segundo lugar? Se a carreira non esta amafada, de cantas formas distintas poden chegar
a meta? Fai un diagrama en arbore para responder.

6. De cantas maneiras podes meter catro obxectos distintos en catro caixas diferentes se s6 podes
pofer un obxecto en cada caixa?

7. Cantos paises forman actualmente a Unidn Europea? Podes ordenalos seguindo diferentes criterios,
por exemplo, pola sta poboacién, ou con respecto a sta producidn de aceiro, ou pola superficie que
ocupan. De cantas maneiras distintas é posible ordenalos?

8. No ano 1973 habia seis paises no Mercado Comun Europeo. De cantas formas podes ordenalos?

9. Nunha oficina de colocacién hai sete persoas. De cantas formas distintas poden ter chegado?
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Actividades resoltas

6!
+ Cdlculo de; )

Cando calculamos cocientes con factoriais sempre simplificamos a expresién, eliminando os factores do
numerador que sexan comuns con factores do denominador, antes de facer as operacions. En xeral
sempre soe ser preferible simplificar antes de operar pero, neste caso, resulta imprescindible para que
non saian numeros demasiado grandes.

, 6! 654321

3! 3-2-1

+ Expresa, utilizando factoriais, os produtos sequintes: a) 10-9-8; b) (n +4) - (n +3) - (n + 2);

10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 _ 10!

a) 10-9-8=
7-6-5-4-3-2-1 7!
b) (n+4)-(n+3)-(n+2)= N+
(n+1)!
Actividades propostas
10.Ca|cu|a:a)g;b) )— )g; ) 2 )ﬂ.
47703 7 53T s T 346!
11. Caleula: a) DL gy (AL o (e Dy 0t
n! m+3)" 7 (n+2)" 7 (n=1)!

12. Expresa utilizando factoriais:a)5-4-3;b)10-11-12-13;c¢)8-7-6;d) 10-9.
13. Expresa utilizando factoriais:

a)(n+3)-(n+2)-(n+1);

byn-(n+1)-(n+2)-(n+3);

c)n-(n+1)-(n+2)..-(n+k).

14. Escribe en forma de factorial as distintas formas que tefien de sentar nunha clase os 30 alumnos nos
30 postos que hai. (Non o calcules. O resultado é un nUmero moi grande. Para calculalo precisase un
ordenador ou unha calculadora e haberia que recorrer a notacién cientifica para expresalo de forma
aproximada).

15. Nove ciclistas circulan por unha estrada en fila india. De cantas formas distintas poden ir ordenados?
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2. VARIACIONS

2.1. Variacions con repeticion

Xa sabes que as quinielas consisten en adiviiar os resultados de 14 partidos de futbol sinalando un 1 se
pensamos que gafiard o equipo da casa, un 2 se gafia o visitante e un X se esperamos que haxa empate.
Nunha mesma xornada, cantas quinielas distintas poderian encherse?

Observa que agora cada diferente quiniela consiste nunha secuencia dos simbolos 1, 2 e X, nas que o
mesmo simbolo pode aparecer varias veces repetido ao longo da secuencia e dudas quinielas poden
diferenciarse polos elementos que a compoiien ou pola orde na que aparecen.

Actividades resoltas

, . , 0T
+ Con dous simbolos, 0 e 1, cantas tiras de 4 simbolos se poden <:L=::
escribir?

Igual que en anteriores exemplos, formamos o diagrama de
arbore. Observando que no primeiro lugar da tira podemos pofier
os dous simbolos. No segundo lugar, ainda que tefiamos posto o 0,
como se pode repetir, podemos volver poifier o 0 e 0 1. O mesmo
no terceiro e no cuarto lugar. E dicir, o nimero de ramificaciéns
non se vai reducindo, sempre é igual, polo tanto o nimero de tiras
distintas que podemos formar é

2-2-2-2=2%=16tiras distintas.

0= 020-20-=0

A 020

e
%
L5

/&/\/\A/\/\/\

As diferentes secuencias de lonxitude n que se poden formar cun conxunto de m elementos diferentes
chamanse variacions con repeticion de m elementos tomados de n en n. O niumero de diferentes
secuencias que se poden formar designase coa expresion VR, ». E calculase coa férmula:

VRm,n =m

Na actividade resolta anterior son variacions con repeticién de 2 elementos tomados de 4 en 4:

VR4 = 2% = 16 tiras distintas.

Actividade resolta

4+ No calculo do numero de quinielas distintas os elementos son 3 (1, 2, X) e férmanse secuencias de
lonxitude 14, polo tanto, tratase de variacions con repeticion de 3 elementos tomados de 14 en 14:

VRs3,14 = 314 = 4 782 9609.

Para ter a certeza absoluta de conseguir 14 acertos hai que encher 4 782 969 apostas simples.

+ A probabilidade de que che toque unha quiniela nunha aposta simple é, polo tanto, m.
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Actividades propostas
16. Cos 10 dixitos, cantos numeros distintos poden formarse de 6 cifras?

17. Cos 10 dixitos e as 20 consoantes do alfabeto, cantas matriculas de coche poden formarse tomando
catro dixitos e tres letras?

18. Un byte ou octeto é unha secuencia de ceros e uns tomados de 8 en 8. Cantos bytes distintos poden
formarse?

19. Calcula: @) VRa2; b) VRa4; €) VR11,2; d) VR2,11.

20. Expresa cunha férmula:
a) As variacions con repeticion de 3 elementos tomadas 5 a 5.
b) As variacidns con repeticién de 7 elementos tomadas 2 a 2.
c) As variacions con repeticion de 5 elementos tomadas 4 a 4.

21. Cantas palabras de tres letras (con significado ou non) podes formar que empecen por consoante e
terminen coa letra R?

2.2. Variacidns sen repeticion

Actividades resoltas
Presidente/a Secretario/a Tesoureiro/a

#+ Unha asociacién de vecifios vai renovar a

xunta directiva. Esta consta de tres cargos, 2 ——C
. . , ’ __..i___

presidencia, secretaria e tesouraria. a) Se 1 '{E 3
—-i_—:

unicamente se presentan catro persoas, de
cantas maneiras pode estar formada a 1 —
xunta? b) Se antes que empece a votacion é

se presentan outros dous candidatos, 4
cantas xuntas diferentes poderdn formarse

|

V20200 N2R2BN gapa bl AN AW

agora? 5 {“ ; ______:__*___"i'-—_:

a) Confeccionamos o noso diagrama en arbore. A —
Numeramos os candidatos do 1 ao 4. A

presidencia poden optar os 4 candidatos pero, a 1 ——

. . . 2 —

se un determinado candidato xa foi elixido é 3 ———

para a presidencia, non poderd optar aos
outros dous cargos, polo que desde cada unha das primeiras catro ramas, sé sairan tres ramas. Unha
vez elixida unha persoa para a presidencia e a secretaria, para optar a tesoureria haberd unicamente
duas opcidns, polo cal de cada unha das ramas do segundo nivel, saen dlas ramas para o terceiro nivel.

Deste modo, multiplicando o nimero de ramificacidns en cada nivel, temos que a xunta pode estar
formada de 4 - 3 - 2 = 24 maneiras.

b) Se en lugar de 4 candidatos fosen 6, poderia estar formada de 6 - 5 - 4 = 120 maneiras.
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Estas agrupacions de elementos, nas que un elemento pode aparecer en cada grupo como maximo
unha vez, sen repetirse, e cada grupo se diferencia dos demais polos elementos que o compofen ou
pola orde na que aparecen denominanse variacions sen repeticion.

Nas variacions, tanto con repeticidn como sen repeticion, téfiense en conta a orde e os elementos que
forman o grupo. A diferenza é que nas variaciéns con repeticion poden repetirse os elementos e nas
variaciéns ordinarias non. No exemplo anterior no teria sentido que un mesmo candidato ocupara dous
cargos, non se repiten os elementos.

As variacidns sen repeticion (ou simplemente variaciéns) de m elementos tomados de n en n
designanse como Vp,n. Son os grupos de n elementos distintos que se poden formar de modo que un
grupo se diferencie doutro ben polos elementos que o compofien ben pola orde na que aparecen.

O numero de variacions é igual ao produto de multiplicar n factores partindo de m e decrecendo dun en
un:

Vmn=m-:(m-=1)-(m-2)-... (n factores)

Observacions
1) m debe ser sempre maior ou igual que n.

2) As variaciéns de m elementos tomados de m en m coinciden coas permutacions de m
elementos: Vim,m= Ppm.

Actividades resoltas

+ Observa as seguintes variacions e intenta encontrar unha expresion para o ultimo factor que se
multiplica no cdlculo das variacions:

a) Va3=4-3-2

b) Ves=6-5-4

c) Vios=10-9:-8-7-6-5

d) Vo4=9-8-7-6
Nocasoa)2éigualad—3+1.
Enb)4=6-3+1.
Enc)5=10-6+1.
End)6=9-4+1.
En xeral o ultimo elemento é (m—n + 1).

Von=m:-(m-1)-(m-2)-...-(m-n+1)
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* Escribe a férmula das variacions utilizando factoriais:
!
a) V4,3=4-3-2=%
|
b) V5,3=6'5'4=§
3

10!
c) Vm,6=1o-9-8-7-6.5=T

9
d) V9,4=9-8-7-6=§

Para escribilo como cociente de factoriais débese dividir por (m —n)!.

m!

Vm,n=m'(m—1)-(m—2)-...-(m—n+1)=—
(m—n)!

Para realizar esta operacion coa calculadora utilizase a tecla etiquetada

Actividades propostas

22. Tres persoas van a unha pastelaria na que unicamente quedan catro pasteis, distintos entre si. De
cantas formas distintas poden elixir o seu pastel se cada unha compra un?

23. Cos 10 dixitos deséxanse escribir nimeros de catro cifras, todas elas distintas. Cantas posibilidades
hai para escribir a primeira cifra? Unha vez elixida a primeira, cantas hai para elixir a segunda? Unha
vez elixidas as duas primeiras, cantas hai para a terceira? Cantas posibilidades hai en total?

24. Se tes 9 elementos diferentes e os tes que ordenar 5 a 5 de todas as formas posibles, cantas hai?
25. Coas letras A, B e C, cantas palabras de 2 letras non repetidas poderias escribir?
26. Cos dixitos 3, 5, 7, 8 e 9, cantos nimeros de 3 cifras distintas podes formar?

27. Calcula: a) Vi1,6; b) V75; ) Vs a.

! ! !
28. Calcula: a)L; b) g; c) &
3! 4! 8!

Outra observacion

. - . - m! m!
Dixemos que Vm,m= Pm pero se utilizamos a formula con factoriais temos que Vpjy,m=Pp= ——— = ",
(m-m)! 0!

Para que tefia sentido asignase a 0! o valor de 1.
ol=1.
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3. COMBINACIONS

3.1. Combinacions

Actividades resoltas

* Nunha libraria queren facer paquetes de tres libros usando os seis libros mdis lidos. Cantos paquetes
diferentes poderdn facer?

Neste caso cada grupo de tres libros diferenciarase dos outros posibles polos libros (elementos) que o
compofien, sen que importe a orde na que estes se empaquetan. Esta agrupacion é denominada
combinacioén.

Chamase combinacions de m elementos tomados de n en n e designase Cm,» a0s grupos de n elementos
gue se poden formar a partir dun conxunto de m elementos diferentes entre si, de modo que cada
grupo se diferencie dos demais polos elementos que o forman (non pola orde na que aparecen).
Designamos os libros coas letras A, B, C, D, E e F.

Paquetes con A Paquetes sen A pero con B | Paquetes sen A nin B pero con C

ABC BCD CDE

ABD ACD BCE BDE CDF  CEF DEF
ABE ACE ADE BCF BDF BEF

ABF ACF ADF AEF

Formamos primeiro todos os paquetes que contefien o libro A, hai 10; logo seguimos formando os que
non contefien o libro A pero si contefien o B. Logo os que non contefien nin A nin B pero si C. E por
ultimo, o paquete DEF que non contén os libros A, B nin C. Con este reconto identificamos un total de
20 paquetes distintos. Cs3 = 20.

Esta forma de facelo é pouco practica. Para atopar unha férmula xeral que nos permita calcular o
nlimero de grupos, imos apoiarnos no que xa sabemos.

Se fose relevante a orde na que aparecen os libros en cada paquete, ademais dos libros que o
compofien, seria un problema de variaciéns e calculariamos: Vg3 =65 -4 = 120 diferentes:

ABC, . ABE, ABF, ACB, ACD, AcE, X5, . ADC, ADE, ADF, AEB, AEC, AED, AEF, AFB, [N, AFD, AFE,
BAC, BAB, BAE, BAF, BCA, BCD, BCE, BCF, BB, BDC, BDE, BDF, BEA, BEC, BED, BEF, BFA, BFC, BFD, BFE,
CAB, CAD, CAE, [, CBA, CBD, CBE, CBF, CDA, CDB, CDE, CDF, CEA, CEB, CED, CEF, [@gh, CFB, CFD, CFE,
BB, pAc, DAE, DAF, BB, DBC, DBE, DBF, DCA, DCB, DCE, DCF, DEA, DEB, DEC, DEF, DFA, DFB, DFC, DFE,
EAB, EAC, EAD, EAF, EBA, EBC, EBD, EBF, ECA, ECB, ECD, ECF, EDA, EDB, EDC, EDF, EFA, EFB, EFC, EFD, FAB,
[@Xe, FAD, FAE, FBA, FBC, FBD, FBE,[J83, FCB, FCD, FCE, FDA, FDB, FDC, FDE, FEA, FEB, FEC, FED.

Na lista anterior sinalamos coa mesma cor alglns dos paquetes que conteifien os mesmos tres libros,
verds que o paquete cos libros A, B e C se repite seis veces: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. As mesmas
veces repitese o paquete ABD, o ACF, etc. Podes probar a sinalar calquera outra combinacién e veras
que todas estan repetidas exactamente seis veces. Iso é debido a que hai seis variacidns posibles coa
mesma composicién de elementos, que se diferencian pola orde (as permutacions deses tres elementos
que son Pz = 6). Asi pois, como no reconto de variaciéns, cada paquete estd contado P; =6 veces. Para
saber o numero de paquetes diferentes dividimos o total de variacidns entre P3=6.

Polo tanto basta con dividir as variacions entre as permutacions:
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Ce3z=—=— =20.

E, en xeral, de acordo co mesmo razoamento calculanse as combinacions de m elementos tomados de n
en n, dividindo as variacidns entre as permutaciéns, coa férmula:

Vin m!

lenz =
P (m—=n)!-n!

n

Para realizar esta operacion coa calculadora utilizase a tecla etiquetada

Actividades resoltas

* Un test consta de 10 preguntas e para aprobar hai que responder 6 correctamente. De cantas
formas se poden elixir esas 6 preguntas?

Non importa en que orde se elixan as preguntas sendn cales son as preguntas elixidas. Non poden
repetirse (non ten sentido que respondas 3 veces a primeira pregunta). Unicamente inflien as
preguntas (os elementos). Tratase dun problema de combinacidns, no que temos que formar grupos de

6, dun conxunto formado por 10 preguntas diferentes, logo son combinaciéns, Cioe.
100 _ 10-9-8-7-6-5

Cio6= = =10-3:7 = 210 maneiras.
416! 6-5-4-3-2-1

+ Temos 5 libros sen ler e queremos levar tres para lelos nas vacacidns, de cantas maneiras distintas
podemos elixilos?

Son combinaciéns de 5 elementos tomados de 3 en 3. Cs3= 10 formas.

+ Tes 7 moedas de euro que colocas en fila. Se 3 amosan a cara e 4 a cruz, de cantas formas distintas
podes ordenalas?

Bastard con colocar en primeiro lugar as caras e nos lugares libres pofier as cruces. Temos 7 lugares
para colocar 3 caras, seran polo tanto as combinacions de 7 elementos tomados de 3 en 3. C;3 = 35.
Observa que se obtén o mesmo resultado se colocas as cruces e deixas os lugares libres para as caras xa
que C74=35.

Actividades propostas

29. Temos 5 bombdns (iguais) que queremos repartir entre 7 amigos, de cantas formas se poden
repartir os bombdns se a ningun lle imos dar mais dun bombdn?

30. Xoan quere regalar 3 DVDs a Pedro dos 10 que ten, de cantas formas distintas pode facelo?

31. No xogo do podker daselle a cada xogador unha man formada por cinco cartas, das 52 que ten a
baralla francesa, cantas mans diferentes pode recibir un xogador?
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3.2. Numeros combinatorios

As combinaciéns son moi utiles polo que o seu uso frecuente fai que se tefia definido unha expresién
matematica denominada niumero combinatorio.

m
O numero combinatorio m sobre n designase ( J e é igual a:
n

m m!
= Cm,n = N
n (m—n)!-n!

Propiedades dos nimeros combinatorios

Actividades resoltas

ol )

7 5 9 4
Teras comprobado que: ( j= ( ] =1, ( j =1le [ j = 1. Razoa o motivo. Podemos xeneralizar e

0 0
m m
dicir que [ J = 1? En efecto: ( j =——=1. Recorda que 0! = 1.
0 0 m! - 0!
4
+ Ca/cu/a( J,( ] ( J (
4
, 4 . . ..
Teras comprobado que: U U U le @ = 1. Razoa o motivo. Podemos xeneralizar e dicir

!
mj o _m)' o = O'Y_n_m' = 1. Recorda que 0! =1.

7 5 9 4
+ Calcula| |, , , )
1 1
7 9 4 . . .
Teras comprobado que: ] U 9e (J = 4. Razoa o motivo. Podemos xeneralizar e dicir

I'EJl

7
m ) ; m
que | =m? En efecto: 1 (m—l)' e

7 9
+ Calcula , , , e indica cales son iguais.
4)\3)\7) (2

) 7 7 9 9 .
Teras comprobado que: [4} = @ e que [J = [2} Razoa o motivo.

m m
Podemos xeneralizar e dicir que = ?
n m-n

m
que ( J =17 En efecto:
m
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m
En efecto: [n]

B m! B m! (m

~ (m-n)l-nl ~ (m—(m-n)){m-n)! (m—nj'

Ata agora todas as propiedades foron moi faciles. Temos agora unha propiedade mais dificil. Vexamos

m m-1 m-1
awes 7] =7, 7]+ (72
Pero antes comprobarémolo cun problema.
#+ Luis e Miriam casaron e regaldronlles seis obxectos de adorno. Queren pofier tres nun andel pero

Miriam quere que no andel estea, si ou si, o regalo da stua nai. Porén, a Luis no lle gusta ese
obxecto e ddlle igual calquera combinacion na que non estea. Un dos dous saird coa sua. Calcula

cantas son as posibilidades de cada un.
A Luis e a Miriam regaldronlles 6 obxectos de adorno e queren pofer 3 nun andel. As formas de facelo

6
con Ce3 = [3}

Pero Miriam quere que no andel estea, si ou si, o regalo da sUa nai. De cantas formas o faria Miriam?

5
Son C5,2 = [2)

Porén, a Luis ese obxecto non lle gusta e ddlle igual calquera combinacidn na que non estea. De cantas

o 5
formas o faria Luis? Son Cs3 = @

6 5\ (5
As opcions de Miriam mais as de Luis son as totais: ( j = @{ J

3 2
6 5 5 7 6 6
e
m m-—1 m-—1
En xeral, = +
n n n-1

Atréveste a demostralo?
Para demostralo recorremos a definicidon e realizamos operacions:

m-1 . m-1) _ (m-1)! N (m-1)! duci ind inad
. 1) = Tttt e ()i (=1 reducimos a comun denominador
(m-n)-(m-1)! n-(m-1)!

- (m—n)-(m=1-n)!-nl  n-(m-n)!-(n-1)! Recorda: m - (m — 1) = m!

_ (m=n)-(m-1)! n-(m-1)!
- (m—n)!-n! (m—n)!-nl
_ (m—n)-(m-1)!+n-(m-1)!

(m—n)!-n!

Pofiemos o denominador comun e sumamos os humeradores

Sacamos (m — 1)! factor comun

_ (m—n+n)-(m-1)!

De novo usamos que m - (m—1)! = m!
(m—n)!-n! 9 ( )

__m  _(m
" (m=n)l-nl Enj
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Triangulo de Pascal ou Triangulo de Tartaglia

A un matematico italiano do século XVI chamado Tartaglia, pois era tatexo, ocorréuselle dispofier os

nuimeros combinatorios asi:

Ou ben calculando seus valores

correspondentes:

1
1 1
1 21
1 3 31
1 4641

(ON)

A ambos os triangulos chamaselles Triangulo de Pascal ou Triangulo de Tartaglia.

Os valores que hai que pofier en cada fila do tridngulo calculanse, sen ter que usar a férmula dos
numeros combinatorios, dunha forma mais facil baseada nas propiedades dos nimeros combinatorios

gue acabamos de probar:

m m
Pola propiedade ( J =1= ( ],
0 m

m m
Pola propiedade ( j (
n m-n

primeiro elemento de cada fila coi

_(m-1

|

m
Pola propiedade ( ]
n n

cada fila empeza e termina con 1.

, sabemos que o Tridngulo de Tartaglia é simétrico ou sexa que o

ncide co ultimo, o segundo co penultimo e asi sucesivamente.
m-—1
+

0 1], podemos obter as seguintes filas sumando termos da

anterior, xa que cada posicién nunha fila é a suma das duas que ten xusto enriba da fila anterior.

Deste modo o tridangulo constriese secuencialmente, engadindo filas por abaixo ata chegar 4 que nos
interesa. Se sé necesitamos cofiecer un numero combinatorio illado tal vez non valla a pena
desenvolver todo o tridangulo pero, en moitas ocasidns, necesitamos cofecer os valores de toda unha
fila do triangulo (por exemplo cando desenvolvemos un binomio de Newton ou cando resolvemos

problemas de probabilidade).
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Actividades propostas

32. Engade tres filas mdis ao tridngulo de Tartaglia da 1 1 =20

dereita.
11 2=21
33. Suma os numeros de cada fila e comproba que a suma

— 92
dos elementos da fila m é sempre igual a 2™. 121 4=2
. P 1331 8=23
34. Sen calculalos, indica canto valen Cs3; Csa; Cs2 € Csps
buscando o seu valor no triangulo. 14641 16 =2*
151010 5 1 32=2°

3.3. Distribucion binomial

Percorridos aleatorios ou caminadas ao azar

Os numeros combinatorios serven como modelo para resolver situacidons moi diversas.

Actividades resoltas

O dispositivo que aparece 4 dereita denominase aparello de

Galton. O seu funcionamento é o seguinte: cando se introduce R & o
unha bdla polo funil superior, vai caendo polos ocos que existen “““““‘
en cada fila. En cada paso pode caer polo oco que ten & sua rrTTTY

A A A A A &L & &

dereita ou polo que ten & sua esquerda con igual probabilidade, s sssscoss
de forma que é imposible, cando pofiemos unha bdéla no funil,
predicir en cal dos carris inferiores acabara caendo.

+ Se introducimos moitas bélas polo burato superior, por exemplo 1024, cres que ao chegar
abaixo se distribuirdn uniformemente entre todos os carris ou haberd lugares aos que cheguen
mdis bdlas?

Observa que, para chegar & primeira fila, s6 hai un camifo posible, que é o que vai sempre cara &
esquerda, e para chegar a ultima, o Unico camifio posible é o que vai sempre & dereita.

Para chegar aos ocos centrais de cada fila o nUmero de camifios posibles é maior. Por exemplo, para
chegar ao segundo oco da segunda fila, hai dous camifios. En xeral, ao primeiro oco de cada fila sé
chega un camiio, igual que ao ultimo e a cada un dos outros ocos chegan tantos camifios como a suma
dos camifios que chegan aos dous ocos que ten xusto enriba. Comproba que para chegar ao oco n da

m
fila m hai caminos.
n
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En resumo, o nimero de camiiios aleatorios que chegan a cada oco calculase igual que os nimeros no
triangulo de Tartaglia. Se o noso aparello de Galton ten 9 filas, o nimero de camifios que chegan a cada
un dos compartimentos de saida é o que se obtén coa novena fila do Triangulo de Tartaglia: 1 9 36
84 126 126 84 36 9 1, dun total de 2° =512 camifios diferentes que pode realizar a béla. Asi que
cando botamos no aparello 1024 bdlas habera aproximadamente 2 bolas que fagan cada un dos 512
percorridos posibles xa que todos tefien a mesma probabilidade de ocorrer. Polo tanto, o nimero de
bolas que podemos esperar que caian en cada compartimento é o seguinte:

Compartimento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Numero
. 1024=

aproximadode | 9.-2=18 | 36-2=72 | 84-2=168 | 126-2=252 | 126-2=252 | 84-2=168 | 36-2=72 | 9.-2=18 | 2
bélas

Vemos que non se deposita o mesmo numero de bolas en todos os compartimentos. Mentres que nos
extremos habera aproximadamente 2 bdlas, nos centrais habera unhas 252.

De acordo coa lei dos grandes nimeros, os resultados experimentais seran mais parecidos aos teéricos
canto meirande sexa o numero de veces que se realiza o experimento (é dicir, canto maior sexa o
nimero de bdlas). En Youtube buscando a expresion “mdquina de Galton” podes ver moitos videos nos
gue se realiza o experimento e se verifica este feito.

Numero de éxitos

Actividades resoltas

+ Nunha sesion de tiro ao prato realizanse sucesivamente 10 disparos. Cantas posibilidades haberd de
acertar no branco exactamente tres veces (ter tres éxitos)?

10
Son as Cio3 = 3 =120.

En resumo

m
n

= NUmero de combinaciéns de m elementos tomados de n en n.

= NUmero de camifios posibles para chegar ao oco n da fila m do aparello de Galton.
= NUmero de subconxuntos de n elementos tomados nun conxunto de m elementos.
= NUmero de sucesos nos que obtemos n éxitos en m probas.

= NUmeros de mostras sen ordenar de tamafo N nunha poboacién de tamafio m.
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3.4. Binomio de Newton
Imos calcular as sucesivas potencias dun binomio. Xa sabes que:
(a+b)°=1
(a+b)=a+b
(a+b)?=0a*+2ab + b?
(a+b)®=0a®+30a% +3ab? + b3

(a+b)*=a*+ 4a3b + 6a%b? + 4ab3 + b*

Para calcular (a + b)* multiplicamos (a + b)3 por (a + b).
Para calcular (a + b)* multiplicamos (a + b)3 por (a + b).
(@+b)*=(a+b)3 (a+b)=(a®+3a’h +3ab’>+b3) - (a +b)

=g*+3a°b + 3a°b? + ab® + +a’b + 3a%b? +3ab3 + b*

=a* + 4a%b + 6a%b? + 4ab3 + b*

Observa que para calcular cada un dos coeficientes de (a + b)*, excepto o primeiro e o ultimo que valen
1, se suman os coeficientes igual que no triangulo de Tartaglia. Obtense cada elemento sumando os
dous que ten enriba.

Actividades resoltas
+ Serias capaz de calcular (a + b)® s6 observando?

Fixate que sempre aparecen todos os posibles termos do grao que estamos calculando polo que para
calcular a quinta potencia teremos: @, a*b, a®b?, a%b3, ab* e b°. Os expofientes estan ordenados de
maneira que os de a van descendendo desde 5 ata O, e os de b van aumentando desde 0 ata 5 (recorda
a®=1).

O coeficiente do primeiro e ultimo termo é 1.

Os coeficientes obtéfiense sumando os dos termos da fila anterior como no Tridangulo de Tartaglia. Son
a quinta fila do Tridngulo de Tartaglia.
Logo (a + b)°> = a° + 5a*b + 10a3b? + 10a?b3 + Sab* + b°.

Podemos escribilo tamén utilizando nimeros combinatorios:

(a+b)°= (3] a®+ (fj a*b + G] a*b? + @j a’b’ + G} ab* + Gj b>.
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Actividades propostas

35. Desenvolve (a + b)°®

n n n n n
(@a+b)"=| |a"+| |a" b+|_|a"2b%+..+ ab"t+ | |b".
0 1 2 n-1 n

Esta igualdade denominase Binomio de Newton.

En xeral:

Actividades resoltas
#+ Como calcularias (a —b)"?
Basta aplica a formula do Binomio de Newton a (a + (—b))".

Recorda (—b) elevado a un expofente par ten signo positivo e elevado a un expoiiente impar teno
n n n n
negativo. Polo tanto (a — b)" = (OJG” - [Ja”‘lb + (Ja”‘zbz + .. 4+ (—1)”[an”. Os signos son

alternativamente positivos e negativos.

Actividades propostas
36. Desenvolve:

a) (a—-b)%;

b) (x —3)%;

c) (x +2)7;

d) (—x +3)°.

5
2
X
37. Calcula o coeficiente de x” no polinomio que se obtén ao desenvolver (3X—E]

5
X
38. Expresa con radicais simplificados o polinomio que se obtén ao desenvolver (—E—i-x/gj
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4. OUTROS PROBLEMAS DE COMBINATORIA

4.1. Resolucion de problemas

Recorda: para resolver un problema é conveniente ter en conta as seguintes fases:

Fase 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender ben o problema.

Le ata asegurarte de ter comprendido o enunciado, que datos che dan?, que che piden?
Fase 2: Busca unha boa estratexia.

Se o problema é de Combinatoria unha posible boa estratexia pode ser analizar se é un problema de
permutacions, de variaciéns ou de combinacidns e, nese caso, aplicar a férmula que xa cofieces. Esta
estratexia poderiamos chamala:

Mira se o teu problema se parece a algiin que xa cofiezas.

Pero outra posible boa estratexia, que non exclie a anterior, é comezar a facer un diagrama en arbore.
A esta estratexia podemos chamala:

Experimenta, xoga co problema.
Ou ben:
Fai un diagrama, un esquema, unha taboa...
A fase seguinte a seguir é:
Fase 3: Leva adiante a tua estratexia.
Seguro que utilizando estas estratexias, resolves o problema. Por ultimo, cando xa o tefas resolto:

Fase 4: Pensa se é razoable o resultado. Comproba a estratexia. Xeneraliza o proceso.
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4.2. Permutacions circulares

Imos utilizar estas técnicas, ou outras distintas, para resolver un problema:

Actividades resoltas

*+ Dez amigos e amigas van xantar e no restaurante séntanos nunha mesa redonda. De cantas formas
poden sentar?

Se en lugar dunha mesa fose un banco xa sabemos resolver o problema, é un problema de
Permutacions. A solucidn seria 10! formas distintas. Pero é unha mesa redonda, non ten un primeiro
asento ni un derradeiro asento. Tampouco é sinxelo, polo mesmo motivo, desefiar o diagrama en
arbore. Que facemos? Pensa. Busca unha boa estratexia.

Unha boa estratexia quizais sexa:

Faino mais facil para empezar.

Dez son moitos. Pensa en tres: A, B e C. Se fose un banco, as posibilidades
serian 3! = 6. Séntaos agora nunha mesa redonda. A posibilidade ABC, é
agora a mesma que BCA e que CAB. Quédannos sé duas formas distintas
de sentalos.

C B B C

Chamamos PC a esa permutacion circular.

Temos pois que P, =21 =2 e PC; =1; P3=3! =6 e PC3 = 2. Como podemos sentar a 4 persoas nunha
mesa circular? A permutacién ABCD agora é a mesma que BCDA, e que CDAB e que DABC, logo se P4 =
41 =24, entdn PCq = P4/4 = 6.

Sabemos xa resolver o noso problema inicial?

E PCyo = P10/10 = P9 = 9! Razoa esta resposta.

Actividades propostas

39. Tres amigos “A”, “B” e “C” estdn xogando 4&s cartas. Cada un pasa unha carta ao que estd & sua
dereita. Un é espafol, outro italiano e o outro portugués. “A” pasalle unha carta ao italiano. “B”
pasoulla ao amigo que lla pasou ao espaiol. Cal dos amigos é espafiol, cal italiano e cal portugués?
Axuda: Fai un diagrama circular como o anterior.

40. Ana e Alexandre convidan a cear a 3 amigos e 3 amigas, cantas formas tefien de
colocarse nunha mesa redonda? En cantas estan xuntos Ana e Alexandre? En cantas
non hai dous mozos nin ddas mozas xuntos?

41. Cantas poligonais pechadas se poden debuxar cos 8 vértices dun octégono?
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4.3. Permutacions con repeticion

Actividades resoltas

+ Cantas palabras de 8 letras, con sentido ou sen el, se poden formar coas letras da palabra
RASTREAR?

Observamos que a letra “R” se repite tres veces e a letra “A”, duas veces. Se as 8 letras fosen distintas o
numero de palabras que se poderian formar seria 8!, pero entre estas 40 320 palabras observamos que
todas aquelas nas que estdn permutadas as duas letras “A” son iguais, polo tanto temos a metade das
palabras 20 160. Ademais ao considerar as tres letras “R” que consideramos distintas e que son iguais
temos que por cada palabra diferente hai 6, é dicir 3!, que son iguais, polo tanto o numero de palabras
diferentes é 3 360.

Polo tanto, as permutacions de 8 elementos dos que un se repite 3 veces e o outro 2 sera:
8!
PRs3,2= ——=3360.
2! 3!

Observa que o nimero das permutaciéns de dous elementos dos que un se repite k veces e o outron —

k veces coincide co numero combinatorio

Actividades propostas

42. Cos dixitos 1, 2, e 3 cantos numeros distintos de 7 cifras podes formar con tres veces a cifra 1, duas
veces a cifra 2 e duas veces a cifra 3.

43. Coas letras da palabra APARTARAS, cantas palabras con estas 9 letras, con sentido ou sen el, se
poden formar?

44. Temos duas fichas brancas, tres negras e catro vermellas, de cantas formas distintas podemos
amontoalas? En cantas non quedan as duas fichas brancas xuntas?

45. O cadeado da mifia maleta ten 7 posicidns nas que se pode pofier calquera dos 10 dixitos do 0 ao 9.
Cantos contrasinais diferentes poderia pofier? Cantos tefien todos os seus nimeros distintos?
Cantos tefien algin numero repetido? Cantos tefien un numero repetido duias veces? Axuda:
Observa que para calcular os que tefien algln ndmero repetido o mais facil é restar do total os que
tefien todos os seus niumeros distintos.
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4.4. Combinacions con repeticion

Actividades resoltas

+ Un grupo de 10 amigos van de excursion e un deles encdrgase de comprar unha bebida para
cada un, podendo elixir entre auga, batido ou refresco. De cantas maneiras diferentes pode
realizarse o encargo?

Para resolver este problema temos que formar unha secuencia de 10 elementos dun conxunto formado
polos tres elementos A, B, R. Esta claro que non importa a orde na que se compren as bebidas, polo que
se trata de combinaciéns. Pero cada elemento pode aparecer na combinacién madis dunha vez. Por
exemplo unha solucion formada por duas de auga, tres de batido e cinco de refresco, representariase
AABBBRRRRR. Calquera outra combinacién tera que diferenciarse desta polo menos un elemento da
sia composicidn. Asi que vendo que cada secuencia empeza cunha repeticion do elemento A, segue
con outra do elemento B e termina con repeticidons do elemento R, sendo en total 10 os elementos que
se toman, podemos representalas por unha serie de 10 ocos con dous guidns de separacion entre eles.

AA — BBB — RRRRR (Combinacion que representa dous de auga, tres de batido e cinco de refresco).
—— RRRRRRRRRR (Combinacion que representa so dez de refresco).
— BBBB — RRRRRR (Combinacion que representa catro de batido e seis de refresco).

Asi que cada unha das combinacions se corresponde cunha forma de elixir onde colocar os guidns, é
dicir, de 12 posibles posicidns elixir dias. Como non importa en que orde se coloquen os guidéns e non
poden estar os dous na mesma posicidn, ese numero serd igual 4s combinaciéns de 12 elementos
tomados de 2 en 2, polo tanto sera:

12y 120 1211
(2)_10!-2!_ 2-1 = 66
En xeral,

Chdmanse combinacidns con repeticion de m elementos tomados de n en n e designanse CRmy, 0s
grupos de n elementos que se poden formar a partir dun conxunto de m elementos diferentes entre si,
de modo que cada grupo se diferencie dos demais polos elementos que o forman e coa posibilidade de
gue cada elemento apareza mais dunha vez.

Coinciden co nimero de secuencias que se poden formar de n ocos e m —1 guiéns, polo tanto:

CRm,n:(m +n— 1)= (m +n-— 1)
m-—1 n
Observa que por propiedades dos numeros combinatorios se pode escribir a segunda expresién.

Actividades propostas

46. Nunha caixa hai bdlas vermellas, negras e azuis. Se metemos a man na caixa e sacamos 8 bélas, de
cantas formas posibles pode realizarse a extraccion?

47. De cantas maneiras posibles poden comer catro amigos 10 caramelos iguais?
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Problemas de ampliacion

Actividade resolta

+ Se n rectas dun mesmo plano se cortan duas a diuas en puntos que son todos distintos, pdrtese
asi o plano en rexions distintas. Cal é o numero desas rexions? Cantos segmentos hai? Cantos
puntos aparecen?

Fase 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender ben o problema.

Para entender ben o problema debuxa rectas no plano para ir contando puntos, rexidns e segmentos.

Fase 2: Busca unha boa estratexia.

Unha boa estratexia consiste en experimentar con casos particulares:

Obsérvase que:
Con 2 rectas hai 4 rexions, 1 punto e 4 segmentos infinitos (semirrectas).
Con 3 rectas: ao engadir a terceira recta

» Tres das rexions se dividiron en dous: 4 + 3 = 7 rexidns.

» Engdadense 2 puntos nos que esa recta corta as anteriores 1 + 2 = 3.

» Ténense 5 segmentos madis: 3 finitos +2 semirrectas: 4 + 5=9.

e En particular as semirrectas aumentaron en duas: 4 + 2 = 6.
Con 4 rectas: ao engadir a cuarta recta:
» Catro das rexions dividironse en duas: 7 + 4 = 11 rexidns.
» Engadense 3 puntos nos que esa recta corta as anteriores 3 + 3 = 6.
» Téfense 7 segmentos mais: 5 finitos + 2 semirrectas: 9 + 7 = 16.

e En particular as semirrectas aumentaron en duas: 6 + 2 = 8.
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Outra boa estratexia é elaborar unha taboa cos resultados obtidos:

Rectas Puntos Rexions Segmentos Semirrectas
2 1 4 4 4
3 1+2=3 4+3=7 9 6
4 3+3=6 7+4=11 16 8
5 6+4=10 11+5=16 25 10
6 10+5=15 16 +6=22 36 12

Fase 3: Leva adiante a tua estratexia.

Nesta fase buscamos expresidns en funcién do numero de rectas, n, para poder calcular o nimero de
puntos, segmentos e rexiéns segundo os valores de n.

A férmula para as semirrectas parece a mais facil de obter porque aparentemente é o dobre que o
nimero de rectas e ademais cada vez que engadimos unha recta temos 2 semirrectas mais. Se
chamamos SS, ao niUmero de semirrectas que aparecen con n rectas temos que SS, = 2n.

Para calcular o numero de segmentos (incluidas as semirrectas) que se obtefien con n rectas, a partir
dos datos da tdboa, parece plausible suxerir que é o cadrado do nimero de rectas, é dicir, se S, designa
ao numero de segmentos (os finitos e as semirrectas) entdn: S, = n?.

Para determinar o nimero de puntos, na tdboa obsérvase unha lei de recorrencia. O numero de
puntos, para calquera nimero de rectas, € igual ao nimero de puntos anterior mais o numero de rectas
tamén da fila anterior. Se denominamos P, ao nimero de puntos que se tefien ao cortarense n rectas
enton: Pp=Pp1+n-1

Por outra parte observamos que se numeramos as rectas con 1, 2, 3, ..., n e nomeando os puntos polo
par de rectas que determina cada un temos que son: (1, 2), (1, 3), (1, 4), ... (1, n), (2, 3), (2, 4), ... (2, n),
(3, 4) ..

O numero destes pares de elementos coincide coas combinacidns de n elementos tomados 2 a 2, é
n
2

dicir, Ph=Cp2 =

A lei de recorrencia que nos suxire a tdboa, para obter o nimero de rexiéns que se obtefien cando se
cortan n rectas, é que o numero de rexions de calquera fila da tdboa é igual ao niumero rexiéns da fila
anterior mais o nimero de rectas da sua fila, polo tanto, se R, 0 nimero de rexiéns que se obtefien ao
cortdrense n rectas enton: R, = Rp—1+ n.

Para obter unha férmula observamos que:

Rh=4+3+4+4546+..+n=1+4+(1+2)+(3+4+5+6+...+n)=1+4+(1+2+3+..+n).

Sumando 1+2+ 3+ ... +n, obtemos que: R,=1+ (n +1)g

n+1
e polo tanto Rh=1+ 5
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ou ben R,=1+ (n—12+2)n =1+n+(n—21)n

e por conseguinte

n
Ri=1+n+

Fase 4: Pensa se é razoable o resultado. Comproba a estratexia. Xeneraliza o proceso.
Nesta fase tratase de xustificar ou demostrar que todas as conxecturas que realizamos son certas:

Con respecto ao nimero de semirrectas é sinxelo comprobar que é o dobre do numero de rectas xa
gue por cada recta temos duas semirrectas, é dicir: SSp:= 2n

O numero de segmentos é o cadrado do numero de rectas xa que como en cada unha das rectas hai n —
1 puntos temos n segmentos (finitos e semirrectas) e como hai n rectas tense que S, = n.

n
Como cada punto é a interseccion de duas rectas tense que P, = 2 esta férmula cumpre a lei de

recorrencia P, = Pp—1 + n— 1. Aplicando as propiedades dos nimeros combinatorios:

P 1 n—1 +n-1 n—1 + =1 _(n p
n—1+ - = — = = =Pn
Len 2 2 1 2

n+1
Respecto 4s rexidns vexamos que a hipotese R,=1 + L cumpre a lei de recorrencia:

Rn = Rn—1+ n.

n+1 n
SeRp=1+ L entén Rp-1=1+ o) e polas propiedades dos numeros combinatorios:

n n n n+1
Rn-i+n=1+ +n=1+ + =1+ =R,

2 2 1 2

Nesta fase tamén se pode xeneralizar o problema: Que ocorreria se p das n rectas fosen paralelas? E se
q rectas das n rectas converxen nun mesmo punto?

Actividades propostas

48. De cantas maneiras se poden introducir 7 bdlas idénticas en 5 caixas diferentes colocdndoas todas
se ningunha caixa pode quedar baleira? E se podemos deixar algunha caixa baleira? Axuda: Ordena
as bolas nunha fila separadas por 4 puntos, asi quedan divididas en 5 partes, que indican as que se
colocan en cada caixa.

49. Cantas pulseiras diferentes podemos formar con 4 doas brancas e 6 vermellas? Axuda: Este
problema é equivalente a introducir 6 bdlas iguais en 4 caixas idénticas podendo deixar caixas
baleiras.

50. Cantas formas hai de colocar o rei branco e o rei negro nun taboleiro de xadrez de forma que non se
ataguen mutuamente. E dous alfis? E duas raifias?
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CURIOSIDADES. REVISTA

No ano 1494 aparece a primeira obra impresa
que ten cuestidns sobre Combinatoria. E Summa
escrita por Luca Pacioli. Lémbraste do Numero de
ouro? Un dos problemas que formula é o de
calcular o nimero de formas distintas en que n
persoas poden sentar nunha mesa redonda.
Problema que xa resolvemos no apartado 4.2.

Aritmética vulgo dicitur, un dos primeiros libros que tratan sobre
Combinatoria. Neste libro aparece o seguinte problema: Un

cerralleiro fabrica cadeados formados por 7 discos e en cada disco hai
6 letras. Cantos candeados é posible fabricar de forma que cada un

7

A Un gato encéntrase en A e un rato en B. O gato avanza
de centro de casa en centro de casa movéndose cara 4
dereita ou cara abaixo, nunca retrocede. Cantos
caminos distintos pode percorrer o gato para cazar ao
rato?

B U J

“Por esta razén de independencia, o amor
ao estudo é, de todas as paixons, a que mdis
contribue @ nosa felicidade”.

Mme. de Chdtelet
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RESUMO

Nocion

Definicion

Exemplos

Permutacions

Considérase s6 a orde.
P, =n!

P4:4|:4321=24

Variacions con
repeticion

Variacions sen
repeticion

Considéranse a orde e os elementos. Os elementos
poden repetirse. VRm,n = m".

VRy4=2:2-2-2=2%=16

Inflien a orde e os elementos. Os elementos NON
poden repetirse.

Vmn=m-(m=1)-(m=2) .- (m-n+1)= ™

(m-n)!

6!
V6,3=6-5-4=;=120

Combinacions

Inflden sé os elementos.

Propiedades dos
numeros
combinatorios

Triangulo de
Tartaglia

Binomio de
Newton

1 2 1
1 3 31

(a+b)*=a*+4a*b+6a’b*+4ab’+b*

Os PowerPoint seguintes son un bo resumo: Variacidns e permutacidns; Combinacidns.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Permutacions

1. Tres nadadores botan unha carreira. De cantas formas poden chegar &
meta se non hai empates? E se son 8 nadadores?

2. Loli, Paco, Ana e Xurxo queren fotografarse xuntos, de cantas
maneiras poden facer a fotografia? Queren situarse de maneira que
alternen mozos con mozas, de cantas maneiras poden agora facer a
fotografia?

3. De cantas maneiras se poden introducir 6 obxectos distintos en 6 caixas diferentes se s6 se pode
pofier un obxecto en cada caixa?

4. Nunha parada de autobus hai 5 persoas, en cantas ordes distintas poden ter chegado 4 parada? Ao
chegar unha nova persoa aposta con outra a que adiviia a orde de chegada, que probabilidade ten
de ganar?

5. Sete mozas participan nunha carreira, de cantas formas poden chegar 4 meta? Non hai empates. Cal
é a probabilidade de acertar a orde de chegada 4 meta?

6. Cantos numeros distintos e de cinco cifras distintas poden formarse cos dixitos 3, 4, 5, 6, e 7?
Cantos poden formarse se todos empezan por 5? E se deben empezar por 5 e terminar en 7?

Variacions

7. Cantas bandeiras de 3 franxas horizontais de cores distintas se poden _
formar coas cores vermello, amarelo e morado? E se se dispdn de 5 cores?
E se se dispdn de 5 cores e non é preciso que as tres franxas tefian cores
distintas? _

8. Cantos numeros de 4 cifras distintas se poden escribir cos dixitos: 1, 2, 3, 4,
5 e 6? Cantos deles son impares? Cantos son multiplos de 4? Recorda: Un nimero é multiplo de 4 se
o numero formado polas suas duas ultimas cifras € multiplo de 4.

9. Cantos numeros de 4 cifras, distintas ou non, se poden escribir cos dixitos: 1, 2, 3, 4, 5 e 6? Calcula a
suma de todos eles. Suxestion: Ordénaos de menor a maior e suma o primeiro co ultimo, o segundo
co penultimo, o terceiro co antepenultimo e asi sucesivamente

10. A Mario encdntalle o cine e vai a todas as estreas. Esta semana hai seis e LG b=l LL Bl
decide ir cada dia a unha. De cantas formas distintas pode ordenar as ]
peliculas? Mala sorte. Anuncianlle un exame e decide ir ao cine soamente
0 martes, o xoves e o sabado. Entre cantas peliculas pode elixir o
primeiro dia? E o segundo? E o terceiro?

11. Cos dixitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, cantos numeros de catro cifras diferentes se poden formar? (Observa: se
comeza por 0 non é un numero de catro cifras). Cantos son menores de 30007

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitylo 14: Combinatoria Autoras: Adela Salvador e Maria Molero
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Andrés Hierro, Sergio Hernandez e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es == -—1 lustracions: Banco de Imaxes de INTEF e Maria Molero




12. Coas letras da palabra “ARQUETIPO” cantas palabras de 6 letras se poden formar que non tefian
duas vogais nin duas consoantes xuntas? a) Se todas as letras son distintas. b) Se se poden repetir
letras.

13. Cantos numeros de tres cifras, diferentes ou non, se poden formar? Destes, cantos son maiores que
1237

14. A linguaxe do ordenador estd escrita en secuencias de ceros e uns (dixitos binarios ou bits) de
tamafio fixo. No contexto da informdtica estas cadeas de bits denominanse palabras. Os
ordenadores normalmente tefien un tamafio de palabra de 8§, 16, ——;p-—‘;p-f
32 ou 64 bits. O cddigo ASCIl, co que se representaban e = Ak
inicialmente os caracteres para transmision telegrafica, tifna 7
bits. Despois aplicouse aos ordenadores persoais, amplidndoo a 8
bits que é o que se denomina un byte ou ASCIl estendido. Mais
tarde substituiuse por Unicode, cunha lonxitude variable de mais
de 16 bits. Cantos bytes diferentes (8 dixitos) se poden formar?
Nun ordenador cuxa lonxitude de palabra tivera 16 dixitos, cantas
se poderian formar que fosen diferentes? Se existira un ordenador cuxa lonxitude de palabra tivera
4 dixitos, poderiase escribir con eles as letras do alfabeto?

Combinacions

15. Escribe dous numeros combinatorios con elementos diferentes que sexan iguais e outros dous que
sexan distintos.

16. Tes sete bdlas de igual tamano, catro brancas e tres negras, se as colocas en fila. De cantas formas
podes ordenalas?

17. Con 5 latas de pintura de distintas cores, cantas mesturas de 3 cores poderas facer?

6 8 20 34 47
18. Calcula: a) ; b) ; c) ; d) ; e) .

3 5 1 0 47
19. Calcula: a) C9,3,' b) C1o,6,' C) Cs,4; d) C20,19,' e) C47,1.

20. De cantas maneiras se pode elixir unha delegacion de 4 estudantes dun grupo de 30? E no teu
propio grupo?

21. Cantos produtos diferentes se poden formar cos nimeros: 2, 1/3, 7, 5 e m tomandoos de 3 en 3?
Cantos deses produtos daran como resultado un nimero enteiro? Cantos un numero racional non
enteiro? Cantos un numero irracional?

22. Cantas aliaxes de 3 metais poden facerse con 7 tipos distintos de metal?
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23. Calcula:

o o) () () ()3
o o) () ()05
24. Cal é a forma mais facil de calcular (2] + (?J + (i) + @J + [i} + @J + [2} sen calcular cada un

dos numeros combinatorios?

25. De cantas formas podes separar un grupo de 10 estudantes en dous grupos de 3 e 7 estudantes
respectivamente?

26. Unha materia componse de 20 temas e vaise realizar un exame no que caen preguntas de dous
temas. Cantas posibilidades hai para elixir os temas que caen? Se sé estudaches 16 temas, cantas
posibilidades hai de que che toquen dous temas que non saibas? Cal é a probabilidade de que che
toguen dous temas que non saibas? E a de que che toque sé un tema que non saibas?

27.Un grupo de 10 alumnos de 42 de ESO vai visitar un museo no que poden elixir entre duas
actividades diferentes. Cantas formas distintas pode haber de formar os grupos de alumnos?

28. Desenvolve o binomio a) (4 — x); b) (3-2x)% c¢)(2ab-3c¢)5; d) (g-ﬁﬁ

A TPy )
a) + = b) =
4 X X X X+2
S el
c) + = d) =
4 X X X X+2
30. Escribe o valor de x nas igualdades seguintes:
4 B 4 3 o 7 _ 7 N 4 _ 3 3.
D 3) = () Ha) = |x) ¥ Na)=x) " l2)
2x+1 8 8 7 6 X
=l 1t e) =l .t
SR MR I AR HEH
31. Calcula en funcién de n a suma dos seguintes numeros combinatorios:
5 i SULY
a) + b) +n c) +
3 4 2 2 3

o

10
a
32. Calcula o sexto termo no desenvolvemento de: (E+_j

29. Calcula x nas seguintes expresions:

X

33. Calcula o coeficiente de x*> no desenvolvemento de: (—1 — 5x)°.
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34. Cantas opcions hai para elixir catro materias entre sete optativas?

35. Xdgase unha partida de tiro ao prato na que se lanzan sucesivamente doce pratos. Cal é o nimero
de sucesos nos que se obtefien catro éxitos, é dicir, acértase catro veces no branco? No mesmo caso
anterior, cal é a probabilidade de ter éxito no derradeiro tiro?

Problemas

36. En “Curiosidades e Revista” tes o problema de Buteo. Con 7 discos e 6 letras en cada disco, cantas
combinacidns distintas se poden facer? Axuda: No primeiro disco podemos poiier calquera das 6
letras. O mesmo no segundo. E no terceiro? Pero se é facilisimo! Se xa sabemos resolvelo.

37. Nun restaurante hai 5 primeiros pratos, 4 segundos e 6 sobremesas, de cantas formas diferentes se
pode combinar o menu?

38. Lanzamos unha moeda e logo un dado, cantos resultados distintos podemos obter? E se lanzamos
duas moedas e un dado? E se fosen 3 moedas e 2 dados?

39. Estanse elixindo os actores e actrices para facer de protagonistas nunha teleserie. Presentaronse 6
mozos e 8 mozas. Cantas parellas distintas poderian formarse?

40. Unha caixa dun cofiecido xogo educativo ten figuras vermellas, amarelas e azuis que poden ser
triangulos, circulos ou cadrados, e de dous tamafios, grandes e pequenas. De cantas pezas consta a
caixa?

41. Nun restaurante hai 8 primeiros pratos e 5 segundos, cantos tipos de sobremesas debe elaborar o
restaurante para poder asegurar un menu diferente os 365 dias do ano?

42. Nunha reunion todas as persoas se saudan estreitando a man. Sabendo que houbo 91 saudos.
Cantas persoas habia? E se houbo 45 saudos, cantas persoas habia?

43. De cantas maneiras se poden introducir 5 obxectos distintos en 5 caixas diferentes se sé se pode
pofier un obxecto en cada caixa? E se se poden pofier varios obxectos en cada caixa colocando
todos? Cal é a probabilidade de que na primeira caixa non haxa ningun obxecto?

44. A meirande parte dos contrasinais das tarxetas de crédito son numeros de 4 cifras. Cantos posibles
contrasinais podemos formar? Cantos tefien algin numero repetido? Cantos tefien un numero
repetido duas veces?

45. Temos 10 rectas no plano que se cortan 2 a 2, é dicir, non hai rectas paralelas. Cantos son os puntos
de interseccion?, e se tes 15 rectas?, e se tes n rectas?

46. Cantas diagonais ten un octégono regular?, e un poligono regular de 20 lados?
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47. Cantas diagonais ten un icosaedro regular?, e un dodecaedro regular?
Axuda: Recorda que o icosaedro e o dodecaedro son poliedros duais, é dicir,
o numero de caras dun coincide co niumero de vértices doutro. Para saber o
numero de arestas podes utilizar a Relacidon de Euler: C+V =A + 2

48. Cantos numeros diferentes de 5 cifras distintas podes formar cos dixitos 1,
2, 3,5 e 7? Cantos que sexan multiplos de 5? Cantos que empecen por 27?
Cantos que ademais de empezar por 2 terminen en 7?

49. Con 5 bdlas de 3 cores distintas, a) cantas filas diferentes podes formar? b)
Cantas pulseiras distintas podes formar?

50. Hai moitos anos as placas de matricula eran
como esta: M 677573; logo foron como esta: M 1234
AB; e actualmente como esta: 6068 BPD. Investiga
que vantaxes ten cada un destes cambios respecto
ao anterior.

51. Cos dixitos 1, 2, 3, 4, 5, cantos numeros de cinco cifras distintas se poden formar? Calcula a suma de
todos estes nimeros.

C><+1,4 _Z
C.. 3

52. Calcula x nos seguintes casos: a) Vx3 = Cx2 b) Vxs5=6 Vx3 c)

53. Iker e Maria xogan ao tenis e deciden que gafia aquel que primeiro gafie 3 sets. Cal é o numero
maximo de sets que teran que disputar? Cantos desenvolvementos posibles pode ter o encontro?

54. Pedro coifieceu onte a unha moza. Pasarono moi ben e ela deulle o seu numero de mobil pero el
non levaba nin o seu mébil nin boligrafo. Pensou que se acordaria pero... s recorda que empezaba
por 656, que habia outras catro cifras que eran todas distintas entre si e menores que 5. Calcula
cantas posibilidades ten de acertar se marca un numero. Moi poucas. Fai memoria e recorda que as
duas ultimas son 77. Cantas posibilidades hai agora de acertar facendo unha chamada?

55. Un club de alpinistas organizou unha expedicién ao Kilimanjaro
formada por 11 persoas, 7 expertos e 4 que estdn en formacién.
Nun determinado tramo sé poden ir 3 expertos e 2 que non o
sexan, de cantas formas pode estar composto ese equipo de 5
persoas? Ti es un experto e vas ir nese tramo, cantas formas hai
agora de compoiielo?
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56. Nun festival de curtametraxes con 15 participantes repartense 3 000 euros en premios. Indica o
numero de formas diferentes de realizar o reparto segundo cada unha das tres modalidades
propostas.

a. Modalidade A: Repartense tres premios de 1 000 euros a tres curtametraxes elixidas por
un xurado.

b. Modalidade B: Realizase unha votacion e entréganse 1 500 euros ao mais votado, 1 000
ao segundo e 500 ao terceiro.

¢c. Modalidade C: Entréganse tres premios de 1 000 euros cada un en tres categorias: mellor
guién, mellor realizacion e mellor interpretacion. Nota: Poderia ocorrer que unha
curtametraxe fose a mellor en varias categorias.

57. Nos billetes dunha lifia de autobuses van impresos os nomes da estacion de partida e da de
chegada. Hai en total 8 posibles estacions. Cantos billetes diferentes teria que imprimir a empresa
de autobuses? Agora queren cambiar o formato e sé imprimir o prezo, que é proporcional 3
distancia. As distancias entre as estacions son todas distintas. Cantos billetes diferentes teria que
imprimir neste caso?

58. Unha parella ten un fillo de 3 anos que entra na garderia as 9 da mana. O pai traballa nunha fabrica
gue ten 3 quendas mensuais rotativas: de 0 a 8, de 8 a 16 e de 16 a 24 horas. A nai traballa nun
supermercado que ten duas quendas rotativas mensuais, de 8 a 14 e de 14 a 20 horas. Cantos dias
a0 ano, por termo medio, non podera ningun dos dous levar o seu fillo 4 garderia?

59. Un tiro ao branco ten 10 cabalifios numerados que xiran. Se se acerta a un deles acéndese unha luz
co numero do cabalifo. Tiras 3 veces, de cantas maneiras se poden acender as luces? E se o
primeiro tiro non lle da a ningun cabalifio?

60. Nunha festa hai 7 mozas e 7 mozos. Xoan baila sempre con Ana. Antén é o mais decidido e sempre
sae bailar o primeiro, de cantas formas pode elixir parella nos préximos 4 bailes?

61. Cos dixitos 0, 1, 2, 3, 4, 5:
a) Cantos numeros de cinco cifras se poden formar?
b) Cantos hai con duas veces a cifra 1 e tres a cifra 2?
c) Calcula a suma de todos estes ultimos nimeros.

62. Cantas palabras, con ou sen sentido, se poden formar coas letras da palabra PORTA que non tefian
duas vogais nin duas consoantes xuntas?

63. Cantos numeros capicla de duas cifras existen? E de tres cifras? E de catro cifras?

64. Coas letras da palabra ARGUMENTO, cantas palabras de 5 letras se poden formar que non tefian
duas vogais nin duas consoantes xuntas? a) Se todas as letras son distintas. b) Se se poden repetir
letras.

65. Cantos numeros hai entre o 6 000 e 0 9 000 que tefian todas as suas cifras distintas?

66. Unha fabrica de xoguetes ten & venda 8 modelos distintos. Cantos
mostrarios distintos pode facer de 4 xoguetes cada un? Cal é a oo =
probabilidade de que o ultimo modelo de avién fabricado chegue a un e oo _'I' %
determinado cliente? Se se quere que neses mostrarios sempre estea o \} O
ultimo modelo de xoguete fabricado, cantos mostrarios distintos pode ~G \\
facer agora?

-_;1-

o

i
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67. A primeira obra impresa con resultados de Combinatoria € Summa de Luca Pacioli, de 1494. Nesta
obra proponse o seguinte problema: de cantas formas distintas poden sentar catro persoas nunha
mesa circular?

68. Cantos numeros de catro cifras tefien polo menos un 5?

69. Nunha compaiiia militar hai 10 soldados, cantas gardas de 3 soldados poden facerse? Un dos
soldados é Alexandre, en cantas destas gardas estara? E en cantas non estara?

70. A encargada dun gardarroupa distraeuse e sabe que dos cinco ultimos bolsos que
recolleu a tres bolsos lles puxo o resgardo equivocado e a dous non. De cantas
formas se pode ter producido o erro? E se fosen dous os equivocados?

71. Coas letras da palabra SABER, cantas palabras, con ou sen sentido, de letras
diferentes, se poden formar que non tefian ddas vogais nin duas consoantes

xuntas. O mesmo para as palabras CORTE, PORTA e ALBERTE.

72. Coas letras da palabra GRUPO, cantas palabras de 5 letras con ou sen sentido se poden formar que

tefian algunha letra repetida? . —

73. Un mozo ten no seu armario 10 camisolas, 5 pantaldns e tres pares
de zapatillas. Sabendo que ten que facer a equipaxe para un
campamento e s6 pode meter na mochila catro camisolas, tres
pantaldns e dous pares de zapatillas, de cantas maneiras diferentes
poderd encher a mochila?

74. Cos dixitos 1, 3 e 5, cantos numeros menores de 6 000 se poden
formar? Cantos hai con 4 cifras que tefian duas veces a cifra 5?

75. Camifios nunha cuadricula

a) Cantos camifios hai para ir de A ata B se sé podemos ir cara 4 dereita e cara arriba?

b) Se non podemos atravesar o cadrado verde, nin caminar polos seus lados, cantas formas temos
agora para ir desde A cara a B?

c) Se non podemos atravesar o rectangulo verde, nin camifiar polos seus lados, cantas formas
temos agora para ir desde A cara a B?

Xeneralizacion

d) Cantos camifios hai nunha cuadricula cadrada con n cadrados en cada lado?
e) Cantos camifos hai nunha cuadricula rectangular con m cadrados verticais e n horizontais?
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AUTOAVALIACION

1. Tes nove moedas iguais que colocas en fila. Se catro amosan a cara e cinco a cruz, de cantas for-
mas distintas podes ordenalas?

a) Vo b) Py c) Co5 d) VRos

2. Nunha compafiia aérea hai dez auxiliares de voo e un avidn necesita levar catro na sua tripulacion,
de cantas formas se poden elixir?

a) Vioa b) P1o c) Cioa d) VRig,a

3.  Cantos produtos distintos poden obterse con tres factores diferentes elixidos entre os dixitos: 2,
3,5e7?

a) Va3 b) P4 c) Cas d) VRa3
4. Temos cinco obxectos distintos e queremos gardalos en cinco caixas diferentes pofiendo un
obxecto en cada caixa, de cantas formas podemos facelo?

a) Vs b) Ps c) Css d) VRs 1
5. Permutacidns de n+4 elementos dividido entre permutaciéns de n+1 elementos é igual a:

! n+4)!
a) n+4)-(n+3)-(n+2)= M b) Vn+an+2 C) u d)Vn+4,n+2/Cn+4,n+l
(n+1)! n!
6. As variaciéns de 10 elementos tomados de 6 en 6 é igual a
10! 10! 6!
a) VRs,10 b)V10,6=10-9-8-7=F C)V10,6=10-9-8-7-6-5=I d)V6,3=6'5'4=§
7. Indica que afirmacion é falsa:
a)ol=1 b)Vimn=m-(m-1)-(m-2)-...- (m—-n) c) VRmn=m" d) P,=n!

: , () (9) (4).

8. O valor dos seguintes numeros combinatorios ol lo) 11 é
a)0,1,e1 b)0,9e4 c)l,1e4 d)5,9e4
. : (7)Y,
9. O valor de x, distinto de 4, na igualdade 4 = é:
X
a)3 b) 7 )1 d)o
10. O coeficiente do termo cuarto do desenvolvemento do Binomio de Newton de (a + b)7 é:
7 7

a) 3 b) 1 c) 4 d) V74
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