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Resumo

Xa coiieces os numeros naturais, os nimeros enteiros e os nimeros racionais. Neste capitulo imos
estudar os nimeros reais que estan formados polos nUmeros racionais e os irracionais. Polo tanto, con
alglns numeros reais irracionais xa te encontraras, con +/2 , con ...

Pero hai moitos, moitos madis. Hai moitos mdis numeros irracionais que racionais. E preguntaraste,
como se pode dicir iso se son infinitos? Resulta que hai infinitos mais grandes que outros. O infinito dos
numeros naturais denominase “infinito numerable”. Resulta que o dos nimeros enteiros e o dos
ndimeros racionais tamén é “infinito numerable”, pero o dos nimeros reais xa non é numerable, é
moito maior e denominase “a potencia do continuo”. Unha das suas propiedades mais importantes é a
sua relacién cos puntos dunha recta, polo que aprenderemos a representalos na recta “real” na que
non deixan “buratos”.

Como os numeros irracionais tefien infinitas cifras decimais non periddicas é complicado utilizalos tal
cal, asi que aprenderemos a aproximalos e calcular o erro que por iso cometemos.

Matematicas orientadas 4s ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 1: NUmeros reais Autor: Paco Moya
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
llustracions: Paco Moya e Banco de Imaxes de INTEF

www.apuntesmareaverde.org.es

textos Marea V
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1. NUMEROS RACIONAIS E IRRACIONAIS

Recorddamosche os distintos tipos de nimeros que xa cofieces:

Naturais=» N ={0, 1, 2, 3, ...}

Son os numeros que se usan para contar e ordenar. O 0 pode incluirse ou non, dependerd do teu
profesor.

Enteiros =2 Z ={..,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ...}

Son os numeros naturais e os seus opostos. Non tefien parte decimal, de ai o seu nome. Inclien aos
Naturais.

Os numeros que se poden expresar en forma de cociente de dous nimeros enteiros denominanse
numeros racionais e son representados pola letra Q.

Polo tanto .
Notacion:

. . J— a, . o e
Racionais 2 Q = {E,a eZ,beZ,b+0} c S|gn|f|ca ”pertence"
U significa “union”
. . g w“ s ”
Tamén contefien aos nimeros que teiien expresiéon decimal c Slgmﬂca incluido

exacta (0.12345) e aos que tefien expresion decimal periddica | M significa “interseccion
(7.01252525...) como veremos.

Os numeros racionais inclien aos enteiros.

»

1.1. Expresions decimais finitas ou periodicas
Recorda que:

4 Se o denominador (da fraccién irredutible) sé ten como factores primos potencias de 2 ou 5 a
expresion decimal é exacta.

Exemplo:

, 1 _ 103 . . .

Asi por exemplo—=— =5%-1073 = 0.025; xa que —— = 52, e isto é xeral xa que sempre haber3
23.5 23.5

unha potencia de 10 que sexa multiplo do denominador se este sé contén douses ou cincos. Fixate que
o numero de decimais é o maior dos expofientes de 2 e 5.

4 Se o denominador (da fraccién irredutible) ten algun factor primo que non sexa 2 nin 5 a
fraccion terd unha expresién decimal periddica.

4 Se supofiemos un numero n con factores primos distintos de 2 e 5, entén
104

1 _
—=m-107%=>—=m,
n n
pero o denominador non pode dar un cociente exacto ao dividir ao numerador, xa que 10 s6 ten
os factores 2 e 5. Isto demostra que a expresion decimal non pode ser exacta.

Vexamos que é periddica:
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Exemplo:

4+ Cun exemplo bastara: se dividimos 1 entre 23 obtemos un primeiro resto que é 10, logo outro
gue é 8 e seguimos pero, repetirase algunha vez o resto e polo tanto as cifras do cociente?, a
reposta é que si, seguro que si, os restos son sempre menores que o divisor, neste caso do 1 ao
22, se obtefio 22 restos distintos (como é o caso) ao sacar un mais ten que repetirse! E o
chamado Principio do Pombal. E a partir de ai os valores do cociente repitense.

Polo tanto a expresién decimal é periddica e o numero de cifras do periodo é como maximo unha
unidade inferior ao denominador (non sempre ocorre isto pero 1/23 ten un periodo de 22 cifras, 1/97
teno de 96 cifras, porén 1/37 ten un periodo de s6 3 cifras, unha pista: 37 é divisor de 999).

Todas as fraccions tefien expresion decimal exacta ou periddica.

1. Mentalmente decide cales das seguintes fraccions tefien unha expresidon decimal exacta e cales a
tefien periddica:

a)2/3  b)3/5 c) 7/30 d) 6/25 e)7/8 f) 9/11

2. Calcula a expresiéon decimal das fraccidons do exercicio anterior e comproba se a tua deducion era
correcta.

3. Calcula a expresion decimal das fraccions seguintes:

a)1/3 b) 1/9 c) 7/80 d) 2/125 e) 49/400 36/11

1.2. Forma de fraccidon dunha expresion decimal

Recorda o procedemento:

Actividades resoltas

#+ Calculo da forma de fraccién de a) 0.175; b) 1.7252525...

. . 175 7 o . .
a) Expresion decimal exacta: 0.175 = 7000 = 20 dividese entre 10 elevado ao numero de cifras

decimais.

b)Expresion decimal periddica: Temos que conseguir 2 nimeros coa mesma parte decimal para que ao
restar desaparezan os decimais.

N = 1.7252525...

1000N = 1725.2525...

10N = 17.2525...

S t :990N = 1708 > N = 1708 _ 854
e restamos: = =990 ~ 295

Primeiro levamos a coma ao final do primeiro periodo (fixate que o anteperiodo e o periodo xuntos
tefien 3 cifras), despois ao principio do primeiro periodo (o anteperiodo ten 1 cifra). Temos duas
expresiéns coa mesma parte decimal polo que, ao restar, eses decimais vanse, s6 queda despexar N.

Toda expresion decimal exacta ou periddica podese pofier como fraccion.
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Actividades propostas

4. Escribe en forma de fraccién as seguintes expresidns decimais exactas e reduceas, comproba coa
calculadora que estd ben:

a) 7.92835; b) 291.291835; c)0.23

5. Escribe en forma de fraccidn as seguintes expresions decimais periodicas, redliceas e comproba que
esta ben:
a) 2.353535..... b) 87.2365656565.... c) 0.9999..... d) 26.5735735735.....

1.3. /2 non é un ndmero racional

Imos utilizar un método de demostracion moi habitual en Matematicas que se chama “Reduciéon ao
Absurdo” que consiste en:

Se so hai 2 posibilidades para algo que chamamos A e non A e queremos demostrar A,
empezamos supofiendo que se cumpre non A, facemos algun razoamento onde se chega a unha
contradicion (Absurdo) e desbotamos non A, tendo que cumprirse polo tanto A.

Mais doado de entender: supdn que s6 hai 2 posibles camifios para chegar a un sitio. Tiras por un deles
e descobres que non chega a ningunha parte, pois ten que ser o outro.

Imos entdn. Queremos demostrar A:
\/2 non pode pofierse como fraccion.

Supofiemos certo o seu contrario, non A:

V2 si pode pofierse como fraccién.

, a - .
Entdn \/— :E , fraccidn irredutible. Elevamos ao cadrado nos 2 membros:

a2
:>2=b—2:> a’=2b’

logo a* é par e polo tanto a tamén o é (o cadrado dun niumero impar é sempre impar), pofiemos a = 2k
e substituimos:

(2k)" = 2b% = 4k? = 2b> = b* = 2k*
logo b? é par e polo tanto b tamén o sera.

En definitiva: a e b son os 2 nimeros pares. CONTRADICION, absurdo, dixemos que a fraccién era
irredutible, logo a e b non poden ser ambos os dous multiplos de 2.

Polo tanto rexeitamos non A e quedamos con que A é certa.
Este procedemento serve igual para todas as raices non exactas, de calquera indice.

Pero non vale para todos os irracionais, para demostrar que 7 é un numero irracional hai que estudar
moito. Foi demostrado a finais do século XVIII por Lambert. Ata ese momento ainda se seguian
calculando decimais para encontrar un periodo que non ten.
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1.4. Distintos tipos de numeros

Todos estes numeros como v2,v/3, ..., ... xunto cos numeros racionais forman o conxunto dos
numeros reais. E aos numeros reais que non son numeros racionais chamaselles nimeros irracionais.
Polo tanto

Irracionais @ I =R — Q.

Son numeros irracionais os nimeros que non son racionais e polo tanto aqueles nimeros que non
poden pofierse como fraccion de nimeros enteiros. Hai mais dos que poderia parecer (de feito hai mais
gue racionais!), son todos aqueles que tefien unha expresion decimal que non é exacta nin periddica, é
dicir, infinitas cifras decimais e sen periodo. Exemplos: 17.6766766676... que acabo de inventar ou
0.1234567891011... que inventou Carmichael. Inventa un, busca en Internet e se non o encontras, pois
é teu (por agora ©).

Reais > R=Q UL

E a unidn dos numeros racionais e dos irracionais.
Temos polo tanto que: NcZcQc R.
IcR

Son estes todos os numeros?

Non, os reais forman parte dun conxunto mais amplo que é o dos Niumeros Complexos C (en 12 de
bacharelato vense, na opcion de Ciencias).

Q R-O
i 1 .
3
10100 z
N =1 ENE T e
e
B 1 " =
7
-7
0,1010010001...

" 0,1234567...
0,125 —1,275
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Actividades propostas

6. Copia no teu caderno a tdboa adxunta e sinala cun X a que conxuntos pertencen os seguintes
nuameros:

Numero N Z Q 1 R

-2.01

Y-4

0.121212...

¥Y=1000

1.223334...

J-4

1
2

7. Copia no teu caderno o esquema seguinte e mete os numeros do exercicio anterior no seu lugar:

Q R-0Q

Noudf™
R

8. Podes demostrar que 4.99999... = 5? Canto vale 2.5999...?

37 .
9. Demostra que V7 éirracional.

1
10. Cantas cifras pode ter como maximo o periodo de E ?

? Atréveste a dar a razén?

11. Cantos decimais ten 7
2°5

12. Fai a division 999 999 : 7 e despois fai 1 : 7. Serd casualidade?
13. Agora divide 999 entre 37 e despois 1 : 37. E casualidade?
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2. APROXIMACIONS E ERROS

Ainda que neste curso imos traballar na medida do posible con valores
exactos (V3 non se substitéie por 1.73 nin 7 por 3.1416) hai veces nas
que compre facer aproximacions por motivos practicos (non lle imos
dicir ao tendeiro que nos dea 27 metros de corda pola conta que nos
trae) e a traballar con nimeros aproximados por, entre outros motivos,
non cofiecermos os valores exactos. Asi, por exemplo, se nos pesamos
nunha bascula e marca 65.4 Kg, canto pesamos exactamente? Non se

pode saber, é imposible, 0 maximo que podemos dicir é que 0 noso peso
estd entre 65.3 e 65.5 Kg se o erro maximo é de 100 g.

2.1. Erro Absoluto
Definese o Erro Absoluto (EA) como EA = |va|or real —valor aproximad0| .

As barras significan “valor absoluto” que xa sabes que quere dicir que no caso de ser negativo o
convertemos en positivo.

Exemplo:

4 Se aproximamos =z~ 3.1416 teremos que o EA = |m—3.1426| = |-0.0000073...| =
0.0000073 unhas 7 millonésimas.

Cota do Erro Absoluto

Ainda sen cofiecer con exactitude o valor exacto, sempre podemos pofier unha cota (un valor maximo)
ao erro absoluto sé tendo en conta a orde de aproximacion. Asi, se redondeamos nas dez milésimas
(como no exemplo), sempre podemos afirmar que o EA< 0.00005, é dicir, menor ou igual que media
unidade do valor da cifra de redondeo ou 5 unidades da seguinte (5 cen milésimas), que é o mesmo.

Actividades resoltas
4+ Calcula a cota do erro absoluto de:
N~ 2.1= FEA<0.05
N = 600 = EA < 50 se supofiemos que redondeamos nas centenas.

Cando non se coinece o valor real, non pode cofiecerse o valor absoluto, pero si unha cota. Se un
crondmetro ten unha precisién de décimas de segundo diremos que o EA< 0.05 s (media décima ou 5
centésimas).

Se temos un nimero A e a cota do erro absoluto é 4A (lese incremento de A) soe pofierse A + 4A
sobre todo nas Ciencias Experimentais.
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2.2. Erro Relativo

Para comparar erros de distintas magnitudes ou nimeros definese o Erro Relativo (ER) como:
EA
Rz ————
Valor real|
gue soe multiplicarse por 100 para falar de % de erro relativo.

Se non se cofiece o valor real substitlese polo valor aproximado (a diferenza normalmente é pequena).

Actividades resoltas

+ Se aproximamos raiz de 3 por 1.73, o erro relativo cometido é:
0.0021
V3

Se na ultima divisién pofilemos o valor aproximado 1.73 o ER sae aproximadamente 0.121%.

V3~ 1.73 = EA ~ 0.0021 = ER = ~ 0.00121 = 0.121%

4+ Nas aproximacions A = 5.2 con EA < 0.05 e B = 750 con EA <5, en cal estamos cometendo
proporcionalmente menor erro?

Calculamos os erros relativos:

AD> ERs%:ER < 0.0096 = ER < 0.96%

BPER< —— = ER < 0.0067 = ER < 0.67%
E mellor aproximacién a de B.

Control do erro cometido

Non hai nada mais ignorante matematicamente falando que utilizar demasiadas cifras decimais
traballando en problemas précticos. Dicir que nunha manifestacidon participaron aproximadamente
51226 persoas dana o sentido comun. Tamén é unha barrabasada dicir que a estimacién de voto para o
partido A é do 25.6 % de votos se o erro pode ser do 3 % (cousa que non adoita mencionarse). Pofier
como nota dun exame un 6.157 é polo menos curioso pola sta aparente precision.

Actividades resoltas
#+ Temos dous nimeros redondeados s décimas: A=2.5eB=5.7
Imos facer operacidns con eles controlando os erros.

Como o EA < 0.05 (recorda: se redondeamos nas décimas o erro serd inferior ou igual a 5 centésimas)
temos que A pode estar entre 2.45 e 2.55; igualmente B estard entre 5.65 e 5.75.

Suma

O valor mais pequeno serd 2.45 + 5.65 = 8.1; o valor maximo serd 2.55 + 5.75 = 8.3. Se restamos da 0.2.
Se tomamos como valor da suma 8.2, que é a media, agora o EA < 0.1 (a metade da diferenza entre o
maximo e o minimo, fixate en que 8.2 esta a distancia 0.1 de 8.1 e de 8.3) cando antes era inferior a
0.05. xa non podemos estar seguros do ultimo decimal. Coa resta pasa o mesmo.
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Minimo 5.65 — 2.55 = 3.1 (Ollo!, o menor menos o maior). Maximo 5.75 — 2.45 = 3.3. Amedia é 3.2 e
como(3.3-3.1):2=0.10EA<0.1

En cada suma ou resta o erro absoluto é a suma dos erros absolutos (demdstrao).

Se facemos varias sumas e restas, pois aumentara perigosamente.

Produto

Valor mais pequeno 2.45 - 5.65 = 13.8425; valor maximo 2.55 - 5.75 = 14.6625. A diferenza é agora de
0.82. Se tomamos como produto 14.25 temos que EA < 0.41; multiplicouse por 8. Xa non debemos
estar seguros nin das unidades, poderia ser 14 ou 15.

Se multiplicamos A (con EA = a) con B (con EA = b) obtemosunEA=a-B+b-A.

Nétese que depende dos valores de A e B.

Nota:
AférmulaEA=a:-B+b-Asaedefacer(A+a):-(B+b)—(A—a):(B—Db)e dividir entre 2. Comprébaa.
Se facemos (aB + bA)/(AB) obtemos (a/A) + (b/B), é dicir:
Os erros relativos simanse ao multiplicar dous numeros.
Division
O valor mais pequeno posible obtense de dividir o mais pequeno entre o mais grande:
5.65:2.55=2.22;
o0 mais grande ao revés (o mais grande entre o mais pequeno): 5.75 : 2.45 = 2.35.
Polo tanto EA < 0.065.

. a-B+b-A , . . . ,
Agora sae aproximadamente EA = ——z — que se B é grande fai que saia reducido, pero se B é

pequeno danos unha ingrata sorpresa.

Actividades resoltas

4 Calculo do erro absoluto e relativose A=5; a =0.05; B=0.5; b =0.05 = A/B =10 con EA< 1.1,
un 11% de erro relativo.

Non todo son malas noticias. Se dividimos un nimero aproximado entre un nimero exacto, o erro
absoluto diminue se o divisor é maior que 1. Por exemplo (5 £+ 0.5): 20 = 0.25 £ 0.025. Porén o erro
relativo permanece igual (prébao).

Nota:
, A_a T 2 2 .
Esta férmula sae de facer - e dividir entre 2, desprezamos b* fronte a B°. Non hai que
B-b B+b
sabela.
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Potencia

Pode rozar a catastrofe. Comproba que o minimo sae 158 e o maximo 218. EA< 30.
Isto é (2.5 + 0.05)>7+005 = 188 + 30 o que representa un 16 % de erro relativo.

Curiosamente 188 non é 2.5%7 que vale 185.5 aproximadamente, 188 é a media entre o minimo e o
maximo.

Actividades resoltas

4 Medimos o radio dunha circunferencia cunha regra milimetrada e marca 7.0 cm. Queremos
calcular a area do circulo. O erro maximo no radio é de 0.05 cm logo pode estar entre 6.95 e
7.05. Se aplicamos a férmula r? para estes valores obtemos 151.7 e 156.1, que son os valores
minimo e mdaximo. A diferenza é 4.4 e a sla metade é 2.2 que é a cota de erro absoluto.
Diremos que

A=153.9 + 2.2 cm?.
A cota do erro relativo 22 | 100=1.4 %.
153.9

O radio tifia unha cota de (0.05 : 7) - 100 = 0.71 %, polo que perdemos precision.

Se operamos con numeros aproximados, é peor ainda, se o facemos en repetidas ocasions, os erros
vanse acumulando ata o punto de poder facerse intolerables. Non sexas demasiado preciso se os datos
de partida non son fiables.

1+/5 , . . .
14. Redondea — ata as centésimas e calcula os erros absoluto e relativo cometidos.

15. Calcula unha cota do erro absoluto nas seguintes aproximacions:

a)2.1 b) 123 c) 123.00 d) 4 000 con redondeo nas decenas.
16. Unha balanza ten un erro inferior ou igual a 50 g nas suas medidas. Usamos esa balanza para
elaborar 10 paquetes de azucre de 1 Kg cada un que son un lote. Determina o peso minimo e
maximo do lote. Cal é a cota do erro absoluto para o lote?

17. Os numeros A = 5.5 e B = 12 foron redondeados. Calcula unha cota do erro absoluto e do erro
relativo para:

a) A+B

b) A-B

c) B/A

d A
Nota: Determina os valores maximo e minimo de A e B. Despois os valores maximos e minimos de cada
apartado (recorda que a resta e a division funcionan distinto).

18. Como medir o grosor dun folio cun erro inferior a 0.0001 cm coa axuda dunha regra milimetrada e a
do/a conserxe do instituto?, faino.
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3. REPRESENTACION NA RECTA REAL DOS NUMEROS REAIS

3.1. Densidade dos numeros reais

Os numeros reais son densos, é dicir, entre cada dous numeros reais hai infinitos nimeros no medio.

f s . . a+b e .
Iso é facil de deducir. Se a, b son dous nimeros con a < b sabemos que a<T<b' é dicir, a media

estd entre os dous nimeros. Como isto podemos facelo as veces que queiramos, de ai o resultado.

Curiosamente os racionais son tamén densos, asi como os irracionais.

, . 1+vV5
19. Calcula 3 nimeros reais que estean entre — e 1.

20. Calcula 5 nimeros racionais que estean entre V2el5

21. Calcula 5 nimeros irracionais que estean entre 3.14 e 7

3.2. Representacion na recta real dos numeros reais

Elixida a orixe de coordenadas e o tamafio da unidade (ou o que é o mesmo, se colocamos 0 0 e o0 1)
todo nimero real ocupa unha posicidn na recta numérica e, ao revés, todo punto da recta pédese facer
corresponder cun numero real.

Vexamos como representar de forma exacta algins nimeros reais:

l.- Representacion na recta dos numeros racionais

Actividades resoltas

4 Se a fraccién é propia (numerador menor que o denominador, valor menor que 1), por exemplo
- bastara con dividir a primeira unidade en 6 partes iguais e tomar 5. No caso de ser negativa
contaremos cara 4 esquerda. (Ver figura).
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4+ Se a fraccién é impropia (numerador maior que denominador e polo
tanto valor maior que 1) faremos a division enteira (sen decimais) 50 | 11
guedando co cociente e o resto. Isto permitenos pofiela en forma mixta 6 4
(suma dun enteiro e dunha fraccion propia). Asi por exemplo: /}/\
11 2 50 6
?=3+§ Xa que ao dividir 11 entre 3 obtemos 3 de cociente e 2 de 11 + 11
resto. O cociente é a parte enteira e o resto o numerador da fraccion
propia.

Para representala sé temos que ir onde di a parte enteira (3) e a unidade seguinte (a que vai do 3 ao 4)
dividimola en 3 partes iguais e tomamos 2.

17 3
4 Outro exemplo: 7 =2+; , Xa que a division da 2 de cociente e 3 de resto.

Imos ao 2, dividimos a unidade seguinte (do 2 ao 3) en 7 partes iguais e tomamos 3.

. 3 3 . .
4 En caso de ser negativa: —Z=— 2+Z :_2_Z , farase igual, pero contando cara &

esquerda. Imos ao —2, a unidade que vai do —2 ao —3 dividese en 4 partes e tomamos 3 (pero
contando do -2 ao -3, claro!).

ok
ek
|
5]

S| —=¢

Recorda que:
Para dividir un segmento en partes iguais:

Para dividir o segmento AB en, por exemplo, 6 partes iguais, trazamos por A unha lifa
oblicua calquera, abrimos o compas unha abertura S B S
calquera e marcamos 6 puntos na recta anterior a
distancia igual. Unimos o ultimo punto con B e
trazamos paralelas que pasen polos puntos
intermedios da recta oblicua. Polo Teorema de
Tales, o segmento AB quedou dividido en 6 partes
iguais.

Normalmente non che esixiran que o fagas tan exacto, faralo de forma aproximada, pero
ten coidado de que as partes parezan iguais.
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Il.- Representacion na recta das raices cadradas

Para representar raices cadradas usamos o Teorema de Pitdgoras. Se nun tridngulo rectangulo a
hipotenusa é h e os catetos son a, b temos que h* =a* +b*> =h=+a’>+b’ .

Actividades resoltas

4% Representa narecta +/2

Se a=b=1temos que h=+/2.56 temos que construir un tridngulo rectangulo de catetos 1 e 1, a sta
hipotenusa mide /2 , (a diagonal do cadrado de lado 1 mide /2 ). Agora utilizando o compas, levamos

esa distancia ao eixe X (ver figura).
4+ Representa na recta V5.
Como /5=+2>+1> s6 hai que construir un triangulo

rectangulo de catetos 2 e 1, e a sua hipotenusa mide /5.

. . . ‘\
Pillaches o truco? O radicando hai que expresalo como suma

LY
de 2 cadrados. O triangulo rectangulo tera como catetos eses 5
’ 14 i

dous numeros.

4 Asi, para representar v/13, expresamos 13 como suma ‘ “;
de 2 cadrados: 13=9+4=32+22:>\/B:\/32+22 ’ i V2 é\/g Vi3
polo tanto nun tridngulo rectdngulo de lados 3 e 2 a
hipotenusa serda v13.

4+ Pero, e se 0 nimero non pode pofierse como suma

de 2 cadrados?, por exemplo, o 11 (sempre ] .
complicando as cousas! ®).

Habera que facelo en 2 pasos. 11 = 2 + 9, hai algln ;
ndmero cuxo cadrado sexa 2?, por suposto que si, V2. i

2 n
Polo tanto x/lizﬂf(x/i) +32, temos que facer un .

tridngulo rectangulo de catetos~/2 e 3. Para iso primeiro 4

1)

1]

1

1]

’ 7 . y A

constriese V2 como antes e trazase unha perpendicular , 1
de lonxitude 3.

Poden debuxarse xa asi todas as raices?, non. Hai

algunhas para as que hai que facer mais pasos (V7 por
exemplo require 3 ), pero mellor deixamolo aqui, non?

22. Representa na recta numérica os seguintes numeros:

n
7. 217, 9375 -3.6
6 4

1-+/5
23. Representa na recta numérica: \/%; —\/g; \/1_4; T\/_
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3.3. Un exemplo de interese matematico, natural e artistico

Oiches falar do niumero de ouro?

O numero de ouro (ou razén aurea ou proporcion T i
harmdnica ou divina proporcion) é igual a T~

1+J_ g
¢_

Actividades resoltas

4 Como o representamos ha recta?

Sé hai que construir V5 como arriba, sumar 1 14 \
(trasladamos 1 unidade co compas) e dividir entre 2 N
calculando o punto medio (coa mediatriz), feito. e

4 Outra forma distinta:

Construimos un cadrado de lado 1 (un que?, un o que

queiras!). Calculamos o punto medio do lado inferior
(M) e levamos a distancia MA co compas ao eixe A
horizontal, OF é o numero de ouro.

Vexamos:

re [T = [Fr- -5 L A1\

1 1+I
2

OF =—+MA
2

Un exemplo da aplicacion da razén Adurea para
construir unha espiral (imaxe de wikipedia).

24. Busca rectangulo aureo e espiral durea.

25. Xa de paso busca a relacién entre o niumero de
ouro e a sucesion de Fibonacci.

Espiral durea. Wikipedia

26. Busca en Youtube “algo pasa con phi” e cdntasme.
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3.4. Ferramenta informatica para estudar a proporcion aurea

Nesta actividade vaise utilizar o programa Xeoxebra para realizar un estudo da proporcién aurea.

Un segmento esta dividido en duas partes que estan en proporcién durea se a razén entre a lonxitude
do segmento e a lonxitude da parte maior coincide coa razén entre a lonxitude da parte maior e a da
parte menor.

Actividades resoltas

+ Utiliza Xeoxebra para dividir un segmento en duas partes que estean en proporcion durea.
Abre unha nova venta de Xeoxebra, no menu Visualiza desactiva Eixes e Cuadricula.
e Determina con Novo punto os puntos A e B e debuxa o segmento, a, que os une.

e Traza un segmento BD perpendicular ao segmento AB no punto B, cuxa lonxitude sexa a metade de
AB, podes seguir as seguintes instruciéns:

» Calcula o Punto medio ou centro do segmento AB e chamao C.

» Debuxa con Circunferencia con centro e punto que cruza a que ten centro en B e pasa por C.

» Traza a Recta Perpendicular ao segmento AB que pase por B
B. I"/ - \\
> Define D como o Punto de Interseccién entre estarectaea . T e
circunferencia. 2R Ay
e Debuxa o segmento AD e unha circunferencia con centro D que | o F .
pase por B. Sexa E o Punto de Interseccién desta circunferencia \ it

co segmento AD. s

e Con centro en A traza a circunferencia que pasa por E e determina o punto de Interseccion, F, desta
circunferencia co segmento AB.

e Traza o segmento, g, que une os puntos A e F.

e Comproba que o punto F divide ao segmento AB en duas partes que estan en proporcion aurea:
» Elixe no menu Opcidns, 5 Posicions decimais.
» Calcula na lifla de Entrada os cocientes a/g e g/(a-g).

Observa na Venta alxébrica que estes valores coinciden, calculaches un valor aproximado do nimero
de ouro, .

e Coa ferramenta Despraza, cambia a posicion dos puntos iniciais A ou B e comproba que o cociente
entre as lonxitudes dos segmentos AF e FB permanece constante.

e Para visualizar mellor a construcién podes debuxar os elementos auxiliares con trazo descontinuo,
elixindo no menu contextual, Propiedades e Estilo de trazo.

Un rectangulo é dureo se os seus lados estan en proporcidn aurea.

Se a un rectangulo aureo lle quitamos (ou lle engadimos) un cadrado, obtemos un rectangulo
semellante ao de partida e polo tanto tamén dureo.
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#+ Utiliza Xeoxebra para debuxar un rectdngulo dureo.

Abre unha nova venta de Xeoxebra, no menu Visualiza desactiva Eixes e Cuadricula.

e Define dous puntos A e B que van ser os extremos do lado menor do rectangulo e coa ferramenta
poligono regular debuxa, a partir dos puntos A e B, o cadrado ABCD e oculta os nomes dos lados coa
ferramenta Expon/Oculta rétulo.

e Calcula o Punto medio, E, do lado BC. Con centro en E T e
debuxa a Circunferencia con centro en £ que pasa porA. 7]

e Traza a recta, a, que pasa por BC e define como F o
Punto de interseccion entre esta recta e a
circunferencia.

e Debuxa a Recta perpendicular a recta a que pasa por F,
e a recta que pasa polos puntos A e D, chama G ao le .
Punto de interseccion destas rectas e define con
Poligono o rectangulo ABFG.

e Na ventd alxébrica aparecen as lonxitudes dos lados do rectdngulo como f e g, introduce na lifia de
Entrada g/f e observa nesta venta que aparece o valor e que é unha aproximacién ao nimero aureo.
Elixe no menu Opcidns, 5 Posicidns decimais.

e Debuxa o segmento CF, na venta alxébrica aparece a sua lonxitude, h, introduce na lifia de Entrada
f/h, observa que este cociente coincide con g/f e é unha aproximacion do nimero aureo.

e Coa ferramenta Despraza, cambia a posicién dos puntos iniciais A ou B e observa que o cociente
entre as lonxitudes dos lados dos rectangulos é constante.

O rectangulo ABFG é aureo xa que o cociente entre a lonxitude do seu lado maior e a do menor é o
nimero de ouro, ademais o rectangulo DCFG, que se obtén ao quitar un cadrado de lado o menor do
rectangulo, é tamén aureo e polo tanto semellante ao primeiro.

#+ Crea as tuas propias ferramentas con Xeoxebra. Crea unha que debuxe rectdngulos dureos.

Vaise crear unha ferramenta que a partir de dous puntos A e B debuxe o rectangulo dureo no que o
segmento AB é o lado menor.

e Na figura anterior oculta o nome dos puntos C, D, E, F e G coa ferramenta Expon/Oculta rétulo
facendo clic co rato sobre eles, na area de traballo ou na venta alxébrica.

e Activa no menu Ferramentas, a opcién Creacion de nova ferramenta e define:
Obxectos de saida: o poligono cadrado, o poligono rectangulo e os puntos C, D, F, e G.
Obxectos de entrada: os dous puntos iniciais A e B.
E elixe como nome da ferramenta rectdngulo dureo. Observa que aparece na barra de ferramentas.

Na opcién Manexo de dutiles do menu Ferramentas grava a ferramenta creada como
rectanguloaureo, que se garda como rectanguloaureo.ggt

Utiliza a ferramenta Desprazamento da zona grafica para ir a unha parte baleira da pantalla e
comprobar que a ferramenta rectanguloaureo funciona perfectamente.

#+ Debuxa unha espiral durea e crea unha ferramenta que debuxe espirais dureas.
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Abre unha nova venta de Xeoxebra, no menu Visualiza desactiva Eixes e Cuadricula e abre o arquivo
rectanguloaureo.ggt que acabas de crear.

e Define dous puntos A e B e aplica a ferramenta rectanguloaureo, obtense o rectangulo dureo ABEF e
o cadrado ABCD co nome dos vértices C, D, E e F ocultos.

e Utiliza a ferramenta Arco de circunferencia dados centro e dous puntos extremos para debuxar o
arco con centro o punto C e que pasa polos puntos D e B.

Vaise crear unha nova ferramenta que debuxe o rectangulo dureo e o arco.

e Activa no menu Ferramentas, a opcidon Creacidon de nova ferramenta e define:
Obxectos de saida: o cadrado, o poligono rectangulo, os puntos C, D,E, F e 0 arco c.
Obxectos de entrada: os dous puntos iniciais A e B.

Elixe como nome da ferramenta espiralaurea.

Na opcion Manexo de utiles do menu Ferramentas grava a
ferramenta creada como espiralaurea, que se grava como
espiralaurea.ggt.

e Activa sucesivamente a ferramenta anterior, co obxecto de
debuxar a espiral que resulta de wunir cun arco de
circunferencia dous vértices opostos dos cadrados de forma
consecutiva e de maior a menor.

e Para mellorar o aspecto da espiral pddense ocultar os puntos, mellor na venta alxébrica, coa
ferramenta Expon / Oculta obxecto.

Observa que ao variar os angulos nunha progresion aritmética de diferenza a=902, os lados dos
cadrados modificanse segundo unha progresién xeométrica de razdn: @.

27. Comproba que a lonxitude do lado do pentagono regular e a da sua diagonal estdn A
en proporcidn aurea. -

. .z / o
28. Calcula con Xeoxebra unha aproximacién da razén de semellanza entre un ;

pentdgono regular e o que se forma no seu interior ao debuxar as slas diagonais.
Determina sen utilizar Xeoxebra o valor real da razon de semellanza entre estes dous

pentagonos.
29. Comproba que os tridangulos ABD e ABF da figura son semellantese </ |\
. , , Nof \
calcula aproximadamente con Xeoxebra a sla razén de semellanza. /\
4 \

30. Calcula con Xeoxebra o valor aproximado da razén de semellanza entre un decdgono
regular e o decagono que se forma ao trazar as diagonais da figura. Determina sen
utilizar Xeoxebra o valor real da razén de semellanza entre estes dous poligonos.
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4. INTERVALOS, SEMIRRECTAS E ENTORNOS

Como xa sabemos entre dous numeros reais hai infinitos nimeros. Hai unha notacién especial para
referirse a eses infinitos nUmeros que deberas dominar para este e para futuros cursos.

4.1. Intervalos

(Do lat. intervallum): Conxunto da recta real limitado por dous valores. RAG.

l.- Intervalos Abertos

Se nos queremos referir ao conxunto dos nimeros que hai entre dous valores pero sen contar os
extremos, usaremos un intervalo aberto.

Exemplo:

4 Os nimeros superiores a 2 pero menores que 7 represéntanse por (2, 7) e lese “intervalo aberto
de extremos 2 e 7”. A el pertencen infinitos nUmeros como 2.001; 3.5; 5; 6.999... pero non son
deste conxunto nin o 2 nin o 7. Iso representan as parénteses, que entran todos os nimeros do
medio pero non os extremos.

Exemplo:

4 Os numeros positivos menores que 10 represéntanse por (0, 10), o intervalo aberto de extremos
0 e 10. Fixate que 0 non é positivo, polo que non entra e o 10 non é menor que 10, polo que
tampouco entra.

Nota: non se admite pofier (7, 2), o menor sempre a esquerda!
Tamén hai que dominar a expresion destes conxuntos usando desigualdades, preparate:
(2,7)={x e R/2<x<T7}.

Traducimos: as chaves utilizanse para dar os elementos dun conxunto, dentro delas enuméranse os
elementos ou dase a propiedade que cumpren todos eles. Utilizase o x para denotar a un nimero real,
a / significa “tal que” e por ultimo dise a propiedade que cumpren mediante unha dobre desigualdade.
Asi que non te asustes, o de arriba lese: os numeros reais tal que son maiores que 2 e menores que 7.

E necesario dominar esta linguaxe matemdtica xa que a oracién en galego pode non entenderse
noutros paises pero aseguroche que o das chaves e a / enténdeno todos os estudantes de matematicas
do mundo (ou case todos).

O outro exemplo: (0, 10) = {x € R/ 0 < x < 10}.

Por ultimo a representacidn grafica:

4 . 2,7 —0 o—
Pdénense puntos sen reencher nos extremos e resdltase a ( ? ) = 2 7
zona intermedia.
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Pregunta: Cal é numero que esta mais preto de 7, sen ser 7?

Pensa que 6.999...=7 e que entre 6.999 e 7 hai “moitos, moitisimos ...” nimeros.

*Nota: Nalguns textos os intervalos abertos represéntase asi ]2, 7[ o que ten algunhas vantaxes como
gue os estudantes non confundan o intervalo (3, 4) co punto do plano (3, 4), que aseguramos que ten
ocorrido (pero ti non seras un deles non?), ou a fastidiosa necesidade de pofier (2,3; 3,4) porque
(2,3,3,4) non o entenderia nin Gauss.

Il.- Intervalos pechados
Igual que os abertos pero agora si pertencen os extremos.

Exemplo:

4 intervalo dos nimeros maiores ou iguais que —2 pero menores ou iguais que 5. Agorao—2eo0 5
si entran. Faise igual pero pofiendo corchetes [-2, 5].

En forma de conxunto escribese: [-2, 5] = {x € R, —2 < x < 5}. Fixate que agora pofiemos < que
significa “menor ou igual”.

Exemplo:
% intervalo dos nimeros cuxo cadrado non é superior a 4. Se 0 pensas un pouco veras que son 0s

nimeros entre o —2 e o 2, ambos os dous incluidos (non superior < menor ou igual). Polo
tanto:

[-2,2]= {xe R, -2<x<L2}.

. s sy s . ~ — @ @
A representacion grafica é igual pero pofiendo [-2,2] = 2 2

puntos recheos.

lll.- Intervalos semiabertos (ou semipechados, a elixir)

Por suposto que un intervalo pode ter un extremo aberto e outro pechado. A notacién serd a mesma.

Exemplo:

4 Temperatura negativa pero non por

debaixo de —8 °C: [—8,0) = ?8 g
[-8,0) = {x € R/—8 < x < 0}
4 NUmeros superiores a 600 pero que non excedan de 1 000.
(600,1 000] = {x € R/600 < x < 1000}.
(600, 1000] = e *—
600 1000
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4.2. Semirrectas

Moitas veces o conxunto de interese non estd limitado por un dos seus extremos.
Exemplo:
4 Os nUmeros positivos: non hai ninglin nimero positivo que sexa o maior. Utilizase entén o
simbolo oo e escribese (0,+00) ={x/x>0}.

Nétese que é equivalente pofier x > 0 que pofier 0 < x, pddese poner de ambas as formas.

Exemplo:

4 NUmeros non maiores que 5: (—00,5]={X/XS5}. Aqui o 5 si entra e por iso o pofiemos

pechado (“non maior” equivale a “menor ou igual”)

Exemplo:

4 Solucién de x > 7: (7,+oo):{x/x>7}

Nota: o extremo non acoutado sempre se pon aberto. Non queremos ver isto: (7, +© ]

(0, +00) = o . (~00.5] = - o

4.3. Entornos

E unha forma especial de pofier os intervalos abertos.

Definese o entorno de centro a e radio r e dendtase E(a, r) (outra forma usual é E,(a) ) como o
conxunto de numeros que estan a unha distancia de a menor que r.

Cun exemplo enténdelo mellor:
Exemplo:
4 O entorno de centro 5 e radio 2 son os nimeros que estan de 5 unha distancia menor que 2. Se

0 pensamos un pouco, serdn os numeros entre 5 — 2 e 5 + 2, é dicir, o intervalo (3, 7). E como
coller o compas e con centro en 5 marcar con abertura 2.

E(5,2) = (3,7) =

w O
)
~N 0

Fixate que o 5 estd no centro e a distanciado5ao 7 e ao 3 é 2.

E(a,r)=(a—-r,a+r)
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Exemplo:
+ E(2,4)=(2-4,2+4)=(-2,6)
E moi doado pasar dun entorno a un intervalo. Imos facelo ao revés.

Exemplo:

4 Se tefio o intervalo aberto (3, 10), como se pon en forma de entorno?

3+10 13 , , .
Calculamos o punto medio 5 = ? = 6.5 que sera o centro do entorno. Faltanos calcular o radio:

(10—-3):2=3.5¢ oradio (a metade do ancho). Polo tanto (3, 10) = E(6.5; 3.5)

En xeral:

b+c c—b]

O intervalo (b, c) é o entorno E[T,T .

Exemplo:

% Ointervalo (-8, 1) = E(%,#) = E(-3.5,4.5)

Tamén existen os entornos pechados pero son de uso menos frecuente.

31. Expresa como intervalo ou semirrecta, en forma de conxunto (usando desigualdades) e representa
graficamente:

a) Porcentaxe superior ao 26 %.
b) Idade inferior ou igual a 18 anos.
c¢) Numeros cuxo cubo sexa superior a 8.
d) Numeros positivos cuxa parte enteira ten 3 cifras.
e) Temperatura inferior a 25°C.
f)  NuUmeros para os que existe a sua raiz cadrada (é un nimero real).
g) Numeros que estean de 5 a unha distancia inferior a 4.
32. Expresa en forma de intervalo os seguintes entornos:

a) E(1, 5)
8
b) E(=2, 3 )

c) E(~10; 0.001)

33. Expresa en forma de entorno os seguintes intervalos:

a) (4,7)
b) (-7, -4)
c)(-3,2)
34. Os soldos superiores a 500 € pero inferiores a 1 000 € pddense poiier como intervalo de niumeros
reais? *Pista: 600.222333€ pode ser un soldo?
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CURIOSIDADES. REVISTA

Folios e /2

Xa sabemos que un cadrado de lado L ten unha diagonal que vale

2 L, vexamos algo mais:

A imaxe representa un folio coa norma DIN 476 que é a mais

utilizada a nivel mundial.

Esta norma especifica que un folio DIN AO ten unha superficie de

~—

b -

1 m? e que ao partilo pola metade obteremos un DIN Al que debe |

ser un rectangulo semellante ao anterior. Partindo o Al en 2
iguais obtemos o DIN A2, despois o DIN A3 e o DIN A4 que é o

mais usado. Todos son semellantes aos anteriores.
Que significa ser semellante?
Poi DG AM = AD/2 |

ois que B AM pero 0go

AB? =%AD2 _ apo AD =/2AB

2

Polo tanto nos folios DIN 476:
a razén entre o longo e o ancho é V2.

Non queda aqui a cousa, fixate que ao partir o folio en 2 partes
iguais o novo folio ten o lado maior que coincide co lado menor do
orixinal: AB é agora o lado maior e antes era o menor, como

AB = AD/+/2 resulta que a razén de semellanza é V2 . E dicir, para
pasar dun folio AO a outro A1 dividimos os seus lados entre V2 . O

mesmo para os seguintes.
Calculemos as dimensions:
Para o AO temos que a area é AD - AB = 1m?

= A[\)/?D=1:>AD2 2= AD=yV2 =42~ 1.189 m;

12

AB = 75 =~ 0.841 m. Para obter as medidas do A4
dividiremos 4 veces entre V/2:
4

2
Longo = 7~ 0.297m=29.7cm
¥2)

Ancho= Longo/v2 ~ 0.210 m =21.0 cm

Unha taboa

Longo (cm)/Ancho (cm) Area (cm?)

AO0| 118.92 84.09 10000
A1 84.09 59.46 5000
A2 59.46 44.04 2500
A3 42.04 29.83 1250
A4 29.73 21.02 625
A5 21.02 14.87 415.2

;

1

' A2

1

1

1

Al .

' Ad

1

1

1

1

1

1

T

Cuestions

1) Comproba os valores da tdboa anterior (hai polo menos dous valores equivocados @).

2) Cantos folios A4 caben nun folio AO?
3) Cales son as dimensions do A6?, e do A7?
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O numero de ouro

Dividimos un segmento en duas partes de forma que
se dividimos a lonxitude do segmento total entre a
parte maior debe dar o mesmo que ao dividir a parte o o o
maior entre a parte menor.
Temos que (a + b)/a = a/b.

O numero de ouro (ou razén durea) chamado @ (fi) é precisamente o valor desa

proporcion, asi: a aab & 1
Xa temos duas curiosidades: O=";—=—=1+—=0=P*-DP-1=0
ONNO L5
1 2 ) 2 _
PT=d+l1 :>c1>=1+‘/§z1,618034
D =D +1 O’ =20 +1 2
1 O =3D+2
—=0-1
O LO"=F®+F,,

Onde F, é o0 n-ésimo numero de Fibonacci. Estes numerosson 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34...
onde cada termo a partir do terceiro se obtén sumando os dous anteriores.

Mais relaciéns entre o nimero de ouro e a sucesion de Fibonacci:

a) se imos dividindo un nimero da sucesién entre o seu anterior obtemos: 1/1 = 1;
2/1=2;3/2=1.5;5/3=1.666...;8/5=1.6; 13/8 = 1.625.

c EG D B

105 11 115 12 125 13 135 14 145 15 15 16D 165 17 175 18 18 19 195 2 205

Como pode verse, achegdmonos rapidamente ao valor do nimero de ouro, primeiro por
debaixo, despois por arriba, por debaixo..., alternativamente.

b) Formula de Binet:

Para calcular un niumero de Fibonacci, por exemplo o que ocupa o lugar 20, hai que
calcular os 19 anteriores.

Isto non ten que ser necesariamente asi, pois Binet deduciu esta formula, que para o

Se por exemplo substituimos n por 20 obtemos Fo = 6 765.
Realmente podemos prescindir do 22 termo do numerador, para n >3 | 'n— NG
faise moito mais pequeno que o primeiro. Por exemplo, para n = 6, se

facemos ﬁ obtemos 8.0249 que redondeado é 8, o valor correcto.

autor é unha das mais bonitas das matematicas. n
F

6

Actividades

a) Calcula F31 e F30 coa formula de Binet.

b) Fai o cociente e mira se é unha boa aproximacion do nimero de ouro.
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O pentagono regular e o numero de ouro

—

Nun pentdgono regular a razén entre unha
diagonal e o lado é ® . Como sabemos
construir @, a construcién dun pentagono

regula é moi sinxela:

Se AB vai ser un lado do noso pentdgono,
. construimos o punto F alinado con A e B
que cumpra AF/AB igual a Fi (indicase como
facelo no texto).

Enton, AB serda o lado e AF a medida da
diagonal.

-

TR SR

Trazamos a mediatriz de AB e unha
circunferencia de centro A e radio AF.
I Coértanse en D que é un vértice do
pentdgono.

Trazamos agora unha circunferencia con
centro B e radio AB, cortase coa anterior en
C que é outro vértice do pentagono. So
queda calcular E que é moi facil.

O pentagono regular coas suas diagonais
coifécese como “pentagrama mistico” e
parece ser que volvia tolifos aos
pitagoricos, nel o nimero de ouro aparece
de forma desmesurada.

Do pentagrama sacamos este tridngulo,
chamado tridngulo dureo que permite
obter mais tridngulos aureos facendo a
bisectriz nun dos angulos iguais e formar
esta espiral. Esta espiral é parecida a espiral
aurea, a de Fibonacci e a espiral logaritmica
gue é a que aparece en: galaxias, furacans,
cunchas. xirasoles ...
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RESUMO

Conxuntos de
numeros

Naturais= N ={0, 1, 2, 3, ...}; Enteiros =2 Z ={..., -3,

-2,-1,0,1,2,3,..}

Racionais = Q = {%;ae Z,beZ,b+0};lIrracionais > I=R-Q;R=QuUI

Fraccions e
expresion decimal

Todas as fraccidns tefien expresion decimal exacta ou
periddica. Toda expresion decimal exacta ou
periddica pode pofierse como fraccion.

175 7
1000 40
X = 1.7252525... = 854/495

0.175 =

J2 irracional

~/2 non pode pofierse como fraccién.

Erro Absoluto

Erro Absoluto (EA) = |valor real —valor aproximado

V3 ~1.73: EA~0.0021.

Cota do erro Calculamos a cota calculando un valor maior EA < 0.003
Erro Relativo EA ER =222 _0.00121
R=—— V3
Valor real|

Control do erro

En cada suma ou resta o erro absoluto é a suma dos erros absolutos.

Os erros relativos simanse ao multiplicar dous numeros.

Densidade

Os numeros reais e 0s numeros racionais son densos. Entre cada dous nimeros

sempre podemos encontrar outro.

Representacion
na recta real

Fixada unha orixe e unha unidade, existe unha
bixeccidn entre os nimeros reais e os puntos da recta

Intervalo aberto

Intervalo aberto no que os extremos non pertencen
ao intervalo.

(2,7)={xeR/2<x<7}

(2,7) =

Intervalo pechado

Os extremos si pertencen ao intervalo

[-2,2]= {xe R; -2<x<L2}

[_2!2] =

Intervalos
semiabertos (ou
semipechados)

Intervalo cun extremo aberto e o outro pechado.

[-8,0) ={x e R/—-8 < x < 0}

[-8,0) =

Entornos

Forma especial de expresar un intervalo aberto:
E(a,r)=(a—r,a+r)

]
F{5; 3 ={31) = — D———
3 2 g

Matematicas orientadas 4s ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 1: NUmeros reais

www.apuntesmareaverde.org.es

llustracions:

Autor: Paco Moya
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
Paco Moya e Banco de Imaxes de INTEF



NUumeros reais. 42B da ESO

EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Aimaxe é a representacién dun niumero irracional, cal?

2. Representa na recta numérica: —3.375; 3.666...

3. Representa na recta numérica: —\/g;

n

0.4
4. Calcula o valor exacto de o2 5en calculadora.

5. Di cales destas fraccions tefien expresion decimal exacta e cales periddica:
9.30 37 21
407217250715

., 3 19
6. Calcula 3 fraccidns a, b, c tales que Z <a<b<c< 2—5

7. Faino teu caderno unha tdboa e di a que conxuntos pertencen os seguintes nimeros:

2 102
2.73535..; 71—2: Y32 ; o ;10100 = :—2.5:0.1223334444...

8. Contesta verdadeiro ou falso, xustificando a resposta.
a) QN (R -Q)={0}
b)Z cQ

c) a raiz cadrada dun ndmero natural é irracional.

V7 £Q

e) 1/47 ten expresion decimal periddica.

9. Pon exemplos que xustifiquen:

a) asuma e aresta de niumeros irracionais pode ser racional.

b) o produto ou divisién de niumeros irracionais pode ser racional.

10. Que serda a suma dun numero racional con outro irracional? (Pensa na sua expresion
decimal).

11. A suma de 2 nimeros con expresién decimal periédica, pode ser un enteiro?
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12. Expresa con palabras os seguintes intervalos ou semirrectas:
a. (-7,7]
b. {xeR/-3<x<5}

(4]

c.
d. (-2,+)

13. Cantos metros hai de diferenza ao calcular o perimetro da Terra pofiendo 7 ~ 3.14 en lugar
do seu valor real?, é moito ou pouco?

Basicamente tes que calcular o erro absoluto e o relativo.
*Radio aproximadamente 6 370 km.

14. Os antigos fixeron boas aproximacions de Pi, entre elas citemos a Arquimedes (século Il a.C.)
con 211 875/ 67 441 e a Ptolomeo (século Il d.C.) con 377/120.

Cal cometeu menor erro relativo?

15. O seguinte é un Pi-texto: “Son e serei a todos definible, o meu nome teflo que darvos,
cociente diametral sempre inmensurable son dous redondos aros”(Manuel Golmayo).

Conta e anota o numero de letras de cada palabra e veras de onde vén o seu nome. Inventa
unha oracién coa mesma propiedade, non é necesario que sexa tan longa (polo menos 10
palabras).

16. Calcula:
a) (3,5]U(4,6]
b) (3,5] M (4, 6]
c) (—0,2] N (=2, 4o )
17. Pode expresarse como entorno unha semirrecta?

18. Expresa como entornos abertos os seguintes intervalos:

a. (0,7)
b. (-8,-2)
c. (2, +o)

19. Expresa como intervalos abertos os seguintes entornos:
a) E(2,2/3)
b) E(-7,1/2)

“u, n,

20. Un numero irracional tan importante como Pi é o numero “e”: e = 2.718281828... que

n

cando n se fai moi, pero que moi, grande. Colle a calculadora e délle a n valores cada vez
maiores, por exemplo: 10, 100, 1 000 ... Anota os resultados nunha taboa.

n
- . , . 1
parece periddico pero non, non o é. Definese como o nimero ao que se achega (1+—
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I 1 1 1
21. Outra forma de definireé e=1+—+—+—+—+...

I 2! 3! 4!
Que diras ti que son eses numeros con admiracién! Chamase factorial e é moi sinxelo:
41=4-3-2-1 = 24, multiplicase desde o numero ata chegar a 1. Por exemplo:

6!=6-5-4-3-2-1=720. Non te preocupes, que a tecla ! esta na calculadora.
Podes calcular e con 6 cifras decimais correctas?
*Nota: Fixate que agora a converxencia é moito mais rdpida, so tiveches que chegar ata n="7?

22. Agora traballamos con valores exactos, nin as fracciéns ni os irracionais se substitien pola
45’ 5007
3 3
sua expresion decimal, exemplos: 3WV2+242=5V2

Calcula a 4rea e o perimetro dun rectangulo de lados V2 e v/8 m.

23. Calcula a drea e o perimetro dun cadrado cuxa diagonal mide 2 m.
24. Calcula a area e o perimetro dun hexagono regular de lado \/5 m.
25. Calcula o 4rea e o perimetro dun circulo de radio V10 m.

26. Calcula a area total e o volume dun cubo de lado %/7 m.

27. Por que numero temos que multiplicar os lados dun rectangulo para que a sua area se faga o
triplo?
28. Canto debe valer o radio dun circulo para que a sta drea sexa 1 m??

29. Temos unha circunferencia e un hexdgono inscrito nela. Cal é a razén entre os seus
perimetros? (Razdn é divisién ou cociente).

30. Que numeros ao cadrado dan 77
31. Que numeros reais ao cadrado dan menos de 7°?
32. Que numeros reais ao cadrado dan mais de 77

33. Medir o tamafio das pantallas en polgadas (“) xa non parece moi boa idea. A medida refirese
a lonxitude da diagonal do rectangulo. Asi unha television de 32” refirese a que a diagonal
mide 32”. Iso non dd moita informacidon se non sabemos a proporcién entre os lados. As
mais usuais nas pantallas de television e ordenadorson4:3 e 16: 9.

Se unha polgada son 2.54 cm, cales serdan as dimensiéns dunha pantalla de 32” con
proporcion 4 : 3?, e se a proporcion é 16/9? Cal ten maior superficie?
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AUTOAVALIACION

1) Sabes a que conxuntos pertencen os distintos numeros.
Indica nunha taboa ou nun diagrama (como o do texto) a que conxuntos numéricos pertencen

os seguintes numeros: 0; -2; 3/4, 7.3; 6.252525..., 7—2; /4 ; ¥—16 ;1.123124125...; 2.999...

2) Sabes redondear cun numero adecuado de cifras e calculas o erro relativo para comparar
aproximacions. Sabes calcular unha cota para o erro absoluto e o relativo.
a) Os seguintes numeros redondearonse, calcula unha cota do erro absoluto e do erro
relativo:
a_1)3.14

a_2) 45 600 con redondeo nas centenas.

2 . .
b) Setomamos+v10 = 3.16 ¢ 3~ 0.67 en cal das aproximacidns cometemos
proporcionalmente menor erro?

3) Sabes cando unha fraccion ten expresion decimal exacta ou periddica sen facer a division.
Prébao con estas:
30/150; 30/21

4) Sabes pasar de decimal a fraccion para traballar con valores exactos:
Calcula: 0.72525... + 0.27474...

5) Sabes representar numeros racionais e irracionais de forma exacta

=21 30
Representa de forma exacta 7;7;\/10;\/7

6) Dominas as distintas formas e notacions dun intervalo ou semirrecta (intervalo, conxunto con
desigualdades e grdfica).
Expresa en forma de intervalo (ou semirrecta), en forma de desigualdade e representa
graficamente:

a) Numeros reais inferiores ou iguais que -1.
b) Numeros reais comprendidos entre -4 e 2, incluido o 12 pero non o 29.

7) Sabes pasar dun entorno a un intervalo e viceversa.
a) Escribe como intervalo: E(-2, 2/3)
b) Escribe como entorno ou intervalo (-5/2, 7/3)

8) Sabes resolver problemas traballando con cantidades exactas.
Calcula a area, o volume e a diagonal principal dun ortoedro de lados V5; 2v/5 e 3v/5 m.
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Neste capitulo imos estudar as potencias de expoifiente natural e enteiro coas suas propiedades.
Aprenderemos a operar coas potencias aplicando as slas propiedades.

Estudaremos as potencias de exponente racional, que son os radicais, as suas propiedades asi como as
operacions que podemos realizar con eles. Deterémonos na racionalizacion, que é unha operaciéon moi
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Por ultimo estudaremos os logaritmos e as suas propiedades, que facilitan as operacidons pois
transforman, por exemplo, os produtos en sumas. Cando non habia calculadoras nin ordenadores e
querian multiplicar nUmeros de mais de dez cifras, como facian?
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1. POTENCIAS DE EXPONENTE ENTEIRO. PROPIEDADES

1.1. Potencias de exponente natural

Recorda que:

Dado a, un numero calquera, e n, un nimero natural, a potencia a” é o produto do nimero a por si
mesmo n veces.

En forma desenvolvida, a potencia de base a e expofiente n escribese: a"=a-a-a- ... -a, n veces, sendo
a calquera nimero e n un nimero natural.

Exemplo:
3°=3.3-3-3-3, 5veces.
(=3)°>=(=3) - (=3) - (-3) - (-3) - (-3), 5 veces.

A base a pode ser positiva ou negativa. Cando a base é positiva o resultado é sempre positivo. Cando a
base é negativa, se 0 exponente é par o resultado é positivo, pero se é impar o resultado é negativo.

Se calculamos os exemplos de arriba teremos:
3°=3.3.3.3.3=243. Resultado positivo porque multiplico un nimero positivo 5 veces.
(-3)°* = (-3) - (-3) - (-3) - (-3) - (-3) = —243. Multiplico un numero negativo un nimero impar de veces,
polo que o resultado é negativo. Cada vez que multiplicamos duas veces dous nimeros negativos danos
un positivo, como temos 5 quedaria un signo menos sen multiplicar, logo (+) - (=) = (-).
Recorda que:

Base positiva: resultado sempre positivo. w

Base negativa e expoiiente par: resultado positivo.

Base negativa e expoiiente impar: resultado negativo. }

Actividades resoltas

+ Calcula as sequintes potencias:
a)(=3)°=(-3)+ (-3)+ (-3) + (-3) * (-3) =243
b)24=2-2-2-2=16
c)—(2)*=—(2-2-2-2)=-16

1. Calcula as seguintes potencias:

a) -33 b) (2+1)3 c) —(—2x)?
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1.2. Potencias de exponente negativo
Definicion de potencia de expoiiente negativo—n e base a:

a"=1/a" a—n — 1 / an

Isto xustificase xa que se desexa que se sigan verificando as
propiedades das potencias:

a™/a" =a™™",
am™/am™*" = gm-(m*n) = g = 1/a".
Exemplo:

+ 5726 0mesmo que (1/5)%

2. PROPIEDADES DAS POTENCIAS. EXEMPLOS

As propiedades das potencias son:
PROPIEDADES DAS POTENCIAS
a) o produto de potencias da mesma base é igual a outra Py
potencia da mesma base e como expoifiente a suma dos s
expofientes. e
an . am: am+n (“lﬂ)ll _— ;lll.lll
(a.b)* = a®.b"
Exemplo:
(n)“ B a®
4+ 32-3=(3-3)-(3-3-3-3)=3%2=3° AR

b) O cociente de potencias da mesma base é igual a outra potencia que ten como base a mesma,
e como expoiiente a diferenza dos expoientes.

a’:am"=a"""m
Exemplo:
+ 5%/5%=(55:5:55)/(5 5 5)=5>3=5
c) A potencia dunha potencia é igual a potencia cuxo expofiente é o produto dos expofnentes.
(a")"=qa"m
Exemplo:
+ (723=(7-7)-(7-7)-(7-7)=7°

d) O produto de potencias de distinta base co mesmo expoiiente é igual a outra potencia cuxa
base é o produto das bases e cuxo expoiiente é o mesmo:

a"-b"=(a-b)"
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Exemplo:
4+ 32.52=(3-3)-(5:5)=(3-5)-(3:5)=(3-5)?

e) O cociente de potencias de distinta base e 0 mesmo expoiente é igual a outra potencia cuxa
base é o cociente das bases e cuxo expoifente é o mesmo.

a"/b" = (a/b)"
Exemplo:
+ 8/7°=(8-8-8)/(7-7-7)=(8/7)-(8/7)- (8/7) = (8/7)

Todas estas propiedades das potencias mencionadas para os expofientes naturais seguen sendo validas
para outros expofientes: negativos, fraccionarios...

Actividades resoltas
#+ Calcula as sequintes operaciéns con potencias:
a)35-92=35.(32)2=35.34=39
b) (23)3=23-3=29°
c) 53/50=53-0=153
d) 34/35= 34-(-5) = 34+5= 39
Actividades propostas
2. Efectua as seguintes operacidns con potencias:

a) (x+1)-(x+1)3 b) (x+2)3: (x+2)* ¢ {(x—1)3* d)(x+3)(x+3)3

3. POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL. RADICAIS

3.1.Potencias de expoifente racional. Definicion.

Definese a potencia de expofiente fraccionario e base a como:

I
a”=3a"
—

Exemplo:

& Expofientes fraccionarios: (16)3/* = 1163

As propiedades citadas para as potencias de expoinente enteiro son vdlidas para as potencias de
expofientes fraccionarios.

Exemplo:

+ 82/3=3x/8_2=3\/6_4=4
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3.2. Radicais. Definicion. Exemplos

Definese raiz n-ésima dun nimero a, como o nimero b que | dice ralz
verifica a igualdade b" = a. |
n b b
a=bobr=a a d
Sendo: n é o indice, a é a cantidade sub-radical ou radicando ~ “*""'9%% S
subradical b € araiz n-gsima de a

Pt

e b é a raiz n-ésima de a.
F'ddi al

Raiz

b

'I cando

Importante: n sempre é positivo. Non existe a raiz —5.

A radicacion de indice n é a operacion inversa da potenciacion de exponente n.

Pola definicion de raiz n-ésima dun nimero a verificase que se b é raiz, enton:

Va=beb'=a

Observa que se pode definir: a¥"= Y/a xa que: (a/7)"= gl¥/n 1= gl = g
Como a*/" satisfai a mesma propiedade que b deben ser considerados como 0 mesmo nimero.

Exemplos:

+ (16)3/* =V163 = /2" = V212 = ()" =2° =38
+ g=38> =364 = 4

3.3.Propiedades dos radicais. Exemplos

As propiedades das potencias enunciadas anteriormente para o caso de expofientes fraccionarios
tamén se poden aplicar as raices:

a) Se multiplicamos o indice dunha raiz n por un nimero p e, 4 vez, elevamos o radicando a ese
ndmero p o valor da raiz non varia.

Verificase Vp # 0 que:

Demostracion:
14

n-p —— 1 n
aP =qr "= qn = \/a
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Exemplo:
* %/g = §/2—5 . Verificase xa que segundo acabamos de ver: i/_ = 3'\2/5_2 ={/25

b) Para multiplicar raices do mesmo indice, multiplicanse os radicandos e calculase a raiz de indice
comun:

Na - ¥b = Yab.
Demostracion:

Segundo as propiedades das potencias de expofientes enteiros verificase que:

1 1 1
Ya-b=(a-b)y» =an-b" =a-Vb
c) Paradividir raices do mesmo indice, dividense os radicandos e calculase a raiz do indice comun.
Supofiemos que b# 0 para que tefia sentido o cociente.

a [a

nl—

%o Vb

Demostracion:
Se escribimos:

Exemplo:

L far ]
e A -

d) Para elevar un radical a unha potencia basta con elevar o radicando a esta potencia:

(p\/g)m — /g™

Demostracion:
Esta propiedade podémola demostrar como segue:

(T =far | e -l W=

:an :(am)aznam

e) Araiz dunha raiz é igual 4 raiz cuxo indice é o produto dos indices: m>0emeZ
Wiz = "2
Demostracion:

Verificase que:

Exemplo:

L 33 x5y \/XIS = (X5 y30)5 = (xI5) 15 (y30)1s = x.y2

Actividades resoltas
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+ Reduce a indice comun (6) os seguintes radicais: {536; 3/70

V536 = 323-67 = /(23 - 67)%;
V70=32-5-7=123-53.73.

#+ Saca factores féra da raiz:

Y108 =1322.33=3/22-32.3=2.3-V3=6-13

#+ Escribe os seguintes radicais como unha soa raiz:

V24 233 | 2°-3

3-V4 33-%47 633.24
V3 VE_ = =32-32=%18

3. Calcula:
2) (Va& b9’ NN A} D)
4. Calcula:

a)zi/z:i/g b)\/gzz
\Vsy VVy 3 V3

5. Realiza as seguintes operaciéns con radicais:

a) z{/g:i/:;:)z( b) (3/(x +3)%)°
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4. OPERACIONS CON RADICAIS: RACIONALIZACION

4.1. Operacions. Definicion. Exemplos

Suma e resta de radicais
RECORDA:

Para sumar e restar radicais estes deben ser idénticos:

VA+V9=2+3=5=%+13
Para sumar estes radicais hai que sumar as suas expresions aproximadas.

Porén a expresion:

75 +11W5 -5 =175

si se pode sumar e restar xa que os seus radicais son idénticos

PARA PODER SUMAR OU RESTAR RADICAIS COMPRE QUE
TENAN O MESMO INDICE E O MESMO RADICANDO.

SO CANDO SUCEDE ISTO PODEMOS SUMAR OU RESTAR OS
COEFICIENTES OU PARTE NUMERICA DEIXANDO O MESMO
RADICAL.

Exemplo:

4+ V18 + V841250 =v2-324++/23 ++/2-5%

Polas propiedades dos radicais podemos sacar factores do radical deixando que todos os radicais sexan
idénticos:

V232 44222 442.52.52 2342424245542 =342 + 242 + 2542 = 3+ 2+ 25)4/2 = 3042

Produto de radicais

Para multiplicar radicais debemos convertelos en radicais de igual indice e multiplicar os radicandos:

1.- Calculamos o m.c.m. dos indices.

2.- Dividimos o m.c.m entre cada indice e multiplicdmolo polo expofiente do radicando e
simplificamos.

Exemplo:

 V8-Y7="983-75="[(23)3 .75 = V20 75
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Division de radicais
Para dividir radicais debemos conseguir que tefian igual indice, como no caso anterior, e despois dividir
os radicais.
Exemplo:

n @_23:}/1 _ 6\/332.442 _ 6\/33.(22)2 _ 6\/33.24 _ 43721 = {18

23.3 23.3

Raiz dunha raiz

E a raiz cuxo indice é o produto dos indices (segundo se demostrou na propiedade e), e despois
simplificamos extraendo factores féra do radical se se pode.

Exemplo:
- "e{/x7-y5=i/x7-y5=6\/x6'x1-y5 =x-6/x-y5
RECORDA:

Para extraer factores do radical débese cumprir que o expofiente do radicando sexa
maior que o indice da raiz.

2 opciodns:

v Dividese o expofiente do radicando entre o indice da raiz, o cociente indica o
numero de factores que extraio e o resto os que quedan dentro.

v' Descompodiiense os factores do radicando elevandoos ao mesmo indice da
raiz, cada expoinente que coincida co indice, saird o factor e os que sobren
guedan dentro.

Exemplo: 1, W30 = E.45 = 2 W&
% Extrae factores do radical: 9, NE = Y213
285 227 [22.7-x%x2x - T3 97
\/75y3:\/3_52y3:\/ 3.52.y2.y - 3. NI _ JI.NE
JE JE

Os factores que poderiamos extraer serian 0 2, x, y e 0 5, da seguinte
maneira:

=«d = 2

Dividimos o expoiiente do x, 5, entre 2, xa que o indice da raiz é 2, e temos de cociente 2 e de resto 1,
polo que sairdn dous x e queda 1 dentro.

De igual forma para o y, dividimos 3 entre 2 e obtemos 1 de cociente e un de resto, polo que sae 1y e
queda outro dentro.

22.7.x%.x2.x 2x% |7x
Vexamos: —— 1 = —
3.57-y"-y 5y \ 3y
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N
N

6. Escribe baixo un sé radical e simplifica: 2. [3- [4- [5-V638

8. Realiza a seguinte operacion: VX3 +416%7 +4/x

2
9. Calcula e simplifica: 2\/E B’x—- 4\/5
x 8 5

4.2. Racionalizacion. Exemplos

7. Calcula e simplifica:

Racionalizar unha fraccién alxébrica consiste en atopar outra equivalente que non tefia radicais no
denominador.

Para iso, hai que multiplicar numerador e denominador pola expresidon adecuada.

Cando na fraccién sé hai monomios, multiplicase e dividese a fraccion por un mesmo numero para
conseguir completar no denominador unha potencia do mesmo expofiente que o indice da raiz.

Exemplo:
LN
X
Multiplicamos e dividimos por‘{& para obter no denominador unha cuarta potencia e quitar o radical.
Jo - X6 _Ax Y6 Aex _ Yox
e Ux e A x
Cando na fraccién aparecen no denominador binomios con raices cadradas, multiplicase e dividese por

un factor que proporcione unha diferenza de cadrados, este factor é o factor conxugado do
denominador.

J5+JB, 0 seu conxugado é:\/g—\/B.

Outro exemplo: (\/5 +b) o seu conxugado é: (\/5 —-b)

Exemplo:

32

* \/E \/g . Multiplicamos polo conxugado do denominador que neste caso é: \/§ - \/g
+

W2 3W2(3-45) 32(3-45) _ 3V2({3-45)
3445 (V34453 -4/5) 3-5 2
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. . ., X+3y
10. Racionaliza a expresion: ———
Ix -2y

3\/§+2\/E

11. Racionaliza:——————
V3+42

5J5-242
J5-2

12. Racionaliza:

5. NOTACION CIENTIFICA

5.1. Definicion. Exemplos

A notacidn cientifica utilizase para escribir nUmeros moi grandes ou moi pequenos.
A vantaxe que ten sobre a notacidon decimal é que as cifras se nos dan contadas, co que a orde de
magnitude do niumero é evidente.

Un namero posto en notacidn cientifica consta de:

v/ Unha parte enteira formada por unha soa cifra que non é o cero (a das
unidades).

v' O resto das cifras significativas postas como parte decimal.

v Unha potencia de base 10 que d4 a orde de magnitude do niimero.

N=a,bcd...-10"
sendo: a sua parte enteira (sé unha cifra).
b cd... asUa parte decimal .
10" a potencia enteira de base 10
Se n é positivo, o nUmero N é “grande”.

E se n é negativo, entédn N é “pequeno”.

Exemplos:
#+ 2.48-10% (= 248 000 000 000 000): Numero grande.
#+ 7.561- 1078 (= 0.000000000000000007561): NUmero pequeno.
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5.2. Operacions con notacion cientifica

Para operar con numeros dados en notacién cientifica procédese de forma natural, tendo en conta que
cada numero estd formado por dous factores: a expresion decimal e a potencia de base 10.

O produto e o cociente son inmediatos, mentres que a suma e a resta esixen preparar os sumandos de
modo que tefian a mesma potencia de base 10 e asi poder sacar factor comun.

Exemplos:
a) (5.24 -10°) - (6.3 - 108) = (5.24 - 6.3) - 105*8=33.012 - 10%*=3.3012 - 10%°
. 6
b)zlzlflégg = (5.24:6.3)-10°°(-® = 0.8317 - 10™* = 8.317 - 10%3
RECORDA:

v' Para multiplicar nimeros en notacién cientifica, multiplicanse as partes
decimais e simanse os expofientes da potencia de base 10.

v Para dividir nimeros en notacién cientifica, dividense as partes decimais e
réstanse os expofentes da potencia de base 10.

v’ Se fai falla multiplicase ou dividese o nUmero resultante por unha potencia
de 10 para deixar unha soa cifra na parte enteira.

c)5.83-10°+6.932-10'2-7.5-10=5.83-10°+ 6932 - 10°-75 - 10°=(5.83 + 6 932 — 75) - 10°=
=6862.83 - 10°=6.86283 - 10*2

RECORDA:

v/ Para sumar ou restar nimeros en notacidn cientifica, hai que pofier os niumeros coa
mesma potencia de base 10, multiplicando ou dividindo por potencias de base 10.

v Sacase factor comun a potencia de base 10 e despois simanse ou réstanse os himeros
decimais quedando un numero decimal multiplicado pola potencia de 10.

v Por ultimo se fai falla multiplicase ou dividese o nimero resultante por unha potencia de
10 para deixar na parte enteira unha soa cifra.

13. Calcula:
a)(7.83-107)-(1.84 - 10%3) b) (5.2 -10%): (3.2 - 10°)

14. Efectla e expresa o resultado en notacidn cientifica:

-5 —4 . 4
a)3.10 +7.10 b) 7.35-10

107
0° 510} =103 +3.2-10

15.Realiza as seguintes operacions e efectla o resultado en notacion cientifica:

a) (43-103—7.2-10%)? b) (7.8 - 107)3
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6. LOGARITMOS
6.1. Definicion

O logaritmo dun niumero m, positivo, en base a, positiva e distinta de un, é o expofente ao que hai que
elevar a base para obter este nimero.

Sea>0,logom=z< m=dad?

Os logaritmos mais utilizados son os logaritmos decimais ou logaritmos de base 10 e os logaritmos
neperianos (chamados asi en honor de Neper) ou logaritmos en base e (e é un numero irracional cuxas
primeiras cifras son: e = 2.71828182...). Ambos os dous tefien unha notacion especial:

logio m =log m logem =Inm

Exemplos:

+ logz9=2<9=32

4 log,16=4<16=24

#+ logi000=3 <1000 =10°

+ lne=1e=e!
Como consecuencias inmediatas da definiciéon deducese que:

v" 0 logaritmo de 1 é cero (en calquera base).

Demostracion:

Como a° = 1, por definicion de logaritmo, temos que log, 1 = 0.

Exemplos:
+ log.1=0. v 0 Iogar!tmo delé celro (en calquera base). ]
v" 0O logaritmo da base é 1.
+ log21=0. v Sé tefien logaritmos os nimeros positivos. ]
+ logz1=0.

v" 0O logaritmo da base é 1.

Demostracion:

Como a* = g, por definicion de logaritmo, temos que log,a = 1.

Exemplos:
+ log,a=1.
+ loga3=1.
#+ logs5=1.
+ logs 3°=5.
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v' S04 tefien logaritmos os hiimeros positivos, pero pode haber logaritmos negativos. Un logaritmo
pode ser un nimero natural, enteiro, fraccionario e mesmo un ndmero irracional.

Ao ser a base un numero positivo, a potencia nunca nos pode dar un nimero negativo nin cero.
+ /og> (—4) non existe.

log2 0 non existe.

log 100 = 2 <> 100 = 102.

log0.1=-1<0.1=10"1

log10 =1/2 <+/10 =10Y2,

log 2 =0.301030...

- F &

Actividades resoltas
4 log:8l=x< 3¥=81=3"=3"=x=4
+ 10g,128=x<2=128 = 2*=2=x=7
4 logs(v243) =x < 3¥=(243)Y2= 3*= (35)2= x = 5/2

15. Copia a taboa adxunta no teu caderno e emparella cada logaritmo coa sua potencia:

2°=32 logs1=0 20=1 52=125
51=5 log22=1 50=1 log,32=5
21=2 log21=0 logs5=1 logs 25 =2
2°=16 logz 81 =4 log, 16 =4 34=81
16. Calcula utilizando a definicién de logaritmo:
a) log, 2° b) logs 25 c)log, 24 d) logs 53°
17. Calcula utilizando a definicién de logaritmo:
a) logsz 27 b) logio 100 c)logi/2 (1/4) d) log100.0001
18. Calcula x utilizando a definicién de logaritmo:
a) log, 64 = x b) logi2x =4 c) log«25=2
19. Calcula utilizando a definicion de logaritmo:
a) loga 64 +logz 1/4 —logs 9 — loga(v2)
b) log>1/32 +logs 1/27 —logz 1
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6.2. Propiedades dos logaritmos

1. O logaritmo dun produto é igual 48 suma dos logaritmos dos seus factores:

‘loga (x-y) =logax + IOga)/{

Demostracion:

Chamamos A = log,x e B = logq y. Por definicion de logaritmos sabemos que:
A =logex < a” = x.
B=logsy < da®=y.

Multiplicamos: x -y =a* - a8 = a**8< logax -y =A + B =logax + logay.

Exemplo:

+ loga(2-7)=log.2 +log.7.
2. O logaritmo dun cociente é igual ao logaritmo do dividendo menos o logaritmo do divisor:

|/090 (x/y) = logax — IOQGY{

Demostracion:

Chamamos A = logqx e B = logq y. Por definicién de logaritmos sabemos que:
A=log.x < a* = x.
B=logsy < ad®=y.

Dividimos: x/y=a*/aB =a*B< loga(x/y) =A —B =logax —logay.

Exemplo:

+ log, (75/25) = log, 75 — log, 25.
3. O logaritmo dunha potencia é igual ao expofiente multiplicado polo logaritmo da base da
potencia:

logaX’=y. /oga)d

Demostracion:
Por definicidn de logaritmos sabemos que:
A=logax o ad'=x< (@A) =x=a* V< A-y=logax’ =y - logax.
Exemplo:
+ /0gs2°=5 - logq 2.

4. O logaritmo dunha raiz é igual ao logaritmo do radicando dividido polo indice da raiz:

loga Y/x = lloga X
n

Demostracion:

Tendo en conta que unha raiz é unha potencia de exponente fraccionario.
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Exemplo:

+ logq 327 = (log%ﬂ)

5. Cambio de base: O logaritmo en base a dun nimero x é igual ao cociente de dividir o logaritmo
en base b de x polo logaritmo en base b de a:

loga X = lOg—bX

log, a

Esta expresion cofiécese co nome de “formula do cambio de base”. As calculadoras sé permiten o
calculo de logaritmos decimais ou neperianos, polo que, cando queremos utilizar a calculadora para
calcular logaritmos noutras bases, precisamos facer uso desta formula.

Exemplo:

log11l _ 1.04139269

= = 3.45943162.
log 2 0.30103

+ log,11=

Actividades resoltas
#+ Desenvolve as expresidns que se indican:

32
log; {ac—?} =log; [a3 -bz]— logs ¢* =logs @’ +log, b* —logs c* =3logs a+2logsb—4log, C

2 )} 2
log[ )2 J =310g( )é ]zS[long—log(ys-z)]=3(210gx—510gy—logz)=610gx—1510gy—310gz
y -z

& Escribe cun unico logaritmo:

3log:a + %log2 X—%log2 b+2log,c—4=1log,a’ +log, \/;+10g2 ¢ —log,b* —log, 2" =

= (log, a’+ log, Ix + log, c?)- (log, W+ log, 2Y = logz(a3 'x/;-cz) - logz(W.24) = logz[

a3 .\/;_&}
Y2 24

#+ Expresa os logaritmos dos sequintes numeros en funcién de log2=0.301030:

a) 4= logd=1log2?=2"log2=2-0.301030 = 0.602060

b) 1024 = log1024=1log2'°=10"log2=10-0.301030 = 3.01030

20. Desenvolve as expresions que se indican:

/4X2 a’b?
a) In3 ? b) log[ﬁ]

21. Expresa os logaritmos dos numeros seguintes en funcién de log3 = 0.4771212
a) 81 b) 27 c) 59 049

22. Simplifica a seguinte expresion: %logm —2logt—logp +§logh
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Potencias e raices. 42B da ESO

CURIOSIDADES. REVISTA

/ Utiliza a calculadora ou o ordenador para calcular 26378 \

D4 erro! non sae. E preciso usar logaritmos! Aplicamos logaritmos decimais & expresion:
x = 26378 < log(x) = 378*log(26)
Iso si saben calculalo a calculadora ou o ordenador. Da:
log(x) = 534.86 <> x = 10 >3486 = 10°34. 10086 = 10 >34 . 7.24.
Solucion:

26%78=7.24 - 10%34,

E un nimero tan grande que nin o ordenador nin a calculadora saben calculalo directamente e é
Q:cesario usar logaritmos. Repite o proceso con 50?°° e comproba que che sae 6.3 - 1033, /
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ﬂ Potencias e raices. 4°B

da E£
”

Googol (10'%9)
10, 000, 000, 000, 000,
10/\ 100 000, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000, 00O,
000, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000
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RESUMO

Potencias de expofiente
natural e enteiro

a"=1/a"

(-37=(-3) - (-3)=9
| N 9\ _
37 =(2)

Propiedades das potencias

a"- g™ =qgmn
an am — an-m
(an)m = an.m
a’-b"=(a-b)"
a"/b"= (a/b)"

(3P (-3P= (-3 = (-3)°
53: 52= 52—1= 51
(_35)2 - (_3)5.2 - (_3)10
(=2)*- (-5)*=((-2) - (-5))°
3%/24= (3/2)*

Potencias de expofiente
racional. Radicais

a”=3a"

(16)3/4

Propiedades dos radicais

nazn'I(/'a_p
Va Vb =Ya'b

\/E n|Q

L
V@ = Vam
"|{a = "\a

{52 =425
023352 -¥6
-

3\/7_37 Yot =3a’ =a
2y =23 5 =335 =45

Racionalizacion de radicais

Suprimense as raices do denominador.

Multiplicase numerador e denominador pola
(conxugado do

expresion  adecuada

denominador, radical do numerador, etc.)

I B3
e

1 B 5+\/§ _
53 5-3)G+3)
B 5+\/§ _5+\/§

oq3y? o2

Notacion cientifica

Un numero posto en notacién cientifica
consta dunha parte enteira formada por
unha soa cifra que non é o cero (a das
unidades). O resto das cifras significativas
postas como parte decimal. Unha potencia
de base 10 que da a orde de magnitude do
ndmero:

N=a.bcd... - 10

5.83-10°+6.932 - 10'2-7.5 - 10%°=
5.83-10°+6 932 - 10°- 75.10°=
(5.83+6932-75)-10°= 6 862.83 - 10°=
6.86283 - 10%?

(5.24 - 10°) - (6.3 - 108)
3.32012 - 10%°

=33.012-10%=

5.24 - 10°

W =(5.24:6.3)- 1068
=0.8317 - 104
=8.317.10%3

Logaritmos

Sea>0,logaom=zm=af
|Ioga (x-y) = loga x + log, y|
loga (x/y) = logs x —ogey)
logaX’ = y.log,

loga(75/25 ) = loga 75 —
logs2°=5-log, 2

logai/27 = (_logg 27)

logq 25

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitulo 2: Potencias e raices

www.apuntesmareaverde.org.es

§ Marea Verd

Autor: José Antonio Encabo de Lucas
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




EXERCICIOS E PROBLEMAS

Potencias

. Expresa en forma exponencial:

1 t 1 272 Xy
—  p) — = d
A 64 ) t’ % 7 9 8173 e) x*.y™

. Calcula:

1 1
a) 4> b)1253 ¢)625

-4 2

)6 e)(83)°

5 2
6 3

d) (64

Radicais

. Expresar en forma de radical:

7

a)x? b) (m*n)> o) [(x*)*] d)a*

N\>—‘
Lm—-

. Expresar en forma exponencial:

a) (3\/)(_2)5 b) aa_6 c) ”\/Q/a_k d) {/X(5x+l) e) W f)342f(X2)§

. Expresa como potencia Unica:

Vo' Vs e \F f L a
) — b C)a.\/g d) 2-3Z e) a. ” f)E-ﬁ-ﬁ g) = .ﬁ

a 25

Propiedades dos radicais

. Simplifica:

2)3/64 b)\/\/; 0 \/\/a b’-c d)3/4 e)(, 2) f)\l \/X\Iy Yy g)s\/xz.}lolxz_\/F
a.b

. Extraer factores do radical:

a)¥32x*  b)i8la’b’c ) (/v2)" d)\/

5 32a’
\/ e) 28 x3 f) :
75y \ 450

. Introducir factores no radical:

3 2 1 5 1 2.9
a)2.\/; b) 3.\E CW\E d)2.4\/g e) T/E f)ﬁ/;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Operacions con radicais

Efectia:

5 3 2 3
a) ¥a - Vaz - Yb*- Yb? b)/5a-/10ab/8a’b-v/a O E:\Ef)%
Efectua:

a)V18++/50 -2 —+/8 b) /508 —+18a c) +/320 ++/80 —+/500 d)\/6l:+\g

e) 5196 3—32 f) %/%5—@ g) \150+ /5424

Racionalizar

Racionaliza os denominadores:

D5 b3 g 4 g 6 V3 )\/_\/_
e 0n Ve Yo e e

Racionaliza e simplifica:

o1y V2 )ﬁ+2f )ﬁ+2f )4\/_ 2421 .
25+3 24243 7 Jo5 T 3-242 2457 x+x -1

Efectua e simplifica:

L o
NN

\/_+1) 345 V3 . 3

) (3+2:+/2 b) \/——_ c) (1-1+\/§).(1+1—\/§

Logaritmos

Desenvolve os seguintes logaritmos:

a) “{ yJ-X_} ]; b) Tog, {| XY

71/2.02
Simplifica a seguinte expresion:

log, 5—-3log, a+%log2 9
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Notacion cientifica

16. A masa do Sol é 330 000 veces a da Terra, aproximadamente, e
esta é 5.98 - 10%'t. Expresa en notacidn cientifica a masa do Sol,
en quilogramos.

17. O ser vivo mais pequeno é un
virus que pesa arredor de 108 ge o
mais grande é a balea azul, que pesa,
aproximadamente, 138 t. Cantos virus
serian precisos para conseguir o peso da
balea?

Virus da gripe

Lo ~teuraminiaasa

18. Os cinco paises madis contaminantes do mundo (Estados Unidos,
China, Rusia, Xapon e Alemaia) emitiron 12 billéns de toneladas de CO; no
ano 1995, cantidade que representa o 53.5% das emisidns de todo o
mundo. Que cantidade de CO; se emitiu no ano 1995 en todo o mundo?

Electréns
19.  Expresa en notacion cientifica: |
o
a) Recadacion das quinielas nunha xornada da Newrons N,
liga de futbol: 1 628 000 €. Ay
b) Toneladas de CO; que se emitiron &4 atmosfera en 1995 en Estados | | % )
Unidos 5 228.5 miles de milléns. \ 9 N e

.‘—.a - i"g‘ ] \ |
c) Radio do atomo de osixeno: 0.000000000066 m. L Prowens S

.~ -—C‘—".

20. Efectla e expresa o resultado en notacidn cientifica:
a)(3-107)-(8-10%) b)(4-101%)-(5-103) c)(5-10*):(2-103) d)3.1-10%2+2-10% ¢)(4-10°)2

21. Expresa en notacion cientifica e calcula:

0.000541 10318 000 2700000—-13000000
a) (75 800)* : (12 000)* b) ¢) (0.0073)2 - (0.0003)2 d)
1520000 -0.00302 0.00003 — 0.00015

22. Efectla e expresa o resultado en notacidn cientifica:

3107 +7107* b)7'35 104

- 107 -103- . 105
106_5105 5.10—3 +32 10 C)(43 10 72 10)

a)

23. Que resultado é correcto da seguinte operacidon expresada en notacion cientifica:
(5.24 - 10°) - (8.32 - 10°):
a) 4.35968 - 1012 b) 43.5968 - 1013 c) 4.35968 - 10%! d) 4.35968 - 1013
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AUTOAVALIACION

1. O nimero 8 *3 vale:
a) un dezaseisavo b) Dous c) Un cuarto d) Un medio.

2.Expresa como potencia de base 2 cada un dos nimeros que van entre paréntese e efectia despois a

1
operacion: (16”4)'(?/2)'(5) . O resultado é:

a) 213 b) 2-/4 c) 253 d) 2°°
3.0 nimero: {468 ¢ igual a:
a) 6%/ b) 2%/ c) 2°/6- 6%/° d) 2

3

V16

4. Cal é o resultado da seguinte expresidn se a expresamos como potencia Unica?:

1 2 2
b) = _c
A3 1 )

5.Simplificando e extraendo factores a seguinte expresion ten un valor: i/+/625-a®.b”.c®
a)5’.ab.c’dab’c b) 5-a’.b.c/a’.b’.c? ¢) 5.ab.cia’b’c® d) Sabcia’b’c?

6. Cal dos seguintes valores é igual a a¥??

a)a'?. g2 b) a2 - gt c) (a?)? d) a3 a2

d V2

a)

5 V112
7.Cal é o resultado desta operacién con radicais?: \/6_ —5\/2_8 +T

a)2-7 b) %l-ﬁ ) —%ﬁ d)%.ﬁ

8.Unha expresion cun Unico radical de: 3/24/(x + 2)* +/(x + 1) esta dada por:

a) Y C(x+2)(x+1) b) g (x+2)(x+1) Rx*(x+2)°.(x+ 1 d) ®/x*(x+2) (x+1)

9. Para racionalizar a expresion: ————= hai que multiplicar numerador e denominador por:
2\/5 + \/§

a) 3 -+/5 b)2-4/3-+/5 c)2+4/5 d)v/5+4/3

10.Cal é o resultado en notacidn cientifica da seguinte operacién?: 5.83 - 10°+ 6.932 - 10'2— 7.5 - 10%°

a) 6.86283 - 10*2 b) 6.86283 - 103 c) 6.8623- 10 d) 6.8628 - 10*?

. . iy S 5.24 - 1010
11. Cal é o resultado da seguinte operacion expresado en notacién cientifica?: w3 107
a) 0.8317 - 10Y b) 8.317 - 10 c)8.317-10% d) 83.17 - 10
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Resumo

En multitude de situaciéns o ser humano vese obrigado a cuantificar, a manexar cantidades, datos,
numeros, xa sexa para explicar algo ocorrido no pasado, algun feito que estea sucedendo na
actualidade, ou para predicir ou prognosticar o comportamento de determinado fenémeno no futuro.
Malia & dificultade que poidan entrafiar esas xustificacidns, algunhas ferramentas son de cardcter
sinxelo, como as operacidns usuais de suma, resta, produto e division. En ocasiéns hai que manexar
datos ainda non cofiecidos, polo que aparecen indeterminadas ou variables. A mestura de nimeros
reais e as catro operaciéns basicas lévanos as expresions alxébricas e, dentro delas, destacan unhas
expresions concretas polo seu abundante uso e simplicidade de exposicion, os polinomios.
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1. INTRODUCION. EXPRESIONS ALXEBRICAS

1.1. Introducioén

Non fai falla imaxinar situacidns rebuscadas para que, @ hora de realizar un razoamento, nos topemos
con algunha das catro operacidns matematicas bdsicas: suma, resta, multiplicacién ou divisién.

Exemplos:

4 Tres amigos realizaron unha viaxe de vacaciéns. A volta, sumaron os
gastos efectuados e estes ascenden a 414 euros. O gasto realizado por

414
cada un foi deT euros, é dicir, 138 euros.

4 Se imos comprar mandarinas a unha froiteria na que o prezo dun quilogramo é de 1.25 euros,
resulta habitual que, segundos imos introducindo a froita nunha bolsa, vaiamos tenteando o
importe final. Para iso podemos colocar varias veces a bolsa sobre unha balanza e, tras observar

~ 0 peso, realizamos a operacién

1.25-x

onde X é a cantidade de quilogramos que nos indica a balanza.

Despois de cada pesada, o resultado desa multiplicacidon reflicte o

importe das mandarinas que, nese momento, contén a bolsa.

4 Supofiamos que temos un contrato cunha compafiia de telefonia mébil polo que pagamos 5
céntimos de euro por minuto, asi como 12 céntimos por establecemento de chamada. Con esa
tarifa, unha chamada de 3 minutos custaranos:

(0.05-3)+0.12=0.15+0.12 = 0.27 euros

Pero cal é o prezo dunha chamada calquera? Como descofiecemos
a sUa duracion, atopamonos cunha cantidade non determinada, ou
indeterminada, polo que en calquera resposta que deamos a
pregunta anterior se apreciara a ausencia dese dato concreto.
Podemos dicir que o custe dunha chamada calquera é

(0.05-x)+0.12 =0.05-x + 0.12 euros

onde X sinala a sua duracién, en minutos.

1. A finais de cada mes a empresa de telefonia mébil proporciénanos a
factura mensual. Nela aparece moita informacién, en particular, o
numero total de chamadas realizadas (N) asi como a cantidade total de
minutos de conversa (M). Cos datos do anterior exemplo, xustifica que
o importe das chamadas efectuadas durante ese mes é:

(0.05-M)+(0.12-N) =0.05-M + 0.12 - N euros
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Exemplo:

4 E ben cofiecida a formula da area dun tridngulo de base b e altura asociada h:

b-h
2 ]

En todos estes exemplos xurdiron expresions alxébricas. .

1.2. Expresions alxébricas

Chamamos expresion alxébrica a calquera expresion matematica que se constrida con numeros reais e
as operacions matemadticas bdsicas: suma, resta, multiplicacion e/ou divisién. Nunha expresion
alxébrica pode haber datos non concretados; segundo o contexto, recibirdn o nome de variable,
indeterminada, parametro, entre outros.

Se nunha expresidn alxébrica non hai variables, esta expresién non é mdis que un nimero real:

Exemplo:

3-(-7) -21 -21 -21 -21-15 —-315 -315 2 =313
4 27743 257 T 0wt T2 Ty YTy Ty T
5 3 5.3 3.5 15 15 15

Ao fixar un valor concreto para cada indeterminada dunha expresion alxébrica aparece un niumero real:
o valor numérico desa expresion alxébrica para tales valores das indeterminadas.

Exemplo:

4 O volume dun cilindro vén dado pola expresion alxébrica
z-r*-h
na que r é o radio do circulo base e h é a sua altura. Deste modo, o
volume dun cilindro cuxa base ten un radio de 10 cm e de altura 15
cm éigual a:

V=ar+h

m-102-15=1500-7 cm?3

4+ A expresion alxébrica que representa o produto dos cadrados de dous nimeros calquera X e y

simbolizase por x? - y2.

- X 6 . . .
#+ Se na expresion 7 +5+ X- y3 — — particularizamos as tres variables cos valores X =4, y=-1,
Z

1 4
Z = — xorde o numero real7+§+4-(—1)3 —%:7+2—4—12:—7

Nunha expresidn alxébrica pode non ter sentido outorgar algun valor a certa indeterminada. En efecto,
no ultimo exemplo non é posible facer z=0.

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




2. Recorda a expresién alxébrica que nos proporciona a lonxitude dunha \ "I

circunferencia. —— i

3. Escribe en linguaxe alxébrica os seguintes enunciados, referidos a dous niumeros calquera X e y:
a) a metade do oposto da sua suma.
b) a suma dos seus cubos.
c) o cubo da stda suma.
d) o inverso da sda suma.
e) a suma dos seus inversos.

4. Unha tenda de roupa anuncia nos seus escaparates que estd de rebaixas e que todos os seus artigos
estan rebaixados un 20 % sobre o prezo impreso en cada etiqueta. Escribe o que pagaremos por
unha peza en funcién do que aparece na sua etiqueta.

5. O anterior comercio, nos ultimos dias do periodo de rebaixas,
desexa desfacerse das suUas existencias e para iso decide aumentar o
desconto. Mantén o 20 % para a compra dunha Unica peza e, a partir da
segunda, o desconto total aumenta un 5 % por cada nova peza de roupa,
ata un maximo de 10 artigos. Analiza canto pagaremos ao realizar unha
compra en funcion da suma total das cantidades que figuran nas etiquetas
e do numero de artigos que se adquiran.

6. Calcula o valor numérico das seguintes expresidns alxébricas para o valor ou valores que se indican:
a)x*+7x—12parax=0.
b) (a + b)?— (a* + b?) paraa=-3 e b=4.
c)a*-5a+2paraa=-1.
7. Indica, en cada caso, o valor numérico da seguinte expresiéon: 10x + 20y + 30z
a)x=1,y=2,z=1
b)x=2,y=0,z=5
¢)x=0,y=1,z=0.
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2. POLINOMIOS. SUMA E PRODUTO

2.1. Monomios. Polinomios

Unhas expresiéns alxébricas de grande utilidade son os polinomios, cuxa version mais simple e, 4 vez,
xeradora deles, son os monomios.

Un monomio vén dado polo produto de nimeros reais e indeterminadas. Chamaremos coeficiente dun
monomio ao numero real que multiplica 3 indeterminada ou indeterminadas; a indeterminada, ou
indeterminadas, conforman a parte literal do monomio.

Exemplos:

+ A expresion que nos proporciona o dobre dunha cantidade, 2-X, € un monomio cunha Unica
variable, X, e coeficiente 2.

4+ O volume dun cilindro, 7-r*-h, é un monomio con duas indeterminadas, I' e h, e coeficiente

7. A sta parte literal é r*-h.

4
+ Outros monomios: 7-X2-y3, 502y -z

+ A expresion 7xy2 +3Xy—2X estd formada por tres termos, tres monomios. Cada un ten un
coeficiente e unha parte literal:

No primeiro, 7xy2, o coeficiente é 7 e a parte literal Xy2

O segundo, 3xy, ten por coeficiente 3 e parte literal xy.

E no terceiro, —2X, o coeficiente é —2 e a parte literal X

Atendendo ao expofiente da variable, ou variables, adxudicaremos un grao a cada monomio consonte o
seguinte criterio:

4 Cando haxa unha Unica indeterminada, o grao do monomio serd o expofiente da sua
indeterminada.

4 Se aparecen varias indeterminadas, o grao do monomio sera a suma dos expofientes desas
indeterminadas.

Exemplos:
4 2-X é un monomio de grao 1 na variable X.

4+ 7-r’-h é un monomio de grao 3 nas indeterminadas I' e h .

4

+

-x*-y® éun monomio de grao 5 en X e y.

2 . .
+ 5-4/2-X-y°-zZ éunmonomiodegrao4en X,ye Z.
Un numero real pode ser considerado como un monomio de grao 0.
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Un polinomio é unha expresién construida a partir da suma de monomios. O grao dun polinomio vird
dado polo maior grao dos seus monomios.

Exemplos:
1 3 N _
+ g-x —7-X"+2 é un polinomio de grao 3 na variable X .

4 —3-y*+8-X’+2-X é un polinomio de grao 4 nas indeterminadas X ey.
+ 4-X*-y’—7+3-y* é un polinomio de grao S en X e y.

#£ X—2-y+6-7 éunpolinomiodegraolen X,yez

Tanto nesta seccidn como na seguinte limitarémonos, basicamente, a considerar polinomios cunha
Unica variable. E habitual escribir os diferentes monomios dun polinomio de forma que os seus graos
vaian en descenso para, con este criterio, apreciar no seu primeiro monomio cal é o grao do polinomio.

O aspecto xenérico dun polinomio na variable X é
n n-1 2
ax'+a X" +...+axX +aXx+a,
onde os coeficientes &, son numeros reais.

Dicimos que un polinomio é ménico cando o coeficiente do seu termo de maior grao é igual a 1.

Exemplos:

1
+ —3x* +§ x> +2 é un polinomio de grao 4 na variable X .

& 4y’ +3y—7 é un polinomio de grao 3 na indeterminada y .

& 7°-3z+12 é un polinomio de grao 2 en Z . Ademais, é un polinomio ménico.

+ 3X+9 éunpolinomiodegraolen X.

Como ocorre con calquera expresiéon alxebraica, se fixamos, ou escollemos, un valor concreto para a
variable dun polinomio aparece un numero real: o valor numérico do polinomio para ese valor
determinado da variable. Se chamamos p a un polinomio, a avaliacién de p en, por exemplo, o
nimero — 3 denotamola por p(-3), e lemos: “p de menos tres” ou “p en menos tres”. Con este criterio,
se p é un polinomio cuxa indeterminada é a variable X, podemos referirnos a el como p ou p(X)
indistintamente.

Desta forma apreciamos que un polinomio pode ser entendido como unha maneira concreta de asignar
a cada numero real outro nimero real.

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




Exemplos:

) . ) 1 , ,
4+ Se avaliamos o polinomio p=-3x*+=x*+2 en X=>5 atopamonos co nimero
p 5 p

1
p(5)=—3-54+§-52+2=—3-625+5+2=—1875+7=—1868

% 0 valor do polinomio q(Y) =4y’ +3y—7 para y =—1¢
q-)=4-(-1’ +3-(-)-7=4-(-1)-3-7=—4-10=-14

4 Ao particularizar o polinomior =z>—3z+12 enz=0resulta o nimero r(0)=12.

2.2. Suma de polinomios

Como un polinomio é unha suma de monomios, a suma de dous polinomios é outro polinomio. A hora
de sumar dous polinomios procederemos a sumar os monomios de igual parte literal.

Exemplos:

1
4 A suma dos polinomios —3x* +gx2 +2 e —x*+4x* -5x—6 é o polinomio

(—3x4+%x2 +2)+(—x4+4x2—5x—6):(—3x“—x“)+(§x2 +4x%) =5x+(2-6) =

=(—3—1)-x4+(§+4)-x2—5x+(2—6)=—4x4+%x2—5x—4

£ (O =3X+D+ (X +4X=T7) =(5X> + X)) +(3X+4X)+(1-7) =6X* +X—6
£ (2 +D)+(=X +4x) =—x* +2X° +4x+1

£ (C+Y+(—x+2)=11

#+ 3xy + 5xy + 2x = 8xy+2x

No seguinte exemplo sumaremos dous polinomios dispofiéndoos, adecuadamente, un sobre o outro.

Exemplo:
A +2x + X =5+ X +4
+ -7% +4%* +5%° =3x-6
—=3%7 +2x* + 5% —2x-2
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Propiedades da suma de polinomios

Propiedade conmutativa. Se p e g son dous polinomios, non importa a orde na que os coloquemos &
hora de sumalos:

P+q=q+p

Exemplo:
(A% =2X+T)+ (=X’ + X =3X+1) ==X +(4X> +X*) +(=2X=3X) + (7 +1) ==X’ +5x*> = 5X+8

(=X + X2 =3X+1) +(4X* =2X+7) ==X’ +(X* +4X*) +(=3X—=2X) +(1+7) ==X’ +5x> —5X+8

Propiedade asociativa. Sinala como se poden sumar tres ou mais polinomios. Basta facelo agrupandoos
dous a dous:

(P+a)+r=p+(q+r)

Exemplo:
(AX> =2X+ )+ (=X + x> =3X+ D)+ (X=6) = (4X* =2X+ T =X’ + X =3X+1) + (X - 6) =
=(=X*+5X> =5X+8)+(X=6) ==X’ +5x” —4x+2

Tamén:
(AX> =2X+ )+ (=X’ + X> =3X+ D)+ (X=6) = (4X> =2X+ 7))+ (=X’ + X =3X+1+ X—-6) =
=(4X7 =2X+T)+ (=X +X* =2X=5) = =X> + 5> —4x+2

8. Realiza as seguintes sumas de polinomios:
o (X =X)+(2X" =3X+D)+(2x* =2X* +X—2)

o —X'+(X +2X=3)+(-3X* =5x+4)+(2X’ —X+5)

Elemento neutro. Hai un polinomio cunha propiedade particular: o resultado de sumalo con calquera
outro sempre é este Ultimo. Tratase do polinomio dado polo niumero 0, ou polinomio cero.

Exemplo:
0+(=7%’ +3X+7) = (=7X +3x+7)+0=—7%’ +3x+7

Elemento oposto. Cada polinomio ten asociado outro, ao que chamaremos o seu polinomio oposto, tal
gue a suma de ambos os dous é igual ao polinomio cero. Acadamos o polinomio oposto dun dado,
simplemente, cambiando o signo de cada monomio.
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Exemplo:

% O polinomio oposto de P=-2X*+X+2X—7 é 2x* —=x*—2x+7, ao que denotaremos como
"—p". Ratifiquemos que a sua suma é o polinomio cero:

(2" 4+ +2X=T) +(2x* = x> =2x+7) = (2X* +2Xx) + (X’ =X*) + (2X=2X) + (-7 +7) =0

9. Escribe o polinomio oposto de cada un dos seguintes polinomios:
a) 3x*+5x+x* +4x-1
b) 7X
c) —x*+3x?
10. Considera os polinomios P=—X"—5X+2, =3X"+3X+1, asi como o polinomio suma S=p+(.

Calcula os valores que adopta cada un deles para X =-2, é dicir, calcula p(-2), q(-2) e s(-2).
Estuda se existe algunha relacidn entre eses tres valores.

11. Obtén o valor do polinomio P=-—X —5X+2en Xx=3. Que valor toma o polinomio oposto de P en
X=3?

2.3. Produto de polinomios
Outra operacion que podemos realizar con polinomios é a multiplicacién.

O resultado do produto de polinomios sempre sera outro polinomio. Ainda que nun polinomio temos
unha indeterminada, ou variable, como esta toma valores nos numeros reais, @ hora de multiplicar
polinomios utilizaremos as propiedades da suma e do produto dos nuimeros reais, en particular a
propiedade distributiva do produto respecto da suma; asi todo queda en funcion do produto de
monomios, cuestion que resolvemos con facilidade:

ax™ - bx™ = abx™t™

Exemplos:
£ (D)X 22X =(=5)-2- X" =—10x°
5% -(—4) =5-(—4)- X* =20’
3X7 - (2X7 —4X+6) = (3x* - 2X7) —(3X” -4X) +(3X* - 6) =6x* —12x’ +18X’
(=X +3X=1)-(=2X) = (=X) - (-2X) + (3X) - (=2X) + (=1) - (2X) = 2x* —6X" +2X

= +

(3X=2)-(X> =4x—=5) = (3X)- (X’ =4X=5)+(=2)- (x> =4x=5) = (3%’ —12X* =15X) +(-2X* +8x +10) =
=3 +(=12X* =2X*) +(=15x +8X) +10=3x> —14x* = 7x+10

£ (X=6)-(X =2X) =(X—=6)- X’ +(X—6)-(=2X) = (X* —6X*) +(-2X* +12X) = X* —6X’ —2X> +12X
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Tamén podemos materializar o produto de polinomios tal e como multiplicamos nimeros enteiros:
Exemplo:

—2X +X+4
x X* —3x+1

—-2x’ +X+4
6x* —3x* —12x

-2x° + x> +4x3

22X+ 6x =X+ X2 —11x+4

Recordemos que o polinomio oposto doutro se obtén simplemente cambiando o signo de cada
monomio. Esta accidn correspdndese con multiplicar polo nimero “—1” o polinomio orixinal. Desta
forma o polinomio oposto de p é

~p=(--p

Neste momento aparece de maneira natural a operacion diferenza, ou resta, de polinomios. Definimola
coa axuda do polinomio oposto dun dado:

p-g=p+(q)=p+(-D-q

Exemplo:

(=5X7 =3X+2) = (=2X* +X> +3X* +6) = (=5X* =3x+2) +(2x* =X’ =3x* —6) =
=2x* =X +(=5x" =3x*) =3x+(2—6) =2x* — X’ —8x* —3x—4

12. Efectua os seguintes produtos de polinomios:
a) (—4x’+2%)-(-3x%)
b) (2x*+X)-(-3x—4)
o) (2% +x*=X)-(3X’ —X)
d) (=1)-(7%x’ —4x* =3x+1)

13. Realiza as seguintes diferenzas de polinomios:
a) (—4x’ +2x)—(=3x%)
b) (X' +X)—(-3x—4)

2 3 2
c) (BX =X)—(2X +X —X)
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14. Multiplica cada un dos seguintes polinomios por un numero de tal forma que xurdan polinomios
monicos:

a) 4x’-3x*+2x
b) —2x*+x-1
c) —x*+Xx-7
d)
15. Calcula e simplifica os seguintes produtos:

a) 3X-(2X* +4x-6) b) (3x—4)-(4x+6)

c) (2a®-5b)-(4b—-3a%) d) (3a—6)-(8-2a)-(9a—2)

Propiedades do produto de polinomios

Propiedade conmutativa. Se p e g son dous polinomios, non importa a orde na que os coloquemos a
hora de multiplicalos:

p-q=q-p
Exemplo:
2X=T7)- (=X +X) =2X- (=X +X}) =T (=X +x}) ==2x* + 2 + 7 = 7x* =2x* +9x° = 7x°

(=X +X2)-(2X=T) ==X - (2X=T7)+X* - (2X=T) ==2X* +7X* +2X’ = 7x* =2x* +9x> = 7x’

Propiedade asociativa. Sinala como se poden multiplicar tres ou mais polinomios. Basta facelo
agrupandoos dous a dous:

-q9)-r=p-(@-7)

Exemplo:

(42 =2)- (53X +1))- (=X? +%) = (=125 +4X7 +6X—2) - (=X’ +X) =

=12X° —12x* —4x° +4x3 —6x* + 6x? +2x° = 2x =12x° —4x> —18x* + 6X> + 6x* —2X

Tamén:

(4X7 =2)-((=3x+1)- (=X + %) )= (4X* =2)-BX* =3%* = X* +X) =

=12x° —12x* —4x° +4x> —6x* +6X7 +2%x° —2x =12x° —4x° —18x* + 6X° + 6x* —2x
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16. Realiza os seguintes produtos de polinomios:
a) X -(=2X* =3x+1)-2x’
b) (2X—3)-(-3X* —5X+4)-(-X)

Elemento neutro. Hai un polinomio cunha propiedade particular: ao multiplicalo por calquera outro
sempre nos da este Ultimo. Tratase do polinomio dado polo nimero 1 ou polinomio unidade.

Exemplo:

1-(=5%’ = 2X+3) =(-5x =2X+3) -1 =—5x> —2x+3

Propiedade distributiva da multiplicacién respecto da suma. Cando nunha multiplicacién de
polinomios un dos factores vén dado como a suma de dous polinomios como, por exemplo,

(3% —x)-((-2x+7)+(¢ —4x)
temos duas opcidns para cofiecer o resultado:
a) realizar a suma e, despois, multiplicar:
(3x* - x)-((—2x+7)+(x3 —4x))= (3x* - x)~(x3 —6x+7)=
=3x° — 18X’ +21x* = x* +6X* = 7x=3x" = x* —18x’ +27x> = 7x
b) distribuir, aplicar, a multiplicacién a cada un dos sumandos e, despois, sumar:
(3Xx* —X)- ((—2x +7)+ (X - 4x)): (BX* = X)-(=2X+7)+(BX* = X)- (X’ —4X) =
= (—6X> +21X* +2X> = 7X)+ (3%  —12X’ —x* +4x*) =3x" — x* —18x> +27x> - 7x
Comprobamos que obtemos o mesmo resultado.

En xeral, a propiedade distributiva da multiplicacién respecto da suma dinos que

p-(@+r)=@-q@+ @7

Convén comentar que a anterior propiedade distributiva lida en sentido contrario, de dereita a
esquerda, é o que comunmente se denomina sacar factor comun.
Exemplo:

6X’ —4x* —18%’ +2X° =(3X’ —2X° —9x+1)-2X’

17. De cada un dos seguintes polinomios extrae algun factor que sexa comun aos seus monomios:

a) —15x3 — 20x2 + 10x b) 24x* — 30x?
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3. DIVISION DE POLINOMIOS

3.1. Introducidn as fraccidns polindmicas

Ata este momento estudamos varias operacidéns con polinomios: suma, resta e produto. En calquera

dos casos o resultado sempre é outro polinomio. Cando establecemos unha fraccién polinémica como,
por exemplo: 3% X
2x* +x-3

0 que temos é unha expresion alxébrica, unha fraccién alxébrica, que, en xeral, non é un polinomio. Si
aparece un polinomio no caso, moi particular, no que o denominador é un numero real diferente de
cero, isto é, un polinomio de grao 0.

E sinxelo constatar que a expresién anterior non é un polinomio: calquera polinomio pode ser avaliado
en calquera nimero real. Porén, esa expresidon non pode ser avaliada para X=1, xa que nos quedaria o
numero 0 no denominador.

Poderiamos crer que a seguinte fraccidn polindmica si é un polinomio:

—2x*+5xT=3x  =2x> 5x* —3x
= + +
X X X X

=-2x*+5x-3

A expresién da dereita si é un polinomio, pois tratase dunha suma de monomios, pero a da esquerda
non o é xa que non pode ser avaliada en X = 0. Porén, esa fraccidn alxébrica e o polinomio, cando son
avaliados en calquera numero diferente de cero, ofrecen o mesmo valor. Son expresions equivalentes
ali onde ambas as duas tefien sentido.

3.2. Division de polinomios

Ainda que, como vimos no apartado anterior, unha fraccidon polindmica, en xeral, non é un polinomio,
imos estudar a division de polinomios pois é unha cuestién importante e util.

Analicemos detidamente a division de dous numeros enteiros positivos. Cando dividimos dous
numeros, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), xorden outros dous, o cociente (c) e o resto (r).
Estes encontranse ligados pola chamada proba da division:

D=d-c+r
Alternativamente:
D r
— =C+—
d d

Ademais, dicimos que a divisidon é exacta cando =0.

O coiiecido algoritmo da divisidn persegue encontrar un nimero enteiro, o cociente ¢, tal que o resto r
sexa un numero menor que o divisor d, e maior ou igual que cero. Fixémonos en que, sen esta esixencia
para o resto r, podemos escoller arbitrariamente un valor para o cociente ¢ o cal nos subministra o seu
valor asociado como resto r. En efecto, se temos como dividendo D = 673 e como divisor d = 12, “se
gueremos” que o cociente sexa ¢ = 48 o seu resto asociado é

r=D-d-c=673-12-48=673-576=97

e a conexidn entre estes catro nimeros é: 673=12-48+97
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Esta ultima “lectura” da division de nimeros enteiros vai guiarnos a hora de dividir dous polinomios.

Dados dous polinomios p(X) e d(X), a division de p(X), polinomio dividendo, entre q(X), polinomio
divisor, proporcionaranos outros dous polinomios, o polinomio cociente ¢(X) e o polinomio resto r(x).

Tamén aqui pesard unha esixencia sobre o polinomio resto: o seu grao debera ser menor que o grao do
polinomio divisor. A relacién entre os catro serd, naturalmente,

P(X) =q(X)-c(X)+r(X)
Tamén escribiremos
M — C(X)-i-@
q(x) a(x)

ainda que, en tal caso, seremos conscientes das cautelas sinaladas no apartado anterior canto as
equivalencias entre polinomios e outras expresions alxébricas.

Ao igual que ocorre co algoritmo da divisién enteira, o algoritmo da division de polinomios consta de
varias etapas, de caracter repetitivo, en cada unha das cales aparecen uns polinomios cociente e resto
“provisionais” de forma que o grao deses polinomios resto vai descendendo ata que topamos cun cuxo
grao é inferior ao grao do polinomio divisor, o que indica que concluimos. Vexamos este procedemento
cun exemplo concreto.

Exemplo:

% Imos dividir o polinomio P(X)=6x*+5% +X*+3X—2 entre o polinomio g(X)=2X"—X+3.
Como o polinomio divisor, q(x), é de grao 2, debemos atopar dous polinomios, un polinomio
cociente ¢(X), e un polinomio resto r(x) de grao 1 ou 0, tales que

P(X) =0q(x)-c(x) +r(X)
ou, como igualdade entre expresions alxébricas,

r
PO _ )+ T
q(x) a(x)
A vista dos polinomios p(X) e q(X), e do xa dito sobre r(x), é evidente que o grao do polinomio
cociente, c(X), serd igual a 2. Imos obtelo monomio a monomio.

+ Primeira aproximacién aos polinomios cociente e resto:

Para poder lograr a igualdade p=Q-C+rI, como o grao de r(x)sera 1 ou 0, o termo de maior grao de
p(x), 6x*, xurdird do produto g(X)-c(X). Asi obtemos a primeira aproximacién de ¢(X), o seu
monomio de maior grao:

¢, (x)=3x
e, de maneira automatica, tamén un primeiro resto 1y (x):
H(X)=p(X)—q(x)-¢,(X) = (6x* +5x> + x> +3x-2)— (2x* = x+3)-3x* =
=(6X* +5x° + x> +3x=2)—(6x* =3x> +9x%) =8x’ —8x” +3x -2
Como este polinomio 7y (x) é de grao 3, maior que 2, o grao do polinomio divisor g(x), ese polinomio

resto non é o definitivo; debemos continuar.
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+ Segunda aproximacién aos polinomios cociente e resto:

, . P(x) r(x)
Se particularizamos a igualdade entre expresiéns alxébricas (%) = C(X)er ao que temos ata agora
resulta
6x* +5x° + x> +3x-2 , 8x’—8x*+3x-2
5 =3X"+ >
2X"—X+3 2X°—X+3

Esta segunda etapa consiste en dividir o polinomio I’I(X)=8X3—8X2 +3X—2, xurdido como resto da
etapa anterior, entre o polinomio q(x):2x2—x+3, o divisor inicial. E dicir, repetimos o feito antes

pero considerando un novo polinomio dividendo: o polinomio resto do paso anterior.

O novo obxectivo é acadar a igualdade I =(-C, +I'. Ao igual que antes, o grao de r(x) deberia ser 1 ou

0. Como o termo de maior grao der;(x), 8x’, sae do produto q(x) - c,(x), é necesario que o
polinomio cociente contefia 0 monomio

cy(x) = 4x
Isto Iévanos a un segundo resto r,(x):
r,(X) = r,(X)=q(X)-C,(X) = (8X> =8X* +3X—2) — (2X* — X +3)-4Xx =
= (8%’ —8X* +3x—2)— (8%’ —4xX* +12X) = —4x* —9x -2
Como este polinomio r,(x) é de grao 2, igual que o grao do polinomio divisor (X), ese polinomio resto
non é o definitivo; debemos continuar.
+ Terceira aproximacion aos polinomios cociente e resto:

O realizado na etapa segunda permitenos avanzar na adecuada descomposicion da expresion alxébrica
gue nos ocupa:

6x* +5%° + x> +3x-2 , 8x'—8x*+3x-2 ) —4x* -9x -2
5 =3X"+ > =3X +HAX+——————
2X°—x+3 2X°—x+3 2X°—Xx+3
Esta terceira etapa consiste en dividir o polinomio t‘Z(X)=—4X2 —9X—2, o resto da etapa anterior,
entre o polinomio ((X)=2X>—X+3, o divisor inicial. De novo repetimos o algoritmo pero con outro
polinomio dividendo: o polinomio resto do paso anterior.
Perseguimos que I, =(-C;+I'. Como en cada paso, o grao de r(x) deberia ser 1 ou 0. O termo de

maior grao de r,(x), —4x?, xorde do produto q(X)-C;(X),polo que
C,(X)=-2

e o terceiro resto I;(X) é

(X)) =r,(X) = q(X)-¢;(X) = (=4X* —=9x —2) — (2X* =X +3)-(=2) =
= (—4%% —9X —2) — (=4X> +2X—6) = — 11X + 4

Como este polinomio I;(X) é de grao 1, menor que 2, grao do polinomio divisor q(X), ese polinomio

resto si é o definitivo. Concluimos:
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4 3 2 _ 3 2 _ _ 2 _ _
6X +5x2+x +3X 2:3X2+8x Eix +3X 2:3x2+4x+ 4x2 9x 2:3x2+4x—2+ 11x+4
2X°—X+3 2X°—Xx+3 2X°—X+3 2X°—X%X+3

Se o0 expresamos mediante polinomios:

6X* +5%> + X7 +3x—2=(2X* = X+3)-(3X* +4x—2) + (-1 Ix+4)
Conclusién: ao dividir o polinomio P(X)=6X"*+5%’ +X>+3X—2 entre o polinomio Q(X)=2X>—X+3
obtemos como polinomio cociente C(X) =3X" +4X—2 e como polinomio resto r(x)=—11x+4.

Seguidamente imos axilizar a division de polinomios.

18. Comproba que os calculos que tes a continuacién reflicten o que se fixo no exemplo anterior para
dividir o polinomio P(X) =6X" +5%’ +X*> +3X—2 entre o polinomio q(X)=2X>—X+3.
4 Primeira etapa:
6x* +5%° + X +3x -2 | 2X*—x+3
—6x* +3x° —9x° 3%
8% —8x* +3x-2

4 Primeira e segunda etapas:
6X* +5x° +x* +3x-2 | 2X*—Xx+3
—6x* +3x° —9x* 3% +4X
8x* —8x* +3x—2

—8x° +4x* —12x

—4x* -9x-2
4 As tres etapas:
6X* +5%> + X7 +3x-2 | 2X*—x+3
—6x* +3x* —9x? 3T +4x-2

8% —8x* +3x-2
—8x” +4x> —12x

—4x> —9x -2

4x> —2x+6

—-11x+4

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es llustracions: Banco de Imaxes de INTEF

Textos Marea Verd



19. Divide os seguintes polinomios:
a) 2x°—x*—x+7entre X -2x+4
b) —10x’ —2x*+3x+4entre 5 —x* —X+3
c) 4x*—6X’+6x*—3x—7entre —2X> +X+3
d) —8x —2x*'+10X’+2x* +3X+5entre 4X> + X +x—1
e) —6xX +x*+lentre x> +1

20. Encontra dous polinomios tales que ao dividilos apareza ((X) = X* +X—3 como polinomio cociente

e I(X)=-3%"+1 como resto.

3.3. Operacions con fraccions alxébricas

Posto que tanto os polinomios como as fracciéns alxébricas obtidas a partir de dous polinomios son, en
potencia, nimeros reais, operaremos con tales expresiéns seguindo as propiedades dos nimeros reais.

4+ Suma ou resta. Para sumar ou restar duas fraccidns polindmicas deberemos conseguir que
tefian igual denominador. Unha maneira segura de logralo, ainda que pode non ser a mais
adecuada, é esta:

&4-&5 P, 'q2+ P-4, - P G+ PG

g O 09, 0,-q 0,-0,

4+ Produto. Basta multiplicar os numeradores e denominadores entre si:

P BB Py
a9, 9, q,-0,
+ Divisién. Segue a cofiecida regra da divisidn de fracciéns numéricas:
P
Q1 = P -0,
& q-p,
g,
21. Efectua os seguintes cdlculos:
2x+1 3
a) ——+—
X“+1 X
1 2
b) ————
X=2 Xx+1
—X 1
c) - o
X +3x x-1
d) X=2 X=2
X2 +3X X+
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22. Realiza as seguintes operacions alterando, en cada apartado, unicamente un dos denominadores, e
o seu respectivo numerador:

—x*+x-1 3x-=2

) +
x? X2

x-2 4
X2 +3X X+3

b)

23. Comproba as seguintes identidades simplificando a expresién do lado esquerdo de cada igualdade:

41,2
a) 8a2b =4a’b
2a’b
4x’y* —3xy’ 3
b) #zzxzy__y
2Xy 2
. 3x* -9x _ x> —3X
6X+12 X+4
d) 6a’b’ +4a’b—4ab 3ab+2a-2

2ab? +16a’b b + 8a

24. Calcula os seguintes cocientes:
a) (3x3— 9x%>— 6x) : 3x
b) (7a3-70a%-21) : 7
c) (25x*— 10x?) : 5x?
d) (3x%y3— 8xy?) : xy?

25. Simplifica as seguintes fraccions alxébricas:

2 2
3 3x* — 6X ) a’-sa’ 0 X"y + 3Xy d) 2a’b’ + 3ab
9x* +15 7a’ +4a’ 4xy a’b—ab
Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF

Textos Marea Verd




4. DESCOMPOSICION FACTORIAL DUN POLINOMIO

4.1. Factorizacion dun polinomio !
Tal e como ocorre coa divisién enteira, a divisién de polinomios tamén pode
ser exacta, é dicir, o resto pode ser o polinomio cero.

Exemplo:

3%° —3x* —4x’ +18x> 16X +8 | —3x*+3x-2

{m

el |0
S+
.

—3x° +3x* —2x° —x*+2x-4
—6X° +18%x*—16Xx+8

6x° — 6x* + 4x

12x* —12%x+8
—12x* +12x -8
0

Neste caso escribimos
3% —3x" —4x> +18x° 16X +8
—3x> +3x-2 -
e diremos que (X)=-3X"+3x—2 divide a p(X)=3%x"—3x*—4x’ +18x* —16X+8. Se optamos por
unha igualdade polinédmica:

3%° —3x* —4x> +18x* —16X+8=(-3X> +3X—2)- (X’ +2X—4)

-Xx’+2x-4

Observamos que obter como resto o polinomio 0 nos permite expresar o polinomio dividendo, p(X),
como produto doutros dous polinomios, os polinomios divisor e cociente, q(X)-c(X). Acadamos unha
factorizacion do polinomio p(X), ou unha descomposicion en factores de p(X).

En xeral, un polinomio concreto pode ser factorizado, ou descomposto, por medio de diferentes grupos
de factores. Se continuamos co polinomio p(X) anterior, unha maneira de obter unha descomposicién

alternativa consiste en, a sua vez, acadar unha factorizaciéon dalgun dos polinomios ¢(X) oc(X) .

Constatemos que o polinomio —X* +2x—2divide a C(X) =—X’ +2X—4:

X’ +2x—4 | —x*+2x-2
x* —2x% +2x X+2
—2x* +4x—4
2x> —4x+4
0

En efecto, a division é exacta e iso Iévanos a seguinte igualdade:
—X 42X =4 =(=X"+2X=2)-(X+2)
Se a trasladamos a descomposicion que tifiamos de p(X):

3%° =3x* —4x +18%> —16X+8 = (=3X* +3X—2)- (—X* +2X—2)-(X+2)
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26. Completa, cando sexa posible, as seguintes factorizacions:

a) —2X> +2x=-2x-( )

b) —6X>+5X+6=(2x—-3)-( )

c) —6X'+3x’ =3x+6=(2x"—X+1)-( )
d) —6X'+3%’ =3x+6=(2X> —x+2)-( )

27. Determina un polinomio de grao 4 que admita unha descomposicién factorial na que participe o
polinomio 6x° —x*+3x—1.

Dicimos que un polinomio é reducible se admite unha factorizacién mediante polinomios de grao
inferior ao seu. En caso contrario o polinomio sera irredutible.

E claro que os polinomios de grao 1 non poden ser descompostos como produto doutros dous
polinomios de menor grao. Son polinomios irredutibles. No seguinte apartado constataremos que hai
polinomios de grao 2 que tamén son irredutibles.

Das diferentes factorizacidons que pode admitir un polinomio a que mais informacién nos proporciona é
aquela na que todos os factores que intervefien son polinomios irredutibles, xa que non é mellorable.
Convén advertir que, en xeral, non é doado acadar ese tipo de descomposicidns. Seguidamente imos
afondar nesta cuestion.

4.2. Raices dun polinomio

Dado un polinomio p(x)diremos que un niumero real concreto & é unha raiz, ou un cero, do polinomio
p, se ao avaliar p en X = & obtemos o niumero 0, isto é, se

p(ar)=0

Exemplo:

Consideremos o polinomio $(X) =2X’ +2x> —8X—8.

4+ O numero 2 é unha raiz de s(X), posto que
$(2)=2-2+2.2°-8.2-8=2.8+2-4-16-8=16+8-16-8=0
4 Outra raiz de s(x) é o nimero —1:
S(—1)=2-(—1)3+2-(—1)2 -8 (-)-8=2-(-1)+2-(+1)+8-8=-2+2+8-8=0
4+ En cambio, o nimero 1 non é unha raiz de s(X):
S(l):2-13+2-12—8-1—8=2+2—8—8=4—16:—12¢0
4+ Tampouco é raiz de s(X) o nimero 0:

$(0)=2-0"+2-0-8-0-8=0+0—-0-8=-8%0
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28. Estuda se os seguintes nimeros son ou non raiz dos polinomios indicados:
a) X=3de x’-3x*+1
b) X=-2de X’ +3x*+3x+2
c) X=lde X’ -3x*+x+1
d) x=0de x’—3x>+1
e) X=-lde x> =3x*—x+3

No seguinte exercicio imos recoller algunhas conexiéns entre as raices dun polinomio e as operaciéns
de suma e produto de polinomios.

29. Supofiamos que temos dous polinomios, P,(X) e P,(X), e un nimero real «.
a) Se a éunharaizde P,(X), tamén é raiz do polinomio suma P,(X)+ P,(X)?
b) Se a éunha raizde P,(X), tamén é raiz do polinomio produto P,(X)- P,(X)?

c) Haialgunha relacién entre as raices do polinomio P,(X) e as do polinomio 4-P,(X)?

Que un numero real sexa raiz dun polinomio estd fortemente conectado coa factorizacion do
polinomio:

Se un numero real concreto & € unha raiz do polinomio p(X), enton o polinomio X —«a divide a p(X).
Dito doutro modo, o polinomio p(X)admite unha descomposicién factorial da seguinte forma:

p(X) = (X—a)-c(x)
para certo polinomio ¢(X), o cal pode ser cofiecido ao dividir p(X)entre X —« .
Imos demostrar a anterior afirmacidn. Se dividimos p(X) entre X —« , obteremos
P(X) = (X—a)-c(X) +r(X)

Como o polinomio divisor, X —« , é de grao 1, e o polinomio resto debe ser de inferior grao, deducimos
que o resto anterior € un numero real f. Escribamos r(x) = f:

pP(X)=(X=a)-c(X)+ p

O polinomio da esquerda, p(X), é idéntico ao da dereita, (X—«)-C(X)+ £ . Por esa razdn, ao avalialos
en certo numero real obteremos o mesmo valor. Procedamos a particularizalos para X=« . Ao ser «
raizde p(X), p(a)=0.Isto |évanos a

0=pa)=(a-a)-c(a)+f=0-cC(a)+f=0+5=p
e,asi,oresto é0, e

p(X) = (X—a)-Cc(x)
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E natural que nos preguntemos se é certo o reciproco do resultado anterior. A resposta é afirmativa:
Se un polinomio p(X)admite unha descomposicion factorial da forma
p(X) = (X—a)-c(x)

para certo polinomio C(X) e certo numero real &, entdon o numero & € unha raiz do polinomio p(X),
istoé, p(a)=0.

A stia demostracidn é sinxela. Basta que avaliemospen X=« :
p(a)=(a—a)-c(a)=0-c(a) =0

Se fundimos estes dous ultimos resultados nun sé atopamonos perante o denominado teorema do
factor:

Teorema do factor. Un numero real concreto & é raiz dun polinomio p(X) se, e sé se, o polinomio
X—a divide a p(Xx), é dicir, se e sé se o polinomio p(X)admite unha descomposicién factorial da
forma

p(X) = (X—a)-c(x)

Exemplo:

Volvamos co polinomio S(X)=2X" +2x*> —8X—8.

+ Sabemos que o nimero 2 é unha raiz de s(X) . Ratifiquemos que X—2 divide a s(X):

2x° +2x> —8x—8 | x-2
—2x +4x° 2X* +6X+4
6Xx> — 8x —8
—6x> +12x
4x—-8
—4x+8
0

Podemos descompoiier s(x) da seguinte forma:
2% +2X° —8X—8=(X—2)-(2X* +6X+4)
£ Vimos que outra raiz de s(x) é o nimero —l. Se observamos a precedente factorizacién de
s(x), é evidente que este nimero —1 non é raiz do factor X—2, polo que necesariamente debe
selo doutro factor C(X)=2X"+6X+4:
C(—l)=2-(—l)2 +6-(-1)+4=2-(+1)-6+4=0
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Ao ter constatado que —l é raiz do polinomio c¢(x), deducimos que X—(—1)=X+1 nos vai
axudar a descomponier C(X):

2x* +6X+4 | x+1
—2x* = 2X 2X+4
4x+4
—4x-4
0

Logo:
2X* +6X+4=(X+1)-(2x+4)

+ Se reunimos o feito nos apartados precedentes deste exemplo:
S(X) =2X> +2X> —8X—=8=(X=2)-(2X* +6X+4) = (X=2)-(X+1)-(2x +4) =
=(X=2)-(X+1):2-(x+2)=2-(X=2)-(X+1)-(x+2)
Descompuxose S(X) como produto de tres polinomios irredutibles de grao 1. A vista deles

cofiecemos todas as raices de S(x), os nimeros2, —l e —2.

Os resultados tedricos que establecemos condicennos a estoutro:

Todo polinomio de grao N ten como moito N raices reais, algunha das cales pode aparecer repetida
entre eses non mais de N nUmeros reais.

Hai polinomios que non admiten raices, é dicir, que non se anulan nunca:

Exemplos:

. . 2 , . ’
+ O polinomio t(X)=X"+1 non ten raices xa que ao avalialo en calquera nimero real & sempre
nos da un valor positivo e, polo tanto, distinto de O:

t(@)=a’+1 > 0

. . . 2 ; . . .
Ademais, este polinomio de grao dous, t(X)=X"+1, é un polinomio irredutible porque, ao
carecer de raices, non podemos expresalo como produto de polinomios de menor grao.

4 Outro polinomio sen raices é
uxX)=(x>+1)> =(X* +1)- (x> +1) =x* +2x> +1
Porén, U(X)=X"+2x>+1 é un polinomio reducible xa que, obviamente, pode ser expresado
como produto de dous polinomios de inferior grao.

Ainda que non sexa posible demostralo, pola sua dificultade, si se pode anunciar que todo polinomio de
grao impar posue, polo menos, unha raiz real.
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30. Construe un polinomio de grao 3 tal que posua tres raices distintas.
31. Determina un polinomio de grao 3 tal que tefa, polo menos, unha raiz repetida.
32. Construe un polinomio de grao 3 de forma que tefia unha Unica raiz.
33. Conxectura, e logo demostra, unha lei que nos permita saber cando un polinomio calquera
ax"+a X"'+..+ax+a,
admite o nimero 0 como raiz.

34. Demostra unha norma que sinale cando un polinomio calqueraa X" +a_ X" +.....+ a,X+a, admite
0 numero 1 como raiz.

35. Obtén todas as raices de cada un dos seguintes polinomios:
a) xX+7
b) —x+5
c) 2x-3
d) —-4x-9
e) —2x
f) x*-3x
g) 4x*—x-3
h) x’—x

i) X +X

4.3. Regra de Ruffini

No apartado anterior probouse a equivalencia entre que un nimero real « sexa raiz dun polinomio
p(X) e o feito de que o polinomio mdnico de grao un X—« divida a p(X), isto é, que exista outro
polinomio c(X) tal que sexa posible unha factorizacién de p(x) do tipo:

p(X)=(X-a)-c(X)

Debido a importancia que ten a divisidon de polinomios cando o polinomio divisor é da forma X—«, é
conveniente axilizar tales divisions.
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Exemplo:

+ Consideremos o polinomio p(X)=3X3 —4X” +X+3. Imos dividilo entre X+2. Se o resto é 0 o

nimero —2 sera unha raiz de p(X); no caso contrario, se non é 0 o resto, entén—2 non sera

raizde p(X).
3%} —4x> +X+3 | X+2
3%’ —6X° 3x* —10x+21

~10X° + X +3

10x> +20x
21x+3
—21x-42
-39

Xa que o resto non é cero, —2 non é unha raiz de p(x).

Vexamos como xurdiron tanto o polinomio cociente como o resto. Que o grao do dividendo sexa tres e
que o divisor sexa de grao un impdn que o cociente tefia grao dous e que o resto sexa un numero real.
O cociente consta dos monomios 3x>, —10X e 21, os cales coinciden cos monomios de maior grao de
cada un dos dividendos despois de diminuir os seus graos nunha unidade: 3x* procede de

3x* —4x> +x+3 (o dividendo inicial), —10X vén de—10x*+ X +3 e, por dltimo, 21 de 21x+3. Este

feito, coincidencia no coeficiente e diminucién do grao nunha unidade, débese a que o divisor, X+2, é
monico e de grao un.

Seguidamente, imos ter en conta unicamente os coeficientes do dividendo, por orde de grao, 3,-4, 1 e
3; canto ao divisor, como é ménico e de grao un, basta considerar o seu termo independente, +2, pero
como o resultado de multiplicar os monomios que van conformando o cociente polo divisor temos que
restarllo a cada un dos dividendos, atendendo a este cambio de signo, en lugar do termo independente,
+2, operaremos co seu oposto, —2, nuUmero que, a vez, € a raiz do divisor X+2 e sobre o que pesa a
pregunta de se é ou non raiz de p(X).

+ Primeiro paso da division:

3%° —4x* +x+3 | Xx+2 3 -4 1 3
—3x’ —6x* 3x? ) S

Aparece no cociente o monomio 3Xx* (coeficiente 3), o cal provoca a “desaparicion” de 3x° no
dividendo e a aparicién do monomio — 6x> (coeficiente —6=(-2)-3). Despois de operar (sumar)

atopamonos con —10x’> (coeficiente —10 = (—4) +(—6) ) e, no cociente, —10X.
+ Segundo paso. O dividendo pasa a ser —10X* + X +3.
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3%X) —4x% +X+3 | X+2

—3x3 —6x° 3x2 —10x 3 -4 1 3
—10x*+ X +3 -2 -6 20
2
10X +z(1)x : 3 -10 21|
X+

A irrupcién no cociente do monomio —10X (coeficiente —10) provoca a “desaparicién” de —10x> no
dividendo e a aparicion do monomio 20X (coeficiente 20 =(—2)-(—10)). Despois de operar (sumar)

atopamonos con 21X (coeficiente 21=1420) e, no cociente, 21.
+ Terceiro paso. O dividendo pasa ser 21X +3.

3%° —4x* +x+3 | X+2
3%’ 6%’ 3x* —10x+21
—10x>+ X +3 3 -4 1 3
10x* +20x -2 -6 20 —-42
21x+3 3 210 21|-39
—21x—42 E—
-39

Temos no cociente o termo independente 21. Isto provoca a eliminacién de 21X no dividendo e a
aparicién do termo —42 =(-2)-21. Despois de operar (sumar) atopamonos co resto —39=3-42.

En cada un dos pasos figura, na parte dereita, o mesmo que se realizou na divisién convencional, pero
coa vantaxe de que todo é madis axil debido a que unicamente se manexan numeros reais: 0s
coeficientes dos distintos polinomios participantes.

Estamos ante a chamada regra de Ruffini, un algoritmo que nos proporciona tanto o cociente como o
resto que resultan de dividir un polinomio calquera entre outro da forma X—c.

Exemplo:

+ Dividamos o polinomio p(x)=—x* +2x® +5x+4entre X—3:

-1 2 0 5 4

3 -3 -3 -9 -12

-1 -1 -3 —-4[-8

O cociente é —X’ —x* —3X—4 e o resto — 8 . Como o resto non é 0 deducimos que o nimero 3 non é

raiz de p(X) = —x*+2x3 +5X+4. A relacién entre dividendo, divisor, cociente e resto é, como sempre:
p(x)=—x* +2x° +5x+4 =(x—3)-(—x* = x* —3x—4)+(-8)
Se avaliamos p(x) en X=3 non pode dar cero pero, que valor resulta?

p(3)=(3—-3)-(-33-32-3-3-4)+(-8) =0+ (—8) =8

Naturalmente obtivemos o resto anterior. Este feito vén recollido no denominado teorema do resto.
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Teorema do resto. O valor numérico que adopta un polinomio p(X) ao particularizalo en x =«
coincide co resto que aparece ao dividir p(X) entre X — « .

36. Usa a regra de Ruffini para realizar as seguintes divisions de polinomios:
a) —-2x*+x+lentrex+1
b) Xx’+2x*—2x+lentreX+2
c) 4x’-3x*—lentrex—1
d) X’-9x+1entrex—3

37. Emprega a regra de Ruffini para ditaminar se os seguintes nimeros son ou non raices dos
polinomios citados:

a) a=3de x> —4x*+5
b) f=-2de —x’—2X*+X+2
c) y=lde —2x*+x+1
d) o=-1de 2x’ +2x?
38. Utiliza a regra de Ruffini para cofiecer o valor do polinomio — X’ +2x*+x+2 en X=3.

39. Estuda se é posible usar a regra de Ruffini, dalgunha forma, para dividir X’ +3x* +3x+2 entre
2X+6.

Para facilitar a comprension dos conceptos e resultados deste tema a maioria dos numeros que
apareceron ata agora, coeficientes, raices, etc., foron nimeros enteiros. Por suposto que podemos
atopar polinomios con coeficientes racionais, ou irracionais, ou con polinomios con raices dadas por
unha fraccién ou un nimero irracional. Tamén existen polinomios que carecen de raices.

Exemplos:
4+ Comprobemos, mediante a regra de Ruffini, que « :% é raiz do polinomio 2x* —3x+1:
2 -3 1
1/2 | I -1
2 -2 |

4+ Para cofiecer as raices do polinomio x*—2 debemos estudar se hai algiin nimero real o tal que
o anule, é dicir, para o que se tefia
a?—2=0;a2=2 a=+V2
Asi, o polinomio de grao dous x> —2 ten duas raices distintas que son nimeros irracionais.
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+ Xa sabemos que hai polinomios que carecen de raices, como por exemplo X* +4.

Apreciamos que a regra de Ruffini nos informa sobre se un nimero concreto é ou non raiz dun
polinomio. Naturalmente, cando estamos perante un polinomio, e nos interesa cofiecer as suas raices,
non é posible efectuar unha proba con cada ndimero real para determinar cales son raiz do polinomio.
No préximo apartado destacaremos certos “nimeros candidatos” a seren raiz dun polinomio.

4.4. Calculo das raices dun polinomio
A hora de buscar as raices enteiras dun polinomio dispofiemos do seguinte resultado:
Dado un polinomio calquera
ax"+a, X" +...+aX +ax+a,
cuxos coeficientes son todos nimeros enteiros, as sUas raices enteiras, se as tivese, encontranse

necesariamente entre os divisores enteiros do seu termo independente 4.

Procedamos a sla demostracién. Supofiamos que certo nimero enteiro « é unha raiz dese polinomio.
Tal nimero debe anulalo:

n n-1 2
a,a +a,_ o +...+ta,a+aa+a,=0

- 2
ao +a,_a +... +a,a” +aa=-4a,
n-1 n-2
a-(@a +a, ,a +.... +a,a+a)=-9,
n-1 n-2 _—a,
aa +a, a +..t+aa+a =

Na ultima igualdade, o numero do lado esquerdo é enteiro, porque esta expresado como unha suma de

, . . , . _a() , , .
produtos de numeros enteiros. Por iso, o nimero do lado dereito, —, tamén é enteiro. Ao seren
a

tamén enteiros tanto —d, como «, acadamos que « é un divisor de 4.
Exemplos:

+ Determinemos, con amafio ao anterior resultado, que nimeros enteiros son candidatos a seren
raices do polinomio 2x* +3x> —11x—6:
Tales numeros enteiros candidatos deben ser divisores de —6, o termo independente do
polinomio. Por iso, os Unicos nUmeros enteiros que poden ser raiz dese polinomio son:
+1,£2,£3, £6

Pode comprobarse que os nimeros enteiros 2 e —3 son raices; os demais non o son.

£ As Unicas posibles raices enteiras do polinomio 2x® + x> +12X + 6 tamén son:
+1,£2,£3, +£6

Neste caso ningun deses numeros é raiz do polinomio.
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40. Para cada un dos seguintes polinomios sinala, en primeiro lugar, que numeros enteiros son
candidatos a seren raices suas e, despois, determina cales o son:

a) X’—x*+2x-2

b) x*+4x’+4x>+4x+3

c) 2x°+x*—18x-9

d) x*+2x>+3x* +6x
Algo mais xeral podemos afirmar sobre clases de nimeros e raices dun polinomio:
Dado un polinomio calquera

ax"+a X" +...+aX +ax+a,

cuxos coeficientes son todos nimeros enteiros, as suas raices racionais, se as tivese, necesariamente
tefien por numerador algun divisor do termo independente, @,, e por denominador algin divisor do

coeficiente do termo de maior grao, 4,.
Exemplos:

4+ Volvendo a un dos polinomios do exemplo anterior, 2x°> +3x*> —11X—6, 0os nUmeros racionais
candidatos a seren raices suas tefien por numerador un divisor de — 6 e por denominador un

divisor de 2. Polo tanto, os tinicos nimeros racionais que poden ser raiz dese polinomio son:

+1, +2, £3, +6, i—l, 24y 53 A0
27 2 27 2

—_ 3

. . =1 .
Ademaisde2 e — 3, tamén é raiz 7; os demais non o son.

4 As Unicas posibles raices racionais do polinomio 2x* +2x* — x* —3x -3 son:

s 3, 222

9

2 2
Neste caso ningun deses numeros é raiz do polinomio.

-1, . .
41. Completa o exemplo precedente comprobando que, en efecto,T é raiz do polinomio

2x3 +x% —18x - 9.

42. Para cada un dos seguintes polinomios indica que niumeros racionais son candidatos a seren raices
suas e, despois, determina cales o son:

a) 3x*+4x+1 b) 2%° —9x* +12x—4
No capitulo proximo, dedicado as ecuacidns, seremos capaces de obter as raices de todo polinomio de
grao dous, se as tivese.
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4.5. Factorizacion de polinomios e fraccions alxébricas

A factorizacién de polinomios pode ser utilizada para simplificar algunhas expresidéns nas que
interveien fraccions alxébricas. Vexamolo a través dun par de exemplos:

Exemplo:

4+ Unha fraccion alxébrica como

x* —8x* -9
x> —6x—6x>-7x-6
pode ser simplificada grazas a que o numerador e o denominador admiten factorizaciéns nas que algun
polinomio estd presente en ambas as duas.

x*—8x> -9 O OCHD(x+3)-(x=3)  x+3
X —6X —6X* =TX—6 (X*+1)-(X+2)-(X+1)-(x=3) (X+2)-(x+1)
Como xa apuntamos noutras ocasions, as expresions final e inicial non son idénticas pero si son

equivalentes en todos aqueles valores para os que ambas as duas tefien sentido, isto é, para aqueles
nos que non se anula o denominador.

Exemplo:

4+ Nunha suma de fracciéns polindémicas como esta

3X— 2 4

X* + X xz—x—2
podemos acadar un comun denominador nas fraccions a partir da descomposicién de cada
denominador:

-2 4 -2 4 _Bx=2)-(x=2) 4-x

X’ +x X>—x—2 X-(X+1) (X+1)-(x— 2) X-(X+1)-(X— 2) (X+1)-(x— 2)x

(3x 2)-(X— 2)+4x 3x° —4x+4
X-(X+1)-(x=2) X-(X+1)-(x=2)
Convén destacar que no resultado final se optou por deixar o denominador factorizado. Desa forma,
entre outras cuestidns, apréciase rapidamente para que valores da indeterminada esa fraccion
alxébrica non admite ser avaliada.

43. Simplifica, se é posible, as seguintes expresions:

x2 +4x x? -1 x-1
a) — "~ b) X~ c) x-t
) x> +3x>—6x-8 ) x> +3x>—6x-8 x>+ x%—6x
44. Realiza as seguintes operacions tendo en conta as factorizacions dos denominadores:
5 X+2
+ 2
—-3X+12  x"—4x
—X 3x—1
b)

X2 —2x+1 x*-1
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4.6. Produtos notables de polinomios

Neste apartado imos destacar unha serie de produtos concretos de polinomios que xorden
frecuentemente. Podemos expoielos de moi diversas formas. Tal e como o faremos, aparecera mais
dunha indeterminada; debemos ser capaces de apreciar que se, nalgin caso concreto, algunha
indeterminada pasa ser un numero concreto isto non fard mais que particularizar unha situacion mais
xeral.

Potencias dun binomio. As seguintes igualdades obtéfiense, simplemente, tras efectuar os oportunos
calculos:

o (a+b) =a’+2ab+b’

O cadrado dunha suma é igual ao cadrado do primeiro, mais o dobre
produto do primeiro polo segundo, mais o cadrado do segundo.

Comproba a igualdade a partir dos cadrados e rectangulos da
ilustracion.

o (a—b)’=a’-2ab+b’

O cadrado dunha diferenza é igual ao cadrado do primeiro, menos o
dobre produto do primeiro polo segundo, mais o cadrado do
segundo.

Observa a figura e conéctaa coa igualdade.

i
o (a+by’ =a’+3a’h+3ab’ +b’

— Ratifica a igualdade cos cubos e prismas da figura.
e (a—b) =a’-3a’h+3alb’ b’

Podemos observar que, en cada un dos desenvolvementos, o expofiente do binomio coincide co grao
de cada un dos monomios.

Exemplos:
+ (@+3y’=a’+2-a-3+3=a’+6a+9
£ (X—4) =X -2-X-4+4 =x> -8X+16
£ BX+5) =(3X)° +2-3X-5+(5)° =9x* +30x+25
£ (X=6Yy)’ =X"=2-X-6y+(6y)’ =X —12xy+36y’
4 (2X=5) =(2X)° =3-(2X)? -5+3-(2X)-5> =5 =8X’ —60x* +150k 125
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45. Realiza os calculos:
a) (1+3a)’
b) (—X+3)°
o (3x-2)
d) (X -1y
e) (4x+2)°
46. Obtén as férmulas dos cadrados dos seguintes trinomios:

a) (a+b+c)

b) (a+b—c)’

47. Desenvolve as seguintes potencias:
a) (2x + 3y)? b) 3x +y/3)? c) (5x—5/x)?
d) (3a—5)? e) (a*-b?)? f) (3/5y-2/y)?

48. Expresa como cadrado dunha suma ou dunha diferenza as seguintes expresions alxébricas:
a)a’+6a+9 b) 4x>—4x+1 c) b>-10b + 25
d)4y*+ 12y +9 e) a*-2a% +1 f)y*+6y*+9

Suma por diferenza. De novo a seguinte igualdade il b
obtense tras efectuar o produto sinalado: i

(a+b)-(a—b)=a’-b’ (ﬂ-i-b){ﬂ'bj

Suma por diferenza é igual a diferenza de cadrados.

[l
=

Observa as figuras e conéctaas coa igualdade. _b a — T —

Exemplos:
+ (@+7)-(@a-7=a’-7"=a>-49
+ (X+D)-(x=-D=x*-1"=x>-1
4+ (2X+3)-(2x=3)=(2%)° -3’ =4x* -9
+ (=3x=5)-(=3x+5)=(=1)-(3%X+5) - (=3x+5) = (=1) - (54 3X)-(5-3%) =

=(-1)-(5 —=(3x)*) =—25+9x*
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49. Efectua estes produtos:

a) (4x+3y)-(4x-3y)
b) (x> +4)-(2x> —4)

o) (=X +3xX)-(X* +3X)

De volta aos polinomios dunha variable, podemos dicir que neste apartado expandimos potencias dun
polinomio, ou produtos dun polinomio por si mesmo, asi como produtos da forma suma por diferenza.
Convén darse conta de que as suas féormulas, lidas ao revés, constitien unha factorizacién dun
polinomio.

Exemplos:
+ X HIX+36=X+2-6-X+6" =(X+6)°
2% =12 18K =2X- (X" —6X+9) =2X-(X* —2-3-X+3%) =2X-(X-3)
+ X =5=(x+5)-(x=+/5)
4 X —16=0¢ +4)- (¢ —4) = (X +4)-(X+2)-(X—2)

50. De acordo co exposto, factoriza os seguintes polinomios:
a) x*-2x+1

b) 3x*+18x+27

c) 4x’-16x’
51. Calcula os seguintes produtos:
a)(3x+1)-(3x—1) b) (2a— 3b) - (2a + 3b)
c) (x>~ 5)- (x*+5) d) (3a>+5) - (3a*-5)
52. Expresa como suma por diferenza as seguintes expresions
a) 9x’>— 25 b) 4a*- 81b? c) 49 — 25 x? d) 100 a*>- 64
53. Simplifica as seguintes fracciéns alxebraicas
a) x> -1 b)2x2+12x+18 g 6-3a
3X +3 x> -9 a’-4
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ \ X [ Dille a un compafieiro que escriba
Numerosos actos que po- * " X nun papel un ndmero natural e
demos encadrar dentro de * _quenonoamose.

"trucos de maxia" poden ii. Que o multiplique por 10.

ser analizados. ol “destric iii.  Que ao resultado anterior lle sume

pados", mediante un uso 32.

adecuado das Matematic iv.  Que multiplique por 100 o obtido.

cas, en particular a partir v.  Quelle sume 800.

de expresions alxebraicas. vi.  Que divida entre 1000 a ultima
cantidade.

\ / vii.  Que ao resultado precedente lle

reste o nUmero que escribiu.
Nos exercicios 1 e 2 tes outros vii. - Ten un 4! Maxial
exemplos disto.
( ALGORITMOS

- 0 que orixina a letra dun DNI ou NIF.

A regra de Ruffini é un exemplo de algoritmo. Un algoritmo é unha relacién ordenada e precisa
de operacidns, ou acciéns, que se deben realizar sobre os datos inicialmente dispofiibles coa
finalidade de resolver un problema ou acadar nova informacién. Outros algoritmos:

- 0 da division de dous numeros enteiros, que nos proporciona o seu cociente e o seu resto.

- o de Euclides, polo que obtemos o maximo comun divisor de dous enteiros positivos.

- 0 da raiz cadrada, que ofrece a raiz cadrada dun nimero.

\ Os algoritmos son un piar basico no funcionamento de calquera ordenador ou computadora.

~

%
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COEFICIENTES BINOMIAIS

Cando expandimos o binomio (a+b)n aparece un polinomio tal que todos os seus mo-

nomios son do mesmo grao, grao n . A parte literal de cada un deles é moi facil de es-
cribir, non asi, en principio, cada un dos coeficientes. Porén, grazas a un tridngulo nu-
mérico podemos cofiecer os coeficientes que corresponden a cada expoifente n: o
tridngulo de Tartaglia ou de Pascal. E un triangulo numérico con moitas propiedades e
utilidades. Anotemos unha propiedade: cada unha das suas lifias comeza e conclide co
dixito 1, o resto de niumeros é igual @ suma dos dous numeros que se atopan sobre el.

n= 9/1/9/36/84/126/126/84/36/9/1/

Por exemplo, o desenvolvemento para o expofiente N =35 seria

(a + b)° = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b°
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RESUMO

Expresion

Expresidn matematica que se constrie con numeros

—3X

2
. ., . , . —— =Xy -z
alxébrica reais e as operacions matematicas bésicas de suma,| 2x + y’ y
resta, multiplicacion e/ou division.
Variable, O non concretado nunha expresion alxébrica. As variables, ou indeterminadas, do

indeterminada

exemplo anterior son x, y, z.

Valor numérico
dunha expresion

Ao fixar un valor concreto para cada indeterminada,
ou variable, dunha expresion alxébrica aparece un
nimero real: o valor numérico desa expresion

Se, na expresion precedente,
facemos x=3, y=-2, z=1/2 obtemos

alxébrica -33 3.(—2y2.L_23
alxébrica para tales valores das indeterminadas. 2.3+ (-2)° -3:(=2) B
Monomio Expresion dada polo produto de numeros reais e —5-x-y3-22,
indeterminadas. 5
7-X

Coeficiente dun
monomio

O numero real que multiplica a indeterminada, ou
indeterminadas, do monomio.

Os coeficientes dos anteriores
monomios son, respectivamente, -5
e’

Parte literal dun

A indeterminada, ou produto de indeterminadas,
gue multiplica o coeficiente do monomio.

A parte literal de —5-x-y3-22 é

monomio 3 9
X-y’ -z

Grao dun Cando hai unha Unica indeterminada é o expofiente | Os graos dos monomios

monomio desta indeterminada. Se aparecen varias, o grao do|precedentes son 6 e 2,
_monomlo_ serd a suma dos expofientes desas respectivamente
indeterminadas.

Polinomio Expresion construida a partir da suma de X2 +4%> +8X+6
monomios.

Grao dun O maior grao dos seus monomios. O anterior polinomio é de grao 3

polinomio

Suma, resta e
produto de
polinomios

O resultado sempre é outro polinomio.

p=—3x+6;q=x2+4.

p+q=x*-3x+10;
p—q=-x>—-3x+2;
p- g =-3x3+6x>—12x + 24.

Division de dous
polinomios

Obtéfiense outros dous polinomios, os polinomios
cociente (c(x)) e resto (r(x)), ligados aos polinomios
iniciais, os polinomios dividendo (p(x)) e divisor

(q(x)).

PO =a(x)-c(X) +r(X)
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Factorizacion dun | Consiste en expresalo como produto doutros| x° —3x® —x?>+3=

polinomio polinomios de menor grao. _ (X2 _3)'()(3 1)
Polinomio E aquel que non pode ser expresado como produto —3x+6
irredutible doutros polinomios de grao inferior. 2 4 '

X+
Raiz dun Un ndmero real concreto & € unha raiz, ou un cero,| 2 & raizde —3X+6
polinomio do polinomio P, se ao avaliar P en X=a obtemos

’ 7 . . :O'
0 ntmero 0, & dicir, se p(a) 1e — 3 son raices de X’ +2X—3

P . { . . 2
Raices e Que un numero real concreto & sexa unha raiz do| —2 ¢ unharaizde x> +2x% —x—2
factorizacién polinomio P(X) é equivalente a que o polinomio

p(X) admita unha descomposicion factor.ial c?a X3+2X2—X—2=(X+2)-(X2—1)
forma pP(X)=(X—a)-c(X) para certo polinomio

c(X).

Numero de raices  Todo polinomio de grao N ten como moito N | y2 4 7% 3 ten ddas raices, le —3
e grao raices reais, algunha das cales pode aparecer

repetida entre eses non mais de N nudmeros reais. 5 ,
3X”+7 non ten raices

Regra de Ruffini |Pédemos axudar a hora de factorizar un polinomio e
cofecer as suas raices.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Neste exercicio vaise presentar un truco mediante o cal imos adivifiar o nimero que resulta tras
manipular repetidamente un nimero descofiecido. Converte nunha expresion alxébrica as sucesivas
alteracions do numero descoiiecido e xustifica o que ocorre.

i.  Dille a un compafeiro que escriba nun papel un nimero natural e que non o

amose. h
ii.  Que o multiplique por 10.

iii.  Que ao resultado anterior lle sume 100.

iv.  Que multiplique por 1000 o obtido.

v. Que divida entre 10 000 a ultima cantidade.

vi.  Que ao resultado precedente lle reste o nimero que escribiu.

vii.  Independentemente do nimero descofiecido orixinal, que nimero xurdiu?

2. Nestoutro exercicio imos adiviiar dous nimeros que pensou un compaifeiro. Constride unha
expresion alxébrica que recolla todos os pasos e, finalmente, descobre o truco.
i. Solicita a un compafieiro que escriba nun papel, e non amose, dous niUmeros naturais: un dunha
cifra (entre 1 e 9) e outro de duas cifras (entre 10 e 99).
ii.  Que multiplique por 4 o numero escollido dunha cifra.
iii.  Que ao resultado anterior lle sume 3. 5
iv.  Que multiplique por 5 o obtido.
v.  Que a ultima cantidade lle reste 15.

vi.  Que multiplique o resultado precedente por 5.
vii.  Que lle sume ao anterior o numero de duas cifras que elixiu.
viii.  Dille ao compafieiro que desvele cal é o resultado de todos eses cambios.

ix. Que debemos facer para descubrir os dous niumeros que escolleu o compafieiro?

3. Estuda se hai numeros reais nos que as seguintes expresiéns non poden ser avaliadas:

a) 3x—6
(X+2)-(2x-14)
- X
b) ——
x> —4x+4
3
<) 3x° —
-2x*=3x* -4
d) SX-y+1
x> +y’

4. Unha persoa ten aforrados 1000 euros e decide depositalos nun
produto bancario cun tipo de interese anual do 3%. Se decide
recuperar os seus aforros ao cabo de dous anos, cal serd a cantidade
total da que dispora?

w
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5. Xeneralicemos o exercicio anterior: Se ingresamos Xeuros nun depdsito bancario cuxo tipo de

interese é do 1% anual, cal serd a cantidade que recuperaremos ao cabo de N anos?

6. Constrie un polinomio de grao 2, p(X), tal que p(3)=-7.

7. Consideremos os polinomios P(X)==5% +Xx*=3x=2 , qX)=3x*+2x’—x*+2x+7 e

r(X)=4x"+5x—1 . Realiza as seguintes operacions:

a) P+Q+r
b) P—Q
o pr
d p-r=q

8. Calcula os produtos:

ax by) (—xy
a) (?—7J(?j b) (0.3x—0.2y +0.1z) - (0.1x+ 0.2y - 0.32) c)(x—1) (x—a) (x—b)

9. Efectua as divisiéns de polinomios:

a) 2x* 3%’ —8x* +9x—1 entre 2x> +3x-3
b) 4%’ —5x*+6x> +2x> —10x—6 entre X +2X+3

10. Calcula os cocientes:
a) (5x*):(x?) b) (3x%y*2°) : ((1/2)xy?2°) c) (X +2x%y +y?) : (x* +y)

11. Realiza as operacions entre fraccions alxebraicas:

a) x—1 N 2X

x?=3X X*—6X+9
b) X—1 3 2X

X2 =3x X*—6X+9
0 X—1 2X

x> =3X X*—6X+9
d) =1 2X

X2 =3x x>—6Xx+9

12. Construie un polinomio de grao 2 tal que o nimero —3 sexa raiz sua.
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13. Determina un polinomio de grao 3 tal que as stas raices sexan 6, —3 e 0.

14. Construe un polinomio de grao 4 tal que tefia unicamente duas raices reais.

15. Encontra un polinomio q(X) tal que ao dividir P(X)=X"+X +X* +X+1 entre q(X) se obtefia como
polinomio resto I'(X)=5xX>+5x+1.

16. Calcula as raices enteiras dos seguintes polinomios:

a) 33X +11xX*+5x-3
b) 3x’+2x*+8x-3
c) 33X +5x+x-1
d) 2X +Xx*—6x-3

17. Obtén as raices racionais dos polinomios do exercicio anterior.

18. Descompdn os seguintes polinomios como produto de polinomios irredutibles:

a) 3X +11xX*+5x-3
b) 3X +5x*+x-1
) 2X +Xx*—6x-3
d) 3x —6x>+x-2
19. Calcula as potencias:

a) (x—2y +2)? b) 3x-y)? c) ((1/2)a + b*)? d) (¢ - y?)?

20. Analiza se os seguintes polinomios xurdiron do desenvolvemento de potencias de binomios, ou
trinomios, ou dun produto suma por diferenza. En caso afirmativo, expresa a sua procedencia.

a) X +6Xx+9
b) x'—8x+16
c) X +420xy+5y’
d) x*+2X + X +2x+1
e) x'—2xX+x +2x+1
f) x*-36
g) 5x*+1
h) 5x*—11
) X =3y’
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21. Descompodn en factores:

a)x*—1 b) x? —y? c) x2y? — 22 d) x* = 2x%y + y?

22. Con este exercicio preténdese amosar a conveniencia & hora de non operar unha expresion
polindmica que temos factorizada total ou parcialmente.

a) Comproba a igualdade X' —5X* +6=(X’—2)-(X* =3).

b) Determina todas as raices do polinomio X' —=5X* +6.

23. Factoriza numerador e denominador e simplifica:

4 2.2 4
W2 —ox+1 b X' +2Xy +y X3 — X
x> —1 X +y x* -1

a)

24. Efectua as seguintes operacions e simplifica todo o posible:

2 3 b X—y.x2+y2 g 2x+1
X(5-X) 2(5-X) X+y x> -y’ 4x* -1

25. Efectla as seguintes operacions e simplifica todo o posible:

) x* =1 x*+1 b) 2X+3y 3x+4y —4x+(1—- X) X+1_1 X
a 7 8 _ - _ _ 1
X X a-b 2a 2b X 1+X

26. Efectua as seguintes operacions e simplifica todo o posible:
a) X4_i : X2+l b) X3—3aX2+3a2X—a3 Xx—a C) a+b_a—b : ab
X X X+a ‘X+a a-b a+b) a+b

27. Efectua as seguintes operacions e simplifica todo o posible:

ot 1 1 3,221
a X+y x a+ I 3 2 1 3 2 X X
a) y. : y b) 1——+—2+—3 . Y C) y . y
it 1. x X xX/)\x x X 133,535
a X+y X a+y X 'y Xy
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AUTOAVALIACION

1. Sinala os coeficientes que aparecen nas seguintes expresions alxebraicas:

a) 23—X;y72 +5xy3‘g b) —2X°+X' =X’ +5x~1 ¢) 542Xy’ 2

2. Ovalor numérico da expresiéon 3X—_72+ 5xy° _ en X=2,y=-1,z=-1é:
2-3y z

a)17 b)15c¢)—-3d) -5
3. Completa adecuadamente as seguintes oraciéns:
a) Asuma de dous polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........
b) A suma de tres polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........
¢) O produto de dous polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........

d) A diferenza de dous polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........

4. Ao dividir o polinomio P(X) =X’ +X* + X’ +1entre q(X) = X>+X+1 o polinomio resto resultante:

a) debe ser de grao 2. b) pode ser de grao 2.

c) debe ser de grao menor que 2.  d) ningunha das opcidns precedentes.

5. Considera o polinomio 2x* = 7% +5x% —7x+3 . Cales dos seguintes numeros enteiros son
razoables candidatos para seren unha raiz sua?

a) 3 b) 2 c)-5 d) =7

6. Considera o polinomio 2x' +7x +x* =7x-3. Cales dos seguintes numeros racionais son
razoables candidatos para seren unha das suas raices?
-1 1 3
a) —3 b)2e — c)-3e — d)—3e =
2 3 2
7. Todo polinomio con coeficientes enteiros de grao tres
a) ten tres raices reais. b) ten, como moito, tres raices reais. c) ten, polo menos, tres raices.

8. E posible que un polinomio, con coeficientes enteiros, de grao catro tefia exactamente tres raices,
xa sexan diferentes ou con algunha multiple?

9. Xustifica a veracidade ou falsidade de cada unha das seguintes oracions:
a) A regra de Ruffini serve para dividir dous polinomios calquera.
b) A regra de Ruffini permite ditaminar se un nimero é raiz ou non dun polinomio.
c) Aregra de Ruffini s6 é valida para polinomios con coeficientes enteiros.
d) A regra de Ruffini € un algoritmo que nos proporciona todas as raices dun polinomio.

10. Analiza se pode haber algin polinomio de grao oito que non tefa ningunha raiz.
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Resumo

Os matematicos tardaron preto de tres mil anos en comprender e resolver ecuacions tan sinxelas e que
ti cofieces tan ben como ax + b = 0. Xa os exipcios resolvian problemas que se poden considerar de
ecuaciéns ainda que non existia a notacidon alxébrica. O matematico grego Diofanto no século Il
resolveu ecuacions de primeiro e segundo grao. No século XV houbo un desafio para premiar a quen
resolvera unha ecuacién de terceiro grao. No século XIX demostrouse que non existe unha formula
xeral que resolva as ecuacions de quinto grao. Para impofier que a ecuacién ax + b = 0 tefia sempre
solucién, o conxunto numérico dos nimeros naturais debe ampliarse cos nimeros negativos. Para
impofer que a ecuacién ax = b tefia sempre solucidn, o conxunto numérico dos nimeros enteiros debe
ampliarse cos numeros fraccionarios. Para impofier que a ecuacién x>= a, a > 0, recorda x?>= 2, tefia
solucién, o conxunto numérico debe ampliarse cos nimeros irracionais. Pero a ecuacién x> + 1 = 0,
ainda non ten solucién no conxunto numérico dos nimeros reais. O proximo curso ampliarase o
dominio aos numeros complexos.

Neste capitulo repasaremos a solucién de ecuaciéns de segundo grao e sistemas lineais, que xa
cofieces, e ampliaremos con ecuacidns e sistemas novos.
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1. ECUACIONS DE SEGUNDO GRAO

1.1. Concepto de ecuacions de segundo grao

Recorda que:

Unha ecuacion de segundo grao é unha ecuacién polindmica na que a maior potencia da incégnita é 2.
As ecuacions de segundo grao pddense escribir da forma:

ax’+bx+c=0

onde a, b e c son nUmeros reais, con a= 0.

Exemplo:
a) Son ecuacions de 22 grao:
22— 7x+4=0; —-9%x2+2x-5=0; 6x2—(1/2)x—3.25=0
b) Os coeficientes das ecuacions de 22 grao son numeros reais, polo tanto poden ser

fraccions ou raices. Por exemplo:
9 2 7, 1 4 3
Exz—\/gx+§=0; ;xz—gx—§=0; —5.8x2 +1.7x — 7.02 = 0; \/§X2+EX—32=0.

1. Indica se son ecuaciéns de segundo grao as seguintes ecuaciéns:

2
a)3x* —J7x+5=0 b) 4.7x*— 6.25 =0 c)7x*—=+5x=0
X
d) 2xy?—~5=0 e)33-2.35x=0 f)9x2 —52/x+3.2=0
2. Nas seguintes ecuaciéns de segundo grao, indica quen sona, b e c.
a)3-8x2+10x=0 b) —3.4x>*+7.8x=0
c)6x2—1=0 d) 1.25x%— 3.47x + 2.75 = 0.

1.2. Resolucion de ecuacions de 22 grao completas
Recorda que:

Chdmase ecuacidn de segundo grao completa a aquela que ten valores distintos de cero paraa, b e c.
Para resolver as ecuaciéns de segundo grao completas utilizase a formula:

_ —bx+b*—4ac

2a

X

Esta formula permite calcular as duas soluciéns da ecuacion.
Chamamos discriminante a parte da formula que esta no interior da raiz:
A = b*-4ac
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Actividades resoltas
#+ Resolve a ecuacion de sequndo grao x*—3x +2 =0.
Primeiro debemos saber quen sona, b e c:
a=1;,b=-3;c=2.
Substituindo estes valores na formula, obtemos:

—b++b*—4ac _—(-3)++(-3)*-4-1.2 3+,9-8 3+1

2a 2:1 2 2

Polo tanto, as duas solucidns son:

3+1 3-1
= =2; x,=—=1.
2 2
En efecto, 22~3-2+2=4-6+2=0,e1?-3-1+2=1-3+2=0, xaque logo 2 e 1 son soluciéns da
ecuacion.

3. Resolve as seguintes ecuacions de 22 grao completas:
a)x*—8x+7=0 b)2x*+3x—12=0
c) 10x2—9x+50=0 d)x>*—13x+22=0

X

4. Resolve as seguintes ecuacioéns:

_ _ X=7 3-2X
a)2x—3.XT1=6x2—8X—53,- b) 2-2-L ==X _19, ¢) 5x - (x - 3) + 4(x2— 5) + 10 = ~10:

2 2
d)5(x>—1)+3(x>-5)+4=16; e) 2-5x" 4 _ 4X_7,- f) 2-3x" 4 _2x —1_
5x 3 15

1.3. Numero de solucions dunha ecuacion de 22 grao completa
Recorda que:

Antes definimos o que era o discriminante, |émbraste?

A=Db?-4ac

Para saber cantas soluciéns ten unha ecuacién de 22 grao, imos fixarnos no signo do discriminante.
Se A = b>~4ac > 0, a ecuacidn ten duas soluciéns reais e distintas.

Se A = b’>- 4ac = 0, a ecuacidn ten duas solucidns reais iguais (unha solucién dobre).

Se A = b>~4ac < 0, a ecuacién non ten solucién.

O motivo é moi sinxelo, a raiz cadrada dun nimero real negativo non é un nimero real, non existe.
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Exemplo:

+ A ecuacidon x*— 7x + 10 = 0 ten como discriminante:
A=b?-4ac=(-7)2—4-1-10=49-40=9>0
Polo tanto, a ecuacién dada ten 2 solucidns reais e distintas, 2 e 5.

(Comprobacién: 5°—7 -5+10=25-35+10=0e(2)*’-7(2)+10=4 -14+10=0).

#+ A ecuacion x*— 6x + 9 = 0 ten como discriminante:
A=b*-4ac=(-6)2-4-1-9=36-36=0
Polo tanto, a ecuacidn ten duas solucidns reais iguais. Pédese escribir como:

x>—6x+9=0= (x—3)2=0, que ten a solucién dobre x = 3.

+ A ecuacion x% + 4x + 10 = 0 ten como discriminante:
A=b2—4ac=(42—4-1-(10)=16—40=-24<0

Polo tanto, a ecuacion non ten solucién real. Ningun nimero real verifica a ecuacion.

5. Pescuda cantas solucidns tefien as seguintes ecuaciéns de 29 grao:
a)9x*+4x+7=0 b) 3x>~5x+2=0
c)x>-9x—12=0 d) 2x>-7x+9=0.

1.4. Resolucion de ecuacions de 22 grao incompletas
Recorda que:

Chamamos ecuacidn de 22 grao incompleta a aquela ecuacién de segundo grao na que o coeficiente b
vale O (falta b), ou o coeficiente c vale 0 (falta c).

Observa: se o coeficiente a vale cero non é unha ecuacion de segundo grao.

Exemplo:

#+ A ecuacidn de segundo grao 3x*— 22 =0 é incompleta porque o coeficiente b = 0, é dicir, falta b.
#+ A ecuacion de segundo grao 2x*— 7x = 0 é incompleta porque non ten c, é dicir, c = 0.

Unha ecuacién de segundo grao incompleta tamén se pode resolver utilizando a férmula das completas
pero é un proceso mais lento e é mais doado equivocarse.
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Se o coeficiente b = 0: Despexamos a incégnita normalmente, como faciamos nas ecuacions de

primeiro grao:
- -C -
alt+c=0a’=—C=> x'=— = VX’ = [—= x=%[—.
a a a

—-C , ., .. —-C . .,
Se — > 0 ten duas solucidns distintas, se — < 0 non existe solucion.
a a

Se o coeficiente ¢ = 0: Sacamos factor comun:
ax’+bx=0= x-(ax+b) =0.
Para que o produto de dous factores valla cero, un dos factores debe valer cero.

Polotantox=0,ouax+b=0=>ax=-b=> x=—.
a

Resumo

Se o coeficiente b = 0, ax> + ¢ = 0, despexamos a incégnita: X = £ =

Se o coeficiente ¢ = 0, ax®> + bx = 0, sacamos factor comun: x=0e X = —.
a

Exemplo:

*+ Na ecuacion 2x*— 200 =0 falta o b.
Para resolvela despexamos a incdgnita, é dicir, x?:
2x>—200 =0 = 2x* =200 = x> =200/2 = 100.

Unha vez que chegamos aqui, falta quitar ese cadrado que leva a nosa incdgnita. Para iso, facemos a
raiz cadrada nos 2 membros da ecuacion:

x=+/100=+10.
Asi obtivemos as duas soluciéns da nosa ecuacion, 10 e —10.
En efecto, 2 - 102—200=2-100-200=0, e 2 - (—10)>— 200 =2 - 100 — 200 = 0.
Exemplo:
+ Na ecuacion 3x>—21x =0 falta o c.

Para resolvela, sacamos factor comun: 3x2-21x=0=3x-(x-21)=0
Unha vez que chegamos aqui, temos duas opcidns:

1)3x=0=x=0.

2)x-7=0=>x=7.
Asi obtivemos as duas solucions da ecuacion x=0e x =7.

En efecto,3:0°-21-0=0,e3-(7)2-21-7=3-49-21-7=147-147=0.
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Actividades resoltas

+ Resolve a ecuacion de sequndo grao 2x*>— 50 = 0:

Solucion: Tratase dunha ecuacidon de 22 grao incompleta onde falta o b. Polo tanto, despexamos a
incégnita:

2x’>-~50=0 = 2x* =50 = x?> = 50/2 = 25 = as soluciéns son 5 e —5.

4+ Resolve a ecuacion de sequndo grao x*> + 11x = 0O:
Solucidn: Tratase dunha ecuacion de 22 grao incompleta onde falta o c.
Polo tanto, sacamos factor comun: x> + 11x =0 = x(x + 11) = 0.
Obtemos as duas solucions: x=0e x+11=0= x=-11.

As solucions son 0 e —11.

6. Resolve as seguintes ecuacions de 22 grao incompletas:

a)5x>+75x=0 b) 4x>*—160=0
c)x’—64=0 d)3x?+2x=0
e)9x>—49=0 f) 3x>—33x=0.
7. Resolve as seguintes ecuacions de 22 grao incompletas:
a)3x?2+18x=0 b) 5x2—180=0
c)x?—49=0 d)2x*+x=0
e)4x*-25=0 f) 5x*— 10x = 0.

1.5. Suma e produto das solucidns nunha ecuacidn de segundo grao

Recorda que:

Se nunha ecuacion de segundo grao: x2 + bx + ¢ = 0, con a = 1, cofiecemos as suas soluciéns: x1 e x2
sabemos que podemos escribir a ecuacion de forma factorizada:

(x=x1) - (x—x2) =0.
Facemos operacions:
X=X1" X=X X+X1-X2=0=> x> = (X1+X2) - X+ X1- X2=0,

polo que o coeficiente ¢ é igual ao produto das solucidons e a suma das soluciéns é igual ao oposto do
coeficiente b, é dicir, —b.
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X1°X2=C, X1+ X2=—b.
Se a ecuacién é ax? + bx + ¢ = 0, dividindo por g, xa temos unha de coeficiente a = 1, e obtemos que:

C -b
X1 X2= —, X1+X2=—.
a a

Esta propiedade permitenos, en ocasions, resolver mentalmente algunhas ecuacidns de segundo grao.

Actividades resoltas
% Resolve mentalmente a ecuacion x*> + x— 2 = 0.

As solucions son 1 e —2, pois o seu produto é —2 e a sia suma —1.

% Resolve mentalmente a ecuacion x>*—5x + 6 = 0.

Buscamos mentalmente dous niumeros cuxo produto sexa 6 e cuxa suma sexa 5. En efecto, 2-3 =6, e
2 +3 =5, logo as soluciéns da ecuacién son 2 e 3.

% Resolve mentalmente a ecuacion x>— 8x + 16 = 0.

O produto debe ser 16. Probamos con 4 como solucion e, en efecto, 4 + 4 = 8. As soluciéns son a raiz 4
dobre.

% Resolve mentalmente a ecuacion x*>+ x—2 = 0.

As solucions son —2 e 1, pois o seu produto é —2 e a sia suma —1.

8. Resolve mentalmente as seguintes ecuaciéns de 29 grao:

a)2x>+8x=0 b) x*+ 6x—27=0
c)x’-81=0 d)x?—13x+22=0
e)x*-3x—-4=0 f)x*-5x—-24=0.

9. Escribe unha ecuacion de segundo grao cuxas solucions sexan 5 e 9.

10. O perimetro dun rectdngulo mide 20 cm e a sua &rea 24 cm? Calcula mentalmente as suas
dimensions.

11. Se 3 é unha solucidon de x2— 7x + a = 0, canto vale a?
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2. OUTROS TIPOS DE ECUACIONS

Durante séculos os alxebristas buscaron formulas, como a que xa cofieces da ecuacién de segundo grao,
gue resolveran as ecuacions de terceiro grao, de cuarto, de quinto... sen éxito a partir do quinto grao.
As férmulas para resolver as ecuacidns de terceiro e cuarto grao son complicadas. S6 sabemos resolver
de forma sinxela algunhas destas ecuacions.

Exemplo:
#+ Resolve: (x=5)-(x=3)-(x+2)-(x=9)-(x—6)=0.

E unha ecuacién polinémica de grao cinco, pero ao estar factorizada sabemos resolvela pois para que o
produto de varios factores sexa cero, un deles debe valer cero. Igualando a cero cada factor temos que
as soluciéns son 5, 3, -2, 9 e 6.

2.1. Ecuacions bicadradas
Unha ecuacidn bicadrada é unha ecuacién da forma ax®*” + bx" + ¢ = 0.

Para resolvela facemos o cambio x" = t, converténdoa asi nunha ecuacidon de segundo grao de doada
resolucion.

~ . n .7
Cando tenamos calculado o valor de t, desfacemos o cambio efectuado, X = \/t_ para obter a solucion x.

As ecuacions bicadradas mais comuns son as de cuarto grao.

Exemplo:

% Para resolver a ecuacion bicadrada x* — 10x2+ 9 = 0, facemos o cambio obtendo a ecuacidn de
segundo grao t>—10t+9 =0.

Resolvemos esta ecuacién de segundo grao:

t_1OiJo4of—44.9_1018
- 21 )

10+8 10-8
= =9 y t=— =l

Desfacemos o cambio para obter os valores de x:

Sit =9 > x=+/9 =43
Sit,=1 > x=+/1=1=1
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Actividades resoltas
#+ A ecuacion x* — 5x* + 4 = 0 é unha ecuacion polindmica de cuarto grao, pero cunha forma moi
especial. E unha ecuacién bicadrada porque podemos transformala nunha ecuacién de segundo
grao chamando a x? por exemplo, t.

5+25-16 549 5+3
2 2 2
Unha solucién da ecuacion de segundo grao ét=4,eaoutraét=1.

X=5x2+4=0=>t2-5t+4=0=>t=

Polotantoset=x>=4,entonx=2e x=-2.
Eset=x*=1,enténx=1ex=-1.

A nosa ecuacién de cuarto grao ten catro soluciéns: 2, -2, 1 e —1.

12. Resolve as ecuacions seguintes:

a)(x-7)-(x-2)-(x+5)-(x-3)-(x-11)=0 b)3(x-5)-(x-7)-(x+2)-(x-3)-(x—4)=0.
13. Resolve as seguintes ecuacions bicadradas:

a)x*-3x2+2=0 b) x*+12x>+35=0 c) x*—4x>-12 =0.
14. Resolve as ecuacions bicadradas seguintes:

a)x*—13x2+36=0 b) x*—29x*+100=0 c)x*—10x2+9=0 d)x*-26x*+25=0.
2.2. Ecuacions racionais

Se hai incégnitas no denominador, a ecuacion denominase racional e resdlvese de forma similar,
guitando denominadores.

Para resolver ecuacions racionais, multiplicanse ambos os membros da ecuacién polo minimo comun
multiplo dos denominadores.

Exemplos:
3x—12+9x
+ Resolve ——— = 4.
2X
Quitamos denominadores:
3x—12+9x
2—=4:>3x—12+9x=8x:3x+9x—8x= 12 =>4x=12 = x=3.
X
., . 1 1 o . ,
% Para resolver a ecuacioén racional + = , primeiro calculamos o minimo comun
x—2  x+2 x2—4

multiplo dos denominadores:
m.cm.(x=2,x+2,x>=4)=(x=2) - (x +2).
Multiplicamos toda a ecuacién polo minimo comun multiplo, obtendo a nova ecuacion:
(x -2)-(x+2)+(x -2)-(x+2) (x-2)-(x+2)
X —2 X+2  x2_4
Resolvemos esta ecuacion e asi obtemos o resultado:

=>((x+2)+(x-2)=1.

1
(x+2)+(x—2)=1:>2x=1:>x=§.
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15. Resolve as seguintes ecuaciéns racionais:

1 1 1 X 4 3 X -13
a) - =0 b) + =— +—.
X“—x x-1 X—-6 X-2 x“-8x+12 X 6

2.3. Ecuacions radicais

Se hai incégnitas dentro dun radical, a ecuacidn denominase irracional, e resdélvese illando o radical e
elevando ao cadrado (ou ao indice do radical). Agora é preciso ter unha precaucidn, ao elevar ao
cadrado, a ecuacion obtida non é equivalente, pddense ter engadido soluciéns. Sempre é conveniente
comprobar o resultado pero, neste caso, é necesario.

Unha ecuacion radical ou irracional é aquela que ten a incégnita baixo o signo da raiz.

Para resolver ecuaciéns radicais, seguimos os seguintes pasos:

1.- lllase un radical nun dos dous membros, pasando ao outro membro o resto dos termos, ainda que
tefian tamén radicais.

2.- Elévanse ao cadrado os dous membros.
3.- Se quedan mais radicais, vélvese despexar un e elévase ao cadrado, ata que non quede ningun.
4.- Resélvese a ecuacion obtida.

5.- Comprébase que a solucidn é valida.

Exemplo:

% Imos resolver a ecuacion radical N2x—3 +1=x.

1.- {llase un radical nun dos dous membros, pasando ao outro membro o resto dos termos:
V2x-3+1=x=+2x-3=x-1,
2.- Elévanse ao cadrado os dous membros:
N2X—=3=Xx—-1=2x-3=(x-1)>=2x-3=x2-2x+1.

3.- Resdlvese a ecuacion obtida:

2X=3=x2-2X+1=>x>—4x+4=0=>x=

4+.(-4)*-4-1.4 4+
(=4) =420=2dobre.

2:1

4.- Comprdbase que a solucién é vdlida:

N2:2-341=2=.1+1=2=2=2.
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Actividades resoltas

% Resolve a ecuacidn radical \/x +6— x/x -2=2.

1.- illase un radical nun dos dous membros, pasando ao outro membro o resto dos termos, ainda que
teflan tamén radicais:

VX+6=2+/x-2.

2.- Elévanse ao cadrado os dous membros:
(M)z = (2+m)2:>x+6=4+4m+x—2.
Simplificase a ecuacion obtida:
X+6=4+4/x-2+x-2=>x+6—-4-x+2=4/x-2=>4=4/x-2.
3.- Volvemos agora ao paso 2 para eliminar a raiz que temos ainda:
a=aJx-2=4>=(aVx-2) = 16=16(x-2).
4.- Resdlvese a ecuacion obtida:
16=16(x-2)=>1=x-2=>x=3.
5.- Comprébase que a solucion é vélida:
JX+6-x-2=2=3+46-3-2=2=/9-V1=2=3-1=2=2=2.

A solucion x = 3 verifica a ecuacion.

16. Resolve as seguintes ecuacions irracionais:

a) Vhx+4-1=2x b) VX+19+1=+/2x+4 c) 3Wx—-1+11=2x.

2.4. Outras ecuacions

Hai tamén ecuacions trigonométricas, logaritmicas, exponenciais. Asi, se a incégnita estd nun
expofiente, a ecuaciéon denominase exponencial. Se podemos expresar os dous membros da ecuacion
como potencias da mesma base, igudlanse os expofientes.

Exemplo:

4+ Resolve: 2% = —
esolve 16

., ) 1 2 )
Expresamos a ecuacién como potencias dunha mesma base: 2 =§:>2 ¥=2

Igualamos os expofientes: 2x = -4 —=x =-2.
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17. Resolve as ecuacions seguintes:

a)(x-9):-(x—-1)-(x+24)-(x-5)-(x-3)=0 b)3(x—5) (x—

18. Resolve as ecuacions bicadradas seguintes:

9):-(x+2):(x-1):(x—4)=0.

a)x*+5x*-36=0 b) x*—21x*+12100=0 c)x*—45x*+234=0 d)x*-37x>+36=0.

19. Resolve as ecuacions racionais seguintes:

2x—-1+7x 3 1 1 1 1 1
a) XTITIX_2 5 p)t41-—— = 0
3x X X

20. Resolve as ecuacidns irracionais seguintes:

+__£ 2x-3
x—2 3 x—1 x+1

d
3 ) X

1
+-=1.
X

a) 5+Vx—-1=x+2 b) Vx=2+3Jx—2=x+1 c) x—4=x-1 d) 7+Vx+4=x+9.

21. Resolve as ecuaciéns exponenciais seguintes:

1 1
a) 53X=_ b)22x.4x:1_6 C) 2X+5.2X+4.2X+3 =8.

625
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3. SISTEMAS DE ECUACIONS LINEAIS

3.1. Concepto de sistema de ecuacidns lineais

Recorda que:

Unha ecuacién con varias incégnitas é unha igualdade que as relaciona.

Por exemplo:

x> +y? =25, é a ecuacién dunha circunferencia de centro a orixe e radio 5.
Un sistema de ecuacidns é un conxunto de ecuaciéns con varias incégnitas.
Por exemplo:

x> +y?=25

7x+2y=0
A primeira ecuacién é a dunha circunferencia de centro a orixe e radio 5, e a segunda é a ecuacién
dunha recta que pasa pola orixe. As soluciéns do sistema son os puntos de intersecciéon entre a
circunferencia e a recta.

Chamase solucion do sistema a cada un dos conxuntos de numeros que verifican todas as ecuacions do
sistema.

Dous sistemas son equivalentes cando tefien as mesmas soluciéns.

Un sistema de ecuacidns lineais con duas incdgnitas podese expresar da

forma:
{ax+by=c 2x+v=5
ax+by=c
K-2=3Y

onde g, b, a' e b’ son niUmeros reais que se denominan coeficientes e c e
¢' tamén son numeros reais chamados termos independentes.

Chamamos solucién do sistema ao par de valores (x, y) que satisfan as ddas ecuacidns do sistema.
Dise que dous sistemas de ecuacidns son equivalentes, cando tefien a mesma solucion.

Exemplo:

4+ Son sistemas de ecuacions lineais, por exemplo:

3x—-4y =1 5x +2y =7 X+2y =3
2x +5y =7 X-y=0 7x -3y =4
Exemplo:
. . , Ixy+2y =5 . . : .
+ Non é un sistema lineal 3 4 porque ten termos en xy, ainda que é un sistema de duas
X—Xy=
ecuacions.

, [5x* +9y=2

Tampouco o é porque ten un termo en x%, ainda que tamén é un sistema de duas
4x -3y =6

ecuacions.
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22. Razoa se son ou non sistemas de ecuaciéns lineais os seguintes sistemas:

) 7xy +5y =2 b) 2y —4x =3
a
3x -5y =8 3x -5y =-6
g 3x —4=2y d) 2x2+3y =5
6x +8y =9 x2+y2=9

3.2. Clasificacion de sistemas de ecuacions

Recorda que:

Nun sistema de ecuacions lineais con duas incognitas, cada unha das ecuacions representa unha recta
no plano. Estas rectas poden estar posicionadas entre si de tres maneiras distintas, o que nos axudara a
clasificar o noso sistema en:

1) Compatible determinado: o sistema ten unha Unica solucion, polo que as nosas rectas son
SECANTES.

2) Compatible indeterminado: o sistema ten infinitas solucidns, polo que as rectas son COINCIDENTES.

3) Incompatible: o sistema non ten solucidn, polo que as rectas son PARALELAS.

r+y=3

Compatible determinado Compatible indeterminado Incompatible
Actividades resoltas
#+ Engade unha ecuacién ax — 2y = 2 para que o sistema resultante sexa:
a) Compatible determinado.
b) Incompatible.
¢) Compatible indeterminado.

Solucion:

a) Para que o sistema sexa compatible determinado, engadiremos unha ecuacion que non tefia os
mesmos coeficientes que a que nos da o exercicio. Por exemplo, x + e = 1.
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b) Para que sexa incompatible, os coeficientes tefien que ser os mesmos pero ter diferente termo
independente. Por exemplo x — 2y = 3.

c) Para que sexa compatible indeterminado, pofieremos unha ecuacién proporcional & que temos. Por
exemplo 2x—4y =4,

T T T T 1
-3 -2 -1 o /‘2 :

2 —4y=4
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23. Representa os seguintes sistemas e clasificaos:

2x+y =4 3x-y=4 3x-9y =9
a) b) c)
-2x+y =-1 -y +3x =1 2x -6y =6
24. Resolve graficamente os seguintes sistemas e clasificaos:
2Xx+y =6 X-y=3 2x -3y =3
a) b) c)
-3x+y=-1 -2y +2x =1 4x -6y =6
25. Resolve graficamente os seguintes sistemas e clasificaos:
X+y =5 X-y=3 2x -3y =5
a) b) c)
-3x+y=-3 -2y +x =1 4x -4y =4

3.3. Resolucidn de sistemas polo método de substitucion

Recorda que:

O método de substitucion consiste en despexar unha incégnita dunha das ecuacidons do sistema e
substituir a expresién obtida na outra ecuacién. Asi, obtemos unha ecuacién de primeiro grao na que
poderemos calcular a incognita despexada. Co valor obtido, obtemos o valor da outra incégnita.

Exemplo:
. 2x-3y=1 . N
4+ Imos resolver o sistema polo método de substitucion:
x+2y=4
., 2x -3y =1 2x -3y =1 .y L
Despexamos x da segunda ecuacion: = e substituimolo na primeira:
X+2y =4 X =4-2y
2(4-2y)-3y =1 8-4y -3y =1 -4y -3y =1-8 -7y =-7
(4-2y)-3y =1 __ y-3y=1_ |-4y -3y N it et
X =3-2y X =3-2y X =3-2y X =3-2y

Co valor obtido de y, calculamos o x: x=4-2y=>x=4-2-1=2.

o |x=2
A solucién é: { .

y=1
2.2-3-1=4-3=1
Comprobamos: .
2+2-1=4
26. Resolve os seguintes sistemas polo método de substitucion:
2X +5y =—6 3x+4y =5 5x -2y =3
a) b) c)
X+2y =1 4x +y =8 2x+y =10

27. Resolve os seguintes sistemas polo método de substitucion:

a) 3X +4y =26 b) 2x +4y =26 0 3x -2y =8

X -2y =2 3X+y =24 2x +3y =14
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3.4. Resolucion de sistemas polo método de igualacion
Recorda que:

O método de igualacion consiste en despexar a mesma incognita das duas ecuacidns que forman o
sistema e igualar os resultados obtidos. Asi, obtemos unha ecuacidén de primeiro grao na que
poderemos calcular a incégnita despexada. Co valor obtido, calculamos o valor da outra incégnita.

Exemplo:

. 2x-3y=1 . . -
+ Imos resolver o sistema polo método de igualacion:
x+2y=4

Despexamos a mesma incognita das ddas ecuaciéns que forman o sistema:

X+2y =4 2 -

2x -3y =1 _ 3y +1
{ y=1_ |x=3*1
X =4-2y

Igualamos agora os resultados obtidos e resolvemos a ecuacion resultante:

3y +1_ 3y +1=8-dy _ [3y +4y =81 7y =7 =1
{ - _4_2yj{y+ yj{y+y j{ y 3{ y

X =4-2y X=4-2y X =4-2y X =4-2y X=4—2y'
Co valor obtido de y, calculamos o x: y = y
X=4—2y X=4-2-1=2

. [x=2
A solucion é: { .
y=1
2.2-3-1=4-3=1

Comprobamos:
2+2-1=4

28. Resolve os seguintes sistemas polo método de igualacion:

) X+y =11 b) 2x -5y =4 7x -3y =5
a o
-X+3y =2 2x +7y =-11 3Ix+4y =11
29. Resolve os seguintes sistemas polo método de igualacion:
. 3IX+y =2 b 2x -3y =-5 c Ix -2y =7
—-2x+y =-5 4x +5y =12 Xx+3y =8
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4.5. Resolucion de sistemas polo método de reducion

Recorda que:

O método de reducidn consiste en eliminar unha das incégnitas sumando as dudas ecuacidns. Para iso
multiplicanse unha ou ambas as duas ecuaciéns por un nimero de modo que os coeficientes de x ou e
sexan iguais pero de signo contrario.

Exemplo:

) 2x—-3y=1 i .
+ Imos resolver o sistema polo método de reducion:
x+2y=4

Multiplicamos a segunda ecuacion por —2 para que os coeficientes do x sexan iguais pero de signo con-
trario e sumamos as ecuaciéns obtidas:

2x -3y =1 2x —3y = _ay = _ay
y X =3y =1 sumamos 2x -3y =1 _ 2x -3y =1
x+2y =4 (-2) -2x -4y =-8 -7y =7 y =1

Co valor obtido de y, calculamos o x:

4
2x-3-(1) =1 - _
{X (1) {X—Z—Z

y=1 —

xX=2

A solucion é: {
y=1

2-2-3-1=4-3=1

Comprobamos:
2+2-1=4

30. Resolve os seguintes sistemas polo método de reducion:

) X+2y =3 b) 2x +3y =1 ) 2x +3y =0
a o
—2x -5y =4 3x+y =5 x—4y =5
31. Resolve os seguintes sistemas polo método de reducion:

3x+y =8 X+3y =9 2x+3y =5

a) b) c)

X -5y =-9 X+2y =10 X-2y =7
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5. SISTEMAS DE ECUACIONS NON LINEAIS

5.1. Concepto de sistema de ecuacidns non lineais

Un sistema de ecuacions é non lineal cando polo menos unha das suas ecuacions non é de primeiro
grao:

ax2+by?=c
ax+by=c

Onde g, b, a' e b' son numeros reais que se denominan coeficientes e c e ¢’ tamén son nimeros reais
chamados termos independentes.

Chamamos solucion do sistema ao par (x, y) de valores que satisfan as dlas ecuaciéns do sistema.

Exemplo:

+ Son sistemas de ecuacidns non lineais, por exemplo:

) {x+y=5 b) {x +y=7 0 {\/;+y=3

X-y=6 xX+y=5 X+5y=7

32. Razoa se son ou non sistemas de ecuaciéns lineais os seguintes sistemas:

X-y+2y=6 S5y—x=4
a) b)

2x—-3y=1 2x-3y=-1

4X—2=y X2+y=2
c d) 5

3x+5y=2 3x+y“ =4

5.2. Resolucion de sistemas de ecuacions non lineais

A resolucion deste tipo de sistemas soe facerse polo método de substitucion mediante os seguintes
pasos:

1.- Despéxase unha incégnita dunha das ecuacidns, a ser posible da de primeiro grao.
2.- SubstitUese a incégnita despexada na outra ecuacion.
3.- Resdlvese a ecuacion resultante.

4.- Cada un dos valores obtidos substitiese na outra ecuacién, obtéfiense asi os valores
correspondentes da outra incdgnita.
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Actividades resoltas

_ _ x> +y*>=25
+ Imos resolver o sistema non lineal
x+y=17
1.- Despéxase unha incégnita dunha das ecuacidns, a ser posible da de primeiro grao:
x*+y?=25 x> +y*=25
=
x+ty=17 y=7-x
2.- Substitlese a incégnita despexada na outra ecuacion:
x> +y*>=25 x> +(7-x)* =25
=
y=7—x y=7—x
3.- Resdlvese a ecuacion resultante:
x> +(7-x)* =25 x*+49-14x+x> =25 2x>—14x+24=0
=
y=7—x

L_18+y(-14)-4-2.24 142
- o -

=x1=4AXx2=3.

4.- Cada un dos valores obtidos substitiese na outra ecuacién, obtéfiense asi os valores
correspondentes da outra incognita:

Sex=3,y=7-3=4
Sex=4,y=7-4=3
As solucions son (3, 4) e (4, 3).
5.- Comprobacion:
{x2+y2 =25 _ {32 +4>=9+16=25

x+y=17 3+4=7

{x2+y2=25 {42 +32=16+9=25
—

x+y=7 4+3=7
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33. Resolve os seguintes sistemas non lineais:

X-y+2=4x y'—x*= x+y=17

a) b) c)

y—-x=1 5x-3y=1 x-y=12

34. Resolve os seguintes sistemas e comproba graficamente as soluciéns:

2 2 _ X-y=1 2 2 _
a) [X" -V =3 b){ y 0 XS +y 17

X+y =3 Xy =2 Xy =4
d) x%2+2y2 =17 e) x2-y2=5 ) x%2+y2=18

X+y=5 Xy =6 y =X

35. A traxectoria dun proxectil é unha pardbola de ecuacién: e = —x? + 5x, e a traxectoria dun avion é
unha recta de ecuacion: e = 3x. En que puntos coinciden ambas as traxectorias? Representa
graficamente a recta e a parabola para comprobar o resultado.

36. Resolve os seguintes sistemas:

2 2 _ _ 2 2 _
a) 3x" =5y 2 b) 3x"ty"=3 Axuda: Utiliza o método de reducidn:
2x> -3y* =-1 5x>—-2y*=5
Xy = 1 y
) 2 _qy=_ x+y--=1
0) g d) {" 4y=-3 o) ¥V Tk
X+y=§ xy=1 x+y=2

5.3. Sistemas de ecuacions lineais de mais de duas incognitas

A mellor forma de resolver sistemas lineais de mais de duas incdgnitas é ir substituindo o sistema por
outro equivalente de forma que cada vez se consiga que sexan cero os coeficientes de mais incognitas.
Este procedemento denominase Método de Gauss.

Actividades resoltas

2x+y-32=0
Para resolver o sistema: { x + 2y +z=4, deixamos a primeira ecuacién sen modificar. Queremos que a
X+4y —22=3

segunda ecuacion tefia un cero como coeficiente do “x”, para iso multiplicdmola por 2 e restamoslle a
primeira. Para que a terceira ecuacion tefia un cero como coeficiente do “x”, multiplicdmola por 2 e
restamoslle a primeira:

x+2y+z=4={0+3y+5z=28

{2x+y—32=0 {2x+y—3z=0
x+4y—2z=3 0+7y—z=6

Agora podemos resolver o sistema de duas ecuacions e duas incognitas formado polas duas ultimas
ecuaciéns, ou continuar co noso procedemento. Para conseguir que na terceira ecuacién o coeficiente
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do “y” sexa un cero multiplicamos a terceira ecuacidn por 3 e a segunda por 7 e restdmolas:

2x+y—3z=0 2x+y—3z=0
{0+3y+52=8:>{0+3y+52=8
0+7y—z=6 0+0+ 38z =38

e agora xa podemos despexar cada unha das incégnitas de forma ordenada:
2x+y—3z=0

2x+ (1) =3(1) =0 x =1
O+3y+52—§8 — 3y+5(1)=8->y=1=>{y =1
0+0+z===1 z=1 S 1
38
37. Resolve os seguintes sistemas:
2x+y -3z=-2 2x+y +2z=6 3x+2y —-2z2=5
a) X+2y+z=0 b){ x+2y +2z=4 c){ x—-2y +2z=-1
3x+4y -2z =-3 3x -2y -3z2=3 X—-2y -32=-6
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3. RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.1. Resolucidn de problemas mediante ecuacions de 22 grao

Para resolver problemas por medio de ecuaciéns de 22 grao, primeiro teremos que pasar a linguaxe
alxébrica o enunciado do problema e logo resolvelo seguindo estes pasos:

1.- Comprender o enunciado.

2.- Identificar a incognita.

3.- Traducir o enunciado a linguaxe alxébrica.
4.- Propor a ecuacion e resolvela.

5.- Comprobar a solucién obtida.

Actividades resoltas
Imos resolver o seguinte problema:

#+ Cal é o numero natural cuxo quintuplo aumentado en 6 unidades é iqual ao seu cadrado?

Unha vez comprendido o enunciado, identificamos a incdgnita, que neste caso, é o numero que
estamos buscando.

2.- Numero buscado = x
3.- Traducimos agora o problema & linguaxe alxébrica:

5x + 6 = x?
4.- Resolvemos a ecuacion:

5x+6=x*=>x*-5x—-6=0

X_—bi\/b2 —4ac _—(—S)i\/(—s)2 -4-1-(-6) 5++425+24 5++49 5+7
2a 2-1 2 2 2
5+7 5-7
X, =———=6; x,=—=-1
2 2

Solucién: Como o enunciado di “niumero natural” o nUmero buscado é o 6.

5.- Comprobacién: En efecto 5 - 6 + 6 = 36 = 62.

38. Que numero multiplicado por 4 é 5 unidades menor cd seu cadrado?

39. Nunha clase deciden que todos van enviar unha carta ao resto de companeiros. Un di: Imos escribir
380 cartas! Calcula o nimero de alumnos que hai na clase.

40. Calcula tres nUmeros consecutivos tales que a suma dos seus cadrados sexa 365.

41. Unha fotografia rectangular mide 14 cm de base e 10 cm de altura. Arredor da foto hai unha marxe
de igual anchura para a base que para a altura. Calcula o ancho da marxe, sabendo que a area total
da foto e a marxe é de 252 cm?.

42. O triplo do cadrado dun nimero aumentado no seu duplo é 85. Cal é o nUmero?
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43. Un tridngulo isdsceles ten un perimetro de 20 cm e a base mide 4 cm, calcula os lados do triangulo e
a sua drea.

44. Unha folla de papel cadrada débrase pola metade. O rectangulo resultante ten unha area de 8 cm?.
Cal é o perimetro deste rectangulo?

45. Un pai di: “O produto da idade do meu fillo hai 5 anos polo da sua idade hai 3 anos é a mifia idade
actual, que son 35 anos”. Calcula a idade do fillo.

46. Calcula as dimensidns do rectdngulo cuxa drea é 21 m?, sabendo que os seus lados se diferencian en
4 metros.

47. Nun triangulo rectangulo o cateto maior mide 4 cm menos que a hipotenusa e 4 cm madis que o
outro cateto. Canto miden os lados do tridngulo?

48. Calcula dous numeros pares consecutivos cuxo produto sexa 224.
49. Calcula tres numeros impares consecutivos tales que se ao cadrado do maior se lle restan os

cadrados dos outros dous se obtén como resultado 15.

3.2. Resolucion de problemas mediante sistemas de ecuacions
Para resolver problemas por medio de sistemas de ecuaciéns, primeiro teremos que pasar a linguaxe
alxébrica o enunciado do problema e logo resolvelo seguindo estes pasos:

1.- Comprender o enunciado.

2.- Identificar as incégnitas.

3.- Traducir o enunciado a linguaxe alxébrica.
4.- Propor o sistema e resolvelo.

5.- Comprobar a solucion obtida.

Actividades resoltas
Imos resolver o seguinte problema:

+ A suma das idades dun pai e do seu fillo é 39 e a sua diferenza 25. Cal é a idade de cada un?

Unha vez comprendido o enunciado, identificamos as incégnitas que, neste caso, son a idade do pai e o
fillo.

2.- Idade do pai =x
Idade dofillo=y

3.- Pasamos o enunciado a linguaxe alxébrica:
A suma das suas idades é 39:
x+y=39
E a sua diferenza 25:
x—y=25
4.- Propomos o sistema e resolvémolo polo método que nos resulte mais sinxelo. Neste caso, facémolo
por reducion:
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{X+y sumamos {X+y :>X:64/2=32

X—y =25 2x +0=64

X+y=39=32+y=39=y=39-32=7.

Solucidn: o pai ten 32 anos e o fillo ten 7 anos.

5.- Comprobacion: En efecto, a suma das idades € 32 + 7 =39 e a diferenza é 32 -7 = 25.

50.

51.

52.
53.
54.

55.

56.

57.

A suma das idades de Maria e Afonso son 65 anos. A idade de Afonso menos a metade da idade de
Maria é igual a 35. Que idade ten cada un?

A suma das idades de Marild e Xabier é 32 anos. Dentro de 7 anos, a idade de Xabier sera igual 8
idade de Marilé mais 20 anos. Que idade ten cada un na actualidade?

Encontra dous nimeros cuxa diferenza sexa 24 e a sUa suma sexa 104.

Un hotel ten 42 habitacidns (individuais e dobres) e 62 camas, cantas habitacions ten de cada tipo?
Nun triangulo rectangulo a hipotenusa mide 10 cm e as lonxitudes dos seus dous catetos suman
14 cm. Calcula a area do triangulo.

Neves preguntalle a Miriam polas suas cualificacions en Matematicas e en Lingua. Miriam dille “A
suma das mifas cualificacions é 19 e o produto 90”. Neves délle os parabéns. Que cualificacidns
obtivo?

Dun numero de tres cifras sdbese que suman 12, que a suma dos seus cadrados é 61, e que a cifra
das decenas é igual a das centenas mais 1. Que nimero é?

Hai tres zumes compostos do seguinte modo:

O primeiro de 40 dl de laranxa, 50 dl de limén e 90 dl de pomelo.

O segundo de 30 dl de laranxa, 30 dl de limén e 50 dl de pomelo.

O terceiro de 20 dl de laranxa, 40 dl de limén e 40 dl de pomelo.

Que volume habera tomarse de cada un dos zumes anteriores para formar un novo zume de 34 dl de
laranxa, 46 dl de limén e 67 dl de pomelo.

58.

59.

60.

61.

Véndense tres especies de cereais: trigo, cebada e millo. Cada kg de trigo véndese por 2 €, o da
cebada por 1 € e o de millo por 0.5 €. Se se venden 200 kg en total e se obtén pola venda 300 €,
cantos volumes de cada cereal se venderon?

Deséxase mesturar farifia de 2 €/kg con farifia de 1 €/kg para obter unha mestura de 1,2 €/kg.
Cantos kg deberemos poner de cada prezo para obter 300 kg de mestura?

Nunha tenda hai dous tipos de xoguetes, os de tipo A que utilizan 2 pilas e os de tipo B que utilizan 5
pilas. Se en total na tenda hai 30 xoguetes e 120 pilas, cantos xoguetes hai de cada tipo?

Un pedn sae dunha cidade A e dirixese a unha cidade B que esta a 15 km de distancia a unha
velocidade de 4 km/h e, no mesmo momento, sae un ciclista da cidade B a unha velocidade de 16
km/h e dirixese cara a A. Canto tempo leva o pedn camifiando no momento do encontro? A que
distancia de B se cruzan?
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CURIOSIDADES. REVISTA

O numero de ouro esta en todas as partes
Cofieces un numero irracional cuxa parte decimal sexa igual 4 do seu cadrado?

Para encontralo debemos resolver a ecuacidn: x> = x + n, onde n sexa un ndmero enteiro.
Imaxinemos que n sexa igual a 1, entén:

_ 1xvits {1.618033988749...

2 — —
X¥=x+1=>x-x-1=0=>x 2 -0.618033988749...

O numero de ouro!
Cofleces un nimero cuxa parte decimal sexa igual 4@ do seu inverso?

Propomos de novo a ecuacién: 1/x = x + n, onde n sexa un nimero enteiro. Imaxinemos que
n sexa igual a —1, entén:

1/x=x-1=1=xX>-x=>x*-x-1=0
Temos a mesma ecuacion de antes! A solucion volve ser o niumero de ouro!

O numero de ouro, ®, estd en todas as partes! Xa o encontraramos na pintura,
arquitectura, escultura e na propia natureza. Agora atopamolo nas ecuacions.

[O romanesco é un cofecido exemplo de fractal. Cada un dos\
seus anaquifios é similar ao completo, cun cambio de escala.
Tamén esta relacionado co nimero de ouro e coa sucesion
de Fibonacci. Se contamos as espirais que se forman son
dous numeros sucesivos da sucesion de Fibonacci, cara a
dereita son 8 e cara a esquerda son 13. Recorda, a sucesion

Q: 1,1,2,3,5,8,13.... )

/berlas calcular x = \/1+\/1+\/1+ A+ Yberlas calcular x =1+ —— L ] ?é unD

Hai infinitas raices cadradas encadeadas. Como 1+ 1
se a infinito lle sumo 1 non varia, unha forma 1+ 1+
de atopar o seu valor € volver substituir x na fraccién continua. Hai infinitas fracciéns

igualdade: x =1+ x e resolver a ecuacion: encadeadas. Para calculala de novo

o _ 1
1+ x = x =1+x= substituimos x: x=1+; e resolvemos a

1+v1+4 @ ecuacion: x2= x + 1 que xa sabemos que a sua
solucidn positiva é ©.

\_ A %
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6btenci6n da f6rmuh

para resolver ecuacions
de segundo grao

ax’+bx+c=0,cona=0
U
ax?+ bx=—c
U Multiplicamos por 4a
4a%x? + 4abx = —4ac
U sumamos b2
43’2 + 4abx + b%*= —4ac + b?
U completamos cadrados
(2ax + b)? = b>- 4ac

U calculamos a raiz cadrada

2ax + b = +/b? —4ac

UDespexamos 0 X

2ax = —b++b?% —4ac
U

—b £+vb?% -4ac

Tres ecuacions de segundo

de Pitagoras a un tridngulo rectangulo
isdsceles de lados iguais a 1, ou ao calcular a
diagonal dun cadrado de lado 1. A sua
solucion é a lonxitude da hipotenusa ou da
diagonal. Ten de interesante que se demostra
gue esta solucidon non é un numero racional,

’

xX+1=x2

, - x+1 X ,
Tamén se pode escribir como: T=T que e

1+J§
2

~ 1,618.. que é o numero de ouro, outro

unha proporcién, onde x toma o valor

N iy

v\umero irracional. /

x:=-1

A terceira ecuacidon non ten solucién real.
Ningldn numero real ao elevalo ao cadrado
pode dar un numero negativo, pero, se
ampliamos o campo real coa sta raiz, V-1 =i,
resulta que xa todas as ecuaciéns de segundo
grao tefien solucion. Aos numeros a + b-i
chamaselles nUmeros complexos.

Emmy Noether foi unha matematica alema de orixe xudia cuxos traballos en Alxebra permitiron

resolver o problema da conservacién da enerxia.
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Problemas

Alguns problemas de inxenio que se resolven (ou non) por ecuacions ou sistemas.

-

\Cantos cocos habia?

Tres marifneiros e un mono recollen cocos. Antes de repartilos dormen. Pola noite un marineiro
reparte o montén de cocos en tres partes iguais, sébralle un que lle dd ao mono, e garda a sua
parte. Un segundo marineiro fai a mesma operacién, sébralle tamén un e garda a sda parte. O
mesmo fai o terceiro marifieiro. A mafia seguinte reparten os cocos e agora o reparto é exacto.

~

Os cocos

J

A piscina

A piscina do polideportivo municipal
tivo que ser baleirada por un problema
de contaminacion. Este proceso
realizouse en tres fases para poder
utilizar a auga na limpeza das
instalacions.  Primeiro sacouse a
terceira parte, despois a metade do
resto e ainda quedan 150 m? de auga.
Que capacidade ten a piscina?

Axuda: non formules unha ecuacion.
Fai un diagrama.

As perlas do raxa

Un raxa deixoulles 3&s suas fillas certo
nimero de perlas e determinou que o
reparto se fixese do seguinte modo: a filla
maior tomaria unha perla e un sétimo do
gue quedara. A segunda filla recibiria duas
perlas e un sétimo do que restase. A terceira
moza recibiria tres perlas e un sétimo do que
quedara. E asi sucesivamente. Feita a
division, cada unha das irmas recibiu o
mesmo numero de perlas. Cantas perlas
habia? Cantas fillas tifia o raxa?

xarra con limoén e bétao na da auga, e

pensando un pouco, resulta moi sinxelo.

\_

/ A invitacion \

Xodan convida a Marta e a Helena a merendar. Prepara unha limoada e diponse a servila.
Marta quérea con pouco limoén e Helena con moito. Xodn puxo o zume de limén e a auga en
Xarras iguais e coa mesma cantidade. Para compracer as suas convidadas toma un vaso da

mestura e botao na do limon. Habera mais limdn na xarra da auga ou auga na xarra do limon?

Axuda: Este problema é moi antigo. Parece de ecuaciéns pero asi é moi dificil. Ainda que

a continuacion toma un vaso do mesmo tamafio da

J
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RESUMO

Ecuacidon de
segundo grao

E unha ecuacién alxébrica na que a maior| —4x2+5x—8/3=0

potencia da incégnita é 2. Ten a forma:
ax’+bx+c=0

onde a, b e c son nUmeros reais, con a# 0.

Resolucion de Usase a férmula: x2—7x+10=0:
ecuacions de L _—bE b —4ac 7+4/49-4-1.10 749
segundo grao - 2a xX= 2.1 -
completas X125, % =2
Discriminante A =b*-4ac A=(-7)>-4-1-10=49-40=9
Namero de Se A = b?>— 4ac > 0, ten duas soluciéns reais e x?—3x—4=0: A=25>0, ten
soluciéns dunha |distintas duas soluciéns 4 e —1.

ecuacion de Se A = b?>—4ac = 0, ten unha solucién dobre. x*—4x+4=0:A=0, tenunha

segundo grao

Se A =b%*-4ac<0, a ecuacidon non ten solucidn. | raiz dobre: x = 2.
x> +3x+8=0:A=-23,non ten
solucién real.

Resolucion de Se b=0, ax* + ¢ =0, despexamos a incognita: 2%x2— 50 = 0: X=++/25 =145
ecuacions de -c

d xX==x—.
segundo grao a 3x2— 18x=0 = 3x(x—-9) =0 =
incompletas -

8 Sec=0,ax*+bx=0:x=0e x=— x1=0;x2=09.
Suma e produto c -b xX2—7x+10=0=>x1=5; x2= 2.

, X1X2= —;X1+X2= —
de raices a a
Sistema de ecuacions ax+ by =c 6x+5y=8
lineais a'x+b'y=c 4x—-2y=-3
Clasificacion Compatible determinado: unha unica solucién, o punto de interseccién. As rectas
X+2y=5
son secantes:
—-2x—-y=1

Compatible indeterminado: Infinitas solucidns, polo que as rectas son

. x—2y=3
coincidentes:
2x—4y =6
. . x—2y=3
Incompatible: non ten solucidn, as rectas son paralelas: 4 9
xX—4y =

Métodos de Substitucion: despexar unha incégnita e substituir na outra ecuacién.
resolucion Igualacidn: despexar a mesma incégnita das duas ecuacions.

Reducién: sumar as dlas ecuaciéns, multiplicdndoas por nimeros adecuados.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Ecuacions de segundo grao

1. Resolve as seguintes ecuacions de 22 grao

a)—x*-7x—-12=0 b)x(~=5+x)=3 c) 3x2 =30x
d)3(x+1)—x(5x+2)=7 e)3(7x—2)+3x(x—4)=1  f)4(x*>-4)-5(3+2x)=-7
g)(3x+2):(4x—2)=—6x-2 h)x-(x+13)=168 i)2(3x*—5x+2)—5x(6x—3)=-2

2. Resolve as seguintes ecuacions de 22 grao con denominadores:
x?2-3 x+2 x2—5+2x2—3x+7

2x%24+1 x+3
+ =

=5 b =5 1
A 4 )3 2 95 10
92 _ 2 _ 2 _
d)2 2X +4x 3=§ e)X 1_5x 9=4x—3 f)2x+3x _3x 8=1
3 2 6 3 6 7 14
3. Resolve mentalmente as seguintes ecuaciéns de 22 grao:
a)x*—3x-10=0 b) x> +3x—10=0 c)x*+7x+10=0
d)x*-7x+10=0 e)x(-1+x)=0 f) 2x? =50
g)x*—5x+6=0 h)x>-~x—-6=0 i)x>+x—-6=0

4. Factoriza as ecuacions do problema anterior. Asi, se as solucions son 2 e 3, escribe:
5x2-25x+30=0 < 5(x—2) - (x—3) = 0. Observa que se o coeficiente de x? fose distinto de 1 os
factores tenen que estar multiplicados por este coeficiente.

5. Cando o coeficiente b é par (b = 2B), podes simplificar a formula:

—b++yb?-4ac -2B++v4B?-4ac -2B+2{B?’-ac -B++yB?-ac

2a 2a 2a a

Asi para resolver x>— 8x + 12 = 0 basta dicir x=4+416-12=4+2, logo as suas soluciéns son 6 e 2.
Utiliza esa expresion para resolver:

a)x*-2x—8=0 b) x*—6x-7=0 c)x>+4x-5=0

6. Resolve mentalmente as ecuacions seguintes, logo desenvolve as expresidns e utiliza a férmula xeral
para volver resolvelas.
a)(x—2):-(x-5)=0 b)(x+1)-(x—6)=0 c)(x-3):-(x=5)=0

d)(x—4)-(x+7)=0 e)(x+8)-(x-=9)=0 f)(x—=2)-(x+3)=0

7. Determina o numero de solucidéns reais que tefien as seguintes ecuaciéns de segundo grao
calculando o seu discriminante, e logo resélveas.
a)x*+7x-3=0 b)5x>+7x—8=0 c)2x*+3x+9=0

d) 2x*-2x+7=0 e)3x2-2x—-7=0 f)ax?+x-5=0

8. Escribe tres ecuacions de segundo grao que non tefian ningunha solucion real. Axuda: Utiliza o
discriminante.

9. Escribe tres ecuacions de segundo grao que tefian unha solucién dobre.

10. Escribe tres ecuaciéns de segundo grao que tefian duias solucidns reais e distintas.
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11. Resolve as seguintes ecuaciéns polindmicas:

a)x’—37x>+36x=0 b) x—2x*—8x=0 ) 2x°+2x° = 12x =0
d)x"-5x2+6=0 e) 2x* =32x* - 96 f) x(x — 3)(2x + 3)(3x = 5) = 0

12. Resolve as seguintes ecuaciéns aplicando un cambio de variable:

a)x®+81=82x" b) x*—24x*+ 144 =0 )x°-7x’-8=0  d)x'+8°-9=0
13. Resolve as seguintes ecuacidns racionais:

2 2 5 2 1 3x
3x+—=1 b) —+—=X +3= d) —/——-4x=2
a) X ) 3x  6x 2 X—5 X -2 ) 2-X
o3 _23x+1) g 3x-1_5+2x_, g 5X=3_8+3x _
X+2 X—-2 X+2 2x X +1 x -1
h-4 -3, 1 poSx __2x X ) dox-4
1-X X x—x2 X-2 x2_4 3 J 3 6-Xx
14. Resolve as seguintes ecuacidns irracionais:
a) X =-2++5+4x2 b) J1I6-x =x -4 c) 5+VX2—3X+2=2X
d) Vx —J/x-2=5

&) I—x —Vx+142=0 f)Jx -2 =3
X

Jx
2 1 . 1
g)5\/x—2+1_\/m h) Vx - —\/;_2_2 |)«/x+1+m_3

1 1
15. Resolve as ecuacions seguintes: a) 32 =—  b) 22X

81 T 1024
Sistemas lineais de ecuacions

16. Resolve os seguintes sistemas polo método de substitucion:

4x —3y =1 X+4y=5 2x+3y=5
a) b) c)
Ix -y =2 2x+5y=7 xX+y=2
17. Resolve os seguintes sistemas polo método de igualacién:
—-3x+2y=-1 5x -2y =1 7x -4y =10
a) b) c
3x—y=2 4x —y =2 —8x+3y =-13

18. Resolve os seguintes sistemas polo método de reducién:

a) 7X -2y =5 b) 2x +5y =20 c 3x -6y =0
3x+2y =5 -xX -6y =-14 -5x+2y =-9
19. Resolve de forma grafica os seguintes sistemas:

X+y=6 5x+3y =5 3Ix-y =1
a) b) c)
X-y=4 X=7Ty =1 -7x+5y =3
20. Resolve os seguintes sistemas:

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 4: Ecuacidns e sistemas Autora: Raquel Hernandez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
www.apuntesmareaverde.org.es

— llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




21.

22.

Problemas
23.

24,

25.
26.

27.
28.

29.
30.
31.

32.

33.
34.

Xx-2 3y-1_

5 2 -1 X x—1_5y+7=_2 5x+1_|_2y—5=
A 13541 3y -1 )y 3 6 )y 2 3
2 + 2 =2 4x +y =5 3x -2y =1

4

Copia no teu caderno e completa os seguintes sistemas incompletos de forma que se cumpra o que
se pide en cada un:

Compatible indeterminado Incompatible Astasoluciénsexax=2ee=1

X +2y = -3x+y =1 2x -3y =
o [Ox+2y=() b) y g y=()

3x -y =5 ()x+y=6 ()x+2y =8
Incompatible A slasolucionsexax=—-1lee=1 Compatible indeterminado

OI){2x—3y:—4 e){4X+())/=—1 f){()x+8y:()

6x+()y=() ()x+y=5 X +2y =-3

Resolve os seguintes sistemas polo método de igualacién e comproba a solucién graficamente. De
que tipo é cada sistema?

-2X +6y =4 X-y=-3 X-y=4
a) b) c)
7x -3y =4 3x-3y=-9

Nunha tenda alugan bicicletas e triciclos. Se tefien 30 vehiculos cun
total de 80 rodas, cantas bicicletas e cantos triciclos tefien?

Cal é a idade dunha persoa se ao multiplicala por 12 lle faltan 64
unidades para completar o seu cadrado?

Descompdn 12 en dous factores cuxa suma sexa 7.

O triplo do cadrado dun nimero aumentado no seu duplo é 616. Que

numero é?

A suma dos cadrados de dous numeros impares consecutivos é 130. Determina estes nimeros.

Van cargados un asno e un macho. O asno queixdbase do peso que levaba enriba. O macho
contestoulle: se eu levara un dos teus sacos, levaria o dobre de carga ca ti pero se ti tomas un dos
meus, os dous levaremos igual carga. Cantos sacos leva cada un?

Que numero multiplicado por 3 é 28 unidades menor co seu cadrado?

Calcula tres numeros consecutivos cuxa suma de cadrados é 110.

Dentro de 2 anos, a idade de Raquel serd a metade do cadrado da idade que tifia hai 10 anos. Que
idade ten Raquel?

Dous numeros diferéncianse en 3 unidades e a suma dos seus cadrados é 185. Cales son estes
numeros?

A suma de dous nimeros é 2 e o seu produto é —80, de que numeros se trata?

Maria quere formar bandexas dun quilogramo con caramelos e bombdns. Se os caramelos lle custan
a 3 euros o quilo e os bombdns a 7 euros o quilo, e quere que o prezo de cada bandexa sexa de 5
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euros, que cantidade debera poier de cada produto? Se quere formar 100 bandexas, que cantidade
de caramelos e de bombdns vai precisar?

35. Determina os catetos dun tridngulo rectdngulo cuxa suma é 17 cm e a hipotenusa mide 13 cm.

36. O produto de dous numeros é 6 e a suma dos seus cadrados 13. Calcula estes nimeros.

37. A suma de dous nimeros é 12. O dobre do primeiro mais o triplo do segundo é 31. De que nimeros
se trata?

38. Nun garaxe hai 30 vehiculos entre coches e motos. Se en total hai 80
rodas, cantos coches e motos hai no garaxe?

39. A idade actual de Luis é o dobre da de Miriam. Dentro de 10 anos, as
suas idades sumaran 50. Cantos anos tefien actualmente Luis e Miriam?

40. Na mifia clase hai 25 persoas. Regalaronnos a cada rapaza 3 adhesivos e
a cada rapaz 2 chapas. Se en total habia 65 regalos. Cantos rapaces e
rapazas somos na clase?

41. Entre o meu avd e o meu irman tefien 80 anos. Se o meu avo ten 50 anos mais cé meu irman, que
idade ten cada un?

42. Tres bocadillos e un refresco custan 8 €. Catro bocadillos e dous
refrescos custan 12 €. Cal é o prezo do bocadillo e do refresco?

43. Nunha granxa hai galifias e ovellas. Se se contan as cabezas, son 40.
Se se contan as patas, son 100. Cantas galifas e ovellas hai na
granxa?

44. Un rectangulo ten un perimetro de 180 metros. Se o longo é 10

metros maior cé ancho, cales son as
dimensidns do rectangulo?

45, Nun moedeiro hai billetes de 5 € e 10 €. Se en total hai 10 billetes e
75€, cantos billetes de cada valor hai no moedeiro?

46. Nunha pelexa entre arafas e avespas, hai 13 cabezas e 90 patas.
Sabendo que unha arafia ten 8 patas e unha avespa 6, cantas avespas e
arafias hai na pelexa?

47. Unha clase ten 30 estudantes e o nimero de alumnas é o dobre do
de alumnos. Cantos rapaces e rapazas hai?

48. Neves ten 8 anos mais cd seu irman Daniel, e a sUa nai ten 50 anos.

Dentro de 2 anos a idade da nai sera o dobre da suma das idades dos seus fillos, que idades tefien?
49. Mesturanse 18 kg de arroz de 1.3 € o quilogramo con 24 kg de arroz de prezo descoiecido,
resultando o prezo da mestura de 1.7 € o kg. Que prezo tifia o segundo arroz?

50. A altura dun trapecio isésceles é de 3 cm, o perimetro, 28 cm, e os
lados inclinados son iguais 4 base menor. Calcula a area do trapecio.

51. Dous autobuses saen, un desde Madrid e o outro desde Caceres as 9
da mafia. Un vai a 80 km/h e o outro a 100 km/h. A que hora se
cruzan? A cantos km de Madrid estaran?

52. Nun concurso gafianse 40 euros por cada resposta acertada e

pérdense 80 por cada erro. Despois de 10 preguntas, Carmela leva
gafiados 280 euros. Cantas preguntas acertou?

53. Paco comprou 5 zumes e 4 batidos por 5.7 €, logo comprou 7 zumes e 5 batidos e custaronlle 7.8 €.
Calcula os prezos de ambas as cousas.

54. Que fraccion é igual a 1 cando se suma 1 ao numerador e é igual a 1/2 se se suma 2 ao
denominador?
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55. O cociente dunha division é 2 e o resto é 1. Se o divisor diminte en 1 unidade, o cociente aumenta
en 1 e oresto novo é 1. Calcular o dividendo e o divisor.

56. Duas amigas foron pescar. Ao final do dia unha dixo: “Se ti me dds un dos teus peixes, entén eu terei
o dobre ca ti”. A outra respondeulle: “Se ti me dds un dos teus peixes, eu terei o mesmo nimero de
peixes ca ti”. Cantos peixes tifia cada unha?

57. Calcula as dimensidons dun rectdngulo sabendo que a sta area é 35 cm? e o perimetro, 24 cm.

58. Un pedn sae dunha cidade “A” a unha velocidade de 4 km/h, e dirixese a
unha cidade “B” que estd a 20 km da cidade “A”. 30 minutos despois sae un
ciclista da cidade “B” a unha velocidade de 20 km/h e dirixese cara a “A”.
Canto tempo leva o pedn camifando no momento do encontro? A que
distancia de “B” se cruzan?

59. Deséxase mesturar un aceite de 2,7 €/| con outro aceite de 3,6 €/| de modo
qgue a mestura resulte a 3 €/I. Cantos litros de cada clase deben mesturarse
para obter 100 litros da mestura?

60. Ao intercambiar as cifras dun numero de duas cifras obtense outro que é 45
unidades maior. Calcula o nimero inicial.

61. A diagonal dun rectangulo mide 25 cm e o perimetro 70 cm. Calcula os lados do rectangulo.

62. Un balado rodea un terreo rectangular de 300 m2. Se o balado mide 70 metros, calcula as
dimensidns do terreo.

63. Varios amigos van facer un agasallo de vodas que custa 800 euros, que pagaran a partes iguais. A
ultima hora apuntanse seis amigos mais, co que cada un toca a 30 euros menos. Cantos amigos eran
inicialmente? Canto pagara ao final cada un?

64. As diagonais dun rombo diferéncianse en 2 cm e a sta area é de 24 cm?. Calcula o seu perimetro.

65. Un tren sae de Barcelona cara a Madrid a unha velocidade de 200 km/h. Unha hora mdis tarde sae

By
in!

_——

outro tren de Madrid cara a Barcelona a 220 km/h; a distancia entre as
duas cidades é de 618 km. Ao cabo de canto tempo se cruzan os dous
trens? A que distancia de Barcelona?

66. Un coche sae dunha cidade “A” a unha velocidade de 100 km/h e 30
minutos mais tarde outro coche sae de “A” na mesma direccion e sentido
a unha velocidade de 120 km/h. Canto tempo tardarda o segundo en
alcanzar ao primeiro e a que distancia de “A” se produce o encontro?
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AUTOAVALIACION
1. A solucién da ecuacion 2(x—3) = 3(x*—4) =1 é:

a)x=10/3 Ax=-2 b)x=5/3Ax=-1 ¢)x=1Ax=-2/3 d)x=3/2Ax=-7/6

2. As soluciéns da ecuacion 80 = x(x — 2) son:
a)x=8Ax=-10 b)x=40AXx=2 c)x=10Ax=-8 d)x=10Ax=8

3x-1 x+5 x?
e =~ son:

a)x=4Ax=-2 b)x=3Ax=-2 c)x=1/5Ax=2 d)x=2Ax=2

3. As solucidns da ecuacion

4. As soluciéns da ecuacién x* —29x? + 100 =0 son:

a)2,-2,5,-5 b) 3,-3,2,-2 c)1,-1,4,-4 d)3,-3,5,-5
. 7x+21y =14
5. As rectas que forman o sistema son:
2x+6y=4
a) Secantes b) Paralelas c) Coincidentes d) Crizanse

. . 3x—-2y=2
6. A solucion do sistema {—Zx +3y=2 é:

a)x=2ey=1 b)x=2ey=2 c)x=3ey=2 d) non ten solucidn

. ) 3+2x=x-1+y
7. A solucion do sistema é:

2x—9y =-43
a)x=1ley=5 b)x=—2ey=-5 c)x=-43/2ey=0 d)x=3ey=4
3x—-2y+z=2
8. A solucién do sistema {—2X+3y+z=7 4.
2x—-3y+2z=2
a)x=3,y=2,z=1 b)x=2,y=1,z=3 c¢)x=-1,y=-2,z=-3 dx=1,y=2,z2=3

9. Nunha granxa, entre galifias e vacas hai 120 animais e 280 patas. Cantas galifias e vacas hai na
granxa?

a) 90 galifias e 30 vacas b) 100 galifias e 20 vacas c) 80 galifias e 40 vacas

10. Cal é a idade dunha persoa se ao multiplicala por 5, lle faltan 234 unidades para chegar ao seu
cadrado?

a) 18 anos b) 20 anos c) 25 anos d) 28 anos
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Resumo

En moitas ocasidns vas atoparte con inecuacions. Se traballas con intervalos dirdas a < x < b, por
exemplo. Noutras ocasions ou teu problema sera que algo debe ser menor que unha certa cantidade.
Imaxina que queremos construir unha venta na parede dunha

habitacién de 4 metros de longo e 2.3 metros de alto. E imposible
gue a venta tefia unhas dimensiéns maiores que as da parede.
Para complicalo un pouco, imaxina agora que a lonxitude total
dos perfis cos que imos construir a ventd é de 10 metros. Se a
ventd é rectangular e chamamos x a lonxitude da base e y 4 da
altura, sabemos que x < 4, y < 2.3, 2x + 2y < 10. Hai moitas
solucidns que resolven o problema. Pero o arquitecto desexa que
a venta tefa a maior luz posible. Ti xa sabes que a drea maxima

conséguela cun cadrado, pero... esta solucidon non che serve porque o lado deberia medir 2.5 metros e
sairidmonos da parede. Debemos xogar con esas desigualdades para dar unha solucién ao problema.
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1. INTERVALOS

Recorda que:

Un intervalo de nimeros reais é un subconxunto do conxunto dos numeros reais que, intuitivamente,
estd formado por unha soa peza.

1.1. Tipos de intervalos

Intervalo aberto: é aquel no que os extremos non forman parte do mesmo, é dicir, todos os puntos da
recta comprendidos entre os extremos forman parte do intervalo, agas os propios extremos.

Noutras palabras | = (a, b) = {x € R; a < x < b},

observa que se trata de desigualdades estritas. b

a
Graficamente, representamolo na recta real do = O

modo seguinte:

Intervalo pechado: é aquel no que os extremos si forman parte do mesmo, é dicir, todos os puntos da
recta comprendidos entre os extremos,
incluidos estes, forman parte do intervalo.

Noutras palabras | = [a, b] = {x € R; a < x < b}, ? b
observa que agora non se trata de g o
desigualdades estritas. Graficamente:

Intervalo semiaberto: é aquel no que sé un dos extremos forma parte do mesmo, é dicir, todos os
puntos da recta comprendidos entre os extremos, incluido un destes, forman parte do intervalo.

Intervalo semiaberto pola esquerda, o extremo inferior non forma parte do intervalo, pero o superior
si, noutras palabras: 1 = (a, b] = {x € R; a<x< b},

observa que o extremo que queda féra do intervalo a b
vai asociado a unha desigualdade estrita. . °
N’

Intervalo semiaberto pola dereita, o extremo

superior non forma parte do intervalo, pero o inferior si, noutras palabras | =[ag, b) ={x € R; a < x< b},
observa que o extremo que queda féra do

intervalo vai asociado a unha desigualdade
estrita. Graficamente:

1.2. Semirrectas reais

a b
&

©

Semirrecta dos nimeros positivos S = (0, »0), é dicir, desde cero ata infinito.

Semirrecta dos numeros negativos S = (—, 0), é dicir, desde o menos infinito, ou infinito negativo, ata
cero.
Co que toda a recta dos numeros reais é R = (—©, ).

Pédese considerar unha semirrecta como un intervalo infinito.

1. Escribe os seguintes intervalos mediante conxuntos e represéntaos na recta real:
a)[1,7) b) (-3, 5) c) (2, 8] d) (—oo, 6)

2. Representa na recta real e escribe en forma de intervalo:
a)2<x<5 b) 4 < x c)3<x<6 d)x=>7
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2. INECUACIONS

Unha desigualdade é unha expresion numérica ou alxébrica unida por un dos catro signos de
desigualdade: <, >, <, 2.
Por exemplo:

+ —2<5, 4>x+2, x*—52>x, X+y>2.

Unha inecuacion é unha desigualdade alxébrica na que aparecen unha ou mais incégnitas.

O grao dunha inecuacién é o maior dos graos ao que estan elevadas as suas incégnitas.

Asi,

+ 4>x+2 e x+y>2soninecuacidns de primeiro grao, mentres que x>— 5 > x é de segundo grao.
Resolver unha inecuacidon consiste en encontrar os valores que a verifican. Estes denominanse

solucions da mesma.
Por exemplo:

+ 3>x+1loxe(-02] < 4
2.1. Inecuacions equivalentes
Duas inecuaciéns son equivalentes se tefien a mesma solucion.

As veces, para resolver unha inecuacién, resulta conveniente encontrar outra equivalente mais sinxela.
Para iso, pddense realizar as seguintes transformacions:

#+ Sumarlles ou restarlles a mesma expresion aos dous membros da inecuacion.
3x+2<5<3x+2-2<5-2<3x<3
#+ Multiplicar ou dividir ambos os membros por un nimero positivo.
3x<33x:3<3:3<x<1

+ Multiplicar ou dividir ambos os membros por un nimero negativo e cambiar a orientacién do
signo da desigualdade.

ol

Xx<2<(=x)(-1)>2 - (-l) o x>-2 (-2, +0) &

3. Dada a seguinte inecuacion 2 + 3x < x + 1, determina cales dos seguintes valores son solucién da
mesma: 0,1,-1,2,-2,3,-4,6,—-7,12,-15

4. Realiza as transformaciéns indicadas de modo que se obtefian ecuacidns equivalentes:

a) Sumar3: x—1>4

b) Restar5: x—3>7

c) Multiplicar por 5: —8x2>9
d) Multiplicar por =5: —-3x>7
e) Dividir entre 2: 4x< 10

f) Dividir entre —2: 4x>10

5. Escribe unha inecuacién que sexa certa para x = 3 e falsa para x = 3.5.
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3. INECUACIONS CUNHA INCOGNITA

3.1. Inecuacions de primeiro grao

Unha inecuacion de primeiro grao cunha incégnita pode escribirse da forma:
ax>b,ax=>b,ax<bouax<b.
Para resolver a inecuaciéon na maioria dos casos convén seguir o seguinte procedemento:

19) Quitar denominadores, se os hai. Para iso, multiplicanse os dous membros da ecuacién polo m.c.m.
dos denominadores.

29) Quitar as parénteses, se as hai.

39)Traspoier os termos con x a un membro e 0s nUmeros ao outro.
49) Reducir termos semellantes.

592) Despexar o x.

Exemplo:

+

X=3_(x=7) _4-x  2x=3)-(X=7) 3(46_X)<:>2(x—3)—(x—7)>3(4—x)

3 6 2 6

SIX—6—-X+T>12-3X2X—X+3X >6-7+12<4X >11<:>x>%
11

Xe| —,+00
4

6. Resolve as seguintes inecuacidns e representa a solucién na recta real:

—_
—

- =

a)2+3x<x+1 b)5+2x<7x+4 c)6+5x>6x+4 d)4+8x>2x+9
7. Resolve as seguintes inecuacions e representa a solucién na recta real:

a)3(2+3x)<—(x+1) b) 5(1 + 2x) < 2(7x + 4) c) 2(6 +5x) +3(x—1)>2(6x +4)
8. Resolve as seguintes inecuacions e representa a solucién na recta real:
a)3+4x<x/2+2 b)4 +4x/3<7x/2+5 c)(5+7x)/3>8x+2 d)(4+8x)5+3>(2x+9)/7
9. Escribe unha inecuacién cuxa solucién sexa o seguinte intervalo:

a) [1, ) b) (-0, 5) ¢) (2,0) d) (oo, 6)

10. Calcula os valores de x para que sexa posible calcular as seguintes raices:

a) V3x-5 b) v—x-12 c) V3-5x d) v-3x+12
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3.2. Inecuacions de segundo grao

Unha inecuacién de segundo grao cunha incégnita pode escribirse da forma:

ax?+ bx +c>0,

empregando calquera dos catro signos de desigualdade.

Para resolvela, calculamos as solucidns da ecuacion asociada, representdmolas sobre a recta real,
guedando polo tanto a recta dividida en tres, dous ou un intervalo, dependendo de que a ecuacion tena

duas, unha ou ningunha solucioén.

En cada un deles, o signo do polinomio mantense constante, polo que bastarad con determinar o signo
gue ten este polinomio para un valor calquera de cada un dos intervalos. Para saber se as soluciéns da
ecuacion verifican a inecuacion, bastara con substituila na mesma e comprobalo.

Exemplo:

4+ Representa graficamente a pardbolay = —x>— 2x+ 3 e
indica en que intervalos é —x>— 2x + 3 > 0.

Observa na gréfica que a parabola toma valores positivos
entre —3 e 1. A solucion da inecuacidn é:

x e (-3,1).

O punto —3 non é solucién, nin tampouco o punto 1, pois

o problema ten unha desigualdade estrita, >. Se tivese a -4
desigualdade >, —x*>— 2x + 3 > 0 a solucidn seria:

x € [-3,1].

Se fose —x*>— 2x + 3 < 0, a solucidn seria: x € (—o0,—3) U (1, +o0).

Se fose —x>— 2x + 3 <0, a solucidn seria: x € (—0,—3] U [1, +o0).

Exemplo:

* x2—6x+5>0
= x*—6x+5=0asslas raicessonx=1ex=5.

(=o,1) 1 (1,5) 5 (5+x)

Sighode x> —6x+5 + - +

x2—6x+5>0 si non si

Polo tanto, a solucidn é x € (-, 1] U [5, )
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11. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a)x2—1>0 b)x*—4<0 c)x2-9>0 d)x*+4>0
e) 2x>*-50<0 f)3x2+12<0 g) 5x2—45>0 h)x2+1>0

12. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a)x2+x <0 b) x*—5x>0 c) x* < 8x
d) x? <3x e)2x*-3x>0 f) 5x2— 10x< 0

13. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a) 3x2-5x> 0
b) 3x2-27>0
c) x’<0

d) 2x2>4x

e) 2x’-8>0
f) 5x*+5x=0
g) 5x—5<0
h) x*—x>0

14. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a) x>-2x-3<0
b) -x*-2x+8 >0
c) x>+9x+14>0
d) x>?—6x+9<0
e) x*—4x-5<0
f) x*+8x+16>0
g) X¥*+x+3=0

h) 2x2-3x-5<0

15. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a) X*+x-6>0
b) x?-x-12<0
c) x2-x-20<0
d) x*+5x—14 >0
e) —2x2+3x+2>0
f) 3x*+2x-1<0
g) 5x2—7x-6=0
h) 2x2+x-15<0

16. Calcula os valores de x para que sexa posible obter as seguintes raices:

a) Vx2 -1 b) V= x> +4 ) VX2 +5X+6 d) Vx> —5x+6

17. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a) (2x+5)(2x=5) < 11 b) (2x-5)(4x-3) - (x—10)(x—2) > 51 ) 3X=2 . 5-2x

X X+6
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3.3. Sistemas de inecuacions

Un sistema de inecuaciéns de primeiro grao cunha incégnita é aquel no que a Unica variable que
intervén en todas as ecuacions esta elevada a un exponente igual a4 unidade.

Sistemas de duas ecuacidns, tefien por expresion xeral:

a,;x<b, _
, con calquera dos signos <,>, <oux.
a,x<b,

Para resolvelos, independentemente do nimero de inecuaciéns que compoian o sistema, resélvese
cada inecuacién por separado, e ao final determinase a solucién como a interseccién de todas elas.

Exemplo:

2x >4 X>2 (2,+0)
= , 0s intervalos solucién son = (2,+0) N (~=,5]=(2,5]
X+522x ~ [Xx<5 (—o0,5]

Logo a solucién comun a ambas as duas estd na interseccién de ambos os dous, é (2,5].

Graficamente pode verse:

1 K

18. Resolve os seguintes sistemas de inecuaciéns cunha incégnita:

4x—3<1 2x—6<0 3x+1>x+9 2X=3s 34T

X — < X — S X = X

){x+6>2 ){x—4->—5 ){x+5S2—3x d2x_x 2
5 473

19. Indica un numero positivo que ao sumarlle 5 sexa menor que 7.

20. Expresa mediante unha inecuacién a drea dun cadrado sabendo que o seu perimetro é maior que o
dun rectangulo de lados 3 e 7 cm.

21. Determina as posibles idades de Pepita e da sua filla Charo sabendo que difiren en mais de 20 anos
e que dentro de 2 anos, a cuarta parte da idade da nai € menor ca idade da filla.
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3.4. Inecuacions en valor absoluto

Unha inecuacién en valor absoluto é aquela na que parte da inecuacién, ou toda ela, vén afectada polo
valor absoluto da mesma.

A expresion xeral é da forma|ax + b| < ¢, empregando calquera dos catro signos de desigualdade.

Para resolvela, aplicamos a definicién de valor absoluto dunha cantidade e pasamos a un sistema de
duas ecuacidéns cuxa solucién é a solucién da inecuacion.

ax+b<c
|ax+b|$cpordefinicién{ ax_b < ¢
Exemplo:
x4 <12 2x—4<12 X<8 (~o0,8] Las] ¥ i’
X—4al= = = = — ¥ ¥
—2x+4<12 X > —4 [—4,+oo):> 0=
{2x—6>10 {x>8
2x—-6/>10 = = ,
—-2x+6>10 X<-2

Non existe ningln x que a vez sexa menor que —2 e maior que 8, pero a solucién son os valores que ou
ben pertencen a un intervalo ou ben ao outro: xe (—o, —2) U (8, +x).

Comproba que, por exemplo, x = 10 verifica que 2x—6 =20 -6 = 14 > 10, e que x = -3, tamén xa que 2x
—6=—-6—-6=-12 cuxo valor absoluto é maior que 10.

22. Resolve as seguintes inecuacions:

a) Ix+3l<2 b) | 2x+5]>1 o) Ix-6l<2 d) |x—2]>2
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4. INECUACIONS CON DUAS INCOGNITAS
4.1. Inecuacions de primeiro grao con duas incégnitas

E toda inecuacion do tipo: ax + by > ¢, con calquera dos signos <, >, < o >.Para resolvelas:
12) Representamos graficamente a funcién lineal asociada ax + by = c.
29) A recta divide o plano en dous semiplanos. Utilizando un punto obtemos cal é o semiplano solucién.

39) A inclusién ou non nesta solucion da fronteira depende de se a desigualdade é estrita ou non,
respectivamente.
Exemplo:

+ 2x+y>2.
Debuxase a recta 2x + y = 2. O punto (0, 0) non verifica a
desigualdade, logo o semiplano solucién é o outro.
O semiplano marcado en amarelo é a solucién do sistema,
incluindo a recta que se marca de forma continua, pois inclue
todos os puntos que verifican a inecuacion.

Exemplo:
g + —x+y<4.
xoy4 o Debuxamos a recta —x + y = 4. O punto (0, 0) verifica a desigualdade.
// O semiplano marcado en amarelo é a solucién do sistema, excluindo
w : a recta que se marca de forma descontinua, pois inclie todos os
L& puntos que verifican a inecuacion e os da recta non o fan.
s
23. Representa os seguintes semiplanos: a) x + y <5 b)3x+2y>0 c)2x+y<7 d)x—3y>5

4.2. Sistemas de inecuacidns de primeiro grao con duas incégnitas
E un conxunto de inecuaciéns de primeiro grao, todas coas mesmas duas incégnitas.

O conxunto solucidon esta formado polas soluciéns que verifican @ vez todas as inecuaciéns. Ao
conxunto solucién chamaselle rexion factible.

Exemplo:
{x+y£2
x—y=—4

A superficie marcada en amarelo é a solucidn do sistema, incluindo as semirrectas
vermella e gris, xa que ambas as desigualdades son non estritas. E o que se

denomina rexion factible.

24. Representa a rexion factible de cada un dos seguintes sistemas de inecuacions:

x—y<1 2x—y=>0
a) b)
X+y<2 y<2
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Inecuacions. 42B da ESO

CURIOSIDADES. REVISTA

4 )
Pensa!

Se un cubo pesa medio quilo mais a metade do seu propio
peso, canto pesa?

- J

Temos unha circunferencia de radio 5 cm.
Apoiamos nela un rectdngulo como o da figura.
A toda velocidade, calcula a diagonal AB do
rectangulo.
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Inecuacions. 42B da ESO

\ ‘f\
Estes chistes son da Exposicion “Ri coas mates” / Razoamento enganoso \

do grupo de innovacién educativa Pensamento

Matemdtico da Universidade Politécnica de Todo nimero é maior que 4, porque
Madrid. para calquera valorde x, (x—4)?2>0=

Q e N (x—4)-(x-4)20=
/ \ X-(x—-4)-4-(x—4)>20=>
Programacion lineal X (x=4)>4-(x-4)=
A programacion lineal baséase en sistemas x>4.

de inecuacidns e utilizase en microeconomia,
en administracion de empresas para

Onde enganamos neste razoamento?

minimizar os gastos e maximizar o0s Observa que dividimos a desigualdade
beneficios, en asignacién de recursos, en por (x —4) que para uns valores de x é
planificacion de campafias de publicidade, positiva e non cambia o sentido da
para solucionar problemas de transporte... desigualdade, pero para outros €

negativa e si o cambia.

\ /\ Y,
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RESUMO

Nocion

Definicion

Exemplos

Inecuacion

Desigualdade alxébrica na que aparecen unha ou mais
incoégnitas

42>x+2

Inecuacions
equivalentes

Propiedades das
desigualdades

Se tefien a mesma solucion.

4>2x+2<=22>2xX

+  Sumar ou restar a mesma expresion aos dous
membros da desigualdade:
a<b,Vc=a+c<b+c
+- Multiplicar ou dividir ambos os membros por
un ndmero positivo:
a<b,Vc>0=a:-c<b-c
+ Multiplicar ou dividir ambos os membros por
un numero negativo e cambiar a orientacion do
signo da desigualdade:
a<b,Vc<0=a:-c>b-c

+ 3x+2<5<
3x+2-2<5-2<3x<3

+ 3x<3
<3x:3<3:3<x<1

£ x<2&
(-x)-(-1)>2-(-1) = x>-2

£ 3-x<2&
-x<-1l<x>1

Inecuacion de primeiro
grao cunha incégnita

ax>b,ax>b,ax<b,ax<b

x<1

Inecuacion de
segundo grao
cunha incégnita

ax’+bx+c>0

x2—1>0
‘R = (_wl_l] O [_111] U[l,OO)
Solucién: (—wo, =1] U [1, o)

Sistema de
inecuacions de
primeiro grao
cunha incégnita

a,x<b, [|x>4 X>4

; = . Non hai solucién.
a,x<b, |x-3z22x [x<-3

Inecuacion en
valor absoluto

ax+b<c

|ax +b| < ¢ por definicién ax_b<c

Ix-3l<2&
x—3<2e—-(x—-3)L2<
x<5ex2>21<]1,5]

Inecuacions de
primeiro grao

ax+by>c
Representamos graficamente dous semiplanos que

—X+y<4 .

con duas separan a recta e decidimos. .
incognitas
Sistemas de Representamos as rexions angulares separadas polas duas

inecuacions de
primeiro grao
con duas
incognitas

X+y<2
X—y>-4

rectas e decidimos cal ou cales son a solucion.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Representa na recta real e escribe en forma de intervalo:

a) —=<x< 2
2
b) -11<x<11
) 2<x< §
2. Escribe os seguintes intervalos mediante conxuntos e represéntaos na recta real:
a) [2,6)
b) (-7,1)
c) (0,9]

3. Dada a seguinte inecuaciéon 5+ 3x > 2x + 1, determina se os seguintes valores son
solucion da mesma:

0,1,-1,2,-2,3,-4,6,-7,12,-15
4. Realiza as transformacidns indicadas de modo que se obtefan ecuacions equivalentes:
i. Sumaréd: x—2>5
ii. Restar6: x—4>8
iii. Multiplicar por 6: 5x 210
iv. Multiplicar por —4: —2x>8
v. Dividir entre 2: 6x< 12
vi. Dividir entre —2: 20x 2 60
5. Resolve as seguintes inecuaciéns e representa a solucién na recta real:
a) 2x-3<-5
b) x-2<3x-5
c) 12-x<-6
d) —5x—-3<-2x+9
e) 2(3x-3)>6
f) —3(3-2x)<-2(3+x)
g) 2(x+3)+3(x—1)<2(x+2)
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6. Resolve:

a) X_6<4
2

b) 2X_3<-x
3

) 2(3x—2)>3-x

d) M<2X
3
e) x—4+2>x+4
8
X X+1

f) ——4<x—
2 7
7. Escribe unha inecuacién cuxa solucién sexa o seguinte intervalo:
a) (—o03] b) [4,+c0) c) (~=0,5) d) (—2,+0)

8. Calcula os valores de x para que sexa posible calcular as seguintes raices:

a)V2x—6 b)Vv—x+5 c)v10 — 5x d)v—6x — 30

9. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:

a) 3x*-75<0
b) x*+16 <0
c) x*+25:>0
d) 5x2—80 > 0
e) 4x*°-1>0

f) 25x2-4<0
g) 9x*-16<0

h) 36x?+16<0
10. Resolve as seguintes inecuacidns de segundo grao:
a) 4x>+5x <0
b) 3x*+7x > 0
c) 2x*<8x
d) -3x>-6x>0
e) —x*+3x<0

f) —5x2—10x > 0
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11. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao :
a) 3x°< 0
b) 8x?>0
c) -5x°<0
d) 9%*> 0
12. Resolve as seguintes inecuacidns de segundo grao:
a) x>-1<0
b) x>-4x <0
c) x¥)+1:=0
d) -3x2>30
e) x2-4=<0
f) -3x>-12x>0
g) -5x°<0
h) x*+9:>0
13. Resolve as seguintes inecuaciéns de segundo grao:
a) x2-2x>0
b) 3x*-3<0
c) 5x2-20=0
d) x*+4x>0
e) 2x(x—3)+1>x-2
f) (x-2)(x+3)—x+5<2x-1
g) xX’+5x+2<2x+12
h) 2—x(x+3)+2x>2(x+1)

14. Calcula os valores de x para que sexa posible obter as seguintes raices:

a) V2x2+x -3

b) Vx2+2x+1

c) V=14 2x —x?
d) Vx2+3x+5

e) V—x2+12x —36
f) Vx?+6x—27
g) V1 —4x2
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15. Resolve as seguintes inecuaciéns:

a) 2(x—-1)%*>2
b) 3(x+1)2<-12
c) —x*<2

d) 4(x—2)2>1
e) —5(x+4)’<0
f) 9(x+1)2<81

16. Resolve as seguintes inecuacions:

a) x(2x—3)-3(5-x) > 83
b) (2x+5)(2x-5) < 11
c) (7+x)*+(7-x)?>130

d) (2x—-3)(3x—-4)—(x—13)(x—4) =40
e) (3x—4)(4x—-3)—-(2x-7)(3x—-2)< 214

f) 8(2-x)2>2(8-x)?

e
h) 5x—3S7—_x
X x+2

17. Resolve os seguintes sistemas de inecuacidns cunha incégnita:

2x—-3>0
a)
5x+1<0
b) 3x—4<4x+1
—-2x+3<4x-5
2X—=3>x-2
c)
3x—-7<x-1
5+5<8
d) 4
5——§<5
2 9
e) 4x—2—x—_12X
4 3
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18.

19.

20.

21.

22.
23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Resolve as seguintes inecuacions:
a) [2x+1/<5 b) [-x+1>2¢c) [-x+9 <10 d) [2x -1 > 4

X+1

e) [-4x+12[<-6 ) <10 g) |-4x+8/<3

Representa graficamente a pardbola y = x> — 5x + 6 e indica en que intervalos é x> — 5x + 6> 0,
onde x*—5x+6<0,onde x>—5x+6>0, e onde x*—5x+ 6 <0.

Representa os seguintes semiplanos:

a) x<0 b) y>0 c) X+y<0 d) x—-y<I
e) 2x—-y<3 f) =x+y=>-2 g) 3x—-y>4
Representa a rexion factible de cada un dos seguintes sistemas de inecuacions:
. {2x—y23 ] {3x—y2—3 . {x—yzo
S5x+y<2 S5x+y<5 2x+y>2

Cales son os numeros cuxo triplo é maior ou igual que o seu dobre mais 30?
Pescuda cal é o menor niumero enteiro multiplo de 3 que verifica a inecuacién:
x+2>-3x+10.

Un coche desprdzase por unha estrada a unha velocidade comprendida entre 70 Km/h e
110 Km/h. Entre que valores oscila a distancia do coche ao punto de partida ao cabo de 4
horas?

A tarifa de telefonia da empresa A é 25 euros fixos mensuais mais 10 céntimos de euro por
minuto de conversa, a da empresa B é 20 euros fixos mais 20 céntimos por minuto de
conversa. A partir de cantos minutos comeza a ser mas rendible a tarifa da empresa A?

Unha fabrica paga aos seus comerciais 20 € por artigo vendido mais unha cantidade fixa de
600 €. Outra fabrica da competencia paga 40 € por artigo e 400 € fixos. Cantos artigos debe
vender un comercial da competencia para gafiar mas dilfieiro que o primeiro?

A un vendedor de aspiradoras ofrécenlle 1 000 euros de soldo fixo mais 20 euros por
aspiradora vendida. A outro ofrécenlle 800 euros de fixo mais 25 euros por aspiradora
vendida. Explica razoadamente que soldo é mellor a partir de que cantidade de aspiradoras
vendidas.

A drea dun cadrado é menor ou igual que 64 cm? Determina entre que valores estd a
medida do lado.

O perimetro dun cadrado € menor que 60 metros. Determina entre que valores esta a
medida do lado.

Un panadeiro fabrica barras e bolas. A barra de pan leva 200 gramos de farifia e 5 gramos de
sal, mentres que a bola leva 500 gramos de farifia e 10 gramos de sal. Disponse de 200 kg de
farifia e 2 kg de sal, determina cantos pans de cada tipo poden facerse.
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AUTOAVALIACION

1. A desigualdade 2 < x < 7 verificase para os valores:
a)2,3eb6 b)3,4.7e6 c)3,5.2e7 d)4,5e8
2. Ten como solucion x = 2 a inecuacion seguinte:
a)x<2 b)x>2 c)x<2 d x+3<5
3. A solucion da inecuacion 3.4 +5.2x—8.1x< 9.4+ 7.3x é:
a) x<-10/17 b) x>-3/5.1 c) x>-10/1.7 d) x < +6/10.2
4. A ecuacion x’< 4 ten de solucions:

a)xe(-2,2) b)xe[-2,2] c)xe(-0-2)U(2,+x) d) x € (—o0,—2] U [2, +0)

5. A suma das idades de duas persoas é maior de 40 anos e a sua diferenza menor ou igual que 8 anos.
Cal dos seguintes sistemas de inecuacions nos permite calcular as stas idades?

X+Yy>40 o X+Yy=>40 ) x+y>40d X+Yy<40
P y-x<s y—x<8 T x-y<8 ¥ x—y<s

6. O perimetro dun rectangulo é menor que 14 cm. Se a base é maior que o dobre da altura menos 3
cm, algun valor que verifica o sistema é:

a) base =4 cm, altura=1cm b) base =2 cm, altura =3 cm c) base = 6, altura =4 cm
d) base =9 cm, altura=2cm
7. A solucion da inecuaciéon |—x + 7| < 8 é:
a) [-1, 15] b) (~o0, 1] c)(-1,1) d) [1, )
8. As solucions posibles de m son:

a)x<9/5 b) x >9/5 c)x<9/5 d)x>9/5
2x-3
9. A solucion da inecuacion xx—z <1e
a) (1, 2) b) (-0, 1) c)x<lux>2 d) (-1, 2)
10. Unha inecuacion cuxa solucion sexa o intervalo (—o, 5) é:
a)5x—3x+2<9x+2 b) 8 —3x+7<9x+2
C)5x—3x+2<7x+27 d) 5x —3x—2 > 7x-27
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Resumo

Na vida cotia é interesante saber manexar a proporcionalidade,
por exemplo para calcular o desconto dunhas rebaixas, ou o
interese que se debe pagar por un préstamo. En multitude de
ocasions debemos efectuar repartos proporcionais, directos ou
inversos: premios de loteria, herdos, mesturas, aliaxes...

O tanto por cento e o interese € un concepto que aparece
constantemente nos medios de comunicacidén e na nosa propia
economia. Neste capitulo faremos unha primeira aproximacién a
denominada “economia financeira”.

A proporcionalidade é unha realidade coa que convivimos ao
noso arredor. Para comprendela e utilizala correctamente, necesitamos cofiecer as suUas regras.
Recofieceremos a proporcionalidade directa ou inversa, simple e composta, e realizaremos exercicios e
problemas de aplicacién.
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INTRODUCION

A Esther gustalle ir en bicicleta & escola e ten comprobado que en facer ese percorrido tarda andando
catro veces mais. Temos aqui tres magnitudes: tempo, distancia e 4
velocidade.

Recorda que:
Unha magnitude é unha propiedade fisica que se pode medir.

A mais velocidade percdrrese mais distancia.

Son magnitudes directamente proporcionais.
A mais velocidade tdrdase menos tempo.
Son magnitudes inversamente proporcionais.

Pero, coidado, non todas as magnitudes son proporcionais. Isto é unha confusién moi frecuente. Porque
ao medrar unha magnitude, a outra tamén medra, ainda que non se poida asegurar que sexan
directamente proporcionais. Por exemplo, Esther recorda que hai uns anos tardaba mais en percorrer o
mesmo camifio, pero a idade non é directamente proporcional ao tempo que se tarda. Imos estudalo
con detalle para aprender a recofiecelo ben.

1. PROPORCIONALIDADE DIRECTA

1.1. Magnitudes directamente proporcionais

Recorda que:

Duas magnitudes son directamente proporcionais cando ao multiplicar ou dividir a primeira por un
nlimero, a segunda queda multiplicada ou dividida polo mesmo nimero.

Exemplo:

4+ Se tres bolsas contefien 15 caramelos, sete bolsas (iguais as primeiras) conteran 35 caramelos,
porque:

3:5=15 7-5=35

A razén de proporcionalidade directa k é o cociente de calquera dos valores dunha variable e os
correspondentes da outra:

Exemplo:

4+ No exemplo anterior a razén de proporcionalidade é 5, porque: % = % =5
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Exemplo:

4+ Copia no teu caderno a seguinte taboa, calcula a razén de proporcionalidade e completa os ocos
que faltan sabendo que é unha taboa de proporcionalidade directa:

Magnitude A 18 1.5 60 2.7 0.21

Magnitude B 6 0.5 20 0.9 0.07

. . . . 18
A razén de proporcionalidade é k = i 3. Polo tanto, todos os valores da

magnitude B son tres veces menores cos da magnitude A:
18 _ 15 _ 60 _27 _021_ 4 3
6 05 20 09 007

Observa que:

Se se representan graficamente os puntos dunha proporcionalidade directa,

todos eles estdn sobre unha recta que pasa pola orixe de coordenadas. A

razén de proporcionalidade é a pendente da recta. A funcién lineal e =kx

denominase tamén funcién de proporcionalidade directa.

Exemplo: _
+ Ecuacion da recta do exemplo anterior Recta e = 3x

A ecuacién da recta é y = 3x. Comprobamos que todos os puntos a verifican:

18=3-6; 1.5=3-05, 60=3-20; 2.7=3-0.9; 0.21=3-0.07.
Reducion a unidade

Se debemos usar a mesma ecuacién da recta en distintas ocasidons o problema pode simplificarse coa
reducion a unidade. Se x=1entén y = k.

Exemplo:

4 Para celebrar o seu aniversario Xosé comprou 3 botellas de refresco que lle custaron 4.5 €. Pensa
qgue non van ser suficientes e decide comprar 2 mais. Calcula o prezo das 2 botellas utilizando a
reducion a unidade.

y = %Sx =>y= 4?5- 1 = k=15 = y = 1.5x. Agora podemos calcular o prezo de calquera

numero de botellas. No nosocasox=2,logoy=1.5-2=3 €.

1. Copia no teu caderno e completa a taboa de proporcion directa. Calcula a razén de
proporcionalidade. Representa graficamente os puntos. Determina a ecuacién da recta.

Litros 12 7.82 1 50

Euros 36 9.27 10

2. Calcula os termos que faltan para completar as proporcions:

24 _ 30 36 _ x

46 .
2 157 Pocn et
100 x 80 12 128 60

3. Se o AVE tarda unha hora e trinta e cinco minutos en chegar desde Madrid a Valencia, que distan 350
quilémetros, canto tardard en percorrer 420 km?
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1.2. Proporcionalidade simple directa

Acabamos de ver que a proporcionalidade simple directa consiste en atopar a ecuacién dunha recta que
pasa pola orixe: y = kx.

% Exemplo: Vinte caixas pesan 400 kg, cantos kg pesan 7 caixas?
Buscamos a ecuacién da recta: y = kx = 400 = k20 = k = 400/20 = 20 = y = 20x Ecuacién da recta
Sex=7entony=20-7 =140 kg.

4. Nunha receita dinnos que para facer unha marmelada de froitas do
bosque precisamos un quilogramo de azucre por cada dous
quilogramos de froita. Queremos facer 7 quilogramos de marmelada,
cantos quilogramos de azucre e cantos de froita debemos pofier?

5. A altura dunha torre é proporcional 4 sia sombra (a unha mesma hora). Unha torre que mide 12 m
ten unha sombra de 25 m. Que altura terd outra torre cuxa sombra mida 43 m?

6. Unha fonte enche unha garrafa de 12 litros en 8 minutos. Canto tempo tardarad en encher un bidén
de 135 litros?

7. Gastamos 12 litros de gasolina para percorrer 100 km. Cantos litros
precisaremos para unha distancia de 1374 km?

8. O meu coche gasta 67 litros de gasolina en
percorrer 1 250 km, cantos litros gastara nunha viaxe
de 5823 km?

9. Un libro de 300 paxinas pesa 127 g. Canto

pesara un libro da mesma coleccion de 420 paxinas?

10. Dous pantaldns custdronnos 28 €, canto pagaremos por 7 pantaldns?

1.3. Porcentaxes
A porcentaxe ou tanto por cento é a razén de proporcionalidade de maior uso na vida cotia.
O tanto por cento é unha razén con denominador 100.

Exemplo:

+ 37% =£. A ecuacidn da recta é: y = ﬁx.
100 100

As porcentaxes son proporciéns directas.
Exemplo:
#+ A poboacidn de Zarzalejo era en 2013 de 7 380 habitantes. En 2014 incrementouse nun 5 %. Cal é

a slia poboacidn ao final de 2014?

7380 ) 7380 . o
Y =100 % poloqueo5%de7392¢éy= oo 5 = 369 habitantes. A poboacién incrementouse en 369

habitantes, logo ao final de 2014 a poboacidn sera de: 7 380 + 369 = 7 749 habitantes.
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11. Expresa en tanto por cento as seguintes proporciéns:

a)ﬁ b) “1 de cada 2” c) 2
100 90
12. Se sabemos que os alumnos louros dunha clase son o0 16 % e hai 4 alumnos louros, cantos alumnos

hai en total?

13. Un depdsito de 2 000 litros de capacidade contén neste momento 1 036 litros. Que tanto por cento
representa?

14. A proporcién dos alumnos dunha clase de 42 de ESO que aprobaron Matematicas foi do 70 %.
Sabendo que na clase hai 30 alumnos, cantos suspenderon?

1.4. Incremento porcentual. Desconto porcentual. Porcentaxes encadeadas

Incremento porcentual
Exemplo:

+ O exemplo anterior pode resolverse mediante incremento porcentual: 100 + 5 = 105 %

7380 . 7380 _
Y="T00 % polo que 0 105 % de 7392éy = oo 105 = 7 749 habitantes.

Desconto porcentual

#+ Nas rebaixas a todos os artigos 4 venda aplicanlles un 30 % de desconto. Calcula o prezo dos que
aparecen na taboa:

Prezo sen desconto 75 € 159 € 96 € 53 €

Prezo en rebaixas 52.50 € 111.3 € 67.2 € 37.1€

Xa que nos descontan o 30 %, pagaremos o 70 %. Polo tanto: k = 17?) = 0.7 é a razén directa de

proporcionalidade que aplicaremos aos prezos sen desconto para calcular o prezo rebaixado. Polo tanto:
y=0.7 x.
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Porcentaxes encadeadas

Moitas veces hai que calcular varios incrementos porcentuais e descontos porcentuais. Podemos
encadealos. Nestes casos o mais sinxelo é calcular, para cada caso, o tanto por un, e ilos multiplicando.

Exemplo:

#+ Nunhas rebaixas aplicase un desconto do 30 %, e o IVE do 21 %. Canto nos custard un artigo que
sen rebaixar e sen aplicarlle o IVE custaba 159 euros? Cal é o verdadeiro desconto?

Nun desconto do 30 % debemos pagar un 70 % ((100 — 30) %), polo que o tanto por un é de 0.7. Polo
incremento do prezo polo IVE do 21 % ((100 + 21) %) o tanto por un é de 1.21. Encadeando o desconto
co incremento teremos un indice ou tanto por un de 0.7 - 1.21 = 0.847, que aplicamos ao prezo do
artigo, 159 €, 0.847 - 159 = 134.673 € ~ 134.67 €. Polo tanto, descontaronnos 24.33 euros.

Se estamos pagando o0 84.7 % o verdadeiro desconto é 0 15.3 %.
Exemplo:

4+ Calcula o prezo inicial dun televisor que, despois de subilo un 20 % e de rebaixalo un 20 %, nos
custou 432 €. Cal foi a porcentaxe de variacion?

Ao subir o prezo un 20 % estamos pagando o 120 % e o tanto por un é 1.2. No desconto do 20 %
estamos pagando o 80 % e o tanto por un é 0.8. En total coas duas variacions sucesivas o tanto por un é
de 0.8 1.2 =0.96, e 0 prezo inicial € 432 : 0.96 = 450 €. Prezo inicial = 450 €.

O tanto por un 0.96 é menor que 1 polo tanto houbo un desconto porque pagamos o 96 % do valor

inicial e este desconto foi do 4 %.

15. Unha fabrica pasou de ter 130 obreiros a ter 90. Expresa a diminucidn en
porcentaxe.

16. Calcula o prezo final dun lavalouzas que custaba 520 € mais un 21 % de IVE, ao
que se lle aplicou un desconto sobre o custe total do 18 %.

17. Copia no teu caderno e completa:

a) Dunha factura de 1340 € paguei 1 200 €. Aplicaronme un ......... % de desconto

b) Descontaronme o 9 % dunha factura de ................. € e paguei 280 €.

c) Por pagar ao contado un moble descontaronme o 20 % e aforrei 100 €. Cal era o prezo do moble
sen desconto?

18. O prezo inicial dun electrodoméstico era 500 euros. Primeiro subiu un 10 % e despois baixou un
30 %. Cal é o seu prezo actual? Cal é a porcentaxe de incremento ou desconto?

19. Unha persoa comprou accidns de bolsa no mes de xaneiro por un valor de 10 000 €. De xaneiro a
febreiro estas acciéns aumentaron un 8 %, pero no mes de febreiro diminuiron un 16 %. Cal é o seu
valor a finais de febreiro? En que porcentaxe aumentaron ou diminuiron?

20. O prezo inicial dunha enciclopedia era de 300 € e ao longo do tempo sufriu variaciéns. Subiu un 10
%, logo un 25 % e despois baixou un 30 %. Cal é o seu prezo actual? Calcula a variacion porcentual.
21. Nunha tenda de venda por Internet anuncianse rebaixas do 25 %, pero logo cargan na factura un 20
% de gastos de envio. Cal é a porcentaxe de incremento ou desconto? Canto teremos que pagar por

un artigo que custaba 30 euros? Canto custaba un artigo polo que pagamos 36 euros?
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1.7. Escalas

En planos e mapas encontramos anotada na sUa parte inferior a
escala 4 que estan debuxados.

A escala é a proporcion entre as medidas do debuxo e as medidas
na realidade.

Exemplo:

#+ Exprésase da forma 1: 2000 que significa que 1 cm do plano

i

corresponde a 2 000 cm = 20 m na realidade.

o.,n ., n

Principais calzadas romanas

Polo tanto se “y” son as medidas na realidade, e
esta escala pddese escribir coa ecuacion da recta:

y =2 000x.

x” no plano,

As escalas tamén se representan en forma gréfica, mediante unha barra
dividida en segmentos de 1 cm de lonxitude

I N

0 20 40 60 80 100 m

Exemplo:

Esta escala identifica cada centimetro do mapa con 20 m na realidade é
dicir 1:2000, y = 2 000x.

Ao estudar a semellanza volveremos insistir nas escalas.

1:;_:5 !m]""]'ﬁ'l
J‘“”,lm?,q Y
o

Escalimetro

Un instrumento sinxelo para realizar traballos a escala é o pantégrafo que facilita copiar unha imaxe ou

reproducila a escala.

O pantégrafo é un paralelogramo articulado que, ao variar a distancia entre
os puntos de articulacién, permite obter diferentes tamafios de debuxo

sobre un modelo dado.

. 22.
4-_':-_ e de distancia. A que escala estd debuxado?
= 23. Que altura ten un edificio se a sua

1: 200 presenta unha altura de 8 cm?

24.

A distancia real entre duas vilas é 28.6 km. Se no mapa estdana 7 cm

maqueta construida a escala

Debuxa a escala grafica correspondente a escala 1: 60000.

25. As dimensidns dunha superficie rectangular no plano son 7 cm e 23 cm. Se esta debuxado a escala 1:

50, calcula as suas medidas reais.
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2. PROPORCIONALIDADE INVERSA

2.1. Magnitudes inversamente proporcionais

Recorda que:

Duas magnitudes son inversamente proporcionais cando ao multiplicar ou dividir a primeira por un
nlimero, a segunda queda dividida ou multiplicada polo mesmo nimero.

Exemplo:

4+ Cando un automabil vai a 90 km/h, tarda catro horas en chegar ao seu destino. Se fose a 120
km/h tardaria 3 horas en facer o mesmo percorrido.

90-4=120-3
A velocidade e o tempo son magnitudes inversamente proporcionais.
A razon de proporcionalidade inversa k” é o produto de cada par de magnitudes: kK’ =a-b=a"- b’
Exemplo:

4+ Copia a tdboa no teu caderno, calcula a razén de proporcionalidade inversa e completa a taboa
de proporcionalidade inversa:

a 18 150 1.5 3600 100
b 50 6 600 0.25 9

k’=18-50 =900. Comproba que todas as columnas dan este resultado.

Observa que:

Se se representan graficamente os puntos dunha
proporcionalidade inversa, todos eles estan sobre a grafica dunha

'

hipérbole de ecuacion y =—. A razén de proporcionalidade 1]
X

'

. . o k .
inversa é a constante k’. A esta hipérbole y = — tamén se lle
X

chama funcién de proporcionalidade inversa.

Exemplo:
+ Ecuacién da hipérbole do exemplo anterior.

900
A hipérbole ¢ y=——. Comprobamos que todos os puntos ;s Cy = cy = Cy =
y X Hipérboles: y =3/x;y =2/x; y = 1/x

verifican a ecuacion desta hipérbole:

900 900 900 900 900
290 5, 22 6 2900 _ oo =29 g5, _200 _g
T 150 y y y

3600 100

26. Para embaldosar un recinto, 7 obreiros dedicaron 80 horas de traballo. Completa no teu caderno a
seguinte tdboa e determina a constante de proporcionalidade. Escribe a ecuacion da hipérbole.

7

Numero de obreiros 1 5 7 12 60

Horas de traballo 80 28 | 10
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2.2. Proporcionalidade simple inversa

Para calcular o cuarto termo entre duas magnitudes inversamente proporcionais calculamos a constante
de proporcionalidade e escribimos a ecuacién da hipérbole.

Exemplo:

4 Catro persoas realizan un traballo en 18 dias, cantas persoas necesitaremos para realizar o
mesmo traballo en 8 dias?

k'=4.18=8-y:>y=%~4=9persoas.

27. Ao cortar unha cantidade de madeira conseguimos 5 paneis de 1.25 m de longo. Cantos paneis

conseguiremos se agora tefien 3 m de largo?

28. Nunha horta ecoldxica utilizanse 5000 kg dun tipo de esterco de
orixe animal que se sabe que ten un 12 % de nitratos. Se cambia o
tipo de esterco, que agora ten un 15 % de nitratos, cantos
quilogramos se necesitaran do novo esterco para que as plantas
reciban a mesma cantidade de nitratos?

29.Esa mesma horta necesita 200 caixas para envasar as suas
berenxenas en caixas dun quilogramo. Cantas caixas necesitaria para envasalas en caixas de 1.7
quilogramos? E para envasalas en caixas de 2.3 quilogramos?

30. Para envasar certa cantidade de leite precisanse 8 recipientes de 100 litros de capacidade cada un.
Queremos envasar a mesma cantidade de leite empregando 20 recipientes. Cal deberd ser a
capacidade deses recipientes?

31. Copia no teu caderno a taboa seguinte, calcula a razén de proporcionalidade e completa a tdboa de
proporcionalidade inversa. Escribe a ecuacion da hipérbole.

Magnitude A 40 0.07 8
Magnitude B 0.25 5 6.4
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2.3. Proporcionalidade composta

Unha proporcion na que intervefien mdis de duas magnitudes ligadas entre si por relacions de
proporcionalidade directa ou inversa denominase proporcion composta.

Exemplo:
#+ No instituto 30 alumnos de 42 A de ESO foron esquiar e pagaron 2 700 € por 4 noites de hotel;
25 alumnos de 42 B de ESO gafiaron na loteria 3 375 € e deciden ir ao mesmo hotel. Cantas
noites de aloxamento poden pagar?

Temos tres magnitudes: o niumero de alumnos, a cantidade en € que pagan polo hotel e o nimero de
noites de hotel. Observa que a mais alumnos se paga mais difieiro, logo estas magnitudes son
directamente proporcionais. A madis noites de hotel pagase mais difieiro, logo estoutras duas
magnitudes son tamén directamente proporcionais. Pero para unha cantidade de dineiro fixa, mais
alumnos poden ir menos noites, logo o nimero de alumnos é inversamente proporcional ao nimero de
noites de hotel.

O mellor método é reducilo a un problema de proporcionalidade simple, para iso obtemos o prezo da
viaxe por alumno.
Cada alumno de 42 A pagou 2 700 : 30 = 90 € por 4 noites de hotel. Logo pagou por unha noite 90/4 =

22.5 €. A ecuacion de proporcionalidade directa é: e = 22.5x, onde “y” é o que paga cada alumno e “x” o
numero de noites.

Cada alumno de 42 B conta con 3375 : 25 = 135 € para pasar x noites de hotel, polo que 135 = 22.5x,
logo poden estar 6 noites.

32. Seis persoas realizan unha viaxe de 12 dias e pagan en total 40 800 €. Canto pagaran 15 persoas se a
sua viaxe dura 4 dias?

33. Se 16 lampadas orixinan un gasto de 4 500 €, estando acesas durante 30 dias, 5 horas diarias, que
gasto orixinarian 38 lampadas en 45 dias, acesas durante 8 horas diarias?

34. Para alimentar a 6 vacas durante 17 dias precisanse 240 quilos de alimento. Cantos quilos de
alimento se precisaran para manter 29 vacas durante 53 dias?

35. Se 12 homes constrien 40 m de tapia en 4 dias traballando 8 horas diarias, cantas horas diarias
deben traballar 20 homes para construir 180 m en 15 dias?

36. Cunha cantidade de penso podemos dar de comer a 24 animais durante 50 dias cunha racion de 1 kg
para cada un. Cantos dias poderemos alimentar a 100 animais se a racion é de 800 g?

37. Para encher un depdsito dbrense 5 billas que lanzan 8 litros por minuto e tardan
10 horas. Canto tempo tardardn 7 billas similares que

lanzan 10 litros por minuto?

38. Se 4 maquinas fabrican 2 400 pezas funcionando 8
horas diarias. Cantas maquinas se deben pofier a
funcionar para conseguir 7 000 pezas durante 10 horas
diarias?
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3. REPARTOS PROPORCIONAIS

Cando se realiza un reparto en partes desiguais débese establecer previamente se se trata dun reparto
proporcional directo ou inverso.

3.1. Reparto proporcional directo

Nun reparto proporcional directo corresponderalle mdis a quen tefia mais partes.

Actividade resolta

4+ Tres amigos deben repartir os 400 € que gafiaron nunha competicion de acordo aos puntos que
cada un obtivo. O primeiro obtivo 10 puntos, o segundo 7 e o terceiro 3 puntos.

O reparto directamente proporcional iniciase sumando os puntos: 10 + 7 + 3 = 20 puntos.
Calculamos o premio por punto: 400 : 20 =20 €.
O primeiro obtera 20 - 10 = 200 €.
O segundo: 20-7=140€.
O terceiro: 20-3=60%€.
A suma das tres cantidades é 200 + 140 + 60 = 400 €, a cantidade total a repartir.
Como se trata dunha proporcién, débese establecer a seguinte regra:

Sexa N (no exemplo anterior 400) a cantidade a repartir entre catro persoas, as que lles corresponderd
A, B, C, D de maneira que N = A + B + C + D. Estas cantidades son proporcionais & sua participacién no
reparto: a, b, ¢, d.

a+b+c+d=néonumero total de partes nas que debe distribuirse N.
N : n =k que é a cantidade que corresponde a cada parte. No exemplo anterior: k =400 : 20 = 20.

O reparto finaliza multiplicando k por a, b, c e d, obténdose asi as cantidades correspondentes A, B, Ce
D.

P ., , A+B+C+D N
E dicir, agora a ecuaciondarectaé : y = ——x = —x

a+b+c+d n

39. Cinco persoas comparten loteria, con 10, 6, 12, 7 e 5 participacidns respectivamente. Se obtiveron un
premio de 18 000 €, canto corresponde a cada un?

40. Tres socios investiron 20 000 €, 34 000 € e 51 000 € este ano na sUa empresa. Se os beneficios a
repartir a final de ano ascenden a 31 500 €, canto corresponde a cada un?

41. A Unidn Europea concedeu unha subvencién de 48 000 000 € para tres Estados de 60, 46 e 10
milléns de habitantes. Como debe repartirse o difieiro, sabendo que é directamente proporcional ao
numero de habitantes?

42. Repartese unha cantidade de difieiro, entre tres persoas, directamente proporcional a 2, 5 e 8.
Sabendo que a segunda lle corresponde 675 €, calcula o que lle corresponde a primeira e 4 terceira.

43. Unha avoa reparte 100 € entre os seus tres netos de 12, 14 e 16 anos de idade; proporcionalmente
as suas idades. Canto corresponde a cada un?
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3.2. Reparto proporcional inverso
Nun reparto proporcional inverso recibe mais quen menos partes ten.

Sexa N a cantidade a repartir e g, b e c as partes. Ao ser unha proporcién inversa, o reparto realizase aos
seus inversos 1/a, 1/b, 1/c.

Para calcular as partes totais, reducimos as fraccions a comun denominador, para termos un patrén
comun, e tomamos os numeradores que son as partes que corresponden a cada un.

Actividade resolta
4 Repartir 4 000 € de forma inversamente proporcional a 12 e 20.
Calculamos o total das partes: 1/12 + 1/20 = 5/60 +3/60 = 8/60.
4000 : 8 =500 € cada parte.
500-5=2500%€.
500-3=1500%¢.
En efecto, 2 500 + 1 500 = 4 000.

44. Nun concurso acumulase puntuacion de forma inversamente proporcional ao nimero de erros. Os
catro finalistas, con 10, 5, 2 e 1 erros, deben repartir os 2 500 puntos. Cantos puntos recibira cada
un?

45. No testamento, o avd establece que quere repartir entre os seus netos 4 500€ de maneira
proporcional as suas idades, 12, 15 e 18 anos. Coidando que a maior cantidade sexa para os netos
menores, canto recibird cada un?

46. Repartese difieiro inversamente proporcional a 5, 10 e 15; ao menor correspéndenlle 3 000 €. Canto
corresponde aos outros dous?

47.Tres irmans axudan ao mantemento familiar entregando
anualmente 6 000 €. Se as suas idades son de 18, 20 e 25 anos e
as achegas son inversamente proporcionais a idade, canto achega
cada un?

48. Un pai vai cos seus dous fillos a unha feira e, na tdmbola, gaina
50 € que reparte de forma inversamente proporcional 4 suas

idades, que son 15 e 10 anos. Cantos euros debe dar a cada un?
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3.3. Mestura e aliaxes

As mesturas que imos estudar son o resultado final de combinar distintas cantidades de produtos, de
distintos prezos.

Actividade resolta

4 Calcula o prezo final do litro de aceite se mesturamos 13 litros a
3.5 €0 litro, 6 litros a 3.02 €/l e 1 litro a 3.9 €/I.
Calculamos o custe total dos distintos aceites:
13-3.5+6-3.02+1-3.9=67.52 €.
E o nimero total de litros: 13+ 6+ 1=201.
O prezo do litro de mestura valera 67.52: 20 = 3.376 €/I.

49. Calcula o prezo do quilo de mestura de dous tipos de café:
3.5kga4.8€/kge5.20kg a6 €/kg.

50. Cantos litros de zume de pomelo de 2.40 €/I deben
mesturarse con 4 litros de zume de laranxa a 1.80 €/| para obter
unha mestura a 2.13 €/1?

Grans de café

Unha aliaxe é unha mestura de metais para conseguir un determinado produto final con mellores
propiedades ou aspecto.

As aliaxes realizanse en xoiaria mesturando metais preciosos, ouro, prata, platino, con cobre ou rodio.
Segundo a proporcién de metal precioso, dise que unha xoia ten mais ou menos lei.

A lei dunha aliaxe é a relacidn entre o peso do metal mais valioso e o peso total.

Exemplo:
4 Una xoia de prata de 50 g de peso contén 36 g de prata pura.
Cal é asua lei?
Lej = eSO metal puro _ 36
peso total 50

Outra forma de medir o grao de pureza dunha xoia é o quilate.
Un quilate dun metal precioso é 1/24 da masa total da aliaxe.

=0.72

Para que unha xoia sexa de ouro puro debe ter 24 quilates.
Exemplo: O termo quilate vén da palabra grega

“keration” (alfarroba). Esta planta, de
sementes moi uniformes, utilizabase
para pesar xoias e xemas na
antigtidade.

Una xoia de ouro de 18 quilates pesa 62 g.
Que cantidade do seu peso é de ouro
puro?

Peso en ouro = ﬂ =46.5g.
24

51. Calcula a lei dunha xoia sabendo que pesa 87 g e contén 69 g de ouro puro.

Cantos quilates ten, aproximadamente, a xoia anterior?
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4. INTERESE

4.1. Calculo de interese simple

O interese é o beneficio que se obtén ao depositar un capital nunha entidade financeira a un
determinado tanto por cento durante un tempo.

No interese simple, ao capital C depositado aplicaselle un tanto por cento ou rédito r anualmente.
O cdlculo do interese obtido ao cabo de varios anos realizase mediante a férmula:
| = C-r-t
100

Se o tempo que se deposita o capital son meses ou dias, o interese calculase dividindo a expresién

anterior entre 12 meses ou 360 dias (ano comercial).
B C-r-t C-r-t

| = tempo en meses | = tempo en dias
1200 36 000

Actividades resoltas

+ Depositamos 4 000 € ao 2 % anual. Canto difieiro teremos ao cabo de 30 meses?

Calculamos o interese simple:
4000-2-30
|= ———=200€
1200

Sumamos capital e réditos:

4000 +200=4200€

52. Calcula o interese simple que producen 10 000 € ao 3 % durante 750 dias.

53. Que capital hai que depositar ao 1.80 % durante 6 anos para obter un interese simple de 777.6 €?

4.2. Interese composto

Desde outro punto de vista, o interese é a porcentaxe que se aplica a un préstamo ao longo dun tempo,
incrementando a sUa contia 4 hora de devolvelo.

Este tipo de interese non se calcula como o interese simple senén que se establece o que se chama
“capitalizacion”.

O interese composto aplicase tanto para calcular o capital final dunha inversiéon, como a cantidade a
devolver para amortizar un préstamo.

Normalmente os préstamos devélvense mediante cotas mensuais que se calcularon a partir dos xuros
xerados polo préstamo ao tipo de interese convido.

A capitalizacién composta propon que, a medida que se van xerando xuros, pasen formar parte do
capital inicial, e ese novo capital producira xuros nos periodos sucesivos.

Se se trata dun depdsito bancario, o capital final calcularase seguindo o seguinte procedemento:
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Ci (capital inicial) | 1ano i (tanto por un) G=GC-(1+1)
G- (1+1) 2anos |G- (1+14)-(1+1i) C=GC-(1+i)?
G- (1+i0)? 3anos |G- (1+0)?% (1+1) CG=C-(1+i)3

n anos G=GC-(1+i)"

Al cabo de n anos, o capital final serd Cs= Ci - (1 +i)".

Para facer os célculos podes utilizar unha “Folla_de calculo”. Basta que na folla de cdlculo adxunta
modifiques os datos das casas B5 onde esta o “Capital inicial”, casa B6 onde estd o “Tanto por un” e da
casa B7 onde aparece o numero de “Anos”, e arrastres na columna B ata que o numero final de anos
coincida con esta casa.

F15 i J =E15-5B55

A B C D E F G H
1 Interese composto

2 Problema:
3 40 capital inicial dun depdsito ascende a 82 000 €. O tanto por cento aplicado € o 3% a interese composto
4 durante 5 anos. Calcula o capital final.

5 Capital inicial: 82000
6 Tlanto por cento ou rédito: 3
7 Nimero de anos: 5
8
9

Capital inicial: C; Anos r (tanto | (1+r)*n Capital | Interese
10 por un) final: G | total
1 82000,00 1 0,03 1,03 8446000  2460,00
12 84460,00 2 0,03 10600 8699380 499380
13 86993,80 3 003 1002727 8960361  7603,61
14 89603,61 4 003 1,12550881 9229172 1029172
15 | 92291,72 5 003 1,15027407  95060,47| 13050,47]
16

17 O capital final e: 13060,47

an

Actividades resoltas

#+ O capital inicial dun depdsito ascende a 82 000 €. O tanto por cento aplicado é o 3% a interese
composto durante 5 anos. Calcula o capital final.

Cr=Ci-(1+i)"=82000- (1+0.03)°=82000- 1.159... = 95 060 €

54. Ao 5% de interese composto durante 12 anos, cal serd o capital final que obteremos ao depositar
39500 €?
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CURIOSIDADES. REVISTA

Confecciona a tua propia folla de calculo

Imos resolver o problema “O capital inicial dun depdsito ascende a 82 000 €. O tanto aplicado é 0 3 %
a interese composto durante 5 anos. Calcula o capital final” confeccionando unha folla de calculo.

Abre Excel ou calquera outra folla de calculo. Veras que as follas estan formadas por cuadriculas, con
letras na horizontal e nUmeros na vertical. Asi cada cuadricula da folla pode designarse por unha letra e
un nimero: Al, B7, ...

Imos deixar as primeiras 9 filas para pofer titulos, anotacions...

Na fila 10 imos escribir os titulos das casas. Na casa A10 escribe: Capital inicial. Na B10: Anos. Na C10:
Tanto por un. Na D10: (1 + r)". Na E10: capital final. Na F10: Interese total.

F15 . b =E15-5BS5

A B c D E F G H
1 Interese composto

2 Problema:
3 40 capital inicial dun depdsito ascende a 82 000 €. O tanto por cento aplicado & o 3% a interese composto
4 durante 5 anos. Calcula o capital final.

5 Capital inicial: 82000
6 Tlanto por cento ou rédito: 3
7 Numero de anos: 5
8
9

Capital inicial: C; Anos r(tanto | (1+r)*n | Capital ||nterese
10 por un) final: & | total
11 82000,00 1 0,03 1,03  84460,00 2460,00
12 84460,00 2 0,03 1,0609  86993,80 4993,80
13 860993,80 3 0,03 1,092727 8960361 760361
14 89603,61 4 0,03 1,12550881 9229172 1029172
15 | 92291,72 5 0,03 1,15027407  95060,47| 13050,47]
16

17 O capital final é: 13060,47

A

Na fila 11 comezamos os calculos. En A11 anotamos 82000, que é o capital inicial.

En B11, escribimos 1, pois estamos no ano primeiro; en B12, escribimos 2 e, seleccionando as casas
B11 e B12, arrastramos ata B15, pois pidennos 5 anos.

Como se puxo o capital ao 3 %, o tanto por un é 0,03, cantidade que copiamos en C11 e arrastramos
ata C15.

Para calcular (1 + r)", podemos facelo usando a funcién POTENCIA. Para iso escribimos un signo = na
casa D11 e buscamos a funcion POTENCIA, en numero escribiremos 1+C11 e en expofente B11.
Quedarache: =POTENCIA(1+C11;B11). Agora, sinalalo e arrastralo ata D15.

Para calcular C - (1 + r)", na columna E, s6 temos que multiplicar A11*D11. Queremos deixar
invariante o capital inicial, para dicirllo a Excel, que non nolo cambie, escribimos: =SA$11*D11 e
arrastramos ata a fila E15.
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Ao aumentar o lado dun cadrado ao dobre, a sua
superficie queda multiplicada por 4. Ao multiplicar
por 3 o lado, a area multiplicase por 9.

Ao aumentar o lado dun cubo ao
dobre, o seu volume queda
multiplicado por 8. Ao multiplicar

En xeral, se facemos un cambio de escala de factor
de proporcionalidade k, a area ten un factor de
proporcionalidade k?, e o volume k3.

Utiliza esta observacion para resolver os seguintes problemas:

A torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura e pesa uns 8 millons de
quilos. Esta construida en ferro. Se encargamos un modelo a escala da torre,
tamén de ferro, que pese sé un quilo, que altura tera? Serd maior ou menor
gue un lapis?

Antes de empezar a calcular, da a tia opinion.

Axuda: k3 = 8 000 000/1 logo k = 200. Se a Torre Eiffel mide 300 metros de altura, a nosa torre
medira 300/200 = 1.5 m. Metro e medio! Moito mais que un lapis!

/1. Nunha pizzeria a pizza de 20 cm de diametro vale 3 euros e a de\
40 cm vale 6 euros. Cal ten mellor prezo?

2. Vemos no mercado unha pescada de 40 cm que pesa un quilo.
Parécenos un pouco pequena e pedimos outra un pouco maior,
que resulta pesar 2 quilos. Canto medira?

3. Nun dia frio un pai e un fillo pequeno van exactamente igual
abrigados, cal dos dous tera mais frio?

- J
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RESUMO

Nocion

Definicion

Exemplos

Proporcionalidade
directa

Duas magnitudes son directamente proporcionais
cando ao multiplicar ou dividir @ primeira por un
numero, a segunda queda multiplicada ou dividida
polo mesmo numero.

A funcién de proporcionalidade directa é unha recta
que pasa pola orixe: y = kx. A pendente da recta, k, é
a razon de proporcionalidade directa.

Para empapelar 300 m?
utilizamos 24 rolos de papel,
Se agora a superficie é de 104
m?, necesitaremos

8.32 rolos, pois k =300/24 =
12.5, y =12.5x, polo que x =
104/12.5 = 8.32 rolos.

Proporcionalidade
inversa

Duas magnitudes son inversamente proporcionais
cando ao multiplicar ou dividir @ primeira por un
numero, a segunda queda dividida ou multiplicada
polo mesmo numero.

A funcién de proporcionalidade inversa é a hipérbole
y = k’/x. Polo tanto a razon de proporcionalidade
inversa k” é o produto de cada par de magnitudes:
k"=a-b=a"b".

Duas persoas pintan unha
vivenda en 4 dias. Para pintar
a mesma vivenda, 4 persoas
tardaran: k' =8, y = 8/x, polo
que tardaran 2 dias.

Porcentaxes

Razén con denominador 100.

, 872400

087%de2400é =2088
100

Escalas

A escala é a proporcién entre as medidas do debuxo e
as medidas na realidade.

A escala 1:50000, 35 cm son
17.5 km na realidade.

Reparto proporcional directo Reparto proporcional inverso
Repartir directamente a 6, 10 e 14, 105 000 € Repartir 5 670 inversamentea 3,5e 6
6+10+14=30 1/3+1/5+1/6=10-;—2+5=%
105000:30=3500 5670:21 =270
6-3500=21000¢€ 270 - 10 = 2 700
10-3500=35000 € 270 -6 = 1620
14-3500=49000 € 270 -5 =1 350

Mesturas e aliaxes

Mesturar distintas cantidades de produtos, de

distintos prezos.

A lei dunha aliaxe é a relacién entre o peso do metal
mais valioso e o peso total.

Una xoia que pesa 245 g e
contén 195 g de prata, a sua

lei é: 195 0.795
245

Interese simple e
composto

O interese é o beneficio que se obtén ao depositar
un capital nunha entidade financeira a un
determinado tanto por cento durante un tempo

C=3600;r=4.3%;t=8anos
I_3600-4.3-8
- 100

=12384¢€

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESO. Capitulo 6: Porcentaxes

Autora: Nieves Zuasti

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es

= Revisores: Javier Rodrigo, Fernanda Ramos e Maria Molero
llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF



10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

EXERCICIOS E PROBLEMAS

Copia no teu caderno, calcula a razén de proporcionalidade e completa a taboa de proporcionalidade
directa:

litros 8.35 0.75 1.5
euros 14 2.25 8

Estima cantas persoas caben de pé nun metro cadrado. Houbo unha festa e encheuse
completamente un local de 400 m?, cantas persoas estimas que foron a esa festa?

Cada semana pagamos 48 € en transporte. Canto gastaremos durante o mes de febreiro?

Con 85 € pagamos 15 m de tea, canto nos custardan 23 m da mesma tea?

Para tapizar cinco cadeiras utilicei 0.6 m de tea, cantas cadeiras poderei tapizar
coa peza completa de 10 m?

Un camidn transportou en 2 viaxes 300 sacos de patacas de 25 kg cada un.
Cantas viaxes seran necesarias para transportar 950 sacos de 30 kg cada un?

Unha edicidon de 400 libros de 300 pdxinas cada un acada un peso total de
100 kg. Cantos kg pesara outra edicién de 700 libros de 140 paxinas cada un?

Sabendo que a razén de proporcionalidade directa é k = 1.8, copia no teu
caderno e completa a seguinte taboa:

Magnitude A 15.9 0.01
Magnitude B 6 0.1 10

O modelo de teléfono mébil que custaba 285 € + IVE estd agora cun 15 % de desconto. Cal é o seu
prezo rebaixado? (IVE 21 %)

Por atrasarse no pagamento dunha débeda de 1500 €, unha persoa debe pagar unha recarga do
12 %. Canto ten que devolver en total?

Se un litro de leite de 0.85 € aumenta o seu prezo nun 12 %, canto vale agora?

Que tanto por cento de desconto se aplicou nunha factura de 1 900 €
se finalmente se pagaron 1 200 €?

Se unhas zapatillas de 60 € se rebaixan un 15 %, cal é o valor final?

Ao comprar un televisor obtiven un 22 % de desconto, polo que ao
final paguei 483.60 €, cal era o prezo do televisor sen desconto?

Luis comprou unha camisola que estaba rebaixada un 20 % e pagou

por ela 20 €. Cal era o seu prezo orixinal?

Por liquidar unha débeda de 35 000 € antes do previsto, unha persoa paga finalmente 30 800 €, que
porcentaxe da sua débeda aforrou?

O prezo dunha viaxe anunciase a 500 € IVE incluido. Cal era o prezo sen IVE? (IVE 21 %)

Que incremento porcentual se efectuou sobre un artigo que antes valia 25 € e agora se paga a 29 €?
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19. Un balneario recibiu 10 mil clientes no mes de xullo e 12 mil en agosto. Cal é o incremento

porcentual de clientes de xullo a agosto?

20. Un mapa esta debuxado a escala 1: 800000. A distancia real entre duas cidades
é 200 km. Cal é a sua distancia no mapa?

21. A distancia entre Oviedo e A Corufia é de 340 km. Se no mapa estan a 12 cm,

cal é a escala a que estd debuxado?

22. Interpreta a seguinte escala grafica e calcula a distancia na realidade para 21 cm.

I

0 3 6 9 12 km

23. Copia no teu caderno e completa a seguinte taboa:

Tamafio no debuxo Tamaiio real Escala
20 cm longo e 5 cm de ancho 1:25000
10 cm 15 km
450 m 1:30000

24. Copia no teu caderno, calcula a razén de proporcionalidade inversa e completa a tdboa:

Magnitude A 8 7.5 3.5
Magnitude B 12 0.15 10
25. Determina se as seguintes magnitudes se encontran en proporcion directa, inversa ou en ningunha

delas:
a) Velocidade a que circula un coche e espazo que percorre.
b) Difieiro que tes para gastar e bolsas de améndoas que podes comprar.
c) Talle de zapatos e prezo dos mesmos.
d) Numero de membros dunha familia e litros de leite que consomen.

e) Numero de entradas vendidas para un concerto e difieiro recadado.

f) Numeros de billas que enchen unha piscina e tempo que esta tarda en encherse.

B

g) Idade dunha persoa e estatura que ten.

h) Numero de traballadores e tempo que tardan en facer un
valado.

i) ldade dunha persoa e nimero de amigos que ten.

26. Que velocidade deberia levar un automoébil para percorrer en 4
horas certa distancia, se a 80 km/h tardou 5 horas e 15 minutos?

27. A razén de proporcionalidade inversa entre A e B é 5. Copia no
teu caderno e completa a taboa seguinte:

A 20 7 10.8
B 0.05 0.3
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28. Na granxa faise o pedido de forraxe para alimentar a 240 porcos durante 9 semanas. Véndense 60
porcos, cantas semanas lles durara a forraxe? E se en lugar de
vender, compra trinta porcos? E se decide rebaixar a raciéon unha
cuarta parte cos 240 porcos?

29. Un granxeiro con 65 galifias ten millo para alimentalas 25 dias. Se
vende 20 galifias, cantos dias poderd alimentar as restantes?

30. Con 15 paquetes de 4 kg cada un poden comer 150 galifias
diariamente. Se os paquetes fosen de 2.7 kg, cantos
necesitariamos para dar de comer 4s mesmas galifias?

31. Determina se as duas magnitudes son directa ou inversamente proporcionais e completa a tdboa no
teu caderno:

A 24 8 0.4 6 50
B 3 9 180 20

32. Se a xornada laboral é de 8 horas necesitamos a 20 operarios para realizar un traballo. Se rebaixamos
a xornada en media hora diaria, cantos operarios serdn necesarios para realizar o mesmo traballo?

33. Nun almacén gardanse reservas de comida para 100 persoas durante 20 dias con 3 raciéns diarias,
cantos dias duraria a mesma comida para 75 persoas con 2 racions diarias?

34. Se 15 operarios instalan 2 500 m de valado en 7 dias. Cantos dias tardaran 12 operarios en instalar
5250 m de valado?

35. Nun concurso o premio de 168 000 € repdartese de forma directamente proporcional aos puntos
conseguidos. Os tres finalistas conseguiron 120, 78 e 42 puntos. Cantos euros recibird cada un?

36. Repartir 336 en partes directamente proporcionais a 160, 140, 120.

37. Un traballo pagase a 3 120 €. Tres operarios fano achegando o primeiro 22 xornadas, o segundo 16
xornadas e o terceiro 14 xornadas. Canto recibira cada un?

38. Repartir 4 350 en partes inversamente proporcionais a 18, 30, 45.

39. Mesturamos 3 kg de améndoas a 14 €/kg, 1.5 kg de noces a 6 €/kg
e 1.75 kg de castafias 8 €/kg. Calcula o prezo final do paquete de
250 g de mestura de froitos secos.

40. Calcula o prezo do litro de zume que se consegue mesturando 8
litros de zume de anandas a 2.5 €/I, 15 litros de zume de laranxa a
1.6 €/I e 5 litros de zume de uva a 1.2 €/I. A canto debe venderse
unha botella de litro e medio se se lle aplica un aumento do 40 %

sobre o prezo de custe?

41. Para conseguir un tipo de pintura mesturanse tres produtos: 5 kg do produto X a 18 €/kg, 19 kg do
produto E a 4.2 €/kg e 12 kg do produto Z a 8 €/kg. Calcula o prezo do kg de mestura.

42. Cinco persoas comparten un microbus para realizaren distintos traxectos. O custe total é de 157.5 €
mais 20 € de suplemento por servizo nocturno. Os quilémetros percorridos por cada pasaxeiro foron
3,5, 7, 8 e 12 respectivamente. Canto debe abonar cada un?
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43. Decidiuse penalizar 4s empresas que madis contaminan. Para iso repdartense 2350000 € para
subvencionar a tres empresas que presentan un 12 %, 9 % e 15 % de grao

de contaminacion. Canto recibird cada unha?

44. Un lingote de ouro pesa 340 g e contén 280.5 g de ouro puro. Cal é a sua
lei?

45. Cantos gramos de ouro contén unha xoia de 0.900 de lei, que se formou
cunha aliaxe de 60 g de 0.950 de lei e 20 g de 0.750 de lei?

46. Que capital hai que depositar ao 3.5 % de rédito en 5 anos para obter un interese simple de 810 €?
47. Cal é o capital final que se recibirad por depositar 25 400 € ao 1.4% en 10 anos?
48. Cantos meses debe depositarse un capital de 74 500 € ao 3 % para obter un interese de 2 980 €?

49. Ao 3% de interese composto, un capital converteuse en 63 338.5 €. De
gue capital se trata?

50. Na construcién dunha ponte de 850 m utilizdronse 150 vigas, pero o
enxeneiro non estda moi seguro e decide reforzar a obra engadindo
50 vigas mais. Se as vigas se colocan uniformemente ao longo de toda
o ponte, a que distancia se colocardn as vigas?

51. Nun colexio de primaria convdcase un concurso de ortografia no que
se dan varios premios. O total que se reparte entre os premiados son 500 €. Os alumnos que non
cometeron ningunha falta reciben 150 €, e o resto distribUese de maneira inversamente proporcional
ao numero de faltas. Hai dous alumnos que non tiveron ningunha falta, un tivo unha falta, outro duas
faltas e o ultimo tivo catro faltas, canto recibira cada un?
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AUTOAVALIACION

1. Os valores que completan a taboa de proporcionalidade directa son:

A 10 0.25 0.1 100
B 50 5
a) 612.5; 1000; 0.0005; 0.5 b) 1.25; 2.5; 125; 0.125 c) 62; 500; 0.005; 0.05

2. Con 500 € pagamos os gastos de gas durante 10 meses. En 36 meses pagaremos:
a) 2000 € b) 1900 € c) 1800 € d) 1500 €.
3. Un artigo que custaba 2 000 € rebaixouse a 1 750 €. A porcentaxe de rebaixa aplicada é:
a)10% b) 12.5% c) 15.625 % d) 11.75 %

4. Para envasar 510 litros de auga utilizamos botellas de litro e medio. Cantas botellas necesitaremos
se queremos utilizar envases de tres cuartos de litro?

a) 590 botellas b) 700 botellas ¢) 650 botellas d) 680 botellas

5. Os valores que completan a taboa de proporcionalidade inversa son:

A|l 55 10 11
B 20 0.5 0.1
a) 40;200; 11.5; 1000 b)11;200; 20;300 c)11;220;10;1 100 d) 40; 220; 10; 500

6. Tres agricultores reparten os quilogramos da colleita de forma proporcional ao tamano das suas
parcelas. A meirande, que mide 15 ha, recibiu 30 toneladas; a segunda é de 12 ha e a terceira de 10 ha
recibiran:

a)24te20t b) 20t e 24t c)24te 18t d)25te 20t
7. A escala @ que se debuxou un mapa no que 2.7 cm equivalen a 0.81 km é:
a) 1:34000 b) 1:3000 c) 1:30000 d) 1:300

8. Con 4 rolos de papel de 5 m de longo, podo forrar 32 libros. Cantos rolos necesitaremos para forrar
16 libros se agora os rolos de papel son de 2 m de longo?

a) 3 rolos b) 5 rolos c) 4 rolos d) 2 rolos

9.0 prezo final do kg de mestura de 5 kg de farifia clase A, a 1.2 €/k; 2.8 kg clase B a 0.85 €/kg e 4 kg
clase Cal€/kgé:

a)1.12 € b) 0.98 € c) 1.03 € d) 1.049 €
10. A lei dunha aliaxe é 0.855. Se o peso da xoia é 304 g, a cantidade de metal precioso é:

a)259.92¢g b) 255.4 g )2489¢g d) 306 g
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Resumo

Un dos problemas historicos da Matematica é o da duplicacion dun cubo. En Atenas houbo unha
tremenda peste que asolaba & poboacién. Mesmo o seu
gobernante, Pericles, morreu no ano 429 a. C. Consultado o
oraculo de Apolo este dixo que se acabaria coa peste se se
construia un altar que fose o dobre do que habia (que tifia
forma de cubo).

Non se logrou dar coa solucién. Débese buscar a razén de
proporcionalidade entre os lados para que o volume sexa
dobre. A peste rematou e o problema quedou sen resolver
durante séculos pero ti vas saber solucionalo cando estudes
este capitulo.

Tamén imos estudar o teorema de Tales e a sua aplicacién a recofiecer cando dous tridangulos son
semellantes. Son os criterios de semellanza de tridngulos.

Utilizando a semellanza de triangulos demostraremos dous teoremas, o teorema da altura e o do
cateto.
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1. FIGURAS SEMELLANTES

1.1. Figuras semellantes

, . [ 4
Durante este capitulo falaremos unicamente da T‘;“:

proporcionalidade xeométrica, a semellanza. -l

Wl

Duas figuras semellantes tefien a mesma forma. E moi util saber
recofecer a semellanza para poder estudar unha figura e inferir
asi propiedades dunha figura semellante a ela que é mais grande
ou inaccesible. A semellanza conserva os angulos e mantén a proporcion entre as distancias.

Dous poligonos son semellantes se os seus lados son proporcionais e os seus angulos son iguais.

1.2. Razén de semellanza. Escala

Duas figuras son semellantes se as lonxitudes de elementos correspondentes son proporcionais. Ao
coeficiente de proporcionalidade chamaselle razéon de semellanza. Cando representamos algo
mediante unha figura (3D) ou un plano (2D) a razén de semellanza tamén se chama escala.

Na linguaxe matematica existen duas ferramentas fundamentais para describir unha proporcién: o
produto e o cociente.

O produto indica cantas veces maior é a representacion fronte ao modelo. Séese denotar mediante o
signo de produto “X” (10X, 100X, etc.) indicando asi a razén de semellanza.

Exemplo:

+ Unha representacion a escala 100X dunha célula indica que a representacion é 100 veces mdis
grande que o modelo, ou que 100 células en fila tefien a mesma lonxitude que a representacion.

A divisidn indica o camifio contrario, ou canto mais pequeno é o modelo fronte 4 sUa representacion.
Séese denotar mediante o simbolo de division “:” (1:100, 1:500, etc.) o que indica a razon de
semellanza.

Exemplo:

+ Un plano de construcion dun edificio de escala 1:100, indica que a representacion é 100 veces
mdis pequena que o modelo. Se unha distancia no plano é 10 cm, esa mesma distancia na
realidade serd de 1 000 cm =10 m.

Para escribir unha razén de semellanza en linguaxe alxébrica utilizanse dous operadores: o produto (x)
e o cociente (:).

Cando falamos de semellanza xeométrica, referimonos a proporcionalidade en canto a lonxitudes pero
tamén hai outros atributos nos que podemos atopar semellanzas entre un modelo e o seu semellante.
En xeral, calquera magnitude que sexa medible, tanto no modelo como no seu semellante, é apta para
establecer unha relacién de semellanza.

Sempre que se poidan comparar dias magnitudes dun atributo comun, é posible establecer unha razén
de semellanza.
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Actividades resoltas
+ Se un microscopio ten un aumento de 100X, que tamario (aparente) pensas que terd a imaxe que
se vexa polo obxectivo se observamos un pelo de 0.1 mm de espesor?

0.1mmX100=10mm=1cm.
#+ Pescuda a altura dunha casa que mide 20 cm de alto nun plano de escala 1:100.

Se H é a altura da casa e h o tamafio no plano, sabemos que h = H/100, polo tanto, H = 100-h.
H=100-20cm =20 m. Comprobacion: é unha casa duns 7 andares.

1. Mide a tua altura nunha foto e calcula o factor de semellanza.
1.3. Semellanza en lonxitudes, areas e volumes
Lonxitudes de figuras semellantes

Nas figuras semellantes a forma non varia, unicamente cambia o tamafio. As lonxitudes son
proporcionais. No seguinte apartado demostraremos o teorema de Tales que é o fundamento
matematico da semellanza.

A razoén de semellanza aplicase a todas as lonxitudes do modelo por igual.

Cando as propiedades dunha figura dependen da lonxitude, como a area e o volume, estas propiedades
tamén cambian na figura semellante, ainda que non da mesma maneira que a lonxitude.

Exemplo:

% Sea drea do cadrado é A=12=L -1, a drea dun cadrado semellante de razén 2, serd:

A=2:-L-2-L=2-2-L-L=2%2.12=4-.]2

Areas de figuras semellantes o
A drea dunha figura é unha propiedade que depende
da lonxitude dos seus segmentos. En concreto, a imz |amz | 2
relacion entre a lonxitude dunha figura e a sua area é 2 1m2 > 2> 8

7. N
cuadratica. inz |1m2 | ®
Cando se aplica o factor de semellanza, consérvase a 2

relacion cuadrdtica entre lonxitude e drea polo que,

nunha figura plana (2D), provocara un aumento da sua area proporcional ao cadrado.

Se a razon de semellanza entre as lonxitudes dunha figura é k, a relacién entre as suas dreas, A e A’, é:
A=k-Li-k-La=k-k-L1-Llo=k*-A

Se a razon de semellanza entre as lonxitudes dunha figura é k, entdn a razén entre as stas dreas é k2.

Exemplo:

+ Un televisor de 40 polgadas custa aproximadamente catro
veces mdis que un de 20. Por estrafio que pareza, o |
aumento de prezo esta xustificado. O tamafio do televisor,
indica a lonxitude da sua diagonal en polgadas. Unha
lonxitude dobre, implica unha area catro veces maior e por
tanto necesita catro veces mais compofientes electronicos.

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESQ. Capitulo 7: Semellanza Autor: Jorge Mufioz
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez <-C) Revisora: Nieves Zuasti e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF e Jorge Mufioz




Exemplo:

+ Observa a figura da marxe. Se multiplicamos por 2 o lado
do cadrado pequeno, a drea do cadrado grande é 22 = 4
veces a do pequeno.
Volumes de figuras semellantes

O volume dunha figura é unha propiedade que depende da lonxitude dos seus segmentos. Neste caso,
a relacién entre as lonxitudes dunha figura e o seu volume é cubica.

Cando se aplica o factor de semellanza, esta relacion cubica provocard un aumento do seu volume
proporcional ao cubo (k3). Se a razdn de semellanza entre as lonxitudes dunha figura é k, e o volume de
partidaé V=1L;1- L, L3: ao aplicar a semellanza tense:

Vi=k-Li-k-Ly-k-Ls=k-k-k-Li-Ly-Lz=k* Li-Lr-Lz3=k* -V

Se a razén de semellanza entre as lonxitudes dunha figura é k, entdn entre os seus volumes é k3.

Exemplo:

+ Observa a figura da marxe. Ao multiplicar por 2 o

lado do cubo pequeno obtense o cubo grande. O volume

do cubo grande é 8 (23) veces o do cubo pequeno.

Actividades resoltas

4+ A torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura e pesa uns 8 milléns de quilos. Estd construida
de ferro. Se encargamos un modelo a escala da torre, tamén de ferro, que pese sé un quilo, que
altura terd? Serd maior ou menor que un lapis?

O peso estd relacionado co volume. A torre Eiffel pesa 8 000 000 quilos, e queremos construir unha,
exactamente do mesmo material que pese 1 quilo. Polo tanto, k> = 8 000 000/1 = 8 000 000, e k = 200.
A razén de proporcionalidade entre as lonxitudes é de 200.

Se a Torre Eiffel mide 300 m de altura (mide un pouco mais, 320 m), e chamamos x ao que mida a nosa
temos: 300/x = 200. Despexamos x que resulta igual a x = 1.5 m. Mide metro e medio! E moito maior
que un lapis!

2. O didmetro dun pexego é tres veces maior cé do seu 6so, e mide 8 cm. Calcula o volume do
pexego, supofiendo que é esférico, e o do seu 6so, tamén esférico. Cal é a razdon de
proporcionalidade entre o volume do pexego e o do 6s0?

3. Na pizzeria tefien pizzas de varios prezos: 3 €, 6 € e 9 €. Os didametros destas pizzas son: 15 cm,
20 cm e 30 cm, cal resulta mdis econdmica? Calcula a relacidn entre as areas e comparaa coa
relacidn entre os prezos.

4. Unha maqueta dun depdsito cilindrico de 1 000 litros de capacidade e 5 metros de altura,
gueremos que tefia unha capacidade de 1 litro. Que altura debe ter a maqueta?
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2. O TEOREMA DE TALES

2.1. Teorema de Tales

Dadas duas rectas, r e r’, que se cortan no punto O, e duas rectas
paralelas entre si, a e b. A recta a corta as rectas r e r’ nos puntos A
e C, e a recta b corta as rectas r e r’ nos puntos B e D. Entén o
Teorema de Tales afirma que os segmentos son proporcionais:

OA 0C AC OA+0C+HAC

OB 0D BD OB+O0D+BD

Dise que os tridngulos OAC e OBD estan en posicion Tales. Son

semellantes. Tefien un angulo comun (coincidente) e os lados proporcionais.

Actividades resoltas

+ Sexan OAC e OBD dous trigngulos en posicion Tales. O perimetro de OBD é 20 cm, e OA mide
2 cm, AC mide 5 cm e OC mide 3 cm. Calcula as lonxitudes dos lados de OBD.

. .. OA 0OC AC OA+0C+AC o
Utilizamos a expresiéon: — =—=—=————— substituindo os datos:

OB OD BD 0B+0D+BD
2 3 5 2+43+5 10 1
OB ob BD 20 20 2’
polo que despexando, sabemos que: OB=2-2=4cm; OD=3-2=6cm,eBD=5-2=10cm.
En efecto: 4 + 6 + 10 = 20 cm, perimetro do triangulo.
+ Conta a lenda que Tales mediu a altura da pirdmide de Keops comparando a sombra da
pirdmide coa sombra do seu baston. Temos un baston que mide 1 m. Se a sombra dunha
drbore mide 12 m e a do baston (6 mesma hora do dia e no mesmo momento) mide 0.8 m,

canto mide a drbore?

As alturas da arbore e do bastdn son proporcionais ds sias sombras (forman tridngulos en posicion

Tales), polo que, se chamamos x a altura da arbore, podemos dicir:

08 12
- = - Polotanto, x=12/0.8 = 15 metros.

5. Nunha foto hai un neno, que sabemos que mide 1,5 m, e un edificio. Medimos a altura do
neno e do edificio na foto e resultan ser: 2 cm e 10 cm. Que altura ten o edificio?
Comprobacién: O resultado paréceche real? E posible que un edificio tefia esa altura?

6. Debuxase un hexagono regular. Trazanse as slas diagonais e obtense outro hexagono regular.
Indica a razén de semellanza entre os lados de ambos os hexagonos.

7. Nun tridngulo regular ABC dado 1 cm trazamos os puntos medios, M e N, de dous dos seus
lados. Trazamos as rectas BN e CM que se cortan nun punto O. Son semellantes os tridngulos
MON e COB? Cal é a razén de semellanza? Canto mide o lado MN?

8. Unha piramide regular hexagonal, de lado da base 3 cm e altura 10 cm, cértase por un plano a
unha distancia de 4 cm do vértice, co que se obtén unha nova pirdmide. Canto miden as suas
dimensiéns?
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2.2. Demostracion do teorema de Tales

Para a demostracion utilizanse os tridngulos ABC, ADC e OCA, que se amosan na figura.

Imos dar varios pasos para demostrar o teorema de Tales.

e Adreado tridangulo ABC é a mesma que a drea do tridngulo ADC pois tefien a mesma base (AC) e
a mesma altura (h), a distancia entre as rectas paralelas a e b:

Area (ABC) = Area (ADC) =CA - h/2 =5

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESQ. Capitulo 7: Semellanza Autor: Jorge Mufioz

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisora: Nieves Zuasti e Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es — llustracions: Banco de Imaxes de INTEF e Jorge Mufioz




e A drea do tridngulo OCB é a mesma que a area do tridngulo OAD pois sumamos das areas dous
triangulos anteriores, a area do tridngulo OAC:

Area (OCB) = Area (OAD) =S + S'

¢ Calculamos o cociente entre as areas dos triangulos OAC e OBC. Para calcular as areas, tomamos
as bases que estan sobre a recta r, entdn a altura de ambos os tridngulos é a mesma pois tefien
o vértice C comun, polo que o cociente entre as sUas areas é igual ao cociente entre as suas
bases.

¢ Do mesmo modo calculamos o cociente entre as areas dos triangulos OAC e OAD tomando
agora as bases sobre a recta r’ e a altura, que é a mesma, a do vértice comun A:
Area(OAC) S’ _OAh,/2 OA Area(OAC) _ S' _OCh,/2 _OC

Area(0OBC) S+S' 0B-h,/2 OB Area(0OAD) S+S' OD-h,/2 OD

e Xademostramos que Area (OBC) = Area (OAD) = S, substituindo:

Area(OAC) OA_OC OA _0B
Area(OBC) OB OD oc op’

(1)
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e Para obter a outra relacion de proporcionalidade utilizamos un razoamento similar. Calculamos
o cociente entre as areas dos triangulos OAC e ABC tomando as bases sobre a recta r e a altura
do vértice comun C.

e Despois calculamos o cociente entre as areas dos triangulos OAC e ADC tomando as bases sobre
a recta r’ e a altura, que é a mesma, desde o vértice comln A, polo que ese cociente é
proporcional ds bases OC e CD:

Area(OAC) _S' _OAh, /2 _0A Area(OAC) _S' _OC-h, /2 _0OC
Area(ABC) S AB-h,/2 AB Area(ADC) S CD-h,/2 CD

e Pero como as areas de ABC e de ADC (S) son iguais obtense:

Area(0OAC) OA OC oA AB
AreafOAG)_COA_O¢ _0A_ (2)

Area(ABC) AB CD ~OC I8
Igualando as expresions (1) e (2) conséguese a primeira afirmacién do teorema de Tales:

LA 4B LA 0L Ak
OC OD CD OB OD BD
Actividades resoltas

OA 0B AB entén OA _0C _AC _OA+0C+AC
oc op ¢D OB OD BD 0B+0D+BD

OA 0B AB
En efecto, se dicimos que — =—— =— =k obtemos que:
ocC OD CD

OA=k-0C,0B=k-0D;AB=k-CD =>
OA+0OB+AB=k-0C+k-0OD+k-CD=k-(0C+0D+CD)

4+ Demostra que se —

E despexando k logramos probar que:
_ OA+0OB+AB
OC+0D+(CD
OA _0C _AC _OA+0C+AC
OB OD BD O0OB+0OD+BD

e polo tanto

, 0 teorema de Tales.
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+ Sexan OAC e OBD dous trigngulos en posicion Tales. O perimetro de OAC é 50 cm, OB mide
12 cm, BD mide 9 cm e OD mide 9 cm. Calcula as lonxitudes dos lados de OAC.

Utilizamos a expresidon do Teorema de Tales:

OA OC AC OA+0C+AC
OB OD BD OB+0D+BD

substituindo os datos:

0A_OC_AC__ 50 _50_5
12 9 9 12+9+9 30 3’
polo que, despexando, sabemos que:

OA = 122 =20cm;

OC=9§=15cm,e

AC=9§ =15cm.

En efecto: 20 + 15 + 15 = 50 cm, perimetro do triangulo.

9. Sexan ABC e AED dous triangulos en posicion Tales. Sdbese que AB=7m,BC=5m,AC=4me
AD =14 m. Calcula as dimensidns de AED e o seu perimetro.

10. Reto: Utiliza unha folla en branco para demostrar o teorema de Tales sen axuda. Non fai falla
gue utilices o mesmo procedemento que o libro. Hai moitas maneiras de demostrar o teorema.

2.3. Reciproco do teorema de Tales

Dadas duas rectas, r e r’, que se cortan no punto
O, e duas rectas a e b tales que a recta a corta as
rectas r e r’ nos puntos A e C, e a recta b corta as
rectas r e r’ nos puntos B e D. Entdn o reciproco do
Teorema de Tales afirma que se todos os
segmentos formados polos puntos A, B, C e D son
proporcionais, as rectas a e b son paralelas entre
si.

OA 0C AC .
—=——=——entén a e b son paralelas.

e =
OB OD BD
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Actividades resoltas

% Na figura adxunta sdbese que OA = 2 cm, OC
=2cm,AC=1cm,0B=5cm,OD=5cm, BD =25
cm. Como son as rectasa e b?

Substituimos na expresion do teorema de Tales:

OA _0OC _AC 2 2 1
—, que se verifica xa que: - =-=—,
0B OD BD 5 5 25

logo as rectas a e b son paralelas, e o segmento AC
é paralelo a BD.

4+ Na figura adxunta sdbese que OA = OC = 2 cm, e que OB = 5 cm = OD. As rectas a e b non son
paralelas, por que?

Porque non verifica o teorema de Tales.

0OA _0OC AC 22AC
0B OD BD SSBD

Non basta con que se verifigue unha das
igualdades, deben verificarse as duas.

Comprobacion: Mide cunha regra os valores de
ACe BD.

11. Sexan O, A e B tres puntos alifiados e sexan O, C, D outros tres puntos aliflados nunha recta
. , . . OA OcC ,
diferente 4 anterior. Verificase que £=5 Podemos asegurar que o segmento AC é paralelo

ao segmento BD? Razoa a resposta.

12. Sexan O, A e B tres puntos alifados e sexan O, C, D outros tres puntos alifiados nunha recta

OA _0C _AC
diferente 4 anterior. Verificase que —=— . Podemos asegurar que o segmento AC é

OB OD BD
paralelo ao segmento BD? Razoa a resposta.
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2.4. Aplicacions do teorema de Tales

Ao estudar a representacion de numeros racionais na recta numérica aprendemos a representar
fracciéns para o que cumpria dividir segmentos en partes iguais.

Recorda que:

Para dividir un segmento AB en n partes iguais
trazase unha semirrecta r con orixe en A onde se
sinalan, coa axuda dun compds, n segmentos
consecutivos da mesma lonxitude. O extremo do
ultimo segmento Unese con B, e trazanse paralelas a
este segmento por cada un dos puntos sinalados da
semirrecta.

Observa que a figura obtida é de tridngulos en
posicidon Tales, e que os segmentos obtidos en AB son
todos de igual lonxitude.

Do mesmo modo o teorema de Tales sérvenos para dividir un segmento en partes que tefian unha
proporcion dada. O procedemento é o mesmo que o anterior. A diferenza é que agora unicamente nos
interesa unha das divisiéns da semirrecta r.

O teorema de Tales tamén nos permite coflecer moito mais sobre a semellanza de triangulos. Se dous
triangulos son semellantes imos poder aplicar un movemento a un deles (translacién, xiro ou simetria)
e colocalo en posicion Tales co segundo, e a partir de ai utilizar o teorema de Tales. Isto verémolo con
mais detemento nos apartados seguintes.

Actividades resoltas
+ Na figura anterior dividimos o segmento AB en 6 partes iguais. Identifica os 6 triangulos en
posicion de Tales e calcula o factor de semellanza con respecto ao primeiro.

Os triangulos en posicidn de Tales son os que comparten o mesmo angulo do vértice A.

Se chamamos d 4 distancia entre dous cortes sobre o segmento AB, pddese calcular d = AB/6.

O factor de semellanza calculase mediante a proporcién entre as suas lonxitudes. Ao seren tridngulos
en posicion Tales, sabemos que todas as proporcidns son iguais para todos os lados, polo que o factor
de semellanza coincide coa proporcién entre calquera par de lados, incluindo os que coinciden co
segmento AB.

Temos entdn que a base do primeiro tridngulo (o mais pequeno) é d, e a base do segundo triangulo é 2 -
d, asi que a razén de semellanza destes dous tridngulos é 2.
Da mesma maneira, as razéns de semellanza dos demais triangulos seran 3,4, 5 e 6.

13. Se divides o segmento AB en 6 partes iguais, busca a relacion de semellanza entre o sexto
segmento e o terceiro.

14. Debuxa no teu caderno un segmento e divideo en 5 partes iguais utilizando regra e compas.
Demostra que, utilizando o teorema de Tales os segmentos obtidos son, en efecto, iguais.

15. Debuxa no teu caderno un segmento de 7 cm de lonxitude, e divideo en dous segmentos que
estean nunha proporcién de 3/5.

16. Debuxa no teu caderno unha recta numérica e representa nela as seguintes fraccions:
a)1/2 b) 5/7 c)-3/8 d) 5/3
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3. SEMELLANZA DE TRIANGULOS

3.1. Criterios de semellanza de triangulos

Como se sabe se duas figuras son semellantes?

Xa sabes que:

Duas figuras son semellantes cando tefien a mesma forma pero distinto tamafio. Ainda que esta
definicion pode parecer moi clara na linguaxe natural, non é util en Matematicas xa que non se pode
escribir en linguaxe ldxica.

Imos traballar a semellanza coa figura mais simple que existe: o triangulo.

As duas condicidns para a semellanza son a forma e o tamafo. Un tridngulo é unha figura formada por
tres lados e tres dngulos.

Dous tridngulos tefien a mesma forma se os tres angulos son iguais. Se un sé angulo é distinto tefien
distinta forma e tratase de tridngulos non semellantes.

Cando dous tridngulos tefien a mesma forma (os mesmos angulos), podemos falar de tridngulos
semellantes. Se son semellantes, a proporcion entre os seus lados é constante, como afirma o teorema
de Tales.

Dous tridngulos semellantes tefien todos os dngulos iguais e os lados proporcionais.

oo
olo.
I

o o >
o >

Para recofecer dous tridngulos semellantes non é necesario cofiecer todos os lados e angulos, é
suficiente con que se cumpra algun dos seguintes criterios de semellanza.

Criterios de semellanza de triangulos

Para que dous triangulos sexan semellantes deben ter os seus tres dngulos iguais. Isto cimprese nos
seguintes tres casos.

Dous triangulos son semellantes se:
Primeiro: Tefien dos angulos iguais.

Ao teren dos angulos iguais e seren a suma dos dngulos dun tridangulo igual a 180°, o terceiro dangulo é
necesariamente igual. Co que ambos os tridngulos se poden superpofier e levar 4 posicién de tridngulos
en posicién Tales. Dous dos seus lados son entdn coincidentes e o terceiro é paralelo.

Segundo: Tefien os tres lados proporcionais.

Se os seus tres lados son proporcionais, necesariamente son semellantes polo teorema de Tales.

Terceiro: Tefien dous lados proporcionais e o angulo que forman é igual.
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Como acabamos de ver, a demostracion dos criterios de semellanza baséase nos criterios de igualdade
de tridngulos. Xa sabes que dous tridngulos son iguais se tefien os seus tres lados iguais e os seus tres
angulos iguais, pero non é necesario que se verifiquen esas seis igualdades para que o sexan. Basta por
exemplo que tefian un lado e dous dngulos iguais. Asi, pddese construir un tridngulo igual a un dos
dados en posicion Tales co segundo e deducir a semellanza.

Exemplo

% Os tridngulos das ilustracions son semellantes. Cada unha das figuras verifica un dos criterios de
semellanza de triangulos.

A . J:'. ol
A
o
4 ] ] 12
& B : £
B C B 10 C
Primeiro criterio Segundo criterio Terceiro criterio

Actividades resoltas

% Calcula os valores descofiecidos b’ e ¢’ para que os tridngulos de datos a =9 cm, b = 6 cm,
c=12cm. a' = 6 cm sexan semellantes:

Sabemos que debe verificarse que: a/a’ = b/b’ = ¢/c’. Ao substituir tense: 9/6 = 6/b’ = 12/c’ e ao
despexar:b’=6-6/9=4cm,c’=12-6/9=8cm.

17. Indica se son semellantes os seguintes pares de tridangulos:

a) Un dngulo de 60° e outro de 40°. Un dngulo de 80° e outro de 60°.

b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 80°. Tridngulo isdsceles con angulo igual de 50°.
c)a=30°b=8cm,c=10cm.a’=30%b"'=4cm,c’=5cm
da=7cm,b=8cm,c=12cm.a’=14cm, b’=16cm, ¢’=25cm

18. Calcula o valor descoiecido para que os tridangulos sexan semellantes:
a)a=12cm,b=15cm,c=10cm.a'=5cm, b’, c”?
b)a=37°b=10cm,c=12cm.a’=37° b'=10cm, c"?

19. Un triangulo ten lados de 12 cm, 14 cm e 8 cm. Un triangulo semellante a el ten un perimetro
de 80 cm. Canto miden os seus lados?
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3.2. Semellanza de triangulos rectangulos: Teorema da altura e do cateto

Os tridngulos rectangulos tefien un dngulo de 90°, asi que para que dous triangulos rectdngulos sexan
semellantes chégalles con ter outro dngulo igual.

Se dous tridngulos rectdngulos tefien un angulo, distinto do recto, igual, son semellantes e os seus lados
son proporcionais.

Debido a isto, a altura sobre a hipotenusa divide ao tridngulo rectdngulo en dous novos tridangulos
rectangulos que son semellantes (pois comparten un angulo co tridngulo de partida).

Agora que os lados son proporcionais podemos escribir dous teoremas, o teorema da altura e o do
cateto.

Teorema da altura

Nun tridngulo rectangulo a altura é a media proporcional entre os segmentos nos que divide &

hipotenusa:

A

logoh?>=¢e - d.

il
e

> | Q

En efecto, sexan as lonxitudes da altura AH = h, do
segmento BH = e, e do segmento HC = d, ao ser o
triangulo ABC semellante ao triangulo ABH e 3a sua
vez semellante ao tridngulo AHC, estes dous B e
triangulos son semellantes, polo que os seus lados

son proporcionais, polo que:

Cateto menor de AHC / cateto menor de ABH = Cateto maior de AHC / cateto maior de ABH=

h d
e h’
ou o0 que é 0 mesmo:
h>=e-d.
Teorema do cateto
A
Nun tridngulo rectdngulo un cateto é a media
proporcional entre a hipotenusa e a sua proxeccion
sobre ela: c
h
a ¢
S 2-¢q.4.
.4 ogoc’=a-d 5 d |n c
Pola semellanza dos tridngulos ABC e HBA sabemos ?

que os lados correspondentes son proporcionais, polo que:

hipotenusa do triangulo grande ABC / hipotenusa do tridngulo pequeno AHB = cateto menor do
triangulo grande ABC / cateto menor do tridngulo pequeno AHB

a ¢ , 2
—=—,0U0queeomesmo:cC =a-d.
d
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Actividades resoltas

+ Encargdronnos medir o ancho dun rio en varios puntos do curso. Na maioria dos puntos
puidemos medilo cunha corda, pero hai un ensanche no que no podemos medilo asi. Imos
inventar un método que aplica o teorema da altura que nos permita medilo.

Imos a unha tenda e compramos dous punteiros laser. A continuacion, unimolos formando un angulo
de 90°. Despois imos a parte do rio que queremos medir e enfocamos un deles cara & outra beira ata
que vexamos o punteiro. Agora buscamos o punteiro do outro ldser que colocaramos a 90° e marcamos
sobre o chan.

Despois de medir a altura & que sostemos
os punteiros e a distancia da base ata o
segundo punteiro, temos os seguintes
datos:

d=5cmeh=150 cm.

Aplicando o teorema da altura, sabemos Perfil rio

que:
h?=d - D, asi que D = h*/d.
Polo tanto, D = 1502/5 = 4 500 cm = 45 metros.

20. Os catetos dun triangulo rectangulo miden 3 e 4 cm, canto mide a altura sobre a hipotenusa?

21. Os catetos dun triangulo rectdngulo miden 3 e 4 cm, canto mide a proxeccién sobre a
hipotenusa de cada un deses catetos?

22. Debuxa os tres tridngulos semellantes para o tridngulo rectdngulo de catetos 3 e 4 en posicidn

de Tales.
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3.3. Aplicacion informatica para a comprension da semellanza

A semellanza nun pentagono regular

Nesta actividade vaise utilizar o programa Xeoxebra para realizar un estudo da semellanza de diferentes
triangulos que podemos debuxar nun pentagono regular calculando de forma aproximada a sua razén
de semellanza. Tamén se comprobara a relacidon que existe entre a razén entre as areas de duas figuras
semellantes e a sla razén de semellanza.

Actividades resoltas

+ Cdlculo da razon de semellanza
Abre unha venta de Xeoxebra, no menu Visualiza desactiva Eixes e Cuadricula e no menu Opcidns elixe
en Rotulado a opcidn Sé os novos puntos.
e Determina con Novo punto os puntos A e B e debuxa con poligono regular o pentagono que ten
como vértices os puntos A e B.

e Debuxa con Poligono o triangulo ABD, utiliza Segmento para debuxar a
diagonal BE e define o punto F como punto de intersecciéon de dous
obxectos (as diagonais AD e BE), determina con poligono o tridngulo
ABF. E conveniente cambiar a cor de cada un dos poligonos debuxados
para recofiecelos na venta alxébrica, para isto utiliza a opcidon
Propiedades do menu contextual ao situar o cursor sobre o poligono
ou sobre o seu nome na ventad alxébrica

e Os triangulos ABD e ABF son semellantes. Sabes demostrar por que?

Recorda que é suficiente demostrar que tefien dos angulos iguais e como os angulos interiores dun
pentagono regular miden 108°, é evidente que no triangulo isdsceles ABD o angulo desigual mide 36° e
os angulos iguais 72°. No tridngulo ABF, o angulo ABF mide 36° e o BAF, 72° polo que os tridngulos son
semellantes e ademais o angulo BFA tamén mide 72°.

e Utiliza a ferramenta de Xeoxebra que permite medir angulos para comprobar estes resultados.

e Para calcular a razéon de semellanza calculamos o cociente entre dous lados correspondentes destes
tridngulos, por exemplo, BD e AD. E dicir entre unha diagonal e un lado do pentagono. Para facelo
con Xeoxebra definimos na lifia de entrada a variable razén de semellanza = f/a (f é unha diagonal e
a un lado). Observamos na ventd alxébrica que este valor é 1.62. Se aumentamos o numero de
decimais en Redondeo do menu Opciéns comprobamos que este valor é unha aproximacién do
numero de ouro.

+ A razdn de semellanza e o cociente entre as dreas.

e Define na lifia de entrada a variable cociente de areas = e
poligono 2/poligono 3, sendo o poligono 2 o triangulo ABD e o poligono '
3 0ABF Iy e

Area ABD = 3.07768

e Define, tamén, na lina de entrada a variable cadrado razén de firea ABF = 117557
s , Razén de semellanza
semellanza = razén de semellanza™2. Observa como o cadrado da razén o s Aot RS
de semellanza coincide co cociente entre as areas. Aumenta o nlimerg  ©rdoderewon desemelionza =261803

de decimais para comprobar que estes valores coinciden.

e Utiliza a ferramenta Area para que apareza na pantalla gréfica a area dos tridngulos ABD e ABF, e
Inserir texto para que aparezan os valores da razén de semellanza, o cociente entre as areas e o
cadrado da razén de semellanza.
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Comproba estes resultados noutro pentdagono.

23. Debuxa un pentagono GHIJK do mesmo modo que construiches o ABCDE coa condicién de que a
lonxitude dos seus lados sexa o triplo do que xa esta construido. Para facilitar a tarefa podes activar
a cuadricula e mover os puntos iniciais.

a) Calcula as areas dos tridangulos HJG e GHL, a sUa razon de semellanza, o cociente entre as sUas areas e
o cadrado da razén de semellanza.

Area ABD = 3.07768 Area GHL = 9.88667
Area ABF = 1.17567 Area HIG = 25.86363
Razon da semellanza = 1.61803
Cociente das areas = 2.61803
Cadrado da razén de semellanza

b) Comproba que a razéon de semellanza, o cociente entre as dreas e o cadrado da razén de semellanza
dos triangulos GHJ e GHL do pentagono GHIJK coinciden coas dos tridangulos ABD e ABF do pentagono
ABCDE.

24. Calcula as areas dos dous pentdgonos anteriores e relaciona o seu
cociente co cadrado da razon de semellanza.

25. Outros tridngulos do pentdgono. Investiga se os triangulos AFE e
BDF son semellantes e se o son calcula a sua razén de semellanza, o
cociente entre as sUas areas e compara este resultado co cadrado da
razon de semellanza.

26. Pentdgono dentro dun pentdgono. Debuxa o pentdgono FGHIJ

gue se forma no pentagono ABCDE ao trazar as suas diagonais, ambos son

semellantes porque son poligonos regulares.
Calcula a razén de semellanza e o cociente
entre as suas areas. (A Observa os triangulos

AGF e ABD, son semellantes?

27. Observa 0s pentagonos  regulares
da figura: a) Son todos S semellantes? b)
Paréceche que o proceso L de debuxar pentdgonos
dentro de pentdgonos é infinito, por que? c) Cal € a sucesion das razéns
de semellanza entre o pentagono maior e cada un dos seguintes?
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CURIOSIDADES. REVISTA

Sobre a vida de Tales sdbese moi pouco. Os antiguos opinaban
gue era excepcionalmente intelixente sendo considerado un
dos Sete Sabios de Grecia, e que viaxara e cofiecera os saberes
de Exipto e Babilonia.

Pero non existe ningun documento que certifique nada sobre a
sUa vida, e é probable que non deixara obra escrita & sua morte.
Eudemo de Rodas escribiu unha historia das Matematicas, que
se perdeu, pero alguén fixo un resumo dunha parte, que tamén
se perdeu, e no século V d.C. Proclo incluiu parte deste resumo
nun comentario sobre os elementos de Euclides. 1so é o que
sabemos sobre Tales e a Matematica!

Tales de Mileto (ca. 624 — 548 a.C.)

ﬁai moitas lendas sobre a stia vida como que: \

» Se fixo rico alugando uns muifios de aceite durante un ano no que a colleita de oliva foi
abundante.

» Foi mercador de sal.

» Foi observador das estrelas. Un dia, por mirar as estrelas, caeu a un pozo e cando se rian
diso dixo que queria cofecer as cousas do ceo pero que o que estaba aos seus pés lle es-
capaba.

. N

» Foi un home de estado. . . \

. .. Ademais de dicirse del que:
» Dirixu unha escola de nautica.
» predixo unha eclipse,
» construiu unha canle para
L. o . desviar as aguas dun rio
Sobre matematicas atriblienselle diversos teoremas,
. , L. L para que O cruzara un
ainda que alguns xa eran cofiecidos polos babilonios, exéreito
pero quizais el utilizou un razoamento dedutivo. Por
exemplo, dise que demostrou: e tamén se di que utilizou a
, . . L L, semellanza de tridngulos para
» Un angulo inscrito nunha semicircunferencia é
un angulo recto. » calcular a altura da pira-
> Un didmetro divide un circulo en duas partes mide de Keops
iguais. » e a distancia dun barco a
» Un tridngulo isdsceles ten dous angulos iguais. praia.
» Dous triangulos con dous angulos iguais e un Saberias ti resolver eses dous
lado igual, son iguais. dltimos problemas?
» Os angulos opostos polo vértice son iguais. \ /
A que todos estes teoremas xa os sabias ti?
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Semellanza. 42B da ESO

Alguns problemas

e Calcula a altura da Pirdmide de Keops sabendo que a sua
sombra mide 175.93 metros e que ao mesmo tempo a sombra
dun baston, de altura un metro, mide 1.2 metros.

e Calcula a altura dunha arbore sabendo que a stia sombra
mide 15 metros e que a0 mesmo tempo a sombra dun
pau, de altura un metro, mide 1.5 metros.

A = Arbore 1 B = Arbore 2

[¥]

( e Uns exploradores atopan un rio e queren construir
\D unha pasarela para cruzalo pero como cofiecer a
anchura do rio, se non podemos ir & outra beira? h\
Pensa! Pensa! Seguro que se che ocorren moitas
boas ideas, mellores que a que che imos comentar a
continuacion.

RiO

Buscas na beira oposta duas drbores (ou duas rochas,
ou ...), A e B. Colocdndote na tua beira perpendicular a
eles, marcas dous sinais (Sinal 1 e Sinal 2) e mides asi a
distancia entre esas duas drbores. Agora medindo A
dngulos debuxas dous tridngulos semellantes. Un, na
tua beira, podes medilo e, por semellanza de 0 = Observador
tridngulos, calculas os lados do outro.
4
&
(0

v ® |maxina que a distancia CD é de 10 metros,

que A’B’ mide 2 metros e que OB’ = 2.5 m.
Canto mide OB? Se OD mide 5 metros,
canto mide a anchura de rio?

C =Sinal 1 D = Sinal 2
. L ]

) )
Pensa! Pensal!

Como poderias cofiecer a que
distancia da costa esta un barco?
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Semellanza. 42B da ESO

&

(S)

Rectangulos semellantes

Para saber se dous rectangulos son semellantes colécanse un sobre o outro,
con dos lados comuns, e se tefien a mesma diagonal, son semellantes.

~

- 0
s ®
Rectangulos semellantes
Non son semellantes
= 0
Rectangulo aureo
Un rectangulo é dureo se os seus lados estan en proporcidon aurea. Todos
os rectangulos dureos son semellantes.
g
Se a un rectangulo aureo se lle quita (ou
2 oy ; engade) un cadrado, obtense un
rectangulo semellante ao de partida e
polo tanto tamén aureo. y
) Podes construir unha espiral con
<& , s o . .
" i ‘ rectdngulos dureos como indica a figura
#
A 3 A
1
Vi G
D F J [
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RESUMO

Nocién Definicion Exemplos

Figuras Se as lonxitudes dos elementos correspondentes son
semellantes | proporcionais.

Razén de Coeficiente de proporcionalidade.
semellanza

Semellanzaen |Se a razdon de semellanza entre as lonxitudes dunha I:I ﬁ
lonxitudes, areas |figura é k, entdn a razén entre as sdas dreas é k* e

A L3
e volumes entre os seus volumes é k3.

Teorema de Tales | Dadas duas rectas, r e r’, que se cortan no punto O, e
duas rectas paralelas entre si, a e b. A recta a corta 3s
rectas r e r’ nos puntos A e C, e a recta b corta as
rectas r e r’ nos puntos B e D. Entén:

oA_oc_Ac
OB OD BD

Reciproco do OA 0C AC ,
Se — =——=——entdn a e b son paralelas.
teorema de Tales OB 0D BD

Semellanzade |Dous tridngulos son semellantes se tefien todos os
triangulos angulos iguais e os lados proporcionais.

Criterios de Dous tridngulos son semellantes se:

semellanza de |Primeiro: Tefien dos angulos iguais. . S L
triangulos Segundo: Tefien os tres lados proporcionais. A -
Terceiro: Tefien dous lados proporcionais e o angulo B B
f
gue forman é igual. :

Teorema da altura|Nun tridngulo rectangulo a altura é media
proporcional dos segmentos nos que divide a

. h d
hipotenusa: —=— logo h? = ed.
e h A
Teorema do Nun tridngulo rectdngulo un cateto é media
cateto proporcional entre a hipotenusa e a sua proxeccion
€
a ¢
sobre ela: —=— logo ¢? = ad. . .
B
c d
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Figuras semellantes

1. Busca fotografias, planos, fotocopias, figuras a escala, etc. Toma medidas e determina as razéns de
semellanza. Calcula as medidas reais e comproba que a razdén de semellanza obtida é correcta.

2. Nun mapa de estradas de escala 1:3000 a distancia entre duas cidades é de 2.7 cm. Calcula a
distancia real entre as cidades.

3. Un microscopio ten un aumento de 500X, que tamano ten a imaxe que se ve polo obxectivo se
observamos un paramecio de 0.034 mm de didmetro?

4. Pericles morreu de peste no ano 429 a. C. Consultado o ordculo de Apolo debian construir un altar
en forma de cubo cuxo volume duplicara exactamente o que xa existia. Cal debia ser a razén de
proporcionalidade dos lados? E posible construir exactamente un cubo con esta razén?

5. Nunha fotografia unha persoa que sabe que mide 1.75 m ten unha altura de 2.3 cm. Aparece unha
arbore que na fotografia mide 5.7 cm, canto mide na realidade?

6. Canto mide o lado dun icosaedro cuxa superficie é o triplo doutro icosaedro de lado 4 cm?

7. Supofiemos que un pexego é unha esfera e que o seu dso ten un didmetro que é un terzo do do
pexego. Canto é maior a polpa do pexego cé seu 6so0?

8. Son semellantes todos os cadrados? E todos os rombos? E todos os rectangulos? Cando son
semellantes dous rombos? E dous rectangulos?

9. A drea dun rectdngulo é 10 cm? e un dos seus lados mide 2 cm. Que d&rea ten un rectadngulo
semellante ao anterior no que o lado correspondente mide 1 cm? Que perimetro ten?

10. Son semellantes todas as esferas? E os icosaedros? E os cubos? E os dodecaedros? Cando son
semellantes dous cilindros?

11. A aresta dun octaedro mide 7.3 cm e a doutro 2.8 cm. Que relacion de proporcionalidade hai entre
as suas superficies? E entre os seus volumes?

12. A medida normalizada AS ten a propiedade de que partimos o rectangulo pola metade da sta parte
mais longa, o rectadngulo que se obtén é semellante ao primeiro. Duplicando, ou dividindo,
obtéfense as dimensidons dos rectdngulos Al, A2, A3, A4, A5... O rectdngulo A4 mide
29.7 cm x 21 cm. Determina as medidas de A3 e de A5.

13. Debuxa un pentdgono regular e traza as suas diagonais. Tes un novo pentdgono regular. Cal é a
razon de semellanza?

14. Debuxa no teu caderno un pentdgono regular e traza as suas diagonais. Canto miden os angulos do
triangulo formado por un lado do pentdgono e as duas diagonais do vértice oposto? Este tridangulo
denominase tridngulo dureo pois ao dividir o lado maior entre o menor obtense o nimero de ouro.
Na figura que trazaches hai outros triangulos semellantes ao aureo, que relacion de
proporcionalidade hai entre eles?

15. 0 mapa a escala 1:1500000 dunha rexién ten unha area de 1600 cm?, canto mide a superficie
verdadeira desta rexion?
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16. Eratostenes de Alexandria (276 — 196 a. C.) observou que en Siena a direccion dos raios solares era
perpendicular a superficie da Terra no solsticio de veran. Viaxou seguindo o curso do Nilo unha
distancia de 790 km (5 mil estadios) e mediu a inclinacion dos raios do sol no solsticio de veran en
Alexandria que era de o = 7° 12°. Utilizou a proporcionalidade: 2ntR/790 = 360°/a. para determinar o
radio da Terra. Que obtivo?

17. Temos un conxunto de rectangulos dados: A:4e7,B:2e5,C:8e14,D:4e10,E:3e7,F:9e 21.
Indica cales son semellantes. Debuxa e recorta o rectangulo A, e debuxa o resto dos rectangulos.
Superpdn o rectangulo A cos outros rectangulos e explica que observas co que é semellante. Que
lonxitude ten o outro lado dun rectdngulo semellante a A cuxo lado menor mide 10 cm?

O teorema de Tales

18. Divide un segmento calquera en 5 partes iguais utilizando o teorema de Tales. Saberias facelo por
outro procedemento exacto?

19. Divide un segmento calquera en 3 partes proporcionais a 2, 3, 5 utilizando o teorema de Tales.

20. Se alguén mide 1.75 m e a sia sombra mide 1 m, calcula a altura do edificio cuxa sombra mide 25 m
a mesma hora.

21. Un rectangulo ten unha diagonal de 75 m. Calcula as suas dimensiéns sabendo que é semellante a
outro rectangulo de lados 36 m e 48 m.
Sexan OAC e OBD dous triangulos en posicion Tales. O perimetro de OBD é 200 cm, e OA mide 2 cm,
AC mide 8 cm e OC mide 10 cm. Determina as lonxitudes dos lados de OBD.

22. No museo de Bagdad consérvase unha taboifia na que

aparece debuxado un tridngulo rectangulo ABC, de lados
a =60, b =45 e c= 75, subdividido en 4 triangulos rectangulos
menores ACD, CDE, DEF e EFB, e o escriba calculou a
lonxitude do lado AD. Utiliza o teorema de Tales para
determinar as lonxitudes dos segmentos AD, CD, DE, DF, EB,
BF e EF. Calcula a area do triangulo ABC e dos tridngulos ACD,

CDE, DEF e EFB.

Semellanza de triangulos

23. O tridngulo rectangulo ABC ten un angulo de 54° e outro triangulo rectangulo ten un dngulo de 36°.
Podemos asegurar que son semellantes? Razoa a resposta.

24. A hipotenusa dun triangulo rectangulo mide 25 cm e a altura sobre a hipotenusa mide 10 cm, canto
miden os catetos?

25. Indica se son semellantes os seguintes pares de tridangulos:
a) Un angulo de 50° e outro de 40°. Un angulo de 90° e outro de 40°.
b) Tridngulo isdsceles cun dangulo desigual de 40°. Triangulo isésceles cun angulo igual de 70°.
c)A=72°b=10cm,c=12cm.A’=72° b'=5cm,c’ =6cm.
da=7cm,b=5cm,c=8cm.a’=21cm, b’=15cm, ¢’=24 cm.
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26. Calcula o valor descofiecido para que os tridngulos sexan semellantes:
a)a=12cm,b=9cm,c=15cm.a'=8cm, b’, c"?
b)A=45°,b=6cm,c=4cm.A’=45° b'=24cm, c?
27. As lonxitudes dos lados dun tridngulo son 7 cm, 9 cm e 10 cm. Un tridngulo semellante a el ten un
perimetro de 65 cm. Canto miden os seus lados?

28. A sombra dun edificio mide 23 m e a do primeiro piso 3 m. Sabemos que a altura dese primeiro piso
é de 2.7 m, canto mide o edificio?

29. Demostra que en dous tridngulos semellantes as bisectrices son proporcionais.

30. Un triangulo rectangulo isésceles ten a hipotenusa de lonxitude 9 cm, igual a un cateto doutro
triangulo semellante ao primeiro. Canto valen as dreas de ambos os triangulos?

31. Unindo os puntos medios dos lados dun tridngulo obtense outro triangulo. Son semellantes? Que
relacion hai entre os seus perimetros? E entre as suas areas?

32. A altura e a base dun tridngulo isdsceles miden respectivamente 7 e 5 cm; e é semellante a outro de
base 12 cm. Calcula a altura do novo triangulo e as dreas de ambos os dous.

33. Os triangulos seguintes son semellantes. Pescuda a medida dos angulos que faltan sabendo que:
a) Son rectdngulos e un dngulo do primeiro triangulo mide 52°.

b) Dous angulos do primeiro triangulo miden 30° e 84°.

34. Os triangulos seguintes son semellantes. Averigua as medidas que faltan sabendo que:

a) Os lados do primeiro tridangulo miden 10 m, 15 m e z m. Os do segundo: xm, 9 me 8 m.
b) Oslados do primeiro triangulo miden 4 m, 6 m e 8 m. Os do segundo: 6 m, xme zm.
c¢) Un lado do primeiro triangulo mide 12 cm e a altura sobre este lado 6 cm. O lado
correspondente do segundo mide 9 cm e a altura x cm.
d) Un tridangulo isésceles ten o angulo desigual de 35° e o lado igual de 20 cm e o desigual de 7 cm;
o outro ten o lado igual de 5 cm. Canto miden os seus outros lados e dngulos?
35. Enuncia o primeiro criterio de semellanza de triangulos para tridangulos rectangulos.

36. Os exipcios usaban unha corda con nds, todos @ mesma distancia, para obteren angulos rectos.
Formaban tridangulos de lonxitude 3, 4 e 5. Por que? Os indios e os chineses usaban un
procedemento similar, ainda que utilizando cordas cos nds separados en 5,12 e 13, etamén 8, 15 e
17. Por que? Escribe as lonxitudes dos lados de tridangulos semellantes aos indicados.

37. Quérese calcular a altura dunha arbore para o que se mide a stia sombra: 13 m, e a sombra dun pau
de 1.2 m de lonxitude, 0.9 m. Que altura ten a arbore?

38. Agora non podemos usar o procedemento da sombra porque a arbore é inaccesible (hai un rio no
medio) pero sabemos que estd a 30 m de nds. Como o farias? Pepe colleu un lapis que mide 10 cm e
colocouno a 50 cm de distancia. Dese modo conseguiu ver alifiada a base da arbore cun extremo do
lapis, e a punta da drbore co outro. Canto mide esta arbore?

39. Arquimedes calculaba a distancia @ que estaba un barco da costa. Cunha escuadra ABC alifiaba os
vértices BC co barco, C’, e cofecia a altura do cantil ata o vértice B. Debuxa a situacion, determina
que triangulos son semellantes. Calcula a distancia do barco se BB’=50m, BA=10cm, AC=7 cm.
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AUTOAVALIACION

1. Nun mapa de estradas de escala 1:1200 a distancia entre duas vilas é de 5 cm. A distancia real
entre estas vilas é de:

a)60m b) 60 km c) 240 km d) 240 cm
2. Se un microscopio ten un aumento de 1000X, que tamafio (aparente) pensas que terd a imaxe

gue se vexa polo obxectivo se observamos unha célula de 0.01 mm de diametro

a)lcm b) 1 mm c)0.1cm d) 100 mm
3. Queremos construir un cadrado de area dobre dun dun metro de lado. O lado do novo cadrado
debe medir:
a) 2 metros b) /2 metros c) /2 metros d) 1.7 metros
4. Sexan OAC e OBD dous tridngulos en posicion Tales. O perimetro de OBD é 50 cm, e OA mide
1 cm, AC mide 1.5 cm e OC mide 2.5 cm. As lonxitudes dos lados de OBD son:
a)OB=10cm, OD=20cm, BD=30cm b) OB=25cm, OD=10cm, BD=15cm
c)OB=10cm, OD=15cm, BD=25cm d)OB =15 cm, OD = 25 cm, BD =30 cm.
5. Na figura adxunta os valores de x e y son: o adem >
a)6el2cm b)5e19cm c)6el18cm d)5e20cm X ¢
6. Os triangulos ABC e DEF son semellantes. Os lados de ABC 3
miden 3, 5 e 7 cm, e o perimetro de DEF mide 60 m. Os lados de zcm
DEF miden:
a)6,10e 14 cm b) 12,20e 28 cm c)9,1521m d)12,20e28 m
7. Dous tridngulos rectangulos son proporcionais se:

a) Tefien a hipotenusa proporcional.
b) Tefien un angulo igual.
c) Tefien un angulo distinto do recto igual.

d) As suas areas son proporcionais.

8. Os triangulos ABC e DEF son semellantes. O dngulo A mide 30°, e B, 72°. Canto miden os angulos
D,EeF?

a)D=72°,E=78eF=30° b)D=30°E=88°eF=72° ¢c)D=30°E=72°eF=68°
9. A altura dun triangulo rectangulo divide a hipotenusa en dous segmentos de lonxitude 5 e 4 cm,

canto mide a altura?
a)5.67 cm b) 4.47 cm c)6cm d)5cm

10. A proxecciéon dun cateto sobre a hipotenusa dun tridngulo rectdngulo mide 4 cm, e a hipotenusa
9 cm, canto mide o cateto?

a)7cm b) 5cm c)5.67 cm d) 6 cm.
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Resumo

Etimoloxicamente trigonometria significa medicion de tridngulos.
ou seu obxectivo é establecer as relacions matematicas entre as
medidas dos lados dun tridangulo coas amplitudes dos seus angulos,
de maneira que resulte posible calcular unhas mediante as outras.

Os primeiros escritos relacionados con ela que aparecen na historia
reméntanse 4 época babilénica da que se conservan unhas
taboifias con mediciéons de lados e angulos de tridngulos
rectangulos. A trigonometria aplicase desde as sUas orixes na
agrimensura, na navegacion e na astronomia xa que permite
calcular distancias que é imposible obter por medicién directa.

Neste capitulo estudards as primeiras definicidns trigonométricas e
cofiecerads algunhas das sua aplicacions.
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1. SISTEMAS DE MEDIDA DE ANGULOS

1.1. Sistema sesaxesimal

Recordards que, no sistema sesaxesimal de medida de angulos, a unidade é o grao sesaxesimal que se
define como a trescentos sesentava parte dun angulo completo. Ten dous divisores que son o minuto
gue é a sesentava parte dun grao e o segundo que é a sesentava parte dun minuto. Recorda a notacién
que se emprega neste sistema:

1° = 1 grao sesaxesimal; 1" = 1 minuto sesaxesimal; 1”° = 1 segundo sesaxesimal.
Como consecuencia da definicion:

1 dngulo completo =360° 10u=607;1" =60".
1.2. Sistema internacional

No sistema internacional, a unidade de medida de
angulos é o radian.

O radian é un angulo tal que calquera arco que se lle
asocie mide exactamente o mesmo que o radio
utilizado para trazalo.

R2 v

Dendtase por rad.

A un angulo completo correspéndelle un arco de
lonxitude 2mR, a un radian un arco de lonxitude R,
enton:

1 radian

2nR
N2 de radidans dun angulo completo = T =2rmrad.

E a relacidn co sistema sesaxesimal obtémola a partir do angulo completo:
1 angulo completo = 360 °= 271t rad <> 1 angulo raso = 180°" = 1t rad.

Por esta relacién obtense que 1 rad =57.216° = 57° 12" 58",

1. Expresa en radians as seguintes medidas: 45°, 150°, 210°, 315°.

.. 2 3m By
2. Expresa en graos sesaxesimais: 3 e Y radians.

3. Dous angulos dun triangulo miden respectivamente 40° e 5 radians. Calcula en radidns o que mide

o terceiro angulo.

. . . -1/ S . .
4. Un angulo dun triangulo isdsceles mide ? radians. Calcula en radians a medida dos outros dous.

5. Debuxa un tridangulo rectdngulo isdsceles e expresa en radidns a medida de cada un dos seus
angulos.
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2.RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO AGUDO

2.1. Razons trigonomeétricas directas dun angulo agudo

Comecemos por considerar un angulo agudo calquera, utilizaremos unha letra grega o (alfa) para
denotalo. E sempre posible construir un triangulo rectangulo de modo que o sexa un dos seus angulos.

A
Sexa ABC un destes tridngulos e situemos nel o vértice B, o angulo a.

Definense as razdns trigonométricas directas do dngulo ao.:

seno, coseno e tanxente como: C
A cateto oposto b
seno de azsenazsenBz_—pz— A_o b
hipotenusa a -
- cateto adxacente C “
coseno de o =cosa=cos B = - = = B A
hipotenusa a c
A cateto oposto b it - :

tanxente de @ =tana =tanB = P _ o A mluq? nomeéanse os angulos

cateto adxacente ¢ dun tridngulo coa mesma letra
Tamén se utilizan as expresiéns tgo e tag o. como simbolos da maitscula c?jvertlce

Esta definicion non depende do tridangulo elixido. Imos demostralo. Para iso consideremos outro

A .
.z , e ’ C
tridngulo rectangulo A’B'C’ con a. no vértice B'.

H . . s A Bl | C
Segundo o segundo criterio de semellanza de tridangulos ABC e A
A
A'B'C' son semellantes porque tefien dous angulos iguais 90° e q.
Polo tanto os lados de ambos os dous son proporcionais: 5 -
A
(a b b o y .
—=—==>—=—= 0 seno é independente do triangulo np que se mide
a b a a
e 2.t ta_c ¢ ¢ ¢ independente do tringul id
—==== —=—=>—=—>= 0 coseno é independente do tridngulo no que se mide
a b c a ¢ a a P & 4
b ¢ b b o . _
b = phaler a tanxente é independente do tridangulo no que se mide

Actividades resoltas
A
#+ Calcula as razéns trigonométricas dos dngulos agudos dun tridngulo rectdngulo ABC cuxos
catetos miden b=30cme c=40cm.

Calculamos en primeiro lugar o valor da hipotenusa a? = b? + ¢ = 302+ 40%= 900 + 1 600 = 2 500 =

a=+v2500=50cm.

A A A
30 3 40 4 30 3
sen B= —=-=06;co0s B= —=-=08;tgB= —=-=0.75.
50 5 50 5 40 4
A A A
40 4 30 3 40 4
sen (= —=-=08;co0s (= —==-=06;tgC= —=-.
50 5 50 5 30 3
Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESO. Capitulo 8: Trigonometria Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es Autoras: Fernanda Ramos Rodriguez e Milagros Latasa Asso
E ;__—) llustracions: Banco de Imaxes de INTEF, Milagros Latasa e Fernanda Ramos
=1

——
¥

[extos Marea i



2.2. Relacions fundamentais

Se cofilecemos unha das razéns trigonométricas do dangulo o, é posible calcular as razdns
trigonomeétricas restantes, grazas as duas relaciéns trigonométricas fundamentais seguintes:

PRIMEIRA RELACION FUNDAMENTAL:
(sen a)z + (cos a)z =1

gue tamén veras escrita como sen? o+ cos? o= 1 dado gue as potencias das razéns trigonométricas

soen escribirse co seu expofiente sobre a ultima letra da sda notacién e a continuacién o nome do
angulo.

Demostracion:

A demostracion é sinxela. Volvamos ao tridngulo inicial do paragrafo anterior: polo teorema de
Pitdgoras a’* = b? + c?. Dividamos a ambos os membros entre a°:

2 bZ CZ\ ‘
—_ =4 — a b
a’? a? a? b2 o2 _

b _ C _ 2 2 -
senag =— (> 1==5+—=5>1=(sen a)* + (cos a) P
a’ a B
a A
c C
cos a =—
a

SEGUNDA RELACION FUNDAMENTAL:

senao
tano =
cosa
Demostracion:
.. . sen « b ¢ b a b
No mesmo triangulo anterior: =—i-=—= —-=tan a.
CcoS o a a c a C

Actividades resoltas

+ Sabendo que a é un dngulo agudo, calcula as restantes razons trigonométricas de a nos casos

1
seguintes: a) senazg b) tana =3

1 1 24 f24 26
a. sen2 OL+CO$2 o= 1:>—+cos2 o= 1= cos2 o=1-—=—= cosa= —=£
25 25 25 25 5
seno. 1 2\/5 5 \/E
tan o = =— = = —
coso. 5 5 1046 12

sen’ oo+ cos’a= 1 2 2

seno+cos" o= 1 5 , ,

b. _sena_, o= = (3cos af +cos’a=1=>10cos’ o =1=>
mna_cosoc_ sen a.=3cos o

:>COSZ(XZi = COoS o= izﬂlsena:ﬂ
10 \V 10 10 10
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2.3. Outras razons trigonomeétricas. Outras relacions

Outras razéns trigonométricas dun angulo o son a cosecante, a secante e a cotanxente de o e a suas
notacidns son coseco., seca., cotana..

coseca = ;Secao = ;cotano =

sena cos o tanao,

Coa sua definicidn, aparecen novas identidades trigonométricas, entre as que destacan:
a) sena.coseca=1;cosa.seca=1;tana.cotan a=1.
b) sec’ a=1+tan’a

c) cosec’ a=1+cotan*a

A primeira delas é evidente por definicién. A segunda e a terceira tefien unha demostracion moi
parecida polo que atoparas sé unha das duas e a outra como actividade proposta.

Demostracion b):
A partir de sen’ a+cos?a=1 , dividimos ambos os membros entre cos’ o :

sen’ o cos®a 1 2 2
5 + —= 5 =>tan“o+1= sec” a.
cos“ o cos” o cos” a

1 , . .
6. Sabendo que cosa =§ , calcula as razdns trigonométricas secante, cosecante e cotanxente de o.

7. Se cotano = 2, calcula as cinco razéns trigonométricas do angulo o.

2

8. Demostra que cosec” o =1+ cotan’a.
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2.4. Razdns trigonométricas de 30°, 45° e 60°.
RAZONS TRIGONOMETRICAS DE 30° e 60°

Consideramos un tridangulo equilatero de lado L. Trazamos a altura
correspondente ao lado sobre o que se apoia. Con iso queda dividido
en dous triangulos rectangulos iguais cuxos angulos miden 90°, 30°e _
60 °. Ademais a hipotenusa mide L e un dos seus catetos L/2. Polo L L
teorema de Pitdgoras podemos obter o que nos falta:

30

, (L 2 , L? 32 3L 60°  90°
h: L - — = L —_ = — =— A ; [e
2 4 4 2 2 M
A
Calculamos as razéns trigonométricas de 30° e 60°no triangulo ABH :
L 1
L 2 2L 2 2 2L 2
L L 1
2 2L 2 L 2 2L 2
L 2h 2+3L 2+/31L
2 L 2 21 2 2 2 2431 3 3

RAZONS TRIGONOMETRICAS DE 45°

Agora imos traballar cun tridngulo rectangulo isésceles. Pofiamos que os dous catetos tefien unha
lonxitude L. Utilizamos de novo o teorema de Pitdgoras e obtemos o valor da hipotenusa x en funcién
de L:

x=AL +12 =212 =12

Agora podemos calcular xa as razons trigonométricas de 45°
L L 1 42 e
sen45’ = —= —— = —= —
X L2 2 2 | X
L
L L 1 2
cos45° = —= —— 1= —= — |
X L+2 2 2 90° 45°
L
tag45° = —=1
Seno Coseno Tanxente
A0 1/2 V372 V373
45° 2 /2 2 /2 1
60° «/5/2 1/2 ﬁ
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2.5. Resolucion de triangulos rectangulos
Resolver un tridngulo é calcular as amplitudes dos tres angulos e as lonxitudes dos tres lados.

No caso de que o tridngulo sexa rectadngulo podemos considerar tres casos dependendo das hipdteses
ou datos iniciais. En cada un deles existen varias formas de obter a solucidon. Imos describir unha en
cada caso:

A
Primeiro caso: Conécense un angulo B e a hipotenusa a:

A

Como A =90°C =90°— B

A A
Agora a partir das razéns trigonométricas de B ou C, obtemos os lados
que nos faltan. Tamén cabe utilizar o teorema de Pitdgoras cando c
coflezamos un dos dous catetos.
A

Ao b N AN
senB=— = b=asenB; cosB=— = c=acosB __
a a A e

N
Segundo caso: Cofiécense un angulo B e un cateto b:

A

Como A =90°C =90°— 8

A A
Tamén neste caso as razons trigonométricas de B ou C serven para obter polo menos un dos lados e
pode utilizarse o teorema de Pitdgoras cando calculemos o valor dun lado mais. Unha forma de
resolucion é:

A b A
th=—:>C=—b ; senB=£:>a= b
c

tg B sen B

Terceiro caso: Cofiécense dous lados:

Neste caso utilizaremos en primeiro lugar o teorema de Pitdgoras para calcular o terceiro lado, tanto se
o que falta é un cateto como se é a hipotenusa. Seguindo co tridngulo da figura:

a’? = b% + ¢?
Para obter o primeiro dos dngulos agudos, calcularemos en primeiro lugar unha das suas razéns

Aob
trigonomeétricas, por exemplo sen B =— e para cofiecer o valor do angulo, despexamos escribindo:
a

A

B=arc sen — , que significa “dngulo cuxo seno é B” e que se obtén coa calculadora activando o
a

. . , b
comando sin? o que conseguiremos coa secuencia ﬁ“ —.
a

AoC Ao b A c A b
Analogamente, se partimos de cosB=— ou ben tgB=— o angulo Bé B=arccos— ou B=arctan—

a C a C
que obteremos coas secuencias — ou ben -.
a (o
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Actividades resoltas

% Resolver o triadngulo ABC con dngulo recto en A nos dous casos seguintes:

N
a) B=42° e a hipotenusa a =12 m.
b) os catetos miden 12 dm e 5 dm.

A A A
a) Célculo dos édngulos: A=90°; B=42°; C=90° —42° =48° » c

b
Calculo dos lados: sen 42° =E:b=12 sen42° =~8.03 m. C =

cos 42° =%:>c= 12 cos 42° ~8.92 m.
b) Célculo da hipotenusa: a? = b? + ¢2 =122+ 52=144 + 25 =169 = a = V169 = 13 dm

A A 12 A
Calculo dos angulos: A =90°;, B=arc tan?: 67°22° 48°"; C=90° — 67°22" 48" =22°37" 12",

2.6. Aplicacions da resolucion de triangulos rectangulos ao calculo de
distancias

Resolucidn de triangulos rectangulos

A resolucién de tridangulos rectangulos pode aplicarse directamente nalglins casos ao cdlculo de
distancias.

Actividades resoltas

# Calcular a altura dunha arbore sabendo que determina unha sombra de 3.5 metros cando os
raios de sol forman un dngulo de 30° co chan.

A razén trigonométrica de 30° que relaciona o lado cofecido e o que nos piden é a tanxente:

tan 30°= J-=h= 35 tan 30° = 35. gzz.oz m.

Técnica da dobre observacion

Utilizase para calcular alturas de obxectos aos que resulta dificil chegar como por exemplo, edificios,
montafias, obxectos no extremo oposto dunha rua, etc.

Precisamos dun instrumento para medir angulos. Habitualmente utilizase o chamado teodolito. A
técnica consiste en tomar a medida do angulo que forma unha visual dirixida ao punto mais alto do
obxecto a medir coa horizontal, desde dous puntos distintos e situados a unha distancia cofiecida para
nos.

Aparecen entdn dous tridngulos rectangulos cun lado comun que é a altura a medir. E posible propor un
sistema de ecuacions en cuxa formulacidn é clave a definicidn das razéns trigonométricas dun angulo
agudo. Vexamos alglins exemplos:
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Actividades resoltas

+ Dias persoas, separadas 30 metros ven un
helicéptero. A persoa situada en A dirixe unha
visual ¢ base do mesmo que forma co chan un
dngulo de 30° Tamén a persoa situada en B
dirixe a sua vista ao mesmo punto obtendo un
dngulo de 60° A que altura voa o helicoptero?

Sexa h esta altura. As visuais e o chan determinan dous
A A

triangulos rectangulos AHC e BHC nos que:

AC+CB =30 = CB=30-ACe sefacemos AC = x

tan 30°=§:h=x tan 30°=§x

tan 60°=$:>h=(30—x) tan 60° =43 (30 —x) =>x=(30—-x)"3=4x=90=

5 - . . 5 5
=>x = % = 47 = 22.5 m . Substituindo, chegamos a soluciéon h = ? x = ? . 47 = 17\/3_’ ~ 13 m

4% Nunha viaxe de alumnos de 42 de E.S.O. a
Londres, alguns dos viaxeiros fixeron
prdcticas de trigonometria (xa sabes,
sempre hai un teodolito a man). 3

Ao cofiecer que as torres da Abadia de
Westminster tefien 30 metros de altura, decidiron i
aproveitar os seus cofiecementos para calcular a
altura da cofiecida torre Big Ben. Desde un punto
intermedio entre ambos os edificios divisase o
punto mais alto da Abadia cun angulo de 60° e o

Big Ben cun angulo de 45°. Se a distancia entre as
bases das torres dos dous edificios é de 50 metros, cal foi o resultado dos seus célculos?, a que
distancia se encontraba de cada edificio? (Nota: os datos son totalmente ficticios)

No tridngulo esquerdo determinado pola Abadia:
30

tan 60°=—= N |
x : h
30 30 3043
x=—=—=—\/_=10«/§m 30mj
tan 60° /3 3
60° 5° ¥
No tridngulo que determina o Big Ben: s e 5 .
X 50-X
o _ h — _ o
tan 45° = _———=h= (50— 10V3)tan45° =
=h=50—-10vV3 m~327 m
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3. RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO CALQUERA

3.1. Circunferencia trigonométrica. Cuadrantes

Chamase circunferencia trigonométrica ou goniométrica a unha circunferencia de radio unidade
centrada na orixe de coordenadas.

E posible representar calquera angulo na circunferencia trigonométrica. Para iso sempre se toma un
lado fixo que é a semirrecta definida pola parte positiva do eixe de abscisas; o segundo lado é a
semirrecta variable que corresponda segundo a sia medida. O sentido dun angulo midese de OX* a
semirrecta variable que determina a sia amplitude. Enténdese que para un dngulo negativo coincide co
das agullas dun reloxo analdxico e para un angulo positivo, o contrario.

A circunferencia trigonométrica divide o plano en catro rexiéns que se denominan cuadrantes.

PRIMEIRO CUADRANTE | SEGUNDO CUADRANTE | TERCEIRO CUADRANTE | CUARTO CUADRANTE

3.2. Razons trigonomeétricas dun angulo calquera

A semirrecta variable que define un angulo o na circunferencia trigonométrica é clave para a definicién

dun angulo calquera. Esta semirrecta corta a circunferencia nun punto Pu(x,,y, ) a partir do que se
define:
X X y
sen o = y—“zy—o‘zya; cosa= “E="%_x ;taga= >,
R 1 R 1 Xq

-/

Consérvase a definicion para dngulos agudos que son dngulos
do primeiro cuadrante e ampliase a dngulos de calquera signo
e amplitude.

Ademais, esta definicion permite ter unha representacidn xeométrica do seno e o coseno dun angulo
que coincide cos segmentos yq, X, ordenada e abscisa do punto P.. As rectas tanxentes a circunferencia
goniométrica nos puntos (1,0) e (0, 1) proporcionan tamén representacidns xeométricas da tanxente e
cotanxente que son os segmentos determinados por estas tanxentes xeométricas, o eixe OX e a
semirrecta correspondente a cada angulo.
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3.3. Reducidn ao primeiro cuadrante

Os angulos o dos cuadrantes segundo, terceiro ou cuarto poden relacionarse con angulos agudos 3 que
podemos situar no primeiro cuadrante e que tefien razéns trigonométricas cos mesmos valores
absolutos que os dngulos a iniciais.

Estas relacidns permiten obter as razdns trigonométricas de
calquera angulo o en funcién dun do primeiro cuadrante 3.
En cada caso calcularemos a amplitude da zona sombreada.

Debes pensar que os angulos destes
cuadrantes non sempre son positivos
nin tefien un valor absoluto menor
que 360°.

Observa que, se o seu valor absoluto
é maior que 360° equivale ao
numero de voltas que indique o
cociente enteiro da division de o

Nos casos nos que desexemos obter que dangulos | entre 360° mais o resto da division.
corresponden a unha razon trigonométrica dada, resulta = o signo dun 4ngulo depende sé da
especialmente importante xa que, ainda que fagamos uso da | forma de percorrelo (medido desde a
calculadora, esta devolveranos un dnico valor e, porén, | parte positiva do eixe OX cara &
existen infinitos dngulos solucién deste problema. Grazas a0 | semirrecta que o define).

qgue describiremos neste epigrafe, poderemos encontralos

sen dificultade.

Para facer mdis comoda a explicacion consideraremos que a partir de P se miden as razdns
trigonométricas do dngulo « e a partir de P” as do dngulo p.
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ANGULOS DO SEGUNDO CUADRANTE

Construimos os tridngulos rectdngulos OPA e OP’A’ iguais de \
forma que a hipotenusa sexa en ambos os casos o radio da Y Z
circunferencia goniométrica e ademais 3 = angulo AOP = angulo
AOP’

A (0] A

seno = A_P=ﬁ=sen[3

cosa = E)=—A’O=—cos[3

seno.  senf}

E dividindo membro a membro, obtemos tanao = = =—tanp
cosaa —cosf
ANGULOS DO TERCEIRO CUADRANTE
Tamén neste caso os triangulos rectangulos OPA e OP’A’ son
iguais. A sUa hipotenusa é o radio da circunferencia \P'
goniométrica e os seus catetos os segmentos determinados
polas coordenadas dos puntos P e P’. A construcion realizase A
ademais de modo que [3 = dngulo AOP = dngulo A'OP’ ¢ A
_ P
sena= AP=—AP =—senf}
cosa = E)=—A’O=—cos[3
o seno.  —senp
E dividindo membro a membro, obtemos tano.= = =tanf}
cosa.  —cosP

ANGULOS DO CUARTO CUADRANTE

Por ultimo, construimos os tridngulos rectangulos OPA e OP’A
iguais de modo analogo ao descrito nos dous casos anteriores, \p'
observando que, neste caso, A=A".

seno = A_P=—AP’=—senB A

cos o= AO = cos 3 en ambos os casos. /P

E dividindo membro a membro, obtemos:

sena.  —senfy

tano = = =—tanf
cos o cosf3
Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESO. Capitulo 8: Trigonometria Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
www.apuntesmareaverde.org.es Autoras: Fernanda Ramos Rodriguez e Milagros Latasa Asso

llustracions: Banco de Imaxes de INTEF, Milagros Latasa e Fernanda Ramos
—1
=

[exXt08 Mare:



9. Sitlua no cuadrante que corresponda e expresa en funcion dun angulo agudo, o seno, coseno e
tanxente dos seguintes dangulos:

Angulo cuadrante seno coseno tanxente
165° {}
~230° {}
315° {}
36250 {}

10. Utiliza a calculadora e o aprendido neste epigrafe para encontrar todos os angulos positivos
menores que 360° cuxo seno é de 0.4.

11. idem todos os angulos negativos menores en valor absoluto que 360° cuxa tanxente vale 2.

12. idem todos os angulos comprendidos entre 360° e 720° cuxo coseno vale 0.5.

ANGULOS DETERMINADOS POLOS SEMIEIXES

Os angulos 0° + 360°n; 90° 4+ 360°n; 180° 4+ 360°n; 270° + 360°n estan determinados por
semieixes de coordenadas e as sUas razons trigonométricas midense a partir de puntos dos eixes. Estes
puntos son, respectivamente P; (1, 0) ,P, (0, 1), P; (—1, 0)e P, (0, —1) co que se obtén con
facilidade:

sen (0°+360°n) =0;cos (0°+360°n) =1;tan (0°+ 360°n) = 0.
sen (90° + 360°n) =1;cos (90° + 360°n) =0; tan (900 + 360°n) non existe.
sen (180° + 360°n) =0;cos (180° +360°n) =—1;tan (180° + 360°n) =0

sen (270° +360°n) =-1;cos (270° + 360°n) =0; tan (2700 + 360°n) non existe.
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4. RESOLUCION DE TRIANGULOS CALQUERA

As definicidns de seno, coseno e tanxente que aplicamos en triangulos rectangulos non se poden aplicar
en triangulos non rectangulos. Para resolver triangulos non rectangulos aplicanse dous teoremas moi
importantes en trigonometria: o teorema dos senos e teorema dos cosenos.

4.1. Teorema dos senos

O teorema dos senos afirma que en todo tridangulo se cumpre que os lados son proporcionais aos senos
dos angulos opostos. E dicir,

a b c

senA senB senC

Consideremos o tridngulo ABC e tracemos duas alturas calquera h e h” que dividen ao tridngulo non
rectangulo en dous triangulos rectangulos.

B
B
ac a
c h’
A b C
A b C
Aplicando a definicion de seno aos triangulos nos que intervén h:
.~ h o
sen A=— —> h=csenA
c
~ h n
senC=— —> h=csenC
a
Polo tanto:
n R a c
csenA=asen C —> ~= =
senA senC

Aplicando a definicion de seno aos triangulos nos que intervén h”:
.~ h n
senB=— —> h'=csenB

c

!

sen é=% —> h'=bsenC

Polo tanto:
A . b c
csenB =bsenC —>» == A
senB senC
] ) a b c
Entdn, deducese que: ~= ~ = =
senA senB senC
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Notas
Se o tridngulo é obtusdngulo, un razoamento andlogo lévanos 4s mesmas férmulas.
Podemos resolver facilmente tridngulos utilizando o teorema dos senos se cofiecemos:
a) dous angulos (é dicir, tres angulos) e un lado
b) dous lados e o dngulo oposto a un deles.
Actividades resoltas

% Resolver o seguinte trianguloB=30%5a=4cmeb=5cm.:

Cofiecemos dous lados e o dngulo oposto a un deles, b.

a b 4 5
senA senB senA sen309
. 4-(1/2

senA=%=O.4.

Polo tanto: A= arcsen 0.4 = 23.58°

a=4cm Cnd

0 4ngulo € = 180° — (23.58° + 30°) = 126.42°,

Para calcular o lado ¢ volvemos aplicar o teorema dos senos:

b ¢ 5 c
sené sené sen30° senl126.42°
. 5-senl126.42°
Enton:c = — = 8.1 cm.
sen30°

4.2. Teorema dos cosenos

A
O teorema dos cosenos afirma que nun triangulo ABC calquera se cumpre que:

A A A
a’ =b* +c* —2bccos A b?> =a® +c? —2accosB ¢’ =a® +b*> —2abcosC

O préximo ano estudards a demostracion deste teorema. De momento sé veremos algunhas das suas
aplicacions.
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Notas

e Si te fixas, o teorema dos cosenos é unha xeneralizacion do teorema de Pitdgoras. E dicir,
cando o tridngulo é rectangulo, o teorema dos cosenos e o teorema de Pitdgoras son 0 mesmo.

e Podemos utilizar o teorema dos cosenos se nun tridngulo cofiecemos:
a) ostreslados
b) dous lados e o angulo oposto a un deles

c¢) dous lados e o angulo que forman.

Actividades resoltas

%+ Resolve o sequinte tridngulo do que cofiecemos B =108 c=700me a =1 200 m:

b= 9 C=17
A=? ,V
<G5 /
\./ ”
;N ‘fa"> 7" a=1200m
8

b% =a? + ¢ — 2accos Blogo b=+/12002 + 7002 —2-700 - 1200 - cos 108 —> b = 1 564.97 m.

Con g, b e c cofiecidos, calculamos o angulo C:

c?-a?-bp? _ 7002 -1200% - 1564.972

= = 0.9 —> ¢ =25.18°.
—2-a-b ~2-1200- 156497

c2=a? +b% —2abcosC —> cosC =
O 4ngulo € tamén se poderia calcular utilizando o teorema dos senos.

Para calcularA: A = 180° — (108° + 25.18°) = 46.82°.

13. Calcula a lonxitude do lado a dun triangulo, sabendo que C=25,b=7cmec=4cm.

14. Calcula os dngulos do triangulo de lados: a=6,b=8 e c=5.

4.3. Resolucion de triangulos calquera

As ferramentas bdsicas para resolver tridngulos calquera son os teoremas dos senos e dos cosenos
vistos anteriormente. O préximo curso ampliarase brevemente a resolucién destes triangulos,
estudando casos nos que non existird solucidn ou casos nos que haxa duas solucions.

Tamén se formularan problemas de cdlculo de distancias entre puntos inaccesibles.

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESO. Capitulo 8: Trigonometria Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es Autoras: Fernanda Ramos Rodriguez e Milagros Latasa Asso
S ::—) llustracions: Banco de Imaxes de INTEF, Milagros Latasa e Fernanda Ramos
Y NG SA 1 Araa Varn




CURIOSIDADES. REVISTA

OS NOSOS SENTIDOS ENGANANNOS?

A foto amosa un tramo de estrada cara ao horizonte. Todas as lifias son rectas, a fotografia
non engana pero os nosos sentidos, si. Segundo a nosa percepcion, estas lifias cértanse no
punto do horizonte, ainda que nds, cando estamos nesa situacidon, sabemos que non é asi.
Enton, por que o vemos asi? Por dlias razéns: porque a luz viaxa en lifa recta e porque a
nosa percepcion visual se basea nos angulos, o que fai que a anchura da estrada diminta
coa distancia.

Pero agora que coiieces as relacidns entre dangulos e lados dun tridangulo, saberas razoar se
os obxectos dimintien o seu tamaiio de forma inversamente proporcional 4 distancia a que

se atopan.

Sabias que...?

O teorema dos senos utilizouse no século XIX para medir
de forma precisa o meridiano de Paris e asi poder definir o
metro.

.
4 TRIGONOMETRIA ESFERICA

A trigonometria esférica estuda os tridangulos que se forman
sobre unha superficie esférica

e Na trigonometria esférica a distancia mas curta entre
dous puntos non é unha recta senén un arco.

e Os angulos dun triangulo esférico suman mais de 180°.

e E abase da navegacion e a astronomia. Curioso, non?

(&
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RESUMO

Nocion Definicion

Exemplos

Radian E un angulo tal que calquera arco que se lle asocie
mide exactamente o mesmo que o radio utilizado
para trazalo. Dendtase por rad.

90°son 1t/2 rad
1 radian =57.216% =

57°412’ 58 “
N2 de radidans dun angulo completo = 2w rad

Razdns cateto oposto b B
sen a = - = - |
trigonométricas dun hipotenusa scm
. cateto adxacente c 3em
angulo agudo cos a = : = =
hipotenusa a c

cateto oposto b 4am A
tana = = —
cateto adxacente c

3 4
senC= — , cosC= —
5 5

Relacions sen a)?> + (cos a)? =1 2 2
( ) ( sen ZZ (sen30°)2+(cos30°)z=[lj + £ =l+§=1
fundamentais t = 2 2/ 4 4
an a =
cos «a
Outras razéns 1 1 L cosec 90° =1
trigonométricas cose@m.= seco= cotam.=—— sec 90° non existe
sena. coso. tano cotan 45°=1
Razdns seno coseno tanxente 2
. 74 e . 5%
trigonométricas de 300 . 5 % i
3 L L x
30°, 45° e 60° Py Y é b L
3
I > 5
) A 2 H ¢ k
5° & 1
2 2
60° V3 1 V3
2
Reducidn ao As razéns trigonométricas de calquera

primeiro cuadrante |angulo o poden expresarse en funcion das
dun angulo agudo .

sen 135° = sen 45°
22 CUADRANTE: sen a = sen B8 € cos oo = —cos 68

32CUADRANTE: sen o = —sen B8 € cos a = —cos 8

42 CUADRANTE: sen o = —sen 68 € cos a =cos 8

sen 200° = —sen 20° | os (_ 50"): cos 60°

Teorema dos senos a b ¢
senA senB senC
Teorema dos a?=b?+c%-2bc cosA; b? = a? + ¢ - 2 ac cosB;
cosenos c?=a?+b?*-2ab cosC;
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Expresa as seguintes medidas de angulos en radians:
a) 30° b) 60° c) 100° d) 330°

2. Canto mide en graos sesaxesimais un angulo de 1 rad? Aproxima o resultado con graos, minutos e
segundos.

3. Calcula a medida en graos dos seguintes angulos expresados en radians:

a) b) g 2"

d)2n
4. Usando a calculadora calcula o seno, o coseno e a tanxente de :
a) 28° b) 62°

Encontras algunha relacidn entre as razéns trigonométricas de ambos os angulos?

5. Calcula o seno e o coseno dos angulos B e C do debuxo. Que relacién atopas?
C

10 cm
6 cm

6. Nun triangulo rectangulo ABC con angulo recto en A, se tan B=1.2 e b = 3 cm, canto mide ¢?

7. Traballando con angulos agudos, é certo que a maior angulo lle corresponde maior seno?
E para o coseno?

8. Usando a calculadora calcula o seno, o coseno e a tanxente de 9° e 81°. Atopas algunha relacion
entre as razéns trigonométricas de ambos os angulos?

9. Seaé un angulo agudo e cos a = 0.1, canto valen as outras duas razons trigonométricas?

10. Comprobar as relacidns trigonométricas fundamentais con 30°, 45° e 60° sen utilizar decimais nin
calculadora.

11. Se a é un angulo agudo e tan a = 0.4, canto valen as outras duas razons trigonométricas?
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12. Completa no teu caderno o seguinte cadro sabendo que a é un angulo agudo.

sena cosa tg

0.7

1/3

2

13. E rectdngulo un tridangulo cuxos lados miden 12, 13 e 5 cm? En caso afirmativo determina o seno,
coseno e tanxente dos dous angulos agudos.

14. Os catetos dun triangulo rectangulo miden 5 e 12 cm. Calcula as razéns trigonométricas dos seus
angulos agudos. Que amplitude tefien?

. . 1
15. Se o é un angulo agudo tal que sen o = 5, calcula:

i) Asrestantes razéns trigonométricas de o.
ii) Asrazons trigonométricas de 180° — ..
iii) As razons trigonométricas de 180° + aL..
iv) As razons trigonométricas de 360° — ..

16. Sen utilizar calculadora, calcula o valor de x nos seguintes tridngulos rectangulos:

4cm

~.30° 60°
3./3 cm

45°

17. Beatriz suxeita un papaventos cunha corda de 42 m. A que altura se atopa este no momento no que
o cable tenso forma un dngulo de 52° 17' co chan?
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18. Calcula o seno, coseno e tanxente do angulo A no seguinte debuxo:

c

12 cm

20 cm

A

19.Se g é un angulo do segundo cuadrante e cos a

trigonométricas?

20. Se g é un angulo obtuso e sen g =0.4, canto valen as outras duas razons trigonométricas?

- 16cm ——

= —0.05, canto valen as outras duas razons

21. Debuxa no teu caderno a taboa seguinte e sitlua no cuadrante que corresponda e expresa en
funcion dun angulo agudo, o seno, coseno, tanxente, secante, cosecante e cotanxente dos seguintes

angulos. Se podes, calculaos:

Angulo cuadrante seno coseno tanxente | secante | cosecante | cotanxente
- O
3 645° {}

22. Calcula a anchura do rio representado na figura seguinte:
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Pescuda a altura da torre dunha igrexa se a unha distancia de 80 m, e medido cun teodolito de
altura 1.60 m, o angulo de elevacion do pararraios que esta no alto da torre é de 23°.

30°
Calcula a area dun hexagono regular de lado 10 cm.

Calcula a profundidade dun pozo de 1.5 m de didmetro sabendo o dngulo X
indicado na figura da dereita.

1.5m

Cal é a altura dunha montafna cuxa cima, se nos situamos a unha distancia
de 3 000 m do pé da sua vertical e medimos cun teodolito de altura 1.50 m, presenta un angulo de
inclinaciéon de 49°.

Cal é o dngulo de inclinacién dos raios solares no momento no que un bloque de pisos de 25 m de
altura proxecta unha sombra de 10 m de lonxitude?

Calcula a altura e a area dun triangulo isdsceles cuxa base mide 20 cm e cuxo angulo desigual vale
26°.

Calcula a area dun dodecagono regular de lado 16 cm.

Obter a lonxitude dunha escaleira apoiada nunha parede de 4.33 m de
altura que forma un dngulo de 60° con respecto ao chan. b=433 m

O fio dun papaventos totalmente estendido mide 150 m e forma un
angulo co chan de 40° mentres o suxeito a 1.5 m do chan. A que altura
do chan esta o papaventos?

Para medir a altura dun campanario a cuxa base non podemos
acceder, tendemos unha corda de 30 m de longo desde o alto da .
torre ata tensala no chan, formando con este un angulo de 60°. b

Cal é a altura do campanario? B N N

Obter o dngulo que forma un poste de 7.5 m de alto cun cable !
tirante que vai, desde a punta do primeiro ata o piso, e que ten 5 §
un longo de 13.75 m. N

Dous amigos observan desde a sUa casa un globo que esta situado na vertical da lifia que une as
suas casas. A distancia entre as suas casas é de 3 km. Os angulos de elevacién medidos polos amigos
son de 45° e 60°. Calcula a altura do globo e a distancia deles ao globo.
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35. Un bidlogo encdntrase no porto de Somiedo
facendo un seguimento dos osos pardos. Conta coa
axuda dun camara e dun piloto que voan nun
helicoptero, manténdose a unha altura constante de
403 m. No momento que describe a figura, o
camara ve desde o helicéptero ao oso cun angulo de
depresion (angulo que forma a sua visual coa
horizontal marcado no debuxo) de 60°. O bidlogo
dirixe unha visual ao helicéptero que forma co chan
un angulo de 45°. Calcula a distancia d entre o
bidlogo e o oso.

U
36. Desde certo
lugar do chan vese o punto mais alto dunha torre, formando a visual
un angulo de 30° coa horizontal. Se nos achegamos 50 m a torre, y
ese angulo faise de 60°. Calcula a altura da torre. 60° 300
X | 50 |
37. Cun teodolito de 1 metro de altura, dudas persoas
pretenden medir a altura do Coliseo de Roma. Unha delas
AOQON achégase ao anfiteatro, separandose 40 m. da outra. Esta
QGQQN Gltima obtén que o dngulo de elevacién do punto mais alto é
de 30°. A outra non divisa o Coliseo completo polo que mide

ﬂmmmmmmmw o angulo de elevacién ao punto que marca a base do
terceiro piso, obtendo 60° como resultado. Calcular a altura
N\mmmmmmw do Coliseo e a distancia dos dous observadores a base do

mesmo. C

38. Resolve o tridngulo: a = 6; B=45° A=75°

39. Os pais de Pedro tefien unha parcela no campo de forma
triangular cuxos lados miden 20, 22 e 30 m. Pedro quere
calcular os angulos. Cales son eses angulos?

40. Estando situado a 100 m dunha arbore, vexo a stda copa baixo un angulo de 30°. O meu amigo ve a
mesma arbore baixo un angulo de 60°. A que distancia estd o meu amigo da arbore?
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41. As cofiecidas torres Kio de Madrid son ddas torres xemelgas que estan no Paseo da Castellana,
xunto & Praza de Castilla. Caracterizanse pola sla inclinacién e representan unha porta cara a
Europa.

a. Cos datos que aparecen na figura,
determina a sua altura.

b. Desde duas oficinas situadas en
torres distintas estendéronse dous
cables ata un mesmo punto que
miden 155 e 150 metros e que
forman un angulo de 75° no seu
punto de encontro. Que distancia en
lifa recta hai entre ambas as duas?

42. Tres vilas estan unidas por estradas:
AB= 10 km, BC = 12 km e o angulo
formado por AB e BC é de 120°. Canto distan A e C.

43. Van construir un tunel do punto A ao punto B. Tdémase como referencia unha antena de telefonia (C)
visible desde ambos os puntos. Midese entén a distancia AC = 250 m. Sabendo que o angulo en A é
de 53° e o 4ngulo B é de 45° calcula cal serd a lonxitude do tunel.

44. Calcula o lado dun pentdgono regular inscrito nunha circunferencia de radio 6 m.

45. O punto mais alto dun repetidor de television, situado na cima dunha montafia, vese desde un
punto do chan P baixo un angulo de 67°. Se nos achegamos & montafia 30 m vémolo baixo un
angulo de 70° e desde ese mesmo punto vemos a cima da montana baixo un dngulo de 66°. Calcular
a altura do repetidor.

46. Desde o alto dun globo obsérvase unha vila A cun angulo de 50°. Outra vila, B situada ao lado e en
lifia recta obsérvase desde un angulo de 60°. O globo atdpase a 6 km da vila A e a 4 km de B. Calcula
a distancia entre A e B.

6
A d B
Matematicas orientadas as ensinanzas académicas: 42 B de ESO. Capitulo 8: Trigonometria Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
www.apuntesmareaverde.org.es Autoras: Fernanda Ramos Rodriguez e Milagros Latasa Asso

llustracions: Banco de Imaxes de INTEF, Milagros Latasa e Fernanda Ramos

Textos Marea Verd




47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Resolve os triangulos:
a)a=20m; B=45° C=65°
b)c=6m, A=105° B=35°
c)b=40m;c=30m, A =60°.

Dado o tridngulo de vértices A, B, C, e sabendo que A = 60°, B = 45° e que b = 20 m. Resolvelo e
calcular a sua area.

Calcula a lonxitude dos lados dun paralelogramo cuxas diagonais son de 20 e 16 m. E as diagonais
forman entre si un angulo de 37°.

Un triangulo isésceles con base 30 m ten dous angulos iguais de 80°. Canto miden os outros dous
lados?

Tres amigos sitGanse nun campo de fatbol. Entre Alvaro e Bartolo hai 25m e entre Bartolo e César,
12 metros. O angulo formado na esquina de César é de 20°. Calcula a
distancia entre Alvaro e César.

Un home que esta situado ao oeste dunha emisora de radio observa
gue o seu angulo de elevacion é de 45°. Camifia 50 m cara ao sur e
observa que o angulo de elevacion é agora de 30°. Calcula a altura da
antena.

Os brazos dun compas miden 12 cm e forman un angulo de 60°. Cal é o radio da circunferencia que
pode trazarse con esa abertura?

Escribe catro angulos co mesmo seno que 135°.
Encontra dous angulos que tefian a tanxente oposta 4 de 340°.
Busca dous angulos co mesmo seno que 36° e coseno oposto.

Que angulos negativos, comprendidos entre —360° e 0°, tefien o0 mesmo seno que 60°?

En Paris e na I’ lle da Cité atépanse Nétre Dame e a Sainte
Chapelle a unha distancia de 200 metros. Imaxinemos que
un observador situado en A ve B e C cun angulo de 56° e
gue outro, situado en B, ve A e C cun angulo de 117°.
Calcular as distancias entre a torre Eiffel (C) e N6tre Dame
(B), asi como entre a torre Eiffel (C) e a Sainte Chapelle (A).
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AUTOAVALIACION

1. Aexpresion en radians de 65° é:

a)1.134 rad b) 1.134x rad c)2.268 rad d) 2.268n rad

2. Ovalor da hipotenusa nun tridngulo rectangulo cun dangulo de 25° e cun dos catetos de 3 cm é:
a)3.3cm b) 7.1 cm c) 6.4 cm d)2.2cm

3. Se o é un angulo agudo e sena =0.8, a tanxente de o, é:
a) 0.6 b) -0.6 c)-1.33 d) 1.33

4. Selecciona a opcién correcta:
N2 ” A
a)tanAZE significa que senA=2 ecosA=3

b) a secante dun dngulo sempre estd comprendida entre—1e 1
c) No segundo e cuarto cuadrantes a tanxente e cotanxente dun angulo tefien signo negativo .

d) O seno dun dngulo é sempre menor ca sua tanxente.

. .4 . .
5. Se o seno dun angulo do segundo cuadrante é E' entén as suas tanxente e secante son

respectivamente:

3 5 3 5 4 3 4 3
a)-—e—— b) —e— c)——e—— d) —e—
5 3 5 3 3 4 3 4

6. A altura dun edificio é de 50 m, a medida da sUa sombra cando os raios do sol tefien unha
inclinacion de 30° coa horizontal é de

100+/3
d) ——m

a) 25m b) 100 m c) 50«/5 m 3

7. 0O dngulo de —420° é un angulo que se sitla en
a) o primeiro cuadrante b) o segundo cuadrante  c) o terceiro cuadrante  d) O cuarto cuadrante

8. Se a é un angulo agudo e 3 é o seu suplementario, cimprese:
a) sen a = —sen 6 €cos a = cos 8 b) sen a =sen 8ecos a = —cos 8

C) sen a = sen B €cos a =cos B8 d) sen a = —sen Becos a = —cos 8

9. Para calcular a altura dunha montafia midese cun teodolito desde A o angulo que forma a visual
A
a cima coa horizontal, que é A = 30 °. Avanzando 200 m, vélvese medir e o angulo resulta ser
AN

B =35.2° A altura da montana é de:

a)825m b) 773 m €)595 m d) 636 m

10. Se o radio dun pentagono regular é 8 cm, a sta area mide

a) 305.86 cm? b) 340.10 cm? c) 275.97 cm? d) 152.17 cm?
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Resumo

A Xeometria é unha das ramas mais antigas das Matematicas e ou seu estudo axuddanos a interpretar
mellor a realidade que percibimos. O seu nome significa “medida da Terra”. Medir é calcular lonxitudes,
areas e volumes. Neste tema recordaras as férmulas que estudaches xa ou ano pasado e afondaras
sobre as suas aplicacions na vida real.

Movémonos no espazo de dimensidn tres, camifiamos sobre unha esfera (que por ser grande,
consideramos plana), as casas son case sempre ortoedros. A informacidn que percibimos por medio dos
nosos sentidos interpretamola en termos xeométricos. Precisamos das férmulas de areas e volumes dos
corpos xeométricos para calcular as medidas dos mobles que caben no noso saldn ou para facer un
orzamento da reforma da nosa vivenda.

Moitas plantas distribden as suas follas
buscando o mdaximo de iluminacién e as suas
flores en forma esférica buscando wun
aproveitamento optimo do espazo. O dtomo
de ferro dispdn os seus electréns en forma de
cubo, os sistemas de cristalizacion dos
minerais adoptan formas poliédricas, os
panais das abellas son prismas hexagonais.
Estes son algins exemplos da presenza de ORIXE DA IMAXE: WIKIPEDIA

corpos xeomeétricos na natureza.
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1. TEOREMA DE PITAGORAS E TEOREMA DE TALES

1.1. Teorema de Pitdgoras
Teorema de Pitdgoras no plano

Xa sabes que:

Nun tridngulo rectdngulo chamamos catetos aos lados incidentes co angulo recto e
hipotenusa ao outro lado. h

cz

Nun tridngulo rectangulo, a hipotenusa ao cadrado é igual a suma dos cadrados dos
catetos.

cl

2 2 2
h® =c; +c,
Demostracion:
s
"’ .
/ -
/ B,
J ."‘
/ '
a .f'z —_— e,
J
Exemplo:

4+ Se os catetos dun tridngulo rectdngulo miden 6 cm e 8 cm, a sta hipotenusa vale 10 cm, xa que:
h=+6+8% =+/100 =10cm.
Actividades resoltas

4+ Se a hipotenusa dun tridngulo rectdngulo mide 13 dm e un dos seus catetos mide 12 dm, calcula
a medida do outro cateto:

Solucién: Polo teorema de Pitdgoras:

c=+13>-122 = J(13-12)x (13 +12) = /25 = 5.dm

1. E posible atopar un tridangulo rectangulo cuxos catetos midan 12 e 16 cm e a sUa hipotenusa
30 cm? Se a tua resposta é negativa, calcula a medida da hipotenusa dun tridngulo rectdngulo
cuxos catetos miden 12 e 16 cm.

2. Calcula a lonxitude da hipotenusa dos seguintes triangulos rectangulos de catetos:
a)dcme3cm b)I1me7m
c)2dme5dm d) 23.5 km e 47.2 km.
Utiliza a calculadora se che resulta necesaria.
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3. Calcula a lonxitude do cateto que falta nos seguintes triangulos rectdngulos de hipotenusa e

cateto:
a) 8cme3cm b)15me9m
c)35dme 10dm d)21.2kme 11.9 km

4. Calcula a area dun triangulo equildtero de lado 5 m.

5. Calcula a drea dun hexagono regular de lado 7 cm.

Teorema de Pitdgoras no espazo

Xa sabes que:
A diagonal dun ortoedro ao cadrado coincide coa suma dos cadrados das suas arestas.
Demostracion:

Sexan a, b e c as arestas do ortoedro que supoifiemos apoiado no

rectdngulo de dimensidns g, b.

Se x é a diagonal deste rectangulo, verifica que: x? = a? + b? c

O tridngulo de lados D, x, a é rectangulo logo: D? = x? + ¢?

E tendo en conta a relacidn que verifica x:
D? = a*® + b* + c?
Actividades resoltas
%+ Calcula a lonxitude da diagonal dun ortoedro de arestas 7, 9 e 12 cm.
D?=a?+b*+c?=72+92+122=274. D~ 16.55 cm.

+ As arestas da base dunha caixa con forma de ortoedro miden 7 cm e 9 cm e a sua altura 12 cm.
Estuda se podes gardar nela tres barras de lonxitudes 11 cm, 16 cm e 18 cm.

O rectangulo da base ten unha diagonal d que mide: d = V72 + 92 = 130 = 11.4 cm.
Logo a barra mais corta cabe apoiada na base.

A diagonal do ortoedro vimos na actividade anterior que mide 16.55, logo a segunda barra si cabe,
inclinada, pero a terceira, non.

6. Unha caixa ten forma cubica de 3 cm de aresta. Canto mide a sua diagonal?

7. Calcula a medida da diagonal dunha sala que ten 8 metros de longo, 5 metros de ancho e 3
metros de altura.

Mat. orientadas ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitulo 9: Xeometria ~ Autoras: Milagros Latasa Asso e Fernanda Ramos Rodriguez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Javier Rodrigo, Fernanda Ramos e David Hierro

www.apuntesmareaverde.org.es llustracidns: Milagros Latasa/Banco de Imaxes de INTEF

Textos Marea Verde



1.2. Teorema de Tales
Xa sabes que:

Dadas duas rectas, r e r’, que se cortan no punto O, e duas rectas
paralelas entre si, a e b. A recta g corta as rectas r e r’ nos puntos A
e C, e a recta b corta as rectas r e r’ nos puntos B e D. Entén o
Teorema de Tales afirma que os segmentos son proporcionais:

OA_oc _AC
OB OD BD

Dise que os tridngulos OAC e OBD estan en posicidon Tales. Son
semellantes. Tefien un angulo comun (coincidente) e os lados proporcionais.

Actividades resoltas

% Sexan OAC e OBD dous tridngulos en posicién Tales. O perimetro de OBD é 20 cm, OA mide 2
cm, AC mide 5 cm e OC mide 3 cm. Calcula as lonxitudes dos lados de OBD.

A OC AC OA+OC+AC
OB OD BD OB+OD+BD

i: 3 = > =2+3+5=£=l,poloquedespexando,sabemosque: OB=22=4cm;0D=32=
OB OD BD 20 20 2

6 cm, e BD=5-2=10cm. En efecto: 4 + 6 + 10 = 20 cm, perimetro do triangulo.

substituindo os datos:

Utilizamos a expresion:

4 Conta a lenda que Tales mediu a altura da pirdmide de Keops comparando a sombra da
pirdmide coa sombra do seu baston. Temos un baston que mide 1 m. Se a sombra dunha
drbore mide 12 m e a do baston (@ mesma hora do dia e no mesmo momento) mide 0.8 m,
canto mide a drbore?

As alturas da arbore e do bastén son proporcionais as stas sombras (forman tridngulos en posicidon
Tales) polo que, se chamamos x a altura da arbore, podemos dicir:

08 12
- = - Polo tanto x = 12/0.8 = 15 metros.

8. Nunha foto hai un neno, que sabemos que mide 1.5 m, e un edificio. Medimos a altura do
neno e do edificio na foto, e resultan ser: 0.2 cm e 10 cm. Que altura ten o edificio?

9. Debuxase un hexagono regular. Trazanse as slas diagonais e obtense outro hexagono regular.
Indica a razén de semellanza entre os lados de ambos os hexdgonos.

10. Nun tridngulo regular ABC dado, 1 cm, trazamos os puntos medios, M e N, de dous dos seus
lados. Trazamos as rectas BN e CM que se cortan nun punto O. Son semellantes os tridngulos
MON e COB? Cal é a razén de semellanza? Canto mide o lado MN?

11. Unha pirdmide regular hexagonal de lado da base 3 cm e altura 10 cm, cértase por un plano a
unha distancia de 4 cm do vértice, co que se obtén unha nova pirdmide. Canto miden as suas
dimensions?
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1.3. Proporcionalidade en lonxitudes, areas e volumes
Xa sabes que:

Duas figuras son semellantes se as lonxitudes de elementos correspondentes son proporcionais. Ao
coeficiente de proporcionalidade chamaselle razén de semellanza. En mapas, planos... @ razon de
semellanza chamase escala.

Areas de figuras semellantes

Se a razén de semellanza entre as lonxitudes dunha figura é k, entdn a razén entre as suas areas é k2.

Exemplo:

4+ Observa a figura da marxe. Se multiplicamos por 2 o lado do
cadrado pequeno, a drea do cadrado grande é 2% = 4 veces a
do pequeno.

Volumes de figuras semellantes

Se a razdn de semellanza entre as lonxitudes dunha figura é k, entdn entre os seus volumes é k3.

Exemplo:

% Observa a figura da marxe. Ao multiplicar por 2 o
lado do cubo pequeno obtense o cubo grande. O
volume do cubo grande é 8 (23) o do cubo pequeno.

Actividades resoltas

4+ A torre Eiffel de Paris mide 300 metros de altura e
pesa uns 8 milléns de quilos. Estd construida de ferro. Se encargamos un modelo a escala da torre,
tamén de ferro, que pese s un quilo, que altura terd? Serd maior ou menor que un lapis?

O peso esta relacionado co volume. A torre Eiffel pesa 8 000 000 quilos e queremos construir unha,
exactamente do mesmo material, que pese 1 quilo. Polo tanto, k3 = 8 000 000/1 = 8 000 000, e k = 200.
A razon de proporcionalidade entre as lonxitudes é de 200.

Se a Torre Eiffel mide 300 m e chamamos x ao que mide a nosa temos: 300/x = 200. Despexamos x que
resulta igual a x = 1.5 m. Mide metro e medio! E moito maior que un lapis!

12. O diametro dun pexego é tres veces maior c6 do seu 6so e mide 8 cm. Calcula o volume do
pexego, supofiendo que é esférico, e o do seu 6so, tamén esférico. Cal é a razon de
proporcionalidade entre o volume do pexego e o do 6s0?

13. Na pizzeria tefien pizzas de varios prezos: 1 €, 2 € e 3 €. Os didmetros destas pizzas son: 15 cm,
20 cm e 30 cm, cal resulta mais econdmica? Calcula a relacidon entre as areas e comparaa coa
relacién entre os prezos.

14. Unha maqueta dun depdsito cilindrico de 1000 litros de capacidade e 5 metros de altura,
gueremos que tefia unha capacidade de 1 litro. Que altura debe ter a maqueta?

Mat. orientadas ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitulo 9: Xeometria ~ Autoras: Milagros Latasa Asso e Fernanda Ramos Rodriguez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Javier Rodrigo, Fernanda Ramos e David Hierro

www.apuntesmareaverde.org.es llustracidns: Milagros Latasa/Banco de Imaxes de INTEF

Textos Marea Verde



2. LONXITUDES, AREAS E VOLUMES

2.1. Lonxitudes, areas e volumes en prismas e cilindros

Prismas

Un prisma é un poliedro determinado por duas caras paralelas que son
poligonos iguais e tantas caras laterais, que son paralelogramos, como
lados tefien as bases.

Areas lateral e total dun prisma

A drea lateral dun prisma é a suma das areas das caras
laterais. ¥

Como as caras laterais son paralelogramos da mesma
altura, que é a altura do prisma, podemos escribir:

Area lateral = Suma das dreas das caras laterais =

= Perimetro da base - altura do prisma.

Se denotamos por h a altura e por Pgo perimetro da base:

Area lateral = A, = Pg- h

Altura

A area total dun prisma é a drea lateral mais o dobre da suma da area da base:

Area total =Ar=A, +2 - Ag

Actividades resoltas

#+ Calcula as dreas lateral e total dun prisma triangular recto de 11 cm de
altura se a sua base é un triangulo rectangulo de catetos 12 cm e 5 cm.

Calculamos en primeiro lugar a hipotenusa do tridngulo da base:

x> =122 +5 =144 +25 =169 =>x =4/169 =13 cm

Pg=12 +5+13=30cm; As = %:.%Ocm2

A =Pg-h=30-11=330cm? Ar=A;+2-Ag=330+ 60 = 390 cm?
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Volume dun corpo xeométrico. Principio de Cavalieri
Recorda que:

Bonaventura Cavalieri, matematico do século XVII, enunciou o principio que leva o seu nome e que
afirma:

“Se dous corpos tefien a mesma altura e, ao cortalos por planos paralelos as slas bases, se obtenen
seccions coa mesma area, enton os volumes dos dous corpos son iguais”.

Exemplo:

Aa Az
Na figura adxunta as areas das seccidéns Ai, Az, As, A

producidas por un plano paralelo as bases, son iguais )
entén, segundo este principio, os volumes dos tres '
corpos son tamén iguais. :

Volume dun prisma e dun cilindro

O volume dun prisma recto é o produto da area da base pola altura. Ademais,
segundo o principio de Cavalieri, o volume dun prisma oblicuo coincide co
volume dun prisma recto coa mesma base e altura. Se denotamos por V este
volume, Ag a drea da base e h a altura:

Volume prisma=V= A, -h

Tamén o volume dun cilindro, recto ou oblicuo é drea da base por altura. Se
chamamos R ao radio da base, Ag a area da base e h a altura, o volume escribese:

Volume cilindro=V=A;-h = 7z R*-h

Actividades resoltas

4+ As cofiecidas torres Kio de Madrid son dias torres
xemelgas que estdn no Paseo da Castellana, xunto d
Praza de Castilla. Caracterizanse pola sua inclinacidn
e representan unha porta cara a Europa.
Cada unha delas é un prisma oblicuo cuxa base é un
cadrado de 36 metros dado e tefien unha altura de
114 metros. O volume interior de cada torre pode
calcularse coa formula anterior:

V=A,-h =362-114=147 744 m?

15. Calcula o volume dun prisma recto de 20 dm de altura cuxa base é un hexagono de 6 dm de
lado.

16. Calcula a cantidade de auga que hai nun recipiente con forma de cilindro sabendo que a sua
base ten 10 cm de didmetro e que a auga acada 12 dm de altura.
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Areas lateral e total dun cilindro

O cilindro é un corpo xeométrico desenvolvible. Se recortamos un cilindro recto ao longo dunha
xeratriz, e o estendemos nun plano, obtemos dous circulos e unha rexién rectangular. Desta maneira
obtense o seu desenvolvemento.

A partir deste podemos ver que a area lateral do cilindro esta
determinada pola area do rectangulo que ten como dimensions a
lonxitude da circunferencia da base e a altura do cilindro.

Suporemos que a altura do cilindro é H e que R é o radio da base
co que a drea lateral A, é: 4 H

A, = Lonxitude da base - Altura = (27 R)- H = 2nRH 208

Se 4 expresion anterior lle sumamos a drea dos dous circulos que
constituen as bases, obtemos a area total do cilindro.

Ar=A; + TR? + mR? = 2tRH + 2wR?

2.2. Lonxitudes, areas e volumes en piramides e conos

Areas lateral e total dunha piramide e dun tronco de piramide regulares

Vértice Unha pirdmide é un poliedro determinado por unha cara poligonal
denominada base e tantas caras triangulares cun vértice comun como
4
¥

lados ten a base.

Desenvolvemento de piramide

& A area lateral dunha pirdmide pentagonal regular
//f Alturg regular é a suma das areas das caras
4 laterais.

4
' Son tridngulos isésceles iguais polo
gue, se a aresta da base mide b, a
apotema da piramide é Ap e a base ./
ten n lados, esta area lateral é: '

Area /ateral=ao=n-b Ay D bi-Ap /
2 /

2
e como n - b = Perimetro da base

Perimetro da base . Apotema da piramide  Perimetro dabase
2 2

A area lateral dunha piramide é igual ao semiperimetro pola apotema.

- Apotema

A =

A area total dunha piramide é a area lateral mais a area da base:
Area total = At = AL +As

Un tronco de pirdmide regular é un corpo xeométrico desenvolvible. No seu desenvolvemento
aparecen tantas caras laterais como lados tefien as bases. Todas elas son trapecios isdsceles.
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Se B é o lado do poligono da base maior, b o lado da base

Desenvolvemento de tronco de pirdmide menor, n o nimero de lados das bases e Ap é a apotema
cuadrangular

dunha cara lateral

(B+b) -Ap _ (Pp+Pp) - Ap _
2 - 2 B

Area lateral =ao =n -

_ Suma de perimetro das bases - Apotema do tronco
B 2

A drea total dun tronco de pirdmide regular é a area lateral
mais a suma das areas das bases:

Area total =Ar=A, + Ag + Ap

Actividades resoltas

4 Calculemos a drea total dun tronco de pirdmide reqular de 4 m de altura se sabemos que as
bases paralelas son cadrados de 4 m e de 2 m de lado.

En primeiro lugar, calculamos o valor da apotema. Tendo en conta que o tronco é regular e que as
bases son cadradas férmase un triangulo rectangulo no que se cumpre:

Ap?=42+12=17=Ap=+/17 = 4.12m
(PB + Pb)-Ap _(16+8) 412 — 2944 m?

2 2 4m

A =

Ar=A+Ag+A,=49.44 + 16 + 4 = 69.44 m?

17. Calcula as areas lateral e total dun prisma hexagonal regular sabendo que as arestas das bases
miden 3 cm e cada aresta lateral 2 dm.

18. A area lateral dun prisma regular de base cadrada é 16 m? e ten 10 m de altura. Calcula o perimetro
da base.

19. O lado da base dunha piramide triangular regular é de 7 cm e a altura da pirdmide 15 cm. Calcula a
apotema da piramide e a sua area total.

20. Calcula a drea lateral dun tronco de piramide regular, sabendo que as suas
bases son dous octdégonos regulares de lados 3 e 8 dm e que a altura de cada
cara lateral é de 9 dm.

21. Se a area lateral dunha pirdmide cuadrangular regular é 104 cm? e a aresta da
base mide 4 cm, calcula a apotema da pirdmide e a sua altura.
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Areas lateral e total dun cono

Recorda que:

Tamén o cono é un corpo xeométrico
desenvolvible. Ao recortar, seguindo unha lifa
xeratriz e a circunferencia da base, obtemos un
circulo e un sector circular con radio igual a
xeratriz e lonxitude de arco igual & lonxitude da
circunferencia da base.

Chamemos agora R ao radio da base e G a
xeratriz. A drea lateral do cono é a drea do
sector circular obtido. Para calculala pensemos
gque esta drea debe ser directamente
proporcional a lonxitude de arco que & sua vez
debe coincidir coa lonxitude da circunferencia da base. Podemos escribir enton:

A Lateral do cono A total do circulo de radio G

Lonxitude de arco correspondente ao sector Lonxitude da circunferencia de radio G

, A & G
E dicir: ——=
2R 2nG

e despexando A; temos:

2nR m G?
L 216
Se 4 expresion anterior lle sumamos a area do circulo da base, obtemos a area total do cono.

Ar=A +Tt-R*=nt-R-G+ 7 - R?

= nRG

#+ Calcula a drea total dun cono de 12 dm de altura, sabendo que a circunferencia da base mide
18.84 dm. (Toma 3.14 como valor de )

Calculamos en primeiro lugar o radio R da base:

27R = 1884 > R =228% 188 3 .m
21 6.28

Calculamos agora a xeratriz G:
G=VRZ+h?= (G =+32+122=+/153 ~12.37 dm.
Entdn Ar=A +n-R*=nt-R-G+n-R*=3.14-3-12.37 +3.14 - 32 144.79 dm>.
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Xeometria. 42B da ESO

Areas lateral e total dun tronco de cono

Recorda que:

Ao cortar un cono por un plano paralelo @ base, obtense un tronco de cono. Ao igual que o tronco de
pirdmide, é un corpo desenvolvible e o seu desenvolvemento constitieno os dous circulos das bases
xunto cun trapecio circular, cuxas bases curvas miden o mesmo que as circunferencias das bases.

Chamando R e r aos radios das bases e G 4 xeratriz resulta:
_ @rR+2mr)G 2@ R+mr)G
L= 2 B 2
Se & expresion anterior lle sumamos as areas dos circulos das bases,
obtemos a drea total do tronco de cono:

=(@m@R+7mr)G

Ar=A +m-R*+m-r?

Volume dunha piramide e dun cono

Recorda que:

Tamén nos casos dunha pirdmide ou cono, as féormulas do volume coinciden en corpos rectos e
oblicuos.

O volume dunha pirdmide é a terceira parte
do volume dun prisma que ten a mesma base
e altura.

Volume piramide = V = A -h

Se comparamos cono e cilindro coa mesma
base e altura, concluimos un resultado analogo
A;-h 7 R*-h

Volume cono =V = =
3 3
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Volume dun tronco de pirdmide e dun tronco de cono

Existe unha férmula para calcular o volume dun tronco de piramide regular pero evitarémola. Resulta
mais sinxelo obter o volume dun tronco de piramide regular restando os volumes das duas piramides a
partir das que se obtén.

Se representamos por Ag; e Ag; as areas das
bases e por h; e h; as alturas das piramides
citadas, o volume do tronco de piramide é:

Volume tronco de piramide =

ABl 'h1 . Asz 'hz
3 3

h:

V=

O volume do tronco de cono obtense de modo
parecido. Se R; e R; son os radios das bases
dos conos que orixinan o tronco e h; e h; as
sllas alturas, o volume do tronco de cono
resulta:

7-Rh RI-h,
3 3

Volume tronco de cono =V =

Actividades resoltas

#+ Calcula o volume dun tronco de pirdmide regular de 10 cm de altura se as suas bases son dous
hexdgonos regulares dados 8 cm e 3 cm.
Primeiro paso: calculamos as apotemas dos hexagonos das bases:

Para cada un destes hexagonos:

2

[2= ap?+ (L/2)>= ap?= r _Z =

. 3v3
Logo as apotemas buscadas miden: ap; = T\/_

EL/Z
6.1 cm

Figura 1 Como segundo paso, calculamos a apotema
do tronco de pirdmide

A2=10°+3.5=>

A=+v112.25 = 10.6 cm

En terceiro lugar, calculamos o  / VAT 106cm
i valor dos segmentos x, y da figura X
6.1 - 26 = 35 3 que nos serviran para obter as \ e // e \
Figura 2 alturas e apotemas das piramides —— ——

Figura 3
que xeran o tronco co que e

10 cm

traballamos. Polo teorema de Tales: % = % =6.1x=(10.6 +x)2.6 =
6.1x—2.6x=27.56=>x=2""~ 7.9cm
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Entédn a apotema da pirdmide grande é 10.6 + 7.9 = 18.5 cm e o da pequena 7.9 cm. E aplicando o
teorema de Pitdgoras:

y2=x%*-2.62=7.92-2.6%> = 55.65=7y =+55.65~ 7.5cm
Logo as alturas das piramides xeradoras do tronco miden 10+ 7.5=17.5cme 7.5 cm.

Por ultimo calculamos o volume do tronco de piramide:

_Api-hy _ App-h; _ 1 48-185-175 1 18:79:-75 _ 15540_1066.5=2412 25 cm?
3 3 3 2 3 2 6 6 )

22. Unha columna cilindrica ten 35 cm de didmetro e 5 m de altura. Cal é a sUa area lateral?

%

23. O radio da base dun cilindro é de 7 cm e a altura é o triplo do didmetro. Calcula a sua area
total.

24. Calcula a area lateral dun cono recto sabendo que a sua xeratriz mide 25 dm e o seu radio da
base 6 dm.

25. A circunferencia da base dun cono mide 6.25 m e a sua xeratriz 12 m. Calcula a area total.

2.3. Lonxitudes, areas e volumes na esfera

Area dunha esfera

e 7—R_7_ 2
A esfera non é un corpo xeométrico desenvolvible polo que é mais
complicado que nos casos anteriores encontrar unha férmula para
calcular a sua area.
R.

Arquimedes demostrou que a area dunha esfera é igual que a area 2R§

lateral dun cilindro circunscrito a esfera, é dicir, un cilindro co mesmo
radio da base que o radio da esfera e cuxa altura é o diametro da esfera.

Se chamamos R ao radio da esfera: s il
Ar=(2mR) - (2R) = 4nR?

A area dunha esfera equivale & drea de catro circulos maximos.

26. Unha esfera ten 4 m de radio. Calcula:
a) A lonxitude da circunferencia maxima.

b) A area da esfera.
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Volume da esfera

Volvamos pensar nunha esfera de radio R e no cilindro que a circunscribe.
Para encher con auga o espazo que queda entre o cilindro e a esfera,

R precisase unha cantidade de auga igual a un terzo do volume total do
cilindro circunscrito.

Deducese entdon que a suma dos volumes da esfera de radio R e do cono
de altura 2R e radio da base R, coincide co volume do cilindro circunscrito
a esfera de radio R. Polo tanto:

V0|ume esfera — VO|Ume cilindro = VO|Ume cono—>

nR*(2R) 6nR*-2nR® 4nR® 4
3 3 3 3

Volume esfera = ITRZ(ZR)—

Existen demostracions mais rigorosas que avalan este resultado experimental
qgue describimos. Asi, por exemplo, o volume da esfera pddese obter como
suma dos volumes das piramides que a recobren, todas elas de base triangular
sobre a superficie da esfera e con vértice no centro da mesma.

27. O depdsito de gasdleo da casa de Irene é un cilindro de 1 m de altura e 2 m de didmetro. Irene
chamou ao subministrador de gaséleo porque no depdsito soamente quedan 140 litros.

a. Cal é, en dm?3, o volume do depdsito? (utiliza 3.14 como valor de ).
b. Se o prezo do gasdleo é de 0.80 € cada litro, canto deberd pagar a nai de Irene por
encher o depdsito?

28. Comproba que o volume da esfera de radio 4 dm, sumado co volume dun cono do mesmo
radio da base e 8 dm de altura, coincide co volume dun cilindro que ten 8 dm de alturae 4 dm
de radio da base.
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2.4. Lonxitudes, areas e volumes de poliedros regulares

Recorda que:

Un poliedro regular é un poliedro no cal todas as suas caras son
poligonos regulares iguais e no cal os seus angulos poliedros son
iguais.

Hai cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo e
dodecaedro.

Area total dun poliedro regular

Como as caras dos poliedros regulares son iguais, o cdlculo da area total dun poliedro regular reducese
a calcular a drea dunha cara e despois multiplicala polo nimero de caras.

Actividades resoltas

+ Calcula a drea total dun icosaedro
de 2 cm de aresta.

Todas as suas caras son tridangulos equildteros de
2 cm de base. Calculamos a altura h que divide 3
base en dous segmentos iguais

h?+12=22 = h2=4-1=3 = h=+3cm

Logo a area dunha cara é:

Atria’mgulo=

b.h 2.3
S

e polo tanto area icosaedro é:

Aicosaedro = 20 \/§ sz
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3. INICIACION A XEOMETRIA ANALITICA

3.1. Puntos e vectores

No plano

Xa sabes que

Un conxunto formado pola orixe O, os dous eixes de coordenadas e a unidade de medida é un sistema
de referencia cartesiano.

“u”n

As coordenadas dun punto A son un par ordenado de numeros reais (x, y), sendo “x” a primeira

“o L n

coordenada ou abscisa e “y” a segunda coordenada ou ordenada.

Dados dous puntos, D(d1, d2) e E(e1, e2), as compofientes
do vector de orixe D e extremo E, DE, vefien dadas por
DE = (e1 — d1, e2 — d>). 4 E

Exemplo:

As coordenadas dos puntos da figura son:

0(0, 0), A(1, 2), B(3, 1), D(3, 2) e E(4, 4) 2) A
As compofientes do vector DE son:
DE=(4-3,4-2)=(1,2) L o
As compoifientes do vector OA son: 5
0A=(1-0,2-0)=(1,2). S R I G T

DE e OA son representantes do mesmo vector libre de compofientes (1, 2).
No espazo de dimension tres

As coordenadas dun punto A son unha terna ordenada de numeros reais (x, y, z) sendo “z” a altura
sobre o plano OXY.

Dados dous puntos, D(d1, d2, d3) e E(e1, ez, e3), as compofientes do vector de orixe D e extremo E, DE,
vefien dadas por DE = (e1 — dh, e2 — d3, e3 — ds).

Exemplo:

As coordenadas de puntos no espazo son:

0(0,0,0), A1, 2,3),B(3,1,7),D(3,2,1) e E(4, 4, 4)

As compofientes do vector DE son: DE=(4-3,4-2,4-1)=(1, 2, 3).
As compofientes do vector OAson: OA=(1-0,2-0,3-0)=(1, 2, 3).

DE e OA son representantes do mesmo vector libre de compofientes (1, 2, 3).

29. Representa nun sistema de referencia no espazo de dimensidn tres os puntos:
0(0,0,0),A(1,2,3),B(3,1,7),D(3, 2,1) e E(4, 4, 4) e vectores: DE e OA.
30. O vector de compofientes u = (2, 3) e orixe A = (1, 1), que extremo ten?
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3.2. Distancia entre dous puntos

No plano

A distancia entre dous puntos A(a1, a2) e B(bi, b;) é:

Exemplo:

Polo Teorema de Pitdgoras sabemos que a distancia 2
ao cadrado entre os puntos A = (1, 1) e B=(5, 3) é

igual a:

Xa que o tridngulo ABC é rectangulo de catetos 4 e 2.

D= \/(bl _31)2 +(b2 _a2)2

D?=(5-1)2+(3-1)*=42+22=20

Logo D= 4.47.

No espazo de dimension tres

A distancia entre dous puntos A(a1, a2, a3) e B(b1, b2, bs) é igual a:

Exemplo:

#+ A distancia ao cadrado entre os puntos A=(1,1,2)eB=(5,3,8)é
igual, polo Teorema de Pitdgoras no espazo, a

D>?=(5-1)?+(3-1)>+(8-2)?=42+22+6=16+4 + 36 =56.

D =/(b; — a,)* + (b; — a2)? + (b — a3)?

Logo D~ 7.5. -

31.
32.
33.
34.
35.

36.

37.

38.

Calcula a distancia entre os puntos A(6, 2) e B(3, 9).
Calcula a distancia entre os puntos A(6, 2, 5) e B(3, 9, 7).
Calcula a lonxitude do vector de compofientes u = (3, 4)
Calcula a lonxitude do vector de compofientes u = (3, 4, 1).

Debuxa un cadrado de diagonal o punto O(0, 0) e A(3, 3). Que coordenadas tefien os outros
vértices do cadrado? Calcula a lonxitude do lado e da diagonal do cadrado.

Debuxa un cubo de diagonal O(0, 0, 0) e A(3, 3, 3). Que coordenadas tefien os outros vértices
do cubo? Xa sabes, son 8 vértices. Calcula a lonxitude da aresta, da diagonal dunha cara e da
diagonal do cubo.

Sexa X(x, y) un punto xenérico do plano e O(0, 0) a orixe de coordenadas, escribe a expresion
de todos os puntos X que distan de O unha distancia D.

Sexa X(x, y, z) un punto xenérico do espazo e O(0, 0, 0) a orixe de coordenadas, escribe a
expresion de todos os puntos X que distan de O unha distancia D.
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3.3. Ecuacions e rectas e planos
Ecuacions da recta no plano

Xa sabes que a ecuacién dunha recta no plano é: e = mx + n. E a expresién dunha recta como funcién.
Esta ecuacion denominase ecuacidn explicita da recta.

Se pasamos todo ao primeiro membro da ecuacién, quédanos unha ecuacién: ax + by + ¢ = 0, que se

denomina ecuacion implicita da recta. &
Ecuacion vectorial: Tamén unha recta queda determinada se
cofiecemos un punto: A(ai, a2) e un vector de direccion v = (vi, va). P
Observa que o vector OX pode escribirse como suma do vector OA e
dun vector da mesma direccién que v, tv. E dicir: 5
3-.
OX=0A+1y,
onde t se denomina parametro. Para cada valor de t, tense un punto 2
distinto da recta. Con coordenadas quedaria:
X=a, +1v, 1) A
y=a, +tv,
n O
gue é a ecuacion paramétrica da recta. 0 P P \ I3
. . ax+by=c a b ¢
Paralelismo: Duas rectas y son paralelas se — = — = —
a'x+b'y=c a' b ¢

e duas rectas r: OX=0A +tv e s: OX =0B + tw son paralelas se v =kw pois en ambos os casos tefien
a mesma direccion.

ax+hby=c

i , son perpendiculares se a -a’ + b -b’ =0, e duas rectas
a'x+b'y=c

Perpendicularidade: Duas rectas {

rr OX=0A+tve s: OX=0B +tw son perpendiculares se vi-W1 + V2 -W2 = 0, pois neses casos podes

comprobar graficamente que as suas direccions son ortogonais.

Actividades resoltas

+ Da recta de ecuacion explicita y = —2x + 5 cofiecemos a
pendente, —2, e a ordenada na orixe, 5. A pendente danos
un vector de direccidén da recta, en xeral (1, m) e neste
exemplo: (1, —2). A ordenada na orixe proporciénanos un
punto, en xeral o (0, n), e neste exemplo, (0, 5). A
ecuacién paramétrica desta recta é:

X=0+t
y=5-2t 3

A sUa ecuacién implicita é: —2x—y +5=0.
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4+ Escribe a ecuacién paramétrica da recta que pasa polo punto A(2, 1) e ten como vector de

direccion v = (1, 2).
X=2+t
y=1+2t

#+ Escribe a ecuacion da recta que pasa polos puntos A(2, 1) e B(1, 3). Podemos tomar como

vector de direccién o vector AB=(1-2,3—1) = (-1, 2), e escribir a sta ecuacién paramétrica:

XxX=2-t
y=1+2t

A recta é, nos tres exemplos, a mesma, a da figura. Con iso podemos observar que unha recta
pode ter moitas ecuacions paramétricas dependendo do punto e do vector de direccion que
se tome. Pero eliminando o parametro e despexando “y” chegamos a unha Unica ecuacién

explicita.

39. Escribe a ecuacién da recta que pasa polos puntos A(6, 2) e B(3, 9), de forma explicita,

implicita e paramétrica. Represéntaa graficamente.

40. Representa graficamente a recta r: —2x —y + 5 = 0. Comproba que o vector (-2, —1)
perpendicular a recta. Representa graficamente a recta s: x — 2y = 0 e comproba que

perpendicularar.

D O

41. Representa graficamente a recta r: —2x — y + 5 = 0. Representa graficamente as rectas:

—2x—y=0,—-2x—y =1, e comproba que son paralelas ar.

Ecuacions da recta e o plano no espazo.

A ecuacién implicita dun plano é: ax + by + cz + d = 0. Observa que é
parecida d ecuacién implicita da recta pero cunha compofiente mais.

A ecuacion vectorial dunha recta no espazo é: OX = OA + tv,
aparentemente igual 4 ecuacién vectorial dunha recta no plano pero ao
escribir as coordenadas, agora puntos e vectores, ten tres
componfentes:

X=a, +1v,
y=a, +1tv,
Z=a,+1v,

Unha recta tamén pode vir dada como interseccion de dous planos:
ax+by+cz+d =0
a'x+b'y+c'z+d'=0

Dous puntos determinan unha recta e tres puntos determinan un plano.

Cara

Cara

Cara

Rectilineo
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Actividades resoltas
4 Escribe a ecuacion da recta no espazo que pasa polos puntos A(1, 2, 3) e B(3, 7, 1).

Tomamos como vector de direccidn da recta o vector AB=(3-1,7-2,1-3)=(2,5,-2) e como punto,
por exemplo o0 A, entdn:

X=1+t2
y=2+t5
2=3-12

Podemos encontrar as ecuacidons de dous planos que se corten na recta, eliminando t en duas
ecuacions. Por exemplo, sumando a primeira coa terceira tense: x + z = 4. Multiplicando a primeira
ecuacion por 5, a segunda por 2 e restando tense: 5x — 2y = 1. Logo outra ecuacién da recta, como
interseccion de dous planos, é:

X+z=4
S5x=2y=1
+ Escribe a ecuacion do plano que pasa polos puntos A e B da actividade anterior, e C(2, 6, 2).

Impofiemos & ecuacidn ax + by + cz + d = 0 que pase polos puntos dados:

a+2b+3c+d=0

3a+7b+c+d=0

2a+6b+2c+d=0.
Restdmoslle 4 segunda ecuacion a primeira, e a terceira, tamén a primeira:

a+2b+3c+d=0

20+5b-2c=0

a+4b-c=0

Multiplicamos por 2 a terceira ecuacién e restamoslle a segunda:
a+2b+3c+d=0
a+4d4b—-c=0
3b=0

Xa cofiecemos un coeficiente, b = 0. Substituimolo nas ecuacions:
a+3c+d=0
a-c=0

Vemos que a = ¢, que substituido na primeira: 4c + d = 0. Sempre, ao ter 3 ecuaciéns e 4 coeficientes,
teremos unha situacion como a actual, na que o podemos resolver salvo un factor de
proporcionalidade. Sec=1, enténd=—-4.Logoa=1,b=0,c=1e d =-4. E o plano de ecuacién:

X+z=4

plano que xa obtivemos na actividade anterior.
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42. Escribe a ecuacion da recta que pasa polos puntos A(6, 2, 5) e B(3, 9, 7), de forma explicita, e
como interseccion de dous planos.

43. Escribe as ecuacidns dos tres planos coordenados.
44. Escribe as ecuacidns dos tres eixes coordenados no espazo.

45. No cubo de diagonal O(0, 0, 0) e A(6, 6, 6) escribe as ecuacions dos planos que forman as suas
caras. Escribe as ecuacions de todas as suas arestas e as coordenadas dos seus vértices.

3.4. Algunhas ecuacions

Actividades resoltas
% Que puntos verifican a ecuacion x? + y? = 1?
Depende! Depende de se estamos nun plano ou no espazo.

No plano podemos ver a ecuacion como que o cadrado da distancia dun punto xenérico X(x, y) & orixe
0(0, 0) é sempre igual a 1:

D?=(x-0)+(y-02=1>=x>+y’=1
O lugar de todos os puntos do plano que distan 1 da orixe é a circunferencia de centro O(0, 0) e radio 1.

No espazo o punto xenérico X(x, y, z) ten tres coordenadas e O(0, O, 0), tamén. Non é unha
circunferencia, nin unha esfera. Que é entén? O que estd claro é que se cortamos polo plano OXY,
(z = 0) temos a circunferencia anterior. E se cortamos polo plano z = 3? Tamén unha circunferencia. E un
cilindro. O cilindro de eixe, o eixe vertical, e de radio da base 1.

4+ Que puntos verifican a ecuacion x2 + y?> + z2=1?
Agora si. Si podemos aplicar a distancia dun punto xenérico X(x, y, z) & orixe O(0, 0, 0),
D?>=(x-0)2+(y—-02+(z-002=12=x2+y>+72=1

E a ecuacion da superficie esférica de centro a orixe e radio 1.

46. Escribe a ecuacién do cilindro de eixe, o eixe OZ e radio 2.

47. Escribe a ecuacidn da esfera de centro a orixe de coordenadas e radio 2.

X=1+t
48. Escribe a ecuacion do cilindro de eixe, arecta { y=2 eradio 1.
z=3

49. Escribe a ecuacién da circunferencia no plano de centro A(2, 5) e radio 2.

50. Ao cortar a un certo cilindro por un plano horizontal tense a circunferencia do exercicio
anterior. Escribe a ecuacién do cilindro.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Problemas, problemas, problemas...

TN
1. Deltaedros

Na trama de tridngulos debuxa todos os diamantes-dous posibles, todos os
diamantes-tres posibles e todos os diamantes-catro posibles. Con cales podo
construir un corpo no espazo? A estes corpos de caras triangulares imos
chamalos DELTAEDROS. Investiga e constrie todos os deltaedros posibles.
Cantos hai?

(Podemos restrinxir a busca a deltaedros convexos)
Cales son tamén poliedros regulares? Que orde tefien os seus vértices?

Hai deltaedros con menos de catro caras? Hai deltaedros convexos cun
ndmero impar de caras? Hai deltaedros con mais de vinte caras?

Fai un cadro cos resultados obtidos: N2 caras, N2 vértices, N2 arestas, N2
vértices de orde tres, de orde catro, de orde cinco, descricion dos posibles
deltaedros: bipirdmides, esquinas, bandas...

-~

2. Estuda as maneiras de dividir un cadrado en

catro partes iguais en forma e en drea.

<
3. Construe figuras de cartolina que mediante un sé corte se

poidan dividir en catro anacos iguais.

J

7 )
4. O radio da Terra é de 6240 km aproximadamente.
Rodeamos a Terra cun cable. Canto deberiamos aumentar a
lonxitude do cable para que se separase polo Ecuador unha
distancia de dous metros? Menos de 15 m? Mais de 15 m e
menos de 15 km? Mais de 15 km?

Para empezar faino mais facil. Pensa na Terra como unha maza

gue ten un radio de 3 cm.

5. Como podemos construir catro triangulos equilateros
iguais con seis escarvadentes coa condicién de que o lado
de cada triangulo sexa a lonxitude do escarvadentes?

%

\.
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/ 6. Cal das seguintes figuras non representa o desenvolvemento dun cubo? \
Al B] C D E]

o J

7. Utiliza unha trama de
cadrados ou papel
cuadriculado e busca todos os
deseiios de seis cadrados que
se che ocorran. Decide cales
poden servir para construir un D

C

cubo
. A

ﬂﬂ% F

\_ /

/ 9. A partir dun destes desenvolvementos bicolores, pddese fabricar un cubo, de forma qu)
as cores sexan as mesmas nas duas partes de cada unha das arestas. Cal deles o verifica?

8. Ao formar un cubo co desenvolvemento da figura, ch
serd a letra oposta a F?

us

M

. B) C) D) E)

& J

/10. O tridngulo da figura pregouse para obter un tetraedro. Tendo en conta que o tridngulo non\
estd pintado por detrds. Cal das seguintes vistas en perspectiva do tetraedro é falsa?

Lad A L A

- J
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RESUMO

Nocion

Definicion

Exemplos

Teorema de
Pitdgoras no
espazo

Teorema de Tales:

D*=a*+b*+¢?

a=2,b=3,c=4,entén
D’=4+9+16=29
D=429=54.

Dadas duas rectas, r e r’, que se cortan no punto O, e duas rectas paralelas
entre si,ae b. Se arectaacortaasrectasrer’nospuntosAeC, earectab
corta as rectas r e r’ nos puntos B e D, entdn os segmentos correspondentes
son proporcionais.

Un poliedro regular é un poliedro no que todas as suas caras son poligonos

. h Vf_j'\\
Poliedros regulares iguais e no que os seus angulos poliedros son iguais. / 0 @
regulares Hai cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, icosaedro, cubo e — .

dodecaedro.
Ajaterar = Perimetrog,s. - Altura
. Atotal = AT€Qrgterar + 2Aredpgse i
Prismas _ i I )
Volume = Area p45 * Altura
Perimetray,, . Apotema, ;..
Lateral —
2
Pirdmides . Atotal = Area gerg + Area g,
¥ Area . . Altura T e
Volume= ————bese "2 —
3
Ao = 2TRH; Ay = 27RH + 27R?
Cilindro ]
Volume = Area ., . Altura
. _ 2
ALateral = ITRG, Atotal = 7 RG+7Z- R
Cono ]
Area . Altura
Volume = ———base ' "= — 7
3
= 47R%; 4 g
Esfera Aca = 47 R volume = 37 R

Ecuacions da
recta no plano

Ecuacion explicita: y = mx + n.
Ecuacion implicita: ax+ by + c=0
X=a, +1v,

Ecuacién paramétrica:
y=a, +1v,

Ecuacions da
recta e do plano
no espazo.

Ecuacion implicita dun plano: ax+ by + cz+d =0

X=a, +tv,
Ecuacién paramétrica dunharecta: Jy _ 5 4ty
z=a, +tv,
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Teorema de Pitagoras e teorema de Tales

1.
2.
3.
4.

6.

7.

8.

9.

Calcula o volume dun tetraedro regular de lado 7 cm.
Calcula a lonxitude da diagonal dun cadrado de lado 1 m.
Calcula a lonxitude da diagonal dun rectdngulo de base 15 cm e altura 6 cm.

Debuxa un paralelepipedo cuxas arestas midan 4 cm, 5 cm e 6 cm que non sexa un ortoedro.
Debuxa tamén o seu desenvolvemento.

Se o paralelepipedo anterior fose un ortoedro, canto mediria a sda diagonal?

Un vaso de 11 cm de altura ten forma de tronco de cono no que os radios das ¢
bases son de 5 e 3 cm. Canto medird como minimo unha cullerifia para que
sobresaia do vaso polo menos 2 cm?

E posible gardar nunha caixa con forma de ortoedro de arestas 4 cm, 3 cm e 12 cm
un boligrafo de 13 cm de lonxitude?

Calcula a diagonal dun prisma recto de base cadrada sabendo que o lado da base

mide 6 cm e a altura do prisma 8 cm.

Se un ascensor mide 1.2 m de ancho, 1.6 m de longo e 2.3 m de altura, é posible introducir nel unha
escaleira de 3 m de altura?

10. Cal é a maior distancia que se pode medir en lifla recta nunha habitacion que ten 6 m de ancho, 8 m

de longo e 4 m de altura?

11. Calcula a lonxitude da aresta dun cubo sabendo que a sta diagonal mide 3.46 cm.

12. Calcula a distancia maxima entre dous puntos dun tronco de cono cuxas bases tefien radios 5 cm e

2 cm, e altura 10 cm.

13. Nunha pizzeria a pizza de 15 cm de didmetro vale 2 € e a de 40 cm vale 5 €. Cal ten mellor prezo?

14. Vemos no mercado unha pescada de 30 cm que pesa un quilo. Parécenos un pouco pequena e

pedimos outra un pouco maior que resulta pesar 2 quilos. Canto medira?

15. Nun dia frio un pai e un fillo pequeno van exactamente igual abrigados, cal dos dous terd mais frio?
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Lonxitudes, areas e volumes

16. Identifica a que corpo xeométrico pertencen os seguintes desenvolvementos:

17. Poderd existir un poliedro regular cuxas caras sexan hexagonais? Razoa a resposta.
18. Cantas diagonais podes trazar nun cubo? E nun octaedro?

19. Podes encontrar duas arestas paralelas nun tetraedro? E en cada un dos restantes poliedros
regulares?

20. Utiliza unha trama de cadrados ou papel cuadriculado e busca todos os desefios de seis cadrados
gue se che ocorran. Decide cales poden servir para construir un cubo.

21.0 tridngulo da figura pregouse para obter un
tetraedro. Tendo en conta que o tridngulo non est3
pintado por detrds, cal das seguintes vistas en
perspectiva do tetraedro é falsa?

22.Un prisma de 8 dm de altura ten como base un

. , A B) q D)
triangulo rectangulo de catetos 3 dm e 4 dm. Calcula A A A A

as areas lateral e total do prisma.

23. Debuxa un prisma hexagonal regular que tefia 3 cm de aresta basal e 0.9 dm de altura e calcula as
areas da base e total.

24. Un prisma pentagonal regular de 15 cm de altura ten unha base de 30 cm? de area. Calcula o seu
volume.

25. Calcula a area total dun ortoedro de dimensiéns 2.7 dm, 6.2 dm e 80 cm.
26. Calcula a superficie total e o volume dun cilindro que ten 7 m de altura e 3 cm de radio da base.

27. Calcula a area total dunha esfera de 7 cm de radio.
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28. Calcula a apotema dunha piramide regular sabendo que a sua drea lateral é
de 150 cm? e a sUa base é un hexagono de 4 cm dado.

29. Calcula a apotema dunha piramide hexagonal regular sabendo que o
perimetro da base é de 36 dm e a altura da piramide é de 6 dm. Calcula
tamén a drea total e o volume desta piramide.

30. Un triangulo rectangulo de catetos 12 cm e 16 cm xira arredor do seu cateto
menor xerando un cono. Calcula a area lateral, a area total e o volume.

31. Tres bdlas de metal de radios 15 dm, 0.4 m e 2 m fundense nunha soa, cal serd o didmetro da esfera
resultante?

32. Cal é a capacidade dun pozo cilindrico de 1.50 m de didmetro e 30 m de profundidade?

33. Canto cartdn precisamos para construir unha pirdmide cuadrangular
regular se queremos que o lado da base mida 12 cm e que a sua
altura sexa de 15 cm?

34. Calcula o volume dun cilindro que ten 2 cm de radio da base e a
mesma altura que un prisma cuxa base é un cadrado de 4 cm de lado
e 800 cm? de volume.

800 cm?

2cmy
; 3

35. Cal é a area da base dun cilindro de 1.50 m de alto e 135 dm3 de
volume?

36. A auga dun manancial conducese ata uns depdsitos cilindricos que miden 10 m
de radio da base e 20 m de altura. Logo embotéllase en bidéns de 2.5 litros. . .
Cantos envases se enchen con cada depdsito?

37. Calcula a cantidade de cartolina necesaria para construir un anel de 10
tetraedros cada un dos cales ten un centimetro de aresta.

38. Ao facer o desenvolvemento dun prisma triangular regular de 5 dm de altura, resultou un
rectangulo dun metro de diagonal como superficie lateral. Calcula a area total.

39. Determina a superficie minima de papel necesaria para envolver un prisma hexagonal regular de
2 cm de lado da base e 5 cm de altura.

40. O Concello de Madrid colocou unhas xardineiras de pedra nas suas
ruas que teiien forma de prisma hexagonal regular. A cavidade interior, onde
se deposita a terra, ten 80 cm de profundidade e o lado do hexdgono interior
é de 60 cm. Calcula o volume de terra que encheria unha xardineira por
completo.

41. Unha habitacion ten forma de ortoedro e as suas dimensions son
directamente proporcionais aos numeros 2, 4 e 8. Calcula a area total e o
volume se ademais se sabe que a diagonal mide 18.3 m.

42, Un ortoedro ten 0.7 dm de altura e 8 dm? de area total. A sUa

lonxitude é o dobre da sua anchura, cal é o seu volume?

43. Se o volume dun cilindro de 15 cm de altura é de 424 cm?, calcula o radio da base do cilindro.
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Xeometria. 42B da ESO

44. Instalaron na casa de Xoan un depdsito de auga de forma cilindrica. O diametro da base mide 2
metros e a altura é de 3 metros. a) Calcula o volume do depésito en m3. b) Cantos litros de auga
caben no depésito?

45. Un envase dun litro de leite ten forma de prisma, a base é un cadrado que ten 10 cm de lado. a) Cal
é, en cm3, o volume do envase? b) Calcula a altura do envase en cm.

46. Unha circunferencia de lonxitude 18.84 cm xira arredor dun dos seus didametros
xerando unha esfera. Calcula o seu volume.

47. Unha porta mide 1.8 m de alto,70 cm de ancho e 3 cm de espesor. O prezo da
instalacion é de 100 € e cbrase 5 € por m? en concepto de vernizado, ademais do
custe da madeira, que é de 280 € cada m3. Calcula o custe da porta se s6 se realiza
o vernizado das duas caras principais.

48. A auga contida nun recipiente conico de 21 cm de altura e 15 cm de didmetro da
base vértese nun vaso cilindrico de 15 cm de didmetro da base. Ata que altura chegard a auga?

49. Segundo Arquimedes, que dimensidns ten o cilindro circunscrito a unha esfera de 7 cm de radio que
ten a sla mesma area? Calcula esta area.

50. Cal é o volume dunha esfera na que a lonxitude dunha circunferencia mdxima é 251.2 m?

51. Calcula a drea lateral e o volume dos seguintes corpos xeométricos

!

XX

10cm

KHRA

XX

\/

2cm
5cm

7cm

..........

A base é cadrada Tetraedro de 5 cm de aresta Pirdmides construidas no
Octaedro de 6 cm de aresta interior dunha estrutura cubica

de 5 dm de aresta.

53. Na construcion dun globo aerostatico esférico dun metro de radio emprégase lona que ten un custe
de 300 €/m?. Calcula o importe da lona necesaria para a sta construcién.

54. Calcula o radio dunha esfera que ten 33.51 dm? de volume.
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55. 0 Atomium é un monumento de Bruxelas que reproduce unha
molécula de ferro. Consta de 9 esferas de aceiro de 18 m de
diametro que ocupan os vértices e o centro dunha estrutura
cubica de 103 m de diagonal realizada con cilindros de 2 metros de
diametro. Se utilizamos unha escala 1:100 e tanto as esferas como

os cilindros son macizos,
necesitaremos?

cantidade de material

56. Pintouse por dentro e por féra un depdsito sen tapa de 8 dm de
alto e 3 dm de radio. Tendo en conta que a base sé se pode pintar
por dentro, e que se utilizou pintura de 2 €/dm?, canto difieiro

custou en total?

57. Unha piscina mide 20 m de longo, 5 m de ancho e 2 m de alto.

a. Cantos litros de auga son necesarios para enchela?

b. Canto custard recubrir o chan e as paredes con PVC se o prezo é de 20 €/ m??

40cm ..
2[.].”" et .__N:‘I_E}cm

-1[]1r|f|\ J I 45cm

Tocm

¥ = 80-5|r_]f-.._

]

“““BOem

58. Cal das duas cambotas extractoras da figura
esquerda ten un custe de aceiro inoxidable menor?

59. Nunha vasilla cilindrica de 3 m de diametro e que
contén auga introducese unha bdla. Cal é o seu volume se
despois da inmersion sobe 0.5 m o nivel da auga?

60. O prezo das tellas é de 12.6 €/m?. Canto custard
retellar unha vivenda cuxo tellado ten forma de piramide
cuadrangular regular de 1.5 m de altura e 15 m de lado da
base?

61. Enrolase unha cartolina rectangular de lados 40 cm e 26 cm formando cilindros das duas formas
posibles, facendo coincidir lados opostos. Cal dos dous cilindros resultantes

ten maior volume?

62. Cada un dos cubos da figura ten 2 cm de aresta. Cantos hai que engadir
para formar un cubo de 216 cm? de volume?

63.Un tubo de ensaio ten forma de cilindro aberto na parte superior e
rematado por unha semiesfera na inferior. Se o radio da baseéde 1cmea
altura total é de 12 cm, calcula cantos centilitros de liquido caben nel.

64. O lado da base da pirdmide de Keops mide 230 m, e a sUa altura 146 m. Que volume encerra?

65. A densidade dun tapdn de cortiza é de 0,24 g/cm?3, canto pesan mil tapdns se os didmetros das suas
bases miden 2.5cm e 1.2 cm, e a sUa altura 3 cm?

66. Comproba que o volume dunha esfera é igual ao do seu cilindro circunscrito menos o do cono de

igual base e altura.

67. Calcula o volume dun octaedro regular de aresta 2 cm.

68. Construe en cartolina un prisma cuadrangular regular de volume 240 cm?, e de érea lateral 240 cm?.
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69.

70.

71.

72.

73.

74,

75.

O cristal dun farol ten forma de tronco de cono de 40 cm de altura e bases de radios 20 e 10 cm.
Calcula a sua superficie.

Un bote cilindrico de 15 cm de radio e 30 cm de altura ten no seu interior
catro pelotas de radio 3.5 cm. Calcula o espazo libre que hai no seu r
interior. §

Un funil cénico de 15 cm de diametro ten un litro de capacidade, cal é a sua
altura?

Nun depésito con forma de cilindro de 30 dm de radio, unha billa verte 15 litros de auga cada
minuto. Canto aumentara a altura da auga despois de media hora?

A lona dun parasol aberto ten forma de pirdmide octogonal
regular de 0.5 m de altura e 40 cm de lado da base. Fixase un
mastro no chan no que se encaixa e o vértice da pirdmide queda
a unha distancia do chan de 1.80 m. No momento no que os
raios de sol son verticais, que drea ten o espazo de sombra que
determina?

Unha peixeira con forma de prisma recto e base rectangular énchese con 65 litros de auga. Se ten
65 cm de longo e 20 cm de ancho, cal é a sua profundidade?

Nun xeado de cornete, a galleta ten 12 cm de altura e 4 cm didametro. Cal é a sua superficie? Se o
cornete estd completamente cheo de xeado e sobresae unha semiesfera perfecta, cantos cm?de
xeado contén?

Iniciacion a Xeometria Analitica

76.
77.
78.
79.
80.
81.

82.

83.

84.

85.

Calcula a distancia entre os puntos A(7, 3) e B(2, 5).

Calcula a distancia entre os puntos A(7, 3, 4) e B(2, 5, 8).

Calcula a lonxitude do vector de compofientes u = (4, 5).

Calcula a lonxitude do vector de compoiientes u = (4, 5, 0).

O vector u = (4, 5) ten a orixe no punto A(3, 7). Cales son as coordenadas do seu punto extremo?

O vector u = (4, 5, 2) ten a orixe no punto A(3, 7, 5). Cales son as coordenadas do seu punto
extremo?

Debuxa un cadrado de diagonal o punto A(2, 3) e C(5, 6). Que coordenadas tefien os outros vértices
do cadrado? Calcula a lonxitude do lado e da diagonal do cadrado.

Debuxa un cubo de diagonal A(1, 1, 1) e B(4, 4, 4). Que coordenadas tefien os outros vértices do
cubo? Xa sabes, son 8 vértices. Calcula a lonxitude da aresta, da diagonal dunha cara e da diagonal
do cubo.

Sexa X(x, y) un punto do plano e A(2, 4), escribe a expresion de todos os puntos X que distan de A
unha distancia 3.

Sexa X(x, y, z) un punto do espazo e A(2, 4, 3), escribe a expresidén de todos os puntos X que distan
de A unha distancia 3.

Mat. orientadas ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitulo 9: Xeometria Autoras: Milagros Latasa Asso e Fernanda Ramos Rodriguez

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Javier Rodrigo, Fernanda Ramos e David Hierro
www.apuntesmareaverde.org.es — llustracidns: Milagros Latasa/Banco de Imaxes de INTEF




86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.
94,

Escribe a ecuacidon paramétrica da recta que pasa polo punto A(2, 7) e ten como vector de direccion
u = (4, 5). Represéntaa graficamente.

Escribe a ecuacién da recta que pasa polos puntos A(2, 7) e B(4, 6), de forma explicita, implicita e
paramétrica. Represéntaa graficamente.

Escribe a ecuacién da recta que pasa polos puntos A(2, 4, 6) e B(5, 2, 8), de forma explicita, e como
interseccion de dous planos.

No cubo de diagonal A(1, 1, 1) e B(5, 5, 5) escribe as ecuacions dos planos que forman as suas caras.
Escribe tamén as ecuacions de todas as suas arestas e as coordenadas dos seus vértices.

Xx=0
Escribe a ecuacidn do cilindro de eixe 0 e radio 3.

Escribe a ecuacion da esfera de centro A(2, 7, 3) e radio 4.
X=5+t
Escribe a ecuacién do cilindro de eixe, a recta y=1 eradio2.
z2=2
Escribe a ecuacién da circunferencia no plano de centro A(3, 7) e radio 3.

Ao cortar un certo cilindro por un plano horizontal tense a circunferencia do exercicio anterior.
Escribe a ecuacidn do cilindro.

Mat. orientadas ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitulo 9: Xeometria Autoras: Milagros Latasa Asso e Fernanda Ramos Rodriguez

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Javier Rodrigo, Fernanda Ramos e David Hierro

www.apuntesmareaverde.org.es

llustracidns: Milagros Latasa/Banco de Imaxes de INTEF




AUTOAVALIACION

1. As lonxitudes dos lados do triangulo de vértices A(2, 2), B(1, 4) e C(0, 3) son:

a)2,5,5 b) V2, 5,5 05,2, 2 d) V2,43, 5

2. No triangulo rectangulo de catetos 3 e 4 cm multiplicanse por 10 todas as suas lonxitudes. A area do
novo triangulo é:
a) 6 m? b) 6 dm? c) 60 cm? d) 0.6 m?

3. Aaltura dun prisma de base cadrada é 20 cm e o lado da base é 5 cm, a sUa area total é:
a) 450 cm? b) 45 dm? c) 425 cm? d) 0.45 m?

4. Un depdsito de auga ten forma de prisma hexagonal regular de 5 m de altura e lado da base 1 m. O
volume de auga que hai neles:

a) 602 m3 b) 45v/2 m3 c) 30 000v2 dm3 d) 7.5v/3 m3

5. O tellado dunha caseta ten forma de pirdmide cuadrangular regular de 0.5 m de altura e 1000 cm de
lado da base. Se se precisan 15 tellas por metro cadrado para recubrir o tellado, utilizanse un total
de:

a) 1 508 tellas. b) 150 tellas. c) 245 tellas. d) 105 tellas.

6. Unha caixa de dimensidns 30, 20 e 15 cm, esta chea de cubos de 1 cm de aresta. Se se utilizan todos
para construir un prisma recto de base cadrada de 10 cm de lado, a altura medira:
a)55cm b) 65 cm c)75cm d) 90 cm

7. O radio dunha esfera que ten o mesmo volume que un cono de 5 dm de radio da base e 120 cm de
altura é:

a) 5+v/3dm b) ¥/75dm ¢) 150cm d) 3/2 250cm

8. Distribuense 42.39 litros de disolvente en latas cilindricas de 15 cm de altura e 3 cm de radio da
base. O numero de envases necesario é:

a) 100 b) 10 c) 42 d) 45

9. A ecuacion dunha recta no plano que pasa polos puntos A(2, 5) e B(1, 3) é:
a)y=-2x+1 b)3y—2x=1 y=2x+1 d)y=-2x+09.

10. A ecuacién da esfera de centro A(2, 3, 5) e radio 3 é:
a)xX?=2x+y*-3y+72-52+29=0 b) x> —4x +3y>?—6y +522-10z+29=0

Q) X2 —Ax+y?—6y+22—10z+38=0 d) x> —4x +y?>—6y + 22— 10z + 29 = 0.
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Resumo

Un dos conceptos mdis importantes que aparecen nas Matematicas é a idea de funcidn. Intuitivamente,
unha funcidn é calquera proceso polo que se transforma un nimero noutro. Mais formalmente, unha
funcién f é unha correspondencia que a un numero x lle asigna un Unico numero y, tal que y = f(x).

Non é dificil encontrar exemplos de funciéns. O espazo percorrido en funcién do tempo, o peso dunha
persoa en funcién da sua altura, o que pagamos de teléfono en funcién dos minutos que falamos.

Neste capitulo aprenderemos como tratar de maneira rigorosa a idea intuitiva de funcién e como
estudar as funciéns. Veremos como describir as suas caracteristicas e estudaremos a maneira de facer
un modelo matematico dalgunhas situacidns da vida real que nos axude a tomar mellores decisiéns.
Practicamente calquera situacidén real pode ser estudada con axuda de funciéns. Temos pois moito
campo...
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1. FUNCIONS REAIS

1.1. Concepto de funcion

Unha funcion é unha relacidn ou correspondencia entre ddas magnitudes, tales que a cada valor da
variable independente, x, lle corresponde un sé valor da dependente, y.

Para indicar que a variable (y) depende ou é funcién doutra, (x), Usase a notacion y = f(x), que se le “y é
funcion de x”.

As funcions son como maquinas as que se lles mete un elemento, x, e devolve outro valor, y = f(x). Por
exemplo, na funcidn f(x) = x2, introdlcense valores de x, e devdlvenos os seus cadrados.

E MOI IMPORTANTE que tefiamos un sé valor de y (variable dependente) para cada valor de x (variable
independente). En caso contrario non temos unha funcion.

As funciéns introducironse para estudar procesos. Se facendo o mesmo nos poden sair cousas distintas,
non se pode estudar do mesmo modo.

Exemplos:

+ Pensemos na factura de teléfono. Se sabemos cantos minutos falamos (supofiendo, claro, que
custen o mesmo todos) tamén sabemos canto nos toca pagar. O difieiro que pagamos é funcion
do tempo.

* Imos ao casino e apostamos a vermello ou negro. Se apostamos un euro, podemos gafar dous
ou non gafiar nada. Se dicimos canto apostamos non sabemos canto imos gafiar. Polo tanto, as
ganancias nun casino non son unha funcion da aposta.

Actividades resoltas
+ Indica se as seguintes situacidns representan unha funcién ou non:
a. O espazo percorrido por un coche e o tempo.
b. As ganancias na Bolsa en funciéon do investido.

c. O cadrado dun nimero.

Solucion:
Son funciéns a) e ¢). O b) non o é porque non sabemos canto gafiamos.
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1.2. Grafica dunha funcion

En moitas ocasidns, a maneira mais sinxela de ver como se comporta unha funcion é debuxala no plano
cartesiano. Imos recordar moi brevemente que era o plano cartesiano (cartesiano, vén de Cartesio, que
era o nome co que asinaba o seu inventor, René Descartes).

Un sistema de referencia cartesiano consiste en duas rectas numéricas perpendiculares chamadas
eixes. O punto no que se cortan os eixes € a orixe do sistema, tamén chamada orixe de coordenadas.

Eixe de ordenadas

Normalmente representamolo cun eixe vertical e o outro o
horizontal. Ao eixe horizontal denominamolo eixe de oo 8 primeiro
. . . . egundo
abscisas ou tamén eixe X e ao vertical eixe de ordenadas ou Cuadrante \ Cuadrante
eixe Y.
Eixe/de abscisas ? Orixe de coordenadas

Ao cortdrense os dous eixes, o plano queda dividido en - = ® & 2 oz & 5 & W
catro zonas que se coflecen como cuadrantes: 2
- Primeiro cuadrante: Zona superior dereita. Ferceiro . Cuarto

. Cuadrant Cuadrante
- Segundo cuadrante: Zona superior esquerda. vadrame .,
- Terceiro cuadrante: Zona inferior esquerda. .
- Cuarto cuadrante: Zona inferior dereita. Sistema de referencia cartesiano

Para representar puntos, sé hai que recordar que a primeira compofiente (ou abscisa) é x, polo que
debe ir ao eixe X (eixe de abscisas). A segunda compofiente (ou ordenada) é y, polo tanto vai ao eixe Y
(eixe de ordenadas).

O sentido positivo é @ dereita e arriba. Se algunha das compofientes é negativa, enton coldcase en
sentido contrario.

Para representar unha grafica, o que debemos facer é simplemente tomar valores (x, y) ou, o que é o
mesmo (x, f(x)) posto que y = f(x). Logo unimolos, ben con lifias rectas, ben axustando “a ollo” unha lifia
curva. Naturalmente agora aparécennos duas cuestions:

e Cantos valores hai que dar?

e (Que valores lle damos?

En xeral, non hai unha resposta clara a esas preguntas, aparte da obvia “canto mais, mellor”. Se unha
grafica se debuxa con ordenador, normalmente daselle un intervalo e o nimero de valores que
queremos que represente. Tipicamente un ordenador da MOITOS valores: 500, 1 000...

Exemplo:

* Debuxamos a funcién y = x? no intervalo [-2, 2] cun ordenador (este debuxo estd feito co
programa Octave que é cédigo aberto e podes descargar libremente).
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Facemos duas graficas, unha dando 5 valores e a outra 500. Observa a diferenza entre os dous debuxos.
Observa tamén que o ordenador une os puntos con segmentos de rectas.

Debuxo con 5 valores Debuxo con 500 valores

1 1 1 1

-2-15-1-05 0 0% 1 15 2 -2-15-1-05 0 05 1 15 2

Actividade resolta

1
x> +1

& Debuxar a funcion f(x)=

Madis tarde indicaremos os valores que é recomendable tomar. De momento, limitarémonos a dar

uns poucos e unir puntos. Por ningunha razén en especial tomamos —4, —1, 0, 1 e 4. Recordemos
1 1 .
= = — = (0.06. Obtemos entén a
(-4)2+1 16+ 1 17
taboa de valores e basta unir os puntos (dandolles “a ollo” un pouco de curva).

gue ao substituir usanse SEMPRE parénteses. Asi

-4 0.06 L
b (0, 1)
-1 0.5
(1, 0.5
0 1 (-4, 0.06) ¢l 5 _(4,008)
4 3 2 k1 ] 1 2 3 4

1 0.5

4 0.06

Unha cuestidon a destacar das gréficas é o feito de que, directamente a partir dun debuxo, podemos ver
se corresponde a unha funcién ou non. Para velo, basta fixarse en se hai algun valor de x que
corresponda a mais dun valor de y. Se non o hai, é unha funcién. Observamos que o exemplo anterior é
unha funcion.
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Actividade resolta

#+ Indica cales das seguintes representacions corresponden & grdfica dunha funcion:

a) b)

A grafica a) é unha funcién. A grafica b) non o é porque, por exemplo, o punto x = 0 ten dous
valores de y.

1. Das seguintes graficas indica cales delas corresponden a funcidns.

B A 9

/

1 S o

1.3. Diferentes maneiras de expresar unha funcidn

Recordemos, unha vez madis, que unha funcién é a descricion de como se relacionan dias magnitudes.
Asi pois, esta descricion podemos sabela de varias maneiras.

Funcidns dadas por taboas

Probablemente, a maneira mais sinxela na que se pode dar unha funcién é cunha taboa de valores. E
ademais a maneira mais experimental: observamos un proceso e medimos as cantidades que nos saen.
Asi temos unha idea de como se relacionan.

Debuxar a sua grafica non pode ser mais sinxelo. Basta pofier os puntos e, no seu caso, unilos.

Exemplo:

4 Soltamos unha pelota desde 10 m de altura e medimos o espazo percorrido (en sequndos).
Obtemos entdn a tdboa seguinte:

0 0.2 0.5 0.8 1 1.2 1.4 1.43

0 0.2 1.13 3.14 4.9 7.06 9.16 10.00
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E moi sinxelo debuxar a sua grafica. Basta representar os puntos e unilos (esta
grafica esta feita co programa Xeoxebra, tamén de cédigo aberto):

(1.43, 10)
(1.4, 9.16)

Date conta que ten sentido “encher” o espazo entre puntos. Ainda que non o
tefiamos medido, a pelota non pode teletransportarse, polo que seguro se
pode falar de onde esta no instante 0.7, por exemplo. E, obviamente, o espazo
percorrido estara entre 1.13 (que corresponde a 0.5 segundos) e 3.14 (que (0.8, 3.14)
corresponde a 0.8 segundos).

A cuestiéon que formulamos é a seguinte: é sempre asi? Pode haber funcidns
onde non TENA SENTIDO pofier valores intermedios?

A pouco que penses, daraste conta de que si as hai.

Vexamos un exemplo:

Exemplo:

4+ Nunha libraria puxeron a seguinte tdboa co prezo das fotocopias, dependendo do nimero de
copias:

Ne de copias 0 1 2 3 4 5 6 7
Prezo (euros) I 005 | 01 | 015 | 02 | 02 | 024 | 028

Pédese construir a representacion
grafica debuxando estes puntos.

0.3 4

A cuestion de se podemos debuxar J7.0%)
. . (6, 0.24)

puntos intermedios entre  os ¢

anteriores respondese por si soa. 02

4,02 5,02
2 ) .{ )

(3, 0.15)
O

Non se poden facer 1.5 copias. SO
podes facer un numero enteiro de | o
copias. 41009

(2,0.1)
.

Polo tanto, non ten sentido pensar 04(0.0)
sequera dar valores intermedios nin

debuxalos.
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Funcions dadas por unha expresion

En moitisimas ocasidons sabemos suficiente da relacién entre duas magnitudes como para cofiecer
exactamente unha expresion que as relaciona. Imos empezar cun exemplo.

Exemplo:

+ Volvamos ao caso que vimos antes, onde soltabamos unha pelota.

Non precisamos medir os tempos e os espazos. E un corpo en caida libre e

’ . . 10+
polo tanto o que en Fisica se chama movemento uniformemente acelerado.

1 , . . .
Neste caso e :Eat2 onde e é o espazo, t é o tempo e a é a aceleracion.
Ademais, a é cofiecida pois € a gravidade, é dicir, 9.8 m/s2.

Polo tanto, as duas magnitudes, espazo e tempo, estdn relacionadas pola 6
. 1 - T o
ecuacién e = 59.8t2. En Matematicas é mais usual pofier x e y, polo que

. 1 .
seriay = 59.8x2 pero é exactamente o mesmo. a-

E, como temos todos os puntos que queiramos, podemos debuxar a funcién
sen ninguln problema cos seus puntos intermedios. Ou indicarlle a un >
ordenador que a debuxe.

O resultado, naturalmente, é o mesmo. o

2. Un ciclista bebe 1/2 litro de auga cada 10 km de percorrido. Se no coche de equipo levan un
bidon de 40 litros, fai unha taboa que indique a sua variacién e escribe a funciéon que a
representa.

3. Un ciclista participa nunha carreira percorrendo 3 km cada minuto. Tendo en conta que non
partiu da orixe senén 2 km por detrds representa nunha tdboa o percorrido durante os tres
primeiros minutos. Escribe a funcidn que expresa os quildémetros en funcién do tempo en
minutos e debuxaa.

Funcions definidas a anacos

+ Pensa na seguinte situacién para a tarifa dun teléfono mébil. Pdgase un fixo de 10 € ao mes e
con iso son gratis os 500 primeiros minutos. A partir de ai, pdgase a 5 céntimos por minuto.

E evidente que é diferente o comportamento antes de 500 minutos e despois.

Unha funciéon definida a anacos é aquela que vén dada por unha expresién distinta para diferentes
intervalos.

10 + 0.05(x — 500) x > 500

10, x <500°

Vexamos brevemente por que. Para valores menores que 500, o gasto é sempre 10 €. Para valores
maiores, os minutos que gastamos POR RIBA DE 500 son (x — 500) e polo tanto o que pagamos polos
minutos é 0.05(x — 500) pois medimolo en euros. Hai que sumarlle os 10 € que pagamos de fixo.

No exemplo anterior, é facil ver que f(x) = {
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4. Representa as seguintes funcidns a anacos. Indicanse os puntos que tes que calcular.
Xx—1, si x<-=3
a. fX)=4-x+1, si 3<x<0 Puntos:—5, —3.1, -3, -1, —0.1, 0, 1.
3, si 0<x<w

1.

—, Sl Xx<-2
X -

b.g(X)=<3, si 2<x<1 Puntos: =3, -2.1,-2,0, 0.9, 1, 4, 9.

\/;, si 1<x

1.4. Dominio e percorrido dunha funcidén

Ata agora non nos preocupamos de que valores poden ter o x e o y. Pero é evidente que non sempre
poden tomar todos os valores da recta real. Por exemplo, se unha funcion nos da a altura con respecto
do peso non imos poder ter valores negativos. Para iso existen os conceptos de dominio e percorrido.

O dominio dunha funciéon é o conxunto de valores que a variable independente (x) pode tomar.
Escribese Dom f ou Dom (f).

O percorrido ou rango dunha funcidon é o conxunto de valores que a variable dependente (y) pode
tomar. Escribese Rgf ou Rg (f).

Normalmente, o percorrido é mais directo de calcular. Simplemente, miramos a grafica e vemos que
valores pode tomar a variable dependente (y).

O dominio soe ser un asunto bastante mais complicado. En xeral, existen duas razéns polas que un
valor de x non pertenza ao dominio.

1. A funcién non ten sentido para eses valores. Por exemplo, se temos unha funcién que represente o
consumo de electricidade a cada hora do dia, é evidente que x debe estar entre 0 e 24. Un dia ten
24 horas!! De ningunha maneira podemos falar sequera do que gastamos na hora 25.

2. A operacion que nos da f(x) non pode facerse. Por exemplo, non se pode dividir entre 0, polo que a

1
funcién f(x) =— ten como dominio o conxunto {x € R; x # 0}, é dicir (—eo,0) U (0, +o0).
X

O primeiro caso vén dado pola aplicacién practica e o noso sentido comun. O segundo é o que ten mais
dificultade e por iso imos dedicarlle un pouco mais de tempo.
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Calculo de dominios
Existen duas operacidns que non estan permitidas.
a. Dividir entre 0.

b. Facer raices cadradas ou de indice par de nimeros negativos. Ten en conta que a raiz cadrada de 0 Sl
esta definida (vale 0).

En capitulos futuros veremos algunha operacién mais pero, por agora, so esas duas operaciéons. Imos
ver un método sistematico para calcular o dominio.

Método para calcular o dominio
Enmarca TODAS as operaciéns problematicas.
Para TODAS esas operacidns, formula unha ecuacién igualandoa a 0. Resolve esta ecuacion.

Representa nunha recta todas as solucidns de todas as ecuacions.

o =

Da valores & funcion. Un valor en cada intervalo e os valores limite. Se a operacién se pode facer, é
gue o punto ou o intervalo pertence ao dominio. Se non, pois non. Podes ver se unha operacién
vale, ou non, facéndoa coa calculadora. Se sae erro, é que non se pode. Marca cun X os valores que
non valen e cun tick (V) se se poden facer.

5. Representa a solucion con intervalos. Se o punto do extremo esta, é un corchete como [] e se non,
unha paréntese.

Asi visto, pode parecer un pouco complicado. Imos ver un par de exemplos.
Actividades resoltas

#+ Calcula o dominio das seguintes funciéns:

a. X++/2x+4

1

VX+2 -1

Apartado a

b.

Imos seguir o procedemento punto por punto.
1. O unico posible problema é a raiz cadrada de 2x+4

Igualamos a 0 e resolvemos: 2X+4=0=2X=-4=>Xx=-2

2
3. Representamos na recta os valores.
4

Temos que dar un valor a esquerda de —2, o valor —2 e un valor a dereita. Por exemplo,0—-3,0-2 e
o0 0. Marcdmolos na recta

X -2 0

E valido? Sl Sl

5. O dominio é [—2, +2°) (o infinito SEMPRE ¢é aberto, nunca chegamos).
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Apartado b

1. Temos dous posibles problemas. A raiz cadrada de X+2 e o denominador v X+2 —1.

2. Temos que igualar os DOUS a cero. X+2=0=>x=-2.

Por outra parte VvX+2—-1=0=+/X+2 =1. Elevando ao cadrado x + 2 = 1> = x = —1.

3. Representamos na recta os valores.

. 8

4. Temos que dar un valor & esquerda de —2, o valor —2; un valor entre —2 e —1, o valor —1 e un valor &
dereita de —1. Por exemplo, 0 —3, 0 -2, 0 —1.5, 0 —1 e 0 0. Marcamolos na recta

E valido? SI | SI | NON | sI

5. Odominioé[—2,—1) U (—1, +°°).

5. Indica o dominio das seguintes funcidns:

2) by /X + ——
X2_4 X+2

6. Indica o dominio e o percorrido das seguintes funcidns:

¢) y=+v2+x

7. Representa as seguintes funcions e indica o seu dominio e percorrido:

x—1

_(x se x€[-30) _(—x sex€ [-2,1]
a) f(x) = b) g(x) =
2,sex€ [0 2] x, sex€ (1,2]
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2. CARACTERISTICAS DUNHA FUNCION

Recorda que: En terceiro xa estudiaches as caracteristicas dunha funcién. E moi importante. Por iso
imos insistir nisto.

2.1. Continuidade

Intuitivamente, unha funcién é continua se a sua grafica se pode debuxar sen levantar o lapis do papel.
En caso contrario, producense “saltos” en determinados valores da variable independente que reciben
o nome de descontinuidades.

Unha descontinuidade pode ser de tres tipos:

1. Evitable: Na funcién sé “falla” un punto, que “non esta onde deberia
estar”. Mais formalmente, se nos aproximamos ao punto pola dereita e :
pola esquerda, aproximamonos a un valor que non é o da funcién. Neste
caso, a funcion seria continua sen mais que cambiar a definicidon da ;
funcién no punto que nos da problemas. T3

Descontinuidade evitable enx =2

el ?-2+2 z#2
ek =y 3 e

2. De salto finito: Nun punto, a funcién ten dlas ramas diferentes a dereita ] &
e a esquerda do punto. Estas ramas aproximanse a valores distintos (pero A {2
finitos) para cada lado. O punto de descontinuidade pode estar nunha
calquera das ramas ou mesmo féra delas. D& o mesmo, a
descontinuidade segue sendo de salto finito.

Descontinuidade de salto finitoenx =1

3. De salto infinito: Como no salto finito, nun punto a funcién ten duas
ramas diferentes. Pero neste caso, polo menos unha das duas ramas
(posiblemente as duas) faise inmensamente grande ou inmensamente
negativa (en termos mais informais “vaise a infinito”). T &

Descontinuidade de salto infinito en v =—1

Actividades resoltas

+ Indica nestas funciéns o/os valor/es da variable independente onde se produce a
descontinuidade e indica o tipo de descontinuidade.

8 7 % %4321 A 2 3 468 € 78

/{2

!

Salto infinito en x = -1 Salto finito en x = -1
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2.2. Monotonia: Crecemento e decrecemento, maximos e minimos
As seguintes definicidns quizais che resulten cofiecidas de 32 de ESO.

Unha funcion é constante nun intervalo cando tome o valor que tome a variable independente, a
dependente toma sempre o mesmo valor. En simbolos, x; < x, = f(x;) = f(x,), para todo x1 e x,.

Unha funcién é estritamente crecente nun intervalo cando ao aumentar o valor da variable
independente aumenta tamén o da dependente. En simbolos x; < x, = f(x;) < f(x,), para todo x; e
X2.

Unha funcion é crecente (en sentido amplo) nun intervalo se é estritamente crecente ou constante. En
simbolos x; < x, = f(x;) < f(x,), para todo x; e x,. Pode tamén dicirse que, ao aumentar o valor da
variable independente, o valor da dependente non diminue.

Unha funcién é estritamente decrecente nun intervalo cando ao aumentar o valor da variable
independente diminde tamén o da dependente. En simbolos x; < x, = f(x;) > f(x,), para todo x1 e
X2.

Unha funcidon é decrecente (en sentido amplo) nun intervalo se é estritamente decrecente ou
constante. En simbolos x; < x, = f(x;) = f(x,) para todo x1 e x,. Pode tamén dicirse que, ao
’

aumentar o valor da variable independente, o valor da dependente non aumenta.

Unha funcidon é estritamente monétona nun intervalo cando é estritamente crecente ou decrecente
nese intervalo.

Unha funcion é monétona (en sentido amplo) nun intervalo cando é crecente ou decrecente (en
sentido amplo) nese intervalo.

Como indican as definiciéns, a monotonia ou non dunha funciéon ddse nun intervalo, é dicir, para un
conxunto de numeros reais. Polo tanto, unha funciéon pode ser crecente para unha serie de valores,
para outros ser decrecente ou constante, logo pode volver ser crecente ou decrecente ou constante...

Exemplos:

* Nas funcions sequintes estuda o crecemento e o decrecemento.

CONSTANTE atax=1

RECENTE -1 DECRECENTE ata x = 2 CRECENTE atax =0

CRECENTE sempre  CRECENTE desde x
CRECENTE (EN SENTIDO DECRECENTE desde x =2  DECRECENTE desde x =0

AMPLO) sempre
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Extremos: maximos e minimos

Unha funcién presenta un maximo relativo nun punto cando a imaxe da funcién nese punto é maior
gue en calquera dos valores que estan ao seu arredor (no seu entorno). Se, ademais, a imaxe é maior
gue en calquera outro punto da funcién, dise que a funcién acada un maximo absoluto nel.

Unha funcién presenta un minimo relativo nun punto cando a imaxe da funciéon nese punto é menor
gue en calquera dos valores que estan ao seu arredor (no seu entorno). Se, ademais, a imaxe € menor
gue en calquera outro punto da funcion, dise que a funciéon acada un minimo absoluto nel.

Se unha funcién presenta un mdximo ou un minimo nun punto, dise que ten un extremo nese punto,
gue podera ser relativo ou absoluto.

Exemplo:

Maximo absoluto

Minimo relativo
non absoluto

0 2 4
Minimo absoluto

2.3. Curvatura: concavidade, convexidade e puntos de inflexion

Unha funcién é convexa se ao unir dous puntos da sua grafica o segmento queda por enriba desta
grafica. Dise concava se ao facer a mesma operacion queda por debaixo. Un punto onde se cambia de
concava a convexa ou viceversa chamase punto de inflexion.

Unha imaxe vale mais que mil palabras. Asi que imos debuxar os catro tipos de funciéns que temos:

Crecente convexa Decrecente convexa

Crecente concava

Decrecente concava

Podes comprobar facilmente que se cumpre a definicidn. Se unes dous puntos, o
segmento que forman estd por enriba ou por debaixo da grafica, segundo
corresponde. Aqui & dereita podes ver un exemplo cun tramo decrecente e
convexo. Observa como o segmento queda por enriba da grafica da funcion.
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2.4. Simetrias

Unha funcidn par é aquela na que se obtén o mesmo ao substituir un nimero e o seu oposto:

f(—x)=f(x)

Esta propiedade traducese en que a funcién é simétrica respecto ao eixe de ordenadas, é dicir, se
dobramos o papel por este eixe, a grafica da funcidon coincide en ambos os lados.

Exemplo:

+ A funcién cuadrdtica f(x)=x* épar: |

L W7 W ——

Unha funcién impar é aquela na que se obtén o oposto ao substituir un nimero e o seu oposto:
fF(=x)=-1(x)

Esta propiedade traducese en que a funcidn é simétrica respecto a orixe de coordenadas, é dicir, se
trazamos un segmento que parte de calquera punto da grafica e pasa pola orixe de coordenadas, ao
prolongalo cara ao outro lado encontraremos outro punto da grafica @ mesma distancia.

Exemplo:
A funcion de proporcionalidade inversa

f(x) _1 é impar porque:
X
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2.5. Periodicidade

Unha funcidén periddica é aquela na que as imaxes da funcidn se repiten conforme se lle engade &
variable independente unha cantidade fixa chamada periodo.

Exemplo:

E moi claro que a seguinte funcién é periédica de periodo 2. Observa que o periodo se pode medir
entre dous “picos” ou entre dous “vales”. De feito pdédese medir entre dous puntos equivalentes
calquera.

Periodo

Periodo

2.6. Comportamento no infinito

O infinito é, por propia definicion, inacadable. Pero dinos moito dunha funcién saber como é para
valores moi grandes. Por iso se recomenda, ao debuxar unha grafica, dar un valor (ou varios) positivo
moi grande e un valor (ou varios) moi negativo.

Nalgunhas funciéns simplemente ocorre que obtemos valores moi grandes e “nos saimos da taboa”. Isto
simplemente danos unha idea de cara a onde vai a funcién.

Pero noutras, e isto é o interesante, aproximamonos a un namero finito. Iso significa que, para valores
moi grandes de x, a funcidn é aproximadamente unha recta horizontal. Esta recta chamase asintota.

Actividade resolta

x? +2
X~ +1

+ Debuxa a funcién f(x) = dando valores moi grandes e moi negativos.

Damos valores moi grandes e vemos que nos aproximamos a 1:

2 2 2
£(10) = 222 =1.0099, £(100) = ———= = 1.0001, f(1 000) = === = 1.000001
Se damos valores moi negativos, pasa 0 mesmo:
_ (F10%+2 _ _ (C100%+2 _
f(=10) = =nrTh 1.0099, f(—100) = Clooirl 1.0001,
(—1000)% +2
—1000) = = 1.000001

f ) (—=1000)2 +1

Poderiamos ter visto directamente que os valores ian ser os mesmos porque a funcién é
claramente par f(—x) = f(x) e, polo tanto, f(—10) = f(10), f(—=100) = f(100), etc.

Iso danos unha idea de que a recta 4 que nos aproximamos (asintota) é a recta horizontal y = 1.
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Imos dar uns valores mais e debuxamos a funcidn. Os valores negativos son iguais que os positivos.
Redondeamos 1.0099 a 1.01

X -10 -2 0 2 10
y 1.01 1.2 2 1.2 1.01
(0, 2)
R I — (:2 ________________ ( ?'_1_2_) ______ (10, 1.01)
y=1
0
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10

Observa a lina horizontal que é a asintota debuxada en vermello a trazos.

2.7. Recompilatorio

Imos repasar o que vimos ata agora e como utilizalo para as duas cuestiéns mais importantes deste
capitulo.

Como debuxar unha funcion

Debuxar unha funcién é esencialmente unir puntos. Imos, de todas maneiras, a repasar os diferentes
casos.

1. Primeiramente miramos se a funcién estd definida por unha tdboa ou por unha expresién. Se é unha
tdboa non hai nada que facer mais que debuxar e (se tefien sentido os valores intermedios) unir os
puntos que nos dean e rematamos. Pasamos nese caso ao paso 2.

2. Se estd definida por pedazos, damos o punto ou puntos onde cambia a definicién e alglns puntos

préximos. Tipicamente o punto critico +0.1 e —0.1. Por exemplo, se cambia en 1, dariamos 1, 0.9 e
1.1.

3. En xeral, intentamos dar un valor moi grande e outro negativo, moi grande en valor absoluto. Se
vemos que se estabiliza, pofiémolos, é unha asintota.

4. Damos dous ou tres puntos mais calquera.

5. Unimos os puntos (se tefien sentido os valores intermedios).

8. Indica o dominio e percorrido das seguintes funciéns e debulxaas:

1 1
—— b. X+ c. x* —=3x
2X+6 3x-6
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Como describir unha funcion

Se nos dan a grafica dunha funcidén e nos piden describila, é sinxelo:
1. Miramos os valores de x onde cambia o comportamento.

2. Describimos cada un dos tramos.

3. Describimos os maximos e minimos indicando se son relativos ou absolutos.

Actividade resolta

+ Describir a funcion

O primeiro, a funcidn é continua. Os puntos onde “pasa algo” son x=—-1, x =1, x = 3 e x = 4. Pasamos
describir os tramos:

En (—oo, —1) decrecente céncavo. En (-1, 1) decrecente convexo. En (1, 3) crecente convexo. No
intervalo (3, 4) decrecente convexo. En (4, +90) crecente convexo.

As veces péfiense separados o crecemento e a curvatura:
Crecente en (1, 3) U (4, +0)

Decrecente en (—o0, 1) U (3, 4)

Céncava en (- w,~1). Convexa en (-1, 3) U (3, +o)

Finalmente hai un maximo relativo en x = 3. Hai minimos relativos en x = 1 e x = 4. Non hai maximo
absoluto e en x = 1 hai un minimo absoluto.

Non hai asintotas. Cando x se fai moi grande, o y tende a +w, e cando o x se achega a —© 0 e tende
tamén a +oo.
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9. Debuxa as seguintes funcions e indica os seus intervalos de crecemento e decrecemento.

1
yy=x by=x  gy=—

10. A grafica que se da a continuacion indica a evolucion dun valor da bolsa (no eixe vertical en miles
de euros por accién) durante unha xornada. Estuda o seu dominio, percorrido, puntos de corte,
simetria, periodicidade, crecemento, continuidade, maximos e minimos.

euros/accion

/\I €
B = s

s

o 11 I

11. Estuda a seguinte grafica, indicando: dominio, percorrido, puntos de corte cos eixes, simetria,
periodicidade, crecemento, continuidade, maximos e minimos.
/

ay>

\'Z

12. A gréfica que se da a continuacion representa o volume de combustible no depdsito dunha
gasolineira ao cabo dun dia. Estuda o seu dominio, percorrido, puntos de corte, simetria,
periodicidade, crecemento, continuidade, maximos e minimos.

miles de litros

A
s
— —— > hora
ik > 3=
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2.8. Ampliacion: Translacions

Co que vimos anteriormente, xa podemos debuxar calquera funcién. O que imos describir agora é unha
maneira de aforrar traballo nalgunhas ocasidns.

As veces, debuxamos unha funcién e pidennos debuxar outra similar. Por exemplo, se estudamos un
I i 1 2
corpo en caida libre, o espazo percorrido é y = 59.8x . Pero, se o corpo xa percorrera un espazo de 10

. 1 . o .
m, seria y =10 +59.8x2. Se a quixeramos debuxar, en principio deberiamos volver dar todos os
valores. Pero, non poderemos evitarnos esforzos e aproveitar a grafica que xa temos?

Si, podemos. Imos velo agora.
Translacidns verticais.

Trasladar verticalmente K unidades unha funcidon f(x) é sumarlle & variable dependente y = f(x) a
constante K. Noutras palabras, movemos a funcién cara arriba ou cara abaixo.

Obtense a funcién: y = f(x) + K
-se K>0, afuncion trasladase cara arriba.
-se K<0, afuncion trasladase cara abaixo.

Exemplo:

Representa, mediante a realizacion previa dunha taboa de valores, a funcién f(X):Xz. A
continuacién, mediante translacién, as das funciéns f(X)=x"+2, f(X)=x"+4, f(X)=x"-2 e
f(x)=x>—4.

X244 y o= x

Fox?+2

Translacions horizontais.

Trasladar horizontalmente K unidades unha funcién f(x) é sumarlle & variable independente x a
constante K.

Obtense a funcidn y = f(x + K)
-se K>0, afuncidn trasladase cara a esquerda.

-se K<0, afuncion trasladase cara a dereita.
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Exemplo:

+ Representa as funcidns f(x)=x", f(X)=(x+27, f(xX)=(x+4)°, f(x)=(x=2) e f(x)=(x—4)".

g \

5 5 ] ] -1 [ i

y = ;:xﬂ]’

y = (x+2) T

-
]
=

yE Y E(-2F y= (x-dF

13. Representa a funcion y = 10 + %9.8)62 gue poiiiamos como exemplo e interpreta o seu sentido

fisico.
14. Representa graficamente as seguintes funcidns:
a) y=x>+2 b. y=2-X c. y=2x’ d. y=-2x>
15. Representa graficamente as seguintes funcions:
1 5 1 2
a) y=—+5 b. y=— c. y=—-2 d y=—+3
X X X X
16. Representa a funcidn f(x) = 4 — x% e, a partir dela, debuxa as graficas das funcidns:
a. y=f(x)-3 b. y=f(x)+3 c.y="f(x-3) d.y=f(x+3)
Mat. orientadas as ensinanzas académicas 42 B de ESO. Capitulo 10. Funcidns e graficas Autores: Andrés Garcia e Javier Sanchez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Javier Rodrigo, José Gallegos e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es llustracidéns: Andrés Garcia e Javier Sanchez

==

16Xt0s Marea Ver




3. VALORES ASOCIADOS AS FUNCIONS

Moitas veces, interésanos o comportamento dunha funcién nun valor concreto e algunha medida sobre
ela. Por exemplo, se consideramos o espazo que percorre un coche, o que nos pode interesar non é
todo o percorrido, sendn soé a velocidades ao pasar xunto a un radar. As medidas mais importantes imos
describilas agora.

3.1. Taxa de variacion e taxa de variacion media (velocidades)

A taxa de variacidon dunha funcién entre dous puntos a e b é a diferenza entre o valor da funcién para x
=a e o valor para x = b. En simbolos:

TV]a,b] = f(b) - f(a)

A taxa de variacion media (velocidade media) dunha funcién entre dous puntos a e b é o cociente
entre a taxa de variacion entre os mesmos e a diferenza a e b. En simbolos:

TV[a,b] f(b) - f(a)
b—a b—a
Estes conceptos poden parecerche raros ao principio pero realmente son cousas que se aplican moito

na vida diaria. Pensemos nun coche que se move. O espazo que percorre entre dous momentos de
tempo é a taxa de variacion. A velocidade media a que os percorreu € a taxa de variacion media.

TVM|[a, b] =

Actividade resolta

+ O coche no que circulamos percorre 100 Km a 50 Km/h e logo outros 100 Km a 100 Km/h. En

50t, t<2
consecuencia, o espazo percorrido vén dado pola funcion f (t) = {100 100 ( 2) s Pidese:
+ =-2)t>

Xustificar a funcion que da o espazo percorrido.

Calcular e interpretar as taxas de variacion TV[O, 3], TV[1, 2], TV[2.5, 3].

w N

Calcular e interpretar as taxas de variacion medias TVM[O, 3], TVM[1, 2], TVM[2.5, 3].
4. Por que a velocidade media non foron 75 Km/h, que é a media das velocidades?
Apartado 1.

Para xustificar a funcion, sé temos que recordar a supercoiiecida férmula e =vt. O Unico que hai que
ver é cando cambia a velocidade.

Se o coche vai a 50 km/h, obviamente en 2 h chega aos 100 km e cambia a velocidade. Ata entén, o
espazo percorrido é 50t (velocidade por tempo). A partir de ai, seria 100(t—2) posto que contamos o
tempo desde o instante 2. A iso débeselle sumar o espazo xa percorrido, que son 100.

Apartado 2. A taxa de variacién non é mais que o espazo percorrido. Basta con aplicar a definicidn.
Como xa dixemos antes, non nos tefien que dar ningin medo as funciéns definidas por pedazos.
Simplemente substituimos onde corresponda e punto.

TV[0,3] = f(3) — f(0) = [100 + 100 - (3 —2)] — 50 - 0 = 200. Entre 0 e 3 horas percorremos 200 Km.
TV[1,2] =f(2)—f(1) =50-2—-50-1 = 50. Entre 1 e 2 horas percorremos 50 Km.

TV[2.5, 3] = f(3) — f(2.5) =[100+ 100 - (3 —2)] — [100 + 100 - (2.5 — 2)] = 100 - (3 — 2.5) = 50.
Percorremos 50 Km entre as 2.5 horas e as 3.
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Apartado 3. A taxa de variacién media é o que na linguaxe da rua se chama velocidade (media). E para
calculala dividese o espazo entre o tempo, sen mais.

TVM[0,3] = f(3;:£(0) _ [1oo+1003'(_30—2)]—50-0
foi de 66.67 Km/h, unha media (axustada polo tempo) das velocidades.

= 66.67 Km/h. Entre 0 e 3 horas a nosa velocidade media

TVM[1,2] = % = % = 50. Entre 1 e 2 horas a nosa velocidade foi de 50 Km/h, como formulaba
de feito o problema.
TVM][2.5,3] = f(3;:£(52.5) = 3_5:5 = 100. Entre 2.5 e 3 horas a nosa velocidade foi, como era de

agardar, de 100 Km/h

Apartado 4. Pois porque pasamos mais tempo circulando a 50 Km/h que a 100 Km/h e polo tanto a
nosa velocidade media debe estar mdis preto de 50 que de 100.

17. Dada a funcién f(X)=(X—1)’, calcula a taxa de variacién media no intervalo [0, 1]. E crecente
ou decrecente a funcidn nese intervalo?

18. Dada a funcién f(x) ==, calcula a taxa de variacion media no intervalo [-3, —1]. E crecente ou
X

decrecente a funcion nese intervalo?
19. Calcula a TVM desta funcion f(x) nos seguintes intervalos: a) [-1, 0] e b) [1, 2].
: Y

»)
il I P N
V. J{x
L
¥, \
\\ /
3 ¢ 7 X
\ \
N 1 J
2
x* =1

20. Consideremos a funcion f(x)= . Calcula a taxa de variacion media no intervalo [0, 2] e

indica se é crecente ou decrecente nese intervalo.
21. Calcula a taxa de variacién media da funcién f(x) = 2x2 — 3x no intervalo [1, 2] e indica se f(x)
crece ou decrece nese intervalo.
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3.2. Taxa de crecemento

“.. a dfiliacion ao Réxime Xeral da Sequridade Social, onde hai 13.1 milléns de traballadores, apenas
ascendeu en 16 852 persoas respecto a febreiro do 2013, un 0.13 % mdis” (Diario EI Mundo, edicién dixital,
04/03/2014).

Seguro que liches (ou viches na tele) noticias como esta un montén de veces. A medida que estan
utilizando é o que se cofiece como a taxa de crecemento. Imos definila.

A taxa de crecemento dunha funcién entre dous puntos a e b é o cociente entre a taxa de variacion e o

valor da funcién en X = a. En simbolos: T [a,b] - M ouben T, [a,b] _ TV [a,b] .
@) (@)
Soese expresar en tanto por cento, polo que normalmente se multiplica por 100. As férmulas pasan ser
[a,b]:.iigl:_igg).loo ou TCmC[a,b]::IBLEEEQ-IOO
@) (@)

Se f(a) = 0 a taxa de crecemento non esta definida. NON SE PODE DIVIDIR ENTRE 0.

enton T

Crec

Observa que a taxa de crecemento pode ser negativa, indicando unha diminucién. Crecer ao -5 %
significa ter perdido o 5 %.

Exemplo:
+ Imos comprobar que no xornal calcularon ben a taxa de crecemento.

Os momentos do tempo non son importantes. No momento inicial é f(a) = 13 100 000 traballadores.
No momento final hai que sumarlle o aumento f(b) = 13 100 000 + 16 852 =13 116 852.

Aplicando a férmula

_f) - f(a) 100 = 13116852 — 13100 000

T, ,bl =
crecl® b] fl@) 13 100 000
que se redondea ao 0.13 %. Estd ben calculado.

-100 = 0.1286%

Observa que a taxa de variacion é 16 852 polo que a podiamos ter calculado directamente coa outra
formula:

TVI[a, b] 16 852

Terecla, bl = =275~ 100 = 12950600

-100 = 0.1286 %

e, obviamente, sae 0 mesmo.

22. Dada a funcién f(X) =(X+1)’, calcula a taxa de crecemento no intervalo [0, 1].
23. A funcion f(x) = 1000 - (1.03)* representa o resultado de ingresar 1 000 € no banco (x=0¢é o
estado inicial e, naturalmente, vale 1 000 €). Calcula a sUa taxa de crecemento entre O e 1, entre
1 e 2 eentre 2 e 3. Que relaciéon hai entre elas? Podes dar unha explicacién de por que?
24. A seguinte taboa representa a poboacion mundial (estimada) en milléns de persoas. Calcula a
taxa de crecemento para cada intervalo de 5 anos. Que observas?
Ano 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Poboacion 3692 | 4068 | 4435 | 4831 | 5264 | 5674 | 6071 | 6456 | 6916
25. Poderias dar un exemplo dunha funcidn cuxa taxa de crecemento sexa constantemente 2°?
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CURIOSIDADES. REVISTA

Di o premio Nobel de 1963 EUGENE WIGNER:

“A  enorme utilidade das Matemdticas nas ciencias naturais é algo
que roza o misterioso e non hai explicacion para iso. Non é en
absoluto natural que existan ‘"leis da natureza" e moito menos que
o ser humano sexa capaz de descubrilas. O milagro do apropiada que
resulta a linguaxe das Matemdticas para a formulacion de leis da Fisica é un regalo
maravilloso que non comprendemos nin nos merecemos”.

As funcions utilizaronse para facer modelos matematicos das situacidons reais mais
diversas. Antes da época dos ordenadores as funcidons que soian utilizarse eran as
funcidéns lineais (que xa cofeces pero que estudaras detidamente no préximo capitulo).
Linealizabanse os fendmenos. Ao usar outras funcidns, como por exemplo pardbolas
poden complicarse moito as cousas. Mesmo pode aparecer o caos.

Sabes que é o caos?

Imos estudar un exemplo no que aparece o caos: a ecuacion loxistica. E un modelo
matematico proposto por P. F. Verhulst en 1845 para o estudo da dinamica dunha
poboacion. Explica o crecemento dunha especie que se reproduce nun entorno pechado
sen ningun tipo de influencia externa. Considéranse valores x entre 0 e 1 da poboacién.

y =rix(1-x))

Se quedamos co primeiro termo, y = rx seria un modelo lineal, e indica o crecemento da
poboacion, pero ten un termo de segundo grao que fai que sexa un polinomio de
segundo grao. Se nalglin momento y = x a poboacidon manterase sempre estable para ese
valor. Por exemplo, se x = 0 entén y = 0, e sempre habera unha poboacion de tamario 0.
Estes valores que fan que y = x denominanse puntos fixos.

O comportamento é distinto segundo os valores que tome r. Por exemplo, para r< 1,

extinguese a especie.

/Debuxamos a parabola para r = 0.9. Imaxinamos que no \ /

instante inicial hai unha poboacidon x,. Buscamos, ,/
cortando verticalmente & pardbola, o valor de y. Para /
transformalo no novo x, cortamos a diagonal do primeiro /
cuadrante. Observa que a poboacién cada vez é menor e /
gue vai cara a extincién. Observa con coidado ese s
proceso de ir cortando & parabola e a diagonal, para
volver cortar a parabola e asi sucesivamente.

\_ /K /
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i(x) Para valores de r comprendidos entre 1 e 3: 1 <r<m

- - entdn a poboacion estabilizase, tende a un punto fixo.
[ Debuxamos a parabola para r = 2.5, e igual que antes
P, ; partimos dun valor inicial calquera, neste caso xo, que
P, 1, | se converte en e = Po. Ese valor tomamolo como
f Q [ abscisa: x = Qq, e calculamos o novo valor de e = P;...
R/ : ! Observa como a poboacion se estabiliza cara ao valor
Q, .‘ | de interseccién da parabola coa diagonal.
I , |
I
! \
x, % »
/ ! &
Para valores entre 3 e 3.56994546 \ 08
as cousas empiezan a complicarse, o0&l i f
ata que ... il : ﬂ
Para r maior ou igual a 3.56994546 o8l
temos sensibilidade extrema as 0sl y
condiciéns iniciais, temos caos. f
04+ 1 Tt
Non sabemos que pode ocorrer. A oal A 1L
poboacion flutia constantemente. Hitt—
E ese comportamento tan erratico e ¢
é debido a unha funcidn LR (1]
polinédmica de segundo grao! 0 !
o 02 04 06 08 1

O termo caético vai indicar que puntos préximos no instante inicial poden ter comportamentos
dispares no futuro.

6 meteordlogo americano Edward h

Lorenz utilizou o termo de efecto
bolboreta para explicar porque o tempo
atmosférico non é predicible a longo
plazo, é dicir para explicar que existia
unha dependencia sensible s condicidons
iniciais: “O aletexo dunha bolboreta no
Brasil, poderia provocar un tornado en Este é un exemplo de caos debuxado co
Texas?” ordenador. Hai 5 orbitas ben definidas,
pero un punto da fronteira entre drbitas

Oiralo? .,
\ / Qn sabemos en cal terminara.
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Nocion

Funcion

RESUMO

Definicion
Unha relacion ou

correspondencia entre duas

Exemplos

Grafica dunha

funcion

independente, x, lle corresponde un sé valor da
dependente, y.

magnitudes, tales que a cada valor da variable

y=2x+3,y=

x? +1

Son os (normalmente infinitos) puntos polos que

flx).

Maneiras de
describir unha

funcion

do lado.

pasa. E dicir, todos os valores (x, f (x)) posto que y =

- Dando unha taboa de valores. Como na columna

Dominio e

percorrido

- Dando unha expresién. Yy = 2"

- Aanacos: Varias expresions. y =

sentido.

X+1L,x>2
X, X<2

- Dominio. Son os valores de “x” onde a funcion tefa

Caracteristicas

dunha funcion

Debemos estudar a sta continuidade, crecemento,
maximos

- Percorrido. Son os valores de “y” que se acadan.

e minimos,

O dominio da funcion

é (—o, 2] e 0 seu percorrido

[O,+oo)

2—X

Translacions

curvatura,
comportamento no infinito.

simetrias e

y= x> +2 é continua,

crecente en (- «0,0),

decrecente en (0, ), ten un

minimo absolutoenOe é

- Vertical. y = f(x) + K. En sentido de K: se K é positivo
cara arriba, se non cara abaixo.

sempre convexa.

Valores asociados

- Horizontal. y = f(x + K). En sentido contrario de K: se

K é positivo cara a esquerda, se non cara a dereita.

- Taxa de variacion (TV): f (b)- f (a)

- Taxa de variacion media (TVM):

f(b)- f(a)

b-a

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

- Taxa de crecemento Teec: - (b)- (a)

f(a)

TVM[3,5]= 2

=1
-3

5
2
T...[3,5]= . 40%
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Paulo saiu da suUa casa as 8 da mafia para ir ao instituto. No recreo, tivo que volver 3 casa
para ir co seu pai ao médico. A seguinte grafica reflicte a situacion. As distancias vefien
dadas en metros, (non en km).

a. A que hora comezan as clases e a que hora empeza

| DISTANCIA A SUA CASA
o recreo? £ore
b. A que distancia da sua casa esta o instituto? Que 15001
velocidade leva cando vai a clase? 110001
c. A que distancia da sua casa esta o consultorio 5001
médico? Que velocidade levan cando se dirixen ali? /A
. . 8h | 9h [ 10h 11h  12h | 13h  14h
d. Canto tempo estivo na clase? E no consultorio
médico?
2. Dada a funcién a través da seguinte grafica:
a) Indica cal é o seu dominio de definicion.
b) E continua? Se non o &, indica os puntos de descontinuidade. 41
2
c) Cales son os intervalos de crecemento e cales os de decrecemento da /\ 2
funcién? Que ocorre no intervalo (—0,—2]? - —%/ \/1 Jal s
1-2
3. Debuxa as graficas destas hipérboles e determina os seus 1

dominios, calcula as sUas asintotas e os puntos de corte cos eixes
de coordenadas:
2X y = 2x-3 4x

a. =— b. C. =
y X—2 X—2 y 2X+1

1-x si x<1 . , .
e explica se é continuaen X=1.

4. Debuxaa graficade f(x)=
x*—4x si 1<x

5. Tres quilos de peras custaronnos 4.5 €; e, por sete quilos, teriamos pagado 10.5 €. Encontra

oo n

a ecuacion da recta que nos da o prezo total, “y”, en funcién dos quilos que compremos,
“x”. Represéntaa graficamente.
6. Describe as seguintes funcidns cuadraticas e fai un bosquexo da sua grafica:

a.e=4x>+8x-5 b.y=x>+3x—4 C.y=8-2x—-x2

7. Calcula os puntos de corte cos eixes e o vértice das seguintes parabolas e utiliza estes datos
para representalas graficamente

a. y=x"+5x+6 b.y=-x>+4x+5

8. A altura sobre o chan dun proxectil lanzado desde o alto dunha muralla vén dada, en funcion
do tempo, por h(t)=-5t* +15t+20, onde t se expresa en segundos, e h, en metros.

Debuxa a gréfica desta funcidn e calcula:
a. A altura da muralla.
b. A altura maxima acadada polo proxectil e o tempo que tarda en acadala.

c. Otempo que tarda en impactar contra o chan.
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9. A grafica amosa o debuxo aproximado da curva y=x>-2x-8. B X

Calcula:

a. As coordenadas dos puntos A e B.

b. A ecuacién dunha recta que pase polos puntos A e B.

10. Representa as seguintes funcidns:

a.y=3/x b.y=4/x-5 C.y=+x+4
X+3 si x<-1
= 2 si —1<x<4
d.y=+x-2 e. v
x*-10 si  4<x

11. O custe diario de fabricacién, en euros, de x artigos exprésase coa igualdade C =40x+250,

e o ingreso diario da sta venda, mediante V =-2x* +100x. Que cantidade de artigos se
deben fabricar ao dia para que a sUa venda reporte un beneficio maximo? Nota: o beneficio

é a diferenza entre o ingreso e o custe.

12. A base e a altura dun tridngulo suman 4 centimetros.

duas para que a area do triangulo sexa maxima?

13. Asigna as graficas ao percorrido efectuado polos
seguintes estudantes no seu camifo diario ao
Instituto:

a) Emilio é o que vive mais lonxe do Instituto.

b) Ana debe recoller a duas amigas polo camifio e sempre lle
toca esperar.

c) Filipe é o que menos tempo tarda.

Que lonxitude deben ter ambas as

A distancia A c distancia
o B
/,. .—/
// _/{---
tempo ' tempo
distancia distancia =~
| tempo ! tem po

d) Isabel é durmifiona; sempre lle toca correr no ultimo tramo, ainda que é a que vive mais preto do

Instituto.

14. Un rectangulo ten un perimetro de 14 cm. Supofiendo que a base do mesmo ten unha

lonxitude de x cm,

a. Probar que a area do mesmo A esta dada pola funcion A(x) = x(7 — x).

b. Debuxa a grafica correspondente a esta funcién, tomando para iso valores de x de 0 a 7.

Utilizando a grafica, calcula os seguintes apartados.

c. Adreadorectangulo cando x = 2.25 cm.

d. As dimensiéns do rectangulo cando a sta area é 9 cm?.

e. A drea maxima do rectangulo.

f. As dimensidns do rectangulo correspondentes a esa area maxima.

15. A velocidade v en m/s dun misil t segundos despois do seu lanzamento vén dada pola
ecuacion v = 54t — 2t3.Utilizando a grafica desta funcién, calcula:

a. A maxima velocidade que acada o misil.

b. O tempo que necesita para acelerar ata conseguir unha velocidade de 52 m/s.
c. O intervalo (aproximado, resolve graficamente) de tempo no cal o misil voa a mais de

100 m/s.
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16.

17.

18.

a)

O prezo da viaxe de fin de curso dun grupo de alumnos é de 200 euros por persoa se van 30
alumnos ou menos. En cambio, se viaxan mais de 30 e menos de 40, rebaixan un 5% por cada
alumno que exceda o numero de 30, e se viaxan 40 ou mais, o prezo por persoa é de 100 euros.
Calcula a expresion e debuxa a grafica da funcion que fai corresponder ao numero de viaxeiros o
prezo da viaxe.

Calcula o dominio das seguintes funcidns:

5x—3 4x2-3
a. y= ;_1 c.y=v3x+6 e.y= —Hjéx_;;z
b. y=2x*-3x+1 d.y=2—x2:x f.y= Ul +2x

A seguinte grafica amosa as viaxes feitas por unha furgoneta e un
coche saindo desde Teruel cara & poboacidon de Alcafiz, ida e
volta.

Canto tempo se detivo a furgoneta durante o traxecto?

1004 T -
80
601 - A

40 Furgoneta __/

Distancia en km
-~

b) A que hora adiantou o coche a furgoneta? N o \
c) Que velocidade levaba a furgoneta entre as 9:30 e as 10:007? L 3
d) Cal foi a maior velocidade acadada polo coche durante a viaxe? sl Te'r‘:‘;uo R
e) Cal foi a velocidade media do coche na viaxe completa?
x+4 six<-=-2
19. Representa graficamente a seguinte funcion: f(x) = { i gy Unha vez representada
2
estuda as zonas de crecemento-decrecemento, os extremos (maximos-minimos) e a suUa
continuidade.
20. Representa graficamente unha funcion, f, que cumpra as seguintes condicions:
a. Dom (f)=1[-5, 6]
b. Crece nosintervalos (-5, —3) e (0, 6); decrece no intervalo (-3, 0).
c. E continua no seu dominio.
d. Corta ao eixe X nos puntos (-5, 0), (-1, 0) e (4, 0).
e. Tenun minimoen (0,—-2) e maximosen (-3, 3) e (6, 3).
21. Construe unha grafica que represente a audiencia dunha determinada cadea de televisién durante
un dia, sabendo que:
a. As 0 horas habia, aproximadamente, 0.5 milléns de espectadores.
b. Este nUmero se mantivo practicamente igual ata as 6 da mafia.
c. As 7 da maid acadou a cifra de 1.5 milléns de espectadores.
d. A audiencia descendeu de novo ata que, 4s 13 horas, habia 1 millén de espectadores.
e. Foi aumentando ata as 21 horas, momento no que acadou o maximo: 6.5 milléns de espectadores.
f. A partir dese momento, a audiencia foi descendendo ata as 0 horas, que volve haber,
aproximadamente, 0.5 milléns de espectadores.
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AUTOAVALIACION

1. Indica cal das seguintes expresidns alxébricas é unha funcion real:

a)x?+y?=1 b)y=—2x5+x*—x345x—1 c)y=52-x-y*-zd)y?=x+1
2. Estamos confeccionando unha taboa de valores da funcion f(x): E Indica que punto (ou
X"+
puntos) non deberia estar na tdboa:
a) (0, 1) b) (1/2, 2) c) (2, 1/5) d) (1,0)
1
3. 0 dominio da funcién f(x)= é:
Vx* +1
a) a recta real b) {x € R| x< 1} o) {x e Rl x>1} d) {x € R| x>0}

. . o . 3 —x, si xel-2,1]
4. Indica que tipo de descontinuidade ou continuidade presenta a funcion f(x)= ]
X, Sl X€ (1,2]
no punto x = 1:
a) é continua b) Ten unha descontinuidade evitable
¢) Ten un salto finito de tamafio 2 d) Ten un salto infinito
5. Sinala a funcion que ten simetria par:
1 —X, Si xe[—Z,l]
a)y=x b)y=x*+3 c) flx)=— d) f(x)= .
x+1 X, Si xe(l,z]
6. Sinala a funcién que ten como asintota horizontal a recta y = 0:
—X, Si xe[—2,1]
X, si xe(1,2]

a)y=x b)y=x>+3 c)f(x):X21+1 d) f(x):{

=X, Si xe[—2,1]

) entre —1 e 2 é igual a:
X, Si xe(l,Z]

7. A taxa de variacién da funcién f(x):{

a)TV[-1,2]=1 b) TV[-1, 2] =2 ¢)TV[-1,2] =3 d) TV[-1,2] =0

. . ., —X SiXE['Z,l] , .
8. A taxa de variacién media da funcién f(x)= ] entre —1 e 2 é igual a:

X, Si xe(l,2

a)TVv[-1,2]=1/3 b) TV[-1, 2] =2/3 c)TV[-1,2]=1 d)TV[-1,2]=3
—X, Si xe[—Z,l]

) entre —1 e 2 é igual a:
X, Si xe(1,2]

9. A taxa de crecemento da funcién f(x):{

a) Tcre(_‘ [_1, 2] = 3 b) Tcre(_‘ [_1, 2] = 2 C) T(_‘rec [_1, 2] =O d) T(_‘rec [_1, 2] = 1
10. A funcidn e = x? + 3 ten un minimo absoluto no punto:
a) (1, 4) b) (0, 0) c) (0, 3) d) (3,0)
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4. FUNCIONS DEFINIDAS A ANACOS

Resumo

Na nosa vida diaria facemos uso continuamente das relaciéns de proporcionalidade, como cando imos
comprar calquera produto ao supermercado, ou se queremos comparar duas tarifas de luz distintas
para saber cal nos convén elixir. Nestes casos, a representacion grafica facilitanos a toma de decisions.
O lanzamento de obxectos a certas distancias, como tirar un papel ao lixo, encher o vaso de auga ou dar
un salto: a traxectoria que describe é unha curva que recibe o nome de pardbola.

Neste capitulo estudaremos as propiedades mais importantes das relacions de proporcionalidade
directa e inversa e as funcions polindmicas, asi como os seus elementos e representacions graficas no
plano cartesiano.

.z , « 7. 5 o afla ¥y=2.52 +0.91
Comprender estas funcidéns é moi Gtil para a ciencia, xa que se utilizan TR

para comparar datos e para saber se eses datos tefien algunha relacién
lineal (os datos compodrtanse como unha recta) ou doutro tipo

& &

¥ ritmo cardiaco (pulsmin)

»
(polinémica, exponencial...). »

ke
Ao estudo destes datos e das suas curvas dedicase a estatistica mediante N .

» " » » “© -
a andlise de regresion. Coa aproximacion de datos a rectas ou curvas x:lempershea ecelo rac)
cofiecidas, realizanse estudos e predicidns, de ai a sla importancia para a =

id | Exemplo de Recta de regresion

vida real.
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Funcidns polindmicas, definidas a anacos e de proporcionalidade inversa

Antes de comezar

Antes de comezar, imos representar mediante graficas as seguintes situacions:
= Situacion 1: A gréfica s - t dun movemento rectilineo uniforme: o espazo percorrido, en funcién
do tempo, por un ciclista que se despraza cunha velocidade de 5 m/s.

Ao tratarse dun movemento rectilineo uniforme, podemos describir o espazo percorrido en funcidn
do tempo mediante a férmula s =v-t ondev=5m/s.

Tempo  Espazo N
50
45
40
1 5 35 =5't
30
2 10 %
5 25 »
15
10 50 10

2 24681012141618202224262830’

= Situacién 2: a grafica v - t dun movemento rectilineo uniformemente acelerado: o espazo
percorrido por un ciclista que se despraza cunha aceleracién de 2 m/s2.

Neste caso tratase dun movemento rectilineo uniformemente acelerado, logo podemos describir o

espazo percorrido pola formula s =5, +V, -t +Ea-t2 , onde o espazo inicial e a velocidade inicial son 0.

. 1
Representamos a funcion s = Ea-tz.

A
Espazo 1l s
10f
(5) !
0 0 8
7
1 1 6 7
2 2 ; s=1/2-2-1
4
3 9 3
2
1
| i
1 1 2 3 4 5 6 7 [i4
1
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4+ Situacidn 3: Representamos a velocidade dun ciclista, con respecto ao tempo, cando percorre un
espazo de 10 m.

O movemento que describe é un movemento rectilineo uniforme, logo a férmula que

) S e 10
representamos é vV = e e como o espazo que percorre o ciclista é de 10 metros, vV = s

i1k
23
22
21
1
1 10 i
15 6.67 1 y=s/t
14
: ﬁ
3 3.33 9
8
5 2 ;
3
7 1.43 ;
1 ° C
11 091 é —‘1 1 i é 3‘ 21 é é % é é 1‘0 1‘1 lé 1‘3 1‘4 1‘5 1‘6 1‘

1. FUNCIONS POLINOMICAS DE PRIMEIRO GRAO

1.1. Proporcionalidade directa

Recorda que duas magnitudes son directamente proporcionais cando ao multiplicar ou dividir 3
primeira por un numero, a segunda queda multiplicada ou dividida polo mesmo numero.

Ao realizar o cociente de calquera dos valores dunha variable e os correspondentes doutra, obtemos a
razén de proporcionalidade directa k.

Exemplo:

#+ Na situacion 1, as magnitudes espazo e tempo son directamente proporcionais

o 1 2 5 10

0 5 10 25 | 50

10_25_50_,
2 5 10

5
e a razon de proporcionalidade é k :T

Se observamos a sua grafica, podemos comprobar que se trata dunha semirrecta cuxa orixe é a orixe de

coordenadas. Nesta situacion non é interesante considerar tempos negativos, razén pola cal a
representacion é unha semirrecta.

A representacion grafica no plano cartesiano de duas magnitudes directamente proporcionais é unha
recta que pasa pola orixe de coordenadas.
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Pédese escribir a relacion entre a magnitude A (a) e a magnitude B (b) como b=k-a onde k é a razén
de proporcionalidade.

Para representar estas relaciéns de proporcionalidade directa, basta con situar os valores de cada
magnitude no plano cartesiano e unilos mediante unha recta.
Actividades resoltas
+ Representa graficamente a seguinte relacién de proporcionalidade dada na seguinte taboa:
-5 -2 0 1 3
75 -3 0 15 45

Ao calcular a razén de proporcionalidade obtense: .

ke /2 B 15 _45
S5 2 1 3

A relacidn definese asi: b=1.5-a

b=15-a

— W s

7.6 -5 -4 -3 2 -1 1.2 3 4 5 6 7

Lkl D

+ A seguinte tdboa mostra o peso dun bebé os primeiros meses de crecemento. Utilizando unha
grafica, decidir se son magnitudes directamente proporcionais.

1 3 7 12
44 6.2 84 105

14
13
12
11
101

Ao representar os puntos no plano, obsérvase que a grafica non
€ unha recta, entdn non son directamente proporcionais.

— D WA L

a

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14

1. O consumo medio de auga ao dia por habitante (en 2011) é de 142 litros. Representa graficamente o
consumo dunha persoa nunha semana.

2. A auga virtual é a auga necesaria para crear un produto. Representa graficamente as seguintes
relaciéns:

a. 71 litros para producir unha maza.
b. 10.850 litros para producir uns vaqueiros.

c. 4.000 litros para producir unha camisola.
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1.2. Funcion lineal. Rectas da forma y=m-x

A representacion grafica de duias magnitudes directamente proporcionais é unha recta que pasa pola
orixe. Logo a relacién de proporcionalidade directa é unha funcion lineal.

Una funcién lineal é unha funcion polindmica de primeiro grao. A sua representacién no plano
cartesiano é unha recta.

Existen dous tipos de funcions lineais:
e Rectas cuxa expresion alxébricaéy =m - x
e Rectas cuxa funcién vén dada pory =m-xX+n

Neste apartado imos estudar as funciéns lineais do primeiro tipo, é dicir, as rectas da forma Y=M-X

Exemplo:
4 As proporcions represéntanse como rectas da forma b=k-a

b
O onde k é arazon de proporcionalidade, k = —
a

O aebsonosvalores que toman as magnitudes A e B respectivamente.
+ A relacién peso — custe de calquera produto é unha proporcionalidade e represéntase con rectas
daformay =m-x.

*

Moitas das relacidns en fisica son proporcionais e represéntanse mediante rectas como espazo —
tempo, peso — densidade, forza — masa, ...

Actividades resoltas

+ Representaarecta y=2-X

p
. . ’ 7 4
Para iso, hai que construir unha tdboa de valores 3
e representar os puntos. A recta é a consecuencia 2
de unir os puntos. 1
Pédese observar que a variable Y se define ° * 2 2 /I 1 2 3 4 3
dando valores a variable X . Por esta razéon X é a 2
variable independente (pode ser calquera valor 3
, . 4
que se lle dea) ey é a variable dependente )
(depende do valor do x).
Nota: para definir unha recta é suficiente con dar dous puntos dela.
Asrectas y = m - x tefien os seguintes compofientes:
5 - X éavariable independente.
-2 1,01 -y éavariable dependente.
4 2 0 2 4 - m é apendente da recta, e é o que diferencia unha recta doutra.

As caracteristicas mais importantes:

- Pasan pola orixe de coordenadas, é dicir, o punto (0, 0) pertence 4 recta.
- O seu dominio e o seu percorrido son todos os reais: tanto X como Y aceptan calquera valor.

- Son simétricas respecto a orixe, ou o que é o mesmo, son funciéns impares.

Mat. ens. académicas.42B ESO. Capitulo 11: Funcidns polindmicas, definidas a anacos e de proporcionalidade inversa Autor: David Miranda
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisoras: Maria Molero e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es I — llustracions: Banco de Imaxes de INTEF




Actividades resoltas

4 Estuda o dominio, maximos e minimos e simetrias da funcién lineal y = 1.25 - x

Ty

—NWA LA

Y I
8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 - 01 2 3 4 5 6 7 8 9

3
4
5
6
7
-8

Ao tratarse dunha recta, pddese observar que o dominio son todos os reais, posto que se
admite calquera valor do x.

Se non se considera ningun intervalo, a recta non ten mdaximos nin minimos absolutos e
relativos.

Para ver a simetria, tomamos a funcion y = f(x) = 1.25 - x
f(=x)=125-(—x) =—-125-x = —f(x) & f é impar

E dicir, é simétrica respecto 4 orixe de coordenadas.

. 3 . g
4 Estuda a funcién y:§-x no intervalo [=5, 7].
(7,21/5)

O dominio é todo o intervalo [-5, 7].

S o W & o
S 2

f(—x)=§-(—x)=—§-x=—f(x)(:)féimpar , | T
simétrica respecto a orixe.

NN S

Nos extremos do intervalo, existen minimo (-5, -3) e
maximo (7, 21.5).

3. Calcula o dominio, mdximos e minimos e a simetria das seguintes rectas:

a. y=4-x b. y=— c. y=265-x
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1.3. Estudo da pendente

Como vimos con anterioridade, a pendente m é o que diferencia unas rectas doutras. Mide a
inclinacion da recta respecto ao eixe de abscisas.

Nas relaciéns de proporcionalidade directa, a pendente vén dada pola razén de proporcionalidade k.

Observa no seguinte grafico como varia a recta segundo imos aumentando ou diminuindo a pendente.
Partimos da rectay = x, onde m=1.

y=0] kb’ y=2x

- se aumenta m, entdn a recta faise cada vez mais
vertical, ata case converterse no eixe Y.

- se diminle m, entdn a recta faise cada vez mais
horizontal, ata case converterse no eixe X

Agora observa o que ocorre cando a pendente m toma
valores negativos.

- se aumenta m , entdn a recta faise cada vez mais
horizontal, ata case converterse no eixe X .

- se diminle m, entdn a recta faise cada vez mais
vertical, ata case converterse no eixe Y.

Como se pode observar, ao variar a pendente a inclinacién da recta tamén varia, segundo se van dando
valoresa m .

A pendente da recta é o valor que mide a inclinaciéon da recta, é dicir, mide o crecemento ou
decrecemento da funcion lineal:

- se m>0, arecta é crecente.
- se m<0, arecta é decrecente.

A pendente é o coeficiente que acompaiia a variable independente X .
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Interpretacion xeométrica da pendente

A pendente da recta non sé indica o crecemento e decrecemento da funcién, senén que tamén mide
canto crece ou canto decrece. Pddese dicir que a pendente mide o crecemento da recta en funcién do

que avanza:

+ Sem>0:

O Para valores altos de m a recta crece con maior rapidez, isto é, a recta “sobe” moito e

avanza pouco.

0 Para valores pequenos de m a recta crece con menos rapidez, é dicir, “sobe” pouco e

avanza moito.

+ Se m<O0:

0 Paravalores altos de m a recta decrece con menos rapidez, é dicir, baixa pouco e avanza

moito.

0 Para valores pequenos de m a recta decrece con maior rapidez, isto é, a recta “baixa”

moito e “avanza” pouco.

Unha maneira de calcular a pendente, é dividindo o valor do que sobe a recta entre o que avanza, como

se amosa no seguinte debuxo:

4y

(x2,y

Dados dous puntos calquera da recta, a pendente
calculase da seguinte forma:

m= =Y
X=X
0 que sobe

m =
0 que avanza

A recta sobe 12-3 =9 e avanza4—1=3, entdn

/
(xwy é dicir,
X2-X1
Exemplo:
41
12-3
(13
4-1

12-3_9_4
4-1 3
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Actividades resoltas

#+ Calcula a pendente da seguinte recta e a sta expresion alxébrica.

! Tomamos dous puntos calquera que pertenzan 3§

recta, o0 (0,0) e o (4, 6).

6)
Neste caso a altura do tridngulo sombreado
indicanos o valor que sobe a recta, 6, e a base é o
valor que a recta avanza, 4.
b m=-=1.5
0) (4.0) 4
y=15-x

Ao dividir estes valores, obtemos a pendente e a
expresion alxébrica da recta.

Nestes exemplos, a recta sempre sobe, é dicir, a funcidn é crecente. Que ocorreria se a recta fose
decrecente? Para non equivocarnos cos calculos, sempre avaliamos a funcidn de esquerda a dereita, é
dicir, o primeiro punto estard mais a esquerda, serd mais pequeno.

Isto é asi porque a pendente mide a cantidade de crecemento (ou decrecemento) segundo a funcién vai
aumentando ou o que é o mesmo, avanzando.

4. Calcula a pendente e a expresidn alxébrica das seguintes rectas:

Outra expresion da pendente

Para calcular a pendente tdmase como referencia a base e a
altura do tridangulo rectangulo que forman os vértices dos
puntos da recta.

O cociente entre a altura e a base é a pendente. Como o
triangulo construido é un triangulo rectangulo, a pendente é o
cociente entre os seus dous catetos, ou o que é o mesmo, a
pendente é a tanxente do dngulo que forma a recta co eixe
horizontal.

C c c
oposto 1 1
tana=—2° - o m=tana = —

Ccontiguo C2 C2

A pendente é a tanxente do angulo que forma a recta co eixe de abscisas, é dicir, a recta coa horizontal.
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1.4. Rectasdaforma y=m-x+n

Volvemos 4 situacién 1 ao principio do capitulo. Nese caso, queriamos calcular o espazo que percorria o
ciclista. Agora supofiamos que o ciclista, antes de empezar coa sua ruta, tivo que desprazarse 2 Km ata
o inicio do seu camifio.

Actividades resoltas

+ A grdfica s - t dun movemento rectilineo uniforme: o espazo percorrido, en funcién do tempo,
por un ciclista que se trasladou 2 Km antes de empezar o percorrido e se despraza cunha
velocidade de 5 m/s.

Neste caso, a férmula do MRU, como temos un espazo inicial, ¢ S=S,+V-1 . Cos datos do
exercicio, a expresion queda s =2 000 + 5t

Construimos a nova taboa e debuxamos a grafica:

2085
2080
2075
2070

2065

2060 0 2 000
2055
2050 1 2 005
2045
2040 2 2010
2035
2030 5 2025
2025
2020 10 2 050
2015
2010

1
5 10 ls 2025 2030

Podemos observar que tivemos que adaptar os eixes para poder pintar a grafica xa que a recta
se desprazou 2 000 posicidns no eixey.

A grafica desta recta ten como expresién alxébrica e = 5x+ 2 000, onde X corresponde ao tempo
t e yao espazos, e 2000 é o espazo inicial S;.

A pendente é 5 pero a recta non pasa polo punto (0, 0) sendn que corta ao eixe de ordenadas no
punto (2 000, 0). Dise que a ordenada na orixe é 2 000.

As rectas da forma Yy =m-X+n tefien a mesma pendente que as rectas y = m - x pero desprazanse no

eixe de abscisas (eixe y) n posicidns. Por esta razén, a n chamaselle ordenada na orixe, xa que é o
valor da recta no punto de partida, é dicir, cando x=0.
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Exemplo:

1 1
4+ Comparemosarectay = 5 Xcoarectay =--x+3

y

' ! ' ' '
wm A W N =

7 y=1/2-x+3
6
5
4
n=3 y=1/2x
‘ | 3
1 2 5 6

As duas rectas tefien a mesma forma, é dicir, a
mesma inclinacion ou a mesma pendente. En

1 .

ambos casos m = > Son duas rectas paralelas.
A diferenza estda no valor de n: a recta
y=1/2-x (onde n=0 ) desprazouse 3
posicidns no eixe Y para converterse na recta

y=%-x+3(onde n=3).

As funcions polindmicas de primeiro grao, ou funcions lineais, describense alxebricamente da forma
y=m-X+n erepreséntanse mediante rectas.

Ademais da variable independente X, a variable dependente y, e a pendente m , engddese o valor n

que é a ordenada na orixe.

A recta y=m-X+n é paralela @ recta y=m-x (tefen a mesma pendente, m ) desprazada

verticalmente n posiciéns. Por esta razén, o crecemento ou decrecemento destas funcidns
compodrtanse da mesma maneira:

® Se m>0,afuncidn é crecente.

® Se m<O0,afuncién é decrecente.

e Se m=0, afuncidn é constante, nin crece nin decrece. E paralela ao eixe X, e pasa polo punto

y =n.

y=mx+n
m<0
y=n
m=0

As funciéns y = m - x e Y =m-X+n chamaselles funciéns lineais, ainda que as segundas tamén se lles

[lama funcidns afins.
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Funcidns polindmicas, definidas a anacos e de proporcionalidade inversa

5. Representa as seguintes funcions lineais:

a. y=3-x+4 b. yz—%-x—z C. 2Xx+-4y =5
d.y=5 e. y=0 f.y=-3
6. Calcula a expresion das seguintes rectas:
a. b.
C d.
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2. FUNCIONS POLINOMICAS DE SEGUNDO GRAO

.. L . 2
2.1. Funcions polindmicas de segundo grao. Parabola Y =a- X

No apartado anterior representamos as graficas das funciéns polinémicas de primeiro grao. Agora imos
estudar a representacion das funcions polindmicas de segundo grao. A grafica deste tipo de funciéns
serd semellante a representacion da situacion 2 ao principio do capitulo.

As funcidns polinémicas de segundo grao son aquelas que tefien como expresidon alxébrica un
polinomio de grao 2, é dicir, a sla expresion é da forma y=a- x> +b-x+cC.

Represéntanse mediante parabolas.

Exemplo:

4+ En Fisica, a traxectoria de moitos movementos represéntase mediante parabolas, e por iso reci-
be o nome de tiro parabdlico: lanzar un proxectil con certo angulo, a aterraxe dun avién nun
portaavidns, etc.

Parabolay =a - x’

. 2 . . /
Imos representar a parabola Y=X". Para iso, construimos unha taboa de valores e representamos os
pares de puntos no plano cartesiano.

20}y
19
’
-10 100 16l
i
-5 25 13
i1
) 4 101
9
573
-1 1 FA
3
0 0 3
2
-15-14-13-12-11-10 9 8 -7 6 5 4 3 2 -1.% 123456780011 12BHKISI6N
3
2 4 3
¥l
5 25 3
8
Xl
10 100 -104
11

Na tdboa e na grafica pddense observar algunhas caracteristicas:
® (O dominio é toda a recta real. O percorrido son os reais positivos e o cero.
e A funcidn é continua porque non presenta saltos.
e E simétrica respecto ao eixe y, é dicir, é unha funcién par:
y=f0=x", f(=0)=(%)"=x"=f(x)

e E decrecente ata 0 0, e despois crecente, logo ten un minimo absoluto no (0, 0).
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Neste caso, a=1, e sabemos que se a=-1, a parabola ten a mesma forma, pero estd aberta cara
abaixo, e en vez dun minimo, ten un maximo no (0, 0).

Vexamos o que sucede cando aumentamos ou diminuimos o coeficiente a :

2y

|
|

y=x2  y=0,5x2
y=2x2 y=0,1x?
y=10x2 Y=0,01x*
y=-x2 y=-10x*

y=-0,1x2

o Se a>0.
O aoaumentar a, a parabola faise mais estreita, e vaise achegando ao eixe Y.
0 aodiminuir a, a parabola faise mais ancha (plana), e vaise achegando ao eixe X.
+ Se a<0;
O aoaumentar a, a parabola faise mais ancha (plana), e vaise achegando ao eixe X.
0 aodiminuir a, a parabola faise mais estreita e vaise achegando ao eixe Y.

/ . , g , 2 = q o ng
En xeral, as parabolas cuxa expresion alxébrica é Y =a- X" tefien as seguintes caracteristicas:
- Son continuas en todo o dominio.

- O dominio é toda a recta real.

- se a>0, a parabola esta aberta cara arriba, o percorrido son os reais positivos e o cero. Ten
un minimo absoluto no punto (0, 0).

-sea < 0, a pardbola estd aberta cara abaixo, o percorrido son os reais negativos e o cero. Ten
un maximo absoluto no punto (0, 0).

A este punto chamaselle vértice da parabola.

- Son funcidéns pares, é dicir, simétricas respecto ao eixe Y.

7. A partir da parabola y=X2, debuxa a grafica das seguintes parabolas:

15
a :—X2 :—3X2 C :——X2
y 3 b. Yy y 3

6 7
d. y=4.12x2 e. y=——Xx* f. y=—x
y x y 10 y 2
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2.3. Translacidns no plano

Utilizando como modelo a grafica de y=x2, podense obter as graficas doutras pardbolas mais
complexas, dependendo do tipo de desprazamento que utilicemos.

Desprazamentos verticais: translacions na direccion do eixe y: y = x> +k.

Neste caso, tratase de mover a pardbola en direccion vertical, é dicir, cara arriba ou cara abaixo.

Comparemos as parabolas Y =X"+6 e Y =X>—6 co noso modelo:

A 4ol

(040)

y=x2- 6

(0.+6)

Pédese observar que, ao sumar 6 & parabola x*, a gréfica é idéntica pero desprazada 6 unidades en
sentido positivo no eixe Y, é dicir, a parabola subiu 6 unidades. O novo vértice pasa ser o punto (0,6).

Algo parecido ocorre cando se resta 6 unidades a x*. Neste caso a grafica desprazouse 6 unidades en
sentido negativo ata o vértice (0, —6), é dicir, baixa 6 unidades.

. 2 s 2 .
En xeral, a pardbola Y=X +K ten a mesma gradfica que Y=X pero trasladada k unidades
verticalmente no eixe Y. Se Kk é positivo, a translacion é cara arriba e se k é negativo, cara abaixo.

O vértice da parabola sitiase no punto (0, k).
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Desprazamentos horizontais: translacions na direccion do eixe x:
y=(x-0)°.

Agora trasladamos a parabola en direccion horizontal. Cara a dereita ou cara a esquerda.

Comparemos as parabolas Y =(X+5)* e Y =(X—5)" co modelo:

y=(x +5)? y=(x - 5)?

>

‘(-5,0)‘ ] ‘(00)‘ ] ‘(5,0)‘

Neste caso, ao aumentar a variable que se eleva ao cadrado, é dicir, sumar 5 unidades, a grafica
trasladase horizontalmente cara & esquerda 5 unidades, sendo o novo vértice o punto (-5, 0). Ao
diminuir esta variable, é dicir, restar 5 unidades, a pardbola desprazase cara @ dereita sendo o novo
vértice o punto (5, 0).

En xeral, a parabola y:(x—q)2 ten a mesma grafica que y=X2 trasladada ( unidades no eixe X cara
a dereitase ¢ > 0 e cara a esquerda se g < 0.

O vértice da parabola situase no punto (g, 0).
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Desprazamentos oblicuos: translacions en ambos os eixes: y = (x-q)* +k .

O Ultimo movemento é o que combina os dous anteriores, é dicir, movemos o modelo K posicidns de
maneira vertical e { posiciéns de maneira horizontal, resultando un movemento oblicuo no plano.

Comparemos a pardbola Y =(X=5)>+6 e Y=(X+5)>—6 co modelo y=X".

y=(x +5)?- 6 y=x? y=(x-5)2+6

e

‘(040)‘

(_51_6)

A parabola y:(x—5)2 +6 traslddase 5 unidades & dereita e 6 unidades cara arriba, mentres que a

pardbola Y = (X+5)2 —6 traslddase 5 unidades cara 4 esquerda e 6 unidades cara abaixo.

E dicir, é a combinacién dos dous movementos anteriores.

En xeral, a pardbola Y =(X—0)’ +K t na mesma grafica que Y=X traslad4daa da seguinte forma:

cara adereita se g > 0 . cara arriba se k > 0
0k umdades{

unidades { 2 :
q cara a esquerda se q > 0 cara abaixo se k <0

O vértice da parabola situase no punto (q,k).
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Representacion de parabolas da forma y = x> +r-x+s
Sabemos representar as paradbolas da forma y:(x—q)2+k mediante translacions. Como podemos
pintar a grafica das parabolas cuxa expresién alxébrica é y:x2+r-x+5? Basta con converter esa
expresion nunha cuxa funcién saibamos representar:
Actividades resoltas
+ Representa a grafica da funcién cuadraticay = X2 +6-X—4
A funcion vén dada da forma Y= X +I-X+S, e queremos convertelaen Y= (X—q)2 +K.
y=X +r-X+s<y=(x—q) +k

Sabemos que (X+3)2 =X>+6X+9, onde xa nos aparece X’ +6x. Agora temos que axustar o

resto:

Y=X+6X—4=(X+3) +K=X"+6x+9+K=>K =-13=|y=(x+3)*-13

Coa pardbola expresada desta maneira, basta con trasladar a gréfica de y:XZ, 3 unidades a

esquerda e 13 unidades cara abaixo, sendo o vértice o punto (—3,-13).
%y

_V:XZ

y=x*+6x-4 /
y=(x+3)2-13

(-3-13)

- . . —r o
En xeral, o vértice da parabola esta no punto X=7. A outra coordenada obtense substituindo X na

expresion da funcion.
Exemplo:

4 No caso anterior, Y =X +6-X—4, o vértice est4 no punto (-3,~13).

N f e -r -6 _ .
Como r = 6, a primeira coordenada do vértice é X :7:7:—3. Substituindo o valor na expresion:

i=i—3i2+6-i—3i—4=9—18—4=—13

8. Representa a grafica das seguintes parabolas e localiza o vértice:

a. y=(x+4)" -5 b. y=—(x—§)z+6 c. y=x'-5

d. y:x2—6x+16 e. y:x2+4x+§ f. y:—X2+12x—26
4

g. Y=X —10x+17 h. y=-X+2x—4 i y:—x2+§x—1
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.. - . 2
2.3. Funcién cuadratica. Parabolas da forma Y=2a X" +b-X+¢C

As funcidns polindmicas de segundo grao reciben o nome de funciéns cuadraticas.

Ata agora so estudamos as funcions de tipo Y= x> +IX+S, que é unha parabola aberta cara arriba, ou

y=—X’+IX+S, aberta cara abaixo.

. . e . 2 , ,e .
Sabemos como afecta o valor do coeficiente a na grafica da parabola Y =a- X", facéndoa mais estreita
ou mais ancha.

. rae 2 . .z 7.
Para representar as funcidns cuadraticas y=a-X +b-X+C convértese esta expresion nunha mais
familiar que sabemos representar:

b C
y=a-X’+b-x+c=a-(xX*+—-X+=)=y=a-(X*+r-x+5s)
a a

Actividades resoltas

y=xt+4/3x-8/3

+ Representa a parabolay = 3x? + 4x — 8:

Convertemos a funcién nunha expresién mais doada
de representar:

y:3x2+4x—8=3-(x2+§x—§)

e comparamola con X’ +ﬂx—§.
3 3 y=3xi+dx-8
4 8 _ 4, 16 8_
4 i 1645-)::6 3 } (4x 6312 36 34_ 28
R G M il iy

As duas pardbolas tefien o vértice no mesmo punto de abscisa, e a coordenada Y queda
multiplicada por 3.

En canto & forma, a parabola é mais estreita, como se pode ver no punto 2.1.

En xeral, a representacién da funcién cuadratica Y=a- X*+b-x+c podese aproximar representando a

/ 2 2 g ] ’
pardbola Y =X +IX+S, tendo o vértice no mesmo punto de abscisa e a forma dependera do valor
absoluto do coeficiente a, sendo mais ancha para valores grandes mais estreita para valores mais
pequenos.

A orientacion da parabola sera:
- caraarribase a>0

- cara abaixo se a<0
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Elementos da parabola

Os elementos mais caracteristicos da parabola axudan a representar a sua grafica no plano cartesiano.

Coeficiente a:
Se a>0 a pardbola estd aberta cara arriba.
Se a<0 a parabola estd aberta cara abaixo.
Vértice:
-b -b’+4-a-c

O vértice da parabola estd nopunto | —,—— |:
2a 4a

i ; . , —r
Viramos que para a parabola da forma Y= x> +IX+S, a primeira coordenada é 7

. . b ¢ . b
A pardbola no caso xeral é y=a-x’+b-x+c=a-(X’+—-X+—=)=a-(X>+r-x+s), é dicir, r = —,
a a a

b
, L ..., 4q b
entén a primeira coordenada do vértice ¢ —=—=—.
2 2 2a

- -b . ”
A segunda coordenada sae ao substituir x =2— na funcion cuadratica.
a

Puntos de corte co eixe OX:

Son os puntos onde a parabola corta o eixe X, é dicir, é a interseccién da pardbola coa recta y=0.
Indica cando a pardbola é positiva ou negativa.

. . 2
Para calculalos, resélvese a ecuacién de segundo grao Yy=a-X" +b-x+c=0.

Punto de corte co eixe OY:

E o punto onde a parabola corta o eixe y, é dicir, é a interseccién da parabola coa recta x = 0.
Cando X=0 a pardbola toma o valor de ¢, logo o punto de corte é o punto (0, ¢).

Eixe de simetria:
A parabola é simétrica na recta paralela o eixe Y que pasa polo vértice da pardbola, é dicir, o eixe de

simetria da parabola é a recta x =2— .
a

O eixe de simetria tamén pasa polo punto medio do segmento formado polos dous puntos de corte co
eixe X.

A partir destes elementos, pédese representar a grafica dunha funcién cuadratica.
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Actividades resoltas
4 Determina os elementos da pardbolay = —2x% — 12x — 10
0 a=-2,entdn a parabola estd aberta cara abaixo.

b 12 -12

X=—= =
0 Vértice: 2a 2(-2) 4 = Vértice:V (-3,8)
y=-2-(=3)"-12-(-3)-10=—-18+36-10=8

0 Puntos de corte:
. +4/ - X, =—5=(-5,0
. ElerX:y=—2x2—12x—10=0<:>x=w= : ( )
-4 X, =—1=(-1,0)
. =-2x*—12x-1
. ElerY:{y . X SIXE10 502 212.0-10=-10 = (0.-10)
X =

A parabola tamén pasa polo seu simétrico: (—6,—10).

O Eixe de simetria: recta X =-3.

by by

eixe de simetria eixe de simetria
Vi-d) Yeis)
5.0y - i-L0)

-5.0) } -L0)

w{-6,-10)- 1(0-10)

{010y
9. Calcula os elementos caracteristicos e representa as seguintes parabolas:
a. Y=2X’+4x—6 b. y=6X"—24x c. Y=-2X+4x-2
d. y=2X"+5x-12 e. y=3X"+6x-9 f.y=-2X+7x+3
g. y=7x+21x-28 h. y=5x"-9x+4 i y=—4x"—4x-1
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3. FUNCIONS DE PROPORCIONALIDADE INVERSA

k
3.1. Funcidn de proporcionalidade inversa Y =

Duas magnitudes son inversamente proporcionais cando ao multiplicar ou dividir & primeira por un
nuimero, a segunda queda dividida ou multiplicada polo mesmo nimero. A razén de proporcionalidade
inversa k é o produto de cada par de magnitudes: k=a-b=a’-b’.

Exemplo

+ Pddese comprobar na situacién 3 no inicio do capitulo que a velocidade e o tempo son
magnitudes inversamente proporcionais. Neste caso, o espazo mantense constante, sendo a
razén de proporcionalidade inversa s=v-t.

+ En Fisica encontramos moitos exemplos de magnitudes inversamente proporcionais: a
densidade e o volume, a potencia e o tempo, a presion e a superficie...

Actividades resoltas

4+ Representa no plano a lei de Boyle-Mariotte:
“a temperatura constante, o volume dunha
masa fixa de gas é inversamente proporcional
a presidn que este exerce.”

i
u

Ity
s}
Iy

Se despexamos o volume final V , obtemos a 03

. . k
seguinte expresion: V = B

Compresion
" do gas

10 20 30 40

Presion en newtons por centimetro cadrado

Volume en litros

dd=—F———

A férmula que describe esta lei é P-V =k

S
8
C

A grafica describe unha curva que a medida que aumenta a presién inicial, diminte o volume e
se vai aproximando ao eixe X e, ao contrario, se diminue a presion, o volume que ocupa o gas é
maior.

A funcién de proporcionalidade inversa definese mediante a expresion y=—, onde k é a razén de
X

proporcionalidade inversa e as variables X e Yson os distintos valores que tefien as dias magnitudes.
A sUa representacion grafica no plano cartesiano é unha hipérbole.
Exemplo

1
+ Representa a hipérbole y=—
X

Damos unha taboa de valores e representamos os puntos no plano:
-3 -2 -1 -1/2 | -1/10 | 1/10 |1/2 1 2 3
-1/3 -1/2 -1 -2 -10 10 2 1 1/2 1/3
Pddese observar que a grafica nunca corta aos eixes de
coordenadas, xa que o 0 non pertence ao dominio e tampouco
ao percorrido da funcion.

—W A UNRI0ODS

-10-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 +-2-3-4-5-6-7-8-9-10-1

E facil comprobar que a funcién é simétrica respecto da orixe,
e continua en todo o dominio, é dicir, en R — {0}.
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k
A hipérbole y=—
X

10. Representa as seguintes funciéns de proporcionalidade inversa no mesmo sistema de coordenadas:

-1 5 1

a. y:_ b. y:_ C. y:—
X X 2X
d y 3 y -5 y -12
. = e. = =
8X 3x 5X

11. Describe o que sucede cando varia o valor de K . AxtGidate das graficas do exercicio anterior.

12. Calcula a expresidon analitica e representa a grafica das hipérboles que pasan por cada un destes
puntos. Escribe os intervalos onde a funcién é crecente ou decrecente.

a. (4,2) b. (3,-1) ¢ (1/3,5)
d. (12,3) e. (a) f. (Lb)

13. Calcula o dominio, percorrido, continuidade, maximos e minimos e o crecemento das seguintes
hipérboles:

a)

b)

14. Calcula o dominio, percorrido, continuidade, maximos e minimos e o crecemento das seguintes
hipérboles, asi como as hipérboles que pasan polos puntos:

9 -5 . y=222
. = b' = — *
a Y 2X y 3X ¥
d. (-5,2) e. (4,-9) f. (1,1/2)
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En xeral, as hipérboles cuxa expresion é Y =— tefen as seguintes propiedades:
X

& |K:
O Se o valor absoluto de kK aumenta, a curva afastase da orixe de coordenadas.
0 Se o valor absoluto de k diminue, a curva aproximase & orixe de coordenadas.

Dominio: son todos os reais menos o 0: R — {0}

Percorrido: o seu percorrido son todos os reais menos o 0: R — {0}

Continuidade: a funcion de proporcionalidade inversa é continua en todo o seu dominio, pero
descontinua na recta real, xa que o 0 non estd no dominio, e polo tanto, hai un salto.

Simetria: son funciéns impares, isto é, son simétricas respecto a orixe de coordenadas.

-+ FFF

Asintotas: Cando os valores de X e os de y se fan moi grandes, a curva aproximase aos eixes,
pero sen tocalos, polo tanto, os eixes de coordenadas son as asintotas das funciéns de propor-
cionalidade inversa: as rectas X=0 e y=0.

¥

Crecemento: depende do signo de K :
0 Se k>0:afuncién é decrecente en todo o seu dominio de definicidn.
0 Se k<0: afuncidn é crecente en todo o seu dominio de definicidn.

As asintotas dividen & hipérbole en duas curvas que reciben o nome de ramas da hipérbole.
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k
x—»b

3.2. A hipérbole y = +a

k
A partir da representacion da funcion Y =—, é posible representar outro tipo de hipérboles? Ao igual
X

que ocorre coas parabolas, podemos trasladar as hipérboles no plano en direccidn horizontal ou
vertical, segundo os valores que tomen os parametros a e b .

15. Representa nos mesmos eixes de coordenadas, as seguintes hipérboles:

5 5 5
X X X
o, y=—12 g2 g2
X—=3 X+3
3 5x=2
c y== y=——+5 y=
x—1 x—1

16. Describe o que sucede cando varian os parametros a e b nas hipérboles do exercicio anterior.

En xeral, a representacion grafica das hipérboles cuxa expresién alxébrica é y:—b+a é unha

translacion no plano dependendo dos valoresde a e b .

Desprazamentos horizontais

Ao variar o valor de a, a representacion grafica da hipérbole
desprdazase horizontalmente a unidades:

- Se a>0: a hipérbole desprazase cara a dereita. a<0

- Se a<0: ahipérbole desprazase cara a esquerda. (x+a,y)
- O punto (x,y) convértese no punto (x+a,y):

(X,y) > (x+a,y)
- O vector de translacion € o vector (a,0)

Desprazamentos verticais

Ao variar o valor de b, a representacion grafica da hipérbole desprazase verticalmente b unidades:

- Se b>0:ahipérbole desprazase cara arriba.
- Se b<0: ahipérbole desprazase cara abaixo.
- O punto (x,y) convértese no punto (x,y+b):

(X, ¥) = (X, y+b)

- O vector de translacion é o vector (0,b) q %y+b)
b<0
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Desprazamentos oblicuos

Ao variar tanto o valor de a como o valor de b, a representacion grafica da hipérbole desprazase
diagonalmente tantas unidades como sexa o valor dos parametros:

- As direccidns cara a onde se traslada dependeran dos (x+a,y+b
signosde a eb. ﬁ (x.y)
- O punto (x,y)convértese no punto (x+a,y+b): a >
’ ) ’y+b)
(X,y) = (x+a,y+b) \‘*————

- O vector de translacion € o vector (a,b)

, 5
17. Representa as seguintes funcidns de proporcionalidade inversa a partir da hipérbole y =—:
X

10 1 100
a. =——+3 b. =——+8 C. = +1
y X-5 y X+4 y X+10
10 4 20
d. = -7 e. =6—— f. =—-2
y 2X—4 y X y 5-X

18. Estuda o dominio, percorrido, continuidade, simetria, asintotas e crecemento das funciéns de
proporcionalidade inversa do exercicio anterior.
19. Escribe unha regra para expresar como se trasladan as asintotas segundo os parametros a e b .

mx+n
PX+(q

As funciéns que se definen mediante esta expresidn tamén son funciéns de proporcionalidade inversa e
represéntanse mediante hipérboles. Para iso, necesitamos facer o cambio nunha expresién como a
estudada no apartado anterior que nos resulte mais facil de manexar e representar:

_mx+n
px+q

Hipérbole y =

— Dividindo (mx + n): (px+q) — y=XLa+b

Actividades resoltas

) 3X+2
+ Converter a funcién y=

nunha funcién cuxa expresion sexa mais sinxela de representar.

Dividimos 3x+2 entre x—7:

(Gx+2) _3(x=7), 23 _ 23 .
(x=17) x=-7) (x=7) (x=17)
Esta ultima expresion é facil de representar.

20. Representa as seguintes hipérboles:

Bx+2)=3(x-7)+23 <

2X—4 3-5X 4x—-12
a. = b. y: C. =

X+5 X+2 X-=3
q y_6x+8 . y_7x+5 ; y_6x+10
' 1-x ' X—4 ' 2x—1
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4. FUNCIONS DEFINIDAS A ANACOS

Hai graficas que non podemos representar cunha Unica férmula, como a da marxe:

Actividades resoltas

#+ A grdfica da marxe representa unha excursion Disfﬂmia'z:
en autobus dun grupo de 12 de E.S.O. a Toledo, (km) g
pasando por Aranjuez. Busca unha expresion 60
que a represente. iz:
Este tipo de funcion denominase funcién definida a ]
anacos pois cada trozo ten unha expresion alxébrica 10
diferente. Observa que esta formada por 5 tramos de T 12 %o ":_ o 80 10 180 | 200 | 30 ' 30
rectas, distintos. Podemos calcular as suas ecuacions 201 Tempo (min)

pois cofiecemos os puntos polos que pasan: ((0, 0),
(30, 45), (75, 45), (90, 120), (90, 300) e (0, 360).

A sUa expresion é:

%x Si0<x<30

45 Si30<x<75

f(x)=< 5Xx-=330 si75<x<120
90 si120< x <300
—§x+360 si300< x<360

2x—1 sex<0

4+ Representa graficamente a funcién f(X) = 5 .
X —1 sex>0 1

Esta definida de distinta maneira antes de 0, que é unha recta, que despois o
de 0, que é unha parabola. Simplemente debuxamos estas funcidons nos 2 & o !
intervalos indicados. .

21. Representa graficamente a funcion f (x) :{

2x—1 sex<0
X—1 sex>0’

, - X*+2 sex<0
22. Representa graficamente a funcién f(x) =

2X+2 sex>0

. 2x+1 sex<l
23. Representa graficamente a funcién f (X) = .
X+3 sex>1
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CURIOSIDADES. REVISTA

Coneces este sinal?

Seguramente o viches nalgunha estrada, pero que indica? Mide a pendente da
estrada con respecto a horizontal e significa que a

10
pendente é do 10 %, é dicir, —. Quere dicir que ithri

subimos 10 metros de altura mentres que avanzamos 100m

100 metros.

e comproba apendentedassiasramplas.

&)

Arquimedes € un dos personaxes que mais achegaron \ Apolonio de Pergue
a ciencia na historia. Este enxefieiro, fisico, inventor,
astrénomo e matematico naceu en Siracusa (287 a.C. |Estivemos falando de parabolas e
— 212 a.C.) e é o responsable de moitos teoremas e |hiPérboles pero, de onde vefien
invenciéns que seguramente terds oido, como o |€Sas palabras e formas? O nome
famoso principio de Arquimedes ou o parafuso de |destas curvas  debémosllo a

Arquimedes utilizado nas cadeas de producién de |Apolonio de Pergue (262 a.C.- 190
moitas empresas. a.C.) que estudou este tipo de

funcidns na sua obra As Conicas. As
curvas xorden dos cortes dun cono:
dependendo do d4ngulo de corte,
obtemos
unhas curvas
ou outras. E Parabola
como cortar
unha barra de
pan.

CD Arquimedes e o raio de calor

Cando os romanos atacaron
Siracusa, conta a lenda que
Arquimedes  construiu un
sistema que concentraba os
raios de sol nun raio de calor
gue provocou o incendio dos i
barcos inimigos. Este sistema [ -5 :
estaba composto por espellos (ou escudos bern
pulidos) colocados de tal forma que debuxasen unha
superficie parabdlica.

Circunferencia

Mito ou realidade? Non se sabe, pero na actualidade,
este sistema é a base do funcionamento dos fornos
solares.
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RESUMO

Funcion
polinédmica de
primeiro grao:

A sUa expresion son polinomios de grao un. Represéntanse
mediante rectas:
Hai dous tipos:

ony /y=

mx

Rectas - Funcidns lineais ou de proporcionalidade directa: Yy =M-X, y=mx+nf f[00)
y=m-X pasan pola orixe de coordenadas.
y =M-X+Nn .z . _ . 1y .
- Funcidns afins: Y =M-X+N, son translaciéns no eixe Y, n
unidades. Pasan polo punto (0,n).
Funcién A sUa expresion son polinomios de grao dous. Represéntanse

polinémica de

segundo grao:
Parabolas

y=a-x +b-x+c

mediante pardbolas:

... (-b -b’+4-a-c

Vértice: | —,————
2a 4a

Puntos de corte co eixe OX: a- x> +b-x+¢c=0.

Punto de corte co eixe OY: X=0 ¢é o punto (0,c).

Eixe de simetria: € arecta x=—.

maximo

a<(0

Funcion de
proporcionalidade
inversa:

Hipérboles

‘k‘ : afasta ou achega a curva 8 orixe de coordenadas.

Dominio e percorrido: son todos os niumeros reais menos o 0.

Continuidade: continua en todo o seu dominio, descontinua en

x=0.
Simetria: impar, simétricas respecto a orixe de coordenadas.
Asintotas: as rectas X=0e y=0.
Crecemento:
- Se k>0: decrecente en (—x,0) e crecente en (0,+x).

- Se k<0: crecente en (-, 0) e decrecente en (0,+x).

asintota x=0 |

asintota y=0

Hipérboles

, k
Son o resultado de trasladar a hipérbole y =— polo vector de
X

translacion (a,b):
- Dominio: R —{a} Percorrido: ‘R — {b}
- Puntos: (X,y) > (x+a,y+b)

- Asintotas: {x=0—>x:a};{y=0—>y:b}

asintotal x=a

asintota y=b
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Funcion lineal

1. Representa graficamente a seguinte relacién de proporcionalidade dada na seguinte tdboa e
escribe a sua ecuacion. Describe que tipo de relacién é.

-5 -2 0 1 3
-15 -6 0o 3 9

2. Representaasrectasa)y=>5x, b)y=-5x, c)y=(1/2)x, d)y=2.3x.

3. Estuda o dominio, maximos e minimos e simetrias das funciéns lineais a) y = 1.5x,
b) y =—0.5x.

4. Estuda afuncion y =0,7x no intervalo [-2, 5].

5. Calcula a pendente da recta que pasa polos puntos (1, 4) e (0, 0) e determina a sua expresién
alxébrica.

6. Representa as seguintes funcidns lineais:
a)y=2x+3 b)y=—x+5 c)y=3x-2 d)y=-2x-3.

7. Calcula a pendente da recta que pasa polos puntos (1, 4) e (2, 1) e determina a sUa expresién
alxébrica.

8. Calcula a pendente das rectas que pasa polos puntos que se indican e determina a sua
expresion alxébrica.

a) (5, 1), (3,-2) b) (-3, 4), (4, -1) c) (1, 4), (0, 6) d) (-2,-4), (-1, 0)

9. Duas empresas de telefonia mébil lanzan as suas ofertas: a empresa StarTo ofrece por cada
chamada pagar 50 céntimos madis 2 céntimos por minuto falado; Tel-Hello ofrece 75
céntimos por chamada e minutos ilimitados. Que oferta é mdis econémica? Para dar a
resposta, realiza os seguintes pasos, expresando os resultados analitica e graficamente:

a. Haialgln momento no que as duas ofertas sexan iguais?
b. Se falo unha media de 15 minutos ao dia, que oferta me convén?

c. Sefalo unha media de 35 minutos ao dia, que oferta me convén?

o

. Se fago unha media de 10 chamadas ao dia de 3 minutos de duracién, que oferta me
convén?

e. Se fago unha media de 2 chamadas ao dia de 30 minutos de duracidn, que oferta é a
mellor?

f. Que oferta é mais econdmica?

10. O escritor Xaime Joyce ten distintas ofertas editoriais para publicar a sta ultima novela. A
editorial Dole ofrécelle 100 €, ademais do 20 % de cada libro que venda; a editorial Letrarte
ofrécelle 350 €; e a editorial Paco ofrécelle segundo a venda dos libros: 50 € se vende ata
250 libros, 100 € se vende ata 500 libros, 300 € se vende ata 1 000 libros e 500 € se vende
mais de 1 000 libros. Entre todas as editoriais, cal cres que é mellor oferta para Xaime?

Mat. ens. académicas.42B ESO. Capitulo 11: Funciéns polindmicas, definidas a anacos e de proporcionalidade inversa Autor: David Miranda
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisoras: Maria Molero e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es — llustracions: Banco de Imaxes de INTEF




Funcidns cuadraticas
11. A partir da pardbola y = x?, debuxa a grafica das seguintes parabolas:

a)y=x*+3 b)y=—x*+5 c)y=(x—2)? d) y = (—x—3)

12. A partir da pardbola e = x?, debuxa a gréafica das seguintes parabolas:

a)y=2.5x? b)y =-1.2x? c)y=(1/2)x? d) y=-0.7x%

13. Representa a grafica das funciéns parabdlicas seguintes e indica o vértice:

a)y=x*+3x+2 b)y=—x*+5x—-4 c)y=(x—2)*+4 d)y=-x*+x-3.

14. Determina os elementos das parabolas seguintes

a)y=3x2+2x+5 b)y=-2x>+4x—-1 c¢)y=4(x—2)*+9 d) y =—5x%+ 2x—6.
Funcidns de proporcionalidade inversa

15. Calcula a expresion analitica e representa a grafica das hipérboles e = k/x que pasan polos
puntos que se indican. Escribe os intervalos onde a funcidn é crecente ou decrecente.

a) (5, 1), b) (4, -1) c)(1,4) d) (-2, -4).
16. Representa as seguintes funciéns de proporcionalidade inversa:
a)y=2/x b)y=-1/x c)y=3/x d) y=-2/x.

17. Determina o dominio, percorrido, continuidade, maximos e minimos e o crecemento das
seguintes hipérboles:

a)y=23/x b)y=-1.7/x c)y=3.2/x d) y=-2.1/x.
18. Representa as seguintes hipérboles:

a)y=2/x+3 b)y=-1/x+5 c)y=3/x-2 d)y=-2/x-3.
19. Representa as seguintes hipérboles:

a)y=2/(x+3) b) y =—-1/(x +5) c)y=3/(x-2) d) y =-2/(x-3).
20. Representa as seguintes hipérboles:

) y:2X+43 by y= 2))((+13 o yzii_j 9 y:—xx+—23'

Funcidons definidas a anacos
2x+1 sex<-—1

xX*-1 sex>-1
22. Determina o0s puntos de interseccion cos eixes coordenados da funcién

X+1 six<?2
f(x)= . .
2X+1 sIx>2

21. Representa graficamente a funcion f(x) :{

2
. . ., X“+1 sex<2 ,
23. Indica os intervalos onde a funcién f(x) :{ é crecente.

—x*+4 sex>2
3x-2 sexx<l

24. Representa graficamente a funcion f(X) = .
I/x sex>1
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AUTOAVALIACION

1. Arecta y = 4x + 2 ten de pendente m e ordenada na orixe b:
aym=4,b=0b)m=1/2,b=6 c)m=2,b=4 dm=4,b=2
2. A recta que pasa polos puntos (1, 6) e (-2, 4) ten de pendente m e ordenada na orixe b:
aym=2,b=4 bym=3/2,b=6 c)m=2/3,b=16/3 dm=6,b=2/3
3. Indica cal das seguintes funcidns lineais é simétrica respecto da orixe de coordenadas:
a)y=(-10/17)x b)y=3x+1 C)y=4x+2 dy=—x+3
4, Indica cal das seguintes funcidns cuadraticas é simétrica respecto do eixe de ordenadas:
a)y =(-10/17)x% + 3x b)y=3x2+2x+1 c)y=4x? d)y=—x*+3x+2
5. Indica o vértice da funcion cuadrética e = 3x% + 1:
a) (0, 1) b) (1, 2) c) (0, 2) d) (0, 3)
6. Sinala cal das seguintes funcidns cuadréticas € mdis estreita que y = x*:
a)y=(-10/17)x*> + 3x b)y=3x2+2x+1 c)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=-x+3
7. Indica cal das seguintes hipérboles é simétrica respecto da orixe de coordenadas:
a)y=-15/(21x) b)y=3/x+1 c)y=4/x+2 dy=-1/x+3
8. Sinala cal das seguintes hipérboles ten como asintotas dsrectasx=2ey=3:
a)y=-15/(x-3) -2 b)y=3/(x—2)+3 c¢)y=4/(x+2)-3 dy=-12/(x+3)+2
9. Se traslado a hipérbole e = 3/x mediante o vector de translacidn (1, 3) obtefio a hipérbole:
a)y=3/(x-1)+3 b)y=3/(x-3)+1 ¢)y=3/(x+3)-1 dy=-3/(x+1)-3

10. Sinala cal das seguintes funciéns cuadraticas acada un minimo absoluto:

a)y = (-10/17)x* + 3x b)y=3x2+2x+1 c)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=-x*+3

Mat. ens. académicas.42B ESO. Capitulo 11: Funciéns polindmicas, definidas a anacos e de proporcionalidade inversa Autor: David Miranda
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisoras: Maria Molero e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es — llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




Matematicas orientadas as ensinanzas académicas

4°B de ESO

Capitulo 12
Funcidons exponenciais,
logaritmicas e trigonométricas

Propiedad Intelectual

Elpresente documento se encuenktra depositado en el registro de Propiedad
Intelectualde Digital Media Rights con ID de obra AA4-0181-02-444-031747

Fechayhora de regiskro: 2014-02-07 13:31:47.0
Licencia de distribucion: CCby-nc-sa

O30
[] o

Quedaprohibido eluso del presente documenteo y sus conkenidos para Fines que
excedan los Limites establecidos porla licencia de diskribucion.

Mas informacion en htbpy/fwnanw dmrights.com

www.apuntesmareaverde.org.es

ESOUELA Pip(icA:

PARATOBRS

Autor: Miguel Angel Paz
Revisora: Maria Molero e Javier Rodrigo
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
Revisora da traducion ao galego: Fernanda Ramos Rodriguez

llustraciéns: Miguel Angel Paz e Banco de Imaxes de INTEF




indice
1. FUNCIONS EXPONENCIAIS
1.1. FUNCION EXPONENCIAL

1.2. DISTINTAS FUNCIONS EXPONENCIAIS
1.3. 0 NUMERO E. A FUNCION F(X) = EX

2. FUNCIONS LOGARITMICAS

2.1. DEFINICION E CALCULO ELEMENTAL DE LOGARITMOS
2.1.1. LOGARITMOS INMEDIATOS
2.1.2. LOGARITMOS DECIMAIS E NEPERIANOS COA CALCULADORA
2.1.3. CAMBIO DE BASE DE LOGARITMOS
2.2. PROPIEDADES DOS LOGARITMOS
2.2.1. EXPRESIONS LOGARITMICAS E ALXEBRAICAS
2.3. FUNCIONS LOGARITMICAS
2.3.1. GRAFICAS E CARACTERISTICAS
2.3.2. RELACION ENTRE AS FUNCIONS EXPONENCIAL E LOGARITMICA

3. FUNCIONS TRIGONOMETRICAS

3.1. AS FUNCIONS SENO E COSENO
3.2. AFUNCION TANXENTE

Resumo

Entre as diversas funcions hai algunhas que tefien unha importancia especial, ou tivérona
historicamente. Nestes dous capitulos amosamosche tres tipos moi importantes.

Termos como crecemento exponencial ou curva sinusoidal derivan deste tipo de funcidns.

Tefien unhas propiedades importantisimas na analise matemadtica, enxenaria, medicina, ciencias sociais,
etc. Neste capitulo aprenderds o cdlculo de logaritmos e as propiedades das funcidns exponenciais e
circulares e das suas graficas.

O termo logaritmo foi cuinado en 1614 polo matematico escocés John Neper (1550-
1617). Antes da invencién das calculadoras electrénicas, os logaritmos tamén foron
imprescindibles para o calculo de potencias de nimeros non enteiros.

As funcidns trigonométricas son moi cofiecidas e constituen un dos exemplos mais
populares de funcidns periddicas. Elas ou outras funciéns relacionadas atdpanse por
todas as partes na natureza e utilizanse en fisica, electrénica, etc. Numerosas
graficas comparten as suas propiedades como, por exemplo, a forma dunha onda, John Napier

tamén chamada sinusoide, que debe este nome & funcidn seno. (Neper). Barén
de Merchiston

Mat. ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 12: Funcidns expanenciais, logaritmicas e trigonométricas Autor: Miguel A. Paz
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Maria Molero, Javier Rodrigo e Fernanda Ramos
____ llustracions: Miguel Angel Paz e Banco de Imaxes de INTEF

www.apuntesmareaverde.org.es




1. FUNCIONS EXPONENCIAIS

1.1. Funcion exponencial

Hai dous tipos de funcidns cuxa expresion analitica ou formula é unha potencia:

e Se a variable independente estd na base: y = x>, chamase funcién potencial, e cando ademais o
expofente é un numero natural é unha funcién polinédmica.

e Se avariable independente esta no expofiente: Yy =3%, chdmase funcién exponencial.

Exemplo:
y:lox’ y:(%j ,y:23x ,yzs—x.

Unha funcion exponencial é aquela na que a variable independente esta no expoiiente.

Neste curso estudamos funciéns exponenciais sinxelas, do tipo Yy =b”, onde a base b é un nimero
positivo distinto de 1.

Actividades resoltas

+ Se a cantidade de bacterias dunha determinada especie se multiplica por 1.4
cada hora, podemos escribir a seguinte férmula para calcular o nimero “y” de
bacterias que habera ao cabo de “x” horas (comezando por unha soa bacteria):
y = 1.4%

Numero de bacterias en cada hora Grafica da funcion
(Taboa de valores da funcién): 8
Horas Num. 7]
transcorridas | bacterias 5
X
(x) ) .
0 1 N
1 1.4 .
2 1.96 1
3 2.74 2]
4 3.84 1,
5 5.38 0
6 7.53 0o 1 2 3 4 5 6 7
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Observa que neste exemplo non se lle deu a “x” valores negativos, xa que non ten sentido un
numero de horas negativo. Nas funcidns exponenciais en xeral o “x” si pode ter valores negativos.
Porén a base b s6 pode ter valores positivos. Asi mesmo, observards que a variable “y” tamén
resulta sempre positiva. Mais adiante recollemos estas propiedades ao falar de dominio e

percorrido da funcién exponencial.

Proba agora a realizar no teu caderno unha taboa de valores e a grafica para un caso similar,
supofiendo que o numero de bacterias se multiplica cada hora por 3 en lugar de por 1,4.

o, n

Observaras que os valores de “y” aumentan moito madis 4 présa e deseguida se saen do papel.
Mentres que os valores de “x” aumentan de 1 en 1, os valores de e vanse multiplicando por 3. Isto
chamase crecemento exponencial. Se en lugar de multiplicar se trata de dividir temos o caso de
decrecemento exponencial.

No teu caderno, representa conxuntamente as graficas dey=X2 (funcién potencial) e y=2"

"

(funcién exponencial), con valores de “x” entre 0 e 6. Observa a diferenza cuantitativa entre o
crecemento potencial e o crecemento exponencial.

1.2. Distintas funcions exponenciais

As gréficas das funciéns exponenciais Y =b* diferéncianse segundo o valor da base “b”. Especialmente
diferénciansese 0<b<1loub>1.

No caso no que b = 1 temos a funcidn constante y = 1, cuxa grafica é unha recta horizontal.

Vexamos as graficas dalgunhas funcidns exponenciais, comparandoas con outras:
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Observamos os seguintes aspectos comuns nas catro graficas:

e O seu dominio é toda a recta real. Ademais son continuas.

e O seu percorrido é (0, +o). E dicir,

nunca é cero nin negativo.

e Pasan todas polos puntos (0, 1), (1, b) e (-1, 1/b).
o Agraficade y=a"eade y=(1/a)" son simétricas respecto do eixe OY.

Candoabaseéb>1

Son funciéns crecentes. Canto maior é a
base o crecemento é mais rapido.

Cando x — —o a funcién tende a 0. Polo
tanto presenta unha asintota horizontal na
parte esquerda do eixe OX.

Ainda que nalguns casos poida aparentalo,
non presentan asintota vertical pois non se
aproximan a ningunha recta.

E observamos tamén aspectos diferenciados en ambas as ilustracions:

CandoabaseéO<b<1

Son funciéns decrecentes. Canto menor é a
base o decrecemento é mais rapido.

Cando x — 4w a funcién tende a 0. Polo
tanto presenta unha asintota horizontal na
parte dereita do eixe OX.

Ainda que nalguns casos poida aparentalo,
non presentan asintota vertical pois non se
aproximan a ningunha recta.
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Actividades resoltas

4+ Representa graficamente as seguintes funciéns exponenciais y =2* e y=27".

Funcién y =2" Funcién y=2""

x [y ) x ¥
16
5 1/32 15 -5 32
4 |1/16 o -4 16
-3 1/8 12: -3 8
D 1/4 11| -2 4
1| 12 N 12
0 1 : 0 1
1| 2 4 1 1/2
2 4 5 2 1/4
3 8 4 3 1/8
4 | 16 3 4 1/16
5 | 32 i > 1/32
6 | 64 — 6 1/64

-4-3-2-=4]01 23 435

4+ |dentifica as funcidns correspondentes coas seguintes graficas:

a) o b) Y
9]
8]
7
6
S
4
3]
2
1
_,//0 N X N
43-2-4(012 3 4 3-2-4[0 123 4
Solucion:

Ambas as duas son funcidns exponenciais porque pasan polo punto (0, 1) e tefien por un lado como
asintota horizontal o eixe OX, mentres que polo outro lado tenden a + .

A funcion (a) é y = 2. 5% porque pasa polo punto (1, 2.5).

1 X
A funcién (b) é y = (Zj porque pasa polo punto (-1, 4).
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# Representa afuncién y=37"

-
o

Solucion:

Por ter expofiente negativo é:

1 X
=3 "=>y=|—|.
y=3"=y=(1)

Polo tanto a sua grafica é a da marxe.

Observa que pasa polos puntos (-1, 3), (0, 1) e (1, 1/3).

N W kR G O N @ ©

4+ Coflecendo a grafica da funcién f(X) =2%, que se viu anteriormente, e sen calcular valores, debuxa
as gréficas das funcions g(Xx) =2* +3 e h(x) =2*".

Solucion:
A funcion g(x) é a funcion f(x) desprazada cara arriba 3 unidades.
A funcién h(x) é a funcidn f(x) desprazada cara 4 esquerda 3 unidades.

Polo tanto as suas graficas son estas, representadas en diferente cor:
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1.3. O numero e. A funcion e*

O numero e ten unha gran importancia en Matematicas, comparable mesmo ao nimero T ainda que a
slla comprensién non é tan elemental e tan popular. Para comprender a sUa importancia hai que
acceder a contidos de cursos superiores. E un nimero irracional.

O numero e definese como o limite cando n tende a infinito da seguinte sucesion:
n

1
e=lim(1+—>
n

n—eo
O seu valor aproximado é e = 2.71828182846...

Tratase dun ndmero irracional (ainda que ao velo pode parecer periédico).

n
. 1 .
Coa axuda da calculadora pddese comprobar como os valores de (1 +—| se achegan cada vez mais ao
n

valor e = 2.71828182846... a medida que aumenta o valor de n.

Este niumero aparece nas ecuaciéns de crecemento de poboacidéns, desintegracion de substancias
radioactivas, xuros bancarios, etc.

Tamén se pode obter directamente o valor de e coa calculadora (sempre como aproximacion decimal,
posto que é un numero irracional). Normalmente hai unha tecla coa etiqueta e pero podes usar tamén
a tecla etiquetada ex. Para iso terds que calcular o valor de el.

A funcién Yy =e” comparte as caracteristicas descritas mais arriba para funciéns exponenciais de base
maior que 1.

3. Utilizando a calculadora, no teu caderno fai unha tdboa de valores e representa as
funciénsy = e*,y = e™.

4. Unha persoa ingresou unha cantidade de 5 000 euros a interese do 3% nun banco,
de modo que cada ano o seu capital se multiplica por 1.03. a) Escribe no teu
caderno unha tadboa de valores co difieiro que tera esta persoa ao cabo de 1, 2, 3, 4,
5 e 10 anos. b) Indica a férmula da funcién que expresa o capital en funcién do
numero de anos. c) Representa no teu caderno graficamente esta funcion. Pensa ben que unidades

deberas utilizar nos eixes.

5. Un determinado antibidtico fai que a cantidade de certas bacterias se mul-
tiplique por 2/3 cada hora. Se a cantidade as 7 da mafia é de 50 milldns de
bacterias, (a) fai unha tdboa calculando o nimero de bacterias que hai ca-
da hora, desde as 2 da mafia as 12 do mediodia (observa que tes que calcu-
lar tamén “cara atras”), e (b) representa graficamente estes datos.

Cultivo da bacteria

6. Representa no teu caderno as seguintes funcions e explica a relacion entre Salmonella
as suas graficas:
a)y =2% b) y = 2x*1 c)y =21

7. Cofiecendo a gréfica da funcién f(X) =2, que se viu mais arriba, e sen calcular tdboa de valores,
debuxa no teu caderno as gréficas das funciéns g(x) = 2* — 3 e h(x) = 273,
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2. FUNCIONS LOGARITMICAS

2.1. Definicion e calculo elemental de logaritmos
Recorda que:

A expresion log,a lese “logaritmo de a en base b”.

ow_

log,a é o expofiente ao que hai que elevar “b” para que o resultado sexa“a”.
log,a=x<b*=a
“b” chamase base e “a” chamase argumento.

Observacions:
e A base ten que ser un numero positivo e distinto da unidade.

e O argumento ten que ser positivo e distinto de 0.

Exemplos:
1
a) log, 32 =5 porque 2°=32 b) log, i -3 porque 270 = — =

Un par de propiedades elementais

v" 0 logaritmo da base sempre vale 1: log,b=1 porque b' =b.

v o logaritmo de 1 en calquera base sempre vale 0: log, 1=0 porque ' =1.

2.1.1. Logaritmos inmediatos
Chamanse asi os que se calculan directamente aplicando a definicién.
Exemplos:

+ log. 125 =3 porque 5° =125

+ log, 81=4porque 3'=81

+ log 10 000 = 4 porque 10" = 10 000.

Cando non se escribe a base quere dicir que a base é 10 (log x). Os logaritmos en base 10 chamanse
logaritmos decimais. Os logaritmos en base e chamanse logaritmos neperianos e escribense In x.

Outros logaritmos non son inmediatos pero pddense calcular tamén aplicando a definicion, igualando
expofientes. Isto pasa cando a base e o argumento son potencias do mesmo numero.

Exemplos:

+ Para calcular log,8 pofiemoslog,8=x = 4* =8 = 2% =2’ = 2x=3 = x:%

4 Para calcular log,32 pofiemos log, 32 =X = 4* =32 = 2% =2° = 2x=5= X zg.
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Actividades resoltas
#+ Calcula os seguintes logaritmos: a) log, 256; b) log, 1/32; c) log, 1/2; d)log 1/100; e)log,0.111..,;
f) log,3; g) logz 1; e calcula o valor de x nas seguintes igualdades: h) x = logs 3\/5; i) logx16 = 4.
Solucions:
a) log,256 =4, porque 4" =256,

1 1
b) log, 1/32 =-5, porque 27° = —=—.
) log, 1/ porq Y

1
c) log,1/2=-1, porque 27 = 3
d) log 1/100 = -2, porque 10~ =

100

1 1
e) log,0.111...=-2, porque 0.111... = 1/9, e entén 377 = 3—2 = 5 .
f) log,3 =1, porque 3'=3 (o logaritmo da base sempre vale 1)

g) log,1=0, porque 2°=1 (o logaritmo de 1 sempre vale 0).

h) x=logs3v3 < 3= 3y3 & =332 x=3/2.
i) logd6=4 <x*=16 < x*=2'< x=2.

#+ Calcula o valor de x nas seguintes igualdades:
a) log:8l=x=3=81 <3=3"<x=4
b) log12=x< 12*=1 < x=1
c) logsp 900 =x< 30*=900 < x =2
d) log0.1=x<10=0.1 & 10*=101< x=-1
e) log3243=x<3=243 &3 =3><x=5

f) loge3=x<9=33>=312x=1<x=1/2

1
logr—=x7"=7?2<x=-2
g) logs 25
h) logis 4096 =x< 16=4096 < 2% =22 4x=12 < x=3
i) log1000=x<10"=1000 < x=3
i) logas/5=xe 25 = /5 < 5% =512 2x=1/2 <> x=1/4
k) log 0 =x non existe solucion, porque ningunha potencia dd 0 como resultado.

[) log (—100) = x non existe solucidn porque o resultado de calcular unha potencia de base
positiva sempre é positivo.

1Y’ 1 1 7
m) logi7="2 ox?2=7T< |2 | =7 =7 © x=—s=——
) loe: U » 5
1 2
n) logax=-1/2 IV oyenxz b ey yom VO

21/2 ﬁ 2
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8. Calcula os seguintes logaritmos utilizando a definicion (sen calculadora):

a) log,81 b) log,256 c) log10000 d)log.125 e)log,0.25 f) log 0.001

9. Calcula os seguintes logaritmos utilizando a definicién e igualando expofientes (sen calculadora):

a) log, 2 b) log, 27 c) log,,27 d)log,0.125 ) logaé f) logZ%

g) log, 2 h) log,, 32 i) log4\/§ j) log 27 k) log3/100
10. Calcula o valor de x nas seguintes igualdades:

a) logyx = % b) log 81 =4 c) log, 27=x d)log 0.5=-1 e) logx =-4.

3

2.1.2. Logaritmos decimais e neperianos coa calculadora
Ata aqui aprendemos a calcular logaritmos utilizando a definicién. Porén soamente se pode facer asi
nuns poucos casos (en concreto cando o argumento é unha potencia da base do logaritmo).

Por exemplo non se poden calcular logs 35, log10 7, log,30 , log,5.

As calculadoras cientificas dispofien de teclas para calcular unicamente dous ou tres tipos de logaritmos
(segundo o modelo de calculadora):

Logaritmos neperianos (en base e):
Logaritmos decimais (en base 10): E Logaritmos neperianos son os que tefien
como base o numero e =2.718281...

Tamén se chaman logaritmos naturais.

; Os logaritmos neperianos escribense de tres
Nalgunhas calculadoras pode @ modos:

calcularse directamente pofiendo a logx=Inx=Lx
base e o argumento.

Logaritmos en calquera base:

Exemplos:

4+ Comproba coa tua calculadora que log 7 = 0.845 e que In 7 = 0.946 (valores redondeados).
+ Comprobataménquelog10=1equelne=1.

Para calcular un nimero cofiecendo o seu logaritmo empréganse as mesmas teclas
utilizando previamente a tecla de funcién inversa (normalmente SHIFT ou INV).

Exemplos:

4 Comproba coa tua calculadora que o nimero cuxo logaritmo decimal vale 1.36 é
22.9 e que o numero cuxo logaritmo neperiano vale 1.36 é 3.896.

Mat. ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 12: Funcidns expanenciais, logaritmicas e trigonométricas Autor: Miguel A. Paz
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Maria Molero, Javier Rodrigo e Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es — ____ llustracions: Miguel Angel Paz e Banco de Imaxes de INTEF




2.1.3. Cambio de base de logaritmos

Coa calculadora tamén se poden calcular logaritmos que non sexan decimais nin neperianos, é dicir, en
bases distintas a “10” e “e”.

Para iso emprégase a formula do cambio de base:

log;, X

Para cambiar de base “a” a base “b”: log, X =
log, a

Exemplo:

. log107 _ 0.845
4 Para calcular log,7 utilizando a calculadora facemos log, 7 = 29107 — 2222 — 1,40

logio4 0602

11. Calcula os seguintes logaritmos coa calculadora utilizando a formula do cambio de base e compara
os resultados cos obtidos na actividade:

a) log, 2 b) log, 27 c) log,,27 d) log,.2 e) log,0.125 ) log3é.

2.2. Propiedades dos logaritmos
As propiedades dos logaritmos son as seguintes:
e log,1=0 xaqueb®=1 (o logaritmo de 1 en calquera base é 0).

e log, b =1xaqueb'=b (ologaritmo da base é 1).

e O logaritmo dun produto é igual 8 suma dos logaritmos dos factores:
log,(x-y) =log, x + log, y
e O logaritmo dun cociente é igual 4 diferenza dos logaritmos:
log, (x:y) =log,x-log,y
e O logaritmo dunha potencia é igual ao expofiente polo logaritmo da base:
log, X’'=y - log, x
Exemplo:
log, 10 + log, 3.2 =log, (10 - 3.2) =log, 32 =5
log 140 —log 14 =log (140/14) =log 10=1
log,9°=5log,9=5-2=10

10g35/§ =log,9'/°= %log39 = % 2= %
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2.2.1. Expresions logaritmicas e alxébricas

As propiedades dos logaritmos empréganse en dous tipos importantes de operacién:

e Tomar logaritmos nunha igualdade é aplicar o logaritmo a ambos os membros da mesma:
x=y < log,x=log,y.

e Eliminar logaritmos nunha igualdade é o contrario: conseguir que unha expresion logaritmica deixe
de selo. Para isto é preciso que cada membro tefia un Unico logaritmo:

log,x=log,y & x=y.

Actividades resoltas
+ Sabendo que log 2 =0.301, calcula:

a) log32=1log2°=5log2=5-0.301=1.505
b) log 0.008 = log (8/1 000) = log 8 —log 1 000 =3 log 2 —3 =3 - 0.301 — 3 =—2.097

Observa que o logaritmo en base 10 da unidade seguida de ceros é igual ao numero de ceros que tefia.

% Sabendo que log 2 =0.301 e que log 3 = 0.477 calcula:

a) log6=1og(3-2)=1log3+1log2=0.301+0477 =0.778
b) log180 =1og(32-2-10)=2log3+1log2+1log10=2-0.477+0.301 + 1 = 2.255

¢) log15=1log(3-5) =log (%) = log3 + log 10 — log 2 = 0.477 + 1 — 0.301 = 1.176

4+ Toma logaritmos e desenvolve:

mn mn
a) a=— =loga=log— =loga=logm+logn-logp

Jb’c Jb’c

3 1
b) a= —— =loga=log—— =loga= =logb+ —logc—2logx
X X 2 2
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* Elimina os logaritmos:

a) loga=logc+logd-loge :>log0/=logﬂ =a= od
[ €

4+/5 45

x? X

b) logb=1log4 + %log5—3logx:>logb=log4+log\/§ —-logx®*=log b = log

2
loge _, log a + log 1 000 = log b?—log c*/3 = log(1 000a) = log b

e

c) loga+3=2logh —

2

:>10000=b—

e
+ Resolve a seguinte ecuacién logaritmica: 2logx = 2log(x—1)+log4

Solucion:

Para resolvela é preciso eliminar logaritmos:
logx® =log(x—1)* +logd = logx® =log4(x—1)°
A ecuacion queda X° =4(x—1)> = 0=3x> —8X+4cuxas solucidns son x =2 e x = 2/3.

A segunda solucién non é valida porque ao substituila na ecuacién orixinal quedaria log (x — 1) como
logaritmo dun nimero negativo, que non existe. Isto ocorre as veces nas ecuaciéns logaritmicas, igual
gue nas ecuacions irracionais, e por iso é preciso comprobar a validez das solucions calculadas.

4+ No célculo de interese composto o interese producido cada periodo de tempo pasa formar parte do
capital. Asi, se o periodo de tempo é un ano, a formula do interese cada ano calculase sobre un
novo capital, que é o capital anterior mais os xuros producidos no ano. Polo tanto, se a porcentaxe

. , . - r
de interese anual é r, o capital cada ano multiplicase por 1+ﬁ'

Por exemplo se o interese é do 4 % hai que multiplicar por 1.04 cada ano transcorrido.

A férmula do capital acumulado ao cabo de nanos é:C, = C'(l +ﬁj

Calcula o capital final acumulado ao cabo de 4 anos para 6 000 € ao 2 % de interese composto
anual.

Solucion:

C=6000-(1+0.02)*=6000-1.02*=6494.59 €.
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+ A que interese composto hai que investir 10 000 euros para obter en 10 anos ao menos 16 000
euros?

10

16000=10000-(1+ﬁ) =>1-6=(1+ﬁ)

10

r 10 r
= 1+m— V1.6 = 1'048:>ﬁ_ 0.048

Asi pois r = 4.8%.

#+ Cando a incégnita é o nimero de anos (que estd no expofiente) necesitamos tomar logaritmos para
resolvelo: Se ingresamos nun banco 3 000 € ao 4 % de interese composto anual, cantos anos tefien
gue pasar para conseguir 4 500 €7?

log 1.5

4500=3000-(1+0.04)"= 1.5=1.04"= log 1.5 = nlog 1.04 = n = log 104

= 10.34 anos (teremos
que agardar 11 anos).

# A formula do interese composto tamén se utiliza para os problemas de crecemento ou
decrecemento de poboacidns, que é unha funcién exponencial: Por exemplo, se a poboacién dun
pais aumenta un 3% cada ano e actualmente ten 15 milléns de habitantes, cantos terad ao cabo de 5
anos?

15 000 000 - (1 +0.03)> = 15 000 000 - 1.03° = 17 383 111 habitantes.

12. Sabendo que log 2 = 0.301 e que log 3 = 0.477 calcula:

a) log5s b) log 25 c) log24 d) log 60
13. Sabendo que log 8 = 0.903, e sen utilizar calculadora, calcula os seguintes:
a) log80  b)log2 c) log 64 d) log0.8 e) log1.25 f) log 3800
2x7y? X y?
14. Toma logaritmos e desenvolve: a) A= y b) B= y

3z 10z
15. Reduce a un Unico logaritmo cada expresion:

a) log2-log12+1+log3 b) 210g5+%10g5—2 c) 2log2a-loga

16. Resolve as seguintes ecuacidns logaritmicas:
a)log(x+1)2=6 b) log x + log 5 =log 20 c)log (7—-3x)—log (1-x)=log5

17. Cando naceu un neno os seus pais colocaron 1.000 euros nunha cartilla de aforro ao 2.5 % de
interese composto anual. Canto difeiro tera a conta cando o neno cumpra 15 anos?

18. A poboacién de certas bacterias multiplicase por 1.5 cada dia. Se ao comezo hai 18 milldns de
bacterias, cantas haberd ao cabo dunha semana?

19. A que tanto por cento de interese composto hai que investir un capital de 20 000 euros para ganar
1 000 euros en tres anos?

20. Se investimos 7 000 euros ao 1.35 % de interese composto anual, cantos anos deben transcorrer
para ter gafiado polo menos 790 euros?

21. Calcula en cantos anos se duplica unha poboacion que crece ao ritmo do 10 % anual.

22. Se unha poboacién de 8 millédns de habitantes se converteu en 15 milléns en 7 anos, canto medrou
cada ano? (Ollo: non se trata de dividir entre 7!).
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2.3. Funcidns logaritmicas

2.3.1. Grafica e caracteristicas
As funcidns logaritmicas son as do tipo y =log, X.

Hai unha funcién distinta para cada valor da base b.

Exemplos:

4 Atdboa de valores e a grafica da funcion Y =1og, X son as seguintes:

X log, X 4
0.1 3.3 3]
0.5 -1.0
0.7 -0.5 .
1 0.0 1
2 1.0 |
3 1.6 S " :
4 20 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
5 2.3 ™
_2‘
3]

4+ A tdboa de valores e a grafica da funcién y = logl/2 X son as seguintes:

X log,, X 4,
0.1 3.3 3
0.5 1.0 5
0.7 0.5 |

1 0.0 1]

2 -1.0

3 1.6 T
4 -2.0 .

5 -2.3... 1

_2_
-3

As caracteristicas destas graficas permitennos deducir as das funcidns logaritmicas en xeral que son as
seguintes:

Mat. ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 12: Funcidns expanenciais, logaritmicas e trigonométricas Autor: Miguel A. Paz
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez Revisores: Maria Molero, Javier Rodrigo e Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es — ___ llustracions: Miguel Angel Paz e Banco de Imaxes de INTEF




e O seu dominio é (0, +x). E dicir, s6 estan definidas para “x’’ positivo.

e Son continuas.

e O seu percorrido é toda a recta real.

e Pasan polos puntos (1, 0), (b, 1) e (1/b, —1).

e Agrificade y=1log, Xeade y= logl/b X son simétricas respecto do eixe OX.

A\

\ y = log, x
0

-4 |

Por outra parte observamos unhas caracteristicas propias nas funcions en ambas as ilustracions,
segundo sexa a base do logaritmo maior ou menor que a unidade.

Candoabaseé b >1: Candoabaseé0<b<1:

e Son funcidéns crecentes. Canto maior é a e Son funcidons decrecentes. Canto menor é a
base o crecemento é mais rapido. base o decrecemento é mais rapido.

e Cando x — 0 a funcién tende a —. Polo e Cando x — 0 a funcién tende a +o. Polo
tanto presenta unha asintota vertical na tanto presenta unha asintota vertical na
parte negativa do eixe OY. parte positiva do eixe OY.

e Ainda que nalgln casos poida aparentalo, e Ainda que nalguns casos poida aparentalo,
non presentan asintota horizontal, pois a non presentan asintota horizontal, pois a
variable “y” pode chegar a calquera valor. variable “y” pode chegar a calquera valor.

2.3.2. Relacion entre as funcions exponencial e logaritmica

Segundo a definicion do logaritmo temos a seguinte relaciéon: y=log, X < X= b’

“,n -

As funcions logaritmica e exponencial levan intercambiado o lugar do “x” e o “y”. Polo tanto son
funcidns inversas.

En consecuencia, se partimos dun nuimero e lle aplicamos a funcién logaritmica e logo ao resultado lle
aplicamos a funcién exponencial, volvemos ao numero de partida. O mesmo ocorre se primeiro
aplicamos a funcion exponencial e despois a logaritmica.
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Exemplo:

4+ Partindo do numero 3, utilizando a calculadora, aplicamos unha funcién logaritmica: logs 3 =
0.6826 (recorda a formula do cambio de base). A continuacidn, aplicamos a funcidn
exponencial: 526826 = 3 e obtemos o nimero do principio.

#+ Facéndoo en sentido inverso, partindo do numero 3 aplicamos primeiro unha funcién

exponencial:53 =125. A continuacién, aplicamos a funcién logaritmica: log,125=3 e tamén
obtivemos o numero do principio.

Cando duas funcidns son inversas as sUas graficas son simétricas, sendo o seu eixe de simetria a
bisectriz do primeiro cuadrante.

Isto débese a que se o punto (a, b) é da grafica dunha delas, o punto (b, a) pertence a grafica da outra.

Exemplos:

4 As graficas das funciéns f(X)=1og, X e g(x) =2" tefien a seguinte simetria:
/ ‘

s

_— , y = log,
. 2
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Actividades resoltas

#+ I|dentifica as funcidns correspondentes coas seguintes graficas:

a) 6] b) 5:
4] 4
3] 3
2] 2
1] 1]
T 0 T T T T T > T 0
-1 0 1 2 3 4 5 (5] -1 0
1] 1
2] 2
3] 3]
-4] 4
Solucion:

Ambas as duas son funcions logaritmicas porque pasan polo punto (1, 0) e tefien como asintota ver-
tical o eixe QY (ben sexa na sUa parte positiva ou negativa) e polo outro lado tenden a oo.

A funcién (a) é Y =log, X porque pasa polo punto (3, 1) e por (1/3, -1).
A funcion (b) é y =log1/5 X porgue pasa polo punto (5, —1) e por (1/5, 1).

+ Cofiecendo a grafica da funcion f(X) =log, X, que se viu mais arriba, e sen calcular valores, debuxa

as graficas das funciéns g(x)=log, Xx+2 e h(x) = 10g3(x+2).

Solucion:

A funcién g(x) é a funcidn f{x) desprazada cara arriba 2
unidades.

A funcion h(x) é a funcidn f(x) desprazada cara & es-
querda 2 unidades.

Polo tanto as suas graficas son estas:
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4 Representa a funcién y=10g2 X usando unha taboa de valores. A continuacién, a partir dela e

sen calcular valores, representa as funciéns seguintes: y=2", y=log, , X, e utilizando tamén

» Ly
y=2" representa y:(ij .

Solucion:
Pola simetria respecto a Pola simetria respecto ao eixe  Pola simetria respecto ao eixe
bisectriz do primeiro OoX:

cuadrante: y

- - ! v
7 Y log, x
. WD WD, - RS VA S S S—

_— . y=log,x

23. Representa no teu caderno, mediante tdboas de valores, as graficas das seguintes funcidns:
a) f(x)=log, x b) f(x)=log,, X c) f(x)=log, ;X

Comproba que en todos os casos pasan polos puntos (1, 0), (b, 1) e (1/b, —1).

24. Identifica as formulas das seguintes funcidns a partir das suas graficas, sabendo que son funcions

logaritmicas:
a) b)
2| 2
1 1
0 d 0
o] 1 2 3 4 5 o] 1 2 3 4 5
-1 -1
2 -2
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c) d)

-2

25. Repite no teu caderno o debuxo da funcién f(X)=1og, X representada no exercicio 23. Despois
pensa que desprazamento sofren respecto a ela as funciéns seguintes e represéntaas na mesma gra-
fica sen facer taboas de valores:

a) g(x)=log, x+3 b) h(X)=log,X-3 ¢) i(X)=log,(x+3) d) j(X)=log,(x-3)
26. Fai o mesmo proceso do exercicio anterior coas funcidns seguintes:
a) g(X)=log, x+2 b) h(X)=log, x—-2 ¢) i(X)=log,(X+2) d) j(x)=log,(x-2)
27. Identifica as formulas das seguintes funcidéns a partir das suas graficas, sabendo que son funcions

logaritmicas:
a) 3 b) 3

— _ f
| |

T

28. Representa no teu caderno a funcion y = 3¥usando unha taboa de valores. A continuacién, a partir

iy . 1)
dela e sen calcular valores, representa as funcions seguintes: yz(gj , Y=log, X, y=log,; X.
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3. FUNCIONS TRIGONOMETRICAS

No capitulo 7 estudaches Trigonometria polo que xa cofieces
as razéns trigonométricas seno, coseno e tanxente dun
angulo. Agora imos estudar as funcidns trigonométricas e as
suas propiedades.

Recorda que:

Un radidn definese como a medida
do angulo central cuxo arco de
circunferencia ten unha lonxitude
igual ao radio. Polo tanto:

360° equivalen a 2m radidns

3.1. As funcidns seno e coseno
De onde se deduce que:
Estas duas funcions incliense no mesmo apartado porque
.u u_ ! incd P porqu 180° equivalen a i radians
son moi parecidas.

, o s . . . 90° equivalen a /2 radians ...
A sua grafica é a chamada sinusoide, cuxo nome deriva do q /

latin sinus (seno).

Xa sabes que nos estudos de Matematicas se soe utilizar como unidade para medir os dngulos o radian.
Polo tanto é necesario cofiecer estas graficas expresadas en radidns. Podes obtelas facilmente coa
calculadora. Fixate nas suas similitudes e nas suas diferenzas:

Grafica da funcion f{x) = sen x

T

2 4
1 -
T 0 T T T T 7
-T -Tm/2 0 /2 L 3m/2 21 5mi2 3@
-11
-2

A

pa 2 0 WW%;z o SWWHZ

Xa sabes canto vale i, m = 3.14.... Teno en conta ao debuxar as graficas.

Propiedades destas funcions:

4 Ambas as dias son periddicas e o valor do seu periodo é 2.
sen (x+2m) = senx cos (x+2m) = cosx
# Son funcidns continuas en todo o seu dominio.
#+ O seu dominio son todos os nimeros reais.
#+ O seu percorrido é o intervalo [-1, 1].
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4+ A funcién seno ten simetria impar (simétrica respecto da orixe de coordenadas, é dicir,
senx = —sen (—x)) e a funcidn coseno ten simetria par (simétrica respecto do eixe QY, é dicir,
cosx = cos(—x)).

+ Ambas as funcidns tefien a mesma grafica pero desprazada en 5 radidns en sentido horizontal.

é dicir:
sen (x+1/2) = cosx
= gen-T
0 Y
-3 = 2 0 T/ ™ /2 2m

_“I B

Y == CO8 T
_2—

3.2. A funcion tanxente
Esta funcion é diferente 4s outras duas. Por esa razon presentamola separadamente.
Xa sabes que como razdns trigonométricas: tg x = sen x / cos x.

A gréfica da funcion f{x) = tg x é a seguinte:

r

-
"
B e e e

2m

o
[N ]
=
W
_______________EL_..______________
[N}

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
n -31/2 e /2 0
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Recordamos en primeiro lugar que non existe a tanxente para os angulos de +n/2, +3r/2, +51/2, etc.
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As propiedades desta funcién son as seguintes:

e E unha funcién periddica e o valor do seu periodo é agora menor, é 1t: tg (x+1) = tg x.

e O seu dominio son todos os niUmeros reais excepto os multiplos de 1/2 por un nimero impar
(xm/2, £3m/2, £51/2, etc.), onde non existe. Neses valores presenta descontinuidades chamadas
descontinuidades inevitables, porque non se poderian “taponar” mediante un punto.

e Ten asintotas verticais neses mesmos valores do x. Representdmolas no grafico mediante lifias

descontinuas.

e Ten simetria impar: é simétrica respecto da orixe de coordenadas, xa que tg(x) = —tg(—x)

Actividades resoltas

4+ Representa as graficas das funciéns y = sen(2x) e y = 2sen x comparandoas despois coa grafica de

y =senx.
Solucion:

Dando valores coa
calculadora obtemos as
seguintes graficas,
representadas en azul
xunto 4 da funcién sen x,
representada en vermello:

A grafica de y = sen(2x) é
igual 4 de y = sen x
contraéndoa horizontal-
mente. Cambia o periodo,
gue agora é de m.

A graficadey=2senxé
igual 4 de y = sen x
expandindoa
verticalmente. Tefien o
mesmo periodo pero
cambia a amplitude.
Cando y = sen x acada en
/2 un valor maximo de 1,
y = 2sen x acada en 1t/2 un
valor maximo de 2.
Dicimos que a sua
amplitude vale 2.

iyy= sen &

VA
m & 3n\§/w

Yy = sen 2z

Y = sen &

= 2sen o

3m/2

0 2

3m/2 -
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1 1
29. Representa no teu caderno as graficas das funcions y = cos x, y = cos (EX) ey = ECOS X

comparandoas despois coa grafica de y = cos x.

30. Partindo da grafica da funcidn e = sen x, representa no teu caderno, sen facer taboas de valores, as
graficasdey =1+ senxe dey = sen (x + 1/6).

31. Identifica as graficas das seguintes funcidns trigonométricas:

a)
2_
11
0
. . . . . . >
a2 -m -T2 0 TR T2 2w~
_1 -
_2_
b)
2_
1-
0
. T T T >
3/ B _mr/2 0 \m2 312 \/érr \
1
_2_
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CURIOSIDADES. REVISTA

/
As poboacidns crecen exponencialmente

Nos modelos que se utilizan para estudar as poboaciéns utilizase a funcién
exponencial. Suponse que unha poboacion dunha certa especie crece
exponencialmente mentres tefia alimento suficiente e non existan
depredadores. Chega un momento no que a poboacién encheu o territorio
(a Terra é finita) e entdn cambia a funcién que se utiliza, estabilizandose o
crecemento.

Isto permite estudar o crecemento das bacterias que se reproducen por
fision binaria, ou o crecemento das células do feto, ou a poboacién de
coellos cando chegaron a Australia... Malthus afirmou que se a poboacidn
humana crecia de forma exponencial e a producién de alimentos crecia de
forma lineal haberia graves fames. \

N—

Logaritmos

ﬁ Non todo o podes calcular con
calculadora

Non hai tanto tempo non existian as calculadoras.
Para calcular logaritmos usabanse “taboas”. Habia Utiliza a tua calculadora para calcular 457°.

unhas tdboas de logaritmos que eran ur} libro cun Verds que dé erro. Pero se usas logaritmos
lomo duns tres dedos de ancho. Usabanse en .
podes calculalo facilmente.

problemas de astronomia nos que habia que utilizar

formulas de trigonometria para resolvelos e se y= 4579—
usaban nimeros con moitas cifras decimais (mais de
10). Imaxinas o que é multiplicar ou dividir nimeros log y =log 457° =79 - log 45 = 130.6037886 =

con esas cifras decimais! Resultaba moi convenienta
transformar as multiplicacions en sumas e
divisions en restas. Esta mesma idea é a que levoy
John Napier (o Neper) a inventar os logaritmos.

y= 10130. 1(0-6037886 —,
100.6037886 =4.016 >
y=45=4.016 - 10**°.

Decrecemento exponencial

Carbono 14

Moitos fe.:n.omenos modélanse con funcions O carbono 14 & un isétopo
exponenciais de base menor que 1, como wileEtve G [peiede oo sami
e A desintegracién de atomos dunha sus- desintegracion (vida media) de
tancia radiactiva. 5568 anos, moi utilizado para
e Aintensidade luminosa dun raio de luz. datar restos organicos. As plantas,
e A probabilidade de supervivencia de por fotosintese, e os animais, por
certas especies que non tefien xeneti- inxestion, incorporan o carbono na
camente determinado o envellecemen- mesma proporcion que existe na
to celular. atmosfera e, ao morrer o ser vivo,
empeza o proceso de

desintegracién.
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\
Sophia Kovalevkaya

Cofiecemos moi ben moitas anécdotas da vida de Sophia (ou Sonia como a ela

lle gustaba que a chamaran), unha muller matematica con teoremas co seu

nome, porque escribiu a sua biografia nun precioso libro chamado Unha infancia

en Rusia.

Cando Sophia tina 14 anos, a sua familia recibiu a visita de Nikolai Nikanorovich
Tyrtov, un veciino profesor de fisica, que lle deixou a familia unha copia do seu
novo libro sobre esta materia. Sonia comezou a estudalo e quedou atascada ao
chegar a seccion de dptica na que se utilizaban razéns trigonométricas que non
vira nunca. Entdn foi directamente a Tyrtov preguntarlle que era exactamente
un seno pero el, sen facerlle demasiado caso, contestoulle que non o sabia. De
modo que Sonia comenzou a analizar e a explicar o que era un seno partindo das
cousas que xa cofecia chegando a substituilo polo arco que, dado que as
formulas que trataba o libro se aplicaban en dangulos moi pequenos, o
aproximaban bastante ben. A seguinte vez que Tyrtov foi de visita a casa, Sonia
pediulle que discutisen sobre o seu libro e el, tras intentar cambiar de tema,
concluiu que o atopaba demasiado dificil para ela. Sonia comentoulle que o

texto non tivera ningunha dificultade para ela e mesmo lle explicou como fora

deducindo todo aquilo que non cofecia e que se utilizaba no libro. Tyrtov
guedou estupefacto e comentoulle ao pai de Sonia que o seu desenvolvemento
sobre o concepto de seno fora exactamente o mesmo co que historicamente se
introducira tal concepto nas Matematicas.

S

Fourier e o concepto de funcion \

O concepto de funcidn tardou moito en ser comprendido mesmo polos matematicos,
so dispostos a aceptar dous tipos de funcions, as que vifian dadas por unha féormula
ou as que se trazaban arbitrariamente debuxando a sua grafica. A idea abstracta de
funcién como correspondencia tardou un tempo en aparecer.

Foi Joseph Fourier na sua obra A teoria analitica da calor o motor para o
afondamento do concepto de funcidn. Fourier viviu durante a Revolucidn Francesa e
participou na expedicion de Napoledn a Exipto. Era moi frioleiro e por iso lle
interesaba a propagacidon da calor. Na sla obra afirma que “toda” funcién podia
escribirse como unha suma infinita de funcions seno e coseno.

Antoni Zygmund escribiu “Esta teoria foi unha fonte de novas ideas para os analistas
durante os dos ultimos séculos e probablemente o serd nos proximos anos. Moitas
nocions e resultados bdsicos da teoria de funcions foron obtidos por matemdticos
traballando sobre series trigonométricas”. Engade que esa obra de Fourier foi o
catalizador para fixar o concepto de funcidn, a definicién de integral, afondar na
Teoria de Conxuntos e actualmente coa Teoria de Funcidns Xeralizadas ou
Distribucions.
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RESUMO

Nocion Definicion Exemplos
Funcién Dominio: Todos os numeros reais.
exponencial Percorrido: Todos os nimeros reais positivos.
Continua en todo o dominio
y =D Asintota horizontal: y=0

b > 1 <> Crecente en todo o dominio.

0< b <1< Decrecente en todo o dominio
Puntos destacables: (0, 1), (1, b), (-1, 1/b)

Definicion de log,a=x<b*=a (a>0,b>0,b=1) log,125=3
logaritmo Consecuencias elementais: log,8=3/2
log,b=1 log,1=0
Cambio de base log, x log7
log, X = &b log, 7 = = 1.40
log, a log 4
Operaciéns con Logaritmo dun produto: log, (x-y) =log, x +log,y | bie
- . . 0 =
logaritmos Logaritmo dun cociente: log, (x:y) =log, x-log, y g x>
Logaritmo dunha potencia: logbxy =y -logx (3 logh + logC) 2log X
Funcion Dominio: Todos os nimeros reais positivos. \
logaritmica Percorrido: Todos os nlimeros reais. '\\ fle) = logw_—
Continua en todo o dominio /
, . \
Asintota vertical: x=0
=log, X
y &b b >1 < Crecente en todo o dominio. /%} logi
/ o —_LOg ’.\L
0< b <1< Decrecente en todo o dominio | T
Puntos destacables: (1,0),(b,1),(1/b,-1) /
Funcions Funcidns seno e coseno:
trigonométricas Dominio: Todos os nimeros reais
Percorrido: [-1,1] K [ i K
Continuas en todo o dominio. [ [0 K
=Senx [ [ [ 1
' B Periddicas de periodo 2. [ 2 ! !
y=cosx Funcién tanxente: 4 T A : AT, UTL\ "/ ‘ o
y:tgx / ‘\\\ | o S // [y 4

Dominio e continuidade: Todo R agés (2n+1)-1t/2
(Neses valores hai asintotas verticais).
Percorrido: Todos os nimeros reais.
Periddica de periodo .

Simetria:

Funcidns seno e tanxente: simetria impar.

Funcién coseno: simetria par.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

Funcion exponencial

1. Representa mediante unha taboa de valores as seguintes funciéns:

a) y=@ b) y=@ c) y=2""? d y=3>

2. Representa mediante unha taboa de valores a funcién Y =3" e a continuacién, sen tdboa de
valores, representa estoutras sobre o mesmo debuxo:

a) y=3"-1 b) y=3"+1 o) y=3" d y=3"
3. Encontra unha funcién exponencial f (x) =b”sabendo que f(2) =9.

4. Encontra unha funcién f(X) =kb” sabendo que f(4) = 48 e que f (0) = 3.

5. Se un capital de 3 500 euros se multiplica cada ano por 1.02 representa nun grafico a evolucién
dese capital nos 10 primeiros anos. Escolle unhas proporcidons adecuadas para os eixes.

6. Certo tipo de células reprodicese por biparticién, comprobdandose que o numero delas se
duplica cada dia. Se nun dia determinado o niumero de células era de 4 millons:

a) Expresa mediante unha funcién o nimero de células en funcién do nimero de dias.
b) Calcula o nimero de células que habera dentro de 3 dias e o que habia hai 3 dias.
c¢) En que dia pensas que o numero de células era de 31 2507

7. A descomposicion de certo is6topo radioactivo vén dada pola férmula y = yo - 2.77025t, onde yo
representa a cantidade inicial e t o nimero de milenios transcorrido. Se a cantidade actual é de
50 gramos, cal serd a cantidade que queda ao cabo de 8 000 anos? Cal era a cantidade que habia
hai 5 000 anos?

Funcidn logaritmica

8. Calcula os seguintes logaritmos utilizando a definicion e sen utilizar a calculadora:
1
a) log. 625 b) log,128  ¢) log1 000 d) log, > e) log. 0.2 f) log 0.1

9. Calcula os seguintes logaritmos utilizando a definicion e igualando expofientes, sen calculadora:
a) log,3 b) log,3 2 c) log, 0.125 d) log,27 e) logzx/g f) logg 2

g) log, 0.333... h) loggv/2 i) log,3/27 i) log VI 000

10. Calcula os seguintes logaritmos coa calculadora utilizando a férmula do cambio de base:

a) log: 7 b) logs12  ¢) log,, 0.1 d) log;3+/8  e) log, V1000

11. Utilizando os valores log 2 = 0.301 e que log 3 = 0.477 calcula, aplicando as propiedades dos
logaritmos e sen calculadora:
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a) log 27 b) log12 ) log20  d)log50  e) log6  f) log 325

12. Chamando log9 = x expresa en funcién de x os seguintes logaritmos:

a) log 81 b)log900  ¢) log0.1  d) log0.9  e) log ¥900

13. Resolve as seguintes ecuaciéns logaritmicas:
a)2 logx =log (10 - 3x) b) log 2 +log (11 - x2) =2 log (5 - x)
c)log (x2+3x+2)-log(x2-1)=log?2 d) logx +log (x+15) =2

14. Que relacién hai entre o logaritmo dun nimero x e o do seu inverso 1/x?

15. Se se multiplica por 36 o numero x, o seu logaritmo en certa base aumenta en duas unidades.
Cal é esta base?

16. A escala Richter, usada para medir a intensidade dos
terremotos, € unha escala logaritmica: un terremoto de
magnitude 5 é 100 veces mais intenso que un de magnitude 3,
porque 5 =1og 100 000 e 3 =log 1 000. Tendo isto en conta, se
o famoso terremoto de San Francisco (en 1906) tivo unha
magnitude de 8.2 e o de Haiti (en 2010) foi de 7.2, cantas
veces mais forte foi un que outro?

Terremoto

Funcidns trigonométricas
17. Determina todos os angulos que verifican que sen x = 1/2.
18. Determina todos os angulos que verifican que sen x = -1/2.
19. Determina todos os angulos que verifican que cos x = 1/2.
20. Determina todos os angulos que verifican que cos x = —1/2.
21. Determina todos os dngulos que verifican que tg x= —1.
22. Calcula sen x e cos x se tg x = —3.
23. Calcula sen x e tg x se cos x = 0.4.
24. Calcula tg x e cos x se sen x =—0.3.
25. Calcula as razdéns trigonométricas dos angulos expresados en radians seguintes:
a) 17n/3, b) —20m/3, c) 13r/2, d) —9m/2.

26. Debuxa no teu caderno sobre uns mesmos eixes as graficas das funcidons seno, coseno e
tanxente e indica o seguinte: a) Se o seno vale cero, canto valen o coseno e a tanxente? b) Se o
coseno vale cero, canto valen o seno e a tanxente? c) Se a tanxente vale cero, canto valen o
seno e o coseno? d) Cando a tanxente tende a infinito, canto vale o coseno?
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27. Debuxa a grafica da funcidn y = sen(2x), completando previamente a tdboa seguinte no teu

caderno:

X

2X

/2

T 3mn/2 21

sen(2x)

y

a) A amplitude é a ordenada do maximo. Cal é a amplitude desta funcién?

b) Cal é o seu periodo?

c) A frecuencia é a inversa do periodo, cal é a sua frecuencia?

28. Debuxa a grafica da funcién y = 3sen(nx), completando previamente a tdboa seguinte no teu

caderno:

X

X

/2

T 3r/2 2n

sen(mx)

y

a) Cal é a amplitude desta funcion?
b) Cal é o seu periodo?
c) Cal é a sua frecuencia?

no teu caderno:

29. Debuxa a grafica da funcion y = 2sen((rt/3)x) + /2, completando previamente a taboa seguinte

X

(rt/3)x

/2

T 3m/2 2n

sen((m/3)x)

y

a) Cal é a amplitude desta funcion?
b) Cal é o seu periodo?
c) Cal é a sua frecuencia?

30. Debuxa a grafica da funcién y = 3sen(rix + 2), completando previamente a taboa seguinte no teu

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es

caderno:
X
X+ 2 /2 T 3mn/2 21
sen(mx + 2)
y

a) Cal é a amplitude desta funcion?

b) Cal é o seu periodo?

c) Cal é a sua frecuencia?
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31. Debuxa a grafica da funcidn y = cos(2x), completando previamente a taboa seguinte no teu
caderno:

X

2x 0 /2 T 3mn/2 21
cos(2x)

y

a) Cal é a amplitude desta funcion?

b) Cal é o seu periodo?
c) Cal é a sua frecuencia?

32. Debuxa a grafica da funcién y = 3cos(rnx), completando previamente a tdboa seguinte no teu
caderno:

X

X 0 /2 T 3r/2 2n

cos(mx)

y

a) Cal é a amplitude desta funcion?
b) Cal é o seu periodo?
c) Cal é a sua frecuencia?

33. Debuxa a grafica da funcidn y = 2cos(nx + 2), completando previamente a tdboa seguinte no teu
caderno:

X

X + 2 0 /2 Tt 3n/2 2n

cos(mx + 2)

y

a) Cal é a amplitude desta funcién?

b) Cal é o seu periodo?
c) Cal é a sua frecuencia?

34. Debuxa a grafica da funcién y = tg(2x), completando previamente a taboa seguinte no teu
caderno:

X

2X 0 /2 T 3n/2 21
tg(2x)
y

Cal é o seu periodo?

Mat. ensinanzas académicas. 42 B de ESO. Capitulo 12: Funcidns expanenciais, logaritmicas e trigonométricas Autor: Miguel A. Paz

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez G) Revisores: Maria Molero, Javier Rodrigo e Fernanda Ramos

www.apuntesmareaverde.org.es _llustraciéns: Miguel Angel Paz e Banco de Imaxes de INTEF

= 3 =1




Problemas

35. Por efecto dun antibidtico o nimero de bacterias dunha colonia reduicese nun 7 % cada hora. Se
no momento de administrarse o antibidtico habia 40 milléns de bacterias, cantas habera ao
cabo de 10 horas?

36. Unha persoa inxire as 8 da mafid unha dose de 10 mg de medicamento. Este medicamento vaise
eliminando a través dos ourifios e a cantidade que queda no corpo ao cabo de t horas vén dada
pola férmula M(t) = 10 - 0.8t. Para que o medicamento faga efecto ten que haber polo menos
unha cantidade de 2 mg no corpo. Canto tempo seguira facendo efecto despois da sua
inxestiéon?

37. A medida da presion atmosférica P (en milibares) a unha altitude de x quildmetros sobre o nivel
do mar esta dada pola ecuacién P(x) = 1 035 - e~ 012%,

a) Se a presién na cima dunha montaiia é de 449 milibares, cal é a altura da montafia?
b) Cal sera a presién na cima do Everest (altitude 8 848 metros)?
38. A que tanto por cento hai que investir un capital para duplicalo en 10 anos?

39. Cantos anos debe estar investido un capital para que ao 5 % de interese se converta en 1.25
veces o capital inicial?

40. Cofieces esas bonecas rusas que levan dentro outra boneca igual pero de menor tamano e asi
sucesivamente? Supofiamos que cada boneca ten dentro outra que ocupa 2/3 do seu volume.
Se a boneca maior ten un volume de 405 cm3 e a méis pequena é de 80 cm?, cantas bonecas hai
en total na serie? Poderias dar unha formula xeral para este calculo?

41. Indica, sen debuxar a grafica, o periodo, a amplitude e a frecuencia das funciéns seguintes:

a) y=2sen (x/2), b) y =0.4 cos (nx/2), c)y=>5sen (nx/3), d)y=3cos (mx).
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AUTOAVALIACION

X+3

1. O valor de x que verifica a ecuacién exponencial = =64 é:

a)l b)2 ¢)3 d)-1

2. A funcion exponencial y = eX tende a *** cando x tende a —o e a *** cando x tende a +o0. Indica
con que valores haberia que encher os asteriscos:

a) 0, + b) +o0, 0 c) 0, —© d) —o, 0
3. Indica cal é a funcidn exponencial f(x) = b* que verifica que f{3) = 27:

a) flx) =2« b) f(x) = 3¢ c) f(x) =27x d)f(x) = 5%

4, O valor de x que verifica x =log, 1024 é:

a)o b) 5 c) 10 d) Outro valor
5. A ecuacion logaritmica log x+ log6 = log 30 ten como solucion:

a)2 b) 3 c)4 d)5

6. Indica a afirmacidn verdadeira:

a) a funcion exponencial de base maior que 1 é decrecente.
b) a funcidn logaritmica de base maior que 1 é decrecente.
c) a funcién exponencial sempre é crecente.

d) a funcién exponencial de base maior que 1 é crecente.

7. A expresion xeral de todos os dangulos cuxa tanxente vale 1, onde k é un numero enteiro, é:
a) z, 2kmt b) z+th c) i 2kmt d) z, kmt
2 4 4 2
8. A funcién f(x) = 3 sen(4x) ten de amplitude, periodo e frecuencia, respectivamente:
a)3,m/2,2/n b) 4, /3, 3/ c)4,3/m, /3 d) 3, 2/m, /2
T .
9. O seno, o coseno e a tanxente de Y valen respectivamente:
V2 2 3o 3o 2 2
a) ———, ———, 1 b T Ty T \E C)— —» \/g d PN 1
) 2 2 ) 2 2 ) 2 2 ) 2 2

137 .
10. O seno, o coseno e a tanxente de ? valen respectivamente:

1 V3 01 NI i NI A 2 2
a) ) ) b) T Ty T o 3 C) TN 0 3 d) PN 1
27 27 3 2 2 27 2 27 2
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A Estatistica utilizase na Ciencia. Tamén para facer sondaxes de opinidn como a aceptacidon polo
publico dun programa de television ou as enquisas sobre a intencion de voto a un partido politico.
Usanse técnicas estatisticas nos procesos de fabricacidn, é o control de calidade. Para facer previsiéns e
programar o trafico ou as necesidades de enerxia dun pais. Cando se analiza un fenédmeno observable
aparecen unha serie de resultados que deben ser tratados convenientemente, de maneira que se
poidan comprender mellor tanto os resultados como a caracteristica obxecto de estudo
correspondente a este fendmeno. Para este fin utilizase a Estatistica.

Neste capitulo aprenderemos a recofecer e clasificar distintos tipos de variables estatisticas, construir
tdboas de frecuencias e graficos estatisticos para distintos tipos de variables estatisticas e determinar e
interpretar medidas de centralizacion, posicidn e dispersion.

Tamén nos centraremos no estudo de duas variables de interese correspondentes a duas caracteristicas
(ou variables) distintas. Neste sentido, pode ser interesante considerar simultaneamente os dous
caracteres a fin de estudar as posibles relacidns entre eles.
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1.FASES E TAREFAS DUN ESTUDO ESTATISTICO

Enfrontdmonos a diario & necesidade de recoller, organizar e interpretar datos e esta necesidade
aumentara no futuro, debido ao desenvolvemento dos sistemas de comunicacién e das bases de datos.
E notable o aumento do uso das redes sociais tales como Youtube ou Facebook, onde as persoas tefien
oportunidade de presentar informacidn sobre elas mesmas, e de paxinas web onde se poden encontrar
e descargar gran variedade de datos estatisticos sobre diversos
temas da actualidade: resultados deportivos dos seus equipos
favoritos, temperatura mdxima e minima ao longo dun mes, vendas
de turrén o pasado Nadal, etc.
Noutras ocasiéons os datos son
recollidos polo investigador
mediante a realizacién dunha
enquisa ou a través dun
experimento. A enquisa requirira a elaboracién dun cuestionario,
fixando os obxectivos do mesmo, elixindo as variables explicativas e
redactando as preguntas que permitan obter a informacién
desexada dunha forma clara e concisa.

Neste sentido, a estatistica xogou un papel primordial neste desenvolvemento tecnoléxico que nos esta
tocando vivir, ao proporcionar ferramentas metodoléxicas xerais para analizar a variabilidade,
determinar relaciéns entre variables, desefiar de forma 6ptima experimentos, mellorar as predicidns e
a toma de decisidns en situacidns de incerteza.

O tratamento estatistico dun problema comeza sempre coa presentacion da magnitude que se quere
analizar dunha determinada poboacién e a seleccién da mostra pertinente para pasar a recollida de
datos. Unha vez obtidos os datos ordénanse e preséntanse en taboas ou graficas, de forma que sexa
posible observar as particularidades que sinalan.

De aqui poédese considerar que un estudo estatistico consta dunha serie de fases e tarefas ben
diferenciadas:

1. Definicion da poboacion e caracteristica a estudar.

Tarefas: |dentificacion das caracteristicas cuantitativas e cualitativas; fixacion da poboacion;
especificacion da forma de recollida de datos (entrevistas, teléfono, correo electrdénico, etc.).

2. Seleccion da mostra.

Tarefas: |dentificacion do tamafio da mostra e orzamento necesario.

3. Recollida de datos.

Tarefas: Deseno do cuestionario; desefio dunha mostra.
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4. Organizacion e representacion grafica.

Tarefas: Taboas e graficas que axuden a unha madis facil interpretacién dos datos; isto consiste
nun estudo de cada variable, a tabulaciéon e representacién(s) grafica(s) mais apropiada(s).

5. Analise de datos.

Tarefas: Tratamento dos datos. Isto consistird nunha analise descritiva dos datos e/ou unha
analise multivariante dos datos, dependendo do tipo de estudo a realizar e dos custes do mesmo.

6. Obtencidn de conclusidns.

Tarefas: recomendaciéns e toma de decisidns a partir das conclusions.

Exemplo:

4+ Unha lista de puntos a ter en conta ao formular as preguntas da investigacion é a seguinte:
» Que queres probar? Que tes que medir /observar /preguntar?
» Que datos necesitas? Como encontraras os teus datos? Que fards con eles?
» Cres que podes facelo? Encontraras problemas? Cales?
» Para que che servirdn os resultados?

Desta maneira prepdrase unha lista das caracteristicas que queremos incluir no estudo, analizando as
diferentes formas coas que poderian obterse os datos. Por simple observacién: como o sexo, cor de
pelo e ollos, se 0 alumno usa ou non lentes; se se require unha medicidon: como o peso, talle, perimetro
de van; se haberia que preguntar, é dicir, se se debe realizar unha enquisa: canto deporte practica,
numero do calzado, cantas horas dorme, cantas horas estuda ao dia ou & semana, etc.

Polo tanto, é importante considerar a natureza das escalas de medida e tipo de variable estatistica, xa
que delas depende o método de analise de datos que se pode aplicar. A eleccién do conxunto de datos
é critica pois, dependendo do tipo de datos, a gama de técnicas estatisticas serd mdis ou menos ampla,
Xa que non todas as técnicas son aplicables a calquera tipo de dato.
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2. POBOACION E MOSTRA. VARIABLES ESTATISTICAS

2.1. Poboacion

Poboacion estatistica, colectivo ou universo é o conxunto de todos os individuos (persoas, obxectos,
animais, etc.) que contefian informacién sobre o fendmeno que se estuda.

Exemplos:

4+ Se estudamos o prezo da vivenda nunha cidade, a poboacién serad o total das vivendas desta
cidade.

4+ Vaise realizar un estudo estatistico sobre a porcentaxe de persoas casadas na peninsula. Para iso
non é factible estudar todos e cada un dos habitantes por razéns de custe e de rapidez na
obtencién da informacion. Polo tanto é necesario examinar sé unha parte desta poboacion. Esa
parte é a mostra elixida.

1.2. Mostra

Mostra é un subconxunto representativo que
se selecciona da poboacion e sobre o que se
vai realizar a andlise estatistica. O tamafo da
mostra é o numero dos seus elementos.
Cando a mostra comprende todos os
elementos da poboacidon denominase censo.
Exemplo:

‘*— Se se estuda o prezo da vivenda dunha cidade, o normal serd non recoller informacién sobre
todas as vivendas da cidade (xa que seria un labor moi complexo e custoso) sendn que se soe
seleccionar un subgrupo (mostra) que se entenda que é suficientemente representativo.

1. Sinalar en que caso é mais conveniente estudar a poboaciéon ou unha mostra:
a) O diametro dos parafusos que fabrica unha mdaquina diariamente.
b) A altura dun grupo de seis amigos.

2. Pédese ler o seguinte titular no xornal que publica o teu

instituto: “A nota media dos alumnos de 42 ESO da Comunidade de Madrid é de 7.9”.
Como se chegou a esta conclusién? Estudouse toda a poboacién? Se tivesen
seleccionado para o seu cdlculo sé 4s mulleres, seria representativo o seu valor?

2.3. Individuo ou unidade estatistica
Individuo ou unidade estatistica é calquera elemento que contefia informacién sobre o fendmeno que
se estuda.
Exemplo:
4+ Se estudamos as notas dos alumnos dunha clase, cada alumno é un individuo; se estudamos o
prezo da vivenda, cada vivenda é unha unidade estatistica.
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2.4. Variable estatistica

En xeral, suporemos que se estd analizando unha determinada poboacion, da que nos interesa certa
caracteristica, representada por unha variable observable ou estatistica X. As variables que estan baixo
estudo pddense clasificar en duas categorias:

Variables cualitativas ou atributos (datos non métricos), que non se poden medir numericamente. As
escalas de medida non métricas clasificanse en nominais (o categéricas) e ordinais.

Variables cuantitativas, que tefien un valor numérico. Este tipo de variables son as que aparecen con
mais frecuencia e permiten unha analise mais detallada que as cualitativas. Dentro das variables
cuantitativas, pédense distinguir as variables discretas e as variables continuas. As variables discretas
toman valores illados, mentres que as variables continuas poden tomar calquera valor dentro dun
intervalo.

Exemplo:

+ Exemplos de variables cualitativas son a nacionalidade ou a raza dun conxunto de persoas.

+ Exemplos de variables cuantitativas son as notas obtidas nunha materia, o peso ou a altura dun
conxunto de persoas.

+ Exemplos de variables discretas son o nimero de alumnos que aproban unha materia ou o
nlimero de compoiientes defectuosos que se producen ao dia nunha fabrica.

+ Exemplos de variables continuas son o tempo que tardamos en chegar ao instituto desde a nosa
casa ou a velocidade dun vehiculo.

Actividades resoltas
+ Vaise realizar un estudo estatistico sobre a porcentaxe de persoas con fillos nunha localidade

madrilefia de 134 678 habitantes. Para iso elixense 2 346 habitantes e esténdense as
conclusions a toda a poboacién. Identificar: variable estatistica, poboacion, mostra, tamafio
dunha mostra e individuo.

e Variable estatistica: se unha persoa ten fillos ou non.

e Poboacion: os 134 678 habitantes da localidade.

e Mostra: os 2 346 habitantes elixidos.

e Tamano dunha mostra: 2 346 persoas.

e Individuo: Cada persoa a que se lle pregunte.

3. Indica o tipo de variable estatistica que estudamos e razoa, en cada caso, se seria mellor analizar
unha mostra ou a poboacion:
a) O sexo dos habitantes dun pais.
b) O difieiro gastado @ semana polo teu irman.
c) A cor de pelo dos teus companeiros de clase.
d) Atemperatura da tla provincia.
e) O talle de pé dos alumnos do instituto.
4. Para realizar un estudo facemos unha enquisa entre os mozos dun barrio e preguntamoslles polo
numero de veces que van ao cine ao mes. Indica que caracteristicas deberia ter a mostra elixida e se
deberian ser todos os mozos da mostra da mesma idade.
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3. TABOAS DE FRECUENCIAS

3.1. Frecuencia absoluta

Cando se analiza unha variable discreta, a informacion resultante da mostra encdéntrase resumida
habitualmente nunha taboa ou distribucién de frecuencias. Supofiamos que se tomou unha mostra de
tamafio N na que se identificaron k valores (ou modalidades) distintos xi, X»,..., x<. Cada un deles
producese cunha frecuencia absoluta n;, é dicir, o nUmero de veces que aparece na mostra.

A informacién obtida podese resumir nunha taboa de frecuencias.

As tdboas de frecuencia tamén se utilizan para representar informacién dunha variable continua
procedente dunha mostra na que se agrupan as observacidons en intervalos que se denominan
intervalos de clase L; ou celas.

Ainda que este procedemento supdn, de feito, unha perda de informacidn, esta perda non é de
magnitude importante e vese compensada coa agrupacién da informacion e a facilidade de
interpretacion que proporciona unha taboa de frecuencias.

Neste caso, os valores x; correspéndense co punto medio do intervalo e denominanse marcas de clase.

Exemplo:

#+ Cando realizamos un estudo sobre o ocio e enquisamos a 40 mozos
dunha localidade sobre o nimero de veces que van ao cine os resultados
desta enquisa podémolos recoller nunha taboa para resumir esta
informacion.

Actividades resoltas

+ Estase realizando un control do peso dun grupo de nenos. Para iso,
contabilizase o numero de veces que comen ao dia unha barra de chocolate 13 nenos durante
un mes, obtendo os seguintes numeros: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

A informacidn obtida pddese resumir nunha tdboa de frecuencias absolutas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1 0 1
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4+ Nunha fabrica realizase un estudo sobre o espesor, en mm, dun certo tipo
de latas de refresco. Con este fin, selecciona unha mostra de tamafio N =
25, obtendo os seguintes valores: 7.8, 8.2, 7.6, 10.5, 7.4, 8.3, 9.2, 11.3,
7.1, 8.5, 10.2,9.3,9.9, 8.7, 8.6, 7.2, 9.9, 8.6, 10.9, 7.9, 11.1, 8.8, 9.2, 8.1,
10.5.

Esta informacién pddese resumir na seguinte tdboa de frecuencias, con 5

intervalos: (7, 8], (8, 9], (9, 10], (10, 11], (11, 12], sendo as marcas de clase os puntos medios de
cada intervalo: 7.5; 8.5; 9.5; 10.5; 11.5. Comproba que as frecuencias absolutas son as indicadas na
taboa:

Intervalos de clase | (7,8] | (8,9] | (9,10] | (10,11] | (11, 12]
Marcas de clase 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5

Frecuencia absoluta 6 8 5 4 2

5. Obter a taboa de frecuencias absolutas das notas en inglés de 24 alumnos:
6 6 7 8 4 9 8 7 6 5 3 5
7 6 6 6 5 4 3 9 8 8 4 5

3.2. Frecuencia relativa

Denominase frecuencia relativa (f)) dun valor da variable ao cociente entre a frecuencia absoluta e o
numero total de observacidns N. Escribese:

n.
f=-t<]
N
Exemplo:
+ Da mesma maneira podemos recoller a informacién obtida a partir dunha enquisa a 40 mozos
dunha localidade sobre o nimero de veces que van ao cine mediante porcentaxe do nimero de
veces que se repite un valor da variable sobre o total.

Actividades resoltas

#+ Estase realizando un control do peso dun grupo de nenos. Para iso, contabilizase o nimero de
veces que comen ao dia unha barra de chocolate 13 nenos durante un mes, obtendo os
seguintes numeros: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

A informacidn obtida pddese resumir nunha tdboa de frecuencias relativas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia relativa 0.154 | 0.154 | 0.307 | 0.077 | 0.154 | 0.077 0 0.077
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6. Construir unha tdboa de frecuencias relativas coa cor de pelo de 24 persoas elixidas ao azar:

M =moreno; L = louro; P = pelirroxo

3.3. Frecuencia absoluta acumulada
Denominase frecuencia absoluta acumulada dun valor da variable N; 4 suma de todas as frecuencias
absolutas dos valores menores ou iguais ca el. Calculase como:

N; zg[”i]

Verificase a seguinte relacion entre os valores de Ni:
N, <N,<---<N, =N

1 2 —

<™ KL
< ™ ©r
2~ ©vwo
<~ <™
<7<
'UI_ZI_

Exemplo:

#+ Da mesma maneira podemos recoller a informacién obtida a partir dunha enquisa a 40 mozos
dunha localidade sobre o nimero de veces que van ao cine mediante o nimero acumulado de
veces que se repite un valor da variable sobre o total.

Actividades resoltas

+ Estase realizando un control do peso dun grupo de nenos. Para iso, contabilizase o nimero de
veces que comen ao dia unha barra de chocolate 13 nenos durante un mes, obtendo os
seguintes numeros: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

A informacidn obtida pddese resumir nunha tdboa de frecuencias absolutas:
Valores 0 1 2 31415 6

Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1
Frecuencia absoluta acumulada | 2 4 8 9 |11 (12| 12| 13

7. O numero de horas diarias de estudo de 14 alumnos é o seguinte:

3 4 2 5 3 4 3 2 3 4 5 4 3 2

a) Efectla un reconto e organiza os resultados obtidos nunha taboa de frecuencias absolutas
acumuladas.

b) Que significan as frecuencias acumuladas que calculaches?
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3.4. Frecuencia relativa acumulada

Denominase frecuencia relativa acumulada (F;) dun valor da variable & suma de todas as frecuencias
relativas dos valores menores ou iguais ca el. Calculase como:

Fi:g[fj]

Verificase a seguinte relacién entre os valores de F;:

F<F<-<F =1

Exemplo:

+ Da mesma maneira podemos recoller a informacién obtida a partir dunha enquisa a 40 mozos
dunha localidade sobre o nimero de veces que van ao cine mediante a porcentaxe acumulada
do numero de veces que se repite un valor da variable sobre o total.

Actividades resoltas

#+ Estase realizando un control do peso dun grupo de nenos. Para iso, contabilizase o nimero de
veces que comen ao dia unha barra de chocolate 13 nenos durante un mes, obtendo os
seguintes numeros: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

A informacion obtida pddese resumir nunha tdboa de frecuencias relativas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7
Frecuencia relativa 0.154 | 0.154 | 0.307 | 0.077 | 0.154 | 0.077 0 0.077
Frecuencia relativa acumulada 0.154 | 0.308 | 0.615 | 0.692 | 0.846 | 0.923 | 0.923 1

#+ Nunha fabrica realizase un estudo sobre o espesor, en mm, dun certo tipo de latas de refresco.
Con este fin, selecciona unha mostra de tamafno N = 25, obtendo os seguintes valores: 7.8, 8.2,
7.6, 10.5, 7.4, 8.3,9.2,11.3, 7.1, 8.5, 10.2, 9.3, 9.9, 8.7, 8.6, 7.2, 9.9, 8.6, 10.9, 7.9, 11.1, 8.8, 9.2,

8.1, 10.5.
Esta informacion pddese resumir na seguinte tdboa de frecuencias, con 5 intervalos:
Intervalos de clase (7,81 | (8,9] | (9,10] | (10,11] | (11,12]
Marcas de clase 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5

Frecuencia absoluta 6 8 5 4 2
Frecuencia relativa 0.24 0.32 0.2 0.16 0.08

Frecuencia relativa acumulada | 0.24 0.56 0.76 0.92 1
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+ Organizase nunha taboa a informacién recollida das estaturas, en cm, dun grupo de 20 nenas:
130 127 141 139 138 126 135 138 134 131
143 140 129 128 137 136 142 138 144 136

A estatura é unha variable estatistica cuantitativa continua. Polo tanto, podemos agrupar os valores

da variable en intervalos que chamamos clases ou celas. A amplitude de cada intervalo vén dada pola
formula:

Méax — Min
JIN

No noso caso concreto temos que:

144 -126

J20

Aproximando, a amplitude de cada intervalo é de 5 cm.

=4.02

Estatura en intervalos [125-130) | [130-135) | [135-140) | [140-145)
Frecuencia absoluta 4 3 8 5
Frecuencia relativa 0.2 0.15 0.4 0.25

Frecuencia absoluta acumulada 4 7 15 20
Frecuencia relativa acumulada 0.2 0.35 0.75 1

8. Nunha avaliacién, dos 30 alumnos dunha clase, o 30 % aprobou todo, o 10 % suspendeu unha
materia, o0 40 % suspendeu ddas materias e o resto mais de duas materias.

a) Realiza a tdboa de frecuencias completa correspondente (frecuencias absolutas, frecuencias
relativas, frecuencias absolutas acumuladas e frecuencias relativas acumuladas).

b) Hai algun tipo de frecuencia que corresponda a pregunta de cantos alumnos suspenderon menos
de duas materias? Razoa a resposta.
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4. GRAFICOS ESTATISTICOS

4.1. Diagrama de barras

Existen numerosas maneiras de representar graficamente a informaciéon que se obtivo dunha mostra,
dependendo do tipo de variable que se estea analizando e do fin que se persiga coa representacion.

Cando se quere representar graficamente unha variable cualitativa (atributo) ou unha variable
cuantitativa discreta podense utilizar os diagramas de barras ou rectangulos. Coldcanse os valores da
variable (as modalidades do atributo ou valores da variable discreta) no eixe de abscisas e, no eixe de
ordenadas, as frecuencias (absolutas ou relativas). Sobre cada valor levantase unha barra ou rectangulo
cuxa altura é igual 4 frecuencia. Por comodidade, s veces tamén se soen intercambiar os eixes.

Exemplo:

4 Representouse graficamente a potencia edlica (fonte de enerxia eléctrica renovable) instalada
en Espafia por Comunidade Autdnoma en xaneiro de 2014 (en Megavatios)

Baleares J;
Murcia 65
Canarias 7:- 120
Pais Vasco _:- 144
Asturias [ 199
Catalufia [T 226
Valencia | 299
LaRicja [ 437
Andalucia [ 610
Navarra | 917
Aragon T 159
Castillay Leén I 2 | 20
Castillala [ o 0511
Galida [ e 7503
T T T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
DATOS 2014 da AEE

Exemplo:

4 Representouse graficamente o niumero de fallos mensuais dunha maquina de xeados

4 |
3
2
O T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
Numero de fallos mensuais
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Actividades resoltas

4+ Dada a seguinte informacidon correspondente as preferencias de 50 adolescentes americanos
respecto 4 marca de refresco que consomen, constrie a taboa asociada a estes datos e
represéntaos graficamente nun diagrama de barras de frecuencias absolutas e noutro de
frecuencias relativas.

COCA-COLA = CC; COCA-COLA LIGHT = CCL; DR.PEPPER = A; PEPSI-COLA = PC, SPRITE =S

CCL| CC | S A |CC|CC| A |CC| P |CC
S |CCL| P |CCL|CC| CC cCCL| P P | A
S S ccC|jcc|cCc| A P |CC|CCL|CC

CCL | CC P P P|CCL| P S P | CC

CcC P |CCL| CC|CC| P |CC| P |CC|A

Marca n; L 20
Coca Cola 19 0,38 15
Coca Cola 8 0,16 ‘= 10 4 ]
o il mimm
Dr. Pepper 5 0,10 0 ‘ ‘ : : |:|

. p So 8= 3 2o 2
Pepsi Cola 13 0.26 3% 8 S 5 % b 3 Uaf
Sprite 5 0,10 o

50 1 Marca

0,4
0,3 1

o1 HHH

Sprite :l

9. Se queremos representar conxuntamente valores da variable correspondentes a diferentes periodos
de tempo, ou a distintas calidades, para comparar situaciéns podemos construir un diagrama de
barras apiladas. Poderias interpretar este grafico correspondente ao numero de temas que os
alumnos dunha materia de 42 ESO levan estudados? Témase informacién en duas clases dun
instituto (azul e rosa).

100 -

=1

sl I =0 |
60 4
40 R
207 - |
0
0 1 2 3 4
N° de temas (X)
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10. O sexo de 18 bebés nacidos nun hospital de Madrid foi:
H{M|H|H|M|H
H{M|{M|H|M|H
M{M|H|H|M|H

Construe a taboa asociada a estes datos e represéntaos.

11. Representa os valores da variable da taboa adxunta co grafico adecuado correspondentes a unha
enquisa realizada sobre o sector ao que pertence nun grupo de traballadores madrilefios.

SECTOR INDUSTRIAL AGRARIO SERVIZOS OUTROS

% TRABALLADORES 20 16 45 19

4.2. Histogramas
A representacidn mais utilizada en variables cuantitativas continuas é o histograma.

No eixe de abscisas colécanse os diferentes intervalos nos que se agrupan as observacions da variable.
Sobre estes intervalos, levdntanse rectangulos cuxa drea é proporcional a8 frecuencia observada en cada
un deles.

No caso de que todos os intervalos tefian a mesma amplitude basta con que a altura dos rectangulos
sexa proporcional a frecuencia.

Dependendo das frecuencias que se utilicen, tratarase dun histograma de frecuencias relativas ou ben
dun histograma de frecuencias absolutas.

En ocasidns, unense os puntos medios dos segmentos superiores dos rectangulos, obténdose deste
modo o poligono de frecuencias, xa sexan absolutas ou relativas. Estes poligonos constriense
utilizando un intervalo anterior ao primeiro (da mesma lonxitude ca este) e outro posterior ao ultimo
(da sta mesma lonxitude). Desta maneira, os poligonos delimitan unha area pechada.

En ambos os casos, tamén se poden utilizar as frecuencias acumuladas para construir os respectivos
histogramas. Estes histogramas tamén levan asociados os correspondentes poligonos de frecuencias,
que, neste caso, se constrien unindo os vértices superiores dereitos de cada un dos intervalos.

Exemplo: »
+ Representouse graficamente a informacidn * 74 x
obtida a partir das emisions especificas de CO; 15 1

dunha central de carbén (kg/megavatio-hora) a
partir dun histograma e dun poligono de
frecuencias absolutas.

10 A

700 710 720 730 740 750 760 770 780 790 800 810 820 830
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Exemplo:

#+ Representouse graficamente

obtida a partir das emisiéns especificas de CO; 201 777
dunha central de carbdn (kg/megavatio-hora) a 122
partir dun histograma e dun poligono de 0 |
frecuencias acumuladas absolutas. 40 |
20
0

a informacién 140 1

160

700 710 720 730 740 750 760 770 780 790 800 810 820 830

12. Completa a tdboa de frecuencias para poder representar a informacion mediante o histograma de

frecuencias acumuladas:

IDADE

[15, 25) | [25, 35) | [35, 45) | [45, 55)

NUMERO DE PERSOAS 25 45 55 65

13. A que representacion grafica corresponde o seguinte grafico
correspondente & informacion recollida sobre a idade de 100
persoas? Por que cres que se utilizou este e non outro?

4.3. Diagrama de sectores

B Enerxia B ndustria
O Transporte @ Agrario
W Edificacion O Residuos

248%

Exemplo:

Reconto

m 10 =] 20

Idade do enquisado

No diagrama de sectores coldcanse as modalidades do
atributo (variable cualitativa) ou valores dunha variable
cuantitativa discreta nun circulo, asignando a cada un un
sector do circulo de angulo proporcional a sua frecuencia.
Non resulta moi operativo cando a variable ten demasiadas
categorias.

Da mesma maneira podemos recoller a informacidn obtida de emisidns de gases de efecto invernadoiro

en Espafia no periodo 1999-2012 (%)
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Actividades resoltas

+

Dada a informacién correspondente 3as
preferencias de 50 adolescentes
americanos respecto @ marca de refresco
gue consomen da actividade resolta do
apartado 3.1. realizar o grafico de sectores.

14. Dos 100 asistentes a unha voda, o 34 % comeu tenreira de segundo prato, 25 % pato, 24 % afio e o
resto peixe.

area

@ Coca Cola

m Coca Cola light
O Dr. Pepper

O Pepsi Cola

B Sprite

a) Organiza a informacién anterior nunha taboa de frecuencias e representa os datos nun grafico

de sectores.

b) Realiza un diagrama de barras e explica como o fas. Cal dos dous graficos prefires? Por que?

15.

Recolleuse informacidén sobre o contido de sales minerais de 24 botellas de auga dun grupo de
escolares nunha excursion tal que:

45 45 65 56 33 65 23 23

34 23 43 67 22 43 34 23

12 34 45 34 19 34 23 43

4.3.

Os medios de comunicacion recorren con frecuencia a
tdboas e graficas que axuden a unha mais doada
interpretacion dos datos por parte do publico en xeral.
Un caso pode ser o seguinte grafico que presenta o
Instituto Nacional de Estatistica (INE), que representa o

Clasifica a variable estatistica estudada.

Seria conveniente tomar ou non intervalos ao facer unha taboa de frecuencias?

Realiza o grafico que consideres mais oport

uno.

Andlise critica de taboas e graficas estatisticas nos medios de
comunicacion. Deteccion de falacias

indice dos prezos ao consumo.

Porén, non é raro observar como se utilizan uns mesmos

datos estatisticos para obter conclusiéns distintas.

#+ Unha suba de prezos ou do indice de desemprego
pode parecer mdis ou menos acentuada segundo

quen presente a informacién.

indice de prezos de consumo. IPC.

1.6~
1.2
0.8 -

0.4-

=

o= Var. mensual
. Var. anual

0.0

0.4-

08~

_UA\ _l_l_‘ ‘:
L A\

0471

0814

Indice xeral nacional (%)

#+ Un indice de audiencia ou o colesterol dun determinado alimento poden parecer mais ou menos

altos segundo con que sexa comparado.

#+ As chamadas telefénicas parecen ser mais baratas nunha compafiia que noutra.
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A lista de exemplos é interminable.

Deste modo, a Estatistica, ademais do papel instrumental que presentamos ata agora, ten un
importante papel no desenvolvemento do pensamento critico que nos mantera atentos a estes
excesos.

Os erros mais frecuentes, ainda que das veces non se trata de erros sendn de manipulaciéns
tendenciosas, son os seguintes:

4 Erros na obtencidon de datos.

# Limitaciéns humanas ou dos instrumentos: é imposible, por exemplo, medir o peso ou a
estatura dunha persoa con infinita precision. Pero mesmo en estudos exhaustivos, como os
censos, estimanse os erros de mostraxe.

# Cuestionarios mal formulados: se non se recollen todas as posibles respostas, se a pregunta
inflie na resposta, se as preguntas contefien xuizos de valor ou se as diferentes opcidéns de
resposta non son equilibradas (por exemplo: si, as veces, non). O conxunto de respostas posibles
pode facer que haxa duplicaciéns u omisidns. Incorrer neste erro, deliberadamente ou non,
deixa a individuos da poboacién sen representacion entre as respostas e, polo tanto, os
resultados que saian do estudo estaran nesgados. As modalidades da variable deben ser
incompatibles e exhaustivas (por exemplo: se preguntamos pola cor favorita e ofrecemos como
posibles respostas "Vermello", "Azul" ou "Amarelo", deixamos sen poder responder aos que
queren escoller outra cor; se non estamos interesados noutras cores, podemos incluir un
apartado chamado "Outra").

+ Delimitacién imprecisa da poboacidn: Por exemplo, se se desexa estudar se os nenos madrilefios
ven demasiado a televisidn, habera que deixar claro que idades en concreto se consideraran, se
entendemos por madrilefio a calquera residente ou sé aos nacidos en Madrid, etc.

# Seleccidon da mostra non apropiada ou non representativa: a mostra non representa &
poboacion. A eleccién dos individuos concretos que forman parte da mostra debe facerse de
forma aleatoria. Por exemplo: se estudamos os gustos televisivos dos adolescentes dun instituto
e pensamos que estes gustos poden variar en funcién da idade, na seleccidn da mostra deben
escollerse idades variadas, a poder ser, na mesma proporcién na que se presentan no instituto.

+ Erros nas tidboas: os datos non estdn ordenados, evitar ambigiiidades nos extremos dos
intervalos para variables continuas, etc.

* Erros nas graficas: nos diagramas de barras falta a orixe, estdn truncados ou hai erros na escala
dos eixes, etc. Hai que deixar claras as variables que se miden.

# Erros nos pardmetros de medida: por exemplo a media non é representativa (poboacidns
heteroxéneas) ou vese afectada por valores moi grandes; confusion entre media e mediana.

+ FErros nos pictogramas con superficies onde se inscriben proporcionais ao cadrado das
frecuencias.
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5. MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

As medidas de tendencia central ou de centralizacion son as que, intuitivamente, aparecen en primeiro
lugar ao intentar describir unha poboacién ou mostra.

Pddense dividir en tres clases: medidas de tamafiio, de frecuencia e de posicion.

No que segue, suporemos que estamos analizando unha poboacién da que se toma unha mostra de
tamafio N, é dicir, que estd composta por N individuos (ou observaciéns), dos cales se desexa estudar a
variable X, o que dd lugar @ obtencidon de N valores que se representan por xi, Xz, ..., Xn. Estes valores
non se supofien ordenados sendn que o subindice indica a orde na que foron seleccionados.

5.1. Medidas de tamafo

As medidas de tamario definense a partir dos valores da mostra, asi como da sua frecuencia.

Definimos asi a media aritmética ou termo medio ou, simplemente, media como:

2]

Pédese interpretar como o centro de masas das observaciéons da mostra. Dentro das suas vantaxes
podese destacar que utiliza todas as observaciéns, que son facilmente calculables, tefien unha
interpretacion sinxela e boas propiedades matemadticas. O seu inconveniente é que se pode ver
afectada polos valores anormalmente pequenos ou grandes que existan na poboacidn ou mostra
(denominados outliers).

No caso de que tefiamos unha variable cuantitativa agrupada en intervalos o valor da variable X que
representa ao intervalo para poder calcular a media aritmética é a marca de clase e calcllase como a
semisuma dos valores extremos do intervalo.

Exemplo:

#+ Recodllese a informacion referida ao nuimero de horas de voo
diarias de 20 azafatas. Se a media é igual a 4.1, isto indica que, por
termo medio, o nUmero de horas de voo é 4.1.

Exemplo:

+ Da mesma maneira se recollemos a informacién sobre a idade media da tua clase obteremos un
valor entre 15 e 16 anos. A idade media serd por exemplo 15.4, valor tedrico, que pode non
coincidir con ningun dos valores reais.
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Actividades resoltas

#+ Un fabricante de xeados estd realizando un control de calidade sobre ( ! )
certas maquinas respecto a sUa capacidade de regular a temperatura de ":’:"
refrixeracion. Para iso, selecciona unha mostra de N=16 mdquinas da RXY
fabrica e mide con precision o valor da sua capacidade (na unidade de t‘f
medida pF), obtendo os seguintes resultados: 20.5, 19.8, 19.6, 19.2, 23.5, £S

28.9, 19.9, 19.2, 20.1, 18.8, 19.5, 20.2, 18.6, 19.7, 22.1, 19.3. Utilizando
estes valores de capacidade, obter a media aritmética.

X.
- ,Z:;[ ] 205+19.8+419.6+192+23.5+289+19.9+192+20.1+18.8+19.5+202+18.6+19.7 +22.1+19.3
N 16

=20.56 pF

16. Unha persoa ingresa 10 000 euros nun fondo de inversidon o 1 de xaneiro de 2009. As rendibilidades
anuais do fondo durante os anos seguintes foron as seguintes:

Ano 2009 2010 2011 2012

Rendibilidades (% 5 3 -1 4

Se non retirou o capital, cal foi a rendibilidade media
do fondo durante estes anos?

17. Interpreta os valores da variable desta tdboa que representa o peso de 100.000 bombonas de
butano dunha fabrica, en quilogramos. Que grafico utilizarias? Calcula a media e interprétaa.

Peso[) [fi% [ n; Ni
14.5-15 | 0.3 | 300 300
15-155 (1.6 | 1600 | 1900
15.5-16 | 7.4 | 7400 | 9300
16-16.5 | 21.5 | 21 500 | 30 800
16.5-17 | 30.5 | 30500 | 61 300
17-17.5 | 24.5 | 24500 | 85 800
17.5-18 | 10.7 | 10 700 | 96 500
18-18.5 | 21.5 | 21 500 | 30 800
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Estatistica. 42B da ESO

5.2. Medidas de frecuencia
Definense tendo en conta unicamente a frecuencia dos valores da variable da mostra.

A moda (Mo) definese como o valor da variable que se obtivo con maior frecuencia. Pode haber mais

dunha moda.

Exemplo:

4 Realizase un estudo entre 200 espectadores a un musical en Madrid para determinar o grao de
satisfaccion, obténdose os seguintes resultados:

Opinién

Moi bo

Bo

Regular

Malo

Moi malo

%

75

25

45

15

40

7

A modalidade que mais se repite é “moi bo”, polo que a moda é Mo = Moi bo.

Exemplo:

<+ No caso de que a distribucidn estea agrupada en intervalos habera que identificar a clase modal,

é dicir, o intervalo onde hai maior nUmero de valores da variable.

4 A partir da tdboa de frecuencias do espesor de latas de refresco, podemos debuxar os seus
histogramas de frecuencias relativas e determinar onde esta a sta moda. E dicir no intervalo [8-
9). A moda sinala que o mais frecuente é ter un espesor entre 8 e 9 mm.

Clase modal

0.4

0.5

n.z

01

n.a

w-10 1-11

11-12
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18. Obter a media e a moda dos seguintes valores da variable referidos ao resultado de lanzar un dado

50 veces.
112(3|2|3(4|3|3(3]|5
5|/5/5|6|5|6|5|6|4|4
312(1(2|3|4|5|6|5|4
312(3|4|5/6|5(4(3]|2
3/4/5|5|5|5|6|6|6/|3

19. Realizar a actividade anterior pero agrupando en intervalos de amplitude 2, empezando en 0. Obtés
0s mesmos resultados? Por que?

5.3. Medidas de posicion
Definense a partir da posicion dos valores da mostra.
En xeral, cofiécense co nome de centis ou percentis.

Se reordenamos en orde crecente os valores tomados da mostra e os denotamos por X}, X{2},..., X{N}
pddense definir as seguintes medidas de posicién:

v' A mediana Me é un valor tal que o 50 % das observaciéns son inferiores a el. Non ten por que ser
Unico e pode ser un valor non observado.

Altura mediana

v Os cuartis (ou cuartilas) Qi, Q2 e Qz son os valores tales que 0 25 %, 50 % e 75 % (respectivamente)
dos valores da variable son inferiores a el.

v’ Os decis D1, D»,..., Dg son os valores tales que o 10 %, 20 %, ..., 90 % (respectivamente) dos valores
da variable son inferiores a el.

En xeral, definese o percentil ou centil do k % (sendo 0 < k < 100) como o valor tal que o k % das
observacions son inferiores a el.

A mediana e o resto de medidas de posicion tefien como principal vantaxe a sua facil interpretacién e a
sua robustez (non se ven afectadas por observacions extremas).
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Exemplo:

# Calcula os cuartis e o percentil 65 dos seguintes valores da variable referidos ao nimero de fillos
das familias dun bloque de edificios da localidade de Madrid:

Numero defillos | fi | Fi
1 11 | 11
2 27 | 38
3 4 |42
4 18 | 60
Total 60

Para calcular o primeiro cuartil calculamos o 25 % do total dunha mostra N = 60, é dicir, 60 - 0.25 = 15.
Asi, o primeiro cuartil ten 15 valores da variable menores e o resto maiores. Na columna de frecuencias
acumuladas, o primeiro nimero maior ou igual que 15 é 38, que corresponde ao valor da variable 2.
Polo tanto o primeiro cuartil é 2 (ou con mellor aproximacion un valor entre 1 e 2). Da mesma forma o
50 % de 60 é 30, é dicir o cuartil 2 (Mediana) seria

tamén 2 (ou de novo, un valorentre 1e 2).0 75 % Resumo:
de 60 seria 45 e desta forma o cuartil 3 sgrl'a 4 (Ol:l 25% de 60 = 15> 38 > 15 > 11 > Q= 2
un valor entre 3 e 4) posto que o valor maior a 45 é

60, que corresponde ao valor 4 da variable obxecto | 50 % de 60 =30 > 38>30>11> Me=Q2=2

de estudo. Por ultimo, o percentil 65 corresponde 75% de 60 = 45 > 60 > 45 > 42 > Qs = 4

ao valor 3 xa que 65 % de 60 é igual a 39 e o valor
maior que 39 é 42. 65% de60=39 > 42>39>38> Pg=3

As medidas de posicion permitennos realizar outro tipo de grafico estatistico que se chama o grdfico de
caixa.

Para realizar este grafico, constriese unha caixa (xa sexa horizontal ou vertical), cuxos lados coinciden
co primeiro e terceiro cuartil Q1 e Qs. Polo tanto, a caixa abrangue o 50% das observacidns realizadas.
Dentro desta caixa, incliese un segmento (ou ben un punto) que corresponde a mediana.

De cada lado da caixa parte un segmento que se estende ata os valores correspondentes as
observacions minima e mdxima x13 € X(n;.

— { e o
A
X1y Q, Me Q, Xeny
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Actividades resoltas

#+ Estase realizando un control de calidade sobre os fallos dunhas determinadas maquinas. Para
iso, contabilizanse os fallos de N=13 maquinas durante un mes, obtendo os seguintes nimeros
defallos: 2,5,3,2,0,4,1, 7,4, 2,1, 0, 2. Utilizando estes valores obter as medidas de tendencia
central e resumir nunha tdboa de frecuencias a informaciéon obtida do numero de fallos
mensuais das maquinas, obtendo a media aritmética doutra maneira.

N
X
,Z:I:[ ']_2+5+3+2+0+4+1+7+4+2+1+0+2

X = =2.54 fallos/mes
N 13
Mo=2 fallos/mes

Q= Xy =1 fallo/mes

Q,= Xy = 4 fallos/mes
Valores 0 1 2 3 4 5 6 7
Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1 0 1

Frecuencia relativa 0.154 | 0.154 | 0.307 | 0.077 | 0.154 | 0.077 0 0.077

Frecuencia relativa acumulada | 0.154 | 0.308 | 0.615 | 0.692 | 0.846 | 0.923 | 0.923 1

k
Y:Z[ f, -Xi] =0.154-0+0.154-1+0.307-2+0.077-3+0.154-4+0.077-5+0.077-7=2.54  fallos/mes
il

#+ Recdllese informacién sobre o peso de 90 rapaces nunha clase de Matematicas. Determinar os
centis que nos permiten realizar o grafico de caixa.

40

20

100

esv. tip.= 11,61 %0
edia=70,0
=490,00

PESO

70

— Primeiro cuartil = percentil 25 = 60 Kg.

— Terceiro cuartil= percentil 75= 80 kg. ”

50

40
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20. Debuxar un diagrama de caixa cofiecendo os seguintes datos.

Minimo valor = 2; cuartil 1 = 3; mediana = 6; cuartil 3 = 7; maximo valor = 12.

21. Un corredor de maratén adestra, de luns a venres
percorrendo as seguintes distancias: 2, 3, 3, 6 e 4,
respectivamente. Se o sabado tamén adestra:

a) Cantos quildmetros debe percorrer para que a
media sexa a mesma?

b) E para que a mediana non varie?

c) E para que a moda non varie?

22. O salario mensual en euros dos 6 traballadores dunha empresa téxtil € o que se presenta. Cal dos
tres tipos de medidas de tendencia central describe mellor os soldos da empresa?

1700| 1400|1700 | 1155|1340 4565

23. Que valor ou valores poderiamos engadir a este conxunto de valores da variable para que a

mediana siga sendo a mesma?

1211924 123|123 (15|21 |32|12|6 |32

12

12 | 21

24. Saen 25 prazas para un posto de auxiliar de enfermaria e preséntanse 200 persoas coas seguintes

notas.

notas |34 |5 [6 |7 (8 |9

10

6(34|25|56 (29|10 30

10

a) Con que nota se obtén unha das prazas mediante o exame?

b) Que percentil é a nota 5?

Enfermeira
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6. MEDIDAS DE DISPERSION

6.1. Medidas de desviacidns

As medidas de tendencia central resultan insuficientes 4 hora de describir unha mostra. Ademais das
tendencias, é necesario dispofier de medidas sobre a variabilidade dos datos. Dentro destas medidas,
imos estudar as medidas de desviacidns e os rangos.

As medidas de desviacions recollen as desviacidns dos valores da variable respecto dunha medida de
tendencia central.

A varianza definese como:
N
—\2
[(xi —X) ] N,
2 _ el Z Xi

S™ = = _i=l _ 72
N N
As sUas principais vantaxes son a sia manexabilidade matematica e que utiliza todas as observacions.
Os seus principais inconvenientes son ser moi sensible a observacions extremas e que a sua unidade é o
cadrado da unidade orixinal da mostra.
A desviacion tipica é a raiz cadrada da varianza e ten a principal vantaxe de que utiliza as mesmas
unidades que os valores da variable orixinais.

Observa que a desviacidn tipica é unha distancia, a distancia dos valores da variable 8 media. Recorda
que a raiz cadrada é sempre un nimero positivo.

Asociado @ media e a desviacidn tipica, definese o coeficiente de variacidn, definido en mostras con
media distinta de cero como:
g S

¥

Este coeficiente é adimensional (non ten unidades e sdese expresar en porcentaxe), o que resulta unha
gran vantaxe, xa que permite comparar a variabilidade de distintas mostras, independentemente das
suas unidades de medida. Alguns autores definen este coeficiente utilizando a media no denominador,
en lugar do seu valor absoluto. Valores do coeficiente de variacién maiores do 100% indican que a
media non se pode considerar representativa do conxunto de valores da variable.

Exemplo:

4+ A nota media de 6 alumnos dunha mesma clase de 42 ESO en Matematicas é de 5. Se a varianza
é 0.4, a desviacidn tipica serd de 0.632, polo tanto, a media é bastante homoxénea na
distribucién. As notas que se obtiveron estdn situadas arredor da nota media 5.

Actividades resoltas

+ O propietario dunha instalacién mixta solar-edlica estd realizando un estudo do volume de
enerxia que é capaz de producir a instalacidn. Para iso, mide esta enerxia ao longo dun total de
N=16 dias que considera suficientemente representativos. A enerxia (en quilovatio, KWh)
producida nestes dias por duas instalacidons encéntrase recollida na seguinte taboa:

Xeracionsolar 13.1 105 4.1 148 195 119 18 8.6
Xeracion edlica 8.5 14.3 24.7 4 23 64 36 9.2
Xeracionsolar 5.7 159 112 6.8 142 82 26 9.7
Xeracion edlica 135 14 7.6 12.8 10.3 16.5 21.4 10.9
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Utilizando estes valores da variable calcula as medidas de dispersion estudadas, comparando os
resultados nas duas instalacions

Z?Izl Xi 13.1+10.5+4.1+14.8+19.5+11.9+18+8.6+5.7+15.9+11.2+6.8+14.2+8.2+2.6+9.7

X = = = 10.925 kwh
N 16
- Zlivzlyi 8.5+14.3+24.7+4+42.346.4+3.6+9.2+13.5+1.4+7.6+12.8+10.3+16.5+21.4+10.9
y = N = e = 10.463 «wh
o Ziax®  , 13.17410.5 + 4.1 +14.8° +19.5° + 11.9° + 18° + 8.6* + 5.7 + 15.9 + 11.2* + 6.8° + 14.2* +8.2* + 2.6 +9.7°
R 16
141.5
=5 - 10.92 = 22.16
, Xy, 857 +14.3%+424.7°+4°+2.3+ 6.4 +3.6" + 9.2 +13.57 + 1.4 + 7.6 + 12.8% + 10.3% + 16.5° + 21.4° + 10.9°
SETN YT 16
150.48
—10.5% = —10.5%2 = 41.01
s, V2216 4.7 0.43
gx p—vl r— p—vl p—vl p— .
|| 10.9 10.9
sy V4101 64

=2 ==~ 061
9 =15~ 105 ~ 105

A media da primeira instalacion é mais representativa que a media da segunda xa que o coeficiente de
variaciéon é menor na primeira. Os datos estan menos agrupados na segunda das instalaciéns. A sua

desviacion tipica é moito maior.
+ Estase realizando un control de calidade sobre os fallos dunhas determinadas maquinas. Para
iso, contabilizanse os fallos de N = 13 maquinas durante un mes, obtendo os seguintes nimeros

de fallos. Utilizando estes valores presentados na tdboa de frecuencias obter as medidas de
dispersidn estudadas.

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1 0 1
Frecuencia relativa 0.154 | 0.154 | 0.307 | 0.077 | 0.154 | 0.077 0 0.077

Frecuencia relativa acumulada | 0.154 | 0.308 | 0.615 | 0.692 | 0.846 | 0.923 | 0.923 1

N
2 [%]
X = 1=1 245434240 +4+1+7+4+2+1+0+2

= =2.54 fallos/mes
N 13

Kk
$*= Z[ f.-(% —7)1 =0.154-(-2.54)" +0.154-(~1.54)" +0.307-(~0.54) +0.077-0.46* +0.154-1.46> +
i=1

+0.077-2.46* +0.077-4.46° =3.80 (fallos/mes)’
Outra forma de realizar estes mesmos calculos é:

Suma
Valores 0|12 |3|/4 |5 |67
Frecuenciaabsoluta |2 (2| 4 |12 |1 |01 13
x 0[1] 4]/9|16|25]|36]49
xi%- Fr. Abs. 0[2|16|9|32|25| 0|49| 133
N
2%
Aplicamos a férmula: s? = ‘=1T— X* e obtemos que

s2=133/13-2.542=10.23 - 6.45 = 3.80, polo que s = 1.95.
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25. Un grupo de cans pastor aleman ten unha media de 70 kg e desviacion tipica 2 kg.
Un conxunto de cans caniche ten unha media de 15 kg e desviacion tipica 2 kg.
Compara ambos os grupos.

26. O tempo, en minutos, que un conxunto de estudantes de 42 ESO dedica a preparar

un exame de Matematicas é:

234 345 345 123 234 234 556
234 234 345 223 167 199 490
As cualificacidns dese conxunto de estudantes son as seguintes:
4 5 6 7 6 5 8
9 8 7 8 7 6 8

a) Que teremos que facer para comparar a sua variabilidade? b) En que conxunto os valores da
variable estdn mais dispersos? c) E a media sempre maior que a desviacion tipica?

6.2. Os rangos

Estas medidas proporcionan informacién sobre o intervalo total de valores que toma a mostra
analizada.

O rango total ou percorrido é a diferenza entre os valores maximos e minimos que toma a variable na
mostra:

R=Xy =X,

O percorrido intercuartilico é a diferenza entre o terceiro e o primeiro cuartil:
R, = Q3 -Q
Exemplo:
4+ Estase realizando un control de calidade sobre os fallos dunha determinada maquina. Para iso,
contabilizanse os fallos de N=13 maquinas durante un mes, obtendo os seguintes nimeros de
fallos: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2. Utilizando estes valores obtemos o rango total iguala 7 e
o percorrido intercuartilico igual a 3.
Actividades resoltas
# Saen 25 prazas para un posto de caixeiro nun supermercado e preséntanse 200 persoas. A
seguinte informacidn recolle as notas dun test de cofiecementos basicos.

notas |2 3|4 |5 |6 (7 |8 |9 |10
ni |6[4|30|25|56|29 (103010
Calcula o rango total da variable obxecto de estudo.

27. Recolleuse unha mostra de 20 recipientes cuxos diametros son:
0.91 1.04 101 1 0.77 078 1 1.3 1.02 1
1 0.88 1.26 092 098 0.78 0.82 1.2 1.16 1.14

a) Calcula todas as medidas de dispersién que cofiezas.

b) A partir de que valor de diametro dos recipientes se consideran o 20% con maior didmetro?
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7. DISTRIBUCIONS BIDIMENSIONAIS

Este apartado céntrase na andlise de datos bidimensional, no que son duas as variables de interese.
Deste modo, cando se estda analizando unha poboaciéon e se selecciona unha mostra, para cada
individuo tomanse dous valores, correspondentes a duas caracteristicas (ou variables) distintas. Neste
sentido, pode ser interesante considerar simultaneamente os dous caracteres a fin de estudar as
posibles relaciéns entre eles.

7.1. Taboas de frecuencia dunha variable bidimensional

Cando se queren resumir os resultados dunha mostra bidimensional utilizando unha tdboa de
frecuencias (xa sexa por tratarse dunha variable discreta ou porque se desexen agrupar as observacions
dunha variable continua), é preciso utilizar o que se denomina tdboa de dobre entrada (ou
bidimensional). Sexan x3, X2, ..., Xk as modalidades da primeira variable e y, y»,..., ¥p as da segunda. Estas
modalidades poden corresponder tanto aos valores que se dan na mostra (se a variable é discreta),
como as marcas de clase dos intervalos utilizados (se a variable é continua). Para construir a tdboa de
frecuencias, utilizanse as frecuencias absolutas nj correspondentes das observacidons que toman
simultaneamente valores correspondentes as clases x; e y;. Obviamente, hase verificar que:

y1 y2 ...... yp nl
X1 niq ni2 | ... Nip ni.
X2 Nn21 nge | ...... N2p no.
Xk Nk1 Nk2 | ...... Nikp Nk
n, n.4 no | ... Np N

Os valores n;. recollen as frecuencias absolutas da clase x;, mentres que n; é a suma de frecuencias
absolutas da clase y;, co que se verifica:

SHIN gL

j=1
k
2.[n]=N Z[n.j]=N
=1 i
Da mesma maneira, pddese realizar unha taboa de frecuencias relativas fj, utilizando os cocientes entre
as frecuencias absolutas e o nUmero de observacions:

n.
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Actividades resoltas

#+ O propietario dunha instalacion mixta solar-edlica estad realizando un estudo do volume de
enerxia que é capaz de producir a instalacidn. Para iso, mide esta enerxia ao longo dun total de
N=16 dias que considera suficientemente representativos. A enerxia (en kWh) producida neses
dias polas instalacidns solar e edlica pddese resumir nas seguintes taboas de dobre entrada de
frecuencias absolutas e de frecuencias relativas:

Enerxia edlica
[0,6.5] (6.5,13] | (13,19.5] | (19.5,26] n;.
[0,5] 0 0 0 2
] (5,10] 0 3 2 0
Enerxia
solar (10,15] 2 3 1 0
(15,20] 3 0 0 0
n; 5 6 3 2 16
Enerxia eélica
[0,6.5] 6.5,13] | (13,19.5] | (19.5,26] £
[0,5] 0 0 0 0.125 0.125
E i (5,10] 0 0.1875 0.125 0 0.3125
nerxia
solar (10,15] 0.125 0.1875 0.0625 0 0.375
(15,20] 0.1875 0 0 0 0.1875
fj 0.3125 0.375 0.1875 0.125 1

7.2.Representacion grafica dunha variable bidimensional
Ao igual que no caso dunha mostra unidimensional, en numerosas ocasidns resulta interesante realizar
unha representacion grafica dunha mostra bidimensional.

Un modo sinxelo de representar unha mostra bidimensional é mediante o denominado diagrama de
dispersidon ou nube de puntos. Esta técnica consiste en representar no plano (x,y) os valores obtidos na

mostra.

25 -

Xeracion Edlica (kW h)

|
T
5

10

Xeracion Solar (kW h)

Diagrama de dispersion da xeracion solar e edlica (en kWh) da actividade resolta

A figura anterior amosa o diagrama de dispersion. Pédese observar a existencia dunha dependencia

inversa.
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7.3. Medidas nunha variable bidimensional. Coeficiente de correlacion

Cando se estd analizando unha mostra bidimensional, pdédense calcular as medidas que caracterizan a
cada unha das variables da mostra por separado, tal e como se describiu anteriormente. Pero neste
caso poédese dar un paso mais e calcular algunhas medidas conxuntas que tefien en conta
simultaneamente os valores que toman ambas as variables en cada individuo.

Ao igual que cando se analiza unha Unica caracteristica, suporemos que se toma unha mostra de
tamafio N da poboacion, é dicir, que esta composta por N individuos (ou observaciéns), dos cales se
desexa analizar as caracteristicas (ou variables) X e Y. Isto da lugar 4 obtencién de N valores para cada
unha das duas variables: (x1, y1), (X2, y2),..., (Xn,¥n). De novo, estes valores non se supofien ordenados,
sendn que o subindice indica a orde na que foron seleccionados.

Seguindo esta notacién pddense formular os calculos dos momentos respecto a orixe e respecto a
media para unha variable bidimensional. Definimos, polo tanto:

Momentos respecto 4 orixe da orde (r,s) como:

ZN)[X v |
a _ =l
r,S N

Observa que os momentos respecto a orixe da orde (1, 0) e (0, 1) coinciden coas medias de ambas as

variables:
a , =X a =Y

9 5

Tamén resulta de interese ao momento da orde (1,1):

N

> [% - vi]

Analogamente, pédense definir os momentos respecto a media da orde (r,s):

>[4 -%) -(%-9) ]

m — i=1
r,s
N
Os momentos respecto 4 media da orde (2, 0) e (0, 2) coinciden coas varianzas de ambas as variables:
2 2
M, = Sx Mo, = Sy

O momento respecto a media da orde (1,1), que se denomina covarianza ou momento mixto, é de gran
importancia:

> [(4-%)-(5,-9)]
m;, = N
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Alternativamente 4 féormula anterior, a covarianza pddese calcular a partir dos momentos respecto a
orixe, segundo a formula:

N
2 (% Y;)

_ _ izl
M =&, -8, 8, = N

x|
<l

A covarianza, ao igual que a varianza, ten o inconveniente de que depende das unidades da mostra.

Por este motivo, utilizase o coeficiente de correlacion lineal de Pearson (que se denota,
indistintamente, como p ou r):

N
_gl(xi “Yi)

=l 5.y
m y

Este coeficiente terd o signo da covarianza e indicaranos se a dependencia entre as duas variables
obxecto de estudo son dependentes positiva ou negativamente. O coeficiente de correlacion (ou
simplemente correlacidon) toma un valor comprendido entre —1 e 1. Se a correlacion é positiva dise que
existe dependencia directa entre X e Y (a un aumento dunha das duas variables correspdndelle unha
tendencia ao aumento na outra). En cambio, se a correlacién é negativa, dise que existe unha
dependencia inversa (a un aumento dunha das duas variables correspdndelle unha tendencia ao
decremento na outra).

Actividades resoltas

#+ O propietario dunha instalacién mixta solar-edlica estd realizando un estudo do volume de
enerxia que é capaz de producir a instalacidn. Para iso, mide esta enerxia ao longo dun total de
N=16 dias que considera suficientemente representativos. A enerxia (en kWh) producida neses
dias polas instalacions solar e edlica encéntrase recollida na seguinte tdboa:

Xeracién solar (x;) 131] 105 41 [148] 195|119 18 | 86 | 57 [159 [ 112 ] 68 [142 ] 82 | 26 | 97
Xeracion edlica (y)) 85 143 [ 247 4 | 23 [ 64 | 36 | 92 | 135 | 14 | 76 | 128 [ 103 | 165 | 214 | 109

Utilizando estas producidns, imos calcular a covarianza e o coeficiente de correlacién, denotando a
xeracion solar como variable X e a xeracién edlica como variable Y. Engadimos novas filas a nosa taboa:

Xeracion solar (Xi) 13.1 | 10.5 4.1 14.8 | 19.5 | 11.9 18 8.6 5.7 15.9 | 11.2 6.8 14.2 8.2 2.6 9.7

Xeracion edlica () 85 | 143|247 | 4 | 23 | 64 | 36 | 92 [ 135 | 14 | 76 | 128 | 103 | 165 | 214 | 109

X’,Z 171.6 110.3 16.81 219.0 380.3 141.6 324 73.96 32.49 252.8 1254 46.24 201.6 67.24 6.76 94.09

yi2 72.25 204.5 610.1 16 5.29 40.96 12.96 84.64 182.3 1.96 57.76 163.8 106.1 2723 457.9 118.8

Xi*yi 111.4 150.2 101.3 59.2 44.85 76.16 64.8 79.12 76.95 22.26 85.12 87.04 146.2 135.3 55.64 105.7
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Previamente calculamos a media e a desviacidn tipica de cada variable (que xa cofiecemos dunha
actividade resolta anterior). Sumando a primeira fila e dividindo por N = 16, obtemos a media da

N
2 X

Xeracion Solar en Kwh. Recorda x :HT; polo tanto

Z?’zlxi 13.14+10.5+4.1+14.8+19.5+11.9+18+8.6+5.7+15.9+11.2+6.8+14.2+8.2+2.6+9.7
= = 10.925 kwh
N 16
Sumando a segunda fila e dividindo por N = 16 obtemos a media da Xeracion Edlica en Kwh:

X =

- Zlivzlyi 8.5+14.34+24.74+4+2.3+6.4+3.6+9.2+13.5+1.4+7.6+12.8+10.3+16.5+21.4+10.9
y = N = e = 10.463 «wh

Na terceira fila calculamos os cadrados dos valores da primeira variable e utilizdmolos para calcular a

N
2
2 Xi

varianza: Recorda s > ==L _x?; polo tanto
N

2 _ év=1xi2
ST =T
_ 13.12 +10.52 4+ 4.1 + 14.82 +19.52 + 11.92 + 182 +8.6%2 + 5.72 + 15.92 + 11.22 + 6.8% + 14.22 + 8.22 + 2.6 + 9. 72

16

— x2

_1Ls 10.9% = 22.16
T 16 o
Na cuarta fila calculamos os cadrados dos valores da segunda variable e calculamos a sua varianza tal

que

N2
o2 Elyi 72 857 +1432 42477 +47 +2'37 + 647 +3'67 + 927 +13'52 +1'47 +7'67 +12'8% +103% +16'5% +21'4> +109* 15048 1052 = 4101
y = = = —_ =
N 16 16

A desviacion tipica é a raiz cadrada da varianza, polo tanto:

Sy =V22.16 =471 es, =Vv41.01 = 6.4

Para calcular o coeficiente de correlacidon calculamos na quinta fila os produtos da variable x pola
N
2(%-Yi)

variable y. Asi, 13.1*8.5 = 111.4. Queremos calcular o termo: Ile Ao sumar obtemos 1 401.2,

que dividimos entre 16, restdmoslle o produto das medias e dividimos polo produto das desviacidns
tipicas:

(v o
15:,6 ) _ Xy 1401.2-(109-10.5) —26.728
= = = —0.887

P s, 471- 6.4 T 47164

Este coeficiente de correlacion negativo e achegado a —1 indicanos que a relacion entre as duas
variables é negativa e bastante importante.
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Utiliza o ordenador

| 57 - fe | =PROMEDIO(B2:B6)
A B & D E

+ Neves tivo en Matemdticas as sequintes
notas: 8, 4, 6, 10 e 10. Calcula a sua media, a 1

sua moda e a sua mediana. 2

Para calcular a media, a mediana e a moda coa folla i
de célculo, copiamos na casa B2, B3... os datos: 8, 4, 5 10

6, 10 e 10. Escribimos na casa A7, Media, e para B
calcular a media escribimos un signo igual en B7. ; ng::na IZ?Z!
Buscamos, despregando as posibles funciéns, a 2 |Moda 10
funcién PROMEDIO, e escribimos

=PROMEDIO(B2:B6),
que significa que calcule a media dos valores que hai nas casas desde B2 ata B6.

Do mesmo modo calculamos a mediana buscando nas funcidons ou escribindo =MEDIANA(B2:B6) e a
moda buscando nas funcidns ou escribindo =MODA(B2,B6).

5 - 7 | =DESVESTP(B2:86) Igual que calculamos a media, a mediana e a moda, a folla
A B c D i | de calculo pddese utilizar para obter:

1 xi

; 3 » 0O percorrido calculando MAX — MIN — 6.

2 5 » Avarianza utilizando VARP — 5.44.

2 = > A desviacion tipica usando DESVESTP — 2.33

7 |Max 10 Percorrido = 6 » Os cuartis, (CUARTIL), sendo o cuartil 0 o minimo;

g MIN 4 . . . .

| e e o cuartil 1, Q1; o cuartil 2, a mediana; o cuartil 3, Q3; e o

10 pesveste [ 233 cuartil 4, o maximo.

11 | CUARTIL1 6 Intervalo Intercuartil = 4

12 |CUARTIL2 10 > Ql=6.

= 8 » Q3=10.

> O intervalo intercuartilico=10-6 = 4.

Utiliza o ordenador

# Preguntamos a 10 alumnos de 42 ESO polas suas cualificacidns en Matematicas, polo nimero de
minutos diarios que ven a televisidn, polo nimero de horas semanais que dedican ao estudo, e
pola sua estatura en centimetros. Os datos recdllense na tdboa adxunta. Queremos debuxar as
nubes de puntos que os relacionan coas cualificacions de Matematicas, o coeficiente de
correlacién e a recta de regresion.

Cualificacidons de Matematicas 10 3 7 8 5 9 9 8 6 7
Minutos diarios que ve a TV 0 90 30 20 70 10 15 25 60 25
Horas semanais de estudo 15 2 9 12 7 14 13 11 7 8
Estatura (en cm) 177| 168| 157| 159| 163| 179| 180| 175| 169| 170

Para facelo, entramos en Excel, e copiamos os datos. Seleccionamos a primeira e a segunda fila, logo a
primeira e a terceira e por ultimo a primeira fila e a cuarta.

Coa primeira e segunda filas seleccionadas, imos Inserir, Dispersion e eliximos a nube de puntos.
Podemos conseguir que o eixe de abscisas vaia de 0 a 10 en “Dar formato ao eixe”. Pinchamos sobre un
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punto da nube e eliximos “Agregar lifia de tendencia”. Para que debuxe o ordenador a recta de
regresion a lifa de tendencia debe ser Lineal. Na pantalla que aparece marcamos a casa que di:
“Presentar ecuacion no grdfico” e a casa que di “Presentar o valor de R cadrado no grdfico”.

. . y=-13.485x+ 131.59| Observa: a recta de regresion, en cor
Minutos diarios que vea TV 5 i i
R*=0.9509 vermella, é decrecente e a sua
100 ~_ ecuacion é aproximadamente:
80
0 T~ . y=-13.5x + 132.
40 \ O <cadrado do coeficiente de
N correlacion é p? = 0.95. A correlacion
20 -
\ € negativa e alta:
O T T T T T T T T T ‘
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 p =V0.95=-0.975

Facemos o mesmo coa primeira e terceira fila e coa primeira e cuarta fila. Obtemos os graficos:

Horas semanais de estudo Estatura (en cm) Y = 1.9343x + 155.77
y = 1.8535x - 3.5455 R2=0.2477
20 R*=109608 185
180 ‘—
175
10 170 /
y/{ *
165
5 / 160 — ¢
L 2
L 4
0 T T T T T T T T T 1 155 T T T T T T T T T 1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Observa que en ambos os casos a pendente da recta de regresiéon é positiva pero, no primeiro, o
coeficiente de correlacién, positivo, é proximo a 1, = v0.96 = 0.98. A correlacion é alta e positiva.

No segundo p = v0.25 = 0.5.

28. Medironse os pesos e alturas de 6 persoas, como mostra das persoas que estan nunha fila ou cola
de espera, obténdose os seguintes resultados:

Pesos (kg) 65 60 65 63 68 68
Alturas (cm) 170 150 168 170 175 180
Pidese:

a) Calcular as medias e as varianzas deses dous conxuntos de datos unidimensionais.
b) Que medidas estan mais dispersas, os pesos ou as alturas?

c) Representar graficamente ese conxunto de datos bidimensional. Calcular a covarianza e interpretar o
seu valor.

d) Dar unha medida da correlacidon entre ambas as variables. Interpretar o seu valor.
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CURIOSIDADES. REVISTA
UTILIZAMOS A ESTATISTICA POR ENRIBA DAS NOSAS POSIBILIDADES?

Nas ultimas décadas o uso de datos estatisticos é unha das principais
maneiras coas que se presenta informacidn de calquera tipo, proveiia a sua
fonte dos medios de comunicacidn, a través de mensaxes publicitarias ou
relacionada con traballos de investigacidn. Actualmente
consumir informacion convértese, en moitas ocasions,

en entrar nun mundo de nimeros, porcentaxes,

graficos, probabilidades, mapas e outros conceptos
basicos desta disciplina que custa entender.

£
&

“TENO OS MEUS RESULTADOS HAI TEMPO, PERO NON SEI COMO CHEGAR A
ELES”

Esta expresiva oracion de Gauss -descubridor da campd que leva o seu nome, e
que alude & distribuciéon normal cando a cantidade de datos é bastante grande-, é
aplicable a moitas das informacions erréneas que vemos a diario. Tefien os datos

pero non saben como chegar ao nucleo da sua interpretacion.

Moitas veces cando un medio de comunicacién quere impresionar mediante un

titular sobre a gravidade dunha situacién que afecta a toda a poboacidn, fai uso de nimeros absolutos

en lugar de porcentaxes.

Por exemplo: Cando lemos o titular que dubida cabe
gue todos pensamos que 40 mortos son moitos
mortos sexan por accidente de trafico ou por outra
causa. A argucia esta ben pensada para chamar a

atencion do lector pero, informativamente falando,
40 muertos en carretera en Semana Santa esta presentacion dos feitos utilizando nimeros sen
comparalos con outros nimeros merece “un
suspenso”. Os datos estatisticos non “falan por si
mesmos”. Un dato sempre hai que relacionalo con
outros datos para comprender a variabilidade que experimentou o caso que estamos analizando. Se a
noticia se tivese acompafiado coas estatisticas de mortes por accidente de trafico dos ultimos anos en
periodos de vacaciéns de catro dias, rapidamente o lector se daria conta de que non é para alarmarse
mais que outras veces xa que o numero de mortos nin subiu nin baixou, € mais ou menos o mesmo que
en calquera outra ponte similar en dias. E dicir, este “abraiante” titular apoiado en datos numéricos, en
realidade nin sequera é noticia...

MONCLOA  FERRAZ  GENOVA  +PARTIDOS CONGRESO OPMION  SUCESOS

ELPAIS | Madrid | § ABR 2012 -
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RESUMO

Nocion Definicion Exemplos
Poboacion O conxunto de todos os individuos (persoas, NUmero de persoas en
estatistica, obxectos, animais, etc.) que contefian informacién|Espafa entre 16-65 anos.
colectivo ou |sobre o fendmeno que se estuda.

universo

Mostra E un subconxunto representativo que se selecciona|NUmero de persoas nun

da poboacidn e sobre o que se vai realizar a andlise|barrio de Madrid entre 16 e
descritiva. O tamafio da mostra é o nimero dos seus|65 anos.
elementos. Cando a mostra comprende todos os
elementos da poboacion, denominase censo.
Variable En xeral, suporemos que se estd analizando unha|As variables que estan baixo

observable ou
estatistica X

determinada poboacién, da que nos interesa certa
caracteristica que vén dada pola variable X.

estudo pdédense clasificar en
duas categorias:

Variables cualitativas ou

atributos  (datos non
métricos).
Variables cuantitativas,
que teifilen un valor
numérico.
Frecuencia Numero de veces que se repite un valor da variable [Se ao tirar un dado
absoluta obtivemos 2 veces0 3,2 é a
frecuencia absoluta de 3.
Frecuencia Frecuencia absoluta dividido polo numero de|Se se realiza un
relativa experimentos experimento 500 veces e a
frecuencia absoluta dun
suceso ¢ 107, a frecuencia
relativa é 107/500.
Frecuencia Sumanse as frecuencias anteriores
acumulada
Diagramade |Os valores da variable represéntanse mediante| 100
rectangulos ou |rectangulos de igual base e de altura proporcional 4| so
barras frecuencia. Indicanse no eixe horizontal a variable e| o —-—.———.—.:
no vertical as frecuencias. Non emigran Morren  Chegan sans
a Africa
Poligono de Unense os puntos medios superiores dun diagrama|| 100

frecuencias

de barras.

20 ‘\/_
0 T T 3

Non emigran  Morren  Chegan sans
a Africa
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Diagrama de
sectores

Media aritmética

Nun circulo debluxanse sectores de

proporcionais as frecuencias.

angulos

E o cociente entre a suma de todos os valores da
variable e o numero total de datos.

Nos datos 3, 5, 5, 7, 8, a
media é: (3+5+5+7+8)/5

=28/5=5.6.

Mediana Deixa por debaixo a metade dos valores e por enriba |A mediana é 5.
a outra metade.
Moda O valor que mais se repite. A moda é 5.
Varianza Medida de desviacion que recolle as desviacions dos N 0
valores da variable respecto da media aritmética. |:(Xi - X) J
2 _ -
g% = i=1
N
Desviacion tipica | A desviacion tipica é a raiz cadrada da varianza.

Coeficiente de |Permite comparar a variabilidade de distintas S
variacion mostras, independentemente das suas unidades de g :ﬁ

medida.

Rango total ou |Diferenza entre os valores madximos e minimos que R=Xx . —X
percorrido toma a variable na mostra. N} it
Percorrido Diferenza entre o terceiro e o primeiro cuartil. R, =0Q,-0Q,

intercuartilico

Nube de puntos |Un modo sinxelo de representar unha mostra| _ A

bidimensional. Esta técnica consiste en representar 5
no plano (x, y) os valores obtidos na mostra. 5 » .
Un—l 5 I-(I 15
Yeracidn Solar (kW h}

Coeficiente de |Indica se a dependencia entre duas variables obxecto m,
correlacion de estudo son dependentes positiva ou p=r= s .5

negativamente. 7y
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