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Resolucion de circuitos eléctricos
de corriente alterna mediante el
uso de numeros complejos.

Maria Cano Santos
Profesor de Matematicas del IES Institut Sol-de-Riu de Alcanar

La actividad propuesta corresponde a un ejemplo de resolucion de circuitos eléctricos de corriente
alterna que fue planteado en las Pruebas de Acceso a la Universidad convocadas en Andalucia durante
el curso 2014-15 para la materia de Electrotecnia. En la realizacion de la prueba no se permitia el uso

de calculadoras programables, graficas o con capacidad para transmitir o almacenar datos, pero si
podian utilizarse los modelos ClassWiz fx-570/991 SP X II, que tienen integrado el cdlculo de operaciones
aritméticas basicas con numeros complejos.

simple dinamo de bicicleta, se pueden producir serfiales de tension alterna. Se trata de sefales

on un electrogenerador rotativo como los que existen en las centrales hidroeléctricas, o en una
senoidales en el tiempo de tipo periddico cuya expresion algebraica es de la forma:

V) = Vosin (07 + @),

siendo V5 la amplitud de tension maxima,  la frecuencia angular de la sefial y @ el desfase.

La tension alterna puede representarse utilizando la interpretacion geométrica de los numeros complejos
de Wessel y Argand, asi como la notacion de Euler, como un valor numeérico complejo V de la forma:

Vi(z) = Vocos (@7 + @) + Vosin (£ + @)j =V« @+ %

Los elementos basicos que pueden estar conectados en un circuito con tension alterna son: resistencias
(R), bobinas (L), y condensadores (C). Las resistencias actuan como disipadores puros de energia en
forma de calor (efecto Joule eléctrico); las bobinas, como reguladores temporales de induccion de setial,
y los condensadores, como depositos de carga eléctrica. En un circuito estos elementos se representan
mediante la siguiente simbologia grafica:

R L C
La impedancia Z es una magnitud compleja que se relaciona con la oposicion que muestra un dispositivo
al paso de la corriente eléctrica. Se define como:

Z = Xe¥
Se pueden definir los siguientes valores de impedancia para los elementos basicos de un circuito eléctrico:
. n Y
ZR = XReo'f ZL = XL€?:/ ZC = XC(?V

Las magnitudes Xz, X y X se denominan, respectivamente, resistencia, inductancia y capacitancia.
Dada la tension alterna en la forma compleja V=V, + ¢®Y, se puede escribir la ley de Ohm generalizada
como una elegante expresion en forma de division compleja:

I=K=—Vo'emt_j =E .ewt—(p
/Z X-ev X
La ley de Ohm generalizada tiene ademas otra virtud, y es que mantiene igualmente validas las leyes de
asociaciones de resistencias puras en serie y paralelo de los circuitos de corriente continua, pero ahora con

impedancias (resistencias complejas):

SN,

St

erie = sz /W\N\ ;: Zi

’ Zparalelo ’ Zk
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PROBLEMA
Una carga RLC en serie se conecta a un generador de corriente alterna de 50 Hz. Se mide con un
polimetro la tension de cada uno de los elementos considerados ideales, ofreciendo en la resistencia
una lectura de 4V, en la bobina de 16 V y en el condensador de 25 V. También se mide la intensidad
de corriente, siendo su valor de 2 A.

a) Determine los valores de la resistencia, el coeficiente de autoinduccion de la bobina y la capacidad
del condensador.

b) Calcule la tension del generador.

c) Obtenga el factor de potencia de la carga RLC.

d) ;Qué condensador es necesario conectar en paralelo al que ya hay en el circuito para que se
produzca resonancia?

SOLUCION

_(E£>

El esquema de conexion del circuito al que se refiere el enunciado del problema es el siguiente:

u; Uz Uy

MENEM

u
) 1 @

L

Como se observa, los tres elementos estan conectados en serie, por lo que la intensidad que circula por
cada uno de ellos es la misma, e igual a la intensidad que circula por el circuito. Es decir:

I=IR=IL=IC=2’€ej

Para cada elemento del circuito se verifica que Z, = V,/1,, por lo tanto, puede deducirse que:

=4 16 _ 25 _
R=2=2QX=2=8Q X;=5=125Q

Puesto que la frecuencia de la sefial es de 50 Hz, se tiene que w = ZJ'ISf =100, con lo cual, la inductancia resulta:
L=X;/m=8/100m = 0,0255 H = 25,5 - 10°*H = 25,5 mH
B

8+(1007>

8+ (1007

0.0254647908 25. 46479089xs3

En cuanto a la capacitancia, resulta:
C=1/X,m =112,5 - 1005 = 0,000255 F = 0,255 - 10F = 0,255 mF = 255 pF
EE)
(12.5%x100m)" (12.5%100m)"!

0. 000254647 254. 6479089x®
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A partir de los valores de cada impedancia puede calcularse la impedancia total del circuito en serie:
Z=Zy+Zo+Z5=2 ¢V +8 ¢/ +125 ¢ 7%/

Puesto que se va a efectuar una suma, pueden expresarse los numeros complejos anteriores en forma

rectangular:
Z=2-(1+0/)+8-(0+/)+125-(0-j)=2-45/

xt JETP 38 d 58] 2+8i-12.5i '
CYIrYrel 29

A partir de la Ley de Ohm se calcula la tension total en el circuito:
V=I1-Z=2" ¢ (2-45))

Como se trata de una multiplicacion compleja, se adopta la expresion polar

OPTN ® D)

1:Argumento | l:irrsé Ans -?58 *
%:gonjugadol 2:ra+bi | 57

:Parte rea _

4:Parte imaginar 2 4-66. 03751103

Es decir, la impedancia total viene dada en forma polar como:

Z=(2-45)=YL - goaoss

En consecuencia, la tension resulta:
V=l -Z=2-¢%- v297 . 066047 = /7 00-6604Y = Q85 - (0-6604Y \/

Se puede asumir que la fuente de alimentacion de corriente alterna tiene una fase inicial de O, con lo cual,
8 =w-¢=10075-¢y:
66,04

V(#) = Visin (o7 + @) = 985 - sin (10077 - $22% ) v

Por lo tanto, el valor nominal de tension en el circuito sera del orden de 9,85 V.

©
Del resultado anterior se deduce directamente que el desfase entre tension y corriente viene dado por:

P =-66,04° = 6168%4 Tt rad. Con lo cual, el factor de potencia del conjunto RLC es:
cos () = cos (-66,04°) = 0,41

cos(-66.04)

0. 406098769

_@

Se dice que el circuito entra en resonancia cuando el factor de potencia es maximo, es decir, cuando

cos () = 1, lo que significa que la diferencia de fase entre la sefial de intensidad y de voltaje es nula. Cabe
recordar que la intensidad y el voltaje se relacionan mediante la ley de Ohm segun la expresion V=1- Z,
de lo que se deduce gue la diferencia de fases viene determinada exclusivamente por la impedancia del
circuito. Para que el circuito entre en resonancia hay que conectar un nuevo elemento al circuito de forma
gue la iImpedancia total tenga argumento nulo. Ello se consigue conectando un segundo condensador en
paralelo al condensador inicial, tal como muestra la figura:
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La nueva impedancia total del circuito se obtiene a partir de la ley de asociacion en paralelo:

o}

Z=R Y+ X, 3+ Z,

Donde Z resulta de la asociacion en paralelo de los dos condensadores:
e L E
%o~z * Z)

Siendo Zg, = X, - €72 = %D jy Ze, =X, e % = %ﬂj asi pues:

i — H _ =1 . -1 o
ZC - (Cl(l) * CZ(D)]: ZC - (Ciw + CzOJ)‘] - (Ciw + Cow) s
Por lo que la impedancia total del circuito se expresa cComo:
_R . e _ - 1
Z=R-eV+X; e’ +Zc=R+ Lwj GOt GO

Puesto que el argumento de un nimero complejo cualquiera a + 47 viene dado por 8 = tan‘lg , puede
afirmarse que el argumento es nulo cuando la parte imaginaria es nula, es decir, cuando se cumple que:

-1 _ _ 1 -
Lo - oo =0=(C+ G)w —Lm:CZ_ 702 C

Sustituyendo en la igualdad anterior los valores de L, @ y C; se obtiene que es necesario conectar un
condensador con una capacidad de:

1

C= 8 - 0,255 -103% =143 uF
1007 1005t - 1007
J—O. 255 xio‘-3 i—o. 255 ><|o.-3
8x100x 8x100x
0.00014288735 142, 8873577xi®

i
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La division de secretos

Antonio Miguel Alonso Fumero
San Cristébal de La Laguna (Tenerife)

Con este problema se enfoca de manera diferente el aprendizaje de los sistemas de ecuaciones,
incluyendo aplicaciones que pueden despertar la curiosidad del alumnado.

personay que sean varias las que tengan una parte de dicha informacion. De esta manera, el

n determinadas ocasiones es preferible que una informacion secreta no esté en manos de una sola
mensaje inicial completo se recupera si se juntan un nuMero minimo de estas personas.

El primer articulo sobre este tema fue publicado en 1 976 por A. Shamir, un criptdografo muy conocido. En su
articulo, Shamir propone el uso de polinomios para llevar a cabo un esquema umbral para el reparto de un
numero secreto.

Por ejemplo, el jefe de un proyecto informatico no quiere que ninguno de sus programadores disponga
de la clave maestra del software que estan desarrollando. Por ese motivo, decide repartir entre cinco de
sus programadores, parte de la informacion, de manera que para conseguir la clave maestra tengan que
juntarse al menos tres de esos cinco programadores. Esta idea se conoce como esquema umbral (5,3).

Vamos a imaginar que la clave maestra secreta sea ¢ = 26 481 El jefe del proyecto, elegird entonces dos numeros
aleatorios que designaremos como a y 4, con los que podra construir el polinomio de segundo grado:

P(x)=ax?+bx +¢

Vamos a elegir, por ejemplo, @ = 58 y & = 212, utilizando la funcién aleatoria de la calculadora:

D@ OEO00O0OE B
Ranint#(1,300)" Ranint#(1,300)"
58 212




ACTIVIDADES CIENTIFICAS

Con esos coeficientes, podemos entonces expresar el polinomio ast:
Plx) =58x>+212x + ¢
Donde ¢ es la clave maestra secreta.

Usando la funcion tabla de la calculadora, calculamos 5 puntos del polinomio:

EEEEXPHEOENBHEEEEHNEEHREREE

Ei=d] Ci-d]
£ (x)=H8x2 +21 2x+26»] f (x)=+212x+26481] — 25751 o] 55
4| 28257 T| 20807
l; mi' 10| 34801
1 — 13

Los puntos: (1, 26 751), (4, 28 257), (7 30 807), (10, 34 401), (13, 39 039) se suelen denominar ‘sombras” en
los esquemas de division de secretos. Y solamente cuando se reunan al menos tres, se podran tener datos
suficientes para calcular el polinomio y, consecuentemente, descubrir la clave maestra, que es el término
independiente del polinomio: ¢ = P(0) .

PROBLEMA

El director de un museo tiene la clave de la caja fuerte donde se guardan varios tesoros de valor
incalculable. Quiere compartir esa responsabilidad dividiendo el secreto de dicha clave entre sus cinco
empleados de maxima confianza. Usando el esquema de Shamir, calcula las ‘sombras” que se deben
entregar a esos cinco empleados para que sea necesario como minimo reunir a cuatro de ellos para

poder obtener la clave de la caja fuerte. Para ello, deberas inventar una clave, digamos de seis digitos,
y los coeficientes para el correspondiente polinomio. Utiliza la calculadora para el calculo de las
“sombras”. Posteriormente, demuestra que se puede reconstruir la clave juntando a los empleados 2, 3,
4 y 5. Explica los diferentes pasos que vayas dando para la resolucion de la actividad.

SOLUCION

_@

Para generar una clave de seis digitos podemos usar la calculadora (Ranint):

e (Dm0 EEEEEEE
Ranint#(1, 009999

563708

Por tanto, escogemos como clave el numero 563 708.

@

De la misma forma “inventamos” los coeficientes del polinomio, que sera de tercer grado:

e D Dm0 E
Ranint#(1,99 Ranint#(1,09 Ranint#¢1,09
28 10 18

Entonces, el polinomio sera:

P(x) = 28x° + 10x° + 46x + 563 708
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Calculamos ahora las ‘sombras’, es decir el valor del polinomio en 5 puntos diferentes, por ejemplo, para
x ={13579}:

bew) (9] (2] (8] (2] fsrr) (3 () (1) (0) (%) (=3 () (8] (6] (%)
HEGGDOLEEENEEEREE

f X i X - il
! Sha892 5| SeTesn
5| S6TEES 7|5Td124
TISTd124 1 | ST

Las ‘sombras” son:

1. (1, 563 792)
- (3,564 692)
. (5, 567 688)
© (7574 124)

o

2
3
4
5. (9, 585 344)

_@

Ahora demostraremos que juntando las ‘sombras” 2, 3, 4 y 5 se puede obtener la clave. Para ello habra que
resolver el siguiente sisterna de ecuaciones lineales:

27x +9y + 3z + ¢ = 564 692

125x + 25y + 5z + £ = 567 688
343x + 49y + 7z + ¢ = 574 124
729 + 81y + 9z + £ = 585 344

Donde £ sera la clave que queremos encontrar.

Entramos en el Menu A: Ecuacion/Func, escogemos sistemas de ecuaciones, seleccionamos 4 incognitas e
Introducimos nuestros datos:

Ll Eid)
- Gy + bird * B2 . It= S5dp92
1250 + 25y + Bz * 5z + It= 557688
WOW OB | B Mg
27 "Be53a
B =
o v ] i
X= y=
28 10
B B
e H Vi Ei=a] T
Z= t=
45. 99999998 563708

Y como se ha visto, el valor obtenido de # coincide con la clave, como se queria demostrar:

Clave = 563708 = ¢

Es decir, que se ha podido hallar la clave a partir de las cuatro "'sombras’, segun nos indicaba el esquema de
Shamir.




Regularidades numericas

Numeros poligonales y numeros piramidales

08

Una sucesion {a,}72eN es polinomial de grado 7z cuando el término general de dicha sucesién es un
polinomio de grado 7.

N

<
c
/M
[
O
-
<

- Las progresiones aritméticas son sucesiones polinomiales de grado 1.
- La sucesion de término general a,, = 72 + 1 es polinomial de grado 2.

Una sucesion {a,}7¢eN es una progresion aritmética de orden £ si la sucesiéon que se obtiene al realizar £
veces las diferencias sucesivas de sus términos es constante.

Analicemos, por ejemplo, el caso de la sucesién 4, = 7% + 1.

an=n2+1 - -

Primera diferencia
sucesiva
Segunda diferencia

sucesiva

Como se observa, la segunda diferencia sucesiva es constante, por lo que se trata de una progresion
aritmética de orden 2.

Las sucesiones polinomiales de grado 7 son progresiones aritméticas de grado 7.

Comprueba que la sucesion de numeros triangulares 7, = {1, 3, 6, 10, 15, ...} es una progresion aritmética de
orden superior y encuentra su expresion polinomial.

E Utilizando la técnica anterior, halla el término general de los numeros cuadrados, pentagonales, hexagonales,
heptagonales y octogonales.

B Fijate ahora solamente en los coeficientes lideres de los polinomios que has obtenido. ¢Existe alguna relacion
entre ellos? Responde a esta cuestion analizando el resto de coeficientes.

u Ensaya una formula para los numeros decagonales.

B Vamos a pensar ahora en 3D. Los numeros piramidales se obtienen si formamos piramides con los
correspondientes numeros poligonales, de forma que una piramide de cuatro alturas y base triangular es la
reconstruccion del numero 20 =1+ 3 + 6 + 10, o lo que es lo mismo, la suma de los cuatro primeros numeros
triangulares. Comprueba que la sucesion de los numeros piramidales triangulares es una sucesion aritmética de
orden tres y obtén su término general. Haz lo mismo con la sucesion de numeros piramidales cuadrados.

Federacidn
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-5 * Aunque a priori pueda parecer que los sistemas de ecuaciones que se derivan de

o esta actividad son de tediosa resolucion, incluso cuando se usa la calculadora,

hay que resaltar el hecho de que los distintos sistemas solo se diferencian entre
si por los términos independientes, por lo que su resolucion es solo cuestion de
‘ segundos.

» Para resolver los sistemas de ecuaciones que aparecen en la actividad se hara uso
del modo Ecuacion/Funcion.

En primer lugar, hay que comprobar que la sucesion de los numeros triangulares es una progresion aritmética de
orden superior.

Numeros
triangulares

Primera diferencia
sucesiva

Segunda diferencia
sucesiva

La segunda diferencia sucesiva es constante, por lo que se trata de una progresion aritmética de orden 2. El
término general de dicha sucesion es de la forma: T, = an? + bz + ¢. Para determinar los coeficientes basta con
resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

T1%1=61+5+C
T.-—>3=4a+2b+¢
T:—>6=9a+3b+c

Se trata de un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. Si en lugar de utilizar las incégnitas 4, & y ¢ se usan

las incognitas x, Yy z, se tiene:
l=x+y+2
3=4x+2y+%2

6=9%x+3y+z

Para resolver el sistema se accede al menu Ecuacion/Funcion, se selecciona la opcion Sistema de ecuaciones
lineales y se indica el numero de incognitas:

(uENY © 6D E3)
1:5ist ec lineal Sist ec lin931
2:Polindmica LsNOmero de
incégnitas?
Seleccionar 2~4

Seguidamente se introduce el sistera y se resuelve:

= B =
] ] v ] va ] i
+ 1w = lz= 1 X= ¥= z=
. 2y . 1z= 3
* 3y * 1z 1 1
& 2 2 a

En consecuencia, el término general de la sucesion de numeros triangulares resulta:

1 1
T:l,,n = Enz + En

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Triangulares

Cuadrados

Pentagonales

Hexagonales

Heptagonales

o
c
o
o
=
2
—_
D —
T
(%)
(*}
o]
(6}
-

Octogonales

Se plantea, en cada caso, el sistema de ecuaciones y se resuelve de forma andloga a la actividad 1.

Cuadrados:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 = ¥= Z=
dx+2y+z=4
9x+3y+z=9 1 u u
Pentagonales:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 X= ¥= =
dx+2y+z2=5 3 1
9x+3y+z=12 3| ~ 3 o
Hexagonales:
= B =
oo W v ] va ] &
x+y+z=1 K= ¥= =
dx+2y+z2=6
Heptagonales:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 N= y= Z=
dx+2y+z2=7 5 3
9x+3y+2=18 2l = o
Octogonales:
= = =
7 W v ] i o | i
x+y+z=1 = y= Z=
dx+2y+2z=8
9x+3y+2z=21 3 _ o

Triangular Cuadrado Pentagonal Hexagonal Heptagonal Octogonal

Coeficiente 1 3 5 p-2
de n 2 1 2 2 > 3 L=
Cuadrado Hexagonal Octogonal P
Coeficiente 1 _1 B _3 _ p-4
de n 2 0 2 1 5 2 -
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El alumnado no debe tener ninguna dificultad en encontrar el término general de la sucesion de numeros
decagonales, es mas, llegado el caso y dependiendo de como se haya desarrollado la unidad, se puede ensayar una
formula para el término general de la sucesion de numeros p-agonales.
-2 -4
7,, -2 22

= - 5 -n

Que para el caso de p = 10 quedaria de la siguiente forma:

\|

<
ac
/M
1
O
-
<

Tio,=4m -3n

Para el caso de los numeros piramidales triangulares, una vez comprobado que se trata de una sucesion aritmética
de orden tres, el sistema a resolver es:

=l
* Iy + 1z = It= 1
8+ 4y + 2z - It= 4 A x®, x%, x
I+ Iy + 3z + it= 10 |, quedando como término general Ps,, = -+ & + =
B+ ley e Az e It — 6 2 13
0

Para el caso de los numeros piramidales cuadrangulares se obtiene:

]
DU DO DA M .
- - - - 3
o + By + F=a ite 13 |, quedando, en este caso, P;, =% + % + %
i+ 1oy e+ Mz

— 5

I Ampliacion

En un papel cuadriculado se ha dibujado la siguiente cenefa de 999 segmentos.
(Cada cuadricula mide 5 mm de lado)

a) Calcula la longitud de la linea poligonal.

b) Calcula la longitud de la linea poligonal con una aproximacion a metros.

ACTIVIDADES PARA EL AULA @



Notacion cientifica

Back to the BigBang: el timeline del Universo (I)

14

El CERN es el centro de investigacion fisica mas importante de Europa y uno de los mas importantes del
mundo. Decenas de premios nobel han usado y usan sus instalaciones. La investigacion cientifica en el
CERN hace uso de grandes aceleradores de particulas en los que se generan billones de colisiones, las
cuales son analizadas por un complejo sistema informatico que filtra, recoge y distribuye los datos.

V4

<
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=

El mayor de los aceleradores, actualmente en funcionamiento en el laboratorio de fisica de particulas,
es el LHC (Large Hadron Collider). La densidad de energia y la temperatura que se alcanza en el LHC es
similar a la que los modelos tedricos predicen que habia instantes después del Big Bang. Es por ello que
los fisicos esperan descubrir como ha evolucionado el Universo desde su origen hasta su estado actual,
analizando los datos que se obtienen del LHC.

Una de las dificultades conceptuales con las que nos encontramos a la hora de entender los estudios de la
fisica de particula y de la cosmologia son los valores infimos y/o gigantescos de las escalas temporales y
energéticas.

Observa la siguiente infografia, en la que se muestra una serie acontecimientos cosmologicos de los
que se facilitan los érdenes de magnitud correspondientes a tres magnitudes fisicas: el tiempo (t), la
temperatura (T) y la energia (E).

Como puedes observar en la imagen, los acontecimientos cosmoldgicos se situan de forma concéntrica
a diferentes distancias radiales desde el punto central, que representa el Big Bang, hasta el perimetro mas
exterior, que representa nuestros dias.

n ¢Qué relacion existe entre los valores temporales asociados a los diferentes acontecimientos cosmologicos y las
distancias a las que se situan del Big Bang en la infografia?

@ casio fp £



MATERIALES

dcas ki Calculadora CASIO x-82/85/350 SP X II

S Hoja de calculo (Excel Microsoft Office o Calc LibreOffice)

—— ...'_..'.'_.'..'.'...'I GeoGebra
S — Recursos on-line y bibliografia complementaria:

 Origen y evolucion del Universo: http://www.iac.es/cosmoeduca/universo/charlal.html

¢ The Scale of the Universe: http://htwins.net/scale2/

« Nanoraisen, aventuras a través de los decimales:
http://www.nanoreisen.com/espanol/index.html

e Potencias de 10: https://mwww.youtube.com/watch?v=9JUpladncWg&feature=youtu.be

¢ The Scales of the Universe:
https://finance.yahoo.com/video/3-minute-animation-change-way-181643354. html

 Linea de tiempo sobre el Universo:

o - https://prezi.com/s3hdurrkrOlp/linea-del-tiempo-sobre-el-origen-del-universo/

» Is that a Big Number: http://www.isthatabignumber.com/home/
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NIVEL EDUCATIVO
32 de ESQO, 42 de ESO y 12 Bachillerato

ORIENTACIONES DIDACTICAS Y TECNICAS

» La actividad puede trabajarse individualmente o en pequefios grupos de estudio. Se recomienda trabajar
conjuntamente con la asignatura de Fisica y Quimica, puesto que los contenidos de aplicacion estan
directamente relacionados con esta materia. Asimismo, se aconseja acompanar alguna de las sesiones con
algunos de los breves videos propuestos en la bibliografia complementaria.

 Para la realizacion de los calculos propuestos en las actividades es necesario hacer uso del menu de configuracion
Formato de numero. Se accede a dicho menu, en la calculadora cientifica fx-82/85/350 SP X II, mediante:

(on) (eNy) (1] (st (EnY) (3)

l1:Entrada/Salida § |1:Fijar decimales
2:Unidad angular 2:Not cientifica
J:Formato nimero 3:Normal

4:Simb ingenieria

También deben utilizarse las teclas de las funciones exponencial y logaritmica de base 10, 10*y logy, x.

EJEMPLO DE SOLUCION

Las distancias sobre la infografia pueden medirse usando simplemente una regla graduada. Si se opta por un
tratamiento digital de la imagen, puede hacerse uso de GeoGebra.

] o OO L N ac Q=

ACTIVIDADES PARA EL AULA
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Se trata ahora de hacer uso de la opcion Distancia o Longitud para determinar la distancia entre dos puntos.
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Se organiza en una tabla las distancias entre los acontecimientos césmicos. Por ejemplo:

t t. distancia
1,00 -10*s 1,00 -10%s 0,62
1,00-10%s 1,00-10%°s 1,56
1,00-10%°s 1,00 -10%s 1,10
1,00-10%s 1,00 -10%s 1,10
1,00 -10%s 3,00-10%y 1,13
300-10%y 1,00 -10°y 1,16
1,00 -10°y 1,20 - 10y 1,01

Lo primero que se observa es que el uso de unidades temporales no es homogéneo, algunos valores se indican
en segundos y otros en afios. Para poder comparar adecuadamente los datos, hay que expresarlos en las mismas
unidades. Se opta por expresar todos los datos en segundos, por ser esta la unidad de tiempo en el SI. Para ello, se
convierten, progresivamente, los afios en dias, los dias en horas y las horas en segundos.

3 x105X 365

109 500 000

Ans xﬁ

-

2628 000 000

AnSX3600 *

9., 4608012

Se construye, asi, una nueva tabla de valores entre tiempos sucesivos, expresados en segundos:

t t. distancia
1,00-10*s 1,00-10%s 0,62
1,00-10%s 1,00-10%°s 1,56
1,00-10%°s 100-10°%s 1,10
1,00-10%s 1,00-10%s 1,10
1,00-10%s 946 - 10 s 1,13
946 -10%2 s 315-10%s 1,16
315-10%s 378 -10Ys 1,01

De la observacion de la tabla se concluye que, mientras que el factor de incremento en la distancia entre
sucesivos puntos de la imagen se mantiene practicamente constante (con la excepcién del primer y el segundo

punto), no ocurre 1o mismo con las distancias temporales:

CASIO ﬁ% o




t t distancia LA

1,00-10*s 1,00-10%s 062 1,00-107s

1,00-10%s 1,00-10%°s 1,56 1,00-10¥s 1,56 /0,62 2,5
1,00-10%°s 100-10°%s 1,10 1,00-10°s 1,10/ 156 07
1,00-10%s 1,00-10%s 1,10 1,00-10"s 1,10/1,10 10
1,00-10%s 946 -10% s 113 1,00-10%s 1,13/1,10 10
946 -10%s 315-10%s 1,16 946 -10°s 113/116 10
315-10%s 378 -10Ys 1,01 315-10ts 101/116 09
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En consecuencia, la separacion entre las diferentes circunferencias concéntricas que aparecen en la infografia no
respeta el factor de crecimiento temporal. Por otro lado, se observa que algunos factores de crecimiento toman
valores gigantescos. Por ejemplo, el factor temporal de crecimiento entre los dos primeros puntos es del orden de
10%. Esto significa que si el primer punto estd situado a 0,62 cm del origen, el segundo deberia estarlo a 0,62-:10 cm.
Esta distancia se expresa en metros como:

0. 62x1027+100

B. 2x1s24

Y en kildometros como:

Ans<1000

-

B. 2x1®!

Para poder hacernos una idea de hasta qué punto es grande esta distancia, podemos compararla con algunas
distancias astrondmicas conocidas.

» Didmetro de la Tierra: 12 800 km = 1,28 - 10* km

« Distancia de la Tierra a la Luna: 384 400 km = 3,84 - 105 km
« Distancia de la Tierra al Sol: 150 000 000 km = 1,5 - 108 km
» Radio del sistema Solar: 4 500 000 000 km = 4,5 - 10° km

« Distancia a Alpha-Centauri: 41,3 - 10> km

o Didmetro de la Via Lactea: del orden de 9,5 - 10 km

6. 2x1021 :
9,.5x0l7
[6526. 31578947368 ¥

Es decir, el sequndo punto estaria situado sobre el papel a una distancia superior a 6.500 veces el diametro de
nuestra galaxia. Y si, jeso demasiado papel para un poster!

ACTIVIDADES PARA EL AULA @
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Resolucion de inecuaciones.
Aplicacion: ejercicio de
programacion lineal

Fernando Sanchez Grima
Profesor de Matematicas del IES Gudar-Javalambre en Mora de Rubielos (Teruel)

necesarios para la resolucion de un simple problema de programacion lineal. Ya a lo largo de la

etapa de la ESO, los alumnos aprenden a resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones por
diferentes metodos, incluyendo el método grafico, 1o que hace que también deban saber representar
funciones lineales, 1o que supone el manejo de los ejes cartesianos, como se muestra en la siguiente figura.

In darmos cuenta, son muchos y variados tanto, en naturaleza como en nivel, los conceptos

EJEMPLO

% Editar Zoom Andlisis ¢ |l Enla ecuacion A:
HUEEREEEEE l x+y=14
yl=r -t ——— NG A _

iy?=>—ait- -
NN
e

En la ecuacion B:

x—y=4

O - o a oo

482
i
i

—
e

La solucion del sistema, la interseccion de las
Cpll dos rectas, es el punto P(9,5).

Ademas de estos conceptos relativamente basicos que se empiezan a estudiar en los primeros cursos
de la ESO, son necesarios otros bastante mas complejos estudiados en los ultimos cursos de la ESO y
en el bachillerato, tanto cientifico-técnico como en el de ciencias-sociales, como son las inecuaciones
lineales y los sistemas de inecuaciones lineales, donde las soluciones son no solo un punto sino

una region del plano. En este tipo de ejercicios ademas de un buen repaso de bastantes conceptos,

se introducen nuevos como el de funciones de dos variables. A todos los puntos anteriores se una
capacidad muy importante, la de leer y analizar un problema y traducirlo a lenguaje matematico, lo cual
es fundamental para desarrollo del aprendizaje de las matematicas. Pues la union de todos los puntos
anteriores, es lo que hace posible la resolucion de un problema de programacion lineal.

Pues todos y cada uno de los puntos anteriormente comentados se pueden llevar a cabo con la
calculadora ClassPad II, lo que nos facilita la resolucion y comprobacion de dichos problemas.

RESOLUCION DE UNA INECUACION LINEAL DE UNA Y DOS VARIABLES

Antes de empezar la resolucion del problema vamos a realizar un pequeno analisis de los dos tipos

de inecuaciones que debemos saber resolver para realizar un problema de programacion lineal a este
nivel. Para familiarizarnos con la herramienta, todas las graficas mostradas estaran realizadas con nuestra
calculadora ClassPad II.



ACTIVIDADES GRAFICAS
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Inecuacioén lineal con una incognita
Las inecuaciones de una incognita pueden ser de los siguientes tipos:

xZa x<a x=a x>a /fa€ER
a &
ki ki
[ &
S k-
a a
E E
2 E
- 3 i ¥
1 | FETSIIE or T e 4 R i e R
-2 -2
- -
-4 4
5 -5
-6 -6
-7 =7
- -
Y [ MWt
Gra  Resl @ Gra  Resl @ Gra  Resl Gra  Real @
y<a y<a y=a y>a /a€ER
, ' ,_l
a o
E E
3 k-
P e k x
EEEE EEEREE] —°1 R EEEEEE] EE e EEE K] 3 1234367081 |
-2 -2
-= -=
4 -4
-5 -5
-6t -5t
-7 -7
- -
[®] [®]%
|Gra el @ |Gra el @ Gra  Real @ Gra  Resl @

Vermos como la diferencia de "'menor o igual” a “menor estricto” es que
aparece una linea continua © con puntos respectivamente, lo mismo ocurre
con el mayor.

En general si queremos resolver alguna inecuacion del tipo *
a<x<b /ab €R bastacondividilaendosa<x, x<h/ab eR" yla
zona comun es nuestra solucion, como se muestra en la siguiente grafica:

_@

Inecuacion lineal con dos incégnitas

En este punto vamos a ver como resolver una inecuacion con dos incognitas de las formas:
‘ax + by >c¢ [a,b,c ER"

‘ax + by =c /a,b,c ER’

‘ax+ by <c [fa,b,c ER’

"ax+ by <c [fa,b,c ER"

En cualquier caso se resuelve realizando los siguientes pasos:

Lo tratamos como la ecuacion de una recta vy la representamos, se puede despejar de la forma
‘y= "'b‘“ /a,b,c € R’, la cual divide al plano en dos partes.

» Escogemos un punto cualquiera y comprobamos si satisface la inecuacion, si es asi esa region del

plano serfa la solucion, si no fuera asi la otra region seria nuestra solucion.

Por ejemplo la siguiente inecuacion 3x — 2y < 6:
. . . . 6—-3x
* Despejamos la variable independiente ¥ = ——-.
« Sustituimos por ejemplo el punto P(0,0) y obtenemos 0 < 3; lo cual es cierto por lo que la region del

plano gue contenga el P(0,0) es la solucion de nuestra inecuacion.
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Vamos a resolver esta inecuacién con nuestra calculadora ClassPad II, para ello en el menu principal g8,
pinchamos en “Gréaficos & tablas’ y aparece la siguiente pantalla:

@ Archivo Editar Tipo En esta pantalla Y una vez introducida nuestra ecuacion de la
VU= [E[@M | escribimos la recta de recta hacemos doble clic encima del igual o
[Hoja1 Hoja2 Hojad Hojad Hojss| la siguiente forma: presionamos [¥=][¥] y seleccionamos la modalidad
Ov1:b A _ JE que deseemos del desplegable:
Ov2:0 Dl Hoja1 [Hoja2[Hoja3 [Hojad [Hoja5|
i On=S3 -
y4:0 . =]
[y5:0 [Jy2:0 @ Tivo v=
vB:0 [Jy3:0 (
Os Iy O Tiro y>
[1y7:0 iy
- pE; - ) Tipo ¥<
(O Tipo y=
) Tipo y$
R e ( Tipo de sombra
%
-4
[®]ow]
Gra  Real m

Y para finalizar pinchamos en y nos muestra la solucion de nuestra inecuacion:

3. eilltar Zoow Aty & 2l Vermos como efectivamente la regién del plano es la que contiene el P(0,0).
=MD EREM D ? P E Fo.0)

g | Nota: recordar que si dividimos por un nimero negativo cambia el sentido de
Wy12=23 '_' la inecuacion.

[(y2:0
My3:0
[Cv4:0
[Cly5:0
[Cve:0

Resolucién de un problema sencillo de programacién lineal
Dado el siguiente problema:

“Un ayuntamiento concede licencias para la construccion de una urbanizacion de a lo sumo 120
viviendas, de dos tipos A y B. Para ello la constructora dispone de un capital maximo de 15 millones de
euros, siendo el coste de la construccion de la vivienda de tipo A de 100.000 euros y de la de tipo B
300.000 euros.

Si el beneficio obtenido por la venta de una vivienda de tipo A asciende a 20.000 euros y por una del
tipo B a 40.000 euros, ;Cuantas viviendas de cada tipo deben construirse para obtener un beneficio
maximo?”

En este problema podemos denotar a las viviendas de tipo A con "x" y las de tipo B con "y’, y deducir las
siguientes ecuaciones, que introduciremos en nuestra ClassPad II:

e« x+y <120

e 0,1x+03y <15

« x = 0 (el numero de viviendas debe ser positivo)
« y = 0 (el numero de viviendas debe ser positivo)
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Ventana vis: Ajustamos los ejes con [3] © Editar Zoom Andlisis # ]
Archivo Memoria En la figura, vemos cual es la denominada regién EEERBEED
|Stoax ltogy | factible, que son todos los puntos que cumplen las [Holat Hoja2 [Hojea THojad [Hojas | !
méx. :140 ~| condiciones anteriormente citadas, pero debemos ""“125':" ;. —g
ocaler 10 0779220770221 L G€ buscar la solucion que maximiza los beneficios. Wy2s 5 —
Min.y i=5 Antes de seguir, debemos buscar la funcion que rige | Mv320 o
:f‘;,,f?ﬂ 7| nuestros beneficios, que del enunciado se deduce ! <5:0
[acep. |[ camc. |[mefecto || que es: |Clxs:0 a

e F(x,y) = 20x + 40y

Y ademas sabemos que la solucion esta en una de las esquinas de nuestra

region factible, que en nuestro caso son cuatro, los puntos de corte siguientes:
eyley2 o y2Y x4 || Cs
e yleys o Y3y x4 Gra Real p=

Viendo el resultado observamos que a simple vista puede parecer un poco engorroso de localizar
la region factible, posiblemente no en este caso, pero si hubiera mas solapamientos podria ocurrir que
nos resultara mas complejo. Por ello vamos a seleccionar que nos muestre solo la interseccion de todas
las zonas, es decir la regidn factible. Para ello pinchamos $# v posteriormente "Formato de grafico” y en
‘Gréafico de desigualdad” seleccionamos ‘Interseccion” y obtenemos 1o siguiente:

Vermos, como ya solo nos muestra la region
factible, y de esta forma ademas nos resulta mas
sencillo ver cuales son las rectas que se cortan
entre si para la posterior resolucion de sistemas
de ecuaciones, que es el siguiente punto del
problema.

" Basico | Especial [Formato 30|
Ejes
| Namero Iv]
Cuadricula
off I v|
Grafico de desiualded
Interseccion [*]

Gra  FReal L

Unidn
—_—
|__ Controlador G
[ Dibujar gréfico
[ Funcitn grafica
¥ Coordenadas
| Cursor de avance
| Graficos simultanecs

| Derivada/Pendiente

[ pef. || canc. || Defecto |
Gra  Real L]

También podemos recurrir a nuestra calculadora para resolver los 4 sistemas de ecuaciones, para ello
pulsamos la siguiente secuencia 6 B, pulsamos el botén y seleccionamos [{=]. Calculamos
los tres primeros puntos (el cuarto es inmediato, el origen de coordenadas):

© Editar Accion Interactivo Una vez que tenemos todos los puntos los @ Editer Accién Interactivo
e b [bafsm e[ [W ] |  sustituimos en la funcion: S | & [1ga]swe]ias [« [ ]| |
Fato=tan o o P(105,15) — F(105,15) = 20 = 105 + 40 = 15 = 2700 [ “""“’"“’"‘"{::0 ye503 2
0. 140, 3y=15 5, y * Q0,50) — F(0,50) =20*0+ 40 50 = 2000 acty=120 ’
i {%=106, y=151 e R(120,0) — F(120,0) = 20 * 120 + 40 * 0 = 2400 [y:ﬂ .y
0. 1240 25=15|, 5, e 00,00 — F(0,0)=20%0+40%0=0 _ {x=120, y=0}
Define F(xe, 3)=202+40y
{x=0, y=50} done
|[e+¥=120 Por lo que nuestra conclusion final del ejercicio es F(105,15)
i x W— que construyendo 105 casas del tipo A y 15 del tipo B 2700
=] » V= . . 0 o .
i iy maximizamos el beneficio, obteniendo 2.700.000 €. F(0,50) 2000
F(120,0)
2400
F(0,0)
0
[v] 0 8
Algeh  Estander  Resl Gra | Algeb  Estindar Real Gra = @
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Aplicaciones de las derivadas

Division educativa CASIO

Se plantea a continuacion un ejercicio tipico de 22 de Bachillerato resuelto con la calculadora
grafica fx-CG50. Gracias a su menu grafico se visualizan los elementos del problema facilitando su
comprension, desarrollo y calculo.

PROBLEMA

Dada la funcién flx) = x - €

1) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 1.

2) Determina en que intervalos la funcion f{ (x) es creciente y en cuales es decreciente.

SOLUCION

_@

Se entra en el menu Grafico, se escribe la funcion ﬂx) = x+¢*y se pulsa dos veces [ para dibujarla:

MENU PR

Finanzas v

Conicas  Ecuacion  Programa

Para que la ecuacion explicita de la recta tangente aparezca en pantalla, se configura la calculadora desde
SET UP ([stFT) (ENY)). Hay que desplazarse hacia abajo con las flechas (@ @) hasta Derivative y seleccionar
la opcion On ((F1)):

nput/Output:Math nput/Output:Math
Draw Type :Connect Draw Type :Connect
Ineq Type :Union Ineq Type :Union
Graph Fune :0n Graph Fune

:0n
Dual Secreen :0f Dual Screen :0Off

n f
Simul GraEh (Off Simul Graph :Off

Para dibujar la recta tangente, desde la ultima pantalla mostrada, la secuencia de teclas es: [EXT), Exg, Sketch
([F4)), Tangent ((F2)) y 1. La ecuacion de la recta tangente se mostrara pulsando [Exg dos veces:

Selec. icién e
Vi=x{e?x}

Tangente

Y=5.4366X-2.71
X=1 =2.718281828

La ecuacion de la recta tangente a ﬂx) enx =1les:

y = 54365x - 27182 -y = 2ex - e
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Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento se dibuja f '(x) en el menu Gréfico y se
calcula f(x) = 0.

Desde la pantalla del apartado anterior, para dibujar f'(x), se pulsa [ExT), @™, CALC ((F2)), 4/dx (([F1):

[ I
Func. graf. :Y=
Yigxe* [—1

_d_
Y2=g ()]

==0

[—1

Y4:
Earmsasasa

Se escribe la funcién evaluandola en x y se pulsa [EXg:

B ERfdos]
Func. graf. :¥Y=

Ylaxéa’ [—1
Y2Ea(xe )|X=x [—1

Y4: [—1
st DELE T TYPE ] T00L JLonay Nt

Para que solo se dibuje la funcion Y2 en la pantalla grafica, hay que desplazarse a la funcion Y1 y pulsar
SELECT ([(F1)). Se pulsa (g para dibujar Y2:

B Effdfcs]  FEa

Func. irai‘, P Y=

v - (xe)|,., =2

Y4: [—1]
ST DELE T TYPE | T00L JLonmd N

Se calcula en que valores f(x) = 0 pulsando G-Solve ([F3)), y ROOT ((F1)):

[EXE]: Mostrar coordenadas
Vo=d/d=(¥1,x)

-1
dY/dX=0. 3678 @
X=-1

Se observa que:
fx) <0en (-o0,-1) — flx) es decreciente en (-oo, -1)
f'x)>0en (-1 00) — flx) es creciente en (-1, o)

Para ver las dos funciones a la vez y comprobar graficamente el resultado, se pulsa [EXIT), se selecciona de
nuevo la funcion Y1 (situando el cursor encima y con SELECT ((F1))) vy se pulsa g

[EXE]: Mostrar coordenadas
¥2=did=(¥1,x)

dY¥/dX=0.3678 - RAIZ
X=-1 =0




Ultra trail

Julio Guerola Font ACTIVIDAD

Colegio San Cristébal (Castellén) Con esta actividad orientada a 22 de Bachillerato, los resultados de inecuaciones,
ecuaciones e integrales toman sentido en una situacion contextualizada con una
carrera de montafia. Gracias a la generacién del codigo OR en la calculadora,
la visualizacién grafica de las funciones que se trabajan, facilita la interpretacion
de las soluciones al alumnado.

DIFICULTAD

DE O PROBLEMA

En los ultimos afos el mundo de las carreras de montafia ha tenido un aumento
espectacular en modalidades y participantes, las hay de todas las distancias,
desde pocos kilometros hasta mas de 100 y con distintos desniveles. Estas
carreras ofrecen, ademas de la parte deportiva, unos paisajes incomparables
por donde discurren.

Juan corre por la montaia durante 5 horas. Su aceleracién en el instante t viene
dada por la funcion:

a(t) =3t? — 14t + 8 0<t<5

a) Escribe los valores de t en los que Juan no cambia de velocidad (@=0).

b) Halla todos los posibles valores de £ para los cuales Juan asciende la montafia
(Ia velocidad de Juan desciende).

Suponiendo que Juan parte de una velocidad inicial de 3 km/h:

c) Halla una expresién para la velocidad de Juan en el instante £.

d) Halla la distancia total que recorre cuando desciende (cuando su velocidad
va aumentando).




“()*SOLUCION
a) Con el menu Ecuacién, se resuelve 3t2 — 14t + 8 = 0:

Vo' B (3
axne+hu+c
- - 1dn + 8
3
r20) T v I=aC) T va
ax2+bx+c=0 ax2+bx+c=0
X31= Xz==
2
4 3
. . 2 )
Juan no cambia de velocidad cuando t = 3 =0,67h (@los40min)y t =4h.
b) Con el ment Inecuacién se resuelve 3t — 14t + 8 < 0:
Vo [ =]
axz+ix+cel] a<x<b
3x2- 14x N < 0
2
8 3<x<4

Entre los 40 minutos de carrera y la cuarta hora esta ascendiendo la montana, ya que |a aceleracion es negativa
y por tanto la velocidad baja.

Generando el cadigo OR, se puede visualizar la grafica de la funcién para entender mejor los resultados:

TN 7
i = A

| St

02 08 18 28 38 4B
X
== range of solutions =—out of range

©) Integrando la funcién a(t) se obtiene la expresion de la velocidad, v(t) = 2 —7t2+8t+C.
Para t =0, v(0) = 3km/hluego C = 3.
La expresion que indica la velocidad de Juan en cualquier instante t es v(t) = t3 — 7t? + 8t + 3.

Se dibuja la grafica desde el menu Ecuacion para ver la situacion:

100

] B 50

AN HIREHCK ]
143- THE+ 8 0
3 =60

=100

£ =43 14 34 82 7
= a3+hy2ecy+d X

d) Como la velocidad decrece en ; <t<4, creceraen 0<t <§ y4<t<5b.

Juan esta descendiendo durante 14,22 kildmetros:

2
Jole3 =7t + 8t + 3] dt+ff|t3 — 7t? + 8t + 3| dt = 14,22

T B n B I

2
J: |x3—7x2+8x+3|dx+5! 4:+Ii|x3—7x2+8x+3|hx

J 3 =ao] & |' 5 ¥ B &
|x?-7x2+8x+3|dx+e Ja f
5 3 _rn?
0 4607 1o |x3-7x +8x+3|dx+|3

324 14. 21913580246
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La pendiente de la
tangente a la parabola

Goyo Lekuona Muxika

Profesor de Matematicas de Secundaria de Euskadi

Veamos coémo podemos calcular la pendiente de la tangente en un punto de la parabola con la calculadora
CASIO ClassWiz fx-82SP X, que no es capaz de trabajar con derivadas, pero tiene una interesante funcion
que es el trabajo en modo tabla, y ahora ademas, es capaz de escribir dos tablas a la vez.

sta cuestion viene motivada, y resuelta por
una cuestion que nos planted Koldo, un

alumno de hace un par de arios. Estabamos
estudiando las parabolas y ante el lio general que
tenian sobre hacla donde tienden las ramas de la
parabola y la pendiente de la funcion, les volvi a
repetir por enésima vez que si el coeficiente del
término de segundo grado es positivo, significa que la
parabola es abierta hacia arriba, el vértice es un
minimo o que la funcidn, hasta el vértice es
decreciente y después pasa a ser creciente. Y en caso
de que el signo del coeficiente fuese negativo, ocurria
al revés, y que por ningun motivo dijesen que la
parabola es creciente, o decreciente, ya que en todas
las parabolas que podamos dibujar, hay una seccion
creciente y otra decreciente, que la diferencia esta en
el orden en el que se dan dichas fases.

Bueno, parece que el tema le gusto a Koldo, y
picado por la curiosidad quiso saber como era de
creciente y decreciente la parabola, ya que a simple

vista se podia comprobar que no se comportaba
uniformemente como haclan las funciones de
primer grado. Ya que en estas la "inclinacion” era
constante en toda la gréafica, y en las de sequndo
grado habia zonas con una "pendiente’ mas
pronunciada y otras en las que apenas variaba.

Como en el nivel en el que estaba (cuarto de la
ES.O) no ven la derivada, le dije que si se podia
calcular, pero que lo verian mas adelante. Pero, no,
la respuesta no le satisfizo, si se podia calcular, el
‘querfa” saber como conseguir la pendiente de la
tangente en un punto cualguiera de la grafica.

Lo gue viene a continuacion es una explicacion
de lo que hicimos y como intenté salir del aprieto
en el que me pusieron los alumnos, al pedir que
estudidsemos la pendiente de la tangente a la
funcion 2x2 — 3x— 10 en el punto x=-1, y ya
puestos, poder calcularla para cualquier otro
valor de x.

_@

Estudiemos la parabola

En un primer punto dibujamos la funcion. Valiendonos de las calculadoras que teniamos, la CASIO FX-82SP X,

entramos en el modo Tabla:

leng) (3)
1t o s AR A
3:Tabla

La segunda funcion, g(x), de momento la dejamos vacia. A continuacidon nos pregunta los valores para
construir la tabla. Como nosotros queremos estudiarla en -1, le decimos que Inic. -5, por poner un valor,
posteriormente nos pide el valor Final de la tabla, como ibamos a estudiarla para valores enteros, le dijimos
que el final fuese el 5 y el Paso (incremento entre un valor de la tabla y el siguiente) de 1.

Vi @
Rango tabla
Inic. :-5
Final:5
Paso :1

Vo @
g(x)=

y le damos la ecuacion de la parabola a estudiar, que era:

2x*-3x-10 (AI@EEHXK =M M)

]
f(x)=2x*-3x-10




ACTIVIDADES CIENTIFICAS

Con lo cual, la calculadora, nos genera la siguiente tabla:

Kk I Bien, ya tenemos la tabla con los puntos a representar de nuestra parabola,
é-.‘; gg que luego resulta que casi nadie representa, por que ya nos imaginamos como
g 2/ 3 es. Podemos comprobar que las coordenadas del punto que nos interesa, el
g 9 4 elemento 5 de la tabla, son x=-1e y = -5 Vemos que la funcion va creciendo
1§-§ 12 hasta x = 1, el vértice no esta ahi, ya que la tabla no es simétrica respecto a ese
W ? punto, pero como hemos dado la formula para encontrar la coordenada x del

vértice de la pardbola ax? + bx + ¢ la aplican directamente en la calculadora:

Pasamos al modo Calcular y aqui han de calcular —b/2a
bew) (1) BER® @ X@2E
B g B g o =N

1:Calcular %

que nos da % y pulsando 0,75.

De manera que ahora ya sabemos donde esta el vértice de la parabola.

_@

Estudiemos las secantes
incremento de Y .
Como sabemos que, la pendiente de una recta viene dada por la formula de m = ="~ 0 lo que viene
-YD
a ser lo mismo m = X1—Xo siendo (x,, ;) las coordenadas de un punto y (x,, ¥,) las del segundo punto por el
que pasa la recta, podlamos calcular las pendientes de las rectas secantes que pasasen por el punto P, que

nos interesaba estudiar P, = (-1, -5) y como punto P, utilizariamos los diferentes puntos de la tabla.

Explicado lo cual, les indiqué que no calculariamos el valor de la pendiente de la recta tangente en el punto
P, pero podriamos ver como la pendiente de la secante se iba acercando a dicho valor, y una vez que el
punto P, pasase de P, los valores se irian alejando. Quiero dectr, que el primero de los valores obtenidos
distaria mucho de ser el de la tangente, pero poco a poco se irfa acercando, conforme x se acercase a X, Yy
después se irla alejando.

De manera que nuevamente utilizarlamos el modo tabla de la CASIO fx-82SP X, pero en este caso para
calcular ademas las pendientes de las rectas secantes. Para ello el valor de y, serfa el de la imagen del punto,
esto es (2x2 — 3x-10); el valor de x; seria el de la x de cada caso, y como y,=-5y x, = -1

De modo que la nueva funcion a calcular seria:

(2x*-3x—-10)— (-5) 2x*—-3x-10+5 2x*-3x-5
-

9() = x— (1) x+1 MEETT!
Pulsamos y la escribimos f(x) era 2x? — 3x — 10 g(x) es %
(EVJED BHEEEXEM0 BAXPEANETHE®RBO]
Ve @
Xt 4 b JIEEIR A f (x)=2%"-3x-10 g(x)—2"2x+3f'
3:Tabla
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Podriamos cambiar el intervalo a analizar, de manera que nos sale la siguiente tabla:
pero decidimos mantenerlo,

Fv]
] =) alx)
o 2 r{ I [
Rango tabla 3 17| -1
Ir_l].c. =5 f § ERROR
Final:5 9 19 3
Paso :1 — 5| -
1 1 10 3
11] 5 25 -]

12| —

Logicamente el elemento 5 de la tabla da un error pues dividimos entre cero. Pero se puede apreciar
perfectamente que los elementos de la columna f(x) constituyen una serie y que el elemento
correspondiente a la posicion 5 deberia ser el -7,

_®

Estudiemos los resultados

Tras indicarles que el valor conseguido (-7) coincidia plenamente con el deseado, pues estudiando la
derivada de la funcion nos indicaba que le valor de la pendiente de la recta tangente a dicha parabola para
x = -1 era exactamente de -7 les anime a que estudiasen nuevos casos con parabolas diferentes, y vimos
que en todos los casos conseguiamos el valor exacto de la derivada.

Ante la sorpresa producida por el fruto de las “investigaciones” otro de los alumnos nos iNdico que como en
los valores anteriores se produce un error entre la pendiente de la secante y la derivada, y con los valores
posteriores se genera un error de signo contrario, estudiando la funcion entre valores situados a igual
‘distancia” de x, los errores deber{an compensarse y calcular el valor exacto de la tangente.

Como la propuesta se acepto, vimos que lo que habia que hacer era en uno de los puntos P sustituir la
x por x-d y para el otro punto hacerlo con x+d. De modo que para estudiar la tangente en el punto Px
estudiariamos la pendiente de la recta que pasa por Pxay Prd, de manera que ahora la funcion a analizar
serla:

R+(x+d)?=-3(x+d)—-10)-Q2*(x=d)?-=3(x-d)-10)
(x+d)—(x—d)

y claro st elegimos d = 1 para hacer los calculos mas sencillos, lo gue le tenemos que indicar a la CASIO
fx-82SP X es que queremos que nos calcule:

@*(x+1)?-3x+1)—10)-2*(x—1)2-3x—-1)—10)
2

glx) =

Ya que no tenemos por que desarrollar los calculos, a los alumnos no les hace mucha gracia y se los
podemos pasar a la calculadora tal cual los hemos escrito.

De modo que ahora, nuevamente, volvemos al modo Tabla (e (3]
32 o U giiEEIR 41
3:Tabla

y la escribimos f(x) era 2x% —3x — 10 (2] HEXEOO

Vor @
f (x)=2x2-3x-10




ACTIVIDADES CIENTIFICAS

(x+1)2-3(x+1)—-10)-2* (x—1? —3(x—1) - 10)

2
E0M0XEHONXMEEM0R®E OO0EMO0O0E
OQOXEO00 @EEO0OEO0E OO0 @

g(x) ahora es &*

- ) Rango tabla
- =
g{x)= x+1)-10 z " Inic. :-5
Final:5
Paso :1

Y las tablas que conseguimos serian las siguientes (tras decirle el intervalo a estudiar)

B | s Podemos observar que nos encontramos ante las tablas de la parabola y la de la

L 35 -23 . o 0 0
R derivada de la funcion 2x? — 3x — 10 para esos valores de la x, ya que si trabajamos
2 3 u la funcion utilizada con los alumnos nos queda (o les pedimos a ellos que trabajen
o A5 3 la expresion escrita en la calculadora)

— 1 3

il g 5 :'31 (2+(x+1)2-3(x+1)-10 )-(2+(x-1)2-3(x-1)-10) _ (2x2+4x42-3x-3-10)—(2x2—4x+2-3x4+3-10) _ 8x—6 _ 4x —3
— (x+1)-(x-1) - 2 - a

Que logicamente coincide con la derivada, igual que si lo hacemos con d como valor para la distancia de
los puntos “equidistantes” del punto a estudiar. Y 1o mismo ocurre, para terminar, si el estudio 1o hiciésemos
con la funcion general ax? + bx + ¢ y la distancia d volveria a cumplirse, de manera que ya sabemos que
de esta manera podemos calcular la pendiente de la recta tangente a la parabola en cualquier punto, que
era lo que nos pidio el amigo Koldo

_ Yp+a—Yp-a _ (a(x+d)?+b(x+d)+c)-(a(x-d)?+b(x-d)+c) _ (a(x*+2xd+d?)+bx+bd+c)—(a(x?-2xd+d?)+bx—bd+c) _
- Xp+d—Xp-d - (x+d)—(x—d) - x+d-x+d -

(ax?+2adx+ad?+bx+bd+c)-(ax?-2adx+ad?+bx-bd+c) _ 4adx+2bd _ 2d(2ax+b)
- 2d =4~ za axtb

De manera que lo hemos logrado sin necesidad de recurrir a las derivadas, con un poco de trabajo y la
Inestimable ayuda de la CASIO ClassWiz fx-82SP X Iberia.
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Uso de la calculadora
grafica para modelizacion

Encarnacion Lopez Fernandez
IES ‘El Almijar’, Competa (Malaga)

José Manuel Fernandez Rodriguez
I[ES Pablo Picasso, Malaga

El uso de la modelizacion, dentro del aula de matematicas, se encuentra entre dos extremos. Por un
lado se utiliza para responder a la eterna pregunta de nuestro alumnado “;para qué sirve esto?”. En
este sentido se suelen utilizar ejercicios y problemas muy concretos, en los que el aparato matematico
empleado suele estar predeterminado por el contexto en el que se utiliza. En el otro extremo y mucho
menos frecuente, es utilizar la modelizacion para generar conocimiento entre nuestro alumnado

a partir de una situacion inicial, como por ejemplo hace Carlos Morales Socorro en el Proyecto
“Clepsidra” (LE.S. “Valsequillo’, Gran Canaria).

uestra propuesta de hoy es mucho mas humilde y va en la linea de plantear al alumnado una
situacion real, en este caso una fotografia, y que sea este el que elija la técnica que mas le
convenga para modelizar la situacion que en ella se plantea.

ACTIVIDAD

Encuentra un modelo funcional que se ajuste al chorro de agua que aparece en la imagen 1.

Recuerda que la eleccion de un sistema de referencia adecuado facilita mucho nuestro trabajo.

Vamos a utilizar la calculadora CASIO FX CG-20 para abordar este problema de modelizacion desde varias
perspectivas. Comenzaremos desde un punto de vista funcional, utilizando los conocimientos que tienen
nuestro alumnado sobre las funciones elementales. Seqguidamente, desde un punto de vista mas algebraico,
utilizaremos la posibilidad que tiene esta calculadora de resolver sisternas de ecuaciones para encontrar

los coeficientes de la funcion cuadratica. Por ultimo utilizaremos la capacidad de la FX CG-20 para realizar
regresiones no lineales para encontrar nuestro modelo funcional.



ACTIVIDADES GRAFICAS
0

Esta claro que el modelo que mejor se va a ajustar va a ser una funcion cuadratica, ya que, como
habremos visto en clase, su grafica va a ser una parabola. La primera eleccion que debera tomar
nuestro alumnado sera situar los ejes de coordenadas. Esta eleccion, que no es baladi, podra hacerse
de varias formas: bien se buscara simetria en la expresion a obtener y trabajar con identidades notables
como ocurriria en las imagenes 4 y 5 o bien intentando gue los puntos de corte de la grafica con los
ejes tengan abscisas enteras, como en las imagenes 3 y 5. Vamos a situar nuestros ejes tal y como
muestra la imagen 2, aungue puede haber otras elecciones igual de buenas (buscando el eje de
simetria, por ejemplo).

Press [OPTN] B Press [OPTN]

Press[OPT!]

Si elegimos los ejes de coordenadas tal y como se propone en la imagen 3, necesitamos tres puntos sobre
la grafica para determinar nuestro modelo.

8 Dl e )
X jd T
17 0 0
8.7 0.0333 1
4.8 3.9666 2

0.00

7 R A B DE AL SeT

Sinos fijamos en los puntos de corte del chorro de agua con el eje que hemos trazado (imagen 6), las
coordenadas de estos seran aproximadamente (0,0) y (9.7, 0). con lo que la funcion sera de la forma

f(x) =a-x-(x-97) con a<0 ya que las ramas de la pardbola van hacia abajo. Para determinar el valor de a,
podemos utilizar cualguier punto sobre la grafica coordenadas (4.8, 3.97). Quedando la funcion

f(x) =-017 -x - (x - 9.7)

B bedfid 39
X Y T
i -4 0 0
4.1 (4] 1
0 2.7666 2

-4.00
[ XTRNS NN VEEALDEL-ALLL SET I
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Si por el contrario la opcion tomada es la que propone la imagen 5, al situar los puntos sobre la grafica y
obtener sus coordenadas, podemos deducir que el modelo resultante es f(x) = -0.17 - (x2- 16)

Podemos hacer observar a nuestro alumnado como el coeficiente obtenido en ambos modelos es el
mismo. De esta misma forma se puede proceder con cualguier eleccion del sistema de referencia que se
haga.

Si representamos por separado ambos modelos graficamente, se puede observar como cada uno de ellos
se ajusta perfectamente al chorro de agua de la imagen, de tal forma que lo Unico que parece que varia
entre la imagen 10 y la imagen 11, es la posicion de los ejes y el color de la grafica.

B HatiDedFid

Si representamos ambos modelos de forma simultanea, podemos observar (como cabria esperar) que solo
un modelo se ajusta al chorro de agua (imagen 13). Pero si movemos las teclas de cursor conseguimos que
sea el otro modelo el que se ajuste. Este hecho puede hacer reflexionar a nuestro alumnado sobre como
pasar de un modelo a otro, y las transformaciones de la forma f(x + k) o f(x) + k

&
Graph Func :Y=
YIE-0.17x(x-9.7)[—1

ﬁliﬁ

Para ello solo tendriamos que tener en cuenta las veces que le damos a las teclas de cursor para ajustar el
otro modelo y cuanto se desplaza la ventana grafica en cada pulsacion, que con esta escala se desplazaria
1.2 unidades por pulsacion, en el eje en el que NOs Movamaos.

View Window View Window

Xmin :-6.3 Xmin :-5.1

max :6.3 max :7.5

scale:l scale:1

dot :0.03333333 dot :0.03333333
Ymin —3 1 Ymin —1 9

max :3 max :4
ﬂpllﬁﬂﬂ“llﬂlﬂﬂ.ﬂﬂﬂﬂlll "llﬁﬂﬂ“llﬂlﬂﬂ.ﬂﬂﬂﬂlll

En el ejemplo que nos ocupa, para pasar de la imagen 11 a la 10, son cuatro pulsaciones en el eje X'y una
en el Y, por lo que la transformacion serfa f(x - 4.8) + 1.2, ya que la diferencia en la ventana de visualizacion
es de 1.2 unidades por cada pulsacion de las teclas del cursor.




ACTIVIDADES GRAFICAS
10

Se trata ahora de, sobre la misma eleccion de puntos hecha en la variante 1, plantear un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas y resolverlo. Al eliminar el calculo manual de las soluciones del sistema
centramos a nuestro alumnado en el hecho de que cualquier punto de una grafica satisface la ecuacion
f(x) =y, de forma que conociendo puntos de la grafica de una funcion y el tipo de funcion elemental que
es, podemos saber de qué funcion se trata.

o 0)=0 02 +b-0+c=0 c=0
Tenemos pues que resolver el siguiente f [ a {
- : : A 97)=0 =4{ a-972+b-97+c=0 =1 972a+9.7b=0
sistema de ecuaciones lineales: f(
(4.8) = 3.97 a-48%+b-48+c =397 48%a + 4.8b = 3.97

Utilicemos la calculadora para resolver nuestro sistema tal y como aparece en la tabla 3.

B MathDedFicd (diclReal B (MatiDedFixd [(dFc]Real
anx+bnY=CE an X+bn Y=Cn
a

c x[lnltﬁﬂ
l|: 94.09 9.7 0 ¥L1.8372
2L 23.04 4.8

3.97 -0.17
EPEAT]

De la solucion del sistema deducimos que nuestro modelo funcional es el que ya conociamos
f(x) = -0.17x2 + 1.64x, por lo que si lo representamos graficamente la calculadora nos devolvera la imagen 19.

B MHathDedFi=2
Graph Func Y=
Y1=-0.17x(x-9.7)[—1

Y2=-0.17(x2-18) [—1]

A A
iE: [—1]

DELETE T00L [DRAW]

_@

Por ultimo, vamos a utilizar la posibilidad que tenemos de hacer regresiones no lineales para estimar los
parametros de nuestro modelo. Para ello, desde la pantalla en la que hemos situado los puntos por ultima
vez (imagen 8), elegimos realizar una regresion cuadratica para esos puntos, obteniéndose el modelo de
regresion y realizando la representacion grafica, tal y como se puede observar en las imagenes 20 a la 23.

yv=ax2 +bx+c
COPY




Puede chocarnos que en este modelo no aparezca el coeficiente b=0; esto no es ningun error, se debe a
que nosotros para escribir el modelo funcional hemos tomado x=4 en lugar de x=4.1, tal y como aparecia
en la imagen 9. Si editamos los valores de las coordenadas de los puntos y sustituimos 4.1 por 4, aparece un
modelo funcional igual al que hablamos propuesto antes

] [ Real @ 8 [ 0 ]
QuadReg
X v T a =-0.17291686
1 = 0 0 b =0
a4 0 1 c =2.76666666
0 2.7666 2 rz=1
= MSe=
y=ax2 +bx+c
ml Med I X2 ] X3 J_ X+ | B | [COPY][DRAW]
CONCLUSION

La utilizacion de las herramientas TIC en el aula permite abordar los problemas desde un punto
de vista mas integrador que permite profundizar en los contenidos y relacionarlos entre si. Las
calculadoras, en sus distintos tipos, no son ajenas a este hecho, siendo herramientas utiles que
pueden convivir y complementar a otras herramientas.
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Area bajo una curva.
Sumas de Riemann.

Daniel Vila

En geometria elemental se deducen formulas que permiten calcular el area de cualquier figura plana
limitada por segmentos rectilineos pero, ;como podemos calcular el area de una figura curva?

aproximaciones de esta area mediante diversos procedimientos. Hace mas de 2.000 arios, los griegos

desarrollaron el Método de Exhaucion para el calculo de areas. Este método consiste en ir inscribiendo
en la region cuya area se quiere calcular, regiones poligonales que la aproximan y cuya area sSeamos capaces
de calcular. Arquimedes uso este método para calcular el area encerrada bajo un segmento de parabola.

] as integrales formalizan el concepto de area de una manera sencilla e intuitiva. Podemos obtener

Veamos un ejemplo.
Calculemos el area del recinto plano limitado por el eje de abscisas, la grafica de la funcion y = x2 y las rectas
x=0yx=1

Para cada numero natural n dividimos el segmento [0,1] en n partes iguales de longitud 1/n. Sobre cada una
de esas partes construimos un rectangulo con la altura de la ordenada maxima (rectangulo superior, por
exceso o circunscrito) o bien podemos proceder con la altura de la ordenada minima (rectangulo inferior,
por defecto o inscrito), a medida que aumentemos el valor de n, los rectdngulos cubriran de manera mas
fidedigna el drea bajo la curva, y el valor real del drea se encontrara entre los valores por defecto y por
exceso de las sumas de las areas de los rectangulos calculados (Sumas de Riemann).

n=>5, Suma inf. n =10, Suma inf.
y y
10 1,0
09 09
08 08
07 07
06 06
05 05
04 04
03 03
02 02
01 01
0 + ¥ + + + +
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 x 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 x
n =20, Suma inf. n =20, Suma sup.
y y
10 10 gj“
09 09l Exceso /i
08 kS 08 oo
ke ]
07 /155 07 Ido%
’ (P<EK ’ RAIKCEKA
(5458 P
06 SRS 06 A AP
(RAES ISP
RREEES S snsee
05 /RIKAA 05 QA
LRASRES FRASREA
PIIARIES AR
04 L RAPIARDS LA
. KIARASE 04 022 el o%i%
LB R
PRI IR
KAIRRAKIES KIRKAKIEA
03 RIS 03 - RASPEARIEA
100 201 %1% Yot 0% RESRREHARKASRY
PASREAKIRES A ARIEAKKARIES
RAREAKIES KAREAIRARIKES
0.2 2 0% 020 01 050190 202 020124 So1 05X 02 (03000 301 02120 0% 05196 202 02020
ARIGRAIREAIES IRIRERAIRAREA
S PERAGRKALREARIERS RRASREARKKARREA
01 ATKAIREIIREKAIREAKRES 01 CAIRKARREASIEAXIREA
A RASIKASRAREAIES SRHIREASIEA
IO v V% 9 P %2 9 D o9, 0 19 0% 0 a9, 0¥ PRI 7 Vel a9 V9 9 P % 0 92 9 19 94 9 a8
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 x 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 x

Aprovecharemos la hoja de calculo de la ClassWiz fx-570/991SP X para aproximar la suma de Riemann a
esta funcion.



ACTIVIDADES CIENTIFICAS
'0

Empezaremos con la aproximacion con rectangulos superiores.
Dividiremos el intervalo de O a 1 en 40 partes iguales (n=40) numeradas del 1 a 40 en la columna A. Cada
subintervalo tendra la misma amplitud 1/40.

Introducimos el primer valor Al=1 en la hoja de calculo y a continuacion rellenamos la columna A:

o (] (ew) (©) (D (B (D &) e (©) (2] (e (B o) @ (A1 D E &

1:Rellen férmula | Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=Al1+1
3:Editar celda Rango :A2:3440
41:Espacio libre

En la columna B calcularemos el area S» de cada uno de los rectangulos superiores que vendra dada por la
longitud de la base 1/40 por la altura, en este caso (n/40)%

1 2
$e=15 (30)

NnHDOEEOOENOOE @O E e b (] ww () www ¢+ (4] 0 E &

-
1:Rellen férmula | Rellen fdérmula |
2:Rellenar valor Féormul=1_40(A1 40)2
3:Editar celda Rango :B1:B40
4:Espacio libre

En la celda C1 podemos realizar la suma de las areas de los rectangulos superiores:

o) (1) [P ® (4] (e ) (1] (e (1) (re) o) (4) @) DD 2 B

1:Rellen féormula | Rellen férmula
2:Rellenar valor Formul=
3:Editar celda Rango :C1:Cl1
4:Espacio libre
1:8 | 1:Minimo Rellen féormula |
2:Escoger celda 2:Maximo | Formul=Sum(B1 :B40)
E:gedia aritmét. Rango :C1:Cl1
:Suma

enlesfralen)
% b f[x
B & | [8:

“0. 3459375

Obtenemos que la aproximacion por exceso del area buscada es:

n 2
o~ —_—]) = 2
A= 2140 (40) 0.3459375 u

Observacion:
Si queremos mostrar el valor una vez en situados encima de la celda es necesario configurar la calculadora

de la siguiente manera: e ™® @2 @




ACTIVIDADES CIENTIFICAS
©

Aproximacion mediante rectangulos inferiores.

Si procedemos al calculo a partir de los rectangulos con la altura de la ordenada minima (rectangulos
inferiores, por defecto o inscritos), empezaremos numerando la columna A de n=0 a n=39, de esta manera
la columna B calcularemos el darea S» de cada uno de los rectangulos inferiores, de la misma manera vendra
dada por la longitud de la base 1/40 por la altura, en este caso (n=40)?

1
Sn=m'(%)

Al disponer la ClassWiz de una hoja de calculo dinamica, con el simple cambio en la celda Al, de manera
gue ahora Al=0, obtenemos la hoja de calculo actualizada y el resultado de la suma de las areas de los
rectangulos inferiores nos da la aproximacion por defecto del area buscada:

2

A~§ 1 (= t 03200375 u?
S 40 %) T -
n=

Otra posibilidad serfa escoger los rectangulos con una altura igual a la ordenada del punto medio de cada
intervalo, de esta manera cambiando Al por 0.5 obtenemos la siguiente aproximacion:

333281 25

Las limitaciones de la hoja de calculo (45 filas) no nos permiten establecer una division mas pequeria de
los intervalos y continuar el proceso de exhaucion con la misma, ahora bien, disponemos del operador
sumatorio (==) (x], desde el menu 1:Calcular, para continuar nuestra aproximacion:

Para las sumas superiores: Para rectémgulos Intermedios: Para las sumas inferiores:
vor A
) Shew) B
2[40"[40] & 40"[ ) 0%
- 0. 3459375 0. 33328125 0. 3209375
0| A A
1 wﬂ[ x-0.5 2] [ ]
gg[mo 100 [ 100 ] IOOX[ 100]
0. 33835 0. 333325 0. 32835
1 ET 32 (1 x—0 é 23 1%0
X —U.
g[—moo"[—looo] ] Z‘1[1000"[ 1000 ) & [1000"[1000] ]
0. 3338335 0. 33333325 0. 3328335

Para finalizar, podemos aprovechar para mostrar el calculo directo realizado con la calculadora con su
tecla para realizar integrales definidas.

[do) ry

Illszdx

1
3

Observaciones:

1. Aungue el resultado obtenido coincide con el valor real del drea, obviamente este resultado también es
una aproximacion numeérica del area (en algunas ocasiones el célculo de integrales numeéricas con la
calculadora puede demorar unos segundos).

2. Se podria realizar un estudio similar para el Método de los trapecios.
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¢Es posible pedalear
una bicicleta de ruedas
cuadradas?

M Sergio Schiavone

En el Museo de las Matematicas MoMath de Nueva York es posible

pedalear en esta bicicleta tan especial. En el MoMath la interaccion @ 1°-2°ESO

es la via por la que los visitantes van a percibir y entender las @ 3°-4°ESO

(3) 1° - 20 BACH.

matematicas, un museo cuya exposicion se basa en la exploracion.

ACTIVIDAD

La siguiente imagen muestra, en el plano cartesiano OXY, Ia situacion de la rueda cuadrada a medida
que va girando en la superficie curva. El cuadrado de lado DE =2 u y con centro O, representa la rueda
de la bicicleta, mientras que la funcién f(x) describe el perfil de la curva por donde se desplaza la rueda:

AY

B Material
Calculadora CASIO fx-CG50



m" n M Sergio Schiavone CAS|°
Ruedas cuadradas actividades

Se considera la funcion:
x -X
f(x)=v2 - %, x €R enunintervalo [—a,a]
1) Comprueba que f(x) es una funcién par.

2) Determina el intervalo [-a, a] de la curva.

3) Dibuja la grafica de la plataforma que recorre la bicicleta considerando que la funcion f(x) es
periddica y tiene periodo T = 2-In (V2 + 1).

L) Para que la bicicleta circule sin problemas por la plataforma, es necesario que:
- Alaizquierda y ala derecha de los puntos no derivables, Ias rectas tangentes a f(x) sean
ortogonales.
- La longitud del lado del cuadrado de la rueda sea igual a la longitud de arco de una de las
curvas, es decir, al arco de la curva de ecuacién ¥ = f(x) para € [—a,a].

Determina si se cumplen estas dos condiciones.

5) Considerando los triangulos rectangulos ACL y ALM, y recordando el significado geométrico de
la derivada, comprueba que el valor de la ordenada "d " del centro de la rueda es constante durante
el movimiento. Por este motivo, el ciclista parece moverse en una superficie plana.

6) Si se replica varias veces la grafica de la siguiente funcién:

e*+e”™ [_In3 £n3]
2’ 2

f&x) = \/%_T’

representara el perfil de una plataforma adecuada para una bicicleta con ruedas muy particulares
con forma de poligono regular.

Identifica de que poligono regular se trata y justifica la respuesta.

Museo de las Matemdaticas MoMath (Nueva York )
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@ SOLUCION
1) Se comprueba graficamente que la funcién f(x) es par, f(x)=f(-x):

B [HathDegforni) E]
Fune. graf. :Y= ent. 1 izacion
YIEJg—g—%g—- [—1 maxl :3 15

& g scale:l
Y28Y1 (-x) k=l dot' 3001666666
(SELECT) PEVE KRTEE W 0D DRAY] -m
[Hath) DeglFormi) B [MathDegMorml

¥ ¥
/g\\ i X /:\ x

2) Se obtienen los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas:

G-SOLV((F5)), ROOT((F1)), Y-ICEPT((F4))

[EXE]: Mostrar coordenadas
Yi=(F2)-({(e”~x)+ (e x)))22}

1

(-0.881.0) / r‘\ (0.8813.0) 4
0

INTERCEPTO Y
¥=0.4142135624

¥=0

Elintervalo de la plataforma es [In (V2 — 1), In (V2 + 1)] = (-0,8813, 0,8813).

3) En el menu Ejec-Mat se guarda el valor In (¥2 + 1)(punto de corte de f(x) con el semieje positivo
de las X) en la variable A. En el ment Grafico se escriben las funciones en Y1, Y6 e Y11 (todas de
color azul) teniendo en cuenta el desplazamiento de 2 unidades de f(x) hacia la izquierda y hacia

la derecha.

8 b/ Real

In (J2+1)-A
. 0.881373587

JUMP JDELETEMATVCT MATH ]

El [HathDegdornl

Fune. graf. :¥=

Y4: [—1

Y5: o ( QA()_]
x+ -(x+

Yﬁ=u_ ¢ +; ] [-’

[—]
III“I!IIHE“IEIIE]I

[Real
Fune. graf. :Y=

x -X
Y1:J§—51{§L—,I-A,Al
Y2: [—1]
Y/E' L—]
-ﬂ“
B  [HathDegNornd
Fune. graf. :Y=
Y4: el |
VR —_ [—1

- (x+
Y6=4*S L [-3A,-Al
[—1

-ﬂ“



% M Sergio Schiavone
Ruedas cuadradas

[Hath) CeglNornd)

Func. graf. Y= Func. graf. Y=

F O E d X P+ 3 d

Y9: [—] Yo: [—]1

Y10: ( [)—] Y10: & s [—]
—-24 -(x-24 =(x=

vi1=y2-& +g i ™ Y11=4+g—, [A, 3A]

| Y | r [ Xt[VYt]| X | LY | r | Xt | Yt | X |
et Deg Foral
¥

A i W

L) Se comprueba que las rectas tangentes a f(x) en el punto no derivable x = A son ortogonales:

Sketch([F4)), Tangent ([F2)), (é1),

(), (L6m), @9, (Exg)
B Selec. posicién ejecucién Selec. posicién ejecucidén
Yi=(J2)-(((e”x)¥le"(-x)))a2),[-A,A] Ye=({ 2)-({(e~(x22A))+(e~(-(x-2A))))4Z
2 2t
. Tangente Tangente
Y=-X+0.8818 | N\ o\ | x| |¥=5-0.8818" | NN | =
¥=0.88137358% V=0 2 3 X=U.881373587 Y=0 7 §

Las rectasy = —x +0,8813 e y = x —0,8813 son perpendiculares.
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Para determinar la longitud de arco de una de las curvas a partir de la ecuacién y = f{x), y comprobar
que coincide con el lado de la rueda (2 u), se procede con el siguiente célculo:

0Q=1,0P=d-f(x)

DE tangente ala curva en el punto P

a = ,P0Q

=

|3l

tana = f'(x) = 5

L]

Por el teorema de Pitagoras:
0P% = 0Q* + PQ?

d=f))P =12+ f'(x)?, d > f(x), x € [-a,al

d=f() =12+ [ @)?

La longitud del arco es:

A A
f (d - f(x)) dx=f V1+ f'(x)?
-A -4



M Sergio Schiavone
Ruedas cuadradas

Se escribe la funcion f{x) en el menu Grafico (sin definir los intervalos) para realizar el calculo de la integral
en el menu Ejec-Mat. Se comprueba que el arco de la curva, al igual que el lado del cuadrado, es 2:

(ath]Degl form1) [sb/dReal
Func. gr;af:x:\'= In (J2+1)-A
y1=ﬁ_% [—1 ) . 0.8813723587
I—AJIJF[H(YIH:::::] dx
=) 2
O

Y4:
DELET TYPE ] TOOL JrepIaip:a JUMP IDELETEPMAUVCT] MATH J

5) Para calcular el valor de la ordenada d se resuelve la ecuacion:

fld-fx) dx=2 (A=In(Z+1))

& 8 ]
In (J2+1)-A In (J2+1)-A
. 0.881373587 X 0.881373587
A
SolveN[f_N(D—Yl)dx 1'eN[I_A (D-Y1)dx=2,D sglveN[J‘_a (D-¥1)dx=2 b
. {J2}
Y [ r [Xt]Yt] X | L L Lt LY LX) Y | r | Xt | Yt | X |

Elvalordela ordenadaes d = \E
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actividades Ruedas cuadradas

eX+e™*
2

2
6) Se representa la funcion g(x) = B y se calcula su punto de corte con el semieje

positivo de las X. La abscisa del punto, In3 , se guarda en la variable A:

2
5] B HthRadfernd [Rea)
Vent. visualizacién v
Xmin : 0.250
max
scale:0.5 7 TN X
dot O 01058201 T S O T S 2
Ymin :-0.5 -0.250
max :0.5
El [EXE]: Mostrar coordenadas B MatHRadforml [d7c)Real
YT=(22( - DFe (-x))) 12) L S R L N RN
In 3+A
0,25 2
N 0.5493061443
-1.5 = 5 0 o 1 1.5 1]’1 3
-01.25| 2
RAiZ -0.5493061443
X=0.5407061443 [¥=0 | ¥V [ r» [ Xt [Vt [ X |

Se dibuja otra de las curvas de la plataforma, Y2 =Y1 (x =2 l“—3) y se calcula la pendiente de las

In3
rectas tangentes a cada curva en el punto (Tf 0)1

Selec., posicién ejecucién rﬂ Selec. posicién ejecucidn
Yi=(2.(f3) A ((e”x)+ (" (-2)))02) Yo=Yl (x-1m@

el e - X /""\'\ : x
A o EEEEN TR 1 1= & S4T30
Y#£0.677%+0. 3171 \ 5773x b{( \
¥=0.5493086]1443 Y¥Y=0 X=0.54903001443 VY=

El angulo que forma cada recta tangente con el semieje positivo de las X es respectivamente de -30° y 30°:

T e el el
, 0-5493061443
fan- [a—f(Yl)|

tant (L cvay) ]

x=A
1 1
= E?I L 8 T
]
| Y | r [ Xt ] Vt] X | | ¥ [ » | Xt [ Vt]| X |

El angulo que forman las dos rectas tangentes es de 120°:

[dFe]Real

1:—2><%

O
| Y | r [ Xt ]| VYt ]| X |
La rueda, en este caso, tiene forma de hexagono regular:

B --M [drc]Rea)

T A=F

1n

SolveN n(N—z):%nN.N]
(6)

|
Solve|d/dxd%/dx? J dx SolveN B
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Copo de nieve de Koch.

Yolanda Mora Vila

Mediante el siguiente ejercicio se pretende trabajar con los alumnos los conceptos
de sucesion y limite, al mismo tiempo se les introduce en el mundo de los fractales.

Ejercicio

Dibuja un triangulo equilatero.

Repite sucesivas veces: Divide cada uno de los lados del poligono en tres segmentos iguales. En el tercio
central anade un triangulo equilatero que tenga como lado dicho segmento. Adosa un triangulo en cada
uno de los lados del poligono. Repite el proceso en cada uno de los lados.

Figura 1

Figura 2

Figura 3

a) Si la longitud del lado de la figura de partida es 1 unidad, ;Cual es la longitud del lado | de la figura 2,
3,...n?;Que ocurrira con el lado 1 cuando n sea muy grande?
b) ;Cual es el perimetro de la figura 1, 2, 3,..., n? ;Qué ocurrira con el perimetro P_ cuando vaya aumentando?
c) ;Podrias decir a qué se va aproximando el area de la figura cuando sea cada vez mas grande?
d) Si tienes en cuenta la tendencia de la longitud del lado, el perimetro y el area, ;no consideras
que se produce una situacion ‘extrafia?

Solucion:

a) Los alumnos razonaran que el lado de cada figura mide un tercio del anterior y que las distintas
longitudes forman una sucesion de la que obtendran su término general.

Desde el B2 de la calculadora accedemos a la aplicacion Secuencia

En la ventana de la aplicacion, introducimos nuestra sucesion explicita. A continuacion, en la rueda de
ajustes accedemos a Formato de grafico y en la pestaria Especial seleccionamos la opcion 4 celdas
en Celdas ancho de fila.

& Editar Tipo n,an ¢ & Editar Tipo n,an © Formato de grafico |
[\]l v I@I n IJE I'z}a'x:[mnf.’-! Cdmtl de v?riahle San | an™ Basico | Especial |Formato 3D|
entana vis. i e
T iol |[i} h fl
Recursiva| Explicita Formato basico Celdas ancho de fila
1 afi v)
W anE=— Formato de grafico \ )
3n-1 Formato geométrico Variable de tabla
| bE: Formato avanzado | Entrada de tabla [v]
| cnE: O Formato financiero Tabla resumen
Conf. por defecto [ Ventana vis. [+]
¥enltaga : Tabla resumen f(x)
Lol Oon off
n an n an [V Vent. estad. autom.
[ Null Null | Null Null |
R [ % l Def. I | Canc. ] | Defecto
Rad  Cplj ] Rad Cplj {m Rad Cplj i

l18] CASIO
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Tal como se ve en la siguiente imagen, pulsamos el icono gue Nnos proporcionara una tabla de valores
de los distintos términos de la sucesion, ast como el coclente entre 2 términos de la misma, mostrandonos
un valor constante que demuestra que estamos trabajando con una sucesion geometrica.

Mediante el icono seleccionamos el rango de la tabla de valores, por ejemplo, desden=1a n = 20

A continuacion, seleccionada la ventana inferior, pulsamos el icono para obtener un grafico continuo y
ver que la longitud del lado de las sucesivas figuras tiende a cero. Ajustaremos los parametros de la venta-
na de visualizacion mediante el icono [E2], tal como muestra la figura.

& Editar Tipo n,an ¢ & Editar Zoom Analisis & (%] ertana X |
5 O B B ES S v R N B E E B | | |[ Archivo Memoris
iva| Explicita [[Tlogx []logy
1 Min. x :ENE
E‘_'311—1 max. i
E: O escala: 1
g Punto : 0. 0535714285714286
E: O Min. y :EINE
i i max. G
escala: [l
(B[ | Acep. || Canc. || Defecto |
n anE _Coc. n anE  Coc. ‘ | Matel [Line| = [vE | = | »
1, 1 Undefi... 1 1 Undefi... |
2 0.33 0.33 2 3 0.33 }Mmz 0" | e | In |loga| VO
3 0.11 0.33 3 0.11 10.33 Mate3 =
4 0.04 0.33 4 0.04 0.33 Cie W x® | x™ [log(®)solve(
5 0.01 0.338 5 0.01 0.33 -
6 4e-3 0.33 6 4e-3 0.33 | e o e RN K
| 1| sin | cos | tan | ° 4
) | : | SR ——1 1 |
1 BB |1 BE ,[4— By | B | res EXE‘
Rad  Cplj @ |Rad Cplj @ (Rad Coli an

b) Los alumnos deben razonar que la figura n—ésima esta formada por 3 - 4™ trozos de longitud 1/3™%

Pulsando sobre el icono [, vuelve a aparecer la pantalla de edicién donde introducir el término general
de la sucesion de los perimetros de las sucesivas figuras. Creamos la tabla de valores a partir de tal
como hemos hecho anteriormente y de nuevo con un clic en el icono obtenemos un grafico
continuo. Para visualizar correctamente el grafico sera necesario cambiar los parametros de la ventana
de visualizacion [, los valores altos que toma la sucesion para términos mas avanzados obliga a
escoger un rango para las y adecuado. Inicialmente podemos probar con un valor de ymax = 20, que
comprobaremos que no sera suficiente y lo iremos aumentando a 200 e incluso mas.

& Editar Grafico & (x] ¥entana ¥is. - & Editar Grafico & %]
S B o 2 Fo [ San Archivo Memoria
|Recursiva| Explicita | logx [Jlogy
o 1 Min. x : =N
a“E=3n—1 max.
1 escala: 1
bng=3,[g]“‘ Punto : 0. 0665584415584416
3 Min.y : =K
JcnEl D max. A
escala: [l
1 19
Acep. H Canc. || Defecto | [E [
n bnE  Coc. Matel |Line| = | ym | = | » n bnE  Coc.
[ 1] 3 Undefi... 15 168. 1.33
2 4 1.33 (Mate2 || 0" [ o® | In [losg][ YT 16 224. 1.33
3 5.33 1.33 Mate3 e = 17 299. 1.33
4 7.11 1.33 == Il x| x™" |logu(W)]solve( 18 399. 1.33
5 9.48 1.33 - 19 532. 1.33
6 12.6 1.33 vor LD oMS) (B ) (7] O 20 710. 1.33
sin | cos | tan | ° "
abc
1 (B % jT«"‘res’EXE‘ 1 [%]%®
Rad  Cplj ® e i = Rad  Cplj m

Una vez ajustados los parametros, visualizamos gque el perimetro de las figuras tiende a infinito. Con el ico-
no 4 de la parte superior de la ventana de la tabla, podemos explicar a los alumnos como crear un vinculo
entre la tabla y el grafico.

[19 |
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& Editar Grafico X & Editar Grafico & x|
o B e B ) 231 5 o B s B8 2] 231 2
nE=3+(4/3)"~(n-1) bnE=3-283) ~ (n-1)
-12 35
nele boE=224. 49274 || |n=19 -115 brE=532. 13094
EA FAES
bnE=3+(4/3)"~(n-1) bnE=3:(4/3)"~(n-1)
n bnE Coc. n bnE Coc.
15 _168. 1.33 15 168. 1.33
16 1.33 16 224. 1.33
17 299. 1.33 17 299. 1.33
18 399. 1.33 18 399. 1.33
19 532. 1.33 19 1.33
20 710. 1.33] 20 710. 1.33]
224.492741642264 [ &y | 532.130943152031 By |
Rad  Real (| |Rad Real o

c) En la figura n-ésima aparecen 3-4"2 nuevos tridangulos, cuya area es 1/3 2"V del area inicial A. Asi, para ver
a queé se va aproximando el area de la figura necesitamos sumar al area inicial A, las sucesivas areas de los nuevos

triangulos.
© 1 2(17—1) © 41—1
A+ 23-4”“2-7 A=A+ ) A donde 71=n-1
n=2 3 1=1 37

Pulsando el icono accedemos a una nueva ventana. En la parte superior aparecera la opcion Calc. Y al desplegarla
tenemos el simbolo del sumatorio.

& Editar Grafico & x]| | % Editar n,an ap,a |CAlE. x]| | # Editar n,an &, Calc. X
MEAEEEEIE | EREINESCE ECT o M) I 8 CO E []
baE=3-083) ~ (n-1) 0 I ® ( 4i-1
i=1[32i‘1]
0.6
0
-12 35
n=19 —usi bnE=532. 13094
, [% o B[ |[0.6 [0
bnE=3-(4/3) " (n-1) bnE=3+(4/3) " (n-1) T | s =
“n_ _baE Coc. “n__bnE  Coc. e S AVEL X ]
15 168. 1.33 15 168. 1.33 Mate2 | om | om | |y o
16 224. 1.33 16 224. 1.33 Mate3 |t - —
I Lo L g KRE R vy
SYY. .0 Y9. . rig
19 BERPA 1.33 19 532. 1.33 (01| [=]([88]| g= | Do
20 710. 1.33] L 20 710. 1.33] Var = = 0
e sin | cos | tan i 4
& 1 I = 1 = e
532. 130943152031 By | O | |532.130943152081 AL [v]L* | ‘ l L] { EXE
Rad  Real @m| |Decimal Real Rad @m| |Decimal Real Rad <0

Para la figura n-ésima el area sera el area inicial A, mas A por el anterior sumatorio desde i = 1 hasta i = (n-1).

Con esto tenemos que el area de las figuras tiende a: A +0.6A, es declr, un area finita.

& Editar Accion Interactivo
d) El copo de nieve de Koch afiade la curiosa propiedad de encerrar (et b [laa]sime o [ v [44[ ¥
un area finita mediante una curva de longitud infinita, *Perimetro’
aungue perdemos la propiedad de autosemejanza. . e
0 i n-—
Menu . . nzl[s [3] ]
Desde el B2 de la calculadora accedemos a la aplicacion Principal o
Area’
done
A+[ > [3.4n-2.[g]2‘"‘”]]A
Matel | [ine = vE % 3 . i. g5
(Mate2 o m | | w 0 ’
Mated 1 wi [ o | 0| /3= | B
M9 Yono| (=) (%8) | &= | O=
Var
1 sin | cos | tan 8 t
abc
[ e
" [ = 4 N = ‘ Algeb  Decimal Real Rad (m

l20] CASIO
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Inflexion y numero de oro
Relaciones métricas en las funciones polindmicas
de cuarto grado

José M2 Chacon Iiigo
IES LLanes, Sevilla

Con esta actividad se pretende comprobar, que no demostrar, una curiosa y sorprendente relacion entre
las medidas de los segmentos determinados por una funcién polindmica de 42 grado y la recta que pasa
por sus puntos de inflexion.

inflexion Py Q. Sea  la recta que une Py Q. Sean R y § los puntos en los que 7 corta a f1x)

ea ﬂx) = ax* + bx® + cx® + dx + ¢ una funcion polinomica de cuarto grado con dos puntos de
(ademas de Py Q).

Entonces los segmentos PR y QS son iguales y ademas :TI;_%' = @, siendo @ el numero de oro.




ACTIVIDADES GRAFICAS

PROBLEMA

Dada la funcion f(x) = x* - 3x% — x2 + 4x comprobar lo anteriormente descrito.

SOLUCION

Para calcular los puntos de inflexion de ﬂx), desde el menu Grdfico se definen las funciones:

Yi=x'-3x"-x*+4xeY. =%(Y1

)|x=x

(para escribir la segunda derivada se pulsa [Py, CALC ((F2)), 2° / dx? ([F2)) )

Func. graf. Y=
Yigx*-3x%-x2+4x [—1

d° Yy, [—1

Los puntos donde se anula la segunda derivada son los puntos de inflexion de ﬂx).
Con la funcion G-Solv((F§)) calculamos los puntos de corte de Y2 con el eje de abscisas.

Para ello pulsamos ROOT((F1)), seleccionamos Y2 (@) y pulsamos [Exg.

EJ MOSIIEr coor

TExX
Y2=d#/dx2(¥1; ¥

EE B BE -] 1\
q \ l RAIZ
¥=-0.10381266838 ¥=0

Abrimos el menu Ejec-Mat guardamos la abscisa del primer punto de inflexion en la variable A

([(x6T) (e1) y calculamos f14).
(Para escribir la funcién Y pulsamos: (RS, GRAPH ((F3)), Y ((F1))).

o
»f
o
I

El primer punto de inflexion es P(-0.1039, —0.4230)

Abrimos el menu Grdfico y repetimos el procedimiento para calcular el segundo punto de inflexion, Q:

Desde el menu Ejec-Mat, definimos el valor x — B y calculamos ﬂB ), la ordenada del segundo punto de
inflexion:

-0.4229653955

x2B

1.803912586
Y1(B)
o -1.917812882

LY | [ Xt | ¥t | X

El segundo punto de inflexion es Q(1.6039, ~1.9173)
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Dibujamos la recta Y3 que pasa por los puntos P, Q desde el menu Gréfico:

YB:W@—AHH%)

Func. graf. :V=
vigx*-3x®-x?+4x [—1

vee o) —

va=<{A) (x_A)+v1(A)I
[ Y [ r (Xt Yt | X |

Func. graf. :¥=
Yigx*-3x®-x?+4x [(—1
[—1
ol Yl(Bl)a-Xl(A) Ol &
[ Y [ r [ Xt Yt| X |

[EXE]: Mostrar coordenad.
Yi=z"( —Bx (==
Y3={(¥Y1(B)-¥1 (|

(-1.159.0.500%
E 3 3 e

¥=-1.168408564

El primer punto de interseccion es R(-1.1594, 0.5006)

De la misma manera que antes, desde los menus Grdfico y Ejec-Mat calculamos el cuarto punto de
interseccion, §, de la funcion flx) y la recta:

[EXE]: Mostrar coordenadas
(3T xirdx
) 1(5))J(B-A) (zrA)+¥1(a)

x
¢

INTERSECCION

o
1

El cuarto punto de interseccion es: §(2.6594, —2.8409)

Para terminar, calculamos las medidas de los segmentos PQ, PRy QS:

K =PQ=~B-47 + (YIB) - YIAF , M =PR=v(C-4F + YI(C) - YIAP , N= QS =v(B-DF + (Yi(B] - YI(D)F

aibedboal Akl

BatiDedlornl) [d/c)fashi

2.85940654 M =14025

Y1(D) P J{(c-a)2 +(v1(0)0—2v510%%)5)§

{(B-4)2 +(YL(B) NHL(A) > K =22693 4(B-D)? +(Y1(B)¥1(D) > IV =14025

0 . 269303766 0 .402506858

Se observa que M = .
K.

Calculamos v

MathDedFornll [drc)lashi]

[d7c)asb)
I — A ) |

-D)2 =i
{EnhmeTio 1618033959
K
M
5 1.618033989 o 1.618033989
Y observamos que se obtiene el numero de oro ?p)_}% = A% =1 +2\/§ = Q.
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¢cTienes un cazo en tu cocina?

Ricard Peiro 1 Estruch
IES Abastos, Valencia.

El problema que proponemos corresponde a un ejercicio de optimizacion clasico en el nivel de
bachillerato. Para resolverlo se ha utilizado la calculadora fx- 991SP X II / fx -570SP X II ayudandonos con
su funcion de cédigo QR que nos permite visualizar la grafica de una funcion.

PROBLEMA

¢{Qué dimensiones ha de tener un cazo cilindrico de un litro de capacidad para que la superficie total sea

minima? Calcular dicha superficie minima.

SOLUCION

_@

1 Jlitro = 1000 ¢’

Siendo 7 el radio del cilindro y 4 la altura, el volumen del cazo es:

V=mnr:h
mr2- h=1000
p— 1000
e (1)

El drea esta formada por un circulo de radio 7 y un rectangulo de base 271 - 7 y altura A. Por lo tanto el area
total del cilindro es:

SHh=m re+2m r-h (2)




ACTIVIDADES CIENTIFICAS

Si sustituimos la expresion (1) en la expresion (2), la funcion que debe ser optimizada es:

Sr)=m -r2+2n r 10_002 con 7>0

Sr)=m r2+ @ r >0

Vamos a representar graficamente esta funcion, entramos en el menu tabla e introducimos nuestros datos:

&0 [ o &

t y=mx+ 2000 M hic. o %— x| e 3 B s

7. 2003. 1 "3|694.94

1:'310 _ 1.5/1340.4 a R | 609, 91 3.5
7 ek o elebéite
10| 4.5[508.06 14|  6.5|a40.42
I R
5.5 7.5

Vemos que entre 6,5 y 75 hay un minimo.

Para representar la funcion, utilizamos el codigo QR pulsando [oPTN).

Escaneandolo:

g g8 8

2
7

I~ 11

.
=
k=4

=2

20 30 40 S0 60 70 80 90 100
— 100 X

Utilizando la calculadora podemos resolver la ecuacion 8'(r) = O:

(420, 0] (20, 0] [ (20, 0

6. 82784073
x =6 L-R= 0

El area minima se obtiene para x = 6.83 cm.

Guardamos el valor del radio en la variable A para calcular el area minima:

A

Ans-‘f\ T - 52:3(33)0

6. 82784073 439. 3775663

El area minima es:

§(6.82784073) = 439,38 cm?.
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Transformacion de funciones.
Jordi Baldrich Alvarez

Profesor y ex coordinador para Espana en la Divisiéon Educativa de Calculadoras
CASIO durante 23 arnos.

Cuando hablamos de transformaciones de funciones, nos referimos a que la grafica de una funcion se
puede mover en el plano cartesiano. Las transformaciones nos permiten dibujar de manera intuitiva las
graficas una vez que conocemos la forma general de la funcion original.

menu "‘Grafico” y "Dinamico’. A continuacion trabajaremos las traslaciones y reflexiones utilizando

a calculadora grafica fx-CG50 nos permite comprobar facilmente estas transformaciones desde el
estas dos opciones que nos ofrece la calculadora.

Entramos en el menu Gréfico:

MENU PR

stadist cliv ojaCal.
r AUL 1

Conicas  Ecuacitn Programa  Finanzas v

Escogemos la ventana de visualizacion (F3) (V-Window) Standard (F3) (STANDRD) vy la configuracion de
display [MEND) (Set Up) Input / Output en Math.

Vent. visualizacién

Draw Type :Connec

Ineq Type :Union

Graph Func :0n

Dual Screen :0ff

Simul Graph :Off Ymin
Derivative :0ff 4

(Math J(Line |

Consideramos la funcion f (%)

!unc. gra;. =;=
Ylix3—4xz—x+4 [—1

A partir de ella estudiaremos las traslaciones. Empezaremos con las transformaciones del tipo f x + Q)
escojamos por ejemplo f (x + 3):

graf. :
Y1Bx’-4x*-x+4
YZEYl(x+3)

unc.
E=—=1

Y5:

Vemos como la funcion Y2 se ha desplazado tres unidades a la izquierda en el eje de abscisas.
Gracias a la pantalla en color, cada grafica esta asociada con un color a su funcion y podemos distinguir
facillmente cual es cada una de ellas.

A continuacion probaremos con la funciéon f (x - 2).

Para introducir Y1: [rs), GRAPH ((F3)), Y ([F1)), (1J

unc. gra

YiBx -4x?-x+4  [—)
Y2=Y1(x+3) [—1




ACTIVIDADES GRAFICAS

Comprobamos gue la funcion Y3 se ha desplazado dos unidades a la derecha en el eje de las X respecto de

la original.

Con la ayuda del menu de graficos dinamicos podemos realizar un estudio mas generico sobre la
transformacion de la funcion con respecto a C.

Conicas  Ecuacitn Programa  Finanzas

Introducimos la funcion Y2, pulsamos [Exg, a continuacion VAR ((F4)) y escogemos en SET ((F2)) los valores

que deseamos que tome C.

]
unc. dinam. Y=
Y1Bx®-4x?-x+4

va8viceio)
¢4

VAR JBUILT-INGEEIIN

Y2=Y1 (x+C)

AJuste dinamico

Start -3
End  :3

C=0

Edlinl| SET JSPEED

[
Demasiadas funciones
Var. dinam.

i C

Pulsamos y a continuacion definimos la velocidad de variacion del grafico con SPEED ((F3)),
seleccionamos (F1) (Stop&Go), a continuacion y ejecutamos el grafico dinamico pulsando DYNA ((Fg)).

™
Demasiadas funciones
. /b

Var. dinam.
C=0

Eal{Ad] SET JSPEED,

(DYNA]

i)

Control veloc xdad
>

Veloe.

n
Fl:Parar e lrug

F2:Lento
F3:Normal
F4:Rapido

I P I »]

B
»

Demasiadas funciones
Vgg.ﬂdinam. : / >

(SELEET]

SET [SPEED]

=

___& =
Un momento
[ —
Kidlinl] SET JSPEED

(DYNA]

La calculadora nos mostrara la variacion del grafico para cada valor de C cada vez que pulsemos la tecla [Exg.

B Usa teclas [+)/[2]o entrada.
oY

ApLL

i

B Usa teclas [+)/[+]o entrada.

oy

. NV

. |

Use teclas [¢)/[+]c entrada.

\

[B Use teclas [€)/[3]o entrada.

_i Use teclas [¢)/[+]o entrada.

AN

|

Y

- /\o 5
TRV

Para cambiar la velocidad a la que se muestran los graficos, debemos pulsar y escoger la mas apropiada
entre las cuatro que nos ofrece la calculadora.

[]

Control velocidad
Veloc. dinam. >

Fl:Parar e ir II>

F2:Lento

F3:Normal 4

F4:Rapido »
20 I >

Veamos ahora las traslaciones en el eje de ordenadas con la transformacion f () +

En el menu “Grafico’, escogemos por ejemplo f (x)

]
unc. dinam. Y=
Y1Bx®-4x?-x+4

¥2EY1+5
4
inman

VAR JBUILT-INETLFINN

+ 5,

C.

Comprobamos que la funcion se ha desplazado S unidades hacia arriba en el eje de las y.
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Dibujamos ahora f(x) — 7,

unc. graf. :
Y15x3—45x2 -x+4

La funcidn Y3 se ha desplazado 7 unidades hacia abajo en el eje de ordenadas.

Con las reflexiones veremos la simetria de las funciones con respecto a los ejes, empezamos con la
transformacion f(-x).

Consideramos f(x) = /n x y dibujamos f(-x) = /n(-x):

e [—1
-X) [—1

[l
==

[—1

Con esta transformacion podemos comprobar como se refleja la grafica respecto al eje de ordenadas.

Hacemos lo mismo con f (x) = 2%

Este tipo de ejercicios nos sirve para hacermos una idea sobre la simetria par de una funcion.

A modo de ejemplo podemos estudiar la funcion f(x) = x* - 2x2 + 3 y comprobar que f(x) = f(-x).

unc. graf. :
Yigx'-2x%+3 [—1
¥2EY1(~x) [—]

L |
[=—]

Y5: .
: — 2
it 0L 1111 P 100L e oA S I W B

La realizacion de una tabla de valores para cada funcion también puede resultar de utilidad para comprobar
gue las imagenes son las mismas. Podemos hacerlo de dos formas:

-Visualizando la tabla en la pantalla grafica:

[END) (Set Up), en la opcion Dual Screen pulsamos G to T (([F2)) v [Exg.

Gﬂmm _?nput/()utpuﬂuath
raw lype :Connec Draw Type :Connect

pe :Union Ineq Type :Union
: Grap unc  :0n

Ineq T¥
Graph Fune :0n
Dual Screen :0ff

IVEY

Simul Graph :0n mu raph :0n
Derivative :O0ff + Derivative :0ff +
(Math ) Line | (GG )G

Con la opcion Trace (([F1)), introducimos los valores de x y pulsamos [Exg, Exg.




ACTIVIDADES GRAFICAS

- En el menu Tabla, TABLE ((F§)):

MEND PR

i

Conicas  Ecuscion Prograsa  Finonzas v

Por ultimo, estudiamos la transformacion —f (x).

Introducimos f (x) = log, &, para escribir “log” basta con pulsar OPTN, CALC ((F2)), logab ([F4))

Igual que antes, podemos ver que la grafica queda reflejada pero en este caso con respecto al eje x.

Para estudiar la simetria impar de f (x) = x°— x, podemos hacerlo desde el menu Grafico o desde el menu
Tabla y ver que —f(x) = f(-x).

X
-
-4
-3
-2

¥1
-3120
-1020
-240
=30

V2
3120
1020

240
30

¥3
3120
1020
240
30

-5
[FOFRILA (AR WGP CE DT BRI EPED

Hemos estimado de interés incluir este breve estudio de las transformaciones de funciones, posible de
Implementar de manera efectiva y rapida con las calculadoras graficas CASIO.

Los ejercicios que se pueden resolver a partir de los ejemplos, permitiran avanzar en el dominio de
desplazamientos, verticales y horizontales, reflexiones, también verticales y horizontales, expansiones/
contracciones, etc 1o cual permitira un mayor dominio del calculo y analisis, y mas adelante en un nivel
avanzado, el del calculo en ingenieria de sistemas.

Consigue tu licencia. Registrate ahora en www.edu-casio.es

X ]




Las actividades contextualizadas son las que mas atraen al

alumnado, con este ejercicio ademas de relacionar las rampas
de skate con funciones matematicas para el calculo de areas,
les haremos ser conscientes del coste de las instalaciones

que hay en la ciudad.

ACTIVIDAD
En un parque se quiere instalar un half pipe para que los amantes del skate puedan
practicar su deporte favarito.

a) Define una funcidn a trozos que represente el perfil del half pipe. Hay que tener
en cuenta que, de lateral, Ia plataforma horizontal superior tiene una anchura de 2 m,
la parte curva esta compuesta por un cuarto de circunferencia que queda medio
metro sobre la cota del suelo, y que para salvar esta cota, se ha afiadido un
pequeno tramo en rampa.

b) Esta previsto que su construccion sea en hormigdn en masa. Si el metro ctibico
de hormigon cuesta aproximadamente 50€ y el ancho total del half pipe esde 5 m,
calcula el coste en hormigon necesario para realizar esta instalacion.



( M Nieves Atencia Ruiz CASIO
. El half pipe actividades

@ SOLUCION

El enunciado de esta actividad permite multiples soluciones, a continuacion, se muestra una de ellas.
a) Se determina que el radio de la circunferencia que forma la rampa es de 3 m y la pendiente del tramo
que salva la cota hasta el suelo es, por ejemplo, del 20%. El perfil quedaria de la siguiente forma:

3m

2m

Lafuncién a trozos que forma dicho perfil esta compuesta por un tramo horizontal, un tramo semicircular
y por ultimo un tramo lineal. Se fija el inicio del tramo circular en el “eje y” y la funcién queda asi definida:

A -2 <x<0
fX)=9-9-(x-3)* +B 0<x<3
—§x+C 3<x<a

Se escriben las funciones en el mend Dinamico y se ajusta la escala para visualizar bien la funcién:

B FhRd o] E
?ilgx [déngrln 'Y= Vent. visualizacion
Y28- J9 (x 3) +B, [0,3p gggle:l
Y3 -r 3,10]) dot :0.02380952
L Ymin :—5
max :
(DELETEl TYPE | VAR JBUILT-INJIEANA| m

Se define para A el valorde 3,5, puesto que si el radio de la circunferencia es 3 y debe quedar 0,5 m sobre
el suelo, el tramo horizontal se encontrara a una altura de 3,5 m. Para C se escoge el valor O y se selecciona
B para que sea dinamico:

Use teclas [¢]/[2]o entrada.
Demasiadas funciones PLd

Var. dinam. :B /Ilp 3

A=3.5 .

[Salin] SET JSPEED) OYNA)| |B=—2 = 1 '

Se desplaza la grafica Y2 con la tecla @ hasta que coincide con el tramo horizontal:

Use teclas [¢]/[2]o entrada.

[

a2 dw O




CASIO

actividades

Se comprueba que el valor de B es 3,5. Para hallar el valor de C, se fija el valor de B y se hace C dinamico

ajustando cada paso a 0,1:

B HatiRed [atb] B FfRd [P
Demasiz_idas funciones Demasiadas funciones
Vazf3 glném. :C /b éjuste dinamico
B=3.5 Start:0
End :5

Step :0.1
BNl SET JSPEED, (DYNA]

De la misma manera que antes, se pulsa @ para desplazar la funcién Y3 hasta que coincide con el tramo

semicircular. Elvalorde Ces 1,1:

Use teclas [¢]/[+]o entrada.
a?
1 1&:—— ----- =
2 -1 0 1 2 3 4 -]
e §
c=1.1 =
La funcién resultante es:
3,5 —-2<x<0
~J9-(x-3)2+35 0<x<3
f={ Y=Y
-—gx +1,1 3<x<a

b) Para calcular el coste del hormigén es necesario conocer el volumen total que tiene la instalacién.
En el menu Grafico se cambian las variables A, B y C por los valores determinados anteriormente:

Func. graf. :Y=
Y1=3'5;[_2 0] [—1]

Y2B-4- (x-3)*+9 +31—1
Y3E-=x+1.1,[3,1(1—

(SELFCT) N3 RV NI MO0 DRAY)




l M Nieves Atencia Ruiz
: El half pipe

Se dibuja f(x) y se utiliza la funcion G-solv para calcular Ias areas que hay bajo cada tramo, indicando en
cada uno el limite inferior y superior:

] Read

INF=-2 SUP=0 INF=1 _
Jdx=7 Jdx=3.43141/652

0
T =2
INF=3 3
Jdx=0.825

Por ultimo, se suman todas las areas y se multiplica este resultado por la anchura del half pipe para
obtener su volumen:

B FthRd (dFc]Real
T7+3.4314+.625
11.0564
Ansx5
55.282
O
[ JUMP JDELETEMMATVCT] MATH,

El volumen del half pipe es de 55,28 m3y el coste del hormigdén es de 2 764,1 €:

B FEHRdFoml [(ERe:)
7+3.4314+.625

11.0564
Ansx5

55.282
Ansx50
0 2764.1
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El Museo de las Matematicas de Cataluria (MMACA) esta concebido de manera que cualquier visitante
pueda tocar y experimentar con las matematicas. El siguiente modulo del museo: “Coincidencias”, con 15
agujeros y 8 huevos (imagen adjunta) se ha disefiado para realizar la siguiente experiencia:

Se invita a ocho visitantes, de manera que cada uno de ellos coja un huevo (piedra) y, sin haber visto
donde han colocado el suyo los anteriores participantes, debe introducirlo en uno de los 15 agujeros del
modulo. Una vez los ochos participantes han introducido el huevo, se alzan las puertas de los 15 agujeros
y se comprueba si ha habido coincidencias.

Halla la probabilidad de que los 8 huevos se encuentren en distintos agujeros.
¢Qué probabilidad habra de que haya alguna coincidencia?

Simula con la calculadora la experiencia 10 veces, comparte con tus comparieros los resultados, aglutinalos y
contrasta los resultados totales obtenidos con el calculo probabilistico.

Simula varias veces la experiencia y comprueba si obtienes coincidencias.

La paradoja del cumplearios.

Una vez realizada la experiencia anterior y constatar que la probabilidad de que al poner al azar 8 huevos,
algunos huevos hayan coincidido en un mismo agujero, es muy alta, podemos afrontar el problema del
cumpleanos: {Cudl serd la probabilidad de que en una clase de 30 alumnos, haya como minimo dos personas
con la misma fecha de cumplearios?

Para simplificar el problema, supon que no existen los afios bisiestos.

Calcula la probabilidad de que en una clase de 30 alumnos haya como minimo dos con la misma fecha de
cumpleanos.

Como sabes, no todas las clases tienen 30 alumnos. Realiza una tabla donde se muestre qué probabilidad
habra de encontrar una coincidencia en clases desde 15 hasta 35 alumnos.

En el Mundial de futbol de 2014 participaron 32 equipos nacionales, cada uno con 23 jugadores. Usando
las fechas de nacimiento de la lista oficial de equipos de la FIFA, resultd que 16 equipos tenian al menos un
cumpleafios compartido, algunos de ellos con dos pares de coincidencias: Argentina (x2), Australia, Bosnia
Herzegovina, Brasil, Camerun, Colombia, Corea del Sur (x2), Esparia, Estados Unidos, Francia (x2), Holanda,
Honduras, Iran (x2), Nigeria, Rusia y Suiza (x2).

En vista del estudio probabilistico realizado en las actividades anteriores, (qué opinas al respecto? (Puedes
afirmar que en el proximo mundial se dara esta misma situacion?

En cualquier reunion de mas de 50 personas, la probabilidad que haya dos que celebren el cumplearios el
mismo dia es practicamente 1.

¢{Puedes corroborar esta afirmacion?
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» Con esta actividad se puede analizar como, en términos de probabilidad, la
intuicidon no siempre nos lleva al resultado correcto.

» El uso de la regla de Laplace y la combinacion de probabilidades nos llevara a un
resultado a primera vista no compatible con la intuicion, pero cierto matematica y

casuisticamente.

 Eluso de la calculadora favorece la simulacion de la experiencia y que la atencion se
centre en la toma de decisiones, en la formulacion de conjeturas y en su validacion.

La probabilidad de que, aleatoriamente, los 8 huevos se encuentren en distintos agujeros es aproximadamente del 10%:

o bien:

VB [ A A
i5,14.,13,.,12_,11.,10, 9 ., 8
16161571518 1616716

0.1012369383

VT [
15!

(15-8) 1x15°
0. 1012369383

El resultado anterior conduce a que la probabilidad de que haya alguna coincidencia es:

1 - 0,101 = 0,899, es decir, practicamente del 90%.

Este resultado puede sorprender, puesto que practicamente 9 de cada diez veces que se realice la experiencia, se

obtendran coincidencias.

La funcion aleatoria Ranint# permite simular la experiencia tantas veces como se quiera:

Ranint#(1,15) genera aleatoriamente un numero entero entre 1y 15, que corresponde al numero del agujero
donde se coloca la piedra (huevo). Pulsando la tecla () sucesivamente hasta 8 veces emulando la experiencia:

ww O DeENOENEEEEEEE

T=diD]
RanInt#{1, 15}

711

ry

A A A A A

3 11 9 2 3

8

Para una mejor visualizacion de la experiencia, se cambia la configuracion de la calculadora:

(sHFT) (MENY) @ @ ) (e @ @ @ (B) @
1:Entrada/Salida | [1:E Mat/S Mat 1:Simbolo decimal| [l:Fuente normal
2:Unidad angular 2:E Mat/S Decimal 2:Separar digitos 2:Fuente pequeha
3:Formato numero 3'E Linea/S Linea 3:Fuente multilin

4:Result fraccién 4:E Linea/S Decim 4:1dioma




Se muestran como ejemplo tres simulaciones:

A~

0] m 0]
RanInt#cl, 15) RanInt#(1,15) RanInt#(1,15)

._.._.._.
———
bR

[Tt
PR
LT Cies

Se comprueba que en la primera experiencia existe una coincidencia, en la segunda hay dos y, en la tercera no
hay coincidencia. El alumnado puede repetir tantas veces como quiera la experiencia y comprobar el célculo de
probabilidades.

La razon de la suma de todas las simulaciones con al menos una coincidencia y el total de las simulaciones
realizadas por el grupo clase deberia acercarse al valor tedrico (0,899) del

La solucion a esta cuestion es analoga a la anterior, basta con cambiar los agujeros por los dias del afio y las
piedras (huevos) por personas. Para simplificar el problema, se supondra que no existen los afios bisiestos.

En esta ocasion se debe generar un numero entero aleatorio entre 1y 365, pulsando 30 veces consecutivas
la tecla (=). Esta operativa no resulta demasiado comoda, motivo por el que se aprovecha el menu Tabla para
simular la experiencia:

Wﬂ Vi [
f(x)=RanInt#(1, 365) Rango tabla
Inic. :1
Final :30
Paso :1
] N L] Vir
x flxd x iz x fixd x iz
11— 318 S S0 9 354 1 13 186
2 232 6 165 i i0 59 1 14 205
% 3 355 3 7 1 lj 11 182 1% 15 277
4 77 I 181 1 39 1 16
1 8 1 16
] N L] Ve [
x fx x iz x fixd x iz
1 17 192 21 21 100 2 25 85 2 27 188
13 is 176 2% 22 326 23 26 53 2% 28 127
1 19 J 2 23 151 2 27 188 2 29
20| _—  249] 24| I—E! 344 28] I 127 30! I—
20 2 28 30

Se observa que mas de la mitad de las veces se encuentra al menos una coincidencia. En concreto esa
probabilidad es aproximadamente del 71%.

¢Qué ocurrird con los cumplearios de 7 personas distribuidos entre los 365 dias del afio?
El numero de 7 cumplearios sin que haya coincidencias viene dado por:
365364363 ...+ (365 -n+1)

Esto es debido a que para el primer cumpleafios existen 365 posibles fechas, para el segundo 364 y asi
sucesivamente hasta 7z cumpleanos.

El numero total de 7 cumplearios sin tener ningun tipo de restriccion es 365”, debido a que hay 365 posibles
fechas para cada uno de los 7 cumplearios.

Por consiguiente, la probabilidad de que no haya dos personas con la misma fecha de cumplearios viene dada por
la expresion:

. 4 - L — 1
Qln) = 365364363 .. 1365 - +1)

365"
La probabilidad P(7) de que al menos dos personas tengan la misma fecha de cumplearios (dia y mes) viene dada
por:
_ _ 4 (365-364-363-..-(365-n+1)\_, 365!
Pln)=1-Q(n) =1 ( 365" )‘ 1 ((365 ~n)! -365”)

Para 7z = 30 alumnos, realizar el calculo a partir de la primera expresion presenta la dificultad de introducir 30
factores, que puede llevar a cometer algun error. Tampoco es util la segunda expresion debido a que el calculo del
factorial de 365 se encuentra fuera del rango de operatividad de la calculadora.
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Con el operador productorio ([ (x] (T=)) se calcula la probabilidad P(30) a partir de la primera expresion:

0 365-x+1)
1 [ Sbo—%x+1
1 il[ 365 ]
0. 7063162427

o bien:

m@ﬁ Y
11 (365-x+1)
x:
365
0. 7063162427

1

P(30) =71%

En una tabla de valores se pueden hallar las distintas probabilidades de obtener una coincidencia en funcion del
numero de alumnos:

Vi [ R Jﬁ'ﬂt bl
x ango a a
{1 (365—x+1) £
f(x)=1-=1 = Final :35
Paso :1
Vir @ V' @ V- @
® fixd ® fixd ® fixd
%-ﬂ 0.2529 3 21|0.4436 13 29|0.6809
16)|0.2836 1 30|0,.7063
17| 0,315 1 31|0,7304
1810.3469 1 R 15| . | 0. 7533
15 24 32

En un grupo de 23 personas la probabilidad de que al menos dos de ellas hayan nacido en la misma fecha (dia y
mes) es del 50% tal y como se muestra en el

En este caso, en el mundial de futbol del 2014, los datos reales concuerdan con los resultados teodricos.

En el proximo mundial de futbol no se puede asegurar que se repetira la situacion, puesto que la teoria de la
probabilidad se basa en la ley de los grandes numeros. No se puede considerar que 32 equipos s un numero
‘grande’ de sucesos en términos probabilisticos.

La probabilidad de coincidencia en un grupo de 50 personas es:

0 365-x+1)
1 i![ 365 ]

0. 9703735796

Es decir, la afirmacion es correcta.

Si desea consultar informacion sobre el Museu Matematiques de Catalunya, lo puede hacer a través de los
siguientes enlaces:
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Distribuciones de
probabilidad con la

calculadora cientifica
Classwiz FX-570/991 SP XII

José M2 Chacon Iiigo
[ES Llanes, Sevilla

Te explicamos como realizar la operacion de distribucion de probabilidad discreta y continua en las
calculadoras cientificas Classwiz FX-570/991 SP XII.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DISCRETA: DISTRIBUCION BINOMIAL.

Recordemos:

» Un experimento sigue el modelo de la distribucion binomial st
1. En cada prueba del experimento solo son posibles dos resultados: el suceso A (éxito) y su contrario A
2. La probabilidad del suceso A es constante, es decir, que no varia de una prueba a otra. Se representa por p.
3. El resultado obtenido en cada prueba es independiente de los resultados obtenidos anteriormente.

« La variable aleatoria binomial, X expresa el numero de éxitos obtenidos en cada prueba del experimento.

« La variable binomial es una variable aleatoria discreta, solo puede tomar los valores 0, 1, 2,3, 4,... n
suponiendo que se han realizado n pruebas.

« La distribucion binomial se suele representar por B(n, p), donde nes el numero de pruebas de que consta
el experimento y p es la probabilidad de éxito. La probabilidad de A es 1- p, y la representamaos por q.

Veamos como utilizar la aplicacion 7: Distribucion de la calculadora para realizar calculos con
distribuciones binomiales:

¥t g Ag &% a8l |1iDF Normal
1 4 ik g - 3:Normal Inversa
7:Distribucién 4:DP Binomial

Elegimos 4: DP Binomial. Este comando calcula la probabilidad de que una variable aleatoria que sigue
una distribucion binomial sea un valor x dado. Determina la probabilidad de x éxitos cuando se realizan N
intentos con probabilidad (posibilidad) de éxito p.

Vamos a trabajar con 2: Variable.

1:Lista DP Binomial
2:Variable




ACTIVIDADES CIENTIFICAS
©

Una maquina produce determinadas piezas de las cuales se ha comprobado que el 5% son defectuosas.
Tormamos 10 piezas al azar. Calcula la probabilidad de que:

a) No haya ninguna defectuosa.

b) Haya exactamente dos piezas defectuosas entre las 10 elegidas.

a WENOUNE0HOEEE

DP Binomial p=

X :0

N ‘10

p  :0.05 0. 5987369392 11

Si generamos el codigo QR con y lo escaneamos con la aplicacion adecuada en un dispositivo
movil obtenemos los datos y el grafico de la distribucion.

[= EntradalSalida =% <> 7+ B, 2

z=0
N=10
p=0.05
P = 0.5987369392

iiii Grafico &=

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0.0

0 1 2

EEr Hr EWo x
| @ z00m|
b) @EMOEOC0HOEECE
DP Binomial p=
x  :2
N ‘10
b :0.05 0. 0746347985

[= EntradalSalida =% <> 7+ B, 2

z=2
N=10
p=0.05
P =0.07463479852

iiii Grafico == 5F

0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

0.1
0.0

0 1 2 3
EEr @ EMo x
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Para calcular la probabilidad de que una variable aleatoria que sigue una distribucion binomial sea un valor x
dado 0 menor, o sea, para determinar la probabilidad de x 0 menos éxitos cuando se realizan n intentos con
probabilidad de éxito p, se utiliza:

1 1:DA Binomial
2:DA Normal 2:DP Poisson
3:Normal Inversa 3:DA Poisson
4:DP Binomial ™®

:DP Normal

1: DA Binomial (Distribucion acumulada o acumulativa Binomial)

_@

La probabilidad de que el equipo A gane al equipo B un partido de tenis es 2/3 . Si se juegan 6 partidos,
calcula la probabilidad de que el equipo A gane mas de la mitad de los partidos al equipo B.

Este ejercicio puede realizarse directamente con la calculadora teniendo en cuenta que para que A gane
mas de la mitad ha de ganar 4, 5 o 6 partidos; o sea, debe perder como maximo 2. Por tanto cambiamos a
probabilidad (acumulativa).

Para cambiar el tipo de céalculo de distribucion o volver a la pantalla de inicio de distribuciones se pulsa

rm (D
1:Seleccion tipo I 1:DP Normal I
2:DA Normal
3:Normal Inversa
(1) |4:DP Binomial ™®
1:DA Binomial® 1:Lista '
g:gP Poisson 2:Variable

A Poisson m @

y calculamos P[x < 2] (tomando p como probabilidad de perder).

]
DA Binomial P=
X 12
N :6
p t1-2+3 0.6803840878

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD CONTINUA: DISTRIBUCION NORMAL.
Recordemos:

« Una variable aleatoria continua sigue una distribucion normal de media u y desviacion tipica o, y se
designa por N(u, o), si se cumplen las siguientes condiciones:

1. La variable puede tomar cualquier valor: (-oo, +o0).

» . ‘ 1)
2. La funcion de densidad, es: = 2o
Te= e

Esta distribucion permite describir probabilisticamente fendmenos estadisticos donde 1os valores mas
usuales se agrupan en tormo a uno central y los valores extrermos son escasos.



ACTIVIDADES CIENTIFICAS

Veamos como utilizar la aplicacion 7: Distribucion de la calculadora para realizar calculos con
distribuciones normales. Es sumamente sencillo y proporciona resultados inmediatos sin necesidad de
utilizar engorrosas tablas de distribuciones ni tipificar la variable. Ademas permite calcular probabilidades de
cualquier tipo P(x<a), P(x>a), P(a<x<b). También permite visualizar las graficas correspondientes.

- M :DP Normal
¥ g [ g 4% g [28] DA Normal

1
20
1 g ik g * B E:Nornal Inversa

7:Distribucién DP Binomial

Elegimos 2: DA Normal

_@

En una distribucion normal de media 20 y de desviacion tipica 4, calcula las siguientes probabilidades:

a) P(x<23) b) P(21<x<25,5) c) P(x=23) d) P(x>40)
a) M DE2EOO0O0OO0EREEAEEEEE
DA Normal ¥ p=

Inf. :-1000
Sup. :23

o 0. 7733726476
2 : 20
0] v [0]
b) DA Normal p=
Inf. :21
Sup. :25.5
o i1 0. 316727952
2 : 20

Generamos el codigo QR y accedemos a la informacion que ofrece:

(> Entrada/Salida =5 <> % By IH

Lower =21
Upper: 25.5
o=4
=20
P =0.316727952
iiii Grafico == 5
0.12
0.0
0.08
0.06
0.04
0.02
O-Bn HH HH i Hd By 1
0 4 8121620 24 25 32 3% 40
@e Mo i —
@ zoom|
v [i]
c) DA Normal P=
Inf. :23
Sup. :23
o 4 0
p2 120
] v @
d) DA Normal p=
Inf. :40
Sup. :1000
led :4 0. 00000028665
n 120
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Las estaturas del alumnado de un Instituto se distribuyen normalmente con media 175 cm y desviacion
tipica 10 cm. Calcula:

a) Probabilidad de que un alumno tenga una estatura mayor que 180 cm.

™ v 0]
DA Normal P=
Inf. :180
Sup. :1000
o :10 0. 3085375383
n 1175

b) Probabilidad de que una alumna tenga una estatura menor que 170 cm.

v 0]
DA Normal p=
Inf. :-1000
Sup. :170
o :10 0. 3085375383
2 :175

c) ;Qué proporcion del alumnado tiene una estatura comprendida entre 172 cm y 180 cm?

[0] v
DA Normal P=
Inf. 172
Sup. :180
o :10 0. 309373883
Jii 175

d) Si el Instituto tiene 850 alumnos, ;cuantas personas miden al menos 1757

] v 6] 7o [
DA Normal P= AnsX850
Inf. :175
Sup. :1000
o :10 0. 5 425
il 1175

Consigue tu licencia. Registrate ahora en www.edu-casio.es
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Con esta actividad se pretende introducir a los alumnos
de Bachillerato en el estudio de la distribucion normal.

El objetivo principal de la actividad es que los alumnos se
familiaricen con la distribucion de probabilidad normal y
sepan obtener diferentes probabilidades ligadas a fendmenos
que se pueden modelizar mediante esta distribucion de
probabilidad continua.

El uso de la calculadora CASIO fx-570/991 SP X |l para
realizar los calculos permite centrar el interés en la inter-
pretacion de los resultados obtenidos sin necesidad de
tener que aprender a manejar las tablas de la distribucién
normal y sin tener que tipificar la variable.

CONTEXTO

Un embarazo suele durar, por término medio, algo mas
de nueve meses. Para los médicos es muy importante
determinar la fecha exacta en que se produjo la fecundacion
porgue esta determinara la fecha probable del parto.

Historicamente la duracion del embarazo se media en
meses lunares de 28 dias (que coinciden con los periodos
menstruales de 28 dias de |la mujer). La duracion de dicho
embarazo era de 10 meses lunares, es decir, 280 dias o
40 semanas. Pero el embarazo no empieza justo después



de la fecha de inicio de la ultima regla de la mujer sino, mas bien, catorce dias
despueés, cuando el dvulo esta en la mitad de su ciclo menstrual y es fertil.
Porlo que, realmente, el embarazo no dura diez meses lunares sino dos semanas
menos. De esta manera, el tiempo real desde la concepcion hasta el parto es de
38 semanas 0 mas exactamente: 40 x /7 - 14 = 266 dias.

Como deciamos, es muy importante conocer la duracién de un embarazo. En
términos medicos, el embarazo puede considerarse normal o a término cuando
tiene una duracion de entre 37 semanas (ocho meses y medio) y 42 semanas
(nueve meses y medio). Por debajo de las 37 semanas se habla de un embarazo
prematuro y por encima de la semana 42 se dice que es un embarazo prolongado.
Ambas variaciones pueden ser preocupantes.

Los bebés prematuros tienen mas riesgos de sufrir problemas cerebrales,
neuroldgicos o de desarrollo. Por ello, cuando se inicia un parto de un embarazo
con menos de 37 semanas, los médicos pueden recomendar medidas para
intentar evitarlo, y en caso de no ser posible detenerlo, se deben tomar las
medidas previstas en los protocolos de actuacion.

Cuando el embarazo dura mas de 42 semanas, aumenta el riesgo de mortalidad
tanto para la madre como para el feto, por lo que se suele inducir el parto para
evitar riesgos a ambos.

35.000

30.000 A

25.000 / \

20.000 / \

15.000 / \

10.000 / \
5.000 / \

0 . / \

Menosde 28 De 28 a31 De32a36 De 37 a42 Mas de 42
semanas semanas semanas semanas semanas

Numero de partos en la Comunidad Valenciana en 2018 segun el tiempo de gestacion.
(Elaboracién propia a partir de datos del INE)




| a duracion de
un embarazo

ACTIVIDAD

La duracién de un embarazo en una mujer sigue una distribucidon normal de media 266 dias y una desviacion tipica de 16 dias.
Calcula:

a) Probabilidad de que un embarazo dure entre 259 y 294 dias, es decir, entre 37 y 42 semanas.

b) Probabilidad de que el nifio nazca durante el séptimo mes de embarazo, es decir, entre 210 y 239 dias.

c) Porcentaje de embarazos que duran menos de 239 dias o mas de 300 dias.

d) Una ginecdloga consultada estima que si el embarazo se prolonga mas de 25 dias por encima de la media

se debe practicar una cesarea. ¢Cual es la probabilidad de practicar una cesarea?

e) Los bebés prematuros requieren un cuidado especial. Si estipulamos que un bebé es prematuro cuando la duracion

del embarazo se encuentra en el 4% inferior, ¢cual es la duracion que separa a los bebés prematuros de aquellos que no lo son?

f) Los cuartiles primero (25% de la distribucion) y tercero (75%) y la mediana (50%).

@ SOLUCION

Antes de iniciar el trabajo con la calculadora hay que elegir la configuracion con la que se realizaran los calculos. En este caso,
se elige el menu Distribucion.

a) En el menu Distribucién:

A
1:DP Normal
%ﬂ it 2:DA Normal
XY g 3% d 8la g [3:Normal Inversa
7:Distribucién 4:DP Binomial

Se elige la distribucidon normal “2: DA Normal” y se completa con los datos del problema, es decir, una variable Normal de media

266 y desviacion tipica 16, de la cual se desea obtener la probabilidad del intervalo de extremos 259 y 294

DA Normal " |Ipa Normal :
Inf. :259 Sup. :204
Sup. :294 o :16

0. 6290664552

La probabilidad de que un embarazo dure entre 259 y 294 dias es 0,629.

b) Se procede como en el apartado anterior:

7] v
DA Normal P=
Inf. :210
Sup. :239
o :16 0. 04552099584

Por tanto, Ia probabilidad de que el nifio nazca en el séptimo mes de embarazo es 0,04552.



M Abilio Orts Muioz
IES Tavernes Blanques (Valencia)

c) Se calcula la probabilidad de que el embarazo dure entre 239 y 300 dias:

v
DA Normal P=
Inf. :239
Sup. :300
o 116 0. 9374530685

La probabilidad que se pide en el problema sera 1-0,937453:

vy O A

v
[ 38 g [28]4|1ADS
1 g ldw g A\ g B
l1:Calcular 0. 0625469315

Es decir, la probabilidad que se pide es 0,062547. El porcentaje de embarazos que duran menos de 239 dias o mas de 300 dias
es 6,2547%.

d) Se trata de calcular la probabilidad de que nazca después de 266+25 = 291 dias. En este caso, tenemos extremo inferior pero
no superior. Para poder obtener esta probabilidad debemos incluir un extremo superior suficientemente grande para que no
influya en el calculo de la probabilidad. Por ejemplo, 500 dias.

v F|
DA Normal P=
ni. -
Sup. :500
o 116 0. 0590851229
Se puede comprobar que si se cambia el extremo superior 500 por 5000, la probabilidad va a ser la misma:
v
DA Normal P=
Inf. :291
Sup. :50004
4] 116 0. 05908512294

La probabilidad de practicar una cesarea es de 0,059.

e) Si X es la variable que nos indica la duracién del embarazo, se trata de encontrar un valor de la variable A para el cual
P(X<A)=0,04.

En este caso se debe configurar la calculadora en el modo “3: Normal Inversa” del menu Distribucion. Se introducen los datos
teniendo en cuenta que el area es la probabilidad y se obtiene el valor de |a variable para el cual Ia probabilidad de que X sea
menor que dicho valor es 0,04.

v
Dyt 0 ool |
d d- 3:NOI‘IIIE_11 It_wersa
7:Distribuciodn 4:DP Binomial

Normal Inversa xInv=

Area :0.04

o :16

n : 266 237. 9890222

Los bebés prematuros (4%) son aquellos nacidos antes de 238 dias.
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f) Se procede como en el apartado anterior y se obtiene que el 25% de los embarazos duran menos de 255,21 dias:

v

X+ 28 oo 1:DP Normal
3% g [Ag i g [8E] 2:DA Normal '
B d i PN B8 4 [3:Normal Inversa
7:Distribucioén 4:DP Binomial
Normaf Inversa xlnv=.

Area :0.25

o 116

n : 266 255. 2081667

El 75% de los embarazos duran menos de 276,8 dias:

3t qmg gt gL 0 Nornal |
Y g I JPIN® B8  3:Normal Inversa
7:Distribucién 4:DP Binomial
Normal Inversa xXInv=

Area :0.79

o 116

o 1266 276. 7918333

Por tanto, la mitad de los embarazos se concentran en el intervalo de extremos 255,21 y 276,8.
Puesto que la distribucion normal es simétrica, la mediana coincide con la media, es decir, la mitad de los embarazos duran

menos de 266 dias:

DP Normal

EEPT- FETFE 3:DA Normgl
1B g ldn SR B 2 Normg{m?nversa

7 Distribucién :DP Binomial

Normal Inversa XInv=

Area :0.9
o : 16
i : 266 266




ACTIVIDADES GRAFICAS

Inferencia estadistica

Jordi Pardeiro Gay
Division Educativa CASIO Espania

Se muestran a continuacion, en formato de tutorial, una serie de ejercicios sobre inferencia estadistica
resueltos con calculadora grafica. Para su resolucion se ha utilizado el nuevo modelo de calculadora
fx-CG50, si bien el procedimiento para los demas modelos de calculadora grafica CASIO (fx-9750GlII, fx-
9860GII y fx-CG20) es completamente idéntico.

@ INTERVALOS DE CONFIANZA

PROBLEMA

Se ha seleccionado una muestra de 20 alumnos de Bachillerato y se han medido sus estaturas,
resultando:
163, 165, 166, 170, 171, 174, 175, 175, 175, 177, 178, 180, 182, 184, 185, 188, 189, 189, 193, 201

Determina los parametros estadisticos correspondientes a esta muestra y halla el intervalo de
confianza de la poblacion total con un nivel se significacion del O,1.

SOLUCION

En primer lugar se introducen los datos en el menu Estadistica y, seguidamente, se calculan los
parametros estadisticos de la muestra, considerando que trabajamos con una unica variable.

1] ADE

i
Grafico  Dinémico Tabla Recursion

Conicas  Ecuacion Programa Finanzas v

Como se observa, la media de la muestra es 179.

La realizacion de un histograma puede ayudar a visualizar mejor los datos:

sl G5
List 4 StatGraphl

Para calcular el intervalo de confianza a partir de la lista, se selecciona INTR, seguido de la opcion t,
considerando que nos hallamos ante una sola muestra (1-SAMPLE) y se completan los campos, como se indica
a continuacion. Observa que, dado que el nivel de significacion es de 0,1, el nivel de confianza resulta ser de 0,9.

193
201

188 ‘

Interv. t 1 muestra
Lower=175.158039
Qpper=l$§.341961

¥ =

sx =9.93664139
n =20

El intervalo de confianza con nivel de significacion de 0,1 es, por tanto (175,16, 182,84).
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@ TEST DE HIPOTESIS

PROBLEMA

A partir de las estaturas de la muestra de los 20 alumnos del ejercicio anterior, el profesor de matematicas
ha llegado a la conclusion de gue la altura media de toda la poblacion, es decir de todos los alumnos de

Bachillerato es de 1,82 cm. 4Es razonable afirmar que esta es la media de la poblacion?

SOLUCION

Se toma una hipotesis nula sobre la media de la poblacion y la hipotesis alternativa y se evalua la
probabilidad de que se cumpla la hipotesis nula.

Hipotesis nula: Ho: u =182
Hipotesis alternativa:  Hp: u = 182

Se selecciona la opcion TEST ((F3)) del menu Estadistica. Seguidamente, se selecciona el test t (ya que no se
conoce la desviacion estandar de la poblacion y se trata de una muestra pequenia) y la opcion 1-SAMPLE, ya
que se estudia una sola muestra.

Se completan los campos de la ventana que Ahora es posible mostrar los calculos o bien una

aparece como muestra la figura inferior. grafica para analizar los resultados del test.
Pruega t 1 muestra Pruega t 1 muestra
1o 1182 1 u o *182
List iList1 =-
Freq i1

: Save Res:Non X =
11 GphColor:Blu sx =9.93664139
Save Res:None L M n =20

Como la probabilidad no es demasiado pequetia, es decir, no es inferior al 5 % (valor que se suele tomar
para evaluar estos tests), no se puede afirmar que la hipotesis nula sea falsa. Por lo que no hay evidencias
para rechazar que la media pueda ser de 182 cm.

También es posible representar el grafico correspondiente:

[~ e B ol GRfd 00000
Pruega t 1 muestra 5 5 5
‘l’:(i)st : ]{?gt 1 ! e | T=-1.360195437 T=1.360196437
Freq i1
Save Res:None B e @R B Gl @O |
GphColor:Blue

o 0
T P=0.1928189493

@ TEST CHI-CUADRADO

PROBLEMA

Una aseguradora realiza un estudio estadistico para determinar si los positivos por alcoholemia en accidentes
de trafico depende del género del conductor y obtienene la siguiente tabla de frecuencias observadas:

Positivo por alcholemia
st NO
Hombres 50 25
Mujeres 40 45

Género

Indica si existe alguna dependencia entre las dos variables.
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SOLUCION

Para realizar el test Chi-cuadrado a mano se deben seguir los siguientes pasos:

1. Se considera la hipotesis nula y la hipotesis alternativa:
 Hy: Hipodtesis nula (las variables son independientes: Los positivos por alcoholemia no dependen del genero)
« H,: Hipotesis alternativa (las variables son dependientes: Los positivos por alcoholemia st depende del genero)

2. Se amplia la tabla de frecuencias observadas (f,) con los totales:

Positivo por alcholemia
St [}
50 25 75
40 45 85
90 70 160

Hombres
Mujeres

3. Se realiza la tabla de frecuencias esperadas (fe):

Positivo por alcholemia

Si NO
o Hombres 90 - 75 /160 = 42,1875 70 - 75/160 = 32,8125
Mujeres 90 - 85/ 160 = 47,8125 70 - 85/160 = 37,1875 a5
90 70 160

4. Se calcula el valor de Y*..c, un parametro que da informacién sobre en qué medida se alejan los
resultados X% =3 (fo o —f2 f® = 6,2247

e

8 224712101

(50-42.1875)%  (40-47.8125)% 525 az 31251’ 545 37 13751’
s ar iz
8]

5. Se calculan los grados de libertad (df): (n2 filas— 1) - (n2 columnas - 1) =1-1=1

6. Se considera el nivel de significacion, que es el error que se comete al rechazar la hipotesis nula Ho.
Suele tomarse un nivel de significacion del 5%, es decir, de 0,05.

7. Se determina el valor del parametro p, que se define como la probabilidad de gue la hipotesis sea cierta.
Es decir:
p = 1 — nivel de significacion =1 - 0,05 = 0,95

8. Se compara el valor calculado con el valor critico, que se halla en las tablas a partir de del parametro p.
St X Peae < Xertico. 1@ hipdtesis es correcta y las variables son independientes.

Valores criticos de la distribucion X2

P
p=PX<d
<

Grados de Probabilidad

libertad 0,995 , (0] 0,75 0,5
1 /879 | _ 6635 _ 5,024 3,841 2,706 1323 0455 0,102 0,004 0,001 0,000 0,000
2 10,597 9,210 7378 5,991 4,605 2,773 1,386 0,575 0,103 0,051 0,020 0,010
3 12,838 11,345 9,348 7815 6,251 4,108 2,366 1213 0,352 0,216 0,115 0,072
4 14,860 13,277 11,143 9488 7779 5,385 3,357 1923 0,711 0484 0,297 0,207
5 16,750 15,086 12,833 11,070 9,236 6,626 4,351 2,675 1,145 0,831 0,554 0412
6 18,548 16,812 14,449 12,592 10,645 7841 5,348 3,455 1635 1237 0,872 0,676
7 20,278 18,475 16,013 14,067 12,017 9,037 6,346 4,255 2,167 1,690 1239 0,989
8 21,955 20,090 17535 15,507 13,362 10,219 7344 5,071 2,733 2,180 1,646 1,344
°] 23,589 21,666 19,023 16,919 14,684 11,389 8,343 5,899 3,325 2,700 2,088 1735
10 25,188 23,209 20,483 18,307 15,987 12,549 9,342 6,737 3,940 3,247 2,558 2,156
11 26,757 24,725 21,290 19675 17275 13,701 10,341 7584 4,575 3,816 3,053 2,603
12 28,300 26,217 23,337 21,026 18,549 14,845 11,340 8,438 5226 4,404 3,571 3,074

chalc = 6.2247 > XZCHUCO = 3,841

Como el valor calculado es mayor que el valor critico, se debe desestimar la hipotesis nula, es decir, se
rechaza la hipotesis de que dar positivo por alcoholemia es independiente del género del conductor, por
tanto, hay una alta probabilidad de que dependa del género.
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Resolucion del test Chi-cuadrado con la calculadora grafica:

1. Se debe seleccionar el test Chi-cuadrado para dos variables:

tadPlornl] [dic)fas

[List 1 |

_ MENU PR

e P2 =8 st d  List 4 | | List 2 [ List3 | List &
- eActivity  HojaCal. _
Grafico  Dipémico

Conicas  Ecuaclon  Programa  Finanzas v

(CFEROVA) (GO

GphColor;Blue
Ejecutar

45

3. Se asigna la matriz Mat B como matriz correspondiente las frecuencias esperadas (no es necesario definir
las dimensiones de la misma, puesto que se creara automaticamente al realizar el test):

Pruega 2

Observed:Mat A

ave Res:None
GphColor:Blue
Ejecutar

4. A continuacion, se ejecuta el test y se obtiene el valor calculado de chi cuadrado (X’...):

Pruega 2

Observed:Mat A
Expected:Mat B
Save Res:None

GﬁhColor:Blue

5. Ahora también puede observarse la tabla de frecuencias esperadas, pues se ha completado la matriz B.

42.1875

6. Una vez se ha determinado Y. puede hallarse Yeiico Y COMparar ambos valores. Para ello, como opcion
alternativa a la tabla de valores criticos, se escoge la opcion DIST del menu Estadistica y, seguidamer)te se
selecciona CHI ((F3))y InvC ([F3])). Se introduce el grado de libertad (df) v el nivel de significacion (Area).

[ e
List 4 2 jnversa
érea :E

df 11

List 4 List 4

Save Res:None
Ejecutar
[DIST =] [NORM] ¢ [ CHI | F TGOS} (Ced)(Ted Jnren

xZ inversa
xInv=3.84145882

chalc =6,22471211 > chrmco =3,84145882

CONCLUSION

No se puede aceptar la hipotesis de que las dos variables sean independientes.
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Geometria en el billete
de 20 euros

Ricard Peiro i1 Estruch
Profesor de matematicas del IES Abastos de Valencia

m © BCE ECB 28 EKT EKP 200 Habitualmente, los problemas de construcciones geometricas

<y, ocupan poco espacio en el curriculo de la ESO; generalmente
se prioriza el calculo de perimetros, areas y volumenes, en
detrimento de los problemas en los que hay que usar regla
y compas para construir figuras geometricas. En parte esto se
debe al hecho de no disponer de herramientas adecuadas para
trabajar, y también a que la construccion con regla y compas
20 EURO es dificil y requiere mucho conocimiento de geometria. Sin

o embargo, el hecho de que una calculadora pueda hacer

construcciones geomeétricas es muy saludable, pues acerca a los estudiantes la resolucion de problemas
que si se tuvieran que hacer con regla y compas serian demasiado largos y dificiles. La calculadora CG-20
favorece una disminucion de la dificultades, al poner en primer plano qué construcciones hay que hacer
Yy no como hacerlas, ya que para cada construccion hay disponible una herramienta o un comando que
permite realizarla. Esto no quita, desde luego, que el estudiante tenga que razonar geometricamente, ya que
los algoritmos siempre deben ser razonados. En este trabajo primero se razona cuales son los algoritmos a
aplicar, basandose en propiedades de las figuras geomeétricas y en el teorema de Pitagoras y, posteriormente,
se usa la calculadora CG20 para realizar la construccion y comprobar el resultado. La belleza inherente a
los arcos de la catedral de Lincoln que aparecen en el billete de 20 euros tiene un fundamento matematico,
ya que la razon entre la altura de la circunferencia central y media base es el numero de oro, lo que se
confirma con el cuadro de medidas de la calculadora CG20

Actividad
En la figura, se representa una de las ventanas de la Catedral de Lincoln (Reino Unido) y una parte de los
billetes de 20 euros.

Esta formada por dos arcos de centro B y C, respectivamente y de radio BC que se intersectan en el punto A.
Sea M el punto medio del segmento BC . L

Con centro B y M se dibujan dos arcos de radio BM que se intersectan en el punto X

Con centro C y M se dibujan dos arcos de radio BM que se intersectan en el punto Y.

Se dibuja una circunferencia de centro O que es tangente a 4 arcos.

Sea T el punto donde el segmento AM corta la circunferencia anterior mas cerca de A.

a) Determinar el radio OT de la circunferencia.
b) Determinar la razon entre TM y BM.

Solucion:

Sea R = BM radio de los 4 arcos pequenos.

BC = 2R radio de los dos arcos grandes.

Sea P el punto de tangencia de la circunferencia de centro O y el arco MX.
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Sea Q el punto de tangencia de la circunferencia de centro O y arco CA.

Sea r=0P =0Q =0T radio de la circunferencia.
Determinemos el valor.

BO=BP+OP =R +r.

BO=BQ-0Q=2R-r

Igualando las expresiones:

R +r =2R -r Resolviendo la ecuacion con la incognita r:
1

=—R
2

Calculernos MT -

BO-R+r-2R

2
A

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo BMO :

_ 2 . MT 1++/5
vo- |[3R) _r? - YO MT - 10+ 0T~ YR, 1R 1755 ==

2 2 2 2 2 BM

Por tanto, la razon entre la altura del circulo central y la mitad de la base del arco es el numero de oro.

Construccion con la calculadora CG-20:

a) Abrir Menu Geometria (F1) Abrir la figura g3p del billete de 20€: BILLETE.g3p
(es posible solicitar la descarga del mismo en info-calculadoras@casio.es)

b) (F3) Punto. Dibujar los puntos A, B centros de los arcos grandes.

E B

c) Seleccionar los puntos A, B.
d) [F4Punto medio. Dibujar el punto medio C de los puntos A, B.
e) Seleccionar los puntos A, C.
f) Punto medio. Dibujar el punto medio D de los puntos A, C.

B 3.84 & B 1.92

g) (F3) Segmento linea. Dibujar el segmento AC .

h)(F3) Circulo. Dibujar el circulo de centro A que pasa por B.
i) (F3) Circulo. Dibujar el circulo de centro B que pasa por A.
j) (F3) Circulo. Dibujar el circulo de centro A que pasa por C.
k) (F3) Circulo. Dibujar el circulo de centro C que pasa por A.
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1) Seleccionar los puntos A, B. s
m) [F4Bisector perp. Dibujar la recta mediatriz r del segmento AB .

B 3.84

n) [F3) Punto. Dibujar el punto E sobre la circunferencia tangente a los arcos (donde se espera que se encuentre) .
o) [F3) Punto. Dibujar el punto F sobre la mediatriz (centro de la circunferencia tangente a los arcos).
p) [F3) Circulo. Dibujar el circulo de centro F que pasa por E.

) Seleccionar la recta r y la circunferencia de centro F
) Interseccion. Determinar la interseccion H de larectar y la circunferencia de centro F
s) (F3) Segmento linea. Dibujar el segmento CH .

v) Seleccionar el segmento CH L
w) (mRg). Calcular la medida del segmento CH =b..
V') Seleccionar el segmento AC. -
w') [(Rg). Calcular la medida del segmento AC = c.
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=]

=]

x) Calcular gz 162

B ([Cine)legdMorn] [(dic)Rea B ([CireDegfoml (dZc)Real
3.1+1.92 3.1+1.92
1.614583333 1.614583333
(1+45)+2

1.618033989

PMATVCT, PMAT/VCT

Nota: Después de cada paso con [F2) Deselec. Todo, para deseleccionar todo.

FX-CG20 Manager

Herramienta de apoyo para el profesor

Software emulador, con la misma funcionalidad y caracteristicas que la calculadora fisica. Proporciona
un firme apoyo al profesor para la docencia en el aula y la preparacion de materiales educativos:

» Emulador de la calculadora en PC. Puede ser utilizado como herramienta
de presentacion en claseconectandolo con un proyector y/o una PDL

» Captura de iméagenes para crear documentos.

» Funcion Key log: permite registrar la secuencia de teclas utilizadas
y reproducir las mismas.
- En clase, los estudiantes podran seguir facilmente los procedimientos
de la operacion.
- Mediante la reproduccion, el profesor podra crear video tutoriales

« Posibilita almacenar cada tarea realizada en un archivo independiente
para su posterior uso.

Puedes descargar una version de prueba (90 dias)
desde edu.casio.com
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Incendio en la empresa
CAMPOFRIO

Lluis Bonet
IES Mare Nostrum (Alicante)

Hacer posible que el alumnado descubra contextos que den sentido a los contenidos y que
enriquezcan las matematicas que estan aprendiendo, no resulta en ocasiones una tarea sencilla.
Todos nos encontramos en el aula con alguna alumna, como en mi caso, Aitana e Irene, que plantean
preguntas del tipo ¢Esto se utiliza para algo?, ¢y todo esto para qué me va a servir?

que da respuesta a las preguntas de nuestro alumnado y donde el uso de la calculadora se hace

lincendio en la empresa CAMPOFRIO, basado en una noticia real, propone un escenario de trabajo
imprescindible para facilitar los calculos.

La actividad, galardonada con uno de los Premios Especiales en el videoMAT 2019, ha sido llevada a cabo
en el [ES Mare Nostrum de Alicante con el grupo de 22 de Bachillerato V. Ha sido todo un proceso de
trabajo en equipo de investigacion, busgueda de informacion y realizacion de los calculos, para finalmente
contrastar los resultados obtenidos con los datos reales de que disponen las administraciones publicas.

PROBLEMA

A las 6.40 de la mariana se ha originado un incendio que esta arrasando la planta de industria carnica
de Campofrio en Burgos, sin que se hayan producido heridos. Las llamas estan destrozando la totalidad
de la fabrica, ubicada en el Poligono de Villafria de la capital burgalesa y en la que trabajan un millar de
personas. El fuego, que ha obligado a evacuar a 400 vecinos por la nube de humo toxico, permanece
activo y la principal hipotesis apunta a un cortocircuito.

Los bomberos desplazados al lugar nos explican que el incendio es muy virulento debido a la presencia
de material inflamable en la planta de la industria carnica. Tras controlar las llamas y hacer una medicion
ambiental van a realizar los calculos necesarios para determinar la superficie de los terrenos que ocupa
esta empresa y evaluar los darios causados.

DY S

=

El Ejército ha aportado equipos electrogenos para que sea posible seguir trabajando durante toda la
jornada. El Plan de Emergencia Municipal se mantiene activado y se realizan mediciones ambientales
periddicas para detectar cualquier riesgo de toxicidad.

{Podéis localizar la parcela que ocupa la empresa y ayudar a los bomberos a calcular la superficie para
que puedan emitir el correspondiente informe de danos?
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SOLUCION

a) Se localiza la parcela en Google Maps y se captura la imagen con la escala correspondiente:

C=(1,98 , 7,71)
D=(2,84 , 442)
E=(44, 6)
F=(42, 432)
G=(591, 871)
H=(7,02, 5,78)

I=(7,12, 8,26)

T T T - T T T T — T T T T T T
-1 o0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

c) Se triangulariza la parcela de la que se desea conocer la superficie calculando el area de cada triangulo
tal y como se explica a continuacion.

En R® se calcula el area del triangulo de vértices A, By C con el médulo del producto vectorial de los vectores:

B

—

Area del triangulo (4BC) =1 - |AB x AC|

1
2

—_—

AC

Sea el triangulo de vertices 4 = (x1,)1), B = (x2,y2), C = (x5,y3).
Se consideran los puntos en R* como A4 = (x,9,0), B = (x5,9.,0), C = (x5,y50) y se calcula el area del triangulo:

Area del triangulo (ABC)=%- |AB x AC| =% Xo— X1 Yo=Y 8‘ =
X3 — X1 Y3 =)

=2+ 10,0, (2 = 21) - (ys = 1) = (o5 = 2¢1) - (2 — y0))| =

=2 [l — 20 - (ys = y0) = (s — &) * (o — o))l =

Jpprmm gyl || B
2 \%s =% Ys =l = [2 | 4 s 1
Xl %1 o1 _ _
*OBSERVACION: | &2 Y2 1‘: Xo— X1 Y2 = Y o‘= XeT X yeT Oy
X3 _yg 1 X3z — X1 yg—_le 3 1y3 .yl
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c) Se calcula el area de cada uno de los triangulos que cubren la superficie utilizando los determinantes
como se ha indicado anteriormente.

C=(198 ,771)
Para calcular el area del triangulo CDE — {D = (2,84 ,442), desde el menu Matriz, se define la primera
matriz y se introducen sus elementos: E=44,6)
v K] 0]
X+ m | 28 TR Definir matriz MatA Mate=
g mg it JIEIP 1:MatA 2:MatB ¢Namero de filas? [ 2% &2 __i]
g g A ER 3:MatC  4:MatD d.a e mm—
4:Matriz Seleccionar 1~4 1

Se pulsa y se escoge la tercera opcion Cale Matriz para realizar los calculos con la matriz. De esta
forma se obtiene el area del triangulo CDE:

, 198 771 1
Area del triangulo CDE =1 -12,84 442 1‘ = 32456
e 144 6 1
O (B8] X N ® (2] e (3] (E)
1:Definir matriz 0.5xDEet(MatA)
2:Editar matriz 3. 2456
3:Calc Matriz
Matriz

Procediendo de la misma manera, se calcula el area de los cuatro triangulos restantes. Se consideran en
valor absoluto los resultados negativos por tratarse de areas:

C=0198.77) 198 771 1
Triangulo CEG =y E =44 ,6) — Area del triangulo CEG =% 144 6 1 ‘ =4,57015
G=(591.871) 591 871 1
D=(284,442) 284 442 1
Triangulo DEF — { E= (44 ,6) — Area del triangulo DEF =% 144 6 1 ‘ = 11524
F=42.432) 4e 432l
E=(44,6) , 44 6 1
Triangulo EGH — 1 G= (591, 871) — Area del triangulo EGH =% 11591 871 1‘ =37162
H=1(702,578) 702 578 1
G=(591,871) 591 871 1
Triangulo GHI — y H = (702, 578) — Area del triangulo GHI :% -| 702 578 l‘ =1,5229
I=(712,826) 712826 1
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Finalmente se suman los cinco resultados para obtener el area total que hay que multiplicar por la
razon al cuadrado. En este ejemplo de solucion se ha utilizado una escala 1: 100 m, por lo que hay que
multiplicar la suma total por 10%:

3. 2456+4, 57015+1.
1524+3. 7162+1. 522

14. 20725

Area total = (3,2456 + 4,57015 + 1,1524 + 37162 + 1,5229) - 10" = 142 072,5 m?

Desde la web del Catastro www.sedecatastro.gob.es se pueden contrastar los resultados de la superficie
calculada. También se puede utilizar la aplicacion SIGPAC del Ministerio de Agricultura http://sigpac.mapa.es/
para acceder a datos de superficies de terrenos agricolas.

En los datos oficiales de la parcela estudiada que aparecen en el Catastro con Referencia 7194004
VM4879S 00**** , los terrenos de Campofrio ocupan una superficie de 142090,62 m2.

Canal YouTube INTEGRANT MATEMATIQUES

VER VIDEO

https://youtu.be/4_mxEOUQT1Y
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Geometria en el espacio
Jordi Baldrich Alvarez

Profesor y ex coordinador para Espana en la Division Educativa
de Calculadoras CASIO durante 23 anos.

Uno de los temas del bachillerato en el que los alumnos suelen presentar mas dificultades es la
geometria en el espacio. El hecho de no poder visualizar las rectas, planos... descritos en los problemas,
hace que no lleguen a comprender bien lo que estan haciendo. La calculadora grafica fx-CG50 gracias al
menu Grafico 3D nos permite ver estos elementos, ayudando al estudiante a entender el desarrollo del
problema pudiendo ademas comprobar sus resultados.

A continuacion se plantea un ejercicio tipico de este tema resuelto con la calculadora gréafica.

PROBLEMA

= 2% = 1
Dados la recta 7: {y oy

0
-0 Yyelplanom: x -2y + z + 1= 0. Hallar la ecuacion de una recta s
contenida en el plano 7t que pase por el punto P(-1,2,4) y sea perpendicular a 7.

SOLUCION

Entramos en el menu Grdfico 3D.

MENY PR

BN N

Tl Progtess l-:r..x

(2] H m
(2 gt PSS By

La recta 7 es la interseccion de dos planos que podemos dibujar, pulsamos TYPE ([F3)) y escogemos la opcion
Plano pulsando [Exg.

eleccionar plant
Recta

Escribimos los coeficientes de la ecuacion general del plano y pulsamos (g, nos desplazamos al numero 2.y
procedemos de la misma forma descrita anteriormente para introducir el sequndo.

|l
d

-1 -

ico &
lIPlanc

1 o ¥
+ -t'i*_-l. =0

al+b¥+eZ+dal

-2

Pulsamos DRAW ([Fg)) y moviéndonos con el cursor, podemos ver mejor que los planos se intersecan
efectivamente en la recta 7:




ACTIVIDADES GRAFICAS

Para obtener la recta 7 en forma paramétrica, pulsamos G-Solve (] (F5)) v INTSECT ((F2)):

x=-1+2¢
Obteniendo, r y =2t
2=t

Como la recta s buscada esta contenida en el plano y es perpendicular a 7, para calcular ¥, hacemos el
producto vectorial 7i, X ¥,. Pulsamos [EN) (1] para acceder al menu Ejec-Mat y hacer el producto vectorial de
los vectores.
[N WE

W 2R (=8

forems  (oashn Frogsm  fessss 8

Pulsamos 0Ty, MAT/ VCT ((F2)) y nos desplazamos por el menu pulsando hasta encontrar CrossP( ((F3)):

Pulsamos [EXT) dos veces hasta ver en el menu la opcion MATH ((F4)). Pulsamos MATH ((F4)), MAT/VCT ((F1)),
elegimos la dimension de nuestro vector 3x1 ([F5)) , introducimos los datos y pulsamos [Exg.

CrossP||-2].|2
1 1

x=-1-4u
Ty = 7l X U, = (-4,1,6) y la recta buscada es s: y=2+pu
z=4+06u

En el menu Gréfico 3D, podemos ver la posicion relativa de la recta s con el plano vy la recta 7,
comprobando que cumple las condiciones del gjercicio.

$y rse cruzany son perpendiculares



