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Resolucion de problemas

ACTIVIDADES PROPUESTAS

LFASES EN LA RESOLUCION DE UN PROBLEMA

1. Inventa problemas similares a: La piscina de tu pueblo tiene forma de rectangulo. Sus lados miden 25 m de largo y
15 m de ancho. El alcalde desea rodear la piscina con una valla. El metro de valla vale 12 €. ¢Cuanto costara hacer la
valla?

Solucion : 25-15-12 = 4500€

2. El cuentakilometros del padre de Juan marca 74.791 km. Si las revisiones son cada 5.000 km, ¢cuantos kilometros le
faltan para la préxima revision? La madre de Maria observa que el cuentakilometros de su coche marca 24.312
km, écudntos kildmetros le faltan para la préxima revision?

Solucion: Al padre de Juan le faltan 75 000 — 74 791 = 209 km y a la madre de Maria 25 000 - 24 312 = 688 km.

3. El aula de Maria mide 8 metros de largo por 5 de ancho. Se desea poner un zdcalo que vale a 8 € el metro. A)
¢Cuantos euros costara ponerlo? B) Estima cuanto mide tu aula de largo y cuanto de ancho, y calcula cuanto cos-
taria poner ese mismo zdcalo.

Solucion: A) (8 +5 + 8 + 5) x 8 = 208 €. B) Solucion abierta.

; ESTRATEGIAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

4. Situ paga semanal es de diez euros, y ahorras toda la paga de un mes ¢Podrias comprarte un ordenador portatil
(que estimas que vale unos 900 euros)? ¢Y con todas las pagas de un afio?

Solucion: Suponemos que un mes tiene 4 semanas, luego en un mes ahorras 40 €. No tienes para el ordenador.
Suponemos que un afio tiene 52 semanas, entonces si ahorras todas tus pagas tendrds 520 €. Tampoco tienes
para un ordenador.

5. Piensa en una piscina a la que hayas ido alguna vez. Estima los litros de agua que puede contener.

Solucion abierta:

6. Informan que a una manifestacion han ido 500.000 personas, ¢como crees que las han contado?

Solucion: Una forma de estimarlo es contar cudntas personas hay en un metro cuadrado y estimar los metros
cuadrados que ocupa la manifestacion.

7. Sitoda la poblaciéon mundial se diera la mano, ¢qué longitud se formaria? (Estima que la poblaciéon mundial, en
este momento, es mayor que siete mil millones de personas)

Solucion: Puedes estimar que una persona tuviera una longitud de un metro. Si hay siete mil millones de personas, la
longitud seria de 7 000 000 000 m, igual a 7 000 000 km, siete millones de kilémetros.
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Resolucion de problemas

8. ¢Cuantas lentejas hay en un paquete de un kilo?

Solucion abierta: Puedes pesar una cantidad pequeiia de lentejas y contarlas. Y entonces calcular las que caben en un kilo.
9. Aprende a hacer magia. Piensa un niimero. Sumale 10. Dobla el resultado. Réstale 6. Calcula la mitad. Quita el nime-
ro del principio. {Tu resultado es 7! ¢Cémo lo he adivinado?

Solucién: ((x +10)2-6)/2-x=x+10-3-x=7.

10. ¢En cuantos ceros acaba el producto de los mil primeros nimeros enteros?

Solucion: Para obtener un 0 debemos multiplicar 2 por 5. Hay mds doses que cincos asi que es suficiente contar el
nimero de cincos que aparecen en ese producto. Miiltiplos de 5: 200; Multiplos de 25: 40; Multiplos de 125: 8;
Multiplos de 625: 1; Total: 249

11. Cuadrado Magico

Con los numeros del 20 al 28 completa en tu cuaderno el cuadrado magico de forma que obtengas la misma sumaen
todas direcciones, en horizontal, en vertical, e incluso en las dos diagonales.

Solucion: Observa que la suma de los 9 nimeros es 216, para que la suma de tres sea igual en todas direcciones su valor
debe ser 72 y el 24 debe estar en el centro. Puedes obtener mds soluciones utilizando simetrias.

27 | 22 | 23
20 | 24 | 28
25|26 | 21
21| 28| 23
26 | 24| 22
25|20 | 27
27 | 20 | 25
22 | 24 | 26
23 | 28 | 21

12. "El depdsito": De un depdsito lleno de agua se saca la tercera parte del contenido, y atin quedan 1 200 litros de
agua
¢Qué capacidad tiene el deposito? Si dibujas el depdsito, enseguida sabras la solucion.

Solucion: A partir del dibujo es evidente que la capacidad del depésito es 1 800 litros. 1200 ros

13. Se calcula que Teano, la mujer de Pitagoras nacié hacia el afio 519 antes de Cristo,
écuantos afios han pasado desde su nacimiento?
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Resolucion de problemas

Solucion: 2535 afios

14. Una persona tiene que cruzar un rio en una barca con un lobo, una cabra y un repollo, en la que sélo puede ir ella y una
de las tres cosas, teniendo en cuenta que si no estd delante el lobo se come a la cabra y la cabra se come el repollo.
¢Coémo consigue transportarlos al otro lado del rio?

Solucion: Primero coge la cabra, la deja en la otra orilla y vuelve, después cruza con el lobo y a la vuelta coge de nuevo ala
cabra; a continuacion, traslada el repollo y por ultimo vuelve a llevar a la cabra.

15. Con cuatro cuatros se puede conseguir 2: 4:4+4:4=1+1=2
Consigue utilizando cuatro cuatros 1, 3, 4, 7.
Solucion: 1=(4-4):(4-43);
3=4-(4:4%
4=4-(4-4)%
7=4+4-(4:4)

16. Cada entrada costaba 4 €y yo le entregué 10 €. No me pregunto nada, me dio dos entradas y me devolvio 2 €.
¢Como pudo saber el taquillero que yo queria dos entradas de cine?

Solucion: Porque le entregué los 10 euros en dos billetes de 5 euros.

17. Dos personas se encuentran en el desierto donde se han perdido desde hace dias. Para mejor sobrevivir, deciden com-
partir sus panes, uno tiene tres y el otro cinco. En ese momento aparece una tercera persona que no tiene comida.
Comparten asi sus ocho panes entre los tres. Finalmente les rescatan y, en agradecimiento, cuando llegan a la
ciudad, la tercera persona les invita a su casa y les recompensa dando tres monedas al primero y cinco monedas al se-
gundo. Su hija que ha presenciado la escena le indica al padre que el reparto no es justo. ¢Por qué? ¢Como se deben
repartir las 8 monedas?

Solucion: Cada persona comio 8/3 del total, es decir 2 panes mds 2/3 de pan; como la primera persona sdlo tenia 3
panes le cedié 1/3 de pan y la seqgunda 7/3, es decir, 2 panes mds 1/3 de pan. Un reparto equitativo de las 8
monedas seria 1 moneda para la primera y 7 monedas para la segunda.

18. Busca un numero que sumado con su siguiente dé como resultado 11.
Solucion: x + (x +1) = 11; x =5

3. EMOCIONES Y RESOLUCION DE PROBLEMAS
19. Sin levantar el lapiz une con 4 trazos rectos estos nueve puntos.

(0] (o} (0]
(o) (o} (0]
(o) (o} (0]
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Resolucion de problemas

Dibuja en tu cuaderno nueve puntos como los de la figura y intenta unirlos, con 4 trazos sin levantar el lapiz.
Solucion:

Para unirlos sin levantar el lapiz hay que comenzar por uno de los dos vértices
en los que concurren un niumero impar de segmentos.

El bloqueo en este problema es que no se contempla la posibilidad de salir del
espacio marcado por los puntos.

20. Con 3 palillos, todos iguales, puedes construir un tridngulo equilatero. Con 5 palillos puedes construir 2
triangulos equilateros, ¢como podemos construir cuatro triangulos equilateros iguales con seis palillos con la condi-
cion de que el lado de cada triangulo sea la longitud del palillo?

Solucion: Si no te ha salido es porque con el enunciado te hemos hecho creer que no debias salir del plano. Un tetraedro

tiene 6 aristas iguales y 4 caras. El bloqueo en este problema es que no se contempla la posibilidad de pasar al
espacio.

4. JUEGOS Y PROBLEMAS

21. Prepara unas cuantas monedas de un céntimo en la mano (o bolitas de papel, o fichas...). Pon la misma cantidad en ca-
da mano, no menos de 10. Pasa 6 monedas de la mano derecha a la izquierda. Elimina de la mano izquierda tantas mo-
nedas como te queden en la derecha. ¢{Qué observas? Yo soy mago y puedo adivinar cuantas monedas te quedan en la
mano izquierda! ¢Son 12? ¢Como funciona el truco? Prueba a pasar 4 o 5 objetos en lugar de 6, ¢{cdmo funciona
ahora?

Solucion: Sea n el nimero de monedas que tenemos en cada mano. Al pasar 6 monedas de la derecha a la izquierda en la
derecha tenemos n - 6 y en la izquierda n + 6. Al eliminar de la mano izquierda las monedas de la derecha
obtenemos:
n+6-(n-6)=12. Por lo tanto, si pasamos 4 objetos obtenemos 8 y si pasamos 5 obtenemos 10.

22. Otro juego: Es un juego de calculadora y puede ser un juego cooperativo; un juego en el que se ponen en comun
las diferentes estrategias y se discute sobre el mejor procedimiento, el mas sencillo o el mas original. Consta de cuatro
fichas como las de la figura, donde se indican las teclas que esta permitido pulsar, y el resultado, en rojo, al que hay

que llegar.
3 6 5 7 10 7 2 7
+ - x |/ + - + -
/I = + = X = X =
33 147 123 95

» Eljuego consiste, en primer lugar, en obtener el resultado en la calculadora.
> Debes anotar todos los métodos encontrados. Piensa y anota en tu cuaderno cual es el procedimiento que
te ha resultado mas eficaz.
> Escribe, utilizando paréntesis, las expresiones que ha utilizado la calculadora.
> Modifica el juego confeccionando nuevas fichas, modificando éstas con otras teclas y con otros resultados.
Solucion: Simplemente juega usando la calculadora.
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Resolucion de problemas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. “El hotel de los lios”: Un hotel tiene infinitas puertas todas cerradas, un cliente gracioso se levanta por la noche y las
abre todas. Un segundo cliente cierra las pares. Un tercer cliente modifica las que son mltiplo de tres, si esta abierta
la cierra y si estd cerrada la abre. El cuarto lo mismo de cuatro en cuatro y asi sucesivamente. ¢Como estan las
puertas por la mafiana?

Ayuda y solucion: Ve anotando las puertas que se van quedando abiertas hasta comprobar que son: 1, 4, 9, 16... ¢Cémo son
esos numeros? ¢Cudntos divisores tienen? Son cuadrados perfectos que sélo tienen un nimero impar de
divisores.

2. Elradio de la Tierra es de 6.240 km aproximadamente. Rodeamos la tierra con un cable. ¢ Cuanto deberiamos aumentar
la longitud del cable para que se separase por el ecuador una distancia de dos metros? ¢{Menos de 15 m? ¢{Mas de
15 m y menos de 15 km? ¢Mas de 15 km?

Solucion: 2 - w - 2 =~ 12 m, menos de 15 metros.

3. Lainvitacion: Juan invita a Marta y a Elena a merendar. Prepara una limonada y se dispone a servirla. Marta la quiere
con poco limén y Elena con mucho. Juan ha puesto el zumo de limdn y el agua en jarras iguales y con la misma canti-
dad. Para complacer a sus invitadas toma un vaso de la jarra con limon y lo echa en la del agua, y a continuacion toma
un vaso del mismo tamaiio de la mezcla y lo echa en la del limén. ¢Habra mas limon en la jarra del agua o agua en la
jarra del limén?

Ayuda: Para empezar, hazlo mds fdcil. Piensa en dos bolsas iguales una con bolas negras y la otra con bolas rojas.
Solucion: Hay igual cantidad de limén en la jarra de agua, que agua en la jarra de limén.

4. "Los cachorros": Un muchacho tiene un cesto de cachorros y le regala a una amiga la mitad mas medio cachorro, de lo
que le queda le da a un amigo la mitad mas medio, a su prima la mitad de lo que le queda mas medio, y a su primo la

mitad de lo que le queda mas medio y le queda un cachorro. ¢ Cuantos cachorros tenia el cesto?
Ayuda: Haz un esquema.

Solucion: Se trata de comenzar por el final. Partiendo del resultado final 1 cachorro, sumdndole un medio y
multiplicdndolo por dos, se obtiene de forma recursiva 3, 7, 15 y 31 que es el nimero de cachorros que
quedaba después de cada regalo.

El cesto tenia 31 cachorros, a la amiga le regala 16, al amigo 8, a su prima 4, a su primo 2 y le queda 1.

5. Queremos poner un burlete alrededor del borde de tu mesa de trabajo. El metro de burlete vale a un euro. Es-

tima las dimensiones de tu mesa. ¢ Cuanto costaria ponerlo?
Solucion abierta:

6. Un amigo dice a otro:
—  El producto de las edades de mis tres hijas es 36, y la suma es el nimero de la casa en la que vives.

¢éAdivina qué edades tienen?
— No, me falta un dato.
— Tienes toda la razén, la mayor toca el piano.
¢Qué edad tienen las hijas?

22 ESO. Capitulo 1: Resolucién de problemas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Resolucion de problemas

Solucion: Se trata de buscar las diferentes ternas de divisores de 36 cuyo producto es 36. La suma de los nimeros de cada

una de estas ternas es diferente excepto dos de ellas que suman lo mismo: 1 +6+6=13y2+2+9=13.Enla
primera no existe una mayor, luego la solucion es 2, 2, 9.

7. Enunatrama de cuatro por cuatro, ¢cual es el mayor niimero de lados que puede tener un poligono con vértices en

puntos de la trama? Generaliza a otras tramas.

Solucion: Para empezar, hazlo mds fdcil. Empieza con una trama de dos por dos, luego de 3 x 3... Experimenta. Juega con el
problema.

8. Disefia figuras de cartulina que mediante un solo corte podamos dividir en cuatro trozos iguales.

Solucion abierta: Hay infinitos disefios. Por ejemplo,

9. Como repartir equitativamente 8 litros entre dos utilizando tGinicamente tres jarras de 8, 5 y 3 litros.

Solucion:
Partimos de que los 8 litros estdn en la jarra de 8.

191201324259 62 72| 821 9
8 litros 8|5|5|12 121|717 1|4 |4
5 litros 00|33 |5|01|1|1 |4
3 litros 0|/3|0|3|1|1|0/|3]|0

10. Estima cuanto mide tu habitacion de largo, de alto y de ancho. Si quieres pintarla y el bote de pintura cuesta 5,2 €, y

dice en las instrucciones que puedes pintar con él, 10 m2, ¢écudnto costara pintarla?
Solucion abierta:

11. Monedas Ordenadas

Mueve sélo tres monedas para conseguir que el tridangulo quede de esta forma:
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Resolucion de problemas

Solucion: 12) 29)

12. Ala base de Pluto llegan embarques de 6 latas de 100 bolas de un gramo. Un dia llega el mensaje "Urgente. Una lata
se ha llenado con bolas defectuosas, cada una con un exceso de peso de un miligramo. Identifiquenla" ¢Cémo hacerlo
con una sola pesada? Un mes mas tarde llega otro mensaje: "Alguna de las seis latas, quizds todas ellas, pueden estar
llenas con bolas defectuosa, con un sobrepeso de un miligramo. Identifiquen y destruyan todas las bolas defectuosas"
¢Puedes hacerlo con una sola pesada?

Solucion: Se trata de numerar las 6 latas y realizar una pesada con 1 bola de la primera lata, 2 bolas de la segunda, 3 de
la tercera, 4 de la cuarta, 5 de la quinta y 6 de la sexta. La pesada sera de 21 gramos y un nimero de
miligramos que indica la lata incorrecta.

En el caso en el que no se sabe el nimero de latas defectuosas se coge de cada una de las latas un nimero de bolas
diferente de modo que las sumas parciales no coincidan, por ejemplo, distintas potencias de dos: 1, 2,4, 8, 16 y
32 el peso total serd de 63 gramos y x miligramos. Expresando x en base 2 obtenemos el nimero de latas
defectuosas.

13. Una estudiante tiene el insdlito nombre palindromico de Inés Lal Seni. Su novio, estudiante de matematicas, aburrido
una maiiana por una leccion un poco rollo, se entretiene intentando componer un criptograma numeérico. Escribe el
nombre en forma de suma:

INES

+ AL
SENI

¢Sera posible reemplazar cada letra por uno de los diez digitos y obtener una suma correcta? El joven descubre
con sorpresa que si, pero la solucidn no es tnica. (Ninguno de los dos nimeros de cuatro cifras empieza por cero).

Solucion: Hay varias soluciones posibles. Dos de ellas son:

1542 1652
+ 909 + 909
2451 2561

14. La piscina del polideportivo municipal se ha tenido que vaciar por un problema de contaminacion. Este proceso
se ha realizado en tres fases para poder utilizar el agua en la limpieza de las instalaciones, primero se ha sacado la ter-

cera parte, después la mitad del resto y atin quedan 150 litros de agua. ¢ Qué capacidad tiene la piscina?
Solucion: A partir del dibujo es evidente que 450 litros.

150 litros
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NUmeros

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Escribe mediante potencias de 10 los siguientes nimeros:

a) 8.216

8.216=8-103+2-102+1-10 + 6
b) 591.274

591.274=5-10°4+9-10%+1-103+2-10%2 +7- 10! + 4
c) 918.273

918.273=9-10°+1-10*+8-103+2-10%2+7-10! +3
d) 90.003.040.506

90.003.040.506 =9-1010+3.105+4-10°+5-102 + 6

2. éQué lugar ocupa la cifra 7 en los siguientes numeros? ¢En cudl de los nimeros tiene mayor valor?
¢Y menor?

a) 708.544
El nUmero 7 ocupa el lugar de las centenas de millar.

b) 67.339.001
El nUmero 7 ocupa el lugar de las unidades de millén.

c) 5.092.175
El nimero 7 ocupa el lugar de las decenas.

d) 9.847
El nimero 7 ocupa el lugar de las unidades.
Para contestar a la pregunta, en cudl de los nimeros tiene mayor valor, debemos tener en cuenta la
posicidn que ocupa. Tendrd un mayor valor cuanto mas a la izquierda este colocado dentro de nuestro
numero. Por tanto, tiene mayor valor en el apartado b), al encontrarse en la posicién de las unidades de
millon.
Por ultimo, tendra menor valor cuanto mas a la derecha esté colocado dentro del nimero. En este caso
serd en el apartado d) al encontrarse en las unidades.

3. Razona por qué en el numero natural con 77 777 con cifras repetidas, éstas no tienen el mismo
valor.

Aunque sea la misma cifra, cada una ocupa un lugar y por tanto tendrd valores diferentes.

4. Escribe mediante potencias de 10 los siguientes niimeros romanos en nuestra numeracion:

a)MDCV=1.660=1-103+6-102+6-101 +0

b) MMMCCXXXII1 =3.234=3-103 +2-102 +3-101 +4
c) MMCDXXVI=2.426=2-103 +4-102+2-101 +6

d) MMCCCXLINI=2.343=2-103 +3-102+4-101 +3

5. Escribe los numeros del 1 al 10 en el sistema binario.
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NUmeros

Decimal Binario
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010

OO |INOD LN WIN|[F-

[EEN
o

6. Llamamos C, al nimero cuadrado y T,, al nimero triangular que ocupan el lugar n. Ya sabes que

C,, esigual a n?: C, = n2. Comprueba que T, = "("2+1) es una expresion para los nliimeros
triangulares.
_ nn+1) | _10(10+1) | _10(11) _
Th=—%5—1: Tio=—%—5 Tio= — Ti0= 55

7. Observa los niimeros cuadrados perfectos. Mira en la figura y comprueba que puedes formarlos
como suma de dos nimeros triangulares: 4 =3 + 1, 9 = 6 + 3... Exprésalo de forma general.

CTI:TTI + Tn—l

8. Escribe tres nimeros triangulares, tres cuadrados y tres pentagonales mas de los ya indicados.

Triangulares

15 -->
e o ®
6 -- 10 --
g o o > o @ o o
® o o ® @ o
® o o0 o

Cuadrados
L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L ]
[ ] ] L] L) L) ) L ]
L ] L ] [ ] [ ] L] L] o L] [ ] [ ] [ ] L] [ ] [ ]
(] (] L] L) L) ) )
™ ™ ™ ™ @ @ L] L] a L] e L] L] L
(o] (] ] ® ) ) -]
-] L ] L] L ] L] L ] L ] L ]
L] L] [ ] [ ] [ ] L]
(-] (-] o @ o ® o]
L ] [ ] [ ] [ ] L] [ ] (-] L ]
L] L] L] L] L L]
A . . . . b L (-] [ ] [ ] [ ] a a (] L]
° ° ° ° ° ° e e e o o o o e o ®© ®© © e o o
d . b » . * @ @ 5] @ @ L) o L ] [ ] L] (] L] [ ] e L]
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Pentagonal

..................

9. Dibuja tres nimeros hexagonales.

10. Escribe el nimero que mejor representa la situacion que se plantea:

a) Un submarino navega a 345 m de profundidad: -345m.
b) Hoy el termémetro marcaba 15°C: +15°C
c) El coche estaba en el sétano 5: -5
d) Arquimedes murié en el afio 212 antes de Cristo: -212

11. Expresa estos enunciados con un nimero positivo, negativo o cero:

a) Me he quedado sin dinero: 0
b) Miguel nacié en el afio dos mil: + 2000
c) El garaje esta en el tercer sé6tano: -3

12. Indica el significado de los nimeros —4, 0 y +7 en cada una de las situaciones siguientes:
a) En un garaje: (-4) Estoy en el cuarto sétano. (0) Estoy en la planta baja. (7) Estoy en la planta 7.
b) En una temperatura: (-4) Estamos a 4 grados bajo cero. (0) Estamos a 0 grados. (7) Estamos a 7
grados.
c) En una cuenta: (-4) Debo 4 euros, estoy en niumeros rojos. (0) No tengo dinero. (7) Tengo 7€.

13. Calcula el valor absoluto de los siguientes numeros:

a) |+43]| =43
b) |-7.2] =7,2
cJl0]=0

d) |-81.7| =81,7

14. Senala diferentes acciones que obliguen a repartir, o subdividir, cierto objeto, ente o actividad.

Si compramos un décimo de loteria entre varios amigos y nos toca, tenemos que repartir el premio
entre todos.

Tenemos una tarta y somos seis personas.
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Jugar al tenis 6 personas.

15. Encuentra situaciones de la vida cotidiana en las que aparezcan fracciones.
Compras medio kilo de plétanos:% kg.

Me como tres porciones de pizza de 8 %

16. Reduce las siguientes fracciones a su expresion irreducible:
Para halla la expresion irreducible, dividimos numerados y denominador por el mismo numero.

)24 _ 243 _ 8 _82 _ 4
18 18:3 6 6:2 3
py2L = 2L:7 _ 3

49 49:7 7

c) % = 1. No se puede reducir mas.

17. Determina si las siguientes parejas de fracciones son o no equivalentes:

Para ver si son equivalentes las multiplicaremos en cruz y nos tendrd que dar el mismo resultado.
a) % y % ;0 4¢6=8¢3; 24 = 24.Son equivalentes
b) 1—31 y %; 3¢9=1133; 27 # 363. No son equivalentes
c)% y ig—g; 5¢168=8+¢105; 840 = 840. Son equivalentes

18. Obtén tres fracciones equivalentes a cada una de las que figuran a continuacion:

Para obtener fracciones equivalentes a la dada, tendremos que multiplicar numerador y denominador
de la fraccién dada por el mismo ndmero.

Ale2) =2; =25 (49=2
0362 =18 3 =2 (49 =322

19. Decide si las siguientes parejas de fracciones son o no equivalentes:
a)% y %; 4¢15=5¢12; 60 = 60.Son equivalentes.
b)% \Y %; 2¢15=3¢10; 30 = 30. Son equivalentes.

20. Obtén tres fracciones equivalentes a cada una de las que figuran a continuacidn:

a)—51(.2) =%; (+ 3) =%; (s 4) =£_g

b)_94(02) = %; («3) = %; (¢ 4) = %
c)—73(o2) = I—g; («3) = —_?'. (e 4) = _2_12
d) 22 = 4 (D= (=

21. Busca otras situaciones de la vida real donde aparezcan nimeros decimales.
300 gramos de patatas cuestan 0,75€.
Yo mido 1,75cm.
El coche ha hecho un consumo de 5,51/1000m.
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22. Convierte en expresion decimal las fracciones siguientes:
Para convertir una fraccion en un numero decimal, dividiremos el numerador entre el
denominador.

a) 27 =485
b) 323 = 86,25

23. Transforma las siguientes fracciones en expresion decimal:
a)1=0,33333...
b) 4 =0,77777....
c) 2 =0,8333333....
d) 15 = 0,363636.....
e) 23=2,0833333.....

24. Aproxima por truncamiento los siguientes niimeros decimales de forma que aparezca un desarro-
llo decimal hasta las milésimas:
Para aproximar por truncamiento solo se eliminardn los decimales a partir de lo pedido, en este caso,
hasta la milésima.

a) 11.1234 =11,123

b) 6. 6 = 6,666

¢) 9.3 50 =9,350
d)8.71=8,717
e) 8.3348 = 8,334
f) 2.6408 = 2,640

25. Aproxima por redondeo hasta la milésima los siguientes nimeros decimales:
Para aproximar por redondeo, miraremos el niumero siguiente al pedido, si es menor de 5, el niUmero se
qguedaraigual y si es 5 o mayor de 5, le sumaremos una unidad.

a) 11.1234 = El siguiente a la milésima es el 4. Al ser menor de 5, lo dejamos igual = 11,123

b) 6. 6 = El siguiente a la milésima es el 6. Al ser mayor de 5, le sumamos una unidad = 6,667.
¢)9.350=9,351
d)8.71=8,717
e) 8.3348 = 8,335
f) 2.6408 = 2,461
g) 3.9996 = 4,000
26. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes nimeros:
-8,5,1,-5,8,-3,-7y0.

27. Situa en la siguiente recta los nimeros: 8.43, 8.48, 8.51y 8.38

8,38 84 8,43 8,48 85851
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— - ——

28. Representa en una recta numérica en tu cuaderno los siguientes nimeros y ordénalos de menor
amayor:-8,5,1,-5,8,-3,-7y0.

-8<-7<-5<-3<0<1<5«<8

29. Completa en tu cuaderno con el signo < (menor) o > (mayor) segun corresponda:

a) =13.6 > —67.1. Al ser negativos serd mayor el nimero mds pequefio ya que estard mas cerca
del 0.

b) —80.2 < +94.5. Positivo y negativo siempre mas grande el positivo.

c) +37 < +48

d) +52 > -64

e) —21 < |-25]. El valor absoluto de |-25] es igual a 25 por tanto es mayor que -21.

30. Ordena de menor a mayor
a) +5.1,-4.9,-1.5, +18.2, 5.17
-49<-1,5<5,1<5,17<18,2
b) +6.9,-7.2,-8.5,-5.9, -7.21
-8,5<-7,2<-7,21<-5,9<6,9

31. Sefiala qué numero es el mayor para cada una de las siguientes parejas:
a) -0.872 y -0.8721.-0,872 =-0,8720, por lo tanto, el mayor es -0,872
b) 3.58y |-3.57|. |-3.57| = 3,57, por lo tanto, el mayor es 3,58.
c) 7.0001 y 7.00001. El mayor es 7,0001
d) —4.78 y —8.92. El mayor es -4,78.

32. Escribe dos nimeros decimales que sean, simultaneamente, mayores que 6.147 y menores que
6.2.
6,148 y 6,15.

33. Representa en la recta numérica las fracciones:

1 0
5 H-H HH

[ET
[
ha

§
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34. Pasa a forma mixta y representa las fracciones:

23 _ . -23 _ _ . 180 _ . -26 _ _
23_ 2,875, =23= _24875; 180_34; =26 _ 43333
-4,333 -2,875 0 2875 3E

35. Halla las fracciones que se corresponden con los puntos A, B, C, D y E, expresando en forma mixta
y como fracciéon impropia las representadas por los puntos A, By E.

A B c D E
—+t ettt 4+ttt
3 -2 -1 0 1 2 3
=2 __

A= 96 =-0,222

B= ?3 =-0,75

C= ZT = -0,75

D=£=04

E=2=0,4285

36. Halla el resultado de las siguientes sumas:
a) (+12.8) + (+57) + (-4,6)
(+12,8) + (+57) = (+69,8)
(+69,8) + (—4,6) = 65,2

b) (-83,2) - (-24,1) + (-10,5)
(—83,2) —(-24,1) =- 83,2 +24,1 = (-59,1)
(-59,1)+ (-10.5) = (-69,6)

c) (-35) + (-48) + (+92)
(—35) + (-48) = (-83)
(-83) + (+92) =+9

37. Efectua estas operaciones
a) (+3.8) + (+4.2) — (-52)
(+3.8) + (+4.2) = (+8,0)
(+8,0) - (-52) = (+8) + (+52) = (+60)

b) (-614) + (-77) + (-811)

(-614) + (=77) = (-691)

(-691) + (-811) = (-1502)

c) (-97) - (-12) + (+26)

(-97) - (-12) = (-97) + (+12) = (-85)
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(-85) + (+26) = (-59)

d) (-45) + (+52)
(—45) + (+52) = (+7)

38. Un autobus comienza el viaje con 30 pasajeros. En la primera parada se bajan 16 y se suben 21. En
la segunda se bajan 17 y se suben 24, y en la tercera se bajan 9. {Cuantos pasajeros hay en el auto-
bus?

Comienza con 30 PASAJEROS (+30)

Se bajan 16 (-16)

Se suben 21 (+21)

Se bajan 17 (-17)

Se suben 24 (+24)

Se bajan 9 (-9)

Tendriamos: (+30) + (-16) + (+21) + (-17) + (+24) + (-9)
(+30) + (-16) = (+14)

(+14) + (+21) = (+35)

(+35) + (-17) = (+18)

(+18) + (+24) = (+42)

(+42) + (-9) = (+33)

Al final habra un total de 33 pasajeros en el autobus.

39. Un avidn vuela a 3 672 m y un submarino esta sumergido a 213 m, ¢qué distancia en metros les
separa?

Restaremos las dos distancias y tendremos la distancia que los separa:

(+3.672) - (-213) = (+3.672) + (+213) =(+3.885)

40. Arquimedes nacio en el aifo 287 a. C. y murio el aiio 212 a. C. {Cuantos aios tenia?

Restaremos las dos fechas y sabremos la edad:
287 - 212 =75 aios.

41. Expresa al nimero 100 de cuatro formas distintas como suma y resta de 3 niumeros enteros.
1.50+25+25=100
2.150-25-25=100
3.200-75-25=100
4.25+25+50=100

42. Expresa al nimero cero como suma y resta de cuatro nimeros enteros.
(-7)+(+7)+(-3)+ (+3) =0

43. Realiza las siguientes sumas de fracciones:
1 4
a) 5 + 3
HallamoselM.CM=5-3 = 15
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15:5=3
15:3=5
3:-1 =3
5-4 = 20
1 4 3+20 23
s3T5 T
7 4
b) g+;
6 = 23 9 = 32 M.CM=32¢2=18
18:6=3; 3.7 = 21
189=2; 24 =8
7 4 21+8 29
e T8 T 1s
5 5
c) §+E
g8 = 23 2 =2 M.CM=23 = 8
88=1; 1le5 =5
82=4; 45 = 20
5 5 5+ 20 25
st2="85 %
67 13
d) 100 T 22
100 = 22%.52 24 = 23.3 ; MCM=23+52.3= 600
600:100 = 6 ; 6+67 = 402
600:24 = 25 ; 2513 = 325
67 13 402 + 325 727
100 ' 24 600 600
44, Calcula:
) i1
14 =72 ; 6=23 ; MCM=7-2-3= 42
42:14=3; 3.5 = 15
42:6=7; 77 = 49
i_Z—15_49—__34
14 6 42 2
b -5
5 =5 ;. 6= 2¢ 3 i M.CM=5¢6=230
30:6=5; 511 = 55
30:5=6; 613 =78
11 13 55 —-78 —-23
s 5 30 _ 30
9 160 ~ 240
100 = 22-52 ; 240 = 2*-5-3 ; M.CM=52-2%-3=1200
1200:100=12; 1213 = 156
1200:240 =5 ; 56-13 =65
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13 13 _ 156-65 _ 91
100 240 1200 1200
0 %3
21=7-3 ; 3 =3 ; MCM=7-3 =21
21:21=1; 1«50 = 50
21:3=7; 7-7 = 49
50 7 _50-49 _ 1
21 3 21 21

45. Realiza los siguientes productos y divisiones de niimeros enteros:

Recuerda que al multiplicar o dividir nimeros enteros, cuando tengan el mismo signo el resultado sera
siempre positivo y cuando tengan diferente signo, el resultado serd siempre negativo.

a) (+35) - (+2) = (+70)
b) (+4) - (-72) = (-288)
c) (-8) - (—45) = (+360)
d) (-5) - (+67) = (-335)
e) (+28) : (+2) = (+56)

f) (+27) : (-3) = (-9)

g) (-36) : (-2) = (+18)

h) (-54) : (+9) = (-6)

46. Calcula en tu cuaderno los siguientes productos y divisiones de niimeros enteros:

a) (+721) - (+3) = (+2163)
b) (+562) - (-3) = (-1686)
¢) (-915) - (-2) = (+1830)
d) (-6) - (+72) = (-432)

e) (+303) : (+3) = (+101)
f) (+505) : (-5) = (-101)
g) (-160) : (—4) = (+40)
h) (-704) : (+2) = (-352)

47. Efectia mentalmente y anota los resultados en tu cuaderno:

a) (+2) - (+40) = (+80)
b) (+30) - (-2) = (-60)
c) (-60) - (-3) = (+180)
d) (-50) - (+8) = (-400)
e) (+80) : (+4) = (+20)
f) (+18) : (-3) = (-6)

g) (-15) : (-5) = (+3)
h) (-70) : (+7) = (-10)

48. Calcula:

Recuerda que, para multiplicar fracciones, multiplicaremos los numeradores y después multiplicaremos

los denominadores:
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a8 .3 _ 83 _ 24
22 ° 75 T 22.75 1650
.7 - 67 _ 42

b)6 47 = T.1T = 11
L1 _ 23.1 _ 23 _
)23 « 53 = 13 =53 =1
42 .1 _ 911 _ 99
10 *° 3 103 — 3

49. Multiplica las siguientes fracciones y reduce, simplifica, el resultado:

4,6 _ 24 _ 24:24 _ 1
Ag g =7 = =

72:24 3

9 .3 _ 45 _
b) 15 3 ~ 45 T 1
gl4 . 5 _ 70 _ 70:5 _ 14

25 21 525 525:5 105
g8 .10 _ 60 _ 60:60 _ 1

15 1 180 180:60 3

50. Calcula:

a) 7,3 « 2,54 = 18,542

b) 2,89 « 7,21 = 20,83
€)3,54 5 ¢ 2+ 6,8=12517
d) 6,9 +7,5 « 6,1 =315, 67

51. Saca factor comun y calcula mentalmente:
a)756:4-756:-3=756 (4—-3) = 7561 = 756
b)350-8+350-2=350 (8+2) = 35010 = 3.500
€)927-13-927-3=927 (13-3) = 92710 = 9.270
d)700:33-700-3=700 (33—-3) = 70030 = 21.000

52. Efectia:
a)9. (4,01+3,4) = 9.7,41 = 66,69
b) 7,3« (12+4+5,14) = 7,317,14 = 125,122
c)2,9. (25,8-21,97) = 2,9.3,83 = 11,107

53. Realiza los productos indicados:

7 6 1 7 6 _ 42
a)3‘(5‘4) 3 20~ 60
b)(2.8) .1 =42 ,1_ 42
3°5 a 15 "2~ 60
7 6. 1 _ 42
93 °*5° 12 = %0

54. Efectua las siguientes operaciones:
9 3,7y = 9 435
ay + (3+8) =3 +52

38
2 =2 ; 24 = 23-3 ; M.CM=23-3
24:2=12; 129 = 108
24:24=1; 1-35 =35
9 . 35_108+35 _ 143
2 24 24 - 24
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9,5 .7 _ 37 .7 _ 254
b) G+3)*8§=% 8= U8
2 =2 ; 3 =
6:2=3; 3
6:3=2; 2
2+E=27+10=£
2 3 6 6
9.5.7  _ 9 .61 _ 549
Aye(3+g) =321 = g
3 =3 ; 8 =2
24:3=8; 8
24:8=3; 3.
E+Z:40+21:E
3 8 24 24

; M.CM=2-3
= 27

=10

;. M.CM=23
= 40

=21

55. Realiza las siguientes divisiones y comprueba con cada una de ellas la propiedad D=d-c+r

a) 8.214:26 =315,92

8.214
041
154
24
D=d-c+r
8.214 = 26¢315+24
8.214 = 8.190+24
8.214=38.214
b) 271.093 : 452
271.093
4509
4413
345

271.093 = 452599+345
271.093 = 270.748+345
271.093 = 271.093

c) 1.112.220.000 : 385
1.112.220.000
3422
3422
3420
3400
3200
1200
055
1.112.220.000 = 385+2.888.883+55
1.112.220.000 = 1.112.219.955+55
1.112.220.000 = 1.112.220.000
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d) 274 : 25
274 25
24 10
274 = 25010424
274 = 250424
274 =274

56. Realiza las siguientes operaciones:
a) +4 - (+5) - (-3)=+4- (-15) =+4 + 15 =+19
b) +6 +(-9) : (+2-5) = +6 + (-9) : (-3) = +6 +(+3) = +9
c)-3+[-4-(-26):(+2)]=-3+[-4 - (-13)] = =3 +(+9) = +6

57. Realiza las siguientes operaciones:
a)+8 +(-1) - (+6) =+8 + (-6) = +2
b)—6+(-7):(+7)=-6+(-1)=-7
c) +28 — (-36) : (-9-9) = +28 - (-36) : (-18) =+ 28 - (+2) =+28 -2 =+26
d) +11 + (+7) - (+6—-8) =+11+ (+7) - (-2) =+11 + (-14)=-3
e)-7-[+4—-(-6): (+6)]=-7-[+4 — (-1)] = =7 —(45) = —-12
f) +9+ [+5+ (-8) - (-1)] =+9 +[+5 + (+8)] = +9 + (+13) =+22
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Realiza las siguientes operaciones:
a)(34+52)-5=84 5 = 430
b) 89-2+12= 178+ 12 = 190
€)55+67-3+13=55+190+ 13 = 258
d) 280-110-2 +90=280-220+90 = 150

2. Di cuales de las siguientes operaciones tienen el mismo resultado:
a)8:(22-20)=8.2 = 16
b)8-22-20=176—-20 = 156
c)8-22-8-20=176-160 = 16
d)8-(22+20)=8.42 = 336
e)8-22+20=176+20 = 196
Tendremos el mismo resultado en el apartado ay c.

3. Realiza las operaciones del ejercicio anterior en la calculadora y comprueba la impor-
tancia de ailadir los paréntesis.
Comprobar con la calculadora.

4. Realiza las siguientes operaciones:
a) 23-6 +(35-13) :11-4-7=138 + 22:11 - 28 = 138+2-28=112
b) 48:4-8:2-(3-12):6=12 +4 — (36):6 =48 — 6 = 42
c) 357-23-7 +280:14= 357 — 161 + 20 = 216
d) 20-9-11-7+265:53=180 — 77 + 5 = 108

5. Efectua en tu cuaderno:
a)6-(8+10-1-2)=6—-(18-3)=6—-15= -9
b)7+(2-8-1)-(8-1+6)=7+(-7)—(-1) =1
c)(10-2-7)-(1-9-16)=1 — (—24) = 25
d)—-(9-6-8)-(-7-10+2)=—(—-11) — (—-15) = +11+15=26

6. Quita paréntesis y efectiia en tu cuaderno:
a)15+[2-8-(10-3)]=15+2-8—-(10-3)=15+4+2-8-10+4+3 =2
b)7-[(5-8)-(6-12)]=7—-5+8+6—-12=4
c)(5-14)-[2-(2-4-3)]=5-14-(2-24+4+3)=5-14-2+2-4-3 =

-16
d(1-11+6)-[(3-2)-(4-16)]=1—-14+6—-3—-2-4+16) =

=1-1+46-3+2+4-16=-7
e)[8-(4-16)]-[10-(5-12)]=8—-4+16—-(10—-5+12) =
=8-44+16-10+5-12=3

7. Efectiia en tu cuaderno aplicando la regla de los signos:
a) (+4)-(+8)=+32
b) (-11)-(-5)=+b55
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h)
i)
i)

(+12) -
(-11) -
(+16) :
(-12):
(+24) :
(-81):
(-63):
(-30) :

(-6)=—72
(-10)=+110
(+4)= +64
(+6)= -2
(-3) -8

(-9) -9

(+7) +9
(-10)=+3

8. Efectua las operaciones y comprueba como varia el resultado segun la posicion de los

paréntesis:

a)18-7-3=-3
b) (18-7):-3=+4+33

c) (-12)-4-(-8)=(—12) — (—32) = +20
d) [(-12)-4] - (-8)=(—16) « (—8) = +128

e) (-5) - (+7) +(-3) = (=35) + (-=3) = (-398)

f) (-5) - [(+7) + (-3)]= (=) « (+4) = (-20)

9. Representa graficamente y ordena en sentido decreciente, calcula los opuestos y los

valores absolutos de los siguientes niumeros enteros:

El orden en sentido decreciente seria:
7>2>1>0>-3>-5>-6

Los opuestos serian:

5.

5

El valor absoluto seria:

|-3] = 5
171 =7
-3 = 3
0] =0
|—-6] = 6
1] =1
12| = 2

-5,7,-3,0,-6,1,2

7

10. Antonio hace las cuentas todas las noches y en su cuaderno tiene anotado: Lunes: Pa-
pa me ha devuelto 10 euros que me debia. Martes: He vendido sellos de mi colecciéon y me
han pagado 5 euros. Miércoles: Me compro unos cromos por 3 euros. Jueves: Me he to-
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mado un helado por 1 euro. Si Antonio tenia 15 euros el lunes por la mafana, écuanto
tiene cada noche? {Ha aumentado su dinero o ha disminuido? ¢En cuanto?

Tenia 15€:

Lunes: +10€ = +25€ esa noche

Martes: +5€ = +30€ esa noche

Miércoles: -3€ = 27€ esa noche

Jueves: -1€= 26€ esa noche

15+[(+10+ (+5)+ (-3) - (-] =15+[(+15)+(-4)]=15+11 =
26.

Ha aumentado su dinero en 11€.

11. ¢De qué planta ha salido un ascensor que después de subir 7 pisos llega al piso 4?
4-7=-3 Salié del sétano 3.

12. Jaime ha comenzado un negocio, y de momento pierde 100 euros cada dia. Compa-
rando con su situacion actual, ¢cual era su situacion hace 5 dias?
Si cada dia pierde 100€, en 5 dias habrd perdido 500€, ya que:
5100 = 500

13. Pedro dispone en 2013 de una maquina para viajar en el tiempo. Decide avanzar 240
afnos, éen qué aio se encontraria? Y si retrocede 390 aios, éa qué aio viaja?

En el afio que estd (2.013) hay que sumarle los afios que avanza:

2.013+4240 = 2.254. Se encontrard en el afio 2.254.

Si retrocede 390 aios:

2.013 -390 = 1.623. Se encontrard en el afio 1.623

14. ¢{A qué edad se casé una persona que nacio en el aiio 9 antes de Cristo y se casé en el afo
19 después de Cristo?
9 +19 = 28. Se casé con 28 afios

15. ¢En qué aiio nacidé una mujer que en el ano 27 después de Cristo cumplié 33 anos?
27-33 =-6. Nacié en el afio 6 antes de Cristo.

16. ¢En qué ailo se casdé un hombre que nacié en el afno 20 antes de Cristo y se casé a los 27
anos?
27-20=7. Se caso en el afo 7 después de Cristo.

17. Hace una hora el termémetro marcaba —=5°C y ahora marca 5°C. La temperatura ¢ha aumenta-
do o ha disminuido? ¢{Cuanto ha variado?

De -5°C hasta 0°C van 5°Cy de 0°C hasta 5°C van 5°C. Por lo tanto, tenemos:

5°C +5°C=10°C.

La temperatura ha aumentado 10°C.

18. Por la mafiana un termémetro marcaba 7 grados bajo cero. La temperatura baja 12°C a lo
largo de la maiana. ¢ Qué temperatura marca al mediodia?
Por la mafana: -7°Cy baja 12°C, es decir -12°C. Por lo tanto:
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(-7) + (-12) = -19. El termOdmetro marcaba a mediodia -19°C.
19. ¢A qué planta ha llegado un ascensor de un edifico que estaba en el sétano 2 y ha subido 7 pi-
sos?
Sétano 2, sube 7 pisos. Tendriamos: (-2) + 7 = 5. Estd en la 52 planta.

20. Un juego:
a) Rellena con nimeros enteros las casillas en blanco de tal manera que la suma de todas las filas y
columnas sea siempre 3.

-6| 3 |+6
4 |+2 | -3
5 1-2 0

b) Rellena con nimeros enteros las casillas en blanco de tal manera que el producto de
todas las filas y columnas sea siempre —-70.

-5 2 | +7

2 |- -
7 5

-7 5 [ +2

21. Una persona protestaba por su mala suerte. Habia perdido su trabajo y sélo le queda-
ban unos euros en el bolsillo. El diablo se le acercé y le hizo una extrafia proposicion:
-Yo puedo hacer que tu dinero se duplique cada vez que cruces el puente que atraviesa el
rio. La unica condicion es que yo te esperaré al otro lado y debes entregarme 24 €. El trato
parecia ventajoso. Sin embargo, cuando cruzé por tercera vez, al dar al diablo los 24 € se
quedd sin nada. Habia sido engafiado. ¢Cuanto dinero tenia en un principio?

Primera vez: 2x — 24

Segunda vez: 2(2x —24) —24 =4x—-48 - 24 =4x—-72

Terceravez 2(4x—72)—24 =8x—72 — 24=8x — 168

A la tercera vez que cruza, se queda sin nada, por lo que tendria:

8x—168 =0 ; 8x=168 ; x=% ix=21

Al principio tenia 21€.

22. Realiza los siguientes calculos:

a)i-i_§ ol:T o—:ﬁ ol = —1
5 8 5 873 8 240
5 42 — 15+4 _ 19 19.5 - 19

4 _ 4 _ 60 60+19.1 79

b)375 +1l=15 +1 =39 +1 = "5 =1

5 3 15
3 2 _ 9+10 _ 19
5 3~ 15 T 1
MCM=5¢3 = 15 ; 15:5=3;33=9 ; 15:3=5;52=10

4. 19 _ 415 _ 60

15 19 1
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3-4
c) 5_2—2
3 2
1_4_3-4 _ -1
37 9- 9 9
MCM=32 = 9 © 9:3=3, 3¢1=3 ©9:9=1, 1e4=4
-4 ,_ 3
5= —2 53 —2
3 2 3 2
5 9 _ 10-27 _ -17
372576 76
MCMC =3¢2=6 : 6:3=2, 205=10 ; 6:2=3, 3e9=27
1_4 -1 -1
2 —2=525 —2== —2
3 2 3 2 6
—1.-17__-6_ _ _6
9° 6 _—153 — 15
6 _ 5_6:1-2.153 _ =300
153 153 153

d) (%'%)‘ (%"'%): 3_6‘ Lzl_ZL= 1816248= 2_7

242 MCM=23-3 = 24 ; 24:6=4, 45=20 ; 24:8=3, 3:9=27
5 9 20+27 47

-+-= =

6 8 24

36. 47_36-24 __ 864

24 ° 247 2447 T 1128

23. A una cena asisten 8 personas. De postre hay un pastel que ya ha sido dividido en 8
porciones iguales. Tras repartir el postre llegan de repente 2 personas mas. Quienes esta-
ban desde un principio ofrecen a los recién llegados que prueben el pastel y se dan cuenta
de que de las 8 porciones hay 6 que no se han tocado y 2 que han sido ingeridas. Indica
qué se ha de hacer para que las personas que no han probado la tarta reciban la misma
cantidad.

Se reparte entre las 8 personas y dos de ellas se han comido su parte, por lo que queda sin
tocar g Ahora solo quedan 6 porciones, las cuales tenemos que repartir entre 8, ya que han
llegado dos personas mas. No contamos las dos que ya han comido su parte.

Ahora los g los divido entre las 8 personas y tenemos:

§) §)
g 8 = 61 = 0,093.
A cada uno le toca 0,093 de tarta.

24. Maria es 70 cm mas alta que la mitad de su altura. ¢ Qué estatura tiene?
Si su altura es x, tendremos:

70cm =§; 702 = %x; X = 140cm.

Maria mide 140 cm.

25. Si una persona vive 80 anos, y se pasa durmiendo un tercio de su vida, écuanto ha dormido?
1

Si vive 80 afios y duerme 5, tendremos:
80-l = @ = 26,66
3 3 e

Esa persona se pasa durmiendo 26,66 anos.
26. Indica cudles de las siguientes fracciones en propias y cuales son impropias:
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a) %= Impropia porgue le numerador es mayor que el denominador.
b) % = Propia porque el numerador es menor que el denominador.

c) %= Impropia porque le numerador es mayor que el denominador.
d) % = Impropia porgue le numerador es mayor que el denominador.
e) % = Impropia porque le numerador es mayor que el denominador.
f) %= Propia porque el numerador es menor que el denominador.

27. Transforma en nimero mixto las fracciones impropias de la actividad anterior.

a) %= Impropia

82+
8 3 3
2

2

wIN

b) %= Impropia
5 2
1 2

=2+

[\S][&)

1
2

c) % = Impropia

16 7
2 2
16 _ 2
T =2+7
d) % = Impropia
21 4
1 5
21 _ 1
2 =0+7
L. 8 2 5 16 21 5
28. Representa en la recta numérica: 30 50 30 o g gl 0,7; 3,5
2 [ 658 21
5075 723 35 )

005 1 1,5 2 25 335 445555
29. En un espectaculo dicen que se han vendido los % de las entradas de un teatro que
tiene capacidad para 500 espectadores. {Cudntas entradas se han vendido? {Qué opinas

del resultado que se obtiene al hallar los % de 500?

5 5500

Se han vendido 625 entradas, por lo que se han vendido 125 entradas mds de la capacidad
del teatro.
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30. En un iceberg se mantiene sumergida las nueve décimas partes de su volumen. Si
emerge 318 km3, écuél es el volumen sumergido? ¢Y el volumen total?

Al haber sumergldas deI volumen del iceberg, sabemos que 110, gue corresponde a
318km3, es la parte que emerge. Por lo tanto, para calcular el volumen total haremos:
1 31810 3
10° : 318 = —1 = 3.180km
Ahora haremos % del total:
9 9.3.180 3
10 de 3.180 = —0 - 2.862km
2.862km?3 serd la parte sumergida
También: Al haber sumergidas ﬁ del volumen del iceberg, sabemos que 110, que

corresponde a 318km3, es la parte que emerge. Por lo tanto, para calcular el volumen
total basta con multiplicar por9: 9318 = 2.862km> serd la parte sumergida.

31. En un bosque hay pinos, robles y encinas. Los pinos ocupan los 3/7 y los robles, 1/3.
¢Qué espacio ocupan las encinas?

Pinos = % ; Robles =% ; Encinas = x

3 4+ 1 9+7 _ 16

7 3 1 T 21

M.CM=7¢3 ; 217 3 ,3e3=9 ; 21:3=7, 71 =7

La totalidad de &rboles serla Sl pinos y robles ocupan 5=
21 16 _ 5

1 - 21

21, las encinas ocuparan

32. Nieves y José tienen igual sueldo mensual, Nieves gasta los 3/5 de su sueldo y José€ los
5/7, équién gasta mas?

Nieves=%dex : José =%dex

Tenemos que convertirlas en fracciones equivalentes, es decir, que tengan el mismo

denominador. para ello:

3.7 _ 21 . 55 _ 25

S5e¢7 35 ’ 75 35

Al tener el mismo denominador, vemos que el humerado de José es mayor, por lo que

podemos afirmar que José gasta mas.

33. Copia en tu cuaderno y rellena los lugares vacios:
7457410 _17
As+3=6%t%6 =6
M.CM=6 ; 6:6=1 ,1e7 =7 ; 6:3=2, 2¢ 5 =10

10=2¢5; 14=2¢7 ; M.CM=2e57=70; 70:10=7,7¢7 =49 ; 70:14=5 , 5¢ 5 =25

34. 1/3 de los ingresos de una familia se gastan en recibos (agua, teléfono, comunidad de
vecinos...) , en comer gastan 3/7, équé parte les queda para ahorrar y otros gastos?

1,3 - 749 _ 16

377 7 21 T 21

MCM=3e7=21 ; 21:3=7,7¢1=7 ; 21:7=3 , 3¢3=9
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16

La totalidad del dinero seria 571

21 _ 16 _ 5
21 21 — 21

Tienen i para ahorrar y otros gastos.

En comer y recibos gastan por lo que les quedara:

21

35. En un pais se valora que se gasta 250 litros de agua por persona y dia, y de esa cantidad los hoga-
res consumen los 3/20 del total. Si se desperdician los 1/7, écuantos litros de agua se desperdicia en
un dia en una casa de 5 habitantes?

En una casa se gastaran: 250 5 =1.250 litros.

31.250 _ 3.750
de1250— 50 = =55

De 187,5 litros, se desperd|C|an , que seria:
7 de 187,5 = % = 26,7 litros se desperdician

= 187,5 litros

5 habitantes consumen 5

36. Tu profesor/a ha dedicado 5 horas en corregir exdmenes y todavia le quedan 1/4 sin
corregir, é_cua’nto tiempo debera dedicar todavia?

Sile queda por corregir, quiere decir que ha corregldo y ha tardado 5h, por lo que:

Tarda 5 horas en correglr%

Tarda x horas en corregir%

Si dividimos 5 entre 3 sabemos lo que tarda en corregir% :

5 , L1 ,
3= 1,6h tardara en corregir " de los exdmenes

37. Copia en tu cuaderno y completa las siguientes fracciones de forma que todas ellas
sean equivalentes:
85
a) 5
34
b) 5
34
C) -5
Ponemos 2 de denominador en el b y 34 de numerado en el ¢ y estas fracciones son
equivalentes porque:
34«2 = 34.2; 68 = 68
Ahora hallo el numerado de la fraccion a):

_ 34 . _ . _ 170 _
%—T,X.2—5.34,X—_—85

N

38. Realiza los siguientes cdlculos y, en cada caso, reduce la fraccion resultante:
36 2 _ 18 3_ 6:2_ 3

3.3 _ 3.10 _ 30:10 _ 3

d) 16°10 1610 ~ 160:10 ~ 16
39. Tres naufragos en una isla desierta recogen gran cantidad de cocos y se van a dormir. Por la noche
se levanta uno de ellos, que no se fia de los demas, reparte los cocos en tres montones iguales, es-

conde su parte y vuelve a dormir. Luego, se levanta otro y hace lo mismo con los cocos restantes. Lo
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mismo hace el tercero. A la maiiana siguiente reparten los cocos y también el reparto es exacto.
¢Cuantos cocos habia en total si se sabe que eran menos de 100? ¢ Cuantos tiene cada naufrago?

12 persona: reparte en 3 partes iguales 2 3 3 y 3 X. Esconde la suya y quedan Z?X
2 3 & 3 2x 2 2
o) . 2Xx .3 3 3 ir 2X 2Xx ,, 2X
29 persona: lo que queda es 5 Y lo reparte en tres partes: 3.3V 5 Es decir 59 YV 5
Esconde su parte y quedan %
5 o 4x 4 4
0 2 9 vy 2 irdx 4x  4x
32 persona: de lo que queda que es X X |o reparte en tres partes 5.3 Y 38 decir 57157 Y 57
Esconde su parte y quedaria 525’7‘
Por la mafana dividen lo que quedaba entre los tres:
5553 8x 8x 8x
27 27 27 x 8x 8x
3033 »esdedrn g1, 5T 81

Como sabemos que el reparto de cocos es exacto, este reparto 2’1‘ tiene que ser exacto y para ello tiene

que ser divisible por 81, por lo tanto, x = 81, pues hay menos de 100 cocos.
Asi sabemos que habra 81 cocos.

12 X4 8X 81 88 _9718=35
=2§1+8881—18+8=26
481 , 881 _ —
=481 4 881 — 124+ 8=20

w

. 2X

'_+
4x
_+

meﬂmH
=[x =%

40. Un raja regala a sus hijas unas perlas y dice que las repartan de la siguiente manera: a
la primera hija le deja la sexta parte de las perlas, a la segunda, la quinta parte de las que
quedan, a la tercera, la cuarta parte, y asi sucesivamente. Resulta que a todas las hijas les
ha tocado el mismo nimero de perlas. ¢ Cuantas hijas tenia el raja? ¢Cuantas perlas?

19 hija = % de las perlas, quedaria por repartir %
0 hiig = L 2 — O 1
22 hija = 5 de16 —1 320 16 )
Se ha repiartldOE2 6 =2€ = §1 quedaria por repartir £ 3
o) -1 2 - 2 _ 1
LI ek L 1
Se ha repartido 676766 = » quedaria por repartir 5
4°h|Ja—1de —(13
1,1,1,1_4 _ 2 1 ird
Se ha repartido 6*6%6%676 = & guedarila por repartir 3
5°h|Ja—1de =615
1,1,1,1,1_5 , 1
Se ha repartido = 57676666 guedarla por repartir 5
o —
62 hua—lde6—6 , ,
Al llegar a la 62 hija llegamos a la unidad por lo que ya no tendriamos mas para repartir, por
tanto, sabemos que tenia 6 hijas y si a cada una le corresponde % es porque 66 = 36

eran las perlas que habia.

41. Halla una fraccion tal que al multiplicarla por el nimero 1.87 de como resultado un

numero natural.
187-18 _ 169

90 90
Si el resultado anterior lo multiplicamos por 90, nos quedaria 169 que es un nimero natural,

es decir, lo que buscabamos.
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42. Aproxima por truncamiento a décimas y centésimas los siguientes nimeros decimales:
a) 9.235. Décimas (9,2), centésimas (9,23)
b) 57.0001. Décimas (57,0), centésimas (57,00)
c) 8. 7. Décimas (8,7), centésimas (8,77)
d) 3.5287. Décimas (3,5), centésimas (3,52)
e) 5.9996. Décimas (5,9), centésimas (5,99)

43. Redondea los siguientes nimeros decimales hasta las décimas y hasta las centésimas:

NUMERO | DECIMAS CENTESIMAS
8,9351 8,9 8,94

5,1990 5,2 5,20

83,74 83,7 83,75

77,992 78,0 77,99

56,01 56,0 56,01

44. En cada uno de los redondeos que has realizado en el ejercicio anterior, distingue si se trata de
una aproximacion al alza o a la baja.

NUMERO DECIMAS CENTESIMAS

8,9351 baja: de 8,93 pasamos a 8,9 alza: de 8,93 pasamos a 8,94

5,1990 alza: de 5,19 pasamos a 5,2 alza: de 5,19 pasamos a 5,20

83,74 baja: de 83,74 pasamos a 83,7 | alza: de 83,74 pasamos a 83,75

77,992 alza: de 77,992 pasamos a | baja: de 77,992 pasamos a 77,99
78,0

56,01 baja: de 56,01 pasamos a 56,0 | baja: de 56,0101 pasamos a 56,01

45. Vicente compro en la papeleria 15 boligrafos y 8 lapiceros. Si cada boligrafo costaba
0.72 euros y cada lapicero 0.57 euros, écuanto se gasto Vicente?
Para calcular cuanto se gastd Vicente tendremos que multiplicar el precio de cada material
por el total de materiales que ha comprado. Asi:

15 boligrafos «0,72€ = 10,80€

8 lapiceros « 0,57€ = 4,56€
10,80€ + 4,56€ = 15,36€

Vicente se gasté 15,36€ en total.
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46. Pilar se ha comprado tres boligrafos iguales que, en total, le han costado 1.53 euros.
También compro un cuaderno que costaba cuatro veces mas que cada boligrafo. Calcula el
precio del cuaderno.
Primero debemos averiguar el precio del boligrafo. Para ello dividiremos el total que se ha
gastado entre los tres boligrafos. Asi:

1,53€: 3 =0,51€
Si el precio del cuaderno es cuatro veces el del boligrafo, multiplicaremos por 4 el precio del
boligrafo: 0,51€ « 4 = 2,04€ es el precio del cuaderno.
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AUTOEVALUACION

1. ¢{Cual es el resultado de 20 - (15 + 3)?
a)303 b)360 c)330 d)90
2018 =360

2. El resultado de la operacion: (-5 +8) - (-3 -5)+ (-7 +1) : (+9-3) es:
a)-25/6 b)+24 ¢) -25 d) -5
(+3) ¢ (=8) + (—6): (+6) = (—=24) + (-1) = (-25)

3. Un termdémetro ha subido 4°C, luego ha bajado 6°C, después ha bajado 8°Cy, por
ultimo, marca menos 9°C. La temperatura inicial era:
a)-1°C b) -19°C ¢)+1°C d)-14°C
(+4) + (-6) + (-8) + (-9) = (-2) + (-17) = (-19)

4. Al viajar desde una latitud de 9° Norte hasta otra de 20° Sur, la variacion de latitud es:
a) 11Sur b) 29Norte c) 11Norte d) 29Sur
9+20=29
5. Si estds situada en el punto —15 de la recta numérica de los nimeros enteros, ¢ qué mo-
vimientos te llevan hasta +10?
a)+13-3+4 b)-1+14 «¢)+18-5 d)+14+12-1
=15+ (+14) + (+12)+ (-1) = (1) + (+11) = (+10)

6. Seriala la fraccion inversa de la fraccion %
18 15 5 9
s 2 5 51
7. El resultado de la operacion (§ - E) 2+ 10 &S
9 105 30

10 10 — 1 10 — 10
M.CM=5¢2 = 10 ; 10:5=2 , 22=4 ; 10:2=5, 5e¢5=25
8. Elige la fraccidn irreducible que sea el resultado de la operacion % . % + %
65 28 50 25
50 , 1 _ 5046 _ 56:2 _ 28
18" 37 18 T 1827 9
M.CM=32+2 = 18 ; 18:18=1, 1e50=50 ; 18:3=6, 6e1=6
9. Indica cual de las siguientes fracciones es menor que %
2 3 1 2
a) ¢ b) - 3 d) -
1 _ .2 .3 = A 2.2 _ 8
£ = 0,2 ;76 = 0,125 ; 7 =075 ; 3 = 0,3 ; 7 = 0,28

10. Ordena de menor a mayor los nimeros: 5.67; 5.68; 5.6666; 5.63; 5.5; 5.8; 5.6070.
5,5<5,6070<5,63<5,6666<5,67<5,68<5,8
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“ Potencias y raices

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Calcula mentalmente las siguientes potencias y escribe el resultado en tu cuaderno.
a) 52=5-5=25
b)3*=3-3-3.-3=81
c) 106 =10-10-10-10-10-10 = 1000000
d43=4-4-4=064
e)1’=1-1-1-1-1-1-1=1
f) 10003 = 1000 - 1000 - 1000 = 1000000000

2. Calcula en tu cuaderno las siguientes potencias.
a)37=3-3-3-3-.3.3.3=2187
b)7°=7-7-7-7-7 =16807
c)210=2.2.2.2.2.2.2.2.2.2=1024
d)95=9-9-9.9.9 =59049
e) 253 = 25-25-25 = 15625
f) 16* =16-16-16-16 = 65536

3. Escribe en tu cuaderno el cuadrado y el cubo de los diez primeros nimeros naturales.

12=1-1=1

22=2.2=4

32=3-3=9
42=4-4=16
52=5.5=25
62=6-6=236
72=7-7=49
82=8-8=164
92=9.9=381

102 =10-10 =100

1¥=1-1-1=1

22=2-2-2=8
33=3-3-3=27
4°=4-4-4=064

53=5.5-5=125
63=6-6-6=216
73=7-7-7 =343
83=8-8-8=512
93=9.9.9=729

103 =10-10-10 = 1000

4. Indica cuales de las siguientes potencias son cuadrados y cuales cubos.
a) 7%= Cuadrado
b) 11%= Cuadrado
c) 53=Cubo
d) 5*= ninguna
e) 82= Cuadrado
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Potencias y raices

f) 163=Cubo
g) 10%2=Cuadrado

5. Lee de dos maneras distintas las siguientes potencias:
a) 83=ocho al cubo u ocho elevado a tres.
b) 32=tres al cuadrado o tres elevado a dos.
c) 16*=dieciseis a la cuarta o dieciséis elevado a cuatro.
d) 482= cuarenta y ocho al cuadrado o cuarenta y ocho elevado a dos.
e) 4°= cuatro a la quinta o cuatro elevado a cinco.
f) 6°=seis a la sexta o seis elevado a seis.

6. Calcula mentalmente.
a) 16562 = 1. 1 elevado a cualquier nimero positivo siempre sera 1.
b) 08526 = 0. 0 elevado a cualquier nimero siempre serd 0.
c) 9327° = 1. Cualquier nimero elevado a 0 serd 1.
d) 03782 = 0. 0 elevado a cualquier nimero siempre sera 0.
e) 11900 = 1, 1 elevado a cualquier nimero positivo siempre sera 1.
f) 9761° = 0. Cualquier nimero elevado a 0 sera 1.

7. Completa la tabla siguiente en tu cuaderno:

a a? ad a* a®

2 22 =4 23=8 24 =16 2% =32

3 32=9 33 =27 3* =81 35 =243
4 42 =16 43 = 64 4* = 256 45 = 1024
1 12=1 13=1 14 =1 15=1

0 02=0 03=0 0*=0 0°=0

8. Busca los exponentes de las potencias siguientes:
a) 107 = 100.000. La potencia serd igual al nimero de 0 que tengamos.
En este caso, 10° = 100.000
b) 10° = 100.000.000. En este caso, 108 = 10.000.000

c) 107 = 1000. En este caso, 10° = 1000

9. Expresa en forma polindmica usando potencias de 10.
a) 82.345=8-10.000+2-1.0004+3-100+4-10+5 =

=8-10*+2-103+3-102+4-10+5

b) 3.591.825 = 3-1.000.000 +5-100.000 +9-10.000+2-1.000+8-100+2-10+5 =
=3-10°+5-10°+9-10*+1-103+8-102+2-10+5

c) 700.098 = 7-100.000+0-10.000+0-1.000+0-100+9-10+8 =
=7-10°+0-10*+0-103+3-10°+9-10+8
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Potencias y raices

d) 2.090.190 = 2 - 1.000.000 + 0 - 100.000 + 9 - 10.000 + 0-1.000+1-100+9-10+ 0 =
=2-10°+0-10°+9-10*+0-103+1-102+9-10+0

10. Calcula:

a) 3-10°=3-1000000 = 3.000.000

b) 5-10% =5-100000000 = 500.000.000
c) 2-10* =2-1.0000 = 20.000

d) 34-10° = 34-100.000 = 3.400.000

11. Utiliza la calculadora para obtener potencias sucesivas de un numero. Si marcas un numero, a

12

continuacidon 2 veces seguidas de la tecla de multiplicar y después la tecla igual obtienes el cuadrado
de un numero.

a) Compruébalo. Marca 8**=, iqué obtienes?

Obtendré el cuadrado de 8, es decir 8% = 64

b) Continua pulsado la tecla igual, y obtendrds las potencias sucesivas. Marca 8***=, iqué obtie-
nes?

Obtendré el cubo de 8, es decir 8% = 512

c) Utiliza la calculadora para obtener las potencias sucesivas de 2.

2x=21=2
2xx=22 =4
2xxx=23=28

2 xxxx= 2% = 16
d) Utiliza la calculadora para obtener las potencias sucesivas de 31.
31%=311'=31
31 **x= 312 = 961
31 #**x= 313 = 29791
31 #**x= 31% = 923521

. Aplica las propiedades de las potencias en tu cuaderno.

Recordemos las propiedades de las potencias. Si se multiplican dos nimeros con la misma base, el
resultado sera dicha base elevada a la suma de los exponentes de ambas. Si se dividen, se restaran los
exponentes.
Si se eleva un numero elevado a otro, el resultado serd dicho numero elevado a la multiplicaciéon de
ambos exponentes.

a) 810 . 82 — 812

b) 523 . 53 — 526

C) 25_23_26=214

d) 10°-107 - 10° = 10!

e) (6°)? = 6°

f) (42" =48

g) (39°=3°=1
h) (7%)? = 7°

i) 910:92 =98

J) 323: 33 — 321
k) 118:113 = 11°
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“ Potencias y raices

) 530:59 =521
m)14*:14* = 149 = 1
n) 13513 =1°=1
0) 73:7° = 7

p) 8*- 80 = g*

13. {Te has preguntado por qué un nimero elevado a 0 es igual a 1? Analiza la siguiente operacidn.
52 -
50=1y ==522=50
Si nos fijamos en la fraccién, al tener el mismo nimero y el mismo denominador, la division de ambos

52
daria como resultado 1. Como la fraccidn, aplicando las propiedades de las potencias, la convertimos en
5272 = 5% = 1, con lo que queda demostrado.

14. Calcula:
a) (5- 2)7 =107 = 10.000.000
b) (64:4)3 =163 = 4.096

15. Calcula mentalmente:
a) 23.23=26=064
b) 32.32=3%=81
c) 52-5%2 =5* =625
d) 1031 .104°.10*-10% = 1077
e) 120 . 127 . 118 — 165 =1
f) 04—1 . 086 — 0127 =0

16. Escribe en forma de una unica potencia:
a) 7°-76.74 =715
b) 6*-6°-67 =67
C) 520 . 517 — 537
d) 86'25'23=(23)6'25'23= 226

17. Calcula mentalmente.
a) 23-22.2=2°=064
b) 1*+-1°-17 =17 =1
c) 10%-10° = 10%° = 10000000000
d) 02-0°-02=020=0

18. Calcula mentalmente.
a) 10°-103-10% = 10'° = 10.000.000.000
b) 03-07-08=0%=0
C) 14—1 . 1200 — 124—1 =1
d) 5%-2°% = (5- 2)5 =10° = 100000

19. Escribe en forma de una tnica potencia y calcula.
a) 25-55=(2-5)°>=10%= 100000
b) 103 - 3% = (10-3)% = 303 = 27.000
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“ Potencias y raices

¢) 2656 = (2-5)6 = 105 = 1.000.000
d) 105 - 55 = (10 - 5)5 = 505 = 312.500.000

20. Escribe en forma de una unica potencia.
37_311_30 318
35.33 = 3_8

— 310
(1.6)%(1.6)2°-(1.6)1 _ (1.6)%7
(1.6)15:(1.6)°  (1.6)%*

R*OER? _ O

G @

b) = (1.6)3

c)

= &°

21. Escribe en forma de una unica potencia.

) EDEDMER D a1
(=3)%(=3)° (=3)°
(-16)%(-1.6)*(-1.6)* _ (-1.6)*7 _ . 3
b) (-1.6)15-(—-1.6)° - (—1.6)24 - ( 16)
0 (‘?2)1(‘72)12(‘72)2 _ (:?2)22 N
(?)101(?)6 (?)16 3

22. Calcula utilizando la calculadora
a) 413 -41%-41 = 41° = 4.750.104.241

b) 533 - 532 = 53° =418.195.493
c) 5,2%2-5,2 =5,2% = 140,608
d) 273 .27 = 27* = 531.441

23. Calcula utilizando la calculadora
a) 582583 .58 = 58° = 38.068.692.544

b) 23%- 232 = 23° = 148.035.889
c) 0,63-0,6°=0,68=0,01679616
d) 3012 - 301 = 3013 = 27.270.902

24. Calcula utilizando la calculadora.
a) 7,4%2-7,4% .74 = 7,4% = 164206,49

b) 0,82%-0,82%2 = 0,82° = 0,30400667
c) 7,35% - 7,35°> = 7,358 = 8517236,62
d) 0,002% - 0,002 = 0,0023 = 0,000000008

25. Escribe la lista de los 12 primeros cuadrados perfectos.
1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144.
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“ Potencias y raices

26. Calcula mentalmente en tu cuaderno las siguientes raices:

a)V/49=7

b) V/25=5

c)V/100 = 10

d) V64=8

e) V81=9

f)lvi=1

g) V0=0

27. Calcula mentalmente en tu cuaderno las aproximaciones enteras de las siguientes raices:

a) V/51=7

b) V27=5

c) V102=10

d) V63=7

e)V/80=8

f) V2=1

g) V123 =11

28. Indica qué raices cuadradas van a ser niumeros naturales, cudles, niumeros irracionales y cudles no
existen:
a) V36: numero natural
b) V—25: no existe
¢) V—100: no existe
d) v32: nimero irracional
e) V—7: no existe
f) V10: nimero irracional
g) V100: ndmero natural

29. Calcula mentalmente en tu cuaderno las siguientes raices:

a)v/81=3

b) V16 =2

c)V64=4

d)V8=2

e) Y1000 = 10

¥l =1

g)Vo=0

30. Introducir los siguientes factores en el radical:
Recordamos que, para introducir un factor dentro de un radical, elevaremos ese factor a la potencia del
radical, y lo multiplicaremos por el factor o factores que tengamos dentro del radical.

a)2-3Y5=35-2¢4=135-16 = V80
b) 10-33 = V/3-103% = /3 - 1000 = /3000
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“ Potencias y raices

c)2-Va=V4-23=34 -8 = 32
d) 5-3/4 =34 .55 = 343125 = /12500
e)3-37=37-33=3/7 -27 =3/189

31. Extraer los factores que se pueda del radical
Para extraer factores del radical, recordamos que dividimos la potencia del factor entre el indice del
radical, y el cociente de esa division serd la cantidad de factores que sacaremos del radical, siendo el
resto la cantidad de factores que nos quedara dentro del radical.

3 9 3
a) /1000 - x%-y3 = /103 - x%-y3 =103 -x3-y3 =10-x% -y,

b) ¥100000 = V105 = 10
c) V81-a® b®-c*=433%aq% b6 -c*=3-a-b-cVa* b
d) Y1000 -a” - b* = V103 -a’ -b*=10-a%-b¥a - b

32. Calcula:
Recordemos que, para sumar y restar radicales, éstos tendrdn que tener la misma base y potencia.

a) 3V8+5vV32 —6V2 =3V23 +5V25 —6v2 =3 - 2V2 4+ 5-22V/2 — 6v2 = 202
b) 4v27 + 3V3 —2v81 = 4V33 +3V3 —2V3* =4-3V3+3V/3-2-32 = 15V/3 — 18
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“ Potencias y raices

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Escribe en forma de potencias de 10:
a) Un millén: 10°
b) Un billén: 1012
c) Una centena de millar: 10°

2. Calcula en tu cuaderno las siguientes potencias:
a) 25%=1
b) 106 = 1000000
c) 5-10* = 50000

d) 2* =16
e) 42 =16
f) 102 =100

g) 10°> = 100000

h) 1012 = 1000000000000
i) 10° = 1000000

j) 63 =216

3. Escribe en tu cuaderno una aproximacion de las siguientes cantidades, mediante el producto de un
numero por una potencia de 10.

a) 600.000.000 = 6 - 108

b) 250.000.000 = 25 - 107

c) 914.000.000.000 =914 - 10°

4. Escribe en tu cuaderno una aproximacion abreviada de las siguientes cantidades:
a) La distancia de la Tierra al Sol — 150.000.000km: 15 - 107
b) El nUmero de atomos que hay en un gramo de oxigeno —
37.643.750.000.000.000.000.000 ~ 38 - 102!

5. Halla en tu cuaderno:
a) (25: 2)3 .24 = (24-)3 . 24 =212 /24 _ 916

b) (74)2 = 7°
c) 6%:35 = 2°
d) (9:3)% = 3°

e) (15:5)3 = 33

f) (21:7)3 = 33

g) (75:5)* = 15*

h) (4:2)° = 25

i) 82:25= (23)%2:25= 26:25=12

6. Calcula (43)? y 4®% ison iguales? ¢La potenciacion tiene la propiedad asociativa?

. 2 .
En el primer caso, (43)% = 4°. En el segundo caso, 43" = 4° Como podemos observar, en el primer
caso, multiplicamos 3 por 3 y el resultado nos da 6. En el segundo caso, el 3 es el que esta elevado a
dos, por lo que nos da como resultado 9. Vemos, por lo tanto, que la potenciacidon no es asociativa.
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“ Potencias y raices

7. Escribe en tu cuaderno el resultado en forma de potencia:
a) 36-6% = 6%-6%= 6*
b) 33-81= 3% .3*= 37
c) 36: 62 = 6%:62=6"=1

8. Factoriza y expresa como un producto de potencias de base 2,3y 5:
a) 127:67 = 27
b) (25 -22):16 = 27:2% = 23
c) (5% -36):10* = (5°- (2-3)%):(2-5)*=
24 _24— 28

d) (16-4%): 25 ==

25 25

(55-(2-3)2 _ 52.32
25)% 22

= 23

9. Calcula:
a) (2 + 3)% y22 + 32 ¢Son iguales?
(24+3)2=52=25
224+ 32=4+9=13
Como podemos observar, no son iguales.

b) Calcula 6% + 8% y (6 + 8)2¢Son iguales?
62+ 82 =36+64=100
(6+8)2 = 14% = 196

Como podemos observar, no son iguales.

10. Calcula en tu cuaderno

a) 22+ 2*=8+16 =32

b) 3> — 3* =243-81=162

c) 5% -5%2 = 5% =23.125

d) 10* - 103 = 107 = 10.000.000
e) 74:7%2 = 72 =49

f) 105:10% = 102 =100

11. La superficie de la cara de un cubo mide 36 cm cuadrados. ¢Cudl es su volumen?
Para calcular el volumen, tendremos que multiplicar 6cm - 6cm - 6cm = 63 = 216cm?

12. Calcula en tu cuaderno:
a) (23 -8 -25):(26-23)=(23 .23 -25): 29=211.29 = 22 = 4
b) (52 .54 .5 ): (5 -52-5)= 57:5% = 53 =125

13. Calcula 53y 35. ¢Son iguales? ¢Se pueden intercambiar la base y el exponente en una potencia?
Calcula5 -3y 3-5.¢Soniguales?

53 =125

35> =243
Como vemos, el resultado no es el mismo. No tienen la propiedad conmutativa que si podemos apreciar
en el producto, tal y como se demuestra a continuacién:
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Potencias y raices

5-3=15
3:5=15
14. Descompodn en factores primos, utilizando potencias: 12; 36; 48; 100; 1.000; 144.

12=22 -3

36=22% -32

48 =2* -3

100 = 22 - 52

1000 =23 - 53

144 = 2* - 32

15. Efectua las siguientes operaciones con potencias dando el resultado en forma de potencia de una
sola base, la que creas mas adecuada en cada caso:

a) (5% -5%)3 = 515

b) (162 : 43)3 = (28 : 26)3 = 26
c) (92:33)2 = (3*:3%)2 = 32
d) (25 : 22)3 =2°

e) 3,7°-3,72 =3,77

f) (2,5° -2,5%):2,5=2,5°

16. Efectua las siguientes operaciones dando el resultado como una unica potencia:

a) (712 - 493)6 = (712 .76)6 = (718)6 = 7108
b) (9% - 27%) = (3% -36) = 3™

C) (510 _52)2 — (512)6 = G572

d) (710 . 72)2 — (78 )2 = 716

e) (95 . 812)3 — (310 _38)3 — (318)3 = 354
f) (67 . 365)3 — (67 . 610)3 — (617)3 = o1

17. Un campo cuadrado mide 3 600 metros cuadrados. ¢{Cuantos metros de valla es preciso comprar
para vallarlo?
Para averiguarlo, primero calcularemos cuanto mide cada lado:

V3600 = 60

Vemos que cada lado mide 60m y como tenemos 4 lados, necesitaremos un total de 240m de valla, ya
gue 60m -4 = 240m.

18. ¢A qué nimero hay que elevar 22 para obtener 4*? ¢Y para obtener 88?

4* = 256. Tendremos que elevar 22 a 4 para conseguir el mismo resultado:
(2%)* = 28 =256

88 = 16.777.216. Tendremos que elevar 22 a 12 para conseguir el mismo resultado:
(2312 = 224 = 16.777.216

22 ESO. Capitulo 3: Potencias y raices. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Potencias y raices

19. Dibuja cuadrados de lados 5, 6, 7 y 10 e indica cuantos cuadraditos de lado 1 contienen.

Tiene 25 cuad

Tiene 36 cuad

Tiene 49 cuad
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“ Potencias y raices

Tiene 100 cuadraditos de 1 lado.

20. Halla en tu cuaderno:

a) V121 = V112 = 11 = 11! = 11
D) VA =72 =7: =71 =7
c)\/T=\/F=1%=11=1
d) V0 =v0Z =0:=0' =0
e) V169 = V3% = 137 = 13! = 13
f) V36=V6Z=6:=6' = 6
g) VIdd = V122 = 125 = 12! = 12

21. La superficie de un cuadrado es de 1 000 000 metros cuadrados, ¢Cuanto mide su lado? ¢Y su
perimetro?
Para calcular su lado, realizaremos la raiz cuadrada de la superficie:

2
v1.000.000 = /10002 = 10002 = 1000 = 1000
Su lado mide 1.000 metros, por lo que su perimetro medira 4.000m tal y como se demuestra a

continuacion:
10004 = 4.000

22. Calcula en tu cuaderno las siguientes raices:

a)§/3_=§/f=2§=21=2

b) Y000 = ¥/103 = 105 = 10 = 10
¢) V625 = V5% = 52 = 52 = 25

d) Y81 =437 =31 =31 =3
e)§/2_=§/?=3§=31=3

2
f) v/1000000 = V10002 = 1000z = 1000 = 1000

23. Extrae en tu cuaderno factores de los radicales siguientes:

a) V60 =V3-22:5=2:-V3:5=2-v3 5= 21§

b) V250 =57 2= V52 5-2=5:-v5-2=5-V5-2= 5-v10
) V125a6b5¢3 = /53a6b5¢3 =5-2a-b - cVb?

d) V8a*h7ct = V23a*b7c1 =2-a-2bW

e) V49h5x8 =72b5x8 = 7-2b-4x\b
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“ Potencias y raices

f) Y125b6¢5 = V/53b6¢5 = 5-2b - cVac?
g) V216b%x7 = V63b*x” = 6-b - 2xVbx
h) ¥81b5m° = V3%b5m® = 3+ b - 2mibm

24. Introduce los siguientes factores en el radical:
Recuerda que, para introducir un factor dentro de un radical, debemos elevar ese factor al indice que
tenga dicho radical.

a) 3xvx = V9x3

b) 5V/100 = V2500
c) 6v/32 =+1152
d) 4v20 = /320

e) 2V/3 = 124

f) 7a¥/3 = V102943
g) 5V2* = Y10000
h) ai/5 = V545

25. Dibuja en tu cuaderno cuadrados de area 36, 49, 64 y 100 unidades.
Area 36

Area 49
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“ Potencias y raices

Area 64

Area 100

26. Escribe el signo = 0 # en el hueco:

a) V64 + 36 = V64 + /36
V100 = 10
V64 + V36 =8+6=14

b) V9 + 16 # V9 + V16
V25=75
VO+ V16=3+4=7

27. Halla en tu cuaderno:

Para este ejercicio, tenemos que recordar que, para sumar y restar radicales, deberan tener el mismo
indice y el mismo radical.

a) 9v20 + 2v/80 — 4180 = 9v22 - 5+ 2v/2% . 5 — 44/32 .22 . 5 = 18V5 + 85 — 244/5 =
=245
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Potencias y raices

b) 30v/27 + 9v3 — 23vV12 = 30v33 + 9v/3 — 23v3-22 =30-3v/3+9v/3 - 23-2V/3 =
=533
) 5v2 —7V8 + 1250 = 5v2 — 7V23 + 12/52-2 = 5V2— 7-2vV2+ 12 -5V2 =

= 512
d) 6vV28 —2V63 +4V7 =6V22 -7 — 232 -7+ 47T = 6-27— 2-3V7 + 47 =
= 10V7

28. Calcula en tu cuaderno
a) 5-v16— 32:2%+ 2144 + V49 = 5-V2% — 2%:2% 4+ 2V122 + V72 =
=20— 22 +24+7 =47
b) 3-102-5-/64+ 7° =300-5-v82 + 7°=300—40+1 =261
) 5-32—-2-(1+vV36)—2=45-2-7-2=45-14—-2=29
d 32:23-2-4/25+22=4-2-5+4=-2

PROBLEMAS

29. Un chalé esta edificado sobre una parcela cuadrada de 7 225 m2 de area. ¢ Cuanto mide el lado
de la parcela?
Para calcular el lado de la parcela realizaremos la raiz cuadrada del drea de la parcela:
2
V7225 =+4/85%2 = 852 = 851 =85

El lado de la parcela medira 85 metros.

30. El hotel de los lios: Un hotel tenia infinitas habitaciones todas ocupadas. Un cliente gracioso se
levanta por la noche y abre todas las puertas. Otro cliente se levanta también y cierra las puertas pa-
res. Un tercer cliente se levanta y modifica las puertas que son multiplos de 3, si estan abiertas, las
cierra, y si las encuentra cerradas, las abre. Un cuarto cliente lo mismo, pero con las que son multiplo
de 4. Y asi toda la noche, todos los clientes. A la manana siguiente écdmo estan las puertas? éQué
puertas estan abiertas?

Vamos a ver paso a paso qué pasa con cada puerta.

1. Primera Persona: Se levanta y abre todas las puertas. Asi que al principio, todas las puertas es-
tdn abiertas.

2. Segunda Persona: Se levanta y cierra todas las puertas que estan en las posiciones pares (como
la puerta 2, la 4, la 6, etc.). Asi que ahora las puertas en esas posiciones estan cerradas.

3. Tercera Persona: Se levanta y cambia el estado de las puertas que estan en las posiciones multi-
plos de 3 (como la puerta 3, la 6, la 9, etc.). Si una puerta estd abierta, la cierra, y si esta cerrada, la
abre. Asi que algunas puertas se cierran y otras se abren.
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4. Cuarta Persona: Se levanta y cambia el estado de las puertas que estan en las posiciones multi-
plos de 4 (como la puerta 4, la 8, la 12, etc.). Lo mismo: si esta abierta, la cierra, y si esta cerrada, la
abre.

Y asi sigue, con cada persona cambiando el estado de las puertas seglin su nimero.
Para saber cudles puertas quedan abiertas al final, piensa en esto:

e Si una puerta es cambiada (abierta o cerrada) un numero par de veces, volvera a estar como al
principio. Por ejemplo, si alguien la abre y luego otro la cierra, quedara cerrada al final.

e Pero si una puerta es cambiada un nimero impar de veces, terminara en el estado contrario al
gue empezo. Por ejemplo, si alguien la abre, luego otro la cierra, y un tercero la vuelve a abrir, quedara
abierta.

Ahora, para que una puerta sea cambiada un numero impar de veces, su numero debe ser un
"cuadrado perfecto". ¢Qué es un cuadrado perfecto? Es el resultado de multiplicar un numero por si
mismo. Por ejemplo:

o 1x1=1
o 2x2=4
e 3x3=9
o 4x4=16

Asi que las puertas que estaran abiertas al final son las que estan en las posiciones 1, 4, 9, 16, 25, 36,
49, 64, 81, 100, y asi.

En resumen: Las puertas que estaran abiertas al final son las que tienen nimeros que son cuadrados
perfectos.

31. Calcula en kilémetros y notacidn cientifica la distancia que hay desde la Tierra al Sol sabiendo
que la velocidad de la luz es aproximadamente de 300 000 km/s y que la luz del Sol tarda 8.25 minu-
tos en llegar a la Tierra.
Primero, convertimos el tiempo de minutos a segundos, porque la velocidad de la luz esta en kildmetros
por segundo.
8,25 minutos - 60 = 495 segundos

Ahora, calculamos la distancia multiplicando la velocidad de la luz por el tiempo que tarda en llegar a la
Tierra:

Distancia = velocidad - tiempo

Distancia = 30.000km/s - 495s

Distancia = 148.500.000km
Finalmente, convertimos esta distancia a notacion cientifica:
Distancia = 148.500.000km = 1,485 - 10%km

32. Halla el volumen de un cubo de 1.5 m de arista.

Para hallar el volumen, elevaremos al cubo su arista:
Volumen = 1,53 = 3,375m3
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33. Una parcela es cuadrada, y la medida de su area es 8 100 m2. Halla el area de otra parcela cuyo
lado sea el doble.
Primero calcularemos el lado de la primera parcela, que sera la raiz cuadrada de su area:
2
V8100 = /902 =902 = 90! =90
El lado de la primera parcela mide 90. Ahora calculamos el lado de la segunda parcela, que es el doble:
90 - 2=180
El lado de la segunda parcela mide 180, por lo que su area medira:
1802 = 32.400m?
El 4rea de la segunda parcela medird 32.400m?

34. La superficie de la cara de un cubo mide 49 cm cuadrados. ¢Cual es su volumen?
Primero calcularemos el lado del cubo:
2
Va9 =72 =72 =71 =7
Ahora, elevaremos al cubo el resultado para calcular su volumen:
73 = 343cm?

35. Juan hace diseios de jardines con plantas formando cuadrados. Le sobran 4 plantas al formar un
cuadrado y le faltan 9 para formar otro con una planta mas por lado. ¢ Cuantas plantas tiene? Te ayu-
darda a saberlo hacer un dibujo.
Sabemos que Juan tiene x plantas y forma un cuadrado con estas plantas, es decir: x - x y le sobran 4
plantas ( x2 + 4).
Al hacer un cuadrado méas grande le afiade una planta a cada lado (x + 1)? y le faltan 9 plantas
(x + 1)2 —09.
Si igualamos ambas ecuaciones, tendremos el nimero de plantas que tiene Juan:
x2+4=(x+1)?-9
x24+4=(x*+124+2x)—9
x> —x?>—-2x=-9—-4+1

—2x = —12
12
=5
xX=6

Si lo comprobamos, vemos el nimero de plantas que tiene Juan:
6%2+4; 36 +4=40
(6+1)2—-9; 499-9 =40

Juan tiene 40 plantas.

36. Manuel tiene una habitacion cuadrada. Con 15 baldosas cuadradas mas tendria una baldosa mas
por lado. é{Cuantas tiene? Te ayudara a saberlo hacer un dibujo.
Si la habitacién es cuadrada, sabemos que todos los lados miden lo mismo. Si cada lado tiene x
baldosas, en total tendra: x - x
Si afilade 15 baldosas, entonces ahora cada lado tendra x + 1 baldosas.
El nimero de baldosas que ha afiadido es la diferencia entre las baldosas nuevas y las originales:

x+1)- x+1)— x-x=15

(x2+2x+1)—x%2=15
(2x+1) =15
2x =14
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x=7
Si cada lado tiene 7 baldosas, entonces la cantidad total de baldosas es: 7 - 7 = 49,
Manuel tiene 49 baldosas.

37. Arquimedes, en su tratado El arenario contaba una manera para expresar nimeros muy grandes,
como el nimero de granos de arena que hay en toda la Tierra. Es, efectivamente, un nimero muy
grande, pero no infinito. Imagina que toda la Tierra esta formada por granos de arena. Puedes calcu-
lar su volumen conociendo su radio que es de 6 500 km. Recuerda, el volumen de una esfera es

(4/3)mr3.
a) Calcula el volumen de la Tierra en km3, y escribe ese volumen en notacion exponencial.
4
V==nrd
3

4
V= 53,14 - 65003

4
V= 53,14 - 274.625.000.000km?>

V = 1.150.865.000.000km3
En notacion cientifica seria:
V=115 102km3
b) Pasa el volumen a mm3, en notacién exponencial.
Sabemos que 1km = 10°mm. Entonces:
1km3 = (10mm)3 = 10¥mm?3
Ahora pasamos el volumen a mm?3:
V =1,15- 102km3 - 10*¥mm3 /km3
V=115 1039mm?3
c) Estima cudntos granos de arena caben en 1 mm3. Supdn que, por ejemplo, caben 100 granos.
100 gramos en cada mm?
d) Calcula cuantos caben en toda la Tierra multiplicando el volumen en mm3 por 100.
El volumen de la Tierra es 1,15 - 103%mm3. Para encontrar el nimero total de granos de arena en toda
la Tierra, multiplicamos el nimero de granos por 1mm3 por el volumen total:
100 - 1,15- 103°
1,15+ 1032

En toda la Tierra cabrian aproximadamente 1,15 - 1032 granos de arena.

e) ¢Has obtenido 1.15 - 1032 granos de arena?
Si
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AUTOEVALUACION
1. ¢Cuél es el resultado de las tres potencias siguientes (—2)%, (—4)3, (=5)2?
a)-16,-12,25  b) 16, -64, 25 c) 32, -64, 10 d) -64, -32, -26

(—2)*=16,(—4)3 = —64y (-5)? =25
Por lo que serd la opcion b).

2. ¢Cudl es el resultado de la operacién 4 - 102 + 5 - 102?
a)900  b)9-10° c) 20-10? d) 500
4-10%2+5-10% =400 + 500 = 900
Por lo que serd la opcidn a)

3. Escribe = (igual) o # (distinto) seguin corresponda:
a) 33 =27

b) 13° = 35
c) 732° # 732
d) 10% # 50

4. ¢Cual de las respuestas corresponde a la multiplicacién (—=3)3 - (=3)2 - (=3)5?
a) (-3)%° b) (-9)° c) 310 d) -19683
(_3)3 . (_3)2 . (_3)5 — (_3)3+2+5 — (_3)10 — 310
Por lo que serd la opcidn c)

5. ¢Cual de las respuestas corresponde a las division 0, 76: 0, 74?
a) 0.72 b) 0.73 c) 0.7%° d)6/4
0,7°:0,7* = 0,767* = 0, 7?
Por lo que serd la opcidn a)

6. ¢éCudl de las soluciones es la correcta para la operacién ((—5) - (=2) - (—1))3?
a) -1000 b) -30 c) 100 d) 60
((=5) (=2) - (=1))* = (-10)* = (—1000)

Por lo que serd la opcidn a)

7. Elige la respuesta que corresponda al resultado de ((—0,2)%)*
a) (0.2)? b) (-0.2)¢ c) 0.032 d) -0.0016
((=0,2)»)* = (-0,2)* =0,2°
Por lo que serd la opcidn a)

8. ¢laraiz cuadrada de 81 vale?
a) 18 b) 8.7 c)9 d)3

2
V81 =492=92=91=9

Por lo que serd la opcidn c)
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Senala el niimero que no es cuadrado perfecto:
a) 169 b) 441 c) 636 d) 1024 e) 700

Recordamos que un cuadrado perfecto es aquel numero resultado de elevar un nimero entero al
cuadrado.

Por ello, al ser 169 cuadrado de 13, 441 cuadrado de 21, y 1024 cuadrado de 32.

Las opciones correctas seran la c) y la e), ya que no hay un nimero entero que elevado al cuadrado de
636 y 700 respectivamente.

El lado de una superficie cuadrada de 1696 centimetros cuadrados mide:

a)19cm b) 14 cm c)13cm d)17 cm

Como nos habla de superficie cuadrada, para calcular el lado simplemente realizamos la raiz cuadrada
de la superficie, que serd /196 = 13, por lo que la opcidn correcta sera la c).
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Divisibilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Calcula los siete primeros miltiplos de 11y de 7.
Los multiplos de 11 son: 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77.
Los multiplos de 7 son: 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49.

éCudles de los siguientes nlimeros son muiltiplos de 15?
15, 16, 30, 40, 45, 100, 111, 141, 135.
Los multiplos de 15 seran todos aquellos que al hacer la divisién sea exacta, como son: 15, 30, 45 y 135.

Halla los multiplos de 12 comprendidos entre 13 y 90.
Los multiplos de 12 comprendidos entre 13 y 90 seran: 24, 36, 48, 60, 72 y 84. Para hallarlos multiplico
12 por 2, 3, 4y asi sucesivamente.

. A partir de la igualdad: 5 - 8 = 40, escribe las relaciones que existen entre estos tres numeros.

5y 8 son divisores de 40.

40 es multiplo de 5y 8.

40 es divisible por 5 y por 8.

Escribe frases usando las expresiones: “ser miiltiplo de”, “ser divisor de” y “ser divisible por” y los
numeros 27,3y9.

3 es divisor de 27.

9 es divisible por 3.

27 es multiplo de 3y de 9.

Di cuales de los siguientes nimeros son multiplos de 3:

21, 24, 56, 77, 81, 90, 234, 621, 600, 4 520, 3 411, 46 095, 16 392, 385 500

Los numeros elegidos, écoinciden con los divisores de 3? ¢Y con los que son divisibles por 3?
Los multiplos de 3 son: 21, 24, 81, 90, 234,621, 600, 3.411, 46.095, 16.392, 385.500.

Todos esto son multiplos de 3 ya que la suma de sus cifras da un nimero multiplo de 3.

Los numeros elegidos coinciden con los nimeros divisibles por 3.

Escribe cuatro nimeros que sean divisibles por 10 y por 7 a la vez.
Para ser divisible por 7 tendrd que ser la divisién exacta y por 10 tendrd que terminar en 0, por tanto,
los nUmeros seran: 70, 140, 210 y 280.

Sustituye A por un valor apropiado para que:

a) 15 A72 sea muiltiplo de 3.
1+5+A+7+2=A+15. Atendrd que valer 0, 3, 6 6 9 para que el niumero sea multiplo de 3. Por
ejemplo: 3 + 15 =18. 18 es multiplo de 3.

b) 22 05A sea multiplo de 6.

Para que sea multiplo de 6 debe serlo de 2 y de 3 a la vez. Para que sea multiplo de 2, tiene que ser un
nlimero par y para que sea multiplo de 3, al sumar las cifras deben ser divisible por 3. Por lo tanto: 2 + 2
+0+5+A=9+A. Apuedevales066.
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10.

11.

Divisibilidad

c) 6A 438 sea multiplo de 11.

Sumamos las cifras que ocupan la posicion par A + 3.

Sumamos las cifras que ocupan la posicion impar 6 + 4 + 8 = 18.
Su resta tiene que ser divisible por 11.

18-(A+3)=11; 18-A-3=11; -A=11-15; A=4.

é¢Todos los nimeros divisibles por 2 los son por 4? ¢Y al revés? Razona la respuesta.
No. Por ejemplo 6 es divisible por 2, pero no lo es por 4. Al revés, si sucede, porque todos los nimeros
divisibles por 4 lo son de 2.

éSabrias deducir un criterio de divisibilidad por 15? Pon un ejemplo.
Para que sea divisible por 15 debe de ser divisible por 3y 5, por tanto, la suma de sus cifras debe de ser
multiplo de 3, y terminaren 0 o en 5.

Completa en tu cuaderno la siguiente tabla escribiendo verdadero o falso:

Numero ¢Es...? Verdadero/Falso

984 486 728 Divisible por 2 Verdadero

984 486 725 Divisible por 5 Verdadero

984 486 720 Divisible por 3 Verdadero

783 376 500 Divisible por 6 Verdadero

984 486 728 Divisible por 4 Verdadero

23 009 845 Divisible por 11 Falso

12. Intenta explicar por qué se verifica el criterio de divisibilidad por 5.

Si tenemos por ejemplo el nimero 3.925 sabemos que es divisible por cinco ya que su ultima cifra es
un 5, pero también porque al descomponerlo tendriamos 3¢1.000 + 9¢100 + 2¢10 + 5 y vemos que
todos los sumandos son multiplos de 10, excepto el ultimo que tendra que ser 5 6 0.

13. Para explicar el criterio de divisibilidad por 4 observa que 10 no es divisible por 4, pero 100 si lo
es. Intenta explicarlo.

Si tenemos por ejemplo el nimero 9.928 sabemos que es divisible por 4 porque sus dos ultimas cifras
son multiplos de 4, pero al descomponerlo tenemos 3¢1.000 + 9100 + 2¢10 + 8, y vemos que los dos
primeros sumandos son multiplos de 4 y los dos ultimos, 28 también debe serlo.

14. Para explicar el criterio de divisibilidad por 3, observa que 10 =9 + 1. Puedes sacar factor comun 9
en todos los sumandos en que sea posible, y ver cuales son los sumandos que nos quedan.

Para que un numero sea divisible por 3 tendremos que sumar todas sus cifras y ver que el resultado es
un nimero multiplo de 3.

Por ejemplo:3.927->3+9+2+7=21,21:3=7

También se haria: 3¢1.000 + 90100 + 210 + 7 = 3(999+1) + 9(99 + 1) + 2(9+1) + 7 = (32999 + 999 +
209)+(3+9+2+7).

Tenemos que el primer sumando 3999 + 999+ 29 es multiplo de 3, asi que para el nimero 3.927
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solo nos quedaria que el segundo sumando (3 + 9 + 2 + 7) fuese multiplo de 3, que lo es, por lo tanto, el
ndmero inicial es divisible por 3.

15. Para explicar el criterio de divisibilidad por 11, observa que 10 = 11 — 1. Puedes sacar factor
comun 11 en todos los sumandos en que sea posible, y analizar cuales son los sumandos que nos
quedan.

Si vemos el niumero 3.927 es = 3¢1.000 + 9¢100 + 210 + 7 = 3(1.001 -1) + 9(99+1) + 2(11-1) + 7 =
3(1.001 + 9099 + 211 + (-3 +9-2 + 7).

Donde vemos que el primer sumando 3(1.001 + 999+ 2#11) es multiplo de 11, por lo tanto para que el
ndimero inicial también lo sea, basta con que el segundo sumando sea multiplode O u 11, esde (-3 +9
-2+7):11.

16. Calcula los mtiltiplos de 75 comprendidos entre 1y 200.
Solo tendremos dos multiplos entre de 75 comprendidos entre 1 y 200 que son 75y 150.

17. Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) 50 es multiplo de 10: Verdadero ya que 50:10 es exacto.

b) 2 es divisor de 30: Verdadero porque 30:2 es exacto.

c) 4 es multiplo de 16: Falso ya que ningiin niumero multiplicado por 16 da 4.
d) 66 es divisible por 11: Verdadero ya que 66:11 es exacto.

e) 80 es divisor de 8: Falso ya que 8:80 no es exacto.

f) 3 es divisible por 12: Falso ya que 3:12 no es exacto.

18. Sustituye x e y por valores apropiados para el siguiente nimero sea divisible por 9 y por 10 a la
vez: 3 72x 54y.

Y debe de valer 0 ya que para que un nimero no sea multiplo de 10 debe terminar en 0.

Para que sea multiplo de 9, la suma de sus cifras tiene que ser un nimero multiplo de 9, asi que
tendremos:

3+7+2+x+5+4+0=x+ 21, yde aqui deducimos que la x valdra 6 para que nos de 27 que es
multiplo de 9.

19. {Qué unico numero con tres cifras iguales es divisible por 2 y por 9 a la vez?
Para que sea divisible por 2 tiene que terminar en 0, 2, 4, 6, 8. Para que sea divisible por 9, la suma de
las cifras tiene que ser multiplo de 9, asi que, el nimero seria 666.

20. Calcula todos los divisores de los siguientes niumeros:

a) 75: (1, 3, 5, 15, 25, 75)

b) 88: (1, 2, 4, 8, 11, 22, 44, 88)

c)30:(1,2,3,5,6, 10, 15, 30)

d) 25: (1, 5, 25)

e) 160: (1, 2, 4, 8, 16, 32, 5, 10, 20, 40, 80, 160)

f) 300: (1, 2, 3, 4,5, 6, 10, 12, 15, 20, 25, 50, 75, 100, 150, 300)

21. Continua la lista de nimeros primos del ejemplo con 10 nimeros primos mas.
Los siguientes numeros primos serian: 31, 37, 41, 43,47, 53,59, 61, 67, 71, 73, 79.
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22. ¢{Cuanto numeros primos crees que hay? ¢{Crees que se acaban en un momento dado o que son
infinitos?
Hay infinitos nUmeros primos ya que tenemos nimeros infinitos.

23. Completa la criba de Eratostenes hasta el 200.

12|34 |5 |6 |7 |8 (910
11 |12 |13 |14 |15 (16 |17 (18 |19 | 208
21 |22 |23 |24 |25 (20|27 |28 | 29|30
31 |32 |33 |34 |35(36 |37 |38 |39 |40
41 (42 |43 (44 | 45 | 46 | 47 | 48 [ 49 | 50
51 |52 |53 |54 |55 (56|57 |58 |59 |60

bl (62 |63 (b4 |65 |66 |67 |68 (69 | 7O
71|72 |73 |74 |¥5 |76 |77 |78 |79 | 80
81 |82 |83 |84 |85 (86| 87 | 88 | B9 | 9@
91 (92 |93 (94 |95 |96 | 97 |98 (99 100
191 (182|103 (184 185|106 187|108 (189|110
111|112|113|114|115|116 117|118 119(17@
121 (122123 (124125126 (127|128 (129|130
131 (132|133 (134135136 137|138 (139|140
141 (142143 (144 145|146 147|148 (149|150
151 (152|153 (154|155 |156 |157 |158 (159|160
161 (162|163 (164|165 |166 |167 |168 (169|170
1¥1 (172|173 (174|175 |176 177 |1¥8B (179|180
181 (182|183 (184 185|186 187|188 (189|190
191 (192|193 (194 195|196 197 |198 (199 | 200

24. En este caso, écual es el ultimo numero primo del que debes tachar sus multiplos? Observa que
13-13=169y 17 - 17 = 289.
Seria el 13 porque 1313 = 169, ya que el siguiente seria 17, pero 17¢17 = 289 y ya sobrepasa de 200.

25. Busca los distintos significados de las palabras “criba” y “algoritmo”, éen qué mas contextos lo
puedes utilizar?

Criba: es un utensilio que se emplea para limpiar el grano de la paja, el polvo y otros sélidos no
deseados con los que se haya mezclado. En el contexto matematico se utiliza como sinénimo de
separacion. En el caso de la criba de Eratdstenes, nos ayuda a separar los numeros primos de los
compuestos.

Algoritmo es un conjunto prescrito de instrucciones o reglas bien definidas, ordenadas y finitas que
permite realizar una actividad mediante pasos sucesivos. El algoritmo se usa tanto en matematicas
como en informatica.
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26. Descompdn en factores primos los siguientes nimeros:

a) 50 = 2e 52 50
25

b) 36 = 2232
36
18

w W NN

c) 100 = 22052
100
50
25

U L1 NN

d) 110 = 2e511
110 | 2
55 | 5
11 | 11

27. Descompdn en factores primos los siguientes nimeros:

a) 150 = 20523

150 | 2
7515
15 |5
3
b) 121 = 112
121 | 11
11 | 11
1
c) 350 = 2¢52e7
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350
175
35

N oo N

d) 750 = 2¢5%3
750
375
75
15

w U1 L1 L1 N

28. Descompdn en factores primos los siguientes nimeros:
a) 1240 = 23531
1240

620
310
155 | 55
31 131
1

b) 2 550 = 2¢52e51
2550 | 2
1275
255 |5
51 |51

€) 4520 = 23¢50113
4520

2260
1130
565
113 | 113

U NN NN

d) 5342 = 22671
5342 | 2

2671 | 2671
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29. Si descomponemos en factores primos los nimeros: 10, 100, 1000, 10 000 y 100 000, ¢qué es lo
que observas? ¢Lo podrias hacer de forma mas rapida sin necesidad de usar el método general?
Podemos observar que todos tienen como factores el 2 y el 5. La potencia de estos factores coincide
con el numero de ceros que tenga el numero.

10 =2e5; 100 = 2252

30. ¢{Qué ocurre al descomponer en factores primos los numeros 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256? Continua
la serie con 7 nimeros mas.

Se observa que todos son potencias de 2:

4=22 , 8=2% ,16=2% ... , 512,1024, 2048, 4096, 8196, ...

31. Calcula el M.C.D de los siguientes pares de niimeros:

a) 70y 45
70 | 2 45 |5
35 |5 913
717 313
1 1
70=2e5¢7 | 45=3%5
M.C.D=5
b) 121y 55
121 |11 5515
11 111 11 111
1 1
121 =112 , 45 =511
M.C.D =11
c)42y66
42 | 2 66 |2
21 |3 33|13
717 11 111
1 1
42 =2e3e7 , 66=2e3e11
M.C.D =23 =6
d) 224y 80
224 | 2 80 |2
112 | 2 40 | 2
56 | 2 20 | 2
28 | 2 10 | 2
14 |2 515
717 1
1
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224 = 2%e7
80 = 2%e5
M. C.D =2%=32

32. Calcula el M.C.D de los siguientes nimeros:

a) 33,11y 22

33 |3
11 111
33=3e11 1
11=11
22 =2e11
M.C.D=11
b) 66, 42y 120
66 | 2
33|13
11 111
1
66 = 2e3e11
42 =2e3e7
120 = 23345
M.C.D =23 =6
c) 75, 25y 200
75 |5
1513
515
1
75 =523
25=52
200 = 23e5
M.C.D =52 =25
d) 81,44y 16
8113
27 | 3
913
313
1
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42
21

25

44
22
11

11 22 |2
11 111
1
2 120 | 2
3 60 | 2
7 30 |2
15 |3
515
1
5 200 | 2
5 100 | 2
50 | 2
25 |5
515
1
2 16 | 2
2 812
11 412
212
1
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81=3%
44 =2%11
16 = 2¢

M.C.D =1 ya que no tienen otro factor en comun.

33. Calcula el m.c.m. de los siguientes pares de numeros:

a)40y 24
40 = 235
24 =233
M.C.M = 23e53 =120

b) 16 y 40

16 = 24

40 = 235

M.C.M = 245 =80

c) 30y 66

30 = 30205

66 = 203011

M.C.M = 2305011 = 330

d) 24y 80
24 = 233
80 = 2%e5
M.C.M = 2%e503 = 240

34. Calcula el m.c.m. de los siguientes nimeros:
a)33,11y22

33 =3e11
11=11
22 =211

M.C.M = 2311 =66

b) 66, 42 y 120

66 = 203011

42 =2e3e7

120 = 2335

M.C.M = 23e3e5e7¢11

c) 75, 25 y 200

75 = 5203

200 = 2352

25 = 52

M.C.M = 52 #3023 = 600
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d) 81,44y 16
81 =34
44=22e11
16 = 2°

M.C.M =3%e2%e 11 =14.256

35. Milagros y Nieves tienen 30 cuentas blancas, 10 cuentas azules y 90 cuentas rojas. Quieren hacer
el mayor nimero de collares iguales sin que sobre ninguna cuenta.
a) éCuantos collares iguales pueden hacer?

30 =3e2e5
10 =25
90 = 326205

Para hacer el mayor numero de collares iguales sin que sobre ninguna cuenta tendremos que hacer el
maximo comun divisor:

M.C.D=2¢5=10

Por lo tanto, podra hacer 10 collares.

b) ¢Qué numero de cuentas de cada color tendra cada collar?

Si cada cantidad de cuentas lo dividimos entre el M.C.D sabremos cuantas cuentas de cada color tendra
cada collar:

Blancas = 30:10 = 3 cuentas blancas

Azules =10:10 = 1 cuenta azul

Rojas =90:10 = 9 cuentas rojas

36. La abuela toma muchas pastillas. Nada mas despertarse, a las 9 de la maiiana, toma una para el
colesterol que debe tomar cada 8 horas, otra para la tensiéon que debe tomar cada 12 horas y una
tercera para la circulaciéon que debe tomar cada 4 horas. ¢{Dentro de cuantas horas volvera a tomar
los 3 medicamentos a la vez? ¢A qué hora?

8=23
12 =2%3
4=2

Para saber cuantas horas pasaran para que coincida la toma de las tres pastillas haremos el M.C.M:
M.C.M =233 =24

Esto quiere decir que cada 24 horas coincidird la toma de las tres pastillas, como comienza a
tomarselas a las 9h de la mafiana, cada dia a las 9h coincidira la toma de las 3 pastillas.

37. Juan compra en una floristeria 24 rosas y 36 claveles. ¢{Cudntos ramos iguales puede elaborar si
coloca la maxima cantidad de flores de cada tipo para que no le sobre ninguna?{Cuantas rosas y
claveles debe colocar en cada ramo?

24 =233

36 =22e3?

Para hacer un ramo con las maximas flores tenemos que calcular el M.C.M:

M.C.M =223 =12

Por lo tanto, habra 12 ramos con la mayor cantidad de flores y no sobrara ninguna.

En cada ramo habra 2 rosas y 3 claveles:

24:12 = 2 rosas

36:12 = 3 claveles
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38. Raul tiene varios avisos en su mavil: uno que da una seial cada 30 minutos, otro que da una
sefal cada 60 minutos y un tercero que da una seinal cada 120 minutos. Si a las 10 de la mafiana las 3
sefiales de aviso han coincidido. a) ¢Cuantas horas como minimo han de pasar para que vuelvan a
coincidir los tres avisos? b) ¢A qué hora ocurrira?

30 =3e2e5
60 = 392205
30 = 302345

Haremos el M.C.M para saber el minimo de horas que pasan hasta que coincidan los tres avisos.
M. C.M = 3e23e5 = 120.

120 minutos = 2h, por lo tanto, pasaran dos horas hasta que coincidan las tres alarmas. Como a las 10
de la manana coinciden, volveran a coincidir a las 12 de la manana.

39. ¢Cuadl serd la menor cantidad de pasteles que se deben comprar para que se puedan repartir en
partes iguales entre grupos de 10, 20 y 30 niilios? Determina en cada caso cuantos pasteles le toca a
cada nifo.

10 = 25
20 = 2205
30 =3e2e5

La menor cantidad que tenemos que comprar sera hacer el M.C.M
M.C.M = 3e22e5 = 60, que serd la menos cantidad que debemos comprar para que le toque un pastel a
cada nifio.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Escribe cuatro numeros de tres cifras que sean divisibles por 11y por 2 a la vez.
Buscaremos numeros que sean pares y divisibles por 11, por ejemplo: 110, 550, 616 y 814.

2. Escribe los diez primeros multiplos de 4 y los diez primeros multiplos de 6. ¢Cudles son comunes a
ambos?

Multiplos de 4: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40.

Multiplos de 6: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60.

Los comunes seran: 12, 24 y 36.

3. Sustituye A por un valor apropiado para que:

a) 24 A75 sea multiplo de 5.

Como dicho niumero termina en 5, la A podra tener cualquier valor.

b) 11 07A sea multiplo de 3.

Para que sea multiplo de 3, la suma de sus cifras tiene que ser multiplo de 3:

1+1+0+7+A; 9+A; Apodriaser0,3,6009.

c) 5A 439 sea multiplo de 6.

No habrd ninguno porque para que sea multiplo de 6 tiene que terminar en nimero par y este termina
en impar.

4. Indica cuales de los siguientes niimeros son multiplos de 3:

1, 30, 50, 60, 70, 75, 100, 125, 150

Para que sea multiplo de 3, la suma de sus cifras debe ser divisible por 3, por lo que, de esos nimeros,
solo 30, 60, 75 y 150 son multiplos de 3.

5. Busca todos los divisores de 210.
Los divisores de 210son: 1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35,42, 70 y 210.

6. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla escribiendo verdadero o falso:

Numero éEs...? Verdadero/Falso
30.087 Divisible por 3 3+0+0+8+7=18;
18:3=6
Verdadero
78.344 Divisible por 6 Es par, por lo tanto

es divisible por 2.
7+8+3+4+4 =26; 26:3
no es exacto.

Falso

87.300 Mudltiplo de 11 8+7+3+0+0 = 18;
18:11 no es exacto
Falso

2.985.644 Multiplo de 4 Las dos ultimas cifras

(44) son multiplo de
4,yaquedd:4=11
Verdadero
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1 Divisor de 13 13:1=13
Verdadero

98 Divisor de 3 9+8 =17; 17:3 no es
exacto.
Falso

7. Calcula el m.c.m. y M.C.D. de m y n sin averiguar el valor numérico de cada uno:
ajm=2-2-2-3 n=2-3-3-5
m.c.m = 23.32.5 =360

M.C.D=2-3=6
b)m=3:5 n=2-7
m.cm=3-5-2-7=210
M.C.D=1

c)m=22-3.52 n=22-32
m=23.3-11-13 n=2%6.11
m.c.m = 2%:11- 3- 13 = 13.728
M.C.D =2311=288
dm=3:5-72n=2:52-7
m=23.33.5 n=23.13.7

m.c.m =23 33.5.13.7 = 98.280
M.C.D=23=8

8. Escribe en tu cuaderno y completa las siguientes afirmaciones:

a) Como dos numeros primos entre si no tienen factores primos comunes, el minimo comin multiplo
de ambos es su producto.

b) Como dos nimeros primos entre si no tienen factores primos comunes, el maximo comun divisor
de ambos es 1.

9. Calcula mentalmente el m.c.m. y M.C.D. de los siguientes nimeros:

a) 4y 8: 8 es multiplo de 4, por tantom.ccm=8y M.C.D=4

b) 2y 3: Al ser primos, m.c.m=2-3yM.C.D=1

c) 3y 12: 12 es multiplo de 3, por tanto m.c.m=12 y M.C.D =3

d) 7 y 10: No tienen factores en comun, por lo tanto, m.c.m=7-10=70y M.C.D =1
e) 6y 12: 12 es multiplo de 6, por lo tanto, m.c.m= 12 y M.C.D =6

f) 6 y 9: Los factores comunes son el 3 de mayor potencia 3%y el 2 es no comun, por lo tanto, m.c.m= 18
y M.C.D =6

g)10y 15: m.c.m=2-3-5=30y M.C.D =5

h) 2y 5: como son primos, m.c.m=10 yM.C.D=1

i)4y6:m.cm=2%3 =12yM.C.D=2

j) 2y 2: Al ser el mismo numero, m.c.m=2y M.C.D =2

k)d4y1l:mcm=2’y M.CD=1

1) 3y 7: Al ser primos, m.c.m=3:-7=21yM.C.D=1

m)2,3y4: m.cm=2%3=12yM.C.D=2

n) 3,6 y 12: Al ser multiplos de 3, m.c.m=12yM.C.D=3
0)3,4y6:m.cm=2%3=12yM.C.D=1
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10. Calcula:

a) m.c.m. (8, 40) M.C.D. (8, 40)
8=23

40=235
m.c.m=235=40yM.C.D=23=8
b) m.c.m. (15, 35) M.C.D. (15, 35)
15=3.5

35=7-5

m.c.m=3-5-7=105y M.C.D=5

c) m.c.m. (84, 360) M.C.D. (84, 360)
84=2%3.7

360 =23-3%5
m.c.m=23-32.5.7=2520y M.C.D=2%3=12

11. En un tramo de acera hay tres farolas. Una se enciende cada 12 segundos. Otra cada 18 y otra
cada 60. A las 18:30 de la tarde las 3 coinciden encendidas. Averigua cuantas veces van a coincidir en
los 5 minutos siguientes.

12=2%3
18 =322
60=223.5

Hallaremos el m.c.m para saber cudndo vuelves a coincidir:

m.c.m = 2% 32.5=180.

Coincidiran cada 180 segundos, es decir, cada tres minutos. Por lo tanto, coinciden a las 18:30, después
a las 18:33. En los préximos 5 minutos coinciden una vez.

12. Tres autobuses salen de la misma estacion en tres direcciones distintas. El primero tarda 1 hora y
45 minutos en volver al punto de partida, y permanece un cuarto de hora en la estacion. El segundo
tarda 1 hora y 5 minutos y permanece 7 minutos en la estacidn. El tercero tarda 1 hora y 18 minutos
y permanece 12 minutos en la estacion. Se sabe que la primera salida ha tenido lugar a las 6 de la
maiana. Calcula:
a) A qué hora volveran a salir juntos de la estacion.
9=1hy45m=60+45=105m+15=120
2=1hy5m=60+5=65m+7=72
2=1hy18m=60+18=78m+12 =90
120=23-3-5 72 =23.32 90=2-3%5
Hallaremos el m.c.m para saber a qué hora vuelven a salir juntos de la estacion.
m.c.m =23 32.5=360
Vuelven a coincidir a los 360 minutos, es decir, a las 6 horas. Si salieron a las 6h, volveran a coincidir a
las 12h.
b) El nimero de viajes efectuados por cada uno en ese momento.
El 12 hace un viaje cada dos horas, por lo tanto:
6:2 = 3. Hara 3 viajes.
El 22 hace un viaje cada 72 minutos, por lo tanto:
360:72 = 5. Hard 5 viajes.
El 32 hace un viaje cada 90 minutos, por lo tanto:
360:90 = 4. Hara 4 viajes.
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13. Un artesano tiene 32 piedras de coral, 88 de turquesa, 56 perlas y 66 de azabache. Con todas
ellas desea elaborar el mayor nimero posible de collares iguales. ¢ Cuantos puede hacer?
32=3°

88=23%11
56 =237
66 =2-3-11

M.C.D (32, 88, 56, 66) =2

Solo haremos 2 collares iguales y las piezas de cada collar serdn:
32:2 = 16. Utilizaremos 16 piezas de coral.

88:2 = 44. Utilizaremos 44 piezas de turquesa.

56:2 = 28. Utilizaremos 28 piezas de perlas.

66:2 = 33. Utilizaremos 33 piezas de azabache.

14. El ordenador de Lucia escanea con el antivirus cada 180 minutos y hace actualizaciones cada
240 minutos, écada cuantos minutos hace las dos cosas al mismo tiempo?

180 =32 23-5

240=2%3-5

m.c.m (180,240) = 2% 32. 5 = 720.
Cada 720 minutos, o 12h, hara las dos cosas al mismo tiempo.

15. A lo largo de una carretera hay un teléfono de emergencia cada 10 km, un pozo de agua cada
15 km y una gasolinera cada 20 km. ¢ Cada cuanto coinciden un teléfono, un pozo y una gasolinera?
10=2-5

15=3-5

20=2%5

m.c.m (10,15,20) = 22- 5- 3 = 60.

Cada 60 minutos coincidiran un teléfono, un pozo y una gasolinera.

16. Para celebrar su cumpleafios, Sonia compro 12 gorritos de papel, 6 collares, 18 anillos y 36
caramelos. Si quiere armar bolsas de regalo con la misma cantidad de obsequios de cada tipo, épara
cuantos amigos le alcanza? ¢{Qué debera poner en cada bolsa?

12=223
6=2-3
18=2-32
36=2%32

M.C.D (12, 6, 18,20) =2-3 =6.

Solo podremos hacer 6 bolsas y cada bolsa tendra:
12:6 = 2. Dos gorritos

18:6 = 3. Tres anillos

6:6 =1. Un collar

36:6 = 6. Seis caramelos.

17. Una mdaquina llena una caja de 256 botellas en un minuto y otra maquina llena la misma can-
tidad de botellas en un minuto y medio. Si ambas empezaron a embotellar liquidos a las 9:00 am. ¢A
qué hora terminan ambas de llenar una caja? ¢Cuantas botellas habran llenado ambas maquinas du-
rante ese periodo?
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12 maquina = 1 minutos = 60 segundos

22 maquina = 1 minuto y medio = 90 segundos.

60=22-3-5

90=32.2-5

m.c.m (60,90) = 22- 32 5 = 180.

A los 180 segundos de empezar terminan de llenar una caja. Por lo tanto, la terminaran a las 9:03h.
12 maquina = 256-3 = 768 botellas llena en 3 minutos.

256-2 =512 botellas llena en 3 minutos.

18. Comprueba si 2 047 es primo usando la hoja de calculo.
Utilizar hoja de cdlculo.
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AUTOEVALUACION

1. ¢Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

a) Si dos nimeros son primos, su maximo comun divisor es 1.

b) Si dos nimeros son primos, su minimo comun multiplo es 1.

¢) El minimo comuin multiplo de dos numeros siempre es mayor que el producto de ambos.

d) El maximo comun divisor de dos numeros siempre es mayor que el producto de ambos.

La solucidn correcta es la a) puesto que al ser primos no tienen ningun factor en comun, solo el 1.

2. é{Cual de las soluciones es la correcta para el conjunto de los divisores de 63?
a)D(63)={1, 3, 7, 21, 63}

b) D(63) = {1, 2, 9, 21, 63}

¢)D(63)={1, 3, 7, 9, 21, 63}

d) D(63) =0, 1, 3, 7, 9, 21, 63}

La solucion correcta es la c)

3. La descomposicion de 81000 en factores primos es:
a) 23.34.53

b) 23.33.53

c) 23.3%.52

d) 22.34.53

81.000 = 81-1.000 = 23-34.53

La solucidén correcta es la a)

4. De los nimeros:183, 143 y 1973,

a) Todos son primos

b) Ninguno es primo

c) 143 es primo

d) 1973 es primo

Solo 1973 es primo, por lo que la solucidn correcta es la d)

5. éCuadl de las siguientes afirmaciones es verdadera ?

a) Si un nimero es multiplo de 2, también lo es de 4.

b) 11 es multiplo de 121.

c) 33 es divisor de 11.

d) Si un nimero es multiplo de 2 y de 3, también lo es de 6.

La solucidn correcta es la d), ya que, siempre que un nimero sea multiplo de 2 y 3 a la vez, lo sera de 6.

6. La propiedad que se ilustra en la siguiente igualdad 2- (3+4)=2-3+2-4es:

a) La propiedad conmutativa.

b) La propiedad distributiva.

c) La propiedad asociativa.

d) Esa igualdad no es cierta.

La correcta es la b) ya que la propiedad distributiva nos dice que el producto de un factor por la suma
de otros dos factores es igual al producto del factor por el primer sumando mds el producto del factor
por el segundo sumando:

2:(3+4)=2-3+24
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7. El M.C.D.(650, 700) es:

a) 10

b) 30

c) 20

d) 50

650 = 52.2-13

700 = 52.22.7

M.C.D = 522 = 50. La respuesta correcta es la d)

8. Un operario revisa la excavadora de su empresa cada 28 dias y la griia cada 35. Si revisé las dos el 1
de mayo, é¢cuando volveran a coincidir?

a) El 17 de septiembre

b) El 1 de septiembre

c) El 17 de agosto

d) Ese aino no vuelven a coincidir

28 =227

35=5.7

m.c.m =22-5-7 = 140.

Coincidira la revision dentro de 140 dias. Sumo los dias que tienen los meses desde el 1 de mayo hasta
llegar a 140 dias.

Mayo = 31; junio = 30; julio = 31; agosto = 31

31+30+31+31 =123.

140 -123 =17.

Coincidiran el 17 de septiembre. La respuesta correcta es la a)

9. Queremos alicatar una pared de 615 x 225 centimetros, con azulejos cuadrados de lado el mayor
posible y no cortar ningtin azulejo. ¢ Cuantos azulejos son necesarios?

a) 615

b) 15

c) 225

d) No es posible
615=5-3-41
225=52.32
MC.D=5-3=15

Para que las baldosas sean cuadradas, tendrdn que ser de 15x15, estas mediran 225cm?

La pared mide 615-225 = 138.375cm? Si dividimos lo que mide la pared entre lo que mide cada azulejo,
tendremos el nimero de azulejos que necesitamos:

138.375cm?: 225cm? = 615.

Por lo tanto, necesitaremos 615 azulejos para no tener que cortar ninguno.

La respuesta correcta es la a).
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Sistemas de medida

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Clasifica como magnitudes o unidades de medida. Indica cuales de las unidades de medida perte-

necen al Sl:

Debemos tener en cuenta que una magnitud es una caracteristica que se puede medir mediante un
nlimero, mientras que una unidad de medida es un patrdon para medir una magnitud. Una misma
magnitud se puede expresar con distintas unidades de medida.

a) Centimetro cubico:

b) Tiempo:

c) Hora:

d) Memoria de un ordenador:
e) Gramo:

f) Masa:

g) Kilémetros por hora:

Es una unidad de medida. S.1
Es una magnitud.
Es una unidad de medida. S.I
Es una magnitud.
Es una unidad de medida. S.I
Es una magnitud.
Es una unidad de medida. S.I

2. Investiga a qué magnitudes corresponden las siguientes unidades poco corrientes:

a) Area: Superficie
b) Hercio: Frecuencia
c) Yuan: Dinero

d) Grado Fahrenheit: Temperatura
e) Ao luz: Distancia

3. Indica al menos una unidad del Sistema Internacional de Unidades adecuada para expresar las si-

guientes magnitudes:
a) La edad de la tierra:
b) El tamafio de un jardin:
¢) La capacidad de un bidén:

d) La distancia entre Madrid y Valencia:

e) La masa de un armario:

f) Lo que tardas en hacer un problema:

afo

metro cuadrado
litro

kildmetro
kilogramo
minutos

4. Copia en tu cuaderno y relaciona cada magnitud con su posible medida:

12°C )

\masa ) C_longitud >

Masa-0.55¢g
Longitud - 2 Km
Capacidad -5 1L
Superficie - 33 m?
Temperatura - 12°C

2km

(33m)  (sL) " 0ssg

-

(_temperatura )

(__capacidad ) -'__superficle"__'_-

5. Si Ramoén mide 1.65 metros y Jestis mide 164 centimetros: ¢ Quién es mas alto?

Para poder compararlos, debemos tener las dos alturas en la misma medida. Como la unidad del S.I. es
el metro, pasaremos la altura de Jesus, que esta en centimetros, a metros.

Para ello, como sabemos que 1 cm es igual a 0.01 m, tendremos que dividir los 164 cm entre 100 para
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Sistemas de medida

pasarlo a metros:
164 cm:100 = 1.64m
Por tanto, Ramdén mide 1.65 metros y Jesus mide 1.64 metros, por lo que Jesus es mas alto.

6. Contesta con una regla graduada:
a) Mide la longitud de tu cuaderno. ¢ Cuanto mide?
La longitud del cuaderno es de 28cm.

b) Mide un lapiz. éCuanto mide?
Mide 10cm. .

7. Averigua cuanto mide el largo de tu habitacion.
El largo de mi habitacion es de 2,15 metros.

8. Expresa las siguientes longitudes en centimetros:
Para pasar de una unidad de longitud a otra, tendremos que multiplicar o dividir por 10 tantas veces
como sea necesario, siguiendo el orden de km, hm, dam, m, dm, cm y mm.

a) 54 dm=540 cm.

b) 21.08 m= 2108 cm.

c) 8,7 hm=87000 cm.

d) 327 mm=32,7 cm.

9. Expresa las siguientes longitudes en las unidades que se indican en cada caso:
Tendremos que pasar las longitudes a la misma unidad, sumarlas y después pasarlas a lo que nos piden,
o pasar las dos a la unidad que me piden y después sumarlas.

a) 8 m 1 mm en centimetros:
8m=800cm; 1mm=0,1cm
800dm + 0,1 cm =800,1cm
b) 3.5 km 27 dam en centimetros:
3.5 m =350000 cm; 27 dam = 27000 cm
350000 cm + 27000 cm = 377000 cm
c) 13 km 21 mm en milimetros:
13 m = 13000000 mm; 21 mm =21 mm
13000000 mm + 21 mm = 13000021 mm
d) 7 hm 15 cm en centimetros:
7 hm=70.000cm; 15cm=15cm
70.000cm + 15 ¢cm = 70.015 cm
e) 2 dam 5 dm en metros:
2dam=20m; 5dm=0.5m
20m+05m=205m
f) 0.6 m 340 mm en decimetros:
0.6m=6dm; 340 mm =3,4dm
6dm+3,4dm=9,4dm
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“ Sistemas de medida

10. Observa la tabla anterior y calcula:

Recuerda que el paso de unidades se hara igual que en las longitudes, pero multiplicando o dividiendo
por 100.

a) 35 dam?® = 3500 m?

b) 67 m? = 67000000 mm?
¢) 5 km? = 5000000 m?

d) 7m? = 0.0007 hm?

11. Pasa 98 hm?37 dam? a centimetros cuadrados.

98 hm? = 9800000000 cm?; 37 dam? = 17000000 cm?
9800000000 cm? + 1700 0000cm? = 9837000000 cm?

12. Expresa las siguientes superficies en areas:
Para hacer este ejercicio, recordamos las equivalencias de las unidades agrarias, donde:
1 ha=100 a= 100 dam?
1 a=100 m?
1 ca=0.01 a=1 m?
a) 1678 ha=167800 a
b) 5ha=500a
c) 8ha20a
8 ha=800a; 20a=20a
800a+20a=820a
d) 28100 ca=281a

13. La superficie de un campo de futbol es de 7140 metros cuadrados. Expresa esta medida en cada
una de estas unidades:

a) Centimetros cuadrados: 7140 m? a cm? = 71400000 cm?

b) Decdmetros cuadrados: 7140 m? a dam? = 71.40 dam?

c) Hectdreas: 7140 m? a ha = 0.714 ha

d) Areas: 7140 m?aa =714a

14. Expresa en metros cubicos 3.2 dam? 5600 dm3
3.2 dam® =3200m> 56800dm3 =5,6m>;
3200 m3 + 5,6 m*® = 3205,6 m3

15. Expresa estos volumenes en decametros cubicos:
a) 0.38 m® = 0.00038 dam?
b) 81 dm3 = 0.000081 dam?
c) 1,23 hm?® = 1230 dam®
d) 52 m3 = 0,052 dam?

16. ¢Cuantos decilitros tiene un litro?

La escala de los litros es la misma que la escala de los metros, por lo que los cambios de unidades se
haradn de la misma manera.

Por tanto, 1 Litro tendra 10 dl.
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“ Sistemas de medida

17. Expresa en kilolitros:
a) 341 =0,34 hl
b) 1232 ¢l = 0,1232 hl
c) 57dal = 5,7 hl
d) 107 hl = 107 hl

18. Ordena de menor a mayor estas medidas:

Para ordenarlas, tendré que pasar todas a la misma medida. Como sabemos que 1 = 1 dm?® pasamos
todas las cantidades a dm? para compararlas.

a) 7.0001 hm3 = 7000100000 dm?3
b) 23000 ! = 23000 dm?
c) 8ml =0.0081 = 0.008 dm3
d) 4 mm3 = 0.000004 dm?3
Por tanto, de menor a mayor:
4mm3 <8ml<23000!< 7.0001 hm3

19. Calcula el volumen (en litros y en cm3) de una caja que mide 20 cm de ancho, 20 cm de largo y 5
cm de alto.

Volumen =20cm-20cm -5 cm = 2000 cm3 = 2 dm?3 = 21

20. Expresa las siguientes cantidades en hectogramos:
El cambio de unidades en la escala de los gramos sera igual que en la escala de los litros y de los metros.
a) 17g=0,17 hg
b) 59 dag =5,9 hg
c) 73,5kg=735hg
d) 350g=3,5hg

21. Expresa en gramos las siguientes masas:

a) 3.6dag=36¢g
b) 59 kg =59.000 g
c) 740.5 kg 8.5 dag
740.5 kg = 740500 g; 8.5dag=85g; 740500 + 85 = 740585 g
d) 3 dag 15.10dg
3dag=30g; 15.10dg=1.510g; 30+ 1.510=31.510¢g

22. Expresa en kilogramos:

Para este ejercicio debemos recordar que:
1tm =1000 kg, 1 gm =100 kg y 1 mag = 10kg

a) 5tm 5gm 2.5 mag
5 tm = 5000 kg
5gm =500 kg
2.5 mag=25kg
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“ Sistemas de medida

5000 + 500 + 25 = 5525 kg
b) 9.35tm 750 dag

9.35 tm=9350 kg
750 dag=7.5kg

9350 + 7.5 = 93575 kg
c) 712 gm 459 hg

712 gm = 71200 kg
459 hg = 45.9 kg

71200 + 459 = 712459 kg
d) 22tm 3 mag 8 kg

22 tm = 22000 kg
3 mag=30kg

22000 + 30 + 8 = 22038 kg
23. Estima la masa de:

a) tu cuaderno: 75g
b) tu boligrafo: 15gr
c) tu cartera: 530 gr
d) tu mesa: 27 kg

24. Pasa a forma compleja los siguientes angulos

a) 12500
12 60
500
05 208 60
00
Solucion: 12500 =
b) 83’
83 60
Solucién 83" =
c) 230"

23 60
0

Solucion: 230" =

d) 17600
17 60
600
56 293 60
0
20
0
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Sistemas de medida

Solucién: 17600 "=
25. Pasa de forma incompleja a forma compleja

a) 12°34° 40"

12° - 3600” 43.200"+
34 - 60" 2.040"+
40"=
45.280"

12°34° 40 = 45.280"

b) 13°23° 7"

13° - 3600” 46.800"+
23 - 60" 1.380"+
7II=

48.187"

13°23° 7" = 48.187"

c) 49° 56" 32"

49° - 3600" 176.400"+
56 - 60" 3.360"+
32"=

179.792”

49°56° 32" = 179.792”
d) 1°25 27"

1° - 3600 3.600"+
25 - 60" 1.500"+
27"=
5.127”

1°25° 27" =5.127"

26. Completa la tabla

EXPRESION EN EXPRESION EN EXPRESION EN GRADOS,
SEGUNDOS MINUTOS Y SEGUNDOS | MINUTOS Y SEGUNDOS
8.465” 141’ 5” 2°21’5”
14.732” 245’ 32” 4°5' 32"
11.835” 1.863’ 55" 31°31’ 55”
8.465"
8.465 | 60
246 141 | 60
005 21 2
05

8.465"” =141’ 5"
8.465” =2°21'5"
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245’ 32”
245 | 60
05 4
245’ 32" = 4° 5 32"
245 - 60" =  14.700"+
32"=
14.732”
245 32" = 14.732"
31° 3’ 55”
31° - 3600" = 111.600"+
3 . 60" = 180"+
55"=
111.835”

31°3’55” =111.835"

31° - 60" = 1.860"+

3'=

1.863”

31° 60’ =1.863" 55"
27. Calcula

a) 34°45° 30" +12°27° 15~
34° 45" 307+
12° 27 15”7 =
46° 72" 45"

Solucion: 47° 12’ 45”

b) 16°30° 1 +12°13" 12" +2° 1’
16° 300 17+
120 13 127+
2° 1 =
30° 44 13"

Solucion: 30° 44’ 13”
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Sistemas de medida

c) 16°45° +23°13” +30° 20" 30”

16° 45’
23° 13”7 + 65 —60" =5
30° 200 30"
69° 65 43"

+

Solucion: 70° 5’ 43”

d) 65°48° 56" - 12° 33" 25"
65° 48 56" -
12° 33" 25”7 =
53° 15" 31"

Solucion: 53° 15’ 31”

e) 35°54" 23" - 15°1" 35”
35° 54" 23”7 -
150 1’ 35” -

Tenemos que recordar que no se puede restar cuando el sustraendo es mayor que el
minuendo (en este caso 35">23"). Por ello tenemos que hacer que el minuendo sea mayor.

La forma de hacerlo es quitarle un minuto a los 54’ y se lo sumamos en forma de segundos
(60”) a los segundos. De esta forma tendremos 54’ y 83" y resolvemos:

35° | 53" | 83" -
150 1' 35ll -
20° | 52’ | 48”

Solucidon: 20° 52’ 48"

f) 43°32"1” - 15°50° 50”
43° 32 17 -
15° 50’ 50" =

Vuelve a ocurrir lo mismo en los segundos, por lo que procedemos del mismo modo:

43° 31" 61"”- 327-1" =371
15° 50" 507 =

60” + 1Il - 61”
De nuevo, los minutos siguen siendo mas pequefios, por lo que volvemos a realizar el proceso:
42° 91" 61”- 43° - 1° = 42°
15° 50° 50”7 =
27° 41 11”7
Solucion: 27° 41’ 11”

60" +31” =91"
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Sistemas de medida

28. ¢{Cuantos segundos tiene una hora?
Como sabemos, una hora tiene 60 minutos y 1 minuto tiene 60 segundos, por lo que haremos:
6060 = 3.600

De esta forma, vemos que una hora tiene 3.600 segundos.

29. ¢Cudntas horas tiene una semana? ¢ Cuantos minutos?
Como sabemos, un dia tiene 24 horas y una semana tiene 7 dias, por lo que:
247 =168
Una semana tendrd 168 horas.
Como cada hora tiene 60 minutos, tendremos:
16860 =10.080
Una semana tendra 10.080 minutos.

30. ¢{Cuantas semanas tiene un afio no bisiesto?
Todos los meses tienen 4 semanas excepto 4 meses que tienen 5 semanas. Entonces tendriamos:
412 +4 =52

Un ano no bisiesto tendra 52 semanas.

31. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia 1 200 € a libras, bolivianos, yenes y Dirhams.
Libras: 1200€ «0,86£=1.032 £
Soles: 1200€ « 3,6s = 4320s
Bolivianos: 1200€ « 39Bs = 10.800Bs
Yenes: 1200€ «131¥s = 157.200¥
Dirhams: 1200€ «11,1MAD = 13.320MAD

32. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia a euros las siguientes cantidades:
a)390 $
390%$: 1,3 = 300€

b) 4 051.5 80
4051,5MAD: 11,1 = 365€

c)104 800 ¥ (yenes)
104.800¥ : 131 = 800€

d)5 103 Bs
5103Bs: 9 = 567€

33. Jessica se quiere comprar una Tablet. En Espaiia cuesta 350 €, en Estados Unidos 400 $ y 60 $ de
transporte, en China 2 700 ¥ y 200 ¥ de transporte. ¢DOnde es mas barato comprar la Tablet?

La Tablet cuesta en Espafia 350€.

En EEUU cuesta 460S.

En China cuesta 2.900¥.

Pasamos los délares a euros: 460S : 1,3 = 353,84€
Pasamos los yenes a euros: 2.900¥ : 131 = 22,137¢€.
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Sistemas de medida

Podemos comprobar que, a pesar de pagar el transporte, el lugar mds barato para comprar la tablet es
China.

34. Ramiro se comunica regularmente con amigos por internet: John, de Escocia; Irina, de Bolivia y
Taiko de JapOn. Quiere comprar una bici que cuesta 200 €. Les quiere decir a cada uno de sus amigos
el precio en su moneda nacional. Realiza los calculos.

Para decirle el precio de la bicicleta a John de Escocia, pasaremos los euros a libras:
200€ « 0,86 = 172f

Para Irina de Bolivia haremos:
200€ » 9 = 1.800 Bs

Para Tayiko de Japon haremos:
200€ » 131 = 26.200¥%
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Descompodn en sus distintas unidades:
a) 3945.67 cm = 3dam 9m 4dm 5 cm 67mm
b) 415.95 mm= 4dm 1cm 1,95mm
c) 5148 m=5km 1hm 4dam 8m
d) 67.914 km= 6mam 7km 9hm 1dam 4m
e) 0.82 dam= 8m 2dam

2. Completa con el nimero o unidad correspondiente:
a) 50 m =0,5 hm =5 000 cm
b) 300 hm =30 km =30.000 m
c)23dm=2,3m=2300 mm
d) 40 km = 4000 dam = 400.000 dm

3. Ordena de menor a mayor: 2.7 m; 30 cm; 0.005 km; 2 600 mm; 0.024 hm; 26 dm.
30cm =30cm
0,024hm = 240cm
2600mm = 260cm
2,7m =270cm
0,005km = 500cm
30cm < 0,024hm < 2600mm < 2,7m < 0,005km

4. Calcula la longitud que falta o sobra para tenera 1 m:
a)27 cm
Im =100cm ; 100-27 = 73. Faltan 73cm.

b) 300 mm + 25 cm
30cm + 25cm =55cm ; 100-55 =45. Faltan 45cm.

c) 0.00034 km + 0.22 dam
0,34m +2,2m + 2,54m ; 2,54m —1m =1,54m, Sobran 1,54m.

d) 0.3m+27 cm + 120 mm
0,3m+0,27m +0,120m =0,69m ; 1- 0,69 =0,31m. Faltan 0,31m

5. Unos amigos estan planeando hacer el Camino de Santiago andando desde Fromista (Palencia). La
distancia a recorrer es de unos 400 km. Ellos calculan que a un paso cdmodo pueden andar 5 km en
cada hora. Si piensan andar 6 horas al dia, é cuantos dias tardaran en hacer el camino?

S5km - 6h/dia =30km/h - dia

400km:30km /h - dia = 13,233

Tardaran unos 14 dias

6. Rebeca y su compaiiera de clase han comprobado que el grosor de un paquete de 500 folios mide 6
cm. ¢Cudl es el grosor de un folio? ¢ Cuantos folios hay en una caja de 21 cm de alto?

500 folios : 6cm = 83,3 cm = 8,3mm

8,3mm sera el grosos de un folio
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2lcm:6cm =35
En la caja habria 3 paquetes y medios, es decir, 500 + 500 + 500 + 250 = 1.750 folios.
En una caja de 21 cm de alto habra 1.750 folios.

7. Un parque rectangular mide 100 m de largo y 75 m de ancho. Juan quiere correr 5 km. ¢ Cuantas
vueltas al parque debe de dar?

El perimetro del parque serd 100+100+75+75 = 350m

5km =5.000m

5.000:350=14,2

Tendria que dar 14 vueltas completas mas dos largos

8. Expresa en UA:
a) 38 000 km= 0,000254014 UA
b) 8 000 m= 0,000000053 UA
c) un millén de micras =0,67- 10~11UA
d) dos millones de metros = 0,000013369 UA

9. Completa las siguientes igualdades:
a) 3.5 dam? = 350 m? = 35.000 dm?
b) 0.08 km? = 80.000 m? = 800.000.000 cm?
c) 32cm?=0,32 dm? = 0,000032 dam?
d) 6 075 m? = 607500 dm? = 0,6075 hm?

10. Expresa las siguientes superficies en las unidades que se indican en cada caso:

a) 3m? 2cm? 5mm? en decimetros cuadrados
3m? = 300dm?
2cm? = 0,02dm?
5mm? = 0,0005dm?
300dm? + 0,02dm? + 0,0005dm? = 300,0205dm?

b) 6dam? 2dm? en metros cuadrados
6dam? = 600m?
2dm? = 0,02m?
600m? + 0,02m? = 600,02m?

c) 9.3hm? 5m? 6cm? en decametros cuadrados
9,3hm? = 930dam?
5m? = 0,05dam?
6cm? = 0,000006dam?
930dam? + 0,05dam? + 0,000006dam? = 930,050006dam?

d) 7dm? 5dam? en milimetros cuadrados
7dm? = 70.000mm?
5dam? = 500.000.000mm?
70.000mm? + 500.000.000mm? = 5.000.070.000mm?
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11. Dibuja en tu cuaderno el contorno de tu mano.

a) Recorta después un cuadrado de 1 cm de lado y estima, en centimetros cuadrados, la
superficie de tu mano.

b) Si utilizas un papel normal de 60 g/m?, y dibujas tu mano como en el ejercicio anterior y lo
recortas, al pesar el papel con un peso muy preciso, obtienes de nuevo la superficie de la mano.
(iAntes de los ordenadores se calculaban asi, con papel y tijeras, algunas superficies!). ¢{Cuanto mide
en cm??

Solucién abierta

12. La superficie de China es de 9 560 000 km2. ¢ Cuantas ha tiene?
9.560.000km? = 956.000.000kh = 956.000.000ha

13. Expresa en hectdreas:
1ha = 1hm?
a) 3.2 km?=320hm? = 320ha
b) 1000 ca=0,1ha
c) 600 000 dam? = 6.000hm? = 6.000ha
d) 824 m? = 0,0824hm? = 0,0824ha
e)67a=0,67ha
f) 200 mm? = 0,0000000200hm? = 0,00000002ha

14. Expresa las siguientes superficies en areas:
a) 800 ha = 80.000a
b) 261 ca=2,61a
c)3 ha3a3ca=300a+3a+0,3a=303,03a
d)37m2=37a

15. El padre de Juan quiere comprar un terreno de 7.3 ha a 3.2 € cada m2. {Cuanto le va a costar?
7,3ha = 73.000m?
73.000 - 3,2 = 23.360€ le costara el terreno

16. Piensa en un cubo de lado una unidad. Piensa ahora en un cubo del doble de lado. ¢{Cuantos
cubitos de los primeros son necesarios para obtener ese cubo?

El drea del cubo nuevo sera:
Por lo tanto, necesitaremos 8 cubitos.

17. Expresa en metros cubicos: 28.7hm3® 5m3 2 800dam? 45dm?3.
28,7hm?® = 28.700.000m3
5m3 = 5m3
2.800dam?® = 2.800.000m3
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45dm3 = 0,045m3

28.700.000m3 + 5m3 + 2.800.000m> + 0,045m3 = 31.500.005,045m3

18. Expresa en litros:

a) 8.1 hl = 810l
b) 451 ml = 0,0451l
c) 2.3 kl = 2.300!

d) 0.528 ki = 528l
e) 6.25 cl = 0,0625|
f) 7.2 MI = 0,0072I

19. Completa las siguientes igualdades:
a)2m3=2.0001
b) 33 cl=0,33 dm?
) 500 mm?3 =500 ml
d) 230 ml = 0,230 dm3
e) 0.02 hm?3 = 20.000.000 |
f) 0.016 hl =0,0016 m3
g) 0.35 dm?3 =350 ml
h) 230 cl = 2.300 cm3
i) 0.25 hm3 = 250.000 ki

20. En una urbanizacién se recoge cada semana 27m? de residuos sélidos. Si viven 42 familias,

écuantos litros estimas que produce cada familia al dia?
27m3 = 27.0001
27.000 : 42 = 642,861
Una familia produce 642,861 cada dia.

Unidades de masa

21. ¢{Qué tiene mas masa, un kg de papel o un kg de plomo?

Tienen la misma masa porque, aunque nos parezca que el plomo pesa mas, tenemos un kilogramo de

ambas cosas.
22. Expresa en gramos las siguientes masas:

a)2.7dag=2,7dag - 10 = 27g
b) 51.3 kg =51,3kg - 1000 = 51300g
c) 35.7 kg 8.6 dag
35,7kg - 1000 = 35700g
8,6dag - 10 = 86g

35.700g + 86g = 35.786g
d) 3dag5 g 26.29 dg

3dag - 10 = 30g

5g =5g
26,29dg:10 = 2,629g
30g +5g + 2,629g = 37,629g
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23. Copia en tu cuaderno y completa:

a)1g=10dg =100 cg=1.000 mg=0,1dag

b) 1 kg = 10 hg = 100 dag = 1.000 g = 100.000 cg = 1.000.000 mg
c) 1 tm = 1.000 kg = 1.000.000 g = 10.000 hg = 100.000 dag

d) 1 gm = 100 kg = 100.000 g = 0,1tm = 1.000 hg = 10.000.000 cg

24. Copia en tu cuaderno la tabla siguiente y complétala:

kg hg dag g dg cg mg

0,943hg 0,0943 | 0,943 9,43 94,3 943 9.430 94.300

75.282,9dg | 7,52829 | 75,2829 | 752,829 | 7528,29 | 75282,9 | 752829 7528290

64,92kg 6492 649,2 6492 64920 649200 | 6492000 | 64920000

4.375dag 4375 437,5 4375 43750 437500 | 4375000 | 43750000

369.266¢cg 369266 36,9266 | 369,266 | 3692,66 | 36926,6 | 369266 3692660

25. La densidad se define como el cociente entre la masa y el volumen. El oro tiene una densidad de
19,3 y la plata de 10.5. Dos pulseras de igual masa, una de plata y otra de oro, ¢ Cudl tendra mayor
volumen?

] masa
Densidad = ————
voltmen
Oro—~> 19,3 =
volumen
masa,,,
‘/OT'O = 19’3 = 19’3 'masaoro
V)ro = 0,051 -masa,,,
Plata > 10,5 = ———
volumen
V. = MA%%piata = “masa
plata 10'5 10'5 plata

Vptata = 0,095 - masa,qiq

De aqui podemos observar que, para cualquier masa, siempre el volumen de la plata sera siempre
mayor.

26. Un angulo mide la quinta parte de un recto. Expresa esta medida en grados, minutos y segundos.
Un angulo recto mide 90°, por lo tanto, la quinta parte seria:

90:5=18.

La quita parte seria 18°

27. Calcula:
a) 36°57° 37" +45°18° 54”
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36° 57 37”7 81° 75" 91" -
+
45° 18’ 54" 60" =
81° 75 91" 81° 76" 31”7
81° 76" 317-
60’ =
82° 16’ 31”
b) 46° 37" 35"+ 82°32° 41" +43°5"”
46° 37 35”7 69" 71" -
+ 171°
82° 32’ 41" 60" =
+
43° 5"
171° 69’ 71" 171 700 11”7
171° 70" 11”7 -
60’ =
172° 100 11”7
c) 26°34' +84° 21" + 81° 39" 49"
26° 34 + 191° 71 70" -
84° 21" + 60" =
81° 39’ 49" =
191° 71 70" 191° 72" 10”7
191° 72 10” -
60’ =
192° 12’ 10”
d) 56°54° 56" - 23°59° 96"
56° 54’ 56" - 55° 114" 56" -
23° 59’ 96" = 23° 59’ 96" =
55° 113’ 116" -
23° 59" 96" =
32° 54’ 20"
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e) 78°5° 34" -26°5" 47"

78° 5 34" - 77° 65 34" -
26° 5 47" = 26° 5 47" =
77° 64’ 94" -
26° 5 47" =
43° 59’ 47”

f) 44°43° 2" -26° 47" 31"

44° 43" 27 - 43° 103’ 27 -
26° 47" 31" = 26° 47 317 =
43° 102 62" -
26° 47 317 =
37° 55’ 31”

28. La suma de dos angulos es 236° 57' 46". Si uno de ellos mide 68° 57' 58", ¢{cuanto mide el otro?
236°57'46" = 68°57'58" + L(otro angulo)
L = 236°57'46" — 68°57'58"

236° 57" 46" - 235° 1177 46" -
68° 57° 58”= 68° 57’ 58" =
235° 1167 106" -
68° 57’ 58" =
177° 56’ 48"

El otro dngulo medira 177° 56'48"

29. Joaquin va cada dia a la escuela y tarda 15 minutos en el trayecto. Si el curso tiene 50 semanas y
va de lunes a viernes, ¢ cuanto tiempo gasta en un aifio en ese trayecto? Estima el tiempo que tu utili-
zas.

15’ -5 dias = 75'a la semana
75" - 50 semanas = 3.750’
Joaquin gasta 3.750 minutos en un afio en hacer el trayecto a la escuela.

30. . Si duermes 8 horas al dia, écuantas horas has dormido en una semana? ¢Y en un aio? Esas ho-

ras, écuantos dias son?

8 horas 7 dias
. = 56 horas duermes a la semana

dia semana
Un afo tiene 52 semanas, por lo que:

56h 52 semanas = 2.912h en un ano
Como un dia tiene 24h, tendremos:
2912 : 24 = 121 dias duerme en un ano
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31. Enrique va cada dia a la escuela y tarda 20 minutos en el trayecto. Si el curso tiene 30 semanas y
va de lunes a viernes, ¢cuantos segundos gasta en un aiio en ese trayecto? Estima el tiempo que tu
utilizas en horas.

20’ - 5dias a la semana = 100'a la semana
100'a la semana - 60 semanas = 6.000’
6.000' - 60" = 360.000"

En total, utiliza 360.000” en el trayecto en un afio.

32. Si duermes 8 horas al dia, écuantos minutos has dormido en una semana?, ¢y cuantos segundos?
é¢Cudantos minutos en un ano? ¢Y segundos?
8h al dia - 60" = 480’ al dia
480" - 7 dias = 3.360'a la semana
3.360' - 60" = 201.600"a la semana
480" - 365 dias = 175.200'al afio
175.200 - 60" = 10512000"al afio

33. Siete guardas de seguridad deben repartirse por igual un servicio de vigilancia de 24 horas. Expre-
sa en horas y minutos el tiempo que debe permanecer vigilando cada uno de ellos.

24 h - 60 = 1.440 minutos
1.140minutos : 7 = 205,71 minutos vigila cada guardia
1.140minutos - 60 = 68.400 segundos
68.400 : 7 = 9.771,43 segundos vigila cada guardia

Unidades monetarias

34. Con la siguiente tabla de equivalencias, cambia dos mil euros a délares, libras, yuanes y soles.
Délares: 2.000 - 1,3 = 2.600 délares

Libras: 2.000 - 0,86 = 1.720 libras

Yuanes: 2.000 - 8 = 16.000 yuanes

Soles: 2.000 - 3,6 = 7.200 soles

35. Confecciona una hoja de calculo con la siguiente tabla de equivalencias, para hacer los cambios de
moneda.

Bodvianos Dirhams
56 I Euros (€) Libras (£) Délares ($) Soles (S (Bs) Yenes (¥) Yuanes (¥) | (~ »{MAD)
57 1 0,68 1.3 3.6 L 13 a8 11.1
58 1200 1032 1560 4320 10800 157200 2600 13320
59 2000 1720 2600 7200 1RO00 262000 16000 22200

36. Sara tiene amigos por todas partes. Ha comprado un ordenador que cuesta 400 €. Les quiere decir
a sus amigos el precio en su moneda nacional

a) éQué diria al de Japon? 400€ - 131 yenes = 52.400 yenes

b) ¢Y al de Marruecos? 400€ - 11,1 Dirhams = 4.440 dirhams

c) ¢Y al del Reino Unido? 400€ - 0,86 libras = 344 libras
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37. Con las equivalencias del cuadro adjunto, cambia a euros las siguientes cantidades:
a) 4 025 Doélares 4.025 délaress : 1,3 = 3.096,15€
b) 5 162 Libras 5.162 libras : 0,86 = 6.002,33€
c) 215.925 ¥ (yenes) 215.925 : 131 = 1,65€
d) 6 214 Bs 6.214:9 = 690,44€

38. Pedro se quiere comprar un movil que en Espafia cuesta 500 €, en Estados Unidos 500 $ y 50 $ por
el transporte, en China 3 900 ¥ y 150 ¥ de transporte. {Dénde es mas barato comprar ese movil?

Estados Unidos:500$% + 50$ = 550%$ : 1,3 = 423€
China:3.900¥ + 150 ¥ = 4.050 ¥ : 8 = 506,25€

Como vemos, el precio mas barato es el de Estados Unidos
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AUTOEVALUACION

1. Un cubo de 3 cm de lado, équé volumen tiene?
a) 9cm?
b) 0,27 dm3
c) 0.003 m3
d) 27 cm?

3cm-3cm - 3cm = 27 cm?3

La opcidn correcta es la d)

2. De las siguientes medidas de masa, écual es la mayor?
a) 5,78 dal
b) 578 |
c) 5,78 ki
d) 00,578 hl
5,78 dal=57,8| ; 5,78kl=5.7801 ; 0,578hl=57,8I
La respuesta correcta es la c)

3. Elresultado de sumar 0.07 kg + 0.62 dag + 9.3 hg es:
a) 1000 g
b) 1kg62g
c) 10hg62g
d) 1006.2 g

0.07kg+0.62dag+93hg=70g+62g9g+930g =1006.2g
La respuesta correcta es la d)

4. La medida mas adecuada para expresar el volumen del contenido de una taza es
a) 21
b) 2 cl
c) 200cm?
d) 2.000 ml
Al ser volumen se escoge la medida en cm3, por lo que la respuesta correcta es la c)

5. Gladys ha vuelto de un viaje de Estados Unidos con 6505 en metalico. Los cambia a euros y éstos
los cambiara a soles en un nuevo viaje a Peru. ¢ Cuantos soles tendra?

a) 3.042

b) 1.800

c) 235

d) 140

650$:1,3=500€ ; 500€-3,4 = 1.800 soles

La respuesta correcta es la b)

6. Una botella de 2 litros de agua pesa vacia 200 g. Si se llena las 3/5 partes de la botella, écuanto
pesa?
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a) 1.500 g
b) 1.7 kg
c) 16 hg
d) 10,7 kg
11=1.000g ; 2l=2.000g
% 2.000 =1.500g ; 1.500g + 200g =1.700g ; 1.700g = 1,7kg
La respuesta correcta es la b)

7. El numero de segundos de una semana es:
a) 25.200s
b) 604.800s
c) 602.520s
d) 10.080s

1semana = 7 dias ; 7 dias-24h = 168h
168h - 60 min = 10.080 minutos ;
10.080 min - 60s = 604.800s

La respuesta correcta es la b)

8. El nimero de segundos en un dia es:
a) 1.440s
b) 85.931s
c) 86.400s
d) 10.080s

1dia = 24h ;24h - 60 min = 1.440min
1.440min - 60 = 86.400s
La respuesta correcta en la c)

9. Transformar a segundos: 2 grados, 45 minutos y 3 segundos:
a) 9.903s
b) 2.070s
c) 99.030s
d) 10.303s
2° -60" =120"-60 = 7.200" ; 45" - 60" = 270"
7.200" + 270" + 3" =7.473"
La respuesta correcta en la b)

10. Juan ha cambiado mil euros a délares, estando el cambio a 1,31 ddlar el euro. ¢Cuantos doélares le
han dado?

a) 131$

b) 1,310$

c) 753$

d) 1,257%

1000-1,31 = 1,310%

La respuesta correcta es la b)
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Longitudes y areas

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. TEOREMA DE PITAGORAS

1. ¢Es posible encontrar un tridangulo rectangulo cuyos catetos midan 7 y 24 cm y su hipotenusa 26
cm? Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos
catetos miden 7 y 24 cm. Utiliza la calculadora para resolver esta actividad si te resulta necesaria.
Aplicamos el teorema de Pitagoras para ver si esto es posible:

a? = b% + ¢?

262 =7%2+24% ; 676=49+576 ; 676%#625

Comprobamos que no se obtiene el mismo resultado, por tanto, no existird un tridangulo rectangulo con
esas medidas.

a?=7%+24% ; a=+/625=25

La hipotenusa pedida medira 25 cm.

2. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes tridangulos rectangulos de catetos:

a)8cmy6cm b)12my9m c)6dmyl14adm d) 22,9 kmy 36,1 km.
a)8cmy6cm ; a?=8%+62 , a=1+64+36=+100 = 10cm
b)12my9m ; a?=122+92 , a=+T144+81 =225 = 15m
c)6dmylddm ; a?= 6>+ 142 , a=+/36+196 =+/232 = 15,23dm

d)22,9kmy35,6km ; a*=22,9% + 356% ,a= \/524,41 +1267,36 = 42,32km

3. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triangulos rectangulos de hipotenusa y
cateto: a)27cmy12cm b)32my21im ¢)28dmy12dm d)79,2kmy 35,6 km

a)27cy 12cm ; 272 =122+ ¢? , ¢c= +729-144 = 24,18cm

b)32my 21lm ; 322=21%2+ ¢? , ¢c= +1024+411 = 3827m
)28dm y 12dm ; 282 = 122+ ¢? , c= 784 +144 = 30,46dm

d)792km y 39,6 km ; 79,22=35,62+ ¢? , c=6272,64+1267,36 = 86,83 km

4. Calcula el area de un tridngulo equilatero de lado 7 m. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitdgoras para
calcular la altura.

Al ser el area base por altura, necesitamos saber el valor de la altura y para ello
dividimos el tridngulo por la mitad y usamos el teorema de Pitdgoras

7m 7m 72 = 3,524+ b%? ; 49= 12,25+b* ; b= /36,75 =6,06cm
P b-h 7-6,06
/m Hallamos ahoraeldrea 17= —& ; 17= = 21,21cm?
22 ESO. Capitulo 6: Longitudes y dreas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Longitudes y areas

5. Calcula el drea de un hexagono regular de lado 8 cm. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para
calcular su apotema.

El hexagono es el Unico poligono regular en el que se cumple que el valor del
lado es el mismo que el existente desde el centro a cualquier vértice de dicho

poligono.

, , ‘a
A Usamos esto ya que el area del hexdgonoes A= pT y la apotemano Ia
sabemos.

82 = 42 + p% ; b= +164+16 =89cm
El perimetro sera la suma de todos los lados del poligono.

_ 48 cm - 8,9cm

8=6:-8 =48cm 17 >

= 235, 2cm?

6. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 5 dm.

Vol =areadelabase-h

En el tetraedro todas sus caras son tridngulos equilateros. Por
lo que hallaremos la altura de un tridngulo y nos servira para

hallar el drea de la base y para el volumen.

52 = 2,52 4 2 A de la base = % - 5'24'3 = 10,79 dm?

5 5 h=25-625=43dm V=""=2"=10,79dm?

Ab. h  10,75. 4,3
s h= /25-625=43dm V= > = >

= 23,11 dm?

7. Calcula la superficie de un icosaedro regular de arista 5 dm.
El icosaedro es un poligono regular formado por 20 caras que son tridngulos equilateros.
El drea serd = 20 - drea del tridngulo
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52= 2,52+ h?
. - . h =./25— 625 = 4,3dm
A= 2= = 1075 dm?
5 2,5 A, =20-10,75d2 = 215 dm?

8. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 12 m.

12
°' d? =122 + 122
Vi d= V144 + 144 =169 m?

9. Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 13 cm y altura 5 cm.

d //// 5cm dz = 52 + 132

2. SEMEJANZA

10. Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:

a) Un angulo de 80° y otro de 40°. Un angulo de 80° y otro de 60°.

b) Triangulo isésceles con angulo desigual de 80°. Triangulo isésceles con angulo igual de 50°.
c)A=30°b=7cm,c=9cm.A’=30°,b"'=3,5cm,c’ =4,5cm
da=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=12cm, b’=15cm, c’=35cm

a) Lasuma de los dngulos de un tridngulo es 180° por tanto
180° = 80°+40°+ x ; x = 180°—120°= 60°
180° = 80°+60°+ x ; x = 180°—140°= 40°
De donde vemos que tienen los dos tridngulos los 3 dngulos iguales, por tanto los tridngulos son
semejantes.

b) 180°=80°+x + x , 2x = 180°—-80°=100° , x =55°
180° = 50° 4+ 50° + x x =180°—-100° , x =80°
Comprobamos que los dos tridngulos tienen los tres angulos iguales por tanto son semejantes.
7 9
C) E = E =2

Son semejantes porque tienen un angulo igual y los lados adyacentes a dicho angulo son
proporcionales.

12 15 35
d) _— = — = —

4 5 7
Si son semejantes pues todos sus lados son proporcionales.
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11. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:
a'=6cm, b'=4cm, éc”?

a) a=18cm, b=12cm, c=24cm.
b) A=45°, b=8cm, c=4cm. A’=45°, b'=16cm, ¢c”?

b) — = € L=8
8
12. Un triangulo tiene las longitudes de sus lados de 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un triangulo semejante a
él tiene un perimetro de 80 cm. ¢Cuanto miden sus lados?
P=12cm +14cm + 14cm=40cm
P = 80 cm es decir el doble del primer triangulo, por lo tanto, sus lados seran también el doble.

2dcm , 28cm , 28 cm

13. Calcula los valores de x e y en las siguientes figuras.
4em -

Lemmm === ,

A ¥
Ecm

4 cm o x
2cm

a] ak oo 4cm

L 2‘;12:18 , x=6 ,y=18

24 cm x 24-4
a) =X 5 x= =, =
16cm  4cm 16 16cm  12cm
12cm 6 86 4 64
b) —=- > x=—=4cm , -=- - y= —= 3cm , x=4cm ,y=3cm
12 8

14. Un poste se sujeta con cables de acero que van de su extremo superior al suelo. La distancia del
anclaje de uno de los cables a la base del poste es 3 metros. Ponemos una barra de 60 centimetros de

forma que esta perpendicular al suelo y justo toca el suelo y el cable. Su distancia al anclaje del cable
es 45 centimetros. Calcula la longitud del poste y la longitud del cable de acero.

h 3 3.0,6
— = h - h=4m

0,6 045

Aplicamos Pitagoras para hallar la longitud del cable

- L=+416—-9 L=5

1> =42 + 32

El cable mide 5 m
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15. Maria mide 165 cm. Su sombra mide 80 cm. En ese mismo instante se mide la sombra de un

edificio y mide 7 m. ¢{Cuanto mide el edificio?

Y
165 cm ™ % - % , 700-165=80y , 115500=80y
\\
80 cm
< B 10—y, y=1443,75cm = 14,44 m
7m =700 cm 80

S_ Y = 22_ = =
-=2 o y= =3 x =9 y=3

17. El diametro de un melocotdn es tres veces mayor que el de su hueso, y mide 9 cm. Calcula el
volumen del melocotdn, suponiendo que es esférico, y el de su hueso, también esférico. ¢Cual es la

razén de proporcionalidad entre el volumen del melocotén y el del hueso?
Melocotén. Hueso.

d = 9cm r=45cm d =3cm r=15cm
V=2mrd=2314.45 = 381 cm® V=2 mrd=2.314-(1,9)° = 143 cm®

381 , . .
a3 26.64, es larazén de proporcionalidad

18. En la pizzeria tienen pizzas de varios precios: 1 €, 3 € y 4 €. Los didmetros de estas pizzas son: 15
cm, 25 cm y 40 cm, écudl resulta mas econdmica? Calcula la relacién entre las areas y compdrala con

la relacién entre los precios.

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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d=15cm d=25cm d=40c
r= 7,5cm r=12cm r=20cm
A= mr?=314-7,5%= A=mr?=3.14-12,5% = A=mr?=3.14- 20% =
176,6 cm? = 490,6cm? = 1256cm?
28 =176,6 222 =163,6 =2 =314

Al dividir el drea de cada pizza por su respectivo precio podemos comprobar como la de 4€ se obtiene
el mayor valor, por tanto al ser mds cantidad podemos afirmar y la pizza de 4€ es la que sale mas
barata, seguida de la que cuesta 1€ y por ultimo la de 3€.

19. Estamos disefiando una maqueta para un depdsito cilindrico de 1000 litros de capacidad y 5
metros de altura. Queremos que la capacidad de la maqueta sea de 1 litro. ¢ Qué altura debe tener la
maqueta?

Sabemos que en los volumenes la relacién es el cubo de la razén. El volumen es 1.000, la razén de
. . , 3
proporcionalidad sera v/1.000 = 10

. 5 .,
Como mide 5m de altura, tendremos o= 0,5 Por tanto la maqueta medira 0,5m

20. La maqueta que ves al margen de una piramide escalonada babilénica mide de altura medio
metro, la razén de proporcionalidad es k = 100. ¢ Cuanto mide la piramide real?

Medida de la maqueta 0,5m, K = 100

En la realidad medira 0,5 - 100 = 50m de altura.

21. Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta que la escala aplicada es 1 : 1000

Dibujo Medida real
26 cm
11 km
0,05m
Si cada cm del dibujo. se corresponde con 1000 cm de la realidad:

Dibujo Medida real
26 cm 26000 cm = 260 m

1100cm=11m 11 km = 1100000 cm
0,05m 5000 cm=50m

26 cm - 1000 = 26.000 cm = 260m
11 km : 1000 = 0,011 km = 11m
0,05m - 1000 = 50m

22. Calcula la escala correspondiente en cada ejemplo de la tabla:

Dibujo Medida red Escala
14 cm 700m
7cm 0,7 hm
4cm 20 km

Dividimos la medida real entre la del dibujo:

Dibujo Vedida real Escala
1,4 cm 700 m = 70000 cm 50000
7cm 0,7 hm = 70000 cm 10000
4cm 20 km = 2000000 cm 500000
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23. Escribe cuatro ejemplos en los que se utilicen escalas.
Por ejemplo en los mapas, las maquetas, los planos, cuadros.
Para realizar el plano de una casa
Un mapa cartografico para guiarnos por el mar
Para la construccidon de la maqueta de la Torre Eiffel

24. La distancia entre Madrid y Valencia es 350 km. En el mapa, la distancia entre ambas ciudades es
2,7 cm, ¢a qué escala esta dibujado el mapa?

350 km =35 000 000 cm / 2,7 cm = 13 000 000

Cada cm del mapa corresponde con 13 000 000 cm de la realidad, es decir, con 130 km

Madrid — Valencia = 350 km

En el mapa=2,7cm

350 km = 35000000

35000000 : 2,7 = 12962962 = 13000000 cm

Por tanto 130 km

2. PERIMETROS Y AREAS DE POLIGONOS
25. La base de un triangulo rectangulo mide 8 cm. Si su hipotenusa mide 10 cm, écual es el area de

este tridngulo rectangulo? (Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para calcular el otro cateto. Como
los catetos son ortogonales, uno es la base y el otro, la altura)

10% = 8% + h?
H 10
h=+v100— 64 =6cm
8
17=2"_ 86 _94cm?
2 2

26. Las baldosas de la figura miden 24 cm de largo y 9 cm de ancho. {Qué drea ocupa cada una de las
baldosas?

9cm

A=24-9=126 cm? serd el drea de cada baldosa

24 cm

27. Mide la base y la altura de tu mesa. éDe qué figura se trata? ¢ Cuanto mide su area?

La mesa tiene 45 cm de altura y 30 cm de ancho
17 = 45 - 30 = 1650 cm?

28. Estas molduras miden 180 cm de ancho y 293 cm de alto. ¢{Cudl es el area encerrada?
17 =293 - 180 = 52740 cm?

29. Cada uno de los triangulos de la figura tienen una base de 20 mm y una altura de 12 mm. ¢ Cuanto
vale el area de cada triangulo? Si en total hay 180 triangulos, équé area ocupan en total?
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Como son tridngulos rectangulos

12 mm .
Area = 20-12 = 240 mm?

20 mm

Area total = 240- 180 = 43200 mm? ocupa en total

30. La base de un triangulo rectangulo mide 6 cm. Si su hipotenusa mide 14 cm, écual es el area de
este triangulo rectangulo? (Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para calcular el otro cateto. Como
los catetos son ortogonales, uno es la base y el otro, la altura)

142 = h? + 62
14 cm
h h=+v196-36 =12,6cm
6cm A=2R_ 8126 _ 358 p2

2

31. En una cometa con forma de rombo, sus diagonales miden 93 y 44 cm. ¢{Cuanto mide el drea de la
cometa?

3 A=24_ 93;‘* — 2046 cm?

44

32. Un trapecista estd realizando acrobacias sobre un trapecio de bases 2,3y 1,7 m y altura 1,4 m.
é¢Cudanto mide el drea del trapecio que usa el trapecista?

1.7

1,4 A= (B+2b).h: (2,3+21,7)44: 2,8m2

2.5

33. Calcula el area de un romboide de 24 cm de base y 21 cm de altura. Si doblamos las medidas de la
base y la altura, ¢cudl es el drea del nuevo romboide?

A= b-h = 24-21 = 504cm?
24-2 = 48 cm

21-2 = 42 cm

A= 48- 42 = 2016 cm?

34. Dado un hexagono regular de lado 4 cm, calcula la longitud de la apotema y determina su area.
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P.a

2
Sabemos que el hexagono es el Unico poligono en el que el lado mide igual

; gue el radio de su circunferencia, por tanto tenemos
6°=a’+3%2, a=+36—-9=5,2cm, P=6-6=36 cm

_— L _Pa_36.52_
~ T2 T T 2 T e

A=

35. Dado un triangulo equilatero de lado 4 cm, calcula la longitud de la apotema y determina su area.

4% = h* + 22
a a h=+V16—-4 = 35cm
Ao b.a _4.3,5

_ 2
> > 7 cm

36. Calcula el area de los siguientes poligonos irregulares:

Para hallar el area de esta figura, tenemos que descomponerla en 8 tridngulos iguales, tal y como se
observa a continuacién:

7em|

De cada tridngulo conocemos dos medidas: 7cm y 4,5cm

De esta forma, podemos calcular el area de un tridngulo y multiplicarlo por 8:
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7cm-4,5cm 31,5cm?
A=—"F"—, A =—""—

_ —, A= 15,75cm? , A =15,75cm? -8, A = 126cm?

22cm

Primero realizamos el area del rectangulo que forma el cuerpo de la flecha:

lcm

12cm lcm

Para averiguar el lado del rectdngulo, observamos que la altura total de la figura es de 8cm, como la
base de la flecha mide 1cm a cada lado, podemos averiguar la altura del rectangulo:

8cm—1cm—1cm = 6cm
El drea del rectanguloes: A = base - altura
A= 12cm - 6cm A= 72cm?

Ahora calculamos el area de la punta de la flecha:

12cm

Como vemos en la figura anterior, si el largo total de la figura es de 22cm y el del rectdngulo es de 12
cm, podemos averiguar la altura del tridngulo como:

22cm—-12cm =10cm

. . . b-h

Y asi calcularemos el area del triangulo: A = -
8cm-10cm 80cm?

A=—1— A== A = 40cm?

Con el drea del rectangulo y el area del tridngulo, podemos calcular el area total sumandolas:

72cm? + 40cm? = 112cm?

37. Calcula el perimetro de los poligonos anteriores.
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Para averiguar cuanto mide el lado que nos falta, podemos aplicar el Teorema de Pitagoras:
a?=b%*+ c?,a*=7*+ 45% ,a>=49+ 20,25, a®* =69,25, a =+/69,25 a =8,32cm
De tal forma, el perimetro sera:

P=832cm-8+7cm -2 , P=6656cm+14cm P = 80,56cm

12¢em

10cm

22em

Para hallar el perimetro de esta figura solo nos quedaria hallar el valor de a. Para calcularlo,
aplicaremos Pitagoras:

4cm

10cm

a’?=b%>+ c? , a>=10%+ 4* ,a?=100+ 16 , a? =116 , a=+116, a = 10,8cm
Por lo tanto, el perimetro seria:

P=12cm + 1cm + 10,8cm + 10,8cm + 1cm +12cm+6cm , P =53,6cm

4. PERIMETROS Y AREAS DE FIGURAS CIRCULARES

38. Busca 3 objetos redondos, por ejemplo un vaso, una taza, un plato, una botella... y utiliza una

cinta métrica para medir su longitud. Mide también su diametro. Calcula su cociente. Anota las
aproximaciones de it que hayas obtenido.

Vaso = Longitud 6cm;; didmetro 4 cm

Tara = “ 5cm; “ 3,5cm
Botella = “ 4cm; “ 2,7cm
6:4=1,5 5:3,5=1,42 4:2,7=1,48

39. La Tierra es aproximadamente una esfera de radio 6.379 km. ¢ Cuanto mide el Ecuador?

r = 6.379km

Tendremos que calcular la longitud: L =2-m-6.379km , L = 40.080km
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40. Antiguamente se definia un metro como: “la diez millonésima parte del cuadrante del meridiano
terrestre que pasa por Paris”. Segun esta definicion, ¢ cuanto mide (en metros) el didmetro terrestre?

Metro = diez millonésima parte = 1077, del cuadrante del meridiano que es la cuarta parte de la
longitud de la circunferencia, es decir, un cuadrante es 10”metros. La circunferencia tiene 4
cuadrantes, por lo que la longitud serd: 4 - 107

La longitud de una circunferencia tiene por formula:
L=2n'r oL=m-d

7 4107 _
4-10"=m-d , d= , d=12.732.365,67m

T

El didmetro terrestre medird 12.732.365,67m

41. Hemos medido la distancia entre los pilares del arco de la figura que es de 5,3 m. {Cudl es la
longitud del arco?

Si el arco es de medio punto

La distancia entre los pilares es 5,3m, que corresponde al
diametro de la circunferencia, por lo que su radio sera:

53m:2=2,65m.
L=2-w-265m , L =1664m

Como el arco es media circunferencia: 16,64:2 = 8,32m

42. Un faro gira describiendo un arco de 160°. A una distancia de 5 km, ¢cudl es la longitud del arco de
circunferencia en el que se ve la luz?

Para hallar la longitud aplicamos la formula del arco de circunferencia:

2mra 2:75:160°
L= ; L= ————=2,79%m
360° 360°

43. El radio de la circunferencia exterior del roseton de la
figura es de 4 m, y la de la siguiente figura es de 3 m.

a) Calcula la longitud del arco que hay en la greca exterior
entre dos figuras consecutivas.

b) Calcula la longitud de arco que hay en la siguiente greca
entre dos figuras consecutivas

c) Calcula el area encerrada por la circunferencia que rodea a
la figura interior sabiendo que su radio es de 2 m.

d) Dibuja un esquema en tu cuaderno de dicho roseton y
calcula areas y longitudes.
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Hay 32 figuras:
360 11°15" - 11,25°
—_— -
32 ’

_2-m-4-11,25°
B 360°
[=0785m , [=785cm

Hay 16 figuras y los dngulos seran: 2-11,25° = 22,25°

| =232 1 -0982m , 1=982cm
360

, A= m-2? , A= 12,56 m?
d)

L=2nr , L=2w-3m , L=1884m

A= m-r? , A= m-3m? A = 28,26m?

Circunferenciamenor: L=2wr , L=2-w-13m , L =8,164m
A=m-r> , A=m-13% , A= 530m?

44, Calcula el area de la corona circular de radios 15y 7 cm.

radios: 15cm y 7cm
A=m (R>—1r?)=3,14 (15— 72)=3,14(225-49) =3,14-176 = 552,64 cm?

45. Calcula el area del sector circular y del segmento circular de radio 15 cm y que forma un angulo de
60°. Observa que para calcular la altura del tridngulo necesitas usar el Teorema de Pitagoras.
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< . mré n 3,14 - 152. 60°
Area sector circular = = =

= 117,81 cm?
/ 360° , 360° o
/ Area del segmento circular = ——— — 22
. | 360° 2
|i | Como tenemos un tridngulo equilatero
\ 152 = h?+ 7,52 , h= ,/225-56,25=13
— Area triangulo = b'z—h = 15;3 = 97,5cm?

Area segmento circular = 117,81 cm? — 97,5 cm? = 20,3cm?
46. Calcula el area del sector de corona circular de radios 10 cm y 12 cm y que forma un angulo de 60°
r=10cm R=12cm n = 60°

. (R?-1%2). 3.14 - (12%2-102)- 60°
A — n ( r ) n — ( ) — 23 sz
360° 360°

47. Calcula el drea del sector circular y del segmento circular de radio 12 cm y que forma un angulo de
60°. Observa que para calcular la altura del tridngulo necesitas usar el Teorema de Pitagoras.

: . m-r? n 3,14 - 122 60°
Area sector circular = = = 75,36 cm?
! 3600 3600
< . m-r® n b-h
/ Area del segmento circular = pyrai
| ]

] ‘s I
f Como tenemos un tridngulo equilatero

|
| ]
\ 122=h?+ 6> , h=+144—36=10,39

12 -10,39

Area triangulo = bz;h = = 62,34 cm?

Area segmento circular = 75,36 cm? — 62,34 cm? = 13,06cm?
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

TEOREMA DE PITAGORAS

1. ¢Es posible construir un tridngulo rectangulo de 10 cm y 6 cm de medida de sus catetos y 15 cm de
hipotenusa? Razona tu respuesta

152 =102+ 6% > 225=100+36 — 225+ 136 No se puede construir

2. Dibuja en papel cuadriculado en tu cuaderno un triangulo rectangulo cuyos catetos midan 3 y 4
cuadritos. Dibuja luego otro triangulo rectangulo de catetos 6 y 8 cuadritos. Mide las dos hipotenusas
y anota los resultados. ¢Es la medida de la segunda hipotenusa doble que la de la primera? Razona la
respuesta. Calcula las areas formadas por los cuadrados construidos sobre los catetos y la hipotenusa.

.

Sy

,{\ | R

La primera mide 5 y la segunda 10, luego mide el doble. Las areas miden 9, 16, 25y 36, 64 y 100.

3. Dibuja un triangulo que no sea rectangulo, que sea acutangulo y comprueba que no verifica el
teorema de Pitagoras. Dibuja ahora uno que sea obtusangulo, y de nuevo comprueba que no lo
verifica. Razona la respuesta.

362

Considerando como catetos los lados menores:
3,622 # 2,832 + 2,54% ; 5,392 %+ 32 4+ 2,832

4. {Cuanto mide la diagonal de un rectangulo de dimensiones 8,2 cmy 6,9 cm?

a?=822+6,9% ; a=,6724+47,61=1071cm

5. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triangulos rectangulos de catetos:
a)l6cmy12cm b)4A0my30m c)5dmy9,4dm d) 2,9 kmy6,3 km.
a)a? =162+ 12%2 ; a=+/256+ 144 = 20cm
b) a? = 402 + 302 ; a =+/1600 + 900 = 50m

c)a’?=5%24+94% ; a=.25+8836=10,6dm

d)a?=292+63% ; a=+/841+39,69 = 6,9km
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6. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triangulos rectangulos de hipotenusa y
cateto: a)25cmy15cm b)35my21m c)42dmy 25 dm d) 6,1 kmy 4,2 km

a) 252 = b%2 4152 ; b =+/625—225 = 20cm

b) 352 = b2+ 212 ; b =+/1225— 441 = 28m
c)422 = b2 +25% ; b=+1764— 625 = 33,dm
d) 6,12 = b2 + 4,22 ; b =+/37,21— 17,64 = 44km

7. Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 8 m.
a?=82+8%; a=+64+64=11,3m
8. Calcula la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 12cmy 5 cm
a’?=12>+4+5% ; a=+144+25=13cm
9. Un triangulo rectangulo tiene un cateto de 6 cm y la hipotenusa de 10 cm. ¢Cual es su perimetro?
éY su area?
102 =b2+6% ; b=+100—-36=8cm
Perimetro=10+ 8 + 6 = 24cm

Area=(6-8)/2=24cm?

2. SEMEJANZA

10. Indica si son semejantes los siguientes pares de triangulos:
a) Un angulo de 30° y otro de 20°. Un angulo de 120° y otro de 20°.
b) Triangulo isdsceles con angulo desigual de 80°. Triangulo isdsceles con un angulo igual de 50°.
c)A=40°,b=8cm,c=12cm.A’=40°,b’=4cm,c’=6cm
d)a=3cm,b=4cm,c=6cm.a’=12cm,b’=16cm, ¢’ =24 cm

a) 180°-30°-20°=130° ; 180°-120°-20°=40° , nosonsemejantes
b) 180°-80°=100°, 100°/2=50° ; 50°+50°=100°, 180°-100°=80°, sisonsemejantes
. . . . 8 12
c¢) Tenemos 2 lados y el angulo comprendido, vemos si los lados son proporcionales 2= o sison
semejantes

. 12 24, .
d) Todos los lados han de ser proporcionales 5 =5 =5 sison semejantes

11. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:
a)a=15cm,b=9cm,c=12cm.a'=10cm, b' =4 cm, éc?
b)A=50°,b=3cm,c=7cm.A’=50°,b'=18 cm, éc'?

a) 1—5 = z = 16—? , no existe ningun valor para ¢’ que los haga semejantes, puesya 4-15 #9-10

by==< 5 7.18=3-¢' 5 ¢ =22=42
3 7 3
12. Las longitudes de los lados de un tridngulo son 12 cm, 14 cm y 14 cm. Un tridngulo semejante a él
tiene un perimetro de 80 cm. ¢{Cuanto miden sus lados?
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Como 12 + 14 + 14 = 40, la mitad del perimetro del tridngulo semejante, éste debe medir 24, 28 y 28.

13. Dibuja en tu cuaderno un pentagono regular. Traza sus diagonales. El tridngulo formado por un
lado del pentagono y las dos diagonales del vértice opuesto se denomina tridngulo aureo, pues al
dividir el lado mayor entre el menor se obtiene el nimero de oro, é{cuanto miden sus angulos? Busca
en la figura que has trazado otros tridangulos dureos. ¢ Cual es la relacion de proporcionalidad?

Al dibujar las diagonales tenemos 3 tridngulos 3:180° = 540°

540°/5 = 108°
Como esta dividido en 3 partes, 108°/3 = 36°
180° - 36° = 144°

/)

Como el tridngulo es isdsceles, 144°/2 = 72°

Los angulos miden: 72°, 72° y 36°
La razén de proporcionalidad, como dice el enunciado, es el nimero de oro: D - 1,618...

14. ¢{Cudnto es la suma de los angulos interiores de un rombo?

Como tenemos 2 triangulos cuya suma de los dngulos de
cada triangulo es 180°, la suma de los dngulos del rombo
es 2:180° = 360°

15. La sombra de un edificio mide 15 m, y la del primer piso 2 m. Sabemos que la altura de ese primer
piso es de 3 m, é{cuanto mide el edificio?

16. En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la
que aparece dibujado un tridngulo rectangulo ABC, de -
lados a =60, b =45 y ¢ = 75, subdividido en 4 tridngulos
rectangulos menores ACD, CDE, DEF y EFB, y el escriba
calcula la longitud del lado AD como 27. ¢Ha utilizado la
semejanza de triangulos? ¢Como se podria calcular?
¢Qué datos necesitas? Calcula el area del tridngulo ABC
y del tridngulo ACD. Determina la longitud de los
segmentos CD, DE y EF.

Si, utiliza la semejanza de triangulos, el tridngulo grande ABC es semejante al tridngulo ACD, pues son
tridngulos rectangulos con un angulo distinto de recto, comun.
Porlo que AD/AC=AC/AB, AD=45-45/75=27u. AD=27u.

Area ABC = AC - CB/2 = 1350 u?;
AC? = AD? + CD? — 45%2=2724(CD? - (D =+/2025—-729 =36, CD=36u.
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Area ACD = CD - AD/2 =36 - 27/2 = 486 u>.
ComoAB=75, y AD=27, DB=75-27 =48,

AB _ DB AC-DB _ 4548

=2 , Ep= = 28,8
AC ED AB 75
£=2 5 EB=DB-CB=48-60=38’4
DB EB AB 75
ﬁ:@ 5 EF:AC~EB:45~38,4-:23’04
AC EF AB 75
CD=36u;  DE= 288u; EF=23,04u.

17. Un triangulo rectangulo isdsceles tiene un cateto de longitud 20 cm, igual a la hipotenusa de otro
tridngulo semejante al primero. ¢ Cuanto valen las areas de ambos triangulos?

Area triangulo mayor =20 - 20 / 2 = 200 cm?

5 202 = x% 4+ x? > 400 = 2x%2 - x = /200 = 14,14
20
i Area tridangulo menor =+/200 - v/200/ 2 = 100 cm?

18. El mapa a escala 1:5000000 de un pueblo tiene un drea de 700 cm?, écuanto mide la superficie
verdadera de dicho pueblo?

Superficie = 700 - 5 000 000 = 3 500 000 000 cm? = 3 500 km?

19. Uniendo los puntos medios de los lados de un tridangulo se obtiene otro triangulo. ¢{Cémo son?
¢Queé relacion hay entre sus perimetros? ¢Y entre sus areas?

Son semejantes. Cada lado es la mitad del triangulo inicial,
luego el perimetro es la mitad del triangulo inicial y el
area mide la cuarta parte.

20. La altura y la base de un triangulo rectangulo miden respectivamente 6 y 15 cm; y es semejante a
otro de base 30 cm. Calcula la altura del nuevo tridangulo y las areas de ambos.

Area tridngulo pequefio = 15 - 6 / 2 = 45 cm?
Altura nuevo tridngulo=2-6=12cm

. [\ Area tridngulo nuevo = 30 - 12 / 2 = 180 cm?

También como el lado es el doble, el area sera
15 a0
22.45 = 180 cm?

21. Calcular el area de un pentagono regular de 4 cm de lado y 3,4 cm de radio.
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' 342=qa?+2%> - a=+1156—-4=2,7cm

P-a 5:4-2,7
A= T = > = 27,5 sz

22. Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triangulos rectangulos de catetos:
a)dcmy3cm b)8myé6m ¢)3dmy7dm d) 27,3 kmy 35,8 km.

a)a?=4°+3%2 ; a=+v16+9=5m
b)a?=82+6%; a=+v64+36=10m
c)a?=7>+3% ; a=+49+9=17,62dm

d)a? =358%+273% ; a= \/1281,64 + 745,29 = 45,02km

23. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes triangulos rectangulos de hipotenusa y
cateto: a)5cmy3cm b)l1Omy6m ¢)25dmy10dm d)34,7kmy 12,5 km

a)52=b%+3%2; b=+25-9=4cm
b) 102 =b2+6% ; b=+100—-36=8m
c) 252 = b2 +10% ; b =+625-100=2291dm

d) 34,72 =b%2+125% ; b= \/1204,09 — 156,25 = 32,37km

24. Calcula el area de un triangulo equilatero de lado 8 m. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para
calcular la altura.

) 82=h24+42 - h=+64—16=69cm
8
A=20_88 _ 977 cm?
2 2

25. Calcula el drea de un hexagono regular de lado 7 cm. Ayuda: Utiliza el teorema de Pitagoras para
calcular su apotema.

/
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En los hexagonos el radio es igual al lado

72 =a?+ 3,52 - a=+49—-12,25=6,06cm

P-a _ 676,06

A=—=—""—=127,26 cm?
2 2

Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Longitudes y areas

26. Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 3 dm.

El volumen del tetraedro es:

1
V= §érea base - H
Como la base es un triangulo
) ) _b-h 3-h
- e area base = =3
Calculamos h: 3% = h? + % - h=,9-225=26
b-h _ 3h 32

Luego area base = - =

2 T 2
Calculamos H: h2 = H? + Gh) S 262 =H2+ (§ : 2,6) - H=1676—-075 =245

Dedonde V = éérea base - H = é 3,9-2,45 =3,18dm3

27. Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 6 cm y altura 4 cm.

d2=6%+4%> - d=+36+16=721 cm?

28. Para sostener un arbol atas una cuerda a una altura de 2,5 m, y la sujetas al suelo a una distancia
de 3 m. {Qué cantidad de cuerda necesitas?

x>=32+25% - x=,9+4+6,25=391m

29. Si una cometa tiene una cuerda de 15 m de larga y esta sobre un farol que dista 5 m de Javier, ¢éa
qué altura del suelo esta la cometa?

X 15 152=x2+52 N x:\[225—25=14‘,14‘m

30. Calcula el area de un rombo de 4 cm de lado y cuya diagonal mayor mide 6 cm.
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. D-d
Area = ——

N D=6, d=2x

; s 42 =x?4+3%2 5 x=1/16-9=12,65
d=2-2,65=5,3

. Dd 653
Area = - == 15,9 cm?

31. Calcula el area de un triangulo isdsceles cuyos lados iguales miden 7 cm y su perimetro mide 20

cm
Perimetro=20=7+7+b , b=6cm

72=h*4+3%2 5> h=v49-9=6,32cm

b-h 66,32

= 18,96 cm?
2 2

Area =

32. ¢Cual es el area de un rectangulo cuya diagonal mide 13 cm y su altura 5 cm?
132 =p2+5%2 -5 b=+169—-25=12cm

Area=b-a=12-5 = 60 cm?

33. Calcula el perimetro de un rombo cuyas diagonales miden 24 y 10 cm respectivamente.

5 |

= = [?=1224+5% -5 x=+/144+25=13cm
W Perimetro=4-13=52cm

3. PROBLEMAS

34. Dibuja en tu cuaderno el disefio del mosaico del
margen. Observa que esta formado por cuadrados ) -' 5 v Lr
(rosas), triangulos (blancos) y hexagonos (grises), todos J“ .‘“ .A‘ .
ellos de igual lado. Si ese lado mide 5 cm, calcula: : <

a) El area del cuadrado;
b) El drea del triangulo;

c) El drea del hexagono.

H E B
MOA N AN
H W

d) Considera la parte formada por 3 hexagonos, 13
tridngulos y 13 cuadrados. Calcula el area total.

a) Area del cuadrado =5 -5 =25 cm?
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52=h%*+25% > h=,/25-6,25=433 cm

" b-h 5433
Area = — == 10,8 cm?

52 =a?+2,52 - a=+25-6,25=4,33 cm

. Pa 654,33
5 Area = - = = 64,95 cm?

A/ LA |

d) Hexagonos: 3-64,95=194,85
Tridangulos: 13-10,8 =140,4
Cuadrados: 13:25=325

Total: 660,25 cm?

35. Dibuja en tu cuaderno el diseiio del mosaico del margen.
Observa que esta formado por cuadrados (rojos) y
tridngulos de dos colores, todos ellos de igual lado. Si ese
lado mide 7 cm, calcula:

a) El area del cuadrado;

b) El area del triangulo.

c) Considera cuatro franjas del mosaico y relaciona las areas
de los cuadrados con la de los tridngulos. ¢Qué proporcion
aparece? Calcula el area total de esas cuatro franjas.

a) Areadel cuadrado=7-7 =49 cm?

b
) 72 =h?+35% - h=,/49-1225=6,06 cm

) b-h 76,06
Area = 5 = = 21,21 cm?

c) Consideramos que cada franja tiene 6 cuadrados y 12 tridngulos.
El drea de cuadrados es: 6 - 49 = 294 cm?, y la de tridngulos: 12 - 21,21 = 254,6 cm?.
La proporcién es de 294/254,6 = 1,15
El 4rea total de las 4 franjas es: 2 - 294 + 2 - 254,6 = 1097,2 cm?.
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36. Calcula el drea de un hexagono de la figura si
su lado mide 9 cm. Calcula el area de un triangulo.
é¢Qué ocupa mayor drea, los hexagonos o los
tridngulos?

92 =h?2+45%2 > h=,/81-20,25=7,8 cm

. Ph 6978
h Area = — = = 210,8 cm?

92=h%2+45%2 > h=,/81-20,25=7,8 cm

b-h _ 978

h Area = S == 35,1 cm?

Por cada hexagono hay 6 triangulos por lo que ocupan igual drea del mosaico.

37. Una escalera debe alcanzar una altura de 7 m, y se separa de la pared una distancia de 2 m, ¢cual
es su longitud?

x>?=7?+22 - x=4/49+4=728m

La escalera debe medir 7,28 metros

38. Tenemos dos terrenos de igual perimetro, uno cuadrado y el otro rectangular. El rectangular mide
200 m de largo y 60 m de ancho. Calcula:

a) La diagonal del terreno cuadrado.

b) La diagonal del rectangulo

c) El drea de cada terreno.

d) éCual tiene mayor superficie?

a) Calculamos el lado del cuadrado, como el perimetro del rectangulo es 2 - 200 + 2 - 60 = 520, el
lado del cuadrado es 520/4 = 130 m

d? =130% + 1302 - d =+v16900 + 16900 = 183,84
La diagonal del cuadrado mide 183,84 m

b)
d? = 2002 + 602 - d =+/40000 + 3600 = 208,8
c La diagonal del rectangulo mide 208,8 m
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Longitudes y areas

c) Area del cuadrado: 130 - 130 = 16 900 m?
Area del rectangulo: 200 - 60 = 12 000 m?

d) Podemos observar que el cuadrado tiene mayor superficie, luego entre un cuadrado y un
rectdngulo de igual perimetro, con el cuadrado tenemos mayor superficie

39. Se quiere disefiar un posavasos. Puede ser cuadrado de 12 cm de lado o circular de 7 cm de radio.
a) Calcula ambas superficies. A los posavasos se les quiere poner un reborde.

b) ¢Qué longitud de reborde se necesita en cada caso?

c) éCual es menor?

d) Tenemos 50 cm de reborde, y queremos aprovecharlo todo, é¢qué cuadrado podemos disefiar y qué
posavasos circular?

e) Calcula el drea de cada uno

a) Area del cuadrado: 12-12 =144 cm?
Area del circulo: 3,14 - 72 = 253,86 cm?

b) Nos pide el perimetro.
Perimetro cuadrado: 4 -12 =48 cm

Perimetro circulo: 2-3,14-7 =43,96 cm

c) Es menor la del circulo, el posavasos circular tiene mayor superficie y menor reborde
d) Ellado del cuadrado debe medir 50/4 = 12,5 cm, y el radio del circulo, 50/2:3,14 = 7,96 cm

e) Areadel cuadrado: 12,5-12,5 = 156,25 cm?
Area del circulo: 3,14 - 7,962 = 198,96 cm?

40. Un constructor esta rehabilitando un edificio. Para las ventanas rectangulares que miden 1,2 m de
ancho y 1,5 m de alto, corta travesafios para poner en su diagonal. { Cuanto deben medir?

d>=15%4+12% - d=./225+144=192

Los travesafios deben medir 1,92 m

41. La piramide de Keops mide unos 230 metros de lado. Podemos, con dificultad, medir la altura de
una cara, estimamos que mide unos 180 m, pero, écdmo conocer la altura de la pirdmide? ¢Cuanto
mide?

180% = h? + 1152 - h =+/32400 — 13225 = 138,47 m

La altura de la pirdmide es de unos 139 m

42. Un cubo mide de arista 8 cm. Calcula utilizando el teorema de Pitagoras la longitud de la diagonal
de una cara, y la longitud de la diagonal del cubo.
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d?2=82+8% >

2 _ 2 2 — /1798 + @4 —
d =64 +64 =113 D*=1134+8“->D =+v128 + 64 = 13,84
La longitud de la diagonal del cubo es 13,84 m

Diagonal de unacara 11,3 m

43. Una piramide triangular regular tiene una altura de 7 cm y el radio de la circunferencia
circunscrita a su base es de 4 cm. Calcula utilizando el teorema de Pitagoras:

a) Longitud de una arista.

b) Altura del triangulo de la base.

c) Perimetro de la base

d) Altura de una cara

e) Perimetro de una cara

”ﬁ - 1=+149+ 16 = 8,06 cm

=

2_ 2 (1) =L =L =
. w de donde, 16 = aZ + (ﬂ) - 16 = az + ﬁ -
- 2 : *

—»16=a’+12->a’=4->a=2
La altura del triangulo de la base mide: 4 +2 =6 cm

c) El perimetro=3-1=3-4v/3=12v/3=27,78 cm
d) b2=72+22>5b=+49+4=17,.28

La altura de una cara mide 7,28 cm

e) Perimetro de una cara mide:
= 8,06 + 8,06 + 41/3 = 23,05 cm

44. Un cono tiene una altura de 10 cm y la generatriz de 12 cm. ¢ Cuanto mide el radio de su base?

122 =r2 4+10% -
- r=+144 —-100 = 6,63 cm
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45. En un museo de Berlin se encuentra este friso
babildnico. Esta hecho utilizando pequeiios conos de arcilla.
Tenemos conos claros, mas rojizos y mas grises. El diametro
de la base de cada cono es de 1 cm. Calcula la superficie del
rombo (rojizo) exterior, del siguiente rombo claro, del
rombo gris.... Haz un disefio de dicho rombo en tu cuaderno
asi como del mosaico resultante. Si quieres construir un
mosaico de un metro de largo, écuantos conos de cada color
necesitas?

El 4rea de cada circulo es: 3,14 - 0,52 = 0,785 cm?

Si el cono exterior tiene unos 20 conos de lado, el siguiente 16 y el siguiente 12, entonces
A1=20-20-0,785 =314 cm?

A2=16-16-0,785 = 200,96 cm?,

A3=12-12-0,785=113,04 cm?.

Asi sucesivamente, necesitamos unos 1732 conos.

46. iMira este bonito friso del museo de Berlin! Haz a escala un
disefio en tu cuaderno y toma medidas. Si la longitud del friso es
de un metro:

a) Calcula la superficie de cada pétalo de la flor.
b) Calcula la superficie de cada trozo de trenza.
c) Calcula la superficie de cada abanico

La longitud es de 1 m = 100 cm, si la anchura del friso de pétalos es de 25 cm, la del friso de
abanicos de 30 cm y la anchura del friso de trenzas de 15 cm, entonces,
a) la superficie de un pétalo es aproximadamente de 61,4 cm?.
b) En la trenza hay 20 trozos, luego la superficie de cada trozo de trenza es de 75 cm?.
c) En el friso de abanicos hay 18 abanicos, la superficie de un abanico es aproximadamente
de 167 cm?.

47. Dibuja en tu cuaderno un esquema del mosaico del
margen. Sabemos que mide de ancho 1,2 m.

a) Calcula el lado de la estrella de 8 puntas.
b) La superficie de dicha estrella.
c) La superficie de la cruz.

La estrella esta formada por dos cuadrados cuya diagonal mide 0,6 m = 60 cm, por lo que su lado
mide 602 = 1> + 12 - | =+/1800 = 42,4 cm.
a) El lado de la estrella mide 42,4/(2+ 2 ) =12,4 cm;
b) La estrella esta formada por un cuadrado de lados 42,4cm mas 4 tridngulos que forman
dos cuadrados de lado 12,4 cm. A=42,42+2 - 12,4%> = 2109 cm?;
c) La cruz estd formada por dicho cuadrado menos los mismos dos cuadrados anteriores.
A=42,42-2-12,4%=1491 cm?
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AUTOEVALUACION

1. La hipotenusa de un triangulo rectangulo de catetos 2 y 6 cm mide:
a)6,32cm b)7cm ¢)0,06 m d) 627 mm

a’>=64+2?>a=+36+4=6,32cm

Respuesta: a) 6,32 cm
2. En un triangulo rectangulo de hipotenusa 10 m y un cateto 7 m, el otro cateto mide:
a)714cm b)7,4m ¢c)8m d) 8925,1 mm
102 =72+b%2>b=+100—49 =7,14m = 714 cm
Respuesta: a) 714 cm
3. El lado de un hexagono regular mide 7 m, entonces su area mide aproximadamente:
a)4,3dam? b)21m? c)40m? d) 1273057 cm?
F N 72 =h?+35% > h=,/49-1225=6,06m
/ \\ '\
< /3 h -,-\\x Area = Pz;h = 8700 _ 12726 m?
\ tul J '\
1N/ 3.5\

127,26 m? = 1272600 cm?

Respuesta: d) 1273057 cm?
4. El 4rea de un rectangulo de 10 cm de diagonal y 8 cm de base es:
a) 53 cm? b)80cm? «¢)48cm? d) 62 cm?

Calculamos la altura: 102 = h?+8%2 - h=+/100—-64 =6cm
Area del rectangulo: 6 - 8 = 48 cm?

Respuesta: c) 48 cm?
5. El rombo de diagonales 54 dm y 72 dm tiene aproximadamente como perimetro:
a)45dm b)181dm c¢)126dm d)200m

12 =272 +36% > 1 =+/1296 + 729 = 45 dm

Calculamos el lado que es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos 27 y 36 dm
Perimetro=4-45=180dm

Respuesta: b) 181 dm
6. El trapecio de bases 7cm y 5 cm y lado 8 cm, tiene aproximadamente como area:
a)4d9cm? b)48cm? ¢)50cm? d) 48,37 cm?

82 =h*+1%> - h=+v64—-1=794cm
1 Area = BTH)-h—HS

-~ 7,94 = 47,64
u, Respuesta: b) 48 cm?
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7. La diagonal de un cuadrado de lado 1 m mide aproximadamente:
a)3,14m b)14m c)J1,26m d)1,7m

d?=12+12->d=vV1+1=141
Respuesta: b) 1,4 m

8. La hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos 3 y 4 cm mide:
a)6,32cm b)5cm c)0,052m d)62mm

a?=32+4>>5a=V9+16=5
Respuesta: b) 5 cm

9. En un tridangulo rectangulo de hipotenusa 10 m y un cateto 6 m, el otro cateto mide:
a) 87 cm b)4m c)8m d) 5,1 mm

102=bh%2+6% - b=+100—-36=38

Respuesta: b) 8 m

10. El perimetro de un rombo de diagonales 12 cmy 16 cm es:
a)34cm b)70cm c¢)40cm d)62cm

Calculamos el lado que es la hipotenusa de un tridangulo rectangulo de catetos 6y 8 dm
12?=624+82>1=+36+64=10cm
Perimetro=4-10=40cm

Respuesta: c) 40 cm
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Cuerpos geometricos. Volumenes

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. EL ESPACIO

1. Busca una lata de tomate frito y el trozo de cartén que hay en el interior de un rollo de papel
higiénico.

a) ¢éQué forma tienen las bases de la lata?

b) éHay esquinas angulosas en alguno de los objetos?

c) Mete unas tijeras en el cartén del rollo de papel higiénico y corta. ¢ Qué figura plana obtienes?

d) Imagina que quieres poner tapa y base al rollo de carton para que tenga la misma forma que la lata
de tomate frito. ¢ Qué figura plana debes utilizar?

a) Circulos; b) No; ¢) Un rectangulo; d) Dos circulos
2. Busca una caja de galletas. Midela y da el valor de sus tres dimensiones.
Por ejemplo: Largo: 7cm ; Ancho:5cm ; Alto: 2cm

3. Dibuja en un papel esa caja de galletas. Es dificil, porque estas representando en algo de dimension
2 (la hoja) un objeto tridimensional (la caja).

4. Dibuja un balén de fitbol, una lata de conservas y un donut en una hoja de papel.

5. Corta un tridngulo isésceles de papel. Pega un hilo a lo largo de su eje de simetria y hazlo girar.
¢Qué figura se obtiene?

- Se obtiene un cono.
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6. Para cada uno de los apartados siguientes, escribe en tu cuaderno 5 objetos cotidianos que tengan
la forma requerida:
a) esfera; b) cilindro; c) poliedro regular; d) prisma; e) piramide; f) cono.

Por ejemplo: a) naranja, b) rollo de papel higiénico, tizas, latas de conserva, c) cubo de
Rubik, d) edificio, goma de borrar, e) Pirdmide de Egipto, f) gorro de bruja.

7. Aprende a hacer un cubo con papiroflexia

Un ejemplo
8. Indica la recta que pasa por los puntos Dy F. A 5 B
Respuesta: u.

9. Indica el plano que pasa por los puntos C, D y E. t
Respuesta: . u

10. Indica el plano que contiene a la recta t y al punto B. G
Respuesta:

11. Indica el plano que contiene alas rectas s y t.
Respuesta:

12. Indica un plano paralelo al plano de la pizarra.
La pared de enfrente

13. Dibuja en tu cuaderno un croquis de tu aula y sefala los planos que sean secantes al plano del
techo.
Si nos fijamos en el dibujo de mas arriba, los planos secantes al plano del techo serian las paredes:

CDEF , BDFG , ABGH , ACEH

14. Dibuja en tu cuaderno un cubo. Nombra a todos sus puntos con letras mayusculas, todas sus
rectas con letras minusculas, y todos sus planos con letras griegas. Indica:

a) Tres pares de rectas que sean paralelas. Indica en cada caso sobre qué plano se encuentran

b) Tres pares de rectas que se crucen.

c) Tres pares de rectas que sean secantes. Indica en cada caso en qué punto se cortan, y en qué plano
se encuentran.

Con el cubo de la figura del ejercicio 8:

a)r,tyr(E, F);

b)ryr(E, F); syR(D, F); tyr(B, G);
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c) rys, se cortan en Ay se encuentran en 7; t y u, se cortan en D y se encuentran en o; r y t, se cortan
en Cy se encuentran en 7.

15. Indica las rectas que estan contenidas en el plano a. Indica las que son paralelas a dicho plano.
Indica las que son secantes seifalando el punto de interseccion.

Contenidas: t, u, r(C, E), r(E, F);

Paralelas: sy r(B, G);

Secantes:renC, r(B,D)enD, r(F,G)enF

16. Dibuja en tu cuaderno la planta, el perfil y el alzado de:
a)un cubo b)uncilindro c)uncono d)unaesfera e)unapiramide

a) cubo: b) cilindro
. . |ALZADO PERFIL
I 1 ZQUIERDO
a 3
Pl I / mm.n+
B A N 7 /
~L~ | eLanma : | PE!R.I/ M‘e"
c) cono: d) esfera e) pirdmide
RN Alzado Perfil
1 . \
Planta
17. Dibuja en tu cuaderno una tomografia de:
a) Una esfera con cortes paralelos a su ecuador
b) Un cilindro con cortes paralelos a su base
c) Un cilindro con cortes paralelos a una arista
d) Un cubo con cortes paralelos a una cara
e) Un cubo con cortes paralelos a una arista.
a) Una esfera con cortes paralelos a su ecuador
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b) Un cilindro con cortes paralelos a su base

¢) Un cilindro con cortes paralelos a una arista

d) Un cubo con cortes paralelos a una cara

e) Un cubo con cortes paralelos a una arista.

18. Dibuja en tu cuaderno un desarrollo para construir un cubo. Dibuja las pestafas para pegarlo.

19. Dibuja en tu cuaderno un desarrollo para construir una caja con tapa.

TAPA
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20. Dibuja en tu cuaderno el desarrollo de un cilindro.

rs
hd

21. Dibuja en tu cuaderno una mesa en perspectiva caballera.

22. Describe un tetraedro diciendo cudntos vértices tiene, cuantas aristas y cuantas caras.
Tiene 4 vértices, 6 aristas y 4 caras.

23. Dibuja en tu cuaderno la planta, el perfil y el alzado de un cubo.

A Pl

24. Dibuja en tu cuaderno una habitacion en perspectiva caballera.
I

25. Dibuja una tomografia de una botella cortando por planos paralelos a su base.
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2. POLIEDROS

26. Haz modelos en cartulina de los cinco poliedros regulares. Puedes hacerlo en equipo con tus
compaiieros.

Solucion manipulativa:

27. Hay poliedros con todas sus caras poligonos regulares que no son poliedros regulares. Describe el
poliedro del margen. ¢{Por qué no es un poliedro regular?

Todas sus caras son poligonos regulares, pentagonos y hexagonos, pero no es un poliedro regular pues
todas sus caras no son iguales.

28. Hay poliedros con todas sus caras iguales que no son poliedros regulares. Como el poliedro
formado por 6 rombos que se llama romboedro. Describelo. Construye uno con el desarrollo
indicado:

Todas sus caras son rombos todos ellos iguales pero el rombo no es un poligono regular, luego el
romboedro no es un poliedro regular.

29. En una trama de triangulos dibuja el desarrollo de un poliedro que tenga 6 caras triangulos
equilateros y construye dicho poliedro. Tiene todas sus caras iguales y poligonos regulares. é¢Por qué
no es un poligono regular?

Con una trama de tridngulos puedes construir, con 4 triangulos un tetraedro regular, con 8 un octaedro
(regular) con 20 un icosaedro (regular) pero con 6 también puedes construir un poliedro, con sus 6
caras iguales y triangulos equilateros, pero no es un poliedro regular pues en unos vértices hay 3 caras y
en otros 4. Todos los vértices no son iguales.

30. Hay unas chocolatinas que tienen forma de prisma triangular regular recto. ¢{Qué otros prismas
regulares puedes construir con unas cuantas de ellas? Construye también prismas que no sean
regulares.

Con 2, un prisma de base un rombo, con 6 un prisma hexagonal regular.

31. Clasifica los prismas de la figura en funciéon de que sean regulares o no, rectos u oblicuos y del
numero de lados de sus bases.

C -
- b
a

a) Prisma cuadrangular, recto y regular; b) prisma hexagonal, recto y regular;
¢) prisma cuadrangular, no recto, y no regular, de base un rombo; d) prisma triangular, recto y
regular;

e) prisma hexagonal no regular.

32. A partir del desarrollo de un prisma cuadrangular regular recto, piensa como debe ser el
desarrollo de un prisma cuadrangular regular oblicuo. jConstriyelo!
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33. Recuerda: Una diagonal es un segmento que une dos vértices no consecutivos de un poliedro.
¢Cuantas diagonales tiene un prisma regular triangular? ¢Y un prisma regular cuadrangular?

Ninguna, todas son consecutivas;

Cuatro.

34. Describe un ortoedro, diciendo el nimero de aristas y vértices, y el nimero de caras, describiendo
su forma. (A veces se le llama caja de zapatos).
Aristas, 12;  Vértices, 8; Caras, 6. Todas sus caras son rectangulos.

35. Construye una piramide pentagonal regular usando un desarrollo como el indicado.

36. Sabiendo cdmo es el desarrollo de una piramide pentagonal regular, y que un tronco de piramide
se obtiene cortando ésta por un plano, piensa y dibuja como debe ser el desarrollo del tronco de
piramide pentagonal regular.

37. Clasifica las piramides de la figura en funcién de que sean regulares o no, rectas u oblicuas y del
numero de lados de su base.
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a [

a) Regular, recta, de base cuadrada; b) Regular, recta, de base hexagonal;
c) No regular, oblicua, de base pentagonal; d) No regular, oblicua, de base cuadrada;
e) Regular, recta, de base octogonal.

38. A partir del desarrollo de una piramide cuadrangular regular recta, piensa y dibuja cémo debe ser
el desarrollo de una pirdmide cuadrangular oblicua. jConstrayela!

R
- ot

39. Halla la superficie de un octaedro regular de 5 cm de arista.

El octaedro regular estd formado por 8 triangulos equilateros
iguales, hallamos el area de uno y multiplicamos por 8.
. ,5¢cm

52 =h%?+2,5%2 - h=,25-6,25=43cm?

bh _ 543
Atriéngulo = = = 10,82

2

Superficie del octégono = 8 - 10,82 = 86,6 cm?

40. Halla el area de un prisma cuadrangular oblicuo cuya base es un rombo con diagonales que miden
6 cmy 8 cm y su altura mide 12 cm.

o-8 Area total = 2 Area del rombo + 4 Area del rectdngulo

d=6 ) Dd 86
Area del rombo =— = — = 24

Area del rectangulo = base - altura

Textos Marea Vero
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La base del rectangulo es el lado del rombo, tomamos un tridngulo del rombo de catetos 3y 4

4 b b?=424+32=25, b=5
Area del rectangulo=5-12 =60
3 Area total =2 -24 + 4 - 60 = 288 cm?

41. {Cudanto carton es necesario para construir una caja de zapatos de aristas con longitudes de 12
cm,22cmy10cm?

Area del ortoedro = 2-(22-10 + 22-12 + 12-10) = 1208 cm? de cartdn

42. Si con un litro de pintura podemos pintar 20 m?, é{cuantos litros de pintura son necesarios para
pintar un icosaedro regular de 38 cm de arista?

w El icosaedro esta formado por 20 tridngulos equilateros iguales
’ =h?+192 , h= V1444 —361 =329
_ 38329 _ B )
= 625,27  Awota =20- 625,27 =12 505,4 cm

12 505,4 :10 000 = 1,25 m? , 1,25:20 = 0,0625 litros

43. Halla el volumen de una pirdmide hexagonal regular, en la que cada lado de la base mide 3 cmy la
altura es de 12 cm.

1
Volumen = 3 area base - altura

1
area base = — - perimetro - apotema

I : 32=a%4+15% , a=,9-225=26

1
i & area base = > 6-3-2,6=23,4cm?

1
Volumen = 3 23,4-12 =93,6 cm?

44. Halla el volumen de un octaedro de 8 cm de arista. Indicacion: puedes descomponer el octaedro
en dos piramides cuadradas regulares.

Volumen total = 2 - volumen pirdmide
8 P 1
7 Vp = _Abase h
) d /
/ Para calcular “h” debemos calcular “x”
v
y para ello calculamos “d”

d> =8%+8%, d =+v128 = 11,3

(==
™
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Luego, x=d/2=5,65 , calculamosh

82 = h? +5,65% , h =,/64 — 5,652 = 5,71

1
Voiramige =5 - 82+ 5,71 = 121,88cm® , Vocrgearo = 121,88 - 2 = 243,76cm?

3. CUERPOS REDONDOS
45. Dibuja el desarrollo correspondiente a un cilindro cuya base es un circulo de 2 cm de radio y su
altura es de 10 cm. Después, utilizando cinta adhesiva, construye ese cilindro en papel.

46. Halla la superficie de un cilindro cuya altura es de 12 cm y el radio de su base es de 3 cm.
Area = 2-mtr-(h +71) ; Area=2-3,14-3-(12 + 3) = 282,7 cm?
47. Busca una lata de atin en conserva (cilindrica). Mide su altura y el didmetro de sus bases. Dibuja

el desarrollo del cilindro que da lugar a esa lata. Recértalo y forma una réplica en papel de la lata de
atun.

respuesta manipulativa.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

EL ESPACIO
1. Dibuja en tu cuaderno la planta, perfil y alzado de una silla.

.‘::‘ll I
1
i i

2. Dibuja en tu cuaderno una tomografia de:

a) Una piramide recta hexagonal con cortes paralelos a su base
b) Un cono con cortes paralelos a su base

c) Un cono recto con cortes paralelos a su altura

d) Un prisma cuadrangular con cortes paralelos a una cara

a) Una piramide recta hexagonal con cortes paralelos a su base

O

b) Un cono con cortes paralelos a su base

¢) Un cono recto con cortes paralelos a su altura
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d) Un prisma cuadrangular con cortes paralelos a una cara

3. Mira a tu alrededor y escribe en tu cuaderno el nombre de cinco objetos indicando su descripcién
geométrica.
Respuesta abierta

4. Dibuja una mesa en perspectiva caballera.

T

W

5. Si construyes un cubo con el desarrollo de la figura, la cara opuesta a la letra F seria...

D 19

AB|C “i

E s |/

La cara opuesta a la Fseriala D

—

6. Hemos construido un cuerpo formado por cubitos pequeiios. Hemos dibujado su perfil, planta y
alzado, ¢ cuantos cubos hemos utilizado?

]_II] 2&

alzado planta perfil Hay 12 cubitos.

7. Dibuja en tu cuaderno un tetraedro. Nombra a todos sus puntos con letras mayusculas, todas sus
rectas con letras minusculas, y todos sus planos con letras griegas. Indica:

a) Tres pares de rectas que se crucen. ¢Cuales son? Describelas.

b) Tres pares de rectas que sean secantes. Indica en cada caso en qué punto se cortan, y en qué plano
se encuentran.

c) éExisten rectas paralelas?
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a) Se cruzan las rectas de aristas opuestas;
b) Se cortan 3 rectas en cada vértice;

c) No hay rectas paralelas.

8. En el dibujo del tetraedro anterior, écuantos planos hay? ¢{Hay planos paralelos? Indica dos planos
secantes sefalando en qué recta se cortan.
Hay 4 planos, ninguno paralelo. Se cortan en las aristas, que son 6.

POLIEDROS

9. ¢Puede existir un poliedro regular que sus caras sean hexagonos? ¢En un vértice, cual es el nimero
minimo de poligonos que debe haber? El angulo exterior del hexagono es de 120°, écuanto vale la
suma de 3 angulos?

No. En un vértice como minimo hay 3 poligonos y la suma de 120° + 120° + 120° = 360°, un angulo
plano.

10. Utiliza una trama de tridngulos y dibuja en ella 6 rombos de angulos 60° y 120°. Haz con ellos el
desarrollo de un poliedro, y constriiyelo. Es un romboedro.

-V VA
\ AVA A2

11. En una trama triangular recorta 2 triangulos. ¢{Puedes construir con ellos un poliedro? ¢Y con 4?
Recorta 5 e intenta construir un poliedro. Ahora con 6. Es un trabajo dificil. EIl mayor que podrias
construir es con 20. Sabrias dar una explicacion.

Con 2 tridangulos no se puede formar un poliedro.

Con 4 un tetraedro.

Solucién manipulativa:

12. Piensa en un cubo. Cuenta sus caras, sus aristas y sus vértices. Anota los resultados en tu
cuaderno. Comprueba si verifica la relacion de Euler: Vértices mas caras igual a aristas mas 2. Haz lo
mismo pensando en un prisma hexagonal y en una piramide triangular.

Un cubo tiene 6 caras, 12 aristas y 8 vértices; caras + vértices = aristas + 2;

Prisma hexagonal: 8 caras, 12 vértices y 18 aristas: 8 + 12 =20=18 + 2.

Pirdmide triangular: 4 caras, 4 vérticesy 6 aristas: 4 +4=8=6+ 2.

13. Un baldn de futbol, ées un poliedro? Describelo.
Si, aunque lo parezca no es una esfera. Tiene pentagonos regulares y hexagonos regulares.

14. Construye muchos, muchisimos poliedros. Por lo menos 5. Puedes hacerlo de distintas formas:
Con su desarrollo en cartulina; con pajas de refresco, hilo y pegamento; con limpiapipas y plastilina...
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iSeguro que se te ocurren otras formas!
Solucion manipulativa:

15. Comprueba que al unir los centros de las caras de un cubo se obtiene un octaedro, y viceversa, si
se unen los centros de las caras de un octaedro se obtiene un cubo. Se dice que son duales.
Comprueba que al unir los centros de las caras de un icosaedro se obtiene un dodecaedro, y
viceversa. El icosaedro y el dodecaedro son duales. {Qué se obtiene si se unen los centros de las caras
de un tetraedro? ¢{Qué poliedro es dual al tetraedro?

El poliedro dual del tetraedro regular es otro tetraedro regular.

/N =
// h
// \\\ \

16. De muchas formas es posible cortar un cubo en dos cuerpos geométricos iguales, como por
ejemplo mediante un plano que pase por dos aristas y dos diagonales de las caras, o mediante un
plano que pase por el punto medio de cuatro aristas, tal y como se observa en la ilustracién. Haz el
desarrollo plano de la seccion del cubo de la figura b), y construye dos de esas secciones. Describelos.
Piensa otros dos ejemplos de secciones del cubo en dos cuerpos geométricos iguales, confecciona su
desarrollo plano y construye dichas secciones.

b)

Solucién manipulativa: Prisma triangular recto no regular.
\

N

Solucién abierta.

17. ¢{Cudantas diagonales tiene un cubo? Una diagonal es un segmento que une dos vértices que no
estén en la misma cara.

4 diagonales.

18. ¢Cuadl de los siguientes desarrollos no puede ser el desarrollo de un cubo? Razona la respuesta.
Sélo existen 11 posibilidades de desarrollos del cubo diferentes. Busca al menos tres mas.
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Al B) C D) E)

OO

La D no es el desarrollo de un cubo, las caras 1y 6 se solapan.

19. Piensa en un cubo. Imagina que cortas una de sus esquinas creando una seccidon con forma de
triangulo equilatero. Imagina que sigues cortando mediante planos paralelos, ¢qué obtienes?, écon
qué corte consigues el mayor tridngulo equilatero? Y si continuas cortando, équé sucede? ¢{Se puede
obtener un hexagono regular? (Ayuda: Si no eres capaz de imaginar tanto puedes cortar un cubo de
plastilina).

Al seguir cortando por planos paralelos obtenemos tridngulos equilateros.

Cuando pasas por 3 vértices obtenemos el mayor triangulo equildtero.

Puedes obtener un hexagono regular cuando pasas por el punto medio de 6 aristas.

20. Dibuja en tu cuaderno tres tomografias diferentes de un cubo.

21. De qué manera puedes obtener con un tnico corte de un cubo, dos prismas triangulares rectos.

5 “B. D=+324+524+82=99cm

22 ESO. Capitulo 7: Cuerpos geométricos. Volumenes. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra, Wikipedia, Internet.

1

Textos Marea Verde




Cuerpos geometricos. Volumenes

23. Escribe 3 objetos cotidianos que sean prismas cuadrangulares. Los prismas cuadrangulares se
llaman también paralelepipedos, y si sus caras son rectangulos se llaman ortoedros. De los objetos
que has seilalado, ¢ cudles son paralelepipedos y cuales son ortoedros?

Ortoedros: caja de zapatos, microondas, una pecera.

Paralelepipedos: los edificios llamados “puerta de Europa” en Madrid, algunos borradores.

24. Dibuja en tu cuaderno un prisma triangular y uno pentagonal seialando las caras laterales, bases,,
aristas, vértices y altura.

TR Vértice

Vértices Base -

| Altura— : B Arista
l=Altura e . lateral

Base 1= s

Base

Lt

Caras
laterales

Cara lateral

25. Observa, en un prisma, écuantas caras concurren en un vértice? ¢Es siempre el mismo niimero?
Siempre 3.

26. Un prisma puede tener muchas caras, pero écual es su nimero minimo?
Las de un prisma triangular, 3 + 2 =5.

27. Dibuja el desarrollo de una piramide recta cuadrangular, y de otra hexagonal.

28. Dibuja una piramide recta pentagonal y sefiala su vértice, sus aristas, sus caras laterales, su base y
su altura.

Base -

29. Piensa en un poliedro que tenga 5 caras y 5 vértices. ¢ Qué tipo de poliedro es?
Una piramide cuadrangular.

30. ¢{Cuantas diagonales tiene un prisma hexagonal regular? ¢Y una pirdmide hexagonal regular?
Un prisma 18, una piramide, ninguna.

31. Dibuja en perspectiva una piramide pentagonal regular. Dibuja su perfil, su planta y su alzado.
Dibuja una tomografia cortando por un plano paralelo a la base.
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Base -

32. Construye un piramide regular cuadrangular de lado de la base 1 cm y altura 2 cm. Deja la base sin
cerrar. Construye un prisma regular cuadrangular de lado de la base 1 cm y altura 2 cm. Deja una base

sin cerrar. Llena de arena (o similar) la piramide y viértelo dentro del prisma, y cuenta cuantas veces
necesitas hacerlo para llenar el prisma.

Vas a necesitar 3. Asi puedes comprobar la férmula del volumen de una pirdmide, que es un tercio del
de un prisma de igual base y altura.

33. Si en una piramide pentagonal regular su apotema mide 10 cm y el lado de su base 4 cm, écuanto
mide su arista?

10 [2=102+22, [ =+41024+22=10,2cm

34. ¢{Cuanto mide la arista lateral de una piramide pentagonal regular cuya altura mide 5 m, y cuya
base esta inscrita en una circunferencia de 2 m de radio?

|\ [*=52+22, L=452+22=54m
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Cuerpos geometricos. Volumenes

35. Calcula el volumen de un cono de generatriz 8 cm y radio de la base 3 cm.

1
V=;-m-r?-h ,tenemos que calcular h

8
/ h 82=h*+3%, h=V82-32=74
g{__, ——L V= § -3,14-3%-7,4 = 69,71 cm®

36. Calcula el volumen de un tronco de cono recto si los radios de las bases miden 9y 5 cm y la
generatriz, 6 cm

Por Thales
9 _6+g’ r_ P oA r_ 30 _
5= ,99' =30+ 5g',49' =30,g" = "
7,5
A Llamando H = h + b’ , 13,52 =H?+9%, H =
a c LI LAY ) 10.06
A [\ ol \7 ’
o\ 5 . 752 =h'*>+52, h'=56
h a h 6 6 1
9 \ o Veono = ETET‘Zh

Vgrande =5+ 3,14 - 92 - 10,06 = 852,89 cm®

1

|7 =3 3,14-5%-5,6 = 146,53 cm?

pequeio

Vironco = 852,89 — 146,53 = 706,36 cm3

37. Calcula la superficie lateral y total de un prisma regular hexagonal de altura 12 cm y lado de la
base 6cm
Calculamos la apotema del hexagono

62 =a%?+32, a=+27=5.2
| Apex = %Perimetro -apotema = % 6-6-52=936cm?
Agterar = 6 -6-12 = 432 cm?
Area total = Area lateral + 2-Area de la base

Area total = 432 + 2-93,6 = 619,2 cm?

38. Calcula la superficie total de un tronco de pirdmide regular triangular de lados de las bases 8 y 4
cm, y arista 6 cm.

2 . ]

N Tenemos que calcular:h , h" y H

42 = h2 422 h=+12=3,46 , 82 =h?2+4%2, b’ =48 = 6,93

1
62=H?+2? , H=V32=566 Acarq =3 (8+4)566 = 33,96

(=3

A, = %(8 +6,93) = 27,72 Ay = %(4 + 3,46) = 6,92

Area total = At + A¢ + 3-Acara = 27,72 + 6,92 + 3-33,96 = 136,52 cm?
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Cuerpos geometricos. Volumenes

39. Un cilindro recto tiene una superficie lateral de 67n cm?. ¢Cudnto mide su superficie total si su
altura mide 10 cm?
671

A=2-w-r-h=67t, 2-wm-r-10=671 , r=—=3,35

20m

Atotat = A1+ 2 Apgse =67 T+ 2 -1 3,352 = 89,45 cm?

CUERPOS REDONDQOS

40. Dibuja en tu cuaderno los cuerpos que se generan al girar alrededor de:

a) un lado, un rectangulo

b) un cateto, un tridngulo rectangulo

c) la hipotenusa, un triangulo rectangulo

d) su diametro, un circulo.

a) Cilindro; b) Cono; c) Dos conos unidos por la base; d) Una esfera.

41. Escribe el nombre de 5 objetos que tengan forma de cilindro.
Por ejemplo, algunas latas de conserva, algunos botes de medicina, algunas tizas, las patas de algunas
sillas, vasos, rollos de papel.

42. Dibuja un cilindro oblicuo y seiala las bases, la cara lateral, la altura.

| Altura

43. Construye un cilindro recto en cartulina que tenga de radio de la base 1 cm y altura 2 cm.
Solucién manipulativa:

44. Dibuja en perspectiva caballera un cilindro recto. Dibuja su perfil, planta y alzado. Dibuja 2
tomografias tomando un plano paralelo a) a la base, b) a una arista.

ZQUNERDO

; Puomi
y

7 y

_//
N > - . .
- ] a) b) Un cilindro no tiene aristas
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Cuerpos geometricos. Volumenes

45. Escribe el nombre de 5 objetos cotidianos que tengan forma de cono.
Por ejemplo, un gorro de payaso, la punta de un lapicero, algun tejado de una torre, el cucurucho de los
helados ...

46. Dibuja en perspectiva caballera un cono oblicuo. Dibuja su planta, perfil y alzado. Seiiala su base,

su altura y su cara lateral.

_f/\
L/

47. Escribe el nombre de 5 objetos cotidianos que tengan forma de esfera.
Por ejemplo: Una pelota, una naranja, un planeta, una cereza, una canica....

‘altura

48. Dibuja una esfera en perspectiva caballera. Dibuja su perfil, planta y alzado. Dibuja una

tomografia de la esfera.
I/— \ / /_\\\.
NN
5 O

Tomografia de una esfera con cortes paralelos a su

ecuador

49. Calcula el radio de la esfera inscrita y circunscrita a un cubo de lado 10 cm.
Esfera circunscrita

Esfera inscrita
El didmetro es la diagonal

/ " rad(;olels(lja mitad [ [0 |t DI
el lado: ||
\R R=;=2=5cm d D =12+ 1% + 12 = V300

D=17,32 , R=8,66cm
50. Calcula el area total y el volumen de un cubo de 10 cm de lado.
Area = 6:102 = 600 cm?; Volumen = 1032 = 1000 cm?.

51. Calcula la superficie de cada uno de los poliedros regulares sabiendo que su arista mide 8 cm.
(Ayuda: La apotema del pentagono mide 5,4 cm).

Los poliedros regulares estan formados por poligonos regulares, por tanto, la superficie de cada
poliedro serd igual a multiplicar la superficie de una cara por el nimero de caras.
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Cuerpos geometricos. Volumenes

Tetraedro, 4 tridngulos equilateros, A =% -base-altura, calculamos la altura
h=+82—42 =48 = 6,93

A=%-8-6,93=27,71 ; Superficie tetraedro=4-27,71=110,84 cm?
Cubo, 6 cuadrados, superficie =6 - 8% = 384 cm?
Octaedro, 8 triangulos equildteros, tenemos el area de un tridangulo = 27,71

Superficie octaedro =8 - 27,71 = 221,68 cm?
Icosaedro, 20 tridngulos equildteros, Superficie icosaedro = 20 - 27,71 = 554,2 cm?
Dodecaedro, 12 pentdgonos regulares, A =% perimetro - apotema =%-5-8-5,4 =108

Superficie dodecaedro = 12 - 108 = 1296 cm?

52. Si llenas de arena un cono recto de 7 cm de altura y de radio de la base de 4 cm, y lo vacias en un
cilindro recto de 4 cm de radio de la base, équé altura alcanzara la arena?

Como el volumen de un cono es 1/3 del volumen de un cilindro, la altura de la arena en el cilindro sera
de 1/3 de la altura en el cono, por tanto, alcanzara 7/3 cm

53. Calcula la superficie y el volumen de una esfera si la longitud de su circunferencia maxima es de
10t m.
L=2nr=10r, r=5m

Sesfera = 4mr? = 4mw5* = 100w m?

_ 4 3 _ 500 3
Vesfera —;TL’T —57’[5 —Tnm

54. Calcula el volumen y la superficie de una esfera inscrita y circunscrita a un cubo de lado 10 m.
b) Esfera circunscrita

a) Esfera inscrita

El didametro es la diagonal

/ Elradioeslamitad | [ | 174 |t del cubo:
del lado: =]
\R p=l_1_¢ a D=1+ 1*+12=+300
== — = m
] 2 2

D=17,32, R=8,66 m

a) Inscrita
Sesfera = 4mr? = 4m5* = 100w m?

_ 4 3 _ 4 3 _ 500 3
Vesfera = ETL'T = 57'[5 = Tnm

b) Circunscrita

Sesfera = 4mr? = 4m - 8,66% = 299,981 m?
Vesfera = 377° = 27 - 8,66% = 865,951 m?

55. Calcula la superficie lateral de un cilindro circunscrito a una esfera de radio R. Calcula la superficie
de dicha esfera. Cuanto vale si R = 6 cm.
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Cuerpos geometricos. Volumenes

La altura del cilindro es = 2R,
Scitindro = 2mrh = 2m - R - 2R = 4mR?

Sesfera = 4mr® = 4mR?, las superficies son iguales

SiR=6

Scitingro = 4TR?* = 416% = 1441 cm® = Sy5perq

56. Un cono tiene de altura h = 7 cm, y radio de la base r = 2 cm. Calcula su volumen, su generatriz y
su superficie lateral.

h=7, r=2
g =h*+r25g2=724+22=535g=+53=73cm

Siateral cono =Trg =m-2-7,3 = 45,84 cm?

Veono = 3mr2h ==-m 227 = 29,3 cm?®

57. Calcula la superficie lateral y total de un cilindro recto generado por un rectangulo de lados 3y 8
cm al girar alrededor de su lado mayor

Siateral = 2TTh =2 -1 -8+ 3 = 150,72 cm?

Seotar = 2nr(h+1)=2-m-8-(3+8) = 552,64 cm?

58. Calcula la superficie lateral y total de un cono recto generado por un triangulo rectangulo de
catetos 3 y 8 cm al girar alrededor de su cateto menor.

L

g*=h*+1r2>g?>=82+32=73-59g=+73=85cm

\

(\u) Stotal cono = TI,'T'(g + r) =T1- 3 * (8,5 + 3) = 108,33 sz

59. Duplicamos la arista de un cubo, équé ocurre con la superficie de una cara?, ¢y con su volumen?
Calculalo suponiendo que duplicas la arista de un cubo de lado 5 m

Las caras son cuadrados, si las aristas miden “x” su drea es “x?”, si doblamos su longitud “2x” su
drea serd “(2x)? = 4x¥” es decir aumenta 22 =4

El volumen del cubo es x3, si doblamos la longitud de la arista su volumen es (2x)3 = 8x3, es decir,
aumenta 23=8

Si la arista mide 5 m su volumen es 53 = 125 m?3

Si doblamos la longitud serd 103 = 1000 m? que es 8-:125
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Cuerpos geometricos. Volumenes

60. Un deposito cilindrico tiene una capacidad de 100 L y una altura de 100 cm, ¢cuanto mide el radio
de su base?

Volumen =100 L =100 - 1000 cm3 = 100 000 cm?
V=mr>h; 100000=m-r>100 , r = 100000 _ 1,78 cm
\/ 7100

61. Utiliza una hoja de calculo (o la calculadora) para calcular el volumen de una esfera de radio 7 u,
tomando para © diferentes aproximaciones.

A B C D E
1 VOLUMEN DE UNA ESFERA DE RADIO
2 Radio Valor de Pl Volumen (4/3)*PI*RA3
7 3 1372 unidades de volumen

3,14 1436,02667 unidades de volumen
3,1416  1436,7584 unidades de volumen
PI() 1436,75504 unidades de volumen

[+ RV, W -y Ve

Se observa como aumenta el volumen al aumentar el valor de pi, y como 3,1416 es mayor que pi.
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Cuerpos geometricos. Volumenes

AUTOEVALUACION
1. ¢Cudl de los siguientes cuerpos geométricos NO tiene un desarrollo plano?
a) elcilindro b)laesfera c)elicosaedro d) el dodecaedro

Respuesta: b)

2. La definicidn correcta de poliedro regular es:

a) Un poliedro con todas sus caras poligonos regulares

b) Un poliedro con todas sus caras poligonos iguales

c) Un poliedro con todas sus caras poligonos regulares e iguales

d) Un poliedro con todas sus caras poligonos regulares iguales y que en cada vértice concurren el

mismo numero de caras.
Respuesta: d)

3. Indica cual de las siguientes afirmaciones es correcta

a) Un prisma oblicuo puede ser regular

b) El volumen de un prisma oblicuo es area de la base por la altura

c) Las caras de un dodecaedro son hexagonos

d) El volumen de una piramide es area de la base por la altura
Respuesta: b)

4. Una expresion de la superficie lateral de un cilindro es:
a) 2nrh b) 2rtrh + nr? c) 2nir(h +7r) d) 2/3nrh
Respuesta: a)

5. El nimero de vértices de un icosaedro es:
a)20 b)12 )30 d)10
Respuesta: b)

6. El volumen y la superficie lateral de un prisma regular hexagonal de altura 8 cm y lado de la base 2

cm, miden aproximadamente:
a) 83,1 cm3;96 cm?>  b) 35,7 cm?; 48 cm? c)0,1L;0,9ha d) 106 m3; 95 m?

Calculamos la apotema del hexagono

e \\', 22 =qa?+1%, a=V3=1,7
' ' Apterar = 6 - 2 - 8 = 96 cm?
. Volumen = 4rea de la base x altura
Apex :%'Per'apo :%6' 2-1,7=10,2 cm?

L2 i‘% p, Volumen = 10,2 - 8 = 81,6 cm?3

Respuesta: a)
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Cuerpos geometricos. Volumenes

7. El volumen y la superficie lateral de una pirdmide regular hexagonal de altura 2 m y lado de la base

4 m, miden aproximadamente:
a) 62 cm3; 24 cm? b) 7000 L; 0,48 ha c) 7 cm3; 8 cm? d) 27,6 m3; 48 m?

1
Volumen = 3 area base - altura
' area base = > perimetro - apotema
2 7 1 2
2 areabase=§-6-4-3,5=42m
1
Volumen = 3 42 -2 =28m3
El drea lateral es la suma de las areas de los 6 tridngulos.

La altura de cada triangulo es A.

A?=35%+422 , A=,/12,25+4=4,03

Atrisnguio = %base -altura = % -4-4,03 = 8,06
Area lateral = 6 - 8,06 = 48,36 m?
Respuesta: d)

8. El volumen de un cono de altura 9 cm y radio de la base 2 cm, miden:
a)0,12r L b) 361t cm3; c) 12 ncm?3; d) 36m cm?

Vcono=§nr2h=§-n-22-9=12ncm3

Respuesta: c)

9. El volumen y la superficie lateral de un cilindro de altura 4 cm y radio de la base 5 cm, miden:
a) 100t m3; 40mm? b) 100t cm3; 40rtecm?  ¢) 31,4 cm3; 12,56 cm?  d) 33 cm3; 7t cm?

Veitindro = Tr*h = - 52 - 4 = 100w cm3
Siateras = 2nrh =2 -mw -5+ 4 = 40w cm?

Respuesta a)

10. El volumen y la superficie de una esfera de radio 6 cm miden:
a) 288rt cm?; 1441t cm? b) 144t cm?; 288t cm?  ¢) 452 m3; 904 m?  d) 961 cm3; 481t cm?

Sesfera = 4mr? =4 - - 6% = 1441 cm?
4 4
Vesfera = 3mr° =2 -1 - 6° = 2881 cm’

Respuesta: a)
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Movimientos en el plano y en el espacio

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

1. En tu cuaderno dibuja un tridangulo. Calcalo y copia la figura calcada de nuevo en tu cuaderno.
Mide todos los lados de las figuras homodlogas. ¢ Miden lo mismo? Mide todos sus angulos. ¢ Miden

los mismo?
Bl l
i \\\

, SEER N

Todos los lados y todos los angulos miden lo mismo
2. Dibuja en tu cuaderno una letra B y haz un disefio con ella, trasladandola, girandola o dibujando
letras B simétricas

Solucidén abierta

3. En tu cuaderno dibuja una letra b minuscula, y a continuacién otra letra b minuscula el doble de
grande. ¢CAmo son sus longitudes y sus angulos? ¢Es una semejanza?

b D

Cualquier letra b el doble de grande, tendra longitudes el doble que la original, y dngulos iguales,
es decir, seran semejantes.

4. Dibuja ahora una letra d minudscula. ¢Es semejante a la letra b anterior?
En este caso, no seria semejante, es simétrica. O semejante de razén de semejanza -1.
5. En tu cuaderno marca una trama formada por cuadrados de dos cuadraditos de lado. En un
cuadradito haz un garabato, una poligonal, una linea curva...Dibuja la simétrica tomando como eje
de simetria un lado del cuadrado. Dibuja la figura obtenida. Trasladala horizontal y verticalmente

Solucion grafica y abierta

2. TRASLACIONES

6. Dibuja en tu cuaderno los puntos de coordenadas A (-5, 2), B (-1, 6) y C (2, -3). Halla las
coordenadas de los vectores fijos AB, AC, BC, CA y CB. Comprueba en tu dibujo que esas son sus
coordenadas.
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Movimientos en el plano y en el espacio

"
EjeY

Ejed »

Las coordenadas de los vectores AB, AC, BC, CAy CB. son:
AB=(4,4) , AC=(7,-5) , BC=(3,9) , CA=(-7,5) , CB=(-3,9)

7. Elvector fijo AB tiene de coordenadas (4, 2), calcula las coordenadas de su origen A sabiendo que
las coordenadas de su extremo B son (-1, 1). Represéntalo graficamente.

SiAB=(4,2)yB=(-1, 1), entonces, siendo A = (x, y), (-1-x, 1-y) = (4, 2), es decir:
—1—-x=4;,x=-5
1—-y=2y=-1

Entonces A = (-5, -1)

/

8. Las coordenadas de A son (2, 3) y las del vector fijo AB son (4, -2). Calcula las coordenadas del
punto B. Represéntalo graficamente
SiAB =(4,-2)y A=(2, 3), entonces, siendo B = (x, y), AB = (x-2, y-3) = (4, -2), es decir:
x—2=4x=6
y=3==-24y=1

Entonces B=(6, 1)
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

EjeY

P

el

9. Nombra a los vectores fijos de la figura e indica cudles son representantes de un mismo vector
libre

J' Los representantes de un mismo vector libre seran
aquellos con el mismo modulo, direccidn y sentido.

\\i*'l' \l Podemos apreciar que cada vector libre tiene un

representante de otro color. Por ejemplo, el vector

\ libre de la esquina superior izquierda de color verde

tiene representantes del mismo mddulo, direccién y
sentido, pero en color rojo, morado, amarillo y azul

! JJ : \\\\ \\“§

10. Dibuja en tu cuaderno cuatro vectores equipolentes al vector fijo con origen en A (-3, 4) y extremo
B (5, 0), con origenes en los puntos C (0, 3), D (5, 2), E (-4, 0) y F (-2, -5).
El vector fijo AB es (8,-4)

l

Q
h\\
11. Dibuja en tu cuaderno los puntos A (-2, 2), B (-3, 0),C(2,4),D (6, 2),E(2,0), F(6,-2) y G (2, -4). Con
los vectores fijos de origen y extremo en dichos puntos, indica cudles de ellos son equipolentes:
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

Son equipolentes: AG = CF; GA=FC; CD = AE; EA=DC; CE=DF = EG; EC=FD = GE; DE=FG = CA; ED = GF = AC

12. Con los puntos del ejercicio anterior, calcula las coordenadas de los vectores fijos DE y FG. ¢Como
son? ¢Son dos representantes de un mismo vector libre?
DE = (2-6, 0-2) = (-4, -2)
FG = (2-6, -4-(-2)) = (-4, -2)
Son equipolentes, representantes de un mismo vector libre

13. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia cartesiano y seilala en él los puntos de
coordenadas: A (4, 5), B (-5, 6) y C (2, -5).
a) Llama u al vector fijo AB e indica sus componentes
b) Llama v al vector fijo BC e indica sus componentes
c) Calcula las componentes del vectorw =u +v
d) Representa en tu cuaderno a los vectores libres u y v con origen en el origen de coordenadas y
representa también al vector suma w. Observa que esta sobre la diagonal del paralelogramo
construido sobre u y v.
a) Las componentes del vector u = AB son (-5, 6) — (4, 5) = (-9, 1),
b) Ylas delv=BCson(2,-5)—-(-5,6)= (7,-11)
c) Elvector sumaw es(-9+7,1-11) = (-2, -10)

14. Dibuja en tu cuaderno el punto A (1, 2), dibuja ahora el vector u = (2, 3) con origen en A, y el vector
v = (4, -1) también con origen en A. Calcula las coordenadas del vector suma u + v, y dibujalo con
origen en A. ¢El resultado coincide con lo que has obtenido graficamente? Observa que el vector suma
es la diagonal de un paralelogramo construido sobre u y v.

w=u+v=(23)+(4,-1)=(6,2)
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

15. Efectua las siguientes operaciones con vectores:

3G D)+ @ 8)=(12)+2 H=0G 2
b) (5,-9)—-1[(6,3)+(-4,-6)] =(5,-9) - (2,-3) = (3,-6)
 5:[(-1,0)-(-2,3)]+(=3)-[(4,-2)-6-(4,-5)] =

= 5[(1,-3)] + (=3) - [(4,—2) — (24,—-30)] = (5,—15) + (=3) - (=20,28) =
(5,—15) + (60, —84) = (65,—99)
d) 9,3-(2, 6)+ (3,7, 52)=(186, 558) + (3,7, 52) = (223, 61)

16. Efectua las siguientes operaciones con los vectores u = (-5, 6), v= (4, -7) y w = (3, 4):

a) 2u—(v+w)=2-(=56)— ((4—7) + (3,4)) = (-10,12) — (7,—11) = (—17,23)
b) 3w-2u+v=(9,12) — (=10,12) + (4,—7) = (23,-7)
Q) 2(u+v)-3w=2-((=5,6) + (4,—=7)) — (9,12) = (=2,—6) — (9,12) = (-11,—18)

17. Dibuja en tu cuaderno una figura y utiliza escuadra y cartabdn para trasladarla 5 centimetros hacia
la derecha

18. Dibuja en tu cuaderno una figura. (Si no se te ocurre ninguna otra, dibuja la letra G). Coloca
encima un papel vegetal y calcala. Desplaza en linea recta el papel vegetal y vuelve a calcar la figura.
Las dos figuras que has obtenido, étienen todas sus medidas, tanto longitudes como angulos, iguales?
Traza las rectas que unen pares de puntos correspondientes, {cOmo son esas rectas? ¢Qué trayectoria
han seguido los puntos en el desplazamiento?

Las medidas si serdn iguales entre una figura y otra. Las rectas que unen pares de puntos
correspondientes seran paralelas. Han seguido un vector libre.

19. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una traslacion una recta, una
circunferencia, un segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué
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se transforman? Analiza los resultados.
Mediante traslacion la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el segmento y el
triangulo en una circunferencia, un segmento y un tridangulo igual, respectivamente. Dos rectas
paralelas en dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.

20. Observa este friso de un templo de Camboya. Es una figura que se repite por traslacion. ¢{Qué
direccidn tiene el vector de traslacion? ¢De dénde a donde iria?

El vector de traslacion seria un vector horizontal,

desde el punto mds a la izquierda de la figura a

trasladar

Un friso en Camboya

21. Utiliza papel cuadriculado y dibuja en tu cuaderno una letra F de 2 cuadraditos de alta y 1
cuadradito de ancha y aplicale la traslacion de vector (2,5)

22. Dibuja en tu cuaderno unos ejes cartesianos y el tridngulo de vértices A (3, 1), B (3, 3) y C (1, 3).
Aplicale la traslacion de vector (4, 2): 4 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba. ¢{Cudles son
las coordenadas de los puntos trasladados A’, B’ y C’?

AN =(7,3),B =(7,5)yC =(5,5)

23. Las puntillas de la imagen se han disefiado a partir de un motivo que se ha ido trasladando a todo
lo largo. Dibuja en tu cuaderno un motivo parecido a alguno de la figura, una flor, una V, un zigzag...
y trasladalo componiendo varias traslaciones de un mismo vector de traslacion. Has dibujado un friso.
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Solucién grafica y abierta
24. Traslada una figura (por ejemplo, una letra L) mediante la traslaciéon de vector (-4, 5) y repite el

proceso con la figura trasladada empleando el vector (3, -6) ¢Qué movimiento utilizas para ir de la
primera figura a la ultima? ¢Es una traslaciéon? ¢ Cual es su vector?

"
Eje¥Y

N Ejey

.\-,"_- T I T LR T
°

Se utiliza el movimiento de traslacion (-1, -1); (-4, 5) + (3, -6) = (-1, -1)

25. El mosaico del margen esta confeccionado utilizando un motivo minimo que se desplaza por todo
el mosaico. Si utilizas como motivo minimo la estrella de seis puntas, sin tener en cuenta los cambios
de color, determina los vectores de traslacion de dos traslaciones, una horizontal y otra vertical, que
mediante composiciones te permitan tener el resto del mosaico. Observa que al sumar la traslacion
horizontal con la vertical obtienes traslaciones oblicuas. Dibuja en tu cuaderno una figura y trasladala
de forma similar para tener un mosaico

Una posible traslacion horizontal es (0,-3) y una traslacién vertical es (3,0). Se obtiene también una
traslacion oblicua (3,-3)
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

26. En edificacion se utilizan mucho las traslaciones. Piensa en las ventanas de un edifico y elige una.
éPuedes obtener otra distinta mediante traslacién? Haz un dibujo que represente esta situacion.

27. En la fachada de esta torre mudéjar de Teruel podemos ver distintas traslaciones. En la parte
superior hay dos conjuntos de cuatro ventanitas. Uno es trasladado del otro. Y cada ventanita forma
a las otras cuatro mediante una traslacion. Al seguir bajando, los dos arcos se trasladan formando
otros dos arcos. Observa, en este caso todas las traslaciones tienen un vector de traslacion
horizontal. Continta describiendo las traslaciones que ves en el disefio de esta torre.

Hay una ventana con forma de arco en la parte superior, y
alargada en la parte inferior, que se traslada y forma otra
ventana.

Existen numerosos arcos, que se trasladan y se transforman en
muchos sucesivos justo debajo.

3. GIROS O ROTACIONES

28. Dibuja en tu cuaderno un punto O y otro punto distinto A. Gira al punto A con centro en O un
angulo de 30° en sentido positivo y denomina A’ el punto girado

G
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“ Movimientos en el plano y en el espacio
29. Dibuja en tu cuaderno un punto O y dos segmentos, uno OA que pase por O, y otro BC que no pase

por O. Dibuja los segmentos girados OA’ y B’C’ del giro de centro O y dngulo 60°

30. Dibuja en tu cuaderno el triangulo de vértices A (4, 2), B(3, -2) y C (5, 0). Dibuja el tridangulo que se
obtiene al girarlo con centro en el origen de coordenadas un angulo de 90° en sentido positivo.
éCuales son las coordenadas de los vértices A’, B’ y C’ del tridangulo girado?

A (-2,4) B’ (2,3) C’ (0,5)

31. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante un giro, una recta, una circunferencia, un
segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢éEn qué se transforman?

Analiza los resultados
Mediante el giro la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el segmento y el tridngulo
en una circunferencia, un segmento y un triangulo igual, respectivamente. Dos rectas paralelas en

dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.

32. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Encuentra su centro de simetria.

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es



“ Movimientos en el plano y en el espacio

El centro de simetria es el punto A

33. ¢Qué ocurre al aplicar un giro de 60° a una figura? ¢Hay rectas invariantes? ¢Y en un giro de 180°?
Las rectas que pasan por el centro de giro, éen qué rectas se transforman? ¢Y con un giro de 0°? ¢Y
con un giro de 360°?
El Unico elemento invariable en un giro de 60° es el centro de giro. En un giro de 180° si que
existen rectas invariantes.
Las rectas que pasan por el centro de giro, tras el giro de 180° se convierten en su recta simétrica.
Tras un giro de 0° y uno de 360°, siguen siendo ellas mismas

34. Dibuja un tridangulo ABC y su simétrico A’B’C’ respecto un punto O. ¢{Como son sus lados? ¢Son
iguales? ¢Y sus angulos? ¢Se mantiene el sentido de los angulos? Comprueba cdmo es el angulo ABCy
el angulo A’B’C’. ¢Es un movimiento directo?

La longitud de sus lados es la misma, pero sus angulos se invierten de sentido. El angulo ABC es
60°, al igual que el A’B’C’.

35. Vamos a analizar las letras mayusculas. Indica cudles de las siguientes letras no tienen simetria
central y cuales si la tienen, indicando entonces su centro de simetria: B, H, N, O, P, S, T, X, Z.
Recuerda, buscas un punto tal que la simetria central de centro ese punto deje invariante a las letras

Tienen simetria central la H, N, O, Sy X. No tienen simetria centrallaB, Py T.
36. Escribe cinco ejemplos de objetos del espacio que giren
Un ventilador, una peonza, un taladro, una ruleta de casino, el tambor de una lavadora.

37. Mediante un giro en el espacio, ¢en qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? ¢Y un cono? ¢Y
dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados
Cuando realizamos un giro (una rotacion) en el espacio, las formas geométricas se transforman de
diferentes maneras segun su naturaleza.
Planos: El giro de un plano en el espacio no cambia su naturaleza; simplemente cambia su
orientacién. Es una figura infinita en el espacio, por lo que su estructura sigue siendo la misma
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

independientemente de como se gire.

Esfera: Al ser una figura perfectamente simétrica, un giro no altera su forma ni tamafo. La esfera
sigue siendo esférica sin importar cémo se rote.

Cono: Aunque el cono puede cambiar su orientacién dependiendo de cdmo se gire, su forma de
"cono" no cambia. Un giro alrededor de su eje principal no afecta su forma, pero otros ejes de
rotacién pueden cambiar su apariencia visual.

Planos paralelos: Los planos paralelos contintdan siendo paralelos después de cualquier rotacién. El
giro simplemente cambia su orientacién en el espacio sin alterar la relacién de paralelismo entre
ellos.

Planos ortogonales: Similar a los planos paralelos, los planos ortogonales contindan siendo
ortogonales (en dangulo de 90 grados) después de cualquier rotacién. Sin embargo, sus
orientaciones en el espacio pueden cambiar dependiendo del eje sobre el que se realice el giro.

4. SIMETRIAS
38. Dibuja en tu cuaderno un eje r de simetria oblicuo, y un punto P. Dibuja el punto P’ simétrico

respecto de r. Comprueba que la recta r es la mediatriz del segmento PP’. (Recuerda: La mediatriz de
un segmento es la perpendicular por el punto medio)

39. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Dibuja el eje de simetria r respecto al que
son simétricos.

8 9

40. Dibuja en papel cuadriculado una letra L y un eje de simetria vertical. Dibuja la letra L simétrica
respecto a ese eje. Calca una de ellas, y mueve el papel de calco para intentar hacerlas coincidir. Es
imposible, porque la simetria es un movimiento inverso.

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde
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41. Reproduce en tu cuaderno la figura del margen. Dibuja un eje de simetria oblicuo y dibuja la figura
simétrica.

=

ﬁ.fi - @ @~

42. Halla las coordenadas de los vértices del triangulo simétrico respecto del eje de ordenadas del
triangulo A (3, —4), B (5, 6), C (-4, 5). Lo mismo respecto del eje de abscisas.

A’ (-3,-4),B' (-5, 6),C (-4, 5)

43. Indica cuales de las siguientes letras mayusculas son simétricas, y si lo son, indica si sus ejes de
simetria son horizontales o verticales: A,B,D,F, K, M,N,R, T, U, V, W, Z.

Simétricas con eje horizontal: B, D, K.

Simétricas con eje vertical: A, M, T, U, V, W, .

No simétricas: F, N, R, Z.

44. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante una simetria, una recta, una
circunferencia, un segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué
se transforman? Analiza la respuesta.

\a»
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

Una recta se transforma en otra recta.

Una circunferencia se transforma en otra circunferencia.

Un segmento se transforma en otro segmento.

Un triangulo se transforma en otro triangulo.

Dos rectas paralelas se transforman en dos rectas paralelas.

Dos rectas perpendiculares se transforman en dos rectas perpendiculares.

45. Dibuja un rectangulo ABCD. Dibuja el eje de simetria que transforma AB en CD, y el eje de simetria
que transforma AD en BC.

Tiene 3. Cada eje pasa por un vértice y por el vértice opuesto.
Tiene 3. Cada eje pasa por el punto medio de uno de sus lados y por el punto medio del lado opuesto

47. Dibuja un pentagono regular y sus ejes de simetria ¢ Cuantos tiene? Describelos.

Tiene 5. Cada eje pasa por un vértice y por el punto medio de uno de sus lados.

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra




“ Movimientos en el plano y en el espacio

48. Reproduce en tu cuaderno la figura P del margen.

a) Dibuja el pajaro P’ simétrico respecto al eje de ordenadas.

b) Dibuja el pajaro P”’ simétrico respecto al eje de abscisas.

c) éExiste alguna simetria axial que trasforme P’ en P”’? ¢Existe alguna simetria central que transforme
P’ en P’?

d) Si el pico del pajaro P tuviera unas coordenadas (—2, 5), équé coordenadas tendria el pico del pajaro
P’? ¢Y el del pajaro P”’?

— L - i ()%
< )

S A~

)

L > .

c) No hay simetria axial que transforme P'en P™*
La simetria central con centro en el origen transforma P'en P™

PG

or

c) No hay simetria axial que P(2,5) 'y P7(-2, -5
transforme P'en P™ . : o P

La simetria central con
centro en el origen transforma
P'enP”

&8

® Py s

49. Dibuja en tu cuaderno dos ejes de simetria paralelos y una letra F. Dibuja la composicion de ambas

simetrias a dicha letra, comprobando que la composicion de ellas es una traslaciéon y determina el
vector de traslacion.

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Movimientos en el plano y en el espacio

El vector de traslacion es perpendicular a la direccidn de las rectas, de sentido de la primera recta
a la segunda y de mdédulo, el doble de la distancia entre las rectas.

50. Dibuja en tu cuaderno dos ejes de simetria secantes y una letra F. Dibuja la composicion de ambas
simetrias a dicha letra, comprobando que la composicion de ellas es un giro y determina el centro y el
angulo de giro.

El centro de giro es el punto de interseccion de las rectas, y el angulo de giro tiene de amplitud el
doble del angulo que forman las rectas y de sentido, de la primera recta a la segunda.

51. Si aplicamos una simetria a una figura, équé transformacion debemos aplicarle para obtener la
figura inicial?
Para obtener la figura inicial después de haberle aplicado una simetria, debemos aplicar una
simetria adicional, especificamente la simetria respecto al mismo eje o simetria inversa. Esto es,
aplicar la simetria dos veces.

52. La composicion de dos simetrias planas de ejes secantes es un giro. ¢Como deben ser los ejes para
que sea un giro de 180° (o0 una simetria central)?

Para que el resultado sea un giro de 180°, es necesario que los ejes de simetria estén dispuestos
de manera que el dngulo entre ellos sea de 90°.

53. Escribe cinco objetos que estén a tu alrededor que sean simétricos e indica su plano de simetria.
Mira en el aula y busca simetrias. ¢Son simétricas las sillas, la ldmpara, la ventana, las mesas...? ¢Cual
es su plano de simetria?

Una botella de agua es simétrica, con eje vertical, un boligrafo también lo es, con eje vertical, etc.
Las sillas, la ldmpara, la ventana, las mesas... también suelen ser simétricas, con ejes verticales,
excepto la ventana, que también tiene eje de simetria horizontal.

54. Define los planos de simetria y los ejes de rotacidon de las siguientes figuras:

a) Un prisma recto de base cuadrada. ¢Y si es oblicuo?

b) Una piramide recta de base cuadrada.

c) Si el prisma y la piramide son rectos, pero sus bases son rectangulos, équé simetrias se mantienen?

a) Tiene 5 planos de simetria, 2 pasan por 4 vértices y 2 aristas laterales; 2 pasan por los puntos
medios de 4 aristas de la base; 1 pasa por los puntos medios de las aristas laterales. Tiene un eje
de rotacion de 90°, 180° y 270° que va de centro de la base cuadrada a centro de la otra base. Un
prisma oblicuo, ninguno.
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b) Piramide de base cuadrada tiene 4 planos de simetria, 2 pasan por 2 vértices de la base y el
vértice y los otros 2, por los puntos medios de las aristas de la base y el vértice. Tiene un eje de
rotacién de 90°, 180° y 270° que pasa por el vértice y el centro de cuadrado de la base.

c) Se pierden los planos de simetria que pasan por dos aristas.

55. Determina los planos de simetria y los ejes de rotacion de estas figuras:
a) Un prisma recto cuya base es un triangulo equilatero.
b) Una piramide recta de base un triangulo equilatero. ¢Y si es oblicua?
c) Si el prisma y la pirdmide son rectos, pero de base un triangulo isésceles, équé simetrias se
mantienen?
Prisma recto de base un tridngulo equildtero: 3 planos de simetria verticales.1 eje de rotacién
(perpendicular a la base).
Pirdmide recta de base un tridangulo equildtero: 3 planos de simetria verticales. 1 eje de rotacién (a
través del vértice y el centro de la base).
Prisma oblicuo de base un tridngulo equildtero: No tiene planos de simetria. No tiene ejes de
rotacion.
Prisma recto de base un tridngulo isdsceles: 1 plano de simetria vertical. 1 eje de rotacién (a través
del vértice superior y el centro de la base).
Pirdmide recta de base un triangulo isdsceles: 1 plano de simetria vertical. 1 eje de rotacion (a
través del vértice y el centro de la base)

56. Mediante una simetria especular, éen qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? ¢Y un cono? ¢Y
dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.
Plano: Se transforma en si mismo, manteniendo la estructura.
Esfera: Se refleja en si misma, manteniendo la forma y tamafio.
Cono: Se refleja, pero puede cambiar de orientacidon dependiendo del plano de simetria.
Dos planos paralelos: Se reflejan en otros dos planos paralelos, manteniendo la distancia relativa.
Dos planos ortogonales: Se reflejan en dos planos ortogonales, manteniendo la relacién
perpendicular.

GEOGEBRA

57. Utiliza Geogebra para estudiar vectores y traslaciones.

En un archivo de Geogebra Visualiza los ejes, la cuadricula y la ventana algebraica.

Con la herramienta Nuevo Punto define el origen de coordenadas como A y el punto de
coordenadas (6, 2) como B. y con la herramienta Vector entre dos puntos determina el vector u de
origen Ay extremo B que tendra coordenadas (6, 2).

Define con Nuevo Punto C (-4, 1), D (-1, 2) y E (-3, 3) y con Poligono dibuja el tridangulo que tiene
por vértices estos puntos.

Observa que los puntos que has dibujado aparecen en la ventana algebraica como objetos libres y
el triangulo como objeto dependiente.

Utiliza la herramienta Trasladar objeto acorde a vector para trasladar el triangulo CDE segun el
vector u, se obtiene el triangulo C'D’F’.
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Todos ellos son romboides

58. Comprueba en la ventana algebraica que:
a) Las coordenadas de los puntos C,, D’ y E’ se obtienen respectivamente al sumar a las
coordenadas de los puntos C, D, y E las coordenadas del vector u.
b) La longitud de cada lado del triangulo es la misma que la de su trasladado y las areas de los
tridngulos CDE y C’D’E’ coinciden.
e Dibuja con Recta que pasa por 2 puntos, la recta a que pasa por los puntos por Cy Dy com-
prueba, con la ecuacion de la recta, que C' y D’ estdn en la misma recta.
e Traslada ahora la recta a segln el vector U, aparece, denominada b, la misma recta.
4+ ¢Qué propiedad tiene la recta a para que permanezca invariante mediante la traslacion? Una
conjetura es que la recta a es paralela al vector u.

e Para comprobar la conjetura define un Nuevo Punto F (-1, 1) y con Recta paralela dibuja una
recta f que pase por F y paralela al vector u.

e Traslada la recta f segun el vector U y verds que aparece la recta g que coincide con ella. Dibuja otras rectas
paralelas al vector u'y comprueba que la traslacion las deja invariantes.

e Mueve con el puntero el punto B, para que el vector U tenga distinta direccidn y observa como la recta a ya
no tiene la misma direccion que el vector U y su trasladada, la recta b, es distinta y paralela a ella, sin embargo,
la recta f tiene la misma direccion que el vector U y su trasladada g coincide con ella.

a) C(2,3)=C(-4,2) +u(6,2)
D’ (5,4) =D (-1,2) + u (6,2)
E’ (3,5)=E (-3,3) + u (6,2)

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Movimientos en el plano y en el espacio

b) Longitud de CE = ED = CD = 2. Como los lados son iguales, las areas serdn iguales

59. Investiga si algun punto del plano permanece invariante mediante traslaciones segun diferentes
vectores.
En una traslacién general, no hay ningun punto que permanezca invariante, a menos que estemos
hablando de una traslaciéon nula.

60. é{Cuales son los puntos invariantes de una simetria axial? ¢Y las rectas invariantes?
Los puntos invariantes en una simetria axial son los puntos situados sobre el eje de simetria. Es
decir, cualquier punto que esté sobre la recta de simetria no cambia de posicidon después de la
reflexion.
Rectas invariantes, ademas del eje, que es una recta invariante de puntos invariantes, son rectas
invariantes las rectas ortogonales al eje de simetria.

61. Utiliza la herramienta Rota objeto en torno a un punto, el angulo indicado para estudiar los giros
en el plano. Define un punto O como centro de giro, por ejemplo, el centro de coordenadas. Define
tres puntos para determinar con Angulo uno de 45°.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa cdmo se transforman mediante este giro.

b) Investiga si al realizar un giro existen puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

No existen puntos ni rectas invariantes ( sie el giro no es de 180°)

62. Utiliza la herramienta Refleja objeto por punto para estudiar la simetria central. Define un punto
O como centro de simetria, por ejemplo, el centro de coordenadas.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman por una simetria central.

b) Comprueba que una simetria central equivale a un giro de 180°.

c) Investiga si en una simetria central hay puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

"

En la simetria central, el centro es un punto invariante, y las rectas que pasan por ese centro son
rectas invariantes.
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5. MOSAICQOS, FRISOS Y ROSETONES

63. Mira este azulejo de un mosaico de Estambul. La celda unidad es cada uno de los azulejos con la
que se construye todo el mosaico mediante traslaciones. Indica los vectores de traslacion. Pero
puedes reducir el motivo minimo. ¢{Utilizando giros? ¢Utilizando simetrias? Mira la ampliacion:
Comprueba que puedes utilizar como motivo minimo la octava parte del azulejo.

Realiza la misma observacion con los otros dos azulejos de Estambul siguientes:

Dos vectores de traslacion ortogonales indicados en rojo. Ejes de simetria horizontales, verticales y
oblicuos marcados, algunos de ellos, en verde. Los puntos de interseccion de los ejes de simetria
son centros de giro de 90°.

64. Analisis de mosaicos de la Alhambra: Observa el mosaico del margen. Imagina que es infinito, que
completa todo el plano. Puedes tomar como motivo minimo un par de hojitas. Para pasar de un par
de hojitas al otro par adyacente, équé trasformacion has utilizado? ¢Es una simetria? ¢Es un giro?
é¢Hay centros de giro de 60°? ¢Y de 180°? ¢Y de 30°?

No hay simetrias. Hay giros de 60° y de 120°,

65. Genera un mosaico mediante giros y traslaciones:

Primero dibuja una trama de cuadrados, dibuja un motivo minimo formado por dos segmentos, luego
aplica isometrias a ese motivo: giros de 90°, con los que dibuja la estrella, que por simetria completa
la celda unidad a la que por ultimo la traslada por todo el mosaico.

66. Observa cdmo se realiza un estudio del mosaico del margen, buscando la celda unidad, el motivo
minimo y estudiando sus giros (de 90° y 180°) y sus ejes de simetria
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67. Hemos formado frisos utilizando las letras del alfabeto. Todos ellos se forman por traslacién. Pero
en ocasiones hay otras isometrias. A) ¢En cudles hay una simetria de eje horizontal? B) ¢En cuadles hay
giros de 180°. C) ¢En cuadles hay simetrias de eje vertical? D) ¢Hay simetrias con deslizamiento? E)
Sefiala todas las familias de simetrias respecto a un eje, de giros y de traslaciones por las cuales un
punto del friso se transforma en otro punto del mismo (supuesto que se prolongue hasta el infinito).
L1. LLLLL, L2. NNNNN, L3.VVVVV, L4.CCCCC, L5.HHHHH, L6.pbpbpb, L7.pqdbpqdbp

A) En L4, L5.

B) L2, L5.

C) L3,L5,L7.

D) Si,enl6yl7.

E) Traslacion, simetria horizontal, simetria vertical, giro de 180°, y simetria con deslizamiento.

68. Sal a la calle o en tu casa y busca frisos. Fotografia rejas, mira puntillas y grecas... y haz un estudio
de los diferentes frisos que encuentres. Dibuja en tu cuaderno su disefo e intenta clasificarlos segtin
el esquema de las letras del problema anterior, seglin las transformaciones que utilicen. Para ello
hazte las siguientes preguntas: 1) ¢Tiene giros? Si la respuesta es NO, entonces: 2) ¢Tiene simetria
horizontal? Si la respuesta es Sl, es un L4, que como el friso formado por la letra C o la letra D, no
tiene giros y si, simetria de eje horizontal. Si la respuesta es NO, entonces: 3) ¢ Tiene simetria vertical?
Si la respuesta es SI, es un L3, como el friso formado por la letra V o la letra A, que no tiene ni giros, ni
simetria horizontal y si simetria vertical. Si la respuesta es NO, entonces: 4) ¢(Tiene simetria con
deslizamiento? Si lo tiene es un L6, y si no es un L1. Pero si tiene giros puede tener también simetria
horizontal y es un L5, o tener simetria con deslizamiento y ser un L7, o sélo tener el giro y ser un L2,
como el friso formado por la letra N o la letra S.
Solucidn grafica y abierta

69. En los frisos siguientes senala todas las familias de simetrias respecto a un eje, de giros y de
traslaciones por las cuales un punto del friso se transforma en otro punto del mismo (supuesto que se
prolongue hasta el infinito).

AARRAARRZ
PP SR s
LKL
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En el friso L1 podemos ver que las flechas solo se copian una al lado de la otra. Por lo tanto, hay
traslacion, pero no giros ni simetria.

En el friso L2 algunas flechas estan giradas 180 grados (boca arriba y boca abajo). Por lo tanto,
tiene traslacion y giros de 180°, pero no simetria.

En el friso L3, si pones un espejo en medio de dos flechas, podemos ver que una es el reflejo de la
otra. Por lo tanto, tiene traslacidn y simetria vertical, pero no giros.

En el friso L4, las flechas de arriba son el reflejo de las de abajo, como si hubiera un espejo en el
centro. Tiene traslacién y simetria horizontal, pero no giros.

En el friso L5 podemos ver que tiene simetria vertical, ya que si doblamos el dibujo por la linea que
pasa por el centro de las flechas, un lado coincide con el otro. Ademas, tiene simetria horizontal
porque si reflejamos el patrén en una linea horizontal, sigue viéndose igual. Podemos observar
gue tiene giros de 180° ya que si giramos una de las figuras 180°, se superpone con otra figura del
friso. Y, por ultimo, también tiene traslaciones, ya que, si deslizamos todo el friso hacia la derecha
o laizquierda, sigue siendo el mismo.

El friso L6 solo presenta traslaciéon con deslizamiento porque si movemos el patron hacia la
derecha y hacia abajo se alinea con el siguiente.

Por atlimo, en el friso L7 encontramos simetria vertical, ya que, si doblamos por la linea vertical
del centro de cada grupo de flechas, los lados coinciden. También presenta traslacion con
deslizamiento porque si movemos el patrén hacia la derecha, el siguiente es igual, pero reflejado.

70. Analisis de tapacubos: Observa los siguientes tapacubos. Indica, para cada uno de ellos, las
siguientes cuestiones:

a) Tiene simetria central.
2,3,4,7,9.

b) Tiene ejes de simetria axial. ¢ Cuantos?
Todos tienen ejes de simetria axial, aunque en diferente cantidad:
Tapacubos 1 - 2 ejes

Tapacubos 2 - 2 ejes

Tapacubos 3 - 4 ejes

Tapacubos 4 - 5 ejes

Tapacubos 5 -5 ejes

Tapacubos 6 - 5 ejes

Tapacubos 7- 5 ejes

Tapacubos 8- 5 ejes

Tapacubos 9 - 6 ejes

Tapacubos 10 - 2 ejes

Tapacubos 11 - 12 ejes

Tapacubos 12 - 12 ejes
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c) Tiene centro de giro, écudl es el menor angulo de giro que lo deja invariante?

Un tapacubos tiene centro de giro si podemos girarlo ciertos grados y sigue viéndose igual.El
menor angulo de giro lo obtenemos dividiendo 360° entre el numero de veces que la figura se
repite en una vuelta completa.

Todos tienen centro de giro y el menor angulo de giro de cada uno es:
Tapacubos 1 - 180°

Tapacubos 2 - 180°

Tapacubos 3 - 90°

Tapacubos 4 - 72°

Tapacubos 5 - 72°

Tapacubos 6 - 72°

Tapacubos 7 - 72°

Tapacubos 8 - 72°

Tapacubos 9 - 60°

Tapacubos 10 - 180°

Tapacubos 11- 30°

Tapacubos 12 - 30°

d) Sal a la calle y fotografia o dibuja los tapacubos que veas y te parezcan interesantes. Haz un
estudio de ellos.
Solucién abierta
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Dibuja en tu cuaderno un paralelogramo sobre un sistema de referencia y una cuadricula. Tienes
cuatro segmentos orientados. Determina las coordenadas de los vectores sobre dichos segmentos.
¢éCudles tienen las mismas coordenadas?

AB = (4—(-1), -1-4)=(4+1, -1-4)=(5, -5)

BC = (1-4, -4—(-1))=(1-4, -4+1)=(-3, -3)

CD = (-4-1, 1-(-4))=(-4-1, 1+4)=(-5, 5)

DA = (-1-(-4), 4-1)=(-1+4, 4-1)=(3, 3)

Ningun par de vectores tiene exactamente las mismas coordenadas, pero los lados opuestos
tienen coordenadas iguales y opuestas en signo, como es caracteristico en un paralelogramo.

2. Tenemos los puntos A (0, 5), B (3, 6), C (4, -2) y D (7, 3). Calcula las coordenadas de los vectores
AB; AC; AD; BC; BD; CD; DC; BA.
AB = (3-0, 6-5)=(3, 1)
AC = (4-0, -2-5)=(4, -7)
AD = (7-0, 3-5)=(7, -2)
BC = (4-3, -2-6)=(1, -8)
BD = (7-3, 3-6)=(4, -3)
CD = (7-4, 3-(-2))=(3, 5)
DC = (4-7, -2-3)=(-3, -5)
BA = (0-3, 5-6)=(-3, -1)

3. Determina el vector de traslacion que traslada el punto A (3, 7) al punto A’ (1, 5).
AA’= (1-3,5-7) = (-2, -2)

4. Por la traslacion de vector u = (2, 8) se traslada el punto A (9, 4) al punto A’. {Cuales son las
coordenadas de A’?
Si llamamos a A(a, b) y a A’(c, d), sabemos que u=(c-a, d-b), por lo tanto:
(2, 8) = (c-9, d-4). De esta forma podemos obtener:
c-9=2 , d-4=8
Asi: A'=(9+2,4+8)=(11, 12)

5. Por la traslacion de vector u = (3, 1) se traslada el punto A al punto A’ (3, 3). é¢Cudles son las
coordenadas de A?
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Al igual que en el ejercicio anterior, sabemos:
u=(3,1) , A’ =(3,3)

Por lo tanto:

3=a+3=2a=3-3=0

3=b+l1=b=3-1=2

Por lo tanto, A(O, 2)

6. Trasladamos la circunferencia de centro C (5, 2) y radio 3 unidades con la traslacion de vector
u = (-5, -2). Determina el centro y el radio de la circunferencia trasladada.
Para encontrar el nuevo centro de la circunferencia trasladada, aplicamos la traslacion sumando el
vector de traslacién u = (-5, -2) a las coordenadas del centro original C(5, 2):
C' = (-5+5, -2+2) = (0, 0). El radio no varia, 3 unidades.

7. Dibuja en tu cuaderno unos ejes coordenados y en ellos un cuadrado de lado 2 unidades al que
llamas C, le aplicas una traslacion segun el vector u = (4, 1) y llamas C' a su trasladado. Ahora aplicas a
C’ una traslacion segun el vector v = (-2, 4). La isometria que transforma C en C", ées una traslacion?
Escribe las coordenadas de su vector. Mediante esa traslacion, éen qué punto se transforma el origen
de coordenadas?

El cuadrado tiene los vértices en los siguientes puntos:
A(0,0), B(2,0), C(2,2), b(0,2)

Primero vamos a aplicar la traslacion u = (4,1) sumando el vector a cada vértice:
A'=(0+4,0+1)=(4, 1)
B'=(2+4,0+1)=(6, 1)
C' = (2+4, 2+1) = (6, 3)
D' =(0+4, 2+1) = (4, 3)
Ya tenemos los vértices de C’

Ahora aplicamos una traslacién v = (2,4) sumando el vector a cada vértice:
A" =(4-2,1+4)=(2,5)
B" =(6-2, 1+4) = (4, 5)
C"=(6-2,3+4)=(4,7)
D" =(4-2,3+4)=(2,7)
Por ultimo, calculamos el vector total de la transformacion:
u+v=(4,1) +(-2,4) = (4-2, 1+4) = (2, 5)
Esto significa que la transformacion de CC a C"'C" es una traslacién de vector (6,5), por lo que si es
una traslacion.
Con esto sabemos que el origen de coordenadas se transforma en el vector total, ya que:
O'=(0+2,0+5)=(2,5)
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8. El vértice inferior izquierdo de un cuadrado es A (3, 1) y el vértice superior izquierdo es B (1, 3). Le
aplicas una traslacion de vector u = (-2, 4), écudles son las coordenadas de los cuatro vértices del
cuadrado transformado?
Aplicar una traslacién de vector u significa que cada punto del cuadrado se traslada 2 unidades
hacia la izquierda en el eje x y 4 unidades hacia arriba en el eje y.
Ademas, teniendo los vértices Ay B, y sabiendo que la distancia entre ellos es 2, podemos saber
los otros dos vértices:
C(3,3)
D (5,1)
Por tanto, al aplicar la traslacidn, los vértices transformados serdn:
A’ (1, 5)
B' (-1, 7)
c'(1,7)
D’ (3, 5)

9. Dibuja la imagen que resulta de aplicar al trapecio de la figura la traslacion de vector OA = (-1, 2).

Determina las coordenadas de los puntos transformados de A (-1, 2), B (1, 1), C (4, 2) y D (5, 4) por
dicha traslacién.

A’ (-2, 4) , B(0,3) , C(3,4 , D (4,06

10. Aplica la traslacion de vector u = (-3, 4) al triangulo ABC de vértices A (3,1),B(4,4),C(6,5),y
calcula las coordenadas del triangulo transformado.

A’ (0,4 , B'(1,7) , C(338)

11. Dibuja en tu cuaderno un circulo de centro el origen y radio 2 unidades.

a) Trasladalo con la traslacion de vector u = (3, 0).

b) Trasladalo después mediante la traslacion de vector v = (0, 4).

c) Indica las coordenadas del centro del segundo circulo trasladado.

d) Indica las coordenadas del trasladado del punto (0, 2) al aplicarle cada una de las dos traslaciones.
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Las coordenadas del centro de segundo circulo son (3, 4)
Las coordenadas del punto (0, 2) son (3, 2) tras la primera traslacién y (3, 6) tras la segunda

12. Trasladamos el tridngulo ABC de vértices A (6, 1), B (-3, 4) y C (0, 8), mediante la traslacidon de
vector u = (7, 1), y luego mediante la traslacion de vector v = (2, 8). Determina las coordenadas del
triangulo transfqrmado analitica y graficamente.

A =(6,1)+(7,1)=(13,2)
i N\ B'=(-3,4)+(7,1)=(4,5)
B, C=(0,8)+(7,1)=(7,9)

A” =(13,2) + (2, 8) = (15, 10)
B” =(4,5)+(2,8)=(6,13)
C’=(7,9)+(2,8)=(9,17)

13. La composicion de dos traslaciones tiene por vector (5, 9). Si una de ellas es la traslacion de vector
u= (7, 3), égué componentes tiene el otro vector de traslacion?

La composicion de las traslaciones tiene el vector resultante (5, 9), entonces u + v = (5, 9)

Sabiendo que u = (7,3), y sustituyéndolo en la ecuacién, v=(5,9)— (7, 3) = (-2, 6)

14. a) Dibuja en tu cuaderno un tridngulo ABC y trasladalo 5 cm a la derecha. Denomina A’B’C’ al
tridngulo obtenido.

b) Traslada A’B’C’ ahora 4 cm hacia arriba y denomina A”’B’’C” al nuevo triangulo.

c) Dibuja el vector que permite pasar directamente del tridngulo ABC al A”’B’’C” y mide su longitud.
¢éCudles son sus coordenadas?

*<\\"'J;;’ u=(5,4).

s Longitud = \/52 + 4-2 = \/41 =6.4cm

15. Determina el vector de traslacién de la traslacion inversa a la de vector u = (-2, 5).
Para obtener la traslacién inversa, simplemente cambiamos el signo de las componentes del
vector original, por lo que el vector seria u’ = (2,-5)
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16. a) Dibuja en tu cuaderno una figura, y repite el dibujo trasladando la figura 4 veces con la misma
traslacion. Al hacerlo, dibujaras un friso.

b) Un friso confeccionado con letras L es: L L L L L. Dibuja un friso confeccionado con letras J. Otro
confeccionado con letras M. Ademas de traslacion, étiene simetrias?

c) Busca un friso. Mira las rejas de tu calle, un bordado o una puntilla, las grecas de unos azulejos... y
dibuja su disefio en tu cuaderno.

10 1 1

1JJJ MMMM

b) El friso con la letra M tiene simetrias verticales
c) Solucién grafica y abierta

17. Mediante una traslaciéon en el espacio, éen qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? ¢éY un
cono? ¢Y dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.
- Plano: Se mantiene como plano, pero se desplaza sin alterar su forma ni orientacién.
- Esfera: Se mantiene como esfera, con el mismo tamafio, solo que trasladada a otra ubicacion.
- Cono: Se mantiene como cono, con el mismo tamano y forma, solo desplazado en el espacio.
- Dos planos paralelos: Después de la traslacién, los planos siguen siendo paralelos y mantienen la
misma distancia entre si.
- Dos planos ortogonales: Los planos siguen siendo ortogonales y mantienen la relacién de
perpendicularidad.
La traslacién mantiene las propiedades geométricas esenciales (como la forma, tamafio y
relaciones angulares) de los objetos, solo cambia su posicidén en el espacio.

18. Dibuja en tu cuaderno el punto A (5, 4). Indica las coordenadas del punto A’ que se obtiene al girar
180° y con centro el origen el punto A. Indica las coordenadas del punto A’ obtenido al girar A’ 90°
con el mismo centro de giro.

El punto A (5, 4) al girar180° con centro en el origen se transforma en A’ (-5,-4)

Luego, al girar A’ (-5, —4) 90° con centro en el origen, se obtiene el punto A" (-4, 5)

19. Dibuja una figura en tu cuaderno, calcala, recértala y pégala inclinada al lado de la inicial. Las dos
figuras, é¢tienen todas las longitudes iguales?, ¢y sus angulos? Determina, con compas y transportador,
el centro y el angulo de giro.
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Las dos figuras tienen todas las longitudes y los angulos iguales.
El centro es Hy hemos aplicado un giro de unos 80°

20. Dibuja en tu cuaderno una letra F y la letra F girada 30° con centro de giro su punto mas inferior.

"

—/n

21. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo rectangulo isdsceles y con centro en el vértice de uno de los
angulos agudos aplicale un giro de 45° en sentido positivo. Luego aplicale otro giro de 45°, y asi
sucesivamente hasta llegar al tridngulo inicial. ¢ Qué giros has estado haciendo?
Los giros que hacemos son giros de 45° en sentido positivo (horario) alrededor del vértice A.
Después de 8 giros de 45°, se completa un giro total de 360°, regresando al tridngulo inicial.

22. Dibuja en tu cuaderno un circulo de centro O, dos diametros perpendiculares AB y CD y una cuerda
CB. Sobre el mismo dibujo traza las figuras obtenidas haciendo girar la figura formada por los dos
didmetros y la cuerda, con giros de centro O y angulos 45°, 90°, 135°, 180°, 225°, 270° y 315°. Habras
hecho la composicion de giros de 45° varias veces.

23. ¢La letra H tiene centro de simetria? Indica tres objetos cotidianos que tengan simetria central.
Si, la letra H tiene centro de simetria. Esto significa que, si dibujamos un punto en el centro de la
letra H y luego trazamos una linea recta desde cualquier punto de la letra hasta el centro, esa linea
tendrd un punto simétrico en el lado opuesto, a la misma distancia del centro, en la misma
direccién, pero en el lado opuesto.
Otros objetos simétricos de forma central pueden ser una pelota, un espejo redondo, la luna llena,
un cubo, una flor de seis pétalos.

24. Sobre unos ejes cartesianos representa los puntos A (2, 6), B (-2, 5), C (5, 3) y sus simétricos
respecto al origen A', B'y C'. ¢Qué coordenadas tienen A’, B’y C’?
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kb A bl bk S Bl A

i A (-2,-6), B'(2,5), C'(-5,-3)

25. Dibuja en tu cuaderno el triangulo de vértices A (3, 7), B (5, -5) y C (7, 2). Dibuja el triangulo que se
obtiene al girarlo con centro en el punto D (8, 8) un angulo de 180°. Es una simetria central. {Cuales
son las coordenadas de los vértices A', B' y C' del nuevo tridangulo?

-

Si, es una simetria central. A’=(13,9), B’'=(11,21) y C' =(9, 14).

26. Dibuja en un sistema de referencia un punto P y su simétrico P’ respecto del origen. Si las
coordenadas de P son (x, y), écuales son las de P’?
Las coordenadas de P’ serdn (-x, -y)

27. Dado el tridangulo A (3, -4), B (5, 6), C (-4, 5), halla las coordenadas de los vértices del triangulo
simétrico respecto del origen.
A, (_3r4)r B, (_51_6)1 C’ (41_5)

28. Dibuja un tridngulo equilatero ABC y con centro en el vértice A aplicale un giro de angulo 60°. El
tridangulo dado y el transformado, équé figura forman? Vuelve a aplicar al tridngulo trasformado el
mismo giro de centro A, iqué giros has estado haciendo? ¢Cuantos giros debes aplicar al tridngulo

inicial para que vuelva a ocupar la posicion inicial?
ANCN
i "

El triangulo original y el transformado forman un rombo.

Los giros realizados son de 60° en torno al vértice A.

Se deben aplicar 6 giros de 60° para que el tridngulo regrese a su posicién original y obtenemos un
hexagono.
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

29. Dibuja en tu cuaderno los cuatro puntos de la figura. Determina, con regla, compas y
transportador, el centro y el dngulo de giro sabiendo que los puntos A y B se han transformado
mediante un giroen A'y B'.

4 A
3 B -~
2 B
1 A o
0] ! : S : P []
0 1 2 3 4 &
Hay que dibujar la mediatriz del segmento AA’ y la del segmento BB’ y buscar el punto donde se

cortan.
El centro es el punto D(3, 2) y el angulo 63,43°

30. Dibuja la imagen que resulta de aplicar al triangulo de la figura el giro de centro O que transforma
el punto A en el punto B.

Resulta otro tridngulo igual

31. Utiliza un transportador de angulos, regla y compas, para girar una recta 60° respecto a un punto
O exterior a ella (es suficiente girar dos puntos de dicha recta). Mide los angulos que forman las dos
rectas, la inicial y la girada. éObservas alguna regularidad? Investiga un método para girar una recta
transformando un solo punto. ¢ Qué punto debes elegir y por qué?

El angulo formado por las dos rectas es de 60°
Basta girar el punto donde corta a la recta la ortogonal desde el punto O.

32. Juego para dos jugadores: Forma sobre la mesa un poligono regular utilizando monedas (o fichas o
bolitas de papel) como vértices. Alternativamente cada jugador retira o una moneda o dos monedas
adyacentes. Gana quien retire la ultima moneda. (Ayuda: Es un juego de estrategia ganadora que
puedes descubrir utilizando la simetria central).

Juega. Con la ayuda es facil descubrir la estrategia ganadora.
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

33. En el disefio de este mosaico se han utilizado giros en el plano. No lo vemos completo, pero
podemos imaginar que fuera infinito. Indica los centros de giro que veas. En el centro de la figura hay
un centro de giro clarisimo, ¢de qué angulo? ¢Hay giros de 45°? ¢Cuales son sus centros de giro? {Hay
centros de simetria? Indicalos.

De 90°. No. Hay ejes de simetria ortogonales.
Los centros de giro estan en la interseccion
de dichos ejes.

34. Para cada uno de los siguientes poligonos indica el centro de giro y el minimo angulo de giro que
dejan invariantes a cada uno de ellos:
a) Pentagono regular

b) Hexagono regular

c) Decagono regular

d) Triangulo equilatero

e) Rectangulo

f) Cuadrado

g) Rombo

h) Paralelepipedo

i) Octégono regular

POLIGONO CENTRO DE GIRO MINIMO ANGULO DE GIRO
Pentagono regular Centro del pentagono 72°

Hexdgono regular Centro del hexagono 60°

Decéagono regular Centro del decdgono 36°

Tridngulo equilatero Centro del tridngulo 120°

Rectangulo Centro del rectangulo 180°

Cuadrado Centro del cuadrado 90°

Rombo Centro del rombo 180°
Paralelepipedo Centro del paralelepipedo | 90°

Octdégono regular Centro del octégono 45°

35. En la simetria central de centro (2, 3) hemos visto que el simétrico del punto A (8, 1) es el punto
A’(4, 5). Calcula los simétricos de los puntos B (12, 7), C(9, 10), D (5, 8) yE (7, 6).

B (:8-1),  C(5-4), D (1-2), E' (-3,0)
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

36. Indica si el mosaico de la Alhambra del margen tiene centro de giro, y determina cual es el menor
angulo de giro que hace que el mosaico se superponga (sin tener en cuenta los cambios de color).
é¢Hay centros de simetria?

. o-..f‘:.“'. v e
:—% ‘ / Tiene centro de giro de 18°

37. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una simetria central, una recta, una
circunferencia, un segmento, un tridangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué
se transforman? Analiza los resultados.

La simetria central es un movimiento directo, conserva distancias y angulos.

38. éQué nimero minimo de cuadrados es necesario pintar de verde para que el cuadrado grande
tenga un centro de simetria?

3 cuadrados

39. Hemos girado el punto A (3, 5) y hemos obtenido el punto A’ (7, 2). Determina el centro de giro y
el angulo utilizando regla, compas y transportador de angulos.
El centro de giro O se encuentra en la mediatriz de la linea AA’.
El angulo de rotacidn es el angulo entre el vector OA y OA’ que puedes medir con el transportador
de dngulos. (180°)

40. ¢{Cudles de los poligonos estrellados de la figura del margen tienen centro de simetria? Indica el
centro de giro y el minimo angulo de giro que deja invariantes a cada uno de ellos.
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

Tienen centro de simetria el de 12 puntas y el
de 8 puntas. El de 5, no. El angulo de giro es
de: 72°, 30°, 45°, respectivamente.

41. Determina tres objetos cotidianos que tengan algun eje de giro.
Alicates, tijeras, rueda de bici, etc.

42. Observa esta torre mudéjar de Teruel. Esta disefada utilizando giros en el espacio. ¢Cual es su eje
de giro? ¢Y el angulo de giro?

El eje de giro es la recta que pasa por el
centro de latorre.  90°

43. Piensa en los cinco poliedros regulares. Unos tienen simetria central en el espacio, otros no.
éCuales la tienen?

TETRAEDRO HEXAEDRO OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO

Los poliedros regulares que tienen simetria central son:
Cubo (Hexaedro regular)

Octaedro

Dodecaedro

Icosaedro

El tetraedro no tiene simetria central.

44. Piensa ahora en los siguientes cuerpos geométricos: Una pirdmide cuadrangular regular, un
prisma triangular regular, un prisma romboidal oblicuo, un cilindro y un cono. ¢{Cudles pueden
formarse mediante giros en el espacio? ¢Cudl es su eje de giro? ¢{Cuales tienen simetria central y
cuales no?

& | =

¢ .3 Sy
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Movimientos en el plano y en el espacio

CUERPO GEOMETRICO GIRO EJE DE GIRO SIMETRIA CENTRAL
Pirdmide cuadrangular Si Eje perpendicular a la base cuadrada | No
regular (pasando por el vértice y centro de la base)
Prisma triangular regular | Si Eje perperdicular a las bases triangulares No
Prisma romboidal oblicuo | No | No tiene un eje de giro simétrico No
Cilindro Si Eje central que conecta las bases circulares | Si
Cono Si Eje que pasa por el vértice y el centro de la | No
base circular

SIMETRIAS

45. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia y una letra B. Dibuja la letra simétrica de B
respecto del eje de abscisas y respecto del eje de ordenadas.

46. Clasifica las letras mayusculas del alfabeto, a) en las que son simétricas respecto de un eje de
simetria horizontal y un eje de simetria vertical. b) en las que sélo son simétricas respecto de un eje
de simetria vertical, c) en las que sélo lo son respecto del eje de simetria horizontal, y d) en las que no
tienen ningun eje de simetria. e) Comprueba que las letras que tienen dos ejes de simetria tienen
centro de simetria. La razén ya la sabes: La composicion de dos simetrias de ejes secantes es un giro.
a) Letras con simetria respecto a ejes horizontales y verticales: H, |, O, X.

b) Letras simétricas solo respecto de un eje de simetria vertical: A, M, T, U, V, W, X, Y.

c) Letras simétricas solo respecto de un eje de simetria horizontal: B, C, D, E, K.

d) Letras que no tienen ningun eje de simetria: F, G, J,L, N, P, Q, R, S, Z.

e) Las letras que tienen dos ejes de simetria (y, por lo tanto, centro de simetria): H, I, O, X.

47. ¢Cuales de las siguientes sucesiones de letras tienen un unico eje de simetria? ¢Cuales tienen dos
ejes? ¢Cuales ninguno? ¢{Cuales tienen centro de simetria?

a) ONO
b) NON
c) DODO
d) Olo0
e) HEMO
f) HOOH
SUCESION EJE DE SIMETRIA CENTRO DE SIMETRIA
ONO Ninguno No
NON Ninguno No
DODO Dos ejes (vertical y horizontal) | Si
olo Dos ejes (vertical y horizontal) | Si
HEMO Ninguno No
HOOH Dos ejes (vertical y horizontal) | Si
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

48. Indica los ejes de simetria de las siguientes figuras:
a) Cuadrado.

b) Triangulo equilatero.

c) Trapecio isosceles.

d) Hexagono.

e) Circunferencia.

f) Rectangulo.

g) Rombo.

h) Pentagono.

FIGURA NUMERO DE EJES DESCRIPCION

Cuadrado 4 2 ejes verticales, 2 horizontales (en el centro de los
lados y diagonales)

Triangulo equilatero | 3 Desde cada vértice hacia el centro

Trapecio isosceles 1 A través del centro de la base mayor

Hexagono 6 3 ejes pasando por vértices y 3 ejes pasando por
centro de los lados

Circunferencia Infinitos Cualquier eje que pase por el centro de Ia
circunferencia

Rectangulo 2 1 eje vertical y 1 eje horizontal que pasan por el centro

Rombo 2 Ejes diagonales que conectan los vértices opuestos

Pentagono 5 5 ejes pasando desde los vértices hasta el centro del
pentagono

49. Considera que los vértices del cuadrilatero de la figura tienen de coordenadas: (1, 3), (2, 3), (3, 2) y
(2, 4). Aplicale dos simetrias axiales de ejes paralelos, la primera respecto al eje r y la segunda
respecto al eje s.

a) Indica las coordenadas de los vértices de las figuras transformadas por dicha composicion de
simetrias. Si llamamos C al cuadrilatero inicial, C' a su simétrico respecto al eje r y C" al simétrico de C'
respecto al eje s:

b) éQué isometria nos permite trasformar directamente C en C";

c) éQué elementos la definen?

d) éQué ocurre si aplicamos las dos simetrias en distinto orden, primero respecto al eje s y después
respecto al eje r? ¢{Cudles son ahora las coordenadas de los vértices de la figura C’”’ transformada?

a)(5,7),(6,7),(7,6) y (6, 8);
b) y c) Una traslacion de vector u = (2, 2);
d) Es otra traslacién de vector -u = (-2, -2); Vértices: (-1, 1), (0, 1), (1, 0) y (0, 2).
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

50. Considera que los vértices del cuadrilatero de la figura tienen de coordenadas: (1, 3), (2, 3), (3, 2) y
(2, 4). Aplicale dos simetrias axiales de ejes secantes, la primera respecto al eje r y la segunda respecto
al ejess.

a) Indica las coordenadas de los vértices de las figuras transformadas por la composicién de simetrias.
b) Si llamamos C al poligono inicial, C' al simétrico respecto al eje r y C" al simétrico de C' respecto al
eje s: ¢Qué isometria nos permite trasformar directamente C en C”’? ¢{Qué elementos la definen?

c) éQué ocurre si aplicamos las dos simetrias en distinto orden, primero respecto al eje s y después
respecto al eje r? {Qué isometria tenemos ahora? {Qué elementos la definen?

d) Indica las coordenadas de los vértices de la figura transformada si primero aplicamos la simetria de
eje sy luego lade ejer.

a) Las coordenadas de los vértices de C"” después de la composicién de simetrias son:
A"(6.27, 6.38), B"(6.59, 5.43), C"(5.97, 4.16), D"(7.54, 5.76)
b) La isometria que transforma directamente C en C" es una rotacién de 180°.
c) Si aplicamos las simetrias en distinto orden (primero respecto a s, luego respecto a r), la
isometria sigue siendo una rotacién de 180°.
d) Las coordenadas de los vértices de C'"* (simétrico respecto a s y luego respecto a r) son:
A"(2.49, -3.08), B”(2.81, -2.14), C"(4.08, -1.51), D"'(1.86, -1.81)
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

51. Dibuja en un papel el contorno de una figura irregular, en al menos cinco posiciones. (Si no se te
ocurre ninguna figura, dibuja una letra G). a) ¢Son iguales estas figuras? Explica tu razonamiento. b)
¢Como puedes pasar de una figura a otra? c) Colorea con el mismo color todas las figuras que puedes
alcanzar desde la posicion inicial, desplazando la figura sin levantarla. Utiliza otro color para las
restantes. ¢Se puede pasar siempre de una figura a otra del mismo color, deslizando la figura sin darle
la vuelta? {Cambian las dimensiones de la figura?

a) Son iguales;

b) Puedes pasar de una a otra mediante isometrias directas, es decir, traslaciones y giros. Si las

haces coincidir dando la vuelta, es mediante simetrias.

Las dimensiones no cambian.

52. El triangulo equilatero T de la figura se ha transformado en el tridngulo T' mediante una simetria
axial de eje r. a) Copia el dibujo en tu cuaderno y nombra en el dibujo a A', B' y C', que son los
transformados de A, B y C respectivamente. b) Encuentra un giro que trasforme T en T’, indicando el
centro y el dngulo de giro, écuales son ahora los trasformados de los vértices A, By C?

C

El centro del angulo de giro es =(5, 1)
El dngulo es de 150°
A’(6,-3) B’(6,0) (C'(8.52,-1.44)

53. Libro de espejos: Utiliza un libro de espejos para obtener simetrias. Puedes construir uno con dos
rectangulos de metacrilato unidos con cinta de embalar. Mira por el libro de espejos un segmento,
una circunferencia, diferentes figuras...

Solucidn grafica y abierta

PROBLEMAS

54. Indica los puntos invariantes y las rectas invariantes en cada uno de los siguientes movimientos:

a) Una traslacion segun el vector (1, 3);

b) Una simetria axial respecto al eje de ordenadas;

c) Una simetria central respecto al centro de coordenadas.
a) La traslacién no deja ningln punto invariante, y deja invariantes las rectas paralelas al vector de
traslacion.
b) La simetria axial deja invariantes a los puntos del eje de simetria, en este caso, al eje de
ordenadas. El eje es una recta invariante de puntos invariantes. Rectas invariantes son también las
perpendiculares al eje de ordenadas, en este caso, las rectas horizontales.
c) La simetria central deja invariante al centro de simetria, en este caso, al origen de coordenadas.
Deja invariantes a las rectas que pasan por el centro, en este caso a las rectas que pasan por el
origen de coordenadas.
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

55. En la figura adjunta el hexagono 1, denominado H1, ha cambiado de posicion mediante
movimientos. A) Indica el tipo de movimiento: traslacion, giro o simetria que trasforma H1 en cada
uno de los otros hexagonos. B) Determina, en cada caso, los elementos basicos que definen cada
transformacion indicando las coordenadas de cada uno de los vértices de H1 qué coordenadas tiene
en cada uno de los transformados, y si es posible, generaliza.

H1: (1,4),(1,6),(2,5),(3,6),(4,5)y(3,4);
H2:simetria;  Vértices: (4, 1), (6, 1), (5, 2), (6, 3), (5, 4) y (4, 3);
H3: simetria central de centro (9, 6);

@ @ Vértices (9, 4), (8, 5), (7, 4), (6, 6), (7, 6);

H4: traslacion de vector (7, 3);
Vértices (8, 7), (8, 9), (9, 8), (10, 9), (11, 8) (10, 7)

H5: giro de 90°.  Vértices (4, 9), (6, 9), (5, 8), (6, 7), (4, 7) y (4, 9);

D - N v kBB N @

0 A 2 & 4 & & 7 5 #® 10

56. Sabemos que las traslaciones no dejan ningin punto invariante, pero, a) édeja alguna recta
invariante?; b) La simetria central deja un punto invariante, el centro, pero équé rectas deja
invariantes una simetria central en el plano? ¢Y una simetria central en el espacio?; c) Una simetria
axial deja invariantes todos los puntos de su eje, que es una recta invariante de puntos invariantes,
pero équé otras rectas invariantes deja una simetria axial? ¢éY qué otros puntos?; d) Una simetria
especular, en el espacio, deja un plano invariante de puntos invariantes, el plano de simetria, équé
otros planos deja invariantes? ¢ Qué otras rectas? ¢ Qué otros puntos?

a) Las traslaciones dejan invariante a las rectas paralelas al vector de traslacion.

b) La simetria central, tanto en el plano como en el espacio, deja invariante a las rectas que pasan
por el centro.

c) La simetria axial deja invariante a las rectas perpendiculares al eje de simetria. Los Unicos
puntos invariantes son los del eje.

d) La simetria especular deja invariantes a las rectas y a los planos ortogonales al plano de
simetria. Solo deja invariantes a los puntos del plano de simetria.

57. Copia en tu cuaderno y completa las siguientes tablas:

RECTAS INVARIANTES DE

EN EL PLANO PUNTOS INVARIANTES RECTAS INVARIANTES PUNTOS INVARIANTES
Traslacion Ninguno Todas las rectas paralelas al | Ninguna
vector de traslacion
Simetria El centro de simetria | Todas las que pasan por el | Ninguna
central centro de simetria
Giro Solo el centro de | Todas las que pasan por el | Ninguna
giro centro de giro

Simetria axial | Todos los puntos de | El eje de simetria y todas las | El eje de simetria
la recta de simetria perpendiculares a el.
Simetria con | Ninguno Ninguna Ninguna
deslizamiento
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

EN EL ESPACIO PUNTOS INVARIANTES RECTAS INVARIANTES RIE::JTIG'SOTI\::I'X::E:EZE
Traslaciéon Ninguno Todas las rectas paralelas al | Ninguna
vetor de traslacién
Simetria central | El centro de simetria | Las rectas que pasan por el | Los planos que pasan
centro de simetria por el centro de
simetria
Giro Todos los puntos del | Todas las ortogonales al eje | Los planos que
eje de giro de giro contienen al eje de
giro
Simetria axial El plano de simetria Las del plano de simetria y | El plano de simetria y
las ortogonales al plano. los planos ortogonales
al plano de simetria
Simetria con | Ninguno Ninguna Ninguna
deslizamiento

58. Dibuja el triangulo T de vértices A (2, 1),B (4,2)yC(1, 3)

a) Aplica a T una traslacion segtn el vector u = (-3, 2), llama T' a su transformado e indica las
coordenadas de sus vértices.

b) Dibuja el triangulo T" que resulta de aplicar a T un giro de 270° respecto al origen de coordenadas e
indica las coordenadas de sus vértices.

A’ (-11 3)l B’ (11 4)r C’ (-21 5)
T ~

A’ (1,-2), B’ (2, -4), C(3,-1)

59. Dibuja el cuadrado K de vértices A (2,1),B (4,2) C(1,3)yD (3, 4).

a) Aplica a K una traslaciéon segun el vector u = (-3, -1), llama K' a su transformado e indica las
coordenadas de sus vértices.

b) Dibuja el cuadrado C" que resulta de aplicar a C una simetria central respecto al punto (3, 0) e
indica las coordenadas de sus vértices.
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Movimientos en el plano y en el espacio

A’ (-1,0), B’ (1,1), C (-2,2), D’ (0, 3)

A’ (4,-1), B’ (2,-2), C (5, -3).':" D’ (3, -4)

PROBLEMAS DE AMPLIACION

60. Transforma la letra L mediante dos isometrias consecutivas. ¢{Puedes obtener el resultado final
mediante una uUnica isometria? Analiza posibles situaciones.
Si. La composicién de dos isometrias es otra isometria. La composicidon de dos traslaciones es otra
traslacion. La de dos giros, es en general, otro giro. La de dos simetrias es o bien una traslacién o
bien un giro. La composicion de traslacion y giro es, en general, un giro. La composicidon de una
traslacidon y una simetria es una simetria con deslizamiento.

61. Pliega una tira de papel como un acordeén. Haz algunos cortes y despliégala. Habras
confeccionado un friso. Sefala en él todas las isometrias. Ensaya otros diseiios de frisos.
Solucion abierta, manipulativa y grafica.

62. La composicidon de isometrias no es conmutativa. Observa la figura adjunta:

a) Determina la isometria que transforma el triangulo ABC en A1 B1 C1y la que transforma éste en A2
B2 C2

b) Indica la isometria que transforma el tridngulo ABC en A’B’C’ y la que transforma éste en A”’B"’C".
c) ¢Qué conclusion obtienes?

a) Simetria de eje r y giro de 180° de centro D;
b) Giro de centro Dy 180°, y simetria de eje larectar;
c) La composicion de isometrias no es conmutativa, pues A”’B”’C” es distinto de A,B,C,.
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

63. Indica las isometrias que hay que aplicar a la figura coloreada en azul para obtener la figura
completa. Determina los elementos que definen cada isometria. Colorea de distinto color cada uno de
los cuatro poligonos y construye un friso.

Giros de 90°, 180° y 270°.

64. 1) La letra A tiene un eje de simetria vertical. 2) La letra H tiene dos ejes de simetria, uno vertical y
el otro horizontal, ademas de un centro de simetria. 3) La letra Z tiene centro de simetria, pero ningin
eje de simetria. 4) La letra E tiene un eje de simetria horizontal. 5) La letra F no tiene centro de
simetria ni ningun eje de simetria. Clasifica las letras del abecedario en estos grupos, en el primer
grupo estaran las que tienen un eje de simetria vertical, como la letra A, en el segundo las que tiene
dos ejes de simetria, uno vertical y el otro horizontal, como la letra H, en el tercero las que sélo tienen
centro de simetria como la letra Z, y en el cuarto las que como la letra E tienen un eje de simetria
horizontal. Por ultimo, en un quinto grupo las que no tienen ningun tipo de simetria como la letra F.

Eje vertical: A, M, T, U, V, W;

Dos ejes de simetria: H, I, O, X;

Centro de simetria: N, S, Z;

Eje de simetria horizontal: B, C, D, E;

Ningun tipo de simetria: F, G, J, K, L, P, Q, R, Y.

65. Analisis de un mosaico: Dibuja en tu cuaderno una trama de tridangulos, en ella un esquema del

mosaico del margen y sefiala en tu dibujo todos los ejes de simetria, los centros de giro y los vectores

de traslaciones por los cuales el transformado de un punto del mosaico (supuesto que se prolonga

hasta el infinito) es también un punto del mosaico.

a) éHay giros de 60°? Si los hay marca los centros de estos giros con un asterisco *.

b) ¢Hay giros de 180°? Si los hay marca los centros de estos giros con un circulo o.

c) Seiiala los ejes de simetria que encuentres con una linea de puntos.

d) Dibuja al margen los vectores de traslacion, horizontales y verticales, que haya.

e) Diseiia tu propio mosaico que mantenga los mismos movimientos haciendo algo sencillo (un arco,

una poligonal) que se vaya moviendo.
. _.."' \ W /

B, o\ A0

Los ejes de simetria estan sefialados en rojo.

a) Hay giros de 60° en los centros de los hexagonos.

b) Hay giros de 180° con centro en los vértices de los tridngulos.

c) Hay simetrias de ejes verticales, de ejes horizontales y de ejes oblicuos.
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

66. Analiza este otro mosaico. Indica las transformaciones que tenemos que aplicar al elemento

minimo del mosaico adjunto para dejarlo invariante. Indica también los elementos que las
caracterizan.

Hay ejes de simetria horizontales y verticales;
y centros de giro de 36° y de 45°.

67. Diseila un mosaico en una trama de cuadrados, y analizalo. Indica que simetrias has utilizado, qué
giros y qué traslaciones.
Solucion abierta, manipulativa y grafica.

68. Determina los ejes y centros de simetria de las siguientes graficas de funciones. Senala cuales son
pares y cuales impares. (Dibuja previamente su grafica).

a) y=x?
b) y=x3
c) y=x*
d y=x
FUNCION EJE DE SIMETRIA CENTRO DE SIMETRIA | PARIDAD
y = x2 x = 0 (vertical) Ninguno Par
y = x3 Ninguno Origen (0,0) Impar
y = x4 x = 0 (vertical) Ninguno Par
y = X Ninguno Origen (0,0) Impar
5
< S T s £
- + . :-D-—' ‘
0

69. Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetria, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de
determinarlos.

-
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70. Un octaedro tiene 9 planos de simetria, dibujalos, 6 pasan por los puntos medios de aristas
opuestas, ¢sabes caracterizar los otros 3? Intenta encontrar planos de simetria en un dodecaedro, y
en un icosaedro.

8 tridngulos .‘12 pentigenes ‘ 20 triénguics
squiliteros regularss squiliteros
lgualeg Iguales Iguales
octaedro dodecaedro

regular regular

Solucién abierta, manipulativa y gréfica.

71. Un ser humano es mas o menos simétrico. Los mamiferos, pajaros y peces también lo son. Tienen
un plano de simetria.
A) Y las estrellas de mar como la de la figura, étienen un plano de simetria?
B) ¢Tienen mas? ¢Cuantos?
C) éTiene un eje de giro? ¢De qué angulos?
D) ¢Tiene simetria central?
E) Dibuja en tu cuaderno una estrella de cinco puntas e indica sus ejes de simetria y su centro de giro.
(Es un grupo de Leonardo D 5)
Si, las estrellas de mar generalmente tienen varios planos de simetria.
En una estrella de mar tipica con 5 puntas, tiene 5 planos de simetria, cada uno pasando a través
de una de las puntas de la estrella y dividiendo la figura en dos mitades simétricas.
Una estrella de mar tiene ejes de giro.
La estrella de mar tiene un eje de giro central alrededor de su centro.
El dngulo de giro es 72° (es decir, una rotacion de 72° alrededor del centro de la estrella de mar
deja la figura invariante).
Se puede girar en dangulos multiplos de 72° (como 144°, 216°, 288°, etc.).
Las estrellas de mar tienen simetria central.
Este centro de simetria es el punto medio de la estrella, y cualquier punto tiene un punto
simétrico en el lado opuesto de este centro.

72. Un prisma recto de base un rectangulo, éitiene simetria central? ¢Tiene planos de simetria?
é¢Cuantos? Describelos. ¢Tiene ejes de giro? Describelos. éDe qué angulos?
Si, el prisma recto de base rectangular tiene simetria central. Tiene un centro de simetria en el
punto medio del prisma, donde todas las diagonales de las caras se intersectan. Cualquier punto
de la figura tiene un simétrico opuesto respecto a este centro.
Si, el prisma tiene 3 planos de simetria. Estos son:
2 planos verticales que pasan por el centro de las bases rectangulares, dividiendo cada base en dos
mitades simétricas. Estos planos son perpendiculares entre si.
1 plano horizontal que pasa por el centro de la altura del prisma y divide al prisma en dos mitades
simétricas, cortando a través de las dos bases rectangulares.
Si, el prisma tiene 2 ejes de giro. Estos son:
Ejes que pasan por el centro de las bases: Son dos ejes de giro perpendiculares a las bases
rectangulares. El prisma puede girar 180° alrededor de cada uno de estos ejes sin que se altere su
forma, ya que las bases rectangulares son simétricas.
Eje vertical: El prisma puede girar alrededor del eje vertical que pasa por el centro de las bases,
pero este eje no genera mas simetrias en angulos menores a 180°.

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verd
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73. Una piramide regular de base un tridngulo equilatero, itiene simetria central? ¢(Tiene planos de
simetria? ¢ Cudntos? Describelos. ¢ Tiene ejes de giro? Describelos. ¢De qué dangulos?
Si, tiene simetria central. Existe un centro de simetria en el punto medio de la altura de la
piramide, y cualquier punto tiene su simétrico en el lado opuesto de este centro.
Si, tiene 3 planos de simetria. Son planos verticales que pasan por el vértice superior de la
piramide y dividen la base triangular en dos mitades simétricas. Cada plano corta la piramide a lo
largo de una arista de la base y pasa por el vértice superior.
Si, tiene 1 eje de giro. Este eje es vertical, pasa por el vértice superior de la pirdmide y el centro de
la base triangular. La pirdmide puede girar 120° y 240° alrededor de este eje sin que se altere su
forma, debido a la simetria de la base triangular regular.

74. Describe las isometrias que dejan invariantes a los siguientes cuerpos geométricos, analizando sus
elementos:
a) Esfera
b) Cilindro recto
c) Prisma regular de base cuadrada
d) Cono
e) Cilindro oblicuo
f) Piramide recta de base un triangulo equilatero
a) Esfera
Isometrias: Rotaciones y reflexiones alrededor del centro. Elementos invariantes: Centro, radio,
cualquier plano que pase por el centro.
b) Cilindro recto
sometrias: Rotaciones alrededor del eje, reflexiones en planos verticales y horizontales. Elementos
invariantes: Eje, bases circulares, altura.
c) Prisma regular de base cuadrada
Isometrias: Rotaciones de 90°/180°/270°, reflexiones en planos verticales y horizontales.
Elementos invariantes: Eje central, base cuadrada, altura.
d) Cono
Isometrias: Rotaciones alrededor del eje, reflexiones en planos que pasen por el eje. Elementos
invariantes: Eje, base circular.
e) Cilindro oblicuo
Isometrias: Algunas rotaciones y reflexiones especificas. Elementos invariantes: Eje, base eliptica.
f) Piramide recta de base triangular
Isometrias: Rotaciones de 120°/240°, reflexiones en planos verticales. Elementos invariantes: Eje
vertical, base triangular, altura.
Cada figura tiene rotaciones y reflexiones que mantienen inalterados sus elementos principales,
como el centro, el eje, las bases y la altura.

75. Recorta un triangulo isdsceles obtusangulo. Coldcalo en el libro de espejos de forma que dos lados
queden apoyados en la superficie de los espejos, y el otro sobre la mesa. Mueve las paginas del libro
de forma que veas distintas pirdmides, en las que su base son poligonos regulares. Esto nos permite
estudiar el giro de las pirdmides, de qué angulo es. (Puedes construirte un libro de espejos con dos
espejos pequeiios o dos hojas de metacrilato, pegados con cinta de embalar adhesiva).

Solucidn abierta, manipulativa y grafica.

22 ESO. Capitulo : Movimientos en el plano y en el espacio. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es S :-g Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verd
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76. Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala:

POLIEDRO éTiene centro | ¢Tiene ejes éCuantos ejes de giro tiene? éTiene éCuantos

de simetria? de giro? éDe qué angulos? planos de planos de

SI/NO SI/NO simetria? simetria

SI/NO tiene?

Tetraedro Si Si 6. 120° 140°y 180° Si 4
Cubo Si Si 9. 90° 120° 180°, 240°y 270° Si 9
Octaedro Si Si 6. 120°, 240°, 180° Si 9
Dodecaedro Si Si 15. 72°,144°,120°, 240°, 180° Si 15
Icosaedro Si Si 12. 72°,144°,120° 240°, 180 ° Si 15

77. Contesta a las siguientes preguntas justificando las respuestas.

a) ¢Es posible que una figura tenga dos ejes de simetria paralelos?

b) La interseccion de dos ejes de simetria, ées siempre un centro de simetria?

c) éPor qué un espejo cambia la derecha por la izquierda y no cambia lo de arriba por lo de abajo?
d) ¢éEs cierto que dos circulos simétricos respecto a un plano son siempre cortes de una esfera?

a) Si, es posible, como en el caso de un rectangulo o un cuadrado.

b) No siempre. Depende de la figura, como en el caso de un tridngulo donde no siempre es un
centro de simetria.

c) Porque un espejo refleja horizontalmente, invirtiendo las posiciones de derecha e izquierda,
pero no cambia la orientacién vertical.

d) Si, es cierto. Los circulos simétricos son cortes de una esfera que pasa por el plano de simetria.

78. A partir de un triangulo cualquiera ABC construimos el triangulo A’B’C’, en el que A' es el simétrico
de A con respecto al centro C, B' es el simétrico de B con respecto al centro Ay C' es el simétrico de C
con respecto al centro B. Utiliza la trama de tridngulos para calcular el area del tridngulo A’B'C’
sabiendo que el valor del drea del tridngulo ABC es 1 u?

El rea del tridngulo A’B’C’ es 1/4 u?

79. Caleidoscopios diédricos: ¢Has mirado alguna vez por un caleidoscopio? Estan formados por un
tubo de cartdn, dos espejos formando angulo y trocitos de plastico o cristalitos que combinan sus
imagenes dando lugar a preciosas composiciones llenas de simetrias. Fabrica uno, y estudia los giros y
simetrias que observes.

Solucion abierta, manipulativa y grafica.

80. Simetrias plegando papel: a) Dobla una hoja de papel y recorta una figura. Al desdoblar habras
obtenido la figura simétrica. b) Dobla una hoja de papel mediante dos dobleces perpendiculares.
(Tendras que hacer coincidir el doblez consigo mismo). Manteniendo el papel doblado recorta una
figura. Al desdoblar, la figura obtenida tendra una doble simetria. c) Con otra hoja de papel, vuelve a
doblar mediante dos dobleces perpendiculares. Dobla de nuevo por la mitad el angulo recto obtenido.
Recorta los disefios que mas te gusten. Estas construyendo modelos de copo de nieve. {Cuantos ejes
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de simetria has obtenido? d) Intenta ahora doblar la hoja de papel para obtener ejes de simetria que
formen angulos de 60° y de 30°. Utiliza tu imaginacion para obtener nuevos disefios de copos de
nieve.

Solucion abierta, manipulativa y grafica.

81. La simetria en la escritura de Leonardo Da Vinci: {Sabias que, si miras lo escrito por Leonardo en
un espejo puedes leerlo con facilidad? Es un buen ejemplo de simetria especular. Lee el siguiente
texto del Leonardo.

-

82. Utiliza la propiedad de la composicion de dos simetrias de ejes secantes para demostrar que un
angulo inscrito en una circunferencia es la mitad del central que abarca el mismo arco. Ayuda: Traza la
circunferencia, un angulo inscrito y su central. Traza dos rectas perpendiculares por el centro de la
circunferencia a los lados del angulo inscrito.

Solucién abierta, manipulativa y grafica.

83. Estudia las isometrias que dejan invariante a un triangulo equilatero. Nombra sus vértices y sus
ejes de simetria. a) Aplica al tridngulo un giro de 120° y luego una simetria. {Puedes obtener el mismo
resultado con una unica transformacion? b) Repite lo mismo con un giro de 240° y otra simetria. c)
Comprueba que siempre la composicion de un giro por una simetria es otra simetria. d) Haz ahora un
giro de 120° y otro de 240°, {qué obtienes? e) ¢Y con dos giros de 240°? f) Comprueba que la

composicion de dos giros del mismo centro es siempre un giro (o la identidad).
A B C)

B C A
gue indica que transforma el vértice Aen B, el Ben Cy el Cen A. En este caso es el giro de 120°
A B C

A C B
) que es la simetria de vértice B. La composicién de un giro con una simetria es

a) Cada una de las isometrias del triangulo equildtero podemos representarla por (

Aplicamos ahora la simetria de vértice A: ( ) La composicidn transforma al tridngulo

en(A B C

C B A
una simetria.

ABC).

b) Hacemos ahora el giro de 240° : (C A B

c) Comprobar
A B C

A B C
) y obtenemos el giro de 120°.

d) Componemos el giro de 120° con el de 240° : ( ) y obtenemos la identidad.

A B C

B C A
f) La composicion de dos giros del mismo centro es otro giro (o la identidad).

e) Componemos dos giros de 240° : (
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84. Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometria
permite explicarlo. Mira este mosaico. Busca un motivo minimo, es decir, un trozo de mosaico que te
permite, mediante movimientos, recomponerlo. En el disefio de este mosaico, é¢se han utilizado
simetrias? ¢Hay simetrias de eje vertical? ¢Hay simetrias de eje horizontal? ¢{Hay otros ejes de
simetria? ¢Cudles? ¢ Hay giros de 90°? ¢ Hay giros de 45°? ¢ Hay traslaciones?

Hay simetrias tanto verticales, como horizontales como oblicuas. También podemos considerar
giros de 90°, porque al ser figuras simétricas, se replicarian exactamente iguales, pero en otro
lugar. Los giros de 45° nos daria el mismo resultado que aplicar una simetria oblicua

85. Disefa en tu cuaderno un motivo minimo (si no se te ocurre ninguno, usa la letra L), y utiliza las
mismas simetrias, giros y traslaciones que se usan en este mosaico para hacer tu propio disefio de
mosaico. Observa tu disefio, y responde a las siguientes preguntas:

éSi compones dos simetrias de ejes paralelos, qué movimiento obtienes? ¢Es otra simetria? éEs un
giro? ¢Es una traslacion? Indica en tu disefio de mosaico en qué ocasion has compuesto dos simetrias
de ejes paralelos y describe completamente el movimiento que has obtenido. ¢Si compones dos
simetrias de ejes secantes, qué movimiento obtienes? ¢Es otra simetria? ¢éEs un giro? ¢éEs una
traslacion? Indica en tu diseiio en qué ocasion has compuesto dos simetrias de ejes secantes y
describe completamente el movimiento que has obtenido.

Cuando compones dos simetrias de ejes paralelos, lo que obtienes es una traslacién. Esto sucede
porque al aplicar una simetria respecto a un eje, la figura se refleja de forma simétrica a ambos
lados de ese eje. Al hacer otra simetria respecto a un eje paralelo al primero, la figura también se
reflejara sobre ese segundo eje, pero como ambos ejes son paralelos, la figura no cambia de
orientacidn, sino que se desplaza de forma lineal, produciendo una traslacion.

Cuando compones dos simetrias de ejes secantes, el movimiento resultante es un giro. Esto
sucede porque, al reflejar una figura sobre el primer eje y luego reflejarla sobre un segundo eje
que se cruza (o es secante) con el primero, la figura rota alrededor del punto de interseccién de
esos dos ejes.

86. Mira este otro mosaico. Es el famoso mosaico Nazari de los huesos. No vamos a tener en cuenta el
color. Para diseiar el hueso, dibuja en tu cuaderno un cuadrado. Mira la figura. Corta en los lados
verticales un trapecio y colécalo sobre los lados horizontales. Ya tienes el hueso. ¢Es simétrico? Tiene
un eje de simetria vertical y otro horizontal, por lo que podriamos tomar como motivo minimo la
cuarta parte del hueso. Para pasar de un hueso de color a un hueso blanco, é¢qué trasformacion se ha
usado? Dibuja en tu cuaderno, en color rojo, ejes de simetria verticales y en color azul, ejes de
simetria horizontales. Sefiala, con un asterisco, (*), centros de giro de 90°, y con un circulo, (0),
centros de simetria. Utilizando el hueso dibuja en tu cuaderno el mosaico completo.
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El hueso es simétrico con dos ejes de simetria ortogonales. Se pasa de un hueso blanco a uno de
color adyacente con un giro de 90° y centro el vértice del cuadrado inicial.

87. Dibuja en tu cuaderno una letra F mayuscula, y traza también dos rectas m y n que formen un
angulo de 30° y se corten en un punto O. Dibuja su transformado por:

a) Un giro de centro el punto O y angulo 60°.

b) La simetria de eje n

c) La simetria de eje m

d) La composicion de la simetria de eje n con la de eje m

e) Compara el resultado obtenido en el apartado a) con el del apartado d). ¢ Qué observas?
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La composicion de la simetria de eje n con la de eje m es un giro de centro el punto de intersec-
cion y de 60°.
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AUTOEVALUACION

1. Con la traslacion de vector u = (-3, 8) trasladamos el punto P (5, -4) hasta el punto P’ y las
coordenadas de P’ son:

a) (8,4)

b) (2,4)

c) (2,12)

d) (e, 3).

Para trasladar el punto P(5,-4) por el vector u=(-3,8), simplemente sumamos las coordenadas del
vector a las de P:

P'(X",y')= (X + ux, y + uy)

Si sustituimos los valores:

X'=5+(-3)=2

y =(-4)+8=4

Por lo tanto, las coordenadas de P’ son (2,4). La respuesta correcta es la b.

2. Al trasladar A (-1, 8) hasta A’ (4, 6) se utiliza el vector u:

a) u=(3,2)
b) u=(3,-2)
c) u=(5,-2)
d) u=(5,14).

Para encontrar el vector de traslacidén u=(uy, uy), restamos las coordenadas del punto inicial
A(-1, 8) a las del punto final A’(4, 6):

ux=x-x=4-(-1)=4+1=5

uy=y-y=6-8 =-2

Por lo tanto, la respuesta correctaesla c)(5,-2)

3. La transformacion que lleva el punto A (2, 0) en el punto A’ (0, 2) no puede ser:
a) Un giro de centro el origen y angulo 902.

b) Una traslacion de vector u = (2, 2).

c) Un giro de centro el origen y angulo 2700.

d) Una simetria de eje y = x.

La opcion correcta es la b ya que, en una traslacién, sumamos el vector a las coordenadas, por lo
tanto: (X, y)=(X+u,y+u)=(2+2,0+2)=(4,2).

4. La transformacion identidad también se llama:
a) Simetria central

b) Simetria axial

c) Giro de 180°

d) Traslacion de vector nulo (0, 0)

Una traslacién mueve todos los puntos en la direccién y magnitud de un vector. Si el vector es
(0, 0), los puntos no se mueven, por lo que es exactamente la transformacién identidad.
La respuesta correcta es la d)
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

5. ¢éComo debe ser un tridngulo para tener mas de dos ejes de simetria?
a) rectangulo

b) isdsceles

c) equilatero

d) rectangulo isésceles.

Un tridngulo equildtero tiene tres ejes de simetria, cada uno dividiendo el tridngulo en dos partes
iguales. La respuesta correcta es la c)

6. La simetria central en el plano es un giro de:
a) 360°

b) 180°

c) 90°

d)o°

Un giro de 180° alrededor de un punto O lleva cualquier punto P a un punto P’ en la direccién
opuesta, cumpliendo exactamente con la definicién de simetria central. Es decir, la simetria
central coloca cada punto en el lado opuesto de un punto O, a la misma distancia.

La respuesta correcta es la b)

7. En el plano, la composicion de dos simetrias de ejes secantes siempre es:
a) una traslacion

b) un giro

c) otra simetria

d) la simetria central.

Cuando hacemos dos simetrias respecto a ejes que se cortan, el resultado es siempre un giro
alrededor del punto donde se cruzan los ejes. La respuesta correcta es la b)

8. Las coordenadas del punto simétrico al punto A (3, 7) respecto del eje de ordenadas son:
a)A’ (-3,7)

b) A’ (3, -7)

c)A’ (-3,-7)

d) A’ (7, 3)

Para encontrar el punto simétrico respecto al eje de ordenadas, tenemos que cambiar el signo de
la coordenada x. Es decir, si el punto original es A(3, 7), su simétrico tendrd la misma coordenada
(y = 7), pero la coordenada x cambiara de signo, de 3 a -3. Por lo tanto, el punto simétrico sera
A'(-3, 7).

La respuesta correcta es la a) A’ (-3, 7).

9. Indica cudl de las siguientes letras no tiene simetria central:
a)o
b)H
c)S
d)D
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“ Movimientos en el plano y en el espacio

Para saber qué letra no tiene simetria central, hay que comprobar si al girar la letra 180 grados
sobre un punto central, se mantiene igual.

La O tiene simetria central, porque al girarla 180 grados, se ve igual.

La H también tiene simetria central, ya que al girarla se mantiene igual.

La S, si la giramos 180 grados, no se mantiene igual.

La D tiene simetria central, porque al girarla, se ve igual.

Por lo tanto, la letra que no tiene simetria central esla c) S.

10. Siempre se obtiene un giro haciendo sucesivamente:
a) Dos giros de distinto centro.

b) Dos simetrias de ejes secantes.

c) Un giro y una simetria.

d) Dos simetrias de ejes paralelos.

Cuando realizamos dos simetrias respecto a ejes paralelos, el efecto resultante es un giro. La
direccion y el dngulo de giro dependen de la distancia entre los ejes.
La respuesta correcta es d) Dos simetrias de ejes paralelos
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“ Magnitudes proporcionales. Porcentajes

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. RAZON Y PROPORCION
1. Siete personas gastan 280 litros de agua diariamente. ¢ Cual es la razén entre los litros consumidos

y el numero de personas? ¢ Cual es la razon entre las personas y los litros consumidos?
La razén entre los litros consumidos y el nimero de personas es:

280
— =40
7
La razén entre el nimero de personas y los litros consumidos es:
7 1
280 40

2. Medio kilo de cerezas costé 1.90 €. Expresa la razén entre kilos y euros.

Sabemos que 0.5 kg de cerezas cuesta 1.90€, por lo que la razén entre kilos y euros es:
05 _ 5
190 19

3. Larazdn entre dos magnitudes es 36. Escribe un ejemplo de los valores que pueden tener estas
dos magnitudes.

. A
Sabemos que la razén debe ser: 5= 36

Ejemplo: 72—2 = 36

4. Completa las siguientes proporciones:
Sabiendo que el producto de los extremos es igual al producto de los medios podemos averiguar las

incégnitas:
5 45
a)-=—
22 X
5 22-45-55 990 290 198 > 45
. = . el = - = — = - — = —
o x *=75 7X 22~ 198
p) 2 =L
X 14
7=0,3-14 7 =42 4,2 0,6 0.3 _7
-] = . -x-7= S X=—>X= - — =
x ' * A= X=00" 06 14
)= = 47
¢ 95 19
1,9=9,5-4,7 1,9 = 44,65 44,65 23,5 23,5 _4,7
. = . d . = g = - = - =
X ) ) ) X ) ) X 1, 9 X ) 9, 5 1’ 9
0,05 _ X
d) 100 400
100 0,05-400 - 100 20 20 0,2 0.05_0.2
x=0 . *=100 * % 100 _ 400
5. Ordena estos datos para componer una proporcion:
a)12,3,40,10
12_10 12-10=3-40
_— = . = .
3 10
b) 24, 40, 50, 30
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30 _ 50 30-40 =24-50
—_—— . — .
24 40
c) 0.36, 0.06, 0.3, 1.8
O'36—1'8:>03603—00613
0.06 0.3 ' T :

6. Copia en tu cuaderno y completa la tabla sabiendo que la razén de proporcionalidad es 2.5:

05 9| 6 20 25
0 8 25

0.5/25=0.2 ; 9/25=36 ; 6/25=24 ; 50-25=125 ; ....
05| 9| 6 |125|120]20|65.5(25

02|36(24(50 |8 |8 25 | 1

2. MAGNITUDES DIRECTAMENTE PROPORCIONALES

7. Seiala de estos pares de magnitudes, las que son directamente proporcionales:

> La cantidad de filetes que debo comprar y el nimero de personas que vienen a comer.
Directamente proporcional, ya que, a mayor nimero de personas, mayor cantidad de filetes.

>El peso de una persona y su altura. No es directamente proporcional.

>El nimero de pisos que sube un ascensor y las personas que caben en él. No es directamente
proporcional.

>El precio de una tela y lo que necesito para hacer un vestido. Directamente proporcional, ya
qgue, a mayor cantidad de tela necesaria, mayor sera el precio.

>Las entradas vendidas para un concierto y el dinero recaudado. Directamente proporcional, ya
gue, a mayor numero de entradas vendidas, mayor serd el dinero recaudado.

>El peso de una persona y su sueldo. No es directamente proporcional.

8. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones:
25 _ 30
A H%T%
Sabemos que las magnitudes son directamente proporcionales y en este caso, sabemos el valor de los
dos antecedentes, por lo que dividiremos el mayor por el menor para saber cuanto mas grande es el
segundo del primero:

30+-25=1.2
Como 30 es 1.2 veces mads grande que 25, x también debe ser 1.2 veces mds grande que 50, por lo que:
50-1.2 =60 25 _30
X = 1.2 = - _—
50 60
300 7
b) Zoo=1
100 x
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“ Magnitudes proporcionales. Porcentajes

Sabemos que las magnitudes son directamente proporcionales y en este caso, sabemos el valor de los
dos antecedentes, por lo que dividiremos el mayor por el menor para saber cudnto mas grande es el
primero del segundo:

300 +7 =42.86
Como 300 es 42.86 veces mas grande que 7, 100 también debe ser 42.86 veces mas grande que 100,

por lo que:
42.86 = 100 100 + 42.86 2.33 300 7
. . = - = - . - = 4. - _—
x x x 100 2.33
7.5 X
9 S92

Sabemos que las magnitudes son directamente proporcionales y en este caso, sabemos el valor de los
dos consecuentes, por lo que dividiremos el mayor por el menor para saber cudanto mas grande es el
primero del segundo:

56.9 + 2 = 28.45
Como 56.9 es 23.45 veces mas grande que 2, 7.5 también debe ser 23.45 veces mas grande que X, por
lo que:

7.5 0.26
x-2845=75->x=75+2845->x =0.26 > _—

9. Ordena estos valores de manera que formen una proporcion directa:
a)3.9;0.3;1.3;0.1

3.9 1.3
0.3 0.1
b) 5, 12, 6, 10
5 10
6 12
c)0.1840.418
18 0.18
4 0.04

é¢Hay mas de una solucion?
Si, se pueden ordenar de mds formas para obtener una proporcién directa.

10. El coche de Juan gasta 5.5 litros de gasolina cada 100 km, écudntos litros gastara en un viaje de
673 km?

Regla de tres directa:
100 km = 5.5 litros
673 km = x litros
Resolviendo:

673-5.5

X = oo = 36.92 litros

Solucién: Gastara aproximadamente 36.92 litros.

11. En unarifa se han vendido 250 papeletas y se han recaudado 625 euros. ¢A cuanto se vendia ca-
da papeleta? ¢ Cuanto habrian recaudado si hubieran vendido 900 papeletas?
Precio de una papeleta:

. 625
Precio por papeleta = e 2.50€
900 papeletas - 2.50€ — 2250 €
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Solucién: Habrian recaudado 2250%€.

12. Una fabada para 6 personas necesita 750 g de judias, ¢ cudntas personas pueden comer fabada si
utilizamos 6 kg de judias?
Regla de tres directa:
750 g - 6 personas
6000 g & x personas
Resolviendo:
6000 - 6

*="750

= 48 personas

Solucién: Pueden comer 48 personas.

13. Cuatro camisetas nos costaron 25.5 €, ¢{ cuanto pagaremos por 14 camisetas iguales?

Regla de tres directa:
4 camisetas - 25.5 €
14 camisetas > x €

Resolviendo:

14 - 255
x = — - 89.25 €

Solucién: Pagaremos 89.25 € por 14 camisetas.

14. Calcula mentalmente:
a) EI 50% de 240

E150% de 240 = 22240 _ 150
0ae LA =100
b) El 1% de 570
E11% de 570 = 270 _
0ae>/V =000
c) El 10% de 600
E110% de 600 = 22999 _ 69
0aedV =100
d) E1 300% de 9
E1300% de 9 = 2202 _ 27
0deT =100
15. Completa la tabla:
Cantidad inicial | % | Resultado Cantidad inicial | % | Resultado
500-25 / 100 = 125
500 25 500 25 125
720 108 108 - 100/ 720 = 15 720 15 108
60 140 60 140 84
60 - 140 / 100 = 84
490 60 294 490 60 294

16. En un hotel estan alojadas 400 personas. De ellas, 40 son italianas, 120 francesas, 100 son alema-
nas y el resto rusas. Calcula el % que representa cada grupo sobre el total.
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Italianas:
40 100 = 10%
400 -
Francesas:
120 100 = 30%
400 -
Alemanas:
100 100 = 25%
400 - a2
Rusas:
140 100 = 35%
400 - o0

17. En una tienda ofrecen un 15 % de descuento al comprar una lavadora que cuesta 420 €. ¢{Cuanto
supone el descuento? ¢Cual es el precio final de la lavadora?

Descuento:
420 - 15 _
100

Precio final:
420 — 63 = 357€

18. ¢Cual de estas dos ofertas ofrece un mayor % de descuento?

Antes 44,99 € Antes 11,99
Ahora 31,99 € Ahora 9.99

Primera oferta:
Descuento:

4499 — 31.99 = 13€

Porcentaje de descuento:
13100

- 0
24.99 28.89%

Segunda oferta:
Descuento:
11.99 —9.99 = 2€

Porcentaje de descuento:
2-100

11.99

= 16.68%

La primera oferta tiene un mayor porcentaje de descuento.

19. Completa:
a) De una factura de 540€ he pagado 459€. Me han aplicado un de descuento.

540 — 459 = 81£€ de descuento, 81/540=0.15
De una factura de 540€ he pagado 459€. Me han aplicado un 15 % de descuento.
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b) Me han descontado el 16 % de una factura de €y he pagado 546 €.
100-16 = 84, he pagado el 84%, luego 546 - 100 / 84 = 650
Me han descontado el 16 % de una factura de 650 € y he pagado 546 €.

c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 12 % y me he ahorrado 90 €. ¢{Cual era
el precio del mueble sin descuento?
El precio inicial serd 90 - 100 / 12 = 750
750€ era el precio del mueble sin descuento.

20. Calcula el precio final después de aplicar el 68 % de incremento porcentual sobre 900 €.
900 - 168

= 1512€
100

21. Una persona invierte 3 570 € en acciones, y al cabo de un afio su inversion se ha convertido en
3659.25 €. Calcula el aumento porcentual aplicado a su dinero.

Incremento:
3659.25 — 3570 = 89.25€
Porcentaje:
89.25-100 _ oty
3570 707

El aumento porcentual es del 2.5 %.

22. El precio de venta de los articulos de una tienda es el 135 % del precio al que los compré el co-
merciante. ¢A qué precio compré el comerciante un articulo que esta a la venta por 54 €?
54 -100

135~ 40 €

El comerciante compré el articulo por 40 €.

23. En Estados Unidos existe la norma de dejar un minimo del 10 % de propina en restaurantes o
taxis sobre el importe de la factura. Calcula en esta tabla lo que han debido pagar estos clientes que

han quedado muy satisfechos y afiaden un 15 % de propina:

Importe factura 34% 105§ 90,4 % 100,20 § 12§
Precio final

34-1,15=39.10 ; 105-1.15=120.75 ; ............
Importe factura | 34 S 105 S 90.4S$ |100.20S| 12S

Precio final 39.10$ | 120.75$ | 103.96 $ | 115.23 $ | 13.80 S

24. El precio de un televisor es 650€ + 21% IVA. Lo pagaremos en seis meses sin recargo. Calculala
cuota mensual.

Precio total:
650-121 786,50 €
100 '
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Cuota mensual:
786.50

6

= 131.08 €

3. ESCALAS: PLANOS Y MAPAS

25. Escribe cuatro ejemplos en los que se utilicen escalas.

- Mapas de ciudades: Un mapa con escala 1:50,000, donde 1 cm en el mapa representa 50,000 cm
(500 m) en la realidad.

- Maquetas de edificios: Una maqueta con escala 1:100, donde 1 cm de la maqueta equivale a
100 cm (1 m) en el edificio real.

- Planos arquitecténicos: Un plano de una casa con escala 1:200, donde 1 cm del plano equivale a
2 men larealidad.

- Globos terraqueos: Un globo terraqueo con escala 1:40,000,000, donde 1 cm en el globo equiva-
le a 400 km en la Tierra

26. La distancia entre Madrid y Valencia es 350 km. En el mapa, la distancia entre ambas ciudades es
3.7 cm, éa qué escala esta dibujado el mapa?

Calculamos la escala sabiendo que 350km = 350.000.000cm
Medida representada 3.7 1

Medida real ~ 350000000 94594595

Escala =

27. Completa la siguiente tabla teniendo en cuenta que la escala aplicada es 1 : 1000

Dibujo Medida redl
36 cm
7.7km

0.005m

Dibujo Medida real

36 cm 36 - 1000 = 36000 cm =360 m
7,7 : 1000 = 0.0077 km - 100 000 = 770 cm 7.7 km

0.005m 0,005 -1000=5m

28. Calcula la escala correspondiente en cada ejemplo de la tabla:

Dibujo Medida real Escala
1,5¢cm 900 m

7cm 7.7 hm

4 cm 12 km

Para obtener la escala debe pasarse las dos medidas a la misma unidad:
- 900m = 90000 cm —> 2222 = 60000 —> 1: 60000

77000
7

- 7.7hm = 77000 cm —> = 11000 —> 1:11000

1200000
- 12 km = 1200000 cm —> Y 300000 —> 1:300000
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Dibujo | Medida real | Escala

1.5cm 900 m 1:60000

7¢cm 7.7 hm 1:11000

4cm 12 km 1:300000

29. Cinco trabajadores terminan su tarea en 8 dias. El niimero de trabajadores y el niimero de dias
que tardan, éson magnitudes directa o inversamente proporcionales? ¢Cual es la razon de pro-
porcionalidad?
e Relacién: Son magnitudes inversamente proporcionales, ya que, al aumentar el nimero de tra-
bajadores, el tiempo necesario para completar la tarea disminuye.
® Razoén de proporcionalidad:
La razén de proporcionalidad inversa se calcula multiplicando ambas magnitudes:
Razon = Trabajadores - Dias =5-8 =40

4. MAGNITUDES INVERSAMENTE PROPORCIONALES

30. Completa la tabla de proporcionalidad inversa y seiiala el coeficiente de proporcionalidad.

Velocidad en kmth 100 120 75
Tiempo en horas 6 20 4
100 - 6 = 600 600:120=5 Velocidad en km/h | 100 [ 120 | 30 | 150 | 75

600:20=30 600:4=150 600:75=75 Tiempo en horas 6 5 (20 4 |8

La razén de proporcionalidad es Velocidad - Tiempo = 100 - 6 = 600

31. Hemos cortado una pieza de tela en 24 paiios de 0,80 m de largo cada uno. ¢{ Cuantos paios de
1,20 m de largo podremos cortar?
Regla de tres inversa:
0.80 m - 24 paiios
1.20 m = x pafos
Resolviendo:
0.80 - 24

*=7120
Solucién: Se podran cortar 16 pafios de 1.20 m de largo.

= 16 panos

32. Cinco amigos quieren hacer un regalo de cumpleainos. Deben poner cada uno 5,40 €. Otros cuatro
amigos se unen para contribuir al regalo, ¢ cuantos euros debe poner ahora cada uno?
Regla de tres inversa:
5 Amigos - 5,40 €
9 Amigos <> x €
Resolviendo:
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54005
==

X

Solucién: Cada uno debera poner 3 €.

33. Para pintar una casa, el pintor dedica 8 horas diarias durante 6 dias. Si trabajara 10 dias, écuantas
horas diarias necesitaria?
Regla de tres inversa:

6 Dias - 8 horas

10 Dias - x horas
Resolviendo:

X = 0 = 4.8 horas

Solucién: Con 10 dias, necesitaria trabajar 4.8 horas diarias para pintar la casa.

5. REGLA DE TRES COMPUESTA

34. Seis personas gastan 2 100 € durante 4 meses en gastos de transporte. Si el gasto duran-
te 10 meses ha sido de 3 600 €, ¢a cuantas personas corresponde?
Regla de tres compuesta:
6 Personas — 2100 € — 4 Meses
X Personas — 3600€ — 10 Meses
Resolviendo:
3600-6-4

~2100-10
Solucién: Corresponde con aproximadamente 4 personas.

= 4.11 personas

35. Con una jornada de 8 horas diarias, un equipo de 20 personas tarda 9 dias en concluir un trabajo.
éCudntas personas se necesitan para realizar el mismo trabajo, trabajando 9 horas diarias para
realizar el trabajo en 5 dias?

Regla de tres compuesta:
8 Horas — 20 personas — 9 dias
9 Horas — x personas — 5 dias

Resolviendo:
8-20-9 32
X=——7"= ersonas
9.5 p
Solucidn: Se necesitan 32 personas para realizar el mismo trabajo, trabajando 9 horas diarias durante 5
dias.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. ¢éQué es unarazén entre dos nimeros? ¢{Como se llaman sus términos? Escribe varios ejemplos.
Razén, en Matematicas, es una comparacion entre los valores de dos variables.
El primer término se llama “antecedente” y el segundo “consecuente”.
Ejemplos:
- El precio de las cerezas, 2 kg de cerezas vale 3€ - 2:3
- 1 persona debe consumir 5 litros de agua al dia - 1:5

2. ¢éComo se llaman los términos de una proporcion? Escribe proporciones que se pueden formar
con estos nimeros y comprueba la propiedad fundamental:
Para formar proporciones, necesitamos que el producto de los extremos sea igual al producto de los
medios. Esto corresponde a la propiedad fundamental de las proporciones:
Producto de extremos = Producto de medios

a) 6, 24, 12, 3

6 24
b) 35, 0.25, 1.25, 7
7 0.25
35~ 1325 - 7-1.25=35-0.25=8.75

3. Con 8 kg de harina hemos confeccionado 15 pasteles. { Cuantos pasteles podemos elaborar con 30

kg de harina?

8 30 30-15 56 25 tel

—_— = 5 x= = . asteles

15 «x p
Con 30 kg de harina se pueden realizar 56 pasteles completos, y sobraria harina para hacer un cuarto de
pastel.

4. Completa la tabla y calcula el coeficiente de proporcionalidad:

Litros de gasolina 8 25 4
Euros 11.36 56.8 2556
Coeficiente de proporcionalidad: 8:11.36=0.704

25:0.704=35.51 ; 56.8:0.704=39.99 ; 4:0.704=5.68 ; 25.56-0.704=17.99
Litros de gasolina 8 25 (3999 4 |17.99

Euros 11.36 | 35.51 | 56.8 | 5.68 | 25.56

5. En Espafia muchos productos llevan en el precio un impuesto llamado IVA (Impuesto sobre el Valor
Anadido), del 21 %. En los tickets de los establecimientos suelen marcar el precio final, sumando el
21 % de IVA. Calcula el precio final de una batidora que vale 110 € + IVA

Precio final 10121 12316
recio final = ———= .
100
El precio final de |la batidora es de 133.10 €
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“ Magnitudes proporcionales. Porcentajes

6. Con 48 € puedo comprar 20 piezas de madera. Si las piezas costaran 1.50 € cada una,
écuantas podria comprar con el mismo dinero?

48 32 pi
— = iezas
150 “P
7. ¢éEn cudl de estas recetas es mayor la proporcion entre la harina y el azticar?

MASA DE ROSQUILLAS MASA DE ROSQUILLAS
2 kg de harina Medio kilo de harina
6 huevos 4 huevos
1 kg y medio de azucar 400 g de azucar

Proporcioén en la primera receta:

2 _ 1.33
1.5
Proporcién en la segunda receta::
0.5 125
0.4

La proporcién entre la harina y el azlicar es mayor en la primera receta.

8. Tenemos el pienso suficiente para dar de comer a las 45 vacas durante 30 dias. Si vendemos 9 va-
cas, con la misma cantidad de pienso, ¢ cuantos dias podremos dar de comer a las restantes?

Regla de tres inversa:
45 Vacas - 30 dias
36 Amigos = x dias

Resolviendo:
45 - 30 375 di
= 37.5dias
36
Solucién: Con 36 vacas, podremos darles de comer durante 37 dias y medio.
9. Calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionalidad inversa:

Velocidad en kmih El) 120 75
Tiempo en horas 45 10 3

X =

Razon de proporcionalidad: 90 - 4.5 = 405
405:120=3.38 ; 405:10=40.5 ; 405:75=5.4 ; 405:135=3

Velocidad en km/h | 90 | 120 [ 40.5 | 75 | 135

Tiempoenhoras |4.5(3.38| 10 (54| 3

10. Cada gominola cuesta 5 céntimos y pesa 4 g. Compramos una bolsa de 100 g de gomino-
las. ¢Cuantas gominolas contiene la bolsa? ¢Cuanto nos costaran?

Gominolas por bolsa:

100
= 25 gominolas

Precio por bolsa:
255 =125 céntimos = 1.25 €
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“ Magnitudes proporcionales. Porcentajes

Cada bolsa de 100 g tendra 25 gominolas y costara 1.25 €.

11. Si abrimos dos grifos el depdsito se llena en 4 horas y media. ¢ Cuanto tiempo tardaran en llenar
el mismo depdsito 5 grifos con el mismo caudal?
Regla de tres inversa:
2 grifos = 4.5 horas
5 grifos & x horas

Resolviendo:

2-45
x = - = 1.8 horas

Solucidn: 5 grifos tardan 1.8 horas en llenar el mismo deposito.

12. Observa el plano de esta vivienda dibujado a una escala 1:400. ¢ Cuales son las dimensiones
reales del saldn? ¢Y de la cocina?

Para ello, debemos medir el plano directamente con una regla, obteniendo los siguientes resultados:
Salén: 4.5 cm por 2 cm.
Cocina: 1.5 cm por 2 cm.

Ahora podemos calcular las dimensiones reales sabiendo que:
Medida representada

Escala = ,
Medida real
Salén:
. 400 - 4.5
Largo salon = — = 1800cm = 18m
400 - 2
Ancho salén = = 800cm = 8m
El salén mide 18 metros por 8 metros.
Cocina:
. 400 - 2
Largo cocina = =800cm = 8m
400-1.5
Ancho cocina = — = 600cm = 6m

El cocina mide 8 metros por 6 metros.

13. Expresa en euros el cambio de 1 400 S, si cada euro cotizaa 1.26 $
Regla de tres directa:

1€->1.26$
x€-> 1400 $
Resolviendo:
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“ Magnitudes proporcionales. Porcentajes

1400-1
x=——=111111€

1.26
Solucién: 1400 $ equivalen a 1111.11 €.

14. El agua al congelarse aumenta un 10 % su volumen. ¢{Cudntos litros de agua necesitamos
para conseguir una barra de hielo de 75 dm3?
Sabiendo que 1dm3=1L:

) 75-100
Litros de agua = 10 -~ 68.18 L
Solucién: Se necesitan aproximadamente 68.18 Litros de agua para formar una barra de hielo de 75

dm3.

15. Un pantalon costaba 36 € pero en las rebajas se vende a 28 €. ¢ Qué % han rebajado?
Precio ahorrado:

36 -28=8¢€
% rebajado:
8100 _ 53 229
36 = . 0

16. El precio de una television es 847 €, IVA incluido. Calcula el precio sin IVA.

Sabiendo que el IVA es el 21%, el precio sin él sera:

847 - 100
Precio sin IVA = EETTE =700 €

Solucion: El precio sin IVA de la televisidn es de 700 €.

17. Seiiala en cada par de magnitudes si son directa o inversamente proporcionales:

a) La cantidad de arboles talados y los kilos de lefia almacenados.
Directamente proporcional

b) La velocidad del tren y el tiempo que tarda en llegar a su destino.
Inversamente proporcional

c) El tamaiio de la bolsa y la cantidad de bolsas necesarias para guardar la compra.
Inversamente proporcional

d) La distancia que recorre un automovil y la gasolina que gasta.
Directamente proporcional

e) Las personas que asisten al cumpleaiios y el tamafo del trozo de tarta que toca a cada uno.
Inversamente proporcional

f) El radio de una circunferencia y su longitud.
Directamente proporcional

g) Las bombillas que iluminan una sala y el gasto en electricidad.
Directamente proporcional

22 ESO. Capitulo 9: Magnitudes proporcionales. Porcentajes. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Magnitudes proporcionales. Porcentajes

18. Para vaciar un depodsito hemos empleado 17 cubos de 22 litros cada uno. Sila siguiente
vez los cubos tienen una capacidad de 34 litros ¢ cuantos necesitaremos?
Regla de tres inversa:
17 cubos = 22 litros
x cubos - 34 litros
Resolviendo:
17 - 22

34
Solucién: Necesitaremos 11 cubos de 34 litros para vaciar el depdsito.

X = = 11 cubos

19. En esta etiqueta se ve el precio inicial y el precio rebajado. Calcula el % de rebaja que se ha apli-

Antes Después

295 1596
cado.
Rebaja: 23.95—-1595=8
% de Rebaja: 2'3123 = 33.40%

20. El 1 de enero de 2010 el bono de 10 viajes del metro de Madrid pasé a costar 9 €, lo que suponia
un aumento de un 21.6 % sobre su anterior precio. En 2013, el bono de 10 viajes cuesta 12.20 €.
éQué % ha aumentado el precio del bono entre 2010 y 2013? ¢ Cuanto costaba el bono antes de la
subida de 2010? {Qué % ha aumentado su coste desde antes de la subida de 2010?

Precio antes de 2010:
9-100

216 - 7.40 €

% de aumento desde 2010 a 2013:
12.20 — 7.40 = 4.80 € de dif erencia

4.80-100
——— = 64.86% de aumento desde 2010
7.40
21. Un empleado publico que gana 1 154 € netos al mes sufrird un recorte de sueldo del 5 % a partir
del 1 de enero de 2014. {Cudnto dinero dejara de ganar al cabo de un trimestre?
Sabiendo que un trimestre son 3 meses:
10 —57.70 €
100

57.70 -3 =173.10 €
Solucién: dejara de ganar 173.10 € al cabo de un trimestre.

22. En las ciudades se han instalado parquimetros, de manera que se cobra el aparcamiento median-
te unas tarifas. Hay dos tipos de zonas con distintas tarifas.

Zona azul Tarifa Zonaverde Tarifa
Hasta veinte minutos 025¢€ Hasta veinte minutos 0,55€
Media hora 045€ Media hora 1,05€
Una hora 1,20 € Una hora 225€
Hora y media 190 € Hora y media (méx.) 350€
Dos horas 250€

A la vista de este cuadro de precios ¢ Cuanto cuesta estacionar un coche en zona azul y en zona verde
durante 80 minutos? ¢Y durante 45 minutos?
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Ya que 80 minutos son 1 hora y 20 minutos, en ambas zonas hay que elegir la opcidén de 1 hora y media,
es decir, 1.90€ en la zona azul y 3.50 € en la zona verde.

Para 45 minutos habrd que elegir en ambos casos la tarifa de una hora, ya que la de media hora se
qgueda corta. En la zona azul pagaremos 1.20 € y en la zona verde 2.25 €.

23. El precio de un ordenador portatil es 899 € IVA (21%) incluido. Calcula su precio sin IVA.

899 - 100
Precio sinIVA = LT = 74298 €

24. El juego de cuatro de neumaticos para un coche se oferta a 324 € + IVA (21%). Calcula el precio de

cada rueda.

324121 392 04 €
100 '

392.04+-4=98.01€

Cada rueda costara 98.01 €.

25. En un dibujo, el campo de fatbol mide 24 cm por 16 cm. El campo mide 90 m de largo éCuanto
mide de ancho? ¢A qué escala esta dibujado?

] @

24cm—>90m
l6cm—>xm

Regla de tres directa:

Resolviendo:

16-90 _
24 0™

Solucién: El campo de futbol mide 60 metros de ancho.

X =

Escala:
9000 375
24
Escala = Medida representada 24 1
seata = Medida real ~ 9000 375

26. En un mapa dibujado a escala 1 : 250 000, la distancia entre dos puntos es de 0.15 m. Calcu-
la la distancia real en km.
Distancia real = 0.15 - 250000 = 37500 m = 37.5 km

27. La base y la altura de un rectangulo miden 14 cmy 32 cm. ¢A qué escala hemos dibujado otro
rectangulo semejante al anterior, de 49 cm de base? Calcula su altura.

Escala:
49 3c
14 '
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32-3.5=112 cmde altura

28. Con 840 kg de pienso alimentamos a 12 animales durante 8 dias. ¢Cuantos animales similares
podrian alimentarse con 2130 kg durante 15 dias?

Regla de tres compuesta:
840 kg — 12 animales — 8 dias
2130 kg — x animales — 15 dias

Resolviendo:

_2130-12:8 .
X = 840 - 15 = L animales

Solucion: Podrian alimentarse aproximadamente 16 animales.

29. Para almacenar 2580 kg de mercancia en 4 dias contratamos a 6 personas. Si s6lo podemos
contar con 5 personas y la carga es de 3 000 kg ¢Cuantos dias se tardara en el almacenaje?

Regla de tres compuesta:
2580 kg — 4 dias — 6 personas
3000 kg — x dias— 5 personas

Resolviendo:
_3000-4-6_558(1,
x = R ias

Solucién: Se tardara aproximadamente 6 dias en almacenar los 3000 kg con 5 personas.

30. Teano fue una matematica griega que vivié en el siglo sexto antes de nuestra era. Se casé con
Pitagoras y trabajé en su escuela difundiendo los conocimientos cientificos y matematicos por todos
los pueblos del Mediterraneo, entre ellos la proporcion durea. Se sabe que Teano escribié muchas
obras y tratados sobre todo tipo de temas. Se le atribuyen escritos sobre poliedros regulares, sobre
temas filosoficos y sobre las propiedades del pentagono regular, simbolo de la escuela pitagoérica, y
su relacion con el nimero de oro.

Solucion: diagonal/lado = 1,61803...

31. Si dibujamos un pentagono regular, y trazamos sus diagonales. Se forma en su interior otro
pentagono regular mas pequeiio, y el proceso puede realizarse de forma sucesiva. La razon entre la
diagonal del pentagono y uno de sus lados es el numero de oro

32. Al nimero de oro se le llama “La Divina Proporcion” porque los objetos aureos son armoniosos a
la vista. Esto sucede con las dimensiones de muchos rectangulos. Si divides el lado mayor entre el
menor debes obtener el nimero de oro. Busca a tu alrededor alguno de esos rectangulos armoniosos.
Solucidn abierta:

33. El ndmero de oro, del que conoceras mas caracteristicas en préximos cursos, tiene un valor
aproximado de 1,62. Si quieres saber si eres durea o aureo, puedes establecer la siguiente razén: tu
altura y debe aproximarse lo mas posible al nimero de oro. Midete. la distancia entre el suelo y tu
ombligo

Solucion abierta:
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AUTOEVALUACION

1. Lacantidad de animales de un zoolégico y los excrementos diarios que se recogen es una rela-
cion.
a) Proporcional directa b) proporcional inversa c) no es proporcional

En este caso la opcion correcta es la a) Proporcional directa, ya que, al tener mas animales, estos
producirdn mas excrementos.

2. Siete cajas de galletas de un kilo y medio cada una nos han costado 12.6 €. Si quiero comprar 22
kg de galletas, me costaran:

a) 224 € b) 30.6 € c)26.4 € d)24.2€
Calculamos cuantos kilos hay en 7 cajas:
7-15=105kg

Regla de tres directa:
10.5kg > 12.6 €

22kg > x€
Resolviendo:
_ 22-12.6 PP
=105 ™

Solucién: Si quiero 22 kg de galletas, me costaran 26,4 €. Opcion c).

3. Al aplicar un 24 % de descuento sobre una factura, hemos tenido que pagar 699.20€. El importe
total de la factura sin descuento era:

a)920 € b) 1220 € c) 880 €
Calculamos el % al que estd ahora:

100 — 24 = 76% hemos pagado luego el precio inicial era:

699.20 - 100 _ 920 €
76 B

Respuesta a)

4. De Jaén a Cadiz se tardan 4h y 15 minutos por carretera a una media de 86 km/h. Si subimos la
velocidad a 100 km/h, écuanto se tardara en hacer el recorrido?
a) 3h 39 minutos b) 3h 6 minutos c) 3h 56 minutos

Regla de tres inversa: (15 minutos es 0,25 horas, 1/4 de hora, luego se tarda 4,25h)
4,25 h - 86 km/h
xh = 100 km/h

Resolviendo:

_425-86
=770

Pasamos la parte decimal de las horas a minutos:
0,655 - 60 = 39.3 mins
Por lo que queda 3 horas y 39 minutos
Solucién: Tardard 3 horas y 39 minutos en hacer el recorrido. Opcidn a).
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5. La distancia entre dos ciudades es 108 km. En el mapa se representa con una distancia de 6 cm. La
escala del mapa es:
a) 1:180 000 b) 1:18 000 c)1:1 600000 d)1:1 800000

Medida representada 6 _ 1
Medida real ~ 10800000 1800000

Escala =

Solucion: La opcidn correcta es la d) 1 : 1800000

6. Una sala de espectaculos tiene capacidad para 280 personas. El precio de cada entrada es 14 €.
Hoy se han vendido el 85 % de la sala, y de ellas, 50 con un 15 % de descuento. La recaudacién total
ha sido:

a)3 227 € b) 2998 € c)3028 €

Primero calculamos las entradas totales vendidas:
280 - 85

100
Ahora calcularemos cuanto recaudaron las que no tienen descuento y las que tienen descuento, para

luego sumar y calcular el total:
238 — 50 = 188 entradas sin descuento
18814 = 2632 €

= 238 entradas

14 -85

100 = 11.9 € vale una entrada con descuento

50-11.9 =595 €
2632 + 595 = 3227€

La recaudacion total ha sido de 3227€. Opcion a).

7. Los datos que completan esta tabla de proporcionalidad inversa son:
a) 12; 5; 4,5; 50 b) 75; 45; 30; 18 c) 75; 45; 50; 18
Para ello primero calculamos la razén de proporcionalidad inversa (a mds personas, menos dias
tardardn en realizar el trabajo), con esta razén podremos completar la tabla:
3015 =450
450:75=6 ; 450:10=45 ; 450:9=50 ; 450:25=18

Personas que realizan su trabajo | 30|75 10| 9 | 18

Dias que tardan en realizarlo 15| 6 | 4550 25

La respuesta correcta es la opcion c).

8. Cuatro personas han pagado 1 540 € por siete noches de hotel. ¢ Cuanto pagaran 6 personas si
desean pasar 12 noches en el mismo hotel?
a) 3690 € b) 3960 € c)3820€

Regla de tres compuesta:
4 personas — 1540 € — 7 noches
6 personas — x €— 12 noches
Resolviendo:
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_6-1540-12 3960 €
T T
Solucién: Les costara 3960€ la estancia en el mismo hotel. Opcién b).

9. Un carpintero tarda 18 dias en realizar 3 armarios trabajando 5 horas al dia. ¢Cuantos dias
necesitara para construir 5 armarios, empleando 3 horas al dia?
a) 40 dias b) 30 dias c) 50 dias

Regla de tres compuesta:
18 dias — 3 armarios — 5 horas al dia
x dias — 5 armarios— 3 horas al dia

Resolviendo:

18-5-3 30 di
X=———= ias
3-3
Solucion: Necesitara 30 dias para construir 5 armarios. Opcion b).

10. 48 estudiantes necesitan 12 450 € para organizar un viaje de estudios de 10 dias. ¢ Cuantos dias
durara el viaje si disponen de un 15 % mds de dinero y acuden 8 estudiantes menos?

a)12dias b)18dias c) 15 dias
Calculamos el dinero de que disponen ahora. 12450 -1.15=14317.5
Regla de tres compuesta:
48 estudiantes — 12450 € — 10 dias
40 estudiantes — 14317.5 € — x dias

. 40 10 12450 10 .
Resolviendo: — = — inversa; = — directa
48 X 14317.5 X

40 12450 10

48 143175 x
_ 1431751048
X =T 12450.40 = O°Y®

Solucién: Ya que no llegan ni a 15 dias ni a 18, la Gnica opcidn asequible es la a) 12 dias.
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Algebra

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. LENGUAJE ALGEBRAICO

1. Expresa las siguientes frases en lenguaje algebraico:
a) El triple de un nimero mas su mitad.

Solucién: Sea x: un nimero cualquiera = 3x + x/2
b) La edad de una persona dentro de 10 afios.
Solucion: Sea x: edad de una persona — x + 10

c) Lasexta parte de un nimero menos su cuadrado.
Solucién: Sea x: un nimero cualquiera - x/6 — x?
d) La diferencia entre dos numeros consecutivos.

Solucién: Sea x: un namero cualquiera —» x — (x — 1)

2. Un mago le propone un juego a Adela: Piensa un nimero, simale 7, multiplica el resultado por 2,
réstale 10 y réstale el nimero. Dime qué te sale. Adela dijo 9. Y el mago le contesté de inmediato:
El nimero que pensaste es 5. Adivina como lo supo el mago.
Solucién:
Paso 1: Definir la variable: Sea “x” el nUmero que Adela pensé.
Paso 2: Traducir las instrucciones del mago a una expresién algebraica:
Simale 7: x + 7
Multiplica el resultado por 2: 2(x + 7)
Réstale 10: 2(x + 7) — 10
Réstale el nimero: 2(x + 7) — 10 — x
Paso 3: Simplificar la expresion algebraica: 2x + 14 — 10 — x = x + 4
Paso 4: Establecer la expresion igual al resultado de Adela: x + 4 = 9
Paso 5: Resolverparax:x = 9 — 4 =5
Por lo tanto, el mago sabia que el numero original de Adela era 5 resolviendo la ecuacidon que
representaba los pasos del juego.

3. ¢Quieres ser tu ahora el mago? Inventa un juego y escribelo, para poder adivinar el nimero pen-
sado.

Solucidn, propuesta de juego:

Piensa en un numero.

Multiplicalo por 3.

Sumale 12.

Divide el resultado entre 3.

Réstale 4.

i W bdPR

Llamemos x al nimero pensado. Sigamos los pasos:

1. x
2. 3x
3. 3x + 12

4. 3x +12)/3 = x + 4
5, x+4—-4=x
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Algebra

Al final, se obtiene el niUmero original x. Por lo tanto, al preguntar el resultado final, se puede adivinar
el nimero que la persona penso.

4. Senala el coeficiente, la parte literal y el nimero de términos o monomios de los polinomios si-
guientes:

a) 3- 14xy

Solucidn: Coeficientes: 3 y —14, Parte literal: xy, NUmero de términos o monomios: 2

b) 2a + 6b- 9c

Solucion: Coeficientes: 2, 6, —9, Partes literales: a, b, c, Nimero de términos o monomios: 3

c) 6xy + 8

Solucidn: Coeficiente: 6, Parte literal: xy, Numero de términos o monomios: 2

d) 2xy + 6- 4y

Solucidn: Coeficientes: 2, —4, Partes literales: xy, y, NUmero de términos o monomios: 3

5. Calcula el valor numérico de los siguientes polinomios:

a) 6x + 4y parax = 3,y = 2.

Solucién: 6+ 3 + 4- 2 = 26

b) 2- 3a paraa =-5.

Solucién: 2 — 3-(=5) = 17

c) 5a + 9b- 7c parab =-1,a =-1y ¢ = +2

Solucion:5-(-1)+ 9(-1)—7- 2 = —-28

6. Para cada uno de los siguientes polinomios destaca su grado y los monomios que lo constituyen:
a) 3x% + 7x% — x

Solucién:  Grado: 6, Monomios: 3x°, 7x?,—x
b) 7x3 + 8x5 — 6a?

Solucién:  Grado: 5, Monomios: 7x3,8x%, —6x
c) 3xy® + 7xy? — 2xy

Solucién:  Grado: 7, Monomios: 3xy®, 7xy?, —2x

2

7. Consideremos el polinomio p(x) = 3x® + 7x2 — x. Halla los siguientes valores numéricos

dep: p(0), p(1), p(-1), p(2).
Soluciones:
p(0) =3(0)¢ +7(0)2 -0 = 0.
p(1) =31 +7(1)?-1=09.
p(-1) =3(-1)°%+7(-1)? — (-1) = 11.
p(2) =3(2)° + 7(2)? — 2 = 220.

8. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
a) (—x3+x—-5)+ 2x* +5x+4) + (—4x3 — 2x% + 3x)
Solucidn:
Agrupamos los términos semejantes:
(—x3 —4x3) + (2x?> = 2x?) + (x + 5x + 3x) + (=5 + 4)
Realizamos las operaciones:
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e Parax3: —x3—4x3=-5x3

e Parax?: 2x%2-2x*=0

e Parax: x + 5x + 3x = 9x

e Paralos términos constantes: —5+4+4 = —1
El resultado es: —5x3 + 9x — 1

b) x?+4)+(—2x+4)+(—6x3+3x2 +x+1) —x?

Solucién:

Expandimos y agrupamos los términos semejantes:
(x2—x2+3x)+(—6xH+(-2x+x)+(4+4+1)

Realizamos las operaciones:

e Parax3: —6x3
e Parax?: (x%—x?%+3x?=3x?)
e Parax: —2x+x=-—x

e Paralos términos constantes: 4 + 4 + 1 = 9
El resultado es: —6x3 +3x%2 —x+9

9. Efectua los siguientes productos de polinomios:
a) (—2x)(3x% —4)
Solucidn:
Aplicamos la propiedad distributiva:
(—=2x)(3x?) + (—2x)(—4)
Realizamos las operaciones:
o (—2x)(3x%) = —6x3
o (—2x)(—4)=8x
El resultado es: (—6x3 + 8x)

b) (2x3 +1)(—4x +5)
Solucién:
Aplicamos la propiedad distributiva:
(2x*)(=4x) + (2x*)(5) + (1) (—4x) + (1)(5)
Realizamos las operaciones:
o (2x3)(—4x) = —8x*
e (2x3)(5) = 10x3
o (1)(—4x) = —4x
e (DBG)=5
El resultado es: —8x* + 10x3 —4x + 5

c) (4x3—x*-1)(2x+6)
Solucién:
Aplicamos la propiedad distributiva:
(4x®)(2x) + (4x3)(6) + (=x*)(2x) + (=x*)(6) + (=1)(2x) + (=1)(6)
Realizamos las operaciones:
o (4x3)(2x) = 8x*
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(4x3)(6) = 24x3
(—x?)(2x) = —2x3

o (—x?)(6) = —6x2
e (—1(2x) =—-2x
e (-1(6)=-6

Agrupamos términos semejantes: 8x* + (24x3 — 2x3) —6x2 —2x — 6
El resultado es: 8x* + 22x3 — 6x2 —2x — 6

d) (-1)(8x? +
Solucién:

7x —9)

Aplicamos la propiedad distributiva:

(=1(Bx*) + (-D(7x) + (-1(-9)

Realizamos las operaciones:

(=D(7x) =

(-1)(8x?) = —8x?

—7x

DED =9

El resultado es: —8x% — 7x 4+ 9

2. ECUACIONES DE PRIMER GRADO

10. Copia en tu cuaderno la siguiente tabla y complétala:

Ecuacién Primer miembro Segundo miembro Incognitas
4x-5=6x-7
3x+2 x-9
8a+7=65
4x- 3y 2+y
Ecuacion Primer miembro | Segundo miembro | Incognitas
4x — 5 = 6x — 7 4x —5 6x —7 X
3x+2=x-9 3x + 2 x—9 X
8a + 7 = 65 8a+7 65 a
4x —3y=2+y 4x — 3y 2+y X,y

11. Indica el niumero de incdgnitas de las siguientes ecuaciones:
a) x—2y=3x+4
Solucidn: x, y (2 incégnitas)

b) 5x + 6y% =

7

Solucidn: x, y (2 incégnitas)

c) 8a+9a? =

Solucion: a (1 incégnita)
d) 2x+3x2=4
Solucién: x (1 incdgnita)

12. Indica el grado de las siguientes ecuaciones:
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a) 5x—-6=7x+8
Solucién: Grado 1

b) 9x +y? =13
Solucion: Grado 2

c) x+2x2=3
Solucion: Grado 2

d) 4x+5xy> =6
Solucion: Grado 3

13. Averigua cual de los niimeros es la solucidn de la ecuacion y escribelo en tu cuaderno:

. Posibles .. Posibles
Ecuacion . Ecuacion .
soluciones soluciones
3x+5=x—-1 2,—1,-3 a’—6=-2 -2,—6,2
x+6=4x—-3 3,—2,—-3 b—4=8-» 3,4,6
Soluciones:
e Ecuacion 1:
3x+5=x—-1

Sumamos —5 — x en ambos lados de la igualdad:
3x+5+(-5—-x)=x—-1+(-5—x)
Simplificamos:

Resultado: x = =3

e Ecuacion 2:

x+6=4x—3
Sumamos —4x — 6 en ambos lados de la igualdad:
x+6+(—4x—6)=4x—3+(—4x—6)
Simplificamos:
—-3x=-9

Resultado: x = 3

e Ecuacion 3:

Sumamos 6 en cada lado de la igualdad:
a’?—6+(6)=-2+(6)

Simplificamos:
a2
a =

4
V4

+ |

Resultados: a; = 2, a, = =2

e Ecuacion 4:
b—4=8-b
Sumamos b + 4 en ambos lados de la igualdad:
b—4+((b+4)=8—-b+(b+4)
Simplificamos:
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Resultado: b = 6

Ecuacién Soluciones Ecuacién Soluciones
3x+5=x-1 -3 &-6=-2 -2,2
x+6=4x-3 3 b-4=8-b 6

14. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 5x-1=3x—-4
Solucion:
Despejamos x, sumamos —3x + 1 en ambos lados de la igualdad:

5 —14+(-3x+1)=3x—4+(-3x+1)

2x = -3

Resultado: x = —3/2
b) 7x+9=5x—-6
Solucion:
Despejamos x, sumamos —5x — 9 en ambos lados de la igualdad:

7x+9+4+ (-5x—9)=5x—6+(-5x—9)

2x = —15
Resultado: x = —15/2
c) 6x+8 =14
Solucién:
Despejamos x, sumamos —8 en ambos lados de la igualdad:
6x + 8+ (—8) =14 + (—8)
6x =6

Resultado: x =1
d) 3x-9=2x-11
Solucién:
Despejamos x, sumamos —2x + 9 en ambos lados de la igualdad:

3x -9+ (—2x+9)=2x—-11+ (—2x+9)

x=2

Resultado: x = 2
15. Elige entre las siguientes ecuaciones todas las que sean equivalentes a la ecuacion

3x — 6 = x + 10.

a) x—10=5

b) 16 —x =3x — 5x
c) 4x =32

d) 2x=10+6

e) 8 =x

Solucidn:

Para ello, desarrollamos 3x — 6 = x + 10. Obteniendo:
3x—6+(6—x)=x+10+ (6 —x)
2x =16
x=8

Por tanto, desarrollando el resto de las ecuaciones, si x = 8, estas seran equivalentes, comprobémoslo:

a) x—10=5;x =15 - No es equivalente.

b) 16 —x = 3x — 5x; x = 16 = No es equivalente.

c) 4x = 32;x =8 — Es equivalente.
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d) 2x = 16;x = 8 — Es equivalente.
e) 8 =x;x =8 — Es equivalente.
Las ecuaciones correspondientes con el c¢), d) y e) son equivalentes a la ecuacidn del enunciado.

16. Escribe dos ecuaciones equivalentes a cada una de las ecuaciones siguientes:

Mientras se mantenga la equivalencia en ambas partes de la igualdad, las ecuaciones seran
equivalentes, luego:

a) 2x—5=13

Solucién:

a;:2x—2=16 (Sumamos 3 en ambas partes)

a,:x —5=13 —x (Restamos x en ambas partes)

b) 3x =15

Solucién:

b:x =5 (Multiplicamos por 1/3 ambas partes)
b,:3x —15=0 (Restamos 15 ambas partes)

c) 5x +12 =7

Solucién:

€1:5x = =5 (Sumamos —12 a ambas partes)

cix =-—1 (Ademds, multiplicamos por 1/5 ambas partes)
d x = -5

Solucién:

dy:2x =-10 (Multiplicamos por 2 en ambas partes)
dy:x+5=0 (Sumamos 5 en ambas partes)

3. RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE ECUACIONES

17. La suma de tres nimeros consecutivos es igual al doble del mayor mas 3. Calcula dichos nimeros.
Sea x el nimero menor de los tres consecutivos:
x+x+1D)+x+2)=2(x+2)+3
Desarrollamos:
3x+3=2x+4+3
x=7-3
x=4
Los numeros calculados seran 4, 5y 6.

18. La madre de Alvaro tiene el triple de la edad de su hijo, y éste tiene 32 afios menos que su madre.
éCuantos anos tienen cada uno?

Sea x la edad de Alvaro y la edad de su madre 3x
x =3x —32
2x =32
x =16 - lamadre 3-16 = 48
Luego, Alvaro tiene 16 afios y su madre tiene 48.

19. Un mago le dijo: Piensa un nimero, simale 12, multiplica por 2 el resultado, resta 20 y divide por
2. Dime que te sale. Dijo 35. Y el mago le contesté de inmediato: El nimero que pensaste es 33.
Adivina como lo supo el mago. (Sugerencia: escribe previamente la cadena de operaciones).
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Solucion:
Para entender cdémo el mago adivind el numero, vamos a escribir la cadena de operaciones
matematicas y luego descomponer el procedimiento.

e Piensa un nimero: Llamemos a este nimero x.

e SuUmale 12: Esto se convierteenx + 12

e Multiplica por 2 el resultado: 2(x + 12) = 2x + 24

e Resta20:(2x + 24) — 20 = 2x + 4

e Dividepor2: (2x + 4)/2 = x + 2
La cadena de operaciones termina en x + 2. Cuando la persona le dijo al mago que el resultado era 35,
el mago simplemente resolvio la ecuacion inversa:

x+2 =35 ->x=35—-2 -x=33

El mago supo el nimero pensado 33 porque todas las operaciones realizadas simplemente afiadieron 2
al numero inicial 2. Al recibir el resultado, el mago resté 2 para encontrar el nimero pensado.

20. Piensa un numero, multiplicale por 10, réstale el nimero que has pensado y divide el resultado
entre 9. jHas obtenido el nimero que pensaste! Busca el truco: escribe algebraicamente, llaman-
do x al numero, la expresion algebraica de las operaciones realizadas, y adivina como lo supo el
mago.

Solucion:

Vamos a descomponer las operaciones paso a paso y escribirlas algebraicamente para entender el

truco.

e Piensa un nimero: Llamemos a este numero x.
e Multiplicalo por 10: Esto se convierte en 10x.
e Réstale el niumero que has pensado 10x — x = 9x.
e Divide el resultado entre 9: 9x/9 = x.
El resultado final es x, que es el mismo nimero que pensaste al inicio.
El truco funciona porque las operaciones siempre "cancelan" las modificaciones realizadas al numero x.

Al multiplicarlo por 10 y luego restarle x, se genera 9x, y al dividir entre 9, se recupera el valor original
de x.

21. Si la suma de tres niumeros consecutivos es 63, ¢de qué nimeros se trata? (Sugerencia: ilustra la
situacion con una balanza equilibrada. Mantenla equilibrada hasta conseguir la ecuacion equiva-
lente que nos dé el resultado).

Solucién:
Sea x el numero menor de los tres consecutivos. La suma de estos tres nimeros es 63, entonces:
x+(x+1)+(x+2)=063
Sumamos los términos semejantes:
3x + 3 = 63
Restamos 3 en ambos lados:
3x +3 -3 =63-3
3x = 60
Dividimos entre 3 en ambos lados:
(3x)/3 = 60/3
x = 20
Luego, los numeros consecutivos son 20,21 y 22.
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22. Hemos comprado 8 libros iguales y hemos pagado con un billete de 50€. Si nos han devuelto 10€,
écuanto costaba cada libro?
Solucion:
e Hemos comprado 8 libros iguales. Llamemos x al precio de cada libro.
e Pagamos con un billete de 50€, y nos devolvieron 10€. Esto significa que gastamos en total
50- 10 = 40<€.
e El costo total de los libros es igual al precio de un libro multiplicado por 8 (ya que compramos 8
libros).
Esto nos da la ecuacién:
8x =40
Dividimos ambos lados de la ecuacion entre 8:

8x/(8) = 40/(8)
x=5
Cada libro costaba 5 €.

23. Cada uno de los lados iguales de un tridngulo isdsceles es igual al doble del tercer lado menos 2
cm. Calcula su medida si el perimetro del tridangulo es 84 cm.

Solucién:
e Llamemos a la longitud del tercer lado (el lado desigual del tridngulo isdsceles).

e (Cada uno de los lados iguales mide el doble del tercer lado menos 2 cm. Esto significa que cada
uno de los lados iguales tiene una longitud de 2x — 2

e El perimetro del tridangulo es la suma de las longitudes de sus tres lados, y sabemos que es igual
a 84 cm.

Esto nos da la ecuacidn:

x+2x—2)+(2x—2) =84
Simplificamos la ecuacién:

x+2x — 2+ 2x — 2 = 84

5x — 4 = 84
Sumamos 4 a ambos lados:
5x = 88
Dividimos entre 5:
x = 88/5 = 17.6

El tercer lado (el lado desigual) mide: x = 17.6cm
Cada uno de los lados iguales mide: 2x — 2 = 2(17.6) — 2 = 35.2 — 2 = 33.2cm

24. Calcula el area de un triangulo rectangulo, sabiendo que sus catetos suman 20 cm vy el cateto ma-
yor mide 4 cm mas que el menor.
Solucion:
e Llamemos a la longitud del cateto menor.
e El cateto mayor mide 4 cm mas que el menor, es decir, x + 4
e Lasuma de los catetos es 20 cm, lo que nos da la ecuacién:

x+(x+4)=20
Simplificamos la ecuacidn:

29 ESO. Capitulo 10: Algebra. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verg



Algebra

x+x+ 4 =20
2x + 4 = 20
Restamos 4 a ambos lados:
2x = 16
Dividimos entre 2:
x = 8

El cateto menor mide (i): x = 8cm
El cateto mayor mide (h):x + 4 = 8 + 4 = 12cm
El area de un tridngulo rectangulo se calcula con la férmula:
A= (ixh)/2
Luego:
A=1/2-8-12=1/2-96 = 48cm?
El 4rea del tridangulo rectangulo es 48cm?.

25. Calcula la medida de los angulos agudos de un tridangulo rectangulo, sabiendo que el angulo ma-
yor es igual al triple del menor menos 6°.

Solucion:

En un tridngulo rectangulo, sabemos que:
e Lasuma de los dngulos internos es 180°.

e Uno delos angulos es recto (90°).
e Los otros dos angulos son agudos y su suma es 90°.

2. Llamemos x al angulo menor (uno de los angulos agudos).
3. El angulo mayor es igual al triple del menor menos 6°, lo que se expresa como:
angulo mayor = 3x — 6
La suma de los dos angulos agudos es 90°, por lo que planteamos la ecuacidn:
x+ (Bx—6)=90
Simplificamos la ecuacidn:
x+3x—6= 90
4x — 6 = 90
Sumamos 6 a ambos lados:
4x = 96
Dividimos entre 4:
x = 24
El angulo menores: x = 24°
El angulo mayores:3x —6 =3(24) —6 =72 — 6 = 66°

26. Dos motocicletas salen al mismo tiempo de dos puntos que distan 420 km, en la misma direccidn,
pero en sentido contrario. La primera lleva una velocidad de 60 km/h y la segunda, de 80 km/h.
éCuanto tiempo tardaran en cruzarse? Ayuda: Haz un diagrama para comprender el enunciado

Solucién:

Las dos motocicletas se dirigen una hacia la otra desde puntos opuestos. Una tiene una velocidad de 60
km/h y la otra de 80 km/h.
Podemos calcular el tiempo que tardardn en cruzarse usando la siguiente férmula:
Distancia = Velocidad total X Tiempo
La velocidad total es la suma de las velocidades de ambas motocicletas:
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Velocidad total = 60 + 80 = 140 km/h
Entonces, usando la férmula, podemos encontrar el tiempo:
Distancia 420km

Velocidad total ~ 140km/h
Asi que las motocicletas se cruzaran después de 3 horas.

= 3 horas

Tiempo =

27. Dos coches salen de dos puntos situados a 560 km de distancia, uno al encuentro de otro. El pri-
mero lleva una velocidad de 70 km/h y el segundo de 90 km/h. ¢{Cuantas horas tardan en cruzar-
se?

Solucién:

Los dos coches se mueven uno hacia el otro desde puntos opuestos. Uno tiene una velocidad de 70

km/h vy el otro de 90 km/h.
Podemos calcular el tiempo que tardaran en cruzarse usando la siguiente férmula:
Distancia = Velocidad total X Tiempo
La velocidad total es la suma de las velocidades de ambos coches:
70km/h + 90km/h = 160km/h

Entonces, usando la férmula, podemos encontrar el tiempo:
Distancia 560km

Velocidad total ~160km/h
Asi que los coches se cruzaran después de 3.5 horas.

= 3.5horas

Tiempo =

28. Si en el monedero tenemos 16 monedas de 10 céntimos y de 20 céntimos de euro, y en total
reunimos 2 €, {cuantas monedas de cada clase tenemos?

Solucion:
Supongamos que tenemos x monedas de 10 céntimos nos quedan 16 —x monedas de 20 céntimos.
e Elvalor total en euros es 2 €, que en céntimos es 200 céntimos:
10x + 20(16 —x) = 200
10x + 320 —20x = 200
—10x = —120
x = 12

Por lo tanto, tienes 12 monedas de 10 céntimos; (16 — 12 = 4) y 4 monedas de 20 céntimos.

29. Si un boligrafo vale 1.5 euros que es el triple del precio de un lapiz, he comprado un total de 7
lapices y boligrafos, y he pagado en total 5.50 €, {cuantos boligrafos y cuantos lapices he compra-
do?

Solucion:

El precio de un boligrafo es 1.5 euros. Dado que es el triple del precio de un lapiz, el

precio de un lapiz es:

1.5
=3 = 0.5 euros

Supongamos que has comprado x boligrafos y por tanto 7 — x ldpices. Sabemos dos cosas:
1.5x + 0.5(7—x) = 5.5
1.5x + 3.5—-0.5x = 55
x =2
Entonces,six = 2, 7-2=5
Por lo tanto, has comprado 2 boligrafos y 5 lapices.
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30. Nieves tiene una pareja de hamsteres con una camada de varias crias. Le regala a una amiga la
mitad de las crias. A un segundo amigo le regala la mitad de las crias que le quedan mas media
cria. La unica cria que le queda se la regala a un tercer amigo. ¢ Cuantas crias formaban la camada?

Solucion:
Supongamos que Nieves tiene x crias de hamsteres.
e Ala primera amiga le regala la mitad de las crias, por lo que le quedan x /2 crias.
e Aunsegundo amigo le regala la mitad de las crias que le quedan mas media cria:
x/2/2 + 1/2 = x/4 + 1/2
Después de esta segunda entrega, le quedan:
x/2—(x/4+1/2)=x/4—-1/2
e Auntercer amigo le regala la Unica cria que le queda:
x/4 —1/2 =1
Vamos a resolver esta ecuacion para x:
x/4 —1/2 =1

x/4 =1+ 1/2
x/4 = 3/2
x = 4-3/2

x =6

Por lo tanto, la camada de crias estaba formada por 6 hdamsteres.

31. Dos amigas, Maite y Ana, fueron a visitar una granja en la que habia gallinas y conejos. Al salir
Ana le pregunt6 a Maite: Sabes cuantas gallinas y cuantos conejos habia. No, dijo Maite, pero ha-
bia en total 72 ojos y 122 patas. Averigua el nimero de gallinas y de conejos de la granja.

Solucién:

Dividimos el nimero de ojos entre 2 y obtenemos 72/2 = 36, luego hay 36 animales.

Si el nimero de gallinas es x, el de conejos es 36 — x
e (Cada gallina tiene 2 patas y cada conejo tiene 4 patas, y hay un total de 122 patas:

2x + 4(36 —x) = 122
2x + 144 — 4x = 122
—2x = —22
x = 11
Conejos 36 —11 =25
Por lo tanto, en la granja hay 11 gallinas y 25 conejos.

32. De un depdsito lleno de liquido se saca la mitad del contenido, después la tercera parte del resto
y quedan aun 1600 litros. Calcula la capacidad del depdsito.

Solucién:
Supongamos que la capacidad total del depdsito es x litros.

e Primero se saca la mitad del contenido, por lo que queda la otra mitad:

x/2
e Luego se saca la tercera parte del resto, es decir, la tercera parte de x/2:
1/3- x/2 = x/6
Asi que, después de sacar la tercera parte del resto, queda:
x/2 — x/6
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Para simplificar esto, hacemos lo siguiente:
(Bx)/6 —x/6 =(2x)/6 = x/3
e Sabemos que después de estos dos pasos, quedan 1600 litros. Asi que tenemos:

x/3 = 1600
Resolvemos para x:
x = 1600 3
x = 4800

Por lo tanto, la capacidad del depdsito es de 4800 litros.

4. ECUACIONES DE 22 GRADO

33. Indica si son ecuaciones de segundo grado las siguientes ecuaciones:

a) 5x2—-/2-x+8=0

Solucién: Si, es una ecuacién de segundo grado porque el término de mayor grado es x?2.

b) 7xy?-2=0

Solucién: No, no es una ecuacion de segundo grado en una variable, es una ecuacién bivariante que
involucra x e y2.

c) 3x2-5=0

Solucién: Si, es una ecuacién de segundo grado porque el término de mayor grado es x?2.

d 6-83x=0

Solucién: No, no es una ecuacién de segundo grado porque solo tiene un término lineal en x y una
constante.

e) 2x2 +=—=10

Solucién: No, no es una ecuaciéon de segundo grado porque incluye un término de 1/x, si
desarrollamos:

, 3
2x“=— o x #0
X

2x3-3=0
Tenemos una ecuacion de tercer grado.
f) 222 —Vx+4=0
Solucién: No, no es una ecuacién de segundo grado porque incluye un término de Vx, lo cual la hace
una ecuacion no polindmica.

34. En las siguientes ecuaciones de segundo grado, indica cualesson a, b y c.
a) 7—-8x>+2x=0

Solucién:a=—-8,b=2yc=7

b) —6x>+9x=0

Solucién:a =—-6,b=9yc=0

c) 4x2-5=0

Solucién:a =4,b=0yc = -5

d x2-3x+5=0

Solucién:a =1,b=—-3yc=5

35. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado incompletas:
a) 3x2+9x=0
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Solucién:
Factorizamos:

Entonces las soluciones son:

b) 2x2-8=0
Solucién:
Sumamos 8 a ambos lados:

Entonces las soluciones son:

c) x2-81=0
Solucién:

Sumamos 81 a ambos lados:

Entonces las soluciones son:

d) 2x2+5x=0
Solucién:
Factorizamos:

Entonces las soluciones son:

3x(x+3)=0

{ x1=0
x2+3=0;x2=_3

{x1—9
x2=—9
x(2x+5)=0

{ x1:0
2x2+5 :O;sz = _S;xz = _5/2

36. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado completas:

Usaremos la férmula de la ecuacion de segundo grado:

a) x>?-5x+6=0
Solucion:

—b +Vb?% — 4ac
x =
2a

Tenemos los valores de a, b y c:

a=1,b=-5yc=6

Aplicamos la formula:

G V(=5)? - 4(1)(6)

2(1)
5++v25-24
X =———————7"
2
_5+V1
=T
5+1
5+1 =" =
X=——= 2
2 _5-1_,
Xy = 5 =
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Las soluciones son: x; = 3y x, = 2

b) 2x2+5x—7=0

Solucién:

Tenemos los valores de a, b y c:
=2,b=5yc=-7

Aplicamos la formula:

_=(5)+/(5)2-4(2)(-7)
B 2(2)
—5++/25+56

4
—5+\/_

—5+9

X =

X =

—5+9

Las solucionesson: x; = 1y x, = —

c) 3x2—-8x+2=0

Solucion:
Tenemos los valoresde a, b y c:
=3,b=-—-8yc=2

Aplicamos la formula:

_ 8+ V(=82 —4(3)(2)

2(3)
8+ V64 — 24
T
8 £ V40
X =————
6
4++10
8+2V10 |*1T= 73
X = =
6 4 v/
sz BE
. 4410 4—/10
Las soluciones son: x; = T VX2 =
d x2—-x—-12=0
Solucion:
Tenemos los valores de a, b y c:
=1,b=—-1yc=-12
Aplicamos la formula:
_ (DY (ED? - 4(1)(-12)
2(1)
1++v1+148
X=—"-"
2
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1++/49
X =—
2
1+7
1+7 x1=T=
X =—=
2 1-7 3
X, = 5=
Las soluciones son: x; =4y x, = —3

5. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

37. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:
a) { xy+7y=9
8x—-5y=10
Solucién: No es un sistema lineal porque tiene términos xy.
b) { 2y—-3x=4
5x —6y=-7
Solucion: Es un sistema lineal.
8x -9 =5y
) {14x +7y = %

Solucioén: Es un sistema lineal.
d) {sz +y=2
3x+y =4
Solucién: No es un sistema lineal porque tiene términos x2e y?

38. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:
) {Zx +4y=-5

3x—-6y=7
Solucién:
Empezamos despejando x en la primera ecuacién:
2x + 4y = =5
_—5—-4y
*ET
Sustituimos x en la segunda ecuacién:
-5 — 4y
T R
—15 — 12
> Y _ 6y = 7

15 — 12y — 12y = 14
—15 — 24y = 14

— 24y = 29
29
)
Sustituimos y en la ecuacién de x:
29
-5 - 4(-%3)
X =
2
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X =

S5 42
X =——F——

2
_—30+ 29

YT

1

TR

Resultados: x = —1/12ey = —29/24

2x+4y=0
b) {Bx +6y=11
Solucién:
Empezamos despejando x en la primera ecuacion:

2x + 4y = 0> 2x = -4y
x = =2y
Sustituimos x en la segunda ecuacion:
3(=2y)+ 6y = 11
—6y + 6y = 11
0 =11
Esto indica que no hay solucidn, ya que se obtiene una inconsistencia.
Resultado: No tiene solucion.
) { 5 -7y =1

8x + 7y = 10
Solucién:
Empezamos despejando x en la primera ecuacion:
5, — 7y =1
1+ 7y
=T
Sustituimos x en la segunda ecuacion:
1+ 7y
8( z )+ 7y = 10
8 + 56
8 + 56y + 35
35' Y~ 10
8 + 91y = 50
91y = 42
_ 42
Y =91
_ 6
T
Sustituimos y en la ecuacién de x:
S 7(1—63)
542
1 +13
X =
5
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13 + 42

65
55

65
11

" 13

X
X

X
Resultado: x = 11/13ey = 6/13

39. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacidn:
) { 6x + 7y = 8

—2x + 3y = —4
Solucidn:
Primero, despejamos x en ambas ecuaciones:
8 — 7y
6x+7y =8> x = 6
3y + 4
—2x+3y=—4 =>x = >

Ahora igualamos las dos expresiones para x:
8 -7y 3y+4
6 2
Multiplicamos ambos lados por 6 para eliminar los denominadores:
6 (8 -7y 3y + 4)
6 2
8 -7y =33y +4)
8 —7y =9y + 12
8 —12 =9y + 7y

—4 = 16y
4
Y= T 16
1
Y= 7y

Sustituimos y en una de las ecuaciones para encontrar x:

L _8-7(-3)

¢,

8+Z

X =——
6

3247
=T

397 13

X227 8

Resultado: x =13/8ey = —1/4

b) {Zx — 3y =-5
4x + 2y = 14
Solucién:
Primero, despejamos x en ambas ecuaciones:
-5+ 3y

2x—3y=-5 =>x =
2
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14 — 2y
dx+2y =14 > x ==

Ahora igualamos las dos expresiones para x:
-5+ 3y 14 -2y
2 4
Multiplicamos ambos lados por 4 para eliminar los denominadores:
A (—5 + 3y 14 - Zy)
2 4
25+ 3y)=14 — 2y
—10 + 6y = 14 — 2y
6y + 2y = 14 + 10

8y = 24
_ 24
Y =8
y =3
Sustituimos y en una de las ecuaciones para encontrar x:
=5+ 3(3)
T2
_—5+9
T
_ 4
72
x =2

Resultados: x = 2ey = 3

){7x—4y=3

3x + 2y =5
Solucidn:
Primero, despejamos x en ambas ecuaciones:
3+ 4y
7x—4y =3 =>x = 7
5— 2y
3x+2y=5=>x = 3

Ahora igualamos las dos expresiones para x:
3+4y 5—-2
7 3
Multiplicamos ambos lados por 21 (el minimo comun multiplo de 7 y 3) para eliminar los
denominadores:

3+4y 5 -2y
21'( 7 3 )
33+ 4y) =705 — 2y)
9 + 12y = 35 — 14y
12y + 14y = 35 — 9

26y = 26
y=1
Sustituimos y en una de las ecuaciones para encontrar x:
3+ 4(1)
X =——0——
7
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w
+
o~

R OR
|
=N NN

Resultados:x = ley =1

40. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:
3x+y =4

) {Zx — 5y = 14
Solucién:
Multiplicamos la primera ecuacién por 5 para poder eliminar y:

583x + y)=5-4

15x + 5y = 20
Sumamos las dos ecuaciones:

(15x + 5y )+ (2x — 5y) = 20 + 14

17x = 34
x =2
Sustituimos x = 2 en la primera ecuacion:
32)+y =4
6 +y =4
y=4-6
y = —2
Resultados:x = 2,y = —2
b 5 + 3y = 2
) {4x +y=7
Solucidn:

Multiplicamos la segunda ecuacién por 3 para poder eliminar y:
3(4x + y)=3-7
12x + 3y = 21
Restamos las dos ecuaciones:
(12x + 3y) — 5x + 3y) =21 — 2
12x + 3y — 5x — 3y = 19

7x = 19
19
=

Sustituimos x = 19/7 en la segunda ecuacién:
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Resultados: x = 19/7y = —27/7

{Zx +3y =0
) 3x — 2y = 13
Solucion:

Multiplicamos la primera ecuacidn por 2 y la segunda por 3 para poder eliminar y:
22x + 3y)=2-0

4x + 6y = 0
33x — 2y) = 3-13
9x — 6y = 39

Sumamos las dos ecuaciones resultantes:
(4x + 6y) +(9x — 6y) = 0 + 39
13x = 39
x =3

Sustituimos x = 3 en la primera ecuacion:
23)+ 3y =0
6 +3y =20
3y = —6
y = —2
Resultados: x = 3,y = —2

CURIOSIDADES. REVISTA

41. Confecciona un cuadrado magico de 3 x 3 casillas, colocando los digitos del 1 al 9 de forma que
todas las filas, todas las columnas, y todas las diagonales sumen lo mismo.

Un cuadrado magico es una disposicion de nimeros en una cuadricula en la que la suma de los

numeros en cada fila, columna y diagonal es la misma. Para un cuadrado magico de 3x3 con los

numeros del 1 al 9, la suma de cada fila, columna y diagonal debe ser 15.

Aqui tienes un ejemplo de un cuadrado magico de 3x3:

811]6
3(5|7
4192

En este cuadrado magico:
e Llaprimerafilasuma8+1+6 =15

e lasegundafilasuma3+5+7 =15

e Llatercerafilasuma4+9+2=15

e Laprimeracolumnasuma8+3+4 =15

e Lasegundacolumnasumal+5+9 =15

e Laterceracolumnasuma6+7+2 =15

e Ladiagonal principal suma8+ 5+ 2 = 15

e Ladiagonal secundariasuma6+5+4 =15

42.

a) Escribe en lenguaje algebraico el epitafio de la tumba de Diofanto.
Supongamos que x es la cantidad de afios que vivid Diofanto.

e Lasexta parte de su vida fue su infancia: x/6
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e Laduodécima parte de su vida transcurrié hasta que se cubrié de vello su barba:x/12
e Laséptima parte de su vida transcurrié en un matrimonio estéril:x/7

e Luego pasaron 5 afios hasta el nacimiento de su hijo: 5

e Su hijo vivié la mitad de lo que vivié Diofanto: x/2

o Diofanto vivié 4 afios mas después de la muerte de su hijo: 4

La suma de todas estas partes debe ser igual a la duracion total de su vida:

i +Iis4i4a=
6 12" 7 2 - X

b) Resuelve la ecuacién. Comprueba que Diofanto vivié 84 ainos.

Simplificamos la ecuacidon sumando las fracciones:
14x+7x+12x+ c +42x+ 4=
84 ' 84 84 84 -
14x + 7x + 12x + 42x+

84
75x N
84

84 (75x+ 9 = )
84 -

75x + 756 = 84x

756 = 84x — 75x
756 = 9x
756

9
x = 84

9 = «x

9 =x

X

Por lo tanto, Diofanto vivié 84 afios.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. LENGUAJE ALGEBRAICO

1. Sillamamos x a la edad de Luis, expresa algebraicamente:
a) Lola tiene la edad que Luis tenia hace 11 afios.

Solucién: x — 11

b) Jordi tiene la edad que Luis tendra dentro de 2 aiios.

Solucién: x + 2

C) Los afios que faltan para que Luis cumpla 30 aiios.
Solucién: 30 — x

d) Carmen tiene la mitad de la edad de Luis.
Solucién: x / 2

2. En una granja hay un nimero de ovejas desconocido. Indica en lenguaje algebraico el nimero de

patas y de orejas que hay.
Solucidn: Si llamamos x al nUmero de ovejas, habra 4x patas y 2x orejas.

3. Escribe en lenguaje algebraico

a) La edad de Cristina es doble que la que tendra su hermano dentro de 5 afios.

Solucidén: Si la edad del hermano es x, la edad de Cristina es 2(x + 5).

b) La edad de Rafa es la tercera parte que la que tenia su hermana hace 3 afios.

Solucion: Si la edad de la hermana es x, la edad de Rafaes (x — 3) / 3.

4. Escribe en tu cuaderno utilizando expresiones algebraicas:
a) Raquel tiene x cromos.

Solucion: x

b) Pepe tiene 10 cromos mas que Raquel.

Solucion: x + 10

C) Teresa tiene el triple de cromos que Pepe.

Solucién: 3(x + 10)

d) Carmela tiene el mismo nimero de cromos que Raquel y Pepe juntos.
Solucién: x + (x + 10)

e) Marta tiene la mitad de cromos que Teresa.

Solucién: (3(x + 10)) /2

5. Copia en tu cuaderno y relaciona cada enunciado verbal con su expresion algebraica:

a) Sumar 9 al triple de un cierto nimero. 1)3x+2(x+1)

b) Restamos 7 a la mitad de un niumero 2)3x + 9

c) Eltriple de un nimero mas el doble del siguiente. 3) 8x

d) Lo que nos devuelven si pagamos 20 € por una cierta compra. 4) x/2 -7

e) El perimetro de un octégono regular. 5)x-3

f) Laedad de alguien hace 3 afios. 6) 20 - x
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a) Sumar 9 al triple de un cierto nimero. Solucién: 2)3x + 9

b) Restamos 7 a la mitad de un nimero Solucién: 4) x/2 - 7

c) Eltriple de un nimero mas el doble del siguiente. Solucion: 1) 3x + 2(x + 1)
d) Lo que nos devuelven si pagamos 20 € por una cierta compra. Solucién: 6) 20 - x

e) El perimetro de un octégono regular. Solucion: 3) 8x

f) La edad de alguien hace 3 afios. Solucién:5) x - 3

6. Calcula el valor numérico de las siguientes igualdades para el valor indicado de x:

a) y =05+ 3xparax = 3 Solucién:y = 05 + 3 -3 = 95
b) y = 1.6xparax = 0.75 Solucién:y = 1.6 -0.75 = 1.2
c) y =4+ 1.5xparax = 2.1 Solucién:y = 4 + 1.5 - 2.1 = 7.154

7. Simplifica las siguientes expresiones:
a) 3a’b — 2a*b + 7a*b

Solucién: (3 — 2 + 7)a?b = 8a?b
b) 5xy + 7xy — 2xy

Solucién: (5 + 7 — 2)xy = 10xy

c) 6x + 9x - 3x

Solucion: (6 +9 — 3)x = 12x

d) x+7x -2y

Solucién: (1 + 7)x — 2y = 8x — 2y
e) 3ab + 8ab — 6ab

Solucion: (3 + 8 — 6)ab = 5ab

8. Realiza las operaciones siguientes:

a) 3x + 5x — 2y + 9y — 4x- 3y

Solucién: (3x + 5x —4x) + (—2y + 9y —3y) = 4x + 4y

b) (2x — 5x2) — (3x% + 5x)

Solucién: 2x — 5x? — 3x%2 — 5x = 2x — 5x — 8x% = —3x — 8x?

c) 3(7x—3)—2(2x+5)

Solucion: 3(7x) —3(3) —2(2x) —2(5) =21x—9 —4x = 21x —4x) + (-9 —10) = 17x — 19
d) 2a — 5a + 7a — 8a + b

Solucion:(2a —5a+ 7a—8a) + b =(—4a)+b

2. ECUACIONES DE PRIMER GRADO

9. Encuentra el nimero que falta:

a) 0+2=>5 Solucion: 0 =5—-3 =2
b) 0+3=1 Solucién: 0 =1—-3 = -2
c) 0-4=6 Solucién: 0 =6+ 4 =10
d 0-4=-1 Solucion: 0 =—-1+4=3
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10. Si Clara tiene x afios y sabemos que aun no ha cumplido los 5, indica quién de las siguientes per-
sonas puede ser la madre de Clara:

Persona Edad en aios
Julia 3x — 9
Maria x?2—-17

Federica 3x+5+7x + 6
Elisa x—2x+9

Vamos a calcular la edad de cada persona y verificar si pudieran ser la madre de Clara, que aun no ha
cumplido los 5 afios (es decir, 0 < x < 5):
e Julia:3x—9
e Maria: x%- 17
e Federica:3x + 5+ 7x + 6 = 10x + 11
e Elisaix—2x+9=—-—x+9
Evaluamos cada expresion:
e Julia:
3x-9
Para0 < x < 5
Six =5, 365) -9 =15-9 =6
Edad menor que 6 para0 < x < 5. Luego, Julia NO puede ser la madre de Clara.
e Maria:
x% - 17
Para0 < x < 5
Six =5,52—17=25—-17 = 8
Edad negativa o menor que 8 para 0 < x < 5. Luego, Maria NO puede ser la madre de Clara.
e Federica:
10x + 11
Para0 < x < 5
Six =5, 10(5) + 11 = 50 + 11 = 61
Edad mayor que 11 y menor que 61 para0 < x < 5. Luego, Federica Sl pudiera ser la madre de Clara.
e Elisa:
-x +9
Para0 < x < 5
Six =0, —-0+9 =9
x=5, -5+9=4
Edad mayor que 4y menor que 9 para0 < x < 5. Luego, Elisa NO puede ser la madre de Clara.

11.Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones y escribe la solucion en tu cuaderno:

a) x+3 =2 Solucion: x =2 -3 =-1
b) x -2 =3 Solucion:x =3+2=5
c) x/5=1 Solucion: x =1-5=75

d) x/3 +2/3 =4/3 Solucion: x = (3 -2) -3 =2
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12.Elige entre las siguientes ecuaciones todas las que sean equivalentes a la ecuacion

3x-6 = x + 9.

Solucién:
En primer lugar, desarrollamos la ecuacién del enunciado:

3x-6 =x+9

2x =15

x=15/2=175
Por tanto, desarrollando el resto de las ecuaciones, si x = 7.5, estas seran equivalentes,
comprobémoslo:
a) x+10=17.5

x=175-10
x=175
Si, es equivalente.
b) 6x + 2x = 60
60
=g
15
)
x=17.5
Si, es equivalente.
c) 8 —x =3x-5x
8 —x = —2x
8 = —x
x = —8
No, no es equivalente.
d) 5x-6=3x+9
5 — 6 =3x + 9
5 —3x =9+ 6
2x = 15
15
)
x =175
Si, es equivalente.
e) 4x = 30
30
¥ T
x =175
Si, es equivalente.
f) 6 -9 =x-3x
—3 = x-3x
-3 = —2x
3
=73
x =15
No, no es equivalente.
g 2x =9+ 6
2x = 15
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15
=7
x =75
Si, es equivalente.
h) 3x = 15
x = 15/3
x =5
No, no es equivalente.
i) 10 — 2.5 = x
x =75

Si, es equivalente.
j) x=17.5
Si, es equivalente.

13.Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2x — 5 =4x-7

Solucién:
2x — 5 =4x — 7
2x —4x = -7+ 5
—2x = —2
x =1

b) x —12 =7x + 6

Solucién:
x — 12 =7x + 6
x —7x =6 + 12

—6x = 18
x = —3
c)x—-1=x+5x+9
Solucién:
x—1=6x+4+9
x —6x =9+1
—5x = 10
x = —2
d x +9 =3x-3
Solucién:
x+9=3x -3
x —3x =-3 -9
—2x = —12
x =6
e) 5x —x+7 =2x+ 15
Solucién:
5 —x+7 = 2x + 15
4x + 7 = 2x + 15
4x — 2x = 15 — 7
2x = 8
x =4
f) 2x — 27 = x
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Solucién:
2x — 27 = x
2x — x = 27
x = 27
g) 4x + 2 = 14
Solucién:
4x + 2 = 14
4x = 14 — 2
4x = 12
x =3

h) 3x -4 = x + 18
Solucién:
3x — 4 = x + 18

2x = 22
x = 11
i) 4x -6 =x+9
Solucién:
4x — 6 =x + 9
4x —x =9 + 6
3x = 15
x =5
j) 3x -5 =2x -5
Solucién:
3x —5=2x -5
3x —2x = —-5+4+5
x =0
k) 3x -4 +x =8
Solucién:
3x —4+x =8
4x — 4 = 8
4x = 8 + 4
4x = 12
x =3
) 3—-10=x+1
Solucién:
3—10=x+1
-7=x+1
x=-7-1
x = —8

14.Escribe tres ecuaciones equivalentesa 2x - 3 = 5.
Solucion:
e Multiplicando todos los términos por 2:
2(2x — 3) = 2(5)
4x — 6 = 10
e Sumando 3 a ambos lados de la ecuacion:

29 ESO. Capitulo 10: Algebra. RESPUESTAS
www.apu ntesmareaverde.org.es

]
Textos Marea Verde

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra




s Algebra

2x —3+3=5+3
2x = 8
e Restando x de ambos lados de la ecuacion:
2x — 3 —x = 5— X
x —3 =5-

15.Escribe tres ecuaciones que tengan como solucién x = 7.

Solucién:
e 2x +5 =19
2x + 5 =19
2x =19 - 5
2x = 14
= 14/2
x =7
e 4x — 10 = 18
4x — 10 = 18
4x 18+10
= 28
28/4
7
e 3x + 2 =23
3x + 2 =23
3x = 23 — 2
3x = 21
x =21/3=7

16.Resuelve las ecuaciones siguientes: (Sugerencia: ilustra las ecuaciones mediante balanzas).

a)x—-5=9
Soluciéon:x -5 4+ 5 =945 =>x =14
b) x — 8 = 2
Solucién:x — 8 + 8 =2+8 =2x =10
c)x—-—3=4
Solucién: x — 3 +3 =4+3 =2x=7

dx-9=6
Solucién: x — 9 +9 =64+9 =2x =15

17.Resuelve en tu cuaderno las siguientes ecuaciones:

a) 2x + 4x = 54

Solucion: 6x =54 =>x = 54/6 >x=9

b) 4x — 3x = 16

Solucion: x = 16

c) 5(x—2)=170

Solucién: 5x — 10 =70 =5x =80 = x = 80/5 =>x =16
d —5x — 2x = —49

Solucién: —7x = —49 = x= —49 /-7 =>x=7
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18.Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) 2x+3 =25

Solucién:
2x +3—-3=5-3
2x = 2
x =1
b) 4x - 5 =x + 4
Solucién:
4x -5 —-—x=x+4 — x
3x — 5 =4
3x - 54+5=4+5
3x =9
x =3
c) x/3 =-2
Solucién:
x=-2-3
X = —6
d 23x —4) =2x+ 5
Solucién:
6x — 8 =2x+5
6x — 8 — 2x = 2x + 5 — 2x
4x — 8 =5
4x — 8+ 8 =5+ 8
4x = 13
13
¥
x = 3.25
19.Resuelve las ecuaciones siguientes:
a) 4x — 4 = 2x
Solucién:
4x — 2x = 4
2x = 4
x =2
b) 2x +7) = x
Solucién:
2x + 14 = x
2x + 14 —x = x — x
x+ 14 =0
x = —14
c) x/3+2=x
Solucién:
X
§ =x—-2
x 3x—6
3 3
x =3
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d) 3(x + 3x) = x + 50
Solucién:

3(4x) = x + 50

12x = x + 50

12x — x = 50
11x = 50
50

11

x =~ 4.545

X

20.Resuelve las ecuaciones:
a) x/2 — 2(x — 3x) = 27

Solucién:
X
E—Z(—Zx)=27
x+4 =27
2 T
1
§x+4x=27
9x_27
> =
_27—2
=79
x =9
b) 2x — 2x - 3)+x = 4
Solucién:
2x — 2x + 3 +x = 4
3+x=4
x =1
c)7=1+x/2
Solucién:
7 1_x
2
_x
)

d 4 -x=2+x/2

Solucién:
4—2=x42
2=x+fa2(2=x+§
2
2x +x = 4
3x = 4
_ 4
=3
21.Resuelve:
a) x/3 =17

Solucién: x = 21
22 ESO. Capitulo 10: Algebra. RESPUESTAS
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra

=T
Textos Marea Verde




Algebra

b) 3x =9
Solucién: x =

c) x + 4 = 12

Solucién: x =
d x -7 =
Solucién: x =

3

8
1
8

22. Practica en tu cuaderno resolviendo las siguientes series de ecuaciones:

12 serie

1) x+4 =6
Solucion:

2) x+6 =3
Solucién:

3) 15 = 11 + x
Solucién:

4) 7 =x+3
Solucién:

5 x+8 =4
Solucién:

6) x + 6 =8
Solucién:

7) x+7 =3
Solucién:

8) 8+ x =16
Solucién:

9) 3 =7+ x
Solucién:
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10) 2 =x + 4

Solucién:
2—4=x+4-4
-2 =X
22 serie
11)x — 3 =6
Solucién:
x—34+3=6+3
x =9
12)x — 4 = 2
Solucién:
x—4+4=2+4
X =6
13)4 = x-1
Solucién:
4 +1=x-1+1
5 =x
14)7 — x = 2
Solucién:
7—-2=x+2 -2
5 =x
15)6 — x = 4
Solucién:
6 —4=x+4—-4
2 =x
16)3 = 9-x
Solucién:
3—9=—x
—6 = —Xx
X =6
17)x — 4 =7
Solucién:
x—4+4=7+4
x =11
18)x —2 =0
Solucién:
x—24+2=0+ 2
x =2
19) 8 —x =3
Solucién:
8—-3=x+3-3
5 =x
200 9 —x =75
Solucién:
9-5=x+5-5
4 =x
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32 serie
21) 3x = 6
Solucién:

22)4x = 16
Solucién:

23)6x = 18
Solucién:

24)8 = 2x
Solucién:

25)—12 = 3x
Solucién:

26)2x = — 6
Solucién:

27)4x = 11
Solucién:

28)3x = 6
Solucién:
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29)9 = 3x
Solucién:
9 = 3x
9
=3
x =3
30)18 = 6x
Solucién:
18 = 6x
18
¥~
x =3
42 serie
31)x/5 =1
Solucién:
x=1-5
x =5
32)x/3 =7
Solucién:
x =7-3
x = 21
33)x/—2 =3
Solucién:
x=3-(-2)
x = —6
3)x/5 = 2/3
Solucién:
2
X = § 5
10
=3
35)x /10 = 3/2
Solucién:
x=32-10
x = 15
36)x /7 = 2
Solucién:
x =2-7
x = 14
37)x /12 = 3/4
Solucién:
3
X = Z 12
x =9
38)x/3 =-2/9
Solucién:
2
X 9-3
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_ 6
¥= 79
_ 2
X=73
39)x /5 = -2
Solucién:
x = —2-5
x = —10
40)x /7 =3/14
Solucién:
T 1a
_ 3
*=3
523 serie
41)x + 3x = 16
Solucién:
4x = 16
_ 16
XT3
x = 4
42)4x + 2x = 6
Solucién:
6x = 6
_ 6
*~6
x =1
43)6x = 8 + 10
Solucién:
6x = 18
_ 18
*=%
x = 3
44)3x + 7 = 4
Solucion:
3x+7—-7=4-17
3x = -3
_ -3
=3
x = -1
45)2x + 7 = 11 + 4x
Solucién:
2x + 7 =11 + 4x
2x +7 —7 =11+ 4x — 7
2x = 4x + 4
2x — 4x = 4
—2x = 4
4 2
= > = —
X — X
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46)x + 1 = 2x — 5 + 2x

Solucién:
x+1=4x — 5
x+1—-1=4x-5-1
0=3x—-6
6 = 3x
6
=3
x = 2
47)3x — 2 +4x =3 - 3x + 1
Solucién:
7x — 2 =4 — 3x
7x + 3x — 2 =4 -2
10x = 2
2
*~10
x = 0.2

48)4x — 3 + x =3x + 7
Solucién:
4x + x — 3 =3x + 7
5 —3 =3x+7
5 —3x =7+ 3

2x = 10
10
=
x =5

9)x +4+4x =2 —-2x+ 5
Solucién:
5 +4=2—-2x+5
5 +4 =7 — 2x
5 + 2x =7 — 4

7x = 3
_ 3
X7
x = 0.428
50)6x + 4 — 2x = 3 + 2x-7
Solucion:
4x + 4 = —4 + 2x
4x — 2x = —4— 4
2x = —8
x = —4
62 serie
51)x/3 — 2 = 4
Solucién:
X
3-2+2=4+2
x —
3 =
x =6-:-3-x=18
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52)3x/5 + 4 = 3

Solucion:
3X+4 4 = 4
z =
3x 1
= =
3x = -1 -5
3x = =5
_ -5
XT3
x = —1.67
53)x/3 +2x/3 =7
Solucién:
3x _ 7
3=
x =7
54)x/5 + 3x/5 =9
Solucién:
4x _g
==
4x =9 -5
4x = 45
_ 45
=%
x = 11.25
55)x/2 +x/2+3 =5
Solucién:
x+3 =25
x =5-3
x = 2
56)3x /7 +2x/7+3 =6
Solucién:
5x _3
- =
5« =3 -7
5x = 21
_ 21
X=%
x = 4.2
57)x + x/5 =17
Solucién:
5x+x _
5 5
6x —7
==
6x =7 -5
6x = 35
35 5.83
= — > =
X G X
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58)x/2 +5x/2+3 =075

Algebra

Solucion:
X 13-5
2
3x + 3 =75
3x =5—3
3x = 2
_ 2
X=3
x = 0.67
59)5 + x/7 = 21
Solucién:
—=21-5
X _16
- =
x =16 -7
x = 112
60)3 + x/3 =9
Solucién:
X_9_3
3=
X4
3=
X =6:-3
x = 18
72 serie
61)3 + 42 — x) = 9- 2x
Solucién:

3+8—4x =9 — 2x
11 — 4x = 9 — 2x
—4x + 2x =9 — 11

—2x = —2
_—2
S
x =1

62)5 — 2(x + 2) = x-5
Solucién:

5—-—2x—-—4=x-75
1—-—2x=x -5
—2x —x =-5-1

—3x = —6
_—6
=3
x = 2

63)13 + 3(2x + 5) = 2(x + 3)-1
Solucién:

13 + 6x + 15 = 2x + 6
28 + 6x = 2x + 5
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6x — 2x =5 — 28

4x = —23
-23
=Ty
x = =575
64)7 — 2(3x — 5) =13 — 2(4x — 7)
Solucién:
7 —6x + 10 = 13 — 8x + 14
17 — 6x = 27 — 8x
—6x + 8x = 27 — 17
2x = 10
10
*=7
x =5
65)5x — 3(2x — 4) = 36 — 3(4x + 6)
Solucién:
5 — 6x + 12 = 36 — 12x — 18
—-x + 12 = 18 — 12x
—x + 12x = 18 — 12
11x = 6
6
*T1
x = 0.545
66)2(3x — 5) — (2x + 1) = 17- 3x
Solucién:
6x — 10 — 2x — 1 = 17 — 3x
4x — 11 = 17 — 3x
4x + 3x = 17 + 11
7x = 28
28
*=7
x =4
67)2(x + 4) + 3x = —34 — 3(5x + 6)
Solucién:

2x + 8 + 3x = —34 — 15x — 18
5x + 8 = =52 — 15x
5x + 15x = =52 — 8

20x = —60

—-60

* =70

x = =3

68)5 — 2(7 — 2x) = x- 6
Solucién:

5-14+4x =x — 6
-9 4+4x =x—-6
4 —x = -6+ 9

3x = 3

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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3
x=§+x=1
69)3x — 4(x — 1) = 8- 5x
Solucién:
3x — 4x + 4 8 — 5x

—x +4 =8 — 5x
—x +5x =8 -4

4x = 4
_4
XT3
x =1
70)5x — 2x + 3) = 2x-5
Solucién:
5 —2x — 3 =2x —5
3x —3=2x —5
3x —2x = -5+ 3
x = —2
82 serie
71)x/3 +x/6 = 12
Solucién: m.c.m. (3,6)=6
2x+x_12
=
3x_12
e =
f—12
2
x = 12 -2
x = 24
2)x/6 +x/3 +x/2 =75
Solucion: m.c.m. (2,3,6)=6
x+2x+3x_
c =
6x_
==
x =5
73)(x —3)/5 =1
Solucién:
x—3=1:-5
x —3 =25
x =5+ 3
x = 8
7)x/2 —3 =4
Solucién:
X
§—3+3=4+3
x_7
5=
x =7:2
x = 14
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75)2x +9)/3 =7
Solucién:

2x + 9 = 21
2x =21 -9
2x = 12
12
=7
x =6
76) 2x + 9)/3 = x
Solucién:
2x + 9 = 3x
9 = 3x — 2x
9 = «x
77)(x — 3)/5 = x
Solucién:
x — 3 = 5x
x —5x =3
—4x =
3
*=
x = —0.75
78)5+x/4 =6
Solucién:
Z-6-5
4—6
X
Z_l
x=1-4
x =4
79)4x /3 + 5x/6 = x/3 + 2
Solucién:

m.c.m. (3,6)=6

8x+5x_2x+6
6 3

80)2x /3 +7x/2 +5x =8+ x/6
Solucién: m.c.m. (2,3,6)=6

4x+21x+30x_8-6+x

6 6
55x =48 + x » 54x = 48
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Algebra

PROBLEMAS

23.Si un repartidor de pedidos ha dejado los 2/5 de los paquetes que llevaba en la primera casa, y
aun le quedan 99 kg por repartir, é¢cuantos kilos tenia en un principio?

Solucion:

Si un repartidor dejé 2/5 de los paquetes en la primera casa, esto significa que le queda 3/5 de los
paquetes. Sabemos que estos 3/5 de los paquetes son 99 kg.

Vamos a llamar x a la cantidad total de paquetes en kilogramos que el repartidor tenia al principio.
Podemos establecer la siguiente ecuacion:

3/5 -x = 99
Para despejar x:
x =99 -5/3
x = 495/3
x = 165

Por lo tanto, el repartidor tenia 165 kg de paquetes en un principio.

24.Resuelve mentalmente los siguientes problemas:

a) ¢éCuantos cromos tengo si el doble de los que poseo es 20?

b) ¢éCuantas canicas tengo si al darme 7 tendré 37?

c) éCuantos discos tengo si al regalar 5 me queda una docena?

d) Manuel, dentro de 6 afios tendra 18. ¢ Cuantos afios tiene ahora?

Solucién:
a) Si el doble de los cromos es 20, entonces:
2-x =20
x =20/2
x = 10
Tengo 10 cromos.
b) Si al darme 7 tendré 37, entonces:
x + 7 =37
x =37 -7
x = 30

Tengo 30 canicas.
c) Si al regalar 5 me queda una docena (12 discos), entonces:

x —5 =12
x =12+ 5
x = 17
Tengo 17 discos.
d) Si dentro de 6 afios tendra 18, entonces:
x + 6 =18
x =18 — 6
x = 12
Manuel tiene 12 afios ahora.
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25.En una granja hay 70 animales entre gallinas y conejos, y entre los dos, suman 180 patas. ¢Cuan-
tas gallinas hay en la granja?

Solucion:
Sea x el numero de gallinas e y el niUmero de conejos.
Sabemos que:
1. La suma de los animaleses 70: x + y = 70
2. La suma de las patas es 180: 2x + 4y = 180
Vamos a resolver el sistema de ecuaciones:
x+y =70
{Zx + 4y = 180
Despejamos y de la primera ecuacién:
y =70 —x
Sustituimos y en la segunda ecuacion:
2x + 4(70 — x) = 180
2x + 280 — 4x = 180
—2x + 280 = 180
—2x = 180 — 280

—2x = —100
x = —100/ -2
x = 50

Por lo tanto, hay 50 gallinas en la granja.
Para encontrar el nUmero de conejos, sustituimos x en la primera ecuacion:

x+y =70

50 +y =70

y =70 — 50
y = 20

Por lo tanto, hay 20 conejos en la granja.

26.Halla el nimero tal que su doble mas tres sea igual que su triple menos dos.
Solucion:
Sea x el nimero que estamos buscando.
La condicién es que su doble mas tres sea igual que su triple menos dos. Esto se puede expresar con la
siguiente ecuacion:
2x + 3 =3x — 2

Para resolver la ecuacién, primero restamos 2x de ambos lados:

2x + 3 —2x = 3x — 2 — 2x
Esto simplifica a:

3 =x—-2
Luego, sumamos 2 a ambos lados para despejar x:
3+2=x—-2+2
5=x
Por lo tanto, el nimero que estamos buscando es 5.

27.Repartimos 150 € entre tres personas de forma que la primera recibe el doble que la segunda y
ésta el triple que la tercera. ¢{Cuanto le corresponde a cada una?
Solucién:
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Sea x la cantidad de dinero que recibe la tercera persona.
Sabemos que:
- La segunda persona recibe el triple que la tercera: 3x
- La primera persona recibe el doble que la segunda: 2 - 3x = 6x
La suma total del dinero es 150 €:

x + 3x + 6x = 150
Sumamos los términos similares:

10x = 150
Despejamos x:
x = 150/10
x = 15

Por lo tanto:
e Latercera persona recibe 15 €

e Lasegunda personarecibe3 - 15 = 45 €
e Laprimera personarecibe 6 - 15 = 90 €

28.El angulo mayor de un triangulo mide el doble que el menor y éste 20 grados menos que el me-
diano. ¢{Cuanto mide cada uno de los angulos del triangulo? (Recuerda que los tres angulos de un
tridngulo suman 180 grados)

Solucion:

Sea x el angulo menor del triangulo.

e Elangulo mediano sera 20 grados mas que el menor: x + 20

e Elangulo mayor sera el doble del menor: 2x

Sabemos que la suma de los tres dngulos de un tridngulo es 180 grados:
x + (x + 20) + 2x = 180
Sumamos los términos similares:
4x + 20 = 180
Restamos 20 de ambos lados de la ecuacion:
4x = 180 — 20

4x = 160
Dividimos ambos lados entre 4:
x = 160/4
x = 40

Por lo tanto:
e Elangulo menor mide 40 grados.

e Elangulo mediano mide 40 + 20 = 60 grados.
e Elangulo mayor mide 2 - 40 = 80 grados.

29.Si al quintuplo de un nimero le restas dos obtienes 27. ¢Cual es el nUimero?

Solucidn:
Sea x el nimero que estamos buscando.
La condicién es que al quintuplo de un nimero le restas dos y obtienes 27. Esto se puede expresar con
la siguiente ecuacién:
5x — 2 = 27
Para resolver la ecuacién, primero sumamos 2 a ambos lados:
5x —24+2=27+4+2
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Esto simplifica a:
5x = 29
Luego, dividimos ambos lados entre 5 para despejar x:
x =29/5
x =58
Por lo tanto, el nimero que estamos buscando es 5.8.

30.Un numero y su siguiente suman 87. ¢Cuales son esos nimeros?

Solucién:
e Sea x el primer numero.

e Elsiguiente numeroesx + 1.

La suma de estos dos numeros es 87:
x+ (x +1) = 87
Sumamos los términos similares:

2x + 1 = 87
Restamos 1 de ambos lados de la ecuacion:
2x = 87 — 1
2x = 86
Dividimos ambos lados entre 2:
x =86/2
x = 43

Por lo tanto, el primer nimero es 43 y el siguiente nUmeroes 43 + 1 = 44,

31.Un boligrafo cuesta el triple que un lapiz. He comprado cinco lapices y cuatro boligrafos y me han
costado 2.55 €. {Cuanto cuesta un lapiz? ¢Y un boligrafo?

Solucion:
e Sea x el costo de un lapiz.

e El costo de un boligrafo es 3x.
e He comprado cinco lapices y cuatro boligrafos, y el costo total es 2.55 €.

Podemos establecer la siguiente ecuacion:
5x + 4(3x) = 2.55
Simplificamos la ecuacidn:

5x + 12x = 2.55
17x = 2.55

Despejamos x:

x = 255/17

x = 0.15

Por lo tanto, el costo de un ldpiz es 0.15 €.
El costo de un boligrafo es 3x, entonces:

3-0.15 = 0.45

Por lo tanto, el costo de un boligrafo es 0.45 €.

32.En mi monedero llevo diez monedas, unas de 50 céntimos y otras de 20 céntimos. Si tengo 2,90 €
en total, ¢ Cuantas monedas de cada tipo tengo?

Solucién:
e Seax el nUmero de monedas de 50 céntimos.
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e Seay el nimero de monedas de 20 céntimos.

Sabemos que:
e Eltotal de monedases10: x + y = 10

e Lasuma total del dineroes 2,90 €: 0.50x + 0.20y = 2.90

Vamos a resolver el sistema de ecuaciones:
x+y =10
{O.SOx + 0.20y = 2.90
Despejamos y de la primera ecuacidn:
y =10 — x
Sustituimos y en la segunda ecuacion:
0.50x + 0.20(10 — x) = 2.90
0.50x + 2 — 0.20x = 2.90
0.30x + 2 = 290
Restamos 2 de ambos lados de la ecuacién:
0.30x = 290 — 2
0.30x = 0.90
Dividimos ambos lados entre 0.30:
x = 0.90/0.30
x =3
Para encontrar el nimero de monedas de 20 céntimos, sustituimos x en la primera ecuacién:
x+y =10
3+y =10
y =10 — 3
y =17
Por lo tanto, hay 7 monedas de 20 céntimos y 3 monedas de 50 céntimos.

33.El perimetro de un rectangulo es de 120 metros y la altura es 24 metros mas larga que la base.
é¢Cuanto miden la base y la altura del rectangulo?

Solucién:
Sea x la base del rectangulo. La altura del rectdngulo serd x + 24 metros.
Sabemos que el perimetro de un rectangulo es la suma de todos sus lados: 2 veces la base mas 2 veces
la altura.
Por lo tanto, la férmula del perimetro es:
2x + 2(x + 24) = 120

Simplificamos la ecuacidn:

2x + 2x + 48 = 120

4x + 48 = 120

Restamos 48 de ambos lados de la ecuacidn:

4x = 120 — 48

4x = 72
Dividimos ambos lados entre 4:
x =72/4
x = 18

Por lo tanto, la base del rectangulo mide 18 metros.
La altura del rectangulo sera:
x + 24 = 18 + 24
x =42
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Algebra

La altura del rectangulo mide 42 metros.

34.laura dice que si al triple de la edad que tiene le restas la mitad, el resultado es 30. ¢Qué edad
tiene Laura?

Solucién:
Sea x la edad de Laura.
Laura dice que al triple de su edad le restas la mitad y el resultado es 30. Esto se puede expresar con la
siguiente ecuacion:
3x — (1/2)x = 30
Para resolver la ecuacién, primero simplificamos los términos:
3x — 0.5x = 30

2.5x = 30
Dividimos ambos lados entre 2.5 para despejar x:
x =30/25
x = 12

Por lo tanto, Laura tiene 12 afios.

35.Un hijo tiene 12 afios y su padre 35. ¢Cuantos aiios deben de pasar para que la edad del padre sea
el doble que la del hijo?

Solucion:

Sea x el nimero de afios que deben pasar.
Sabemos que:

e Edad del hijoen x afios: 12 + x

e Edad del padre en x afios: 35 + x

Queremos que la edad del padre sea el doble que la del hijo:
35+ x = 2(12 + x)
Simplificamos y resolvemos la ecuacién:
35 4+ x = 24 + 2x
35 — 24 = 2x — x
11 = x
Por lo tanto, deben pasar 11 afos para que la edad del padre sea el doble que la del hijo.

36. Calcula la longitud del lado de un triangulo equilatero sabiendo que su perimetro es de 18 cm.
Solucién:

Sabemos que un tridngulo equildtero tiene tres lados iguales.

Si su perimetro es de 18 cm, la longitud de cada lado se puede encontrar dividiendo el perimetro
entre 3:

Longitud del lado = 18 /3
Longitud del lado = 6

Por lo tanto, la longitud del lado de un tridngulo equilatero es de 6 cm.

37.Calcula la longitud de los lados de un triangulo isésceles sabiendo que el perimetro es 18 cm y
cada lado igual mide 3 cm mas que el lado desigual.

Solucién:
Sea x la longitud del lado desigual del tridngulo isdsceles.
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Los otros dos lados, que son iguales, miden x + 3 ¢m cada uno.
Sabemos que el perimetro del tridngulo es la suma de todos sus lados, y en este caso es 18 cm:
x+x+3)+x+3) =18
Simplificamos la ecuacidn:
x+x+3+x+3 =18
3x + 6 = 18
Restamos 6 de ambos lados de la ecuacion:
3x = 18 — 6
3x = 12
Dividimos ambos lados entre 3:
x =
X

| =

2/3
4
Por lo tanto, el lado desigual del triangulo mide 4 cm.
Los lados iguales miden:
x + 3

x +
Por lo tanto, los lados iguales del triangulo miden 7 cm cada uno.

o

+ 3
7

w ]

38.Si a la tercera parte de un nimero le sumas dos, obtienes el mismo resultado que si al nimero le
sumas uno y divides entre dos.

Solucion:
Sea x el nimero que estamos buscando.
La condicidn es que a la tercera parte de un nimero le sumas dos, y obtienes el mismo resultado que si
al nimero le sumas uno y divides entre dos. Esto se puede expresar con la siguiente ecuacién:
@A/3)x + 2 =(x+ 1)/2
Para resolver la ecuacién, primero eliminamos los denominadores multiplicando ambos lados por 6 (el
minimo comun multiplo de 3y 2):
6((1/3)x + 2) = 6((x + 1)/2)
Simplificamos:
2x + 12 = 3(x + 1)
2x + 12 = 3x + 3
Restamos 2x de ambos lados:
12 =x + 3
Restamos 3 de ambos lados:

Por lo tanto, el nimero que estamos buscando es 9.

39.El perimetro de un triangulo isésceles mide 30 centimetros. El lado desigual mide la mitad de uno
de sus lados iguales. ¢ Cuanto mide cada lado?

Solucidn:
Sea x la longitud del lado desigual del tridngulo isdsceles.
Sabemos que el lado desigual mide la mitad de uno de sus lados iguales, asi que llamemos y a la
longitud de un lado igual. Entonces tenemos que x = y / 2.
El perimetro de un tridngulo isdsceles es la suma de todos sus lados, que en este caso es 30 cm:
y+y+x =230
Dado que x = y / 2, sustituimos x en la ecuacidn del perimetro:
y+y+y/2 =30
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Algebra

Simplificamos la ecuacién:
2y +y/2 =30
Multiplicamos ambos lados por 2 para eliminar la fraccion:
4y + y = 60

5y = 60

Dividimos ambos lados entre 5:
y =60/5

y = 12
Por lo tanto, la longitud de cada lado igual es 12 cm.
El lado desigual mide:

x=y/2=12/2 =6

Por lo tanto, los lados del tridngulo miden 12 cm, 12 cmy 6 cm.

40.Hemos comprado 12 articulos entre mesas vy sillas. ¢Cuantas hemos comprado de cada si cada
mesa cuesta 130 € y cada silla 60 € y en total nos ha costado 860 €?

Solucidn:

Sea x el numero de mesas. Sea y el numero de sillas.
Sabemos que:

o Eltotal de articuloses12: x + y = 12

e Elcostototal es 860 €: 130x + 60y = 860

Vamos a resolver el sistema de ecuaciones:
x+y =12
{130x + 60y = 860
Despejamos y de la primera ecuacién:
y =12 — x
Sustituimos y en la segunda ecuacion:
130x + 60(12 — x) = 860
130x + 720 — 60x = 860
70x + 720 = 860
Restamos 720 de ambos lados de la ecuacion:
70x = 860 — 720
70x = 140
Dividimos ambos lados entre 70:
x =140/70
x = 2
Para encontrar el nimero de sillas, sustituimos x en la primera ecuacién:
x+y =12
2+y =12
y =12 — 2
y = 10
Por lo tanto, hemos comprado 2 mesas y 10 sillas.

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

41.Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado
a) x?+5x—6=0
Solucién:
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Esta ecuacion se puede resolver factorizando:
x+6)x—-—1)=0
Por lo tanto, las soluciones son:

b) 7x* +12x =0
Solucién:
Para resolver esta ecuacion, factorizar x:
x(7x + 12) = 0
Por lo tanto, las soluciones son:

x =0
x = =12/7
c) 3x2+75=0
Solucién:
Para resolver esta ecuacion, despejamos x:
3x%2 = =75
, 75
=73
x? = =25

No hay soluciones reales, ya que no existe un nimero real cuyo cuadrado sea negativo.
d x2-2x+7=0
Solucién:
Para resolver esta ecuacion, utilizamos la férmula cuadratica:
_2+/((=2)> —4x1x7)
¥ @+D
2+.(4-128)
2

2+/(-24)

2
No hay soluciones reales, ya que no existe un niumero real cuyo cuadrado sea negativo.

e) 6x2—5x—7=0
Solucion:
Para resolver esta ecuacion, utilizamos la férmula cuadratica:

_5£V(E5)2-4-6- (=7)
* T 2 6)

5+ V25 + 168
12

5+ 193
- 12

X =

X =

X

Por lo tanto, las soluciones son:

(5 + V193)
X—T
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Algebra

x=(5—\/ﬁ3)

12
f) x2-9=0
Solucién:
Esta ecuacion se puede resolver factorizando:

(x+3)x—-3)=0

Por lo tanto, las soluciones son:

SISTEMAS LINEALES

42.Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

X — 2y = —
a) {36x — 4y =-8
Solucion:

Despejamos x en la primera ecuacion:

x = —4+ 2y

Sustituimos x en la segunda ecuacién:

36(—4 + 2y) — 4y = -8
—144 + 72y — 4y = -8

68y = 136
y =2
Sustituimos y en la primera ecuacién para encontrar x:

x —2(2) = —4

x —4 = —4
x =0
Luego:x = 0,y = 2
3x — 2y = —4
b) { 9x — 6y = 1
Solucion:
Despejamos x en la primera ecuacion:
3x =2y — 4
2y — 4
¥E T3
Sustituimos x en la segunda ecuacion:
2y — 4
R — 6y
6y — 12 —6y =1
-12 =1
No hay solucidn, el sistema es incompatible.
3x — 2y = —4
) { 2x + 3y =1
Solucion:
Despejamos x en la primera ecuacion:
3x =2y — 4

29 ESO. Capitulo 10: Algebra. RESPUESTAS
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra




3
Sustituimos x en la segunda ecuacién:

Algebra

y =11/13
Sustituimos y en la primera ecuacién para encontrar x:

3x — 2(11/13) = —4
3x = —4 + 22/13

3y — —52+ 22
T T3
3x = =30/13
x = —10/13
Luego:x = =10 /13,y = 11 /13
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w0 Algebra

AUTOEVALUACION

1. Los coeficientes de la expresidn algebraica 8.3x — 2.5 +y, son:

a)8.3, 25y 1b)+8.3,-2.5y +1 «¢)+83y- 2.5 d)8.3,1, 2.5
Solucién:
b)+83, -25 y +1

2. Elvalor numérico de la expresion algebraicada+3 b, cuandoa=5yb=-2, es:

a)14 b) - 14 c) 26 d) - 26
Solucidn:
4a + 3b,cuandoa = 5yb =-2:
4a + 3b = 4(5) + 3(—-2) =20 — 6 = 14
a) 14

3. La solucion de la ecuacion 3.4 + 5.2x — 8.1x = 9.4 + 7.3x es:
a)-10/17 b)+6/-10.2 c)-10/1.7 d) 0.58
Solucién:
34 + 52x-81x = 94 + 7.3x
-29x + 34 = 94 + 7.3x
-29x-73x = 94- 34

-10.2x = 6
6 60 10

YT THo2” T102 17

a)-10/17

4. La ecuacién x? = 4 tiene de soluciones:
a)2 b) - 2 c)2y-2 doy2
Solucién:

x2=4->x=Va=12
c)2y-2

5. La suma de las edades de dos personas es de 50 afos y su diferencia, 8 afnos. ¢Cual de las siguientes
ecuaciones nos permite calcular sus edades?
a)Jx + x +8 = 50b)x-8 = 50¢)50 + x = 8-xd)x + x-8 = 50
Solucion:

x+x —8=050

2x — 8 = 50

2x = 58 ->x =29

dx +x —8 =50

6. El perimetro de un rectangulo es 70 cm. Si la base es el triple de la altura menos 5 cm, las
dimensiones del rectangulo son:

a)30y11 b)20y9 c)25y10 d)55y20
Solucidn:
2a + 2b = 70:
a=3b -5
2(3b — 5) + 2b = 70
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6b — 10 + 2b = 70
8b — 10 = 70
8b = 80
b =10
a=3(10)—-5=230—-5 =25
)25y 10

7. Tres nidmeros suman 142. El mediano es el doble del menor, y el mayor es triple del menor
menos 8. ¢{Cudl de estas ecuaciones nos permite hallar los niimeros?
a)2x + x + 3x = 142 b)x + 3x + 2x = 142 + 8
cJx + 2x + 3x = 142- 8 d)6x = 136
Solucién: menor..x , mediano....2x , mayor....3x— 8
x+2x+3x—8=142 -5 6x — 8 = 142:
6x = 150
x = 25
b)x + 3x + 2x = 142 + 8

8. Tenemos 20 monedas de 2 € y 1 €. Si en total tenemos 30 €, de cada clase de monedas, tenemos:
a)9y12 b)10y10 «¢c)12y6 d)8y12
Solucién:
2x + 1(20 — x) = 30
2x + 20 — x = 30
x = 10
b) 10y 10

9. Tres personas se reparten una cantidad de dinero: la primera se queda con 250 € mas que la
segunda vy la tercera se lleva tanto como la primera y la segunda juntas menos 100 €. Si la cantidad a
repartir es 2 000 €, el resultado del reparto es, respectivamente:

a) 900 €,400 € y 650 € b) 450 €,650 € y 950 €
c) 600 €,400 €,1000 € d) 650 €,400 €,950 €
Solucién: segunda..x , primera.....x+250 , tercera..... X+ x+250-100
x+x+250+x+x+250—-100 = 2000 - 4x + 400 = 2000:
4x = 1600
x = 400

d) 650 €,400 €,950 €

10. ¢A qué distancia de sus respectivos puntos de salida se cruzaran dos coches que salen en sentido
contrario desde dos ciudades que distan 540 km, si el primero va a 100 km/h y el segundo a 80 km/h?
a)340 kmy 200 km b) 300 km y 240 km
c)420 kmy 120 km d) 320 kmy 220 km
Solucién:
100t + 80t = 540:
180t = 540
t = 3 horas
Distancia del primer coche: 100 -3 = 300 km
Distancia del segundo coche: 80 - 3 = 240 km
b) 300 km y 240 km
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Tablas y graficas. Funciones

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. EL PLANO CARTESIANO. COORDENADAS

1. Describe y marca en el plano adjunto cémo llegarias a:
a) Cabo Sur
b) Bahia Norte

c) PlayaFea

a) Cabo Sur

Para ir a cabo Sur partimos del centro de coordenadas que es (0,0) y avanzamos tres unidades
hacia el sur y una unidad hacia el este.

Norte
¥

X
|||||| EEEEANEEREEENEL] Este

s dl
+1® cabosur

a0
E
Sur

b) Bahia Norte

Para ir a Bahia Norte, avanzamos 5 unidades hacia el norte y 2 unidades hacia el este.

Norte
Y
»

@ Bahia Norte

c) PlayaFea

Para ir a Playa Fea, avanzamos una unidad hacia el sur.

Norte
¥
"

Plajq Fea
a
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Tablas y graficas. Funciones

2. En el mapa indica en qué cuadrante se encuentran los siguientes paises:

a) Australia

b) Espaiia

c) Argentina

d) China

Sabemos que los cuadrantes los enumeramos en el sentido contrario a las agujas del reloj.
22 cuadrante 12 cuadrante
32 cuadrante 42 cuadrante

a) Australia: 42 cuadrante
b) Espaia: 22 cuadrante
c) Argentina: 32 cuadrante
d) China: 12 cuadrante

3. Indica cuales son las coordenadas de los puntos marcados en el grafico adjunto.

B Y‘

- |

A=(-22); B=(-1,4) ; €=(0,15) ; D=(2,2) ; E=(1,-4)

4. Dibuja un sistema de referencia cartesiano y en él marca los puntos siguientes:
A=(-2,3); B=(-2,2); C=(15,05) y D=(0,-1)
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Tablas y graficas. Funciones

2. TABLAS Y GRAFICAS

5. Construye una tabla de valores, con cinco cantidades diferentes, que relacione el consumo de un coche
y los kilémetros que recorre sabiendo que su consumo medio es de 7 litros cada 100 kilémetros.

Para realizar la tabla solo tendremos que ir multiplicando por ejemplo por 2 los litros y los kilémetros, luego
por 3, después por 4, etc.

Km 0 100 200 300 400

Litros 0 7 14 21 28

6. Construye una tabla de valores, con cinco cantidades diferentes, en que se relacione el lado de un
cuadrado y su perimetro.

Lado cm 1 2 3 4 5

Perimetro 4cml| 8cm 12cm | 16cm | 20cm

7. Construye una tabla de valores, con seis cantidades diferentes, que represente la siguiente situacion:
“Una compaiiia de telefonia cobra 6 céntimos de euro por establecimiento de llamada y 3 céntimos por
minuto hablado”.

Haremos la tabla con los 6 primeros minutos. Ya sabemos que tenemos 6 céntimos fijos a los que
tendremos que sumarle 3 céntimos multiplicado por cada minuto que hablemos.

Minutos hablados 1 2 3 4 5 6
Precio minuto 9 12 15 | 18 21 24

8. Construye una grafica a partir de los datos de la tabla de valores de la Actividad propuesta sobre el
consumo de un coche y los kilometros que recorre sabiendo que su consumo es de 7 litros cada 100 ki-

Iometros. Si es posible, construye una grafica uniendo sus puntos.
Como consume 7 litros por 100 kildmetros, tendremos la funcion y = 17TX0 , a partir de aqui podemos
hacer una tabla de valores y su representacion.

0 |100 200 300 400
0 7 14 21 28

50

50 100 160 200 250 300 as0 400 4
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Tablas y graficas. Funciones

9. Construye una grafica a partir de los datos de la tabla de valores de la Actividad propuesta sobre la re-
lacion entre el lado de un cuadrado y su perimetro. Si es posible, construye una grafica uniendo sus pun-
tos.

La funcién que relaciona el lado de un cuadrado con su perimetro sera y = 4x. Hacemos la tabla de valores y
los representamos.

10. Construye una grafica a partir de los datos de la tabla de valores de la Actividad propuesta
sobre los costos en una compaiiia de telefonia. Si es posible, construye una grafica uniendo
sus puntos.

Segun el ejercicio 7 tendremos la siguiente tabla

11. En un recibo del gas de la vivienda de Juan viene la siguiente distribucion de gasto:

Consumo de gas: ..........0.058 € por kwh
Impuesto especial.........0.002 € por kwh
Término fijo: .................4.30 € por mes
Alquiler de contador. 2.55 € por 2 meses

La factura era de dos meses, habia consumido 397 kwh y el gasto ascendia a 34.97 €. Otra factura anterior
el gasto era de 26.15 € con un consumo de 250 kwh. Construye una grafica que relacione el consumo de
gas y el gasto. ¢ Tiene sentido unir los puntos?
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Tenemos que realizar la funcién con los datos dados y asi ver si podemos hacer la representacién grafica.
Sabemos que se paga por término fijo 4,30€ y el alquiler del contador es de 2,55€, por tanto, tendremos
(4,30€ + 2,55€). 2 = 11,15€.

La potencia sera 0,058kw/h de consumo y 0,002kw/h de impuesto especial, por lo que tendremos
(0,058kw/h + 0,002kw/h = 0,06kw/h).

De esto obtenemos la funciény = 0,06x + 11,15.

A continuacién, damos valores a la x del consumo que podriamos hacer.

X 0 100 200 300
11,15 (17,15 |23,15 |29,15

Tiene sentido unir los puntos ya que podemos consumir cualquier cantidad que se encuentre entre los
puntos que hemos dibujado.

12. La familia de Pedro fue un dia de excursion al campo en coche; después de pasar el dia volvieron y a
mitad de camino pararon durante un buen rato a echar gasolina y tomar unos refrescos. Al final llegaron
a casa. Construye una grafica de esta situacion.

13. Maria salié a dar un paseo, primero fue a casa de su amiga Lucia, que vive a 200 metros, y tardé 5
minutos en llegar. La tuvo que esperar otros 5 minutos en su portal y, después, tardaron 10 minutos en
llegar al parque, que estaba a 500 m, donde merendaron y charlaron durante media hora. Por ultimo,
Maria regresoé a casa rapidamente, porque le habia llamado su madre. Sélo tardé 7 minutos.” Construye
una grafica de esta situacion y, a partir de ella, confecciona una tabla de valores.

tiempo 0 5 10 20 50 57
metros 0 200 |200 |700 |700 0

14. La grafica siguiente nos muestra la variacion del peso de Laura con relacidn a su estatura a lo largo de
su vida. Analiza la grafica, comenta la situacidn y responde a las siguientes preguntas:
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a) éCuanto pesaba cuando media un metro? (Y cuando media 150 cm?

Pesaba 15kg cuando media 1 metro y pesaba 35kg cuando media 150cm.
b) ¢ Cuanto media cuando pesaba 55 kg?

Media 160 cm cuando pesaba 55kg.

c) éA qué altura pesaba mas? ¢Laura adelgazo en algiin momento?

Cuando media 165cm pesaba 65kg, ese ha sido el peso maximo de Laura. Luego, con la misma altura
(165cm), pesaba 60kg, por lo tanto, ahi adelgazé.

15. La siguiente grafica representa una excursion en autobts de un grupo de 22 de E.S.O. a Toledo, pasan-
do por Aranjuez. Sabiendo que Toledo estad a 90 km del Instituto y Aranjuez a 45 km:

- . 100

Distancia g, |

(km) - @0

701

60 4

501

40-

304

20

10-

0
180 120 60 . 10 60 ' 120 ' 180 ' 240 = 300 = 360 .
-20 Tiempo (min)

a) éCuanto tiempo pararon en Aranjuez? ¢y en Toledo?

En Aranjuez pararon tres cuartos de hora. En Toledo pararon 3 horas.

b) é¢Cuanto tiempo tardaron en llegar a Toledo? ¢y en regresar al Instituto?

En llegar a Toledo tardaron 2 horas. Para regresar al instituto tardaron una hora y cuarto.

c) Si salieron a las 9 h de la mafiana ¢A qué hora regresaron? ¢A las diez y media donde

se encontraban?

En todo el viaje invierte 360 minutos, es decir, 6 horas. Si salen a las 9 de la mafana, regresaron a las
3 de la tarde. A las 10 y media se encontraban de camino a Toledo.

d) Haz una descripcion verbal del viaje

Salen de Toledo a las 9 de la mafiana. A las 9h y media para y desayunan en Aranjuez donde tardan 45
minutos. Reanudan el viaje haca Toledo y llegan alli a las 11h. Estan en Toledo hasta las 14h, momento
en el que ponen rumbo de vuelta al instituto, llegando aqui a las 15h.
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3. LAS FUNCIONES

16. En las siguientes relaciones sefiala si son o no funciones y, en caso de serlo, indica cuales son las va-
riables dependientes e independientes.
a) El consumo de un coche y la distancia recorrida. Si es una funcion ya que el consumo de gasolina
dependerd de la distancia recorrida. La variable dependiente es el consumo y la variable indepen-
diente es la distancia.

b) La velocidad a la que circula un coche y la edad del conductor. No es una funcién ya que
no existe relacién entre la edad de un conductor y la velocidad a la que circula un coche.

c) El nimero de habitantes de un barrio de una ciudad, o un pueblo, y el nimero de colegios
publicos que hay alli. Se podia pensar que, si es funcién, que a un determinado nimero de
habitantes le corresponde un determinado nimero de colegios, pero en la practica, no lo es.

d) La temperatura de un lugar y la hora del dia. Es una funcion ya que la temperatura dependera de la
hora del dia. La temperatura es la variable dependiente y la hora del dia es la independiente.

e) El numero de lados de un poligono y el nimero de diagonales que tiene. Es una funcion ya que la
cantidad de diagonales dependera del numero de lados que tenga el poligono. La variable
independiente es el nUmero de lados y la variable dependiente es el nUmero de diagonales.

17. Propon tres ejemplos, diferentes a todos los que has estudiado hasta ahora, de relaciones entre dos
magnitudes en las que una sea funcién de la otra. Indica ademas en cada caso cual es la variable depen-
diente y cual la independiente.
La primera funcion podria ser el peso de un conjunto de personas y el nUmero de personas. La variable
dependiente seria el peso y la independiente el nimero de personas.
La segunda funcidn puede ser los kilos de naranjas que compramos y lo que tenemos que pagar. La
variable dependiente es el dinero y la independiente los kilos.
La tercera funcién es la relacidn entre la cantidad de personas vacunadas contra una enfermedad y las
personas que padezcan esa enfermedad. La variable dependiente seria la cantidad de personas que
contraen esa enfermedad y la independiente el niUmero de personas vacunadas.

18. Expresa de forma grafica y verbal la funcion definida por la siguiente tabla de valores:

Edad (afios) 0 1 5 | 10 15 20 ik
Altura (m) 0 | 42 | 9% | 123 | 151 | 177
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Podemos observar que al ir cumpliendo afios la estatura va aumentando. Sin embargo, no aumenta en
proporcién, es decir, si con un afilo mide 42cm, con dos afios deberia medir 84cm y asi sucesivamente.
Al ver la gréfica, comprobamos que es no sucede, sino que va creciendo, pero cada vez menos, es decir,
al ir cumpliendo afios el crecimiento es cada vez menor.

19. Dada la funcién definida en la grafica de al lado, exprésala como tabla de valores, mediante una des-
cripcion verbal y de forma algebraica.

Espacio
(km) 40

201 Tiempo (x) oj11]21|3 4 | 5
I NI T | P S W Espacio (y) 0/10 /20|30 |40|50
-3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5

204

Tiempo (h)
*407

Al aumentar el tiempo, aumenta el espacio recorrido: y = 10x, donde x es el tiempo, en horas, e y es el
espacio recorrido en km.

20. Expresa de forma grafica y mediante una tabla de valores la funcion definida por la si-
guiente formula: | = 2-mr.

Radio 0 1 2 4 5 6
= Longitud de la
a circunferencia

0 2 4n 8z 10m 12n

21. Maria quiere comprar una cinta que vale a 0,7 euros el metro. Representa graficamente lo que debera
pagar segun los metros de cinta que compre.

X (metros) |1 2 3 4 5
Y (euros) (0,7 (1,4 |2,1 |2,8 |3,5

22. Representa graficamente las funciones:
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b) y = 1.5x c) y =0.5x

23. Indica en las funciones anteriores cudles son crecientes y cudles son decrecientes. Razona la respues-
ta.
Recordemos que para saber si una funcién es creciente o decreciente debemos analizar el
coeficiente de x en la ecuacidn de la recta, es decir, |la pendiente.
- Si la pendiente es positiva (m > 0), la funcidn es creciente: a medida que x aumenta, y también
aumenta.
- Si la pendiente es negativa (m < 0), la funcién es decreciente: a medida que x aumenta, y
disminuye. De esta forma:

a) Crecienteyaque5>0

b) Creciente ya que 1.5>0

c) Creciente yaque 0.5>0

d) Decreciente ya que -2<0
e) Decrecienteya que -3.2<0
f) Decreciente ya que -1.2<0

24. Juan anda muy deprisa, recorre 5 km a la hora. Representa graficamente el paseo diario de Juan rela-
cionando tiempo con espacio recorrido. Escribe la férmula de dicha funcién. ¢Es una recta? ¢Es una fun-
cion lineal?
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f

Para representar graficamente el paseo de Juan, analizamos la relacion entre el tiempo (x) y el espacio
recorrido (y). Esta relacidn es directa ya que la velocidad se mantiene constante, por lo que podriamos

representarlo como: y = 5x
Si, es una recta, ya que la ecuacion tiene la forma y=mx+b. En este caso, m=5 (pendiente) y b=0 (corte

en el origen). También es una funcién lineal porque cumple con su definicién: es de la forma y=mx (sin

término independiente).
25. En una urbanizacion se consume por término medio al dia tres mil litros de agua. Representa grafica-
mente el consumo de agua a lo largo de una semana. Escribe la férmula de dicha funcidén. ¢Es una recta?

s

éEs una funcion lineal?
20000

10000
12

El consumo de agua se puede representar mediante la funcidn: y = 3000x, siendo x el nimero de dias e y el

consumo total de agua en litros.
Es una recta porque la ecuacién tiene la forma y=mx+b, que describe una linea recta.

Es una funcion lineal ya que cumple con la forma y=mx (sin término independiente) y su grafica es una recta

gue pasa por el origen.
26. Utiliza Geogebra para nuevamente representar graficamente las funciones:
c) y=0.5x

a) y =5x b) y = 1.5x

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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d) y=-2x e)y=-3.2x f)y=-1.2x

\ .
"
\ .
il \

27. Indica en las funciones anteriores sus caracteristicas:
a) Cuales son crecientes y cuales son decrecientes
Funciones crecientes (m > 0):
y=5x (m=5)
y =1.5x (m=1.5)
y =0.5x (m =0.5)

Funciones decrecientes (m < 0):
y=-2x(m=-2)

y=-3.2x (m=-3.2)
y=-1.2x(m=-1.2)

b) éSon continuas?
Si, todas son funciones lineales, lo que significa que no presentan saltos, interrupciones ni
discontinuidades.

c) Busca los puntos de corte con los ejes coordenados.
Los puntos de corte se obtienen asi:
Corte con el ejey (x = 0):
Para todas las funciones y = mx, cuando x = 0, entonces y = 0, por lo que todas pasan por el
origen (0,0).

Corte con el eje x (y=0):
Se resuelve 0 = mx, lo que da x = 0. Todas cortan también el eje x en (0,0).

d) éExisten maximos o minimos? Razona las respuestas.
No. Las funciones lineales de la forma y = mx no tienen maximos ni minimos porgue son
mondtonas en todo su dominio:
Sim >0, la funcidn crece indefinidamente.
Sim <0, la funcién decrece indefinidamente.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

El plano Cartesiano. Coordenadas

1. Representa los siguientes pares ordenados en un plano cartesiano:

11

=(s) s=(2Y). Kmws a=(Fos

2. Sin representar los siguientes puntos, di en qué cuadrante estan:
M=(t-3): N=(3q): P=(-e-3): a=(-33)
- ) 2 ) - 2 ’ Z ’ - ) Z ] Q - 2 )

7
R=(2,0); S=(-7,0); T= (0,—5) ; U=(0,7); 0=(0,0)
Para determinar en qué cuadrante se encuentra cada punto, analizamos el signo de sus coordenadas:

M =x>0,y<0 - Cuadrante IV

N= x>0,y>0 - Cuadrante |

P=x<0,y<0- Cuadrante lll

Q=x<0,y>0 - Cuadrante Il

R = Estd sobre el eje de abscisas

S = Esta sobre el eje de abscisas

T = Estd sobre el eje de ordenadas

U = Estd sobre el eje de ordenadas

O = Es el origen, es decir, sobre el eje de abscisas y ordenadas.

3. Observa la siguiente vasija:

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

22 ESO. Capitulo 11: Tablas y graficas. Funciones. RESPUESTAS
Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

www.apuntesmareave rde.org.es

Textos Marea Verde




Tablas y graficas. Funciones

a. Indica las coordenadas cartesianas de cada punto marcado de la vasija.
A=(3,2), B=(62), C=(7,6), D=(5,8),
E=(511), F=(4,11), G=(4,8), H=(2,6)

b. Imagina que el eje Y es un espejo y el punto H’ es el reflejado del punto H por este espejo. Dibuja
cada punto reflejado de la vasija y dibuja la vasija reflejada.

Para reflejar la vasija respecto al eje Y, tomamos cada punto (x, y) y lo transformamos en (-x, y)

c. Nombra cada vértice de la nueva vasija. ¢Es un poligono? En caso afirmativo, ¢Qué tipo

de poligono? ¢{Como se llamaria?

La nueva vasija sigue teniendo la misma forma que la original. Ambas son simétricas respecto al eje Y.
Se trata de un octagono irregular, ya que tiene 8 lados de diferente medida.

d. ¢éEn qué cuadrante te ha quedado la nueva vasija?
En este caso, las dos vasijas son simétricas entre si, respecto al eje de ordenadas (eje Y).

La nueva vasija estd ubicada en el segundo cuadrante, ya que todas las coordenadas X son negativas y
las Y siguen siendo positivas.

d. Indica las coordenadas cartesianas de cada punto de la vasija reflejada.
A, = (_31 2)1 B, = (_61 2)1 C’ = ('71 6); D' = (_5; 8)1
E’ = (_51 11)1 F’ = (_41 11)1 G' = (_41 8)1 H, = (_21 6)

e. Observa las coordenadas de los puntos reflejados de las dos vasijas e indica la relacion

que hay entre ellos.

Cada punto reflejado tiene el mismo valor de Y, pero su X es el opuesto del original.

Es decir, si un punto de la vasija original es (x, y), el reflejado es (-x, ).
Esto confirma que la vasija reflejada es una imagen especular respecto al eje Y.

4. Continuamos con la vasija del ejercicio anterior.

a. Imagina que el eje X es ahora otro espejo, y el punto H” es el reflejado de H por este
nuevo espejo. Ahora reflejamos la vasija respecto al eje X, lo que significa que cada punto (x,
y) se transforma en (x, -y).

b. Dibuja en tu cuaderno la nueva vasija reflejada y nombra cada uno de sus vértices.
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c. ¢En qué cuadrante te ha quedado la nueva vasija?. En este caso, las dos vasijas son si-

métricas entre si, respecto al eje de abscisas (eje X).

La vasija reflejada esta en el cuarto cuadrante, ya que todas las coordenadas tienen valores negativos
en Y, pero positivos o negativos en X.

d. Indica las coordenadas cartesianas de cada punto de la vasija reflejada.
A’ = (3I '2)1 B"” = (61 '2)1 C’ = (7; '6)1 D” = (Sr -8);
E”=(5,-11), F’"=(4,-11), G"=(4,-8), H"=(2,-6)

e. Observa las coordenadas de los puntos reflejados de las dos vasijas e indica qué rela-
cion hay entre ellos.

Comparando las vasijas reflejadas respecto al eje Y y al eje X, observamos:

- En la primera reflexion (eje Y), los puntos cambiaban el signo de la coordenada X.

- En la segunda reflexion (eje X), los puntos cambiaban el signo de la coordenada Y.

Si reflejaramos la vasija dos veces, primero en el eje Y y luego en el eje X, obtendriamos un reflejo total
en el origen (0,0), es decir, los puntos originales se transformarian en (-x,-y).

5. Ayudandote de regla, escuadra y cartabdn dibuja en un folio en blanco un sistema de referencia carte-
siano y los ejes con divisiones de 1 centimetro.

a. Representa los puntos M =(3,4), N=(-1,1) y R=(2,-4)
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b. Dibuja otro sistema de referencia cartesiano, con los ejes paralelos a los anteriores y que se cor-
ten en el punto (1, —1) del sistema anterior.

c. Escribe las coordenadas de los puntos M, N y R respecto al nuevo sistema cartesiano.
M = (21 5)/ N = (OI 0) y R= (1r _3)

d. éHan cambiado los puntos? Describe con palabras lo que ha pasado

No han cambiado de posicidn en el espacio, lo que ha cambiado es la forma de describir su ubicacién
debido al nuevo sistema de referencia.

- En el sistema original, el punto (0,0) era el origen.

- En el nuevo sistema, el punto (1,-1) es el origen.

Como los ejes son paralelos, los puntos no se han movido fisicamente, solo ha cambiado la manera de
expresarlos numéricamente. Los puntos son los mismos, han cambiado los ejes.

6. Dibuja un sistema de referencia cartesiano en un papel milimetrado.
a. Representa un punto cuya distancia al eje de abscisas sea de 3,3 cm, y la distancia al eje de orde-
nadas sea de 1,9 cm.
La distancia al eje de abscisas (eje X) es de 3,3 cm. Esto significa que su coordenada Y es £3,3.
La distancia al eje de ordenadas (eje Y) es de 1,9 cm. Esto significa que su coordenada X es #1,9.

b. éExiste mas de una solucidon? En este caso, representa todos los puntos que cumplan
esta condicion e indica sus coordenadas cartesianas.
Si, hay cuatro posibles puntos que cumplen la condicién, ya que podemos combinar las
coordenadas con signos positivos y negativos:

(19,33), (19,-33), (-19,33), (-19,-33)

c) éComo son éstos puntos entre si dos a dos?

Los puntos se encuentran simétricos respecto a los ejes:

- Los que tienen la misma x pero distinta y son simétricos respecto al eje X.

- Los que tienen la misma y pero distinta x son simétricos respecto al eje Y.

- Los puntos opuestos (cambiando el signo de x e y) son simétricos respecto al origen (0,0).
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7. Representa en tu cuaderno un sistema de referencia cartesiano para que los puntos P y Q tengan las
coordenadas que se indican.

Q °
P 4] 2

Tablas y graficas

8. Construye tablas de valores, con cinco cantidades diferentes, correspondientes a las cuatro
graficas siguientes:

a)
4-
3-
2 X 2 1 0 1 2
. y 2 2 2 2 2
0
5'4'3'2'110353‘:
.2..
b)
{4\
/ \ X 2 1 0 1 2
. y -4 1 0 1 -4
/ \
| 1
rI ‘|1
[ \
| 1
| |
J \
c)
B —
h | —
: X -1,2 -0,5 0 0,7 1,9
" PR y -2 -1 0 0 1
} —
0
R e NG B BT e W
e
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d)

S
-
N
-
S

]

Al

o

9. El Instituto Nacional de Estadistica ha publicado el siguiente balance de la evolucién demografica de la
poblacion espafnola, mediante la grafica siguiente:

Poblacion de Espana
Varlaciones interanuales medias 1857-2006
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anaciones interanuales medias de la poblacion
espaiiola entre 1857y 2006.

a) Entre 1970 y 1991 la poblacidn écrece o decrece?

Crece lentamente

b) Entre 1920 y 1940 la poblacion écrece o decrece?

Crece lentamente

c) éY entre 1991y 2001?

Crece

Razona sobre el significado de esta grafica.

d) Los porcentajes del eje de ordenadas, ¢ qué significan?

Representan las variaciones interanuales medias

e) ¢éEn algin momento la poblacion ha dejado de crecer, o simplemente crece mds lentamente?
La poblacién crece, pero cuando la curva de la grafica es decreciente significa que disminuyen las
variaciones interanuales, es decir, la poblacidn crece mas lentamente.

f) Indica posibles motivos que expliquen esta grafica

Las variaciones pueden deberse a guerras y crisis, migraciones, descenso de la natalidad o
inmigracion.

10. Juan sale de su casa en bicicleta y hace el recorrido que muestra la gréfica:

Tw W

Distancia
(km) A0

20

=1

= -‘1
Tiempo (h)

a. ¢A qué distancia de su casa llega?
60km
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b. ¢Cuanto tiempo estd parado?
2 horas
c. éCuanto tarda en volver?

6 horas
d. A las dos horas ¢a qué distancia esta de su casa?

60km
e. ¢Cuanto tiempo tardo en recorrer 50 km?

Una hora
f. éCuando va mas deprisa? Y ¢Cuando mas despacio?
En la primera hora que recorre 50 km. En la segunda hora sdlo recorre 10 km.

11. La grafica nos muestra una relacidon entre dos magnitudes.

a. Inventa una situacidn que pueda ser representada por
esta grafica.

N e Rt Un paseo en bicicleta de Ana.
: b. Sefiala cuales son las magnitudes y en qué unidades se
t miden.
km il Tiempo en horas y distancia en km.
i ' c. Indica, en los ejes, los nUmeros adecuados.
2 Gréfica
Pria Describe, a partir de tus datos, la situacion que has
‘ inventado.
A=(0.0) F=15.0) Ana sale de paseo en bicicleta, la primera hora recorre 5
i m " “horas’ T km, se para con una amiga durante una hora, vuelve a casa y
tras recorrer 3 km recuerda que debe ir a la panaderia a la que

tarda una hora en llegar y regresa a casa que tarda otra hora.
Solucidn abierta

12. El fendmeno de los incendios forestales se ha convertido en uno de los mayores problemas ecolégicos
que sufren nuestros montes debido a la elevada frecuencia e intensidad que ha adquirido en las ultimas
décadas. Los que han ocurrido en Madrid y el n2 de hectareas quemadas nos lo da la tabla siguiente:

825 1095 = 450 339 325 101 385
2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011

Haz una grafica con estos resultados
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13. Construye tablas de valores, con cuatro cantidades diferentes, que nos expresen las siguientes rela-
ciones:
a. El peso y el precio de la miel de La Hiruela (Madrid), sabiendo que el kilo vale 7 €

X (peso de la miel en kg) 0 1 2 3
y (precio en euros) 0 7 14 21

b. Un nimero y la mitad de dicho numero.
X -2 1 2
y -1 0 05 1

o

c. El perimetro de un tridngulo equilatero y la medida de su lado.
X (perimetro) 0 3 6
y (lado) 0 1 2 3

©

Las funciones

14. En las siguientes relaciones sefiala si son o no funciones y, en caso de serlo, indica cuales son las va-
riables dependientes e independientes.

a. La temperatura del puré a lo largo del tiempo.

Si es una funcion.

Variable independiente: el tiempo.

Variable dependiente: la temperatura del puré.

Explicacién: En cada instante de tiempo, el puré tiene una Unica temperatura, por lo que

cumple con la definicion de funcién.

b. El precio de una camiseta y su color.
No es una funcidn porgue un mismo color de camiseta puede tener distintos precios segun
la marca, calidad o tienda, lo que impide que haya una relacion unica.

c. El area de un cuadrado y su lado.

Si es una funcién.

Variable independiente: el lado del cuadrado.

Variable dependiente: el area del cuadrado.

Explicacidn: El drea de un cuadrado se calcula como A = L?, y para cada valor del lado L hay
un unico valor de drea.
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d. El precio de las naranjas que hemos comprado y su peso.

Si es una funcion.

Variable independiente: el peso de las naranjas.

Variable dependiente: el precio de las naranjas.

Explicacién: Si el precio por kilogramo es fijo, el precio total solo depende del peso de las
naranjas, lo que define una funcidn.

e. El volumen de una esfera y su radio.

Si es una funcion.

Variable independiente: el radio de la esfera.
Variable dependiente: el volumen de la esfera.

Explicacién: La férmula del volumen de una esfera es V =§1'Ir3, lo que significa que para
cada valor de r hay un Unico volumen, cumpliendo con la definicién de funcion.

15. Propodn dos situaciones diferentes a todas los que has estudiado hasta ahora, de relaciones entre dos
variables en las que una sea funcién de la otra. Indica ademas en cada caso cual es la variable dependien-
te y cudl la independiente.

El tiempo que tarda un coche en recorrer una distancia a velocidad constante.

Variable independiente: la distancia recorrida.

Variable dependiente: el tiempo que tarda en recorrerla.

Explicacién: Si un coche viaja a velocidad constante, el tiempo de viaje depende

directamente de la distancia a recorrer.

La cantidad de harina necesaria para hacer cierto numero de galletas.

Variable independiente: el nUmero de galletas.

Variable dependiente: la cantidad de harina necesaria.

Explicacién: Para cada cantidad especifica de galletas, hay una Unica cantidad de harina
necesaria segun la receta, por lo que es una funcion.

16. Dada la funcidn definida en la grafica de al lado, exprésala como tabla de valores, median-
te una descripcion verbal y de forma algebraica. éCual es la variable dependiente? ¢Y la inde-
pendiente? ¢(Tiene sentido prolongar la grafica por el tercer cuadrante?

=0

Precio
(€) 30
EY

10

15 30 45
10 20 30

X (peso en g)
¥ (precio en euros)

=1~

B N 3 =" ot
20 -15 <10 -§ 05 10 158 20 2% 30 ¥
10

P I
5 60 55 60

Peso (g)

20

La gréfica representa una relacion lineal entre el peso de un objeto (en gramos) y su precio
(en euros). La relacion es directamente proporcional: conforme aumenta el peso, el precio
también aumenta en la misma proporcion. La recta pasa por el origen (0,0), lo que sugiere
que el precio es cero cuando el peso es cero.

Variable independiente: el peso (X), ya que es el valor que podemos modificar.

Variable dependiente: el precio (Y), ya que depende del peso.

No podemos comprar una cantidad negativa de producto, luego no tiene sentido
prolongarla en el tercer cuadrante
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17. Expresa de forma grafica, mediante una tabla de valores y mediante una descripcién verbal, la funcion
definida por la siguiente formula: d = 100-t ¢Cudl es la variable dependiente?, ¢y la variable independien-
te?

400

distancia D =(3,300)

t (tiempo) 0 1 2 3
d (distancia) 0 100 200 300

200

C=(f,100)

%=00,0] tierpo

Esta funcidn representa una situacidon en la que un objeto (por ejemplo, un vehiculo) se mueve a una
velocidad constante de 100 km por hora.

La distancia recorrida d es proporcional al tiempo transcurrido t: cuanto mas tiempo pasa, mayor es la
distancia recorrida.

Si el tiempo es 0, la distancia también es 0, lo cual tiene sentido porque no se ha empezado a mover.
Variable independiente: t (tiempo), porque es la que elegimos o controlamos.

Variable dependiente: d (distancia), porque depende del tiempo transcurrido.

18. Dada la funcidn definida en la grafica de al lado, exprésala como tabla de valores, mediante una des-
cripcion verbal y de forma algebraica. ¢ Cudl es la variable dependiente?, ¢y la independiente?

2| X 2 0 2 4
# y 1 0 1 2
y = 0.5x

La funcion y = 0.5x representa una relacién directamente proporcional entre X e Y.
Variable independiente: X, ya que es el valor que podemos modificar libremente.
Variable dependiente: Y, porque su valor depende de X.

19. La siguiente grafica describe la evolucidn de la temperatura de un enfermo durante un dia.
Mirando la grafica indica:

. /\.,/"—“\ a) ¢éQué temperatura tenia a las cuatro de la mafiana?
b) ¢y a las doce de la noche?
37°C
R e S & B T T T T T T W R c) éA qué horas tenia cuarenta grados de fiebre?
L i Alalh,alas4,vyentrelas 16 y las 20 horas
c)éA qué hora tuvo mas temperatura? ¢De cuanto era?
Alas 2h con 42°C
e) éA qué hora tuvo menos temperatura? ¢De cuanto era?
A las 8h de 36°C
e) Describe con palabras esta situacion.
Al enfermo de sube la temperatura hasta los 42°C y las 2 de la noche, luego desciende hasta 36°C a las
8 de la manana, para volver a subir hasta 40°C a las 4 de la tarde, en que se estabiliza en esa
temperatura, para volver a descender a las 20 horas.

22 ESO. Capitulo 11: Tablas y graficas. Funciones. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Vera
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20. Una baiiera de 500 litros se vacia mediante un sumidero que desagua 25 litros cada minu-
to. Haz una tabla de valores con los diez primeros minutos de vaciado. Representa grafica-
mente la funcion que relaciona la cantidad de agua que hay en la bafiera con el tiempo trans-
currido desde que empieza a vaciarse. Indica cual es la variable dependiente y cual la inde-
pendiente.

X 0 1 p 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 500 | 475 | 450 | 425| 400| 375| 350 | 325 | 300 | 275| 250
500¢
b
3
o
400
g
ol
o
300 je
L]
L ]
200
100
0 100

El tiempo (en minutos) es la variable independiente, la cantidad de agua de la bafiera, en litros, es la
variable

dependiente; y = 500 — 25x.

21. En las siguientes relaciones seiala si son o no funciones y, en caso de serlo, indica cuales son las va-
riables dependientes e independientes.
a. La temperatura de un enfermo a largo del tiempo.
Es una funcidn, ya que en cada instante de tiempo hay una Unica temperatura registrada.
Variable independiente: el tiempo.
Variable dependiente: la temperatura del enfermo.
b. El precio de un coche y su color.
No es una funcién, porgue un mismo color puede corresponder a coches de diferentes precios. El
color no determina de forma unica el precio.
c. El volumen de un liquido y su peso.
Es una funcion, ya que para cada volumen de un liquido especifico hay un Unico peso asociado.
Variable independiente: el volumen.
Variable dependiente: el peso.
d. La distancia al Instituto y el tiempo empleado.
Depende de la situacion. Si consideramos que el tiempo empleado depende de la distancia fija a la
que estd el instituto (y la velocidad es constante), entonces es una funcion.
Variable independiente: la distancia al instituto.
Variable dependiente: el tiempo empleado.
e. La longitud de un muelle y el peso colgado en él.
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Es una funcién, ya que, al afiadir un peso determinado, el muelle se estira hasta una Unica longitud
especifica (segun la ley de Hooke en elasticidad).

Variable independiente: el peso colgado.

Variable dependiente: la longitud del muelle.

22. Propon dos situaciones diferentes a todas los que has estudiado hasta ahora, de relaciones entre dos
variables en las que una sea funcién de la otra. Indica ademas en cada caso cual es la variable dependien-

te y cual la independiente.
La cantidad de combustible en el depdsito de un coche y la distancia recorrida
Es una funcién, ya que a cada distancia recorrida le corresponde una Unica cantidad de combustible
restante (suponiendo un consumo constante).
Variable independiente: la distancia recorrida.
Variable dependiente: |la cantidad de combustible en el depdsito

El tiempo de coccion de un huevo y su grado de dureza

Es una funcién, ya que el grado de dureza del huevo depende del tiempo que haya estado en el agua
hirviendo.

Variable independiente: el tiempo de coccion.

Variable dependiente: el grado de dureza del huevo.

23. En una papeleria 10 lapices cuestan 2,5 €, haz una tabla de valores, dibuja su grafica y escribe su ex-
presion algebraica. ¢Cual es la variable dependiente? ¢y la variable independiente?

X 0 4 8 12
Y 0 1 2 3

y = 0.25x
Variable independiente: el nUmero de lapices (x), ya que podemos elegir cuantos comprar.
Variable dependiente: el precio (y), porque depende del nimero de lapices adquiridos.

24. Juan, otro dia, da un paseo con su amiga Luna. Salen de casa de Luna por un camino llano durante un
tiempo, descansan durante un rato y, después regresan a casa de Luna por el mismo camino, pero mas
despacio. Haz una grafica (tiempo, distancia) que describa esta situacion.
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AUTOEVALUACION

1. El punto de coordenadas A = (-5, —6) esta situado en el:
a) primer cuadrante b)segundo cuadrante c) tercer cuadrante d) cuarto cuadrante.
c)Tercer cuadrante

2. Indica qué afirmacion es falsa:
b) El eje de abscisas es el eje OY
c) El eje de ordenadas es vertical
d) El eje de abscisas es perpendicular al eje de ordenadas
e) El eje de ordenadas es el eje OY
a) El eje de abscisas es el eje OY

3. Los puntos de coordenadas A = (0, -5), B =(0,4), C=(0, -7), D = (0, 8) estan todos ellos en el:
a) eje de ordenadas b) primer cuadrante c) eje de abscisas  d) segundo cuadrante
c) eje de ordenadas

4. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son:

Personas 1 4 8
Kg de comida 7 21
a)16,32,7 b)10,20,3 <c)28,56,3 d)9,18,4
=% ,x=28 ; 2 =28 x=56; & =X, x3
7 X ’ 2 X ! ’ 56 217
c)28, 56, 3
5. La siguiente tabla de valores puede corresponder a:
a) una proporcionalidad directa. b) una proporcionalidad inversa
c) larelacidn entre el lado de un cuadrado y su area. d) la relacion entre el radio del circulo y su area
X 4 12 20 36
Y 1 3 5 9

a) una proporcionalidad directa.

6. Indica en los casos siguientes aquel que NO es una funcién:
a) La temperatura de un enfermo a lo largo del tiempo. b)Y=3X+2.
c) La longitud de una circunferencia como funcién del radio. d) El area de un circulo y su color.
a) El drea de un circulo y su color. No es una funcidn ya que no tiene ninguna relacién el area con su color.

7. Indica qué afirmacion es falsa
a) El origen de coordenadas es la interseccion entre el eje de abscisas y el de ordenadas
b) En una funcidn a cada valor de la variable independiente le corresponde un unico valor de la
variable dependiente
c¢) En una funcion a cada valor de la variable dependiente le corresponde un tnico valor de la variable
independiente
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c) En una funcién a cada valor de la variable dependiente le corresponde un Unico valor de la variable
independiente.

Es falsa porque podemos tener dos valores distintos de la variable independiente y obtener el mismo
valor de la variable dependiente. Por ejemplo, para la funcidony = x2:
Six=-7,y=49 ; Six=7,y=49

8. Escribe una tabla de valores de la funciony = 2x - 3
X 1 2 3 4
y

a) -1,1,3,5. b)o0,1,4,5. «¢)-1,-7,-9,-11. d)-1,0,3,6.
y=21-3=-1; y=22-3=1 ; y=23-3=3 ; y=24-3=5
a)-1,1,3,5

9. Dibuja la grafica de la funcién: Area del cuadrado = Lado al cuadrado
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ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. ELAZARY LA PROBABILIDAD

1.1. Fendmenos o experimentos aleatorios
1. Indica si es un fendmeno aleatorio:

a) La superficie de los paises de la Comunidad Europea.
La superficie de los paises es un dato fijo y conocido, no varia de manera impredecible.
Solucién: No es un fenédmeno aleatorio

b) Anotar el sexo del proximo bebé nacido en una clinica determinada.

El sexo del préximo bebé no se puede predecir con certeza, es un evento que ocurre al azar.
Solucidn: Es un fendmeno aleatorio

c) Eldareade un circulo del que se conoce el radio.

El 4rea de un circulo se puede calcular exactamente con la férmula A = 1t - 72, no hay incertidumbre.
Soluciéon: No es un fenédmeno aleatorio

d) Tiramos una chincheta y anotamos si cae con la punta hacia arriba.

El resultado de la caida de la chincheta no se puede predecir con certeza, es un evento aleatorio.
Solucién: Es un fendmeno aleatorio

e) Saber si el proximo mes es febrero.

Los meses del afio siguen un orden fijo y conocido, no hay incertidumbre en cual sera el proximo mes.

Solucién: No es un fendmeno aleatorio

1.2. Frecuencia absoluta y relativa. Frecuencias acumuladas
2. Completa en la siguiente tabla las frecuencias relativas del experimento aleatorio tirar un dado:

Posibles Frecuencias | Frecuencias
resultados absolutas relativas
1 15
2 18
3 16
4 17
5 19
6 15
Suma total 100 1

Las frecuencias relativas se calculan dividiendo cada frecuencia absoluta por la suma total de
frecuencias absolutas.
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Frecuencia absoluta

Frecuencia relativa = -
Suma total de frecuencias absolutas

Posibles Frecuencias | Frecuencias
resultados | absolutas relativas

1 15 15/100 = 0.15
2 18 18 /100 = 0.18
3 16 16 /100 = 0.16
4 17 17 /100 = 0.17
5 19 19 /100 = 0.19
6 15 15/100 = 0.15
Suma total | 100 1

La suma de todas las frecuencias relativas debe ser igual a 1, ya que representan la proporcion de cada
resultado respecto al total.

3. Escribe la tabla de frecuencias relativas y frecuencias relativas acumuladas del ejercicio 2. Obser-
va que el ultimo valor ahora es 1.

Posibles Frecuencias | Frecuencias
resultados absolutas | Acumuladas
1 15 15
2 18 33
3 16 49
4 17 66
5 19 85
6 15 100
Suma total 100
. ) . Frecuencias relativas
Posibles resultados | Frecuencias relativas
Acumuladas
1 0.15 0.15
2 0.18 0.33
3 0.16 0.49
4 0.17 0.66
5 0.19 0.85
6 0.15 1
Suma total 1
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1.3. Experimentos aleatorios. Sucesos

4. Para cada uno de los ejemplos anteriores: lanzar un dado, tirar dos monedas, indica 3 sucesos
diferentes que no sean sucesos individuales.
e lanzar un dado:
— Suceso 1: Obtener un nimero par (2, 4, 6).
— Suceso 2: Obtener un niumero mayor que 3 (4, 5, 6).
— Suceso 3: Obtener un numero menor o iguala 2 (1, 2).
e Tirar dos monedas:
— Suceso 1: Obtener al menos una cara.
— Suceso 2: Obtener dos caras o dos cruces.
— Suceso 3: Obtener una cara y una cruz.
5. Enuna bolsa tenemos 5 bolas rojas numeradas del 1 al 5. Se hacen los dos experimentos siguien-
tes:
e EXPERIMENTO A: Se saca una bola de la bolsa y se mira su color.
e EXPERIMENTO B: Se saca una bola de la bolsa y se mira su numero.

¢Cual de estos experimentos no es un experimento aleatorio? ¢Por qué?

El experimento no aleatorio es el EXPERIMENTO A: Se saca una bola de la bolsa y se mira su color. Ya
que todas las bolas son rojas, por lo que no hay variabilidad en el resultado.

Para el experimento que si es un experimento aleatorio indica su espacio muestral.

Para el EXPERIMENTO B, que es un experimento aleatorio, el espacio muestral se define como el
conjunto de todos los posibles resultados que se pueden obtener al sacar una bola de la bolsa y mirar
su numero. Dado que las bolas estan numeradas del 1 al 5, el espacio muestral es:

{1,2,3,4,5}

6. Una baraja francesa tiene 52 cartas, distribuidas en 13 cartas de picas, 13 de corazones, 13 de tré-
boles y 13 de diamantes. Las pi-cas y los tréboles son cartas negras mientras que los corazones y
los diamantes son cartas rojas. Se mezcla la baraja, se corta y se hace el siguiente experimento:
coger las dos cartas que han quedado arriba del todo y observar de qué color son. Describe el es-
pacio muestral.

Para describir el espacio muestral del experimento de coger las dos cartas que han quedado arriba del
todo y observar de qué color son, consideramos las posibles combinaciones de colores de las dos
cartas. Dado que las cartas pueden ser negras (picas y tréboles) o rojas (corazones y diamantes), las
combinaciones posibles son:

e Ambas cartas son negras.

e Ambas cartas son rojas.

e Una carta es negray la otra es roja.

Representamos el espacio muestral como el conjunto de todos estos posibles resultados:
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{(N,N), (R,R),(N,R), (R,N)}
Donde:

e (N)representa una carta negra.
e (R) representa una carta roja.

7. Inventa cinco experimentos aleatorios y escribe el conjunto de posibles resultados.
e Lanzar un dado de seis caras:
Conjunto de posibles resultados: {1,2,3,4,5,6}

e Sacar una carta de una baraja francesa:
Conjunto de posibles resultados:  {A#4, 24, ..., K8,A0,29, .., KO, A%, 2, ..., K& A0, 20, ..., KO}

e lLanzar una moneda tres veces:
Conjunto de posibles resultados:

{(C,C,0),(C,C,X),(C,X0),CXX),XC0),XCX),XX0),XXX)}
Donde (C) representa cara y (X) representa cruz.

e Elegir un numero al azar del 1 al 10:
Conjunto de posibles resultados: {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

e Tirar dos dados de seis caras y sumar los resultados:
Conjunto de posibles resultados: {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}

8. Escribe el espacio muestral del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas los nimeros 1, 2,
3,4y 5 ysacar una al azar”.
El espacio muestral del experimento aleatorio “Escribir en cinco tarjetas los nimeros 1, 2,3,4y5y

sacar una al azar” es el conjunto de todos los posibles resultados que se pueden obtener al sacar una
tarjeta. Dado que las tarjetas estdn numeradas del 1 al 5, el espacio muestral es: {1, 2, 3,4, 5}

9. Escribe el espacio muestral del experimento aleatorio: “Tirar una tiza al suelo y anotar el niimero
de trozos en que se rompe”.

El espacio muestral del experimento aleatorio “Tirar una tiza al suelo y anotar el nimero de trozos en

que se rompe” incluye todos los posibles nimeros de trozos en los que la tiza puede romperse. Este

espacio muestral puede variar dependiendo de la fragilidad de la tiza y la fuerza con la que se tire, pero

generalmente se puede considerar como: {1,2,3,4,5, ...}

En teoria, la tiza podria romperse en cualquier nimero de trozos, pero en la practica, el nUmero de
trozos suele ser finito y razonable.

10. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio de sacar dos cartas.

e Suceso 1: Ambas cartas son del mismo palo:

Este suceso ocurre cuando las dos cartas sacadas pertenecen al mismo palo (picas, corazones, tréboles
o diamantes).

Espacio muestral:
{(Aa,24),(A8,30), ..., (K4, Q4),(40,29), ..., (KD, QV), (A%, 2#), ..., (K%, Q#), (A0, 290), ..., (KO, Q0)}
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e Suceso 2: Una carta es roja y la otra es negra:
Este suceso ocurre cuando una de las cartas sacadas es roja (corazones o diamantes) y la otra es negra
(picas o tréboles).

Espacio muestral:
{(A4,A0), (A4, 20),...,(K#,Q0), (A%, AD), ..., (K*,Q0), (AV, As), ..., (KO, Q4), (A0, As), ..., (KO, Q#)}

11. En el juego de loteria, indica dos sucesos respecto a la cifra de las centenas del primer premio.
e Suceso 1: La cifra de las centenas es un niumero par:

Este suceso ocurre cuando la cifra de las centenas del primer premio es uno de los siguientes
numeros: 0, 2, 4, 6, 8.
Espacio muestral: {0, 2,4, 6,8}

e Suceso 2: La cifra de las centenas es mayor que 5:

Este suceso ocurre cuando la cifra de las centenas del primer premio es uno de los siguientes nimeros:
6,7,8,09.

Espacio muestral: {6,7, 8,9}

12. En el juego de doming, indica tres sucesos con fichas dobles.
e Suceso 1: Sacar una ficha doble par:
Este suceso ocurre cuando se saca una ficha doble cuyos nimeros es par.

Espacio muestral: {(010),(212),(414),(616)}

e Suceso 2: Sacar una ficha doble impar:
Este suceso ocurre cuando se saca una ficha doble cuyos nimeros es impar.

Espacio muestral: {(111),(313),(515)}

e Suceso 3: Sacar una ficha doble mayor que 3:
Este suceso ocurre cuando se saca una ficha doble cuyos nimeros es mayor que 3.

Espacio muestral: {(414),(515),(616)}

13. Escribe tres sucesos aleatorios de tirar tres monedas.

e Suceso 1: Obtener exactamente dos caras:

Este suceso ocurre cuando al tirar tres monedas, dos de ellas muestran cara y una muestra cruz.
Espacio muestral: {(C,C,X),(C,X,C),(X,C,C)}

Donde (C) representa cara y (X) representa cruz.

e Suceso 2: Obtener al menos una cruz:
Este suceso ocurre cuando al tirar tres monedas, al menos una de ellas muestra cruz.

Espacio muestral: {(C,C,X),(C,X,C),(X,C,C),(C,X,X),(X,C,X),(X,X,C), (X, X,X)}

e Suceso 3: Obtener todas las monedas con el mismo resultado:

Este suceso ocurre cuando al tirar tres monedas, todas muestran cara o todas muestran cruz.
Espacio muestral: {(C,C,C), (X, X, X)}
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1.4. Probabilidad
14. Seiala si son poco probables o muy probables los siguientes sucesos:

a) Eljueves vas al colegio.
Muy probable: Si es un dia lectivo y no hay circunstancias especiales (como vacaciones o enfermedad),
es muy probable que vayas al colegio.

b) Cruzas la calle y te pilla un coche.
Poco probable: Aunque es un riesgo existente, si se siguen las normas de trafico y se cruza por los
lugares adecuados, la probabilidad es baja.

c) Hace una quiniela y le toca el premio maximo:
Poco probable: Ganar el premio maximo en una quiniela es un evento muy raro debido a las bajas
probabilidades de acertar todos los resultados.

d) Le toca la loteria a Juan:
Poco probable: Similar a la quiniela, ganar la loteria tiene probabilidades muy bajas.

e) Le pongan una multa a una persona que conduce habiendo bebido alcohol:
Muy probable: Si una persona conduce bajo los efectos del alcohol y es detenida por la policia, es muy
probable que reciba una multa.

f) Sales ala calle y te cae una cornisa encima:
Poco probable: Este es un evento muy raro y poco comun.

g) éAmanecera maiiana?:
Muy probable: A menos que ocurra un evento catastrofico a nivel planetario, es casi seguro que
amanecera mafiana.

h) Maiana haya un terremoto en Madrid:
Poco probable: Aunque los terremotos pueden ocurrir en cualquier lugar, la probabilidad de que ocurra
uno en Madrid mafiana es baja.

15. Calcula la probabilidad de que al tirar con esta ruleta salga el platano.

La probabilidad de que al tirar con la ruleta salga el platano es (1/3).

Esto significa que hay una posibilidad entre tres de que salga el platano, lo cual se
puede expresar como un valor decimal:

1/3 = 0.3333

16. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea: a) el as de copas, b) una copa, c)
un as, d) el as de copas o bien un oro, e) un as o bien una copa.

Vamos a calcular las probabilidades para cada uno de los casos mencionados utilizando una baraja
espafiola de 48 cartas:

e Probabilidad de que al sacar una carta sea el as de copas: En una baraja de 48 cartas, hay solo un as

de copas. P(as de copas) = 4—18 = 0.0208

22 ESO. Capitulo 12: Estadistica y probabilidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verg



Estadistica y probabilidad

e Probabilidad de que al sacar una carta sea una copa: Hay 12 copas en una baraja de 48 cartas.

12 1
P(copa) = yrimi 0.25

e Probabilidad de que al sacar una carta sea un as: Hay 4 ases en una baraja de 48 cartas.

4 1
P(as) = 75 = 75 = 0.0833

e Probabilidad de que al sacar una carta sea el as de copas o bien un oro: Hay 1 as de copas y 12 oros
en la baraja.
1+12 13
18 18- 0.2708

e Probabilidad de que al sacar una carta sea un as o bien una copa: Hay 4 ases y 12 copas en la baraja.

P(as de copas U oro) =

El as de copas se cuenta dos veces, por lo que debemos restarlo una vez.

44+412—-1 15 5 03125
48 48 16

P(as U copa) =
17. Para saber la probabilidad de que un incendio haya sido intencionado, éte basarias en el estudio
de las frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

Para determinar la probabilidad de que un incendio haya sido intencionado, es mas adecuado basarse
en el estudio de las frecuencias relativas. Esto se debe a que las frecuencias relativas se basan en datos
histéricos y estadisticos, proporcionando una estimacién mds precisa y fundamentada en la realidad de
los incendios ocurridos anteriormente.

Asignar la probabilidad por simetria no seria apropiado en este caso, ya que no todos los incendios
tienen la misma probabilidad de ser intencionados. La simetria implica que todos los eventos tienen
igual probabilidad, lo cual no refleja la complejidad y variabilidad de las causas de los incendios

18. La probabilidad no es un concepto intuitivo. Para ello vamos a hacer una prueba. Consideraremos

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

1(2|3|4(5|6|7|8(9

el experimento aleatorio lanzar una moneda. Copia la tabla en tu cuaderno.

e Escribe en la 12 fila de esta tabla lo que tu crees que saldria al repetir el experimento 30 veces.
Piénsalo y rellena la tabla. Como tu quieras (invéntatelo, pero “con sentido”).

e Enla 22 fila de la tabla escribe el resultado real de 30 lanzamientos de la moneda.

22 ESO. Capitulo 12: Estadistica y probabilidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verg




Estadistica y probabilidad

1 2 3 4 5] 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

30

OI X O X O X|OX|OIX|OIX|O|X|O| X0 X|O0|X 60X 6 X|0|Xx 6|%X|6

QIO X | X | X | O|O|O|IX|O|X|X|X| O X|X|X|0|X|0|X 06X 6600606006

¢Qué observas en ambos casos? ¢ Alguna pauta? Presta atencion a estas cuestiones para cada una de
las filas de la tabla.

Prediccion
e La prediccién sigue un patrén alternante perfecto entre "@" (cara)y " X" (cruz).
e Este patrén es muy regular y predecible, lo cual no suele ocurrir en experimentos aleatorios

reales.
Realidad

e Larealidad muestra una distribucién mas aleatoria de "(©)"y " X ".
¢ No hay un patron claro y predecible como en la prediccién.

e Hay secuencias donde "@" o" X " se repiten varias veces consecutivas, lo cual es tipico en ex-
perimentos aleatorios.

¢Hay mas o menos 15 caras y 15 cruces?
En los resultados reales de los 30 lanzamientos de la moneda, hay:

e 16 caras
e 14 cruces

éAparecen grupos seguidos de caras o de cruces?

Si, en los resultados reales de los lanzamientos de la moneda, aparecen grupos seguidos de caras y de
cruces.

¢Cual es el mayor nimero de caras que han salido seguidas? ¢Y el de cruces?

¢ El mayor numero de caras seguidas es 5.
¢ El mayor numero de cruces seguidas es 3.

2. GRAFICOS ESTADISTICOS

2.1. Diagrama de rectangulos o de barras

19. Dibuja el diagrama de rectangulos de frecuencias absolutas de la tabla adjunta. Representa tam-
bién el diagrama de rectangulos de frecuencias relativas y de frecuencias absolutas acumuladas.

Posibles Numero
resultados | de veces

Cara 56
Cruz 44
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Diagrama de Frecuencias Absolutas Diagrama de Frecuencias Relativas

0 os

L o4
2 s
5 :
E =

) =03
: g

£ 20 Eq;

© ol

0 00

cruz
Resultadas [

Diagrama de Frecuencias Absolutas Acumuladas.

i Abscl

Aesuitatos

20. Dibuja el diagrama de rectangulos de frecuencias absolutas de la tabla adjunta. Representa tam-
bién el diagrama de rectangulos de frecuencias relativas y de frecuencias relativas acumuladas.

Posibles | Frecuencias
resultados | absolutas

1 15

18

16

19

2
3
4 17
5
6

15

Diagrama de Frecuencias Absolutas Disgrama de Frecuencias Relativas

s 0175
150 0150
-] F
fus Fous
E ]
E 10.0 E 0100
] §
g 15 é‘ﬂ(ﬂfb
50 0050
25 0025
a0 S
1 2 3 4 5 6 2 5 L]
Resultados PResultados.
Diagrama de Frecuencias Absolutas Acumuladas
o w0
; I
3w
20
: : : : : .
Resultados.
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2.2. Diagrama de lineas

21. Dibuja los diagramas de lineas de frecuencias absolutas, relativas y absolutas acumuladas del ex-

perimento tirar un dado de la actividad 20.

Diagrama de Lineas de Frecuencias Absolutas

Diagrama de Lineas de Frecuencias Relativas

Frecuencia Absoluta
By

0190

0185

0.180

0175

0170

ecuencia Relativa

0165

F

0160

0155

0150

Resultados

Diagrama de Lineas de Frecuencias Absclutas Acumuladas.

Resultados

Frecuencia Abssluta Acumeada
g

22. Dibuja los diagramas de lineas absolutas, relativas y relativas acumuladas del experimento tirar

una moneda de la actividad 19.

Duagrama de Lineas de frecuencias Absclutas

Diagrama go Lineas g Frecuancias Relativas

®

Precuances Relative

e cara

Diagrama de Lineas de Frecuencias Relativas Acumuladas

10

o o
@ ®

Frecuencia Relativa Acumulada
o
3

2.3. Pictograma

Resultados

23. Haz un diagrama de sectores y un pictograma relativos al niimero de descargas de Textos Marea

Verde del ejemplo visto en Pictograma.
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Mes Descargas

Septiembre 572

Octubre 937

Noviembre 489

Diciembre 361

Diagrama de Sectores de Descargas de Textos Marea Verde

Diciembre

septiembre

Descargas

Noviembre 600

Octubre 0

Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

24. Dibuja un diagrama de sectores y un pictograma relativos a los datos de la actividad 19.

Diagrama de sectores de resultados

Numero de veces

60
50
cruz 40
30
20
10

25. Dibuja un diagrama de sectores y un pictograma relativos a los datos de la actividad 20.

Diagrama de sectores de resultados del dado de 6 caras

! s Frecuencias absolutas

20
15
10 ﬁ i
0
1 2 3 4 5 6

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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26. Haz una encuesta entre tus compafieros y compaiieras de clase sobre el numero de libros que
leen al mes. Confecciona una tabla y representa los datos en un diagrama de rectangulos, un dia-
grama de lineas, un pictograma y un diagrama de sectores.

Para una clase de 28 estudiantes:

Numero de .
libros leidos Frecuencia
0 3
1 5
2 7
3 6
4 4
5 3

Representacion de los datos:

e Diagrama de Rectangulos:

Diagrama de Rectangulos

Frecuencia

T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Numero de libros leidos

e Diagrama de Lineas:

Diagrama de Lineas

Frecuencia
PO T R
2 w o

w
in

o
o

o 1 2 3 4 5
Namwero de libros leidos
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e Pictograma:

Pictograma
2 TS S
3 4
L2
8 0 wreemeemeerocenn
o)
] 0 2 4 6 8
w .
3 Frecuencia
zZ

e Diagrama de Sectores:

Diagrama de Sectores
0 5

27. Haz una encuesta entre tus compaiieros y compafieras de clase sobre el nimero de horas diarias
que ven la televisidn. Confecciona una tabla y representa los datos en un diagrama de rectangu-
los, un diagrama de lineas, un pictograma y un diagrama de sectores.

Para una clase de 28 estudiantes:

Numero de .
horas diarias Frecuencia
0 2
1 4
2 8
3 6
4 5
5 3
Representacion de los datos:
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e Diagrama de Rectangulos:

Diagrama de Recténgulos

Frecuencia
~ w & w @ ~ ™

"

)

0 1 2 3 4 5
Nimero de horas diarias

e Diagrama de Lineas:

Diagrama de Lineas

Frecuencia

0 1 2 3 4 5
Numero de horas diarias

e Pictograma:

Pictograma
-g 0 _
o) %]
5§ 0 5 10
§ - Frecuencia
=

e Diagrama de Sectores:

Diagrama de Sectores
]
5

28. Haz una encuesta entre tus compaieros y compaiieras de clase, pregunta al menos a 10 personas,
sobre el tiempo que tardan en ir desde su casa al centro escolar. Confecciona una tabla y repre-
senta los datos en un diagrama de rectangulos, un diagrama de lineas, un pictograma y un dia-
grama de sectores.
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Respuestas de las 10 personas:

Tiempo .
ifirisiiss) Frecuencia
5 1
10 2
15 3
20 2
25 1
30 1

Representacion de los datos:

e Diagrama de Rectangulos:

Diagrama de Rectédngulos

=
3
3
315
£
10
0.5
0.0
5 10 15 20 25
Tiempo (minutos)
. ,
e Diagrama de Lineas:
Diagrama de Lineas
3.00
275
2.50
225
2
g
g 2.00
g
= 175
150
125
100
5 10 15 20 25

Tiempo (minutos)

e Pictograma:

Pictograma

30 AARAAARAARAAR
25 AAAAAAAAAAAAR
~— 20 AAKAKAAAAKAAAAKAKAAKAKAAAA

(@)
g— 15 ARAAARAAARAAAARAAARRAARRAAAARAAARRAARAAR)
9 10 ARAAARAAARAAAARAAAAAAAAAAR
— 5 ARAAAAAAARAAR
0 1 2
Frecuencia
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e Diagrama de Sectores:

Diagrama de Sectores
5 30

3. MEDIDAS DE CENTRALIZACION Y MEDIDAS DE DISPERSION

3.1. Media aritmética

29. Dada la temperatura en una ciudad a una hora determinada el dia 1 de cada mes se tiene la si-
guiente tabla:

meses Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre

Temperatura -1 3 8 9 11 13 20 25 21 14 9 4

Calcula la temperatura media.

Para calcular la temperatura media de una serie de datos, utilizamos la férmula de la media aritmética:

n
2"
i=1

T =

3=

Donde:

(T) es la temperatura media.

(n) es el numero total de datos (en este caso, el nUmero de meses).

(T;) es la temperatura en el mes (i).

Aplicando los valores proporcionados:
T=(-1+3+8+9+11+13+20+25+21+14+9+4)/12

T=136/12 T = 11.33°

30. Se ha lanzado un dado 50 veces y se ha confeccionado la siguiente tabla de frecuencias absolutas:

x;|1/2|3|4a|5]|6

fil9|8|7|8|8|10

Calcula la media y comprueba que es 3.56.

Para calcular la media de una distribucion de frecuencias absolutas, utilizamos la férmula de la media
ponderada:
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7= Yicaxifi
Ilzlf-l
Donde:

e (x)esla media.

® (x;) son los valores posibles (en este caso, los resultados del dado).
e (f;) son las frecuencias absolutas de cada valor.

e (n)es el niUmero total de valores distintos.

Aplicando los valores proporcionados:
x= (19 +28 + 37+ 48+ 58 +610)/(9+8+ 7 + 8 + 8 + 10)
x=(9 + 16 + 21 + 32 + 40 + 60) /50
x= 178 /50 x = 3.56

La media calculada es 3.56, por lo que se comprueba que es correcta.

31. Lanzamos 2 dados y sumamos los valores obtenidos. Repetimos el experimento 100 veces y obte-
nemos la siguiente tabla de frecuencias absolutas.

X; 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12

fi 3 6 7 8 |16 | 20 | 15 | 8 7 6 4

a) Calcula la media.

La media se calcula utilizando la formula:
X(xi- fi)
X fi

X =

Para los datos proporcionados:

__2~3+3-6+4-7+5-8+6-16+7-20+8-15+9-8+10-7+11-6+12-4_704
X = 3+46+7+8+16+20+15+8+7+6+4 N

b) Repite ahora tu los lanzamientos, ahora sélo 20, y calcula de nuevo la media.

Haciendo 20 nuevos lanzamientos y calculado la nueva media:

x| 23|14 |5|6|[7]8|9]|10f11]12

fi |74 |8 |18|10(9 (5|9 (19|18 19
J?,zi‘.(xi-fi)
Xfi
., 2:7+3-4+4-8+5-18+6-10+7-9+8:5+9-9+10-19+11-18+12-19
= 7+4+8+18+10+9+5+9+19+18 + 19 =8
Para los nuevos datos, la nueva media es aproximadamente 8.
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32. Calcula la media de los pesos de 40 estudiantes de un centro escolar, sabiendo que la tabla de
frecuencias absolutas, con intervalos es:

Peso 35-41 | 41-47 | 47-53 | 53-59 | 59-65 | 65-71 | 71-77

Estudiantes 1 10 12 9 5 1 2

La media de los pesos de los 40 estudiantes utilizando la tabla de frecuencias absolutas proporcionada.
Célculo de la media

Para calcular la media, primero necesitamos encontrar el punto medio de cada intervalo. Luego,
utilizamos la férmula:

oSG fD)
X fi

Paso 1: Calcular el punto medio de cada intervalo

35-41:% =38 , 41-47: “Zﬂ = 44 . 47-53: 23 = 50

53-59: 53;59 =56 , 59-65: 59;65 =62, 6571 65;” =68 , 7177 ”:77 =74
Paso 2: Calcular el numerador

Y(xi-fi)=38-1+44-10+50-12+56-94+62-5+68-1+74-2 =
= 38 + 440 + 600 + 504 + 310 + 68 + 148 = 2108
Paso 3: Calcular el denominador
Zfi=1+10+12+9+5+1+2=40
Paso 4: Calcular la media
_ 2108 _cy7
X = 20 - %

Por lo tanto, la media de los pesos de los estudiantes es 52.7.
3.2. Mediana
33. Calcula la media, la mediana y la moda de las distribuciones siguientes:

a) 2,3,4,5,7,9,9, 1000

. Media: ¥ = 2+3+4+5+78+9+9+1ooo — 129.875

¢ Mediana: Mediana = % =6.0

¢ Moda: Moda =9

b) 2,3,4,5,7,9,9,10

e Media: & = 2+3+4+5+{-37+9+9+1o — 6125
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e Mediana: Mediana = % =6.0

e Moda: Moda =9

c) 0,04,5,7,9,9,1000, 2000
__ 040+4+5+7+9+9+1000+2000
9

e Mediana: Mediana = 7.0
e Moda: Moda =9

= 448.222

e Media: x

Observa en cada caso cémo influyen los valores extremos.

e Enladistribucién a), el valor extremo (1000) afecta significativamente la media (129.875), pero
no afecta tanto la mediana (6.0) ni la moda (9).

e Enladistribucién b), no hay valores extremos y la media (6.125), mediana (6.0) y moda (9) son
mas representativas de los datos.

e Enladistribucién c), los valores extremos (1000 y 2000) afectan significativamente la media
(448.222), pero no afectan tanto la mediana (7.0) ni la moda (9).

3.3. Medidas de dispersién

34. Calcula la media, la varianza y la desviacion tipica de los datos siguientes:

T(xi—%)%

e Varianza (6?): 6% = -

Y (x;—%)?

e Desviacion Tipica (0): 0 = "

a) 2,3,4,5,7,9,9,1000

Media: x = 129.875

— 2 _ 24... _ 2
Varianza: % — (2-129.875)2+(3 129.8785) ++(1000-129.875)% _ 121,036.859375

Desviacién Tipica: 0 = 1/121,036.859375 = 347.905
b) 2,3,4,5,7,9,9,10

Media: X = 6.125

— 24(3- 2. _ 2
Varianza: 62 = (2-6.125)“+(3 6.1285) +:--+(10-6.125) — 8.984375

Desviacidn Tipica: 0 = v8.984375 = 2.998
c) 0,04,5,7,9,9,1000, 2000

Media: x = 448.222

- 2 _ 24... _ 2
Varianza: 0_2 — (0—448.222)=+(0 4-4-8.2292) +--+(2000-448.222) — 555,0617283950617

Desviacién Tipica: 0 = 1/555,061.7283950617 = 745.02
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Estadistica y probabilidad

35. Dada la temperatura en una ciudad a una hora determinada el dia 1 de cada mes se tiene la si-

guiente tabla:

Meses

Enero

Febrero

Marzo

Abril

Mayo Junio Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

Temperatura

-1

3

8

9

11 13 20 25 21 14 9 4

Calcula la media, la varianza y la desviacidn tipica de los datos siguientes:

Calculamos la media, la varianza y la desviacion tipica de las temperaturas proporcionadas.

Célculos

e Media

La media se calcula utilizando la formula:

Para los datos proporcionados:
-14+3+8+9+11+13+20+25+21+14+9+4

X =

e Varianza

g 2N
N

=11.33
12

La varianza se calcula utilizando la férmula:

Para los datos proporcionados:

e Desviacion Tipica

&zzmgmz

0% =55.22

La desviacion tipica se calcula utilizando la férmula:

Para los datos proporcionados:

Resultados

e Media: 11.33
e Varianza: 55.22
e Desviacion Tipica: 7.43

o= 7.43

36. Se ha lanzado un dado 50 veces y se ha confeccionado la siguiente tabla de frecuencias absolutas:
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Estadistica y probabilidad

La media es 3.56. Calcula la varianza y la desviacion tipica.
Calculamos la varianza y la desviacidn tipica de los lanzamientos del dado.
Calculos

e Varianza

La varianza se calcula utilizando la férmula:
. . —_ 2
o2 =Zfl(xz—x)
Xfi
Para los datos proporcionados:
_ 9(1 —3.56)% +8(2 —3.56)%+...+8(5 — 3.56)% + 10(6 — 3.56)?

2
o = 3.1664
50
e Desviacion Tipica
La desviacion tipica se calcula utilizando la férmula:
0 =402
Para los datos proporcionados:
o =vV3.1664 = 1.779
Resultados
e Varianza: 3.1664
e Desviacion Tipica: 1.779
22 ESO. Capitulo 12: Estadistica y probabilidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

=T
Textos Marea Verde



Estadistica y probabilidad

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

EL AZARY LA PROBABILIDAD
1. Una urna que contiene 10 bolas numeradas del 0 al 9, sacamos una bola, anotamos el nimero y

devolvemos la bola a la urna. Repetimos el experimento 1 000 veces y se han obtenido los resul-
tados indicados en la tabla:

Resultado 0 1 2 3 4 |5 6 7| 8 |9
Frecuencia absoluta 79 | 102 93 (98 | 104 | 77
Frecuencia relativa 0.12 | 0.13 0.1

Frecuencia absoluta acumulada | 79 | 181
Frecuencia relativa acumulada 1

a) ¢éCual es la frecuencia absoluta de 9?

La suma total de las frecuencias absolutas debe ser igual al nUmero de experimentos (1000).
Calculamos las frecuencias faltantes usando las frecuencias relativas dadas:
¢ Frecuencia absoluta de 2:
0.12 - 1000 = 120
e Frecuencia absoluta de 3:
0.13 - 1000 = 130
e Frecuencia absoluta de 8:
0.1 -1000 = 100
Suma de frecuencias conocidas:
79 + 102 + 93 + 98 + 104 + 77 = 553
Suma de frecuencias faltantes (2, 3, 8, 9):
1000 — 553 = 447
Frecuencia absoluta de 9:
447 — (120 + 130 + 100) = 97

b) ¢éCual es la frecuencia absoluta acumulada de 2?

Calculamos acumulando las frecuencias absolutas hasta el resultado 2:
79 4+ 102 + 120 = 301

c) éCual es la frecuencia relativa acumulada de 1?

Frecuencia absoluta acumulada hasta 1:
79 4+ 102 = 181
Frecuencia relativa acumulada:

181
1000 = 0.181
d) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.
Resultado 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Frecuencia Absoluta 79 102 120 130 93 98 104 77 100 97
Frecuencia Relativa 0.079 | 0.102 | 0.12 0.13 | 0.093 | 0.098 | 0.104 | 0.077 0.1 0.097

Frecuencia Absoluta Acumulada 79 181 301 431 524 622 726 803 903 1000

Frecuencia Relativa Acumulada | 0.079 | 0.181 | 0.301 | 0.431 | 0.524 | 0.622 | 0.726 | 0.803 | 0.903 1
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Estadistica y probabilidad

2. Clasifica los siguientes sucesos en imposibles, poco probables, posibles, muy probables y seguros:

a) Tener un accidente de trafico. |[Poco probable |

Explicacién: Aunque los accidentes ocurren, la probabilidad individual es baja si se siguen normas de
seguridad.

b) Salir de paseo y cruzar alguna calle.|Muy probable|

Explicacidn: En zonas urbanas, es casi inevitable cruzar calles durante un paseo.

c) Salir de paseo y que te caiga un rayo. |Imposible
Explicacidon: La probabilidad estadistica es extremadamente baja (=1 en 15 millones por an“o=1 en 15
millones por afio).

d) Madana nazca algun nifio en Paris. |Seguro

Explicacién: Paris tiene una tasa de natalidad constante (=20 nacimientos diarios).

e) Maiiana no amanezca. |[Imposible

Explicacidon: El amanecer es un fendmeno astrondmico garantizado por la rotacion terrestre.

f) Maiiana llueva.

Explicacidon: Depende de factores climaticos, pero la lluvia es un evento meteorolégico comun.

3. Pepa hatirado un dado 25 veces y ha obtenido los siguientes resultados:
1,2,5,6,3,1,4,5,6,1,3,1,2,2,1,6,2,2,4,3,4,6,6,1,4.

a) Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas.

Resultado | Frecuencia Absoluta
1 6

| U AW
N DWWl o,

b) Escribe otra de frecuencias relativas.

Resultado | Frecuencia Relativa
1 0.24
2 0.20
3 0.12
4 0.16
5 0.08
6 0.20
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Estadistica y probabilidad

c) Dibuja un diagrama de rectangulos.

Diagrama de Barras

Frecuencia Absoluta

1 2 3 4 5 6
Resultado

d) Dibuja un diagrama de lineas y una representacion por sectores.

Representacian por Sectores

Diagrama de Lineas

6.0

Frecuencia Absoluta
w W Ed Eal o o
[=] w o (5] [=] w
L | | L |

N
in

g
o

T 3 : i : : ,
Resultado
4. La duracion en minutos de unas llamadas telefdnicas ha sido:

7,3,6,3,7,5,4,3,5,7,10,1,9, 12, 2.
Elabora una tabla de frecuencias absolutas y una tabla de frecuencias relativas.

Duracion (minutos) | Frecuencia Absoluta [Frecuencia Relativa
1 1 0.07
2 1 0.07
3 3 0.20
4 1 0.07
5 2 0.13
6 1 0.07
7 3 0.20
9 1 0.07
10 1 0.07
12 1 0.07
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Estadistica y probabilidad

GRAFICOS ESTADISTICOS

5. Se hace una encuesta sobre el nUmero de veces que van unos jovenes al mes al cine. Los datos

estan en la tabla:

Veces que van al cine

Frecuencia absoluta

a) Representa un diagrama de rectangulos de frecuencias absolutas.

Diagrama de Rectangulos de Frecuencias Absolutas

L

Frecuencia Abscluta
a

1] T T
o 1

2

3

Veces que van al cine

b) Representa un diagrama de lineas de frecuencias relativas.

Para ello, obtengamos las frecuencias relativas:

4

Veces que van al cine

0

1

2

3

Frecuencia relativa

0.04

0.28

0.36

0.20

0.08

0.04

Diagrama de Lineas de Frecuencias Relativas

0.35 1

o
a
n

Frecuancia Relativa
=
i
&

o
-
n

0.05 4

c) Haz un pictograma.

5 mmmm

Veces que van al cine

0 meme

o 2

Pictograma

2

3

weces que van al cine

3 .

4

T e

6

Frecuenciaabsoluta
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Estadistica y probabilidad

d) Representa los datos en un diagrama de sectores.

Diagrama de Sectores

2 36.0%

6. Se hace un estudio sobre lo que se recicla en una ciudad y se hace una tabla con el peso en por-

centaje de los distintos tipos de residuos:

Tipo de residuo | Organico | Papel y carton | Vidrio | Plastico | Pilas
Porcentaje 15 1 15 1 15
a) Haz un diagrama de rectangulos.
b) Representa un diagrama de lineas.
;5—; 3
:
Orgénico Papel y cartén = ::':smuo Pastico pilas
c) Haz un pictograma.
Pictograma
2| o]
B o]
=y =
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Estadistica y probabilidad

d) Representa los datos en un diagrama de sectores.

Diagrama de Sectores

Papel y cartén

vidrio 31.5%

9%

Al
Hlastico e

7. éCuanto vale la suma de las alturas de un diagrama de rectangulos de frecuencias relativas?

La suma de las alturas de un diagrama de rectangulos de frecuencias relativas es igual a la suma de
todas las frecuencias relativas. Dado que las frecuencias relativas son proporciones, su suma debe ser
igual a 1 (0 100% si se expresa en porcentaje).

Por lo tanto, la suma de las alturas de un diagrama de rectdngulos de frecuencias relativas es 1.

8. Se ha medido en una clase el tamaiio de las manos de cada uno de los alumnos y alumnas, y el
resultado en centimetros ha sido el siguiente:
19, 18, 20, 19, 18, 21, 19, 17, 16, 20, 16, 19, 20, 21, 18, 17, 20, 19, 22,
21, 23,21,17,18,17,19, 21, 20, 16, 19
Representa los datos en un diagrama de rectdngulos y en un diagrama de lineas.

En primer lugar, realizaremos una tabla de frecuencias absolutas para ordenar los datos:

Tamafo de Manos (cm) | Frecuencia Absoluta
16 4
17
18
19
20
21
22
23

== |0

e Diagrama de Rectangulos

Diagrama de Recténgulos

Frecuencia Absoluta

16 17 18 19 20 21 22 23
Tamaiio de Manos (cm)
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Estadistica y probabilidad

e Diagrama de Lineas

Diagrama de Lineas

Frecuencia Absoluta
n w - w @ ~

-

16 17 18 19 20 21 22 23
Tamafio de Manaos (em)

9. En una clase se ha preguntado por las preferencias deportivas y se ha obtenido:

Deporte Futbol | Baloncesto | Natacion | Karate | Ciclismo
Frecuencia absoluta 8 9 7 6 10
a) Copia la tabla en tu cuaderno y haz una tabla de frecuencias relativas.
Deporte Frecuencia Relativa
Fatbol 0.20
Baloncesto 0.23
Natacién 0.17
Kdrate 0.15
Ciclismo 0.25

b) Representa estos datos en un diagrama de sectores.

Diagrama de Sectores

Baloncesto

2000%
Natacion
25.0%
Ol
Farate
¢) Haz un pictograma.
Pictograma
o &0
' —@ b4 S
5 ,:. . = ) 5"0
) ) 2 : GS’O
@ ) , oS
2 ) @ 2, , GF‘O
, 9 ? - 3 H
Fithol Baloncesto Natacién Kdrate Ciclismo
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Estadistica y probabilidad

10. El 35 % de las cigiiefias no ha emigrado este afio a Africa y el 6 % murié por el camino. Dibuja un
diagrama por sectores que describa esta situacion.

Tenemos tres categorias de ciglieiias
e Las que no emigraron (35%).

e Las que murieron por el camino (6%).

e Las que emigraron con éxito. Para calcular este porcentaje, restamos los otros dos porcentajes del
100%: 100% — 35% — 6% = 59%

Situacién de las Ciglefias

MEDIDAS DE CENTRALIZACION

11. Javier ha tirado un dado 10 veces y ha obtenido los siguientes resultados:
6,3,1,4,2, 2,1, 4,3,4. Calculala media aritmética.
6+3+1+4+2+2+1+4+3+4 30

X = o , x=— , x=30

12. Raquel ha tenido las siguientes notas en sus examenes de Lengua:
7,5,6,4,7,10,7. Calculala media aritmética.
7+5+6+4+7+10+7 46

X = , X=— , X=6J57
7 7

13. Se ha medido el tamafio de la mano de 10 alumnos y alumnas, y el resultado en centimetros ha
sido el siguiente: 19, 18, 21, 21, 18,17, 18,17, 19, 21. Calcula la media aritmética.

_ 19+18+421421+18417+18+17+19+21 _ 189
X = 10 r X = 10

, x =189

14. Nos interesa conocer la distribucidon de notas obtenidas por 20 estudiantes. Las notas son:
2,8,900,5,8,2,7,1,6,3,7,2,4,9,4,9,5, 1.
a) Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas.

Nota 0(112]3(4]|5]|6(7]|8]9
Frecuencia Absoluta|2]2|3(1|2]211]|2(2(3
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Estadistica y probabilidad

b) Haz un diagrama de lineas de frecuencias absolutas.

Diagrama de Lineas de Frecuencias Absolutas

Frecuencia Absoluta
o
=1

c) Calculala media.
7= 2+8+9+5+8+2+7+1+6+3+7+2+4+9+4+9+5+1 _
= o =

4.6

15. Los jugadores de un equipo de baloncesto tienen las siguientes edades: 13, 12, 14, 11, 12, 12.

Calcula la media.

_ 134+12+414+11+12412 _ 74 _
X = S , X== x=12.33

16. Hacemos una encuesta preguntando a 10 familias cuantos hijos tienen. Los resultados son:

0,1,0,2,1,4,3,2,1,1. Calculala media.
_ 0+14042+1+4+3+2+1+1 _ 15 _
X = m , x=— , x=15

17. Pepa ha tirado un dado 25 veces y ha obtenido los siguientes resultados:
1,2,56,3,1,4,5,6,1,3,1,2,2,1,6,2,2,4,3,4,6,6,1, 4.
a) Calcula la media aritmética.
_ 142454643+ 1444546+ 143+ 14242+ 1+6+2+2+4+3+4+6+6+1+4 _ 81 _
X = v , XxX=— , x=3.24

b) Calcula la mediana.

Ordenamos los valores en orden ascendente:
1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,6,6,6,6,6
Ya que tenemos 25 valores, la mediana se encontrara en la posicién 13, luego:
Mediana = 3
c) éCual es la moda? ¢éEs unica?

La moda corresponderd con el valor que mas se repita, en este caso:
Moda =1
Es Unica ya que el numero 1 es el que mas veces se repite, 6 veces.

18. Sara ha tenido las siguientes notas en sus exdmenes de Matematicas: 9, 7, 8, 6, 9, 10, 9.
a) Calcula la media aritmética.

9+7+8+6+9+10+9 58
- 8.29

X =

x|
Il
<
x|
Il

b) Calcula la mediana
Mediana =9
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c) éCual es la moda? ¢Es tUnica?

Moda =9
La moda es Unica en este caso, ya que el nimero 9 es el que mas se repite en las notas de Sara.

19. Se ha medido en una clase el tamafio de las manos de cada uno de los alumnos y alumnas, y el
resultado en centimetros ha sido el siguiente:
19, 18, 20, 19, 18, 21, 19, 17, 16, 20, 16, 19, 20, 21, 18, 17, 20, 19, 22, 21, 23, 21, 17, 18,
17, 19, 21, 20, 16, 19.

a) Calcula la media aritmética.

7 = 19H18+20+19+18421419+.+17+19421+20+16+19 =N
- 30 ¢ -

b) Calcula la mediana
16, oo 19, 19, e, , 23 19+19/2 =19 Mediana = 19.0

c) éCual es la moda? ¢Es Unica?

Moda =19
La moda es Unica en este caso, ya que el nimero 19 es el que mas se repite en los tamafios de las
manos.

20. Nos interesa conocer la distribucion de notas obtenidas por 40 estudiantes. Las notas son:
4,1,7,10,3,2,8,9,0,0,5,8,2,7,1, 2,8, 10, 2, 10,
3,4,8,9,3,6,3,7,2,4,9,4,9,5,1,3,3,9,7,8,10

a) Escribe en tu cuaderno una tabla de frecuencias absolutas.

Nota 0(1]2|3|4|5(6]7(8]|9]|10

Frecuencia Absoluta (2 (3(5|6|4|2|114|5|5]| 4

b) Haz un diagrama de lineas de frecuencias absolutas.

Diagrama de Lineas de Frecuencias Absolutas

6

Frecuencia Absoluta

Nota

c) Calcula la media.
216

_ 44+1+7+104+3+2+..4+34+9+7+8+10 _ _
X = , X = , Xx =527
41 41
d) Calcula la mediana.
Mediana = 5
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e) Calcula la moda.
Moda =3

21. Hacemos una encuesta preguntando a 10 familias cuantas mascotas tienen. Los resultados son:
0,1,0,2,1,4,3,0,0,1
a) Calcula la media.
= OHLTO+2H14+4+3+0+0+1 12

X =—
10 ’ 10 ’

x|
Il
=
N

b) Calcula la mediana.
Mediana = 1.0
c) Calcula la moda.
Moda =0

22. Los jugadores de un equipo de balonmano tienen las siguientes edades:
12,14, 13,12, 15,11, 12,12,13, 14,11, 12, 12.

a) Calcula la media.
7= 124+14+13+12+15+11+12+12+13+14+11+12+12 _ 163
- 13 ’ -

x|

b) Calcula la mediana.
Mediana = 12

c) Calcula la moda.
Moda = 12

ORDENADOR

23. Introduce los datos de la encuesta sobre el nimero de mascotas en el ordenador. Calcula la me-
dia, la mediana y la moda de los datos.

Los resultados son:
0,1,0,2,1,4,3,0,0,1
e Introducimos los datos en una hoja de Excel.

e Parala media:

SUMA v I X o J =PROMEDIO(A1:A1@)
A B G D E F G
IM:AJ.OI 1

TR REVEE. T R R
o0 wWweakrmwoRo

13

Nos da como resultado 1.2
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e Parala mediana:
c3 v fx~ =MEDIANA(A1:A10)
A B C D E
1] 0
2 1 1.2
3| 0 | 1l
4] 2 0
5 | 1
6 | 4
7| 3
8 | 0
9 | 0
10| 1
Nos da como resultado 1
e Parala Moda:
c4 v Jx o =MODA.UNO(A1:A10)
4 A | s c D E F
1] 0
2| 1 12
3 0 1
s 2 |
5 1
6 4
il 3
8 0
9 0
10 1
'I'I_

Nos da como resultado 0

24. Organiza los datos en una tabla calculando las frecuencias absolutas de 0, 1, 2, 3 y 4. Introduce
esta tabla en el ordenador y haz una representacion de barras, un diagrama de lineas y un dia-

grama de sectores.

En el mismo Excel, introducimos una tabla.

ATCIVO  IMICI0 INSEMTar  LISPOSICON OB Pagina  FOMMuias  Uatos  Hevisar  VIsta  Automatzar — Ayu
n Ea r it &80 §
=5 P B b B .

Tabls  Tablas Tabla [ i Casilla Grdficos  *° - i Map
dinimica ~  recomendadas -] recomendados @) - L - -
Tablas Controles Grificos
A4 " Tabla (CtrieQ)
Crea una tabls para sdministrar y analizar
datos relacionados.
Las tablas permiten ordenar, filtrar y car
d A B formato a los datos de una hoja mas F G H
faciimente

1 o

2 1 (Z) Mis informacion

3 0 1

4| 2 0

5 1

& 4

7 3

8 | 0

9 0

10 1

Numero de Frecuencia
Mascotas  Absoluta

W o
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- B a4 EAQ
lustraciones M- -
Tablas Controles Grificos

ALd v i S~ Numero de Mascotas
| A 8 € o E F G H |
1 0
| 2 1 12
13 0 1
|a] 2 0
I's] 1
|'s 4

7| 3
|'&] ]
el 0

:? 1 s Crear tabla 1 x

2] :Dénde esthn los datos de la tablal

13 SAs1asEs1d E3|

Numero de  Frecuencia A La taiia tiene encabezados.

if]Mascotas LSO Cancelar

st o

16f ]

LA § 2

1 3

19 4

Hombre de ls tabls:

[ Riessammir con tabla dnimice

MEREE=

Ll 7 Quitar uphcaos Ingertar segmentacidn | Exportar Actuslizar ed
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Para contar los datos automaticamente podemos introducir el comando CONTAR.SI, de esta forma
seleccionando los datos anteriores, fijandolos con la tecla “F4”, y referenciando la columna como

condicion, la tabla se rellenara.

: Fortapapeles  Tu Fuente Alneacon Estios
SUMA w b M S fer | =CONTAR.SI($AS1:$4510; [@[Numero de Mascotas]])|
mi
A A C D E F G
1] 0
2| 1 12
3] 0 1
4| 2 0
5| 1
6 | 4
7] 3
8 | 0
9| 0
10 1]
1|
Numero de M:s:omsn Frecuencia Ahsolutn-
16| 1 3
17| 2 1
18| 3 1
19| 4 L
20 |
21|

292 ESO. Capitulo 12: Estadistica y probabilidad. RESPUESTAS
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra

EBem
Textos Marea Verde




Estadistica y probabilidad

Con la tabla hecha. Podremos hacer los diagramas de forma muy sencilla:
Seleccionamos toda la tabla y nos dirigimos a la pestafia INSERTAR>GRAFICOS

Archivo  Iicic  Ingertar  Disposicidn de pigina  Férmulas  Datos  Revisar  Vista  Automatizar  Aywda  Agobat  Dieflo

P Ed B b a8AMe f »

Tabls  Teblas dniemicas Fommuarion | Bunciones  Calls Griticss 707 BT BT ppes  Guameo | Minigedl
dimbmica = recomendads - . vecomendados @) - | - ~ dinimice * .
Tablas Cawntroles Grifiees L]
AL w L Sfe~ Numoro deMascotas S A

iDesen que Je recomendemar um Buen grilics
Para precertas sus datoit

4 A ] | H
1 0
z| 1 12
3] [ 1
4| 2 o
St i
?I 3
8| 0
9| 0
10| 1
Insertar grafice 7 ®
[GeMicon ensemenandas | Todat los grficos
——e— ~ Columnas agrupadas
I Frecuencia Absoluta
I (R R I
mﬂ:qnml. Uil cusnda o arden de la eMpgorias ne 10s
= s
Canct
Seleccionamos el grafico que queramos y lo afladimos:

5 E 2 Frecuencia Absoluta

: : I (I |

uE 8- = i

:: : :. Fracunncia Absoluta
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Estadistica y probabilidad

25. Utiliza el ordenador para comprobar los resultados obtenidos en los ejercicios anteriores.

[Seguir los pasos de los ejercicios 23 y 24]

26. Realiza una encuesta en tu clase y lleva los resultados a un ordenador para hacer un informe. La

encuesta podria ser, por ejemplo, si le gusta o no una determinada serie de televisién, o un pro-

grama; o el numero de dias de la semana que hacen algun deporte, el tipo de musica que les gus-

ta; o... Piensa sobre qué podrias preguntar.

[Respuesta libre]

PROBLEMAS

27. El Director Comercial de una empresa va a ser evaluado. Para ello debe dar cuenta de los resulta-

dos obtenidos. Quiere quedar bien, pues eso le puede suponer un aumento de sueldo. Se han

vendido las siguientes cantidades:

Meses | Enero | Febrero | Marzo | Abril | Mayo | Junio | Julio | Agosto | Septiembre | Octubre | Noviembre | Diciembre
Ventas | 83451 | 83962 | 84238 | 84401 | 84693 | 84889 | 85032 | 85378 85524 85751 859967 86316
Voiitas Ventas
100000 86500
0000 - ——————————— 86000 -
8 85500
40000 84500 -
20000 - 84000 -
B _ 83500
© O D OO ® & A N
e 2 X' 0o 2 Sl - W« .« .« O © 0 D O 0 ©® O % & & &
<¢ &“?K L ?‘Q? &\Q’& 0"\0 A‘Q‘@- é}Q’@ @é«@é t“'éx ¥ ‘@ S vé)‘}-&@o é‘p-\z‘a&'&éo
f_,Q:Q ‘\0 0\ f_F,Qk oed‘ Q'\(.

El estadistico de la empresa le ha entregado la siguiente grafica: No le ha gustado nada, y para la
presentacion él se ha confeccionado el siguiente grafico: Ambos graficos son correctos. Escribe un
informe sobre cdmo pueden los distintos graficos dar impresiones tan diferentes.

Los dos graficos presentados, aunque técnicamente correctos, generan percepciones opuestas sobre el
desempeiio de ventas debido a diferencias estratégicas en su disefio. A continuacion, se detallan los
factores clave:

e Escaladel EjeY:

Gréfico del Estadistico: Utiliza una escala amplia (0-100,000), lo que minimiza visualmente las
fluctuaciones mensuales. Por ejemplo, las ventas de Enero (83,451) y Diciembre (86,316) pare-
cen cercanas en este rango, dando la impresion de un crecimiento modesto. Ademas, si el dato
de Noviembre (859,967) es correcto, este grafico lo oculta por completo al superar el limite ma-
ximo del eje.

Gréfico del Director Comercial: Emplea una escala ajustada (83,000-86,500), amplificando las di-
ferencias entre meses. Una variacion de 3,000 unidades parece drastica en este contexto, resal-
tando un aparente crecimiento constante y significativo.
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Estadistica y probabilidad

e Enfoque en la Tendencia vs. Detalles:
— El primer gréfico, al incluir un rango amplio, prioriza una visién general, pero diluye la tendencia

mensual.
— El segundo gréfico enfatiza las variaciones menores, creando una narrativa de mejora continua,

incluso si los cambios son marginales.
La diferencia clave radica en la manipulacién de la escala del eje Y. El Director Comercial optd por una
representacion que maximiza la percepcién de crecimiento, mientras que el grafico original ofrece una
vision mas neutral. Ambos son técnicamente correctos, pero demuestran cédmo la seleccion de
parametros visuales puede alterar la interpretaciéon de los datos, subrayando la importancia de la
transparencia en la presentacién de informacion.

28. Tira una moneda 100 veces y anota los resultados obtenidos: C, C, X, .... Construye una nueva lista
anotando, cada vez que haya salido cara, el resultado siguiente: C, X, ...Confecciona luego dos ta-
blas: una de frecuencias absolutas y otra de frecuencias relativas. Representa los resultados en un
diagrama de barras y en un diagrama de sectores.

Tiramos una moneda 100 veces y obtenemos lo siguiente:
C,X,CCXCXCGCXXCCGCXXCGCXCXCXCCXCXXCXCCXXC,C,
X,X,CXCXCXCXXCXCCXXCXCXCXXCXCXCXXCCX,
X,C,C X CXCXXCCXCXCXXCCXCXXCXCXCCXCX

Por lo que, la nueva lista sera:
XCXXXEXXXKXCGXXXOXCXXXXXXCX XX XXX XCXC,
XXX CX XX CX X X XC,X X

De esta forma:

Resultado | Frecuencia Absoluta | Frecuencia Relativa
C 11 11/49 ~ 0.2245
X 38 38/49 =~ 0.7755

Diagrama de Barras Diagrama de Sectores

Frecuencia Absoluta

10
X
5
1] T

c X
Resultado

29. Se conoce el volumen semanal de residuos sélidos recogidos en m? durante las 52 semanas de un

afo, en un municipio pequeiio:

25.5, 27.1, 31.8, 34.2, 38.9, 21.3, 28.7, 33.2, 36.5, 39.6, 25.2, 24.7, 23.2, 23.3, 22.2, 26.4, 26.7, 29.6,

31.3, 30.5, 28.3, 29.1, 26.7, 25.2, 24.5, 23.7, 25.4, 27.2, 31.7, 34.5, 38.4, 21.2, 28.1, 33.7, 36.8, 39.9,

31.7, 34.4, 38.2, 21.9, 28.1, 33.5, 25.2, 24.7, 23.2, 23.3, 22.2, 26.4, 25.9, 24.1, 23.2, 23.6, 26.4.
Calcula la media, la moda, la mediana, la varianza y la desviacion tipica.
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“ Estadistica y probabilidad

[Errata: hay 53 datos he eliminado el ultimo para tener las medidas de las 52 semanas que dice el
enunciado]

Sean los datos,
25.5,27.1,31.8,34.2,38.9,21.3,28.7,33.2,36.5,39.6, 25.2, 24.7, 23.2,
23.3,22.2,26.4,26.7,29.6,31.3,30.5,28.3,29.1, 26.7, 25.2, 24.5, 23.7,
25.4,27.2,31.7,34.5,38.4,21.2,28.1,33.7,36.8,39.9,31.7, 34.4,38.2,
21.9,28.1,33.5,25.2,24.7,23.2,23.3,22.2,26.4,25.9,24.1,23.2,23.6

e Media:
La media se calcula como la suma de todos los valores dividida por el nimero de datos:
n
1
X =— X
n ]
=1

Suma de los valores:
zx = 25542714318+ -+ 26.4 = 1483.9

Numero de datos:

n = 52
Media:
_ 1483.9 ~ 28.54
X = o~ 28
e Moda:

La moda es el valor que aparece con mayor frecuencia. En este caso:
23.2 aparece 3 veces.
25.2 aparece 3 veces.
Por lo tanto, la moda es:
Moda = 23.2 y 25.2 (ladistribucidn es bimodal)

e Mediana:

La mediana es el valor central cuando los datos estan ordenados. Para (n = 52)

(par), la mediana es el promedio de los valores en las posiciones (26) y (27):
Datos ordenados: [21.2,21.3,21.9, ...,39.6,39.9]

Valor en la posicién 26: (26.7)

Valor en la posicién 27: (27.1)

Mediana:

26.7 + 271
Mediana = — = 26.9

n .2
Y X
=1 =
0% =—/————¥?
n
Suma de los cuadrados de los valores:

sz = 2552+ 27.12 + 31.82 + --- + 26.4% = 43808.93

e Varianza (0?):
La varianza se calcula como:

Varianza:
, 4380893 ,
0° = ————— 28.54° = 28.70
52
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Estadistica y probabilidad

e Desviacién tipica (0):
La desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza:

0 =+0%=+v28.70 = 5.36

30. Con los datos del problema anterior:
a) Representa los datos en una tabla tomando intervalos de longitud dos m?3:
(21, 23), (23, 25), ... (39, 41).

Intervalo (m?) Frecuencia
Absoluta
[21, 23) 5
[23, 25) 11
[25, 27) 10
[27, 29) 6
[29, 31) 3
[31, 33) 4
[33, 35) 6
[35, 37) 2
[37, 39) 3
[39, 41) 2
b) Dibuja un diagrama de rectangulos y un diagrama de lineas de frecuencias absolutas.

12

10

1

u(21,23) =[23,25) m[25,27) =[27,29) m([29,31) =[31,33) m[33,35) m([35,37) m[37,39) m[39,41)

10

| ARV

[21,23) [23,25) [25,27) [27,29) [29,31) [31,33) [33,35) [35,37) [37,39) [38,41)

29 ESO. Capitulo 12: Estadistica y probabilidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

T
Textos Marea Verde



Estadistica y probabilidad

c) éCuantas familias tienen un volumen de basuras mayor que 31 m3?

Suma de frecuencias desde el intervalo [31, 33) hasta [39, 41):
4+6+2+34+2=17
Luego, 17 familias tienen un volumen mayor de 31 m3.
d) éQué porcentaje de familias tienen un volumen de basuras menor que 35 m3?

Suma de frecuencias hasta el intervalo [33, 35):
5411 4+10+6 +3+4+ 6 =45
Cdlculo del porcentaje:

5 100 86.54%
52 =PRI

Luego, el 86.54% de las familias tienen un volumen menor de 35m3.

31. Busca en revistas o periodicos dos graficas estadisticas, recortalas y pégalas en tu cuaderno. En
muchas ocasiones estas graficas tienen errores. Obsérvalas detenidamente y comenta las siguien-
tes cuestiones:
a) ¢éEsta clara la variable a la que se refiere? ¢Y las frecuencias?
b) éSon correctas las unidades? ¢{Pueden mejorarse?
c) Comenta las graficas.

[Respuesta libre]

32. La media de seis nimeros es 5. Se afiaden dos nliimeros mas, pero la media sigue siendo 5. ¢ Cuan-
to suman estos dos nimeros?

Suma inicial de los seis nimeros:

Suma
Media = ———— = Suma = Media - Cantidad =5-6 = 30
Cantidad

Suma total después de afiadir dos nimeros:
Nueva cantidad =6+ 2 =8 = Nuevasuma =5-8 =40
Suma de los dos numeros afiadidos:

Suma de los dos nimeros = 40 — 30 = 10
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AUTOEVALUACION

1. Indica la respuesta correcta:
a) La frecuencia relativa se obtiene dividiendo por 100 la frecuencia absoluta.
b) La frecuencia relativa se obtiene sumando todos los valores anteriores.
c) Lafrecuencia relativa se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta por el total de experimen-
tos.
d) Frecuencia relativa es lo mismo que probabilidad.

La frecuencia relativa se calcula dividiendo la frecuencia absoluta por el total de experimentos, no por
100.

Solucién: c) La frecuencia relativa se obtiene dividiendo la frecuencia absoluta por el total de
experimentos.

2. Se extrae una carta de una baraja espanola. La probabilidad de que sea un rey es:

a) 1/40

b) 0.25

c) 4/40

d) 10/40
En una baraja espanola hay 40 cartas y 4 reyes. La probabilidad es el nimero de reyes dividido por el
total de cartas.

4 1
40 10
Solucién: c) 4/40
3. Indica cual es la frase que falta en la siguiente definicidn: En ... ... ... ... ... .... las frecuencias se re-

presentan en un circulo que se divide en sectores circulares de amplitudes proporcionales a las
frecuencias.

a) Diagrama de lineas

b) Diagrama de rectangulos

c) Pictograma

d) Diagrama de sectores

La definicion corresponde a un diagrama de sectores.
Solucion: d) Diagrama de sectores

4. Sien una tabla de frecuencias a un valor le corresponde una frecuencia relativa de 0.125, al dibu-
jar un diagrama de sectores el angulo correspondiente es de:
a) 45
b) 30
c) 60
d) 72
El angulo se calcula multiplicando la frecuencia relativa por 360°.
0.125 - 360° = 45°
Solucidn: a) 45
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5. Enun diagrama de rectangulos de frecuencias relativas, la suma de sus alturas es igual a:
a) 100
b) 1
c) Total de datos
d) Suma de sus bases

La suma de las frecuencias relativas siempre es igual a 1.
Solucién: b) 1

6. La media de los siguientes datos 7; 0; 9.5; 2; 4.1; 3.8; es:
a) 6.3
b) 3.8
c) 44
d) 5.5

La media se calcula sumando todos los datos y dividiendo por el nimero de datos.

7+0+9.5+2+4.1+3.8_26.4_44
6 6

Solucién: c) 4.4

7. La mediana de los siguientes datos 3, 4, 6, 7, 8, es:
a) 6
b) 7
c) 4
d) 5
La mediana es el valor central de los datos ordenados.
Solucion: a) 6

8. La moda de los siguientes datos 3,4,6,7,5,8,7,7, es:
a) 6
b) 7
c) 4
d) 5
La moda es el valor que mas se repite.
Solucién: b) 7

9. Se tira un dado. ¢Cual es la probabilidad de que no sea un 2?
a) 3/4
b) 1/6
c) 2/6
d) 5/6

La probabilidad de que no sea un 2 es 1 menos la probabilidad de que sea un 2.

) 1.5
6 6

Solucién: d) 5/6
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10. Queremos saber los deportes que hacen los escolares de un cierto centro. Pasamos una encuesta
a 20 de 22 A. Indica en este caso quién es la poblacién y quién es una muestra:
a) Estudiantes de Espaiia y estudiantes de ese centro
b) Estudiantes de ese centro y estudiantes de 22 A
c) Estudiantes de ese centro y los 20 estudiantes de 22 A
d) Estudiantes de 22 Ay los 20 estudiantes elegidos de 22 A

La poblacién son todos los estudiantes del centro, y la muestra son los 20 estudiantes de 22 A
encuestados.
Solucion: c) Estudiantes de ese centro y los 20 estudiantes de 22 A
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