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NUmeros Racionales

ACTIVIDADES PROPUESTAS

0. TE CONVIENE RECORDAR
1. Calcula:
a) —20 + 15 = =5
b) —2(—20 + 15) = =2(-5) = +10

¢) —20: (10 — 2(=20 + 15)) = —20: (10 — 2(=5)) = —20: (10 + 10) = —20: 20 = —1
d) (—80 — 20: (10 — 2(=20 + 15)))- (3 =2 -32)= (-80 - 1)- 3 = 2 - 9) =

= —81- (3 — 18) = —81(—15) = 1215
2. Calcula:

a) —10 + 20: (=5) = —10 — 4 = —14
b) (=10 + 20): (=5) = 10: (=5) = —2
¢) —100: ((—20): (=5)) = —100:4 = —25
d) (—100: (—20)): (=5) = 5:(=5) = —1
e)V36-4 =6 -4 = 24

3. Calcula:

a)3 —(4-3-2-52-3-=-53=3-(12-102%- (-2)3=

=3-22-(-8)=3-4+4+8=7

)5 —-32-2-(-5)—(7—-92=5-9+10—(-2)2 =6 — 4 = 2
)7 -2-B3-52+42-(-3)+8-(-22=7-2-(-22-6+8—4=

=7-2-4-2=7-8-2=-3

)2 —-(2-3-3-42-Q2-4°%=2-(6-12)? — (-2)3=
=2 — (62— (-8) =2 —-36+8=—-26

4. Pasa a forma mixta las siguientes fracciones:

50_49+1_(7-7)+1_7+1
Vg =—F— =7 =7%3
25 22+3  (2-11)+3 _ 3
1 11 11 B 11
101 96+5 (16-6)+5 5
Ve =" ° 6 - 6

5. Pasa a forma mixta las fracciones:
—30_—28—2_(—4-7)—2_ 4 2

)= 7 Ty
=50 _ 3911 (-3-13)-11 _
)13 13 13 B
—100 —84-16 (—4-21)—16
V21 =21 21 =

6. Representa en la recta numérica las fracciones:

11

13

16
21

1/s, 3/7 , -5/8 , -3/4

b & o} A B U
*—o ° o ° °
-3/4 .5/8 0 115 317 1
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— Ndmeros Racionales

7. Pasa a forma mixta y representa las fracciones:

23 16+7 (2-8)+7 7
a)—: = =2

8 8
b—23_—16—7_(—2-8)—7_ , 7
) 8 8 8 B 8
180_150+30_(3-50)+30_3+30_3+3
%50 " 50 50 ~2T50”" >3
d—26_—24—2_(—4-6)—2_ . 2 . 1
) 6 6 6 N 6 3
| = e | | | A &g |
| il [ | | [ | | = [ |
5 26 -4 -3 23 -2 -1 1 2 233 180 4 5
. G 8 0 K3 B0

8. Halla las fracciones que se corresponden con los puntos A, B, C, D y E, expresando en forma
mixta y como fracciéon impropia las representadas por los puntos A, By E.

A B c D E

3 2 - 0 1 2 3

2 (-2-9)-2 -18-2 20

A)—2—= :
) 9 9 9 9 '’

51 6 ) 3 (-1-4)-3 —4-3 -7
) 8 4 4 4 4
c -3 b 3 s 2+4_(2-7)+4_14+4_18
)4’ )5’ ) 7 7 77

9. Halla las cuatro quintas partes de las tres cuartas partes de 12.
4 3 12_4-3-12_3-12_36

54 5-4 5 5

10. Las cinco sextas partes de un nimero son 100, {qué nimero es?

Llamemos a este niumero x:

5 6 100-6 600
Z.x=100-x=100-= =

6 5=~5 5 14

Comprobamos:
5 120 = 5-120_600_100
6 6 6

2. APROXIMACIONES Y ERRORES
11. Copia esta tabla en tu cuaderno y redondea con el nimero de cifras indicado.

Cifras significativas

Numero 1 2 3 4
Jio
1/7
95549 | 100000
30000 | 310°
1.9995 2.000
20.55
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a) V10 = 3,16227766.. » 1)3,16227766 — 3,1
2) 3,16227766 — 3,2
3)3,16227766 — 3,16
4)3,16227766 — 3,162

1
b) 7= 0,142857142 ... —» 1)0,142857142 - 0,1

Los ceros a la izquierda no son cifras significativas.
2)0,142857142 - 0,14
3)0,142857142 — 0,143
4)0,142857142 — 0,1429
€)95549 - 1)95549 - 100000 =1-10°
2)95549 - 96 000 = 96 - 103
3)95549 - 95500 = 955 - 102
4)95549 - 95550 =9555-10
1) 30000 -» 3-10*
2)30000 - 30-103
3)30000 - 300-10?
4)30000 —» 3000-10
1)1,9995 =2
2)1,9995 - 2,0
3)1,9995 - 2,00
4)1,9995 - 2,000

d) 30 000 —

e) 1,9995 -

£)20,55 - 1)20,55 -20=2-10
2) 20,55 — 21
3) 20,55 — 20,6
4) 20,55 — 20,55
Cifras significativas
Nimero 1 2 3 4
Jﬁ 3 3.2 3.16 3.162
17 0.1 0.14 0.143 0.1429
95549 100000 9600 95500 95550
30000 3104 30-10° 300102 3000-10
1.9995 2 2.0 2.00 2.000
20.55 20 21 20.6 20.55

12. Prueba que 123.45 con EA = 0.005 y 0.12345 con EA = 0.000005 tienen el mismo ER.

EA = |valor real — valor aproximado|
EA

"~ |valor real|

ER =

0,005

0,000005

R= 19345~ 012345

4,05-1073%

13. Contesta Verdadero o Falso y justifica tu respuesta:
a) Para una misma maquina de medir el error cometido es menor cuanto mas
pequena sea la medida.
Depende del tipo de error. Si se considera el error relativo, Falso, pues cuanto mas pequefia sea la
medida, mas dificil es medir y el error relativo es mayor. Pero si se trata de error absoluto, Verdadero,
pues al ser menor la medida también serd menor el valor del error.
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b) No se pueden comparar errores relativos de distintas magnitudes.
Falso, el error relativo, al ser una medida adimensional, permite comparar la precision de
aproximaciones de diferentes magnitudes de manera justa y consistente.

c) Poner precios como 1.99 €/Kg es un intento de engafio

Verdadera, se trata de una estrategia disefiada para hacer que el precio parezca significativamente
menor que 2 €/Kg, influyendo en la percepcién del consumidor, y aunque te ahorras un céntimo si
compras un kilo, si compras medio kilo no ahorras nada.

d) Comprar a 1.99 €/Kg frente a 2 €/Kg supone un ahorro.
Falso, porque, aunque ahorras un céntimo si compras un kilo, este ahorro es insignificante, y no se
aplica cuando compras medio kilo, donde no hay diferencia en el coste.

e) Poner muchas cifras en un resultado significa que uno es un gran matematico.
f) La precision se mide por el numero de cifras decimales.
Ambas son falsas, como hemos leido en este capitulo: utilizar demasiadas cifras decimales sin estar

seguro de ellas no es sindnimo de precision sino de torpeza.

3. FRACCIONES Y DECIMALES
14. . Sin hacer la divisidn indica si las siguientes fracciones tienen expresiéon decimal exacta o pe-

riddica.
21 7 . .

a 720 = 250 — encontramos la fraccion irreductible
Descomponemos el denominador en factores primos:

a2 - 250=2-53

125

25 5

5 5

1
En general ongm tiene expresion decimal exacta y el numero de cifras decimales

es el maximo entre n y m.

Por lo tanto tiene expresion decimal exacta y el nimero de cifras decimales es 3.

2-53
Logicamente es también el caso de 553 el numero que estamos estudiando.
21
Podemos comprobarlo con la calculadora: 720 = 0,028
b 75 ; , _
_— — .
) o1 7 es un nimero primo

Si en el denominador de una fraccion irreducible aparecen factores primos distintos de 2
y de 5 la expresion decimal sera periddica.
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c) % = % =3 — Expresion decimal periodica.
d) 2_2 = g = % — Expresion decimal exacta y el nimero de cifras decimales es 3.
15. Pasa a fraccion y simplifica:
14142 7071
Q) L4142 = 155007 0 = 5000
125 1
b)0,125=—1000 =3
666 333
©) 666 = 160777 = 50

16. Pasa a fraccion y simplifica:
4142 9999 + 4142 14141

a) 141424142 .. =1+ — ya es una fracciéon irreducible

9999 9999 9999
b) 0.125125 _ 125
) 0. =399
6666_6+6_(6-9)+6_54+6_60 20
€)6.666 =6+g=—g—=—g—=5——=73

17. Pasa a fraccion y simplifica:

4 0,41424 ... 4142 99990 + 4142

1.041424142 ...= 1+ 0,0414241.. =1 = =
a) + 10 * 59990 99990
104132 52066
99990 49995 5990
B)0.7125125 ... = 0,7 4+ 0,0125125 .. = - 4 212212 7 125 _ (7' 10 )+125 -
)0. e ’ 10 10 10 9990 9990 B
_(7-999)+125 6993 +125 7118 3559
N 9990 © 9990 9990 4995
6.7666 ... = 6 + 0,7 + 0,0666 ... = 6 + ’ +0’666'"—6+ ! + 6 _(690)+(7:9)+6
6. e S T 10 10 10 90 90
540 +63+6 609 203
B 90 T 90~ 30
18. . Determina la fraccion generatriz de:
0.333.. + 0.666...= 3 + 6—3+6—9—1
a) 0. . w=gtg=—g =5=
1 0.888 "y 825 8-25 200 20
) 0. T T 910 9-10 90 0 9
65 65 65:99 99

¢) 0.65: 0.656565 ...

32 ESO. Capitulo 1: NUmeros Racionales. RESPUESTAS

www.apuntesmareaverde.org.es

~100°99  100-65 100

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



NUmeros Racionales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Halla paso a paso:

(-5+4-(-2)+7):(7-B-4):(-1))=(-5-8+7):(7- (-1 - (-1)) =

=(-6):(7—-1)=(-6):6=—-1

-8 4 38 77 —9

8
2. Ordenade menoramayor: —; —; —-; —

9 9'545 90’ 8

Ponemos las fracciones con el mismo denominador

90 90 90
80, —80 (4'?)_ (38@)_ 77 . (—97) 80 -80 72 76 77,  —-101,25
90’ 90’ 90 ’ 90 ' 90’ 90 90" 90’ 90’ 90’ 90’ 90
-101,25 _-80 _72 _76 _77 _ 80 -9 -8 _4 _38 _77 _8
»——<—<=<—<—=<— 5 —<—<-<=<—=<-
90 90 90 90 90 90 8 5 45 90 9
98 97 -102 _ -103
. Indica razonadamen fraccion es mayor: — —y — —_—y —
3 dica razonadamente qué fraccion es mayor: a) 101y99 )99y98 <) o1 02
102 98 1
a) —+1 —'aue(—+1)>1 X<
) 101 y 99 101 g1 Y4 101 Y 5
99
) 98 97 98 (975) _ 9798 98 _ 97
99 © 98’ 99 99 99 99 ~ 98
101
-102 _ -103 -102 (—103'5) -101,9 -103 _ —102
) — Yy —; = - >
101 102 101 101 102 101
4. Demuestra que 4.999...=5
4,999999 ... = 4 4+ 0,99999 ... — entonces basta con demostrar que 0,9999 ... =1

Llamamos x a nuestro ndmero periddico: x = 0, 9 = 0,99999 ...

Propiedad de la igualdad, multiplicamos por 10 a ambos lados:

{x = 0,99999 ...
10x = 9,9999 ...
- 9x=9-5>x=1,
Generaliza: ¢Cuanto vale n,999...?
n,99999 =n+1

— Restamos la 12 expresion a la 22:

lo que implica 0,99999 ...

10x = 9,999999 ...
10x —x = 9,9999 ...— 0.9999 ...
=1-49999..=5

5. Usa la calculadora o una hoja de calculo y reflexiona sobre la jerarquia de operaciones:

12 Se resuelven los paréntesis interiores.
22 Las potencias y las raices.

32 Las multiplicaciones y divisiones.

42 Las sumas y restas.

6. Pasa a forma mixta:

16 9+7 7

Vg=—g =1l*3

b 152:150+2:(25-6)+2:25+3
6 6 6 6
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~17 —15-2 (-3:5)-2  _ 2
V5 =—5 ~ 5 ~373
o B_T0-3_(5w-3 3

4 4 4 4

7. Representa de forma exacta en la recta numérica:
3125_25_24+1_(3-8)+1_3 1

a) 3,125 =

1000 8 8 8 8
. 760 _720+40 _(3-240)+40 . 40 __ 1
240 240 240 240 6
—46 —42-4 (=3-14)—4 4
VR VI 14 -0 T 14
d)—z1666...=—21—006666...=_—21—i=(_21'9)_6=_189_6=_195=—E=
’ ST 10 90 90 90 90 6
_cl2-1_(2e)-1_ 1
6 6 6
.‘C .D C') .U .-A.B

-46/14=-3'25 -2'16666 3125 760/240=3'38

=l

8. Simplifica:
2:7-15 2:7-3-5
21-10 3:7-2-5
10+6_25+3) _

10— 2 8

2:3+4 23+2) 5 1

) EF10 2545 10 2

a)

= 1 (descomposicion en factores primos)

b)

9. Halla la fraccion que cae justo en medio de 3/2 y 9/4 en la recta numérica.
9 649 15
I "4 & 15 15 B 7

.
= = = +
2 2 2 24 8 8

III

R = Rle]

10. La media arménica se define como: H(a,b) =+~

32 ESO. Capitulo 1: NUmeros Racionales. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



NUmeros Racionales

a. Demuestraque H(a,b) = z%l;

1 1 1 _ 2ab
1,1 b+a b+a a+b
a_b ab 2ab

2 2

2" 3 11 9+ 22 31 31 31
3 6 6
11. Halla la fraccién inversa de 3 + g : %
3+4 6 3_|_4-10 3_|_40 3+4 9+4 13 ¢ 1
—_r—= _— = —_—= —_ = — P —_—
=70 56 30 3 3 3 raccion inversa 13
3
s 6 10 7
12. Opera y simplifica: FREVRETRE

12 (3 %) -12 (12-12)

3_24 3_2-6 3 12
5 56 _5 5-4__5 20 _ 20 _ 20 —0
i.(l_z) 3.1-12 i.(_ﬂ) _3-6 _3:6
5°\6 5° 6 5 6 5-11 5-11

14. Calcula las dos terceras parte de la sexta parte del 80 % de 900.
21 80 900_2-1-8-900_14400_80
3 67100 ~ 3:6-10 180

15. Halla el nimero tal que sus cuatro tercios valen 520.

=520 520> = 390
— = e d = ® -— =
3* x 4

16. ¢ Cuantos botes de tres octavos de litro puedo llenar con 12 litros?

3
1bote — glitro

) 12 12-8 96
xbotes — 12 litros _)szsz?=32

8
17. Si 100 pulgadas son 254 cm:

a) Halla el largo en centimetros de una television si la altura son 19.2 pulgadas y largo/alto =

4/3;
b) Igual pero ahora largo/alto = 16/9

a) 100 pulgadas 254 cm, 254/100=2.54 , 1 pulgada=2.54 cm ; altura=19.2-2.54 = 48.768

largo/alto = 4/3 = largo/48.768 , largo=48.768 -4 /3 =65.024 cm

32 ESO. Capitulo 1: NUmeros Racionales. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde

Ilustraciones: Creadas con GeoGebra
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b) largo/alto = 16/9 = largo/48.768 , largo = 48.768 - 16 / 9 = 86.69666... cm

18. Si en una clase el 77.777... % de los alumnos aprueban y hay mas de 30 alumnos, pero menos
de

40, ¢ cuantos alumnos son y cuantos aprueban?
30-77.7777 / 100 = 23.3333 40-77.77777 /100 = 31.111
Aprueban entre 24y 31, probamos 24/0.77777 =30.86 no puede ser
25/0.77777 = 32. 14 no puede ser
26/0.77777 = 33.43 no puede ser
27/0.77777 = 34.71 no puede ser

28/0.77777 = 36 es exacto
Hay 36 alumnos y aprueban 28

19. Tres peregrinos deciden iniciar un viaje de 8 dias. El primero de los peregrinos aporta 5 panes
para el camino, el segundo peregrino, 3 panes, y el tercero no aporta ninguno, pero promete
pagarles a sus compaiieros al final del viaje por el pan que haya comido. Cada uno de los dias
que duro el viaje, a la hora de comer sacaban un pan de la bolsa, lo dividian en tres pedazos y
cada peregrino se comia un pedazo. Cuando llegaron a su destino, el caminante que no habia
aportado ningun pan sacé 8 monedas y las entregé a sus compaiieros: 5 monedas para el que
habia puesto 5 panes y 3 monedas para el que habia contribuido con 3 panes. ¢ Podrias explicar
por qué este reparto de monedas no es justo? ¢Cual seria el reparto justo? (Problema de la
Olimpiada de Albacete).

Total de panes 8, como viajan 8 dias cada dia comen 1 pan
Cada peregrino ha comido 8/3 de pan

El primer peregrino ha puesto 5 panes, es decir, 15/3 como ha comido 8/3 le ha entregado al

que no ha aportado pan 15/3 —8/3 = 7/3 que es lo que le corresponde, es decir, si cada panvale 1 €, le
debe entregar 2.33 €

Al segundo peregrino le debe entregar 1/3, es decir, 0.33 €
Si desea repartir 8€ debe darle 7€ al primero y 1€ al segundo.

20. Aproxima los nimeros 32567 y 1.395 con 2 cifras significativas y di en cudl se comete menor
error relativo.
32567............. 33000 EA=132567-330001= 433 ER=433/32567=0.0133...1.33%

1.395............ 1.4 EA=11.395-1.41= 0.005 ER =0.005/1.395 = 0,0036 ... 0.36%
En el segundo nimero se comete menor error relativo.

21.  no puede representarse mediante una fraccion de enteros, pero é¢puedes hallar una fraccion
que lo aproxime con 5 cifras significativas?

Mediante ensayo y error ..... 3927/1250

22. Aproximamos T por:

a) Simplifica hasta una fracciéon impropia irreducible 3 + Ll

16
b) Halla el error absoluto y el error relativo.
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1 1 16 339+16 355
a) 3+7+1—1€)_3+T_3+E_1—13_E
b) % = 3.14159292 —> EA = |3.14159265 - 3.14159292| = 0,00000027
_ 0.00000027

e ——— . -8 = . -6 0
R 314159265 8.6-10 8.6-107°%
23. ¢Cuantas botellas de 3/4 de litro necesito para tener la misma cantidad que en 60 botellas de
3/5 de litro?
60-3/5=36litros ; 36:3/4 =48 botellas

24. Halla un nimero entero no nulo de tal forma que: su mitad, su tercera parte, su cuarta parte,
su quinta parte, su sexta parte y su séptima parte sean nimeros enteros.

2,22 2,2 hacemoselmemde (2, 3,4, 5,6, 7) = 420

25. A la unidad le quito sus 2 quintas partes. ¢Por qué fraccidon hay que multiplicar el resultado
para llegar otra vez a la unidad?
1-2/5=3/5, paraobtener 1 debemos multiplicar por 5/3

26. Halla la fraccidén resultante:
a) Quito 1 tercio de lo que tengo y luego afnado 1 tercio de lo que queda;
b) Afado 1 tercio de lo que tengo y después quito 1 tercio del resultado. Solucidon: a) 8/9; b)

8/9
1-1/3=2/3 ; zplz_2,2.°%6,2_°8 Nos queda 8/9
2035 3 7 12 % %
1+1/3=4/3 ; ——--=-—-=———-=- Nosqueda 8/9
3 33 3 9 9 9 9

27. Estas aburrido y decides jugar a lo siguiente: Avanzas un metro en linea recta, retrocedes la
mitad, avanzas la mitad de lo que has retrocedido en el Gltimo paso, retrocedes la mitad de lo

que has avanzado en el ultimo paso, ... Si lo haces muchas, pero que muchas veces, écuanto

1. 1 1 1 1
avanzasentotal?1 — - +-—=-4+———+---
2+4 8+16 32+

Sumamos los positivos y negativos por separado:

1 1 . e s . s ra e , . , .
1+ STt suma infinita de una progresion geométrica de razén % , primer término 1

. 114 a
lasumaesiguala —=5=- ;o S=—12
12 273 1-r

1 1 1 . e . . s 74 e ’ . ; .
Stgts +orsuma infinita de una progresién geométrica de razén %, primer término %
1

La suma es igual a ﬁ

4

Il
Al e

_ 2
3

Restamos %— 2 = g Avanzo 2/3 de metro
28. Dario da pasos de 3/5 de metro, su perro Rayo da pasos de % de metro. Si ambos van a igual
velocidad y Rayo da 360 pasos por minuto, écuantos pasos por minuto dara Dario?

Rayo: 360 - 1/4 = 90 metros en un minuto.
Dario: 90 : 3/5 = 150 pasos por minuto.
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NUmeros Racionales

29. La figura de al lado es un “Tangram”.
a) Halla la fraccién que se corresponde con cada una de las 7 piezas.
b) Si el lado del cuadrado es de 20cm, halla el drea de cada pieza.

a) Amarilloyrojo: 1/4; azul, verde y naranja: 1/8 ; lilay negro: 1/16
b) Siellado mide 20 cm, el drea del cuadrado es de 400 cm? y el drea de las piezas es:
Amarilloy rojo: 100 cm? ; azul, verde y naranja: 50 cm? ; lilay negro: 25 cm?.

30. Si el lado del cuadrado es de 4 cm halla la fraccién y el area de la zona coloreada:

r 1 —- e N |
| e &

; " "._. 1 b '-ul..'l

|~ I —— e

El drea del cuadrado es de 16 cm? hay 16 cuadraditos.

a) == la franja son 4 cuadraditos, luego es 1/4 , 4 cm?

b) = hayb5 piezasiguales, luegoes 1/5de 16 =16/5, 3.2.cm?

Xi
\\h
c) - la pieza es 3/4 de la anterior, luego 3/4 - 1/5=3/20 ;3/20-16=48/20=2.4
cm?
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31. Calcula:

232G - wi
RN R
RN R
9 3G o) =2
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NUmeros Racionales

AUTOEVALUACION

1. Sabes operar con numeros enteros, conoces la prioridad de las operaciones y el uso de parén-
tesis. Resuelve paso a paso: (-8 —7-(—4 +6): (2 +(-3)) +5-4-2%) - (-2).

(-8—7-(-4+6):(2+(-3))+5-4-22) - (-2) = (-8 = 7-(2):( 1) + 5-16) - (-2) =
= (-8-14:(—-1) —11)(<2) = (-8+14 —11):(-2) = (= 5)-(-2) = 10

2. Sabes obtener fracciones equivalentes. Ordena de mayor a menor: E; ————
Calculamos el MCM (4, 6, 8) = 24

S 8 e s 22092 24 2a ) 22 Y@ podemos ordenar, fijandonos en los numeradores

21 20 _ -20 _ —21 _ —30 7_5._-5_-7_-5
—>—=>—>—>—dedonde->->—>—>—
247 247 24 24 24 8~ 6~ 6 8 4

3. Sabes representar fracciones de forma exacta en la recta numérica. Representa:
3 17 -11
Z;?;T; —0.125

-1 -1 3 17
7 - G

& ==

@
x

4 |

pragp—

L9
o®

L
(5T ]

-

2 5 11
2 2(2—-=
4. Sabes operar con fracciones. Resuelve paso a paso y simplifica: M
6
2.5(, 11 2_5(=5 2_-1s 2,1 4,3 7
5_3'(2 3) — 3 6'(3) _330 37 _ ' _s_21_7
2 - 1 T 1 T 1 T 1 T 17 g7 5
6 3 3 3 3 3

5. Sabes hallar la fraccion de un namero y la fraccion de una fraccion.

a) Halla las cuatro quintas partes de los cinco octavos de 360.

b) Una botella tiene llenas sus siete octavas partes, si contiene 840 cm3, écuanto le cabe llena?
a) $+2-360=22-360 =360 = 180
b) Para calcularla fraccion de un nimero multiplicamos la fraccién por el nimero, como lo que

conocemos es el resultado, para calcular el nUmero debemos dividir entre la fraccién:

840: . = £72° _ 960
8 7

6. Sabes redondear y calcular el error relativo cometido. Aproxima los niimeros 9859 y 9.945 con
2 cifras significativas y calcula los errores relativos cometidos (en %), écudl es menor?
9859.....9900 , EA=9859-9900| =41, ER=41/9859=0.0042=0.42%
9.945...9.9 , EA=19.945-9.9| =0.045 , ER=0.045/9.945=0.0045=0.45%

El error relativo cometido con el redondeo del primer nimero es un poco menor que el
cometido con el segundo numero.

7. Sabes distinguir cuando una fraccidn tiene una expresion decimal exacta.
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NUmeros Racionales

a) Di cudles de las siguientes fracciones tienen expresion decimal exacta y cuales periddica:
6 5 42
120 ' 180 ’ 210

O : . 1
b) éCuantos decimales tiene ——?

c) éCuantas cifras como maximo puede tener el periodo de 1/97?

o 6 1 1 . e
a) Simplificamos: 50 = 70" 725 denominador con solo multiplos de 2 y 5, es exacta.

5 1 1 . e . . g
To0 = 3¢ = 2z denominador con multiplos distintos de 2 y 5, decimal periddica.
42 1 . e

03 denominador con solo multiplos de 2 y 5, es exacta.

b) Como el mayor exponente es 10, tiene 10 decimales.
c) 96 cifras (de hecho, las tiene).

8. Sabes pasar de decimal a fraccion. Pasa a fraccion y simplifica: a) 2.225 b) 2.2252525...
0.125

) 0.125125125...
2225 _ 89
a) 2225 =—=—
1000 40

2225-22 _ 2203
b) 2.2252525... = = —
990 990
125
0.125 Tooo _ 999

0.125125125.. 125 7 1000
999

c)

9. Sabes resolver problemas mediante fracciones. Una medusa crece cada semana un tercio de
su volumen.
a) ¢Cuantas semanas deben pasar para que su volumen se multiplique por mas de 3?
b) Si su volumen actual es de 1200 cm?3, écudl era su volumen hace 3 semanas?
a) Calculamos el aumento cada semana:
12 semana 1+1/3=4/3
223semana 4/3+1/3-4/3=4/3+4/9=16/9
32semana 16/9+1/3-16/9=16/9 + 16/27 = 64/27
42 semana 64/27 + 1/3 - 64/27 = 64/27 + 64/81 = 256/81 = 3.16 su volumen es mas de 3
veces el inicial, deben pasar 4 semanas
b) Como en 3 semanas crece 64/27 y esto es 1200 cm? para calcular el volumen inicial dividi-
mos
1200 : 64/27 = 506.25 cm3

10. A un trabajador le bajan el sueldo la sexta parte, de lo que le queda el 25 % se va destinado a
impuestos y por ultimo del resto que le queda las dos quintas partes se las gasta en pagar la
hipoteca del piso. Si aun tiene disponibles 450 €, ¢ cuanto cobraba antes de la bajada de suel-
do?, écuanto paga de impuestos y de hipoteca?

1-1/6=5/6le queda

Impuestos: 5/6 - 25/100 = 5/24 , le queda 5/6 — 5/24 = 15/24 =5/8

Hipoteca: 2/5-5/8 =1/4 , le queda 5/8 — 1/4 = 3/8 que es 450 luego inicialmente
tenia 450 :3/8 = 1200

Cobraba 1200 €. Ahora cobra 1000 €, paga 250 € de impuestos y 300 € de hipoteca.
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“ Potencias y raices

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Determina el signo de las potencias:
(—1)° =negativo

(5)1? =positivo

(—=12)7> = negativo

(8)~* = positivo

2.Expresa en forma de una Unica potencia:
(_7)3 . (_7)5 . (_7)2 . (_7)6 — (_7)3+5+2+6 — (_7)16
(3)2 . (3)7 . (3) . (3)4 . (3)3 — (3)2+7+1+4+3 — (3)17

3.Expresa en forma de potencia:

(=6)* - (- (=D (=5)* = ((=6) - 4+ (-1 - (-5))" = (~120)*

4.Expresa en forma de potencia:
(=8)7 + (—8)* = (-8)°7* = (-8)°
(=32 + (=3) = (-3)"7 = (-3)°

5.Expresa en forma de potencia:
4

(79t = (-3 = (2 = (25"
8

-5
—5)8 + (8)% = (—)
(-5)"+ (&) = (
6.Expresa en forma de potencia:

((=2)")° = (=2)*° = (-2)*°
((7)3)75 = (-2)3C3) = (=2)15

7. Calcula:

) =) () @) =5=%

_(7 4 7¢ 2401

-2 (-2)% 16

8. Expresa como Unica potencia:

A(F) )G =6 =G =)
) @6 =0 =0 =0 =
9. Expresa como Unica potencia:

) G)G) =R =6
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Potencias y raices

W(E) (@) @) = (e - () - ()
oD - )7 -7 -

o) Q) =)=

o) ()= (- = () -

e (2) = (222 = (2 -7

12. Calcula:
5
2.2° 32 z88
a) s = s 5T
(_4).45 4_6 46

I RC NG e
T T e T

13. Utiliza tu calculadora para obtener 219,232y264y observa cémo da el resultado.
216 = 65536
232 = 4294967296
264 = 1,844674407 - 10%°

64

14. Utiliza la calculadora para obtener tu edad en segundos en notacidn cientifica.
15-365-24-3600 = 4,7304 - 108segundos

15. Efectia las operaciones en notacidn cientifica:
a)0.000257 +1.4-107°=25.7-10">+1.4-10"> =27.1-107°

b)200000000 — 3.5 - 10 + 8.5 - 10° = 200 - 10° — 3.5 - 10° + 0.85 - 10® = 197.35 - 10°

16. Efectua las operaciones en notacion cientifica:
a)(1.3-10%) - (6.1-1073) = (1.3-6.1) - 10573 = 7.93 - 102
b)(4.7-1078) - (3-10%) - (2.5-107%) = (4.7-3-2.5) - 1078+6~* =3525.107°

17. Efectiia las operaciones en notacion cientifica:
a)(5-1078) +(1.5-103) =(5+1.5)-1078*3=33.107°

b)(3.25-107%) - (5-102) + (6.15-1077) = (3.25 -5+ 6.15) - 107>*2*7 = 2,64227 - 10*

18. Se estima que el volumen del agua de los océanos es de 1 284 600 000 km?3y el volumen de agua
dulce es de 35 000 000 km3.Escribe esas cantidades en notacion cientifica y calcula la proporcion de

agua dulce.
1284 600 000 = 1.2846 - 10°
35000000 = 3.5-107
3.5-107 =+ 1.2846 - 10° = (3.5 + 128.46) - 1077 = 0.02725
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" Potencias y raices

La proporcién de agua dulce es del 2,725 %

19. Se sabe que en un atomo de hidrogeno el nucleo constituye el 99% de la masa y que la masa de
un electrén es de aproximadamente de 9.109- 10~31g. ¢Qué masa tiene el nicleo de un atomo de
hidrégeno? (Recuerda: Un atomo de hidrogeno esta formado por el nticleo, con un protén y por un
Unico electrén)

Masa del protén: 1.673- 10724

Masa del nucleo= 0.99x (Masa del protén+ Masa del electrdn)

0.99 - (1.673 - 10727+49.109- 10731)=0.99 - (167300 - 1072°+0.09109- 10~2°) = 0.99 -
(167300.0911 - 1072°%) = 165627,0902 - 1072°

20. A Juan le han hecho un anélisis de sangre y tiene 5 millones de glébulos rojos en cada mm3.
Escribe en notacidn cientifica el nimero aproximado de glébulos rojos que tiene Juan estimando que
tiene 5 litros de sangre.

5l= 5000000 mm3
5000000 = 5-10°
(5-10°) - (5-10%) = 25 - 102 de glébulos rojos en 5 litros de sangre

21. Calcula todas las soluciones:
a1zl =11y —11

b)V/—8 = -2

c) ¥Y10000 = 10 y — 10
d)V-1=-1

e)Vi=1

22. Expresa en forma de radical

a)(-3)s = Y (=3)*

b)8§ =3/8
2
c)53 = V52

23. Extrae los factores posibles en cada radical:
a)Vab - b5 =ab-Va%- b

b)V65-3%.26 =6-3-22-362-3
V4-53.93=2-.5-9.4/5.9=2.5.9.3.45

24. Expresa en forma de producto o de cociente:
a) Va-b=3%a-Vb
bV2-5-7=v2-V5-V7

) 7_ V7
e~ 76

x3 Va3
d) |5 =%
y oy
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Potencias y raices

25. Expresa en forma de Unica raiz:
a) VV1i8 = V18 = {18
b)V 325 = *3/25 = '4/25

26. Expresa en forma de potencia:
13
a)V23 V25 = /23 . 1210 = {213 = 2%
Y5952 5136 10 310 g,
Ve T T T e Tem s VP 5 =50 =53

27. Simplifica la expresion:
3 3

2 2
x3 x3 x6/3
a) —_ =\|-= = =75 = xl/z

b‘\/_ Mt _ x3/2x11/5 23710 5 101/30
3% x1/3 x1/3

28. Escribe la lista de los 12 primeros cuadrados perfectos.
1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144

29. Calcula mentalmente en tu cuaderno las siguientes raices:
a)V49 =7

b)vV25 =5

c)V/100 = 10

d)V64 =8

e)V81 =9

fWl=1

gh/0 =0

30.Calcula mentalmente en tu cuaderno las aproximaciones enteras de las siguientes raices:
a)V51 ~ 7

b)V27 = 5

V102 = 10

dV63 ~ 8

e)V/80 ~ 9

V2~ 1

gW123 =~ 11

31.Indica que raices cuadradas van a ser nimeros naturales, cuales niimeros irracionales y cuales no
existen:

a)V/36 =n2 natural
b)}v/—25 =no existe
c)JV—100 = no existe
d)V32 =n2 irracional
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e)V—7 = no existe
f)v10 =n2irracional
g)V100 =n2 natural

32. Utiliza la calculadora para calcular:
a)V/51 = 7.141428

b)V27 = 5.19615

V102 = 10.0995

d)V63 = 7.93725

e)V80 = 8.94427

V2 = 1.41421

gV123 = 11.0905
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" Potencias y raices

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Expresa en forma de unica potencia:

a) 2%(=3)%(-1)° = (2 (=3) - (1))’ = 6°
b)(—1)3'(—1)8'(—1)5 — (_1)3+8+5 — (_1)16

)43 - (=2)3 - (-1)3-53=(4-(-2)-(-1)-5)3 =403
d)(~5)*(=5)*(5) = (5)2**1 = (5"

e)(_9)293949 — (_9)2+3+4+1 — (_9)10

f)(—18)*: (=3)* = (‘_—138)4 - 6

8)(6)%: (6)* = (6)°2 = 6°

h)(=3)%: (=3)* = (=3)*7*(-3)7?

2. Expresa en forma de unica potencia:
\42.43.4 _ 42+3+1 _ 46 (4 6
AT e T (5-(-1)°  5° (E)
7 7
b)((27): (=37)) - (=4)* - (=49 = (& (-=3)) - ("3 = (=2) - (=47 = (3)

(225 (=3)164) 7 (=8 (=0)Y) _ (=2:(=3)-6)3:(—4)PH _ 361%(-4)12 _ 912 3
) 96.94.9 - 96+4-1 - 99 ~ 99 (_9)

(32-002: (52 _ ((D10:692) 62\ _ (6)?
d) 7573 - 75-3 o (72) - (7)
3. Expresa en forma de potencia de exponente positivo:

2ot = (-3
b) (9)7% = (3)?

A (—2)%:(-2)° = (-2°* = (-2 = (2)’

d)(=5) - (=5)%: (=5) = (=5)1*276 = (=5)73 = (_§)3

4. Expresa en forma de Unica potencia:
a) (2% = (2)*3 = 212

b) (=3)72)% = (=3)"»% = (=3)71°
C) ((_1)4)3 — (_1)4-3 — (_1)12

d) (5))*/° = (5)*%/5 = (5)°/°

5. Expresa en forma de Unica potencia:
a) (- = (3/5)"

b) 3)*

c) (1/5)7° =5°

d) (2/3)* = (3/2)*

6. Expresa en forma de unica potencia:

AQ ™ G Q==
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“ Potencias y raices

1-3-(=6) 3

b)<§)3-<§)3-<—> = Goco 7)) = (-2
A= (D' = (D = (D = D"
A3 =3 =G : = (2)?
(=) = (=P TFI= (== (="
HEO™H = =3

7. Expresa en forma de unica potencia:
3 3 3 3 1-4-1\3
ERC G KON M PR

@ T () W

— (4/135 + 1/4%) = (%)3
(-0 (3= ()7 () = () - ermre

QDS @/57t s _ (/)0
! (7/8)3:(1/6)3 3 s

8. Expresa en forma de notacidn cientifica:
a) 140 000 000=1.4 - 108

b) 32 800=3.28 - 10*

c) 71 000 000 000 000 000 = 7.1 - 101°

d) 0.0000075=7.5 - 10°

h) —18 000 000= —1.8 - 107

f) 0.00000000042= 4.2 - 101°

g) —0.009= —9-1073

e) 0.00000000007= 7 - 10~11

9. Busca informacion expresada en notacidn cientifica sobre:
a) La distancia entre la Tierra y la Luna= 3.844 - 108m

b) Unidad de masa atémica= 1.665402 - 10~%7kg

c) Km que corresponden a un afio luz= 9.46 - 10*?

d) Un gugol= 101%0

e) La longitud de onda de los rayos cdsmicos= 101>

10. Realiza las operaciones y expresa el resultado en notacidn cientifica:

a)4-103+2.4-10°—-1.7-10°—3-10% = 0.004 - 10° + 2.4 - 10° — 0.17 - 10° — 0.003 - 10° =
2.231-10°

b)2.3-107°—-345-10"*+6-10"3=10.023-10"3—-0.345-10"3+6-10"3 =5.678- 1073
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“ Potencias y raices

c)3-107*-4.5-10% = 13.5- 1072

d)1.8-10%:5-10% = 0.36- 1073

11. La estrella Sirio esta a unos 8.611 afios luz de nuestro planeta. Expresa en metros, mediante
notacion cientifica la distancia que recorreria una nave espacial que realizara un trayecto de ida y
vuelta a Sirio. (Recuerda: Un aio luz, la longitud que recorre la luz en un afo, es aproximadamente
igual 2 9.46 x 1012km(9 460 730 472 580.8 km mas 9.46 x 10'%aproximacion)).

8.611-2-1000 - 365 - 3600 =2.2- 101°
9.46 x 1021000 - 365 - 3600 = 2.98 - 10%2m/s

2.98-10%2-2.2-101° = 6.556 - 1032

12.La masa de un electréon en reposo se estima en 9.11 - 10~31kg, la de un proton es de 1.672-
10727 kgy la de un neutrén 1.64 x 101°. Calcula la masa de un 4tomo de carbono 14 (C,,)
formado por seis protones, seis electrones y 6 + 2 = 8 neutrones. (El C{4, es un isétopo que
tiene dos neutrones mas que el carbono normal y que se utiliza para datar).

Masa Cyy = (6-1.672-10727)(6-9.11 - 10731)(8 - 1.64x 10%°) = (10.032 - 10727)(54.66 -
10731)(13.12 x 101°)

13. Calcula y expresa en notacion cientifica:

a) 0.00829 +4-1073+7.45-107°-6.32-107* =
=829-1073+4-10"3+0.0745-1073 - 0.632- 1073 = 11.7325- 1073
b)5-10°—2.8-107 —3-10°=5-10°—28-10° — 0.3 - 10® = —23.3 - 10°

c)5-1072 —4-10%2+1.4-1073 = 0.0005 - 102 — 4 - 10% + 0.000014 - 102 = —3.99 - 102
d)3-107°-(-2.7)-1073+4.2-107°=-8.1-108+42-10"¢ =

=—-0.081-10"°+4.2-107°=4.119-107°

14. Expresa el resultado de esta operacion en notacion cientifica:

2.41073-15.10"*  24-107*-1.5.10"% _ 2398-10™*

= = =0.0948 - 10~*
0.025+3-10~% 250-107%+3-107% 253-10%

a)

32 ESO. Capitulo 2: Potencias y raices. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verd




Potencias y raices

\(1.3,104).(5.103) _ (6.5-107) _ . —4
b’(4.105).(2.3.106) - (9.2-1011) = 0.706-10

15. Se estima que existen 40 millones de bacterias en un gramo de tierra. Expresa en notacion
cientifica de forma aproximada el nimero de bacterias que existen en unos camiones que
estan descargando 50 toneladas métricas de arena en una playa.

50 toneladas = 5 - 10* y 40 millones= 4 - 107

5-10*-4-107 =20-10'1 =2 102

16.Six=240000 vy=0.00058 z=7.2 - 10°. Calcula y expresa en notacién cientifica:
a)x-y b)2x+y-107 c) 3x -5y

a) 24-10*-5.8-107* = 139.2

b) (2-24-10%) +(5.8-107*-107) = (48-10*) + (5.8-103) = (48 - 10*) + (0.58 - 10*) =
= 48.58 - 10*

c) 3:24-10*)—(5-5.8-107%) =(72-10%) —(29-107*%) =

= (72 - 10%) — (0.00000029 - 10%) = 71.9999 - 10* ~ 7.2 - 10°

17. Arquimedes, en su tratado El arenario cuenta una manera para expresar nimeros muy
grandes, como el numero de granos de arena que hay en toda la Tierra. Vamos a estimarlos
ahora por otro procedimiento. Estimamos cuantos granos de arena necesitamos para

tener un gramo de arena. Te parece que 50 granos de arena. Se estima

que la masa de la Tierra es de:

My =5 980 000 000 000 000 000 000 000 000 g =598 - 1025 g
Calcula de forma aproximada el nimero de granos de arena que hay en toda la Tierra.

5.98-10%°

= 1.196 - 10%*
50

18. Vemos en Internet que la masa de Marte es de 639E21 kg, que la masa de Jupiter es de
1.898E27kg, y que la masa de la Tierra es de 5.972E24 kg.

a) Calcula cuantas veces cabria la Tierra en el planeta Jupiter.

1027
%1024 =0.318-103 = 318
597210

b) Calcula la relacién entre la masa de la Tierray la de Marte.

597210 _ ) 00934 - 10° = 9.34
6391021 -
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“ Potencias y raices

19. Calcula:
a)v12100 = 110
b)¥/=0.008 = —0.2
c)¥=125 = -5
d)¥—1 = -1
e)V/0.49 = 0.7

20. Calcula:

a)3¥2.0736 = 1.2
b)3/=0.00001 = —0.1
c)v33 640 000 = 5800
d)¥=2.7-106 = -1.39-1073

21. Expresa en forma de raiz:
a)(—4)*° = Y (-4°
b)71/6 = /7

213 =321

d)(=5)*° = J/(-5)

22. Expresa en forma de potencia:
a)¥/63 = 63/5

b)\/(=7)% = (=7)%/2

c)V35 = 35/2

d) V/(=30)* = (—30)*

23. Extrae los factores posibles de estos radicales:

a)V33-105-2=3-102-v/3-10-2
b)V6% - 25 = 632322 =2*.33.3/22
Oyxtl y5 =x2.y Vxd

d)¥3%.56 =3.52.33

24, Extrae los factores posibles de estos radicales:
a)Va’ b c®=a*b-c? ¥a

b)V5 5 376 = 5-2.373. 5T

)V105: 68 = 10/62 - Y10

d) Va3 - a8 - x = Vx12 = x°

25. Simplifica:

a) |3 =@
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“ Potencias y raices

(- (- he =2 He = =By
d () ( <“>‘f/

26. Expresa en forma de producto:
a)V3-50-12=+32-23.52=3.2-5-4/2 = 30v2
b)V/52.2%.36 =2.32.3/52.2

c)V8-3%.9 =1/36.23 =33.2y2 =542

d)Va® - b% - 6 = a? - c23a? - b2

27. Expresa en forma de cociente:

2_V2
a) 5 5

b)’ |2 = 35 _ ¥is
32 Y32 2
) -7 V=7 _¥=7
9 "3/ 3

d) ( VIS _ V5 _ 5

V2& V8 242
28. Expresa en forma de Unica raiz:
a)\/f = *3/48 = V48
b)V/V250 = 3450 = Y450
¢)v/3/9000 = *3/9000 = '3/9000
d)VV=1="Y=1="Y-1

29. Simplifica las operaciones:

a)V35- 24 =335.2¢=3.2-V32.2

b)(V=27) - 55 = (Y(-3)°) -5 = (-3) - V25

OV 38 = V2238 = L V2

d) ¥3-¥105:3/28=4%3-25.55:23=3/3-22-55=2.52%/3.5

30. Simplifica las operaciones:
a) Vx5: x3 = Yx10: %% = Yx
b) V1012 = V1012 = 103
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“ Potencias y raices

/5 (=2)°- (=3)° = (-2)* - (-3)*V5
d) Y (=6)12:/(=6)7 - 310 = {/=612: (=6)7 - 310 = Y65 - 310 = (—6) - 9

31. Simplifica las operaciones:

a)Z\/ V64:52/3 = {/64:52/3 = 2:52/3
b)(_‘l_)SW _ (_4)5,(_4)1/3 _ (_4)15/3 _ (_4)15/3

=N L R

1
—73)2.3/(C7)2 _7\3/4.(_7\2/3 _7)17/12
c)(( ) _ (=7)>* (=7 _ (=7) _ (_7)14/12 _ (_7)7/6

I =
/(_7) Y (_7) (_7)1/4
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“ Potencias y raices

AUTOEVALUACION
1. El resultado de las operaciones siguientes es:(—6)3 - (—6)7> - (=6) y (12)7 =+ (12)°
(-6)% - (~6)5 - (=6) = (~6)~1 = (~6) " = —
(12)7 = (12)5 = (12)75 = (12)?
lac) 1/6y 122

2. El resultado de las operaciones siguientes es: (—=5)*- (=1)*-(6)* y (-8)7 = (5)7
(=5)* (=D*-(6)* = (=5 -(-1) - 6)* = 30*

8 7

(-8 + (5 =(~)
7
lab) 30y (-3)

. - 5\3 N 2,6

3. El resultado de las operaciones siguientes es: ((—2) ) ; ((—1) ) y ((—5)3)

((-2)%)° = (-2)°° = (~2)'°
(D7 = (D% = (~1)* = -1

2\ 2, 12
((—5)3) = (=5)3% = (=5)3 = (=5)"*
Lac) (—2)15; —1y(-5)*

4. El resultado de las operaciones siguientes es:(8)73; (=2)™* y (105)_2

8) = <1>3 1
- \g/ 8
( 2)_4_( 1)4_ 1
-\ 2 2_ 24
1 1
5-2 — (=) —
(10%) (105) 1010 ) ) )
Lab)gs ;=2 ¥ o0
5\3 /-1\"2 /-2\%
5. El resultado de las operaciones siguientes es: (;) ; (?) y(?)
5\ 53
() =7
—1\7? 3\* (32
5 -(-()-
3 1 1

3
La b) %;32 y =

2\3 /2\%¢ [2\75
6. El resultado de las operaciones siguientes es:(g) (—) (—)

3 3
2 3 2 2 2 -5 2 3+2-5 2 0
- =) (= = |- =(=)] =1
666 -6 -6
Laa)l
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“ Potencias y raices

7. Las expresiones 3.1 - 102 y 0.0000000095 corresponden a:
3.1-10% = 310000000
0.0000000095=9.5- 10~°

Lac) 310000000 y 9.5-107°

8. El resultado de esta operacion es: (0.00098 +3-10°-4.2-107%)-2.5- 10°

(0.00098 +3-107°-4.2-107%)-2.5- 105 = (9.8 - 10™* + 0.03 - 10™* - 4.2 - 107*) +2.5-10° =
5.63-107%- 2.5 - 10° = 14.075 - 10 = 140.75
Lad) 140.75

9. El resultado de las operaciones siguientes es: ¥—1331;V/256 y"r{/—_l
V-1331=-11

V256 =16

V=1=1

Laa) -11, 16, -1

10. Las siguientes expresiones corresponden a:(—4)3/5; (3)¥/%2 y (-5)%/3
(—f)E =J(=9?
(3)2=+3
(=5)** =Y (=5)*
Lab) /(—-4)3; v3; Y(-5)*

11. El resultado de extraer factores de estos radicales es: 3\'/(—5)4 yV23.55

V(=5)* = (-5)3(-5)
VJ23-55=2.52/2.5 =50V/10

Lab) (—5)3/(-5); 50V10

12. Las operaciones siguientes pueden expresarse: 3\/ —(5):12 y ; Y—18

=
3
()12 =-——
V12
3
V-18 = V-18
3
V-5 9
La a) s Y V—18
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. SUCESIONES DE NUMEROS REALES
1. Escribe los diez primeros términos de las siguientes sucesiones:
a) -1, -2, -3, —4,... b) 1, 4, 9, 16,... c1,3,5,7,.

a)-1, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -8, -9 y —10.
b) 1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 y 100.
01,3,5, 7,09, 11,13, 15,17 y 19.

2. Escribe el término que ocupa el lugar 100 de cada una de las sucesiones anteriores.
a)an=-n, ai00 =-100

b)an=n? , a100 = 1002 = 10 000

c)an=2n—-1 , ai=2-100—-1=199

3. Sabemos que un cuerpo con densidad suficiente que cae libremente sobre la Tierra tiene una
velocidad que aumenta 9.8 m/s. Si en el primer segundo su velocidad es de 10 m/s, escribe en tu
cuaderno la velocidad en los segundos indicados en la tabla. ¢ Observas alguna regla que te permita
conocer la velocidad al cabo de 30 segundos? Representa graficamente esta sucesion.

Tiempo en segundos 1 2 3 30 n
Velocidad en nvs 10

Debemos sumar 9,8 cada segundo:

Tiempo en segundos 1 2 3 30 n :
Velocidad en m/s 10 19.8 29.6 304 10+n-9.8

Para calcular la velocidad a los 30 segundos sustituimos en an=10+9,8n;

a3 =10+9,8-:30 =304 m/s

4. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes sucesiones:

@y =202 +1; by, ="2=; c1=1, €, =3Cu1+5; d; =2, dy =5, dyy = 2d,,_1 + dy

a,=2n*+1; a=2-12+1=3, a,=2-2241=9, az=2-32+1=19,
a,=2-42+1=33
_42-1 7 43-1 _ 11

by = ;b= 3-1 =1, b= 32 6 bs = 33 9’ by =

c=1¢,=3¢c,.1+5, ¢=3¢;+5=3-14+5=8, ¢3=3¢c;,+5=3-8+5=29
¢, =3c3+5=3:-294+5=94
di=2,d,=5d,=2d,_1+d,_, d3=2d,+d;=2-5+1=12
dy=2d;+d,=2-124+5=29

44-1 _ 15
34 12
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

5. Escribe la expresion del término general de las siguientes sucesiones:

a){-1,1,-1,1,-1,1,-1,1,..}, b) {0, 3, 8, 15, 24, 35,...},
13579
c){2I4I 6181 10;---}; d) {Z'g’g’;'g""}

a) Siempre 1 cambiando de signo, impares negativos: an = (-1)"

b)an=n%-1

c) Mdltiplos de 2: a, = 2n

2n-1
n+3

d) Numerador impares, denominador naturales comenzando en 4: a, =

6. En una sucesion el primer término es 2 y los demas se obtienen sumando 4 al término anterior.
Hallar los 6 primeros términos de la sucesion.
2,6,10, 14, 18,22y 26.

7. Un satélite artificial se puso en odrbita a las 17 horas y 30 minutos. Tarda en dar una vuelta
completa a su drbita 87 minutos.

a) Completa en tu cuaderno la tabla adjunta.

b) Escribe una expresion general que te permita conocer la hora en que ha completado la vuelta n-
ésima.

c) Busca una expresion que te permita conocer la hora en funcién de la hora de la érbita anterior.

d) Busca una expresion que te permita conocer la hora en funcién de la hora de otra érbita anterior.

e) éCuantas vueltas completas habra dado 20 dias mas tarde a las 14 horas?
N° de drbitas 1 2 3 4 5 6
Hora en la que la ha completado

a) Como empieza a las 17h 30min y tarda 87 minutos = 1h 27 min en una 6rbita, habra que sumar
esta cantidad por cada 6rbita: 17y 30+ 1y 27 =18h 57 min

N° de érbitas 1 2 3 4 5 6
Hora en la que la ha completado 18:27 | 20:24 | 21:51 | 23:18 | 0:45 | 2:12

b) hn=17:30+1:27:n

c¢) hn=hn1+1:27

d) hn=hn+1:27-(m—=n)

e) 20 dias tarde son 24- 20 = 480 horas, a las 17:30, como nos pide a las 14 horas, es 3:30 horas

menos, es decir dentro 476:30 horas, dividimos entre 1:27 = 87 minutos que tarda en una vuel-

ta, w = 328,62 vueltas.

2. PROGRESIONES ARITMETICAS

8. Senala razonadamente si la siguiente sucesion es una progresion aritmética:
{1, 10, 100, 1000, 100000, ....}.
No, es geométrica, cada término se obtiene multiplicando por 10 el anterior, 10",

9. Calcula los tres primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que el primeroes 1y la
diferencia es —2.
1, 1+(-2)=-1, -1+(-2)=-3, 1, -1y -3.
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

10. Dada una progresion aritmética cuyos dos de sus términos son: az =4 y ajo = 18:
a) Calcula su diferencia. b) Calcula su término general.
a)18—-4=12, como de a3 hasta aio hay 6 términos, dividimos 12/6 = 2 que es la diferencia.
b) an=a;1+d(n-1), a1=a3—-2-2=4-2-2=0, an=0+4+2(n—-1)=2n-2

11. Calcula el primer término de una progresién aritmética con diferencia 2 y aso = 60.
an=a1+d(n—-1) , azxp=a1+2(30-1) 60=a:+58 , a1=60-58=2

12. ¢Cudl es el término general de una progresion aritmética cona; =45y d=3?
an=ai1+d(n—-1) , axp=a1+3(22-1) , 45=a1+63 a1=45-63=-18
an=—-18+3(n-1)

13. Los lados de un pentdgono estan en progresion aritmética de diferencia 5. Sabiendo ademas que
su perimetro es 65, calcula el valor de los lados.

El perimetro equivale a la suma de los 5 primeros términos de la progresion:

Sn =4t , Ss :%~ 5, an=a1+d(n—1) , as=a1+5(5-1)=ai+ 20 sustituimos en

2
la suma: 65=M-5—>%=M—>2-13=2a1+20—>a1=3

El valor de los lados es: 3, 8, 13, 18 y 23.

14. Calcula los 5 primeros términos de una progresion aritmética de primer término 2 y de diferencia
3. Represéntalos graficamente. Observa que su representacion grafica es un conjunto de puntos
aislados que estan sobre una recta.

2,5 8 11y 14. B

15. Calcula la expresion general de las progresiones aritméticas:
a) De diferencia d = 2,5 y de primer término 2.
b) De diferencia d = —2 y de primer término 0.
c) De diferencia d = 1/3 y de segundo término 5.
d) De diferencia d = 4 y de quinto término 1.

a)an=2+(n-1)2,5=2,5n-75;

b)an=0+(n-1)(-2)=-2n+2;

c) 5-1/3=14/3, luego a; = 14/3, de donde, an=14/3 +(n—1) 1/3=n/3 + 13/3;

d) Restamos 4 veces 4 para obtener el primer término, 1 —4-4=-15, a,=-15+(n-1)4=4n-19.

16. ¢Cuantos multiplos de 7 estan comprendidos entre el 4 y el 893?
El término generalesan=7+7(n—1) =7n.
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

893 =7n,n=893/7=127,57, luego hay 127, 127-7 = 889

17. Suma los 10 primeros términos de la progresion aritmética: { -5, 4, 13, 22, 31, 40, ... }
S _ a1+an . a1+a10
e

n, 510=T-10 ; an=a1+d(n—-1) , aw=-5+9(10-1)=76

‘5;76 .10 = 355

S10 =

18. Halla la suma de los 50 primeros multiplos de 3.
an=3n , asp=50-3=150

S _ a1+an a1+a50
n=—""

34150
2 ’ 50 2

- 50 = 3825

19. En una sucesion aritmética de un numero impar de términos el central vale 12, ¢cuanto valdra la
suma del primero mas el ultimo?
La suma del primer y ultimo término es igual al doble del central, por tanto, 2-12 = 24.

20. El dueio de un pozo contrata a un zahori para conocer la profundidad a la que se encuentra el
agua y éste dictamina que a 5 m hay agua en abundancia. Pide un presupuesto a un contratista, que
le dice que el primer metro le costara 50 euros y por cada medio metro mas 6 euros mas que por el
medio metro anterior. ¢ Cuanto le costara el pozo si se cumplen las predicciones?
an=a1+d(n—1) , como el precio es 6 euros por medio metro, el metro sale a 12 euros,
an=50+12(n—-1) , as=50+12:4=98¢€

21. Antonio se ha comprado un mavil, pero no puede pagarlo al contado. Paga 60 euros cada semana,
pero el vendedor le sube 5 euros cada semana en concepto de pago aplazado. Logra pagarlo en 10
semanas. ¢Cudnto le costd? ¢Cudnto pagd de mas? ¢{Qué porcentaje supone este recargo sobre el
precio de venta?

an=a1+d(n—-1)=60+5(n—1)=5n+55, a0 =5-10 + 55 = 105

Sp="n 5 =100 = 252010 = 825, le costd 825€
Lo iba a pagar en 10 semanas a 60€ lo que hace 600€, 825 - 600 = 225, ha pagado 225€ de mas
225/600 = 0,375 supone un 37,5% mas.

22. Un nadador se entrena en una piscina de 50 m y quiere controlar las pérdidas de velocidad por
cansancio. Cronometra en cinco dias consecutivos los tiempos que tarda en hacer 2, 5, 8, 11, 14
largos.
a) Halla el término general de la sucesion a, que da los metros recorridos en el dia n.
b) ¢ Cuantos metros habra nadado en dichos cronometrajes?
2 largos son 100m, como 3 largos mas cada dia, hace 3-50 = 150m mas cada vez
a) an=100 + (n —1)150
b) 100, 250, 400, 550 y 700 metros

3. PROGRESIONES GEOMETRICAS

23. Averigua la razén de una progresion geométrica cuyo primer término es 27 y el cuarto es 8.

318 2
an=arrt , as=apr*t 8=271 r="|===
27 3
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

24. El cuarto término de una progresion geométrica es 1/9 y la razéon 1/3. Halla el primer término.

|r—~|~o|»-\

3
1 1
an=arr"t , az=apr*t 5= M (—) sa =5+=3

3

N

7

25. Halla el sexto término de la siguiente progresiéon geométrica: { V2, 2, 22, 4,..}
El quinto seria 4/2, y el sexto, M2 -\2=8

26. Dada una progresidon geométrica cuyos dos de sus términos son: as=—8 y a1; = —2048
a) Calcula su razoén.
b) Calcula su término general.

8’—2048
a) an=amr"™™ , am=azr!® , —-2048=-8r1 ,r= . =2

b) El segundo término es -8/2 = -4 y el primer término -4/2 =-2
an=arr! a,=-2:2"1= 2"

27. Cierta clase de alga, llamada clorella, se reproduce doblando su cantidad cada dos horas y media.

Al cabo de otras dos horas y media vuelve a doblar su cantidad, y asi sucesivamente. Si se tiene en el

momento inicial un kilo, al cabo de dos horas y media hay dos kilos.

a) Haz una tabla de valores en la que indiques para cada periodo de reproduccién el nimero de kilos

de clorella.

b) Indica el término general.

c) Al cabo de 4 dias, han transcurrido 40 periodos, éconsideras posible este crecimiento?
Considerando los periodos de reproduccién de 2 horas y media, tendriamos

periodos |1 2|3 (4|5
kilos 112(4]8]|16

a)

b) an=apr"t, ap=1.2mt=2n1
c) No, pues 2% es imposible como peso.

28. El primer término de una progresion geométrica es 3 y el octavo 384. Halla la razén y el producto
de los 8 primeros términos.

7384
an=ayr"t, ag=arr®t , 384=3r" ,r= = = 2

P, =(a; - a)", Ps=+/(a; ag)®=+/(3-384)8 =1,76-10"?

29. Calcula el producto de los 5 primeros términos de la progresion: 3, 6, 12, 24, ...
El quinto términoes 48, P, =./(a; - a,)" , Ps = \/(al cag)® = \/(3 -48)5 = 248 832

30. Un agricultor en su granja tiene 59049 litros de agua para dar de beber a los animales. Un dia
utilizé la mitad del contenido, al siguiente la mitad de lo que le quedaba y asi sucesivamente cada
dia. ¢Cuantos litros de agua utilizé hasta el sexto dia?

Consideramos que el primer dia utiliza la mitad , 59049/2 = 29524,5

Es una progresion geométrica de razdn %, an=ar-r"!, ae=a:-r®1=29524,5-(1/2)°>=922,64

1
o — Qe — =922,64—29524,5
ran—a r-ag—a , ) . . p
S, = "—11 , Sg=—"2 - t=2 . = 58126,36 litros ha utilizado en los 6 dias.
r r 51
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31. Suma los quince primeros términos de una progresion geométricaenlaquea;=5yr=7%.

ri—1 r15-1 (%)15_1
S, =ay- , Sis=aq - =5- T = 163835/16384

r—1 r—
2

32. Calcula la suma de los infinitos términos de la sucesién: 6, 3, 3/2, 3/4,...
aq 6 6

La razon es %2 que es menorque 1, S, = ot s 12
2 2

33. Tenemos en la mano un cuadrado de area 1. Cortamos las cuatro esquinas por los puntos medios
de los lados. El nuevo cuadrado, équé area tiene? Dejamos los recortes encima de la mesa. ¢{Qué area
de recortes hay sobre la mesa? Con el nuevo cuadrado que tenemos en la mano efectuamos la misma
operacion de cortar las cuatro esquinas y dejarlas sobre la mesa, y asi sucesivamente. {Qué area
tienen los sucesivos cuadrados que tengo en la mano? ¢Y los recortes que quedan sobre la mesa?
Halla la suma de las infinitas areas de recortes asi obtenidas.

El nuevo cuadrado tiene un area de 0.5, la mitad. Los sucesivos cuadrados que tengo en la mano tienen
dedreal, 1/2,1/4,1/8....

Y los recortes sobre la mesa: 1/2,1/2 +1/4,1/2 + 1/4 + 1/8...

Las infinitas areas asi obtenidas suman 1.

34. De nuevo tenemos un cuadrado de area 1 en la mano, y lo cortamos por las lineas de puntos
como indica la figura. El trozo mayor lo dejamos sobre la mesa y nos quedamos en la mano con el
cuadrado, al que volvemos a cortar de la misma forma. Y asi sucesivamente. {Qué area tienen los
sucesivos cuadrados que tengo en la mano? ¢Crecen o disminuyen? Escribe el término general de la
sucesion de dreas que tenemos en la mano. ¢Y los recortes que quedan sobre la mesa? ¢Crece el area
o disminuye? Vamos sumando areas, calcula la suma de estas areas si hubiéramos hecho infinitos
cortes.

En la mano vamos teniendo 1, %, %2, ..., Disminuye.
Sobre la mesa va quedando, 0 + % + %2 + ..., Aumenta.

El area en la mano tiende a 0

El area en la mesa tiende a 1

35. Calcula la fraccion generatriz del numero 4, 561

— 45 61 61
4,561 = 4,5+ 0,061 4+ 0,00061 + --- = —+
10 ' 10100 ' 10-100-100
61 61 1 a =2 =2 61
+ + .-+ es una progresion geométricade razén— < 1,5 = —- = 1000 — 1000 —
10-100 = 10-100-100 100 1-r  1-—— 2 990
45 61 61 _ 45 | 61 _ 4599461 _ 4516
10 ' 10-100 = 10-100-100 T 10 990 990 990

36. Un empresario acude a una entidad financiera para informarse sobre como invertir los 6000 € de
beneficios que ha tenido en un mes. Le plantean dos opciones: Mantener ese capital durante 5 afios
al 3.5 % anual o recibir el 5 % del capital durante los dos primeros aios y el 3 % los tres afios
restantes. ¢ Qué opcion le interesa mas?

Primer caso: Cs= Co:(1+r)" , : Cs=6000-(1 + 0,035)°> = 7126,12

Segundo caso: 2 primeros afios, Cs = Co:(1 +r)" , : Cs=6000-(1 + 0,05)? = 6615
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geométricas

3 afios restantes, C¢=6615-(1+0,03)3=7228,39
La segunda opcion es mejor.

CURIOSIDADES. REVISTA
El inventor del ajedrez El inventor del ajedrez formulé su peticién del modo siguiente: "Deseo que me
entregues un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la segunda, cuatro por la
tercera, ocho por la cuarta, dieciséis por la quinta, y asi sucesivamente hasta la casilla 64".
a) éQué tipo de progresion se utiliza? ¢ Aritmética o geométrica? ¢Cual es la razéon?
b) ¢ Cuantos trillones de granos de trigo pedia aproximadamente?
c) éPodrias hallar el total de granos de trigo utilizando formulas y usando la calculadora? 1 + 2 + 22 +
23 +...+262 + 263
a) Geométricar =2
b) Mas de 18 trillones

c) 1.8- 10%°.
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Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula el término que ocupa el lugar 100 de una progresion aritmética cuyo primer términoes 4 y
la diferencia es 5.
an=ai1+d(n—1) , awo=4+5(100-1) =499

2. El décimo término de una progresion aritmética es 45 y la diferencia es 4. Halla el primer término.
an=ai1+d(n—-1) , ap=a1+4(10-1) , 45=a:1+36 , a:1=9

3. Sabiendo que el primer término de una progresion aritmética es 4, la diferencia 7 y el término n-
ésimo 88, halla n.
an=a1+d(n—-1) , 88=4+7(n—-1)=4+7n-7 , 7n=91, n=91/7=13.

4. Halla el primer término de una progresion aritmética y la diferencia, sabiendo que az =24 y ajo=
66.

an=am+d(n—-m) , awn=a3+d(10-3) , 66=24+7d , 7d=42 , d=6

an=ai1+d(n—-1) , ap=a1+6(10-1) , 66=a1+54 , a;1=12

5. El término sexto de una progresion aritmética es 4 y la diferencia 1/2. Halla el término 20.
an=am+d(n—-m) , ax=a+%(20-6) =4+%-14=11; ap=11

6. Calcula los lados de un tridngulo rectangulo sabiendo que sus medidas, expresadas en metros,
estan en progresion aritmética de diferencia 3.
Los lados serdn: x , x+3 y x+6, por Pitdgoras: x*>+ (x+3)?=(x+6)?> desarrollando

x>+ x24+6x+9=x%+12x +36 > x? —6x — 27 = 0 resolviendo
Xx=9 y x=-3que no esvalido por ser medidas, luego los lados miden, 9, 12y 15.

7. Halla tres numeros que estén en progresion aritmética y tales que, aumentados en 5, 4 y 7
unidades respectivamente sean proporcionalesa 5,6y 9.
Sean los numeros: x, x+d y x+2d; aumentamos, x+5, x+d+4 , x+2d+7

.. . x+5 x+d+4 x+2d+7
Se supone que la proporcién es la misma, — = =

6x + 30 =5x + 5d + 20 _){ x =5d—-10
9x + 45 = 5x + 10d + 35 4x =10d — 10

multiplicando por —4 la 12 ecuaciéony sumandoala22 0 =-10d+30—->d =3

multiplicando en cruz dos

igualdades, {

x=5d—-10->x=5-3—-10=5, luego los nimeros son: 5, 8y 11.

8. Calcula la suma de los multiplos de 59 comprendidos entre 1000 y 2000.
Vamos probando y el primer multiplo de 59 mayor que 1000 es 1003, tenemos una progresion

aritmética de primer término 1003 y diferencia 59, calculamos el multiplo mas cerca de 2000,
an=ai+d(n—-1), 2000 =1003 +59(n—1)=1003 +59n —59 =944 + 59n ,

n=(2000-944)/59 =17, 89, luegon =17, aiz=a1+59(17 — 1) = 1003 + 944 = 1947

al+2a17 17 = w. 17 = 25075

a+an

Calculamos la suma, S,, = n, Sy;=
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9. El producto de tres términos consecutivos de una progresidon aritmética es 80 y la diferencia es 3.
Halla dichos términos.
Sean los términos: x—d, x, x+d; (x—=3)(x)(x+3)=80 , x(x*-9)=80, x>*-9x =80
x3—9x—-80=0, resolvemos por Ruffini, x =5y dos soluciones no reales, por tanto, los
términos son: 2, 5, 8.

10. ¢{Cudntos términos hay que sumar de la progresidon aritmética 2, 8, 14,... para obtener como
resultado 1064?
La diferencia es 6 y el primer término 2, formamos un sistema de 2 ecuaciones:

a, =a,+d(n-1 a,=2+6(n-1 _
" 1a1+a(n ) N Z-Ean ) — sustituimos 1064 =2+sz1)_71
Sp=——- 1064 = ‘n

2

2128 =(4+6n—6)-n - 6n? —2n — 2128 = 0 resolvemos, n = 19, la otra solucién es negativa
y por tanto no valida,

11. La suma de n numeros naturales consecutivos tomados a partir de 11 es 1715. {Cuantos términos
hemos sumado?
a,=a, +d(n-1) a,=114+1(n- 1)

a;+an litan n -

%
Sp =" n 1715 =

‘n—>3430=21+n) - n->n?>+21n—3430=0
resolvemos, n =49, la otra solucidn es negativa.

El primer término es 11y la diferencia 1, {

sustituimos 1715 = ——"—=

12. Sabiendo que el quinto término de una progresion aritmética es 18 y la diferencia es 2, halla la
suma de los nueve primeros términos de la sucesion.

an=ai1+d(n—-1), as=a1+2(5-1) , 18=a1+2:4 , a1=10

aw=a1+2(9-1)=10+16=26

a;+an ai+ag 10+26

Sp =BT n 5§y =109 =22, 9 = 162

13. La suma de tres nimeros en progresion aritmética es 33 y su producto 1287. Halla estos nimeros.
Sean los numeros, x—d, x , x+d; x—-d+x+x+d=33, 3x=33, x=11
Entonces, (11 —d)(11)(11 +d) =1287 , (121-d?)11=1287, 11d2=1331-1287 =44
d’=4, d=2, luego los nimerosson: 9, 11 y 13.

14. Tres niUmeros en progresion aritmética tienen por producto 16640; el mas pequeiio vale 20. Halla
los otros dos.
Sean los numeros, 20, 20+d , 20+ 2d ; 20(20 +d)(20 + 2d) = 16640
20(400 + 60d + 2d?) = 16640 , dividimos entre 20, 400 + 60d + 2d? = 832
2d2+60d —432 =0, resolvemos, d = 6, la otra solucién es negativa, los nimeros son:
20, 26 y 32.

15. El producto de cinco nimeros en progresidon aritmética es 12320 y su suma 40. Halla estos
numeros sabiendo que son enteros.
Sean los numeros, x—2d,x—-d, x , x+d , x+2d

X—2d+x—d+x+x+d+x+2d=5x=40, x=8
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(8—2d)(8—d)(8)(8 +d)(8 +2d) =12320 , 8(64—4d?)(64 —d?) =12320 dividiendo entre 8
(64 — 4d?)(64 — d?) = 1540 , 4d*—320d2 + 4096 =1540 , 4d*—320d2+2556=0
Dividiendo entre 4, d*—80d% + 639 = 0 , es una ecuacién bicuadrada x?—80x +639=0
Resolviendo x =9y x =71, como es x = d? |a Unica solucién vélida esd = 3,

Los niumerosson: 2, 5, 8, 11 y 14.

16. Calcula tres nimeros sabiendo que estan en progresidon aritmética, que su suma es 18 y que la
suma del primero y del segundo es igual al tercero disminuido en dos unidades.
Sean los nimeros, x—d, x , x+d; x—-d+x+x+d=18, 3x=18 , x=6
6-d+6=6+d-2 , 2d=8 , d=4.Losnumerosson:2, 6 y 10.

17. La suma de los once primeros términos de una progresion aritmética es 176 y la diferencia de los
extremos es 30. Halla los términos de la progresion.
di1—adi1=a1+ 10d—a1= 10d = 30, d=3

ajtan aitaqq

a1+a1+10'3

Sp = +11 - 352 = 11(2a, + 30)
Dividiendo entre 11, 32=2a, + 30, 2a; =2 , a; =1, luego los términos son:
1,4,7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28 y 31.
18. Halla cuatro nimeros en progresidn aritmética, conociendo su suma, que es 22, y la suma de sus

cuadrados, 166.
Sean los nimeros, x—d, x , x+d , x+2d; x—-d+x+x+d+x+2d=4x+2d=22

Dividiendo entre 2, 2x+d =11, tenemos el sistema

{ 2x +d =11 .
(x—d)?+x*+ (x+d)? + (x + 2d)? = 166
_,{ 2x+d =11 .
x? —2xd +d* + x? + x% + 2xd + d* + x* + 4xd + 4d* = 166
_){ 2x+d =11 _){ d=11-2x .
4x2 + 4xd + 6d%2 = 166 4x? + 4x(11 — 2x) + 6(11 — 2x)? = 166

4x?% 4+ 44x — 8x% + 726 — 264x + 24x? = 166 - 20x% — 220x + 560 = 0 -
Dividiendo entre 20, x? — 11x + 28 = 0 resolvemos, x=4y x=7 ; d=11-2x, d=3, d=-3
Luego los numeros son: 1,4, 7y 10. Parax=4yd=3
10,7,4,y 1. Parax=7yd=-3, son los mismos.
19. La diferencia de una progresion aritmética es 4. El producto de los cuatro primeros términos es

585. Halla los términos.
Sean los nimeros, x—4 , x, x+4 , x+24 ; x-4,x, x+4, x+8

(x = 4)x(x + 4)(x + 8) = (x2 — 16)(x? + 8x) = x* + 8x3 — 16x% — 128x = 585,

x* + 8x3—16x%>—128x — 585 =0, resolvemos por Ruffini, x =5y x = -9, las otras 2 no son validas
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Luego los nimeros son: 1, 5, 9, 13 o bien -13, -9, -5, -1.

20. Halla los seis primeros términos de una progresion aritmética sabiendo que los tres primeros
suman —3 y los tres ultimos 24.
Sean los nimeros: x—2d, x—d, x, x+d, x+2d, x+3d

X—2d+x—-d+x=-3 ; x+d+x+2d+x+3d=24 tenemos el sistema
3x —3d = -3 x—d=-1 _, . . _ _ (-1 B
{3x+6d=24_){x+2d=8 22 ecuaciéon menos primera,-3d=9, d=-3, x—(-3)=-1,x=2

Los términos son: -4, -1, 2,5, 8y 11.

21. En una progresion aritmética el onceavo término excede en 2 unidades al octavo, y el primero y el
noveno suman 6. Calcula la diferencia y los términos mencionados.
ann—ag=2 ai1+as=6 , comoan,=ai+d(n—1), sustituimos los términos por su expresiéon

y obtenemos el sistema {al +d(1=-1) = +d(E-1)] =2 - {10d —7d=2

2 2

3d = 2 d=3 d=3
4d =37 2_," 1
a, +4a = a1+4-§=3 a =3

as=1/3+2/3(8=1)=5 ; as=1/3+2/3(9-1)=17/3 ; an=1/3+2/3(11-1)=7

22. En una progresion aritmética, los términos segundo y tercero suman 19, y los términos quinto y
séptimo suman 40. Hallalos.

az+a=19 as+ay=40 , comoan=a1+d(n—-1), sustituimos los términos por su expresién
a1+d(3—1)+a1+d(2—1)=19_){2a1+3d=19

2a1+3d=19_){2a1+3-3=19_){a1=5
7d = 21 d=3 d=3

a2=5+3(2-1)=8, a3=5+3(3-1)=11, as=5+3(5-1)=17, az=5+3(7-1)=23

y obtenemos el sistema {

restamos la segunda ecuacidon menos la primera, {

23. Sabiendo que las medidas de los tres angulos de un triangulo estan en progresion aritmética y que
uno de ellos mide 100°, calcula los otros dos.

Sean los angulos: 100-d, 100, 100 - 2d, tenemos que 100-d + 100 + 100 — 2d = 180

300-3d=180, 3d=120, d=40, los dngulosson: 20°, 60° y 100°

(consideramos que hay que restar la diferencia a 100, pues este debe ser el angulo mayor, al
tratarse de un tridngulo)

24. Halla las dimensiones de un ortoedro sabiendo que estdn en progresion aritmética, que suman 78
my que el volumen del ortoedro es de 15470 m3.
Sean las longitudes de los lados: x—d, x, x+d, tenemos el sistema
x—d+x+x+d=78 3x =78
{(x —d)(x)(x +d) = 15470 {(x —d) ) (x +d) = 15470

32 ESO. Capitulo 3: Sucesiones. Progresiones ariméticas y geométricas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra




Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

- {(26 - d)(26;c(2=62-f d) = 15470 ~ ~264° +17576 = 15470 > d* =81 > d =9

Las longitudes son: 17, 26 y 35.

25. Los seis angulos de un hexagono estdn en progresion aritmética. La diferencia entre el mayor y el
menor es 60°. Calcula el valor de cada angulo.
Sean los angulos, x—2d,x—-d, x , x+d , x+2d, x+ 3d
x+3d—-(x—2d)=60, 5d=60 ,d=12
Como la suma de los angulos de un hexagono es de 720°
S _ a1+a6 6 _ al+al+5d 6 _ 2a1+5-12 720
g =% 6 =TT g = 2T S

-6 =720 2a; +60=—=240 -
2 2 3

—>231=180_)al=90
Los angulos son: 90°, 102°, 114°, 126°, 138° y 150°.

26. Las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo estan en progresion aritmética y suman
36 metros. ¢ Cuanto mide cada lado?
Sean las longitudes de los lados: x—d, x, x+d, tenemos

X—d+x+x+d=36 , 3x=36 , x=12

Como es rectdngulo, (12 +d)?2 =122+ (12—-d)? , 144 +24d + d? =144 +144 - 24d + d?
48d =144 , d=3.
Las longitudes de los lados son: 9, 12 y 15.

27. Un coronel manda 5050 soldados y quiere formar con ellos un triangulo para una exhibicion, de
modo que la primera fila tenga un soldado, la segunda dos, la tercera tres, etc. ¢ Cuantas filas tienen

que haber?
Se trata de la suma de una progresién aritmética de diferencia 1y primer término 1
an=a1+1(n-1)=a1+n-1 , S, = al:a“-n = al+alz+n_1-n = 1+1:n_1-n = 5050

1+n

n=>5050->(1+n) -n=10100 > n? +n—10100 =0
Resolviendo la ecuacion de segundo grado: n=100 y n=-101 (no valida)
Tiene que haber 100 filas.

28. Por el alquiler de una casa se acuerda pagar 800 euros al mes durante el primer afo, y cada afo se
aumentara el alquiler en 50 euros mensuales. ¢ Cuanto se pagara mensualmente al cabo de 12 afos?
Se trata de una progresién aritmética de diferencia 50 y primer término 800
12 afios son 12-12 = 144 meses, debemos calcular el término 144
an=a1+d(n—1) , aiaa =800+ 50(144 —1) = 1350
Al cabo de 12 afios debe pagar 1350€ al mes.

29. Las edades de cuatro hermanos forman una progresion aritmética, y su suma es 32 afios. El mayor
tiene 6 afos mas que el menor. Halla las edades de los cuatro hermanos.
Sean las edades de los hermanos: x-d, x, x+d, x+2d tenemos

x+2d-(x-d) =6 { 3d = 6 { d =2 {d=2
- - -
x-d+x+x+d+x+2d=32 YUx+2d=32 Ux+2-2=32 x=17
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Las edades de los hermanos son: 5, 7,9y 11 afos.

30. Un esquiador comienza la pretemporada de esqui haciendo pesas en un gimnasio durante una
hora. Decide incrementar el entrenamiento 10 minutos cada dia. ¢ Cuanto tiempo debera entrenar al
cabo de 15 dias? ¢Cuanto tiempo en total habra dedicado al entrenamiento a lo largo de todo un mes
de 30 dias?

Se trata de una progresion aritmética de diferencia 10 y primer término 60 (1 hora = 60 minutos)

an=ai1+d(n—1) , a;s=60+10(15-1) =200
a=60+10(30-1)=350 , S, =21"" =230 = .30 = 6150

A los 15 dias debe entrenar 200 minutos y a lo largo de un mes habra dedicado 6150 minutos.

ai+asg 60+350

n, Sso

31. En una sala de cine, la primera fila de butacas dista de la pantalla 86 dm, y la sexta, 134 dm. ¢En
qué fila estara una persona si su distancia a la pantalla es de 230 dm?
an=ai+dn-1) , 2=86+d(6—-1)=134 5d=134-86=48 , d==
4

an=86+4—58(n—1)=230 ,230—86=§(n—1) , 144=§(n—1)

144-5=48n—-48 , 48n=768 , n=16
La persona estara en la fila 16.

32. Calcula el término onceavo de una progresion geométrica cuyo primer término es iguala 1y la
razén es 2.
an=arr! , ap=1211=20=1024

33. El quinto término de una progresion geométrica es 81 y el primero es 1. Halla los cinco primeros
términos de dicha progresion.
an=arrm?! , as=apr’!, 81=1r* , r=181=+3
Solucién12: 1, 3, 9, 27 y 81
Solucién 22: 1, -3, 9, —27 y 81.

34. En una progresion geométrica de primer término 7 y razén 2, un cierto término es 28672. {Qué
lugar ocupa dicho término?
an=arr"t, 28672=7-2"1, 28672/7=2"1, 2"1=4096 , 2"1=2?2 n-1=12 ,n=13
28672 ocupa el lugar 13

35. Sabiendo que el séptimo término de una progresion geométrica es 1y la razén 1/2, halla el primer
término.

an=arr?t , 1=a1(1/2)"? , a1=

El primer término es 64.

36. En una progresion geométrica se sabe que el término decimoquinto es igual a 512 y que el
término décimo es igual a 16. Halla el primer término y la razén.
an=amr™ , ais=awr™>? , 512=16r" , r°=512/16=2° , r=2

an=arr?! |, ap=arr®t, 16=a1-2° ,a1=2%/2°=1/2>=1/32
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37. Descompon el nimero 124 en tres sumandos que formen progresion geométrica, siendo 96 la
diferencia entre el mayor y el menor.

Sean los nimeros:  ai, ai'r, arr? tenemos que:
3-1

r3-1 r
S3=a1-:—>124=a1-: Yy

rft—-1

r—1

Sp=ay -
2 _ 2 _ 9 - . .
a, r*°—a; =96-a,-(r*—-1)=96-a, = ——; Sustituimos en la primera ecuacion,

124 =

% Tl 124042 — 1)(r — 1) = 96(r3 — 1) >

r2-1 r-1

— 12413 — 124r%2 — 124r + 124 = 9613 — 96 —

— 28r3 — 12412 — 124r + 220 = 0 , resolvemos por Ruffini, obtenemosr =5,

_ 9 96
M=m770@

_m_

Los tres sumandos son: 4, 20 y 100.

38. El volumen de un ortoedro es de 3375 cm3. Halla la longitud de sus aristas, sabiendo que estin en
progresidon geométrica y que la arista intermedia mide 10 cm mas que la menor.
. . a,+10
Sean las longitudes de las aristas: a1, ai'r, airr’> tenemosque, arr=ai;+10,r = 1a—
1

Los lados quedan: a;, a1+ 10, (a1+10)r

Como el volumen es el producto los lados, nos queda 3375 = a,(a; + 10)(a; + 10) - r —

a1+10

— 3375 =a,(a; + 10)(a, + 10) i 3375 = (a; + 10)(a; + 10)(a; + 10) —
1

- 3375 = a} + 30a? + 300a, + 1000 — a3 + 30a? + 300a, — 2375 = 0, resolviendo

Por Ruffini, ai=5 ,de donde, r = %10 = % =3
1

Las longitudes son: 5, 15 y 45.

39. Halla el producto de los ocho primeros términos de la progresion 3, 6, 12, 24,...
La razén es 2 y el primer término 3, necesitamos calcular el término octavo
an=arrt, ag=3-281=3.128=374

P, = (a1 a)" , Py=+/(a; ag)® =+/(3-374)8 = (3-374)* = 1753 151963 136
Ps=1753 151963 136

40. Halla la suma de los diez primeros términos de la progresion geométrica 3, 6, 12, 24,...

. L . -1 2107
Primer término 3 y razén 2 S, =4 il S10=3" R 3069

41. La suma de los ocho primeros términos de una progresion geométrica es 16 veces la suma de los

cuatro primeros. Halla el valor de la razén.
rit—1 r8—1 rt-1 r8-1 rt-1

,58=16S4,58=a1‘ ,S4=a1' =16a1'

Sn=a1'

r—1 r—1 r—1 r—1

4
r®—1=160r*-1D)->C*+D0@*-1)=160*-1)>r*+1=16 >r* =15 >r = V15
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42. Halla la suma de los términos de la progresion ilimitada: 8, 4, 2, 1,...

Es una progresién geométrica de razén %2 < 1
aq 8

S,~2=2-3%_-16 5s5,=16
I=r 15 3

43. Halla tres numeros en progresion geométrica sabiendo que su suma es 26 y su producto 216.
Sean los numeros: x/r, x, x:r sabemos que,

X/r+x+ xr=26, y que (x/r)-x-xr=216 ,x>=6%, x=6
6/r+6+ 6:r=26, quitamos r de denominador, 6 + 6r + 6r? = 26r
6r2—20r+6=0, resolviendo, r=3 y r=1/3

Los numerosson: 2, 6 y 18

44. Calcula el producto de los once primeros términos de una progresidon geométrica sabiendo que el
término central vale 2.
El término central de 11 es el sexto, an=a1-r"!, ag=a1r®'=2, arrr=2, a;=2/r

an=amr™™, a1 =aertt®=2r°

P, =+(a;-a )", Py =+(a; a )" = (ris'zrs)n:\/mzzll

Py, =21

45. Tres nimeros en progresion geométrica suman 525 y su producto vale un millén. Calcula dichos
numeros.
Sean los numeros: x/r, x, x:r sabemos que,

x/r+x+ xr=525 y que (x/r)-x-xr=1000000 ,x3=100%, x=100
sustituyendo en la 12 ecuacion: 100/r + 100 + 100-r = 525 multiplicamos porr

100 + 100r +100r? = 525r , 100r?—425r+100=0
Resolvemos la ecuacion de 22 grado, r=4 y r=%

Los numeros son: 25, 100 y 400.

46. Determina cuatro nimeros en progresion geométrica de manera que los dos primeros sumen 0,5
y los dos ultimos 0,125.
Sean los nimeros: x/r, x, x:r y x-r? sabemos que,

x/r+x =0,5 vy que xr+xr? =0,125

x 1

-+x =05 -+1)=05 . .. .
{ T N (r ) dividiendo la segunda entre la primera
x-r+x-r*2 = 0,125 (x(r+12) =0,125

r+r? 0,125  r(r+1) 0,125
= = -

) 0,5 =TT o5
T r

r2=025->r=20>5
x(r +712) = 0,125 - x(0,5 + 0,25) = 0,125 - x = %
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Los numeros son: 1/3, 1/6, 1/12 y 1/24.

47. ¢{Cudantos términos se han tomado en una progresion geométrica, sabiendo que el primer término
es 7, el ultimo 448 y su suma 889?
__ran—a; r-448-7

Sp=—" 889 =""—— ,889(r-1)=448r-7 , 441r=882, r=2
an=arr™ ,  448=7-r"1 ; 448=72"' |, 2"1=64=2°,n-1=6 ,n=7

Se han tomado 7 términos.

48. La suma de los siete primeros términos de una progresion geométrica de razén 3 es 7651. Halla

los términos primero y séptimo.

n_ 7
S, =a i =7651- a; - 22 = 7651 - 1093a; = 7651 > a; =7

STI. = al .
an=ayrr"! , a;=7-3"1=5103
Los términos primero y séptimo son: a; =7y ay = 5103.

49. Halla tres nimeros en progresion geométrica cuyo producto es 328509, sabiendo que el mayor
excede en 115 a la suma de los otros dos.

Sean los nimeros: x/r, x y xr sabemosque, x-r=x/r+x+115 ,como B, =./(a, - a,)"

3
(a;-az)? = |(2-x-7) =328509 > x% = 328509 > x = /328509 = 69

Sustituyendo en x-r = x/r + x+ 115 , 69r =69/r + 69 + 115, multiplicando por r
69r2=69 + 184r , 69r>—184r—-69 =0, resolviendo, r=3 y r=1/3

Los tres numeros son: 23, 69 y 207.

50. Tres nimeros estan en progresion geométrica; el segundo es 32 unidades mayor que el primero, y
el tercero, 96 unidades mayor que el segundo. Halla los nimeros.
Sean los numeros: x/r, x y xr sabemosque, x=x/r+32 yque xr=x+96

Despejamos x en la segunda ecuacion, xr—x=96 , x(r—1)=96 , x=96/(r—1)

96
- . . 96 _ 7 9% 9%
Sustituimos en la primera ecuacion, — ==+ 32 » — =
r—1 r r—1 r(r-1)

+ 32

multiplicamos por r(r—1) 96r = 96 + 32r(r — 1) —» 32r%2 — 128r + 96 = 0 dividiendo

entre32, r2—4r+3 =0 resolviendo, r=3y r=1 , sustituyendoenx = 9—61

x=—=7=48 , r=1noesviélido.

Los tres numeros pedidos son: 16, 48 y 144.

51. Halla los cuatro primeros términos de una progresion geométrica, sabiendo que el segundo es 20
y la suma de los cuatro primeros es 425.
Sean los nimeros: x/r, x, x-r y x-r? sabemos que, x = 20 luego nos queda

20/r + 20 + 20r + 20r? = 425 multiplicando porr, 20+ 20r + 20r? + 20r3 = 425r

32 ESO. Capitulo 3: Sucesiones. Progresiones ariméticas y geométricas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra




Sucesiones. Progresiones aritméticas y geomeétricas

20r3 + 20r2 — 405r + 20 = 0 , resolviendo por Ruffini, obtenemos r = 4 Unica solucién valida.

Los cuatro nimeros son: 5, 20, 80 y 320.

52. Halla los angulos de un cuadrilatero, si se sabe que estdn en progresion geométrica y que el
mayor es 27 veces el menor.
Sean los angulos: x/r, x, xrr y xr? sabemos que, x-r>=27x/r,de donde, x-r3 =27x
r3=27 , r=3. Como lasuma de los angulos de un cuadrildtero es 360°, tenemos
X/r+x+xr+xr2=360, x/3+x+3x+9x=360 , 40x/3 =360 ,40x=1080 , x=27
Los cuatro dngulos son: 9°,27°, 81° y 243°,

53. Las dimensiones de un ortoedro estan en progresion geométrica. Calcula estas dimensiones
sabiendo que sus aristas suman 420 m y su volumen 8000 m?3.

Sean las dimensiones: x/r, x y x-r sabemos que, 4x/r+4x +4 x-r =420 y que

(x/r)-x-x-r = 8000

4x X
Tenemos el sistema {7 x4 dor = 420 - {; +x+xr =105 -2 420 +20r = 105
x3 = 8000 x =20 "

Multiplicamos porr, 20 + 20r + 2072 = 1057 - 20r2 — 85r + 20 = 0 dividiendo entre 5
412 —17r +4 =0 resolviendo, r=4vy r=%
Las dimensiones de las aristas son: 5m, 20m y 80m.

54. Divide el nimero 221 en tres partes enteras que forman una progresion geométrica tal que el
tercer término sobrepasa al primero en 136.
Sean las partes: x/r, x y xor sabemos que, x/r+x+x-r=221 y que, xr=x/r+ 136

Tt x+ar=221

Tenemos el sistema " X multiplicando por r — {
xr=-—+ 136

X+ xr+xr?= 221r
xr? =x+ 136r

. . s 136r
Despejamos x en la 22 ecuacién, xr? —x = 136r - x(r? — 1) = 13617 -> x = =

13671 1367 136r o

Sustituimos en la 12 ecuacidn, + r+ re =221r
r2—-1  r2-1 r2-1

Multiplicamos por 2 — 1, 136r + 136712 + 13673 = 221r(r? — 1) -

— 136r + 13672 + 13613 = 221r3 — 221r —» 8573 — 13612 —357r =0 >
dividimos entre 17, (51‘2 —8r —21)r = 0 - resolviendo, r=0, novalida, r=3 , r=1/3
Las tres partes son: 17, 51 y 153.
55. La suma de tres nimeros en progresion geométrica es 248 y la diferencia entre los extremos 192.

Halla dichos nimeros.
Sean las partes: x/r, x y x-r sabemos que, x/r+x+x-r=248 y que, x-r—x/r=192

L+ x+xr =248

Tenemos el sistema {" x multiplicando por r - {
Xr——= 192

X+ xr+xr?= 248r
xr? —x =192r

. . 192r
Despejamos x en la 22 ecuacién, xr?> —x = 192r - x(r?2 —1) = 192r - x = 21
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192r 192r 192r o 2487

Sustituimos en la 12 ecuacidn, + r+ r
r2-1  r2-1 r2-1

Multiplicamos por 2 — 1, 192r 4+ 192r% + 192r3 = 248r(r? — 1) >

- 192r + 19272 + 192r3 = 24813 — 248r - 5613 — 192r%2 — 440r = 0 >
Dividimos entre 8, (7r2 — 24r — 55)r = 0 resolviendo, r=0, novalida, r=5, r=1/5
Los numeros son: 8, 40 y 200.

56. Halla cuatro nimeros en progresion geométrica sabiendo que la suma de los dos primeros es 28 y

la suma de los dos ultimos 175.
Sean los nimeros: x/r, x, x-r y xr? sabemos que, x/r+x=28 yque, x-r+xr2=175

: Z+x=28 . X + xr = 28r
Tenemos el sistema r multiplicando por r = { 2
xr + xr? = 175 xr® 4+ xr =175
_ 2
Despejando x en las 2 ecuaciones {x(l tr) =28 - SR N A
Pel "x(r? 4+ 1) =175 ¥ = %5) 1+ r(r+1)
r(r+1

175 ,1 5 . 28r 2825
— 28r = % - 28r2=175->r= 2—78 = 2,5; sustituyendo, x = — = =

20

1+r 1425

Los numeros son: 8, 20, 50 y 125.

57. En una progresion geométrica, los términos primero y decimoquinto son 6 y 54, respectivamente.

Halla el término sexto.
14 7
an=arrm! , a;s=6r%1, 54=6r1%, ¥=9  r="1/9=173

a6 = 6:(V3)*1 = 6:(V3)°

El término sexto es: ag = 6:(V3)°.

58. Una progresion geométrica tiene cinco términos, la razén es igual a la cuarta parte del primer
término y la suma de los dos primeros términos es 24. Halla los cinco términos.
Sean los términos: x/r?, x/r, x, xr y x-r? sabemos que, r=%(x/r?) yque, x/r>+x/r=24

X

Tenemos el sistema x‘"zx multiplicandoporrza{ 2 T N
Ztr=24 X + xr = 24r?
x = 413 4 3 - 0 o 3 ~ _ _
43+43 242—)4‘T +4r° — 24r —O—>4‘T(T +T—6)—0—>T—0,T——3,r—2
r r°r = 24r

x=4r3>x=4-23=32; x=4-(-3)>=-108
Los términos son: 8, 16, 32, 64 y 128, o bien, -12, 36, —108, 324 y —972

59. Hallax paraque x—1, x + 1, 2(x + 1) estén en progresion geométrica.

. x+1 2(x+1
Debe cumplirse que — = % Sx+1)?2=2x+1D)x-1)>x*+2x+1=2x>-2>
-x?—2x—-3=0-x=-1, x=3, séloesvalidox=3
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El valor dexes: x=3 ylostérminos, 2,4 y 8

60. A una cuerda de 700 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los trozos extremos
tiene una longitud de 100 m. Sabiendo que las longitudes de los trozos estdn en progresion
geométrica, determina la longitud de cada trozo.

Sean las longitudes de los trozos: 100, 100r y 100r? , tenemos que

100 + 100r + 100r2 =700 , dividiendo entre 100, 1+r+r2=7 , r’+r—-6=0 ,

Resolviendo, x=2 y x=-3, -3 no esvalido pues, aunque cumple la condiciéon de sumar 700,

uno de los trozos tendria longitud negativa.

La longitud de los trozos seria: 100m, 200m y 400m.

61. Halla la fraccion generatriz del nimero decimal 0,737373..., como suma de los términos de una
progresion geométrica ilimitada.
73 73

0737373...=073+00073+0000073+...=£+ + + -
100 ~ 10000 = 1000000

73
Se trata de una progresion geométrica de primer termlno o VT = R <1
73 73
S =~ 41 _ _100 _ 100 _ 73
o 1—1 1—— 99 99
100 100

73

La fraccidn generatriz es: 59"

62. Se tiene una cuba de vino que contiene 1024 litros. El 1 de octubre se vacié la mitad del
contenido; al dia siguiente se volvié a vaciar la mitad de lo que quedaba, y asi sucesivamente todos
los dias. ¢ Qué cantidad de vino se sacoé el dia 10 de octubre?

Se trata de una progresion geométrica de primer término 1024 y razén %

an=arr!, a;p=1024-(%)101=2%29=20=1

El dia 10 de octubre se sacé: 1 litro.
63. Dado un cuadrado de 1 m de lado, unimos dos a dos los puntos medios de sus lados; obtenemos
un nuevo cuadrado, en el que volvemos a efectuar la misma operacion, y asi sucesivamente. Halla la

suma de las infinitas areas asi obtenidas.
El area de un cuadrado es su lado al cuadrado, el segundo cuadrado tiene de lado

/ \[ el area del primer cuadrado es 1:1 = 1, el 4rea del segundo cuadrado es,

f f , luego las dreasson: 1, 1/2, 1/4,1/8,.. S = e % =2
2
La suma de las infinitas dreas es: 2m?.

64. Tres nimeros cuya suma es 36 estdn en progresion aritmética. Halla dichos nimeros sabiendo
que, si se les suma 1, 4 y 43, respectivamente, los resultados forman una progresion geométrica.
Sean los nimeros, x—d, x, x+d, sabemosque, x—d+1, x+4, y x+d+43 forman

una progresion geométricay, ademas x—-d+x+x+d=36, 3x=36, x=12,nosqueda
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que, 12-d+1, 12+4,y 12+d+43,esdecir, 13-d, 16 y 55+d formanunaP.G.

16 55+d
luego —— =
13-d 16

d? + 42d — 459 = 0 resolviendo d =9 y d = —-51

-16-16 = (13 — d)(55 + d) > 256 = 715 — 42d — d? —

Los nimeros son: parax=12 y d=9, P.A: 3, 12 y 21; P.G.: 4, 16 y 64.
parax=12 y d=-51, P.A.: 63, 12, -39; P.G.: 64, 16, 4.
65. Triangulo de Sierpinsky: Vamos a construir un fractal. Se parte de un tridngulo equilatero. Se unen
los puntos medios de los lados y se forman cuatro tridngulos. Se elimina el tridngulo central. En cada
uno de los otros tres triangulos se repite el proceso. Y asi sucesivamente. A la figura formada por
iteracion infinita se la denomina Tridngulo de Sierpinsky, y es un fractal. Imagina que el primer
triangulo tiene un area A. Cuando aplicamos la primera iteracion, el area es (3/4)A. ¢Y en la segunda?

Escribe la sucesion de las areas. ¢éEs creciente o decreciente? Imagina ahora que la longitud de cada
lado del triangulo inicial es L. Escribe la sucesidn de las longitudes. ¢éEs creciente o decreciente?

LA L 4

a) A, (3/4)A, (9/16)A, ..., (3/4)"1A, esta es la sucesion de las areas, que es decreciente y
tiende a 0.

b) Se entiende que la pregunta es la longitud total de los lados del tridngulo, es decir, si el lado
del primer triangulo es L, la longitud total es 3L, los lados de los triangulos de la primera itera-
cién miden L/2, como tiene 3 lados, la longitud total es 3:L/2 y como hay 3 tridngulos la longitud
total serd 3:3-L/2 =9/2 - L = 4,5L, sucesivamente en la siguiente iteracion la longitud total es

33/22 L =6,75L, asi tenemos: 3L, 4,5L, 6,75L, ... la sucesidn es creciente, tiende a infinito.
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AUTOEVALUACION
1. ¢Cual es la razén de la siguiente progresion geométrica: a, = 5-3"1?

a)5 b)3 «¢)2 d)Noesunaprogresion geométrica

Respuesta: b).

2. En la sucesion de multiplos de 13, el 169 ocupa el lugar:
a)l b)2 ¢)13 d)169

an=13+13(n—-1)=169 , 13n=169, n=13
Respuesta: c).

3. La suma de los diez primeros términos de la progresion aritmética: 7, 13, 19, 31,... es:
a) 170 b) 34 c) 19 d) 340

_ a1+an _
Sn — 2 ‘n ) 510 —

ai+aqg
2

10 ; ap=a,+d(n-1), a;o=7+6(10-1) =61

7+61

Respuesta: d).

4. La sucesion 5, 15, 45, 135, 405, 1215...:
a) Es una progresion geométrica de razoén 5
b) Es una progresion aritmética de diferencia 5
c) Es una progresidon geométrica de razén 3
d) Es una progresion aritmética de diferencia 3.

Respuesta: c).
5. Sea la sucesidn: 2, 10, 50, 250, 1250... su término general es:
a) ap = 2-5"1 b) an = 2:2"1 c)an=5-5"1 d) a,=5-2"1
Cada término se obtiene multiplicando por 5 el anterior, primer término es 2, an = a;-r™?
Respuesta: a).

6. éCuanto suman las potencias de 2 comprendidas entre 21 y 21°?
a) 1022 b) 2046 c) 1024 d) 2048
T-ap—a; _ rag—a; _ 2:210-

, S = = 22 = 2046

r—1 2-1

a1=32=25 ,a5=21° , Sn:

r—1

Respuesta: b).

7. La progresion aritmética cuyo primer término es 1 y su diferencia 2, tiene como término general:
a)an=2n b)an=2n+1 cJan=2n-1 d)an=2n-2

an=a;+din-1) , a,=1+2(n-1)=1+2n—-2=2n-1

Respuesta: c).
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8.¢éCualeselvalordelasuma:1+3+5+7+... +999?
a) 500 000 b) 250 000 c) 50 000 d) 25 000

Se trata de la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética de primer término 1
Y término general 2n — 1 (los numeros impares) 999 =2n-1, n =500

a;+an
2

aj+aspo 1+999

S, = , Sso0 = 0. 500 = 2222 500 = 250 000

Respuesta: b).

9. Maria esta preparando el examen de selectividad. Para no dejar toda la materia para el final ha
decidido estudiar cada dia el doble de pdaginas que el dia anterior. Si el primer dia estudio tres
paginas, é¢cuantas habra estudiado al cabo de 7 dias?

a) 381 b) 192 c) 765 d) 378

Se trata de la suma de los 7 primeros términos de una progresion geométrica de razon 2

rn—1 r’ -1
, S7=aq =

27-1
=3
r—1 2-1

Y primer término 3, S, =a; - = 381

r—1

Respuesta: a).

10. A Roberto le han tocado 6000 € en la loteria y decide depositarlos en el banco a un tipo de interés
compuesto del 4 %. ¢ Cuanto dinero tendra al cabo de 5 afnos?
a) 6240 € b) 6104 € c) 7832.04 € d) 7299.92 €
Ci=Co(1+r)", Cf=6000-(1+0,04)°=7299,92

Respuesta: d)
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Expresiones algebraicas. Polinomios

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Supongamos que tenemos un contrato con una compaiiia de telefonia movil por el que pagamos 5
céntimos de euro por minuto, asi como 12 céntimos por establecimiento de llamada. A finales de ca-
da mes la empresa de telefonia mavil nos proporciona la factura mensual. En ella aparece mucha in-
formacion, en particular, el numero total de llamadas realizadas (N) asi como la cantidad total de mi-
nutos de conversacion (M). Justifica que el importe de las llamadas efectuadas durante ese mes es:
(0.05- M) +(0.12-N)=0.05-M +0.12 - N euros

Respuesta: Se multiplica el nimero de minutos por el precio de cada minuto y el numero de llamadas
por el precio de cada llamada

2. Escribe las expresiones algebraicas que nos proporcionan la longitud de una circunferencia y el

drea de un trapecio.
__ (B+b)h

Respuesta: L=2mr , A .

3. Reescribe, en lenguaje algebraico, los siguientes enunciados, referidos a dos nimeros cualesquiera
xey:
a) El triple de su diferencia  b) La suma de sus cuadrados c) El cuadrado de su suma

d) El inverso de su producto e) La suma de sus opuestos f) El producto de sus cuadrados

Respuesta: a) 3(x—y)  b) x% + y? ¢ (x+y)? d) L

2.,,2
-  goxy f)xTy

4. Una tienda de ropa anuncia en sus escaparates que esta de rebajas y que todos sus articulos estan
rebajados un 30 % sobre el precio impreso en cada etiqueta. Escribe lo que pagaremos por una
prenda en funcion de lo que aparece en su etiqueta

Respuesta: 1-0,3=0,7 luego pagaremos 0,7p, siendo p el precio impreso.

5. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o valores que se
indican:

a) —3x2+§—5 para x=-2. b) 3b +
Respuesta:
a) -3(2?+=-5=-3-4-2-5=-19

a+b
2-b3

+a-b%-1 paraa=§ yb=2l

1,1 5 5
b) 3o 22y 4o 2q=34p e 41l 934641 3,58, 1 4
2 2_(%) 3 4 2 Z_E 3 4 2 - 12 2 6 8 12
3 4 134 1 541643436 37
2 9 12 2 9 12 36 36
6. Indica, en cada caso, el valor numérico de la expresion x—2y + 3z:
a)x=1,y=2, z=1 b)x=2, y=0, z=-1 c)x=0,y=1,z=0

Respuesta:
a)1-2-243:1=1-4+3=0 b)2—-2-0+3-(-1)=2-0-3=-1

c)0-2:-1+3:-0=0—-24+0=-2
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“ Expresiones algebraicas. Polinomios

7. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para el valor o los valores que
se indican:
a)x’ +2x—7parax =2 b) (a+ b)?-(a* +b*>) paraa=3 y b=-2
c) c2+3c+7parac=1
Respuesta:
a) 22+2-2-7=4+44-7=1
b) 3—-2)2—-32+(-2))=12-09+4)=1-13=-12

) 12+3-1+7=1+3+7=11

2. POLINOMIOS. SUMA Y PRODUCTO
8. En cada uno de los siguientes monomios seiiala su coeficiente, su parte literal y su grado:

—12x3 a*b3c axy?
Respuesta:
—12x3 Coeficiente: —12; parte literal x3; grado: 3.

a*b3c Coeficiente: 1; parte literal a*b3c; grado:8.

4xy?  Coeficiente: 4; parte literal xy?; grado:3.

9. Para cada uno de los siguientes polinomios destaca su grado y los monomios que lo constituyen:

5x* + 7x% —x 6x% +10-2x3 2xy? — x>+7x2y?
Respuesta:

5x* 4+ 7x% — x Grado: 4. Monomios: 5x*, 7x?, —x.

6x% 4+ 10 — 2x3 Grado:3. Monomios: —2x3, 6x2, 10.

2xy3 —x° + 7x%y?  Grado:5. Monomios: —x>, 7x%y?, 2xyS5.

10. Consideremos el polinomio p(x) = x3 - 3x + 2. Halla los siguientes valores numéricos de p: p(0),

p(1), p(-1), p(=2) y p(1/2).
Respuesta:
p(0)=03-3-0+2=0-0+2=2

p(1)=13—3-142=1-34+2=0
p(-1)=(-1*-3-(-1)+2=-1+3+2=4
p(=2) =(-2)*-3(-2)+2=-8+6+2=0

SORCEENCIERE e

11. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
(23 +x—5)+ (2x%2 + 5x + 4) + (—4x3 — 2x* + 3%)
(x> +4)+(—2x+4) + (—6x3+3x>+x+1) — x?
Respuesta:
(11— +(1+2-2)x*+(1+5+3)x+(-5+4)=-5x3+9x—1
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“ Expresiones algebraicas. Polinomios

—6x3+ (1 +3-Dx?+(-2+Dx+(4+4+1)=—-6x3+3x>—-x+9

12. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:
a) 2x3—-2x*-3x+9 b) -5x c) -x3+7x

Respuesta:

a) —(2x3—2x2—-3x+9)=—-2x3+2x2+3x—-9

b) —(—5x) = 5x
c) —(—x3+7x)=x3-7x

13. Considera los polinomios p = x2-x+1, q =-x3+2x-3, asi como el polinomio suma s =

p+g. Halla los valores que adopta cada uno de ellos para x = -2, es decir, calcula p(-2), q(-2) y

s(—2) . Estudia si existe alguna relacion entre esos tres valores.
sEp+q=x*—-x+1-x3+2x—-3=—-x3+x2+x-2

p(=2) = (-2)*— (-2)+1=4+2+1=7

q(=2) = —(-2)*+2(-2)-3=8-4-3=1

s(=2) = —(=2)*+ (-2)2+(-2) —2=8+4-2-2=38
s(=2)=p(-2)+q(-2)=7+1=8.

14. Obtén el valor del polinomio p =4x3 — x? + 1 en x = 2. ¢Qué valor toma el polinomio opuesto
dep enx=2?

Respuesta:
p(2)=4-(2)3-22+1=4-8—4+1=29
—p(2) =-29

15. Efectia los siguientes productos de polinomios:

(-2x) . (3x%2 — 4) 2x3+1).(—4x+5)

(4x3 —x*—1).(2x + 6) (—1).(8x%2 +7x—9)
Respuesta:

(—2x) - (3x% —4) = 6x3 + 8x ; (2x3+1)-(—4x+5)=—-8x*+10x3—4x +5

(4x3 —x2—-1)-2x+6) =8x* —2x3 —2x +24x3 —6x2 -6 =8x*+22x3 —6x2 - 2x -6
(-1)-(8x?+7x—9)=—-8x2—-7x+9

16. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
(5x2 + 2) — (—2x) (-2x3 +4x) — (2x - 1) (7x* —2x) — (B3x3 +4x> —x+1)
Respuesta:
(522 4+2)—(—2x) =5x*+2+2x =5x2+2x+ 2

(—2x34+4x) - (—2x—1)=-2x3+4x+2x+1=-2x3+6x+1
(7x?+2x) —(Bx34+4x2 —x+1) =7x*+2x —3x3 —4x?*+x—-1=-3x3+3x2+3x—1
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“ Expresiones algebraicas. Polinomios

17. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un nimero de tal forma que surjan
polinomios mdnicos:
3x2—x+2 —6x3 +2x—3 —x%+9x
Respuesta:
1 5 . 1 2
=(Bx*—x+2)=x"—zx+=
3 3 3
—Z(—6x3+2x—3)=x3 —Zx+4-
6 3 2

—(—x?2+9x—-2)=x?>—-9x + 2

18. Calcula y simplifica los siguientes productos:

a) x-(- 2x + 4) b) (2x-3)-(3x+2) «c)(a-2)(4-3a) d)(3a-b?)-(2b-a?
Respuesta:

a) x-(—2x +4) = —2x? + 4x

b) 2x—3)-Bx+2)=6x>+4x—9x—6=6x>2—5x—6
c)(@a—2)-(4-3a) =4a—3a*>—-8+6a=—-3a%?+10a—8
d) (3a-b?)(2b-a?)=6ab —3a® - 2b3 + a*b?

19. Realiza los siguientes productos de polinomios
a) x-(—3x> +4x+2)-x* b)(-2x+1)-Gx*—x+3) (—x)

c)3a—1)-(2—a)-(5—4a)
Respuesta:
a) x-(=3x%2+4x+2) -x2=(—3x3+4x>+2)-x? = —3x° + 4x* + 2x?
b) (—2x+1)-(5x?—x+3)-(—x) =(—10x3 +2x? —6x+5x> —x +3) - (—x) =
= (—10x3 +7x?> —7x +3) - (—x) = 10x* — 7x3 + 7x? — 3x
c) Ba—1)2-a)(5—4a)=(6a—3a*—-2+a)(5—4a)=(-3a’+7a—-2)(5-4a) =
= —15a%? + 35a — 10 + 12a® — 28a? + 8a = 12a3® — 43a* + 43a — 10

20. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algtin factor que sea comuin a sus monomios:
a) -10x3 — 15x% + 20 b) 30x* + 24x?

Respuesta:
a) —10x3 — 15x% 4+ 20x = 5x(—2x% — 3x + 4)

b) 30x* + 24x? = 6x? - (5x2 + 4)

3. DIVISION DE POLINOMIOS

21. Comprueba que los cdlculos que tienes a continuacién reflejan lo que se hizo en el ejemplo
anterior para dividir el polinomio p(x) = 6x* + 5x3 + x? + 3x — 2 entre el polinomio

q(x) =2x% —x + 3.
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Expresiones algebraicas. Polinomios

-Primera etapa:

Primera y segunda etapa:

6x* +5x3 +x24+3x—-2 | 2x® —x+3 6x*+5x°+x2+3x-2 | 2x2—x+3
6x* + 3x3 — 9x? 3x? -6x* + 3x3 — 9x? 3x2+4x
8x% —8x* +3x -2 8x® —8x* +3x—2
-8x> + 4x* — 12x
-4x* —9x — 2
-Las tres etapas:
6x* + 5x3 + x% + 3x | 2x* —x—3
-6x* + 3x3 — 9x? 3x% +4x—2
8x% — 8x% +3x -2
-8x% + 4x* — 12x
-4x* —9
4x> —2x +6
-“11x+4
22. Divide los siguientes polinomios
a) 3x3 +4x%> —9x+ 7 entrex* + 2x+ 1
b) -6x3 +2x%+3x+4entre3x>+x%>—-2x+1
c) -6x* —13x3 —4x* —13x + 7 entre —3x* —2x+ 1
d) 3x° —9x* + 7x3 + 4x* —13x + 7entre x> — 2x* —x + 3
e) x> — 4x — 6 entre x> + 3
Respuesta:
a) 3x® +4x*> —9x + 7 |x*2+2x —1
—3x3 —6x% 4+ 3x 3x — 2
—2x% —6x+7
—2x° +4x —2
—2x+5
b) —6x® +2x% + 3x + 4 13x® +x* —2x +1
6x° +2x% —4x+2 -2
4x* —x + 6
c) —6x*—13x* —4x* —13x + 7 |=3x*— 2x +1
6x* 4+ 4x3 — 2x? 2x% + 3x
—9x® —6x2 —13x+7
9x3 + 6x% — 3x
—16x+7
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" Expresiones algebraicas. Polinomios

d) 3x°> —9x* + 7x3 + 4x* — 14x + 14 |x® —2x* —x+3
—3x° + 6x* + 3x% — 9 x? 3x2—3x +4
—3x* +10x® — 5x? — 14x + 14
3x* —6x% —3x% + 9x
4x® —8x%2 —bx + 14
—4x® + 8x* + 4x — 12

—x+2
e) x° —4x — 6 | x*+3
—x° — 3x° x® —3x
—3x* —4x—-6
3x3 +9x
bx — 6

23. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca q(x) =x* —2x — 1 como polinomio

cocientey r(x) = 2x2- 3 como resto.
Solucién abierta. Una solucién sencilla es: Dividendo = x3 — x — 3, divisor = x.

Respuesta:
p(x) | g(x)
r(x) d(x)

p(x) = q(x) - d(x) +7(x)
Haciendo d(x) = x
p(x) =(x?—-2x—1)-x+(2x>—-3)=x3>—-2x2—x+2x?2-3=x3—-x-3

24. Realiza los célculos:
a) (19)? b)(—x+2)? ¢) (x—-2)? d)Ra-3? e)(x*+1)3 fH(2b—4)3

Respuesta:
a) (1+x)2=1242-1-x+x>=x?>+2x+1
b) (—x+2)?2=(-x)?+2-(—x)-2+22=x2—4x+4
) (x—2)2=x2—-2-x-2+422=x*>—-4+4
d) (a—-3)2=QRa)?—-2-2a-3+3%2=4a*—-12a+9
e) (x2+1)3=0?2+1D%-(x?2+1D)=(x»»?+2-x2-14+1%) - (x*+1) =
P +2x2+ D2+ 1) =x +2x* +x2 +x* +2x2+1=x%+3x* +3x2 + 1
F) (2b—4)3 = (2b—4)2-(2b—4) = ((2b)2 —2-2b -4 + 42)(2b — 4) =
(4b%? — 16b + 16) - (2b — 4) = 8b® — 32b% + 32b — 16b? + 64b — 64 =
= 8b3 — 48b% + 96b — 64

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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“ Expresiones algebraicas. Polinomios

25. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios

(a+ b+ c)? (a—b +c)?

Respuesta:

(a+b+c)2=(@+b+c)-(a+b+c)=
=a’+ab+ac+ba+b?>+bc+ca+ch+c?=
=a? + b? + c? + 2ab + 2bc + 2ac

(a=b+c)’=(@-b+c)-(a—b+c)=

=a?—ba+ac—ba+b?—bc+ca—ch+c?=
=a?+ b? + c? — 2ab + 2ac — 2bc

26. Desarrolla las siguientes potencias:

a) (3x — y)? b) (2a + x/2)? c) (4y — 2/y)?
d) (5a + a?’ e) (—a? + 2b?)? ) 1(2/3)y - 1/y]
Respuesta:

a) Bx—y)2=0Bx)2—-2-3x-y+y%2=9x%—6xy + y?

N2 = 2a)2 + 2 -2a -5+ (52 = 4q? x?
b) (2a+2) (2a)* + 2+ 2a 2+(2) 4a° + 2ax + "

2 2 2 4
O Gy-H =@y’ -2-4y- 2+ D2 =162~ 16+
y 4 y y

d) (5a+a?)? = (5a)?+2-5a-a?*+ (a?)? = 25a% + 10a® + a*
e) (—a?+2b??=(-a®?+2-(—a? - (2b?) + (2b%»)? = a* — 4a®b? + 4b*.

2N _ 2. 2_9.2,. 1 A2 _A4 2 4,1
) Gy=)"=Gy =23y 5+ =y —3+5;

27. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:

a)a’—-6a+9 b) 4x* + 4x + 1 ¢) b* —10b + 25
d)4y> — 12y +9 e)a*+2a?+1 ) y* + 6xy* + 9x?
Respuesta:

a) a?—6a+9=(a—3)2

b) 4x?+4x+ 1= (2x + 1)?

¢) b2 —10b + 25 = (b — 5)?

d) 4y?—12y+9 = (2y — 3)?
e) a*+2a’>+1=(a’+1)>2

) y*+6xy? +9x% = (y? + 3x)?

28. Efectua estos productos:
a)3x+2)-3x—2) b)(2x+4y)-2x+4y) c¢)(4x*+3)-(4x*-3)
d) B3a—-5b) e)(—x%*+5x) - (x* + 5x)
Respuesta:
a) Bx+2)(Bx—2)=((Bx)2—-22=9x%2—-4

b) (2x+4y)(2x —4y) = (2x)? — (4y)? = 4x? — 16y*?
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Expresiones algebraicas. Polinomios

c) (4x?+3)(4x%?—3) = (4x?)2 —-32=16x*-9
d) (3a—5b)(3a+ 5b) = (3a)? — (5b)? = 9a? — 25bh?
e) (—x?+5x)(x? + 5x) = (5x — x2)(5x + x? = (5x2) — (x?)? = 25x?% + x4

29. Expresa como suma por diferencia las siguientes expresiones
a) 9x%-25 b) 4a* — 81b* c) 49 — 25x? d) 100 a® — 64

Respuesta:
a) 9x?2—25=3x—5)(3x+5)

b) 4a*—81b% = (2a%® — 9b)(2a® + 9b)
¢) 49 —25x? = (7 —5x)(7 + 5x)
d) 100a2 — 64 = (10a — 8)(10a + 8)

30. Realiza las siguientes divisiones de polinomios a partir de la conversion del dividendo en la
potencia de un binomio o en un producto de la forma suma por diferencia:

a) x* +12x + 36 entre x+6 b) 4x* — 16x? entre 2x* — 4x
c) 9x% —24x + 16 entre 3x-4 d) x2-5 entrex++/5
Respuesta:
2 2
a) x“+12x+36 _ (x+6) —x+6
x+6 x+6
b) 4x42—16x (2x2—4x)(2x%+4x) _ — 2x2 4 4y
2x%2-4x (2x2-4x
2_ AYA
C) 9x“—24x+16 _ (3x—4) — 3y —4
3x—4 3x—4
x2-5  (x— \/_)(x+\/—
d) x+V5 x+V5 -V5
31. Efectua los siguientes calculos:
x—2 5 —x+1 32 2+x x
a) ozt b) 753 €) 3 71 75
Respuesta
) 1 L 1T-(x—-1)+2(x+2) _ x—1+2x+4 3x+3
x+2 -1 +2)(x-1)  (x+2)(x-1)  (x+2)(x-1)
b) x-2 5 (x—-2)-x—5(x%-1)  —4x%-2x+5 .
x2-1  x x(x2-1) T x(x2D
C) —x+1 3x -3x3+3x2  —3x3+3x2
x+3  x+1 x2+x+3x+3 T x244x+43
) Zﬁi (2+x)(x-3) (2x—6+x2—3x _ x2-x-6
x2 " x-3 x2-x x3 e

32. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, solo uno de los denominadores, y

su respectivo numerador:
—2x%-x+1  3x+1 2x-1 3x
a b X
) x3 + x2 ) x2-2x x-2

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

32 ESO. Capitulo 4: Expresiones algebraicas. Polinomios. RESPUESTAS
llustraciones: Creadas con GeoGebra

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



Expresiones algebraicas.

Polinomios

Respuesta:
a) —2x%-x+1 | 3x+1 _ —2x?-x+1 | x(Bx+1) _ -2x?-x+1+3x%+x _ x%+1
x3 x2 x3 x-x2 x3
2x—-1 3x 2x—1 3xx 2x—-1-3x>  —3x242x-1
b) 2 - == - = 2 = 2
x%2-2x x-2 x%2-2x (x-2)x x%2-2x x2-2x

33. Calcula los siguientes cocientes:
a) (2x3 —8x% + 6x) : 2x
b) (16x? + 40x?): 8x>
Respuesta:

a) 2x3-8x2+6x _ 2x(x?—4x+3)

= x%—4x+3
2x 2x
5a3+60a%2-20 5(a3+12a%-4
b) =3 ) = a3 +12a2 — 4
5 5
16x3+40x%2  8x2%(2x45
c) = B ) = 2x+5
8x?2 8x2

d) 6x2y3—axy?  2xy2?(3xy-2)
xy?2 xy?2

=28xy—2)=6xy—4

b) (5a3 + 60a? —20):5
d) (6x%*y3 — 4xy?): xy?

34. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresion del lado izquierdo de cada

igualdad:
6a®h? 8x3y—2xy? 1
a) = 3a°b b) =22 —2x2 "y
2a3b 4xy 2
d) 6a’b*—4a’b3+4ab _ 3ab-2ab?+2
2ab?-8a2b  b-4a
Respuesta:
6a®b?
) =——=3a’b
2a°b

b) 8x3y—-2xy? _ 2xy(4x2-y) _ 4x?y _ 4x? y

= —Z=2
4xy 4xy 2 2 2

o) 4x?+2x  2x(2x41) _ 2x%+x
2x—-8 2(x—4) x—4

) 6a?b?—4a?b3+4ab _ 2ab(3ab-2ab?+2) _ 3ab-2ab?+2

2ab2-8a?b 2ab(b-4a) b—4a

35. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

3x2+6x a®-7a? xzyz—7xy2
) 9x2+18 ) 3a3+5a2 ©) 2xy
Respuesta:
3x2+46x _ 3x(x+2) _ x(x+2) _ x2%+2x
) 9x2+18  9(x2+2)  3(x2+2)  3x2+6
a3-7a%> _ a?(a-7) _ a-7
) 3a3+5a2  a2(3a+5)  3a+5

o) x2y?-7xy? _ xy(xy=7y) _ xy=7y
2xy 2xy 2
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a?b?—ab _ ab(ab—1) _ ab-1
a3b+ab ab(a?+1) a?+1

d)

36. En cada una de las siguientes fracciones algebraicas escribe, cuando sea posible, el polinomio
numerador, o denominador, en forma de potencia de un binomio o de suma por diferencia para,
posteriormente, poder simplificar cada expresion:

a) x2-4 b) 2x2-16x+32 ) 6—4a
3x+6 x2-16 4a2-9
Respuesta:
a) x2-4  (x-2)(x+2) _ x-2
3x+6  3(x+2) 3
b) 2x2-16x+32 _ 2(x2-8x+16) _  2(x—4)%2 _ 2(x—4)
x2-16  (x—4)(x+4)  (x—4)(x+4)  x+4
6—4a _  2(3-2a) _ -2(2a-3) _ -2

©) 4a2-9 ~ (2a-3)(2a+3)  (2a-3)(2a+3)  2a+3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Una empresa mayorista de viajes esta confeccionando una oferta para distribuirla en diferentes
agencias de viaje. Se trata de un viaje en avion, de ida y vuelta, a Palma de Mallorca cuyo precio
dependera del numero final de viajeros. Los datos concretos son: A) Si no hay mas de 100 personas
interesadas, el vuelo costara 150 euros por persona. B) Si hay mas de 100 personas interesadas, por
cada viajero que pase del centenar el precio del viaje se reducira en 1 euro. No obstante, el precio del
vuelo en ningun caso serd inferior a 90 euros. Estudia y determina el precio final del vuelo, por
persona, en funciéon del nimero total de viajeros. Asimismo, expresa la cantidad que ingresara la
empresa segun el nimero de viajeros:

Respuesta:

Llamaremos n al numero de viajeros, p al precio por viajero y T a la cantidad total ingresada por la
empresa.

Todos los valores de las variables son nimeros enteros.

Sin<101: p=150; T=150n

Si el precio no baja de 90€, el descuento se hace hasta los 160 viajeros.

Sin=100+x, (0<x<61):p=150-x;T=(150-x)-(100 + x) = 15 000 + 50x — x>

Sin>160: p=90; T=90n.

2. En este ejercicio se va a presentar un truco mediante el cual vamos a adivinar el nimero que resul-
ta tras manipular repetidamente un nimero desconocido. Convierte en una expresion algebraica las
sucesivas alteraciones del nimero desconocido y justifica lo que ocurre.

i. Dile a un compaiiero que escriba en un papel un nimero par y que no lo muestre
ii. Que lo multiplique por 5

iii. Que al resultado anterior le sume 5

iv. Que multiplique por 2 lo obtenido

v. Que al resultado anterior le sume 10

vi. Que multiplique por 5 lo obtenido

vii. Que divida entre 100 la ultima cantidad

viii. Que al resultado precedente le reste la mitad del nimero que escribié

iX. Independientemente del nimero desconocido original ¢qué nliimero ha surgido?

Respuesta:
l. Sea el nUmero 2n

II.  5-2n=10n

M. 10n+5

IV. 2:(10n+5)=20n+10

V. 20n+10+10=20n+20
VI.  5:(20n +20) = 100n + 100
VIl.  (100n+100)/100=n+1
VIl. (h+1)-2n/2=n+1-n=1

IX.  Siempre da 1.
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3. Los responsables de una empresa, en previsidon de unos futuros altibajos en las ventas de los pro-
ductos que fabrican, piensan proponer a sus trabajadores a finales del aiio 2014 lo siguiente:

i. La disminucién de los sueldos, para el préximo afio 2015, en un 10%.
ii. Para 2016 ofrecen aumentar un 10% los salarios de 2015.

iii. En general, sugieren que el sueldo disminuya un 10% cada afno impar y que aumente un
10% cada aiio par.

Si finalmente se aplica lo expuesto, estudia si los trabajadores recuperaran en el ano 2016 el
salario que tenian en 2014. Analiza qué ocurre con los sueldos tras el paso de muchos afos

Respuesta:
Si llamamos s al salario de 2014, los salarios de los afos sucesivos son:
0.95;0.995;0.8915;0.98015;0.882095s;0.9702995s; ...
Los salarios son cada vez menores que dos afos antes.

4. Los responsables de la anterior empresa, después de recibir el informe de una consultora, alteran
su intencidn inicial y van a proponer a sus trabajadores, a finales del afio 2014, lo siguiente:
a) Un aumento de los sueldos, para el préximo afio 2015, de un 10%.
b) Para 2016, una reduccion del 10% sobre los salarios de 2015.
c) En general, sugieren que el sueldo aumente un 10% cada aiio impar y que disminuya un
10% cada afio par.

Si se aplica lo expuesto, analiza si el salario de los trabajadores del afio 2016 coincidira con el
que tenian en 2014. Estudia como evolucionan los sueldos tras el paso de muchos afios.

Respuesta:
Si llamamos s al salario de 2014, los salarios de los afios sucesivos son:
1.15;0.995;0.8915;0.98015s;0.882095s;0.970299s; ...

1.2 A partir del tercer ano pierden dinero como en la propuesta anterior.

1.3
5. Observa si hay nimeros en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:
x-3 2x—-1 x x+y—2
a) = ) o )y ) 132
x—1 (x-5) .(2x+7) x4=2x+1 x4+3y
Respuesta:

a) x+1=0;,x=-1

b) (x—-5Q2x+7)=0; x—5=0, x—5
2x+7=0, x=—2=-35

¢) x2—=2x+1=0, x =1 (doble)

d) x>+3y?=0; x=0, y=0

6. Halla el valor numérico de las siguientes expresiones en los numeros que se indican:

x-3 X x+y—2
a)—enx=1 b arax = —2 c enx=3ey=-1
) x+1 ) x2-2x+1 p ) x2+3y2 y
—2a+b%-4 2x-1 1
d ——paraa=-1, b=0, c=2 e) ————enx=-=
) a2c-3abc p ’ ’ ) (x=5) .(2x+7) 2
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Respuesta:
1-3 -2
a) —=—=-1
141 2
-2 -2 -2
b) (=2)2-2(=2)+1 _ 4+4+1 9
3-1-2 0 0
©) 3243(-1)2  9+3 12 0
—2(-1)+0%-4 _ 2-4 -2
d) (-1)2-2-3-(-1)-02 240 2 1
1
2-o-1 1-1 0
&) Toi =5 =—-=0
(5—5)(2'54‘7) 7'8 36

7. Una persona tiene ahorrados 3000 euros y decide depositarlos en un producto bancario con un
tipo de interés anual del 2.5 %. Si decide recuperar sus ahorros al cabo de dos aios, écual sera la can-

tidad total de la que dispondra?

Respuesta:
Ahorro: 3000 € interés 2,5% anual

Recupera a los 2 afios
Cr=C-(1+1)"; 2,5%=0,025
Cr = 3000(1 + 0,025)? = 3151,88

8. Construye un polinomio de grado 2, p(x), tal que p(-2) = —6.

p(=2) = —6
p(x) =x*+5x; p(=2)=(-2)*+5(-2)=-6

9. Considera los polinomios:
p(x)=2—x%4x—-1, qx)=x*-3x3+2x>—-x-5 y r(x)=x*-3x+2.
Haz las siguientes operaciones:

a) ptq+r b)p-q c) pr d) pr—q

a) p+q+r)(x)=2x3—x>+4x—-1—-x*-3x3+2x*—x—-5+x*-3+2=

=—x*—x3+2x2-4

b) (p—q)(x) =(2x* —x*+4x—1)— (—x*—3x3+2x* —x +5) =
=x*+5x3—3x2+5x+4

) (p-r)x)=0Qx3—x?+4x—-1)- (x*—-3x+2) =
=2x° —6x* +4x3 —x* +3x3 — 2x% +4x3 —12x*+8x —x*>+3x—-2 =
=2x% — 7x* +11x% — 15x2 + 11x — 2
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d) (pr—q)(x) = 2x> — 7x* + 11x3 — 15x2 + 11x — 2) — (—x* = 3x3 + 2x2 —x - 5)
=2x5 —7x* +11x3 — 1522+ 11x — 2+ x* +3x3 —2x2+x +5 =
= 2x% — 6x* + 14x% — 17x%? + 12x + 3

10. Calcula los productos:

3 -b
a) (% - g) : (Ty) b) (0.1x + 0.2y — 0.32) - (0.3x — 0.2y + 0.1z)

c) (x=y)-(y—1)-(x +a)

) (3ax 4) (—by) __15ax-2y -by _ —15abxy+2by?
2 s/J\3 /) 10 3 30

b) (0,1x + 0,2y —0,32)(0,3x — 0,2y + 0,12) =
= 0,03x2 — 0,02xy + 0,01xz + 0,06xy — 0,04y2 + 0,02yz — 0,09xz + 0,06z — 0,032% =
= 0,03x2? — 0,04y? — 0,03z% + 0,04xy — 0,08xz + 0,08yz

) =@ -Dx+a)=ky—-x—-y*+y)x+a)=
=x?y+xya—x?—xa—xy*—ay*+xy+ay-

11. Efectua las divisiones de polinomios:
a) 2x3+x?>—12x+ 7 entrex + 3;

b) — 4x* + 8x3 + 7x? — 21x + 8 entre 2x* — 3x + 1;
¢) —3x5—2x34+9x%? + 6x — 14 entre — x> — 2x + 3

a) 2x3+x?2—-12x+7 x+3
—2x3 — 6x? 2x2—-5x+3
—5x?—12x+7
5x2 + 15x
3x+7
—3x—9
-2
b) —4x* 4+ 8x3 4+ 7x? —21x +8 [2x2—3x+1
4x* — 6x3 + 2x? —2x2+x+6

2x%+9x2—-21x+8
—2x3+3x2—x
12x? —22x + 8
—12x2+18x—6
—4x + 2

32 ESO. Capitulo 4: Expresiones algebraicas. Polinomios. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Expresiones algebraicas. Polinomios

c) —3x5 — 2x* + 9x% + 6x — 14 —x®—2x+3
3x5 + 6x% — 9x? 3x2—4
4x3 + 6x — 14
—4x3 +8x+12
14x — 2

12. Calcula los cocientes:
a) (4x3): (x?)

4x3

x2

b) (4x3y3z%): 3x*yz?)  ¢) (x* — 4x*y + 4y?): (x* — 2y)

a) 4x

4x3y3z* _ axy?z?
3

b)

3x2yz2

x*—ax?y+ay? (xz—Zy)2 _

2
= = (x* —
x2-2y (x2-2y) (

2y)

c)

13. Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:

x-1 2x-1 2x+3 5 x—1 2—x x-1 2-x x-1 2—x
a) =+ ) ZEL > o X g I E g T2
X X x x+1 x4-3x x x4=-3x x x“-3x x
x-1 | 2x-1 _ (x-D+x-(2x-1) _ x—1+2x2-x _ 2x%-1
a) 2 + - 2 - 2 - 2
X x X x x
b) 2x+3 n 5  (x+1)(2x+3)+45x _ 2x2+42x+3x+3+5x _ 2x2+10x+3
x x+1 x-(x+1) - x2+x - x2+x
o x-1  2-x _ x-1-(2-x)(x-3) _ x—1-(2x-6-x2+3x) _ x—-1-5x+6+x% _ x%—4x+5
x2-3x x x-(x=3) x-(x—3) x-(x=3) x-(x=3)
x—1 2-x _ (x-1)(2-x)
d — = =212
x%?-3x x x%(x-3)
x-1 2-x  x(x-1) _ (x-1)
e) S—i— = =
x%2-3x x x2%(x-3) x(x-3)

14. Encuentra un polinomio p(x) tal que al dividir p(x) entre q(x) = x3 — x? + 2x — 3 se obtenga
como polinomio resto r(x) =-3x2 + 1
En una division, p=qg:c+r, lo masfacil estomarc(x)=1dedondep=q+r
p(x) =x3—x*+2x—3+ (-3x*+1) =x> —4x* + 2x — 2

15. Calcula las potencias:

a) (x +2y—z)? b) (x — 3y)3 ) (a+3)? d) (x2 — 22%)2
a)(x+2y—2)2 = (x+2y—2z)(x+ 2y —z) = x? + 2xy — xz + +2xy + 4y? — 2yz — xz — 2yz + 2% =
= x% + 4y? + 2% + 4xy — 2xz — 4yz

b) (x —3y)° = (x —3y)(x — 3y)* = (x = 3y)(x* — 6xy + 9y?) =
= x3 — 6x%y + 9xy? — 3yx? + 18xy? — 27y3 = x3 — 9x?%y + 27xy? — 27y3
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B2 = g2 4 202 4 (B = q2 4 202 4 P
c) (a+3) =a +2a3+(3) =at+—+

d) (x2—223)% =x*—4x?23 + z°

16. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o
trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.

a)x*—6x+9 byx*+8x2+16 o)x*—12xy+3y2 d)y*+2y3+y*+1
ext—2x3+x2+2x+1 f)x*-—25 gx*+5 h) 5x% — 1
) x* — 8y? HDxt—-1 k) x? — y? ) x* — 2y%z7*

a) x2—6x+9=(x—3)2

b) x*+8x%+16 = (x? + 4)?

0 ¥t —TTRy T 372 = (e + Y20 357)(x - Y120y T 377)
d y*+2y3+y?+1=N0O

e) x*—-2x3+x*+2x+1=NO

f) x2—-25=(x+5)(x-05)

g) x2+5=NO

h) 5x2—1=(V5x+1)(vV5x — 1)

i) x2—8y%=(x+8y)(x—8y)

) xt—1=0G?2+1Dx*-1)

k) x*—y*=(x+y)(x-y)

) x2—2y?%z% = (x +V2yz)(x — V2yz)

17. Analiza si el numerador y el denominador de las siguientes expresiones algebraicas proceden del
desarrollo de un binomio, o de un producto suma por diferencia, y simplificalas:

x2+2x+1 b xt—2x2y2 1yt xy3—yx
a) x2-1 ) x24+y2? ) 4
y y*-1
a) x2+2x+1 _ (x+1)2 x+1
x2-1  (x+1)(x-1) x—1
x*—2x2y2 +y* (Xz_y2)2
b) 242 = T Zavz
x2+y X2 +y
) xy*-yx _ xy(y*-1) _  xy

yi-1  (2+1(2-1) (¥2+1)

18. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

3 1 -1 A5 x-2y = 4x+5
a) - b) 3x* —5x3 + 1 1. 2 ¢) T2 Y
x(3—-x) 2(3—x) x x*+1 a-b 3a-3b
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(x2+1)(x%-1) ) x3x

i 4
= 3x

x3 x2+1

a) 3 _ 1 _32-x1 _ 6—x
x(3-x) 2(3—x) 2x(3—x) 2x(3—x)
x*-1 x5
b) 3x* —5x3+—-S—=3x*-5x3+
X x“+1
= 3x* — 5x3 + x* — x? = 4x* — 5x3 — x?
C) x=2y | 4x+5y _ 3(x—-2y)+4x+5y _ Tx-y __
a—b 3a-3b 3(a-b) - 3(a-b) -

19. Simplifica todo lo posible:

a) (yx4 — %) : (x2 +

J

b)

b3+3ab%+3a2b+a® b+a

b—a

"b-a

C) (a+b _ a—b) .
a-b a+b/’

_ yxb-y x3+1 _ xy(x®-1) _ y(x3+1)(x3-1) _ y(x3-1)

—5x3+ (x2 - 1Dx?% =

4_ Y 21
a (x ——):(x +—) =
) y x?2 x x2 x x2(x3+1) x(x3+1) x
b3+3ab%+43a%b+a3® b+a (a+b)3(b-a
b) ore _ (e 0a) _ (g 4 p)2
b—-a b—-a (b—a)(b+a)
o (a+b a—b)_ 4 _ (a+b)?’-(a-b)®> 4 _ (a®+2ab+b?)—(a’-2ab+b?) 4 4ab 4
a-b a+b) a-b  (a—b)(a+b) ‘a—b (a—b)(a+b) "a-b  (a—b)(a+b) a—b
__ 4ab(a-b) __ ab
" 4(a-b)(a+b)  a+b
20. Simplifica todo lo posible:
4 11 1 2113
aty x. a xty 1,23\, (1_2_3 Xy xy
a) T, b (1+3+5+3):G-5-3 € 5112
a+y x a x+y X X Xy
1 1 1 1 x—a-y x+y-a
a) aty x.a x+y _ (a+yx . a(xty) _ X—a-y Xx+y-a _ (x—a-y)(x+y+a) _ x—a-y
1 11, 1 T x+aty * x+y+a — . - _ - _
aryTx atxey Q@ryx  athy) x+a+y x+y+a (x+y—-a)(x+y+a) x+y—a
1. 2 3 1 2 3 x3+x242x+3  x%2-2x-3  x3(x3+x%+2x+3 x3+x24+2x+3
b) (1+—+—2+—3):(———2——3)= 3 : 3 = (3 > )= >
x x x X X x x x x3(x%—-2x-3) x“—2x—-3
2113 2y-X  y—3X
() EL.xy_ xy _ (y-x)(y—3x)
3,2 1 27 3y+2Xx y-2X _
x+y <y o Xy By+2x)(y—2x)
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AUTOEVALUACION

1. Senala los coeficientes que aparecen en las siguientes expresiones algebraicas:
a)3-V5-x-y>2 b) -3x*-x*+x+7 o i;§2+6xa2—3+9

4
a) 3V5 b)-3,-1,1,7 )1,8,,4,-2,6,-3,9

2. Destaca las variables, o indeterminadas, de las precedentes expresiones algebraicas.
a)x,y b) x c)x,vy,a.

3. Del polinomio 5x* — 8x% — x + 9 indica su grado y los monomios que lo integran.
Grado 4; monomios: 5x%, -8x2, —x, 9.

. s x=7 . .
4. Laexpresion 2. o tiene sentido para:

a)x=7, b)x=2, ox=7yx=2, d)x=0
4—-2x=0, x=2 Respuesta: b)

5. Cualquier polinomio:
a) Puede ser evaluado en cualquier nimero.
b) No puede ser evaluado en el nimero cero.
c) No puede ser evaluado en ciertos nimeros concretos.
Respuesta: a)

6. El valor numérico de la expresion 4’:;2 + 6x2z% —% enx=1y=2,z=—1es:
a) —11 b) 7 1 d) -5
1+7 4 ./_4\2 _ 3 _ .
izt 1 D) —==7 Respuesta: b)

7. Completa adecuadamente las siguientes frases:
a. La suma de dos polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado dos.
b. La suma de tres polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado dos.
c. El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado cuatro.
d. La diferencia de dos polinomios de grado dos suele ser otro polinomio de grado dos.

8. Finaliza adecuadamente las siguientes frases:
a) La suma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado
menor o igual a dos.
b) Lasuma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado

menor o igual a dos.
c) Ladiferencia de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado

menor o igual a dos.
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Expresiones algebraicas. Polinomios

9. Al dividir el polinomio p(x) = 2x* — x3 + 4 entre q(x) = x* + 2x+ 2
a) debe ser de grado 2.
b) puede ser de grado 2.
c) puede ser de grado 1.
d) ninguna de las opciones precedentes.
Respuesta: a)

26}
q(x)
a) los polinomios p(x) y q(x) deben ser del mismo grado.

b) no importan los grados de p(x) y q(x).

c) el grado del polinomio numerador, p(x), debe ser superior o igual al grado del
polinomio denominador, q(x).

d) el grado del polinomio numerador, p(x), debe ser inferior al grado del polinomio

denominador, q(x).

10. Para que una fraccion polinémica sea equivalente a un polinomio:

Respuesta: c)
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Ecuaciones y sistemas

1.

1.1.

1. Copia en tu cuaderno la siguiente tabla y complétala:

ACTIVIDADES PROPUESTAS

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

El lenguaje de las ecuaciones

Ecuacion

Primer miembro

Segundo miembro

Incégnitas

8x — 1 =4x — 7

5 + 9 3x — 1
2a + 3 = 32
2x — 5y 5+ 4y
Ecuacién Primer miembro | Segundo miembro | Incégnitas

8x — 1 =4x -7 8x—1 4x —7 x
5 +9=3x+1 5 + 9 3x -1 x
2a + 3 = 32 2a+3 32 a
2x—5y=5+4y 2x — 5y 5+ 4y X,y

2. Indica el nimero de incdgnitas de las siguientes ecuaciones:
a)4x — 5y =7x + 6
Respuesta: 2 incégnitas (x, y)
b)2x + 8y* =5
Respuesta: 2 incégnitas (x, y)
c)3a+6a’=3
Respuesta: 1 incognita (a)
d) 4x + 8x% = 12
Respuesta: 1 incognita (x)

3. Indica el grado de las siguientes ecuaciones:

a)2x — 4 = 6x + 8
Respuesta: Grado 1

b) 3x + 9y = 12
Respuesta: Grado 2

c) 5x + 10x? = 30
Respuesta: Grado 2

d) 2x + 2xy? = 3
Respuesta: Grado 3
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Ecuaciones y sistemas

2. ECUACIONES DE 22 GRADO

2.1. Ecuaciones equivalentes. Resolucion de ecuaciones

4. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2x-3 =4x-5
2x —3 =4x —5-52x —4x = =5 4+ 3> -2x = —2—>x=:—§—>x =1
b)3x + 6 = 9x- 12
3x+6 =9x —12-3x — 9x = —12 — 6 > —6x = —18—>x=__—168—>x =3
c)4x + 8 = 12
4x +8 =12-4xr =12 - 8—>4x = 4>x=-->x =1

5. Indica si son ecuaciones de segundo grado las siguientes ecuaciones:
a)5x2—2x+8=0
Respuesta: Esta es una ecuacién de segundo grado, ya que tiene el término x?, el cual es de grado 2.

b) 3xy? -5=0
Respuesta: NO es una ecuacién de segundo grado en x, ya que aparece xy?2, lo cual involucra una
combinacién de variables x y y, no solo x2 o y2.

c)8x>2—-9=0
Respuesta: Es una ecuacién de segundo grado, ya que tiene un término cuadratico x?.

d8 - 7.3x =0
Respuesta: NO es una ecuacion de segundo grado, ya que el exponente de x es 1.

e)2x2-2=0
X

Respuesta: NO es una ecuacion de segundo grado, ya que hay una x en el denominador.

f) 2x2-3V/x+4=0
Respuesta: Aunque tiene un término cuadratico (2x2), el término v/x no esta en forma de un término
lineal (x) o cuadratico (x2). En lugar de eso, vVx es x1/2, es un exponente fraccionario. Por tanto, NO
es una ecuacion de segundo grado.

6. En las siguientes ecuaciones de segundo grado, indica quiénes son a, by c.

a)3—4x>+9x=0

Respuesta:a = —4,b =9,c =3
b) —3x%2 +5x =0

Respuesta:a = —3,b =5,c =0
c)2x?-3=0

Respuesta:a = 2,b = 0,c = 3
dx?-8x+1=0

Respuesta:a=1,b=—-8,c=1
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Ecuaciones y sistemas

2.2. Resolucion de ecuaciones de 22 grado completas

7. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado completas:

Para una ecuacién ax? + bx + ¢ = 0. Usamos la férmula general de la ecuacién cuadratica:

_ —btVb?—-4ac
X = 2a
a)x2—7x+10=0
Donde:a = 1,b = —=7,c = 10
Sustituimos en la formula:

74+v49-40 749 743
= s = s Y = —
2 2
Resolver para los dos valores de x:
7+3 _ 10 7-3 4
= —_— = 5 X>) = —=—-= 2
1 2 2 ’ 2 2 2

Respuesta:x =5 y x=2

b) 2x?2 +2x—-24=0
Simplificamos la ecuacién:
x2+x—-12=0
Aplicamos la férmula:

—1+/1+48 -1+v49 -1+v49
X=— D = D = —
2 2 2
Resolver para los dos valores de x:
-1+7 _ 6 -1-7 _ -8
X4 = = - = 3 X, = = — = —4
1 2 2 ’ 2 2

Respuesta:x =3 y x=—4

c)3x?-9x+6=0
Simplificamos la ecuacién:
x2=3x+2=0
Aplicamos la férmula cuadratica:
zsi\/ﬁ_)x:ﬂ_)x_sﬂ
2 2

Resolver para los dos valores de x:
P G g, =371 2
1= 2 727 ' 2T T2 T

Respuesta:x =2 y x=1

[N
I
|
I
—_

dx*-4x-12=0
Aplicamos la férmula cuadratica:
4+/16+48 41464 418
= x = - Xx =
2 2
Resolver para los dos valores de x:
4+8 12 4-8 —4
X, = — = =6 Xy =—=—= =2
1 2 2 v 2 2 2
Respuesta:x =6 y x = —2
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Ecuaciones y sistemas

2.3. Numero de soluciones de una ecuacion de 22 grado completa

8. Averigua cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones de 22 grado:

Para determinar cudntas soluciones tiene cada ecuacion de segundo grado, utilizamos el discriminante
de la férmula cuadratica:
A = b? — 4ac
SiA > 0 — laecuacidn tiene dos soluciones reales distintas.
SiA = 0 - laecuacidn tiene una Unica solucion real (raiz doble).
SiA < 0 — laecuacién tiene dos soluciones complejas (no reales).
a)x’+x+4=0

A=1?>-4(1)@)=1-16=—-15

Respuesta: Como A < 0, la ecuacion tiene dos soluciones complejas.

b) x> —6x+9=0
A=(-6)2-4(1)(9)=36—-36=0
Respuesta: Como A = 0, la ecuacion tiene una Unica solucion real (raiz doble).

c)x’—-6x-7=0
A= (—6)2—-4(1)(-=7) =36 +28 =64
Respuesta: Como A > 0, la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.

d x*2-3x+5=0
A=(-3)2-4(1)(5)=9-20=-11
Respuesta: Como A < 0, la ecuacidn tiene dos soluciones complejas.

2.4. Resolucion de ecuaciones de 22 grado incompletas

9. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado incompletas:
a)3x2+6x=0
Factorizamos:
3x(x+2)=0
Respuesta: x; =0, x, =—2

b) 3x2-27=0
Despejamos x?:
3x2=27->x%>=9

Respuesta: x; =3, x; = —3
c)x*—25=0
Despejamos x?:
x? =25
Respuesta: x; =5, x, =—5
d)2x2+x=0
Factorizamos:
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Ecuaciones y sistemas

x(2x+1) =10
Respuesta:x; =0, x, =—-

e)4x?2-9=0
Despejamos x?2:

3
Respuesta: x; = > X2 =3

f) 522 —-10x=0
Factorizamos:
5x(x —2)=0
Respuesta: x; =0, x, =2

2.5. Sumay producto de raices

10. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de segundo grado:
El producto de las raices es igual a ¢ y la suma cambiada de signo esiguala b
a)x’+6x=0
El producto es 0 y la suma cambiada de signo es — 6
Respuesta: x; =0, x; = —6

b)x* +2x—-8=0
El producto es - 8 y la suma cambiada de signo es -2
Respuesta: x; = —4, x, =2

c)x?-25=0
El producto es -25 y la suma cambiada de signo es 0
Respuesta: x; =5, x, = —

d)x*—9x+20=0
El producto es 20 y la suma cambiada de signo es 9
Respuesta: x; =4, x, =5

e)x’?—3x—-4=0
El producto es -4 y la suma cambiada de signo es 3
Respuesta: x; =4, x, =—1

f) x> —4x—-21=0
El producto es -21 y la suma cambiada de signo es 4
Respuesta: x; =7, x, = —

11. Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sean 3y 7.
Si las raices de una ecuacién son 3 y 7, podemos escribirlo como:
x-3)x-7)=0
Que desarrollando seria:
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Ecuaciones y sistemas

x> —10x+21=0
Respuesta: La ecuacién x? — 10x + 21 = 0 de segundo grado tiene como soluciones 3y 7.

12. El perimetro de un rectangulo mide 16 cm vy su drea 15 cm?. Calcula sus dimensiones.
A

«4+-——>
b

ePerimetro: P = 2a + 2b =16 cm
eArea:A=a-b = 15cm?
Hallamos los valores de a y b a través del sistema obtenido por las ecuaciones anteriores.
zac;;)z:b;w Dividimos la primera ecuaciénentre2: a + b = 8
Ahora tenemos el sistema:
{‘:};Z?g De donde obtenemos las soluciones: x; =3, x, =5
Respuesta: Los lados del rectdnguloson(a = 3, b = 5)o(a =5, b = 3).

13. Si 3 es una solucién de la ecuacién x> — 5x + a = 0 é¢cuanto vale a?

Si x = 3 es solucién de x?2 — 5x + a = 0, entonces:
32-53)+a=0-9—-15+a=0->-6+a=0->a =56
Respuesta: El valor de a es 6.

2.6. Resolucion de ecuaciones sencillas de grado superior a dos

14. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a)(x—-7x-2)x+5x-3)(x—11)=0
Resolviendo la ecuacién:
x=7Dx-2)(x+5x-3)(x—-11)=0

Para que el producto sea 0, al menos un factor debe ser 0:

ox —7=0=>x=7

ox —2=0>=>x =2

ex +5=0=>=>x = -5

ox —3=0>=>x =3

ox — 11 =0=x =11

Respuesta: x = {-5,2,3,7,11}

b)3(x—-5)x-7)(x+2)(x—3)(x—4)=0
Resolviendo la ecuacioén:
3x -5 —-7DNx+2)(x—3)(x—4)=0
Dividimos entre 3, ya que no afecta a las soluciones:
x=-5xx-7x+2)(x—3)(x—4)=0
Para que el producto sea 0, al menos un factor debe ser O:
ox —5=0=>x=25
ox —7=0>=>x=7

ox +2=0>=>x=-2

ox —3=0=>x=3

ox —4=0>=>x =4
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Ecuaciones y sistemas

Respuesta: x = {—2,3,4,5,7}
15. Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas:
a)x*—3x2+2=0
Hacemos el cambio y = x?, entonces la ecuacion se transforma en:
y2—=3y+2=0
Factorizamos:
-Dy-2)=0

Resolviendo para y:

oy—1=0=>y =1

oy —2=0>=>y =2
Volviendo a x:

ex?=1=2x=+1

ox2=2=x=+/2
Respuesta: x = {—V2,-1,1,V2}

b) x* +12x>+35=0
Hacemos el cambio y = x?, entonces la ecuacion se transforma en:
y2+12y+35=0
Factorizamos (o resolvemos con la férmula):
+5@+7)=0
Resolviendo para y:
oy +5=0>=>y =-5
oy +7=0=y=-7
Dado que x2 no puede ser negativo, la ecuacién no tiene soluciones reales.
Respuesta: No hay soluciones reales.

c)x*—4x*-12=0
Hacemos el cambio y = x?, entonces la ecuacion se transforma en:
y2—4y—12=0
Aplicamos la férmula cuadratica:

(=) +/(—4)2-4(1)(-12) v — 4+16+48 v = 4+64 v — 418
y= 2(1) Y= 2 y=- y==
Resolviendo para los dos valores de y:
4+8 12
Oyl = —= ? = 6

2
4— —4
V2= =5 =2

Paray=6: x2=6=x = +/6

Paray = —2: No tiene soluciones reales.

Respuesta: x = {—V6,V6}

16. Resuelve las ecuaciones bicuadradas siguientes:
a)x*—13x2+36=0
Hacemos el cambioy = x?, entonces la ecuacion se transforma en:
y2—13y+36=0
Factorizamos (o resolvemos con la férmula):
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Ecuaciones y sistemas

-N@y-4=0
Resolviendo para y:
oy —9=0>y =9
oy —4=0=y =4
Volviendo a x:
ex?=9=x =43
ox’?=4=x=+42
Respuesta: x = {—3,-2,2,3}

b) x* —29x% + 100 = 0
Hacemos el cambio y = x?, entonces la ecuacion se transforma en:
y2 =29y +100=0
Aplicamos la férmula cuadratica:
29+,/(—29)2-4(1)(100) 29++/841-400 29++/441 29+21
= S y=—>y= T -y =

2(1) 2 2
Resolviendo para los dos valores de y:
29+21 _ 50
[ ] = = — = 25
Y1 2 2
29-21 _ 8
[ ] = = -= 4
Y2 > >

Volviendo a x:
ox?=25=>x=45
ex’=4=x=+2
Respuesta: x = {—5,—-2, 2,5}

c)x*—10x*+9=0
Hacemos el cambio y = x2, entonces la ecuacion se transforma en:
y2—10y+9=0
Factorizamos (o resolvemos con la férmula):
-Ny-1=0
Resolviendo para y:
oy —9=0>=>y =09
oy—1=0=>y =1
Volviendo a x:
ex’=9=x=43
ex?=1=x=+1
Respuesta: x = {—3,—1,1,3}

d)x*—26x*+25=0
Hacemos el cambio y = x2, entonces la ecuacion se transforma en:
y2—26y+25=0
Aplicamos la férmula cuadratica:

264+/(—26)2-4(1)(25) 26+1/676—100 26+/576 26124
= Sy=————"2y= —y=
2(1) 2 2 2
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Ecuaciones y sistemas

Resolviendo para los dos valores de y:

26+24 50
Oy1= > =?=25
_ 26724 _2_ 4

ey, = > _E_

Volviendo a x:
ox?=25=>x=145
ox?=1=>x=+1

Respuesta: x = {—5,—1,1,5}

3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

3.1. Concepto de sistema de ecuaciones lineales

17. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

xy+2y=6
a){Zx—3y=1

Respuesta: Este sistema no es lineal debido a la presencia del término xy en la primera ecuacion.

b){ 5y—x=4

2x-3y=-1
Respuesta: Este sistema es lineal ya que ambas ecuaciones tienen términos de primer gradoen x e y.

4x-2=y
c){3x+5y=2

Respuesta: Este sistema es lineal ya que ambas ecuaciones tienen términos de primer gradoen x e y.

d) {x2+y=2

3x+y2=4
Respuesta: Este sistema no es lineal debido a la presencia del término x? en la primera ecuacién e y?
en la segunda ecuacion.

3.2. Clasificacion de sistemas de ecuaciones

18. Representa los siguientes sistemas y clasificalos:

x+3y=4
a) {—2x+y=—1

Respuesta: Compatible determinado porque las rectas se cortan en un Unico punto.
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b) {2x—y=3

—-y+2x=1

Respuesta: Incompatible porque las rectas son paralelas.

x-3y=3
C) {2x—6y=6

Respuesta: Compatible indeterminado porque las dos ecuaciones representan la misma recta.
3.3. Resolucion de sistemas por el método de sustitucion

19. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

3x+4y=-7
a) { x-2y=1

Despejamos x en la segunda ecuacion:
x=2y+1
Sustituyendo en la primera ecuacién:
32y +1)+4y=-7-6y+3+4y=-7-10y+3=-7 -10y=-10 -y =-1
Sustituyendoy = —1lenx = 2y + 1:
x=2-1)+1=-1
Respuesta: (x,y) = (—1,—-1)

2x+4y=0
b) {3x+y=5

Despejamos y en la segunda ecuacién:
y=5-3x
Sustituyendo en la primera ecuacién:
2x+4(5-3x)=0-2x+20—-12x=0->—-10x+20=0 - —10x =—-20 > x =2
Sustituyendox = 2eny =5 — 3x:
y=5-32)=-1
Respuesta: (x,y) = (2,—1)
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3x—-2y=2
C) {2x+3y=10

Despejamos x en la primera ecuacion:
2y+2
X =-—
3
Sustituyendo en la segunda ecuacién:
2y+2 _ 4y+4
2(22) +3y =10 -
Multiplicamos todo por 3:
4y +4+9y =30 - 13y+4=30 - 13y =26 -y =2
2y+2,

+3y =10

Sustituyendoy = 2enx =

_2@+2 _6
3 3
Respuesta: (x,y) = (2,2)

=2

3.4. Resolucion de sistemas por el método de igualacién

20. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacidn:

a) {5
Despejamos y en ambas ecuaciones:
y=2_3x ’ y=—5-::2x
Igualamos ambas expresiones:
2 _3x = —5+2x

Multiplicamos todo por 3 para eliminar el denominador:
32-3x)=-542x—>6 —9x = -54+2x> 6+5=9x+ 2x->1lx = 11>x =
1
Sustituyendox = leny = 2 — 3x:
y=2-3(1)=-1
Respuesta: (x,y) = (1,—1)

2x-3y=-5
b) {4—x+2y=14
Despejamos x en ambas ecuaciones:
—-5+3 14-2
_ y  x= y
2 4

Igualamos ambas expresiones:
—-5+3y _ 14-2y
2 4
Multiplicamos todo por 4 para eliminar denominadores:
4(-5+3y)=2(14—-2y) > —20 + 12y = 28 — 4y > 12y + 4y = 28 + 20 —
- 16y = 48 -y = 3

. —-5+3
Sustituyendoy = 3 enx = =7,
-5+3(3 -5+9 4
X = ¢ =" =_-=2
2 2 2
Respuesta: (x,y) = (2,3)
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7x—4y=3
C) {3x+2y=5
Despejamos x en ambas ecuaciones:
3+4 5-2
x =2 , X= =2
7 3

Igualamos ambas expresiones:
3+4y _ 5-2y
7 T 3
Multiplicamos todo por 21 para eliminar denominadores:

33+4y)=7(5-2y) 9+ 12y = 35—-14y - 12y + 14y = 35—-9 526y = 26 >y =
1

Sustituyendoy = lenx = —

U O S
7 7 7
Respuesta: (x,y) = (1,1)

3.5. Resolucion de sistemas por el método de reduccion

21. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:

3x+y=4
a){Zx—5y=14
Multiplicamos la primera ecuacidn por 5 para igualar los coeficientes de y:
15x+5y=20
2x-5y=14

Sumamos ambas ecuaciones:
15x + 5y + 2x — 5y =20+ 14 - 17x = 34> x = 2
Sustituyendox = 2en3x + y = 4:
32)+y=4-6+y =4->y = -2
Respuesta: (x,y) = (2,—2)

5x+3y=2
b) {4x+y=7
Multiplicamos la segunda ecuacién por 3 para igualar los coeficientes de y:
5x+3y=2
12x+3y=21

Restamos ambas ecuaciones:
(12x+3y) —(5x+3y)=21-2-7x = 19 - X ==

Sustituyendo x = gen 4 +y = T:

19 76 76 49 76 —27
4(3)+y=7-T+y=7-y=7-2oy =220y =1
Respuesta: (x,y) = (?,_727)
c) {32:—+2?==103
Multiplicamos la primera ecuacidn por 2 y la segunda por 3 para igualar los coeficientes de x:
4x + 6y =0
{9x — 6y =39

Sumamos ambas ecuaciones:
4x + 6y + 9x — 6y = 0+ 39->13x = 39->x = 3
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Sustituyendox = 3en2x + 3y = 0:
23)+3y=0-6+3y =053y =—6 >y = =2
Respuesta: (x,y) = (3,—2)

22. Diseia una hoja de célculo que te permita resolver sistemas lineales.
Un Sistema Lineal de ecuaciones se puede definir como:
ax+by=e
{cx +dy=f
Luego, sabiendo los valores de a, b, c,d, e y f podemos calcular los valores de x e y.
En el documento Excel:
Definiremos las siguientes tablas, donde habrd que sustituir los valoresde a ... f.

A B C o £ 3 [ H

Para las celdas de la matriz inversa:

Para los resultados:

Entonces, si tenemos el siguiente sistema (correspondiente al apartado c) del ejercicio anterior):
4x + 6y =0
{9x — 6y =39
Introduciendo en la tabla:
a=4b=6c=9d=-6e=0yf =39

A (= o

5 |lrversa
6 | 0avessns] 0.076s2308]
7 [Dnsmes] 008128208

8
]
10 Resultade

!!

2 ¥
13
"

Tenemos que el resultado del sistema es: x = 3,
soluciones anteriores.

= —2, comprobamos que se corresponde con las

<
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4. RESOLUCION DE PROBLEMAS

4.1. Resolucion de problemas mediante ecuaciones de primer grado

23. En un pequeiio hotel hay 47 habitaciones simples y dobles. Si en total tiene 57 camas, écudntas
habitaciones son simples y cuantas son dobles?

Supongamos que:

e x es el niUmero de habitaciones simples.
ey es el numero de habitaciones dobles.
Entonces tenemos las siguientes ecuaciones:

Restamos la primera ecuacion de la segunda:
(x+2y)—(x+y)=57—-47
Simplificamos:
y = 10
Ahora sustituimos el valor de y en la primera ecuacion:

x + 10 = 47
Despejamos x:

x = 47 — 10 = 37
Por lo tanto, hay 37 habitaciones simples y 10 habitaciones dobles.

24. En una granja hay 100 animales entre gallinas y conejos, y entre todos los animales suman 280
patas. ¢ Cuantas gallinas hay en la granja?

Supongamos que:
e x es el numero de gallinas.
ey es el numero de conejos.
Entonces tenemos las siguientes ecuaciones:
x +y = 100

2x + 4y = 280
Simplificamos la segunda ecuacién dividiéndola entre 2:

x + 2y = 140
Restamos la primera ecuacion de la ecuacion simplificada:

(x+2y)—(x+y) =140 —-100
Simplificamos:
y = 40

Ahora sustituimos el valor de y en la primera ecuacion:

x + 40 = 100
Despejamos x:

x = 100 — 40 = 60

Por lo tanto, hay 60 gallinas y 40 conejos en la granja.
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4.2. Resolucion de problemas mediante ecuaciones de 22 grado

25. ¢{Qué numero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su cuadrado?
Supongamos que el nimero es x.
Segun el enunciado, el nimero x multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su cuadrado. Entonces,
podemos escribir la ecuacion de la siguiente manera:
3x = x%2—40
Reordenamos los términos para igualarla a cero:
x> —3x—-40=0
Para resolver esta ecuacion cuadratica utilizamos la formula general:

—b +Vb?% — 4ac
x =
2a
Donde los coeficientes son:
a=1
b = -3
c = —40

Sustituimos los valores en la férmula:

—(-3)+/(-3)2-4-1-(-40) 3+v/9+160 3+/169 3+13
= - - X ::———7;———-9 X ——7;——-9 X ::—7;—

X

Obtenemos dos soluciones:

3+13 16
Xq ::—;—-::7;:: 8

Por lo tanto, los nimeros que cumplen la condicién son 8 y -5.

) x2:_:—:—5

26. Calcula tres nimeros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 365.
Supongamos que los tres numeros consecutivosson x —1, x y x4+ 1.
La suma de los cuadrados de estos tres numeros es:
(x—1)2%+x%+(x+1)2 =365
Desarrollamos los cuadrados:
(x—1)2=x?>-2x+1 , x2=x%2 , (x+1)2=x2+2x+1

Entonces la ecuacidn se convierte en:

(x2—=2x+1)+x%2+ (x?>+2x+1) =365
Sumamos todos los términos:

3x%2 + 2 =365
Restamos 2 de ambos lados de la ecuacion:
3x%2 =363
Dividimos ambos lados entre 3:
x? =121
Tomamos la raiz cuadrada de ambos lados:
x = +11

Por lo tanto, los tres nimeros consecutivos puedenser 10,11y 12 o —12,—-11y—10.

27. El triple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 85. ¢Cual es el nimero?
Supongamos que el nimero es x.
Segun el enunciado, el triple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 85. Entonces,
podemos escribir la ecuacién de la siguiente manera:
3x%+2x =85

32 ESO. Capitulo 5: Ecuaciones y sistemas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Ecuaciones y sistemas

Reordenamos los términos para igualarla a cero:
3x24+2x—85=0
Para resolver esta ecuacion cuadratica utilizamos la formula general:

B —b +Vb?% — 4ac
N 2a

X

Donde los coeficientes son:
a=3
b =2
c = -85
Sustituimos los valores en la férmula:
x = —-2+4/22-4-3.(-85) = —-24V4+1020 = —2+1024 R —2432
2-3 6 6 6
Obtenemos dos soluciones:
30 _ -2-32 _ -34 17

_ —2432 5 N
17 6 T 6 ’ 2~

6 6 3

. . 17
Por lo tanto, los nUmeros que cumplen la condicion son 5y — 5

28. Un triangulo isdsceles tiene un perimetro de 20 cm y la base mide 4 cm, calcula los lados del
triangulo y su area.
Supongamos que los dos lados iguales del tridngulo isésceles miden x cm cada uno.
Sabemos que el perimetro del tridangulo es 20 c¢m, y la base mide 4 cm.

Entonces, podemos escribir la ecuacion: x + x + 4 = 20
Sumamos los términos semejantes: 2x + 4 = 20

Restamos 4 de ambos lados de la ecuacion: 2x = 16
4cm
Dividimos ambos lados entre 2: x =8

Por lo tanto, los dos lados iguales del triangulo miden 8 cm cada uno.

Para calcular el area del triangulo, utilizamos la formula del drea de un tridngulo isdsceles:
. 1
Area = 5 base - altura

Necesitamos calcular la altura del tridngulo. Podemos dividir el triangulo isdsceles en dos triangulos
rectangulos, donde la altura h es uno de los catetos, la mitad de la base (2 cm) es el otro cateto, y
uno de los lados iguales (8 cm) es la hipotenusa.

Aplicamos el teorema de Pitagoras para encontrar la altura h:

h?+22=8% > h?+4=64
Restamos 4 de ambos lados de la ecuacion:
h? =60
Tomamos la raiz cuadrada de ambos lados:
h =60 = 215

Ahora, podemos calcular el area:

. 1

Area = 5-4 -2V15
Area = 4v/15 cm?
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4.3. Resolucion de problemas mediante sistemas de ecuaciones

29. La suma de las edades de Raquel y Luis son 65 aiios. La edad de Luis mas cuatro veces la edad de
Raquel es igual a 104. ¢{Qué edad tienen cada uno?

Supongamos que:
- x es la edad de Raquel.
- y es la edad de Luis.
Entonces, el sistema de ecuaciones es:

x+y =065

{y +4x = 104
Restamos la primera ecuacion de la segunda para despejar y:
y+4x—(x+y)=104—-65

Operamos:

3x = 39
Despejamos x:

= 13

Sustituimos el valor de x en la primera ecuacion para encontrar y: 13+y=65
Despejamosy: y = 65 — 13 = 52
Por lo tanto, Raquel tiene 13 anos y Luis tiene 52 anos.

30. La suma de las edades de Maria y Alberto es 32 afios. Dentro de 8 afios, la edad de Alberto sera
dos veces la edad de Maria. ¢ Qué edad tiene cada uno en la actualidad?

Supongamos que:
- x es la edad de Maria.
- y es la edad de Alberto.
Entonces, el sistema de ecuaciones es:
x+y=32
{y +8=2(x+38)
Quitamos paréntesis en la segunda ecuacién:
y+ 8 =2x + 16
Restamos 8 de ambos miembros:
y =2x + 8
Sustituimos y en la primera ecuacion:
x+ (2x+8) =32
Simplificamos:

3x + 8 = 32
Restamos 8 de ambos miembros:
3x = 24
Dividimos ambos miembros entre 3:
8

x
Sustituimos x en la ecuaciony = 2x + 8: y =

2(8)+8=16+8 =24
Por lo tanto, Maria tiene 8 afios y Alberto tiene 24 afios
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31. Encuentra dos nimeros cuya diferencia sea 24 y su suma sea 123.

Supongamos que:
ex e yson los dos numeros.
Entonces, el sistema de ecuaciones es:

x—y=24

{x +y =123
Sumamos ambas ecuaciones para despejar x:
x—y)+(x+y)=24+123

Simplificamos:

2x = 147
Dividimos ambos lados entre 2:

x = 735

Sustituimos x en la segunda ecuacién para encontrary: 735 + y = 123

Despejamosy: y = 123-73.5 = 49.5
Por lo tanto, los dos nimeros son 73.5 y 49.5.
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“ Ecuaciones y sistemas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Ecuaciones de primer grado

1. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado
a)—-x—-—6x—-8=0
—x—6x—-8=0->-7x —8=0->—-7x = 3_>x=_§

b)—-1+x =6

1+ x 6-ox=6-—-1->x=5

c)7x = 70x + 5
7x = 70x + 5> 7x — 70x = 5> —63x = 5—>x=—%
d2(x+3)—-(2x+1)=5
2x+3)—-(2x+1)=5-2x+6 —2x —1=5-6—-1=5-5=5
Todos los valores de x son soluciones.

e)52x-1)+(x—-1)=5
52x—-1)+(x—-1)=5-10x—-54+x—-1=5-1lx—-6=5-11lx=11-x = 1

f) 12(x—1) — 6(2 + x) = —18
12(x—1)—-6(2+x)=-18>12x—12—-12—6x=—-18>6x—24=—-18>6x =6 > x
=1

g)(2x+3)+(x—1)=—x-3
2x+3)+(x—-1)=—-x-3-2x +x+3—-1=-x—-3->3x+2=—-x—3>
—>3x+x=—3—2—>4x=—5—>x=—%

h)x + 2 = 2x + 168
X+ 2 =2x+168->2 = 2x + 168 — x > x = =166

i) 62x—-3x+1)—-2x—-1=-1
6(2x—3x+1)—-2x—-1=-1-6(—x+1)-2x—-1=-1-
>—6x+6-2x—1=-1>-8x+5=-1->-8x=—6-x=-

2. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado con denominadores:
x+1

x-1
a5 -5 =10
Multiplicamos ambos miembros por 6:
3(x—1)—2(x+1)=60-3x —3 —-2x —2 =60-x —5=60->x = 65

3 7
Multiplicamos ambos miembros por 21:
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7(x—3)+3(—x+1)=63—>7x—21—3x+3=63—>4x—18=63—>4x=81—>x=%

5 10
Multiplicamos ambos miembros por 10:

2+ 1)+ 2x+6)=20-2x + 2+ 2x + 6 = 20-54x + 8 = 20> 4x = 12->x = 3

1-x 3x—-1 1
d) == 4+Z==-
) 2 + 3 3

Multiplicamos ambos miembros por 6:
3(1—x)+2(3x—1)=78—>3—3x+6x—2=78—>3x+1=78—>3x=77—>x=§

e) 2x—8 . 3x-9
5 10

Multiplicamos ambos miembros por 10:
22x—-8)—Bx—-9)=10(x—1)—>4x — 16 — 3x + 9 = 10x — 10>
»x—7=10x-10>-7+10 = 10x —x >3 = 9x>x =1

=x-1

f) 2x+3x _ 3x—-6 1
5 10

5x 3x—6 3x—-6
=1->x-—
5 10 10

Multiplicamos ambos miembros por 10:
10x—3x+6=10>7x + 6 = 10> 7x = 4> x=>

=1

Ecuaciones de segundo grado

3. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado
a)—x>’—-6x—-8=0
—x>—6x—8=0->x>+6x+8=0

x = —b+Vb2-4ac
- 2a
-61+V62-4-1-8 —6+/36-32 —-612
X =— I X =—>I2X =
21 2 2
Soluciones: x; = =2, x, = —4

b)x(-1+x)=6
x(-1+x)=6 >x2—x—-6=0
—1/CDPAT(Ce) | 1T 1EE 135
2 2

21 -

X =

Soluciones: x; = 3,x, = =2

c) 7x* = 70x
7x>=70x > 7x2—=70x =0->x(7x—70)=0->x=0 o 7x=70,x=10
Soluciones: x; = 0, x, = 10

d)2(x+3)—x(2x+1)=5
2x+3)—x(2x+1)=5-2x+6—-2x>—x=5->-2x2+x+6=5->-2x>+x+1=0
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—1+,/12-4(-2)(1) -1+/1+8 —1+/9 —143
= > Xx = - X = -

-4 -4 -4 -4
. 1
Soluciones: x; = e 1

e)52x—-1)+x(x—1)=5
52x—1)+x(x—1)=5-10x—-5+x>—-x=5-x24+9x—-5=5-x24+9x—10=0
~9++/81+40 —94+y121 —9+11
= S x = > x =

—-94.,/92-4-1-(-10)
X = - X
21 2 2 2

Soluciones:x; = 1,x, = —10

f) 12(x*-1)-6(2+x) = —18
12(x?-1)—-6(2+x)=—-18>12x*>-12—-12—6x = —-18 > 12x2 — 6x — 24 = —18 -
- 12x2—-6x—6=0->2x>—-x—-1=0

—b+Vb2-4ac 1+/12-4(2)(-D) 14178 1443 143
x=——)x=—_)x=—V_)x=_V_)x=
2a 22 4 2 —4
; 1
Soluciones: x; = 1,x, = ==

g)(2x+3)(x—1)=—x-3
2x+3)(x-1)=-x—-3->2x*-2x+3x—3=—x-3->2x*+x—-3=—-x—3
2x>+2x=0-2x(x+1)=0->x=0 o x+1=0

Soluciones: x = 0,x = —1

h) x(x+2) = 168
x(x+2)=168->x*+2x—168=0

-2+/22-4-1-(-168) —-2+4+672 24676 2426 _ —2+26 -2-26
x = SDX=———">oX= > X = - =12, =-14
21 2 2 2 2 2
Soluciones: x; = 12,x, = —14
i) 6(2x* —3x+1)—x(2x—-1)=-1
6(2x>—3x+1)—x2x—-1)=-1->12x>—-18x+6 —2x> +x = -1 >
- 10x?—-17x+7=-1->10x2-17x+8=0 >
174V172-4-10-8 174v/289-320 174+V=31
x == Ty = T =
2-10 20 20
No tiene soluciones reales.
4. Resuelve las siguientes ecuaciones de 22 grado con denominadores:

x2-1 x+1
A5 =10

x?-1  x+1 2 - .

5 10 - 3(x*—1)—2(x+ 1) = 60 (multiplicamos ambos miembros por 6)
3x2-3-2x—2=60->3x2-2x—-5=60->3x2—-2x—65=0 -
oy = 2+,/22-4-3-(-65) oy = 24V4F780 _ X = 24V788 £ = 2528
2:3 6 6 6
Soluciones: x; = 5,x, = —13—3
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2_ 2_
b)x33+x 7x+1=3

2_ 2_
x33 X 7x+1=3—>7(x2—3)+3(x2—x+1)=
63 (multiplicamos ambos miembros por 21)
7x?>—21+4+3x?-3x+3=63>10x2—-3x—18=63 > 10x2—3x—81 =10
3+,/(-3)2-4-10-(-81) 3+4/9+3240 3413249 3457
= S X =" 0 - X =—

X

2-10 20 20
Soluciones: x; = 3,x, = -
10
) x%+1 4 2xt6
5 10
x%+1 | 2x+6 2 . .
—t— = 2-2(x*+ 1)+ (2x+6) =20 (multiplicamos ambos miembros por 10)
2x>+24+2x4+6=20->2x*>+2x+8=20->2x2+2x—-12=0
‘= ~24y22-42.(-12) | ‘= 244496 ‘= ~24y100 _ o = T2E10
22 4 4 4
Soluciones:xqy = 2,x, = —3
1-x2  3x-1 1
A=+ =3
1-x2  3x-1 _ 1 2 - .
—t=—=3" 3(1 —x%)+2(83x —1) = 2 (multiplicamos ambos miembros por 6)

3—3x2+6x—2=2->-3x>+6x+1=2->-3x2+6x—1=0

—644/62-4-(-3)-(-1) -6+/36-12 —6+V24 -612v6
= 2:(-3) CXETT g XTI T E 6

E,XZ=1+@
3 3

Soluciones: x; = 1 —

2x%-8 3x-9

&)~ —*1
2x2-8  3x-9 _ 2 _ .- .
T X 1-202x*—8)— (3x—9) = 10(x — 1)(multiplicamos ambos miembros por 10)
4x2 —-16—-3x+9=10x—10>4x2—-3x—-7=10x—10 > 4x*> - 13x+3 =0
13+V132-4-4-3 13+V121 13+11
XY="70a  TXT T TXT 4

. 1
Soluciones: x; = 3,x, = |

f) 2x+3x%  3x-6 _ 1
5 10

2x+3x2_3x—6
5 10

4x+6x2—-3x4+6=10-6x>+x4+6=10-6x24+x—-4=0
— 2_4.6.(— — —

I e G NN 1J_r1/21+W_)x= 14497

- 26 12

=1-22x+3x?)—(3x—6) =10 (multiplicamos ambos miembros por 10)

—-1+v97 —-1-v97
) xZ ==
12 12

Soluciones: x; =

5. Resuelve mentalmente las siguientes ecuaciones de 22 grado:
El producto de las raices es igual a ¢ y la suma cambiada de signo esiguala b
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a)x!-7x+10=0
El producto es 10 y la suma cambiada de signo es 7
Soluciones: x; = 5,x, = 2

b) x(-1+x)=0
x(-1+x)=0->x=0 o —-14+x=0
Soluciones: x; = 0,x, = 1

c) 2x% = 50
2x2 =50 ->x?2=25->x=4V25
Soluciones: x; = 5,x, = =5

d)x?-3x—-10=0
El producto es -10 y la suma cambiada de signo es 3
Soluciones: x; = 5,x, = —2

e)x?+3x—-10=0
El producto es 10 y la suma cambiada de signo es -3
Soluciones:x; = 2,x, = =5

f) x> +7x+10=0
El producto es 10 y la suma cambiada de signo es -7
Soluciones: x; = —2,x, = =5

g)x*—5x+6=0
El producto es 6 y la suma cambiada de signo es 5
Soluciones: x; = 3,x, = 2

h)x?—x—-6=0
El producto es -6 y la suma cambiada de signo es 1
Soluciones: x; = 3,x, = —2

i) x> +x—-6=0
El producto es -6 y la suma cambiada de signo es -1
Soluciones: x; = 2,x, = —3

6. Factoriza las ecuaciones del problema anterior. Asi, si las soluciones son 2 y 5, escribe:

x2-7x+10=0<= (x—-2)(x—-5)=0
Observa que si el coeficiente de x? fuese distinto de 1 los factores tienen
dicho coeficiente.

a)x’?—-7x+10=0
Soluciones: x; = 2,x, =5
Factorizacion: (x —2)(x —5) =0
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b) x(—1+x)=0
Soluciones: x; = 0,x, =1
Factorizacion: x(x —1) = 0

c) 2x% =50
Soluciones: x; = 5,x, = =5
Factorizacion: 2(x — 5)(x +5) =0

d)x2-3x—-10=0
Soluciones: x; = 5,x, = —2
Factorizacion: (x —=5)(x +2) =0

e)x?+3x—-10=0
Soluciones: x; = 2,x, = =5
Factorizacion: (x —2)(x +5) =0

f) x?+7x+10=0
Soluciones: x; = —=2,x, = =5
Factorizacion: (x + 2)(x +5) =0

g) x> —5x+6=0
Soluciones: x; = 3,x, = 2
Factorizacion: (x —3)(x —2) =0

hyx2—x—6=0
Soluciones: x; = 3,x, = —2
Factorizacion: (x —3)(x +2) =0

i)x2+x—-6=0
Soluciones: x; = 2,x, = —3
Factorizacion: (x —2)(x +3) =0

7. Cuando el coeficiente b es par (b = 2B), puedes simplificar la formula:

—b + Vb2 —4ac —2B + V4B?2 —4ac —2B + 2VB?2 —ac —B +VB?% —ac

X =

2a 2a 2a a
Asi para resolver x? — 6x + 8 = 0 basta decir x =3 ++/9 —8 = 3 + 1 luego sus soluciones son
2y4,

Utiliza esa expresion para resolver:

a)x?2-8x—-12=0

—-B+VB?—-ac
b=-8->B = —4—>x—7
x:‘}il#—wc=4im—>x=4i2\/7

Soluciones: x; = 4 + 2v7,x, = 4 — 2\/7
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b) x> —10x+24 =0

b=-10 > B = —5—>x=%32_ac
_ 5i\/215—24 ax =541
Soluciones: x; = 6,x, = 4
c)x*+4x+7=0
_ —-B+VB?-ac

b=4->B=2->x
—2+/-3

!

—2+V4-7
=T—>x

No tiene soluciones reales

8. Resuelve mentalmente las ecuaciones siguientes, luego desarrolla las expresiones y utiliza la for-

mula general para volver a resolverlas.

a)(x—2)(x—6)=0
Soluciones: x = 2,x = 6
Desarrollamos la expresién:
(x—2)(x—6) =x%—8x+12
Utilizando la férmula general:

8+1/64—48 84116 814
= T - = > - X = —
Soluciones: x; = 6,x, = 2
b)(x+1)(x—3)=0
Soluciones: x = —1,x = 3

Desarrollamos la expresién:
x+DHx—-3)=x*—-2x-3
Utilizando la férmula general:

2+V/4+12 2+V/16 244
= = > X = —
2 2 2
Soluciones: x; = 3,x, = —1
c)(x—9)(x—-3)=0
Soluciones: x = 9,x = 3
Desarrollamos la expresién:
(x—9)(x—3)=x2—-12x + 27
Utilizando la férmula general:
12++/144-108 12iV§g 12+6
x:='————;————_9 = > - XX = —
Soluciones: x; = 9,x, = 3
dx-1)x+4)=0
Soluciones: x = 1,x = —4
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Desarrollamos la expresion:
x—1D(x+4)=x*+3x—4
Utilizando la férmula general:
_ -3+y/9+16 L= -34/25 Sy -345
2 2

Soluciones: x; = 1,x, = —4

e)(x+7)(x—-2)=0
Soluciones: x = —=7,x = 2
Desarrollamos la expresion:
(x+7)(x—2)=x%+5x—14
Utilizando la férmula general:

—5+v25+56 —-5++v81 -549
= % ox=—

Soluciones: x; = 2,x, = =7

f) x—4)(x+6)=0
Soluciones: x = 4,x = —6
Desarrollamos la expresion:
(x—4)(x+6)=x%+2x—24
Utilizando la férmula general:

—2+vV4+96 —2+v100 —-2%10
=, % ox=—

Soluciones: x; = 4,x, = —6

9. Determina el nimero de soluciones reales que tienen las siguientes ecuaciones de segundo grado

calculando su discriminante, y luego resuélvelas.
a)x?+3x-4=0
a=1 b=3 c¢c=-4 , A=b?—-4ac
A=32—-4-1-(-4)>A=9 + 16 >A= 25
Numero de soluciones reales: 2

—-b+VA —-3++/25 —-345
= - X = - X = —
2a 2-1 2
Soluciones: x; = 1,x, = —4

b) 7x?> +12x -4 =10
a=7 b=12, ¢ = -4 , A=b?—4ac
A=12?2—-4-7-(-4) > A= 144 + 112 > A = 256
Numero de soluciones reales: 2

-b+VA —124v256 -12+16
= > = = —
2a 2-7 14
. 4 2 -28
Soluciones: x; = —==,x, = — = —2
14 7 14

c)3x*+7x+10=0
a=3 b=7 c¢c=10 - A=b?-4ac
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A=7?>—-4-3-10-A= 49 — 120> A= -71
Numero de soluciones reales: 0 (soluciones no reales)

dx*—x+5=0
a=1 b=-1 ¢c=5 - A=b?—-4ac
A=(-1)?-4-1-5> A=1-20 - A= -19
Numero de soluciones reales: 0 (soluciones no reales)

e)6x?—2x—3=0
a=6 b=-2 ¢c=-3 - A=b?—4ac
A=(-2)?2-4-6-(-3) » A=4+72 - A=176
Numero de soluciones reales: 2
—-b+VA 2476 242V19 1+V19
X = - X = - X - X =

2a 2:6 12 6

1+V19 1-V19
—_— X, =
6 2 6

Soluciones: x; =

f) 522 +8x—-6=10
a=5 b=8 ¢c=-6 - A=Db?—4ac
A=82—-4.5-(—6) - A=64+ 120 - A= 184
Numero de soluciones reales: 2

—-b+VA —-8+y184 -8+2v46 —4+/46
X = - x = - x= - x=

2a 2:5 10 5
—4+/46 _ —4—/46

Soluciones: x; = o X2 =
10. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que no tengan ninguna solucion real. Ayuda: Utiliza el
discriminante.

1. x2+2x+5=0
A=b?>—4ac » A=2°—-4-1-5 - A=4-20 - A= —16
Numero de soluciones reales: 0

2.3x2+4x+7=0
A=b?—4ac -» A=4*—-—4.3.7 - A=16—-84 —> A= —68
Numero de soluciones reales: 0

3.2x2-3x+10=0
A=b*—4ac - A=(-3)?—-4-2-10 - A=9-80 - A=-71
NuUmero de soluciones reales: 0

11. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan una solucion doble.
1. (x-2)2=0
Desarrollada: x*> —4x +4 =0
A=b?>—4ac > A=(-4)?—-4-1-4 - A=16—-16 » A=0
Numero de soluciones reales: 1 (Solucion doble)
Solucion: x = 2
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2. (x+3)?%=0
Desarrollada: x> + 6x +9 =10
A=b?>—4ac » A=6?-4-1-9 - A=36-36 - A=0
Numero de soluciones reales: 1 (Respuesta doble)

Solucion: x = —3

3.2x-5)2%=0
Desarrollada: 4x?> —20x +25=0
A=b?>—4ac -» A=(-202-4-4-25 > A= 400—-400 - A=0
Numero de soluciones reales: 1 (Respuesta doble)

., 5
Solucion: x = |

12. Escribe tres ecuaciones de segundo grado que tengan dos soluciones reales y distintas.
1.x2-5x+6=0
A=b?—4ac » A=(-5)?>—-4-1-6 - A=25—-24 - A=1
Numero de soluciones reales: 2
Soluciones: x = 2,x = 3

2.3x2-7x+2=0
A=b?—4ac » A=(-7)>—-4-3-2 > A=49 — 24 - A= 25
Numero de soluciones reales: 2

. 1
Soluciones: x = 2,x = |

3.2x2+3x-2=0
A=b?—4ac » A=32-4-2-(-2) > A=9+ 16 - A= 25
Numero de soluciones reales: 2

=345 _ 1 _ -3-5 _

:  22¥ T, —2

Soluciones: x =

13. éPodrias escribir una ecuacion de segundo grado con tinicamente una solucién real que no fuese

doble?

Una ecuacion de segundo grado con una Unica solucién real (no doble) no es posible.

Por definicidon, si una ecuacion de segundo grado tiene una sola solucidn real, esta serd
necesariamente una solucién doble.

Una solucion doble ocurre cuando el discriminante (A) es igual a cero (A = 0). En estos casos, la
ecuacién tiene una Unica raiz, que se repite dos veces. Para las ecuaciones cuadraticas, siempre
habra dos raices (reales o complejas), y cuando solo hay una solucion real, esa solucion es doble.

Sistemas lineales de ecuaciones

14. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

2x—-5y=—-4
a) { 3x-y=7

Despejamos y en la segunda ecuacién:
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3x—-—y=7 - y=3x-7
Sustituimos y en la primera ecuacién:
2x —5Bx—-7)=—4 - 2x—15x+35=—-4 - -13x+35=—4 -
- —13x = -4 -35 - —-13x = -39 -»x =3
Sustituimosx = 3 eny = 3x — 7:
y=33)-7 - y=9-7 5 y =2
Soluciones: x = 3,y = 2

3x+y=4
b) {2x+5y=7

Despejamos y en la primera ecuacién:
3x+y=4 - y=4-—3x
Sustituimos y en la segunda ecuacién:
2x+5(4—-3x)=7 - 2x+20—-15x =7 - —-13x +20 =7 -
- —13x =7 —-20 - —13x = =13 - x =1
Sustituimosx = 1 eny = 4 — 3x:
y=4-3(1) » y=4-3 - y=1
Soluciones: x = 1,y =1

6x+5y=7
<) {2x+3y=1

Despejamos y en la segunda ecuacién:
1-2x
3

2x +3y =1 > 3y=1—-2x - y=
Sustituimos y en la primera ecuacién:

6x +5 (1_32x) =7 - 6x+ 5_;0x =7

Multiplicamos todo por 3 para eliminar el denominador:
18x+5—-10x=21 - 8x+5=21 - 8x =21-5 - 8x =16 - x = 2

Sustituimosx = 2eny = 1—32x:
1-2(2) 1-4 -3
y=3 —>y=T—>y=?—>y=—1
Soluciones: x = 2,y = —1

15. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:
a) {—2x+3y=13

3x-7y=-27
Despejamos x en ambas ecuaciones:
3y—-13 7y-27
_3y vy x= y
2 3

Igualamos ambas expresiones:
3y—-13 _ 7y-27
2 3
Multiplicamos ambos lados por 6 para eliminar los denominadores:

33y—-13)=2(7y—27)»9y—-39=14y —54 > -39+ 54 =14y — 9y >
- 15=5y->y=3
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I 3y-13
Sustituimosy = 3 en x = =
3(3)-13 9-13 -4
X=—r— 292 XxX=— 23> XxX=— > x = —2
2 2 2
Soluciones: x = =2,y = 3
5x—2y=-3
b) { 4x-y=0
Despejamos y en ambas ecuaciones:
5x+3
y=4x , y=—
Igualamos ambas expresiones:
__ 5x+3

4x = > 8x=5x+3 > 3x=3 - x=1

Sustituimosx = 1 en y = 4x:
y=41) - y =4
Soluciones: x = 1,y = 4

<) { 9x—5y=4

—-8x+3y=-5
Despejamos y en ambas ecuaciones:
_ 9x—4 _ 8x-5
T s y=73

Igualamos ambas expresiones:
9x—-4 _ 8x-5
5 3
Multiplicamos ambos lados por 15 para eliminar los denominadores:

39x —4) =5(8x —5) > 27x — 12 =40x — 25 > —12+ 25 = 40x — 27x » 13 = 13x >
x =1

Sustituimosx = leny =

_ 9(1;—4 Sy 9-4
Soluciones:x = 1,y = 1

16. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccion:

3x-5y=1
a) { 2x+y=5

Multiplicamos la segunda ecuacién por 5 para igualar los coeficientes de y:
52x+y)=5-5 - 10x + 5y = 25
Ahora sumamos las dos ecuaciones:
3x =5y +10x + 5y =1+25 - 13x =26 - x =2
Sustituimos x = 2 en la segunda ecuacion:
22Q)+y=5 - 44+y=5 - y=1

Soluciones: x = 2,y = 1

4x+3y=14
b) { —-x—6y=7

Multiplicamos la primera ecuacidén por 2 para igualar los coeficientes de y:
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2(4x+3y)=2-14 - 8x + 6y = 28

Ahora sumamos las dos ecuaciones:

8x + 6y —x —6y=28+7 - 7x =35 - x =275

Sustituimos x = 5 en la primera ecuacion:

45)+3y=14 - 20+ 3y =14 - 3y =-6 - y = -2
Soluciones: x = 5,y = —2

9x—-5y=4
C) {—7x+5y=—2

Sumamos las dos ecuaciones para eliminar y:

9% -5y —7x+5y =4—-2 - 2x=2 - x=1

Sustituimos x = 1 en la primera ecuacion:

91)-5y=4 -> 9-5y=4 > -5y=-5 > y=1
Soluciones: x = 1,y = 1

17. Resuelve de forma grafica los siguientes sistemas

x+y=7
a) {x—y:l

Solucién: x = 4,y =3

4x+3y=4

b) {x—6y=1
b
_._~—F""_f_'f
IS
\ﬂf_f##
e
._-—f
Solucién:x =1,y =0
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c){

9x—-5y=13
—-7x+5y=-9

Solucién: x =2,y =1

18. Resuelve los siguientes sistemas por el método que creas mas apropiado:

2 |

4x-1 2y+2

3 5 1
x+3  4y-1_
z T3 =7

Primero, despejamos una variable en una de las ecuaciones. Vamos a despejar y en la segunda

ecuacion.
x+3 4y—-1
LTy
2 3

Solu

3x—1 y+3
b){

Multiplicamos toda la ecuacién por 6 para eliminar los denominadores:

3(x+3)+2(4y—1)=42 - 3x +9+8y —2 =42 - 3x +8y +7 =42 -

35-3x
8

- 3x+8y =35 - 8y =35-3x - y=
Sustituimos y en la primera ecuacion:

35—-3x
4x—1 Z(T)+2 4x—1  2(35-3x)+16 _

= —1 - Simplificamos: -1 -
3 5 3 40
4x-1  70-6x+16 4x-1  86-6x
- — =—1 2 2o 1 s
3 40 3 40

Multiplicamos toda la ecuacién por 120 para eliminar los denominadores:
- 40(4x — 1) —3(86 —6x) = —120 - 160x — 40 — 258 + 18x = —120 -
- 178x — 298 = —-120 - 178x = 178 - x =1

35—-3x
8
_35-3(1) 35-3 32

Sustituimosx = 1 en y =

ciones:x = 1,y = 4

z 53

3x+y=-1

Despejamos y en la segunda ecuacidn:
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Sustituimos y en la primera ecuacién:
3x—-1 —-1-3x+3

2 5

Operamos:
3x—-1 2-3x
2 5
Multiplicamos toda la ecuacion por 10 para eliminar los denominadores:
5B3x—-1)—2(2-3x)=-30 - 15x — 5 —4 4+ 6x = =30 —
- 2lx —9=-30 - 21x = -21 - x = -1
Sustituimosx = —leny = —1 — 3x:
y=—1-3(-1) - y=-14+3 - y =2
Soluciones: x = =1,y = 2

2 3
3x-2y=1

Despejamos y en la segunda ecuacioén:
3x -2y =1-> 2y =3x-1 - y=

ﬂl+ﬂ=2
c)

3x—-1
2

Sustituimos y en la primera ecuacion:

x+1 +2
— 42 =2
2 3
Simplificamos:
x+1 3x—-1+4 x+1 3x+3 x+1 3(x+1
SR =2 - =4 = o X, 3,
2 6 2 6 2 6

Multiplicamos toda la ecuacién por 6 para eliminar los denominadores:
3x+1)+2(x+1)=12 > 3x+3+2x +2=12 > 5x+5 =12 > 5x=7 - ng

- 7 3x—1
Sustituimos x = seny= :
y:—3(§)_1 —)y:_L_lay:_L_g—)yzg—)y:E y ==
2 2 2 2 10
. 7 8
Soluciones: x = oY=z

19. Copia en tu cuaderno y completa los siguientes sistemas incompletos de forma que se cumpla lo
que se pide en cada uno:

a) {( )2’;”_3;’:3( ) Compatible indeterminado

{ax+3y=b Compatible indeterminado

2x—-y=3
Para que el sistema sea compatible indeterminado, debe tener infinitas soluciones. Esto ocurre
cuando una de las ecuaciones es multiplo de la otra. Vamos a encontrar (a )y (b) tal que el

sistema sea compatible indeterminado:
3 _ b .
%z = =3 — —a= 6,a=—6 —- 9=-b, b= -9 (multiplicando en cruz)

Entonces, el sistema queda:

—6x+3y=-9 S .
{ px—y=3 que es compatible indeterminado
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b) {_5x+y=2 Incompatible

( )x+y=6
—5x+y=2 .
{ cxty—e Incompatible
-5 1 2 .
—=1Fc > —5=c¢c - 6-1#2-1 (multiplicando en cruz)
{—5x+y=2
—5x+y=6

No hay ningun valor para (x ) e (¥ ) que satisfagan ambas ecuaciones simultaneamente, por lo que
el sistema es incompatible.

c) {?x;;’:)E:; Susolucibnseax =2, y=1
{3x—y=d
ax+y=7
Para que el sistema tenga una solucién tnica (x = 2,y = 1), deben existir valores de (x ) e (y) que
satisfagan ambas ecuaciones simultdneamente.
Sabemos que:

Susoluciénseax =2,y =1

3x—-y=d vy ax+y=7
Sustituyendo (x = 2)e (y = 1) enambas ecuaciones:
3(2)—1=5 entonces d=5
2(2)+1=7 entonces a=1

Entonces, el sistema es:

{3x—y=5
x+y=3
d) {27! Incompatible
2x—-5y=-1 .
{4x+(a)y=(b) Incompatible
2 =5 -1
4 a b

2b+—-1-4 - b+ -2

{42969‘_‘15()3;/::‘(;) para cualquier valor de b # —2
e) {3(“)(]63;;:"51 Susolucionseax = —1,y = 1
{3(’;’;)(6?33’;;1 Susoluciénseax = -1,y =1

Sabemos que:

3(-1)+a(l)=-1

a=-14+3=2
La primera ecuacion seria:

3x + 2y = -1

Sabemos que:

(B)(-1) +3(1) =4
Esto nos da:

—-b+3=4

b=-(4-3)=-1

La segunda ecuacion seria:
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—x+3y=4
Asi que la soluciénes:a =2,b = —1
Para hacer que el sistema cumplaquex = -1,y =1
{3x+2y=—1
-x+3y=4

f) {( Zligﬁ}lyzzfz) Compatible indeterminado

Para que el sistema sea compatible indeterminado, debe haber infinitas soluciones. Esto ocurre
cuando una de las ecuaciones es multiplo de la otra.

Sabemos que:
ax+6y=b
2x+3y=-2

a 6 b
§=§=—2 > 3a=6-2>3a=12 -2a=4; -2-6=3b->b=—-4

Donde:a = 4,b = —4

Asi que el sistema {4’”63’:_4

ax+3y——z ©Scompatible indeterminado:

20. Escribe tres sistemas lineales que sean incompatibles.
Los sistemas lineales que son incompatibles son aquellos que no tienen ninguna solucion, ya que las
rectas correspondientes son paralelas y no se intersecan.

2x—-5y=-1 . 3x—4y=1 . x—y=2
4x—-10y=5 ’ 6x—8y=3 ! 2x—-2y=5

21. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles indeterminados.
Los sistemas lineales que son compatibles indeterminados son aquellos que tienen infinitas

soluciones, ya que las ecuaciones son proporcionales entre si.

2x+4y=8 . 3x—6y=9 . J4x+8y=12
x+2y=4 ! x—2y=3 7 2x+4y=6

22. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles determinados.

Los sistemas lineales que son compatibles determinados son aquellos que tienen una Unica solucion.
x+2y=5 . 2x-y=3 3x+4y=7
3x—-y=4 ! x+y=1 ' 2x—-3y=-1
23. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacidon y comprueba la solucién grafica-
mente. ¢De qué tipo es cada sistema?

—-2x+6y=13
a) { x—3y=8

1. Despejamos x de ambas ecuaciones:
—2x+ 6y = 13=>x=§y—12—3
x—3y=8=x =8+ 3y
2. lgualamos las expresiones obtenidas:

13
3y—7=8+3y

3. Resolviendo la ecuacidn para y:

13 13 16 13 29
3y—-3y=84+— - 0=8+— - 0=—+— - 0=—
2 2 2 2 2
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No hay solucion posible, ya que la ecuacidn resultante es inconsistente.

Comprobacidn grafica: Las rectas son paralelas y no se intersecan.
Tipo de sistema: Incompatible

x-y=-3
b) {4x—4y=—12

1. Despejamos x de ambas ecuaciones:
x—y=-3=>x=y-3
4x — 4y = =12 =>x =z y-3
2. lgualamos las expresiones obtenidas:
y — 3 =y — 3(identidad)
El sistema tiene infinitas soluciones.

/ ‘I
Comprobacion grafica: Las rectas son coincidentes.
Tipo de sistema: Compatible indeterminado

C) {—;+3yy_=4—5
1. Despejamos x de ambas ecuaciones:
x—y=4>=>x=y+ 4
—x + 3y =-5=>x=3y +5
2. lgualamos las expresiones obtenidas:
y+4=3y+5
3. Resolviendo la ecuacidn para y:

1
y—3y=5-4 - -2y=1 - y=-3
4. Sustituyendo y en una de las ecuaciones para obtener x:
1 7
x=y+4 - x=—5+4 - x=7
7 1
Respuesta: x = E,y =-3
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Py
s

Comprobacion grafica: Las rectas se intersecan en un Unico punto.
Tipo de sistema: Compatible determinado

24. Utiliza la hoja de calculo Ecuaciones y Sistemas para comprobar las soluciones de todos los ejerci-

cios.
[SEGUIR PASOS DEL EJERCICIO 22 DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES]

Problemas

25. En una tienda alquilan bicicletas y triciclos. Si tienen 51 vehiculos con un total de 133 ruedas,
écuantas bicicletas y cuantos triciclos tienen?
Definimos las variables:
e B: numero de bicicletas
e T: numero de triciclos
Las bicicletas tienen 2 ruedas cada una vy los triciclos tienen 3 ruedas cada uno.
Tenemos las siguientes ecuaciones:
1. El numero total de vehiculoses 51: B + T = 51
2. El nimero total de ruedas es 133: 2B + 3T = 133
Resolucién del sistema de ecuaciones:
1. Despejamos una de las variables en la primera ecuacién:
B+T=51=B=51-T
2. Sustituimos B en la segunda ecuacion:
261—-T)+3T =133 - 102 — 2T + 3T = 133
102+ T =133 > T =133 —-102 - T = 31
3. Sustituimos T en la primera ecuacion para encontrar B:
B=51-31 - B =20
Entonces, la tienda tiene 20 bicicletas y 31 triciclos.

26. ¢Cual es la edad de una persona si al multiplicarla por 15 le faltan 100 unidades para completar
su cuadrado?
Para resolver el problema, definimos la edad de la persona como x.
La declaracion "al multiplicarla por 15 le faltan 100 unidades para completar su cuadrado" se traduce

en la siguiente ecuacién:
15x + 100 = x?
Reordenamos la ecuacion para obtener una ecuacién cuadratica:
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x?—15x—100=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la férmula general:
_ —b+Vb%-4ac
X = 2a
Dondea = 1,b = =15y c¢ = —100.
Sustituimos los valores en la féormula:
—(~15)+y/(~15)2—4-1-(—100) 15+v/225+400 15+v/625 15425
x= 21 - X= 2 T XET - X 2

Obtenemos dos soluciones:

15+25 40 15-25 -10
X1 = > =7=20 , Xy = > =—=—5

Dado que la edad no puede ser negativa, descartamos x,.
Por lo tanto, la edad de la persona es x = 20 afos.

27. Descompon 8 en dos factores cuya suma sea 6

Queremos descomponer 8 en dos factores cuya suma sea 6.
Sea x uno de los factores, entonces el otro factor sera (6 — x).
La ecuaciodn sera:

x(6—x) =38
Desarrollamos la ecuacién:

6x —x2 =8
Reordenamos la ecuacidn para obtener una ecuacién cuadratica:

x> —6x+8=0

Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

X = —-b+Vb2-4ac
- 2a

Dondea = 1,b = —6yc = 8.
Sustituimos los valores en la formula:

6+1/36-32 6+V4 6+2

2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
642 6-2
X, =——=4 X, =—=2
1 2 ) 2 2

Entonces, los dos factores son 4 y 2.
Verificacion: 4 -2 =8 y 4+ 2 =6

28. El triple del cuadrado de un niimero aumentado en su duplo es 85. ¢{Qué niimero es?
Para resolver este problema, definimos el nimero como x.
El enunciado "el triple del cuadrado de un nimero aumentado en su duplo es 85" se traduce en la
siguiente ecuacion:
3x%+2x =85
Reordenamos la ecuacidn para obtener una ecuacién cuadratica:
3x2+2x—85=0

Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

Xy = -b+VbZ-4ac

2a
Dondea = 3,b = 2yc = —85.

Sustituimos los valores en la férmula:

-2+ 22—4-3-(—85) —2+v/4+1020 —-2+v/1024 —2432
X = - X =— X = ——— X =
6 6 6 6
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Obtenemos dos soluciones:
_ -2432 _ 30 _ 5 _-2-32 _ -34 17

X, = = X, = =
1 6 6 v 2 6 6 3
17

Por lo tanto, los nimeros que satisfacen la ecuaciébnsonx =5 y x = -5

29. La suma de los cuadrados de dos nimeros impares consecutivos es 394. Determina dichos nime-

ros.
Para resolver este problema, definimos los dos nimeros impares consecutivos como x y x + 2.
El enunciado "La suma de los cuadrados de dos nimeros impares consecutivos es 394" se traduce en
la siguiente ecuacién:
x2+ (x+2)? =394
Desarrollamos la ecuacién:
x? +x?+4x +4 =394
Simplificamos la ecuacién:
2x% +4x + 4 =394
Restamos 394 de ambos lados para obtener una ecuacidn cuadratica:
2x>+4x+4—-394=0 - 2x*>+4x—-390=0
Dividimos toda la ecuacién entre 2:
x>+ 2x—195=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

X = —-b+Vb2-4ac
- 2a
Dondea = 1,b = 2yc = —195.
Sustituimos los valores en la formula:
—24+/22-4-1-(-195) —2+/4+780 —2+/784 -2+428
x = -5 X=— 5 xX=— 5 x=

21 2 2 2

Obtenemos dos soluciones:
—2+28 26 -2-28 -30
xlz :—:13 , x2: :—:—15
2 2 2 2

Por lo tanto, los nimeros impares consecutivos son 13 y 15,0 — 15 y — 13.
Verificacion:
132 + 152 = 169 + 225 = 394
(—15)% + (—=13)2 = 225 + 169 = 394

30. Van cargados un asno y un mulo. El asno se quejaba del peso que llevaba encima. El mulo le con-
testd: Si yo llevara uno de tus sacos, llevaria el doble de carga que ti, pero si ti tomas uno de los
mios, los dos llevaremos igual carga. ¢ Cuantos sacos lleva cada uno?

Definimos las variables:
A: nimero de sacos que lleva el asno
M: ndmero de sacos que lleva el mulo
Segun el comentario del mulo, tenemos dos condiciones:
1. Si el mulo llevara uno de los sacos del asno, llevaria el doble de carga que el asno:
M+1=2(A-1)
2.Si el asno llevara uno de los sacos del mulo, los dos llevarian igual carga:
A+1=M-1
Resolucién del sistema de ecuaciones:
Primera ecuacion: M+1=2(4A—-1) -» M+ 1=24A-2 - M = 2A-3
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Segundaecuacion: A + 1 =M — 1 - A+1=2A-3)—-1 - A+ 1=24A-4
A—2A=-4-1 - —-A=-5 - A=5
Sustituimos el valor de A en la primera ecuacién para encontrar M:
M=25)-3 -» M=10-3 -»> M =17
Por lo tanto, el asno lleva 5 sacos y el mulo lleva 7 sacos.

31. ¢Qué numero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su cuadrado?
Para resolver este problema, definimos el nimero como x.
El enunciado "éQué nimero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su cuadrado?" se traduce
en la siguiente ecuacion:

3x = x%2—40

Reordenamos la ecuacidn para obtener una ecuacién cuadratica:
x> —3x—40=0

Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

X = —-b+Vb2-4ac
- 2a
Dondea = 1,b = —3yc = —40.
Sustituimos los valores en la formula:
3+./(-3)2—-4-1-(-40) 3+v/9+160 3+v169 3+13
X = - = > X = - X =—
21 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
3413 16 3-13 -10
X, = =—=8 , Xp=——=—=-5
2 2

2 2
Por lo tanto, los nimeros que satisfacen la ecuacién son 8 y — 5.

32. Calcula tres numeros consecutivos cuya suma de cuadrados es 365.

Para resolver este problema, definimos los tres nimeros consecutivoscomox, x+1 y x + 2.
El enunciado "cuya suma de cuadrados es 365" se traduce en la siguiente ecuacion:

x>+ (x+1)2+ (x +2)? =365

Desarrollamos la ecuacién:
x2+ (x?+2x+1)+ (x> +4x + 4) = 365
Simplificamos la ecuacién:
x>+ x> +2x+1+x>+4x+4=365 — 3x2+6x+5=365
Restamos 365 de ambos lados para obtener una ecuacidn cuadratica:
3x2+6x+5—-365=0 - 3x>4+6x—360=0
Dividimos toda la ecuacion entre 3:
x> +2x—120=0

Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

X = —b+vbZ—4ac
o 2a
Dondea = 1,b = 2yc = —120.
Sustituimos los valores en la formula:
—24,/22-4.1-(-120) —24+/4+480 —24+/484 —2422
x = X=——— X=——— - x=
21 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
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—2+422 20 —-2-22 —24
x1= > =7=10 , X2= > =—2 =—-12

Por lo tanto, los numeros consecutivos puedenser 10, 11 y 12 o —12, —11 y -—10.

Verificacion:
102 + 112 + 122 =100 + 121 + 144 = 365
(=12)? + (-11)? + (-10)? = 144 + 121 + 100 = 365

33. Dentro de 11 aiios, la edad de Mario sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 13
anos. ¢Qué edad tiene Mario?
Definimos la edad actual de Mario como x.
Dentro de 11 afnos, la edad de Mario sera x + 11.
Hace 13 afios, la edad de Marioerax — 13.
El enunciado "dentro de 11 afios, la edad de Mario sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia
hace 13 afios" se traduce en la siguiente ecuacion:

1
x+11 =§(x— 13)2
Multiplicamos ambos lados por 2 para eliminar la fraccién:
2(x +11) = (x — 13)?
Desarrollamos la ecuacién:
2x + 22 =x% —26x + 169
Reordenamos la ecuacidn para obtener una ecuacién cuadratica:

x?—28x+147=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

x = —b+Vb2-4ac
- 2a
Dondea = 1,b = —28yc = 147.
Sustituimos los valores en la formula:
284+282-4-1-147 28+1/784—588 28++/196 28+14
X=—-——" 5 x="— 5 x= - x=
21 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
28414 42 28-14 14
x1= :_:21 ) x2: :_—7
2 2 2 2

Si x =7 la edad “hace 13 afios” es negativa, descartamos x = 7.
Por lo tanto, la edad actual de Mario es 21 anos.

34. Dos numeros naturales se diferencian en 2 unidades y la suma de sus cuadrados es 580. ¢ Cudles
son dichos nimeros?

Para resolver este problema, definimos los dos nUmeros naturalescomox y x + 2.
El enunciado "la suma de sus cuadrados es 580" se traduce en la siguiente ecuacion:

x?+ (x +2)2 =580
Desarrollamos la ecuacién:

x% 4+ x% + 4x + 4 = 580

Simplificamos la ecuacién:

2x% +4x +4 =580
Restamos 580 de ambos lados para obtener una ecuacidn cuadratica:

2x>+4x+4-580=0 - 2x2+4x-576=0

Dividimos toda la ecuacion entre 2:

x*>+2x—288=0
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Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la férmula general:

X = —b+Vb2—-4ac
- 2a
Dondea = 1,b = 2yc = —288.
Sustituimos los valores en la férmula:
—2+,/22-4-1-(-288) —24+V4+1152 —24+1156 —2434
X = X =——- X =—- X =
21 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
-2+34 32 -2-34 _ 36
x1= :—:16 , x2= :—:—18
2 2 2 2
Dado que los numeros deben ser naturales, descartamos x = —18.

Por lo tanto, los niumeros naturales que satisfacen la ecuacién son 16 y 18.

35. La suma de dos nimeros es 5 y su producto es -84. ¢De qué numeros se trata?

Para resolver este problema, definimos los dos nimeros como x e y.
El enunciado "la suma de dos numeros es 5 y su producto es -84" se traduce en las siguientes
ecuaciones:

x+y=5
{xy = —84
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
Despejamos y en la primera ecuacion:
y=5—x

Sustituimos y en la segunda ecuacidn:
x(5—-x)=-84 - 5x—x>=-84 - —x2+5x+84=0 > x?—5x—84=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la formula general:

X = —-b+Vb2-4ac
- 2a
Dondea = 1,b = =5yc = —84.
Sustituimos los valores en la formula:
54+ (=5)2—4-1-(—84) 5+v25+336 54++/361 5+19
x = - =222, =220 5 =22
21 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
5419 24 5-19 —14
X, =—=—=12 , Xp=——=—=-7
2 2 2 2

Por lo tanto, los numeros que satisfacen las ecuaciones son 12 y -7.

36. Maria quiere formar bandejas de un kilogramo con mazapanes y polvorones. Si los polvorones les
cuestan a 5 euros el kilo y los mazapanes a 7 euros el kilo, y quiere que el precio de cada bandeja
sea de 6 euros, iqué cantidad deberda poner de cada producto? Si quiere formar 25 bandejas, ¢ Qué
cantidad de polvorones y de mazapanes va a necesitar?

Definimos las variables:
e x: cantidad de polvorones (en kg)
e y: cantidad de mazapanes (en kg)
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
1. La cantidad total de los productos debeser1kg: x + y = 1
2. El precio total de los productos debe ser 6 euros: 5x + 7y = 6
Resolucién del sistema de ecuaciones:
x+y=1
{Sx +7y =6
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Despejamos y en la primera ecuacion:
y=1-x
Sustituimos y en la segunda ecuacién:
5x+7(1-x)=6->5x+7—-7x=6-> 2x+7=6-> -2x=6—7-> —2x=-1 - x=%

Sustituimos x en la primera ecuacién para encontrar y:

L, -1 1L !
—_ el - = —_—— e d = —_—
2 Y Y 2 VT3

. L1 1
Por lo tanto, para cada bandeja de 1 kg, se necesita 5 kg de polvoronesy Ekg de mazapanes.
Si Maria quiere formar 25 bandejas, entonces la cantidad de polvorones y mazapanes necesaria sera:

1
25 kg = 12.5kg

Por lo tanto, Maria necesitara 12.5 kg de polvorones y 12.5 kg de mazapanes para formar 25 bandejas.

37. Determina los catetos de un triangulo rectangulo cuya suma es 7 cm y la hipotenusa de dicho
tridangulo mide 5 cm.
Definimos los catetos del tridngulo rectdngulo como a y b.
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
1. Lasumade los catetoses7cm: a + b = 7
2. La hipotenusamide5cm: ¢ = 5
Aplicamos el teorema de Pitagoras:
a?+b*>=5> > a?>+b?>=25
Despejamos b en la primera ecuacién:
b=7-a
Sustituimos b en la segunda ecuacién:
a’?+(7—a)>=25 - a’+49—14a+a*>=25 > 2a%*—14a+49 =25
Restamos 25 de ambos lados para obtener una ecuacidn cuadratica:
2a> —14a+24=0

Dividimos toda la ecuacion entre 2:

a?—7a+12=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la férmula general:

a= —b+vb2-4ac
o 2a
Dondea = 1,b = —=7yc = 12
Sustituimos los valores en la férmula:
74 (=7)2-4-1-12 7+v49—48 7+V1 7+1
a= — O g =— o> ag=—— - q4=—
2 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
741 8 7-1 6
= —_—= = 4- = —_— =
1 2 2 — 2 2 3

Por lo tanto, los catetos del triangulo rectangulo miden 4 cmy 3 cm.

38. El producto de dos nimeros es 4 y la suma de sus cuadrados 17. Calcula dichos nimeros
Para resolver este problema, definimos los dos numeros como x y y.
El enunciado "el producto de dos numeros es 4 y la suma de sus cuadrados es 17" se traduce en las
siguientes ecuaciones:
xy =4
{xz +y2 =17
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Despejamos y en la primera ecuacion:
4
y X
Sustituimos y en la segunda ecuacién:
2

) 4 , , 16
x*+(-) =17 » x*+ =17
X X
Multiplicamos toda la ecuacion por x? para deshacernos del denominador:
x*+16=17x? - x*—-17x2+16=0
Sea z = x?, entonces la ecuacidn se convierte en una ecuacién cuadratica en z:
z2—-17z+16=0
Resolvemos la ecuacion cuadratica utilizando la férmula general:

;= —-b+VbZ2-4ac
- 2a
Dondea = 1,b = —17yc = 16.
Sustituimos los valores en la férmula:
17+,/(-17)%2-4-1-16 17+/289—64 174225 17415
zZ= -5 Z=— 5 =" 5 z=
21 2 2 2
Obtenemos dos soluciones:
17415 32 17-15 2
Z; = =—=16 , 1z, = =-=1
2 2 2 2

Regresamos a x:
Si z = x?, entonces:
x> =16 = x = +4
x>’ =1=2>x=+1
Por lo tanto, los pares de nimeros que satisfacen las ecuaciones son (4,1) y (—4,—1).

39. La suma de dos numeros es 20. El doble del primero mas el triple del segundo es 45. ¢{De qué
numeros se trata?
Para resolver este problema, definimos los dos nimeros como x e Y.
El enunciado "la suma de dos nimeros es 20" se traduce en la siguiente ecuacién:
x +y =20
El enunciado "el doble del primero mas el triple del segundo es 45" se traduce en la siguiente
ecuacion:

2x + 3y = 45
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
x+y=20
{Zx + 3y =45
Despejamos y en la primera ecuacion:
y =20 —x

Sustituimos y en la segunda ecuacion:
2x+3(20—x) =45 - 2x+60—-3x =45 > —x+60 =45 -
- —x=45-60->—x = =15 - x = 15
Sustituimos x en la primera ecuacién para calcular y:
15+4y=20 - y=20—-15 - y =5
Por lo tanto, los nimeros son 15y 5.
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40. En un garaje hay 30 vehiculos entre coches y motos. Si en total hay 100 ruedas, écuantos coches y
motos hay en el garaje?
Definimos las variables:
C: numero de coches
M: nimero de motos
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
1. El nimero total de vehiculoses30: C + M = 30
2. El numero total de ruedas es 100: 4C + 2M = 100
Resolucidén del sistema de ecuaciones:

{ C+M=30
4C + 2M =100
Despejamos M en la primera ecuacion:

M =30-C

Sustituimos M en la segunda ecuacion:
4C+230—-C)=100 - 4C + 60 — 2C = 100 - 2C + 60 = 100 -
- 2C = 100 — 60 - 2C = 40 - C = 20
Sustituimos C en la primera ecuacién para encontrar M:
20+ M =30 - M =30—-20 - M =10
Por lo tanto, en el garaje hay 20 coches y 10 motos.

41. La edad actual de Pedro es el doble de la de Raquel. Dentro de 10 afios, sus edades sumaran 65.
é¢Cuantos ainos tienen actualmente Pedro y Raquel?
Definimos las edades actuales de Pedro y Raquel como P y R, respectivamente.
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
1. La edad actual de Pedro es el doble de la de Raquel: P = 2R
2. Dentro de 10 afios, sus edades sumaran 65: (P+10)+ (R+10) =65
Resolucidén del sistema de ecuaciones:
P =2R

{(P +10)+ (R + 10) = 65
Simplificamos la segunda ecuacién: P + R + 20 = 65
Sustituimos P :

2R+ R+20=65 - 3R+20=65 - 3R=65—-20 - 3R=45—>R=§ - R =15

Sustituimos R en la primera ecuacion para encontrar P:

P=2-15 - P = 30
Por lo tanto, actualmente Pedro tiene 30 afios y Raquel tiene 15 afos.

42. En mi clase hay 35 personas. Nos han regalado a cada chica 2 boligrafos y a cada chico 1 cua-
derno. Si en total habia 55 regalos. ¢ Cuantos chicos y chicas somos en clase?
Definimos las variables:
M: ndmero de chicas
H: numero de chicos
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
1. El numero total de personases35: M + H = 35
2. El nimero total de regalos es 55: 2M + H = 55
Resolucién del sistema de ecuaciones:
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{ M+ H = 35
2M + H =55
Despejamos H en la primera ecuacion:

H=35-M

Sustituimos H en la segunda ecuacion:
2M+(35—-M)=55 - 2M + 35 - M =55 > M+35=55 > M=55—-35 - M =20
Sustituimos M en la primera ecuacidn para encontrar H:
20+ H =35 - H=35-20 - H =15
Por lo tanto, en la clase hay 20 chicas y 15 chicos.

43. Entre mi abuelo y mi hermano tienen 56 afios. Si mi abuelo tiene 50 afios mas que mi hermano,
équé edad tiene cada uno?

Definimos las edades actuales de mi abuelo y mi hermano como A y H, respectivamente.
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
1. La suma de sus edades es 56 afos: A + H = 56
2. Mi abuelo tiene 50 afios mas que mi hermano: A = H + 50
Resolucidn del sistema de ecuaciones:

A+ H =56

{A =H+50
Sustituimos la segunda ecuacion en la primera:

(H+500)+H=56—->H+50+H=56—->2H+50=56 - 2H=56—-50 —
- 2H=6 - H =3
Sustituimos H en la segunda ecuacion para encontrar A:
A=3+50 - A =253

Por lo tanto, mi abuelo tiene 53 afios y mi hermano tiene 3 afios.

44. Dos bocadillos y un refresco cuestan 5 €. Tres bocadillos y dos refrescos cuestan 8 €. ¢Cual es el
precio del bocadillo y el refresco?

Definimos las variables:

B: precio de un bocadillo

R: precio de un refresco

Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:

2B+R=5
{33 +2R =8
Resolucién del sistema de ecuaciones:
Despejamos R en la primera ecuacion:
R =5-2B

Sustituimos R en la segunda ecuacién:
3B+2(5-2B)=8 » 3B+ 10—-4B =8 - 3B—-—4B+10=8 - —-B + 10 = 8
-
- -B=8-10 - —-B=-2 - B =2
Sustituimos B en la primera ecuacion para calcular R:
22)+R=5 - 4+ R=5 > R=5—-4 > R=1
Por lo tanto, el precio de un bocadillo es 2 € y el precio de un refresco es 1 €.
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45. En una granja hay pollos y vacas. Si se cuentan las cabezas, son 50. Si se cuentan las patas, son
134. {Cuantos pollos y vacas hay en la granja?
Definimos las variables:
P: numero de pollos
V: nimero de vacas
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:

P+V =50
{ZP +4V =134
Resolucion del sistema de ecuaciones:
Despejamos V en la primera ecuacion:
V =50-—-P

Sustituimos V en la segunda ecuacion:

2P +4(50 —P) =134 — 2P + 200 — 4P = 134 — 2P — 4P + 200 = 134 -
—>—2P+200=134—>—2P=134—200—>—2P=—66—>P=__—626—>P=33

Sustituimos P en la primera ecuacién para calcular V:
33 4+V =50 - V=50-33 - V=17
Por lo tanto, en la granja hay 33 pollos y 17 vacas.

46. Un rectangulo tiene un perimetro de 172 metros. Si el largo es 22 metros mayor que el ancho,
écuales son las dimensiones del rectangulo?
Definimos las dimensiones del rectangulo:
L: largo del rectangulo
A: ancho del rectangulo
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:

2L+ 2A =172
{ L=A+22
Resolucién del sistema de ecuaciones:
Despejamos L en la segunda ecuacién:
L=A+ 22

Sustituimos L en la primera ecuacién:

2(A+22)4+24=172 - 2A + 44 + 24 = 172 - 4A + 44 = 172
128

4A = 172 — 44 - 44 = 128 - A=T—>A=32
Sustituimos A en la segunda ecuacion para calcular L:
L =32+22 - L =54
Por lo tanto, las dimensiones del rectangulo son: Largo 54 metros y Ancho 32 metros.

47. En una bolsa hay monedas de 1 € y 2 €. Si en total hay 40 monedas y 53 €, é{cuantas monedas de
cada valor hay en la bolsa?
Definimos las variables:
M;: ndmero de monedas de 1 €
M,: numero de monedas de 2 €
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:

{ M1 + M2 = 4‘0
M; +2M, =53
Resolucion del sistema de ecuaciones:
Despejamos M, en la primera ecuacion:
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M; =40 - M,
Sustituimos M; en la segunda ecuacion:
(40 —M,)+2M, =53 - 40— M, +2M, =53 - 40+ M, =53 - M, =53 —-40 - M, =13
Sustituimos M, en la primera ecuacidén para encontrar M;:
M;+13=40 -> M;=40-13 -> M, =27
Por lo tanto, en la bolsa hay 27 monedas de 1 € y 13 monedas de 2 €.

48. En una pelea entre araias y avispas, hay 70 cabezas y 488 patas. Sabiendo que una arafia tiene 8
patas y una avispa 6, icuantas avispas y araiias hay en la pelea?

Definimos las variables:

A: nimero de aranas

V: nimero de avispas

Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:

A+V =70
{8A + 6V = 488
Resolucién del sistema de ecuaciones:
Despejamos V en la primera ecuacion:
V=70-4

Sustituimos V en la segunda ecuacién:
8A+6(70—A) =488 — 84 + 420 — 6A = 488 — 84 — 6A + 420 = 488

- 2A + 420 = 488 — 24 = 488 — 420 - 24 = 68 - A=62—8 - A = 34
Sustituimos A en la primera ecuacion para calcular V:
34+V =70 - V=70—-—34 -V =36
Por lo tanto, en la pelea hay 34 arafias y 36 avispas.

49. Una clase tiene 32 estudiantes, y el nimero de alumnos es triple al de alumnas, écuantos chicos y
chicas hay?

Definimos las variables:
C: numero de chicos
X: numero de chicas
Segun el enunciado del problema, tenemos dos condiciones:
C+X=32
{ C=3X
Resolucion del sistema de ecuaciones:
Sustituimos la segunda ecuacion en la primera:

3X +X =32 > 4X =32 - X=2 - X =38
Sustituimos X en la segunda ecuacién para calcular C:
Cc=3-8 - (C=24
Por lo tanto, en la clase hay 24 chicos y 8 chicas.

50. Yolanda tiene 6 ailos mas que su hermano Pablo, y su madre tiene 50 afios. Dentro de 2 aios la
edad de la madre sera doble de la suma de las edades de sus hijos, éQué edades tienen?
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Definimos las edades actuales de Yolanda, Pablo y su madre como Y, P y M, respectivamente.
Segun el enunciado del problema, tenemos las siguientes condiciones:
Y=P+6
{ M =50
Dentro de 2 afios, la edad de la madre sera el doble de la suma de las edades de sus hijos:
M+2=2[(Y+2)+ (P+2)]
Sustituimos M y Y en la ecuacion:
50+2=2[(P+6+2)+(P+2)] - 52=2[(P+8)+(P+2)] —» 52=2(2P+10)

32
- 52 =4P + 20 - 4P =52 — 20 - 4P = 32 - P=T—> P =28
Sustituimos P en la primera ecuacién para encontrar Y

Y=8+6 - Y =14
Por lo tanto, Yolanda tiene 14 aios, Pablo tiene 8 afios, y su madre tiene 50 afios.
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AUTOEVALUACION

1. Las soluciones de la ecuacién 3(x% — 1) + 2(x% — 2x) = 9 son:
a)x=2yx=1
b)x=1y x=-3
c)x=1y x=-2/3
d)x=2y x=-6/5
Desarrollando 3(x? — 1) + 2(x? — 2x) = 9:
3x2 —3+2x>—4x=9 > 5x*—4x—-3-9=0 > 5x2—-4x—-12=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica 5x% — 4x — 12 = 0:

X = —-b+Vb%-4ac
- 2a
44+/16+240 4+16 6
X=——r O X=— -~ - x=2 Yy x=-—c

dx=2y x=-6/5

2. Las soluciones de la ecuacion 156 = x(x — 1) son:
a)x=11y x=-13
b)x=13 y x=-12
c)x=10y x=14
d)x=-12 y x=-11
Desarrollando x(x — 1) = 156:
x>—x—156=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica x2 — x — 156 = 0:

14+V1+624 1425
X=—F— 2 XxX=— - x =13 y x = —-12

b)x=13 y x=-12

3. Las soluciones de la ecuaciéon 3x% — 14x + 15 = 0 son:
a)x=2yx=2/3
b)x=1/3y x=4
c)x=1y x=4/3
d)x=5/3 y x=3
Resolviendo la ecuacién cuadrética 3x? — 14x + 15 = 0:

14++/196—-180 14+4 5
X=X =E— s 2 X=3 Yy x=g

d)x=5/3y x=3

4. Las soluciones de la ecuacién (x — 14)% + x% = (x + 2)? son:
a)x=24y x=8
b)x=21y x=3
c)x=5y x=19
d)x=23 y x=2
Desarrollando (x — 14)? + x2? = (x + 2)?
x2—28x+196 +x2=x?2+4x+4 > 2x2 —28x+196=x%+4x+4 - x?—32x+192=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica x? — 32x + 192 = 0:

32 ESO. Capitulo 5: Ecuaciones y sistemas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Ecuaciones y sistemas

32411024-768 32416
xX=——_—""" 2 xX=— - x =24 y x=28
a)x=24y x=8

5. Las soluciones de la ecuacién 2(x + 2) — x(2 — x) = 0 son:

a) Infinitas
b)x=9y x=5

¢) No tiene solucidn
dx=1y x=4

Desarrollando 2(x +2) —x(2—x) =0
2x+4—-2x+x2=0 - x?+4=0
c) No tiene solucidn
6. Las rectas que forman el sistema {;ifg:g son:
a) Secantes
b) Paralelas
c¢) Coincidentes

d) Se cruzan

Las rectas se cortan en A, por lo que son a) secantes.

7.La solucion del sistema {63;—_3?:122 es:
a)x=2ey=1
b)x=1ey=1
C)x=3 ey=2

d) No tiene solucién

Dado que las rectas son paralelas. d) No tiene solucion.
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8. La Respuesta del sistema {gif;’;ﬁ es:
a)x=4ey=2
b)x=3 ey=3
C)x=2ey=-1
d)x=5ey=1
N
Las rectas se cortan en el punto A(2, —1). c) x=2 e y=-1 \

9. En una granja, entre pollos y cerdos hay 27 animales y 76 patas. ¢ Cuantos pollos y cerdos hay en la
granja?
a) 16 pollos y 11 cerdos
b) 15 pollos y 12 cerdos
c) 13 pollos y 14 cerdos
Resolviendo el sistema de ecuaciones:

{ P+C =27
2P +4C =76
Despejamos C en la primera ecuacion:

c =27-P

Sustituimos en la segunda ecuacion:
2P +4(27—-P)=76 - 2P + 108 — 4P =76 » —2P = -32 - P =16
Cc =27 —16 = 11
a) 16 pollos y 11 cerdos

10. ¢Cual es la edad de una persona si al multiplicarla por 15, le faltan 100 unidades para llegar a su
cuadrado?
a) 16 afos
b) 17 aiios
c) 20 afios
d) 18 afios
Del enunciado tenemos que:
15x + 100 = x? - x2—15x—100=0
Resolviendo la ecuaciéon cuadratica:

15+y225+400 15425
X=—"——" - x=— - x=20 y x = -5

Descartamos la Respuesta negativa, por lo que la edad es c) 20 afios.

32 ESO. Capitulo 5: Ecuaciones y sistemas. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



32 ESO
Capitulo 6: Proporcionalidad
Respuestas a los ejercicios y problemas
propuestos

Propiedad Intelectual
El presente docurmento se encuertra depostads en el registro de Propiedad
Intelectual de Digtal Media Rights con 1D de obra AAA-0181-02-AA8A-072022

Fecha y hora de registro: 2015-028-13 18:28:27.0
Licencia de distribuciarn: CC by-nc-sa

Queda prohibide el uso del presente docurnente v sus contenidos para fines que
excedan los imites establecides por la licencia de distribucian.

Mas inforrmacian en httpfwwe. drnrights. com

Realizados por:
Antonio Pozo Ledn

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

Todas las imagenes han sido creadas con software libre (GeoGebra)




Proporcionalidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. PROPORCIONALIDAD DIRECTA

1. Estima cuantas personas caben de pie en un metro cuadrado. Ha habido una fiesta y se ha llenado
completamente un local de 260m?, ¢cudntas personas estimas que han ido a esa fiesta?
La estimacién estandar es que caben aproximadamente 4 personas de pie en un metro cuadrado. Para
calcular cudntas personas habia en el local de 260 m?, multiplicamos el nimero de metros cuadrados
por la cantidad de personas que caben por metro cuadrado:
260m? - 4 personas/m”> = 1040 personas
Por lo tanto, se estima que en la fiesta habia alrededor de 1040 personas.

2. En una receta nos dicen que para hacer una mermelada de fresa necesitamos un kilogramo de
azucar por cada dos kilogramos de fresas. Queremos hacer 5 kilogramos de mermelada, écuantos
kilogramos de azticar y cuantos de fresas debemos poner?

La proporcion es 1 kg de azucar por cada 2 kg de fresas. Queremos hacer 5 kg de mermelada, por lo que

debemos sumar el peso del azlcar y las fresas.

. . , , X

Llamemos x a los kilogramos de fresas. Entonces, los kilogramos de azlcar seran .

X
Sumando ambos, tenemos que x + > = 5.

Resolviendo la ecuacion:

X 2x +x 3x 10
x+§=5—> > =5—>7=5—>3x=1O—>x=?=3.33kgdefresas

. . , 333 .
Entonces, la cantidad de azucar sera -~ = 1.67kg de azucar.

Por lo tanto, para hacer 5 kg de mermelada, necesitamos 3.33 kg de fresas y 1.67 kg de azucar.

3. La altura de un arbol es proporcional a su sombra (a una misma hora). Un arbol que mide 1.2 m
tiene una sombra de 2. 1 m. ¢Qué altura tendra un arbol cuya sombra mida 4.2 m?
Para resolverlo, usamos la proporcion:

1.2 X
21 4.2

Resolviendo la proporcion:
1.2 42 =21 -x - 504 =21 -x

Despejando x:

5.04
=— > x =24m
2.1

Por lo tanto, un arbol cuya sombra mida 4.2 m tendrd una altura de 2.4 m.

4. Copia en tu cuaderno y completa la tabla de proporcion directa. Calcula la razén de proporciona-

lidad.
Litros | 16 | 4.5 1 50
Euros | 36 8.1 10
Para calcular la razéon de proporcionalidad (k), usamos la férmula k = f::: k= 2 = 2.25
Por lo tanto, la razén de proporcionalidad es 2.25.
Para completar la tabla:
e Litros = 4.5, Euros=4.5-2.25=10.125
e Litros=1, Euros=1-2.25=2.25
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e Litros =50, Euros=50-2.25=112.5
e Litros =8.1/2.25 = 3.6, Euros =8.1

o Litros =10/2.25 = 4.44, Euros = 8.1
Litros | 16 4.5 36| 1 |444| 50
Euros | 36 | 10.125 | 8.1 | 2.25| 10 | 1125

5. Hemos gastado 72 litros de gasolina para recorrer 960 km. ¢Cuantos litros necesitaremos para
una distancia de 1 500 km?
Primero, calculamos la razdon de proporcionalidad:

_72Iitros_0075rt n
= Se0km = itros/km

Luego, usamos esta razén para calcular los litros necesarios para 1 500 km:
Litros necesarios = 0.075 litros/km - 1500 km = 112.5 litros
Por lo tanto, necesitaremos 112.5 litros de gasolina para recorrer 1 500 km.

6. Micoche gasta 6 litros de gasolina cada 100 km, écuantos litros gastara en un viaje de 1 250 km?
Primero, calculamos la razén de consumo de gasolina:
6 litros .
= 100km — 0.06 litros/km
Luego, usamos esta razén para calcular los litros necesarios para 1 250 km:
Litros necesarios = 0.06 litros/km - 1250 km = 75 litros
Por lo tanto, necesitaremos 75 litros de gasolina para recorrer 1 250 km.

7. Un libro de 420 paginas pesa 200 g. ¢Cuanto pesara un libro de la misma coleccién de 300 pagi-
nas?
Primero, calculamos la razdén de peso por pagina:

200g 10

= 420 paginas 21 g/pagina

Luego, usamos esta razén para calcular el peso de un libro de 300 paginas:
10-300 3000
= g~ 142.86¢g

21 21

10
Peso = 1 g/pagina - 300 paginas =

Por lo tanto, un libro de la misma coleccidn con 300 paginas pesara aproximadamente 142.86 g.

8. Seis personas realizan un viaje de ocho dias y pagan en total 40 800 €. ¢{Cuanto pagaran 15 perso-
nas si su viaje dura 5 dias?
Primero, calculamos la constante de proporcionalidad:
C = k -P -D (cantidad = k- personas-dias)

Despejamos k:
C _ 40800 _ 40800

k=—= = = 850

P-D 6-8 48

Luego, calculamos el costo para 15 personas durante 5 dias:
Cc =k-P-D=2850-15"5

Calculamos C:
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C = 850 -75 = 63750
Por lo tanto, 15 personas pagaran 63 750 € por el viaje de 5 dias.

9. Calcula el precio final de un lavavajillas que costaba 430 € mas un 21% de IVA, al que se le ha apli-

cado un descuento sobre el coste total del 15%.
Primero, calculamos el IVA (21% de 430 €):

IVA = 0.21 -430 = 90.3 €
El precio total antes del descuento es:
Precio total = 430€ + 90.3€ = 520.3€
Aplicamos el descuento del 15% sobre el precio total:
Descuento = 0.15 -520.3 = 78.045€
Restamos el descuento al precio total para obtener el precio final:
Precio Final = 520.3€ — 78.045€ = 442.255€

Por lo tanto, el precio final del lavavajillas es de 442.26 €.

10. Calcula los términos que faltan para completar las proporciones:

) o x
24 30
100 -30 = 24 -x — 3000 = 24x — xz% > x = 125
b)Q=E
X 46
3680
80 -46 = 12 -x - 3680 = 12x - x:T - x = 306.67
3.6 X
c) —==—
128 60 Jie
3.6 -60 = 128 -x - 216 = 128x - xX=r2 X ~ 16.88

11. Copia en tu cuaderno y completa:
a) De una factura de 127 € he pagado 111 €. Me han aplicado un ......... % de descuento
Descuento = 127€ — 111€ = 16€

16
Descuento(%) = (ﬁ) -100 = 12.6%

Por lo tanto, me han aplicado un 12.6% de descuento.
b) Me han descontado el 12 % de una factura de ................. € y he pagado 365€.
Sea x el importe inicial de la factura.
Importe pagado = x — 0.12x = 0.88x
Sabemos que:

0.88x = 365€
Despejamos x:

—365€ 414.77 €

088 T

Por lo tanto, el importe inicial de la factura es aproximadamente 414.77 €.
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c) Por pagar al contado un mueble me han descontado el 15 % y me he ahorrado 100 €. ¢ Cual
era el precio del mueble sin descuento?
Sea x el precio original del mueble.
Sabemos que:

0.15x = 100€
Despejamos x:
_100€ 666.67 €
*= 015 T

Por lo tanto, el precio del mueble sin descuento era de 666.67 €.

12. Dos pantalones nos costaron 32 €, ¢{cuanto pagaremos por 5 pantalones?
Primero, calculamos el precio unitario de un pantalon:

32
Preciounitario = 5 =16€

Luego, calculamos el precio de 5 pantalones:
Precio total = 16€ -5 = 80€
Por lo tanto, pagaremos 80 € por 5 pantalones.

13. La distancia real entre dos pueblos es 18.5 km. Si en el mapa estan a 10 cm de distancia. ¢A qué
escala esta dibujado?
Primero, convertimos la distancia real a centimetros:
18.5km = 18.5-1000 - 100 = 1850000 cm
Luego, calculamos la escala:
10cm 1

1850000cm _ 185000

Escala =

Por lo tanto, el mapa esta dibujado a escala 1: 185 000.

14. {Qué altura tiene un edificio si su maqueta construida a escala 1:300 presenta una altura de 12
cm?
La escala es 1: 300, es decir, cada 1 cm en la maqueta representa 300 cm en la realidad.
Calculamos la altura real del edificio:
Alturareal = 12cm - 300 = 3600 cm
Convertimos a metros:

Alt - 3600cm 36
urareal = —o0— =36m

Por lo tanto, el edificio tiene una altura de 36 metros.

15. Dibuja la escala grafica correspondiente a la escala 1 : 60000.
Para dibujar la escala grafica correspondiente a la escala 1: 60000, seguimos estos pasos:
e Sabemos que 1 cm en el mapa representa 60 000 cm en la realidad.
e Convertimos 60 000 cm a kildbmetros:
60000cm = 600m = 0.6km
e Decidimos la longitud total de la escala grafica. Por ejemplo, si queremos que la escala abarque
5 km de distancia real, calculamos la longitud en el mapa:
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Longi I =————=28.333
ongitud en el mapa 0.6 km/em 8.333cm

e Dividimos la escala en segmentos de 1 cm, que representan 1 km cada uno.
e Marcamos las divisiones con las distancias reales acumuladas:
Okm 1km 2km 3km 4km 5km
Asi, la escala grafica quedaria representada con una barra de 8.3 cm dividido en 5 segmentos de
1 cm cada uno, facilitando la medicidn de distancias en el mapa.

p— — —

0 1 2 3 - 5 km

16. Las dimensiones de una superficie rectangular en el plano son 6 cm y 14 cm. Si esta dibujado a
escala 1:40, calcula sus medidas reales.
Para calcular las medidas reales, multiplicamos las dimensiones del plano por la escala.
Dimensién real de largo:
6cm-40=240cm =24m
Dimensioén real de ancho:
14cm - 40 =560cm = 5.6 m
Por lo tanto, las medidas reales son 2.4 m de largo y 5.6 m de ancho.

2. PROPORCIONALIDAD INVERSA

17. Copia en tu cuaderno la tabla siguiente, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla
de proporcionalidad inversa:

MAGNITUDA | 36 | 0.09 12

MAGNITUD B | 0.25 6 72

Para resolver la tabla de proporcionalidad inversa, utilizamos la relacion:
A-B =k
Calculamos la constante de proporcionalidad (k) usando los valores dados:
1. Usando A=36y B =0.25:
k =36-025=9
Ahora, completamos la tabla usando k = 9:

2. Para A=0.09:
B=X="2 =100
A 0.09
3.ParaB=6:
A=t=2=15
B 6
4. ParaA=12:
B=-==—=0.75
5.ParaB=72:
= % =2 -0.125
MAGNITUDA | 36 | 0.09 | 15| 12 | 0.125

MAGNITUDB | 0.25| 100 | 6 |0.75| 72
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18. Al cortar una cantidad de madera hemos conseguido 6 paneles de 2.25 m de largo. ¢{Cuantos pa-
neles conseguiremos si ahora tienen 1.5 m de largo?
Primero, calculamos la longitud total de madera disponible:
Longitud total = 6 -2.25m = 13.5m

Ahora, determinamos cudntos paneles de 1.5 m podemos obtener:
Longitud total __135m _

Longitud de cada panel T 15m
Por lo tanto, conseguiremos 9 paneles de 1.5 m de largo.

Numero de paneles =

19. Para llenar un depdsito se abren tres grifos que lanzan 2 litros por minuto cada uno y tardan 6
horas. ¢Cuanto tiempo tardaran 4 grifos similares que lanzan 5 litros por minuto cada uno?
Primero, calculamos el volumen total del depdsito usando la primera situacién.
El caudal total inicial es:
Caudal; = 3 - 2 = 6 litros/minuto
El tiempo total es:
t; = 6 horas = 360 minutos
Entonces, el volumen del depésito es:
V = Caudal; - t; = 6 litros/minuto - 360 minutos = 2160 litros

Ahora, calculamos el tiempo con la nueva situacién:
El caudal total nuevo es:
Caudal, = 4 -5 = 20 litros/minuto
El tiempo necesario es:
vV 2160 litros
"~ Caudal, 20 litros/minuto
Convertimos el tiempo a horas:

= 108 minutos

iy

108

= 0 = 1.8 horas = 1 hora 48 minutos

iy

Por lo tanto, los 4 grifos tardaran 1 hora y 48 minutos en llenar el depdsito.

20. Tres maquinas fabrican 1 200 piezas funcionando 5 horas diarias. ¢Cuantas maquinas se deben
poner a funcionar para conseguir 6 000 piezas durante 9 horas diarias?

Primero, calculamos la produccion por maquina por hora en la situacion inicial:
1200 piezas __ 1200

3 maquinas-5 horas T 15

Produccion por maquina por hora = = 80 piezas/maquina/hora

Ahora, aplicamos esta tasa a la nueva situacién para encontrar el nimero de maquinas necesarias:
Produccién total = Produccién por maquina por hora - Maquinas - Horas

Despejamos el numero de maquinas:
Produccién total

Maquinas = — —
Produccién por maquina por hora-Horas
Sustituimos los valores:
. . 6000 6000
Maquinas = — = —— = 8.33
80-9 720
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Como no se pueden tener fracciones de maquinas, redondeamos al siguiente nimero entero:
Maquinas = 9

Por lo tanto, se deben poner a funcionar 9 maquinas para conseguir 6000 piezas trabajando 9 horas
diarias.

21. En la construccion de un puente de 900 m se han utilizado 250 vigas, pero el ingeniero no esta
muy seguro y decide reforzar la obra afiadiendo 75 vigas mas. Si las vigas se colocan uniforme-
mente a lo largo de todo el puente, éa qué distancia se colocaran las vigas?

Primero, calculamos el nimero total de vigas después de afiadir las 75 vigas adicionales:
Numero total de vigas = 250 + 75 = 325
El nUmero de intervalos entre vigas es:
Numero de intervalos = Numero total de vigas — 1 = 325 — 1 = 324
Como las vigas se colocan uniformemente, la distancia entre vigas es:

Longitud total del puente

Distancia entre vigas= - -
Numero de intervalos

Sustituimos los valores:
900 m

324

Distancia entre vigas =

Simplificamos la fraccidn:
25

Distancia entre vigas = 9 m

Calculamos el valor decimal:
Distancia entre vigas = 2.7778 m

Por lo tanto, las vigas se colocaran aproximadamente cada 2.78 metros.

22. En un huerto ecolégico se utilizan 3 000 kg de un tipo de abono de origen animal que se sabe que
tiene un 10 % de nitratos. Se cambia el tipo de abono, que ahora tiene un 15 % de nitratos, écuan-
tos kilogramos se necesitaran del nuevo abono para que las plantas reciban la misma cantidad de
nitratos?

Primero, calculamos la cantidad de nitratos en el abono original:

Cantidad de nitratos original = 3000kg - 10% = 3000 kg - 0.10 = 300 kg

Queremos que la cantidad de nitratos sea la misma con el nuevo abono, que tiene un 15% de nitratos:
Cantidad de nitratos nuevo = xkg - 15% = x kg - 0.15

Igualamos ambas cantidades:
xkg-0.15 = 300 kg

Despejamos x:

=309k _ 5000 ke
0.15
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Por lo tanto, se necesitan 2000 kg del nuevo abono para obtener la misma cantidad de nitratos.

23. Ese mismo huerto necesita 1 200 cajas para envasar sus mandarinas en cajas de un kilogramo.
éCuantas cajas necesitaria para envasarlas en cajas de medio kilogramo? ¢Y para envasarlas en
cajas de 2 kilogramos?

Primero, calculamos la cantidad total de mandarinas:

Cantidad total = 1200 cajas - 1 kg/caja = 1200 kg

Para cajas de 0.5 kg:
Cantidadtotal _ 1200kg

Numero de cajas = — = — = 2400 cajas
Pesoporcaja 0.5 kg/caja
Para cajasde 2 kg:
. . 1200k .
Numero de cajas = ——— = 600 cajas
2 kg/caja

Por lo tanto, se necesitan 2400 cajas de 0.5 kg y 600 cajas de 2 kg para envasar todas las mandarinas.

3. REPARTOS PROPORCIONALES

24. Cinco personas comparten loteria, con 10, 6, 12, 7 y 5 participaciones respectivamente. Si han
obtenido un premio de 18 000 € ¢ Cuanto corresponde a cada uno?

Primero, calculamos el total de participaciones:
Total de participaciones = 10 + 6 + 12 + 7 + 5 = 40
Ahora, calculamos la cantidad que corresponde a cada persona:

1) Participante 1:
Cantidad = g- 18000 € = 0.25-18000€ = 4500 €
2) Participante 2:

Cantidad = 4—60- 18000€ =0.15-18000€ = 2700 €

3) Participante 3:

Cantidad = %- 18000€ =0.30-18000€ =5400€
4) Participante 4:

Cantidad = 4—70- 18000€ =0.175-18000€ = 3150 €

5) Participante 5:
Cantidad = %- 18000 € =0.125-18000€ = 2250 €

Verificamos que la suma de todas las cantidades es igual al premio total:
4500€ + 2700€ + 5400€ + 3150€ + 2250€ = 18000 €

25. En un concurso se acumula puntuacion de forma inversamente proporcional al nimero de erro-
res. Los cuatro finalistas, con 6, 5, 2, y 1 error, deben repartirse los 1 400 puntos. ¢ Cuantos puntos
recibira cada uno?

Como la puntuacién es inversamente proporcional al nimero de errores, calculamos el inverso de los
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errores para cada finalista:

e Finalistal (6errores): %
e Finalista2 (5 errores): %
e Finalista3 (2errores): %
e Finalista4 (1error): % =1
Sumamos estos valores para obtener el total de inversos:
Sumottotal=1+1+l+1=i+£+1—5+E=ﬁ
6 5 2 30 30 30 30 30

Ahora, calculamos la puntuacién que le corresponde a cada finalista:

Puntuacion finalistal = (%) - 1400 = 125puntos

Puntuacion finalista 2 = (5466) - 1400 = 150 puntos

Puntuacion finalista 3 = (g) - 1400 = 375 puntos

Puntuacion finalista4 = (%) - 1400 = 750 puntos

Verificamos que la suma de las puntuaciones es igual al total de puntos:
125 + 150 + 375 + 750 = 1400 puntos

Por lo tanto, cada finalista recibira:
e Finalista 1 (6 errores): 125 puntos
e Finalista 2 (5 errores): 150 puntos
e Finalista 3 (2 errores): 375 puntos
e Finalista 4 (1 error): 750 puntos

26. En el testamento, el abuelo establece que quiere repartir entre sus nietos 22 200 €, de manera
proporcional a sus edades, 12, 15 y 18 afios, cuidando que la mayor cantidad sea para los nietos
menores. ¢Cudnto recibira cada uno?

Primero, debido a que queremos que los nietos menores reciban mas, distribuiremos el dinero

inversamente proporcional a sus edades.

Calculamos el inverso de las edades:
Nieto 1 (12 anos): 1—12 ; Nieto 2 (15 afios): 1—15 ; Nieto 3 (18 afios): 1—18

Sumamos los inversos:

1
Suma=E+1—5+1—8

Encontramos un denominador comun:
Minimo comun multiplo de 12, 15 y 18 es 180
Convertimos las fracciones:

1 15 1 12 1 10
12 180’ 15 180 ° 18 180
Sumamos:
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g 1512410 37
uma = 180 ~ 180

Ahora, calculamos la parte correspondiente a cada nieto:
e Nieto 1 (12 afos):
15 333000

Cantidad = — - 22200€ =

37 37
e Nieto 2 (15 afos):

€ = 9000€

Cantidad = g . 22200€ = 2663;“’" €="7200€
e Nieto 3 (18 afos):
Cantidad = -2 . 22200€ = 222990 ¢ _ 6000 €
antidad = 37 = 37 =

Verificamos que la suma de las cantidades coincide con el total:

9000€ + 7200€ + 6000€ = 22200€
Por lo tanto, cada nieto recibira:
- Nieto 1 (12 afios): 9000 €
- Nieto 2 (15 afios): 7200 €
- Nieto 3 (18 anos): 6 000 €

27. Tres socios han invertido 20 000 €, 34 000 € y 51 000 € este afo en su empresa. Si los beneficios a
repartir a final de afno ascienden a 31 500 €, ¢ cuanto corresponde a cada uno?
Primero, calculamos la inversion, total:
Inversion total = 20000€ + 34000€ + 51000€ = 105000€
Ahora, determinamos la proporcidn de la inversion de cada socio:

Socio 1:
. 20000 20 4
Porcentaje = =—=—
105000 105 21
Beneficio = % .31500€ =222 _6000€
Socio 2:
. 34000 34
Porcentaje = =—
105000 105
Beneficio = % .31500€ = 2219 _ 10200€
Socio 3:

51000 _ 51 _ 17

Porcentaje = = =
105000 105 35
Beneficio = % .31500€ = 53z§°° —15300€

Verificamos que la suma de los beneficios coincide con el total:
6000€ + 10200€ + 15300€ = 31500€
Por lo tanto, cada socio recibira:
-Socio 1: 6 000 €
-Socio 2: 10 200 €
-Socio 3: 15300 €

32 ESO. Capitulo 6: Proporcionalidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Proporcionalidad

28. Calcula el precio del kilo de mezcla de dos tipos de café: 3.5 kg a 4.8 €/kg y 5.20 kg a 6 €/kg.

Calculamos el coste total:
Costo,y, = (3.5kg - 4.8€/kg) + (5.20kg - 6 €/kg)
CoStoy, = (16.8€) + (31.2€) >  CoStoy,, = 48€

Calculamos la cantidad total de café:
Peso,y, = 3.5kg + 5.20kg = 8.7 kg

Ahora, calculamos el precio por kilogramo de la mezcla:
Costo  48€

Peso,., 8.7kg

Preciomesda = ~ 5.5172€/kg

Por lo tanto, el precio del kilo de la mezcla es aproximadamente 5.52 €/kg.

29. ¢{Cudntos litros de zumo de pomelo de 2.40 €/l deben mezclarse con 4 litros de zumo de naranja
a 1.80 €/l para obtener una mezclaa 2.13 €/1?

Sea x el volumen en litros de zumo de pomelo a 2.40 €/1.
El costo total de los zumos es:
Costopomelo = 2.40€/1 - xl = 2.40x€ >  C0oStOpranja = 1.80€/1 X 41 = 7.20€

El costo total es:
CoStoora = 2.40 x€ + 7.20€

El volumen total es:
Volumen,y, = xl + 41

El precio por litro de la mezcla es:

CoStOoyotal

Precionesda = = 2.13€/1

Volumenygta

Planteamos la ecuacion:
2.40 x€+7.20€

x+4

= 2.13€/I

Multiplicamos ambos lados por (x + 4):
240x+7.20 =213 -(x + 4)

Simplificamos:
240x + 7.20 = 2.13x + 852

Restamos 2.13 x a ambos lados:
0.27x + 7.20 = 8.52

Restamos 7.20 a ambos lados:
0.27x = 1.32
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Despejamos x:

_ 132
T 027
Calculamos:
132 44
x=—=—=4891
27 9

Por lo tanto, se deben mezclar aproximadamente 4.89 litros de zumo de pomelo.
30. Calcula la ley de una joya sabiendo que pesa 110 g y contiene 82 g de oro puro.

Calculamos la ley de la joya, que es el porcentaje de oro puro respecto al peso total.
Ley _ ( Masa de oro puro ) .100%

Masa total de la joya
Sustituimos los valores:
82g

82
Ley = ({r2) - 100% = (1) - 100%
Calculamos la fraccion:

B2 _ 4 < 0.7455
110 55

Entonces, la ley es:
Ley = 0.7455 -100% = 74.55%

Por lo tanto, la joya tiene una ley de aproximadamente 74.55% de oro puro.
31. éCuantos quilates, aproximadamente tiene la joya anterior?

Sabemos que el oro puro es de 24 quilates, por lo que podemos calcular los quilates de la joya

utilizando la siguiente relacién:
. Ley de la joya
Quilates = (u) - 24
100%
Sustituimos los valores:
. 74.55%
Quilates = (—) .
100%
Calculamos:

Quilates = 0.7455 - 24 = 17.892

Por lo tanto, la joya tiene aproximadamente 17.89 quilates.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Copia en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad y completa la tabla de proporcionali-
dad directa:

Litros | 6.25 0.75 | 1.4
Euros 15| 2.25 4.5
Primero, calculamos la razén de proporcionalidad (k):
Usamos los datos conocidos:

__ Euros _ 225
" litros 075
Ahora, completamos la tabla usando k = 3:

1) Para Litros = 6.25:

3

Euros = k - Litros = 3 - 6.25 = 18.75
2) Para Euros = 15:

. Euros 15
Litros = p ===5

3) Para Litros = 1.4:
Euros = k - Litros=3-14=4.2

4) Para Euros = 4.5:
Euros 4.5

Litros = PR 1.5
Litros | 6.25 | 5 |0.75|1.4 | 1.5
Euros | 18.75 |15 | 2.25 | 4.2 | 4.5

2. Con 76 € hemos pagado 12.5 m de tela, écuanto nos costaran 22.5 m?

Primero, calculamos el precio por metro de la tela:

Preciopormetro = 125m = 6.08€/m

Luego, calculamos el costo de 22.5 m:
Costo = 6.08€/m -22.5m = 1368 €
Por lo tanto, los 22.5 metros de tela costaran 136.80 €.

3. Cada semana pagamos 82 € en transporte. ¢ Cuanto gastaremos los meses de junio y julio?

Primero, calculamos el nimero de dias en junio vy julio:
Total de dias = 30 dias (junio) + 31 dias (julio) = 61 dias
Calculamos el nimero de semanas:

) 61 dias
NUmero de semanas = v =~ 8.714 semanas
7 dias/semana

Ahora, calculamos el gasto total en transporte:
Gasto total = 82 €/semana - 8.714 semanas = 714.55 €
Por lo tanto, gastaremos aproximadamente 714.55 € en transporte durante los meses de junio y julio.

4. Para tapizar cinco sillas he utilizado 2.3 m de tela, écuantas sillas podré tapizar con la pieza com-
pleta de 23 m?

Calculamos la cantidad de tela utilizada por silla:
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2.3m

Tela porsilla = e 0.46m/silla

Ahora, calculamos el nimero de sillas que se pueden tapizar con 23 m de tela:

23m .
——— = 50ssillas
0.46 m/silla

Por lo tanto, con la pieza completa de 23 m de tela, se pueden tapizar 50 sillas.

Ndmero de sillas =

5. Un camion ha transportado en 3 viajes 220 sacos de patatas de 24 kg cada uno. {Cuantos viajes
seran necesarios para transportar 550 sacos de 30 kg cada uno?

Primero, calculamos la capacidad del camidn en un viaje:
. - 22024k 5280k ..
Capacidad por viaje = . g = . 9 =1760 kg/viaje

Ahora, calculamos el peso total a transportar:
Peso total = 550 -30 kg = 16500 kg

Finalmente, calculamos el nimero de viajes necesarios:
16 500 kg

1760 kg/viaje
Como no se pueden realizar viajes fraccionados, se necesitan 10 viajes.

Numerodeviajes = ~ 9.375 viajes

6. Una edicion de 350 libros, de 210 paginas cada uno, alcanza un peso total de 70 kg. ¢ Cuantos kg
pesara otra edicion de 630 libros de 140 paginas cada uno?

Calculamos el niumero total de paginas de la primera edicidn:
T1 = 350 - 210 = 73500 paginas

Calculamos el peso por pagina:

70kg _ .
73500 paginas 0.00095238kg/pagina

Calculamos el numero total de paginas de la segunda edicién:
T2 = 630 - 140 = 88200 paginas
Calculamos el peso total de la segunda edicién:
Peso total = Peso por pagina -T2 = 0.00095238 kg/pagina - 88200 paginas = 84 kg
Por lo tanto, la segunda edicidn pesard 84 kg.

Peso por pagina =

. . . . . A .
7. Sabiendo que la razén de proporcionalidad directa es i 1.8, copia en tu cuaderno y completa
la siguiente tabla:

Magnitud A | 12.6 4.14
Magnitud B 9]0.1 2.7

Dado que la razén de proporcionalidad directa es% = 1.8, entoncesA = 1.8 - B

1) ParaA=12.6:
A 126
J— J— — 7
18 18

@
|
|
I
|

2)ParaB=9:
3) ParaB=0.1:

4) Para A =4.14:
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5)ParaB=2.7:
A =18 -27 = 4.86

Magnitud A | 12.6 | 16.2 | 0.18 | 4.14 | 4.86
MagnitudB | 7 9 01 | 23 | 2.7

8. El modelo de teléfono mévil que costaba 285 € + IVA esta ahora con un 15 % de descuento. ¢Cual
es su precio rebajado? (IVA 21 %)

Primero, calculamos el IVA (21% de 285 €):
IVA = 0.21 -285€ = 59.85€
El precio total antes del descuento es:
Precio total = 285€ + 59.85€ = 344.85€
Aplicamos el descuento del 15% sobre el precio total:
Descuento = 0.15 -344.85€ = 51.7275€
Restamos el descuento al precio total para obtener el precio rebajado:
Preciorebajado = 344.85€ — 51.7275€ = 293.1225€
Por lo tanto, el precio rebajado es de aproximadamente 293.12 €.

También: 285 - 1.21 - 0.85 = 293.1225

9. Por retrasarse dos meses en el pago de una deuda de 1 520 €, una persona debe pagar un recargo
del 12 %, écuanto tiene que devolver en total?

Calculamos el recargo del 12% sobre la deuda de 1520€:
Recargo = 0.12 - 1520€ = 182.40€
Sumamos el recargo al monto original para obtener el total a devolver:
Total = 1520€ + 182.40€ = 1702.40€
Por lo tanto, la persona debe devolver 1702.40 € en total.

Otra forma: 1520-1.12 =1 702.40

10. ¢Qué tanto por ciento de descuento se ha aplicado en una factura de 1 820 € si finalmente se pa-
garon 1274 €?

Primero, calculamos el importe del descuento:
Descuento = 1820€ — 1274€ = 546€

Calculamos el porcentaje de descuento:

546€> 100% = 30%
1820 € 0= 2E70

Por lo tanto, se ha aplicado un 30% de descuento en la factura.

Porcentaje de descuento = (

11. Al comprar un televisor he obtenido un 22 % de descuento, por lo que al final he pagado 483.60 €,
écual era el precio del televisor sin descuento?

Calculamos el precio original del televisor sin descuento.
Sea x el precio original.
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Sabemos que al aplicar un 22% de descuento pagamos 483.60 €:
Precio con descuento = x — 0.22 -x = 0.78 - x
Entonces:
0.78 - x = 483.60

Despejamos x:
_ 483.60

0.78

Calculamos:
x = 620 €
Por lo tanto, el precio original del televisor sin descuento era de 620 €.

12. Por liquidar una deuda de 3 500 € antes de lo previsto, una persona paga finalmente 3 080 €,
équé porcentaje de su deuda se ha ahorrado?

Calculamos el ahorro:
Ahorro = 3500€ — 3080€ = 420€

Calculamos el porcentaje de ahorro:
420€

3500€

Porcentaje de ahorro = ( ) -100%

Simplificamos:
420

21) - 100% = 0.12 - 100% = 12%
Por lo tanto, la persona se ha ahorrado un 12% de su deuda.

Porcentaje de ahorro = (

13. El precio de un viaje se anuncia a 907.50 € IVA incluido. ¢Cudl era el precio sin IVA? (IVA 21 %)
Calculamos el precio sin IVA.

Sea x el precio sin IVA.
Sabemos que:
PrecioconIVA = x + 0.21 -x = 1.21 -x
Entonces:
1.21 -x = 907.50

Despejamos x:
_907.50

1.21

= 750€

Por lo tanto, el precio sin IVA es 750 €.

14. {Qué incremento porcentual se ha efectuado sobre un articulo que antes valia 38 € y ahora se
pagaa47.12 €?
Calculamos el incremento en euros:
Incremento = 47.12€ — 38€ = 9.12 €

Calculamos el porcentaje de incremento:

9.12€

Porcentaje de incremento = (E) -100% =~ 24%

Por lo tanto, el articulo ha tenido un incremento porcentual del 24%.

15. Un mapa esta dibujado a escala 1:700 000. La distancia real entre dos ciudades es 21 km. ¢Cudl es
su distancia en el mapa?
Convertimos la distancia real a centimetros:
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21km = 21 -1000 - 100 = 2100000cm

Calculamos la distancia en el mapa:
2100000cm

700000

Distancia en el mapa = 3cm

Por lo tanto, la distancia en el mapa es de 3 cm.

16. La distancia entre Oviedo y Coruia es de 340 km. Si en el mapa estan a 10 cm, écual es la escala a
la que estd dibujado?
Primero, convertimos la distancia real a centimetros:
340 km = 340 -1000 - 100 = 34000000 cm

Calculamos la escala:
Distanciaenelmapa __ 10cm 1

Distanciareal  34000000cm 3400000
Por lo tanto, la escala a la que estd dibujado el mapa es 1: 3400 000.

Escala =

17. Interpreta la siguiente escala grafica y calcula la distancia en la realidad para 21 cm.

N

0 3 6 9 12 km

La imagen muestra una escala grafica utilizada para medir distancias en un mapa. La escala esta dividida
en cuatro segmentos, cada uno representando 3 kildmetros, con colores alternos (blanco y verde). La
longitud total de la escala representa 12 kildmetros.

Cada centimetro representa 3 km = 300000 cm, luego es 1:300000;
21 cm seran 21 - 300 000 = 6 300 000 cm pasados a km: 6 300 000 / 100 000 = 63 km.
Por lo tanto, la distancia en la realidad para 21 cm en el mapa es de 63 km.

18. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla:

Tamaiio en el dibujo Tamainoreal | Escala
24 cm largo y 5 cm de ancho 1:25000
6 cm 15 km
450 m 1:30000

1) Para el tamano en el dibujo de 24 cm largo y 5 cm de ancho con escala 1:25000:
e Tamaio real = Tamaino en el dibujo - Escala
e Largo real = 24 cm - 25000 = 600000 cm = 6 km
e Ancho real = 5 cm -25000 = 125000 cm = 1.25 km

2) Para el tamafio en el dibujo de 6 cm con el tamafio real de 15 km:
Tamafho real

e FEscala = - —
Tamano en el dibujo

15km 15-1000-100cm __ 1500000

e FEscala = = = 1:250000
6cm 6cm
3) Para el tamafio real de 450 m con escala 1:30000:
~ . . Tamaho real
e Tamanoeneldibujo = ————
soEscala450 100 cm
~ . . 450m .
e Tamano eneldibujo = = =15cm
30000 30000
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Tamaiio en el dibujo Tamaiio real Escala
24 cm largoy 5 cm de ancho | 6 km largoy 1.25 km de ancho | 1:25000
6cm 15 km 1: 250000
1.5cm 450 m 1:30000

19. Copia en tu cuaderno, calcula la razén de proporcionalidad inversa y completa la tabla:
Magnitud A | 4 | 7.5 3.6
Magnitud B 12 | 0.18 10
Dado que la razon de proporcionalidad inversaes A - B = k.

Usamos los datos conocidos para calcular k:

ParaA = 75yB = 0.18:

k=A-B=175-12 = 90
Ahora, completamos la tabla usando k = 90:

1) ParaA=4:
B==2_-7225
A 4
2) ParaB=12:
A=E=2_75
B 12
3) Para A=3.6:
B==2-725
A 36
4) Para B =10:
B=%=2-9
A~ 10

MagnitudA | 4 |75| 75 |3.6| 9
Magnitud B | 22.5 | 12 | 0.18 | 25 | 10

20. ¢{Qué velocidad debe llevar un automavil para recorrer en 4 horas cierta distancia si a 80 km/h ha
tardado 5 horas y 15 minutos?

Primero, convertimos 5 horas y 15 minutos en horas:

5 horas y 15 minutos =5 + 2—3 = 5.25 horas
Calculamos la distancia recorrida a 80 km/h en 5.25 horas:
Distancia = 80 km/h -5.25 horas = 420 km
Ahora, determinamos la velocidad necesaria para recorrer 420 km en 4 horas:

. Distancia 420km
Velocidad = — = = 105km/h
Tiempo 4horas

Por lo tanto, el automdévil debe llevar una velocidad de 105 km/h para recorrer la distancia en 4 horas.

21. La razoén de proporcionalidad inversa entre A y B es 5.4. Copia en tu cuaderno y completa la tabla
siguiente:

A |18 9 10.8
B 0.03 2.7

Dado que la razén de proporcionalidad inversa entre Ay B es (A - B = 5.4), podemos usar esta
informacién para completar la tabla.
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1) ParaA=18:
B=2=%-03
A 18
2) Para B =0.03:
B 0.03
3)ParaA=9:
B=22=*-0¢
A 9
4) Para A =10.8:
B=2=22=05
A 108
5)ParaB=2.7:
B 27

A|18 | 180 | 9 |0.5|10.8
B|03|/003|06|27| 2

22. En la granja se hace el pedido de forraje para alimentar a 240 vacas durante 9 semanas. Si el gran-
jero vende 60 vacas,
a) ¢Cuantas semanas le durara el forraje?
Si el granjero vende 60 vacas:
Forraje para 240 vacas durante 9 semanas significa que la cantidad total de forraje es:
240 vacas - 9 semanas = 2160 vaca - semanas

Si vende 60 vacas, quedan 180 vacas. Entonces, las semanas que durara el forraje son:

2160 vaca-semanas
Semanas = = 12 semanas
180 vacas

b) ¢Y si en lugar de vender, compra treinta vacas?
Si en lugar de vender, compra 30 vacas:

Entonces tendra 270 vacas. Las semanas que durara el forraje son:

2160 vaca-semanas
Semanas = = 8 semanas
270vacas

c) &Y sidecide rebajar la racion una cuarta parte con las 240 vacas?
Si decide rebajar la racion una cuarta parte con las 240 vacas:
Si rebaja la raciéon una cuarta parte, cada vaca consumiria un 75% de la racién original. Entonces, la
cantidad de forraje necesario por vaca se reduce a un 75%. Por lo tanto, las semanas que durara el

forraje son:

9 semanas
Semanas = s = 12 semanas

23. Con doce paquetes de 3.5 kg cada uno pueden comer 80 gallinas diariamente. Si los paquetes
fueran de 2 kg, ¢ cuantos necesitariamos para dar de comer a las mismas gallinas?

Para resolver esto, primero calculamos la cantidad total de comida que se necesita diariamente:
Cantidad total de comida = 12 paquetes - 3.5 kg/paquete = 42 kg
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Ahora, determinamos cuantos paquetes de 2 kg se necesitan para alcanzar los 42 kg:
42kg
2kg/paquete
Por lo tanto, necesitariamos 21 paquetes de 2 kg para dar de comer a las mismas 80 gallinas

diariamente.

Numero de paquetes = = 21 paquetes

24. Determina si las dos magnitudes son directa o inversamente proporcionales y completa la tabla
en tu cuaderno:

A|l24 8|04 |6 50
B| 3 9180 20
Para determinar si las magnitudes A y B son directa o inversamente proporcionales, podemos calcular la
constante de proporcionalidad para cada par de valores y ver si es constante.

1. Directamente proporcional: (% =k)
2. Inversamente proporcional: (A -B = k)

Calculamos (A4 - B) para cada par de valores:

1. 24 -3 =72

2.8:9 =72

3.04 -180 = 72

4.6 -B =72 -B =12

5.4-20=72>A=2=36

6.50 -B =72 - B = 144
Vemos que A -B = 72 es constante, por lo que las magnitudes A y B son inversamente
proporcionales.

A|24/8/04| 6 |3.6]| 50
B| 3 [9/180|12| 20 | 1.44

25. Si la jornada laboral es de 8 horas necesitamos a 15 operarios para realizar un trabajo. Si rebaja-
mos la jornada en media hora diaria, écuantos operarios seran necesarios para realizar el mismo
trabajo?

Primero, calculamos la nueva duracion de la jornada laboral al rebajar media hora diaria:
Nueva jornada laboral = 8 horas — 0.5 horas = 7.5 horas
Ahora, determinamos la cantidad de trabajo total necesario en términos de operario-horas:
Trabajo total = 15 operarios - 8 horas = 120 operario - horas
Finalmente, calculamos el nimero de operarios necesarios para realizar el mismo trabajo con la nueva

jornada laboral:
120 operario-horas

Numero de operarios = ( ) = 16 operarios

7.5horas/operario
Por lo tanto, seran necesarios 16 operarios para realizar el mismo trabajo si se rebaja la jornada en
media hora diaria.

26. En un almacén se guardan reservas de comida para 80 personas durante 15 dias con 3 raciones
diarias, écuantos dias duraria la misma comida para 75 personas con 4 raciones diarias?
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Primero, determinamos la cantidad total de raciones disponibles en el almacén:

Cantidad total de raciones = 80 personas - 15 dias - 3 raciones/persona/dia
Cantidad total de raciones = 3600 raciones

Ahora, calculamos cuantas raciones necesitan 75 personas con 4 raciones diarias cada una por dia:
Raciones necesarias por dia = 75 personas - 4 raciones/persona/dia
Raciones necesarias por dia = 300 raciones/dia

Finalmente, determinamos cuantos dias duraran las reservas de comida:
Cantidad total de raciones )

Dias que durard la comida = (— - -
Raciones necesarias por dia

3600 raciones

Dias que durara la comida = (—————) = 12dias
300 raciones/dia

Por lo tanto, la misma comida duraria 12 dias para 75 personas con 4 raciones diarias.

27. Diez operarios instalan 3 600 m de valla en 6 dias. ¢ Cuantos dias tardaran 12 operarios en instalar
5040 m de valla?

Primero, calculamos la cantidad de trabajo que 10 operarios realizan en un dia:
600m

Trabajo diario (10 operarios) = 3—as = 600 m/dia

6 di

Ahora, determinamos la cantidad de trabajo que realiza un operario en un dia:

600m ;
——— = 60m/dia
10 operarios

Trabajo diario (1 operario) =
Luego, calculamos la cantidad de trabajo que 12 operarios realizan en un dia:
Trabajo diario (12 operarios) = 60 m/dia - 12 operarios = 720 m/dia

Finalmente, calculamos cuantos dias se necesitaran para instalar 5 040 m de valla con 12 operarios:

5040 m ,
= 7 dias

Numerodedias = ————
720 m/dia

Por lo tanto, 12 operarios tardaran 7 dias en instalar 5 040 m de valla.

28. En un concurso el premio de 168 000 € se reparte de forma directamente proporcional a los pun-
tos conseguidos. Los tres finalistas consiguieron 120, 78 y 42 puntos. ¢ Cuantos euros recibiran ca-
da uno?

Para resolver esto, primero necesitamos calcular la suma total de los puntos conseguidos por los tres
finalistas:
Puntos totales = 120 + 78 + 42 = 240 puntos

Ahora, determinamos cudnto dinero corresponde a cada punto:
168000 €

Valor por punto = = 700€/punto

p p 240 puntos /p

Finalmente, calculamos cudnto recibira cada finalista:
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1. Finalista con 120 puntos:

120 puntos - 700 €/punto = 84000 €
2. Finalista con 78 puntos:

78 puntos - 700 €/punto = 54600 €
3. Finalista con 42 puntos:

42 puntos - 700 €/punto = 29400 €

29. Repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 140, 120.

Para repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160, 140 y 120, primero sumamos las
proporciones:

Suma de proporciones = 160 + 140 + 120 = 420
Ahora, calculamos el valor de cada unidad proporcional dividiendo la cantidad total (336) por la suma

de las proporciones (420):

Valor por unidad proporcional = % =0.8

Finalmente, calculamos las partes proporcionales multiplicando cada proporcién por el valor de la
unidad proporcional:

1. Parte proporcional de 160:
160 - 0.8

128
2. Parte proporcional de 140:

140 - 0.8 = 112
3. Parte proporcional de 120:

120 - 0.8 = 96

Por lo tanto, al repartir 336 en partes directamente proporcionales a 160,140 y 120, obtenemos:
128,112 y 96 respectivamente.

30. Un trabajo se paga a 3 120 €. Tres operarios lo realizan aportando el primero, 22 jornadas, el se-
gundo 16 jornadas y el tercero 14 jornadas. ¢ Cuanto recibira cada uno?

Para resolver este problema, primero necesitamos determinar la cantidad total de jornadas trabajadas
por los tres operarios:  Jornadas totales = 22 + 16 + 14 = 52 jornadas

Ahora, calculamos el valor de una jornada dividiendo el pago total (3 120 €) por el nimero total de
3120¢€ ) = 60€/jornada

52 jornadas

jornadas (52):  Valor por jornada = (

Finalmente, calculamos cudnto recibird cada operario:

1. El primer operario, que trabajé 22 jornadas:
22 jornadas - 60€/jornada = 1320€
2. El segundo operario, que trabajo 16 jornadas:
16 jornadas - 60€/jornada = 960 €
3. El tercer operario, que trabajo 14 jornadas:
14 jornadas - 60 €/jornada = 840 €
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31. Repartir 4 350 en partes inversamente proporcionales a 18, 30, 45.

Para repartir 4 350 € en partes inversamente proporcionales a 18, 30 y 45, primero determinamos la
suma de las proporciones inversas:
La suma de las proporciones inversas es:

1 1 1
18 30 45

Buscamos un denominador comun para sumar estas fracciones. El minimo comun multiplo de 18, 30 y

45 es 90. Reescribimos las fracciones con denominador comun:

5,3 2 10 4350
=— ; — =435

10

9 ' 90 ' 90 90

Ahora, calculamos las cantidades inversamente proporcionales:

1. Para 18:
5-435=2175

2. Para 30:
3:435 =1 305

3. Para 45:
2435 =870

Por lo tanto, los valores son:
1. Para 18: 2175
2. Para 30: 1305
3. Para 45: 870

32. Cinco personas comparten un microbus para realizar distintos trayectos. El coste total es de 157.5
€ mas 20 € de suplemento por servicio nocturno. Los kildmetros recorridos por cada pasajero fue-
ron
3,5, 7,8y 12 respectivamente. ¢{Cuanto debe abonar cada uno?

Solucion 1:
Primero, calculamos el costo total del viaje:
Costo total = 157.5€ + 20€ = 1775 €

Luego, calculamos el total de kildmetros recorridos por todos los pasajeros:
Kilébmetros totales = 3 + 5+ 7 + 8 + 12 = 35km

A continuacién, determinamos el costo por kilémetro:

177.5€

Costo por kilémetro = r—— 5.07 €/km

Finalmente, calculamos cuanto debe abonar cada pasajero segun los kildmetros recorridos:

1. Pasajero que recorrid 3 km:

3 km -5.07 €/km = 15.21 €
2. Pasajero que recorrio 5 km:
5 km -5.07 €/km = 2535 €
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3. Pasajero que recorrié 7 km:

7 km -5.07 €/km = 3549 €
4. Pasajero que recorrié 8 km:

8 km -5.07 €/km = 40.56 €
5. Pasajero que recorrié 12 km:

12 km -5.07 €/km = 60.84 €

Por lo tanto, cada pasajero debe abonar las siguientes cantidades:
15.21€, 25.35€, 3549€, 4056€ y 60.84¢€.

Solucion 2:

Como el suplemento nocturno es lineal, cada uno paga 4 € de suplemento.

Los 157.5 € salen a 4.5 €/km.

De esta manera pagan respectivamente:

13.5+4=175€;, 225+4=265€ 315+4=355€;, 36+4=40€;, 54+4=58¢€.

Solucion 3:
Como el suplemento nocturno es lineal, cada uno paga 4 € de suplemento.
El microbus recorre un total de 12 km y los viajeros van bajando cuando llegan a su destino.
El precio por kildmetro sale a 13.125 €.
Los primeros 3 km los pagan entre cinco. 13.125 : 5 = 2.625 €/km.
e El primer viajero paga4+3-2.625=11.88 €.
Los siguientes 2 km los pagan entre cuatro. 13.125 : 4 = 3.28125 €/km.
e Elsegundo viajeropaga4 +3-2.625+2-3.28125=18.44 €.
Los siguientes 2 km los pagan entre tres. 13.125 : 3 =4.375 €/km.
e Eltercerviajeropagad +3-2.625+2-3.28125+2-4.345=27.19 €.
El siguiente km lo pagan entre dos. 13.125 : 2 = 6.5625 €/km.
e Elcuartoviajeropagad+3-2.625+2-3.28125+2-4.345 +6.5625 =33.75 €.
Los ultimos cuatro km los hace el quinto viajero solo.
e Tienequepagard+3-2.625+2-3.28125+2-4.345+6.5625+4-13.125=86.25€
De esta ultima forma sobra un céntimo. Se le puede dar de propina al conductor o guardar para
cambiar los redondeos de otro viaje.

33. Se ha decidido penalizar a las empresas que mas contaminan. Para ello se reparten 2 350 000 €
para subvencionar a tres empresas que presentan un 12 %, 9 % y 15 % de grado de contamina-
cion. ¢Cuanto recibira cada una?

Para resolver este problema, primero necesitamos calcular la suma total de los grados de
contaminacion:
Suma total de grados de contaminacion = 12% + 9% + 15% = 36 %

Ahora, determinamos cuanto dinero corresponde a cada punto porcentual de contaminacion:

% = 65277.78 €/punto%

Valor por punto porcentual de contaminacion =
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Finalmente, calculamos cuanto recibira cada empresa:

1. Empresa con un 12 % de contaminacion:
12% - 65277.78 €/punto% = 783 333.33€

2. Empresa con un 9 % de contaminacion:
9% -65277.78€/punto % = 587 500.00 €

3. Empresa con un 15 % de contaminacion:
15% - 65277.78€/punto % = 979 166.67 €

Por lo tanto, las tres empresas recibiran:

1. Empresa con un 12 % de contaminacion: 783 333.33 €
2. Empresa con un 9 % de contaminacién: 587 500.00 €
3. Empresa con un 15 % de contaminacion: 979 166.67 €

34. Mezclamos 3 kg de almendras a 14 €/kg, 1.5 kg de nueces a 6 €/kg, 1.75 kg de anacardos a 18
€/kg. Calcula el precio final del paquete de 250 g de mezcla de frutos secos.

Primero, calculamos el precio total de cada tipo de fruto seco:
1. Almendras: 3 kg - 14€/kg = 42€
2.Nueces: 1.5kg -6€/kg = 9€
3. Anacardos: 1.75kg -18€/kg = 31.5€
Luego, sumamos los precios para obtener el precio total de la mezcla:
Precio total de la mezcla = 42€ + 9€ 4+ 31.5€ = 825%€

Calculamos el peso total de la mezcla:
Peso total de la mezcla = 3kg + 1.5kg + 1.75kg = 6.25kg

Ahora, determinamos el precio por kilogramo de la mezcla:

. . _ 825€ _
Precio por kilogramo = 625kg 13.2€/kg

Finalmente, calculamos el precio del paquete de 250 g (0.25 kg) de la mezcla:
Precio del paquete de 250 g: 0.25kg -13.2€/kg = 3.3€

Por lo tanto, el precio final del paquete de 250 g de la mezcla de frutos secos es 3.3 €.

35. Calcula el precio del litro de zumo que se consigue mezclando 8 litros de zumo de pifia a 2.5 €/I,
15 litros de zumo de naranja a 1.6 €/l y 5 litros de zumo de uva a 1.2 €/I. ¢A cuanto debe venderse
una botella de litro y medio si se le aplica un aumento del 40 % sobre el precio de coste?

Primero, calculamos el costo total de cada tipo de zumo:
1. Zumo de pifia: 81 - 2.5€/1 = 20€
2.Zumo de naranja: 151 - 1.6 €/l = 24 €
3.Zumodeuva:51 -1.2€/l = 6€
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Luego, sumamos los precios para obtener el costo total de la mezcla:
Costo total de la mezcla = 20€ + 24€ + 6€ = 50€

Calculamos el volumen total de la mezcla:
Volumen total de la mezcla = 81 + 151 + 51 = 281

Ahora, determinamos el precio por litro de la mezcla:
. . 50€
Precio por litro = % ~ 1.79€/1

Finalmente, calculamos el precio de una botella de litro y medio aplicando un aumento del 40 % sobre
el precio de coste:

1. Precio de coste de una botella de litro y medio:
151 -1.79€/l = 2.685€
2. Aumento del 40 % sobre el precio de coste:
2.685€ -1.40 = 3.759€
Por lo tanto, una botella de litro y medio debe venderse a 3.76 € si se le aplica un aumento del 40 %
sobre el precio de coste.

36. Para conseguir un tipo de pintura se mezclan tres productos 5 kg del producto X a 18 €/kg, 19 kg
del producto Y a 4.2 €/kg y 12 kg del producto Z a 8 €/kg. Calcula el precio del kg de mezcla.

Primero, calculamos el costo total de cada tipo de producto:
1. Producto X: 5kg -18€/kg = 90€
2. ProductoY:19kg -4.2€/kg = 79.8€
3.ProductoZ:12kg -8€/kg = 96€

Luego, sumamos los precios para obtener el costo total de la mezcla:
Costo total de la mezcla = 90€ + 79.8€ + 96€ = 265.8€

Calculamos el peso total de la mezcla:
Peso total de la mezcla = 5kg + 19kg + 12kg = 36kg

Ahora, determinamos el precio por kilogramo de la mezcla:
265.8€

36kg

Precio por kilogramo = ~ 7.38€/kg

Por lo tanto, el precio del kilogramo de la mezcla es 7.38 €.
37. Un lingote de oro pesa 340 g y contiene 280.5 g de oro puro. ¢{Cual es su ley?

La "ley" de un lingote de oro se refiere a la pureza del oro en términos de porcentaje de oro puro en el
lingote.
Para calcular la ley del lingote:

1. Dividimos el peso del oro puro entre el peso total del lingote:

_ (28054gY
Ley = (—mg) 100%

32 ESO. Capitulo 6: Proporcionalidad. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Proporcionalidad

2. Calculamos el porcentaje:

280.5
Ley = (£22) - 100% ~ 82.5%

Por lo tanto, la ley del lingote de oro es aproximadamente 82.5%.

38. éCuantos gramos de oro contiene una joya que se ha formado con una aleacién de 60 g de 0.950
de leyy 20 g de 0.750 de ley?

Para calcular la cantidad de oro puro en la joya, primero calculamos la cantidad de oro puro en cada
aleacion y luego sumamos estos valores.
1. Calculamos la cantidad de oro puro en la aleacién de 60 g con ley 0.950:
Oropuro = 60g 0950 = 57¢g

2. Calculamos la cantidad de oro puro en la aleacién de 20 g con ley 0.750:
Oropuro = 20g -0.750 = 15¢g

Finalmente, sumamos las cantidades de oro puro:
Oropurototal = 57g + 159 = 72¢g

Por lo tanto, la joya contiene 72 gramos de oro puro.
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AUTOEVALUACION
1. Los valores que completan la tabla de proporcionalidad directa son:
A 8 0.75 4.5 100
B 15 6

a) 160; 0.3; 90; 2000
b) 16, 3, 90, 200
c) 160,3,9,20

. . - A
Para que A y B sean directamente proporcionales, utilizamos la relacidn 5= k donde k es una

constante.

Primero, determinamos la constante k utilizando los valores conocidos:

Parad = 0.75yB = 15: k=°§’=0.05

Ahora utilizamos la constante k para calcular los valores faltantes de A o B:
1.ParaA = 8:

B=2=-"2 =160
kK 005
2.ParaB = 6:

A=B-k=6-0.05=0.3

3.ParaA = 4.5:

B=2=22_9
kK 005

4.ParaA = 100:

B=2=29_5000
k 0.05

a) 160; 0.3; 90; 2000

2. Con 450 € pagamos los gastos de gas durante 8 meses. En 30 meses pagaremos:
a) 1850¢€
b) 1875€

c) 1687.5€
450€

8 meses

-30 meses = 1687.5€
c)1687.5€

3. Un articulo que costaba 1 600 € se ha rebajado a 1 400 €. El porcentaje de rebaja aplicado es:
a) 125%
b) 14%
c) 15.625%

d) 16.25%
1600€—-1400€

. 0 = 0
Te00 € 100% =12.5%

a)12.5%

4. Para envasar 360 litros de agua, écuantas botellas necesitaremos si queremos utilizar envases de
tres cuartos de litro?
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a) 440 botellas
b) 280 botellas
c) 480 botellas

d) 360 botellas

360 litros
—————— = 480 botellas
0.75 litros/botella

c) 480 botellas

5. Tres agricultores se reparten los kilogramos de la cosecha de forma proporcional al tamaiio de sus
parcelas. La mayor, que mide 15 ha recibe 24 toneladas, la segunda es de 10 ha y la tercera de 8
ha recibiran:

a) 16ty5t
b) 128ty 16t
Cc) 16ty12.8t

d) 16ty11t
Relacién entre toneladas y area en la primera parcela:
22 —1.6t/ha
15 ha

Segunda parcela:
10 ha - 1.6t/ha = 16t
Tercera parcela:
8ha -1.6t/ha = 12.8t
c)l6t y 12.8t

6. Laescalaalaque se ha dibujado un mapa en el que 3.4 cm equivalen a 1.02 km es:

a) 1:34000
b) 1:3000
c) 1:30000
d) 1:300
1.02km 102000cm _
Escala = 3dem - 3dem - 1:30000
c)1:30000

7. Con 4 rollos de papel de 5 m de largo, puedo forrar 32 libros. ¢ Cuantos rollos necesitaremos para
forrar 16 libros si ahora los rollos de papel son de 2 m de largo?
a) 3rollos
b) 5 rollos
c) 4rollos
d) 2rollos
Primero, determinamos la cantidad de libros que se pueden forrar con un rollo de papel de 5 m de

largo:
32 libros

4 rollos
Necesitamos calcular la relacién entre las longitudes.

Un rollo de 2 m cubre:

= 8 libros/rollo

z2m _ 2
5m 5
Dado que 8 libros/rollo es para un rollo de 5 m, la cantidad de libros que un rollo de 2 m puede forrar
es:
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8 libros/rollo x % = % libros/rollo = 3.2 libros/rollo

Por lo tanto, para forrar 16 libros con rollos de 2 m, necesitamos:
16 libros
3.2 libros/rollo

b) 5 rollos
8. El precio final del kg de mezcla de 5 kg de harina clase A, a 1.2 €/kg, 2.8 kg clase B a 0.85 €/kg y 4
kg clase Ca 1 €/kg es:
a) 1.12€
b) 0.98 €
c) 1.03€
d) 1.05€

= S5 rollos

Costo total = 5kg -1.2€/kg + 28kg -085€/kg + 4kg -1€/kg
Costo total = 6€ + 2.38€ + 4€ = 12.38€

Peso total = 5kg + 28kg + 4kg = 11.8kg
12.38€

Precio por kg = Tiokg * 1.05€/kg
d) 1.05€/kg
9. Laleyde una aleacién es 0.855. Si el peso de la joya es 304 g, la cantidad de metal precioso es:
a) 259.92¢g
b) 255.4¢
C) 2489¢g
d) 306¢g
Cantidad de metal precioso = 304 g -0.855 = 259.92¢g
a)25992¢g
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Educacion financiera

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1.1. CALCULO DE INTERES SIMPLE

1. Calcula el interés simple que producen 10 000 € al 3 % durante 750 dias.

2 . crt
Formula general paradias: I =
36000
I 10000-3-750
Sustituimos: | = ————— = 625€
36000

2. ¢{Qué capital hay que depositar al 1,80 % durante 6 afios para obtener un interés simple de
777,6 €?

. . 1-100
Férmula general para calcular el capital: C = —
- 777,6:100
Sustituimos: C = “tse 7200€

El capital inicial necesario es 7 200 €.

3. Calcula el capital final obtenido si depositamos en un banco 100 000 euros al 2% durante un aio.

crt 100 000-2-1
=———=2000¢
100 100

Luego, calculamos el capital final sumando el interés al capital inicial:
Cr=C +1 Cr =100 000+ 2000 =102 000€
El capital final es de 102 000 €.

Primero, calculamos el interés simple: [ =

4. Calcula el interés simple de un capital de 20 000€ invertidos durante 6 meses al 5% anual.

crt 20 000-5:6
| =———=500¢€
1200 1200

Formula general para meses: [ =

El interés generado es de 500 €.

5. Calcula el capital final obtenido si depositamos en un banco 80 000 euros al 8% durante 5 meses.

Ccrt — 80000-8-5 — 2666.67 €
1200 1200

Luego, calculamos el capital final sumando el interés al capital inicial:
Cr=C+1 Cr=80000+ 2666.67 = 82666.67 €
El capital final es de 82 666.67 €.

Primero, calculamos el interés simple: [ =

1.2. CALCULO DE INTERES COMPUESTO

6. Al 5 % de interés compuesto durante 12 afios, écual sera el capital final que obtendremos al
depositar 39 500 €?

La férmula utilizada es la del interés compuesto:  Cr = C; - (1 +1)"

Sustituimos los valores en la formula:

Cr=39500-(1+ 0,05)2 Cr = 39500 - (1,05)12
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Cr ~ 39500 -1,795856 Cr ~70959,32¢€
El capital final obtenido es aproximadamente 70 959,32 €.

7. Calcula el ejercicio anterior usando la hoja de calculo facilitada.

Problema:

El capital inicial de un depdsito asciende a 38500 £. El tanto aplicado es el 5% a interés compuesto durante 12 afios, Calcula el capital final.

Capital inicial: 39,500

Tanto por ciento o rédito: 5

Numero de afios: 12

Capital inicial: C, Afios  |r (tanto por uno) (1+r)*n Capital final: C; Interés total

38500,00 1 0,05 1,05 41475,00 1975,00
41475,00 2 0,05 1,1025 4354875 4048,75
43548,75 3 0,05 1,157625 45726,19 6226,19
45726,19 4 0,05 1,21550625 48012,50 851250
48012,50 5 0,05 1,276281563 50413,12 1091312
50413,12 6 0,05 1,407100423 52933,78 1343378
52933,78 7 0,05 1,628894627 5558047 16080,47
5558047 & 0,05 1,979931599 E8350,49 18850,49
58359 48 9 0,05 2,526950195 61277 46 21777 46
6127746 10 0,05 3,555672688 6434134 2484134
6434134 11 0,05 5,791816136 67558,40 2805840
67558,40 12 0,05 11,46739973 70936,32 31436,32

8. Teniendo un capital inicial de 50 000€ y un capital final de 52 020 €, é{cudntos aifos deben pasar
para alcanzar dicho capital final al 2%?
Cc
n()

Férmula para calcular el tiempo: n =

- In(1+r)
ln(52,020)
_ 50,000 _ 1n(1.0404) 0.039567 o
— __\50,000/ = ~——— n =~ 2afos
1n(140.02) 1n(1.02) 0.019803

El tiempo necesario es aproximadamente 2 afos.

9. Se depositan 2 500 en un banco que reconoce una tasa de interés del 15% anual, capitalizable
diariamente. ¢Cual sera el capital final acumulado en 2 afos?

Formula para capitalizacion diaria: G = C; - (1 + %)k ‘
Donde:
- r es la tasa de interés anual expresada como decimal.
- k es el nimero de periodos de capitalizacion en un afio (365 dias).
- t es el tiempo en afios.
Sustituimos:
0,15

365-2
G =2500-(1+%2) C; = 2500 - (1 + 0,0004109589)73°

Cr =2500- (1,0004109589)73° Cr = 2500-1,34935
Cr ~ 3373,38¢€
El capital final acumulado sera aproximadamente 3 373,38 €.

1.3. EQUIVALENCIA FINANCIERA

10. Un cliente tiene con su banco cuatro deudas con los siguientes importes: 1 000€, 1 500€, 3 000€ y
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3 200€, que vencen respectivamente en 2, 3, 5 y 6 aios. El banco le propone sustituir la deuda por
una sola a pagar a los 4 aios. En esta operacion financiera se concierta un tipo de interés del 5%
compuesto anual. Calcula el importe a pagar en ese momento.

Para resolver este ejercicio, necesitamos calcular el valor futuro (o presente ajustado) de cada
una de las cuatro deudas al momento propuesto por el banco, que es 4 anos, usando el interés
compuesto con una tasa del 5% anual. Esto implica llevar cada deuda a su valor equivalente en t =
4 anos, ya sea acumulando intereses hacia adelante (si vence antes) o descontando hacia atras (si
vence después). La férmula del interés compuestoes:  Cr = C; - A+

Donde (Cy) es el capital final, (C;) es el capital inicial, (7 ) es la tasa de interés (0,05),y (n ) es el
numero de afios de ajuste (puede ser positivo o negativo segun el caso). Vamos a calcularlo para
cada deuda.

Deuda 1: 1 000 €, vence en 2 aios
Esta deuda vence en 2 aios, pero el pago se hara en 4 afios, asi que debemos acumular el valor
de la deuda desde el afio 2 al afo 4, es decir, 2 afios hacia el futuro (4 - 2 = 2).
Cr =1000- (1 + 0,05)? Cr =1000-1,1025 = 1102,5

Por lo tanto, el valor de esta deuda en 4 anos es 1102,5 €.

Deuda 2: 1 500 €, vence en 3 aios
Esta deuda vence en 3 afios, y el pago es en 4 aiios, por lo que ajustamos 1 afo hacia el futu-
ro(4-3=1).
Cr =1500- (1 + 0,05)! Cr =1500- 1,05 = 1575

El valor de esta deuda en 4 afios es 1575 €.

Deuda 3: 3 000 €, vence en 5 aios
Esta deuda vence en 5 afios, pero el pago es en 4 aiios, asi que ajustamos 1 afio hacia atras
(4 -5=-1), lo que implica un descuento.

C; =3000- (140,057 (1,057 = ﬁ ~ 0,952380952
C; = 3000 - 0,952380952 ~ 2857,14

El valor de esta deuda en 4 afios es aproximadamente 2857,14 €.

Deuda 4: 3 200 €, vence en 6 ainos
Esta deuda vence en 6 afos, y el pago es en 4 afios, por lo que ajustamos 2 afios hacia atras
(4 - 6 =-2), aplicando descuento.

Cr =3200-(1+ 0,05)72 (1,05)72 =
Cr = 3200-0,907029478 ~ 2902,49
El valor de esta deuda en 4 afios es aproximadamente 2902,49 €.

1 1

1,052 1,1025

~ 0,907029478

Total a pagar en 4 afios
Sumamos los valores ajustados de todas las deudas:

1102,5 + 1575 + 2857,14 + 2902,49 = 8437,13
El importe total que el cliente deberd pagar en 4 afios es 8437,13 €.
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1.4. AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES

11. Un banco concede un préstamo por 10 000€ para ser amortizado en 5 afios con cuotas de

amortizacidn constantes a un tipo de interés anual del 3%. Calcula, usando Excel:

a. Importe de la cuota de amortizacién constante. 2 000

b. Capital pendiente de amortizacion al principio del segundo afio 8 000
c. Anualidad del tercer afio 2 180

d. Capital amortizado en los cuatro primeros afios 8 000

e. Cuota de interés del segundo aiio 240

Un banco concede un préstamao por 10 000€ para ser amortizado en 5 afios con cuotas de amaortizacidn constantes a un tipo de interés anual del 3%. Calcula:

Capital inicial: 10.000
Tanto por ciento o rédito: 0,03
Numero de aflos: 5
Cuota de amortizacién A 2000
Capital inicial: C; Afios  |r(tanto por uno) (1+r)™n Capital final: Interés total
n a, ki A, M, Gy
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZAT| INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE
0 - - - - 10.000
1 2300 300 2000 2000 8.000
2 2240 240 2000 4000 6.000
3 2180 180 2000 6000 4.000
4 2120 120 2000 8000 2.000
5 2060 B0 2000 10000 1]

a 2000
b 8.000
C 2180
d 8000
e 240

12. Un cliente necesita 155.400 euros para comprar una casa. Acude al banco para que le faciliten su
cuadro de amortizacion. El préstamo se concede para ser amortizado en 20 afios con cuotas de
amortizacidon constantes a un tipo de interés anual del 4,5%. Proporciona al cliente su hoja de

amortizacion.

Capital inicial (Cy): 155 400 €
Ndmero de afios (n): 20
Tasa de interés anual (i): 4,5% = 0,045

o C 155400
Cuota de amortizacidn constante: A =-=2=

o = 7770
La cuota de amortizacion constante es 7770 € por afo.

Anualidad (ay): Es la cantidad total para pagar cada afio, que incluye la cuota de amortizacion
mas los intereses del periodo.

Intereses (I}, ): Se calculan como (I}, = Cy_; - 0,045), disminuyendo cada afio porque el capital
pendiente se reduce.
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- Cuota de amortizacion (A): Siempre 7770 €, ya que es constante.

- Capital amortizado (M},): Es el acumulado de las cuotas de amortizacion hasta el afio (k), calcu-
lado como (M, = 7770 - k).

- Capital pendiente (Cy): Es el capital restante tras cada pago, calculado como (C, = Cy—1 —
7770).

Un cliente necesita 155.400 euros para comprar una casa. Acude al banco para que le faciliten su cuadro de amortizacidn. El préstamo se concede para ser
amortizado en 20 afios con cuotas de amortizacion constantes a un tipo de interés anual del 4,5%. Proporciona al cliente su hoja de amortizacion.

Capital inicial: 155.400

Tanto por ciento o rédito: 0,045

Numero de afios: 20

Cuota de amortizacién A 7770

Capital inicial: G; Afios  [r(tanto por uno) (1+r)*n Capital final: G Interés total
n a I Ay M, C.
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZAT INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE

0 - - - - 155.400
1 14763 6993 7770 7770 147.630
2 14413,35 6643,35 7770 15540 139.860
3 14063,7 6293,7 7770 23310 132.090
4 13714,05 594405 7770 31080 124.320
5 133644 55944 7770 38850 116.550
5] 13014,75 524475 7770 46620 108.780
7 12665,1 4895,1 7770 54390 101.010
8 12315,45 4545,45 7770 62160 93.240
9 11965,8 4195,8 7770 69930 85.470
10 11616,15 3846,15 7770 77700 77.700
11 11266,5 3496,5 7770 85470 69.930
12 10916,85 3146,85 7770 93240 62.160
13 10567,2 27972 7770 101010 54.390
14 10217,55 244755 7770 108780 46.620
15 9867,9 20979 7770 116550 38.850
16 9518,25 1748,25 7770 124320 31.080
17 9168,6 1398,6 7770 132090 23.310
18 8818,95 1048,95 7770 139860 15.540
19 8469,3 699,3 7770 147630 7.770
20 8119,65 349,65 7770 155400 0

El préstamo queda completamente amortizado en el afio 20, con un total pagado de 235350 €,
de los cuales 155400 € son el capital inicial y 79950 € son intereses.

13. Una caja de ahorros concede un préstamo a una familia para comprar un coche deportivo. El
capital inicial prestado asciende a 86.432 euros a un tipo de interés del 2,25% anual durante 10 aiios.
Las cuotas de amortizacion son constantes. Selecciona la respuesta correcta en cada apartado:
a. Capital pendiente al final del afio 10
a) 43216 b) 0 c) 86432
b. La cuota de intereses del afio 5
a) 1166,832 b) 10587,92 c¢) 972,36
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c. La anualidad afno 6
a) 9032,144 b) 9421,088 c¢) 9615,56
d. La cuota de amortizacion del afio 8

a) 8643 b) 8 643,2 c) 5664
e. Capital pendiente al principio del afo 3
a) 86432 b) 77 789 c) 69146

Datos iniciales
- Capital inicial (Cy): 86.432 euros

- Tasade interés anual (i): 2,25% = 0,0225
- Plazo (n): 10 afios
- Cuota de amortizacion constante (4): En este método, el capital se amortiza en partes iguales

Co 86432
2= = 8 643,2 euros

Cada afio se paga esta cuota de amortizacion mas los intereses correspondientes al capital pendiente.

cadaano. A =

a) Capital pendiente al final del afio 10
El capital pendiente al final del afio (k) (Cy) es el capital inicial menos el total amortizado hasta
ese momento: C, = C, — M, donde (M} =k - A).
Para el afio 10 (k = 10):

M;y = 10-8643,2 = 86 432 euros Cip = 86432 — 86432 = 0 euros

Como el préstamo se paga completamente en 10 afios, el capital pendiente es cero.

b) La cuota de intereses del afo 5
La cuota de intereses del afio (k) (I;) se calcula sobre el capital pendiente al inicio de ese afio:
I, =Cr_q-1
Primero, calculamos el capital pendiente al final del afio 4 (C,), que es el capital al inicio del
afo5: M, =4-8643,2 =34572,8 euros C, =86432—-34572,8 =51859,2 euros
Luego, los intereses del afio 5:
Is =51859,2-0,0225 =1 166,832 euros

¢) Laanualidad afio 6
La anualidad (ay) es la suma de la cuota de amortizacidn y los intereses del afio: a, = A + I
Primero, calculamos los intereses del afio 6 (I,):
Capital pendiente al final del afio 5 (Cs):
Ms; =5-8643,2 =43216 euros Cs =86432—43216 =43 216 euros
Intereses: Io =43216-0,0225 = 972,36 euros
Entonces: ag =8643,2+4+ 972,36 =9 615,56 euros

d) La cuota de amortizacién del afio 8
La cuota de amortizacidn es constante cada afio: Ag = A = 8.643,2 euros
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e) Capital pendiente al principio del afio 3
El capital al inicio del afio 3 es el pendiente al final del afio 2 (C,):
M, =2-8643,2 =17 286,4 euros
C, = 86432 — 17 286,4 = 69 145,6 euros =~ 69 146 euros

a: b)0; b: a)1166,832; <« c) 961556; d: b) 8643,2; e: c) 69146

3.1. COMISIONES BANCARIAS

14. Seiiala qué bancos son los que no cobran comisiones o las cobran muy reducidas y determina
también un par de ejemplos de bancos que cobren altas comisiones.

Los bancos digitales no suelen cobrar comisiones. Ejemplo: Evobanco, Triodos, ING.

Los grandes bancos (CaixaBank, Santander...) son los que mas cobran.

15. Relaciona cada comision con su definicion:

Aplicada por retirar efectivo en cajeros de otra
entidad

Comision de descubierto Aplicada por disponer de una tarjeta

Aplicada cada vez que se genera cada vez que un
cliente realiza un movimiento

Aplicada cada vez que el precio que se envia
dinero a otra cuenta

Comisién de mantenimiento

Comisidn por retiradas de efectivo en cajeros

Comisiones por uso de tarjetas en el extranjero

Comisidn por uso de oficinas Aplicada por el banco por estar en nimeros rojos
. . L . Aplicada por operar en la ventanilla de las oficinas
Comisién de emisidon o mantenimiento de las tarjetas. .
bancarias
. . Aplicada por operar fuera de Espafia con una
Comisidn por transferencias .
tarjeta
. - L Aplicada por el banco por mantener una cuenta
Comisién de administracion. .
abierta
Comisidon de mantenimiento Aplicada por el banco por mantener una cuenta
abierta
Comision de administracion Aplicada cada vez que se genera cada vez que un
cliente realiza un movimiento
Comisidn por transferencias Aplicada cada vez que el precio que se envia dinero a

otra cuenta

Comision de emisién o mantenimiento de las tarjetas Aplicada por disponer de una tarjeta

Comisiones por uso de tarjetas en el extranjero Aplicada por operar fuera de Espafia con una tarjeta

Comision de descubierto Aplicada por el banco por estar en nimeros rojos

Comision por retiradas de efectivo en cajeros Aplicada por retirar efectivo en cajeros de otra entidad

Comisidn por uso de oficinas Aplicada por operar en la ventanilla de las oficinas
bancarias
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3.2.MEDIOS DE PAGO CON COMISIONES

16. La plataforma de pago PayPal cobra a una empresa por facturar a través de ella las siguientes
comisiones:
- Si factura menos de 2 500€ al mes, cobrara 3.4% + 0.35€ por cada transaccion.
- Si factura entre 2 500€ y 10 000€ al mes, cobrara 2.9% + 0.35€ por cada transaccion.
- Si factura entre 2 500€ y 10 000€ al mes, cobrara 2.7% + 0.35€ por cada transaccion.
- Mas de 50 000€ al mes, cobrard 2.4% + 0.35€ por cada transaccidn.
Senala en cada caso cudnto tendra que pagar la empresa a PayPal de comisiones:

a. Factura 500¢€ realizando 2 transacciones.

b. Factura 3 000€ realizando 10 transacciones.

c. Factura 8 500€ realizando 500 transacciones.

d. Factura 76 000€ realizando 600 transacciones.

La férmula general para calcular las comisiones de PayPal es:
Comisidn total = (Factura - Porcentaje de comisiéon) + (NUmero de transacciones - 0.35)
Donde el porcentaje de comisidon depende del rango de facturacion.

a) Factura 500 € realizando 2 transacciones.
- Elrango de facturacion es menos de 2 500 €, la comision es 3,4%.
- Cdlculo del porcentaje: Porcentaje = 500 - 0.034 = 17€
- Cdlculo del coste por transacciones:Coste transacciones = 2 - 0.35 = 0.70€
- Comision total: Total = 17 + 0.70 = 17.70€

b) Factura 3 000 € realizando 10 transacciones.
- Elrango de facturacion es entre 2 500 € y 10 000 €, la comisién es 2,9%.
- Calculo del porcentaje: Porcentaje = 3000 - 0.029 = 87€
- Caélculo del coste por transacciones: Coste transacciones = 10 - 0.35 = 3.50€
- Comision total: Total = 87 + 3.50 = 90.50€

¢) Factura 8 500 € realizando 500 transacciones.
- Elrango de facturacion es entre 2 500 € y 10 000 €, la comisién es 2,7%.
- Cdlculo del porcentaje:Porcentaje = 8500 - 0.027 = 229.50€
- Cdlculo del coste por transacciones: Coste transacciones = 500 - 0.35 = 175€
- Comisioén total: Total = 229.50 + 175 = 404.50€

d) Factura 76 000 € realizando 600 transacciones.
- Elrango de facturacién es mas de 50 000 €, la comision es 2,4%.
- Cdlculo del porcentaje: Porcentaje = 76000 - 0.024 = 1824€
- Cdlculo del coste por transacciones: Coste transacciones = 600 - 0.35 = 210€
- Comision total: Total = 1824 + 210 = 2034€

17. Una chica desea realizar varias transferencias desde su banca online. La primera de 30€ a su
madre, no le urge que le llegue el dinero. La segunda a su casera de 365€, esta debe llegarle en el
mismo dia. La tercera para pagar la letra de su coche a su financiera de EE. UU de 250€ que debe
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llegar a la financiera en menos de 24 horas. Su banco cobra comisiones por realizar transferencias
urgentes de 2.5% a nivel nacional y 4% a nivel extranjero. Calcula:
a. El importe total de comisiones que va a pagar.
b. Elimporte total que va a pagar.
a) Elimporte total de comisiones que va a pagar.
La primera transferencia no es urgente (30 € a su madre), por lo que no genera comision.
Comisiéon = 0€
La segunda transferencia es urgente (365 € a su casera). La comisién es del 2,5%:
Comisién = 365 - 0.025 = 9.125€
La tercera transferencia es urgente y al extranjero (250 € a su financiera en EE.UU.). La comi-
sién es del 4%:
Comisiéon = 250 - 0.04 = 10€
Total de comisiones:
Total comisiones = 0 + 9.125 + 10 = 19.125€

b) Elimporte total que va a pagar.

Suma de los importes de las transferencias:
Importe total transferencias = 30 + 365 + 250 = 645€
Total pagado, incluyendo comisiones:
Total pagado = 645 + 19.125 = 664.125€

3.3. BANCA ETICA O ALTERNATIVA

18. ¢Crees que tiene futuro un negocio como éste en el sistema financiero actual?

Si, la banca ética o alternativa tiene futuro en el sistema financiero actual, especialmente en un
contexto donde la sostenibilidad y la responsabilidad social crecen dia a dia.

19. Busca en Internet algiin ejemplo actual de entidades que desarrollan este tipo de banca y
escribelo. Coméntalo en clase con tus compaiieros.

ING esta empresa ofrece servicios financieros completamente digitales, como cuentas corrientes,
transferencias internacionales, intercambio de divisas y tarjetas prepago, todo a través de una
aplicacién movil.

Otro ejemplo destacado es TRIODOS, un banco digital que ofrece servicios bancarios basicos,
como cuentas corrientes, tarjetas de débito y opciones de ahorro, todo gestionado desde una app.

En América Latina, Nubank es un referente importante. Originaria de Brasil, esta neobanco ofrece
cuentas digitales, tarjetas de crédito sin anualidad y otros productos financieros, destacandose
por su enfoque en la inclusién financiera y la experiencia del usuario.
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4.1. CAMBIO DE DIVISAS

20. Si el euro se deprecia frente al ddlar, éesto es importante, por qué?, iqué ocurre con el dinero
que dan los turistas extranjeros en Espaiia? ¢{podran comprar mas o menos en nuestro pais? Si el tipo
de cambio délar/euro disminuye desde 1,35 hasta 1,05, équé significa para los europeos?

Cuando el euro se deprecia frente al délar, tiene implicaciones importantes tanto a nivel econémico
como para el flujo de turismo y comercio. Analicemos cada parte de la pregunta:
1. Importancia de la depreciacién del euro frente al délar:

La depreciacidn del euro significa que, por cada euro, se obtiene menos ddlares. Esto afecta a:

o Lasimportaciones: Europa necesita pagar mds en euros para adquirir bienes y servicios
estadounidenses, aumentando los costos de importacién.

o Las exportaciones: Los productos europeos se vuelven mas baratos para los comprado-
res internacionales, lo que puede estimular las exportaciones de la Eurozona y mejorar
su balanza comercial.

o Ladeudaen ddlares: Si una empresa o un pais de la Eurozona tiene deuda en ddlares, el
costo de pagar esa deuda aumenta.

2. Impacto en los turistas extranjeros en Espaiia:

o Paralos turistas que visitan Espafia desde paises con monedas fuertes (como el ddlar),
una depreciaciéon del euro hace que su dinero tenga mas poder adquisitivo. Esto significa
que los turistas pueden gastar mas en bienes, servicios y experiencias en el pais, lo cual
beneficia al sector turistico espafiol.

3. Capacidad de compra de los turistas en Espana:

o Podran comprar mas, ya que por la misma cantidad de ddlares (u otras monedas fuertes)
obtendran una mayor cantidad de euros para gastar en Espaina. Esto puede ser positivo
para los negocios locales y la economia del turismo en general.

4. Cambio del tipo ddlar/euro de 1,35 a 1,05:

o Siel tipo de cambio disminuye de 1,35 S/€ a 1,05 S/€, significa que el euro ha perdido va-
lor frente al délar. Antes, 1 euro equivalia a 1,35 délares; ahora, solo equivale a 1,05 do6-
lares. Para los europeos, esto implica:

= Mayor costo de productos importados de Estados Unidos.
» Viajar a Estados Unidos se vuelve mds caro.
* Los europeos necesitan gastar mds euros para obtener la misma cantidad de do-
lares.
En resumen, la depreciacidn del euro puede ser beneficiosa para las exportaciones y el turismo que
recibe Espana, pero representa desafios para las importaciones y los europeos que necesitan
ddlares.

21. Si el euro se aprecia frente al ddlar, ¢esto es importante, por qué?, équé ocurre con el dinero que
dan los turistas extranjeros en Espafia? Si el tipo de cambio délar/euro pasa de 1,35 hasta 1,50, é¢qué
significa para los europeos?
1. ¢Esimportante si el euro se aprecia frente al délar?
Si, tiene gran relevancia porque afecta diversos sectores econémicos:

e Importaciones mas baratas: Para los europeos, comprar productos o servicios en délares serd
mas econdmico, ya que con un mismo euro pueden adquirir mas délares. Esto puede beneficiar
a empresas que importan bienes desde Estados Unidos.
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o Exportaciones menos competitivas: Los productos europeos se vuelven mas caros en el merca-
do estadounidense, lo cual podria reducir la demanda y afectar negativamente a las empresas
exportadoras.

2. ¢Qué ocurre con el dinero que dan los turistas extranjeros en Espana?
Si el euro se aprecia, los turistas provenientes de paises con monedas mas débiles (como el ddlar)
tendrdan un menor poder adquisitivo en Espafia. Esto significa que:

Podran cambiar su dinero por menos euros.

Su capacidad de gasto dentro del pais se reduce, lo que puede afectar al sector turistico espafiol.

w

Si el tipo de cambio délar/euro pasa de 1,35 a 1,50, équé significa para los europeos?

Este cambio implica que el euro ha ganado valor frente al dolar. Por cada euro, ahora se obtienen

1,50 ddlares en lugar de 1,35 ddlares. Las implicaciones para los europeos son:

e Viajar a Estados Unidos sera mas econdmico, ya que necesitaran menos euros para obtener la
misma cantidad de ddlares.

e Aumento del poder adquisitivo en dolares, facilitando la compra de bienes y servicios estadou-
nidenses.

e Reduccion de la competitividad de los productos europeos en mercados dolarizados, lo que

podria impactar negativamente a ciertos sectores exportadores de la Eurozona.

22. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia 1200 € a libras, soles, bolivianos, yenes y

Dirhams.
Euros Libras Dodlares Soles Bolivianos Yenes Yuanes Dirhams
(€) (£) (S) (S/) (Bs) (¥) (¥) (=2°)(MAD)
1 0,86 1,3 3,6 9 131 8 11,1
A libras
1200€ - 086£ _ 1200086 €£ _ 1 032F
1€ 1 1€
A soles
1200€ - 323 - 120038 €3/ _ 4 3505/
1€ 1 1€
A bolivianos
1200€ - 225 = 12099 €8s _10800Bs
1€ 1 1€
A yenes
1200€ . 131¥ _ 1200131 €% _ 4157500y
1€ 1 1€
A dirhams
1 200€ . 11.1 MAD — 1200-11.1 . € -MAD - 13 320MAD

1€ 1 1€

23. Con las equivalencias del cuadro anterior, cambia a euros las siguientes cantidades:

a) 390 $ b) 4051,5p2)> c) 104 800 ¥ (yenes) d) 5103 Bs

Euros Libras Dodlares Soles Bolivianos Yenes Yuanes Dirhams
(€) (£) (S) (S/) (Bs) (¥) (¥) (=2°)(MAD)
1 0,86 1,3 3,6 9 131 8 11,1
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o

390Sa €
390-1 $-

1€ €
390$'E_ TS =300€

b. 4051,502> MAD

1€ _ 4051,5-1 MAD-€

4051,5MAD - - - 3683,18€
1,1MAD 1,1 MAD
c. 104 800 ¥ (yenes)
104 800 ¥ - —£_ _ 1048001 ¥€ _g¢
131 ¥ 131 ¥
d. 5103 Bs
5 103 BS . 1€ _ 51031 . Ns-€ - 567‘€

9Bs 9 Bs

24. Con las equivalencias anteriores. Jessica se quiere comprar una Tablet. En Espaiia cuesta 350 €, en
Estados Unidos 400 S y 60 $ de transporte, en China 2700 ¥ y 200 ¥ de transporte. ¢Dénde es mas
barato comprar la Tablet?

En Espafia: 350€

En Estados Unidos:

Pasamos los ddlares a euros para comparar: 400+ 60=460$ a €
1€ _ 4601 $€

460$ - s 13 s 353,84€
En China:
Pasamos los yuanes a euros para comparar: 2700+20=2720¥a €
2700% - 5= 27001 ¥€ _3375¢
8¥ ¥

Es mas barato comprar en China.

25. Con las equivalencias anteriores. Ramiro se comunica regularmente con amigos por internet:
John, de Escocia; Irina, de Bolivia y Taiko de Japdn. Quiere comprar una bici que cuesta 200 €. Les
quiere decir a cada uno de sus amigos el precio en su moneda nacional. Realiza los calculos.

Cambia 200 € a:
A libras:
200€ - 0.86£ _ 2000.86 €£ Y
1€ 1 1€
A bolivianos
200€ - 225 = 2099 €85 4 g008Bs
1€ 1 1€
A yenes
200€ - BL¥ 200131 €% 56 200¢

1€ 1 1€
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1.1. EL INTERES

1. Escribe en tu cuaderno dos formas a través de las cuales harias que tu compafiero/a, que nunca a
estudiado educacion financiera, se conciencie de la importancia de la misma.
Acudiendo a un curso de educacién financiera, contandole lo util que ha sido para ti calcular los
intereses que tienes que pagar cuando tienes una deuda, etc.

2. La OCDE (Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo), recomienda que la educacion
financiera se enseie en los centros educativos. Investiga écomo promueve el estudio de la educacién
financiera? ¢Qué cred en 2008 para promover su estudio?

La OCDE promueve el estudio de la educacién financiera mediante diversas estrategias vy
herramientas que buscan preparar a las personas para tomar decisiones financieras responsables
y conscientes. Segun el contexto del documento adjunto, la OCDE destaca la importancia de la
educacidén financiera en su informe Pisa 2015, subrayando que es esencial para que los jévenes
enfrenten retos financieros a lo largo de su vida.

En 2008, la OCDE cred la Red Internacional de Educacion Financiera (INFE), que reune a
representantes de mas de 100 economias, incluidos los paises del G20 y organizaciones
internacionales relevantes. Esta red tiene como objetivo desarrollar estrategias nacionales de
educacién financiera, compartir buenas practicas y fomentar la colaboracion internacional en este
ambito. Ademas, la OCDE ha elaborado los Principios de Alto Nivel sobre Estrategias Nacionales
de Educacidn Financiera, que sirven como guia para implementar programas efectivos en los
sistemas educativos.

3. Investiga y realiza un informe a ordenador sobre el Dia de la Educacién Financiera équé
organismos promueven su celebracion en Espafia? éde qué formas ves que se celebra? écual es el
objetivo de su celebracion?

El Dia de la Educacidn Financiera se celebra en Espafia cada primer lunes de octubre desde el aio
2015. Esta iniciativa tiene como objetivo principal concienciar a la poblacidn sobre la importancia
de adquirir conocimientos financieros para tomar decisiones responsables y mejorar su bienestar
econdémico.
Organismos que promueven su celebracion

1. Banco de Espaia: Es uno de los principales impulsores de esta iniciativa, trabajando en conjunto
con otras instituciones para fomentar la educacion financiera.

2. Comision Nacional del Mercado de Valores (CNMV): Colabora activamente en la organizacion de
actividades y eventos relacionados con este dia.

3. Plan de Educacion Financiera: Este plan, desarrollado por el Banco de Espaina y la CNMV, coordi-
na las acciones para promover la educacién financiera en todo el pais.
Objetivo de su celebracion
El objetivo del Dia de la Educacion Financiera es:

e Sensibilizar a la poblacién sobre la importancia de gestionar adecuadamente sus finanzas perso-
nales.

e Promover el aprendizaje de conceptos basicos como el ahorro, la inversién, el endeudamiento
responsable y la planificacion financiera.
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e Fomentar la inclusidn financiera, especialmente en colectivos vulnerables o con menor acceso a

recursos educativos.
Durante este dia, se organizan actividades como talleres, charlas, concursos escolares y eventos

publicos para acercar la educacion financiera a personas de todas las edades.

1.2. CALCULO DE INTERES SIMPLE

4. Calcula el interés simple de un capital de 5 200€ invertido durante 89 dias al 4,25% anual.
crt
36000

Usamos la formula para calcular el interés simple en dias: [ =

Donde:

e (C =5 200€) (capital inicial)
e (r = 4,25%) (tasa de interés anual)
e (t = 89dias) (tiempo de inversién)
5200-4,25-89

= 54,63€
36000

Sustituyendo valores: [ =
5. Calcula el capital final obtenido a partir de los datos del ejercicio anterior.
Usamos la formula del capital final en interés simple: Cr = C; + 1
Donde:
e (C; =5200€) capital inicial
e (I =54.63€) interés calculado anteriormente
Sustituyendo valores: Cr = 5200 + 54,63 = 5 254,63€
El capital final es: C; = 5 254,63€

6. Calcula el interés simple que producen 1 000 € al 3,05 % durante un ano.
Crt
100

Usamos la formula: I =

Donde:

e (C = 1 000€) capital inicial

e (r = 3,05% ) tasa de interés anual
e (t = lafio) tiempo de inversién

Sustituyendo valores: [ = % =1 000 - 0,0305 = 30,50€

El interés simple es: I = 30,50€

7. Calcula el capital hay que depositar al 0,75% durante 100 dias para obtener un interés simple de

550 €?
=" " Despejamos ( C ) de la formula: ¢ = 2222
36 000 rt

Donde:
e (I = 550€) interés simple
o (r = 0,75%) tasa de interés anual
e (t = 100dias) tiempo de inversion

550:36 000

0,75-100
Realizamos los cdlculos paso a paso:

Sustituimos los valores:C =
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19800 000

550 -36 000 = 19800000 ; 0,75 -100 = 75 ; — = 264 000
El capital que se debe depositar es: C = 264 000€

8. Calcula el tiempo que debe pasar para obtener unos intereses de 40€ a partir de un capital de
2 000€ al 2% anual.
Para calcular el tiempo necesario para obtener un interés de 40 €, usamos la férmula del interés

. c-rt
simple: [ = 100

. . 1-100
Despejamos ( t ) (el tiempo): t = e

Donde:

o (I = 40€) interés

e (C = 2 000€) capital

o (7 = 2%) tasa de interés anual

Sustituyendo los valores: t = —or0
20002
Realizamos los calculos paso a paso:
40 -100 = 4000 ; 2000 -2 = 4000 ; =22 =1afio

El tiempo necesario para obtener un interés de 40 € es: t = 1afio

9. Calcula el tiempo que debe pasar para obtener unos intereses de 68,75€ a partir de un capital de
5 500¢€ al 5% diario.

Vamos a calcular el tiempo necesario utilizando la férmula del interés simple: I = Cl'g(')t
Despejamos ( t ), que es el tiempo: t = 1-6130

o (I = 68,75€) interés generado

¢ (C = 5 500€) capital inicial

e (r = 5%) tasa de interés diaria
Sustituimos los valores en la férmula: t = 62’;(5)'01.20

Realizamos los calculos paso a paso:
6875 -100 = 6875 ; 5500-5 = 27500 ; ~——=0,25afios

El tiempo necesario para obtener un interés de 68,75 € es: t = 0.25 afios
0,25 -360=90, eltiempo es de 3 meses

10. Calcula el capital final obtenido al depositar 9 000 euros al 7.7% durante 8 meses.
Para calcular el capital final obtenido con interés simple, utilizamos la formula: Cr = C; + 1
Donde:
e (C; = 9000 €) capital inicial

o (r = 7,7%) tasa de interés anual
8

e (t = 8meses ) tiempo de inversion (convertido a afios: t = o= 0,6667 afios)
o (I ) interés generado, que se calcula con la formula: I = i'g(')t
Paso 1: Calcular el interés
Sustituimos los valores: [ = W = 461,06€
El interés generado es: I = 461,06€
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Paso 2: Calcular el capital final

Sustituimos en la férmula del capital final: Cf =9000+ 461,06 =9461,06€
Resultado

El capital final obtenido es: Cr =9461,06€

1.2. CALCULO DE INTERES COMPUESTO

11. Si el capital inicial de un depdsito asciende a 105 000 €. El tanto por ciento aplicado es el 5 % a
interés compuesto durante 10 aiios. Calcula el capital final.
Calculo del capital final

Usamos la formula:  Cr = C; - (1 + ﬁ)t

Donde:

Cr es el capital final que queremos calcular

C; es el capital inicial, que en este caso asciende a 105 000 €
T es el tanto por ciento aplicado, que equivale al 5 % anual

t es el tiempo de inversidn, que corresponde a 10 afios

10
Sustituimos los valores: Cf = 105000 - (1 + i)

100
Resolvemos paso a paso:

1+ % =1+005=105 ; 1,05°=162889 ; 105 000-1,62889 = 171 033,45€
Resultado

El capital final es: Cr = 171 033,45€

12. Al 4% de interés compuesto durante 9 afos, écual serd el capital inicial que tendremos que
depositar para obtener un capital final de 43 000 €?

Calculo del capital inicial
Cr

Usamos la formula del interés compuesto: (; = ———=
(1+555)
Donde:

C; es el capital inicial que queremos calcular

Cr es el capital final, que en este caso es 43 000 €

r es la tasa de interés anual, que corresponde al 4 %

t es el tiempo de inversion, que equivale a 9 afios
43000

9
(1+335)
Resolvemos paso a paso:
1+ % =1+40,04 =1,04 ; 1,04° =1,41158 ;

Resultado
El capital inicial que se debe depositar es: C; = 30 457,23€

Sustituimos los valores: C; =

43 000
1,41158

= 30457,23€

13. Al 2% de interés compuesto durante 7 anos, écudl sera el capital final que obtendremos al
depositar 25 300 €?
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Calculo del capital final

Usamos la formula:  Cf = C; - (1 + ﬁ)t

Donde:

Cr es el capital final que queremos calcular

C; es el capital inicial, que en este caso es 25 300 €
r es la tasa de interés anual, que corresponde al 2 %

t es el tiempo de inversidn, que equivale a 7 afios

7
Sustituimos los valores: Cf = 25300 (1 + i)
100
Resolvemos paso a paso:
1 +% =1+4+0,02=102 ; 1,027 =1,14969 ; 25300-1,14969 =29 027,14€

Resultado
El capital final es: Cr = 29 027,14€

14. Calcula el ejercicio anterior usando la hoja de calculo facilitada.

El capital inicial de un depdsito asciende a 25300 €. El tanto aplicado es el 2% a interés compuesto durante 7 afios. Calcula el capital final.

Capital inicial: 25.300

Tanto por ciento o rédito: 2

Numero de afios: 7

Capital inicial: C; Afios  |r(tanto por uno) (1+r)*n Capital final: C; | Interés total

25300,00 1 0,02 1,02 25806,00 506,00
25806,00 2 0,02 1,0404 26322,12 1022,12
26322,12 3 0,02 1,061208 26848,56 1548,56
26848,56 4 0,02 1,08243216 27385,53 2085,53
27385,53 5 0,02 1,104080803 27933,24 2633,24
2793324 6 0,02 1,148685668 2849191 319191
2849191 7 0,02 1,21899442 29061,75 3761,75

15. Si se pretende obtener un capital final de 60 500€, cuanto serd el capital inicial que se debe
depositar al 3% durante 3 afos para conseguirlo?
Calculo del capital inicial

, c
Usamos la formula:  C; = —L—

Donde:

C; es el capital inicial que queremos calcular

Cr es el capital final, que en este caso es 60 500 €

r es la tasa de interés anual, que corresponde al 3 %

t es el tiempo de inversidn, que equivale a 3 afios
60500

Sustituimos los valores:  C; = ———3
(1+150)

Resolvemos paso a paso:

1+4—=140,03=103 ; 1033 =109273 ; —2% —5536926€
100 1,09273
Resultado
El capital inicial que se debe depositar es: C; = 55 369,26€
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16. ¢A qué tipo de interés se deben depositar 2 000€ durante 4 aiios para conseguir un capital final
de 4 000€?
Célculo del tipo de interés

t
Usamos la formula del interés compuesto:  (f = C; - (1 + 12—0)

Despejamos (1 ), el tipo de interés:

=@ =@ = (@ 00 w0
Donde:

Cr es el capital final, que en este caso es 4 000 €
C; es el capital inicial, que corresponde a 2 000 €

t es el tiempo, que equivale a 4 afios
1
4000)2

. . T
Sustituimos los valores: 1+ — = (
2000

100
Resolvemos paso a paso:

1
22_22 =2 ; 22=118921 ; 118921 — 1 = 0,18921 ; 0,18921-100 = 18,92
Resultado

El tipo de interés necesarioes: r = 18,92 % anual.

17. Usando Excel, teniendo un capital inicial de 13 500€ y un 3.5% de rédito durante 17 afios. Calcula:
a. Elinterés total al final del afio 8
b. El capital inicial en el afio 13
c. El capital final obtenido al finalizar el afio 17

El capital inicial de un depdsito asciende a 13500 €. El tanto aplicado es el 3,5% a interés compuesto durante 17 afios. Calcula el capital final.

Capital inicial: 13.500

Tanto por ciento o rédito: 3,5

Numero de afios: 17

Capital inicial: C; Afios r (tanto por uno) (1+r)*n Capital final: C; Interés total

13500,00 1 0,035 1,035 13972,50 472,50
13972,50 2 0,035 1,071225 14461,54 961,54
14461,54 3 0,035 1,108717875 14967,69 1467,69
14967,69 4 0,035 1,147523001 15491,56 1991,56
15491,56 5 0,035 1,187686306 16033,77 2533,77
16033,77 6 0,035 1,272279263 16594,95 3094,95
16594,95 7 0,035 1,410598761 17175,77 3675,77
17175,77 8 0,035 1,618694522 17776,92 4276,92
17776,92 9 0,035 1,922501317 18399,11 4899,11
18399,11 10 0,035 2,445958559 19043,08 5543,08
19043,08 11 0,035 3,450266111 19709,59 6209,59
19709,59 12 0,035 5,584926856 20399,43 6899,43
20399,43 13 0,035 10,73702924 21113,41 7613,41
21113,41 14 0,035 26,26232856 21852,38 8352,38
21852,38 15 0,035 90,61202223 22617,21 9117,21
22617,21 16 0,035 506,0615164 23408,81 9908,81
23408,81 17 0,035 5433,597298 24228,12 10728,12

a. Elinterés total al final del afio 8: 4 276,92
b. El capital inicial en el afio 13: 20 399,43
c. El capital final obtenido al finalizar el afio 17: 24 228,12
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18. Se depositan 13 250 en un banco que reconoce una tasa de interés del 25% anual, capitalizable
diariamente. ¢Cual sera el capital final acumulado en 3 afos?
Calculo del capital final
Para calcular el capital final con interés compuesto capitalizable diariamente, usamos la férmula:
C=C;- (1+£)M
Donde:
Cr es el capital final
C; es el capital inicial, que es 13 250 €
r es la tasa de interés anual, que equivale al 25 %
n es el nimero de capitalizaciones por afio, que en este caso son 365 dias
t es el tiempo de inversion, que corresponde a 3 afios

25 )365-3
36 500

Sustituimos los valores: Cf =13 250 - (1 +
Resolvemos paso a paso:

2 -0,00068493 ; 1+ 0,00068493 = 1,00068493 ; 365 -3 = 1095
1,000684931%%° = 2,05157 ; 13 250 - 2,05157 = 27 183,30€

Resultado
El capital final acumulado en 3 afios es: Cf = 27 183,30€

19. Se depositan 2 120 en un banco que reconoce una tasa de interés del 41% anual, capitalizable
mensualmente. ¢Cual sera el capital final acumulado en 5 afios?

Calculo del capital final
Para calcular el capital final con interés compuesto capitalizable mensualmente, usamos la

i r n-t
formula: G = C;- (1+7)
n
Donde:
Cr es el capital final que queremos calcular
C; es el capital inicial, que es 2 120 €
r es la tasa de interés anual, que equivale al 41 %

n es el niUmero de capitalizaciones por afio, que en este caso son 12 meses
t es el tiempo de inversion, que corresponde a 5 afios

41 12-5
Sustituimos los valores: Cf =2120- (1 + —)
1200

Resolvemos paso a paso:

2= 003416667 ; 1+0,03416667 = 103416667 ; 12-5 = 60

1,03416667°° = 9,01408 ; 2120-9,01408 = 19 149,85€
Resultado
El capital final acumulado en 5 afios es: Cf = 19 149,85€

2.2. EQUIVALENCIA FINANCIERA

20. Una empresa posee 2 deudas de 15 000€, y 35 000€, que vencen respectivamente en 5 y 10 aiios.
Pretende sustituir la deuda por una sola a pagar a los 7 anos. En esta operacion financiera se
concierta un tipo de interés del 2% compuesto anual. Calcula el importe a pagar en ese momento.
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Cdlculo del importe a pagar
Para resolver este ejercicio, usamos la férmula del valor presente y su relacién con el valor
futuro en interés compuesto:

t
Valorfuturo = Valorpresente - (1 + 1%)

Paso 1: Calcular el valor presente de las dos deudas y trasladarlo al afio 7.
Usaremos la formula inversa para el valor presente:

-t
Valorpresente = Valorfuturo - (1 + ﬁ)

Deuda de 15 000 € (vencimiento en 5 afios)
Trasladamos esta deuda desde su vencimiento (5 afios) al afio 7.

Tiempodetraslado: (7 — 5 = 2afios).
-2
Sustituimos los valores:  Valorpresente = 15 000 - (1 + %)

1+ % =1,02 ; 1,0272=0,960784 ; 15000 -0,960784 = 14411,76 €

Deuda de 35 000 € (vencimiento en 10 aiios)
Trasladamos esta deuda desde su vencimiento (10 afios) al afio 7.
Tiempo de traslado: (10 — 7 = 3afios).

-3
Sustituimos los valores:  Valorpresente = 35 000 - (1 + 1(2)—0)

1+ % =102 ; 1,0273=0941192 ; 35000 -0.941192 = 32941.72 €

Paso 2: Sumamos los valores presentes de ambas deudas para obtener el importe total.
14 411.76 + 32941,72 = 47 353,48 €
Resultado
Elimporte a pagar en el aino 7 es: 47 353,48 €

2.4. AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES

21. Si un banco concede un préstamo por 36 000€ para ser amortizado en 6 anos con cuotas de
amortizacion constantes a un tipo de interés anual del 2%. Calcula usando férmulas:

a. Importe de la cuota de amortizacion constante

b. Capital pendiente de amortizacidn al principio del tercer afio

c. Anualidad del cuarto aio

d. Capital amortizado en los dos primeros afios

e. Cuota de interés del tercer aiio

Co=36 000 de euros
n =6 afnos

A = constante
i=0,02
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a. A=@=362°°=6000

n
b. C=7? C3=Co— M3
M3=3-A ; Ms3=3-6000=18000
C3 =36 000 - 18 000 = 18 000

C. as="? as=A+1a
Siendo: l4=Cs- i
C3=Co— M3 ; Ms=3A
Sustituyendo:
as =6 000 +( 36 000 — 18 000) - 0,02
as=6360

d Ms=? Ms=5A
Ms=5-6 000 ; Ms=30000

e. I3=7? I3=Cyii
C:=Ci-M;
My =2A
Sustituyendo:
I3=(36 000 - 12 000) - 0,02 ; 13=480

22. Realiza el ejercicio anterior usando Excel.

Si un banco concede un préstamo por 36 000€ para ser amortizado en 6 afios con cuotas de amorti-zacidn constantes a un tipo de interés anual del 2%. Calcula
a.Importe de la cuota de amortizacién constante
b.Capital pendiente de amortizacién al principio del tercer afio
c.Anualidad del cuarto afio
d.Capital amortizado en los dos primeros afios
e.Cuota de interés del tercer afio

Capital inicial: 36.000
Tanto por ciento o rédito: 0,02
Nimero de afios: 6
Cuota de amortizacién A 6000
Capital inicial: C; Afios r (tanto por (1+r)*n Capital final: C; Interés total
uno)
n a, I A, M, Cy
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZA INTERESES AMORTIZACION | AMORTIZADO
PENDIENTE
0 - - - - 36.000
1 6720 720 6000 6000 30.000
2 6600 600 6000 12000 24.000
3 6480 480 6000 18000 18.000
1 6360 360 6000 24000 12.000
5 6240 240 6000 30000 6.000
6 120 120 0 30000 6.000
a 6000
b 18.000
c i 6360
d 30000
e 480
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23. Una sucursal bancaria de la capital de tu pais concede préstamos al 1,5% de interés anual, con
cuotas de amortizacion constantes. Tu amiga solicita un préstamo para poder abrir un negocio.
Necesita 52 300€. Lo puede devolver en 5 afios. Realiza el cuadro de amortizacion del préstamo.

Capital inicial: 52.300
Tanto por ciento o rédito: 0,015
Numero de afios: 5
Cuota de amortizacién A 10460
Capital inicial: C; Afios r (tanto por (1+r)An Capital final: C; Interés total
uno)
n a I A, M, C.
PERIODOS TERMINOS CUOTA DE CUOTA DE CAPITAL CAPITAL
AMORTIZA INTERESES AMORTIZACION AMORTIZADO
PENDIENTE
0 - - - - 52300
1 11244,5 784.5 10460 10460 41840
2 11087,6 627,6 10460 20920 31380
3 10930,7 470,7 10460 31380 20920
4 10773,8 313,8 10460 41840 10460
5 10616,9 156,9 10460 52300 0

e Importe del préstamo: 52 300 €
e Tasadeinterésanual:1,5%
e Plazo de devolucién: 5 afios
e Método: Sistema de amortizacidén constante.
En el sistema de amortizacidn constante, el capital amortizado es el mismo cada afio y se calcula
como:
A = Importe del préstamo / Plazo de devolucién = 52300/5 = 10460 €
Cuadro de amortizacion
1. Interés anual: Se calcula sobre el capital pendiente al inicio de cada afio (Capital inicial x tasa de
interés).
2. Amortizacion: Es fija y equivale a 10 460 € por afio.
Cuota total: Suma del interés anual y la amortizacion.
4. Capital pendiente: Se resta la amortizacion del capital inicial.

w

24. La sucursal del ejercicio anterior propone a tu amiga aumentar el tiempo de devolucion del
préstamo a 10 anos, con las mismas condiciones establecidas anteriormente. A partir del nuevo
cuadro de amortizacion que debes calcular, selecciona de cada apartado la opcidn correcta:

a. Capital pendiente al final del afio 3
a. 36610 b.0 c.24321
b. La cuota de intereses del afo 2
a. 706,05 b.923.56 c.346.83
c. La anualidad aino 7
a. 5543,8 b.3423,03 c.6645,32
d. La cuota de amortizacion del afio 9
a.2653 b.5230 c.4675
e. Capital pendiente al principio del afio 3

a.36610 b.5230 c.41840
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Datos iniciales

e Importe del préstamo: 52 300 €

e Tipodeinterésanual: 1,5 %

e Tiempo de devolucion: 10 afios

e Cuota de Amortizacion fija: A = 52300 /10 = 5230 €.

Cuadro de amortizacidn constante

Capital
inicial (€)
52300
47 070
41 840
36610
31380
26 150
20920
15 690
10 460
10 5230

>
=1
o

O 00 N O Ul h W N B

a. a)36610; b. a)706,05

3.2. COMISIONES BANCARIAS

Interés

(€)
784,50
706,05
627,60
549,15
470,70
392,25
313,80
235,35
156,90

78,45

c.a)5543,8

Amortizacion

(€)
5230
5230
5230
5230
5230
5230
5230
5230
5230
5230

d. b)5230

Cuota
total (€)

6 014,50
5936,05
5 857,60
5779,15
5700,70
5622,25
5543,80
5 465,35
5386,90
5 308,45

e. c) 41 840

Capital
pendiente (€)
47 070
41 840
36 610
31 380
26 150
20920
15 690
10460
5230
0

25. Es completamente legal que los bancos cobren comision por sacar dinero en ventanilla. A partir

de esta frase, contesta:

a. éPor qué crees que lo hacen?

b. éCrees que atenta contra algun tipo de cliente en especial? ¢ a quién?
c. En caso de haber contestado si al apartado b, ésabes si se esta haciendo algo para remediarlo?
a. Lo hacen para obtener mas dinero, para evitar tener que hacer operaciones innecesarias y

poder dedicarse a otras tareas, para poder reducir costes y no tener a un empleado dedicado a

operaciones como esta, ya que operaciones de este tipo se pueden hacer hoy en dia a través

de cajeros.

b. Afecta negativamente sobre todo a aquellos clientes que no se sienten familiarizados con el

uso de cajeros, normalmente las personas de avanzada edad que siempre han operado con li-

breta de ahorros. Los mayores no solo tienen falta de habilidades digitales, también tienen

mucho miedo a cometer errores y que esto les lleve a ser enganados (fraude).

c. El Banco de Espafia ha establecido que todos los consumidores tengan al menos un sistema

gratuito para retirar dinero en metdlico de su cuenta. En un primer momento, los bancos deja-

ban hasta una hora (generalmente 10:00 de la mafana) o un dia a la semana para poder retirar

dinero en cantidades pequefias en la ventanilla.
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26. Para proteger a los mayores ante el abuso por comisiones el Gobierno debe de realizar una serie
de acciones. Explica con tus palabras qué significan cada una de estas acciones:

Garantizar el acceso de los usuarios a los servicios bancarios.

Mejorar la proteccion y seguridad de los mayores en el uso de la banca.

Desarrollar tecnologias inclusivas

Proporcionar a las personas mayores conocimientos practicos para alcanzar habilidades
digitales y financieras basicas

e Garantizar el acceso de los usuarios a los servicios bancarios.

Significa asegurar que todas las personas, especialmente los mayores, puedan realizar
operaciones bancarias sin dificultades. Esto puede incluir mantener sucursales abiertas en zonas
donde la digitalizacién es limitada, ofrecer atencidén personalizada y reducir barreras como
comisiones excesivas por operar en ventanilla.

e Mejorar la proteccién y seguridad de los mayores en el uso de la banca.

Implica fortalecer medidas para evitar fraudes y estafas dirigidas a este sector, como mejorar la
atencidn telefénica y presencial, simplificar los procesos para evitar confusiones y garantizar
sistemas de autenticacion faciles de usar pero seguros. También puede incluir campafias de
concienciacion sobre posibles riesgos.

¢ Desarrollar tecnologias inclusivas.

Consiste en disefiar herramientas digitales accesibles para personas mayores, con interfaces mas
intuitivas, opciones de asistencia personalizada y procesos simplificados para que puedan operar
sin dificultad. Por ejemplo, aplicaciones moviles con botones grandes y sistemas de voz para
facilitar transacciones.

* Proporcionar a las personas mayores conocimientos practicos para alcanzar habilidades
digitales y financieras basicas.

Busca brindar formacién accesible para que los mayores puedan usar la banca digital con
confianza. Esto puede incluir cursos, guias o asistencia en sucursales para ensefiarles a realizar
transferencias, consultar su saldo o protegerse de estafas.

Estas medidas ayudarian a garantizar que los mayores puedan operar con seguridad y sin barreras
econdmicas o digitales.

3.3. MEDIOS DE PAGO CON COMISIONES

27. Un hombre acude a la ventanilla de su banco a realizar varias operaciones: ingresar dinero a una
de sus cuentas, realizar una transferencia urgente a su hijo que vive en Alemania de 1 375€, otra
transferencia no urgente a un cliente suyo por importe de 543€. Aprovechando que esta alli, el banco
le dice que debe pagar la comision por el mantenimiento de sus tarjetas 10€/anual y la de
administracidon por tener abierta una cuenta con ellos 7€/anual. Calcula el total de comisiones que
ese dia paga dicho hombre sabiendo que el importe de realizar transferencias urgentes es de 3,5% y
las no urgentes no suponen un gasto a los clientes.
El cdlculo del total de comisiones que debe pagar el hombre se realiza sumando los diferentes
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cargos.
Paso 1: Comisidn por transferencia urgente
La comisién por transferencias urgentes es del 3,5 % sobre el importe enviado:
I=1375-22 ; [=1375-0,035 = 48,13€
Paso 2: Comisidn por mantenimiento de tarjetas
El banco cobra una comisién de 10 € anuales por el mantenimiento de sus tarjetas.
Paso 3: Comisidn por administraciéon de cuenta
El banco cobra 7 € anuales por tener una cuenta abierta.
Paso 4: Suma total de comisiones
Total =48,13+10+7 ; Total=6513€
Resultado final
El hombre paga un total de 65,13 € en comisiones ese dia.

28. Una entidad bancaria determina que las transferencias tendran una comision del 0,4% de cada
importe. Por otro lado, la comision minima a cobrar debe ser de 5€. A partir de estos datos calcula el
total a pagar por un cliente que realiza transferencias por valor de:

a. 4 956€

b. 3,5€

c. 321€

d. 1879,10€

El calculo del total a pagar en comisiones depende de si el porcentaje aplicado supera o no la
comisién minima de 5 €.

Paso 1: Calculo de la comisién segun el porcentaje

La comision estandar es del 0,4 % sobre el importe enviado:

Para cada transferencia:

o a)4956€
C = 4956 0% _ 19,82€
B 100 7
Como 19.82 € es mayor que la comisidon minima, se cobra 19,82 €.
e b)3,5¢€
C=35-——=0,014€
100
Como 0.014 € es menor que 5 €, se cobra 5 €.
e C)321€
C =321 100 = 1,28€

Como 1.28 € es menor que 5 €, se cobra 5 €.
e d)1879,10€

C = 1879,10 0’4—752€
B U100

Como 7.52 € es mayor que la comisidn minima, se cobra 7,52 €.
Paso 2: Suma total de comisiones
Total =19,82+5+ 5+ 7,52 = 37,34€
Resultado final
El cliente paga un total de 37,34 € en comisiones por las transferencias.
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29. La plataforma de pago GooglePay cobra a una empresa por facturar a través de ella las
siguientes comisiones:

Si factura menos de 1 500€ al mes, cobrara 3,2% + 0,45€ por cada transaccidn.
Si factura entre 1 500€ y 12 000€ al mes, cobrara 2,6% + 0,40€ por cada transaccion.
Si factura entre 12 001€ y 99 999€ al mes, cobrara 1,8% + 0,30€ por cada transaccion.
Mas de 1000 000€ al mes, cobrara 0,5% + 0,25€ por cada transaccion.
Seiiala en cada caso cuanto tendra que pagar la empresa a GooglePay de comisiones:

a. Factura 650¢€ realizando 7 transacciones.

b. Factura 5 340€ realizando 24 transacciones.

c. Factura 45 520€ realizando 145 transacciones.

d. Factura 111 000€ realizando 430 transacciones.
Calculo de la comision segun el rango de facturacion

La comisién se compone de un porcentaje sobre la cantidad facturada mas un coste fijo por
transaccién:

e a) Factura 650 € realizando 7 transacciones

Como la cantidad es menor de 1 500 €, se aplica la tarifa del 3,2 % mas 0,45 € por transac-
cion.

C =650 - % +7-045 ; C =2080+ 3,15 = 23,95€
e b) Factura 5 340 € realizando 24 transacciones
Como la cantidad estd entre 1 500 € y 12 000 €, se aplica la tarifa del 2,6 % mds 0,40 € por
transaccion.
C =5340- % +24-040 ; (€ =13884+9,60=148,44€
e ) Factura 45 520 € realizando 145 transacciones
Como la cantidad estd entre 12 001 € y 99 999 €, se aplica la tarifa del 1,8 % mas 0,30 € por
transaccion.
C =45520- % +145-0,30 ; C =819,36+ 43,50 = 862,86€
e d) Factura 111 000 € realizando 430 transacciones
Como la cantidad supera 100 000 €, se aplica la tarifa del 0,5 % mds 0,25 € por transaccién.

C =111000 - % +430- 0,25 ; C=555+107,50 = 662.50€

CAMBIO DE DIVISAS

30. Con la siguiente tabla de equivalencias, cambia tres mil euros a libras, soles, bolivianos, yenes y
dirhams.

Euros Libras Dodlares Soles Bolivianos Yenes Yuanes Dirhams
(€) (£) (S) (S/) (Bs) (¥) (¥) (MAD)
1 0.6 1.1 2.5 7 106 8 15
A libras
3 000€ . 28£ — 300006 €£ _ 4 an0f
1€ 1 1€
A soles
3 000€ - 255/ _ 300025 €S/ _ 75005/
1€ 1 1€
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A bolivianos
3000€ - 785 - 30007 €Bs _ 51 000Bs
1 1€
A yenes
3000€ - 1= = 22008 22 =318 000¥
A dirhams
3000€ 15 MAD 3000-15 ‘€-MAD=45 OOOMAD

1€ 1 1€

31. Sara tiene amigos por todas partes. Ha comprado un ordenador que cuesta 400 €. Les quiere
decir a sus amigos el precio en su moneda nacional. A) ¢Qué diria al de Japén si el tipo de cambio es
102¥? B) ¢Y al de EEUU si el tipo de cambio es 1,1$? C) ¢Y al de Bolivia si el tipo de cambio es 7 Bs?
Realiza los calculos.

Cambia 400 € a:
A) yenes
400€ - 22X = 201 2% _ 55 400¢
T1€ 1 1€
B) ddlares:
400€ - 128 = 20001 €3 _ 4404
1€ 1 1€
C) bolivianos
400€ - 7Bs 400~7.€'Bs = 2 800Bs

€ 1 1€

32. Joaquin se quiere comprar un movil que en Espafia cuesta 500 €, en Estados Unidos 500 $ y 50 $
por el transporte, en China 4 550 ¥ y 0 ¥ de transporte. ¢Donde es mas barato comprar ese movil? El
tipo de cambio en Estados Unidos es de 1,2 ddlares y el de China es de6 yuanes.

Para determinar dénde es mas barato comprar el mévil, convertimos los precios a euros
utilizando los tipos de cambio proporcionados.
Calculo de costos en euros
e Espaiia:
El precio es directamente 500 €.

e Estados Unidos:
El costo totales 500$ + 50$ = 550 .

Convertimos a euros: 550 - % = 458,33€

¢ China:
El costo total es 4 550 ¥.

Convertimos a euros: 4550 - % = 758,33€

Comparacién de precios

e Espana: 500 €

e EE.UU.:458,33 €

e China: 758,33 €

El precio mas barato es en Estados Unidos, donde el movil cuesta 458,33 €, seguido de Espaiia
con 500 €. En China es significativamente mas caro, con 758,33 €.
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33. En el cuadro siguiente se presentan los tipos de cambio bilaterales de un grupo de monedas
respecto al dodlar. A partir de esta primera columna, calculese el resto de relaciones entre las
monedas utilizando los tipos de cambio cruzados.

Estados Canada Zona-euro Gran Bretafia
Unidos

Estados Unidos -

Canada 0.613 -

Zona-euro 0.886 -

Gran Bretafia 1.564 -

Si el tipo de cambio del délar EEUU respecto al ddlar canadiense es 0,613. El del ddlar canadiense

. e _ 1$ _
respecto al délar de EE.UU se calculard invirtiéndolo: 06138 Seam. — 1,631 $can./$
Lo mismo se realiza respecto al euro: oseetE 1,1286 €/$
Lo mismo se realiza respecto a la libra: — - 0,6393 €/£
1,564 $/£

Para completar el resto de la tabla como tenemos el cambio de dos monedas respecto al délar
podemos obtener el cambio cruzado de esas dos monedas.
Utilizando el tipo de cambio $/Scan. Y el tipo de cambio $/€ se puede obtener el tipo cruzado Scan./€:
0886$/€ _ 0886  $/€ _
€0,613 $/$can. 0,613 $/$can. 1,445
Por tanto, asi se calcula el equivalente en ddlares canadienses de un euro. También de forma

inmediata, se puede conocer el cambio del euro respecto al délar canadiense. Basta con invertir el tipo

1
Ta15s canye = 0092€/$can.

En cuanto a la libra esterlina, utilizando el tipo de cambio $/£ y $/$can. se calcularia la relacién entre la

_ 15648/ _
0,613 $/$can. 2,5513 $can./£

de cambio anterior:

divisa canadiense y la libra:

1

2,5513 $can/£ =0,3919

Invirtiendo el célculo anterior, se obtiene el tipo de cambio £/$can.:

Que se colocaria en la columna de Gran Bretafia, segunda fila.

Por Gltimo, faltaria calcular las relaciones £/€ y viceversa. Utilizando los tipos de cambio $/£y $/€:
1,564 $/£ 1

0,886 5/€ = 1,7652 €/£ ; 17652 €)% = 0,5665 £/€
Por tanto, la tabla anterior quedaria:
Estados Unidos Canada Zona-euro Gran Bretafia
Estados Unidos - 1,631 1,1286 0,6393
Canadi 0,713 - 0,692 0,3919
Zona-euro 0,892 1,445 - 0,5665
Gran Bretafia 1,665 2,5513 1,7652 -

32 ESO. Capitulo 7: Educacion financiera. RESPUESTAS
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
Ilustraciones: Creadas con GeoGebra




Educacion financiera

AUTOEVALUACION
1. “Un euro hoy es mejor que............... ,»mainana”,
a) un ddlar hoy b) un délar mafana c) un coche hoy d) un euro mafana

El principio de la preferencia por la liquidez establece que es mejor tener dinero hoy que en el
futuro, debido a la posibilidad de invertirlo y generar intereses.
Respuesta:

2. Uno de los principales motivos por los que se cobran intereses es:
a) la liquidez b) el riesgo c) para tener mas dinero  d) porque es obligatorio

Los prestamistas cobran intereses para compensar el riesgo de que el prestatario no devuelva el
dinero y por la pérdida de valor del dinero con el tiempo.
Respuesta:

3. Si depositamos en un banco 3 000€ al 3% anual ¢ Cuanto dinero tendremos al cabo de 20 meses?

a) 1200 b) 150 c) 3150 d) 3000
Calculamos el interés simple: |=C-r-t ; = 3909320 _150¢
100 100 -12
Sumamos capital e intereses: 3 000 + 150 =3 150 €
Respuesta:

4. Un banco concede un préstamo por importe de 3 000€ al 3,5% de interés anual, con cuotas de
amortizacion constantes a devolver en 4 anos, ¢ Cual es la cuota de amortizacion?
a) 3 000€ b) 650€ c) 1 500€ d) 750€

, L, C
Férmula de amortizacion: A =-

n
Aplicando los valores: A = $ =750

Respuesta:

5. Qué organismo solicita al Banco de Espaiia la revision de las comisiones cobradas en ventanilla:
a) La ONU b) La organizacion de consumidores c)LaOCU d)La OCDE
Respuesta:

6. Cuanto le costara a un adulto realizar un envio de dinero a través de Bizum, si su banco cobra 3,5%
por cada transferencia:
a) Nada b) El 3,5% del importe c) E1 0,035€ d) 35€
Respuesta:

7. Tomando como referencia las comisiones de PayPal de la actividad propuesta 16, ¢ Cuanto pagaria
un cliente cobrando 6 754€ realizando 35 transacciones?
a)6754 € b)50€ c) 323,65€ d) 208,12€
(La plataforma de pago PayPal cobra a una empresa por facturar a través de ella las siguientes
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comisiones:
- Si factura menos de 2 500€ al mes, cobrara 3,4% + 0,35€ por cada transaccion.
- Si factura entre 2 500€ y 10 000€ al mes, cobrara 2,9% + 0,35€ por cada transaccién.
- Si factura entre 2 500€ y 10 000€ al mes, cobrara 2,7% + 0,35€ por cada transaccion.
- Mas de 50 000€ al mes, cobrara 2,4% + 0,35€ por cada transaccion.)

Comisiodn sobre 6 754 € con tarifa de 2,9 % + 0,35 €/transaccion:
6 754 - =+ 35 0.35 = 195,87 + 12.25 = 208,12

Respuesta:

8. Siguiendo el apartado anterior, ¢ Cuanto pagaria si recibe 132 000€ realizando 200 transacciones?

a) 3 238€ b)123,23€  c) 423,50€ d) 23,56€
Aplicando la tasa del 2,4 % + 0,35 €/transacciéon:132000 - % + 200-0.35 =3168+ 70 = 3238
Respuesta:

9. Marina ha vuelto de un viaje de Estados Unidos con 650 $ en metalico, Los cambia a euros, El tipo
de cambio vigente es 1,2 délares, ¢ Cuantos euros tendra?
a) 541,6€ b)635,3€ ) 780€ d) 345€

, 1€ 6501 $-€
Pasamos los délares a euros: 650$-1—2$= TR

Respuesta:

=541,6€

10. Andrés ha vuelto de un viaje de Reino Unido con 50 £ en metdlico, los cambia a euros, el tipo de
cambio vigente es 0,87 libras, ¢ Cuantos euros tendra?

a) 54€ b)57,47€ c) 43,5€ d) 45,3€
. 1€ 501 $-€
Pasamos las libras a euros: 50£ - —=—" $€ 57,47€
0,87£ 087 $
Respuesta:
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

1. En tu cuaderno dibuja un triangulo. Calcalo y copia la figura calcada de nuevo en tu cuaderno. Mide
todos los lados de las figuras homdlogas. éMiden lo mismo? Mide todos sus angulos. ¢Miden lo

mismo?
ANy \
\ ™\
8 N\

il \
.  EER W

Todos los lados y todos los dngulos miden lo mismo

2. Dibuja en tu cuaderno una letra B y haz un disefo con ella, trasladandola, girandola o dibujando
letras B simétricas.
Solucidén abierta grafica

3. En tu cuaderno dibuja una letra b mintscula, y a continuacion otra letra b mintscula el doble de
grande. ¢COmo son sus longitudes y sus angulos? ¢Es una semejanza?

b D

Cualquier letra b el doble de grande, tendra longitudes el doble que la original, y angulos iguales,
es decir, seran semejantes.

4. Dibuja ahora una letra d minuscula. ¢Es semejante a la letra b anterior?

b d

En este caso, no seria semejante, es simétrica. O semejante de razén de semejanza -1.

5. En tu cuaderno marca una trama formada por cuadrados de dos cuadraditos de lado. En un
cuadradito haz un garabato, una poligonal, una linea curva... Dibuja la simétrica tomando como eje
de simetria un lado del cuadrado. Dibuja la figura simétrica del conjunto obtenido tomando como
ejes siempre los lados de la trama inicial. Colorea la figura obtenida. Trasladala horizontal y
verticalmente.

Solucién grafica y abierta.

2. TRASLACIONES

6. Dibuja en tu cuaderno los puntos de coordenadas A (-5, 2), B (-1, 6) y C (2, -3). Halla las
coordenadas de los vectores fijos AB, AC, BC, CA y CB. Comprueba en tu dibujo que esas son sus
coordenadas.
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"
EjeY

EjeX .

Las coordenadas de los vectores AB, AC, BC, CAy CB. son:
AB=(4,4) , AC=(7,-5) , BC=(3,9) , CA=(-7,5) , CB=(-3,9)

B

7. El vector fijo AB tiene de coordenadas (4, 2), calcula las coordenadas de su origen A sabiendo que
las coordenadas de su extremo B son (-1, 1). Represéntalo graficamente.

SiAB=(4,2)yB=(-1, 1), entonces, siendo A = (x, y), (-1-x, 1-y) = (4, 2), es decir:
—1—-x=4;,x=-5
1—-y=2y=-1

Entonces A = (-5, -1)

/

8. Las coordenadas de A son (2, 3) y las del vector fijo AB son (4, -2). Calcula las coordenadas del
punto B. Represéntalo graficamente.
SiAB=(4,-2)y A=(2, 3), entonces, siendo B =(x, y), AB = (x-2,y-3) =(4, -2), es decir:
x—2=4x=6
y=3==-%y=1

Entonces B=(6, 1)
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EjeY

L

]

A

9. Nombra a los vectores fijos de la figura e indica cudles son representantes de un mismo vector

libre.

Los representantes de un mismo vector libre seran
aquellos con el mismo modulo, direccion y sentido.
Podemos apreciar que cada vector libre tiene un
representante de otro color. Por ejemplo, el vector

\ libre de la esquina superior izquierda de color verde
J, § tiene representantes del mismo maédulo, direccién y

sentido, pero en color rojo, morado, amarillo y azul

JJJ\\\\\\“§

10. Dibuja en tu cuaderno cuatro vectores equipolentes al vector fijo con origen en A (-3, 4) y extremo
B (5, 0), con origenes en los puntos C (0, 3), D (5, 2), E(-4, 0) y F (-2, -5).

El vector fijo AB es (8,-4)

11. Dibuja en tu cuaderno los puntos A (-2, 2), B(-3,0),C(2,4),D (6, 2),E(2,0), F(6,-2) y G (2, -4).
Con los vectores fijos de origen y extremo en dichos puntos, indica cudles de ellos son equipolentes.
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Son equipolentes: AG = CF; GA =FC; CD = AE; EA=DC; CE =DF=EG; EC=FD = GE;
DE =FG =CA; ED = GF = AC.

12. Con los puntos del ejercicio anterior, calcula las coordenadas de los vectores fijos DE y FG. ¢Codmo
son? ¢Son dos representantes de un mismo vector libre?

DE = (2-6, 0-2) = (-4, -2)

FG = (2-6, -4-(-2)) = (-4, -2)

Son equipolentes, representantes de un mismo vector libre

13. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia cartesiano y seiiala en él los puntos de
coordenadas: A (4, 5), B (-5, 6) y C (2, -5).
a) Llama u al vector fijo AB e indica sus componentes.
b) Llama v al vector fijo BC e indica sus componentes.
c) Calcula las componentes del vector w = u + v.
d) Representa en tu cuaderno a los vectores libres u y v con origen en el origen de coordenadas y
representa también al vector suma w. Observa que esta sobre la diagonal del paralelogramo
construido sobre u y v.

a) Las componentes del vector u = AB son (-5, 6) — (4, 5) = (-9, 1),

b) Ylas delv=BCson(2,-5)-(-5,6)= (7,-11)

c) Elvector sumaw es (-9+7,1-11) = (-2, -10)

14. Dibuja en tu cuaderno el punto A (1, 2), dibuja ahora el vector u = (2, 3) con origenen A, y el
vector v = (4, -1) también con origen en A. Calcula las coordenadas del vector suma u + v, y dibujalo
con origen en A. ¢El resultado coincide con lo que has obtenido graficamente? Observa que el vector
suma es la diagonal de un paralelogramo construido sobre u y v.

w=u+v=(2,3)+(4,-1)=(6,2)
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15. Efectia las siguientes operaciones con vectores:

a)3-(3-1)+; 4.8 b) (5,-9) - [(6, 3) + (-4, ~6)]
¢) 5+[(-1, 0) - (-2, 3)] + (-3)-[(4, ~2) =6+(4, -5)] d)9.3(2,6) +(3.7,5.2)
35 2)+3- 4 8)=(1L2)+2 H=062)

b) (5,-9)—[(6,3)+(—4,-6)] = (5,-9) — (2,-3) = (3,-6)

¢ 5-[(-1,00—(=23)]+(-3)-[(4,-2)—-6-(4-5)] =
= 5[(1,-3)] + (=3) - [(4,—2) — (24,—30)] = (5,—15) + (—=3) - (—20,28) =
= (5,—15) + (60, —84) = (65,—99)

d 93-(2 6)+ (3,7, 52)= (186, 558) + (3,7, 52) = (22,3, 61)

16. Efectua las siguientes operaciones con los vectores u = (-5, 6),v=(4,-7) yw = (3, 4):
a)2u-—(v+w) b)3w-2u+v c) 2(u+v)-3w
a) 2u—-(v+w)=2-(=56)—-((4,-7)+(3,4)) =(-10,12) — (7,-3) = (—-17, 15)
b) 3w-2u+v=(9,12) — (-10,12) + (4,—-7) = (23,-7)
c) 2(u+v)-3w=2-((-56)+4,-7))—-(9,12) =(-2,-6) — (9,12) = (—11,-18)

17. Dibuja en tu cuaderno una figura y utiliza escuadra y cartabdn para trasladarla 5 centimetros
hacia la derecha.

18. Dibuja en tu cuaderno una figura. (Si no se te ocurre ninguna otra, dibuja la letra G). Coloca
encima un papel vegetal y cdlcala. Desplaza en linea recta el papel vegetal y vuelve a calcar la figura.
Las dos figuras que has obtenido, étienen todas sus medidas, tanto longitudes como angulos, iguales?
Traza las rectas que unen pares de puntos correspondientes, ¢cOmo son esas rectas? ¢ Qué trayectoria
han seguido los puntos en el desplazamiento?

Las medidas si seran iguales entre una figura y otra. Las rectas que unen pares de puntos
correspondientes seran paralelas. Han seguido un vector libre.

19. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una traslacién una recta, una
circunferencia, un segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué
se transforman? Analiza los resultados.
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Mediante traslacion la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el segmento y el
triangulo en una circunferencia, un segmento y un tridngulo igual, respectivamente. Dos rectas
paralelas en dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.

20. Observa este friso de un templo de Camboya. Es una figura que se repite por traslacion. ¢Qué
direccidn tiene el vector de traslacion? ¢De dénde a donde iria?

El vector de traslacion seria un vector horizontal,
desde el punto mds a la izquierda de la figura a
trasladar

Un friso en Camboya

21. Utiliza papel cuadriculado y dibuja en tu cuaderno una letra F de 2 cuadraditos de altay 1
cuadradito de ancha y aplicale la traslacion de vector (2, 5).

22. Dibuja en tu cuaderno unos ejes cartesianos y el triangulo de vértices A (3, 1),B(3,3)yC(1, 3).
Aplicale la traslacién de vector (4, 2): 4 unidades a la derecha y 2 unidades hacia arriba. ¢ Cudles son
las coordenadas de los puntos trasladados A', B'y C'?

A=(7,3), B =(75) y C=(55)

23. Las puntillas se disefian a partir de un motivo que se ha ido trasladando a todo lo largo. Dibuja en
tu cuaderno un motivo, una flor, una V, un zig-zag... y trasladdalo componiendo varias traslaciones de
un mismo vector de traslacion. Has dibujado un friso.
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Soluciéon manipulativa, abierta y grafica:

24. Traslada una figura (por ejemplo, una letra L) mediante la traslacion de vector (-4, 5) y repite el
proceso con la figura trasladada empleando el vector (3, -6). ¢ Qué movimiento utilizas para ir de la
primera figura a la ultima? ¢Es una traslaciéon? ¢ Cual es su vector?

.

"
Eje¥Y

N Ejey

: Ejox s

Se utiliza el movimiento de traslacion (-1, -1); (-4, 5) + (3, -6) = (-1, -1)

25. El mosaico del margen esta confeccionado utilizando un motivo minimo que se desplaza por todo
el mosaico. Si utilizas como motivo minimo la estrella de seis puntas, sin tener en cuenta los cambios
de color, determina los vectores de traslacion de dos traslaciones, una horizontal y otra vertical, que
mediante composiciones te permitan tener el resto del mosaico. Observa que al sumar la traslacién
horizontal con la vertical obtienes traslaciones oblicuas. Dibuja en tu cuaderno una figura y trasladala
de forma similar para tener un mosaico.

Una posible traslacion horizontal es (0, -3) y una traslacion vertical es (3, 0). Se obtiene también una
traslacion oblicua (3, -3)
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26. En edificacidn se utilizan mucho las traslaciones. Piensa en las ventanas de un edificio y elige una.
éPuedes obtener otra distinta mediante traslacién? Haz un dibujo que represente esta situacion.

v
(SN A

27. En la fachada de esta torre mudéjar de Teruel podemos ver distintas traslaciones. En la parte
superior hay dos conjuntos de cuatro ventanitas. Uno es trasladado del otro. Y cada ventanita forma
a las otras cuatro mediante una traslacion. Al seguir bajando, los dos arcos se trasladan formando
otros dos arcos. Observa, en este caso todas las traslaciones tienen un vector de traslacion horizontal.
Continua describiendo las traslaciones que ves en el disefo de esta torre.

Hay una ventana con forma de arco en la parte superior, y
alargada en la parte inferior, que se traslada y forma otra
ventana.

Existen numerosos arcos, que se trasladan y se transforman en
muchos sucesivos justo debajo.

3. GIROS O ROTACIONES

28. Dibuja en tu cuaderno un punto O y otro punto distinto A. Gira al punto A con centro en O un
angulo de 30° en sentido positivo y denomina A’ el punto girado.

2
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29. Dibuja en tu cuaderno un punto O y dos segmentos, uno OA que pase por O, y otro BC que no
pase por O. Dibuja los segmentos girados OA’ y B’C’ del giro de centro O y angulo 60°.

30. Dibuja en tu cuaderno el triangulo de vértices A (4, 2), B (3, -2) y C (5, 0). Dibuja el triangulo que se
obtiene al girarlo con centro en el origen de coordenadas un angulo de 90° en sentido positivo.

éCuales son las coordenadas de los vértices A', B' y C' del triangulo girado?
C (0, 5)

A’ (-2,4) B’ (2, 3)

31. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante un giro, una recta, una circunferencia, un
segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué se transforman?

Analiza los resultados.
Mediante el giro la recta se transforma en una recta, la circunferencia, el segmento y el tridngulo
en una circunferencia, un segmento y un triangulo igual, respectivamente. Dos rectas paralelas en

dos rectas paralelas, y dos rectas perpendiculares, en dos rectas perpendiculares.
I|I _\\ | \...‘\) |
'f C 7 " ¢
II — ] /
T i
/;/ = / /

32. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Encuentra su centro de simetria.

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
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El centro de simetria es el punto A

33. éQué ocurre al aplicar un giro de 60° a una figura? ¢ Hay rectas invariantes? ¢Y en un giro de 180°?
Las rectas que pasan por el centro de giro, éen qué rectas se transforman? ¢Y con un giro de 0°? ¢Y
con un giro de 360°?
Un giro de 60° no deja ninguna recta invariante. Un giro de 180° deja invariantes a las rectas que
pasan por el centro de giro. Los giros de 0° y de 360° son la identidad, dejan todos los puntos y
rectas invariantes.

34. Dibuja un triangulo ABC y su simétrico A’B’C’ respecto un punto O. ¢Como son sus lados? ¢Son
iguales? ¢Y sus dngulos? ¢Se mantiene el sentido de los angulos? Comprueba codmo es el angulo ABCy
el angulo A’B’C’. ¢Es un movimiento directo?
Ya sabes, la simetria central en el plano es un giro de 180° luego es un movimiento directo. Los
lados y los angulos de un triangulo y su girado 180° son iguales, y con el mismo sentido.

La longitud de sus lados es la misma, pero sus dngulos se invierten de sentido. El angulo ABC es
60°, al igual que el A’B’C’.

35. Vamos a analizar las letras mayusculas. Indica cudles de las siguientes letras no tienen simetria

central y cudles si la tienen, indicando entonces su centro de simetria: B,H, N, O, P, S, T, X, Z.

Recuerda, buscas un punto tal que la simetria central de centro ese punto deje invariante a la letra.
No tienen simetria central: B, P, T. Si la tienen: H, N, O, S, X y Z.

36. Escribe cinco ejemplos de objetos del espacio que giren.
Una puerta, las patillas de unas gafas, un picaporte, un ventilador, una peonza, un taladro, una
ruleta de casino, el tambor de una lavadora.

37. Mediante un giro en el espacio, ¢en qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? (Y un cono? ¢Y
dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.

Cuando realizamos un giro (una rotacion) en el espacio, las formas geométricas se transforman de
diferentes maneras segun su naturaleza.
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ul\/lovimientos en el plano y en el espacio

Planos: El giro de un plano en el espacio no cambia su naturaleza; simplemente cambia su
orientacién. Es una figura infinita en el espacio, por lo que su estructura sigue siendo la misma
independientemente de como se gire.

Esfera: Al ser una figura perfectamente simétrica, un giro no altera su forma ni tamafio. La esfera
sigue siendo esférica sin importar cémo se rote.

Cono: Aunque el cono puede cambiar su orientacion dependiendo de cdmo se gire, su forma de
"cono" no cambia. Un giro alrededor de su eje principal no afecta su forma, pero otros ejes de
rotacién pueden cambiar su apariencia visual.

Planos paralelos: Los planos paralelos contindan siendo paralelos después de cualquier rotacion.
El giro simplemente cambia su orientacién en el espacio sin alterar la relaciéon de paralelismo
entre ellos.

Planos ortogonales: Similar a los planos paralelos, los planos ortogonales contindan siendo
ortogonales (en angulo de 90 grados) después de cualquier rotacién. Sin embargo, sus
orientaciones en el espacio pueden cambiar dependiendo del eje sobre el que se realice el giro.

4. SIMETRIAS
38. Dibuja en tu cuaderno un eje r de simetria oblicuo, y un punto P. Dibuja el punto P’ simétrico

respecto de r. Comprueba que la recta r es la mediatriz del segmento PP’. (Recuerda: La mediatriz de
un segmento es la perpendicular por el punto medio).

39. Dibuja en tu cuaderno dos puntos cualesquiera P y P’. Dibuja el eje de simetria r respecto al que
son simétricos.

8 L &

40. Dibuja en papel cuadriculado una letra L y un eje de simetria vertical. Dibuja la letra L simétrica
respecto a ese eje. Calca una de ellas, y mueve el papel de calco para intentar hacerlas coincidir. Es
imposible, porque la simetria es un movimiento inverso.
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Movimientos en el plano y en el espacio
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42. Halla las coordenadas de los vértices del tridngulo simétrico respecto del eje de ordenadas del
tridngulo A (3, -4), B (5, 6), C (-4, 5). Lo mismo respecto del eje de abscisas.

Eje de ordenadas: A’ (-3, -4), B’ (-5, 6), C' (4,5); Eje de abscisas: A” (3, 4), B” (5, -6), C”’ (-4, -5).

43. Indica cudles de las siguientes letras mayusculas son simétricas, y si lo son, indica si sus ejes de
simetria son horizontales o verticales: A,B,D,F, K, M,N,R, T, U, V, W, Z.

Simétricas con eje horizontal: B, D.
Simétricas con eje vertical: A, M, T, U, V, W, .
No simétricas: F, N, R, Z.

44. Con ayuda de papel cuadriculado, transforma mediante una simetria, una recta, una
circunferencia, un segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué
se transforman? Analiza la respuesta.

*
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

Una recta se transforma en otra recta.

Una circunferencia se transforma en otra circunferencia.

Un segmento se transforma en otro segmento.

Un tridngulo se transforma en otro tridngulo.

Dos rectas paralelas se transforman en dos rectas paralelas.

Dos rectas perpendiculares se transforman en dos rectas perpendiculares.

45. Dibuja un rectangulo ABCD. Dibuja el eje de simetria que transforma AB en CD, y el eje de
simetria que transforma AD en BC

-3
¢

mw

- 'y

El rectangulo tiene dos ejes de simétrl'a, las mediatrices de los segmentos AB y BC.

46. Dibuja un hexagono regular y dibuja sus ejes de simetria. ¢ Cuantos tiene? Tiene 6. Describelos.

El hexdgono tiene 6 ejes de simetria
3: Cada eje pasa por un vértice y por el vértice opuesto.
3: Cada eje pasa por el punto medio de uno de sus lados y por el punto medio del lado opuesto

47. Dibuja un pentagono regular y sus ejes de simetria. ¢ Cuantos tiene? Describelos.
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Tiene 5. Cada eje pasa por un vértice y por el punto medio de uno de sus lados.

48. Reproduce en tu cuaderno la figura P del margen.

a) Dibuja el pajaro P’ simétrico respecto al eje de ordenadas.

b) Dibuja el pajaro P”’ simétrico respecto al eje de abscisas.

c) éExiste alguna simetria axial que trasforme P’ en P”’? ¢Existe alguna simetria central que
transforme P’ en P”’?

d) Si el pico del pajaro P tuviera unas coordenadas (-2, 5), équé coordenadas tendria el pico del pajaro
P’? ¢Y el del pajaro P”’?

= Q : o
<

S

o

— .

¢) No hay simetria axial que P(-2,5), P(2,5) y P"(-2,-5)
transforme P'en P . : Pl

La simetria central con
centro en el origen transforma
PenP™

£ .

or

® Py s

49. Dibuja en tu cuaderno dos ejes de simetria paralelos y una letra F. Dibuja la composiciéon de
ambas simetrias a dicha letra, comprobando que la composicidn de ellas es una traslaciéon y
determina el vector de traslacidn.
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

El vector de traslacidn es perpendicular a la direccidn de las rectas, de sentido de la primera recta
a la segunda y de mddulo, el doble de la distancia entre las rectas.

50. Dibuja en tu cuaderno dos ejes de simetria secantes y una letra F. Dibuja la composicion de ambas
simetrias a dicha letra, comprobando que la composicidn de ellas es un giro y determina el centro y el
angulo de giro.

El centro de giro es el punto de interseccion de las rectas, y el angulo de giro tiene de amplitud el
doble del dngulo que forman las rectas y de sentido, de la primera recta a la segunda.

51. Si aplicamos una simetria a una figura, ¢ qué transformacion debemos aplicarle para obtener la
figura inicial?
Para obtener la figura inicial después de haberle aplicado una simetria, debemos aplicar una
simetria adicional, especificamente la simetria respecto al mismo eje o simetria inversa. Esto es,
aplicar la simetria dos veces. La simetria es involutiva: s o s = Identidad.

52. La composicidn de dos simetrias planas de ejes secantes es un giro. ¢Cdmo deben ser los ejes para
que sea un giro de 180° (o una simetria central)?
Para que el resultado sea un giro de 180°, es necesario que los ejes de simetria estén dispuestos
de manera que el angulo entre ellos sea de 90°. Ortogonales.

53. Escribe cinco objetos que estén a tu alrededor que sean simétricos e indica su plano de simetria.
Mira en el aula y busca simetrias. ¢éSon simétricas las sillas, la ldmpara, la ventana, las mesas...? ¢Cudl
es su plano de simetria?
Una botella de agua es simétrica, con eje vertical, un boligrafo también lo es, con eje vertical, etc.
Las sillas, la [dmpara, la ventana, las mesas... también suelen ser simétricas, con ejes verticales,
excepto la ventana, que también tiene eje de simetria horizontal.

54. Define los planos de simetria y los ejes de rotacion de las siguientes figuras: a) Un prisma recto de
base cuadrada. ¢Y si es oblicuo? b) Una piramide recta de base cuadrada. c) Si el prisma y la pirdmide
son rectos, pero sus bases son rectangulos, équé simetrias se mantienen?
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

a) Tiene 5 planos de simetria, 2 pasan por 4 vértices y 2 aristas laterales; 2 pasan por los puntos
medios de 4 aristas de la base; 1 pasa por los puntos medios de las aristas laterales. Tiene un eje
de rotacién de 90°, 180° y 270° que va de centro de la base cuadrada a centro de la otra base. Un
prisma oblicuo, ninguno.

b) Pirdmide de base cuadrada tiene 4 planos de simetria, 2 pasan por 2 vértices de la base y el
vértice y los otros 2, por los puntos medios de las aristas de la base y el vértice. Tiene un eje de
rotacién de 90°, 180° y 270° que pasa por el vértice y el centro de cuadrado de la base.

c) Se pierden los planos de simetria que pasan por dos aristas.

55. Determina los planos de simetria y los ejes de rotacion de estas figuras: a) Un prisma recto cuya
base es un triangulo equilatero. b) Una piramide recta de base un triangulo equilatero. ¢Y si es
oblicua? c) Si el prisma y la piramide son rectos, pero de base un tridngulo isdsceles, équé simetrias se
mantienen?
Prisma recto de base un triangulo equilatero: 3 planos de simetria verticales.1 eje de rotacion
(perpendicular a la base).
Pirdamide recta de base un triangulo equilatero: 3 planos de simetria verticales. 1 eje de rotacion
(a través del vértice y el centro de la base).
Prisma oblicuo de base un triangulo equildtero: No tiene planos de simetria. No tiene ejes de
rotacion.
Prisma recto de base un tridngulo isdsceles: 1 plano de simetria vertical. 1 eje de rotacién (a
través del vértice superior y el centro de la base).
Piramide recta de base un tridngulo isdsceles: 1 plano de simetria vertical. 1 eje de rotacidn (a
través del vértice y el centro de la base)

56. Mediante una simetria especular, éen qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? ¢Y un cono? ¢Y
dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.
Plano: Se transforma en si mismo, manteniendo la estructura.
Esfera: Se refleja en si misma, manteniendo la forma y tamafio.
Cono: Se refleja, pero puede cambiar de orientacidon dependiendo del plano de simetria.
Dos planos paralelos: Se reflejan en otros dos planos paralelos, manteniendo la distancia relativa.
Dos planos ortogonales: Se reflejan en dos planos ortogonales, manteniendo la relacion
perpendicular.

GEOGEBRA

57. Utiliza Geogebra para estudiar vectores y traslaciones.

e Enun archivo de Geogebra Visualiza los ejes, la cuadricula y la ventana algebraica.

e Con la herramienta Nuevo Punto define el origen de coordenadas como A y el punto de
coordenadas (6, 2) como B. y con la herramienta Vector entre dos puntos determina el vector
u de origen A y extremo B que tendra coordenadas (6, 2).

e Define con Nuevo Punto C (-4, 1), D (-1, 2) y E (-3, 3) y con Poligono dibuja el triangulo que
tiene por vértices estos puntos.

e Observa que los puntos que has dibujado aparecen en la ventana algebraica como objetos
libres y el tridangulo como objeto dependiente.
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Movimientos en el plano y en el espacio

e Utiliza la herramienta Trasladar objeto acorde a vector para trasladar el triangulo CDE seguin
el vector u, se obtiene el triangulo C’'D’E’. ¢{Qué tipo de cuadrilateros son los poligonos ACC’B,
ADD’B y AEE’B?

Todos ellos son romboides

58. Comprueba en la ventana algebraica que:

a) Las coordenadas de los puntos C’, D’ y E’ se obtienen respectivamente al sumar a las coordenadas
de los puntos C, D, y E las coordenadas del vector u.

b) La longitud de cada lado del triangulo es la misma que la de su trasladado y las areas de los
triangulo CDE y C’'D’E’ coinciden

e Dibuja con Recta que pasa por 2 puntos, la recta a que pasa por los puntos porCyDy
comprueba, con la ecuacidn de la recta, que C’ y D’ estdn en la misma recta.

e Traslada ahora la recta a segun el vector u, aparece, denominada b, la misma recta. ¢Qué
propiedad tiene la recta a para que permanezca invariante mediante la traslacién? Una
conjetura es que la recta a es paralela al vector u.

e Para comprobar la conjetura define un Nuevo Punto F (-1, 1) y con Recta paralela dibuja una
recta f que pase por F y paralela al vector u.

e Traslada la recta f segtin el vector u y verds que aparece la recta g que coincide con ella. Dibuja
otras rectas paralelas al vector u y comprueba que la traslacion las deja invariantes.

e Mueve con el puntero el punto B, para que el vector u tenga distinta direccidon y observa como
la recta a ya no tiene la misma direccidn que el vector u y su trasladada, la recta b, es distinta
y paralela a ella, sin embargo, la recta f tiene la misma direccion que el vector uy su
trasladada g coincide con ella.
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Movimientos en el plano y en el espacio

a) C(2,3)=C(-4,-2)+u(6,2)
D’ (5,4)=D(-1,2) +u (6,2)
E’ (3,5)=E (-3,3) + u (6,2)
b) Longitud de CE = ED = CD = 2. Como los lados son iguales, las areas serdn iguales

59. Investiga si algun punto del plano permanece invariante mediante traslaciones segun diferentes
vectores.
En una traslacion general, no hay ningln punto que permanezca invariante, a menos que estemos
hablando de una traslacién nula.

60. ¢{Cuales son los puntos invariantes de una simetria axial? ¢Y las rectas invariantes?
Los puntos invariantes en una simetria axial son los puntos situados sobre el eje de simetria. Es
decir, cualquier punto que esté sobre la recta de simetria no cambia de posicion después de la
reflexion.
Rectas invariantes, ademads del eje, que es una recta invariante de puntos invariantes, son rectas
invariantes las rectas ortogonales al eje de simetria.

61. Utiliza la herramienta Rota objeto en torno a un punto, el dngulo indicado para estudiar los giros
en el plano. Define un punto O como centro de giro, por ejemplo, el centro de coordenadas. Define
tres puntos para determinar con Angulo uno de 45°.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman mediante este giro.

b) Investiga si al realizar un giro existen puntos y/o rectas que permanecen invariantes.

No existen puntos ni rectas invariantes ( si el giro no es de 180°)

62. Utiliza la herramienta Refleja objeto por punto para estudiar la simetria central. Define un punto
O como centro de simetria, por ejemplo, el centro de coordenadas.

a) Dibuja rectas y poligonos y observa como se transforman por una simetria central.

b) Comprueba que una simetria central equivale a un giro de 180°.

c) Investiga si en una simetria central hay puntos y/o rectas que permanecen invariantes.
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4i.

En la simetria central, el centro es un punto invariante, y las rectas que pasan por ese centro son
rectas invariantes.

5. MOSAICOS, FRISOS Y ROSETONES

63. Mira este azulejo de un mosaico de Estambul. La celda unidad es cada uno de los azulejos con la
que se construye todo el mosaico mediante traslaciones. Indica los vectores de traslacion. Pero
puedes reducir el motivo minimo. ¢ Utilizando giros? ¢ Utilizando simetrias? Mira la ampliacion:
Comprueba que puedes utilizar como motivo minimo la octava parte del azulejo.

3‘.‘;’1»-,‘“;; ‘ ,ylr::'- *’{"&f’ (&

¥
D
U
e U B
e e

Dos vectores de traslacidon ortogonales indicados en rojo. Ejes de simetria horizontales, verticales
y oblicuos marcados, algunos de ellos, en verde. Los puntos de interseccion de los ejes de simetria
son centros de giro de 90°.

Realiza la misma observacion con los otros dos azulejos de Estambul siguientes:
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64. Analisis de mosaicos de la Alhambra: Observa el mosaico del margen. Imagina que es infinito, que
completa todo el plano. Puedes tomar como motivo minimo un par de hojitas. Para pasar de un par
de hojitas al otro par adyacente, ¢ qué trasformacidn has utilizado? ¢Es una simetria? ¢Es un giro?
éHay centros de giro de 60°? ¢Y de 180°? ¢Y de 30°?

No hay simetrias. Hay giros de 60° y de 120°,

65. Utiliza una trama de triangulos, o dibuja una en tu cuaderno, para disefiar un mosaico parecido a
este. Marca en la trama los centros de giros de 60°, de 180° y de 30°. Dibuja un motivo minimo
sencillito, por ejemplo, una poligonal o una hoja, y muévelo usando esas transformaciones.

67. Hemos formado frisos utilizando las letras del alfabeto. Todos ellos se forman por traslacion. Pero
en ocasiones hay otras isometrias. A) ¢En cuales hay una simetria de eje horizontal? B) ¢En cudles hay
giros de 180°. C) ¢En cuales hay simetrias de eje vertical? D) ¢Hay simetrias con deslizamiento? E)
Senala todas las familias de simetrias respecto a un eje, de giros y de traslaciones por las cuales un
punto del friso se transforma en otro punto del mismo (supuesto que se prolongue hasta el infinito).
L1.LLLLL, L2.NNNNN, L3.VVVVV, L4.CCCCC, L5.HHHHH, L6.pbpbpb, L7.Pqdbpqdbp

A) En L4, LS.

B) L2,L5.

C) L3, L5, L7.

D) Si,enl6yL7.

E) Traslacidn, simetria horizontal, simetria vertical, giro de 180°, y simetria con deslizamiento.
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68. Utiliza una trama de cuadrados, o dibuja una en tu cuaderno, para diseiiar un mosaico parecido a
este. Marca en la trama los centros de giros de 90° y de 180°. Marca los ejes de simetria. Dibuja un
motivo minimo sencillito, por ejemplo, una poligonal, y muévelo usando esas transformaciones.
Completa primero la celda unidad, y luego trasladala.

Solucion abierta y manipulativa:

69. Hemos formado frisos utilizando las letras del alfabeto. Todos ellos se forman por traslaciéon. Pero
en ocasiones hay otras isometrias.

A) éEn cudles hay una simetria de eje horizontal?

B) ¢En cuales hay giros de 180°?

C) éEn cudles hay simetrias de eje vertical?

D) é¢Hay simetrias con deslizamiento?

E) Senala todas las familias de simetrias respecto a un eje, de giros y de traslaciones por las cuales un
punto del friso se transforma en otro punto del mismo (supuesto que se prolongue hasta el infinito).
L1.LLLLL, L2. NNNNN, L3.VVVVV, L4.CCCCC, L5.HHHHH, L6. pbpbpb, L7.pgdbpgdbp

A) En L4, L5.

B) L2, L5.

C) L3, L5, L7.

D) Si,en L6y L7.

E) Traslacidn, simetria horizontal, simetria vertical, giro de 180°, y simetria con deslizamiento.

70. Sal a la calle o en tu casa y busca frisos. Fotografia rejas, mira puntillas y grecas... y haz un estudio
de los diferentes frisos que encuentres. Dibuja en tu cuaderno su disefio e intenta clasificarlos segtiin
el esquema de las letras del problema anterior, segun las transformaciones que utilicen. Para ello
hazte las siguientes preguntas:

1) ¢Tiene giros? Si la respuesta es NO, entonces:

2) éTiene simetria horizontal? Si la respuesta es Sl, es un L4, que como el friso formado por la letra C o
la letra D, no tiene giros y si, simetria de eje horizontal. Si la respuesta es NO, entonces:

3) éTiene simetria vertical? Si la respuesta es Sl, es un L3, como el friso formado por la letraV o la
letra A, que no tiene ni giros, ni simetria horizontal y si simetria vertical. Si la respuesta es NO,
entonces:

4) ¢Tiene simetria con deslizamiento? Si lo tiene es un L6, y si no es un L1. Pero si tiene giros puede
tener también simetria horizontal y es un L5, o tener simetria con deslizamiento y ser un L7, o sélo
tener el giro y ser un L2, como el friso formado por la letra N o la letra S.

Solucién abierta y manipulativa:
71. En los frisos siguientes sefala todas las familias de simetrias respecto a un eje, de giros y de

traslaciones por las cuales un punto del friso se transforma en otro punto del mismo (supuesto que se
prolongue hasta el infinito).
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En el friso L1 podemos ver que Ias flechas solo se copian una al Iado de la otra. Por lo tanto, hay
traslacion, pero no giros ni simetria.

En el friso L2 algunas flechas estan giradas 180 grados (boca arriba y boca abajo). Por lo tanto,
tiene traslacién y giros de 180°, pero no simetria.

En el friso L3, si pones un espejo en medio de dos flechas, podemos ver que una es el reflejo de la
otra. Por lo tanto, tiene traslacidn y simetria vertical, pero no giros.

En el friso L4, las flechas de arriba son el reflejo de las de abajo, como si hubiera un espejo en el
centro. Tiene traslacién y simetria horizontal, pero no giros.

En el friso L5 podemos ver que tiene simetria vertical, ya que si doblamos el dibujo por la linea
que pasa por el centro de las flechas, un lado coincide con el otro. Ademads, tiene simetria
horizontal porque si reflejamos el patron en una linea horizontal, sigue viéndose igual. Podemos
observar que tiene giros de 180° ya que si giramos una de las figuras 180°, se superpone con otra
figura del friso. Y, por ultimo, también tiene traslaciones, ya que, si deslizamos todo el friso hacia
la derecha o la izquierda, sigue siendo el mismo.

El friso L6 solo presenta traslaciéon con deslizamiento porque si movemos el patrén hacia la
derecha y hacia abajo se alinea con el siguiente.

Por utlimo, en el friso L7 encontramos simetria vertical, ya que, si doblamos por la linea vertical
del centro de cada grupo de flechas, los lados coinciden. También presenta traslacion con
deslizamiento porque si movemos el patrén hacia la derecha, el siguiente es igual, pero reflejado.

72. Andlisis de tapacubos: Observa los siguientes tapacubos.

Indica, para cada uno de ellos, las siguientes cuestiones:

a) Tiene simetria central.

b) Tiene ejes de simetria axial. ¢ Cuantos?

c) Tiene centro de giro, écual es el menor angulo de giro que lo deja invariante?

d) Sal a la calle y fotografia o dibuja los tapacubos que veas y te parezcan interesantes. Haz un
estudio de ellos.
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a) Tiene simetria central.
2,3,4,7,9.

b) Tiene ejes de simetria axial. ¢ Cuantos?
Todos tienen ejes de simetria axial, aunque en diferente cantidad:
Tapacubos 1 -2 ejes

Tapacubos 2 - 2 ejes

Tapacubos 3 - 4 ejes

Tapacubos 4 - 5 ejes

Tapacubos 5 - 5 ejes

Tapacubos 6 - 5 ejes

Tapacubos 7- 5 ejes

Tapacubos 8- 5 ejes

Tapacubos 9 - 6 ejes

Tapacubos 10 - 2 ejes

Tapacubos 11 - 12 ejes

Tapacubos 12 - 12 ejes

c) Tiene centro de giro, écual es el menor angulo de giro que lo deja invariante?
Un tapacubos tiene centro de giro si podemos girarlo ciertos grados y sigue viéndose igual.El
menor angulo de giro lo obtenemos dividiendo 360° entre el nimero de veces que la figura se
repite en una vuelta completa.
Todos tienen centro de giro y el menor 4angulo de giro de cada uno es:
Tapacubos 1 - 180°
Tapacubos 2 - 180°
Tapacubos 3 -90°
Tapacubos 4 - 72°
Tapacubos 5 - 72°
Tapacubos 6 - 72°
Tapacubos 7 - 72°
Tapacubos 8 - 72°
Tapacubos 9 - 60°
Tapacubos 10 - 180°
Tapacubos 11-30°
Tapacubos 12 - 30°

d) Sal a la calle y fotografia o dibuja los tapacubos que veas y te parezcan interesantes. Haz un
estudio de ellos.
Solucién abierta
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

TRASLACION

1. Dibuja en tu cuaderno un paralelogramo sobre un sistema de referencia y una cuadricula. Tienes
cuatro segmentos orientados. Determina las coordenadas de los vectores sobre dichos segmentos.
¢éCuales tienen las mismas coordenadas?

AB = (4-(-1), -1-4)=(4+1, -1-4)=(5, -5)

BC = (1-4, -4—(-1))=(1-4, -4+1)=(-3, -3)

CD = (-4-1, 1-(-4))=(-4-1, 1+4)=(-5, 5)

DA = (-1-(-4), 4-1)=(-1+4, 4-1)=(3, 3)

Ningun par de vectores tiene exactamente las mismas coordenadas, pero los lados opuestos
tienen coordenadas iguales y opuestas en signo, como es caracteristico en un paralelogramo.

2. Tenemos los puntos A (0, 5), B (3, 6), C (4, -2) y D (7, 3). Calcula las coordenadas de los vectores AB;
AC; AD; BC; BD; CD; DC; BA.

AB = (3-0, 6-5)=(3, 1)

AC = (4-0, -2-5)=(4, -7)

AD = (7-0, 3-5)=(7, -2)

BC = (4-3, -2-6)=(1, -8)

BD = (7-3, 3-6)=(4, -3)

CD = (7-4, 3-(-2))=(3, 5)

DC = (4-7, -2-3)=(-3, -5)

BA = (0-3, 5-6)=(-3, -1)

3. Determina el vector de traslacidon que traslada el punto A (3, 7) al punto A’ (1, 5).
AA’= (1-3,5-7) = (-2, -2)

4. Por la traslacion de vector u = (2, 8) se traslada el punto A (9, 4) al punto A’. {Cuales son las coor-
denadas de A’?
Si llamamos a A(a, b) y a A’(c, d), sabemos que u=(c-a, d-b), por lo tanto:
(2, 8) = (c-9, d-4). De esta forma podemos obtener:
c-9=2 , d-4=8
Asi: A'=(9+2,4+8)=(11, 12)
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5. Por la traslacion de vector u = (-3, -1) se traslada el punto A al punto A’ (3, 3). ¢ Cuales son las coor-
denadas de A?
Al igual que en el ejercicio anterior, sabemos:

u= (-3, -1) , A’ =(3,3)

Por lo tanto:

3=a-3=2a=3+3=6

3=b-1=b=3+1=4 Luego, A(6, 4)

6. Trasladamos la circunferencia de centro C (5, 2) y radio 3 unidades con la traslacion de vector u = (-
5, -2). Determina el centro y el radio de la circunferencia trasladada.
Para encontrar el nuevo centro de la circunferencia trasladada, aplicamos la traslacién sumando
el vector de traslacién u = (-5, -2) a las coordenadas del centro original C(5, 2):
C' = (-5+5, -2+2) = (0, 0). El radio no varia, 3 unidades.

7. Dibuja en tu cuaderno unos ejes coordenados y en ellos un cuadrado de lado 2 unidades al que
llamas C, le aplicas una traslacion segun el vector u = (4, 1) y llamas C' a su trasladado. Ahora aplicas a
C’ una traslacion segun el vector v = (-2, 4). La isometria que transforma C en C", ées una traslacion?
Escribe las coordenadas de su vector. Mediante esa traslacion, éen qué punto se transforma el origen
de coordenadas?

El cuadrado tiene los vértices en los siguientes puntos:
A(0,0), B(2,0), C(2,2), D(0,2)
Primero vamos a aplicar la traslacion u = (4,1) sumando el vector a cada vértice:
A’ = (0+4, 0+1) = (4, 1)
B'=(2+4,0+1) = (6, 1)
C' = (2+4, 2+1) = (6, 3)
D’ = (0+4, 2+1) = (4, 3)
Ya tenemos los vértices de C’
Ahora aplicamos una traslacién v = (2,4) sumando el vector a cada vértice:
A" =(4-2,1+4)=(2,5)
B" =(6-2, 1+4) = (4, 5)
C"=(6-2,3+4)=(4,7)
D" = (4-2, 3+4) = (2, 7)
Por ultimo, calculamos el vector total de la transformacion:
u+v=(4,1) +(-2,4) = (4-2, 1+4) = (2, 5)
Esto significa que la transformacién de CC a C"'C" es una traslacidén de vector (6,5), por lo que si es
una traslacion.
Con esto sabemos que el origen de coordenadas se transforma en el vector total, ya que:
O'=(0+2,0+5)=(2,5)
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8. El vértice inferior izquierdo de un cuadrado es A (3, 1) y el vértice superior izquierdo es B (1, 3). Le
aplicas una traslacion de vector u = (-2, 4), écudles son las coordenadas de los cuatro vértices del cua-
drado transformado?
Aplicar una traslacién de vector u significa que cada punto del cuadrado se traslada 2 unidades
hacia la izquierda en el eje x y 4 unidades hacia arriba en el eje y.
Ademas, teniendo los vértices Ay B, y sabiendo que la distancia entre ellos es 2, podemos saber
los otros dos vértices:
C(3,5) , D (5, 3)
Por tanto, al aplicar la traslacidn, los vértices transformados serdn:
A'(1,5) |, B' (-1, 7) , C'(1,9) , D' (3,7)

9. Dibuja la imagen que resulta de aplicar al trapecio de la figura la traslacion de vector OA = (-1, 2).
Determina las coordenadas de los puntos transformados de A (-1, 2), B (1, 1), C (4, 2) y D (5, 4) por
dicha traslacion.

A’ (-2, 4) , B(0,3) , C(3,4 , D (4,506

10. Aplica la traslacion de vector u = (-3, 4) al triangulo ABC de vértices A (3, 1), B (4, 4), C (6, 5), y cal-
cula las coordenadas del tridngulo transformado.

A’ (0,4) , B (1,8 , C(39)

11. Dibuja en tu cuaderno un circulo de centro el origen y radio 2 unidades.

a) Trasladalo con la traslacion de vector u = (3, 0).

b) Trasladalo después mediante la traslacion de vector v = (0, 4).

c) Indica las coordenadas del centro del segundo circulo trasladado.

d) Indica las coordenadas del trasladado del punto (0, 2) al aplicarle cada una de las dos traslaciones.

Las coordenadas del centro de segundo circulo son (3, 4)
Las coordenadas del punto (0, 2) son (3, 2) tras la primera traslacién y (3, 6) tras la segunda
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12. Trasladamos el triangulo ABC de vértices A (6, 1), B (-3, 4) y C (0, 8), mediante la traslacion de vec-
toru = (7, 1), y luego mediante la traslacidon de vector v = (2, 8). Determina las coordenadas del trian-
gulo transformado analitica y graficamente.

\\\.-\ A=(6,1)+(7,1)=(13,2)
4 B'=(-3,4)+(7,1)=(4,5)
C'=(0,8)+(7,1)=(7,9)

A” =(13,2) + (2, 8) = (15, 10)
B” =(4,5)+(2,8)=(6,13)
C’=(7,9)+(2,8)=(9,17)

13. La composicion de dos traslaciones tiene por vector (5, 9). Si una de ellas es la traslacion de vector
u = (7, 3), équé componentes tiene el otro vector de traslacion?
La composicion de las traslaciones tiene el vector resultante (5, 9), entonces u + v = (5, 9)
Sabiendo que u = (7,3), y sustituyéndolo en la ecuacién, v=(5,9)—(7,3) =(-2, 6)

14. a) Dibuja en tu cuaderno un triangulo ABC y trasladalo 5 cm a la derecha. Denomina A’B’C’ al
triangulo obtenido.

b) Traslada A’B’C’ ahora 4 cm hacia arriba y denomina A”’B’’C” al nuevo triangulo.

c) Dibuja el vector que permite pasar directamente del tridngulo ABC al A”’B”’C”’ y mide su longitud.
éCuales son sus coordenadas?

u=(5,4).

— Longitud = V5% + 42 = V41 =6.4 cm

15. Determina el vector de traslacién de la traslacion inversa a la de vector u = (-2, 5).

Para obtener la traslacion inversa, simplemente cambiamos el signo de las componentes del
vector original, por lo que el vector seria u’ = (2, -5)
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16. a) Dibuja en tu cuaderno una figura, y repite el dibujo trasladando la figura 4 veces con la misma
traslacion. Al hacerlo, dibujaras un friso.

b) Un friso confeccionado con letras L es: LL L L L. Dibuja un friso confeccionado con letras J. Otro
confeccionado con letras M. Ademas de traslacion, étiene simetrias?

c) Busca un friso. Mira las rejas de tu calle, un bordado o una puntilla, las grecas de unos azulejos... y
dibuja su disefio en tu cuaderno.

1JJJ MMMM

b) El friso con la letra M tiene simetrias verticales
c) Solucién grafica y abierta

17. Mediante una traslacién en el espacio, éen qué se transforma un plano? ¢Y una esfera? (Y un
cono? ¢Y dos planos paralelos? ¢Y dos planos ortogonales? Analiza los resultados.

La traslacion es una isometria, conserva distancias y angulos, por tanto, transforma un plano en
un plano, una esfera en una esfera, un cono en un cono mantiene el paralelismo y la ortogonali-
dad.

- Plano: Se mantiene como plano, pero se desplaza sin alterar su forma ni orientacion.

- Esfera: Se mantiene como esfera, con el mismo tamafio, solo que trasladada a otra ubicacion.

- Cono: Se mantiene como cono, con el mismo tamaino y forma, solo desplazado en el espacio.

- Dos planos paralelos: Después de la traslacidn, los planos siguen siendo paralelos y mantienen la
misma distancia entre si.

- Dos planos ortogonales: Los planos siguen siendo ortogonales y mantienen la relacion de
perpendicularidad.

La traslacion mantiene las propiedades geométricas esenciales (como la forma, tamafo y
relaciones angulares) de los objetos, solo cambia su posicidn en el espacio.

GIROS
18. Dibuja en tu cuaderno el punto A (5, 4). Indica las coordenadas del punto A’ que se obtiene al gi-
rar 180° y con centro el origen el punto A. Indica las coordenadas del punto A”’ obtenido al girar A’

90° con el mismo centro de giro.

El punto A (5, 4) al girar180° con centro en el origen se transforma en A’ (-5,-4)
Luego, al girar A’ (-5, —4) 90° con centro en el origen, se obtiene el punto A" (-4, 5)

19. Dibuja una figura en tu cuaderno, calcala, recortala y pégala inclinada al lado de la inicial. Las dos

figuras, étienen todas las longitudes iguales?, ¢y sus angulos? Determina, con compas y transporta-
dor, el centro y el dngulo de giro.
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Las dos figuras tienen todas las longitudes y los dngulos iguales.
El centro es Hy hemos aplicado un giro de unos 80°

20. Dibuja en tu cuaderno una letra F y la letra F girada 30° con centro de giro su punto mas inferior.

21. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo rectangulo isésceles y con centro en el vértice de uno de los
angulos agudos aplicale un giro de 45° en sentido positivo. Luego aplicale otro giro de 45°, y asi suce-
sivamente hasta llegar al tridngulo inicial. ¢Qué giros has estado haciendo?
En 8 giros de 45° llegas al tridngulo inicial, luego los giros han sido de 45°, 90°, 135°, 180°, 225°,
270°, 315°, 360°.

22. Dibuja en tu cuaderno un circulo de centro O, dos diametros perpendiculares AB y CD y una cuer-
da CB. Sobre el mismo dibujo traza las figuras obtenidas haciendo girar la figura formada por los dos
diametros y la cuerda, con giros de centro O y angulos 45°, 90°, 135°, 180°, 225°, 270° y 315°. Habras

hecho la composicion de giros de 45° varias veces.
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23. ¢La letra H tiene centro de simetria? Indica tres objetos cotidianos que tengan simetria central.
Si, la letra H tiene centro de simetria. Esto significa que, si dibujamos un punto en el centro de la
letra H y luego trazamos una linea recta desde cualquier punto de la letra hasta el centro, esa
linea tendrd un punto simétrico en el lado opuesto, a la misma distancia del centro, en la misma
direccién, pero en el lado opuesto.
Otros objetos simétricos de forma central pueden ser una pelota, un espejo redondo, la luna
llena, un cubo, una flor de seis pétalos.

24. Sobre unos ejes cartesianos representa los puntos A (2, 6), B (-2, 5), C (5, 3) y sus simétricos res-
pecto al origen A', B' y C'. {Qué coordenadas tienen A’, B’y C'?

T I A’ (-21-6)r B’ (21-5)1 C' (-Sr-3)
25. Dibuja en tu cuaderno el triangulo de vértices A (3, 7), B (5, -5) y C (7, 2). Dibuja el tridngulo que se

obtiene al girarlo con centro en el punto D (8, 8) un angulo de 180°. Es una simetria central. ¢Cuales
son las coordenadas de los vértices A', B' y C' del nuevo triangulo?

Si, es una simetria central. A’=(13,9), B’=(11,21) y C =(9,14).

26. Dibuja en un sistema de referencia un punto P y su simétrico P’ respecto del origen. Si las coorde-
nadas de P son (x, y), écudles son las de P’?

Las coordenadas de P’ seran (-x, -y)

27. Dado el triangulo A(3, -4), B (5, 6), C (-4, 5), halla las coordenadas de los vértices del triangulo si-
métrico respecto del origen.

A’ =(-3,4), B =(-5,-6),C = (4, -5).
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28. Dibuja un triangulo equilatero ABC y con centro en el vértice A aplicale un giro de angulo 60°. El
tridangulo dado y el transformado, ¢ qué figura forman? Vuelve a aplicar al tridngulo trasformado el
mismo giro de centro A, é¢qué giros has estado haciendo? ¢ Cuantos giros debes aplicar al tridangulo
inicial para que vuelva a ocupar la posicion inicial?

El tridngulo original y el transformado forman un rombo.

Los giros realizados son de 60° en torno al vértice A.

Se deben aplicar 6 giros de 60° para que el triangulo regrese a su posicion original y obtenemos
un hexagono.

29. Dibuja en tu cuaderno los cuatro puntos de la figura. Determina, con regla, compas y transporta-
dor, el centro y el angulo de giro sabiendo que los puntos A y B se han transformado mediante un

giroen A'yB'.
4 A
3 B
2 B
1] A
N I SO
0 1 2 3 4

Hay que dibujar la mediatriz del segmenté) AA’ y la del segmento BB’ y buscar el punto donde se
cortan.
El centro es el punto D(3, 2) y el angulo 63,43°

30. Dibuja la imagen que resulta de aplicar al triangulo de la figura el giro de centro O que transforma
el punto A en el punto B.

Resulta otro tridngulo igual

31. Utiliza un transportador de angulos, regla y compas, para girar una recta 60° respecto a un punto
O exterior a ella (es suficiente girar dos puntos de dicha recta). Mide los dngulos que forman las dos

rectas, la inicial y la girada. ¢ Observas alguna regularidad? Investiga un método para girar una recta

transformando un solo punto. ¢ Qué punto debes elegir y por qué?
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El dngulo formado por las dos rectas es de 60°
Basta girar el punto donde corta a la recta la ortogonal desde el punto O.

32. Juego para dos jugadores: Forma sobre la mesa un poligono regular utilizando monedas (o fichas
o bolitas de papel) como vértices. Alternativamente cada jugador retira o una moneda o dos mone-
das adyacentes. Gana quien retire la ultima moneda. (Ayuda: Es un juego de estrategia ganadora que
puedes descubrir utilizando la simetria central).

Juega. Con la ayuda es facil descubrir la estrategia ganadora.

33. En el diseiio de este mosaico se han utilizado giros en el plano. No lo vemos completo, pero po-
demos imaginar que fuera infinito. Indica los centros de giro que veas. En el centro de la figura hay un
centro de giro clarisimo, ¢de qué angulo? {Hay giros de 45°? ¢ Cudles son sus centros de giro? ¢{Hay
centros de simetria? Indicalos.

De 90°. No. Hay ejes de simetria ortogonales.
Los centros de giro estdn en la interseccion
de dichos ejes.

34. Para cada uno de los siguientes poligonos indica el centro de giro y el minimo angulo de giro que
dejan invariantes a cada uno de ellos: a) Pentagono regular b) Hexagono regular d) Triangulo equi-
latero g) Rombo e)Rectangulo h) Paralelepipedo c) Decagono regular f) Cuadrado i) Octégono
regular

POLIGONO CENTRO DE GIRO MiNIMO ANGULO DE GIRO
Pentagono regular Centro del pentagono 72°

Hexagono regular Centro del hexagono 60°

Decagono regular Centro del decagono 36°

Triangulo equilatero Centro del triangulo 120°

Rectangulo Centro del rectangulo 180°

Cuadrado Centro del cuadrado 90°

Rombo Centro del rombo 180°
Paralelepipedo Centro del paralelepipedo | 90°

Octégono regular Centro del octégono 45°

35. En la simetria central de centro (2, 3) hemos visto que el simétrico del punto A (8, 1) es el punto
A’(4, 5). Calcula los simétricos de los puntos B (12, 7), C(9, 10), D (5, 8) y E (7, 6).
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B, (_8r _1)1 C’ (_51 -4)1 D' (_11 _2)1 E’ (-31 0)
36. Indica si el mosaico de la Alhambra del margen tiene centro de giro, y determina cual es el menor

angulo de giro que hace que el mosaico se superponga (sin tener en cuenta los cambios de color).
é¢Hay centros de simetria?

Tiene centro de giro de 18°

37. Con ayuda de papel cuadriculado transforma mediante una simetria central, una recta, una cir-
cunferencia, un segmento, un triangulo, dos rectas paralelas y dos rectas perpendiculares. ¢En qué se
transforman? Analiza los resultados.

La simetria central es un movimiento directo, conserva distancias y angulos.

38. {Qué numero minimo de cuadrados es necesario pintar de verde para que el cuadrado grande
tenga un centro de simetria?

3 cuadrados

39. Hemos girado el punto A (3, 5) y hemos obtenido el punto A’ (7, -2). Determina el centro de giro y
el angulo utilizando regla, compas y transportador de angulos.

El centro de giro O se encuentra en la mediatriz de la linea AA’.
El angulo de rotacidn es el dngulo entre el vector OA y OA’ que puedes medir con el transportador
de dngulos. (180°)
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40. ¢Cuales de los poligonos estrellados de la figura del margen tienen centro de simetria? Indica el
centro de giro y el minimo angulo de giro que deja invariantes a cada uno de ellos.

Tienen centro de simetria el de 12 puntas y el
de 8 puntas. El de 5, no. El angulo de giro es
de: 72°, 30°, 45°, respectivamente.

41. Determina tres objetos cotidianos que tengan algun eje de giro.
Por ejemplo, algo con forma de cilindro, cono o esfera.

42. Observa esta torre mudéjar de Teruel. Esta disefiada utilizando giros en el espacio. ¢ Cudl es su eje
de giro? ¢Y el angulo de giro?

El eje de giro es la recta que pasa por el
centro de la torre. Angulo de giro 90°

43. Piensa en los cinco poliedros regulares. Unos tienen simetria central en el espacio, otros no. ¢ Cua-

- [vee

TETRAEDRO HEXAEDRO OCTAEDRO DODECAEDRO ICOSAEDRO

Los poliedros regulares que tienen simetria central son:
Cubo (Hexaedro regular)

Octaedro

Dodecaedro

Icosaedro

El tetraedro no tiene simetria central.
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

44. Piensa ahora en los siguientes cuerpos geométricos: Una piramide cuadrangular regular, un pris-
ma triangular regular, un prisma romboidal oblicuo, un cilindro y un cono. ¢Cuales pueden formarse
mediante giros en el espacio? ¢Cual es su eje de giro? ¢ Cuales tienen simetria central y cuales no?

& |

I ———

CUERPO GEOMETRICO GIRO EJE DE GIRO SIMETRIA CENTRAL
Pirdmide cuadrangular Si Eje perpendicular a la base cuadrada | No
regular (pasando por el vértice y centro de |la base)
Prisma triangular regular | Si Eje perperdicular a las bases triangulares No
Prisma romboidal oblicuo | No | No tiene un eje de giro simétrico No
Cilindro Si Eje central que conecta las bases circulares | Si
Cono Si Eje que pasa por el vértice y el centro de la | No
base circular

SIMETRIAS

45. Dibuja en tu cuaderno un sistema de referencia y una letra B. Dibuja la letra simétrica de B res-
pecto del eje de abscisas y respecto del eje de ordenadas.

46. Clasifica las letras mayusculas del alfabeto,
a) en las que son simétricas respecto de un eje de simetria horizontal y un eje de simetria vertical.
b) en las que sélo son simétricas respecto de un eje de simetria vertical,
c) en las que sélo lo son respecto del eje de simetria horizontal, y
d) en las que no tienen ningln eje de simetria.
e) Comprueba que las letras que tienen dos ejes de simetria tienen centro de simetria. La razén ya la
sabes: La composicién de dos simetrias de ejes secantes es un giro.
a) Letras con simetria respecto a ejes horizontales y verticales: H, I, O, X.
b) Letras simétricas solo respecto de un eje de simetria vertical: A, M, T, U, V, W, X, Y.
c) Letras simétricas solo respecto de un eje de simetria horizontal: B, C, D, E, K.
d) Letras que no tienen ningun eje de simetria: F, G, J,,N, P, Q, R, S, Z.
e) Las letras que tienen dos ejes de simetria (y, por lo tanto, centro de simetria): H, |, O, X.

47. ¢Cudles de las siguientes sucesiones de letras tienen un unico eje de simetria? {Cuales tienen dos
ejes? ¢Cuales ninguno? ¢Cuales tienen centro de simetria?
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a) ONO

b) NON

c) DODO

d) Olo

e) HEMO

f) HOOH
SUCESION EJE DE SIMETRIA CENTRO DE SIMETRIA
ONO Ninguno No
NON Ninguno No
DODO Dos ejes (vertical y horizontal) | Si
(o][e} Dos ejes (vertical y horizontal) | Si
HEMO Ninguno No
HOOH Dos ejes (vertical y horizontal) | Si

48. Indica los ejes de simetria de las siguientes figuras:
a) Cuadrado.

b) Triangulo equilatero.

c) Trapecio isdsceles.

d) Hexagono.

e) Circunferencia.

f) Rectangulo.

g) Rombo.
h) Pentagono.
FIGURA NUMERO DE EJES DESCRIPCION
Cuadrado 4 2 ejes verticales, 2 horizontales (en el centro de los
lados y diagonales)
Triangulo equilatero | 3 Desde cada vértice hacia el centro
Trapecio is6sceles 1 A través del centro de la base mayor
Hexagono 6 3 ejes pasando por vértices y 3 ejes pasando por
centro de los lados
Circunferencia Infinitos Cualquier eje que pase por el centro de Ia
circunferencia
Rectangulo 2 1 eje vertical y 1 eje horizontal que pasan por el centro
Rombo 2 Ejes diagonales que conectan los vértices opuestos
Pentagono 5 5 ejes pasando desde los vértices hasta el centro del
pentagono

49. Considera que los vértices del cuadrilatero de la figura tienen de coordenadas: (1, 3), (2, 3), (3, 2) y
(2, 4). Aplicale dos simetrias axiales de ejes paralelos, la primera respecto al eje r y la segunda respec-
to al ejess.

a) Indica las coordenadas de los vértices de las figuras transformadas por dicha composicion de sime-
trias. Si llamamos C al cuadrilatero inicial, C' a su simétrico respecto al eje r y C'" al simétrico de C'
respecto al eje s:

b) ¢Qué isometria nos permite trasformar directamente Cen C”’?

c) éQué elementos la definen?

d) éQué ocurre si aplicamos las dos simetrias en distinto orden, primero respecto al eje s y después
respecto al eje r? ¢Cudles son ahora las coordenadas de los vértices de la figura C’”’ transformada?
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Movimientos en el plano y en el espacio

b) y ¢) Una traslacion de vector u = (2, 2);
d) Es otra traslacion de vector -u = (-2, -2); Vértices: (-1, 1), (0, 1), (1, 0) y (0, 2).

4

50. Considera que los vértices del cuadrilatero de la figura tienen de coordenadas: (1, 3), (2, 3), (3, 2) y
(2, 4). Aplicale dos simetrias axiales de ejes secantes, la primera respecto al eje r y la segunda respec-
to al eje s.

a) Indica las coordenadas de los vértices de las figuras transformadas por la composicion de simetrias.
b) Si llamamos C al poligono inicial, C' al simétrico respecto al eje r y C'" al simétrico de C' respecto al
eje s: ¢Qué isometria nos permite trasformar directamente C en C”’? {Qué elementos la definen?

c) ¢Qué ocurre si aplicamos las dos simetrias en distinto orden, primero respecto al eje s y después
respecto al eje r? ¢Qué isometria tenemos ahora? ¢{Qué elementos la definen?

d) Indica las coordenadas de los vértices de la figura transformada si primero aplicamos la simetria de
eje sy luego la de ejer.

a) Las coordenadas de los vértices de C"” después de la composicidn de simetrias son:

A"(6.27, 6.38), B"(6.59, 5.43), C"(5.97, 4.16), D"(7.54, 5.76)

b) La isometria que transforma directamente C en C" es una rotacién de 180°.

c) Si aplicamos las simetrias en distinto orden (primero respecto a s, luego respecto a r), la
isometria sigue siendo una rotacién de 180°.

d) Las coordenadas de los vértices de C'"’ (simétrico respecto a s y luego respecto a r) son:
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

A”(2.49, -3.08), B"(2.81, -2.14), C"'(4.08, -1.51), D"(1.86, -1.81)

51. Dibuja en un papel el contorno de una figura irregular, en al menos cinco posiciones. (Si no se te
ocurre ninguna figura, dibuja una letra G).
a) éSon iguales estas figuras? Explica tu razonamiento.
b) ¢Como puedes pasar de una figura a otra?
c) Colorea con el mismo color todas las figuras que puedes alcanzar desde la posicidn inicial, despla-
zando la figura sin levantarla. Utiliza otro color para las restantes. ¢Se puede pasar siempre de una
figura a otra del mismo color, deslizando la figura sin darle la vuelta? ¢ Cambian las dimensiones de la
figura?
a) Son iguales;
b) Puedes pasar de una a otra mediante isometrias directas, es decir, traslaciones y giros. Si las
haces coincidir dando la vuelta, es mediante simetrias.
Las dimensiones no cambian.

52. El tridngulo equilatero T de la figura se ha transformado en el triangulo T' mediante una simetria
axial de ejer.

a) Copia el dibujo en tu cuaderno y nombra en el dibujo a A’, B' y C', que son los transformados de A,
B y C respectivamente.

b) Encuentra un giro que trasforme T en T’, indicando el centro y el angulo de giro, écudles son ahora
los trasformados de los vértices A, By C?

El centro del angulo de giro es =(5, 1)
El angulo es de 150°
A’(6,-3) B’(6,0) (C'(8.52,-1.44)

53. Libro de espejos: Utiliza un libro de espejos para obtener simetrias. Puedes construir uno con dos
rectangulos de metacrilato unidos con cinta de embalar. Mira por el libro de espejos un segmento,
una circunferencia, diferentes figuras...

Solucion grafica y abierta
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PROBLEMAS

54. Indica los puntos invariantes y las rectas invariantes en cada uno de los siguientes movimientos.

a) Una traslacion segun el vector (1, 3).

b) Una simetria axial respecto al eje de ordenadas.

c) Una simetria central respecto al centro de coordenadas.
a) La traslacién no deja ningun punto invariante, y deja invariantes las rectas paralelas al vector de
traslacion.
b) La simetria axial deja invariantes a los puntos del eje de simetria, en este caso, al eje de orde-
nadas. El eje es una recta invariante de puntos invariantes. Rectas invariantes son también las
perpendiculares al eje de ordenadas, en este caso, las rectas horizontales.
c) La simetria central deja invariante al centro de simetria, en este caso, al origen de coordenadas.
Deja invariantes a las rectas que pasan por el centro, en este caso a las rectas que pasan por el
origen de coordenadas.

55. En la figura adjunta el hexagono 1, denominado H1, ha cambiado de posicion mediante movi-
mientos.

A) Indica el tipo de movimiento: traslacidn, giro o simetria que trasforma H1 en cada uno de los otros
hexagonos.

B) Determina, en cada caso, los elementos basicos que definen cada transformacion indicando las
coordenadas de cada uno de los vértices de H1 qué coordenadas tiene en cada uno de los transfor-
mados, y si es posible, generaliza.

H1: (1,4),(1,6),(2,5),(3,6),(4 5 y(3,4);

H2:simetria;  Vértices: (4, 1), (6, 1), (5, 2), (6, 3), (5, 4) y (4, 3);

H3: simetria central de centro (9, 6);

l\_/"> @ Vértices (9, 4), (8, 5), (7, 4), (6, 6), (7, 6);

H4: traslacion de vector (7, 3);
Vértices (8, 7), (8, 9), (9, 8), (10, 9), (11, 8) (10, 7)

H5: giro de 90°.  Vértices (4, 9), (6, 9), (5, 8), (6, 7), (4, 7) y (4, 9);

2 =N U s BB Ne W

0 1 2 @ 4 8 & T 8 » 10

56. Sabemos que las traslaciones no dejan ningln punto invariante, pero,
a) édeja alguna recta invariante?
b) La simetria central deja un punto invariante, el centro, pero équé rectas deja invariantes una sime-
tria central en el plano? ¢Y una simetria central en el espacio?
c¢) Una simetria axial deja invariantes todos los puntos de su eje, que es una recta invariante de pun-
tos invariantes, pero équé otras rectas invariantes deja una simetria axial? ¢Y qué otros puntos?
d) Una simetria especular, en el espacio, deja un plano invariante de puntos invariantes, el plano de
simetria, équé otros planos deja invariantes? ¢ Qué otras rectas? ¢ Qué otros puntos?
a) Las traslaciones dejan invariante a las rectas paralelas al vector de traslacion.
b) La simetria central, tanto en el plano como en el espacio, deja invariante a las rectas que pasan
por el centro.
c) La simetria axial deja invariante a las rectas perpendiculares al eje de simetria. Los Unicos pun-
tos invariantes son los del eje.
d) La simetria especular deja invariantes a las rectas y a los planos ortogonales al plano de sime-
tria. Solo deja invariantes a los puntos del plano de simetria.
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57. Copia en tu cuaderpo y Fompletg las siguientes tablas:

Tabla I: En el plano

Puntos invariantes

Rectas invariantes

Rectas invariantes de puntos invariantes

Traslacion

Simetria central

Giro

Simetria axial

Simetria con deslizamiento

Tabla ll: En el espacio

Puntos invariantes

Rectas invariantes

Planos invariantes

Traslacion

Simetria central

Giro

Simetria especular

Simetria con deslizamiento

Tabla I: En el plano Puntos invariantes Rectas invariantes Rectas invariantes de puntos
invariantes
Traslacion Ninguno Paralelas al vector de traslacion Ninguna
Simetria central El centro Rectas que pasan por el centro Ninguna
Giro El centro de giro Rectas que pasan por el centro Ninguna
Simetria axial El eje de simetria El eje y las perpendiculares al eje El eje de simetria
Simetria con deslizamiento | Ninguna Ninguna Ninguna

Tabla lI: En el espacio

Puntos invariantes

Rectas invariantes

Planos invariantes

Traslacion Ninguno Paralelas al vector de | Ninguno
traslacion
Simetria central El centro Rectas que pasan por el | Los planos que pasan por el
centro centro
Giro Los puntos del eje de | Rectas ortogonales al eje | Los planos que contienen al eje
giro de giro

Simetria especular El plano de simetria Las del plano de simetria y
las ortogonales

al plano

El plano sjde simetria y los
planos ortogonales al
plano de simetria

Simetria con deslizamiento | Ninguna Ninguna Ninguno

58. Dibuja el triangulo T de vértices A (2, 1), B (4, 2) yC(1, 3)

a) Aplica a T una traslacion segtn el vector u = (-3, 2), llama T' a su transformado e indica las coorde-
nadas de sus vértices.

b) Dibuja el triangulo T" que resulta de aplicar a T un giro de 270° respecto al origen de coordenadas
e indica las coordenadas de sus vértices.

A’ (-1,3), B'(1,4), C (-2,5)
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A’ (1,-2), B’ (-2, -4), C (-3,-1)

59. Dibuja el cuadrado K de vértices A (2,1),B (4, 2),C(1,3)y D (3, 4).

a) Aplica a K una traslacion segun el vector u = (-3, -1), llama K' a su transformado e indica las coorde-
nadas de sus vértices.

b) Dibuja el cuadrado C" que resulta de aplicar a C una simetria central respecto al punto (3, 0) e indi-
ca las coordenadas de sus vértices.

A’ (-1,0), B’ (1, 1), C (-2,2), D’ (0, 3)

A’ (4,-1), B’ (2,-2), C (5,-3), D’ (3, -4)

PROBLEMAS DE AMPLIACION

60. Transforma la letra L mediante dos isometrias consecutivas. ¢{Puedes obtener el resultado final
mediante una Unica isometria? Analiza posibles situaciones.

Si. La composicidn de dos isometrias es otra isometria. La composicién de dos traslaciones es otra
traslacion. La de dos giros, es en general, otro giro. La de dos simetrias es o bien una traslacion o
bien un giro. La composicion de traslacion y giro es, en general, un giro. La composicién de una
traslacion y una simetria es una simetria con deslizamiento.
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61. Pliega una tira de papel como un acordedn. Haz algunos cortes y despliégala. Habras confecciona-
do un friso. Seiala en él todas las isometrias. Ensaya otros disefios de frisos.
Solucion abierta, manipulativa y grafica:

62. La composicion de isometrias no es conmutativa. Observa la figura adjunta:

a) Determina la isometria que transforma el triangulo ABC en A;B1C; y la que transforma éste en
A2B2C2

b) Indica la isometria que transforma el tridngulo ABC en A’B’C’ y la que transforma éste en A”’B”’C".
c) éQué conclusién obtienes?

a) Simetria de eje r y giro de 180° de centro D;
b) Giro de centro D y 180°, y simetria de eje larectar;
c) La composicion de isometrias no es conmutativa, pues A”’B”’C” es distinto de A,B,C,.

63. Indica las isometrias que hay que aplicar a la figura coloreada en azul para obtener la figura com-
pleta. Determina los elementos que definen cada isometria. Colorea de distinto color cada uno de los
cuatro poligonos y construye un friso.

Giros de 90°, 180° y 270°.

64. 1) La letra A tiene un eje de simetria vertical.
2) La letra H tiene dos ejes de simetria, uno vertical y el otro horizontal, ademas de un centro de si-
metria.
3) La letra Z tiene centro de simetria, pero ningun eje de simetria.
4) La letra E tiene un eje de simetria horizontal.
5) La letra F no tiene centro de simetria ni ninguin eje de simetria.
Clasifica las letras del abecedario en estos grupos, en el primer grupo estardn las que tienen un eje de
simetria vertical, como la letra A, en el segundo las que tiene dos ejes de simetria, uno vertical y el
otro horizontal, como la letra H, en el tercero las que sélo tienen centro de simetria como laletraz,y
en el cuarto las que como la letra E tienen un eje de simetria horizontal. Por tltimo, en un quinto
grupo las que no tienen ningun tipo de simetria como la letra F.

Eje vertical: A, M, T, U, V, W;

Dos ejes de simetria: H, I, O, X;

Centro de simetria: N, S, Z;

Eje de simetria horizontal: B, C, D, E;

Ninguln tipo de simetria: F, G, J, K, L, P, Q, R, Y.
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65. Andlisis de un mosaico: Dibuja en tu cuaderno una trama de triangulos, en ella un esquema del
mosaico del margen y senala en tu dibujo todos los ejes de simetria, los centros de giro y los vectores
de traslaciones por los cuales el transformado de un punto del mosaico (supuesto que se prolonga
hasta el infinito) es también un punto del mosaico.

a) é¢Hay giros de 60°? Si los hay marca los centros de estos giros con un asterisco *.

b) ¢Hay giros de 180°? Si los hay marca los centros de estos giros con un circulo o.

c) Seiiala los ejes de simetria que encuentres con una linea de puntos.

d) Dibuja al margen los vectores de traslacion, horizontales y verticales, que haya.

e) Disefa tu propio mosaico que mantenga los mismos movimientos haciendo algo sencillo (un arco,
una poligonal) que se vaya moviendo.

Los ejes de simetria estan sefialados en rojo.

a) Hay giros de 60° en los centros de los hexagonos.

b) Hay giros de 180° con centro en los vértices de los tridngulos.

c) Hay simetrias de ejes verticales, de ejes horizontales y de ejes oblicuos.

66. Analiza este otro mosaico. Indica las transformaciones que tenemos que aplicar al elemento mi-
nimo del mosaico adjunto para dejarlo invariante. Indica también los elementos que las caracterizan.

Hay ejes de simetria horizontales y verticales;
y centros de giro de 36° y de 45°.

67. Disefia un mosaico en una trama de cuadrados y analizalo. Indica que simetrias has utilizado, que
giros y que traslaciones.
Solucién abierta, manipulativa y grafica.

68. Determina los ejes y centros de simetria de las siguientes graficas de funciones. Sefiala cuales son
pares y cuales impares. (Dibuja previamente su grafica). a)y=x> b)y=x} c)y=x* d)y=x

FUNCION EJE DE SIMETRIA CENTRO DE SIMETRIA | PARIDAD
y = x2 x = 0 (vertical) Ninguno Par
y = X Ninguno Origen (0,0) Impar
y = x* x = 0 (vertical) Ninguno Par
Yy = x Ninguno Origen (0,0) Impar
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e

69. Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetria, dibujalos en tu cuaderno e indica la forma de de-
terminarlos.

Un tetraedro regular tiene 6 planos de simetria:

Cada plano de simetria contiene a una arista y corta
dos caras por la mitad.
4 Cada plano divide el tetraedro en dos mitades

simétricas.

70. Un octaedro tiene 9 planos de simetria, dibujalos, 6 pasan por los puntos medios de aristas

opuestas, ¢sabes caracterizar los otros 3? Intenta encontrar planos de simetria en un dodecaedro, y
en un icosaedro.

& trisngulos 12 pentégonos | 20 trifngules
squiliteros regulares squilitercs
Iguales Iguales Iguales

Solucién abierta, manipulativa y grafica.

71. Un ser humano es mds o menos simétrico. Los mamiferos, pdjaros y peces también lo son. Tienen
un plano de simetria.
A)Y las estrellas de mar como la de la figura, étienen un plano de simetria?
B) éTienen mas? ¢ Cudntos?
C) éTiene un eje de giro? ¢De qué angulos?
D) éTiene simetria central?
E) Dibuja en tu cuaderno una estrella de cinco puntas e indica sus ejes de simetria y su centro de giro.
(Es un grupo de Leonardo D5)
Si, las estrellas de mar generalmente tienen varios planos de simetria.
En una estrella de mar tipica con 5 puntas, tiene 5 planos de simetria, cada uno pasando a través
de una de las puntas de la estrella y dividiendo la figura en dos mitades simétricas.
Una estrella de mar tiene ejes de giro.
La estrella de mar tiene un eje de giro central alrededor de su centro.

El dngulo de giro es 72° (es decir, una rotacién de 72° alrededor del centro de la estrella de mar
deja la figura invariante).
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

Se puede girar en angulos multiplos de 72° (como 144°, 216°, 288°, etc.).

Las estrellas de mar tienen simetria central.

Este centro de simetria es el punto medio de la estrella, y cualquier punto tiene un punto
simétrico en el lado opuesto de este centro.

72. Un prisma recto de base un rectangulo, étiene simetria central? ¢ Tiene planos de simetria?
éCuantos? Describelos. ¢Tiene ejes de giro? Describelos. ¢De qué dangulos?
Si, el prisma recto de base rectangular tiene simetria central. Tiene un centro de simetria en el
punto medio del prisma, donde todas las diagonales de las caras se intersectan. Cualquier punto
de la figura tiene un simétrico opuesto respecto a este centro.
Si, el prisma tiene 3 planos de simetria. Estos son:
2 planos verticales que pasan por el centro de las bases rectangulares, dividiendo cada base en
dos mitades simétricas. Estos planos son perpendiculares entre si.
1 plano horizontal que pasa por el centro de la altura del prisma y divide al prisma en dos mitades
simétricas, cortando a través de las dos bases rectangulares.
Si, el prisma tiene 2 ejes de giro. Estos son:
Ejes que pasan por el centro de las bases: Son dos ejes de giro perpendiculares a las bases
rectangulares. El prisma puede girar 180° alrededor de cada uno de estos ejes sin que se altere su
forma, ya que las bases rectangulares son simétricas.
Eje vertical: El prisma puede girar alrededor del eje vertical que pasa por el centro de las bases,
pero este eje no genera mas simetrias en angulos menores a 180°.

73. Una piramide regular de base un triangulo equilatero, ¢ tiene simetria central? ¢ Tiene planos de
simetria? ¢{Cuantos? Describelos. ¢ Tiene ejes de giro? Describelos. ¢De qué angulos?
Si, tiene simetria central. Existe un centro de simetria en el punto medio de la altura de la
pirdmide, y cualquier punto tiene su simétrico en el lado opuesto de este centro.
Si, tiene 3 planos de simetria. Son planos verticales que pasan por el vértice superior de la
pirdmide y dividen la base triangular en dos mitades simétricas. Cada plano corta la pirdmide a lo
largo de una arista de la base y pasa por el vértice superior.
Si, tiene 1 eje de giro. Este eje es vertical, pasa por el vértice superior de la pirdamide y el centro de
la base triangular. La piramide puede girar 120° y 240° alrededor de este eje sin que se altere su
forma, debido a la simetria de la base triangular regular.

74. Describe las isometrias que dejan invariantes a los siguientes cuerpos geométricos, analizando sus
elementos: a) Esfera b) Cilindro recto d) Cono e) Cilindro oblicuo c) Prisma regular de base cua-
drada f) Piramide recta de base un triangulo equilatero

a) Esfera

Isometrias: Rotaciones y reflexiones alrededor del centro. Elementos invariantes: Centro, radio,

cualquier plano que pase por el centro.

b) Cilindro recto

sometrias: Rotaciones alrededor del eje, reflexiones en planos verticales y horizontales.

Elementos invariantes: Eje, bases circulares, altura.

c) Prisma regular de base cuadrada

Isometrias: Rotaciones de 90°/180°/270°, reflexiones en planos verticales y horizontales.

Elementos invariantes: Eje central, base cuadrada, altura.

d) Cono
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

Isometrias: Rotaciones alrededor del eje, reflexiones en planos que pasen por el eje. Elementos
invariantes: Eje, base circular.

e) Cilindro oblicuo

Isometrias: Algunas rotaciones y reflexiones especificas. Elementos invariantes: Eje, base eliptica.
f) Piramide recta de base triangular

Isometrias: Rotaciones de 120°/240°, reflexiones en planos verticales. Elementos invariantes: Eje
vertical, base triangular, altura.

Cada figura tiene rotaciones y reflexiones que mantienen inalterados sus elementos principales,
como el centro, el eje, las bases y la altura.

75. Recorta un triangulo isésceles obtusangulo. Colécalo en el libro de espejos de forma que dos la-

dos queden apoyados en la superficie de los espejos, y el otro sobre la mesa. Mueve las paginas del

libro de forma que veas distintas piramides, en las que su base son poligonos regulares. Esto nos

permite estudiar el giro de las piramides, de qué angulo es. (Puedes construirte un libro de espejos

con dos espejos pequenos o dos hojas de metacrilato, pegados con cinta de embalar adhesiva).
Solucidn abierta, manipulativa y grafica:

76. Piensa en los poliedros regulares. Copia la siguiente tabla en tu cuaderno y complétala:

POLIEDRO éTiene centro | éTiene ejes de | éCuantos ejes de | éTiene planos | éCuantos planos
de simetria? giro? SI/NO giro tiene? {De de simetria? | de simetria tiene?
SI/NO qué angulos? SI/NO
Tetraedro
Cubo
Octaedro
Dodecaedro
Icosaedro
POLIEDRO I i Tiene oen;ro de @,.Tiene ej;s de ¢Cuantos ejes de giro E,Tiene planosde | ¢Cuantos planos de
simetria? SI/INO giro? SIINO tiene? ;De qué simetria? SI/NO simetria tiene?
angulos?
Tetraedro No Si 4, 120° Si
Cubo Si Si 3, 90% 4, 120° 6, 180° Si
Octaedro Si Si 3, 90% 4, 120° 6, 180° Si
Dodecaedro Si Si Si
Icosaedro Si Si Si

77. Contesta a las siguientes preguntas justificando las respuestas.
a) ¢Es posible que una figura tenga dos ejes de simetria paralelos?
b) La interseccion de dos ejes de simetria, ées siempre un centro de simetria?
c) éPor qué un espejo cambia la derecha por la izquierda y no cambia lo de arriba por lo de abajo?
d) éEs cierto que dos circulos simétricos respecto a un plano son siempre cortes de una esfera?
a) Si, es posible, como en el caso de un rectangulo o un cuadrado.
b) No siempre. Depende de la figura, como en el caso de un tridngulo donde no siempre es un
centro de simetria.
c) Porque un espejo refleja horizontalmente, invirtiendo las posiciones de derecha e izquierda,
pero no cambia la orientacién vertical.
d) Si, es cierto. Los circulos simétricos son cortes de una esfera que pasa por el plano de simetria.
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“I\/Iovimientos en el plano y en el espacio

78. A partir de un tridngulo cualquiera ABC construimos el tridngulo A’B’C’, en el que A' es el simétri-
co de A con respecto al centro C, B' es el simétrico de B con respecto al centro Ay C' es el simétrico de
C con respecto al centro B. Utiliza la trama de tridngulos para calcular el area del triangulo A’B’C’ sa-
biendo que el valor del area del tridngulo ABC es 1 u?.

El rea del tridngulo A’B’C’ es 1/4 u?

79. Caleidoscopios diédricos: ¢ Has mirado alguna vez por un caleidoscopio? Estan formados por un
tubo de cartén, dos espejos formando angulo y trocitos de plastico o cristalitos que combinan sus
imagenes dando lugar a preciosas composiciones llenas de simetrias. Fabrica uno, y estudia los giros y
simetrias que observes.

Solucion abierta, manipulativa y grafica:

80. Simetrias plegando papel: a) Dobla una hoja de papel y recorta una figura. Al desdoblar habras
obtenido la figura simétrica.
b) Dobla una hoja de papel mediante dos dobleces perpendiculares. (Tendras que hacer coincidir el
doblez consigo mismo). Manteniendo el papel doblado recorta una figura. Al desdoblar, la figura ob-
tenida tendra una doble simetria.
c) Con otra hoja de papel, vuelve a doblar mediante dos dobleces perpendiculares. Dobla de nuevo
por la mitad el angulo recto obtenido. Recorta los disefios que mds te gusten. Estds construyendo
modelos de copo de nieve. ¢{Cudntos ejes de simetria has obtenido?
d) Intenta ahora doblar la hoja de papel para obtener ejes de simetria que formen angulos de 60° y
de 30°. Utiliza tu imaginacidn para obtener nuevos diseiios de copos de nieve.

Solucidén abierta, manipulativa y gréfica:

81. La simetria en la escritura de Leonardo Da Vinci: ¢Sabias que, si miras lo escrito por Leonardo en
un espejo puedes leerlo con facilidad? Es un buen ejemplo de simetria especular. Lee el siguiente tex-
to de Leonardo.

‘ ll - .\
Lk 3 M L i B
." L -
i oY
\ &
» Y & w 5 Dty \
% .
AT - |
. e \ -, x L ) IL‘

Solucion manipulativa y grafica:

82. Utiliza la propiedad de la composicidon de dos simetrias de ejes secantes para demostrar que un
angulo inscrito en una circunferencia es la mitad del central que abarca el mismo arco. Ayuda: Traza
la circunferencia, un dngulo inscrito y su central. Traza dos rectas perpendiculares por el centro de la
circunferencia a los lados del angulo inscrito.
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\/

Solucidn abierta, manipulativa y grafica.

83. Estudia las isometrias que dejan invariante a un triangulo equilatero. Nombra sus vértices y sus
ejes de simetria. a) Aplica al triangulo un giro de 120° y luego una simetria. {Puedes obtener el mismo
resultado con una unica transformacion? b) Repite lo mismo con un giro de 240° y otra simetria. c)
Comprueba que siempre la composicion de un giro por una simetria es otra simetria. d) Haz ahora un
giro de 120° y otro de 240°, i{qué obtienes? e) ¢éY con dos giros de 240°? f) Comprueba que la
composicion de dos giros del mismo centro es siempre un giro (o la identidad).

a) Cada una de las isometrias del tridngulo equilatero podemos representarla por (g g Z)
que indica que transforma el vértice A en B, el Ben Cy el C en A. En este caso es el giro de

120°
A B C
A C B

) que es la simetria de vértice B. La composicién de un giro con una simetria es

Aplicamos ahora la simetria de vértice A: ( ) La composicidn transforma al tridangulo

en (A B C

C B A
una simetria.
A B C)

b) Hacemos ahora el giro de 240° : (C A B

c) Comprobar
A B C
A B C

) y obtenemos el giro de 120°.

d) Componemos el giro de 120° con el de 240° : ( ) y obtenemos la identidad.

A B C

B C A
f) La composicién de dos giros del mismo centro es otro giro (o la identidad).

e) Componemos dos giros de 240° : (

84. Al pasear por la ciudad, mirar el aula, en todo lo que nos rodea podemos ver como la Geometria
permite explicarlo. Mira este mosaico. Busca un motivo minimo, es decir, un trozo de mosaico que te
permite, mediante movimientos, recomponerlo. En el disefio de este mosaico, ése han utilizado sime-
trias?

e ¢Hay simetrias de eje vertical?

e ¢Hay simetrias de eje horizontal?

e ¢Hay otros ejes de simetria? ¢{Cudles?

e ¢Hay giros de 902?

e ¢Hay giros de 452?

e ¢Hay traslaciones?

Baeeves
seseee
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Hay simetrias tanto verticales, como horizontales como oblicuas. También podemos considerar
giros de 90°, porque al ser figuras simétricas, se replicarian exactamente iguales, pero en otro
lugar. Los giros de 45° nos daria el mismo resultado que aplicar una simetria oblicua

85. Disefia en tu cuaderno un motivo minimo (si no se te ocurre ninguno, usa la letra L), y utiliza las
mismas simetrias, giros y traslaciones que se usan en este mosaico para hacer tu propio disefio de
mosaico. Observa tu disefio, y responde a las siguientes preguntas:

e ¢Si compones dos simetrias de ejes paralelos, qué movimiento obtienes? ¢Es otra simetria?
¢Es un giro? ¢Es una traslacion? Indica en tu disefio de mosaico en qué ocasion has compuesto
dos simetrias de ejes paralelos y describe completamente el movimiento que has obtenido.

e ¢Sicompones dos simetrias de ejes secantes, qué movimiento obtienes? ¢Es otra simetria? ¢éEs
un giro? ¢Es una traslacion? Indica en tu diseiio en qué ocasidon has compuesto dos simetrias
de ejes secantes y describe completamente el movimiento que has obtenido.

Cuando compones dos simetrias de ejes paralelos, lo que obtienes es una traslacién. Esto sucede
porque al aplicar una simetria respecto a un eje, la figura se refleja de forma simétrica a ambos
lados de ese eje. Al hacer otra simetria respecto a un eje paralelo al primero, la figura también se
reflejara sobre ese segundo eje, pero como ambos ejes son paralelos, la figura no cambia de
orientacidn, sino que se desplaza de forma lineal, produciendo una traslacion.

Cuando compones dos simetrias de ejes secantes, el movimiento resultante es un giro. Esto
sucede porque, al reflejar una figura sobre el primer eje y luego reflejarla sobre un segundo eje
que se cruza (o es secante) con el primero, la figura rota alrededor del punto de interseccion de
esos dos ejes.

86. Mira este otro mosaico. Es el famoso mosaico Nazari de los huesos. No vamos a tener en cuenta
el color. Para diseiiar el hueso, dibuja en tu cuaderno un cuadrado. Mira la figura. Corta en los lados
verticales un trapecio y coldcalo sobre los lados horizontales. Ya tienes el hueso. ¢Es simétrico? Tiene
un eje de simetria vertical y otro horizontal, por lo que podriamos tomar como motivo minimo la
cuarta parte del hueso.

e Para pasar de un hueso de color a un hueso blanco, é¢qué trasformacion se ha usado?

e Dibuja en tu cuaderno, en color rojo, ejes de simetria verticales y en color azul, ejes de sime-

tria horizontales.
e Seiiala, con un asterisco, (*), centros de giro de 90°, y con un circulo, (0), centros de simetria.
e Utilizando el hueso dibuja en tu cuaderno el mosaico completo.

*1°1°1;
1‘:‘ %
lgigigiy!
[ 3

El hueso es simétrico con dos ejes de simetria ortogonales. Se pasa de un hueso blanco a uno de
color adyacente con un giro de 90° y centro el vértice del cuadrado inicial.

87. Dibuja en tu cuaderno una letra F mayuscula, y traza también dos rectas m y n que formen un
angulo de 30° y se corten en un punto O. Dibuja su transformado por:
a) Un giro de centro el punto O y angulo 60°.
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b) La simetria de eje n

c) La simetria de eje m

d) La composicion de la simetria de eje n con la de eje m

e) Compara el resultado obtenido en el apartado a) con el del apartado d). ¢Qué observas?

8 L

La composicion de la simetria de eje n con la de eje m es un giro de centro el punto de intersec-
cion y de 60°.
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AUTOEVALUACION

1. Con la traslacion de vector u = (-3, 8) trasladamos el punto P (5, -4) hasta el punto P’ y las
coordenadas de P’ son:

a) (8,4)

b) (2, 4)

c) (2,12)

d) (e, 3).

Para trasladar el punto P(5,-4) por el vector u=(-3,8), simplemente sumamos las coordenadas del
vector a las de P:

P’(X’,y’)= (x + ux, y + uy)

Si sustituimos los valores:

X'=5+(-3)=2

y' =(-4)+8=4

Por lo tanto, las coordenadas de P’ son (2,4). La respuesta correctaesla b).

2. Al trasladar A (-1, 8) hasta A’ (4, 6) se utiliza el vector u:

a) u=(3,2)
b) u=(3,-2)
c) u=(5,-2)
d) u=(5,14).

Para encontrar el vector de traslacién u=(uy, uy), restamos las coordenadas del punto inicial
A(-1, 8) a las del punto final A'(4, 6):

ux=x-x=4-(-1)=4+1=5

uy=y-y=6-8 =-2

Por lo tanto, la respuesta correctaesla c)(5,-2)

3. La transformacion que lleva el punto A (2, 0) en el punto A’ (0, 2) no puede ser:
a) Un giro de centro el origen y angulo 902.
b) Una traslacion de vector u = (2, 2).
c) Un giro de centro el origen y angulo 270¢.
d) Una simetria de eje y = x.

En una traslacion, sumamos el vector a las coordenadas, por lo tanto:

(X, ¥)=(x+u,y+uy)=(2+2,0+2)=(4,2).
La opcion correcta es la b)

4. La transformacion identidad también se llama:
a) Simetria central

b) Simetria axial

c) Giro de 180°

d) Traslacion de vector nulo (0, 0)

Una traslacién mueve todos los puntos en la direccién y magnitud de un vector. Si el vector es
(0, 0), los puntos no se mueven, por lo que es exactamente la transformacién identidad.
La respuesta correcta es la d)
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5. ¢éComo debe ser un tridngulo para tener mas de dos ejes de simetria?
a) rectangulo

b) isdsceles

c) equilatero

d) rectangulo isdsceles.

Un tridngulo equildtero tiene tres ejes de simetria, cada uno dividiendo el tridngulo en dos partes
iguales. La respuesta correcta es la c)

6. La simetria central en el plano es un giro de:
a) 360°

b) 180°

c) 90°

d)o°

Un giro de 180° alrededor de un punto O lleva cualquier punto P a un punto P’ en la direccién
opuesta, cumpliendo exactamente con la definicién de simetria central. Es decir, la simetria
central coloca cada punto en el lado opuesto de un punto O, a la misma distancia.

La respuesta correcta es la b)

7. En el plano, la composicion de dos simetrias de ejes secantes siempre es:
a) una traslacion

b) un giro

c) otra simetria

d) la simetria central.

Cuando hacemos dos simetrias respecto a ejes que se cortan, el resultado es siempre un giro
alrededor del punto donde se cruzan los ejes. La respuesta correcta es la b)

8. Las coordenadas del punto simétrico al punto A (3, 7) respecto del eje de ordenadas son:
a)A’ (-3,7)

b) A’ (3, -7)

c)A’ (-3,-7)

d) A’ (7, 3)

Para encontrar el punto simétrico respecto al eje de ordenadas, tenemos que cambiar el signo de
la coordenada x. Es decir, si el punto original es A(3, 7), su simétrico tendrd la misma coordenada
(y = 7), pero la coordenada x cambiara de signo, de 3 a -3. Por lo tanto, el punto simétrico sera
A'(-3, 7).

La respuesta correcta es la a) A’ (-3, 7).

9. Indica cudl de las siguientes letras no tiene simetria central:
a)o
b)H
c)S
d)D
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Para saber qué letra no tiene simetria central, hay que comprobar si al girar la letra 180 grados
sobre un punto central, se mantiene igual.

La O tiene simetria central, porque al girarla 180 grados, se ve igual.

La H también tiene simetria central, ya que al girarla se mantiene igual.

La S, si la giramos 180 grados, se mantiene igual.

La D no tiene simetria central, porque al girarla, no se ve igual.

Por lo tanto, la letra que no tiene simetria central es la d) D.

10. Siempre se obtiene un giro haciendo sucesivamente:
a) Dos giros de distinto centro.

b) Dos simetrias de ejes secantes.

c) Un giro y una simetria.

d) Dos simetrias de ejes paralelos.

Cuando realizamos dos simetrias respecto a ejes paralelos, el efecto resultante es un giro. La
direccion y el dngulo de giro dependen de la distancia entre los ejes.
La respuesta correcta es d) Dos simetrias de ejes paralelos
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