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Geometria métrica en el espacio

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Realiza en tu cuaderno los doce dibujos y comprueba las relaciones descritas en la tabla ante-
rior.

ry s coincidentes ry s paralelas rys secantes ryssecruzan
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r=s T L
S /
S ;
- 7 i s
rlls / /

ry it coincidentes ry i paralelos ry msecantes ry i perpendiculares
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1y 12 111 y Iz paralelos 171 y T2 secantes Ty 12
coincidentes perpendiculares
"27
: ﬁ!}
m=m > at 4 ' 7
A /
// //
ves /
LY
s x-3 y+2 z+1
2. Halla la proyeccidn ortogonal del punto P(0, 3,1) sobre la recta r: =5 =7 =
t = v1-(p1—a1)+v,-(p2—az) +v3-(p3—-as)
1712+v22+1732
X—a —-a Z—a
p=0 R B o =g vty =ay + Uyt s = ag 4 Ust
U1 U2 VU3
3-(0+3)+4-(3-2)+2-(1-1) 13
t = = —
32442422 29
13 126 13 -6 13 -3
=343 -—=—=— =-24+4-—=—=— =—142-==—
71 T3 T @ T T n B T2 5 %
0= (2 =63
29’29’ 29
3. Halla la proyeccidn ortogonal del punto P(4,0,3) sobre el planom:3x -2y +z—-2=0.
_ D+A(p1)+B(p2)+C(p3) . _ _ _
t= 21212 ; g1 =p1tAt q;=p,+Bt q3 =p;+(t
-2+3-(4)-2-(0)+1-(3) _ 13
t = = —
32422412 14
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— Geometria métrica en el espacio

13 95 13 -13 13 55
q1_4+3.ﬁ_ﬁ qz—O—Z'E—7 C[3—3+1'a—a

95 -13 55
Q(alTrﬁ)

4. Halla la proyeccion ortogonal de la recta 1 sobre el plano m, siendo:

2 _yvz_z 1l : —~ =
S E T TS y m2x+3y—-z+1=0

En primer lugar, obtenemos un vector director y un punto de la recta.

v(3,4,2) P(2,—2,11) vyunvector normalal plano 7 =(2,3,—1)

x—2 y+2 z-11
n'=| 3 4 2 =
2 3 -1

=[-4(x—-2)+9(z—-11)+4(y+2)]-[8(z—11)+6(x—2) -3y +2)] =
=—4x+8+92—-99+4y+8—-[82—88+6x—12—-3y—6] =
=—4x+4y+9z2—91—-6x+3y—8z+106=—-10x+7y+z+15=0

2x+3y—z+1=0

Proyeccion ortogonal = {—10x +7y+2z+15=0

5. Calcula la distancia del punto A (0, 3, —4) al punto B(—2,0,5).

AB = (B—A) = (-2,0,5) — (0,3,—4) = (=2,-3,9) = |AB| = /22 4+ 32492 =94 v,

6. Determina las coordenadas de los puntos que distan 4 del punto C(2,—-1,1).

d(P,C) = 4

J(x—z)2+(y+1)2+(z—1)2=4—>(J(x—2)2+(y+1)2+(z—1)2)2=42—>

x—-22+@+1D*+(E=Z-1*=16->
x2—4x+44+y*+2y+1+2z2-2z24+1=16 >

x2—4x+y?+2y+2z2—2z—10=0  Eslaecuacidon de una esfera

7. Determina las coordenadas de los puntos que distan R del punto €(0, 0, 0).
d(P,C) =R

2
Jx—02+(@y—-02+(z-02=R- (\/x2+y2+zz) =R%* -
x?+y?+2z2=R?->  Eslaecuacién de una esfera centrada en el origen de radio R
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Geometria métrica en el espacio

8. Determina las coordenadas de los puntos que equidistan de los puntos A(0,0,0) y B(0, 0, 2).

d(P,A)=d(P,B) /(x —0)2+ (y—0)2+ (z—0)2=,/(x—0)2+ (y — 0)2 + (z — 2)?
x2+y?+z2=x*+y*+(z—2)* z>=2>°—4z+4 —4z+4=0; z=1 setratadeunplano.

_ x-2 y+3 z—-1

9. Calcula la distancia del punto P (0, -1, 0) alarecta: r = =5 =5

A(2,-31) ©(4,23) AP = (=2,2,—1) »

_ ij k 5 .
sxAP =4 2 —| |i+| | +| |k—> 8142 + 4k
—2 -2 2
-2 2 —1
v X AP -8 2 4)| = —8)2 22 42 = /94
*ﬂPﬂ—L——J ¥( +2+ D =(-8)2+22 +42 =94 _
17l (5] = |(42,3)] = V& + 22 + 32 = V29
7 X AP| 94
d(P,r)=| APL_ V9t 80
ol V29

10. Calcula la distancia del punto P (0, —3,—2) al plano ®:3x—2y—-4z+1=0.

3:0+(—2)-(=3)+4:(-2)+1

_ |Axo+Byo+Czo+D _ |_47\/2_9 _47V29
dP.m) = | rmgme | 24P = T | T e 1T
11. Calcula la distancia entre los planos: =—x—-y—3z2=2 nmw=-x+2y—-z=1
en primer Iugar, estudiamos su posicién relativa:
-1, -1, -3 2 . .
—*5 75 3 7, SON secantes, por tanto, la distancia es 0.
12. Calcula la distancia entre los planos: nm=x-y—-32=2 mw=x-y—-3z=5

En primer Iugar estudiamos su posicién relativa:

1_-1_ -

i i , son paralelos, por tanto, vamos a calcular su distancia,

un punto den, paray=0, z=0es(2,0,0)

|Ax0+By0+Czo+D 1:2+(-1:0)+(-3-0)-5
D(P, M) = | = = |=| ===
VAZ¥BZ+(C? JO2Z+(-1)2+(-3)2 V11
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Geometria métrica en el espacio

13. Calcula la distancia entre los planos. m:x —y—3z=2 mw:2x—-2y—6z=4

Analizamos los dos vectores normales:

n =7 1 -1 -3 2 1 1 1 1
n=(1-1-3) n=(2-2-6) ===, ;;7;%;

Son proporcionales, por tanto, los planos son coincidentes y la distancia entre ellos es 0.

14. Calcula la distancia entre los planos. mw: —2x+4y—-2z=7 mw':—x+2y—-z=1

Analizamos los dos vectores normales:

fi=(-24-2) #'=(-12-1) :—=—=_—=§ 2=2=2%7

No son proporcionales, de modo que los planos son paralelos. Hallamos un punto de uno cualquiera de
los planos tomando valores:

Damos 1 a x

Damos2ay

ni—x+2y—2z=1 n:-14+2-2)—-z=1 n:-14+4-2z-1=0 2z=2

El punto es: P(1,2,2)

Y usamos la féormula de la distancia del punto P al plano «:

_ |Ax+Byo+Cz+D _ |r2W+e@)-2-2)-7| _ |-2+8-4-7| _ |-5| _ 5
d(P,m) = VAZ+BZ+(C? d(P,m) = J(=2)2+42+22 | Va+16+4 | B |m| T V24
. . 5
La distancia del punto P al plano T es de Ne7ha
15. Calcula la distancia entre la rectar: % = % = ? yelplanom:2x +y +5 = 0.
V.1 (1,-2,4) n=(2,1,5) n-v=(215)(1,—-2,4) = 20, la recta no es paralela al plano

Como se cortan la distancia es 0.

16 Halla Ia distancia entre las rectas | T 2Y 732= 1 107 12+ _ft
. Aalla la distancia e easecas.Zx_y +z4+4= 0 y si|y= .
z= -3 -2t
V.(—3,1,—2) ; para calcular el vector director de r: 71,=(1,2,-3) n,=(2,-1,1)
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- Geometria métrica en el espacio

i k B
nxn,=|1 2  —3|=-i-6j-4k V,=(—1,-6-4) P (2,1,-3)
2 -1 1
2y= 1 |¥=3
Y= 5 .p(_1s
B [Zx— —4 1’PT( 5’5’0)

X=—=
5

P =(21,-3) — (—i,g,o) =(2,—1,-3)~(11,-1,-15)

-1 -3 11 -1 -3 11 -1 -3 11
-6 1 -1 |4F, + F3;—6F; +F,={ 0 19 —65|14F,—19F;=| 0 19 -65

-4 -2 -15 0 14 =55 0 0 1045
El rango es 3, las rectas se cruzan.
N I _
VxVo=|-1 -6 —4|=16i+10j—-17k V,.xV; = (16,10,—17)
-3 1 =2
Aplicamos la férmula: d(r,s)=|[(11'_1'_15))'(_1'_6'_4)‘(_3’1‘_2)]|
[(16,10,—17)]
11 -1 -=15
-1 -6 —4|=451 |(16,10,—17)| = V162 + 102 + 172 = 25.4
-3 1 =2
d(r,s)=>x = 17,75
-1 +3 _ Z-2 Xx=2-3t
17. Halla la distancia entre las rectas: r = xT = yT =— S=] y=1+t
z=-3-2t
|[PrPs. V2 Vs]|
d(r,s) = T

P.=(1,-32) .A=(21,-3);V=(21-1) ;V;=(-31,-2) ;
PP=(2-11-(-3),-3-2)=(14,-5)

1 4 -5
[BPRVV] =2 1 -1f=(2+(-10)+12) = (15+ (-1 + (=16)) = 0 — (=2) = 2

-3 1 -2
|t Tk _ _ _ _
TxV=|2 1 —|1 1 —|2 1 +| 1|k=—1i+7j+5k
V. X V| =/(=1)2+ 72 + 52 =1 + 49 + 25 =75 = 53

[[PrPs Vi V]| 2

d(r,s) = VrxVel ~ 5V3 u
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“ Geometria métrica en el espacio

. . -1
18. Halla la distancia entre las rectas: r = x_—l == =— y=1+1

+3  Z-2 x=2-t
Y s =
z=-3-t

P.=(1,-32) .P,=(21,-3) ;7 = (-1,1,-1) ;7 = (-1,1,-1)
PP =(2-11-(-3),-3-2) =(1,4,-5)

L 1 4 -5
I[FR V. Ve]|[=[-1 1 -1
-1 1 -1

Por las propiedades de los determinantes, al ser las dos ultimas filas iguales,

el resultado es cero.

d(r,s) = M = 0 u. Las rectas se cortan.
[V xVs|
x=1-4t
19. Halla la distancia entre las rectas: r = %1 = &13 = % s = {y =-3-2t
z=2+2t
_ PPV ]|
A s) =T

P.=(1,-3,2) P = (1,-3,2) ;I7r =(2,1,-1) ;175 =(—4,-2,2)
P.P,=(1-1,-3+3,2—2)=(0,0,0) Esel mismo punto, luego la distancia es 0.
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Geometria métrica en el espacio

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Estudia la posicion relativa de las rectas 7 g =y+2= ? ysix=-y+1=-2z yucalcula:

a) El punto de interseccion.
b) La ecuacion del plano que las contiene.
c) El angulo que forman las rectas.

a) Primero: Para estudiar la posicion relativa de las rectas, sacamos un punto y un vector de cada
una:

Rectar: P(0,—-2,-2); v (2,1,1) Recta s: Q(0,1,0); w(1,—1, —%)
Segundo: Se calcula el rango de la matriz M y M*:

(v v v ) U1 VU, U3

1 2 3

M = yM* = ( wq w; w3 )
w; W, W

1 2 3 P1—q1 P2—q2 P3—(qs

Tercero: Calculamos el determinante M*:

2 1 -1
1
1 -1 =5 = 0 = R(M)=2=R(M*)— Las rectas son secantes.
0 -3 =2
Cuarto: Para calcular el punto de interseccidn escribimos las rectas en paramétricas:
x =2t f? S
rijy=-2+t s:{y=+175
N
z=-2+t Z=—3

2

Quinto: Igualamos las coordenadas y resolvemos el sistema de ecuaciones:

2t =5
—2+t=1—SS >t=1;2t=5s->2(3—-s)=s->s=2
—2+t=—5

Sexto: Sustituimos en cualquiera de las rectas en paramétricas para sacar las coordenadas del punto de
interseccion:

El punto de interseccion es (2, -1, -1)

b) Primero: Para calcular la ecuacion del plano que contiene a dichas rectas necesitamos un punto
de una de las rectas y dos vectores, uno de cada recta:

P(0,-2,-2); v(2,1,1); w (1, —-1,— %)

Segundo: Calculamos la ecuacion general del plano para este caso de la siguiente manera:
X=Xy Y—Yo Z—2
U1 U2 U3
141 W W3
Tercero: Sustituimos los valores dados:

=0
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Geometria métrica en el espacio

x y+2 z+2

2 1 L :0—>—%—2(z+2)+(y+2)—[(Z+2)—x_(Y+2)]:0_’

1 -1 -z
2

X
S+t2y—32-2=0

c) Primero: El angulo que forman las rectas es el angulo que forman sus vectores directores:
- — 1
5(21,1; w(1,-1,-3)

|-V

Segundo: Se calcula con el producto escalar: cosa = B
Tercero: Se calculan los mdédulos y se sustituyen los valores:

-3l = |2 11 (1 1 1)|_2 " 1 1
u-vl=((2,11)-11,-1, >)| = o1 =3
2
il = V22 F T2+ 17 = V6 Bl= J1 e (-2) =2
i 9l 12 6
cosa = — — > a=82,18°

[l - 19~ v6-3/2 18

2. Dadoslosplanosm{:3x+2y—z=6ym,:—2x+y+ 32— 6 =0, se pide:
a) Estudiar su posicion relativa.
b) Hallar el dngulo que forman esos dos planos.
c) Hallar la ecuacién de una recta s que pasando por el punto N (-2,1,3) es perpendicular a 1t,

a) Primero: Se considera el sistema formado por las ecuaciones de los planos:
{3x+2y—z—6=0
—2x+y+3z—-6=0

Segundo: se calcula el rango de la matriz de los coeficientes, M y el rango de la matriz ampliada
con los términos independientes, M*:

(3 2 -1 «+_(3 2 -1 -6
M_(—z 1 3)VM _(—2 1 3 —6)
Se observa que R(M)=2=R(M*), ya que las dos filas no son proporcionales, por tanto, los planos
se cortan definiendo una recta.

b) Primero: El angulo formado por dos planos es el angulo agudo determinado por los vectores
normales de dichos planos, 7 = (3,2,—1) y n'(—2,1,3)

i 77
oS = 5>——=;+
|7i] - 17|
Segundo: Se calculan los médulos y se sustituye:
-7l =13,2-1)-(-2,13)[=]|-6+2-3| =7
7] = /32 +22 + (-1)2 = V14 = (=22 +12+ 32 =14
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Geometria métrica en el espacio

cosa= 7 __1 ,,_60
T AR - Viavia | 2 -

c) Primero: Para hallar la ecuacion de la recta s necesitamos un punto y un vector directory la

ecuacion sera:
X—Xo — Y—Yo — Z7%
U1 vy V3
Segundo: La recta debe pasar por el punto N (-2,1,3) y el vector director serd el vector normal al
plano 1, para que la recta sea perpendicular: ¥ = (—2,1,3)
Tercero: Se sustituye en la ecuacion:
x+2 1 z—3
2 YT T3

3. Halla la proyeccion vertical del punto A (5, -2, -3) sobre el plano T: 2x + y — 2z + 4 = 0.

e Hallamos la recta perpendicular al plano que contiene el punto A:
El vector normal del plano 71 = (2,1, —2) es igual al vector director de larecta ¥ = (2,1, —2)

x=5+2A
Ecuaciéndelarecta: y = -2+ 1
z=-3-21

e Sustituimos x, y, z en la ecuacion del plano y resolvemos para obtener A
26+24)—24+21-2(-3-21)+4=0
104+41—2+2+64+41+4=0 9A=-18 A=="=-2

e Sustituimos A para obtener la proyeccion
x=5+4+2(-2)=1
y=—-2—-2=-4
z=-3-2(-2)=1

La proyeccién del punto A sobre el plano mes el punto Q (1, -4, 1)

4. Halla la proyeccion delarecta r=—x+ 2 = 312;3 =3z + 1 sobre el plano

m=x+Yy+2z—2 = 0 asi como el dngulo que forman la recta y el plano.

3 2 3 z+ :
y— X = Y- 3
x+ > z+1- 1 > T
3
e Obtenemos el vector normal del plano, el vector director y un punto de la recta.
- 1 1 = _
b= (—1,2,§) P(2,3,— E) = (1,1,2)

1 . .
Hallamos el plano ' que pasa por el punto P(Z, 3,— 5) y tiene como vectores directores

v=(-1,2%)yn= (1,12
( 3)y ( )
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“ Geometria métrica en el espacio

1
-2 —3 —
X y Z+3

-1
1 1

N W[ -

(x—Z)‘

-- 3)‘

1\ |[—1 2| _
+(z+3)] 1 1|‘0
(r=2)- 24 (=y+3) ( 7)+( +1) (-3)=0
* 3 TV 3) "\ 73 -
53X + 3V~ 3z — 4—36 = (0 contiene la recta r y es perpendicular a t

La proyeccion de larectares 11 il y 32———0 1x+7y—92—46=0

x+3’+22—2=0 } X+y+2z2-2=0 }
Angulo que forman la recta y el plano:

|7 - 7

19] - 7]

L 1 2 5
|v.n|=( 1,2, ) (L1 =-1+2+5=7

a(r,m) = arc sen

2
I17I=\/(—1)2+22+l = Yie 7l =vIZ+ 12+ 22 = V6

3

5
a(r,m) = arc sen \/_3\/_ =17,51°
6

5. Obtener las coordenadas del punto simétrico de A(0, —2, 2) respecto de la recta

r1i-x=y+1=z

x=1-21
rdy=—-1+21 V. (-1,1,1) 7l = Vector normal del plano = 1/,
z=2
Ecuacion del plano—> m:Ax + By+Cz+D =0 —-x+y+z+D=0

-1(0)+1(-2)+1(2)+D=0 D=0 m—x+y+z=0
Interseccion entre la recta y el plano (Sustituir por los valores de x, v, z)
—-1-D+(-14+1)+21=0-1=0
x=1-0-x=1,; y=-140->y=-1; z=0  Puntocorte (1,—1,0)
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Geometria métrica en el espacio

Con el punto de corte, que es el punto medio, se halla el punto simétrico a A(0,—2,2)

0+x
Parax—>1=7—>x=2

Paray - —1=—""->y=0 A'(2,0,-2)
Paraz—>0=22i—>z=—2

6. Obtén las coordenadas del punto simétrico de 4 (3,1, 2) respecto del plano

mx+y—z+4=0.

mx+y—z+4=0- V} =n(1,1,—1) — Vector director de la recta y vector normal del plano son
el mismo.

x=3+1
Recta en paramétricajy =1+ 1
z=2-1
r
Pu (1,-1,4) A1312)

mx+y+z+4=0
3414+14+2-2-A1)4+4=0
3+A+14+1A-24+1+4=0
31+6=0

Punto de corte y medio

Parax=3+(-2)=1 Paray=1+(-2)=-1 Paraz=2—-(-2)=4

Punto simétrico

1=3-2F—x—>x=—1 ; —1=1+—y—>_’y=—3 ; 4-=22£—>Z=6 A’(—l,—3,6)

7. Obtén las coordenadas del punto simétrico de A (0,2,-1) respecto de:

a) ml+x=y+2=1-z
b) m:x—y+z+1=0
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Geometria métrica en el espacio

z—1

a) ml+x=y+2=1-z ; rnx+l=y-2=—

1
P.(-1,2,1) V.(1,1,-1)
A partir de la ecuacién continua de la recta obtenemos:

z—1 { y=4
ﬁ

rx+1l=y—-2= z=-1-21
x=1+4
De esta forma obtenemos un punto genéricode larecta(1+ A1, 4, -1—21)
Para hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta sustituimos en:
mx+y—z+D=0
Como sabemos que pasa por el punto A (0,2,-1):
2+1+D=0;D=-3 > mx+2y+z—-3=0

Sustituimos el punto genérico de la recta en el plano para hallar A y luego sustituyendo A en la

féormula del punto genérico se obtiene la interseccién (M). Al obtener M ya se puede hallar A’

A+Ar
rM = ——
po >

A+D+2MD+(-1-2)—-3=0 20-3=0 ; 1=13
M=(1+3)+2 () +(-1-3 -m=2Ep=2m-2

-5
7) - (02,-1) = (51,-4)

o _2<5 3
- 212;

b) mx—y+z+1=0
n, =(,-11)

P(02,-1) Vr=1,=(1,-11)

Punto genéricode larecta(—4, 2—4,1+ 1)
Sustituimos el punto genérico de la recta en el plano para hallar A y luego sustituyendo A en la

formula del punto genérico se obtiene la interseccién (M). Al obtener M ya se puede hallar A’

A+Ar
orM = —
P 2

(—) —(2=D+A+D)+1=0 ; 1=0 -M=(021)

A+ A
M = 5 A =2M—-A

A =2(0,2,1) — (0,2,—1) = (0,2,2)

8. a)Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A (1,-3,3) vy es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos B (3,0,-1) y C(1,-1,0).

b) Obtén las coordenadas del punto simétrico de C respecto del plano.

a)
nlr -n,=Vr
—
BC = (-2,-2,1)
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" Geometria métrica en el espacio

Ecuacidn del plano; sustituir el punto Ay el vector BC de la recta:
—2x—-1)—-2(y+3)+(z—-3)=0
m—2x—-2y+z—-7=0

b)
m—2x—2y+z—-7=0

—

Ng =

~!

- V.= (-2,-21)

P.(1,-1,0)

Recta cC'{o
Ve(=2,-2,1)

x=1-21 y=-1-24 2z=121

A partir de la recta obtenemos el punto genérico de la recta= (1 — 24, —1 — 24, 1)

Sustituimos el punto genérico de la recta en el plano para hallar A y luego sustituyendo A en la

formula del punto genérico se obtiene la interseccion (M). Al obtener M ya se puede hallar C’

C+Cr
M=
por >

x=1-21 y=-1-21 2z=141

—2(1-21)—2(-1-2)+A-7=0 9A-7=0 Ai=1

7 7 7 5 23 7
M=(1-2-7,-1-2-3, )= (-5-3.D

__Cc+Cr

M

>C'=2M-C C'=2(—E,—§,Z)—(1,—1,0)=(—E,_37 %)

9’9 9’ 9’9

: : -2 -1
9. Calcula la distancia del punto P (0,-1,0) alarectar = xT y+3 ZT

A(2,-31), v(423), AP =(-22,-1)

7 x AP = —;2 é —1361 =5 2 2|l o ko sz

dP,r) = |TxAP| _ {l(—8 +2+4+4)| = \/(—8)2 + 22 + 42 =+/94
9] = 1(42,3)| = VP T3 =25
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Geometria métrica en el espacio

10. Calcula la distancia del punto P (0, — 3, —2) al plano ®w:3x—-2y—4z+1=0.

3:0+(-2)-(—3)+4-(-2)+1

__ |Axo+Byo+Czo+D _ _47\/5 _47V29
d(P,m) = VA2+B2+(2 | - d(P,m) = V32+(=2)2+(—4)2 - | 29 | 29
x=2—-21+4+3u
11. Dados los planos t1:3x — 2y +zZ =4y, : { y = —1 + 4u estudia su posicién relativa y halla
z=-1+A—-pnu

la distancia entre ellos.

Para calcular la posicidn relativa de ambos planos hay que conocer los vectores normales 1 y ni’. De la
ecuacion del plano Tt; podemos obtener el vector n(3, —2,1)

Para sacar el vector i’ transformamos la ecuacién paramétrica del plano en implicita:

x=2—-A1+3u
T[Z{ y = -1+ 4/”' - P(ZFOF_1)117(_1)_1F1)F17(3’4’_1)

z=—=14+1—-u
x—2 'y z+1 B _ . 0 1
_31 _41 _11 :0_>|41 _11|X_|31 _11|y+|31 41|Z_ 1 _41 _11 -

1-4)x-0-3)y+@+3)z—-[2+4)—-3+8)]=0-
—3x+2y+72—[6—11]=0— —3x+2y +7z=—5 m,: —3x+2+7z=—5
El vector i’ es (—3,2,7)

3 -2 1 4 . . .
Puesto que == * > * = sabemos que los planos se cortan. Para determinar si son perpendiculares
o no hacemos el producto escalarn - ni’:

n-n=@3,-21)-(-327)=3(-3)+(-2)2+1:-7=-9—-4+7=-6%0
Dado que el producto escalar no es 0, son secantes, pero no perpendiculares.

Como se cortan, la distancia entre los dos planos es cero.

r—2x=y—-3=2z+2
2x—y+4z=0 vy calcular la distancia entre

12. Hallar la posicién relativa de las rectas { {
s:
—-Xx+y—3z=4

ellas.

ri—2x=y—-3=2z+2
Para calcular la posicidn relativa entre las rectas { (2x—y+4z=0 obtenemos un punto y un
' {—x +y—3z=4
vector de cada una.

22 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 6: Geometria métrica en el espacio. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

EE
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

“ Geometria métrica en el espacio

z+1

Rectar: —2x =y —3=2z+2->x=y—3 ———>A(03 -1),1(1,1,2)
2x—y+4z=0
Recta s: {—x ty-3z=4
Para obtener un punto y un vector calculamos su ecuacién paramétrica:
2 -1 4 10 -1 2 4 10 -1 2 4 |0y, _
(5 7 5 d-aca~-(G 5 5 )-AR-( 11 14)R8O=

Rg (A) = 2; N2inc.= 3 : Sistema Comp. Indet.

{—y+2x+4z=0

Xtz=4 >x=4—-2zy=2(4—-2)+4z=22z+8

z=1 x=4-)1 y=2A+8

y =8+ 21 - B(4,8,0),v(-1,2,1)
z=2A

—
Ahora, calculamos el vector AB y con los otros dos vectores hacemos una matriz para estudiar la
posicidn relativa de las rectas:

AB = (4,8,0) — (0,3,—1) = (4,5,1);1(1,1,2); v(—1,-2,1)

4 5 1 4 5 1 4 3 1
1 1 2|-FK+FK->(1 1 2|-oF—-4F->(0 1 7]-
-1 -2 1 0 -1 3 0 -1 3

4 3 1
Fy + F; - <O 1 7 ) ; Rg M = 3. Luego las rectas se cruzan sin cortarse.

{x=4—l

0 0 10

Ahora calculamos la distancia entre ambas. Para ello utilizaremos los vectores ﬁ,ﬁ y U:

(ABa7)| . 4 5 1
d(r, s)— T [ABUu,7]=]|1 1 2[=4

-1 -2 1
rog E 12 |1 1
—_ X el — —
Uxv=i1oo 1 21= L, 4P T 1 Jt | -2| k=
-1 -
=A+4Di-A+2)j+ (=24 Dk =(5-3,-1)
d(r, s) |4 4
r,s) = =
V52 +32+12 /35
{Zx—ZZ—: rx=2y=z+1
13. Dados los pares de rectas, a) ytaz= b){ x-3
f_ +1= -z+1 S!T=y+1=—
37 2

1. Estudia la posicion relativa.
2. Calcula la distancia entre ellas.
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Geometria métrica en el espacio

1.a)

S_{ x=3y+@B-(-1)-1-00=0,x-3y—-3=0
1-2x—32+(3-1-(=2)-0)=0; —2x —3z+3=0

L, 0 -1
{2x+22_3 21 2 | o <1
TR V E I o 1 2 |13 %0; r(M)=3
(r=3y=5=0 1 2 %) 3o
—2x—3z+3=0 ) 0 -3
2 0 -1 —4
, | O 1 2 0 T . "=
M’= 1 -3 0 -3 IM’| =-21#£0; r(M’)=4  Las rectasry s se cruzan.
-2 0 -3 3
1. b)
rx=2y=z+1
e yt+1=12
ST TYTETS
Hallamos vector y médulo de ambas rectas:
_ (1,2,1)
"7 4(0,0,-1)
_ u(2,1,2)
5= B(3,-1,0)
Hallamos las ecuaciones implicitas:
{ 2x—y+(1-0-2:-0)=0;2x—y =0
r
x—z+1(-1)—-1-0)=0x—2z—-1=0
{x—2y+(2(—1)—1-3)=0;x—2y—5=0
2x—2z+(2-0-2-3)=0;2x—2z—-5=0
-1 0
2 0 -1 2 -1 0
M=| 1 2 o |’ 1 0 —-1[=-3#0r=3
1 0 -2 1 -2 0
2
2 -1 0 0 2 -1 0 0
,(1 0 -1 -1}\_|11 0 -1 -1|_ .
M1 2 0 —5|/T|1 —2 0 -—s|=?F0r=
2 0 -2 -5 2 0 -2 -5
r=3, r'=4; Las rectas r y s se cruzan.
2.3)
-fx_zz&Hll t tor:
T y4+22=0 allar punto y vector:
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=(1,0,-1) n'=(0,12) #=nxn

Ikl 0
0—1=|1
01 2

Damos un valor a una incognita

l+|0

z2=0; {yz-)IC- 200 xy_—zo A0, 2,0)
i(1,2,1)
= A(0,2,0)
_3(3,1,-2)
B(0,-1,1)
Hallamos el vector AB: AB = (0,-3,1)
Hallamos el producto vectorial U x v:
1]k .
uxv=1|1 2 1|=-5{-5/—5k=(-5-5-5)
3 1 =2
Hallamos [4B, i, |:
0 -3 1
[4B,@,9]=|1 2 1|=-20
3 1 -2

Hallamos el médulo del producto vectorial uxv:

[tixD| = /5% + 52 + 52 = 5V3
|-20] 20 4v3
5V3  5v3 3

d(r,s) =

2.b)
Hallamos vector y puntos de ambas rectas:
B 7(1,2,1)
A(0,0,—1)
B u(2,1,2)
B(3,—-1,0)
Hallamos el vector AB: AB = (3,—-1,1)
Hallamos el producto vectorial Uxv:

UxD = = —37+3k = (-3,0,3)

_ N~y
N R~y
_ N XY
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Geometria métrica en el espacio

Hallamos el médulo del producto vectorial @ix?:  |ux?| = V32 + 02 4+ 32 = 3v/2

- . 3 -1 1
Hallamos [4B, 4, 7]: [AB,u,7]=|11 2 1|=6
2 1 2

_ ol _ 6 _
d(r,s)—wf—wf—\/fu.

14. Halla la proyeccién delarectar = —x + 2 = % =3z+1ym:—x+3y+3z—3 =0, asi como
la distancia que hay entre la recta y el plano.

v=(1,21); P=(231); n, = (—1,3,3)

Proyec,m ={—x+3y+3z—3=0;3x—4y+5z+1 =0}

éSon r y m paralelos?
n-v=(-133)-(1,21)=-1+6+3=8+#0

Por lo que no son paralelos y por lo tanto d(r, ) = 0

15.Dadalarectar:{y =x+2; z =1 — 3x, se pide:

a) Halla la ecuacion de la recta s que pasando por el punto A(—1,0, 1) Es paralela alarectar.
b) Calcula la distancia entre ellas.
c) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto M(—2,0,1) y contiene larectar.

X — +2=0 T j) k - - 7
xteo1=0 I -1 0| = —I-j+3k

0 1
x+1 'y z-1

-1 -1 3

a) Obtenemos un vector director de r:

S

b) para P, hacemos x =0, obtenemos, y=2, z=1; P{0,2,1) AP.(-1,-2,0)
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“ Geometria métrica en el espacio

-

[ .
oxAPh =|_-1 1 3|=6i+3j+1k ; (63,1) |vxAR|=VEZ+37+12=146
-1 -2 0
_ |UxAPy| _ V46
7] = (-2 + (-1)2 + 32 = V11 d(4,1) = — Y46

|| V11

c) Calculamos MP.(—2,-2,0), v(—=1,—1, 3) , M(-2,0,1) vy laecuaciéon del plano es

x+2 y z-1
-2 =2 0 |=0; x—y+1=0
-1 -1 3

x—4y+z+3=0

2x—2y—z+9=0 Y dista?2

16. Halla la ecuacién de un plano ™ que contiene a la recta r:{

unidades del origen de coordenadas.

Escribimos el haz de planos que contienealarecta:x —4y+z+3+a(2x—2y—2z+9) =0

A+20)x+ (4 -2a)y+(1—-—a)z+ (3+9a)=0

d(0,7) = [0+00+(3+90)] =2; |3+ 9a| = 4[(1 + 22)% + (=4 — 2a)* + (1 — a)?]

J(@+2a)2+(-4-2a)2+(1-a)?

I3 + 9a| = 4(9a? + 18a + 18) Que no tiene soluciones reales.

x+1 -2 1
—-y+2=0
17. Dados el planoylarecta: m: [y—1 1 0|=0 r:{x2 y _
2 5 _o y+z=0

a) El punto de interseccion de la recta r con el plano .

12) Calculamos la ecuacion del plano.

x+1 y—-1 =z
m=| -2 1 0| > (—2x—2+4+2y—-2)—(z+4y—4) > m=-2x—2y—z+0=0
1 0 -2

- Obtendremos con 2 puntos con; Y cuando es 0y X es 0. Y calculamos la recta con su vector y uno de
ellos.

Y=0; X=-2,2=0 A(-2,0,0) X=0; Y=2, Z=-4 B(0,2,-4)
AB(2,2,-4) A(2,0,0)
x= —-2+2y
r=(xy,2)=(-200)+y(2,2,-4) »r g y =2y
z=-4y

- Sustituimos en la ecuacidn del plano y el resultado de y se sustituye en la recta para calcular el punto:
m=-2(—-2+2y)—-2Q2y)+4y+0=0->y=2
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x= 2
ryy=+4 _)Plnterseccién(2’4"_8)
z=-8

b) El angulo que forman larectary el plano .
12, Tomamos el vector de la recta y el vector normal del plano.
Vr=(22-4) Nm=(-2-2-1)

29, Aplicamos la férmula del producto escalar con el vector de la recta y el vector normal, la
modificamos obteniendo una férmula que obtendra el dngulo entre plano y recta y la aplicamos.

@ - |
@-b=ldl-|b| -sina » a= sin‘1<a—>

ldl - |p|
@ = SIn — |
|Vr| . |NTL’|
S g = sin-l (2-=2)+(2--2)+ (=4 --1)| N
V22 +27+ (=97 - [ (=22 + (=2)2 + (-1)2
a =sin™?! (?) - a=15,8°

c) La ecuacién de un plano 7’ perpendicular al plano 7 y que contenga a larectar.

19, Calculamos el productor vectorial entre el vector normal y el de la recta y con el punto de la recta
obtendremos la ecuacion.

Vr=(22-4) Nr=(-2-2-1) Py(—2,0,0)

-

T ]k R
—2 _—2 _1| » —-61+6]+ 0k
2 2 4

Ax —x)) + By —y9) +C(z—2y) =0-> m=—-6x+6y—12=0

18. Dados losplanos i x —y =2y m:x+y — 2z — 4 = 0, se pide:

a) Ecuacion de una recta que pase por el punto A (0,1,1) y sea paralela a los planos t; y 1,

(i _11 _02) = (2,—2,2) - perpendiculares a los vectores normales
r:(x,y,z) =1-(2,-2,2) + (0,1,1)
x =21
r=3 y=-—21 - Ecuacién paramétrica recta paralela a los dos planos
z=21+1

b) Valor de m y n sabiendo que el punto C(m,0,n) € m, y dista V2 unidades del plano de Ty
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Geometria métrica en el espacio

CeEm, . o .
d(n1,6)=\/§} d(Pm) = fms 2 V2 = mm 2 V2= -om=
m+0—-2n—-4=0 2—2n—4=0 o =—244 n= 1

19.- Halla el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A (-1, 0, 1), B (0, 1, 1) y el tercer vértice es

el punto de corte del plano OYZ con larectar: xZLZ =y—-2= %

ElplanoOYZ—-> m=x =0

LuegosirEx—”:y—Z =E,

2 -1

x==24+2A

y su ecuacién paramétricaes:r =4 y =2+ A ,al igualarla con el plano:
z=-2—A

—2422=0

2 7\2= 2 S=1
A===1
2

Si sustituimos A en la ecuacién paramétrica, obtenemos el punto C que es el tercer vértice del
triangulo, luego: €(0,3,-3)

El area del triangulo es: 4B x4C|

AB(1,1,0) — . |F ] kK

= § ; i; ABXAC=|1 1 0|=—4i+4j+2k
(1,3, ~4) 1 3 —4

area del triangulo ABC: —“(_4)2;42”2 = 3u?

. 2 2 . .
20.- Halla la proyeccidn de la recta 1: % =y—2= % sobre el plano determinado por el origen de

coordenadas y los puntos A(-1,0,1)y B(0,1,1)
Para hallar la ecuacion del plano determinado por los puntos: A (-1, 0, 1), B (0, 1, 1) y 0(0,0,0):

0A(-1,01) |-1 0 «x
0B(0,1,1) » [0 1 y/=0->(—2z+0+0)-(x—-y+0)=0->—-z—x+y=0
0(0,0,0) 1 1 z

m = x —y + z = 0 (ecuacién implicita del plano)

el vector normal de esta ecuacién es (1, —1,1)

. P(_zlzl_z) — sa
a partirde r: { 52,1, 1) y (1, —1,1) calculamos la proyeccién:
2 1 x+2
1 -1 y=-2[=0->(-2z+2)+x+2-1(y—2))— (x+2+2(y—2) +z+2)=0
-1 1 z+4+2
- —2z2—4+x+2-y+2—-x—-2-2y+4-z-2=0
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- —-3y—3z=0
L . ,(x—y+z=0
a proyeccion: r
proy —3y—32=0
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AUTOEVALUACION

, x=4-1 x—5 y—4 z+3
1. El &ngulo formado porlasrectasr:y = -3 +t; y s: S =3 T 1

z=2
Delarectar - A(4,-3,2) yv(—1,1,0) Delarectas - B(5,4,-3)yw(2,3—1)

es:

|V-W|> I(-1-2)+(1-3)+@©- -1 1

1
- = — arccos|—) = 79,1°
(Viz2+12+02)- (V22+32+12) +/28 ( )

V28

a = arccos < = —
V] - [w]

La respuesta correcta es la c)

2. El angulo formado por los planosm:3x —y+2x—1=0yn:x+2y—z—5=0es:
Del planom — 1n(3,—1,2) Delplanon’ - n'(1,2,—1)
75| ) 1B DHELDH @D -1
Inl- 71/ (V32+12+22) - (VI2+22+1%) +14-V6
|—1]

o = arccos| ————) = 83,73°
(m - \/€>

O = arccos <

La respuesta correcta es la a)

. 2 -2 1
3. La proyeccidn ortogonal del punto P (0, 0, -1) sobre la recta 7 % = y__l = %

vi(x —p1) + vo(y — p2) + v3(z — p3) = 0 Plano perpendicular a la recta:
3x—-0)+(-Dy—-0+2z+1)=0-3x—y+2z+2=0->1

x=-2+3t
Recta en paramétricasy y =2 —t  Hallamos el punto de corte de la recta y el plano:
z=-1+4+72t
s (_2 101
3(-2+3) - (2-t)+2(-1+20)+2=0 - t=> (=222

La respuesta correcta es la b)

4. La proyeccion ortogonal del punto P (0, 0, -1) sobre el plano: x — 2y +3z—1 =0 es:

v, =(1,-2,3); (x,y,2z) =(0,0,—1)+ A(1,—2,3) recta perpendicular al plano.

x=A1
Recta en paramétricasy y = —24 Hallamos el punto de corte de la recta y el plano:
z=-1+431
2 2 4 1
A=2(=2)+3(-1+3)—-1=0 > A== > (;,_;,_;)
La respuesta correcta es la b)
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Geometria métrica en el espacio

5. El Simétrico del punto P(1,-1,1) respecto del punto Q(0,-1,2) es:

P'(PL PP

)

1+P; —14P, 1+P3) =0
2 7 2 2 -

-

oz 1+P, =0 P, =-1

== {—1+P2 =2 {PZ =—1 P'(-1,-13)
]_+P3_2 1+P3:4' P3:3

La respuesta correcta es la b)

6. El simétrico del punto P(1, -1, 1) respecto a larectar: x;_z =—=

Expresamos la recta en forma paramétrica:

x =-—2+4 3t B
y=2-t V., =1(3,-1,2)
z=-1+4+72t

m3(x—1)—-1(y+1)+2(z—1)->3x—y+2z—6=0

La proyeccién ortogonal es el punto de interseccion de larectay el plano
3(—24+3t)—-2-t)+2(-1+4+2t) —6=0
—6+9t—-2+t—24+4t—-6=0

14t—14=0->t=1

Sustituimos en la ecuacidn de recta:

x=243t->x=5 ; y=-2—-t-y=-3 ; z=1+42t-2z=3

1+P; —-1+P, 1+P
Q(5,-3,3)); P(1,-11) (2,22 1R

4P _ ¢

2
_1;P2=—3 Pp=9; P,=-5; P3=5-P'(9,-5)5)
1Py _ o

2

La respuesta correcta es la d)

7. La distancia del punto A(0, 1, 0) al punto B(—1,0,2) es:
1. Se calcula el vector determinado por los dos puntos:
a. AB(-1,-1,2)
2. Se calcula el médulo de este vector, y esa sera la distancia
a. |AB|=J(-1)2+ (-1)2+22=+6
Por lo que la solucién es b)
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. . 2 -2 1
8. La distancia del punto A(0,1,0) alarectar: % = y_—l =2 es:

—

X'Ul

ERS

1. Sabemos que la formula de la distancia es: d(P,1) = E

2. Como nos han dado la ecuacion de la recta continua sabemos un punto y el vector director de la
recta

a. v(3,-1,2);P(-2,2,—-1)

b. AP(-2,1,—1)
3. Hallamos el determinante de ambos vectores y su médulo
i Ji k
-2 1 -1
3 -1 2
4. Hallamos el mddulo del vector director de la recta

a. |91=y/@B)2+(-1D2+22=+14

a. =1i+1j—1k—>1_1,)(1,1,—1)—>|ﬂ’|=\/12+12+(_1)2=\/§

_ |ﬁx1‘5| _ £
5. d(P’r)__lﬁl =75

La respuesta correcta es la d)

9. La distancia del punto A(0,1,0) alplanomr =x -2y +3z—1 = 0es:

Axg+Byg+Czo+D 1-04+(-2)-1+3-0—-1 3 3
d(A, ) = |—F/———| > d(P,n) = - |- ==
4 VAZ+B2+(? (P,m) J12+(=2)2+32 vial = via

La respuesta correcta es la c)

10. La distancia entre los planos: m=x—-2y+3z—1=0 wnw=5x-y+2z—-3=0
En primer lugar, estudiamos su posicidn relativa:

1, -2 3 -1 . .
S # = #3 7 —3 Secortan, por tanto, su distancia es 0,

La respuesta correcta es la a)
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