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— Limites

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1.- Haciendo uso de la definicion de derivada comprueba que la derivada de f(x) = seni en x =

a esiguala f'(a) = (— %) cosi si a es distinto de 0
x)— f(a
Definicion de derivada — f'(a) = lim M
xsa  X—a

1 1
sen——sen— ()

' = lim—%—a_"~
f'@@) oa xX—a 0
Aplicamos L’Hépital
1 ( 1
0S— " ——z)—O 1 1
I 1 X X - -
f(a)_;lcl—r% 1-0 22 %%

2.- Utilizando la definicion de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:
Definicion de derivada — f'(a) = lim M
xsa X —a
a) f(x)=x3enx=2- f'(2) =12
x3-8 0

f'(2) = lim

x-2 X — 2 0

Aplicamos L'Hopital
- 3x?
f'(2) =lim— =12
x-2 1
b) gx)=x+2enx=a-g'(a)=1
'@ = li x+2—a—2_0
g = x—a 0
Aplicamos L'Hopital

1
g'(a)=lim-=1
x-al
¢) h(x)=x%cosxenx=0- h'(0)=0

- x?cosx—0 0
h'(0) = lm(])— =_
x>

x—0 0
Aplicamos L’Hopital
2xcosx — x?senx
h'(0) = lim =0
x—0 1
d) r(x) =%en x=1-71r'(1) = —-11
3x+4 v 3x+4—14x+7 11x + 11 11( D
. 2x—1 . 2x — 1 - —1lx - —1ix =
‘(1) = lim&2—=—— =1 =1 =1 =-11
r'(D) = lim 27— = lim x—1 i (x—D)(2x—1) 1 (x - 1)2x—1)
3.- Estudia la derivabilidad en x=0 de f(x) = |x3|
1.3 = [—x?six <0
fe) =1l {x3 six=>0
fl(x_)=-3x%six<0
! — ! _ — ! — 0
f1) { f'(xy) =3x2%six <0 = f10e) = ()
Por tanto, f es derivable en x = 0.
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2
4. Dada la funcion f(x) = lnﬁ, donde In significa logaritmo neperiano, definida para x > 1 halla un
punto (a, f(a)) tal que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela al eje OX.
f’(x) = 0 paralela al eje 0X

x2 , . x=2 x-2 w _
f(x)—ln;, f(X)_x(x—1)’ X(X_l)—O:O—X 2=>x=2

2
y=In—=In4=138 Punto (2, 1,38)

5. Dada la funcién f(x) = 6x% — x3. Halla el valor a > 0 tal que la recta tangente a la gréfica f en el
punto (a,f (a)) sea paralela a la recta y = -15x

f(x) = 6x?—x3 f'(x) =12x —3x? y=-15x; y =-15 12x—3x?=—15;

x=5y x=-1 portanto,a=5

f(5) =6-5%2—53=25=En(5,25)lafuncién es paralela a la recta

6. Se considera la funcién f(x) = x? + m, donde m > 0 es una constante.
a) Para cada valor de m halla el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la grafica f en el punto
(a,f (a)) pase por el origen de coordenadas.
b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x)
a) f{(x)=x*+m;fl@)=0;a2+m=0; m=—a?

b) f(x) = x> + m; f(x)=2x ; 2x=1; x= %; cualquier valor de m.

7. Un coche recorre una distancia e, en kildémetros, a las t horas, siendo e = 22t + 0,4t>.
Determina su funcion velocidad y su funcidn aceleracion. ¢Es constante la aceleracidn? Si sigue a esa

velocidad, éen qué instante sobrepasa la velocidad maxima permitida de 120 km/h?
v = % =224+08t a= Z—: = 0,8 Es constante

=
120=22+08t >t =22

=1225h Supera la velocidad permitida a las 122,5 horas

8. Al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba la altura (en metros) y, que alcanza a los x segundos
es:y = 30x- 4x?. Calcula la velocidad a los x =0, x = 1, x = 3 y x = 4 segundos. Determina también
la altura de la piedra a esos segundos. ¢ Cual es la altura maxima alcanzada por el objeto?
v="=30-8x;

v(0)=30—8-0=30m/s e(0) =30-0—4-0=0m

v(1)=30—-8-1=22m/s e(1)=30-1—4-1=26m

v(3)=30 —8-3=6m/s e(3)=30-3—4-3°=54m

v(4) =30—8-4=-2m/s e(4d) =30-4—4-4°=56m

altura maxima cuandov=0;0=30—8x = x = % =3,75s

Sustituimos en la ecuacion de altura; e(3,75) =30-3,75—4 - 3,752

9. Un coche recorre una distancia y, en kilémetros, en un tiempo x dado en horas, dada por la

ecuacion:y = 0,1x% + 100x - 50. Determina la velocidad que lleva el coche para x = 1,5 horas.
d

v=""=02x+100; v(15)=02-15+ 100 = 100,3 km/h

10. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

f) = o = S

(x + a)r*?

x+a
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Hacemos la primera derivada:

) (x+a)-0—1-1 -1
fx)= 2 = 2
(x+a) (x+a)
Sustituimos n = 1 en la férmula:
-1 1! -1
fieg= S0

(x + a)*1 " (x + a)?
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
(x+a)?-0—-(-1)-Q2kx+a)-1) 2(x+a) 2
)= = =

((x + a)?)? x4+ a)t (x+a)3
Sustituimos n = 2 en la formula:

(—1)2 2! 2
f200) = 241 3
(x+a) (x+a)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:
(x+a)? 0-2-Bx+a)-1) —6(x+a)? —6
fr@) = = =

((x +a)?)? T (x+a)f¢  (x+a)*
Sustituimos n = 3 en la féormula:

£300) = (-1)3 3! _ -6
(x+a)3*t  (x+a)*
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

1+x 2-n!
f(x) = m—’f )(x) =m
Hacemos la primera derivada:
oy =) 1-(1+x0)(-1) (A-x)—-(-1-x) 2
fre)= 1= T a0 -
Sustituimos n =1 en la férmula:
2-1! 2
fiix) =

(1—x)1+1 - (1-x)2
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
1-x)2-0-2-(1—-x)-(-1)-2 41 -x) 4
f1G) = - -

((1—x)?)? T (1-x0* (1-x)?
Sustituimos n = 2 en la formula:
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.21
f20) = = 2.2+1= - 3
(1-x) (1-x)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la tercera derivada:

(1-23-0-2-(1-x)%(-1)-3 _6(1-x° 6

[ = GEESDE S U—0f - d-xn°

Sustituimos n = 3 en la formula:

.31
P ==
1-x) (1-x)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

(- (n—1)!

fx) =n1+x) - fP(x) =

1+ x)"
Hacemos la primera derivada:
1
F&O= a5
Sustituimos n =1 en la férmula:
(D11 - 1! 1-1 1
1+x) 1+x) (A+x)

Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:

y 1+x)-0—-1-1 -1
'O =—ar0r T a+ae
Sustituimos n = 2 en la formula:
) (-1 (2-1) -1-1 -1
= —dr0r  “Grnr - d+0

Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.

Finalmente, probamos con la tercera derivada:

_ 1+x)?-0—-(—-DR2A+x)1) _ 2(1+x)_ 2
[ = (1 +20)?7)? T d+0* (1+x)3
Sustituimos n = 3 en la férmula:
5 _ (—1)3+1(3—1)!_ 1-2 2
PO = —a5n  “G+xo ad+x°

Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.
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(x) = 3x+2 1 N
fx_x2—4_x+2 x—2
Hacemos la primera derivada:

1 1
- fn) (x) = (-D)"n! ((x + 2)n+1 + (x — 2)n+1)

i (x+2)0-11 -1
fG) = (x+2)2  (x+2)2
N (x=2)0-11 _ -1
frla)= (x-2)2  (x-2)?

1 1
, - _1 ( )
[ =0\ T e
Sustituimos n =1 en la férmula:

1 — (_1)111 1 1 ) _(_ ( 1 1 )
f () = (=D ((x+2)1+1 + (x—2)1+1 (=1 (x+2)2 + (x—2)2
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:

" _ (x42)%2:0-2-(x+2)1-(-1) _ 2(x+2) 2
f'00 = ((x+2)2)2 T (x+2)* (x+2)3
" _ (x=2)%20-2-(x-2)1-(-1) _2(x=2) 2
@) = (x-2)2)2 T2t (-2)?

2 2
144 — +
&) ((x i R e 2)3)
Sustituimos n = 2 en la férmula:

2 — (1291 1 1 _. 1 1 _ 2 2
f (x) ( 1) 2! ((x+2)2+1 + (x—2)2+1) 2 ((x+2)Z + (x—Z)Z) ((x+2)3 + (x—2)3)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:

' _ (x+2)2-0-3-(x+2)212 _ -6(x+2)2 -6
f0) = ((x+2)3)2 T o(x+2)8  (x+2)*
" _ (x=2)%-0-3-(x-2)%12 _ -6(x-2)2 _ -6
1) = (x-2)%)2 T T@-2s  x-2)f

" )_( —6 4 —6 )
PO =Gt e
Sustituimos n = 3 en la férmula:

3 — (—_1)321 1 1 ) . ( 1 1 ) _ ( -6 -6 )
f (x) ( 1) 3! ((x+2)3+1 + (x—2)3+1 6 (x+2)2 T (x—2)2 (x+2)3 + (x-2)3
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcion es la indicada.

f(x) = cosax > f(x) = a® cos (ax+ng)

Hacemos la primera derivada.
f'(x) =—sinax-a
Sustituimos n =1 en la féormula:
s
f1(x) = alcos (ax + 1—) =
2
s . . A
a- (cosax - cos> — sinax - 51n2—) =
a-(cosax-0 — sinax- —1)=
a - (—sinax)
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Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la segunda derivada.
f"(x) =(—a)-a-cosax = —a?- (cosax)
Sustituimos n = 2 en la féormula:
f?(x) = a®cos (ax + 2%) =
a? - (cosax - cosm — sinax - sinm) =
a-(cosax-(—1) — sinax- 0)=
—a? - (cos ax)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la tercera derivada.
f"(x) =(—a?) - (—a)-senax = a®- (sinax)
Sustituimos n = 3 en la formula:
f3(x) = a3cos (ax + 3%) =
a3 - (cosax - cos‘%ﬂ — sinax - sin 37”) =
a-(cosax-0 — sinax-(—1))=
a3 - (sin ax)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

f(x) = cos*x - fV(x) = 2" 1 cos (Zx + ng)
Hacemos la primera derivada:
f'(x) = 2(cos x)(—senx) = —sin(2x)
Sustituimos n =1 en la férmula:
f(x) =271 cos (Zx + g) = CcoSs2x - cosg — sin2x - sing= —sin 2x - sin§= —sin(2x)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
Hacemos la segunda derivada:

21
f"(x) = —cos(2x) - 2 = (—2) - cos(2x) = 2 - cos(2x + 7)
= 2-(cos2x - cosm — sin(2x) - sinm) = —2 - cos2x
Sustituimos n =2 en la férmula:
f2(x) =2%"tcos (Zx + 2%) =) =2-(cos2x - cosm — sin(2x) - sinm) = —2 - cos2x
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la tercera derivada:
f""(x) = (=2)(—sin2x) - 2= (=2) - (=2) - sin2x = 2% - sin2x

Sustituimos n = 3 en la férmula:
f3(x) =231 cos (Zx + 3%) = 22 cos (Zx + 3%) = 22.(cos(2x) - cos 3%— sin(2x) - sin 3%) =
22 . sin2x
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Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
La derivada n-ésima de la funcion es la indicada.

11.- Si fy g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f(1) =2, f(2) =5, 9(1) =1, g(2) =
6,f(1)=3,f(2)=6,f(6) =4, g’(1)=1, g’(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de:

a) (fog)@=f"(9(2)-g@)=f(6)-g'(2)=4-3=12

b) (gof)'(D=g'(fD) - f(D=g'@)-f(1)=3-3=9

o) (goNN@=g'(f() - f@)=g'G)-f'R)=1-6=6

d) FoW =7 (@) -fA)=f"(2)-f(1)=6-3=18

12.- Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es
derivable obteniendo la expresion de su derivada: D[u(x)-v(x)]=u’(x)-v(x)+u(x)-v’'(x)
Si u(x) es derivable y v(x) es derivable, entonces h(x)=u(x)-v(x) también es derivable:

Escribimos la definicion de derivada:

(109-g)= tim 1 9O 10909 _

Sumamos y restamos f(x)-g(b):
lim f(0)-g(b) - f(x)-g(b)+ f(x)-9(b)— F(x)-9(x) _
b—x b—x
Sacamos factor comun f(x) y g(b):
i (F©)=109)-9(0)+ (9 -(9(0) - g(x)
b—x b-x
Aplicamos propiedades de los limites, el limite de una suma y el limite de un producto:
|mgQLi@lmg®+mfmmmg@—%@
b—x b-x b—x b—x b—x b—x
Calculamos los limites:

f(x) - g(x) + fix) - g’(x), c.q.d.
13.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1
a) y = 5x11 = (5x1)s;
55x10 55x10 55x10 55x

5
r_ 1 5x11) 76 10
= - X 6 - 55x = 3 = = =
Y 6 ( ) 6(5x11)6 63/55x55  6x9%/55x  6%/55x

. 11 111 1
b) y= V3x2+/x _ (3x?)*x2 _ 3%x2.x2 _ 3%x
Y 3x3+7 3x3+47 3x3+7 3x3+7’
1 1 1
, _ 3%(3x347)-34x(9x%) _ 33(-6x3+7)
- (3x3+47)2 T (3x3+7)2
1 9 1
(3x*-4)vx _ (3x*-4)x2 _3x2-4xz2 3 25 4 15 3 17 4 7
) y=-"7 = = T =15 — 1 X23—71:X23=-7"X6——71'X 6
7x (7x5)3 73-x3 73 73 73 73
, 3 17 B 4 7\ B
y =—F+—X6 ——|—=)Xx +6
73 73 6
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z
x3

d) y = (x7)3

2x+5  2x45  2x+5’

4 7

7.5 = 7 4 7 7 4
, (5"3)'(2"*5)‘("3)'2 Yxse3sxi-2x3  Sx3+35x3

y = (2x+5)? T (2x+5)2 | (2x45)?

14) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1

a) y = \/2x3_7x9 (3x7 _ 5x5)3 Sy = (2x3_7x9 (3x7 _ 5x5)3 )E

4x5+6 4x5+6
1
1 (2x3-7x° ” 513\ 2 [ (6x2-63x8)(4x°+6)—(2x3-7x)(20x*) ” 5\3 , 2x3-7x°
y= E( e (3x7 — 5x°) ) < (@510 (3x7 — 5x%)” + == e 3(3x7 —
5x5)2 (21x% — 25x4))
1
| (x3+5x) (4x3- 6x) _ ((x3+5x)(4x3-6x)\2
b)y = 2x*-5x Y= ( 2x*-5x )
1
p_ 1 ((x3+5x)(4x3-6x)\ 2 (16x7-100x*+120x3-210x2+150
y = 2( 2x%—5x ) ( (2x2-5)2 )
3xt4+5x2\% 3xt45x2)2 . 3x*+5x2Y\ [18x*+90x2%+24x
)y = (4x2—6x5) Y= (4x2—6x5) Sy =2 (4x2—6x5)( (4—6x3)2 )
1
I\
5 5
5+ /5x—x—5—>y= <5+ (5x—;)2>
2
I\ 73 _1
1 _5Y2) (g _5)(5_2
- —3(s+<sx ) -2 (-2)
15) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
6e 3x
1+e3% 6e3% ((1 e3x) )
a)f(x) = tan —> f'(x) = (1 + tan? (1_e3x)) ((1—e3x)2) f'(x) = W
1-e3%
b) f(x)=(2 - 3x) sinh(2 — 3x) — f'(x) = 2sinh(2 — 3x) — (2 — 3x)3 cosh(2 — 3x)
V4-9sinx
C) f(X) = tan ( 3+2 cosx)

1 — 2
f (x) - (1 + tan (3+2 cos x (3+2 cos(x))?

m)) <%(4—9 sin x)_%(—9 cosx)(3+2 cos x)—(4—9 sin x)%(—z sin x))

d) f(X) _ sin(x)—x cos(x)

cos(x)+xsin(x)

(cos(x) -1 cos(x)+x(sm(x)))(cos(x)+x sin(x))—(sin(x)—x cos(x)) (- sin(x)+sin(x)+x cos(x))
(cos(x)+x sin(x))?2

f'x) =
f'x) =

(cos(x)+x sin(x))?2

16. Ya sabes que la funcion tangente se define como el cociente entre el seno y el coseno, las funciones hiperbdlicas se

definen utilizando la funcion exponencial. Comprueba las derivadas de la tabla siguiente de tg(x)—sen(x), shx ==

2 1
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_e¥f—e* __sh(»)
ch(x) = — th(x) = v

_ sen(x) . o __ cos(x)-cos(x)—sen(x)-(—senx) _ cos?®x+sen?x _ _ 2
f(x) " cos(x)’ fx)= cos2x - cos?x " cos?x secx
X_,x
f(x) = shx = % - f(x) = %(ex + e ™) = ch(x)
X_,—x
f@) = ch(x) === 2 (e* — e7) = sh(x)
X _p—X
th(x) = 22 = i =T
T ch(x) @ T eXtex
, (e*+e ) (e*—e ¥)—(e*—e ) (e¥—e™%)
f)= e =
N (ex)2+(e_x)2+2exe_x(—e(et‘(;z—%e_")2+2exe_x _ 4 _ 1 1 hz( )
(e*+e=%)2 T (eX+e~¥)2 (ex+e—x)2 T (chx)?z sechtx
2

17. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
y = (32)* %", In(f(x)) = In(3x**~%)) 5 In(f(x)) = (x5 — 9x%) - In (3x)=

L F(x) = (5x% — 2y. 5_0y3).3 —
o) f'(x) = (5x* —27x2) - In(3x) + (x> — 9x3) T

f(x) = (3x)*"~9%° [(53(4 — 27x2) - In(3x) 4 (x° — 9x3) %]

y = ((2x + 7)) 5 In(f(x)) = In(2x + 76¥°-62*)) - In(f (x)) =

— (5x3 — 6x2) - In(2x + 7) = % - f(x) = (15x% — 12x) - In(2x + 7) + (5x3 — 6x2) - 2x2+7 -
> f(x) = (3x)*°%° [(15x2 —12x) - In(2x + 7) + (5x% — 6x%) - 2x2+7]

5
y=(x+ e)(4x°-82%)" _, In(f(x)) = In(x + e)(4x5‘8x3)5 = (4x> — 8x3)5 -In (x + e)
& _ e, 5 _ Q4314 . 4 _ AN 5_9Q43)5._ 1
o = 5-(4x> —8x3)*- (20x* — 24x?) - In(x + e) + (4x> — 8x3) "

fx)=(x+ e)(4x5‘8x3)5 . [5 - (4x5 — 8x3)* - (20x* — 24x?) - In(x + e) + (4x> — 8x3)° L]

fOx) = (x)* = x** > In(f(x)) = Inx** = x% - Inx > T® _ 2x) - In(x) + (x)2 i

f(x)
’, 1
£ = @9* - [@0)  In@) + (2 -
18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
4+sen x
a)y = arcsen /—
4-senx
o 1 1 cosx-(4—senx)—(4+senx)-(—cosx)
- 2 4+senx (4—senx)?
\/1_< 4+senx> Z‘Jm
4—senx
' 1 1 8cosx
y = | _4tsenx ., [4+senx (4—senx)?
4—senx 4—senx

b)y = eArcosV6x+8

yr — p@rcosV6x+8 -1 . 1 .6 = earcosVex+8 . -1 3
Jl_(m)z 2v6x+8 V-6x-7 Jéx+8
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Limites

c)y = sen (arctg %)

7 1 7N1-2x2—7x—x \/—2

y' = cos (arctg ) . 5 ks
V1-2x2 1+( 7x ) (1-2x2)
V1-2x2

5x
d)y = arccos —=

16—x2

5V16—x2—5x ————=
yr — -1 2\/16 x2

16—x2

1_( 5x )2

V16-x2

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1

, +sh 5+shx)z
a) y = argsh 22X argsh(stzhz)z

1
1(5+shx)_§chx(5—shx)—(—chx)(5+shx)
2\5—shx (5—shx)?2 _ 10chx 10chx __ 5chx(5-shx)

) 2JS+thJ 5eshx J5+shx\/ ~ J10(5+shx)
5+shx\2 5—shx " 5—shx 5—shxy| 5—shx
S

!

2

1
N2
b) y = 1lzeargch\/7x+3 — (Zeargch(7x+3)2)
1 8 1
1\ 75 1 - =z
y' = 1(yeargch(7x+3)2 22(_3211‘g<:h(7x+3)E R7XH8) 27 7 e2rBehV7Xts 4 earBch V73
2 N 2\/peargchV7x+3,[7x137x+2  2V2V7x+3V7x+2
<(7x+3)5> -1

2x+6 2X+6
c) y=sh (argth m) = sh <argth m)
Zx/m—(2x+6)%(25—16x2)_%(—32x)
, 2x+6 (m)z
y' =ch (arg m)

1_( 2x+6 )2
V25—-16x2

2(25-16x2)-(2x+6)(-16x)

1 2(25—16x2)—(2x+6)(—16x)
(25—-16x2)2 ) %
2x+6 2 2x+6 25—-16x
=ch (argth ) R = ch (argth ) ( ) — =
V25—16x%2 1— (2x+6)2 V25—16x2 (25-16x2)—(2x+6)
25-16x BT
2X+6 2(25-16x%2 —(2x+6)(-16%) 2X+6 50+96x
= ch (argth \/—2) ( T ) = ch(argth N =) 7 = >
25-16x%/ (551 6x2)3[(25-16%2)— (2x+6)?] 25-16x2/ V25-16x2(—20x2 —24x—11)
senx
d) y=argch———— = argch—————
v/5-3sen2x? (5-3sen2x2)2
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Limites

1
1 1
cosxv5-3sen?x?—senx;(5-3sen?x?) 2 (-6senx?-2x-cosx?)

732)
y, _ (\/5—3sen X .
2
senx
(o)
5-3sen2x2
cosx(5—3sen?x?)-senx-(—3senx?-2x-cosx?) cosx(5-3sen?x?)-senx-(—3senx?-2x-cosx?)
_ (5—3sen?x2)y 5—3sen?x? _ (5—3sen?x2)v5—3sen?x? _
’ (senx)? 1 J(senx)z—(s—ssenzxz)
5—3sen2x2
V5—3sen?x?2

__ cosx(5-3sen?x?)-senx-(—3senx?-2x-cosx?)

- (5—3sen?x2),/(senx)2—(5—3sen2x2)

20. Se considera la funcién f(x) = ————. Se pide:

2+sin x—cosx

Comprueba la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—m, ] tal que f"'(c) = 0. (Sugerencia: utiliza el
teorema de Rolle). Demuestra que en c hay un punto de inflexion.

f(x) = _ _ cosxtsenx f'(—m) = f'(1)

(2+senx—cosx)?2
' es continua y derivable en el entorno cerrado [—m, 7] y toma el mismo valor en los extremos, luego,
por el teorema de Rolle, existe un punto ¢ € [—, ] en el que f''(c) = 0. Como el puntocanulalaf’y
en él la funcién es continua, entonces tiene que tratarse de un punto de inflexién

21. Sea:
| x|
a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f en x=0
b) Estudia cuando se verifica f'(x) = 0. Puesto que f(1) = f(—1), éexiste contradiccién con el
teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]?

Continuidad
X
f(.X') [x| _ _x2+1 x<0
2 - X
x“+1 e x 2 0
. 0 . X 0
xli%‘— T xZ41 0241 0 xll)r(r)l+ x2+1  02+1 0
Ya que xlirgl_f(x) =xlir51+f(x)= f(0) = 0, f es continua en x=0
Derivabilidad
x2-1 .
’ e six <0 o .
JHOER RN Fl0)=-1  fO)=1
m six>0

f'(07) # f'(0%) por lo tanto, la funcion no es derivable en x=0

22. Calcula lim senx (1-senx)

x> cos?x
2
- senx(1—senx) 0 _
lim 5 = — Indeterminado
x—% COS*x 0
Se hace un cambio usando cos?x = 1 — sen’x
Vs
. Ny . senx (1—senx) . senx senx- 1
Factorizamos la expresion = lim = lim = = =
x—T (1-senx)(1+senx) x o 1+senx 1+sens 2
2 2
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Limites

. e*—x—-1
23. Calcula lim —;
x—0 X
_ A . eX¥—x-1 . e¥-1 . eX
Resolvemos este limite por L’Hopital lim = lim = lim—= -
x—0 x?2 x>0 2Xx x—0 2 2

2(f®) —f(x+1)
e*—1

derivada continua en todos sus puntos y tal que:
fo)=1; f(1)=2; f'(0)=3; (1) =4.

2
lim 2(f(x))x—f(x+1) _0
x—0 et—1 0
Resolvemos este limite aplicando L’Hopital

2_ 4(f f(x))—f (x+1 13—
lim 2(f(0) ~f(x+1) _ lim (FC0)(F (0)-f (x ) _ 413-4 _

x—0 eX—1 x—0 eX 1

24. Calcula lin(} sabiendo que f(x) una funcién real de variable real, derivable y con
X

8

25. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x3 — 3x. éCémo es en
x=0? ¢Y en x=2? ¢Y en x=-2?

f(x)=x3-3x f'(x)=3x?-3;3x>-3=0;x=1,x=-1 f"(x)=6x;

f"(1) = —6 < 0 Méximo. f"(-1) = 6 > 0 Minimo.

Creciente en (—o0,—1) U (1,4o)  Decreciente en (—1,1)

En x=0 decreciente.  En x=2 creciente. En x=-2 creciente.

26. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)f(x)=x*—1

fl(x) =4x3;4x3=0; x=0 ;f"(x) =12x%; f"(0)=12-0=0 f""(x) =24x; f""(x) =24
; f""""(0) = 24 > 0 Minimo.

b) f(x) =3x3+9
f'(x) =9x%;9x2=0; x=0 ; f"(x) =18x; f"(0) =0; No tiene ni madximos ni minimos.

o)f (x) = 4x* —2x2+5
fl(x) =16x3—4x; 16x3—4x=0; x==, x=-> x=0 f"(x)=48x?—-4;
1

f" G) =8 > 0 Minimo.  f" (E) =8 > 0 Minimo. f"”(0) = —4 < 0 Méximo.

N |-

d) f(x) = 9x3 — 3x2
2
f'(x) =27x2—6x;x=5,x= 0
f'"(x) =54x —6;
2 , e
f" (5) = 6 > 0 Minimo.
f"(0) = —6 < 0 Maximo.
27. La velocidad de propagacion de una onda de longitud x en aguas profundas viene dadas por la
” X a . .
formula v = /; + ~ en la que a es una constante conocida. Comprueba que la longitud que
corresponde a un minimo de velocidad es x=a.
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Limites

x?%+a? . , .y ,

v = - Para calcular maximos y minimos podemos prescindir de la raiz.

’ _ (@xax)-(x2+a®)(a). . _ax?-a® _ x%-a®> , 2 . .
fe) = (ax)? P f10) = a’x? axz'x_a_o’x_a’x__a

' _ 2x-ax?-2ax-(x?-a?) _ 2a%x _ 2a
f (X) - (ax?)? T (ax?)2 T %3

2a 2 ;.

f"(a) = <=5 0, por tanto, es un minimo.

28. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima
cuando estos son iguales.

Suma:x+y ; x-y:k ;y:% ;f(X)=X+§,'

f'lx) = 1—%; 1—%= 0; x%2=k; x=+k ,pueshade ser positivo.
f'(x) = i—I; f"(\/l;) = (\;‘Tkp >0 luego es un minimo.

y = % =+k , Portanto, han de ser iguales.

29. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién
f(x) = 2x3 — 3x% + 72x, en el intervalo [-5,5] y en el intervalo [1,4].

f(x) es continua y derivable en todos los puntos por ser una funcién polindmica.

ff(x) =6x>—6x+72;f'(x) =0->x= 1ii2m, no real.

Luego f(x) no tiene ni maximos ni minimos relativos.
Sabiendo que f(x) es creciente en todo su dominio:
Cuando f(x) definida en el intervalo [-5,5]
Min. absoluto: f(—=5) = 2(-=5)3 — 3(=5)? + 72(-=5) = —685 — Punto (-5,-685)
Max. absoluto: f(5) = 2(5)3 — 3(5)? + 72(5) = 535 - Punto (5,535)
Cuando f(x) definida en el intervalo [1,4]
Min. absoluto: f(1) = 2(1)3 — 3(1)? + 72(1) = 71 - Punto (1,71)
Méx. absoluto: f(4) = 2(4)3 — 3(4)%? + 72(4) = 368 - Punto (4,368)

30. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=Ix—-9 b)y=[x+2[+|x-3|
a) y=Ix-9|
-x—9 si x<9
f(x) = { .
() x—9 si x>9
f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcién polinédmica, sin embargo, no es

derivable en x = 9, puesto que sus derivadas laterales son distintas f_ (9) # f{(9); -1 # 1
No obstante, en dicho punto tiene un minimo a la vez relativo y absoluto. Sus coordenadas son P
(9,0)
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Limites

b) y=|x+2|+|x—3|

—2x+1 Si x < —2
f(x) = 5 si —2<x<3
2x—1 Si x >3

f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcién polindmica. Al ser una suma de
funciones en valor absoluto, no es derivable ni en -2 ni en 3, no tiene maximos ni minimos.

31. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 2|, en el
intervalo [-4,4].
—x—2 sl x< -2

f(X)z{x+2 St x> =2
f(x) es continua en todos los puntos al ser una funcién polindmica, pero no es derivable en X =
—2, puesto que las derivadas laterales no son iguales f' (—2) # f;(=2); -1 # 1
En dicho punto, cuenta con un minimo que es a la vez relativo y absoluto cuyas coordenadas son P (-
2,0).
Teniendo en cuenta que f(x) es decreciente en (—oo0, —2) y creciente en (—2, o):
Para f(x) definida en el intervalo [—4,4]:

Max. Absoluto:
f(4)=14+2=6->B(4,6)

e*—1 si x<0 ..
2 X . Contesta razonadamente a las siguientes
x4+ x si x>0

32. Se considera la funcion: f(x) = {
preguntas:
a) éEs continua en el punto x=0? b) ¢Es derivable en el punto x=0? c) ¢ Alcanza algin extremo?
a) Continuidadenx =0
f0)=e"—1=0
lirgl_f(x) = lirgl_(e‘x —1)=e°-1=0

1. — X— X—

xl—%f(x) lim f(x) =lim(x?+x)=02+0=0
x-0% x-+

lim f(x) = lim f(x); luego 3 lim f(x). Como f(0) = lim, f(x) es continuaenx = 0
x—-0~ x-07t x—0 X—0

b) Derivabilidadenx =0
f(x) es continua en todo su dominio. Calculamos f'(x):

' _( —e™™ si x<0
f(X)_{Zx+1 si x>0
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Limites

Para que f(x) sea derivable enx = 0, f'(0) = £ (0)

{ f7(0) = —e’=-1
f(0)=2-0+1=1

Como —1 # 1; f.(0) # f{(0) vy, por lo tanto, f(x) no es derivable en x = 0
c) Extremos

Si, alcanza un minimoenx =0

X
x2+1°
f(x) es continua en todo su dominio por ser una funcién racional y no anularse su denominador.

)= px)=0; x,=-1, x,=1

33. Se considera la funcién f(x) = Determinar sus maximos y minimos relativos.

(x2+41)2

(_ _ -(=2)%+1 _ 3 ’ _ —02+1:; , _ —2241 _ -3
f'(=2) = ((-2)2+1)2 25 <0 f(0)= (02+1)2 1>0 f(2)= (22+1)2 25 <0
f(x) es creciente en (—1,1) y decreciente en (—o,—1) U (1, ©), entonces:

, s e _ -1 __1 1 1
Min. Relativo: f(—=1) = il Punto (-1, /2)
. . 1 1
Max. Relativo: f(1) = — =~ = Punto (1, 1/2)

34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = /In(arccos5x)

-5

y' = G (ln(arcosSx))_%) N1-G0? | _ 1( -5 ) -

arccos5x 2 \/In(arcos5x)/1—(5x)2(arcos5x)

5
ZJln (arccos5x)V1-25x2 (arccos5x)

a2
b)y = arcsen ——

2+7x2
—14x(2+7x%)—(2-7x?)14x -56x
y, _ (2+7x2)2 _ (2+7x2)2 _ —56x
2 2 2
2-7x2 2-7x2 2-7x2 N2
1_(2+7x2> \/1_<2+7x2) J1_<2+7x2) (2+7x%)
cy = 5arccos3senx+5
y 5-3senx
(3cos x)(5—3 sen x)+(3 sen x+5)(3 cos x) 15C0S X—9 COS X Sen x+9 sen x cos X+15 coS X
y, -5 (5—3 sen x)2 —_g (5—3senx)2 —
1_(35en x+5)2 1_(35enx+5)2
5—3sen x. 5—3senx.
30cosx
— _5 (5—3sen x)2 _ 5 30cos x _ —150cos x _
’1_(3 sen x+5)2 [1_(3 sen x+5)2(5_3 sen x)2 J/(5-3sen x)2—(3sen x+5)2(5—3 sen x)
(5—3sen x)2 (5—3sen x)2
_ —150cos x
- V—60senx(5-3 sen x)
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Limites

d) = arcsen ——==%
y= 3senx+2cosx ) 5

—5sen x(3 sen x+2 cos x)—(5cos x)(3 cosx—2sen x) —15senx“—10sen xcosx—15cos x“+10sen x cos x
’ (3 sen x+2 cos x)2 (3sen x+2 cos x)2

Y= \/1 ( 5cos x )2 \/1_ (5c0s x)2
“\3senx+2cosx (3senx+2cosx)2
_ -15(sen x%+ cos x?)

25c0s2x
Jl——2(3 sen x+2 cos x)?
(3senx+2cosx)

-15(sen x2+ cos x?)

—15(sen x%+ cos x2)

\[(3 sen x+2 cos x)2—25c0s2x(3 sen x+2 cos x)?2 J(3sen x+2 cos x)2—-25cos2x:(3sen x+2 cos x)

3sen x+2cosx

35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = arcsen(7e%**73)

;L 14e2%—3 _ 14e2%—3
y = \/1—(762"_3)2 - \/1—49(62’(_3)2

b)y =1In (\/Sarcsen(3x + 2)) = %ln[Sarcsen(Bx + 2)]

5-3

_’y'—l /1—(3x+2)2 _ 15

"~ 25arcsen(3x+2)  10arcsen(3x+2)y/1—(3x+2)2

Ay= arctg(lnf/ (4x — 5) = arctgéln(élx -5)
4

r_ 3(4x—5) 4

1+(ln 3 4x—5)2 B 3(4x—5)(1+(ln 3 4x—5)2)

y

d) y = arcsen(3 tan(5 sen(4x — 2)))
; __ 3sec?(5sen(4x—2))(5cos(4x—2))(4) _ 60(cos(4x—2))(sec?(5sen(4x—2))
- J1—(3tan(5 sen(4x—2)))>2 o J1-9(tan2(5sen (4x—2))

36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1

_ 7+2senx
a)y_arCtg 7—-2senx

1
(% (7+Zsenx)_E(ZCOSX)\/7—Zsenx>—\/7+25enx<% (7-2senx)” 2

2
7+2senx
1+< 7—2senx )

2COSX\/7—ZSeI‘lXLZCOSX\/7+ZSeI‘lX cosx\/7—25enxicosx\/7+zsenx

!

>(—2cosx)
y =

2(J7+2senx) = 2(J7—2senx) __ _ J7+2senx . vJ7—2senx
- 2 - 2
(1+7+ Senx)(7—Zsenx) (1+7+ SenX)(7—Zsenx)
7-2senx 7-2senx

b)y = earcsenv2x—5

1
%(Zx—S)_%(Z) (earcsenm)<%(2x_5)—§>(2) B

/1_( 7=5)? Vex—2

_ (earcsenvzx—s)z _ earcsen 2x-5

yl = parcsenv2x—5

2V2x—5V6x—-2  2x—5V6x-2
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c) y =cos (Barcsen

6v7-2x2—(6x— 1)( (7- 2x2) 2 ( 4x)

, 7— 2x2
y' = —sen 3arcsen (3)
1_( 6x—1 )2
\ V7-2x2 /
~3sen|(3 J(6v7-22+ ) ssen(s )(6v7-2x7+ 2D
sen( arcsenm N 2x2 _ sen arcsenm m

w2y |4 (6x—1)2 B o2y |4 (6x-1)?
(7-2x2) /1 ey (7-2x2) f1 vy

d)y = arcsen 7x
y \J9-2x2
7o—2x2~(7x)(5(9- 2x2)) ( 4%)
, (\/9—2x2)2

<h>

7V 9-2x2— (7x)( (9— 2x2)) ( 4%) s ooz, 2x°
— 9—2x2 ( o-2x* +2\/9 zxz) _ 7( om2x +\/9—2x2)

’ 49x2 , 49x2 2 B [ a0x2 2
1 o—oxZ 1 9—2x2(9 2x%) 1 9—2x2(9 2x%)

37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = log(x3—5x5)8
' = 8(x3—5x5)7 (3x2—25x4) _ 8(3x?-25x")

(x3-5x5)8 x3-5x5

b)y = log,(8x%—3x3)?
;o 2(8x2 )(16x —9x2 )1 0g,e _2 (16x—9x2)log; e
- 2

8x2—-3x3 8x2—3x3

_ quﬂf_l (3x6-7x2)* _ 1 6 uzy 1 B
c)y=In T —Zln—m —2(21n(3x 7x%) 2ln(2x 1))

;1 [( 18x5—14x) 1 2 ] _ 18x5-14x 1
y (3x6-7x2) 2 2x—-1 (3x6—7x2) 2x—1

2
d)y =In3/(3x3 + 5x9)7 = %ln(Sx3 + 5x?)

;7 (9x2+45x8) _ 7(9x%+45x8) _ 63+315x°
4 \ 3x3+5x° 4(3x3+45x9) 12x+20x7

1
2

38. Sea la funcién f(x) = 2x|4 — x| Estudia su continuidad y derivabilidad.
—2x(4 — x), x >4
2x|4 — x| = { ( )
2x(4 — x), x<4
2x? — 8x, x> 4
8x — 2x?, x<4
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Estudiar su continuidad en x =4
F(4)=8-4—2-42=0
lirll+(2x2—8x) =2-42-8-4=0
li ={*"
fim /() lim (8x - 2x%) =8-4-2-42 =0
X
Como f(4) = 1i111+ flx) = HT— f(x) entonces f(x)es continuaenx = 4
X— X—

Estudiar su derivabilidad en x = 4
liT+(4x—8) =4-4-8=8
. ’, _ x—
lim f(2) = lim (8 —4x) =8 —4-4 =8
X

Como lirgl+ f'(x) # liT_ f'(x) entonces f(x) no es derivable en x = 4
x— x— .

Dibuja su gréfica. 4+ C]

(2x-1)2
4x2+1

39. Se considera la funcién f(x) = . Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de

la funcion f(x).
Asintotas:
_ C 4x?—4x+1
lim fO) = lim — T =
Por tanto, tiene asintota horizontal en y=1. No tiene asintotas verticales ni oblicuas.
Maximos y minimos:
(8x—4)-(4x2+1)—(8x)-(4x2—4x+1) _ 32x3+8x—16x2—-4—(32x3-32x%+8x) _ 16x2—4

fG) = (4x2+1)2 (4x2+1)2 T (4x2+1)2
16x2-4 2 _a4_nq. _1, _ 1
—(4x2+1)2—0—>16x 4 =0; X=2; X=—3
£ (x) = 32x-(4x2+1)°— (16x2—4)-2-(4x2+1) -8x _ 32x-(4x2+1)—(16x%-4)-16x
X = (4x2+1)* - (4x2+1)3
f" G) > 0, minimo £ (—%) < 0 maximo

40. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea
de dos litros y la superficie empleada sea minima.
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I x=largo = profundo / y= altura
V=2 litros = 2dm?

Volumen:2 =x2-y -y = %

Superficie = 2(x? + 2yx) = 2 (xz + %x)

foo=2(x+3) =2 +2=2x7 42

3_
f’(x)=4x—% 4x—%=0—>4xx24=0—>4x3—4=0—>x=1
ffx)=4+ % ff)=4+ % > 0 — Por lo tanto tenemos un minimo para x = 1
y = é = Lado de la base: 1 dm, altura: 2 dm

41. Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de radio R=

5cm.

hmr? — — 2 _ p2 2 2 _ 2
V= . ; h=R+x->h=54+x ; r*=R*—x“->r-=25—x
. (5+x) -m-r? 3 (5+x) -m-(25—x3?)

B 3 B 3

—10mx + 257

[0 =t = 0 - xy = 0,665 x, = ~3,99
La opcidn negativa no es vdlida.
f(x) = —107” — 2mx f7(0,66) = — 107” —2m(0,66) < 0 - Hay un maximo relativo para 0,66.
h=5+0,66=5,66cm r? =25 —(0,66)% = 24,564; r =4,9cm

42. Calcula la base y la altura del triangulo isdsceles de perimetro 8 y area maxima.

d
perimetro= b+2a
8—-b
8=b+2a— a = -~
2 N2 2
T o L o s
A=-b-h = =
2 2 2
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b [0 b e L ieash
fa) == N

2 2

F)=vVa—b+b(Nad—b)=va—b+2=

_4-b-b _4-2b

(-1) _
Vab  vab _ va<b 0

4—-2b=0-4=2b->b=2

y —6+b
fx)=

V4—b-(4—-Db)
f”(b) < 0 — Por tanto tenemos un maximo para b = 2
8-b  8-2 4

== =73 =3 ; h=[9-,=1V8
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EJERCICIOS PROPUESTOS
1.- Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.
Es el caso de las funciones en valor absoluto: f(x) = |x? — 4|

8

Esta funcion es continua en todo R, pero no es derivable en x = —2 y en x = 2, ya que esos dos puntos
no tienen una Unica recta tangente.

2.- Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = Vx en x=1,4,5..
é¢Puedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

f’(a) — chll’l’l fx)—-f(a)

X—a
f(l)_l M=lrr%f11=g—>L’Hopltal—>hm7 lm;#—ﬁ:%
x—1 X— o
1
f'(4) = M—lirrif_42=g—>L’Hopltal—>llm N__lmi%:ﬁ i
—) xX— - X
1
— f(x)f(5)_. Vx=V5 _ 0 LA o IE _ 11
f'(5) = l }Cl_r)ré — —0—>LHopltal—>ll_r)ré " }Cl_r)réz\/_ 7
1
f'(0) = hm G f(o)— llm\/_ 0=9—>L’Hopltal—>llm 2% —llm——i=l=+oo;

x—-0 x-0 x—0 x—0 0 x-1 1 x—12Vx 2v/0 0
No se puede obtener la derivada enx =0

(x—1)?% six<1
2 six >1
afirmaciones son ciertas, razonando la respuesta.
a) f es derivable en x=1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.
b) f ni es continua en x=1 ni derivable en dicho punto.

2x—1) six<1 re4y _ _ A 11y _
e =1 oy £/ =201-1=0 fr@=0
1O = f+'(1) = 0; las derivadas laterales tienen el mismo valor.
Sin embargo, f no es continua en 1y por tanto tampoco derivable, la respuesta correcta es la b.

3.- Se considera la funcién f(x) ={ , indica cual o cuales de las siguientes

4.- {Cuantos puntos hay en la funcién f(x) = |x2 + 6x + 8| que no tengan derivada? Justifica la
respuesta.
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L
Como podemos observar, la funcién es continua en todo IR, pero no es derivable en los puntos x = —4
y x = —2, ya que esos dos puntos tienen dos rectas tangentes.

5.- Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 5x* + 3x — 2 en el
puntox =5
y=fla+f(a)(x—a)
f(5)=5-52+3-5-2=125
f'(x)=10x+3->f'(5)=10-54+3 =53
y =125+ 53(x—5) =125+ 53x — 265 = 53x — 140
y = 53x — 140

6.- El perfil de una cierta montafa tiene la forma de una parabola: y = 0,03x — 0, 002x2, donde x e
y se miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangenteparax =0, x =1,x = 2,x = 3 km.
y=fla+f(a)x—a)
a) f(0)=0,03-0-0,002-0%2=0
f'(x) = 0,03 —0.004x - f'(0) = 0,03 — 0,004 -0 = 0,03
y=04+0,03(x—0); y=0,03x
b) f(1) =0,03-1-0,002-1%=0,028
f’(1) =0,03—-0,004-1=0,026
y = 0,028 + 0,026(x— 1)
c) f(2) =0,03-2-0,002-2%2=0,052
f'(2) = 0,03 —-0,004-2 = 0,022
y = 0,052 + 0,022(x — 2)
d) f(3) =0,03-3-0,002-3%=0,072
f'(3) =0,03-0,004-3 =0,018
y =0,072+ 0,018(x— 2)

7.- Al caer un cuerpo en el vacio la distancia d (en metros), recorrida a los t segundos viene dada
aproximadamente por la expresién: d = 5t2. (La expresiéon es d = (1/2)gt?, donde g es la
aceleracion de la gravedad terrestre, aproximadamente de 9.8):
a) ¢A que velocidad llegara al suelo una persona que en un incendio se lance a la lona de los
bomberos y tarde 8 segundos en llegar a ella?
Sabiendo que: v=d’; d =10t wv=10-8=80m/s
b) éA que velocidad llegara si se lanza desde una altura de 20m?
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) d d 20
Sabiendo que: V= d=5t’>t= 3 t = ?=2$ v=10-2

= 20m/s
8. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por:y = 30x — 0'5x%(x e y
en km). La direccion del vehiculo nos proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccién del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.
Dada la funcién f(x) = 30x — 0'5x2 hacemos la derivada f(x)’ = 30 — x y sustituimos x=4
f'(4) = 30 — 4 = 26y hallamos la direccidn del vehiculo.

9. Un determinado gas ocupa un volumen de 3 m3 a una presion de 3 Newtons por m?. Segun la ley
de Boyle a cada presion ejercida sobre el gas corresponde a un volumen dado por V = 10/P. ¢Cual es
la tasa de variacién instantdnea del volumen cuando la presién es de 9 Newtons por m?.¢ Y cuando
es 18 Newtons por m?? ¢Es la mitad?

Viendo el enunciado sabemos que para calcular la tasa de variacion instantdnea tenemos que hacer la

derivada de VV = 10/P y sustituir la presién.

10 r— 10 ' — _10__ _10 ' —_ 10 _ _ 10
V_?’ V= p2 V(9 = 92~ g1 V'(18) = 182 324

10. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
Férmula de la recta tangente: vy = f(a) + f'(a)(x — a)
a) y=x3+5enx=2

y' = 3x?

y(2)=23+5=13 y'(2)=3-22=12

y=134+12(x—2) »y=12x — 11
b) y=3x*+7x—2enx=1
y(1)=13+5=6
y'=6x+7; y'(1)=6+7=13

y=6+13(x—1)> y=13x-5

c) y=2x3—-5x*+4enx=0
y(0)=2-03—5-02+4 =4

y' = 6x2% —5x y'(0)=6-02-5-0=0
y=44+0x—-0)->y=4

11. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x3 — 3x + 2 en los que su tangente
sea paralela: a) a la recta y=0 ; b) a la recta y=2x.
y=x3—3x+2
a) Paralelay=0 - m=0 y =3x%2-3 ;3x —3=0;3x=3;x=1

Punto (1,0)
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b) y=2x - m=2 y=3x-3 ;3x—3=2;3x=5 ;x=1

Punto (5/3, 10/3)
12. Determina la recta tangente de la grafica de la funcién y = v4x3 en x=0

y(0)=v/0=0
12x2 12x2 3
= = = 2. 72 = 1/2 =
= RSN~ G
y('0) =3V0 =0
y=f(a)+f'(ax—-a)
y=0+0x—-0)->y=0

13. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la
pendiente es 12. ¢{Cudl es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos
se alcanza?

f(x) = 4x3—12x m=12

f'(x) = 12x? — 12x el menor valor que puede tener la pendiente esenx = 0 ; (0,0)

f'(x) =12x% —12x 212x2 —12x = 12; 12x2=24; x=+V2
Puntos: (v2, —4v2) y (—V2,4+/2)

14. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto
A(1,2) y es tangente a la recta y=x en el punto 0(0,0).

f(0)=0 -c¢c=0
f'(x) =3ax?>+b f(0)=b 1=b
Punto A(1,2) f(H)=2 -a=1

15. Determina los coeficientes a, b y c para que las funciones f(x) =x3 +bx+a y
gx) =cx— x? tengan la misma recta tangente en el punto A(1, 0).

fX)=x3+bx+a; f(1)=0; 0=13+b(1)+a; 0=a-3+1; a=2

gx)=cx—x% ; g(1)=0; c—1=0; c=1

fx)=x3+bx+a; f(x)=3x>+b; f(1)=3+b

gx)=c—2x=1-2x gl)=-1; 3+b=-1; b=-4

16. Determina el coeficiente a, para que la funcién f(x) = x? + a, sea tangente a la recta y=x.
y=x-m=1

2
f(x)=x2+a;f'(x)=2x;2x=1;x=% ; f(%)= (%) +a=i+a
En los puntos de la forma (%,% +a ) la recta y = x es tangente a la funcion.

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones.

a)y =3x2+5x—7; y =6x+5
b)y = 5x3 — 4x? +3x +2; y = 15x% — 8x + 3
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c)y=6x2—4x+7; y =12x — 4
d)y =9x7 — 4x°® — 2x3; y = 63x° — 24x°> — 6x2
18. Calcula.

a)D(3x% + 6x* —9x) = 6x + 24x3 —9

b) D(7x° — 5x% + 3x + 2x3) = 35x* — 10x + 3 + 6x2
c) D(5x° — 4x* + 3x3) = 25x* — 16x3 + 9x?

d) 2 (7x3 — 8x° — 9x®) = 21x% — 48x5 — 72x”

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y =5x2+4x—2;y =10x+4+

b)y = (2x245)(7x-3) = 14x3-6x2+35x—15 _, _ (42x*-12x+35)(5x—8)—(14x3-6x%+35x—15)(5)
y= 5x—8 1S 5x—8 ’ - (5x—8)2
1 1
ovE 6x% <3x_5>(x3—x2—5x+2)—(6x5>(3x2—2x—5)
<) y= (x+2)(x2-3x+1) VY= (x3-3x2+x+2x2-6x+2) Y= (x3—x2-5x+2)2
3 1 1 1 3 1
.  Eaen x%(x+3) o <x5+3x5> L <%x5+%x_5>(x2—3)—<x5+3x5>(Zx)
VY= Y T e Y T ey Y T (x*=3)?

20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(x—-3)-(2x—4)
a)y - x+5
; _ (1-(2x=4)+(x-3)-2)-(x—5)—((x—3)-(2x—-4))-1 ; _ 2x%420x-62
y = (x+5)2 T (x+5)?
_ (2x%+5)-(7x-3)
b)y a 5x—8
;L (4x~(7x—3)+(2x2+5)~7)~(5x—8)—((2x2+5)-(7x—3))~5 , _ 140x3—366x%+96x—205
y = (5x—8)2 Y= (5x-8)2
_ (2x+3x%)-(4x5-5)
0y= 6x+7
, _ ((2+62)-(4x5-5)+(2x+3x2)-20x*)-(6x+7)—((2x+3x2)-(4x5-5) )6
y = (6x+7)2
; _ 432x7+828x°%+366x5-90x%2—210x-70
y = (6x+7)2
5(x+2)-(4x—6)
d)y =3 oo

2(x+5)-(6x+3)
r_ 5 (1-(4x=6)+(x+2)-4)-((x+5)-(6x+3))—((x+2)-(4x=6))(1-(6x+3)+(x+5)-6)
Y =3 ((x+5)-(6x+3))°
; _ 5(20x2+44x+71)
T 3(x+5)2-(2x+1)2

21. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=x3+5) (8x6—-7)
y' =(Bx%2-(8x°—7)+ (x3+5)-48x%) vy’ =72x%+ 240x° — 21x?

b)y=(9x3—-3) - (7x*+6)
y' = Q27x%- (7x*+6)+ (9x3 —3) - 28x3)  y’' =441x°® — 84x3 + 162x?

22. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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_x-2 ;_ (D)-(x+2)—(x—2)1 ;4
a)y = x+2 y = (x+2)2 y = (x+2)2

b)y=vx—2-(6x3—3x)
y' = (s (6" =30 + (VK =2)- (182 -3)) v

; _ 42x3-72x2-9x+12

2Vx—2 2vx—2
_ (ax3-7x%)
0y = (8x*—4x3)
; _ (12x2-14x)-(8x*—4x3)—-(4x3-7x2)-(32x3-12x2) ; _ 8x%—28x+7
- (8x*—4x3)2 T 4x?(2x-1)2
Vx
D)y = 2/ L 2(37)-(3x+4)—(2\/a?)-3 | axiEe12dE
Y = 5 - (3x+4)2 T (3x+4)2
23. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = (x® — 5x2)° y' = (9 (x®—5x%)8 (6x5° —10x))
b) y = (2x* — 7x%)5 y' = (5 (2x* — 7x%)* - (8x3 — 42x%))
1
©)y = (2x7 - 6x5)3 y' = G (2x7 — 6x°)z - (14x° — 30x4))
2
_s 1 N7 ;[ 7(3x*+6x°)5-(12x3-54x®)
d)y=3(3x*+6x?%) y_< .

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
A) y=v2x3+3-(4x7 +6x*)% > (2x3 + 3)% - (4x7 + 6x%)° >
y = %(2x3 +3)712 . (6x2) - (4x7 + 6x2)® + (2x3 + 3)% - 6(4x7 + 6x2)° - (28x° + 12x)
_asaPriex g44)-3 350317022

B) _ 3531 7x2_2 L 3° (513 +7x2-2)2
Y= 3x+4 y = (3x+4)2

Q)  y=(7x*+3)% (4x° —8x%)
y =5-(7x3+3)*-21x% - (4x°> — 8x8) + (7x3 + 3)° - (20x* — 64x7)

_ (5x3—7x2)9 = 9(5963—7952)8(15952—1436)'(9364—3963)2—2("3964—2063)(36963—9x2)~(5x3—7xz)9

D) (9x4—3x3)Z (9x%4—3x3)4

. 9(5x3-7x2)°.(15x2-14x)-(9x*-3x3) 2. (36x3—9x2)-(5x3-7x2)°
- (9x%—3x3)3

25. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:
A) y = (5x)*" 3 5 Ly = L(5x)*°73% - Ly = (x% — 3x3) - L(5%)
y; = (5x* — 9x2) - L(5x) + (x> — 3x3) % Sy =y [(5)64 —9x2) - L5x + (x® — 3x3) %

y, — ((Sx)x5_3x3) . [(5x4 _ 9x2) . L(Sx) + (xs _ 3X3) . %]

B) y= e(3x5-62%)° Ly =Ln e(3r°-6x%)° _, Ly = (3x5 — 6x3)5 -
y; =5-(3x%—6x3)*(15x* — 18x2) » y" =y - (3x> — 6x3)*[75x* — 90x?]

y = (e(3x5‘6x3)5) - (3x° — 6x3)*(75x* — 90x2)
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C) = (3x+6)¥°+2 5 [y = L(3x + 6)4x3+2x2 - Ly = (4x3 + 2x2) - L(3x + 6)
y;— (12x +4x)-L(3x + 6) + (4x3 + 2x?) - P
y =vy- [(12x +4x) - (3x + 6) + (4x3 + 2x2) - = +6]
y =|(12x + 4x) - Bx +6) + (4x + 2x¢%) - | - B + )"+
_—_ (ax7 +6x5)3 (4x7+6x5)3

D) Gx+1ﬂ“+“)-—Gx+1Y____eLy=L6x+1Y_T__+
Ly = Qﬂigﬂ;— L(G5x + 1)

. 7 7 513
Y 3Ter) 003 30x4) . L(5x 4 1) 4 ) S

3 3 5x+1

. o [3(ax7+6x5)° 3 2l (4x7+6x5)° 5

y =y [—3 (28x% —30x%) - L(5x + 1) + ) 0
[(4x +6x5)2(28x3 —30x%) - L(5x + 1) + (4x +6x)" 5x+1 \[(Sx + 1)(@x7+6x%)3
26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

A) y = eX>+7x3 >y = X +7x3 (5x* + 21x2)
B) y=(e"5) -y = (=55 (7(3x% — 5x2)%) - 9x? — 10x

5 5
>y = e(#*°+82%)" L (5(4x5 4 8x5)%) - 20x* + 24x?
2(5x5-3x8)-(24x*-24x7)

2
33 (eSx5—3x8)

C) y = (e4x5+8x3)
D) y = 3 e(5x5_3x8)2 -y =

27- Calcula la derivada de las siguientes funciones
5_4,3)11 4_q9.4 5 5.3112
a)y = log[(5x° — 3x3)2(3x + 1)] ;v = 12(5x5-3x3)"" (25x*—12x*)(3x+1)+3(5x5-3x3)

(5x2-3x3)12(3x+1)
12 (25x*-12x*)(3x+1)+3(5x5-3x3)
N (5x2-3x3)(3x+1)

1
3 3, (2x3+5x2)2- (6x2+10x) 3 (6x%+10x)

b) y = log/(2x3 +5x2)3 ; y = 2 =

J(2x3+5x2%)3 2(2x3+5x2)
Ay =lo 7x5-5x
Y =108
1
1(7x5-5x\ 2 (35x*-5)- (2x-3)— (7x°-5x)2
, E( 2x—3 ) ) (2x—3)2 _ (35x%*-5)- (2x-3)— (7x5-5x)-2
y = 7x5-5x o 2(2x-3)(7x5-5x)

2x-3

— 3 4 _2,5)2 =3 4 _ 2.5y, . 3(12x3-15x°)
d)y = logy(3x* = 3x%)? =2 log(3x* —3x%); y'= - o=

28- Calcula las derivadas de las siguientes funciones

_ 5cosx . , _ (-5senx) (1+3sen xz)—((s cosx)- (3cos xz)-Zx)
a) f(x) " 1+3senx2 ’ f () = (143 sen x2)2
b) f(x) = cosh(3senh(2x)) ; f'(x) = senh(3senh(2x))-3:cosh(2x) -2
c) f(x) = sen(5sh®-3x);  f'(x) = cos(5sh33x) - (15sh?3x) - 3

d) f(x) = tanh(5x + 7x2) ; f'(x)= 5+14x

cosh2(5x+7x2)
. e e 1 cos x
29-Recuerda la definicidon de cosecante: cosec(x)= . Demuestra que: (cosec(x))’ = ———
sen(x) sen“(x)
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f’(X) _ O-sen(x)-1-cos(x) _  cos(x)

sen?(x) - senZ(x)

f(X) = —

sen(x) !

30- Recuerda la definicién de secante:—— . Demuestra que: (sec(x))' = Se;lx
cos(x) cos“(x)
_ o _ 0-cos(x)-1-(-sen(x)) __ sen(x)
f( ) cos(x) f (x) - cosZ(x) T cos2(x)
31. Recuerda la definicion de cotangente: cot(x) = T Demuestra que (cot(x))’ = —@
os(x) (- sen(x)-sen(x))—(cos(x)- cos(x)) —sen?(x)—cos?(x) _ —(sen?(x)+cos?(x)) _
cot(x) = —=; (cot(x))’ = (sen(x))? sen2(x) - sen2(x) -
1
" sen? (%)

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y =7sen(x” —7x%); y = 7cos(x” — 7x3)(7x° — 21x%) = (49x°® — 147x?) cos(x” — 7x3)
b)y = 5sen®(4x* — 5x5) ; y =5sen*(4x* — 5x°) - cos(4x* — 5x%) - (16x3 — 25x*%)

¢) y = sen®(x) - cos*(x);y = 6sen®(x) - cos(x) - cos*(x) — sen®(x) - 4 cos®(x) - sen(x)

5
d) y = i/sen5(3x* + 5x7) = (sen(3x* + 5x7))z ;
2
y = g(sen(3x4 + 5x7)) 3 (cos(3x* + 5x7)) (12x3 + 35x°)

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

3x
a) f(x) = sen ii;esx
_ 5+3e3% (9e3x)~(5—3e3x)—(5+3e3x)~(—9e3x))
fe0) = cos 22 ey

b) f(x) = (2x - 3x2) cosh(5x — 7x%);
f'(x) = (2 = 6x) cosh(5x — 7x2) + (2x — 3x2) senh(5x — 7x2)(5 — 14x)
¢) f(x) = tan Y6=2senx .

4+3 cosx
f(x) = (1 + tan?
d) f(X) — senh x—3x cosh x

cosh x+3x senhx

—9cosx

m) <(m)(4+3 cosx)—(v16-9senx)(3 sen x)>

4+3cosx (4+3 cos x)?

f, (x) _ (coshx—(3 cosh x+3xsenhx)) (cosh x+3x senh x) -(senh x—3x cosh x)(senhx+(3senhx+3xcoshx))
(cosh x+3x senh x) 2

34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
a) y = \/In(arccos 5x) = (In(arccos 5x))?* ;

-5 -5
1 -1 - =07 | _ 1 izsx? | _ 1 ( -5 )
y = 2 (In(cos™ 5x)) (cos‘1 5x> " 2/In(cos~T5x) (COS_1 5x> N 2y/In(cos~T 5x) \(cos™1 5x)(V1-25x7)

2

2-7x
b) f(x) = arcsen_—-
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(=7-2%) (2+7x%)—(2~7x%)(7-2x) (—14%) (2+7x%)—(2—-7x%)(14%)
’ (2+7x2)2 (2+7x2)2
f@= - 2
2-7x2 2—7x2
1_(2+7x2) 1_<2+7x2)
3senx+5

¢) f(x) = 5arccos = Ssonx

_ (3cosx)(5-3 sen x)—(3 sen x+5)(—3 cos x)
f'(X) =5 (5—3sen x)2
1_(3senx+5)2
5—3senx

)

d) f(x) = arcsen 5 cos

3senx+2cos x

(—5sen x)(3 sen x+2 cos x)—(5 cos x)(3 cos x—2sen x)

’ — (3 sen x+2 cos x)?2
fx) = =
\/1_( 5cosx )
3senx+2cosx

35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
7,2,e2x—3 14e2x—3

/1_(792)6—3)2 - y = ¢1_49(92x—3)2

a) y = arcsen(7e**73) - y' =

b)y=In (\/Sarcsen(3x + 2)) S y= %ln(Sarcsen(3x + 2)) -
3

5—
5 y, _ 1 J1+(Gx+2)? yr — 3
2 5arcsen(3x+2) arcsen(3x+2)+/1+(3x+2)2

cy= arctg(ln3V4x — 5) - y=arctg (é In(4x — 5))
1 4

34x-5 r_ 4
Gln(4x-5))?) -y = (12x-15)-(1+GIn(4x-5))2)

Y :1+(

d)y = arcsen (3tg(53en(4x - 2))) -
3-5-cos(4x—2)-4
y, — [cos(SSen(4x—2))]z N 60cos(4x—2)
\/1—[3tg(55en(4x—2))]2 Jl—[3tg(55en(4x—2))]2[cos(Ssen(4x—2))]2

36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ 7+2senx
a) y= arctg 7—-2senx

1(7+25enx)_1/2 2co0s(x)-(7-2senx)—(7+2senx)-—2cos(x)

y __ 2\7-2senx (7-2senx)? N
- 7+2senx
1+
7-2senx
2c0s(x)-(7-2senx)—(7+2senx)-—2cos(x)
' (7-2senx)?

7+2senx\1/2 7+2senx
2(man) (e
7—-2s5enx 7—2senx

Sy = 2cos(x)-(7-2senx)+(—(7+2senx))-2cos(x)
7+2senx\1/2 7 +25enx )
(e
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1
1 —
— parcsen(v2x—5) 1 — arcsen(vV2x—5) .E'(ZX—5) 2:2
b) Y € Y ¢ J1-(2x-5)

c)y = cos 3arcsen< ox-1 )
y= V7-2x2

1 1
6-(7—2x2)E—(Gx—1)~<%~(7—2x2)_E~(—4x)> \‘

r_ 6x—1 . . 7-2x2
y' = —sen (Sarcsen (m)) 3 =
1_[\/7—2x2] /
d) y = arcsen ( quxTxZ)
1
7.(Vo—2x2 ) +28x2 2-(9-222) 2 1
, ( (9_2x22) . 7~(\/9—2x2)+28x2-%-(9—2x2)_5

y' = —— > y'= -
,1—(@1"7) 1—(%:‘7) (9-2x2)

37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) y = log(x3 — 5x°)8

; _ 8(x3-5x5)7-(3x2-25x%) ) ;8 (3x%-25x%)
y = (x3-5x5)8 In10 - y = x3-5x5
b)y = log,(8x?* — 3x3)?
; _ 2(8x%-3x3)-(16x-9x?) ) _ 2:(16x-9x%)
- (8x2—-3x3)2 ln(2) T 8x2-3x3 ln(2)

4 4
cJy=1In /% = llnw = %(ln(Sx6 —7x)*—In(2x—1)) = %(41n(3x6 —7x%)—In (2x— 1))

2 2x—1
, 1 18x°-14x 1 2 18x*—14 1
y =-4 == 7. —
2 3x0-7x% 2 2x-1 3x°-7x 2x—1

d)y = Iny/(3x3 + 5x°)7 y = ZIn(3x° + 5x°)
9x%+45x% _ 7 9+45x°
3x345x9 4 3x+5x7

!

7
y =3

38. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = cos (e"5 +ln(4x3))
3

fx)=- sin(e"5 +In(4x3)) - (e"5 - 5x* + 142;32) =— sin(e"5 +ln(4x3)) . (e"5 -5x* + ;)

b) f(x) = 7 cot>(5x3 — 3x?)
’ _ 15x2—6x 4 3 2
fx)= -5cot*(5x3 — 3x%) -7

sin2(5x3—4x2)

¢) f(x) = sin (cos2 (tan(7x5 — 3x3)2))

f'(x) = cos(cos?(tan(7x° — 3x3)?)) - 2 cos(tan(7x> — 3x3))? - (— sin(tan(7x> — 3x3)?2))-

(1 + tan?((7x° — 3x3)?)) - (35x* — 9x2) - 2(7x°> — 3x3)

292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Ee=——p——c—
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

" Limites

d) f(x) = }/cosh(sinh(3x + 2))4 (cosh(sinh(3x + 2))4)3
fx)= g(cosh((smh(3x +2)4))73 51nh((smh(3x +2))*) cosh(3x + 2) 12(sinh(3x + 2))3

39)Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = arcsinh (\/ 5x% + 2) = arcsinh ((Sx2 + 2)%)

1 1
1 - =
F(x) = 7(5x%+2) 2:10x  (sx242) 2.5x _ 5x
N V1+5x2+2 V5x2+3-V5x2+2
1+<(5x2+2)5>

b) f(x) = In(arctanh(5x — 3))

Fx) = Vi+Gx-32 5
arc tanh(5x—3) (,/ 1+(5x—3)2)(arc tanh(5x—3))

3x6

f()_ﬁ

¢) f(x) = arccosh(e3*7°)

d) f(x) = arcsinh(arctanh(2x + 1))

2
FOx) = 1+ (2x +1)2 _ 2
14 arctanh2(2x+1) (1 + (2x+ 1)2)(1 + arctanh?2(2x + 1))
In(cos(3x))
40. Calcula lim ————=

x—>0 In(cos(2x))

) ln(cos(3x)) In(cos(3-0)) 3
Pk ln(cos(Zx)) "~ In(cos(2-0)) 0

= Indeterminacion (L'Hopital)

3(—sen3x)
lim ~ cos3x _ _ im3( sen3x) - cos2x _ 3(—sen3-0)cos2-0 _ Indet. (IHopital)
At 2(—sen2x)  x-02(—sen2x)-cos3x 2(—sen2-0)-cos3-0 —0 ' P
coS2x

—3(cos3x - 3)(cos2x) + (=3 - sen3x)(—2 - sen2x) _
0 —2(cos2x - 2)(cos3x) + (=2 - sen2x)(—3 - sen3x)

_ —3(c0s3:0)3 (cos2-0) + (—3-sen3-0)(—2-sen2:0) —-9+4+0 9

T Z2(cos2-0)2-(cos3-0) + (—2-sen2-0)(—3-sen3-0) —4+0 4

V4+x — V4

41. Calcula lim
xX— 4x

V4+x —V4—x V4+0 —v4-0 2-2 0

lim = =—=-
x-0 4x 4-0 0 0
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1. Va+x —\a4—x . Va+x+Va—x 1 (\/4+x)2—(\/4—x)2 _
xl_r}?) 4x Va+x+V4—x - xllré 4x(\/4+x+\/4—x) -

= lim —22=C"0  _ |im 2x = lim ! - _1
x-0 4x(Va+x+Va4—x) x50 4x(Va+x+Va-x) x>0 2(Va+tx+Va—x) 2(V4+Va) 8

. arctan x—x arctan0-0 0
42. Calcula lm(} = =
X

x3 03 )
2
1 1 1 1-1—-x
——-1 ——-1 _ _
s 14x2 — 1402 1 _0 : 14x2 — 1 T _-1_
lim T T 4t =0 "o llm—3 ;= lim——— 2)—11m1 s=—=-1
x—0 X x—0 x x—0 3x4(1+x x—0 1+x 1

—2x—e*+sen(3x)
2

43. Calcula lim 2
x—0 X

1-2x—e*+sen(3x) __ 1-2-0—e®+sen(3-0) _ 0

lim — = Indeterminacién (L'Hopital)
x—0 x? 02 0

. —2—e¥*+3-cos3x —2—-e%+3-cos3:0 0 . ., A

lim = = - = Indeterminacién (L'Hopital)
x—0 2x 0 0

. —e*—9-sen3x —e%-9-sen3-0 1

lim = = —-
x—0 2 2 2

44.Si f'(x) = x(3 — x), écudl de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?
f'(x)=x(3-x)
Se calculan maximos y minimos:

_ — xl:o T ON 2 a”‘ s

Como podemos observar, tiene que haber un maximo o un minimo en x = 0y otro maximo minimo en
x = 3, por lo que la Unica grafica correcta de f(x) es la cuarta.

. . _ - 1
45. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = Gt
1
X)=——=
, _0-(x-2)2-1(2x—4) -1(2x-4) -2
f1e) ==— % w2t 2P O
| _— |\ : Creciente: (—0, 2) Decreciente: (2, )
1 I 1
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46. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = gtz .
(x+3)
fx) = i
(x —4)
Dom = R — {4} *
I x+3 47 +3 7
= = — — 00 20
i x—4 4 —4 0"
y x+3 4t+3 7 N i
= —_ — o0
ot x —4 4t —4 0
Decreciente: (—,4)  Decreciente: (4, ) RHFTATE frTF
47. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) =
2x3 —3x2 + 5. Calcula sus maximos y
minimos y haz un esbozo de su grafica. 7
flx) =2x3-3x*+5 ‘

f'(x) = 6x% —6x

xl — O / \—._\*_. / 4
6x2—6x=0 ' l | l

xz = 1
Maximo: x=0
Minimo: x = 1
Creciente: (—,0) U (1, ) Decreciente: (0,1) ‘

fen=+ 0 f()=- 1 =+

48. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(x) = 2x3 — 3x% + 3. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su grafica. &

- Para determinar los maximos y minimos, se calcula la primera derivada, se iguala a cero y se re-
suelve:
f(x)=6x?—6x=0->6x(x—1)=0-x=0;x=1

- Se representan las raices en la recta real y se prueban puntos de los intervalos para determinar el

signo de f'(x).
+ | - +
0 1
ff(-1)=12>0 (05 =-15<0 ff2)=12>0
Creciente: (-0, 0) U (1, o0 )) Decreciente: (0, 1)

Hay un maximo en x= 0y un minimo en x=1.
- Para determinar las ordenadas del maximo y minimo se sustituyen las x en la funcion:
f(x) = 2x3—3x2+3

f(0)=3 f1) =2 :
Maximo: (0,3) Minimo: (1,2)
- Para hacer un esbozo de la grafica calcu-
lamos:
292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPL ’ Min = (1.2) Ciudad Real

al del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es E@ @@@ 55— , ——+—+——9°n GeoGebra
=1



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Limites

a) Puntos de corte con los ejes:
Parax =0 -y =3;
paray =0 - x = —0,806.
b) Asintotas. No hay

49. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x. Calcula sus maximos
y minimos. Haz un esbozo de su grafica.
- Para determinar los maximos y minimos, se calcula la primera derivada, se iguala a ceroy se re-
suelve:
f(x)=3x2—6=0->x=+V2; x=—V2
- Serepresentan las raices en la recta real y se prueban puntos de los intervalos para determinar el

signo de f'(x).
o - I +
V2 "o "2
f(=2)=6>0 f(0)=-6<0 f(2)=6>0
Creciente: (-0, -2 ) U (V2, ) Decreciente: (V2,2 )

Hay un maximo en x= - V2 y un minimo en x= V2
- Para determinar las ordenadas del maximo y minimo se sustituyen las x en la funcion:

f(x)= x3—6x
f(—V2) = 4V2 f(+v2) = —4V2
Maximo: (-V2, 4v2) Minimo: (V2, - 4\/2)
- Para hacer un esbozo de la grafica ! calculamos:
a) Puntos de corte con los ejes: .
Eje x: ' _ | |
Para y=0-x,=vV6;x,= 7 7 —
Eje y: x=0; y=0 Min= (14,57
b) Asintotas. No hay
50. Calcula los maximos y minimos relativos vy

absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x% + 72x
en el intervalo [—5, 3] y en el intervalo [1, 5]
La funcién es derivable en todos los puntos.
- Secalcula la derivada, seiguala a cero y se resuelve:
f'(x) =12x% —12x + 72 = 0 - No existen valores reales que anulen la derivada.
Se estudian los extremos del intervalo -5y 3. Y por otro lado los extremos del intervalo 1y 5.

f(=5) = —1010; f(3) = 270 £(1) = 70; £(5) = 710
- Intervalo [-5, 3]: Minimo absoluto: (-5,-1010) y maximo absoluto (3, 270)
- Intervalo [1,5]: Minimo absoluto: (1,70) y maximo absoluto: (5,710)

Maxint(1,5) = (5, 710)

Maxint(-5,3) = (3, 270)

Minint(1,5) = (1, 70)
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51. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 4| en el
intervalo [—4, 4].

>
- Se define la funcién a trozos: fx) = {_xxt i; i = _i
- Secalcula la derivada de la funcion:  f'(x) = {_i' i z :i

La derivada no se anula en ningun punto.

- Se estudian los extremos del intervalo, -4 y 4:
f(=4)=0;f(4) =8

- Enelintervalo[—4,4]:

Minimo absoluto: (-4,0) Maximo absoluto: (4,8)

52. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de
radar, viene dado por: y = 8t + 0,3 t2. ¢Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 3
segundos? Si contintia asi, éen qué momento pasara de los 120 km/h?

- Funcién espacio: y = 8t + 0,3 t?

d d
- Lavelocidad de un moévil viene dada por v = d—i - v = d—i =8+ 0,6t

- Al pasar por el control, t=0; v(0) =8 + 0,6 -0 =8m/s

- Alos tres segundos, t=3; v(3) =8 + 0,6 -3 =9,8m/s

1000 m 1h

- Cuandov = 120 - p = 120k . 1200m = 33,33 m/s
h h 1km 3600 s

- Sustituimos en la ecuacién de la velocidad y calculamos el tiempo:
33,33=8 + 0,6t >t = 42,22 s. A partir de este momento la velocidad pasara de 120 km/h
53. Sabiendo que la aceleracion es la derivada de la funcién velocidad, calcula la aceleracion del
vehiculo del ejercicio anterior alos t = 1 segundos y a los t = 6 segundos. ¢ CoOmo es la aceleracion? ¢Es
constante o variable?

Cl:g

R:Alost=1segundosyalost=6segundos a = %ya gue es constante al no tener ninguna variable.

54. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d = 5t si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la
Torre Eiffel, (que esta a 57 metros de altura), éa qué velocidad llegaria al suelo? ¢y si cayera desde la
segunda plataforma (que esta a 115 m)? ¢y desde la tercera plataforma (que esta a 274 m)?

- Desde la primera plataforma (57 m):
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57=5t2—>t=\/5;7=3,37s v=10t v=10-3,37 =33,7m/s

- Desde la segunda plataforma (115 m):

115=5t2 > t= |=2=479s v=10t v=10-4,79=479m/s

- Desde la tercera plataforma (247 m):

247 =5t2 5t = /%=7,03s v=10t v=10-7,03=70,3m/s

55. Se ha lanzado desde la superficie de la luna una piedra verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 24 m/s, y alcance una altura h = 24t — 0,8t%. A) Determina la aceleracién de la
gravedad en la superficie de la Luna. B) ¢Hasta qué altura llega la piedra? C) ¢ Cuanto tiempo tarda en
alcanzar dicha altura? D) ¢Durante cuanto tiempo permanece la piedra en el aire? E) Se deja caer
ahora la piedra por una grieta y tarda 20 segundos en llegar al fondo, é¢qué profundidad tiene la

grieta?
Datos:
v=24m/s h = 24t — 0,8t?
A)
v=24-16t a=-1,6m/s?
B)
v=24—-16t=0 - t=%=15s h=24-15-0,8-152=180m
)
—24
v=24—-16t=0 - t=3=15s
D)
15-2 = 30 s estd en el aire (15 s de subida y 15 s de bajada)
E)

h=24-20-0,8-20% = 160 m de profundidad

56. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Luna a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 0, 83t2. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre
en la Luna al cabode 1s,4 s, 85, 30 s? En la Luna se esta construyendo una antena de transmision
sobre una base de hormigén que puede agrietarse si cayera un tornillo con una velocidad de 20 m/s.
Para garantizar que esto no ocurra, écual debe ser la altura de la antena?

d=083t? » v=1,66t

Primera pregunta: Velocidad en caida libre al cabo de:

1s—->166-1=166m/s

4s—-1,66-4=6,64m/s

8s—1,66-8=13,28m/s

30s—> 1,66-30=498m/s

Segunda pregunta:
166t =20 - t=-2=12s d=0,83-12% = 119,52 m

1,66
Respuesta: La antena puede medir como mucho 119,52 m
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57. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en Marte a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 1, 86t2. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre
en Marte alcabode 1s,4s, 8s,30 s? Determina la aceleraciéon de la gravedad en Marte.
d=186t>—-> v=2372t

Primera pregunta: Velocidad en caida libre al cabo de:

1s—3,72-1=3,72m/s

4s—>3,72-4=744m/s

8s—3,72-8=14,88m/s

30s— 3,72-30 =558m/s

Segunda pregunta:

a=3,72m/s?

Es constante

58. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la superficie de Jupiter a los t
segundos, viene dada aproximadamente por d = 11’44t%. ¢{Qué velocidad llevaria un objeto que
cayera en caia libre en Jupiter al cabode 1s, 45, 8 s, 30 s? Determina la aceleracién de la gravedad en
Jupiter.

D=11'44t? v=D'"=2-11,44t = 22,88t

parat=1 v =2288m/s

parat=4 v =9125m/s

parat =8 v =183,04 m/s

parat=30 v= 686,4%

La aceleracion es la derivada de la velocidad  A=— a=2288m/s?

59.La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en
segundos). Determina en cada caso la funcion velocidad y la funcién aceleracion:

e=t’-4t+3 e=2t3-5t*+4t-3 e=—t2+4t + 3 e=(3t- 4)?
e=t?-4t + 3 v=%—2t—4 a=%_-2

dt dt
e=2t3 —5t2 +4t—3 v=§=6t2—10t+4;a=3—‘t’=12t—1o
e=—t>+4t + 3 v=%= 2t+4;a=%= 2

g &
e=(3t- 4)2 v=%_18t—240a="=18

dt dt

60. Un depdsito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0,3 m3 por minuto. é¢A qué
velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

vol:m-1r%-h 03=m-5%-h hzﬁzﬁm/min
251 251
a los 2minutos = 2 - —— = 7,63 - 1073 m/min
G7
a los 5 minutos » 5+-— = 0,019 m/min
251

61. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla. ¢Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen
de las cajas en funcién de x.
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vol: (20 — 2x) - (25 — 2x) - x = 500x — 90x2 + 4x3

f'(x) =500 —180x + 12x% =0; x =11,38; x = 3,68 ; x = 11,38 no vélido.
f"(x) = 24x — 180 = 0;

f"(3,68) = —91,68; es un maximo

Para que contenga el vol. Max x=3,68 cm

62. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie lateral sea minima, écuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

200 200
nr’h = 200dm® -» h = — s =2nr? 4 2nr-—;
nr nr
ds 400  4mr3-400
—=4nr——=— 4mr3 = 400
dr r2 r2

r=3/%=3.16m h=22__20 _¢637m

nr?  1(3,16)2
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Limites

AUTOEVALUACION

1. Lafuncién {;}I:Zx-l_ d i i i es continua y derivable en toda la recta real si:
f()=-b
lim (—=bx) = —b lim (3x2+d)=3+d
o b <1
7 _ - X
f1e) = {6x x>1
linll_(—b) =—-b linll+6x =6 b = - 6 para que sea derivable
X— X—
3 +d =6 para que sea continua 3+d=6->d=3

a) b=-6, d=3

—bx X=1 s condicio-
3x2+d x>1

nes del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 1], por lo que se anula la derivada en el punto de
abscisa.

2. Conlos valores de b y d del apartado anterior verifica la funcién {

. . 6x x<1
1 = _
f es continua y derivable por apartado 1, f(x) {3x2 +3 x>1
f-1)=6-(-1)=-6 f()=3(1)*+3=6
Por lo que si se verifican las condiciones del teorema 6x=0; x=0
b) x=0
—bx x <

<1 - . .
2 las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
3x*+d x>1

[0, 3] en el punto de abscisa:

3. Verifica la funcion {

6x x<1 , _f6 x<1
3x2 +3 x>1f(x)_{6x x>1
luego 6x=10 x=5/3

d)x=5/3

f es continua y derivable por apartado 1, f(x) = {

1o _ f(B)=f@ _ fB3)~f(0) _ 30-0 _
flo="—"—=""1r"="=10

4. en cudl de los limites siguientes no se puede aplicar la regla de L’Hépital:

. sinx 0 . COSX
a) lim - (—) - lim =1
x->0 X 0 x-0 1
. 3x2%-7x 0o 3
b) lim = (—) - =
X—00 5x242 o 5
. cosx—1 0 sinx—1
¢) lim———= (—) - ——=-1
x-0 X 0 1
. COSXx 1 . A s
d) lim — =1{5) > ® > nose aplica la regla de L'Hopital
x—0

Ccos x

d) lim

x->0 X
5. La ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = tan x? — 2x3 enx =0 es:
f'(x) = 2x sec? x — 6x?
y— f(xo) = f'(x0) (x — x0)
y—0=0x—-0)->y=0
c) y=0

6. Lafunciény = 3sinx — 7x3 —3x? —x+ 5enx=0es:
y'=3cosx —21x%? —6x — 1
y" =-3sinx —42x+6->y"(0) =6 >0
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c) convexa U

7. Lafunciény = 3sinx — 7x3 —3x> —x+5enx=0es:
y' =3cosx —21x%? —6x — 1
y'(0)=3-1-2>0

a) creciente

8. Siladerivada de una cierta funcién es: y' = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento de dicha funcién son:
x—-4)x+2)=0->x=4x=-2
intervalos— (—o0,—2)(—2,4)(4,»)
y'(-=3) =(-3-4)(-3+2) =(-7)(—1) = + - creciente
y'(2) =2 —-4)2+ 2) = (—2)(4) = — - decreciente
y'(5)=(0GB-4)5+2) =(1)(7) = + - creciente
d) Creciente, decreciente, creciente

9. Lafuncion y = 3x% — 2x3 tiene un punto de inflexién en:

y = 3x% —2x° y' = 6x — 6x?
y'=6-12x=0->x===" y"=-12#0

10. Si la derivada de una cierta funcién es: y' = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:
y'=3x—-4)x=0 ; x=4, x=0
Intervalos = (—0,0)(0,4)(4, )
y(=2) = 3(=2)% — 12(—2) = + Creciente
y(2) = 3(2)? — 12(2) = — Decreciente
y(5) = 3(5)% — 12(5) = + Creciente
Por lo que la graficaes lab)
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