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Integrales

Actividades propuestas

1. Calcula las siguientes primitivas
a) J4x3dx b) J3x2dx c) J5x4dx d) J(Sf —4x* +3x7 )a’x
a) [4x3dx=x*+C
b) [3x2dx =2+ C=xP+C
c)f5x4dx=%+C=x5+C

d) [(5x*—4x3+3x%)dx = x°—x*+x3 + C

2. Dada f(x) = (x3—3x% + 2x + 1), calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0) = 4
x4 x3 x? x*
F@j=futsﬁ+2x+ndx=7—3?+27+x+c=T—x$+ﬂ+x+c
4
Como F(0) =4, F(0)=0:— 034+02+0+C =4,luegoC=4, de donde,

4 3 2
F() =% —=3%>+25+x+4

3. Comprueba si F(x) = (4x3+2x* — x + 5) es una primitiva de f(x) = (12x? + 4x + 3). En
caso negativo, explica por qué.

La derivada de F(x) ha de ser igual a f(x)

Si derivamos F(x) obtenemos F'(x) = 12x% + 4x — 1 # f(x)
Por tanto, F(x) no es una primitiva de f(x)

4. Determina los valores de a, b, c y d para los que (4a3 + bx? + cx + d) es una primitiva de la
funcion f(x) = (4x* — 5x + 3)

F(x) = [(4x? — 5x + 3)dx =4§—5xz—2+3x+6 , por tanto,

5. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de
esperar, han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no
encontrar ningun error en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quien
tiene bien el ejercicio. Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el
problema. ¢Como es posible?

Pueden diferir en constantes y estar los dos bien, ademas de las posibles simplificaciones.
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Integrales

6. Razona por qué la grafica siguiente:

\:

es una primitiva de la funcién “parte entera de x”, E(T) (salvo en los puntos de discontinuidad

donde no es derivable):

[1dx =x [2dx=2x  [3dx=3x [(—Ddx=-x [(—2)dx=—-2x

7. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

a) j‘f%% dx

haciendo x = 1'%,

s
iz
t13

= [(t® —tM)12t8dt = 12 [(t** — t1¥)dt = 12 (—5 - —) +C

x = t'?, dx = 12t''dt , sustituyendo, obtenemos [———"- 12t'1dt, simplificando,

3 12 12—\ 13
x=1t2,t="%/x , deshaciendo el cambio, f%z dx =12 <( ﬁ) _( \g) > +C

b) ‘[ d haciendo &' =+.
t’ +€
dt  dt _ 1 1 .
e*=t, e¥dx=dt, dx=—=—, e¥*=—=- sustituyendo,
e t ex t
d dt dt dt
X _ T T
== IE =[Zz= ft2+1 = arctg(t) + C = arctg(e*) + C
t t
4
c) jidx haciendo 1+ 2x =¢*

VI+2x

2_
1+42x =t?, 2dx=2tdt, dx = tdt , x:tz1 L t=+1+2x

(). =)
= [—-—=—tdt=5[~—=dt = 6f(1:8—4156+6t4—4t2+1)alt=

f\/1+2x vz
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Integrales

9 7 5 3
_ 1iﬁ((\/1+92x) 4(\/1+2x) 6(\/1+52x) _ 4(\/1+329C) +m) +C

d) jHj;_] haciendo x++x*—1=1

x+ViZ—1=t, Val—l=t-x, (VaZ=1) =(t—x)? ,

2 1=t?>+x%>—2xt, 2xt=t>+1, x=t22:1 ,

dx = Wdt = (thzz) dt = t2t—21 dt , de donde,

S = Lo ae=30 (G-3) t=%f(%—t-3)dt=%(lnltl+§)+c

Deshaciendo el cambio, [—=— \/_ <1n|x +Vx2— 1|+ et > +C
2(x+Vx

e) J(Z sen’ x+3sen’ x—sen x+3)cosxdx haciendo senx —1¢

senx =t , cosxdx = dt, sustituyendo, nos queda,
4 3 2 4 2

3 2 sen-'x 3 sen~x
Qt+3t—t+3Mt=ZZ+3§"~E+3b+C= > + sen°x —

+ 3senx + C

f) [V1-x%dx = Haciendo x=sent; t=arcsenx ; dx= costdt

V1 —sen?t cost dt = [Vcos?t - cost dt = [ cost - cost dt = [ cos?*t dt = f@dt =

= [2dt+=[cos2tdt = [~dt +=-= [ 2cos2t dt =t +~- sent = ~arcsenx +~x + C
2 2 2 2 2 2 4 2 4

8. Elige el cambio que simplifica las siguientes integrales:

a) I&dx

(vt + 2] t=x%*+2x, dt=(4x3+2)dx =22x3+ 1)dx

tgx

e
b) j — .

CoOsS™ x

t =tgx dt =
gx cos?x
In{ln x
c) j%d\r 1 )
X t=In(lnx) , dt=-2-dx=—dx
Inx xlnx
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Integrales

d) J.2x3wfx4—49 - dv
t=x*—49 , dt=4x3dx

‘[ x+1
Vet t3=x+1 , 3t2dt=dx

f}j\/x_jdx
I-dx t=1—4x? . dt = —8xdx

9. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

a) J[4x3 +3x37%+\/; dx
X

S.
lnr
b) _[ " Inx 1
Si (f—dx—flnx-;dx)
c) Jsenxcosxdx 3
S|
arcsenx ,
d)fe 1_x2dx — earcsenx 4 Sj
arctgx (arctgx)2 .
ON v ——+C
J-ln(x+1)dx
f) ¥ NO
senx ‘
) Jtgx - cosxdx = [—— cosxdx = [ senxdx = —cosx+C Si

-1
g e Y

i) feras NO
4 2
Jx —22x +1dx
ko ! si [x* = 2x% +1 = (x2 — 1)?]
2 3
J) Ir e’ dx NO

10. Resuelve las siguientes integrales:

a)_[e +e+e" ’a’x

x x 3 2 t4— t3 t2 e4x eBx e2x
jt=efdt=eXdx, [P +t?+0)dt =+ S +-+C=—+—F+—+C

dx
I(]nx + 2)7 =(lnx+2)2

b) >

+C
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Integrales

c) J]_Il(COS x)tg x dx

senx
s ln(cosx), dt = - cosx dx = _tgxdx =
2 2
=—ftdt=-S+c=-0D 4 ¢
xdx
d) j Akl
1+x _l 2x _ l 5
_2f1+(x2)2 dx = > aTCtg(x ) +C
L edx
! .[ 2x eX

Ieem of o dx = arctg(e¥) + C

2

J) Jx-cosex -e'rzdx

2

L t=e*, dt =2xe¥dx , %f costdt = %Sent +C = %sen(exz) +C

11. Resuelve las siguientes integrales:

a) [(x* +x+1)e*dr {u=x2+x+1 - du=(2x+1)dx}
dv = e*dx > v=[e¥dx=¢e"
J(x?+x+ De*dx = (x> + x + De* — [(2x + De*dx =

{ u=2x+1 - du=2dx }
d

v=e*dx - v=[e*dx=¢e* =%+ x+1e*—[(2x + 1)e* — [ 2e¥dx] =

=(x’+x+1De*—2x+1De*+2e*+C=x*>—-x+2)e*+C

1
:l d :—d
b) [Inxdx { u=ix = du=-ax } flnxdx=lnlxlx—fxidx=xm|x|—x+C

c}jxcosxa’x u=x - du=dx
dv = cosxdx — v = [cosxdx = senx

[ xcosxdx = xsenx — [ senxdx = xsenx + cosx + C

Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva Jcos (In x)dx.

Para ello, multiplica y divide el integrando por x: cos (fn x) dx = goziil_})dff o

) plicay g P x._[ T YOX= e = Ve sv= .

X
u=x - du=dx
cos (Inx)
I =fcos(lnx)dx = | ——=-xdx = cos (Inx
J cos(inx) / x dv = %dx - v =sen(lnx)
= xsen(lnx) — [ sen(Inx)dx.
u=x - du=dx
sen (Inx)

sen(lnx)dx = | ———= - xdx = l
/ (nx) / x {dv = SenEc—nx)dx - v= —cos(lnx)}
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Integrales

= —xcos(Inx) + [ cos(Inx) dx.
I = xsen(lnx) + xcos(lnx) — 1, 2I = xsen(Inx) + xcos(Inx)

I= %x(sen(lnx) + cos(lnx) ) + C

1

u = arcsenx — du = dx
d) [ arcsenxdx = Vi-x? =
dv=1dx - v=x
x 2 dt
arcsenx-x—fﬁdxz t=1-x% > dt = —2xdx > < = xdx
= e 12
arcsenx - x — f‘Ti = arcsenx - x + Ef tzdt = arcsenx - x + -1 =
2

1
= arcsenx -x +tz = arcsenx - x +V1 —x%2+C

e) [ senax - e?*dx = obx

u, = sen(ax) - du, = a- cos (ax)dx
dv, = eP*dx » v, = —

2
= . N — —
P*sen(ax) aeb* cos(ax) u, = a- cos(ax) - du, a’sen(ax)dx
= b — f b dx = d ebx ebx
= —_—— = —_—
V1 b V1 b2
eb*sen(ax) (aebx cos(ax) + f a2ebx sen(ax)) _
- b b2 b2 -
bx bx 2
e?*sen(ax) (ae cos(ax) . a bx )
= - — | senax - e’*dx
b b2 + bz f
bebP*sen(ax)—aeb* cos(ax) a2 bx
— — 3 [ senax - e®*dx
Haciendo I = [ senax - eP*dx
beP*sen(ax)—aeb* cos(ax) a2
I = ~ ——=1
b b2
a? bebP*sen(ax)—aeb* cos(ax) a?+b? beb*sen(ax)—aeb* cos(ax)
I+=1= ; I'=
b2 b2 b2 b2
beb*sen(ax)—aeb* cos(ax
De donde, I = (ax) ( )+C
aZ+p2
12. Resuelve las siguientes primitivas.
dx 2
a)fxz_4 X2 —4=0; x; =2,x, = —2
1 A B A(x+2)+B(x-2) 5 1= A(x + 2) + B(x 2)
x2—4  x—-2  x+2 (x2-4) -
x=2 1=4A->A=1/,
x=-2 1=-4B>B=-1/,
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_ Integrales

— B 1/4 1/4 _

1 1 1 1 1
_Zf de—zf mdx-;lnlx—ZI —;Inlx + 2] —Z(lnlx—ZI —In[x+2]) =ZIn

x24

=2l +c
+2

dx
b) f (x+1)2

— _ (x+1)71 _ -1
f(x+1)2 J‘(X.|.1)2 dX—f(x+1) dx == _x+1+C
d
) f(;ﬂx)z x+1)2=0; x, =-1,%x, = -1
X _ A B A(x+1)+B _
(X+1)2_(X+1) (X+1)2_ (X+1)2 - X_A(x+1)+B
xdx 1 -1 1
= d —  dx=| —dx— 1—2d —
f(X+1)2 fX+1 XJrf(x+1)2 * fx+1 = [+ 1) dx
x+1D7* 1
=lnjx+ 1| ————=Inlx + 1| + ——+C
-1 x+1

3
d) f( 11)2 dx , efectuamos la division, obtenemos C(x) =x—2; R(x)=3x+2, luego

3x+2
f(x+1)2dx—f(x—2)dx+f - —dx ,comox® +2x+1 = (x+1)?
f(x+1)2 dx = [(x — 2)dx + = f 2+2X+1 dx + 2 f( X =
2 x4+l 2x+ 1 -2+ C
2 2 x+1
x2+x+1 x%+x+1 x%+x+1
e) J‘;vc3—4-xz+4;vc - f (x2—4x+4)(x) dx = f(x)(x—z)z dx
x%+x+1 _ é B + c
O&-22  x (x-2)  (x-2)?
x2+x+1=A(x—-2)>+B(x)(x—2) +C(x)
1
x=0, 1=44A-A4A=-
4
7
x = 2; 7=2C—>C=§
1, 3=c—p+l 2o pL1op
= 1" = — — _— — = — - - =
=4 4 27 4
X2 +x+1 1
fm f dx + = f—d + - f dX—) ln|x|+ 11’1|X—2|——(;)+C
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_ Integrales

) [ 3x%+1 X 3x241 A Mx+N
(2x-1D(3x2+2) ' (2x-1)(3x2+2)  2x-1  3x2+2

-3x2+1=A0CBx*+2)+ (Mx+N)(2x — 1)
x=0-1=24-N->N=24-1-2(1)-1 SN=2

x=1>4=AB)+(M+N)>4=5A+M+N->4=5A+M+24—1 —>M=1—61

x=2-13=14A+ (2M + N)3 > 13 = 144 + 6M + 3N —>A=i1

3x“+1 6x+3 6x+3
f(Zx—l)(3x2+2) X = EIZx—l x f11(3x2+2) X = ZIZx 1 Hf3 2+2

6x+3
_—ln|2x—1| + = f3 -5 d ——ln|2x—1|+ f3 5 Hf(ﬁx)erzdx_
=—ln|2x—1| +—1n|3x + 2| +— Tarctan(‘/\/—f)+C
_ 2_

g)fxz _)x2 A+E+E+DX+E

x3(x2+1) x3(x2+1) x3  x2  x X241
>x2=2=A(*+1) +B(x(x?* + 1)) + Cx*>(x> + 1) + (Dx + E)x® -
x=0,-2=A4

x=-1;, -1=—-4—-2B+2C— (-D 4+ E)
x=1, -1=—-4+4+2B+2C+D+E
x=2;2=—-10+ 10B + 20C + 8 (2D + E)
x=-2;2=-10—10B + 20C — 8 (2D + E)

3=—-2B+2C+D—-E

_>F1+F2_)5F1+F3_)_5F1+F4

6 =4C + 2D N 2 — A
“Y27=30c+21p+3g BT HC=3D=-5E=0~
—3=10C + 11D — 3E

x%-2

fxB(xzﬂ)dx— ——2f dx +3f dx ——f 2+1 =
x7?2 3 2 1 3 2
= —2_—2+ 31In|x| —Elnlx +1|+C = =t 31In|x| —Elnlx +1|+C
h) [ % +2X"2++15X+3 dx = (x3 + 2x% + 5x + 3): (x2 +1); r(x) =4x+1; cx)=x+2
4x+1

f(x+2+ 7 )dx 2+1dx—
= % +2x+2In(x?+1) + arctg(x) + C
. x+1 X+1 A B C Dx+E
i)f dx - =

(x—1)(x+1)2(x2+1) (x—1)(x+1)2(x2+1) (x-1)  (x+1)2  (x+1) (x%2+1)

x+1=Ax+1D?x?*+1D)+Bx—-DE*+D+Cx—-1Dx+DE*+ 1)+ Dx + E)(x — 1D (x + 1)
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Integrales

x=-1;, 0=4B; B=0
x=1, 2=84; A=4
x =0; 1=4-C—-F
x=-2;, —-1=20-9C+6D—-3E ->C=-7D=-9,E=10
x=2; 3=180+15C + 18D + 9E

—-9x+10
(x 2+1)

dx =

x+1
f(x 1)(x+1)2(x2+1) f d + f( +1) dx + f

dx+f dx+10 [ dx =

7f( x+1) 2+1) 2+1)

9
=4In|x — 1| — 7In|x + 1| —Elnlx2 + 1| + 10arctgx + C

13. Halla las siguientes primitivas:

a)fsen(§x+1)dx; t=>2x+1 a_3 gy =22
2 2 dx 2 3

e Ahora sustituimos en la integral y la resolvemos.

2-dt 2 2
jsen(t)T - g-fsen(t) dt — 3 (—cost) »

e Sustituimos otra vez t por lo que teniamos y obtendremos el resultado.

2-cos (%x + 1)
- — +C
3
sen(3x) sen (3x)
dx=| ———=—dx
) eos(3x) (cos (3x))3
dt dt
t = cos (3x) — I —sin(3x) -3 —dx = —sen(3x)-3

Ahora lo sustituimos y realizamos la integral

sen{3x) dt 1171
— " 3—>j—1 dt—>f——dt—>—§J—1dt
t3 —sen(3%)- t3 3t3 t3

2
lj‘ 1 1 t3 1 33/cos(3x)? 3\/cos(3x)2+c
— — % —
2 2

= | t3dt>—<- =
- 3 -

3 2 73
3
® 4 centd ®
COtg X sen(x) COoSs(X
c) fsenz(x) f sen?(x) dx - fsen3(x)
dt
t=sen(x) ; — =cos(x) > dx = ——;
dx cos(x)
GGS-@Q dt 1
J 5 —>j—dt—>ft3dt—>——>——2
t 2sen(x)
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Integrales

1

cotg) o1 ¢
2sen(x)?

sen?(x)

J

d) [

sen2x
(cos 2x+ 1)2

t=(cos2x+ 1)

(-2)- sen2x
(cos 2x+1)2

1
2

-1

S fre

dt=(—2) - sen 2x dx

(cos2x

_ 1
- 2(cos2x+1)

+C

+1)+c

e) [(tanx)?dx=[(1+ (tanx)? —1)dx = [(1 + (tanx)?)dx — [1dx=tanx —x + C

f) [((tanx)? +x+ 1) dx=[(1+ (tanx)? + x) dx

x2
=tanx+7+C

= [(1+ (tanx)?)dx + [xdx =

tanx tan?x
)f coszx > +C
x 1-t2
t=tg- cosx =
L 2 1+t2
h — caso general e 2t ~
X =17 senx = —
2-dt 2 5 2t 1)_1 ,
t2 _ 1+t2 _2:(t- _
fl sen?x f = f 14—1; dt = f(t—l)z dt = 1 +C 1 +C
1”2 1+t2 2
dx 1
i)/ cenx fsenx dx Caso: ——= ——— Impar en seno
cosx =t; senx = V1 — cos?x = V1 —t2
dt dt
—senxdx = dt; dx = —— ==
dx 1 1
fsenx - fsenx - f\/1_t2 Vieer f t2-1 dt
- t2-1 t-1  t+1
1=A(t+1)+B(t—-1)
t=1;1=A2aA=%
t=-1 ; 1=—ﬂ?aB=—%

1

[t =2

= E(Inlcosx — 1]

dt+f dt-+ 4nn—1|——m|

t2-1

—In|cosx + 1))+ C = —ln cosx—1
2 cosx+1
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Integrales

j) [sen’xcosxdx ; senx =t , cosx dx = dt;
t3
Jsen*xcosxdx = [t?dt =<+ C —Sen 4+ C
2 2 1—-cos2x
k) [sen’xdx; sen’x = —— ;
1- 2 1 1 1
[ sen?xdx = [ =2 dx == J(1 —cos2x)dx = - [ 1dx — 5 [ cos 2xdx =
1 1 1 1 1 1 1 2
~x—=[cos2xdx =-x—--=[cos2x-2dx =-x —-sen2x +C =~ — "2 4 (
2772 27 T2 2 27 4 2 4
1-cos 2 1+c0s 2

D) [sen*xdx ; sen?x = ——=  ;  cos?x = ——=

2 2

_ 2 - -
fsen4xdx _ f(senzx)zdx _ f(l cost) dx = f(l c02522x) 2 dx = fl 2 cos 2x+(cos 2x)? dx =

2 4
=—f1dx——f2c052xdx+ f1+c°54xdx=§ Sen2x+— —fld +— —fcos4xdx—
x— sen2x+ + 1 fCOS Ax -4dx =3?x_se22x+se:24x+c

m) [(cos x)*dx = [((cos x)?)? dx=%f(1 + cos 2x)? dx =
=%f1+2c052x+(cost)de=%f1dx+%f2c052xdx+if1+cos4x=
=§f1dx+%f2c052xdx+if1dx+%f4cos4xdx=

=lx+lsen2x+lx+lsen4x+6 =lsen4x+lsen2x+§x+C
2 2 4 8 8 2 4

n)[ cos(In x) dx
u=cos(In x) dv=dx
1
du = — sen(lnx);dx V=X

[cos(Inx)dx = x-coslnx — [ % (— sen(Inx) i) dx=x cos(Inx) + [ sen(Inx) dx
fudv=uv—fvdu
u=sen(Inx) dv= dx

du = cos(In x);dx v=x

1
x cos(Inx) + xsen(lnx) — fse cos(lnx) ;dx =

=x cos(Inx) + x sen(Inx) — [ cos(In x)dx
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Integrales

fcos(ln x)dx = xcos(Inx) + xsen(lnx) — f cos(lnx)dx

I = xcos(Inx) + xsen(lnx) — I

_ xcos(Inx) + x sen(In x)

2] = xcos(Inx) + xsen(Inx);

2
x cos(Inx) + x sen(In x)
cos(lnx) dx = > +
- 1+(sinx) senx
)J'( ) d x= [ 4 (senx)® o
sinx cosx senxcosx SeRxXCosXx
*Hacemos la primera integral:
1
—dx
Sen x cos x
Sabemos que:
x 2 2t 1-t2
tan>=t>dx =—5dt; senx= — ; COSX =——
2 1+t 1+t 1+t
Sen x Cos x = 2t 1-t? _ 2t-2¢3
TO14t2 1+4t2 0 (1+t2)2
1 1 (1+t2)* 2 2(1+t2)°
Il dx= | = ——dt = [——————dt =
2t-2t3 1+t2 2t—2t3  1+t2 2t+2t3-2t3-2t5

1 7f(1+t2)2d f(l“) de=f ) _(+er)® de= 1+
=2 _ t(1—t%) t(1-t2)@+e2) t(1- fz)

1+t> A, B  C
t(1-t2)  t  1-t 1+t

1+t2=A0—-t>)+Bt(1+t) +Ct(1—1)

*Calculamos A, By C dando valores a t:

Sit=0; 1=A(1-0%); 1=A4

Sit=1; 2=B-1:(1+1); 1=B

Sit=-1, 2=2C; 1=C

*Sustituimos los valores:

f(1+L+L)dt — In|t| — In|1 — t] +In|1 + ¢]
1-t 1+t

*Sustituimos t por tan E :

1 x x X
fmdx = ln|tan §| —ln|1 — tan E|+ln|1 + tan §|

*Realizamos la segunda integral:

senx
[—=dx = —In|cosx|
cosx
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Integrales

*Por tanto:

f—(1+(senx)2) dx =In |tan §| —In |1 — tan §| +In |1 + tan §| — In|cosx| + C =

Senx cosx
_ax t=tgx senx=-— sen?x = —-
0) f1+sen2x '8 = T t241
d _ dt _ 1 2o
X=Tre OSXT o oS X =%n
d dt dt d d d
x PyY] 5z t t 1 dt
[ —= =2t = = x=-[—=
1+sen2x 1+ t2t+1 t t+21++1t 20241 2(12+2) 27 245
=%-\/Z—Earctg%+ C =% N3 rctg—+ C —% N3 rctg 2 tcCc= ﬁarctg(\/f-tgx) +C
& & =
p) [ sen 5x - cos 4x dx sen(a + B) + sen(a — B)
sena-cosf3 =
2
[ sen 5x - cos 4x dx = [ == (5X+4X):Sen Cx=9 gx = = ~J(sen 9x + sen x)dx =
== (fsen9xdx+fsenxdx) = ( [ sen9x - 9dx+fsenxdx)
=7 (5' (—cos 9x) + (—cos x)) +C= _%(cos9x + cosx) +C
f dx t=t¢t X X tgt 2 tg t d 2 dt
=tg = —=arctgt—> x=2arc X= ——
V| 13712 cosx 82 2 8 & 1+t
1—t? 2t . 2t
COSX = senx = X =
1+ t2 14t2 8 1-—t2
d 2dt 2dt _2dt 2dt )
X — 1+t2 — 1+t2 — 1+t2 — — —
f13+12 cosx I 13+12( ) =/ j3412=12t2 T I 13+13t2+12-1262 ft2+25 - 2ft2+25 dt =
1+t2 1+t2 1+t2
X
=2 ft2+52 dt=2- —arctg +C= —arctg( gz) +C
14. Resuelve las siguientes integrales definidas:
a) (x2 +x+1)dx 3 2 6 3 2 3 2
) =T+ 4y =(S+Z+6) - (3+5+0)=92
3 2 3 2 3 2
b) ,r (C+xsl)dr s e 1 B 12 [GON (
s =T+ 4y =(3+3+1)- + &2 4 (-1
3 2 _1 3 2 3
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Integrales

c) J‘ﬁ\'\/‘rQ—kld\‘ V3 3

o T ‘ f 2x(x% + 1)2dx 1@ l(((\/—)z +1)?2 ) ((02 + 1)2 )l

2 o
1 x+1
Mo =21 2y = Linjx? + 2x + 2] = 2[(In5) — (In1)] = 2
- 1x2+2x+2 - T2

e) rsenxdr

0 = —cosx|§ = —cosm + cos0 = 2

f}f]ﬂ-\’ﬂ’x u=Inx - du=idx

[ Inxdx = {

fle Inxdx = xInx — x|¢ = (elne—e) — (1ln1—-1) =1

}:xlnx—fxldx=xlnx—x+C
dv=dx -»v=[dx=x *

15.

5
Halla el valor de ¢ que verifica L (2x+1)(ir = f[c]-(S—O) y razona su interpretacion geométrica.

5 5 5
f0(2x+1)dx=x2+x|8=30, f(c)=2c+1, 30=(2c+1)5, C:i_o:E
. . . . - . . *d

16. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x) = fze ﬁtt

. 1 . .
La funcion g(t) = ——es continua en [2,b], g(x) =e* esderivable,
Por el teorema fundamental del calculo integral:

) = e
In (eX)
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“ Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.
Pl +1 f"”[.‘t’}
Sabiendo que j’.r”:ir_ +C y [ f™(x) f(x)dx ==——=+C, calcula:
n+1 n+l
1) [xSdx = %6+C
4 [Ar—5dy =2k -1
2) fxsdx—f4x dx=4 _4—x4+C
dx 1L 2y X
3) IxZ —fxz dx=Jx~2dx= —+C
4) [37dx=37x+C
5) I6x7dx=6-£+c
. 5
6) [Sxidx=5 T““/_*C
4
5
7) J5VaBdx = [527 dx = 5% =2Vx5+C
2
8) [(B—2x— x4)dx—3x————+(]—3x x? ——+C
9) [(2x° —5x+3)dx_2i——+3x+c

7 4 7
10) (2 +3x%)2dx = [ 4+ 9x® + 122%dx = 4x + 9T+ 125 + C = dx + 2+ 3x* + C
11) [(2-(x% + 2)3dx = [2-((x2)3+(3x2)2-2+3x2-22423)dx= ]2 (x6+18x*+12x2+8)dx=
7 5 3
[(2x6 + 36x* + 24x% + 16)dx= 2-"— + 36 - "— +24- % +16x+C

12) J(1 — x3)2dx = J1-2x3+(x3) 2dx= x-2. +7+C

—-x+2

13)]" dx _J—dx J—dx+j—dx [1dx j—dx+f—dx—f (1-x72 4 2x~3)dx=

-2

- -1
cx+ 42 x4y 24
1 -2 1

2 X2
14) [(-4x3+2x)dx =-4-2- + 2 - — +C=
3

a+1

15) I(3a-— + 2x%dx = (3a——)x 2 +C

1

-1 -2 =
16) [ —5+2-—dx= [-3x3+2-3x7dr= -3 +2x -3 +C=
2

=2 1 2x—6Vx+C
2x2
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7
6 -1 =
17) 325 — 5+ 2Vx)dx =22 12"+ 2

Integrales

+C
7
l l l E x% x% 2x; ng
18) J(1-x)Vx)dx = Vx — xv/xdx =[xz — x - x2 dx=]x7 — x2dx = 5 — 5 == -=—+C
2 2
19) J'i

dx —J—d s

*2

dx—f dx=|x dx +J5 dx -J4x~2dx=
-1

—+5x—4 —1 —+5x——+C

20) f(se* +ﬂ)d = ISexdx+I—d —I—d + [ dx=

=ISe

1 3 5x~t
= Se*+-x? —2x —

4 4
1 3 5
=5e* +ox? —Tx+—+C

2
21) f 2 dx

—f(x2+2x+1)(x_71)dx=f (x%-i—zx%-}—x_?l)dx_
P
P +

3 1

5, +23/ +1/ +C=

x/2 2Vx®  x?
R R
3 l 3 Z l x/2 x3/2
23) [ Vx (x® + 1)dx = f(xZ)(x + Ddx = f(xZ) + (xZ) dx = 5
_ 2 o
9

22)f(ﬁ—%x+\/2—x)dx=f(xz——x+2x2)dx—

3

-1
2 5 2x7z 2 ax2
24)f(\/x5—3—\/;)dx=f<x2— x3 >dx—x ol

2Vx7  ax
"y 3,

3
3 2 3 3x3/2 5x5/2
25) [V (3 — 5x)dx = [(x%) (3 — 5x)dx = [ (3x2 — 5x2) dx = HEoic=
2 2
=2Vx3 —2Vx5 + ¢
e 7 R S ok ax'le
26) J‘Wd f(xz+x—2)(x2)dx:f(x2+x2_2x2)dx_xs/ J;Tz Zf/

27) [ 3x+4)%dx = [3(3x + 4)2dx (3x+4) tC= (3x;—4)3 e
28) [(3x — 7)*dx =3 [ 3(3x — T)*dx = E% 7) ro=8 7) i C
29) [x (22 — 4)Pdx =1 [2x(x? - 4)Pdx =L 4=y
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“ Integrales

2 4 2 4
30. [ 3x(x2+2)3dx:§f2x(x2+2)3dx:%+c:3(x8+2) +C
3
31 (3 +2)222 dx =1 [ +2)23x2dx = T 0 =D 4 ¢
2
32. [ (x*+3)x*dx = f(x + 3)3x%dx = @+C=%+C

33. [ (x—2)%%dx = 2_\/(965—2)5 iy

_ (a+x)*

34. [ (a + x)3d +C

_ (2t (x42)®

35. [ [(x+2)*- (x+2)% dx =202 ¢
3
36. [V3x + 12 dx——f3(3x+12)zd _ Gt o 2JGx+12)? .

3/2 h 9

= [(x+3)7 dx (x+j) L c=nxF34C
dx —1)-3 -2 _ -1
38.J (x— 1)3—f(x D™7dx =— tC=01C
2 4 (x%—x)°
30. [ (2 +x)*2x+1Ddx ="+
2(1+\/_)3
40f\/—(1+\/_)2dx—2f W(1+\/_)d +C
(x*-p7t (x*-1)"t
4 o 1)2dx_fx3(x D 2dx =; [4x3(xt - D) Pdx = T+ =52 4=
1
4(x*-1) te
X - 1 _ 1 (x2+4_)—2 (x2+4)_2
42. f(x2+4)3dx= fx(x2+4) 3dx=5f2x(x2+4) 3dx=5._—2+c= - L=
T A(x2+4)2
A/ 3 3
—_ 215
43fx x2 dx_f_X(x —7)2dx__f2x(x —7)2dx 1 (x_7)2+c:(x 37)2+C:
2
[
44.[(x — 1)(x? — 2x + 3)*dx =
— 2_ 5
~J(2x = 2)(x? — 2x + 3)* dx = @H _ @ iﬁm) e
3x _ oy—1 _
45'fmdx— f3x(1 + 7x%) zdx =
1
1 .
if 14x(1 + 7x2)_§ dx = 3. w_i_ c= 3V1+7x2 L
14 14 I —7
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Integrales

46f(3 )dx—f8x (x3+2)2%dx =
8 -2 8 M -
f3x (x3+2)%dx = S tC=Esm T

47. dx = [3x(x? +3 sdx—— 2x(x* +3 3dx—
fsﬁ S 3x( )" J 2x( )
3 (x2+3)§ 9 3/(x2+3)2

3

48.[ X1 = dx = [ x(1 — x?)5 dx = 1 [ 2x(1 — x?)2 dx =

N 31—
CE T =
2 2 4
1 (x3 +5)4 45/(x3+5)3
49fv_dx—fx2(x +5)" 4dx——f3x2(x +5)” 4dx—§ : te=—""—"+c

3 3
50.f x%(x® —1)5 dx = 3 [ 3x2(x* — 1)sdx =

3
= 5
1 (x3-1)5 53/ (x3-1)8
_°%+C:¥+C
3 = 24

1
51. (Va2 — 2x*dx = [ {/x2(1 — 2x2)dx = [ xV1 — 2x%dx = [x(1 — 2x?)2 dx = —%f—4x(1 -

1
2x%)z2dx =

3
—2x2)2 [(1—2x2)3
2

(e +1)

52.f(e* + 1)3e*dx +c

sen*x

53.[ sen3x(cos x) dx = ——tc

1 cos®x? Sx2

1
54.[ x(cos*x*)sen x* dx = _Ef 2x (cos*x*)(=senx*)dx = =2 - ——+c=———+c¢
x- ln(x +3)
55.[———dx=[In(x*+3 dx =
1 In?|x%+3 In?|x2+3
-fln(x +3) =“#+C=#+c
+3 2 2 4
senx
56. dx = [ cos 3x(sen x)dx =
| 2= J (sen x)
-3 cos™?x cos™?x 1
—1fcos x(—senx)dx = —1- +c= to=—
2cos“x
1
7. =3 x ==-In|2e* = 3| +¢
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Integrales
58.[ tg°x(sec’x)dx = tg +c
59fs:c3ixdx =_f35ec 3x

60.f =2 dx =3 [ In |x| - ~dx =

2. Sabiendo que

v =]+ H%ﬂ

)f x+2 - f
2 3.

3)[ =

4)f xdx _zf 2x

x2-1

1-2x3

=2

N =

2+2

4
8)fmd

9)[ —

3
10)f (VX + ) dx = [ Vxdx + [ 2dx = % + Inlx| + C

12)f% = In(|In|x|]) + C

X 1
B wow = I mow

1) - —

1
wnx =30

(2x-1)

www.apuntesmareaverde.org.es

1-2x3

f 2(X+1)
x2+2x+2 x2+2x+2

11)f( += +\/_)dx—f3x += +X2dx——+21n(x)+

1
e =

dx — [
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T % E-lnltg3x|+c

1 In?|x| In?|x|
2 6

+c

dx=1n| f(x)|+C | %d‘x =In| f(x)|+C. calcula:

—dx—1n|x+2|+C
X+2

=im|2x-3|+C
S =5 In|2x

1
—f;dx—lnlx—1|+C

. dx = =In|x? — 1] + C
xX“=1 2

b'e -1  —6%2
S)f—dx =—

= n|2x* — 1] + C
N R S T S N S
d —3f1_X3dX—31n|x 1]+ C

x=%ln|x2+2| +C

——fmdx = —ln|3x+ 5| +C

—f 2xX+2

X242x+2

—Elnlx2 +2x+2|+C

2

N|w

X

-—+C=
2

—3x"1 + 2In(x) Al

—2In(|1-vx|)+C

1
o @0 =3n(2x = 1) —7In(12x + 1)) + C
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" Integrales

15)f = dx =1In(e* + 1) + C

2x 1
16) [ efx+3 —f S dx= Eln(e2X +3)+C

17)f tan(x) dx = f%dx = —In(Jcos(x)|) + C

18)f S22 dx = In(Jsin(x)[) + C

19 )fl—()dx = 5In(|In(x)]) + C

ZO)f sin(x)+cos(X) — f (sm(x) &(X)) dx = f (w + 1) dx = f sm(x) d + f 1dx =

cos(x) cos(x) cos(x) cos(x)

—In(Jcos(x)]) + x+ C

zl)f%m)("’d = In(J1 + sin(x®)|) + C

)f sin(x)— cos(x)

sm(x)+cos(x)

= —In(|sin(x) + cos(x)|) + C

cos(x? )d _ In(Jsinx?[)

sin(x2)

Zax =1
23) [xcotx?dx = [ 2x +C

3.Si [eXdx=eX+(, [ ef® . £ (x)dx = ef® + C,

X f(x)
X _ A f(x) . f 2 .
[ a*dx —+C y [a f'(x)dx =1—+C, calcula:

1 [3%dx=1+4C

2. [a*dx=1[4(@¥)dx=-"— + C

3. [e*dx=-1 f(—l)(e‘x)dx ==+C

4. Jae*dx =40) [3(e)dx=""+C

5. [(3x2-eX ) dx =e¥*2 4 (

6. [(4e*™¥)dx =4-(—1) [(—1)(e* ¥)dx = —4(e* ™ ) + C

7. J(x?eX)dx = [[3x(e*")]dx = § +C

8. [(e*+1%dx = [[(e®)?+2(e*)(1) + 1%]dx = [ e**dx + [ 2e*dx + [ 1dx =

=%f2€2xdx+f26"dx+f1dx=§+Ze"+x+6
2
9. [(e"+=) dx=[(e¥ +e)2dx = [[(e¥)? + 2(e¥)(e™) + (e *)?]dx

29 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS |IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

%
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Integrales

=fezxdx+f2dx+fe"2xdx=?+2x—

10.

e—2x

2
f(e* 4+ x%)%dx = [[(€¥)? + 2(e*) (x®) + (x®)?]dx =

+C

= %f 2e2* dx + [ 2(e*)(x®) dx (por partes) + [ x1?dx =

13
= %er +2e*(x® — 6x° + 30x* — 120x° + 360x — 720x +720 ) +—+C -

11.

12

1

w

14

15.

16

17

18.

19

20

_(p—x%+2
[e " *2 xdx = _71f e " +2 (—2x)dx = # +C

Inx
ferx=f§dx=fdx=x+C

1

x? = - - -1 L
fex—:dxzfexz-x%dxszexz-x—jdx=716ﬂ+6

sin x?2

3 2 1 : 2 e
J xes"*" cosx? dx = - [ 2x e"* cosx? dx = ——+ C

3C0S2X o i 3C0S2X o _ —elcoszx

f(e sin 2x)dx =— [(=6) (e sin2x)dx = ———+C

eVx 1 eVx 2eV%
fﬁdx—E—medx— 5 +C
[eS*sinxdx = — [ e°°5* (—sinx) dx = —e®°S* + C

4/ 2 4/ 2
f(%— ex‘3) dx ="y —e* 34 C

tan2x

[ et 2X gec? 2x dx = %f 2e'N2% goc2 2x dx = 2 —+C

x2
2% (33+55% ) gy = 2 [ (335 dx = 2 (L) [ 10x(33+5)dx = = (5 ) + ¢
3 3 3 \10 15 In3
—5x2
f 3—5x2 =lf 3—-5x2 =1, _i J _ 3-5x2 =__1 °
jz(z )dx > x(2 )dx > ( 10) (—10x)(2 )dx 20( — )+ C

4. Sabiendo que [sinxdx=—cosx+C, [ f'(x)-sinf(x)=—cosf(x)+C,

fcosxdx=sinx+C y [cosf(x)-f'(x)=sinf(x)+C calcula:

1. [sin(2x +8)dx = [ sin(2x + 8)2dx = =D 4 ¢
2. fsin%dx = Zfsin(g)(%)dx = -2 cos§+ C
3. [cos3xdx= if 3(cos(3x)dx) = Sin33x +C
4. [ xsinx?dx =%f 2x(sinx?) dx = _Cc;sxz +C
5. f(w)dx = %f(Bsinx — 2 cos x)dx =$—Si%+ C
6. [sin2xdx = %f 2 (sin2x)dx = _Czszx +C
20 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS ES ATENEA Ciudad Real

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra

%
Textos Marea Verde



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

u Integrales

7. [e*cose*dx =sine* +C

8. [xcos(2x?) -sin(2x?)dx = %f4x cos(2x?) - sin(2x?)dx = —%cos(sz) +C

9. fSi“(:‘x) dx = f% - sin(lnx) dx = — cos(Inx) + C

7. Si

[ l tg r}t( —tgx+C Y _[ ﬂ'x j[l+tg‘f|{r] [x)dx=tg flx)+C, calcula:

[

1) [x(1+tanx?)dx = %f 2x(1 + tanx?) dx = %tan(xz) +C

2) [(1+tanx)?dx = [(1+ tan®x + 2tanx)dx = [((1 + tan®x) + 2tanx)dx = tanx —

2 [ - SINY jx = tanx — 2 In|cos x| + C

cosx

3) ftan23xdx=f(1—1+tan23x)dx=§f3(1+tan23x)dx—f1dx=

=§-tan3x—x+C

6. Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:

1 t5 t5 2+5x)5

dqx= [t . 1ge=2 [ ¢4
1) [(2+5x)%dx=]t Sdt—sftdt- Tl

t=2+5x , dt=5dx9dx=%dt

t7 t7_(3+4x)7

6 6_ 1.6 1,
2) [ (3+4x)°dx=[t°-=dt= ftdt— SE =

+c

t=3+4x , dt=4xdx$dx=%dt

t8 t® (3+x2)°

3) [ 6x(3+x?)%dx=[ 6x-t° - —dt=[ 3t5dt=3[ t3dt="-="=C"" 4 ¢

t=3+x2 , dt=2xdx>dx =%dt

8) [ [+ ——ldx= [ - 2ldt + [ [ Jde=[ [Z]dt + [ [5]de=

5+4x  (5+4x)3

3 3 t72 3 3t72
2SRt +2 [ [F1=2 [ [[ldt +2 [ [t73]dt="In|t| + - —="In|t| - =
4 4 -2 4
—ln|t| -— —ln|5 + 4x| — G ran) +c
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" Integrales

t=5+4x , dt=4dx>dx = %dt

3 4
5) [ (V3+2x + 3+ 2x0)dx=[ (Ve + V1) - Sdt=~ f(tz +ts)dt_§ FHsTe
2 3
_ é £=E+ 33x/t_4=J(3+2x)3 4 33/G+2x)* +e
T3 8 3 8 3 8
t=3+2x , dt=2dx->dx =-dt
6 [ (= )dx f(—) -dt f( Zydt= f(—)dt—f(—)dt‘
_ 1 244 _ 302t " _‘“_2_‘_1 21,2
—f()dt 4f( Dde=[ t72dt — 4 [ t73de=— _2-t+t2-ex+e2x+c
t=e* , dt=ec*dx->dx=—dt=-dt
.3 ) _(+3. 1 (.3 _ﬁ_sin‘*(x)
7) [ sin®(x) - cos(x)dx=J t3 - cos(x) pw de=[t dt=—= +c
. _ 1
t =sin(x) , dt=cos(x)dx—>dx = pr—— dt
8) [ j:;((fj) x=f () - ﬁdh J =dt = —In|t|=—In|cos(x)| + ¢
-1
t = cos(x) , dt = —sin(x)dx->dx = prooes dt
cos(x) cos(x) —4 g, 77 -1 -1
9) f 51n4(x) f( cos(X) _f( )dt ft dt -3 3¢t3 351n3(x)+c
. _ 1
t =sin(x) , dt=cos(x)dx->dx = P dt
3 3
10) | xVx? + 4dx=/ x\/t - —dt f(—)dt f( )dt_“ 222 f; _V(XZ;‘UZH
t=x>+4 , dt=2xdx9dx=%dt
1) [ EDydx=f G2 Hde=f Dyde=[ (St + [ )dt=
.43 -3 g4 [ +-2 3t 377 -1 3 -1 3
Jt-t73de+ [3t73de=[ t72dt + [ 3t Pdt=—+ =— — o= — —+c
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Integrales

t=e* dt=e%&9dx=§dt=%m
—2 - Ddt=[ (dt=[ (dt + [ (Z)dt=
[ (=t) - t7*dt + [ 2t7*de=[ (~t7)de + [ 2t *de= — =S 2
t=e* dt=e%&%dx=éﬂt=%dt
13) f(x 2“_) dx

f(x zf) dx f(x2‘4‘/_"—+4x)dx=§f(ﬁ—ﬂ+i—f)dx:%(fldx—4fx_%dx+4f§dx)=

x2 x2 x2

1
1 x72 1 8
—§<x—4j+4ln|x|> +C —g(x+ﬁ+4ln|x|)+C

2

2
14) [ EH0° g

JEER gy = 2 p (BT gy = 1 p (22 ) gy = 1 ([ 2dx + 12 [ xEdx + [ 9dx) =

X X

1
= i<4ln|x| + 12%+ 9x> = In|x| + 6\/_+ +C

2

15) [senVxdx ; x=t? ; dx=2tdt ; t=+x

[ senVt22tdt = [ sent2tdt u=2t, du=2dt ; dv=sentdt, v=-cost

[ sent2tdt = —2tcost + [ cost2dt = —2tcost + 2sent + C = 2+/xcos\x + 2senvx + C

7. Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracion por partes.
1) [3xcosxdx= (dv=cosx dx u=3x ; v=senx du=3dx)

=3x-(senx)-fsenx-3dx=3x-senx+3-cosx+C

2) [x?-senxdx = (dv=senxdx u=x%; v=-cosx du=2xdx)
=x2 - (-cos x) - [ (- cos x)- 2x dx = (dv=-cosxdx u=2x; v=-senx du=2dx)
=(x?-(-cosx))—[2x-(-senx)-J(-senx)-2dx]=
=x*-(-cosx)+2x-(senx)-2-(-cosx)+C=
=-x2cosx+2xsenx+2cosx+C
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Integrales

x 1
3) fx?Inxdx= (dv=x>dx wu=Inx ; V= du=;)
x x3 x
=lnxx-—-[—-=dx=Ilnx-—-[—dx=
,3 3 3,7 3x
1 X
=Inx —-gszdx=lnx —-=—+C
1 3
= X2 1
4) [Vx-Inxdx= (dv=vxdx=xzdx u=lnx; v===5 du = —dx)
2
3 3 3 1
x3 x2 1 X2 2x2
= Inx-T-jT-—dx= In x T-I—d =
2 2 X = 3
2 2 2
3 L 3 3 33
x2 2 = x2 2 x2 x2 2
= Inx-T-gszdx—Inx-T-—-T—Inx T'_"'C
2 2 2 2
Inx _ x~1 1
5) [ dx= (dv=x"%dx u=Ilnx ; v=— du == dx)
_ x~1 x 1 1 x~1  x71
=fInx-x2dx=Inx-—-[=—- ~dx=Inx-—-[—dx=
1 -1 -1 X -1 1—x
x~ 1 1 1 1 x~
=lnx-—+[=dx=-Inx =+ [=dx=-Inx -+ +C=
—11 1x2 x x2 x -
=-Inx =—=+C
X X
6) [2e*-cosxdx=
Cambios 1 Cambios 2
dv = cos x dx V =sen X dv =sen x V = - COS X
u=2e”* du = 2e*dx u=2e”* du=2e* dx

(cambios 1) =2e* -senx-[senx:2e*dx=

(cambios 2) = 2e* -senx—[2e* - (-cosx)-[(-cosx)-2e*dx)]=
=2e*-senx—[2e* - (-cosx)+[cosx-2e*dx]=
=2e* -senx +2e* -cosx - Jcosx-2e* dx]
I=2e*-senx+2e*-cosx -I|
21 =2e* - sen x + 2e*: cos x

l=e*-senx-e* cosx+C

7) [ 2e* - senx dx
Férmula: Ju-dv=u-v—[v-du
u = 2e* - du = 2e*dx
dv = senxdx - v = [ senx dx = —cosx

[ 2e* - senx dx = 2e* - (—cosx) — [ — cosx - 2e¥dx = 2e* - (—cosx) + [
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Integrales

Repetimos el método de integracién por partes:

- u=2e*->du=2e"dx

- dv = cosxdx » v = [ cosx dx = senx
= 2e* - (—cosx) + 2e* - senx — [ senx - 2e*dx
Hacemos [ senx - 2e* =1 de donde,
I =2e* - (—cosx) + 2e* - senx — I
21 = 2e* - (—cosx) + 2e* - senx
I =e* (—cosx) + e* - senx

I =e* (senx —cosx) +C

8) [ e* - cos3x dx
- u=e*->du=e*dx
- dv = cos3xdx - v = [ cos3x dx = é - sen3x

eX eX eX 1
J - cos3xdx = —sen3x — [ — sen3xdx = —sen3x —_ [ e* sen3x dx =

Repetimos el método de integracidn por partes:
- u=e*->du=e*dx
1
- dv =sen3xdx - v = [ sen3x dx = —3cos3x

= %senSx — %(— % - €c0S3x — é - [ e*(—cos3x) dx)
Hacemos f e*cos3x dx = I, de donde,

e~ e~ 1
I = ?senSx +?c053x -3 I

10 eX e~
5 I = 5 sen3x +?c053x

cos3x
3

I=%-(359n3x+ )+C

4-2 x2
X

9 [ cIn(x)dx

- u=1n(x)—>du=idx

4-2 %2

- dv=— dX—>V=f(%—ZX)dX=4'ln(X)—X2

22 () dx = In() - (4 In(x) — x2) — [ 1+ (41n(x) - x2)dx =

X

=In(x) - (4 In(x) —x?) — f% ‘In(x) dx + [ xdx =

=In(x) - (4-In(x) —x2) + = — 4 [ "D gy =

X
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Integrales

2 2 2
= 4In*(x) — x% In(x) + x? - ‘”nT(x) = 2In?(x) — x? In(x) + x? +C
8. Halla el valor de las siguientes integrales racionales:
2
1) [ 5 dx

Las raices del denominador son raices complejas.

x>+1=0; x=+i luego:

| 2 dx=2{ L dx = 2arctan(x) + C

x2+1 x2+1

2)[ ——dx

2x2+2
Las raices del denominador son raices complejas.
2x>+2=0; x= +i luego:

. =[— =3 1 3 __3arctan (x)
f2X2+2 dx = 262 1) dx = foz+1 dx = > arctan(x) + C = =+ C

3
3)—dx
x-3
La raiz del denominador es una raiz real simple.
x—3=0; x=3 luego:

3 1
J=dx=3[_—dx=3Inlx-3]+C

2

4)f3x2+3dx
J 2 p _J‘ 2 p _Zj 1 p 2 " ()+C_2arctan(x)+C
322 +3° T )30+ D) T3) 241 P T 3N - 3
5
5) [ o dx
J > 4 —SJ =2l +3]+C
243773 ey T3
3x-2
6) [ 5 dx

fgx_zdx=f(3x S )dx=E 2 dx—2 [ — dx=%—2arctan(x)+€

x2+1 x2+1  x2+1 27 x2+1 x2+1

(2x—3)2
7. [ —dx
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“ Integrales

f(Z);;:)ZdXzfztxw 12x 4 —f dx + [ 12xd +f%dx=
=§fdx—4f§dx+Sfx—zdx=§x—4ln|x|+3fx"2dx=

-1
=2x—4hnlx|+35-+Cc=2x—4mnlx| -3+
3 -1 3 X

fﬁdx
Segun la division euclidea, obtenemos:
C(x)=1 R(x)=1 Q(x)=x+1
+2 1 1
[22dax=[(1+)dx=[1dx+[——dx=x+In[x+ 1| +C

x—1
9./ d
Segun la division euclidea, obtenemos:
C(x)=1 R(x)=-2 Q(x)=x+1
x—1 -2 -2
Jodx=[1+_Ddx=[1ldx+[_—dx=x—2Injx+1]+C

10) f3x 1
Efectuando la division obtenemos: C(x): 3 R(x): =10 Q(x):x+3
(X) j R(x) )
C(x)dx +
Q(x ) Q) )
JBx_ld —fgd +( 10)] dx; 3x — 10In(|x +3]) + C
x+3 x= x x+3 X ox i
3x . ) . .2
> 4dx, C(x): 3x R(x): 12x Q(x): x° — 4
12x
f 3, —fs d +6f 6 g 3 6n(x? 4l +
x2_4x— x dx x2_4x,2 n(|x
ad -dx; C(x): 3x R(X): 3x Q(x): x2 — 1
f3xdx+ f(z 1)dx —+ ln(Ix —1D+cC
13) fx S 242 dx; efectuando la division obtenemos C(x) = x; R(x) = 2; de donde
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Integrales

fX2+2X+2
X+2

x3+4x%2-2x+5

2
dx = [(Q)dx+ [ ——dx = [(©)dx+2 [ ——dx ==+ 2In[x + 2| + C

14) f—dx- efectuando la divisién, C(x) = x? + 6x + 10; R(x) = -25; de donde
f% = [(x* + 6x + 10)dx + [ —dx =
= [(x* + 6x + 10)dx—25fﬁdx=x?+3x2 +10x — 25In|x — 2| + C

15)

x-2)(x+2)  x-2 @ x+2

A B

2 = A(x+2) + B(x-2), sustituyendo porx=yx=-2,A = % B=-—-

B 1
f(x 2)(x+2) fx zd +f—dx—f dX+f—2(x+2) x= [ o= dX_f2x+2dx_
S dx—- —dX——lnIX—ZI——ln|x+2|+C =-In |+C
2 2x—2 27 2x+2 2
3x +2

16) [ 5
1. Se analizan las raices del denominador: x> + 3x = 0;x(x +3)=0->x=0;x = -3
2. Se escribe la descomposicion en fracciones simples:

3x +2 A N B

x2+3x x (x+3)
3. Para hallar Ay B, se sustituye la x por el valor de las raices:

3x +2=A(x+3) + Bx

2

x=0- 2—3A—>A—§

x=-3->-7=-3B->B=
4. Se escribe la integral como suma de integrales:

[322 g —fzﬁd + 3y = 1| |+3 TInjx+3|+C

x2+3x X = x x (x+3) X = njx njx

17)f4x+3
1. Se analizan las raices del denominador: x2 —1=0;x =Vl »x=1,x = —1
2. Se escribe la descomposicion en fracciones simples:

4x +3 A N B
21 (x—1) (x+1)
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Integrales

3. Parahallar Ay B, se sustituye la x por el valor de las raices:

4x+3=Ax+1)+B(x—-1)

4. Se escribe la integral como suma de integrales:

4x +3 _ 7/2 /2 _ 1
fx2—1 dx = (x_l)dx+f( +1)dx —lnIx—1|+Eln|x+1|+C
18) fx2+6x+9

1. Alser el grado del polinomio del numerador igual que el del denominador, debemos realizar la
division de estos, 3x2: (x? + 6x + 9) — y obtenemos como cociente 3 y como resto —18x —

27

—-18x—-27
x2+6x+9

—-18x-27
x2+6x+9

a. Obtenemos la siguiente integral: [ 3dx + [ dx - 3x + [ ——

2. Con la nueva integral obtenida, realizamos el procedimiento habitual para integrales racionales:

a. lgualamos el polinomio del divisor a cero: x? + 6x + 9 = 0 —» x = —3 (doble)

-18x-27 _ A B
X2+6x+9  x+3 (x+3)2

b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

—18x — 27 = A(x + 3)> + B(x + 3)
Sustituimos x por un valor cualquiera:

x=—2->9=A+4+B; x=-1->-9=4A4A+14B

27 45
Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido: A = — 5 B = Y
3. Gracias a este procedimiento hemos obtenido:
= = 27  d 45 + d
X X
dx=3x——|—+—=—| — =
(x +3)2 x+3 2 7 (x+3)2
45 (x-3)71 27 45 1
3x——ln|x+3|+ ——3 —=hnlx+3|-—-—+C
2 2 x+3
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Integrales

19) dx

1. Como el grado del polinomio del denominador es superior al del polinomio del numerador, utili-

x2-5x46

zamos el procedimiento habitual para estos casos:
a. lgualamos el polinomio del denominador acero: x> —5x + 6 =0 - x; = 3;x, = 2

b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

=L+ TS x+2=A(x—2)+b(x—3)

x2-5x+6 x—3

Sustituimos x por un valor cualquiera:
x=2—->4=—-B->B=-4 x=3->5=4
2. Gracias a este procedimiento obtenemos:

5 —
fgdx+fx—j2dx= S5in|x — 3| — 4ln|x — 2|+ C

3x-2
24+4

20)[
1. Como el grado del polinomio del denominador es superior al del polinomio del numerador, utili-
zamos el procedimiento habitual para estos casos:
a. lgualamos el polinomio del divisor a cero: x? — 4x + 4 = 0 - x = 2 (doble)
b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

3x-2 A B

2_4x44  x-2  (x-2)2

-3x—2=A(x—-2)2+B(x—2)
Sustituimos x por un valor cualquiera:x =3 ->7=A+B;x=1->1=A-B
Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido: A = 4; B = 3

2. Gracias a este procedimiento obtenemos:

[+ [ s dx = 4lnfx — 2] +3- G~ ginlx -2/~ S+
3x+1
21) fx3 4x2+3x
3x+1 _ 3x+1 _A B + _C 3x+1 _ A(x—3)(x—1)+Bx(x—1)+Cx(x-3)
x3-4x2+43x  x(x-3)(x-1) x x-3 x-1 x(x=3)(x-1) X(x—3)(x—1)

3x+1=(Ax — 3A)(x — 1) + Bx? — Bx + Cx? — 3Cx

3x + 1 = Ax* — Ax — 3Ax + 3A 4+ Bx* — Bx + Cx* — 3Cx

3x+1= (A+B+0)x? — (4A+ B+ 3C)x + 3A
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- Integrales

A+B+C=0
—(4A+B+3C) =3

1

1 1 1
~+B+Cc=0 | B+c=-= | B+C=-=
30T te=3 R R G
4 4 4 T =4=C=—=C=-2
§+B+3C=3 B+3C=3—§ —B—3C=3+§

w| u

1
B=-A-C=-3-(-2)=B=

3

1
3x+1 _ ;
[ —dx=[Zdx +

x3-4%x2+3x

-2 dx
;dx=—f + - f ——

x-1

= %ln(x) + ;ln(x —3)—-2In(x—1)+C

22) fx2+3 " dx efectuando la division obtenemos, C(x) =2; R(x) =-6x—5, de donde,
2=C+3 ::thg+2m<—f2dx+f O x=2 [dx — [ dx =L +
L=2fdx=2x+C
L=/ 26x+5 6x+5  _ A B

X243x+2 (x+2)(x+1)  x+2  x+1
(X+62);-I(PXS+1) - A(Z(:+12))+(zix1;2) = 6x+5=Ax+A+Bx+ 2B
6x+5=(A+B)x+A+2B
A+B=6
A+2B=5
B=-1
A=7
[de+ [dx=7[ — [2 = 7In(x+2) —In(x+ 1) + C

[Z271 4y = 2% — 7In(x +2) — In(x + 1) + C

X2+43x+2

x—1
23) fx2—4x+4- dx

x-1 _ x-1 _ A B x—-1 _ A+B(x-2) 4 _
2_4x+4 - (X_2)2 - (X_2)2 (X—Z) (X—Z)Z - (X—Z)Z =X 1 — A + BX ZB
B=1

A—2B=—L=A—2ﬂ)=—h=A=1

1
fXZ Ax+4 —f Z)Zd +f§dx—11+12
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" Integrales

dx Z=X—2 _ dz _ 24zt __l - _
11=>f—(x_2)2dx{dz_dx_ S =Jrtdz="-+C=—24+C=——+C

z—x—
-2 dz—dx

dx=——+ln(x—2)+C

I

f— In(z) + C=In|x - 2| +C

f X2 —4x+4

24)f 3x—-1 X =f 3x—-1 dx =f 3x-1 dx

x2+6x+9 (x+3)(x+3) (x+3)2
3x-1 A B 3x-1 _ A+B(x+3)
(x+3)2 ~ (x+3)2  (x+3) (x+3)2  (x+3)2

3x —1=A+B(x+3)
x=-3;3-(-3)—-1=A+B(-3+3) » A=10

18

x=3;3-3—1=-10+B(3+3)>8=-10+6B - B=F=3
[l e =[x+ [——dx=—-10 [ ——dx +3 [ ——dx =

x2+6x+9 (x +3)2 (x +3) (x+3)2 (x+3)
_ _ (x+3)
= —10 [(x + 3)72 dx+3f(+3) =-10- +31n|x+3|+C— 3)
9. Halla el valor de las siguientes integrales definidas

3dx _ _ 131yt 3_1 _1 _ 1
1) [ 5= = [ 2dx = In(xD|} = 3In(13D - SIn(11) = JIn(3)

2t

2In(|2> = 1)) = ZIn (3)

3
2) [ o—dx =[] —dt =3[ 2dt =>In(lth)|} = In(lx? — 1)|3 = 1n(I132 - 1)) -

5w 51

3) [ sin(x)dx = —cos(x)| } = —cos (5?”) - (—cos G)) = 12

2

4) ff sin(3x) dx = fn S”‘(” dt =+ f,r sin(t) dt = £ (—cos(t)) §= 2 (—cos(3x)) %:

=_M_<_M>= 7z

1
T 3 3 6
6

cos(3x)
3

5) f::_ledX: f_04(—x)dx+f04xdx=—xz—z|_°4+§|g=8+8= 16

6) f_11(3x2 —2x+%) dx = f_113x2 dx—f_llzxdx+f_11%dx = (x3 —x?2 +%x)|_11 =
(1P-12421)- ((—1)3 — (-2 +5- (—1)) =3
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Integrales

N (S -D)dx= [F, Zdx— [ dx = In(Ix + 2]) — 3In(jx = 3))| 4 = 101n(2)

x+2 x-3 1x+2

5 4

5

B (5= e Lie=(5-7)

2 3a2 22 (3a~(—2) (—2)2)_12

3 1
9) fZ mdx

_ 3. (lnx)'2 _ 1
fx (Inx)3 dx = f(ln x) -2 2-(Inx)?
31 13 1 1
I e = T 20y »  2(n3)? ' 2(n2)? ~0414 + 1,04 = 0,626

10) f_oz (er +%) dx
f(e2x+e%)dx = [e®dx + [e™3* - 3dx =%fe2x~2dx—fe‘3x~(—3)dx

1 -
=Ee2x_e 3x+C

12, (e +

i) dx = lezx e‘3"|i2 = (lezo - e‘3'°) - (lez(—z) - e‘3'(‘2)) = 403,91

eBx

5n
11) [* (senx — cosx)? dx
4

5Tt 5TC
J=* (senx —cosx)?dx = [«* (sen®x — 2senxcosx + cos?x)dx =
4 4
5Tt 51'[

f?(l—cos X — 2senxcosx + cos?x)dx = (x — sen? x)l1T =
4

N

5 5
= sen? ?“] - E — sen? g] = [5,23] - [0,79] = 4,4u?

—

10. Halla el valor de b para que se cumpla f_bl(be — 3x¥)dx = —-12.
1. Se resuelve la integral con la incégnita b:

b x2 3 b
f (2bx — 3x?®)dx = 2b7 — 3? = bx? — x3]b,

1 1
2. Sustituimos los limites de integracién:

(b-b2=b3)—b-(-1D?>-(-1D»=b3-b*-b—-1=-b—-1
3. lgualamos el resultado a -12:

29 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS |IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

%
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Integrales

-b—-1=-12->-b=-12+1->-b=-11->b =11

Resultado: b=11

11. Halla el area entre la funcién f(x) = x* — 4x, el eje de abscisas, y las rectas x=1 y x=6.

1. Hacemos el grafico:

i 16 9
1a
1z

10

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcién:
fX)=x?—4x->x>—4x=0-x(x—4)=0->x,=0, =x,=4

3. Hallamos el area de las dos zonas de areas obtenidas; de x=1 a x=4, y de x=4 a x=6:

42 _ 2 (P a2\ (Y5 q2) =
[l = 4x)dx == 42L_3 222t = (L -2-42) - (5-2-12) =9
Como es un drea tomamos su valor positivo, 9.

6(r2 _ _ a2 a6 (€ 2) (B . 42) 32
[(? — 4x)dx == 42L_3 th_(3 267 ( 24)_3

3

4. Sumamos ambas areas:

32 ©) 59
—+ =— u.a.
; 3 3
P 9
Resultado: El drea es 5 u.a.
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Integrales

12. Halla el area limitada por la funcidn f(x) = 0,5 + cosx, el eje de abcisas y las rectas x =0y x = Tt.

7 a=0
? b=m
/\ / c=054+cosx=0; cosx=-05
e 3 N A x = arccos(—0,5) = 2?”
At=A1+A2;
c 2n 2m 2m 2n
Al= [ f(x)dx = [?(0,5+cosx)dx = [3 0,5dx + [? cosxdx = (0,5x + sinx) { 3 =
0

=[05(%) +sin (£)] - [0,5(0) + sin(0)] = 1,08 — 0 = 1,081

— |[()’5(7'[) + sen(m)] — [0'5 (2?11) +

3

T
(0,5 + cos x)dx| = |(0,5x + senx) {Z_n
3

b
n2=|[! f(x)dx| =
sin(z—;)” = 0,55
At=1,08+0,55= 1,63u?

13. Halla el drea de la region limitada por la funciéon f(x) = x3 — x% — 6x y el eje de abscisas.
1. Hacemos el gréfico:

IS

N
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Integrales

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcidn:
f)=x—x2-6x->x>—-x2—6x=0->x(x2—x—-6)=0- x1=0,%, =
—2,x3 =3

3. Hallamos el drea de las dos zonas obtenidas; de x=-2 a x=0, y de x=0 a x=3:

0 3
J (x3 —x? — 6x)dx — J (x3 —x? — 6x)dx =
-2 0

x* x3320 x* x3323_
A A T R |

4

, 125
Resultado: El area es - U

. .. .. 1
14. Calcula el area de la porcion del plano que limitan las curvas y = Exz —x+1ley-x-1=0

ireq = [* (142 _ — (1,2 _(l.i 2)]_@
Area = [ [(x+1) (2x x+1)]dx- Jy (zx +2x)dx— ;3| =Fua
15. Halla el drea delimitada por las graficas:

a) M) =vx y glx)=x"
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:

2

Vi=x%; (Vx) =22 ; x=x*; x*—=x=0; x(x*-1)=0
x=0
xXB3-1)=0; x3=1; x=3V1 ; «x=1
29 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS |IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

%
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Integrales

Los puntos de corte son x=0y x=1.

Area=[ (f (x) — g(x)) dx = [, (Vx — x?) dx = [, (x /2 — x?) dx =
Vi3-13 Vo03-03 1 1
(2 3 )_(2 °3°)=(§)_(0)=§u_a_

3 3 o

2F f] 1 zm-xs] 1_
0 3 0

b) fx)=x*+x+4 y g(x) = —x*+2x+5
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:
X>+x+4=—x*4+2x+5 ; 2x°—-x—-1=0 ; x=1 ; x=—=

1
Los puntos de corte son x=1y x=— >

Area=|f_13(f(x) — g(x))dx|=|f_11((x2 +x+4)—(—x%+2x+5)) dx|=|f_11(x2 +x+4 +x%—2x—

13 1\2
1 2x3 x? 1 213 12 2:\—3 -3 1
5)dx| _ |f L(2x% — x — 1)dx| =[P _y] T4l = (————1)—(Q—(4)—(——)) =
-3 3 2 ey 3 2 3 2 2
5 7 5 7 9 9
(=3)- ()| =|-2-Z| = |- =2 wa=1125wa
6 24 6 24 8 8
LA
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Integrales

Ejercicios Autoevaluacion

1) Los valores de a, b y c para los que F(x) = ax® — be* + ¢ sin x es una primitiva de la funcién
f(x) = 3x* —7e* + 5 cos x son:

F(x) = ax® — be* + csinx
f(x) =3x? —7e* +5cosx
F’(x)= f(x)
F'(x) = 3ax? — be* + ccosx
a=1 b=7 c=5
La respuesta correcta es la b)

2) Laintegral indefinida [ xV2x% + 3 dx vale:

1 1
[xvV2x2 +3dx = [ x(2x* + 3)2dx = ifélx(Zx2 +3)zdx =
1. (2x2+3)% + (= V(2x2+3)3 +C

4 3 6
2

La respuesta correcta es la b)

. sen2x
3) La lntegral fm
hacemos el cambio t = sen’x dt = 2senxcosxdx = sen2xdx
cos*x = (cos?x)?> = (1 —sen?x)> = (1 —t)?2 =1 — 2t + t2
f sen2x dt dt :f

—— X = =
sen*x+ cos*x ft2+1—2t+t2 f2t2+1—2t

2(t2 t+—) f

t__
I l"CtEll'l( T )
2 2
earcsenx

4) Al integrar por partesf it dx se obtiene:

1
z(tz+1_t) dt

= e

sen x—l
arctan < 2) = —arctan(cos2x) + C

E

| e

(tz t+- +—)

N
NID—\
NlHl

La respuesta correcta a este apartado es la d)

X = senu, u = arcsenx, du =
1-x2

f etsinu du = —e%cosu — f(—eu cosu)du = —e*cosu — (—fe” cosudu)

= —e%cosu — <— (e” sinu — f e¥sinu du))

Porlotanto [e“sinu du = —e*cosu— (e“sinu — [ e*sinu du)
. U etcosu , e¥sinu .
Despejamos [ e*sinu du = — -— +—— sustituimos enu = arcsenx
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Integrales

e3resen X cos(arcsen x edrCseN X sin(arcsenx) . P 1
— ( ) 4 ( ) simplificamos = —oeeenX (V1 —xZ —x) + C

2 2

La respuesta a este apartado es la d)

2x+2
5) La integral | ———— vale
) g fx2+4x+13

2x+2+4—4 2x+4 2 (2x+4) 2
[EE = ( - Jax = [ 2 dx — [ —Z—dx
x2+4x+13 x2+4x+13  x24+4x+13 x2+4x+13 (x+2)2+9

=In(x? + 4x + 13) — %arctanx%2 +C

La respuesta correcta a este apartado es la a)

6) La integral [ —enzxcoszx vale
t=tgx senx=-— sen’x = ¢
=18 T Vet T 241
dx = COSX = —— cos?x =
T 1+4t2 T Vet T 241

dt

= [ 1+t2 ft+1dt=f(1+tl2)dt=t—%+c=tgx—cotQX+C

t2

J

senzxcos2
t2+1t2+1

La respuesta a este apartado es la d)

7) Llaintegral definida f: cos x dx vale:
3
T
j cosx dx = sinx] 0= sinm — (sin0) =0
0

La respuesta correcta es la c)
8) Para hallar el 4rea comprendida entre la funcién f(x) = —x? + 4x, el eje de abscisas y las rectas
x=0 y x=4, debemos representar dicha funcidn y ver el area que comprende:

4

Una vez que tenemos la grafica, y vemos donde corta la funcion con el eje y con las rectas,
comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.
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Integrales

o x3  4x?]4
L (—x* +4x)dx = _?+T 0
(5+55)-0- 3
La respuesta correcta es la b)
9) Para hallar el 4&rea comprendida entre las funciones f(x) = —x*> +4x vy

g(x) = x, debemos representar ambas funciones y ver el area que comprenden:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el donde corta f(x) con g(x), debemos sacar los puntos de
corte y, una vez hallados comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

Puntos de corte: Para hallarlos debemos igualar las funciones y despejar la incégnita “x”.

—x’+4x =x

0=x?—-3x

0=x(x-3)
x=0
x=3

Ahora ya podemos aplicar la regla de Barrow:

fog[(—x2 + 4x) — (x)] dx=f03(—x2 + 3x)dx = —x? + 3% :

33 3:32 9
(3+5)-0-3

3 2

La respuesta correcta es la a)
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Integrales

10) El volumen del sélido de revolucién generado por y = x?%, entre 0y 2, al girar en torno al eje
de abcisas es:

2
2 x5 32
V=mn/ (x2 2dX=1‘[(—)] =n=
Jo &%) 5, -

La respuesta a este apartado es la d)
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