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Resumen

A estas alturas de tu vida estudiantil has aprendido muchos simbolos matematicos. Posiblemente este
sea el ultimo que aprenderas en el instituto, el simbolo de integral:

J

Fue introducido por el matemdtico alemdan Gottfried Leibniz en 1675, basandose en la palabra latina
summa, ‘suma’, escrito lumma, tomando sélo la inicial. Por tanto, este simbolo es una S, y la integral no
deja de representar una suma.

El término “Calculo integral”, por su parte, fue introducido por Jakob Bernoulli en 1690.
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Integrales

Actividades de introduccion

4 Calcula el drea de la regién limitada por la funcién f (X) = X entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Solucioén: /
Si representamos la funcién f(X):X y dibujamos la superficie J fa)=a

entre ella y el eje OX, obtenemos el tridangulo rectangulo de la
figura.

. . < base - altura
Sabemos que el drea del tridngulo es: Area = — 5 1

Tanto la base como la altura valen X unidades, por tanto: 4

2 -1
Area= XX
2 2

2

X
Por tanto, el area bajo la curva f(X) =X se calcula como A(X) =

4 Calcula el drea de la regidn limitada por la funcién f (X) =3+ X entre el origen de coordenadas y
un punto genérico de abscisa X.

Solucion:

Como antes, representamos la funcién f(X)=3+X y ef() - /
7 xr) = €T
dibujamos la superficie entre ella y el eje OX. Ahora

obtenemos el trapecio rectangulo de la figura.

Si dividimos la figura en un rectangulo de altura 3 U y un
tridngulo, el area se calcula como:

XZ

Area=3-x+ X _3x1 X .
2 2

Por tanto, el area bajo la curva f(X)z 3+ X se calcula como: .

XZ /3 2 M o 1 2 3 i ops ‘
A(x):3x+7. ’

Actividades propuestas

1. Calcula el area de la regidn limitada por cada una de las funciones f(X)= a, g(X)z a-x .y
h(X)z a-X+b (conayb e R) entre el origen de coordenadas y un punto genérico de abscisa X.
Analiza:
e Deriva las expresiones obtenidas en los ejercicios anteriores y razona qué relacion hay entre las
funciones A(x) y f(x).
e Recuerda la interpretacion de area como “suma de las unidades cuadradas encerradas por una
figura”. Aplicala para determinar el area de la funcién f(X):16—X2, representandola en una
cuadricula y contando el nimero de cuadrados bajo ella para diferentes valores de x.

e Razona qué ocurre con el drea cuando la funcién f(X) es negativa en el intervalo analizado.
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Integrales

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Definicidn de primitiva

Se llama funcién primitiva de una funcion f(X) a otra funcion F(X) tal que la derivada de F(X) es

f(x), es decir, F'(x)= f(x)

Ejemplo:
#+ La funcion F(x)= x° —%Xz +3X es una primitiva de (x)=3x* —x+3, ya que F'(x)= f(x).

Teniendo en cuenta las propiedades de la derivada, se verifica que si F(X) es una funcién primitiva de
f (X), cualquier otra funcion primitiva de f(X) es de laforma F(X)+C ,conCeR.

En efecto; consideramos la funcién F(x)+C, tal que F'(x)= f(x) y Ce R. Si derivamos:
(F(x)+C) = F'(x)+C'= f(x)+0= f(x)
Por tanto, F(x)+C es primitiva de f(x).

1.2. Definicion de integral indefinida

La integral indefinida de una funcion f (X) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como
J f(x)dx . Se lee “integral de f(x) diferencial de x”.

Por tanto, si F(X) es una primitiva de f(X):
I f(x)dx = F(x)+C

A C se la denomina constante de integracidn, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de X.

Esto que ahora no parece tener demasiada importancia, si la tendra mas adelante, ya que esta
relacionado con la regla de la cadena que vimos en el capitulo anterior y, en el futuro, aprenderas a
realizar integrales en varias variables.

Por otro lado, si recordamos lo visto en la actividad inicial y lo explicado en el “Resumen” acerca del
origen del simbolo de integral, la expresion de la integral indefinida es la estilizacidn de la expresidn:

sumade f(x) por Ax cuando Ax—> 0,
es decir:

[ f(x)dx significa “la suma del drea de todos los rectdngulos de altura f(X) y base infinitesimal (dx)”

Ejemplos:
+ '[4x3dx = x* +C porque (x4 +C)’ = 4x°,
+ I%dx=lnx+C porque (InX+C)' =1

X
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“ Integrales

1.3. Propiedades de la integral indefinida

Las propiedades de las derivadas justifican muchas de las propiedades de las integrales.

Suma (y resta) de integrales
Sabiendo que si h(x)= f (x)+g(x)= h'(x)= f'(x)+g'(x):

j[f(x)+ g(x)]dx = I f(x)dx+_[g(x)dx

Producto por un nimero real
Sabiendo que si h(x)=k- f (x)= h'(x)=k - f'(x):

[l F(x)dx=k- [ £(x)dx

Ejemplos:

+ I(Sx“ +2x)dx = 15x4dx+‘|-2xdx =x° +x* +C porque (x5 +x? +C)! =5x* +2x.

* j?cos xdx = 7Icos xdx = 7sen x+C porque (7sen x+C) =7 cos x

Actividades resueltas
4 Determina los valores de a, b y C para los que F(X): ax®+be*+cx es una primitiva de la
funcién (x)=7x*-5e"* +3.
Como F(X) es una primitiva de f(X):
F'(x)= f(x)=3ax*+be* +c=7x*-5e* +3={a=1,b=-5,c=3}

4 Determina ayb para que F(X) =alnx®+bx sea una primitiva de f(X) =Inx?-5.
Como F(X) es una primitiva de f(X):

2
F'(x)=f(x)= a3L3+b¢ Inx? —5= Es imposible
X

+ Six representa el volumen de produccion de una fdbrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcién f (X) =3+8x+15X’. Encuentra la funcion del coste total, F (X), si se sabe que
dicha funcién viene dada por la primitiva F de f que verifica que F(O) =100.

Como F es una primitiva de f(x)=3+8x+15x’:
F(x)= j f(x)dx = I(3+8x +15x2 )dx =5X° + 4x? +3x+C
Nos dicen que F(O) =100:
F(0)=100=5-0°+4-0% +3-0+C =100 = C =100

Entonces el coste total es:
F(x)=5x° +4x* +3x +100
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Integrales

Actividades propuestas

2. Calcula las siguientes primitivas:

a) I4x3dx b) I3x2dx

c) I5x4dx

d) J.(SXA' — 43 +3x2)dx

3. Dada f(x)=x3-3x?+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.

4. Comprueba si F(X): 4x* +2x* =X +5 es una primitiva de f(x)=12x? +4x+3. En caso negativo,

explica por qué.

5. Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(X): ax®+bx*+cx+d es una primitiva de la

funcién f(x)=4x?-5x+3.

6. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,
han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningln error
en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢Cdmo es posible?

7. Razona por qué la gréfica siguiente:

\

/
/

/

j /E(:c)d:r.

es una primitiva de la funcién “parte entera de X, E(X), (salvo en los puntos de discontinuidad

donde no es derivable):

)

= E(x)
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2. INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES

2.1. Integral del diferencial de X. Integrales inmediatas

El término dx esta relacionado, como su propio nombre indica, con el concepto de diferencial visto en el
capitulo anterior. Teniendo en cuenta que la derivada y la integral son operaciones inversas una de la
otra, es inmediato deducir que:

jdX:X+C con CeR.

Esta idea nos permite definir las integrales inmediatas:
Integrales inmediatas son las que se obtienen directamente por la propia definicion de integral.

Si recordamos la regla de la cadena para la derivacion:

F(x)=f(u)=F'(x)=f'(u)-u’
podemos reescribirla en forma diferencial como:

F(x)= f(u)= dF = f'(u)-du
y, calculando su integral:

[ f'(u)-du=[dF = F(x)+C

Ejemplos:
* J(Sx“ +6x)- e dx = Iex5*3xz d(x® +3x?)= Je“ du=e"+C=e"" +C

i.ﬁﬁigdx:ﬁx+$md&+3}:9igﬁi+c:%#&+3f+C

3

2
+ .[mTde:Ilnx-d—):(:Ilnxd(lnx):@+c =1In’x+C

2.2. Integral de la funcion constante

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por x.

Ikdx=k-x+C con CeR.

En efecto; consideramos la funcién F(X) =kx+C, con CeR. Siderivamos:
F(x)=(kx+C) =k +0=k

También podriamos demostrarlo utilizando la propiedad del producto por un nimero (1.3) y con lo

visto en 2.1:
[kdx=k-fdx=k-x+C
Ejemplos:
+ [3dx=3x+C + [2dx=§x+C
+ [(-8)dx=-8x+C + [2/3dx=23x+C
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2.3. Integrales de funciones potenciales
Ya conocemos la derivada de la funcién potencial:
f(x)=x"= f'(x)=n-x"" conneR
También conocemos que:
f(x)=Inx= f’(x):%: X

Es facil razonar el proceso inverso:

n+l
jX”dX=X +C sin#-1yconCeR.
n+1
Ejemplos:
X5+1 X6
* Ix5dx= +C="+C
5+1 6
1/3+1 3
+ '[\/_dx J'xmdx— +C= ZW+C
73+l X72 _1
—dx=[xCdx= == +C=—71+
' d ' +C C=——4C
-3+1 -2 2X

El caso N =—1 corresponde al logaritmo neperiano:
1 1
j—dx =jx dx = In| x|+C con CeR.
X

Donde el valor absoluto se debe a que tenemos que plantear todas las posibles funciones cuya derivada
sea la funcién del integrando, y se cumple que:

8 . — six<0
f)=tnfx| =M <O by 1o T L =L o
In x six>0 1 Gys0

X

Estas dos férmulas se pueden generalizar a partir de la regla de Ia cadena, como vimos antes:

+1
Hf dX—[ 5142]1 +Csin#-1 vy j dX |n|f( | con CeR.
Ejemplos:
+ J. —4 k= In|9—4x|+C
9-4x
6 2 6
* I(xz +2f - xdx =%_f(x2 +2) - 2xdx =+ [[f () - £(x)dx =%[f(g)] +C =—(X 1+22) +C
* '[Md = In[sen x + cos x|+ C
Sen X + COoS X
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2.4. Integrales de funciones exponenciales
Partiendo de la derivada de las funciones exponenciales:
f(x)=e¢*= f'(x)=¢* y f(x)=a"= f'(x)=Ina-a"

deducimos:

X

a
Iexdx:eX+C y IaXdX: +C con CeRya=1.

Ina

Y su generalizacion con la regla de la cadena:

f(x)
Ief(x)-f'(x)dx=ef(x)+c y Iaf(x)f'(x)dX:Tna +C con CeRya=1l.
Ejemplos:
X 2)(2
+* ISXdX: > +C * j72X24xdx:7 +C
In5 In7
+ [Be”dx=e”+C + [9e’dx=9fe’dx=9e" +C

* J‘esxdx=jesx5'5dx=%jesx -5dx=%e5x+c

Necesitamos la derivada del exponente. Lo solucionamos multiplicando y dividiendo por 5
*— 2 . X2 'eX3 -3 1 x3 2 1 X3
Ix ‘e dx:j—dx=—J.e 3x‘dx==e" +C
3 3 3

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, 3x*. Tenemos el X?,
pero nos falta el 3. Para solucionarlo, multiplicamos y dividimos por 3

X X

* I2_3dx:J.L(_S)dx:—sj—l-z_3dx:—3-£+c
3 3 In2

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, —%.
Para ello, dividimos y multiplicamos por —3.

2.5. Integrales de funciones trigonométricas directas
[senxdx=—cosx+C y  [senf(x) f'(x)dx=—cos f(x)+C conCeR.
Icosxdx=senx+C y jcosf(x)- f'(x)dx=sen f(x)+C  conCeR.
Iseczxdx=tgx+C y Isecz f(x)- f'(x)dx=tg f(x)+C  conCeR.

Ejemplos:
* Isen(x ~7)dx =—cos(x-7)+C
+ j4x-sen(2x2)dx = —cos(2x?)+C

& .[de = [ cos(In ZX)%dX =sen(In2x)+C
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Actividades resueltas

4 Calcula las siguientes primitivas:

0 IX\/ZXZ +5dx.
Observamos que la derivada del radicando es 4x, asi que multiplicamos y dividimos entre 4:

Ix«/Zx2 +5dx:ﬂ4x-\/2x2 +5dx:%J‘\/2x2 +5 - 4xdx
uz 2Ju®
+C

+C=
3/2 3

jx\/2x2 +5dx:%-2—“(2x::+5)3+c :—“(2)(2(;5)3+C

1
Entonces, esta primitiva es equivalente a I\/Udu = juz du =

V3
© Icoszg

La funcién mds importante es el coseno, y vemos que la raiz de tres no tiene nada que ver
con ella. Lo sacamos fuera de la integral:

Joa 0=

COos

cos® %

La derivada del argumento del coseno es 3, asi que multiplicamos por 2 y por § dentroy
fuera de la integral para obtener una integral inmediata:

\/_I =3.2.[-2 —ZJ_J'seczf %_Zﬁ-tgngC

cos® % cos’

eX
0 I —dx.
1+e
De todas las primitivas que hemos visto, sélo el logaritmo y las potenciales con exponente

negativo generan una fraccion. Es una integral logaritmica si en el numerador tenemos la
derivada del denominador. Lo comprobamos:

!

(1+ ex) =g"
- . du
Entonces, esta primitiva es equivalente a I— = In| u |+ C, yresulta:
u

X

J.liex dx = In‘1+eX

+C

° [iret

1+e

Ahora el numerador NO es la derivada del denominador, sino sélo de la expresidn entre
7 . 7 . . g . du -2 Uil _1
paréntesis. Es facil ver que la primitiva es equivalente a j—z = ju du = —1+ C=—+C,
u - u
y resulta:

e* -1
j(1+ex)z dx = Lo +C
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3. METODOS DE INTEGRACION
3.1. Integracion por cambio de variable

La integracidon por cambio de variable busca transformar la primitiva dada en una mas sencilla, y puede
hacerse de dos formas diferentes:

Caso 1. Identificar una parte del integrando con una nueva variable t.
Ejemplo:
* I(3X +2)"dx . No es necesario un cambio de variable, pero vamos a mostrar el mecanismo:

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos ambos términos:
4

3dx = dt—>dx—0:|: = [(3x+2)'dx = It

jt dt

Resolvemos la primitiva en la forma habitual:

5 5
1jt“dt_1 Yice-Lic
3 35 15
Finalmente, deshacemos el cambio:
5
j(3x+2)4dx:M+C

El caso mas frecuente es aquél en el que observamos una funcion complicada y su derivada:

[ Hla(x)g'(x)dx

Una vez identificada, el cambio de variable consiste en llamar a dicha funcion t y diferenciar:

[ flo(x)]g (x)dx - (x()xd)x:tdt>

La integral se transforma en otra que integraremos: J f(t)dt = ( )

Para, finalmente, deshacer el cambio:

Ejemplo:
* J-(e2X +2¢e* +1)-exdx.

Podriamos desarrollar el producto e integrar las exponenciales individualmente:

[l +2e* +1)- e%dx = [(e™ + 2™ +e*)- dx = Je™ +e +e* +C

Pero si hacemos la exponencial igual a t, integraremos un polinomio:
e =t
e*dx = dt
Deshacemos el cambio y obtenemos:

J‘(e2X +2e" +1)-e’dx=1e¥ +e” +e* +C

>:> I(e2X +2¢e* +1)-exdx=j(t2 +2t+1)dt =1’ +t* +t+C

Muchas veces se convertird en una integral inmediata y, como en los ejemplos, no habria sido
necesario dicho cambio.
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Caso 2. El cambio serd de la forma X:g(t), donde g(t) se elegira de forma adecuada para
simplificar el integrando. Se diferencia la igualdad:

x=g(t) >

j f(x)dx — A

Sustituimos en la integral, integramos y deshacemos el cambio hallando la funcién inversa de @:

[ flo®]o'®dt=Ft)+C > ‘X ::f?l g-l(x)> = [ f(x)ax=Fg(x)]+C

Ejemplo:
1 6X

_[ 5 = dx. La derivada del logaritmo es:
1+In(x +1) X“+1

[In(x2 +1)]': 2X

2

X +1
gue se encuentra en la fraccién que precede al diferencial de X. Hacemos el cambio:
In(x? +1)=t 1
2x dx :I—-Bdt:3-In|1+t|+C:3-In‘1+ln(x2+1)‘+C
X2 +1 . Lt

Hay muchos cambios ya estudiados, de uso frecuente para casos concretos, pero superan los
contenidos de este curso.

Actividades resueltas

+ ‘[\/SX + 3 dx. Como antes, es una integral inmediata, pero vamos a repetir el procedimiento:

Hacemos el binomio igual a ty diferenciamos:

5x+3=t >:>J‘dezjﬁ-%dt=%fﬁ'dt

5dx = dt — dx = £ dt

o 1 1.5 12 .3 2 I3
Resolvemos la primitiva: ZlAt-dt==|t7edt==-—-t"2+C =—+/t° +C
P SI\/_ 5-[ 5 3 15

Y deshacemos el cambio: J.\/SX+3 dx =% (5x+3)° +C

# Resuelve Ixz -A/X+1-dx haciendo el cambio de variable x +1=1t>
Hacemos el cambio que nos indican:

Ix2~m-dx: X+1:t2:>X:t2 —l>:J~(t2 —1)2\/t_22tdt

dx =2t dt
Desarrollamos el cuadrado, simplificamos e integramos:

[ -1 Ve 2tdt = [(t* - 2t7 +1)-t-20dt = 2] (t° - 2t* + €2 )dt = 2- (117 —2t° +16°)+ C

Y, finalmente, deshacemos el cambio:

3 Aot t*:j;_il>:§(m)7 S < 2]
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Integrales

Actividades propuestas

8. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

X —3/x
a) —dX haciendo x = t*2.
4
b) J. haciendo e* =
e +e

haciendo 1+ 2X =t?

'[1/1+2x
X J.x+\/x2 -1

e) I(Z sen® x+3sen? x—sen x+3)cos x dx haciendo sen x =t

haciendo x++/x*—-1=t

9. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:

tg x
a)I 2x3 +1 b)J- 92 dx ).[Inlnx
x +2x COS* X X-Inx

d) j2x3«/x4—49-dx e) I\/><XT+1+2 f) jﬁdx
—4Xx

3.2. Integracidn por partes

INTEGRALES por PARTES. En este video se calculan dos integrales
é: mediante el método de INTEGRACION por PARTES.

video https://www.youtube.com/watch?v=woFIz6wPbIlU e’

La integracidén por partes es un método que nos permite calcular la integral del producto de dos
funciones de naturaleza diferente, una facilmente derivable y otra facilmente integrable.

En este curso nos limitaremos a los productos de funciones logaritmicas, polindmicas, exponenciales y
trigonomeétricas (senos y cosenos), que se recogen en la regla mnemotécnica A—L—P—E-S.

Con el método de integracidn por partes transformaremos integrales de la forma
ju(x)-v’(x)dx

donde V'(X) es la funcion facil de integrar, en otra expresion mas sencilla en la que aparece una nueva
integral mas facil de calcular que la de partida.

Se utiliza la siguiente férmula: Iu(x) v/(x)dx = u(x J.V
gue se suele escribir de forma abreviada como:
ju-dv:u-v—jv-du
Existen muchas reglas mnemotécnicas para recordar esta formula, recogemos tres de ellas:
Salieron Unidos De Viaje Y Un Viajero Menos Se Vino De Ujo. Ujo es un hermoso pueblo asturiano
- Susanita Un Dia Vio Un Valiente Soldado Vestido De Uniforme.

- Sergio Un Dia Vio Una Vaca Sorda Vestida De Uniforme.
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Integrales
Demostracion:
Consideramos el producto de funciones u(X)-V(X) y calculamos su derivada:
[u(x)-v(x)] =u'(x)- v(x)+u(x)- v'(x)
Integramos ambos miembros de la igualdad:
J.[u(x)-v(x)],dx = J.[u'(x)- v(x)+u(x)-v'(x)]dx :>J'[u(x)-v(x)]'dx = J.u’(x)-v(x)dx + Iu(x)- v'(x)dx
De donde:
u(x)-v(x)= ju'(x)-v(x)dx+J.u(x)-v'(x)dx
Despejando, resulta:
ju(x)- v'(x)dx = u(x)-v(x)— J.v(x)- u’(x)dx
Aunque suele escribirse en la forma anterior:
Iu-dv:u-v—_[v-du
Observaciones:
1. Como norma general, se elige como “U” a la primera funcion de la palabra ALPES y como dv al
resto del integrando, pudiendo darse el caso de tener que plantear dv = dx.
Ejemplo:
u=Inx—du= % d
* Ilnxdx: X :Inx-x—jx~—X:x~Inx—jdx=x-|nx—x+C
dv:dx—>v:jdx:x X
2. Sabremos que estamos aplicando correctamente el método si obtenemos una integral mas
simple que la inicial.
Ejemplo:

n ’ u=x—du=dx ’
Jx-senx-de= dv = sen xdx—>v=jsen xdx = —cos x/ X (= cos ) [ (- cos x)- dx=
:—x-cosx+Jcosde:—x-cosx+sen X+C

3. El proceso de integracién por partes puede aplicarse varias veces. En ese caso se debe mantener
la eleccidn inicial de Uy Vv. Si se invierte, volveremos a la integral de partida.
Ejemplo:
) _u:x2—>du:2xdx o L ~

* jx -e*dx = dv:exdx—>v:'[exdx:ex =x*.¢" —jex -2xdx = x* -e* —ij-exdx_

0= x> du=dx =x*-e*-2-|x-e —jexdx]= x*.e* —2x-e* +2'[exdx=
dv:exdx—>v:.|.exdx:eX
=x’.e*-2x-e*+2.e*+C :(x2 —2x+2)-eX +C
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Integrales

4. Silaintegral inicial es el producto de una exponencial por una trigonométrica, se obtiene lo que
se denominan integrales ciclicas. Al aplicar por segunda vez el método de integracion por partes,
se obtiene la integral de partida, y se debe resolver como una ecuacion:

Ejemplo:
u=e* —du=2e**dx

* |e”.cos3x-dx= =
-[ X dv:cos3xdx—>v=_|'0053xdx=§-sen3x

=e®* -Lsen 3x —J%sen 3x-2e¥dx = %-e**sen 3x —%-Iezxsen 3x-dx =

Renet u=e* —du=2e"dx
epetimos: =
P dv=sen3xdx—>v=Isen3xdx:—%~c033x

[e? -cos3x-dx=4-e¥sen3x—Z- le* - (- 1 cos 3x)- [ (-4 cos 3x)- 26 dx|=
jezx -cos 3x-dx = 1-e*sen 3x +2-e*cos 3x—gJ'e2Xcos 3x - dx
Observamos que obtenemos la integral de partida. Si denotamos | = jezx -C0S 3X - dx:

| =1.e**sen3x+2-e*cos3x—241 = | +41 =1.e™sen 3x +2-e°*cos 3x
L] =1.e”sen3x+2-e2cos3x=> | =2 (L e?sen 3x+2-e%cos 3x)

Entonces, sustituyendo | por su expresion y desarrollando las fracciones:
2X

je“ -cos3x-dx:i—3-(3-sen 3X+2-€0s3x)+C

5. El método de integracion por partes no es excluyente. Podemos utilizarlo después de vernos
obligados a realizar un cambio de variable, o tener que realizar un cambio de variable después
de haber aplicado la integracién por partes.

6. Existen otras integrales que se resuelven por partes y que no estadn recogidas en “la regla de los
ALPES”. La estrategia general es buscar una funcién “facilmente integrable” y otra “facilmente
derivable” para simplificar la primitiva inicial.

Actividad resuelta

+ Ix3\/x2 —1ldx.

Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes:
1. Por partes:
La dificultad es encontrar la funcidn fdcilmente integrable. En este caso, la eleccién es:

dv=xvVx?-1dx > v :%(x2 —1)3/2 N Ixsmdx :%Xz(xz _1)3/2 —ijx(xz —1)3/2dx

u=x?—du=2xdx ’

La segunda primitiva es mds simple que la primera, asi que estamos en el buen camino:

J‘Xa [x2 1 dx :%Xz(xz _1)3/2 —%IX(XZ —1)3/2dX :%Xz(xz _1)3/2 —%%(Xz _1)5/2 LC
Es decir: J'Xs /Xz_ldxz%xz(/Xz__l)i_%(m)SJrC
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Integrales

2. Por cambio de variable:
El cambio de variable que buscamos es el que permite eliminar la raiz del integrando:

X" —l=t" > x* =t'+1 >:>J.sz/ﬁdx:szx/ﬁxdx:j(t2 +1)-t-tdt :I(t4 +t2)dt

2xdx = 2tdt > xdx =tdt

Resolvemos la primitiva: J‘(t4 +t2)dt :%t5 +%t3 +C :%(\/ X’ —1)5 +%(\/X2 —1)1 +C

Las dos expresiones son diferentes, pero es sencillo manipularlas para hacerlas iguales.

Actividades propuestas
10. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

1
a) j(4x3+3x3——2+\/§jdx b) Iln—xdx c) jsen X COS X dX
X X
2 4 2
X -1 X" =2x°+1
d) J-In(x +1)dX X j dx f) J- 2 +1 4
X N x° -1
g) [x*-e"dx h) e dx
11. Resuelve las siguientes integrales:
a) j(e3X +e¥ +e”)e*dx b) Ix.cosexz -e* dx c) Iln(cos X)tg x dx
x dx e dx dx
d i i) [Unx+2)—
N N i) [(nx+2)~
12. Resuelve las siguientes integrales:
a) I(xz +x+1)exdx b) J'In X dx c) jxcosxdx
d) Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva J‘COS (Inx)dx.
= du=...
- R ~ccos(Inx) u=x=
Para ello, multiplica y divide el integrando por X: J.T X dx = dv = cos (In X) dX >V =
X

13. Sea f(X) =e?* —2x? +8, justifica si es primitiva de alguna de las siguientes funciones:
g(x)=e” —4x+8  h(x)=2e> —4x
14. Dada la funcién f(x)=(x+1)-(3x-2).
a) Calcula una primitiva de f(x).

b) Justifica que la funcion F(x)=x* +2x? +2 no es primitiva de f(x).

15. Dada la funcion f(X)z (X + a)cos X, donde a es una constante,
a) Encuentra una primitiva de f.
b) Si F es una primitivade f, ¢puede serlo también G(x)= F(x)+2x?

16. Sea f(x): x® +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f
con F(0)=2y F(3) =20. Encuentra también la expresion de F.

. a -
17. Dada la funcién f(x)z 25-x% + (X # 0), donde a es una constante, encuentra una primitiva

X2

de f. Posteriormente, encuentra a para que si f' esla derivada de f, entonces f '(1) =-2.
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Integrales

4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA

4.1. Area bajo una curva

Dada una funcién f(X) continua y no negativa en un intervalo [a, b], su
grafica determina una region del plano que vendra limitada por la funcién,
el eje de abscisas y lasrectas Xx=a y X=D.

Veamos como podemos calcular de forma aproximada el area de dicha
region:

Tomamos una particion del intervalo [a, b]. Consiste en dividir el intervalo

en n partes, tomando para ello los puntos X, X;,X,,...,X, verificando
a=X, <X <X, <...<X, =D.

a X %

Asi, tenemos los intervalos [a, Xl], [Xl, Xy ],...,[Xn_l, b].
A continuacion, denotamos por M; al minimo valor que toma la funcién en el intervalo [Xi_l, Xi] y por

M; al maximo valor que toma la funcién en el mismo intervalo.

Asi, en cada intervalo [Xi_l, Xi] consideraremos dos posibles figuras, la creada con rectangulos de base

X; — X;; y altura m; y la creada con rectangulos de base X; —X;_; y altura M. Sumando las areas de los
N rectdngulos, obtenemos:

Suma inferior Suma superior

En el primer caso obtenemos una aproximacion por defecto del drea encerrada bajo la curva:
n
S= ml(Xl - Xo)+ mz(xz - X1)+--- + mn(xn - Xn—l): Zl:mi(xi - Xi—l)
i=
Esta suma se denomina suma inferior de la particion en el intervalo [a, b].
En el segundo caso obtenemos una aproximacidn por exceso del area encerrada bajo la curva.

S= Ml(xl_xo)+M2(X2 —X1)+...+Mn(Xn _Xn—l):ZMi(xi _Xi—l)
i=1

Esta suma se denomina suma superior de la particion en el intervalo [a, b].

Hemos obtenido dos aproximaciones del drea A, una por defecto Sy otra por exceso S. Se tiene que

s<ALS
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Si tenemos una particion P, del intervalo [a, b], con suma inferior S; y suma superior S;, diremos que
otra particion P, del intervalo [a, b] es mas fina que P, si contiene todos los puntos de la particion P,
y ademas otros puntos nuevos.

Para dicha particion P,, tenemos una suma inferior S, y una suma superior S,. Se verifica que:
s, <s, <ALS,<§,;

Es decir, al tomar una particion mas fina, la suma inferior aumenta (siendo todavia menor o igual que el
valor del area) y la suma superior disminuye (siendo mayor o igual que el valor del area).

Xi_1Xi Xn-1b
Particién P; Particién P; Particién P; Particién P;
Esto significa que cuanto mas fina sea la particién, mds nos acercamos al verdadero valor del drea.
Considerando una sucesidn de particiones cada una mas fina que la anterior, P, P,,...,P,, Po.1y-..,

obtendremos S;, S,,..., Sy Sps1s--- la sucesion de areas por defectoy S;, S,,...,S,, Sp.qy--. la sucesion

de areas por exceso.

Cuando N — 0, la longitud de los intervalos de la particion se hace cada vez mds pequeia, luego
X; —X;; = 0 . Asi, cuando la funcidn sea integrable, las sumas inferiores y superiores tenderan al drea:

S,—-s, >0

Esto significa que lim(S, —s,)=0= limS, =lims_,ydeaqui: limS_ =lims, = A
n—oo

n—oo n—oo n—oo n—oo

Area

Suma inferior y superior con la particion P: Suma inferior y superior con la particion Pz
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4.2. Integral definida
Sea una funcion f(X) continua y no negativa en un intervalo [a, b].
Definimos la integral definida entre ay b de f (X) como la expresion
Lb f(x)dx
Su valor es el drea comprendida entre la grafica de f(X), el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=Dh.
Los valores ay b se llaman limites de integracion.

Hemos visto que dada una sucesion de particiones P, P,,...,P,, P,,;,... del intervalo [a, b], cada una
mas fina de la anterior, con sumas inferiores S;,S,,...,8,,Sp.1,.-- Y Sumas superiores

S1,S5,..4,S,, Spqs -+, se verifica que dichas sumas tenderan al verdadero valor del area.

Se tiene que: j dX =1limS, =lims,, es decir, que la integral se puede interpretar como:

n—o n—
“la suma del drea de todos los rectangulos de altura f (X) y base infinitesimal (dx) comprendidos entre ay b”
Propiedades:

a
1. - Si los limites de integracion son iguales, la integral definida vale cero. I f (X)dx =0
a

b
2. —Si la curva estd por encima del eje X (f (X)> 0), la integral es positiva, L f(X)dX >0, mientras que
si la curva esta por debajo del eje X (f(x)< 0), se puede definir también la integral definida, que

sera negativa: _[: f(x)dx <0.

fix) |

| a b f(x)

3.-Sea Ce (a, b), entonces podemos descomponer la integral de la forma:
j dx j dx+I

a
4. - Si intercambiamos los limites de integracion, la integral cambia de signo. L f(X)dX = —.f

5. — Dadas dos funciones f( ) y g( ) continuas en el intervalo [a b] se tiene que:
I[f( x)]dx = j dx+'[g x)dx y J':[f(x)— )]dx = I X)dx — jg X )dx
6. — Dada una funcion f(X) continua en el intervalo [a, b] y una constante k € R, se tiene que:
[k £ (o) =k f (x)ax
7. - Dadas dos funciones f(x)y g(x) continuas en [a,b], verificando f(x)< g(x) Vx e[a,b], se tiene:
Lb f(x)dx < _[: g(x)dx
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4.3. Teorema del valor medio del calculo integral

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto C € (a, b) tal que
b
L f(x)dx = f(c)-(b—a).

Interpretacion geométrica:
Siendo la integral un area, la interpretacion geométrica es simple: fx) | A,

Existe un punto C € (a, b) tal que el area encerrada entre la curva, el Aj

eje de abscisas y las rectas x=a y X=Db es igual al 4rea de un """ A=A,
rectangulo de base la amplitud del intervalo, b—a, y alturaelvalor 1 | |
que toma la funcién en el punto intermedio, f(C).

Ejemplo:
% Encuentra los valores de ¢ que verifican Lb f(x)dx = f(c)-(b—a) siendo f(x) la semicircunferencia

de centro el origen y radio 1, y a y b los puntos de corte de la misma con el eje OX.
Sabemos que la ecuacién de la circunferencia en el plano es X° +y2 =r?, asi que para el

problema que se nos plantea tenemos que f(X): +/1-x? y los puntos de corte con el eje son

(-1,0)y (+1,0). fo) = I=o
Se trata de encontrar el rectangulo (azul) cuya area
coincide con la de la semicircunferencia (roja),
sabiendo que la base para ambas figuras estd

comprendida entre los puntos (-1,0) y (+1,0).

Entonces, siendo:
Arect:b'h y 'A‘circ:ﬂ:'r2

Debe verificarse:
in.r?=b-h=in.1° :2-h:>h:%
El valor de h corresponde a la variable y, pero nos piden un valor de X. Por tanto:
X2 +y2=r2=x?+h? =1 = x = +,/1- (2)’ =+0.61899

Que son los valores de € que nos piden.

4.4. Funcion integral o funcion area

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], para cualquier punto X € [a, b] se define la funcién

integral o funcién area como: f00
F:[ab]>R
X
X —> F(X)= I f(t)dt
(x)=] f(t)
a x
29 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 7: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP

Textos Marea Verde



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/
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4.5. Teorema fundamental del calculo integral
Sea f una funcidn continua en el intervalo [a, b] y sea
X
F(x)=[ f(t)dt

con X € [a, b] la funcién integral. Entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)=f(x)

para cualquier punto X € (a, b).

Demostracion:

Aplicando la definicion de derivada tenemos:

F/(x) = lim F(x+h)-F(x)

h—0 h h—0 h

Separando la primera integral en dos sumandos (propiedad 3):

X x+h X X+h
f(t)dt+ f(t)dt—| f(t)dt f(t)dt
F’(x):ll'm'[ o L v 'L o =|I'm'[( o =
h—0 h h—0 h

a

Aplicando el teorema del valor medio del calculo integral, 3C € (X, X+ h) tal que

[ f(thdt = £(e)-(x+h-x)=f(c)-h
Asi:
x+h
F'(x)= Iimf"f—(t)dt = IimL)'h = lim f(c)
h—0 h h—0 h h—0
Como C € (x,x+h) y f es continua entonces lim f(c)= f(x)y, por tanto: F'(x)= f(x).

Actividad resuelta

x o dt
* Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f '(X) si f(X) = L ( 2)3
1+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:

(0= [~ = ()= ——

(1+t2)3 (1+ X2)3
Generalizacion (1):

Si en lugar de valores reales, los limites de integracién son funciones reales de variable real, se aplica la
regla de la cadena para obtener:
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] en Rysea
Fo0= [ t)dt
con X € [a, b] la funcién integral. Si h(x) es derivable, entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)=f [h()]-h'(x)

para cualquier punto X € (a,b).
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Generalizacion (2):

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] en Ry sea
h(x)
F(x)= f
(9=t Ot
con Xe [a, b] la funcién integral. Si h(x) y g(x) son derivables, entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)=f [h(x)]-h'(x)- F [g (x)]- 9'(x)

para cualquier punto X € (a,b).
Actividad resuelta

o dt
# Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f ’(X) si f (X) = Iz ( ” )3
L+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:
3x? 2X

I L S/ WS S Ve SN S _
T T e T e

4.6. Regla de Barrow

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:

[ £(x)dx = F(b)- F(a)

Yy suele representarse como:

Demostracion:
Se tiene que F(X) es una primitiva de f(X). Por otro lado, aplicando el teorema fundamental del
calculo integral, G(X)= LX f(t)dt también es una primitiva de f(X). Al ser dos primitivas de la misma
funcidn, sélo se diferencian en una constante:
G(x)-F(x)=C = G(x)= F(x)+C
Evaluando las dos expresiones anteriores en el punto X = a, tenemos:
G(x)=F(x)+C=Gla)=F(a)+C
[ rlo o [t 0} = Fa)+C=0=C = F(a)
Evaluando ahora dichas expresiones anteriores en el punto X =D, tenemos:
G(x)=F(x)+C = G(b)=F(b)+C = G(b)= F(b)- F(a)
G(x)= [ t{t)dt = G(b)= [ f(t)at }3
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“ Integrales

Entonces, para aplicar la Regla de Barrow se siguen los siguientes pasos:

1. Calculamos una primitiva F(X) de f(X)
2. Hallamos los valores de esa funcién entre ay b: F(a) y F(b)
b b
3. Calculamos la integral L f(x)dx = (F(x)] =F(b)-F(a)
a
Ejemplos:
5
2
* '[1 (- x? +6x—5)dx.
La funcion f(x): —x* +6X—5 es una funcién polinémica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [1, 5].
1. - Calculamos una primitiva de f(X):
I(— X? +6X —5)dx = — 1x® + 6 x? —5X
2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo: F(x)=—1x® +3x® —5x

3 3
F(l):_1_+3.12_5.1:_1+3_5:_Z y |:(5):_5_+3'52_5_5:§
3 3 3 3 3

3. —Aplicamos la regla de Barrow:
5, 25 7 25 7 32
-X“+6x-5dx=F5)-Fl)=——|-——=|=—+—=—
I b= F)- Fl)= (1] - 241 S
2
+ J:Z (x2 —4)dx.
La funcion f(X) = X% -4 es una funcion polindmica, luego es continua en todo R, y por tanto es
continua en el intervalo [-2, +2].
1. - Calculamos una primitiva de f(X):
2
L(x2 —4)dx =1ix®-4x
2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo y restamos:

[ = a)ox = (ox° ~ax] = (2P -4-(2)- (o2 -4 (-2) - 2222

Actividades propuestas

18. Resuelve las siguientes integrales definidas:

6( , 10,
X+ X +1)dx '[ X“ + x+1)dx
a) | )d o) | )d
V3 2 1 Xx+1
c) I X4/ X +1dx d) I ————— X
0 AX+2x+2
T e
e) IO sen x dx f) _L In xdx
5
19. Halla el valor de ¢ que verifica IO (2X +1)dX =f (C) (5 — 0) y razona su interpretacion geométrica.
. , . o for e dt
20. Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f (X) si f(x)= > Tnx
nx
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Integrales

4.7. Aplicaciones de la integral definida
Area encerrada bajo una curva

Para calcular el area comprendida entra la grafica de una funcién f(X) y el eje de abscisas en un

intervalo en el que la grafica aparece por encima y por debajo del eje X, es necesario hallar cada una de
las dreas por separado.

En los subintervalos en los que la grafica estd por debajo del eje X, la integral serd negativa, y
tomaremos el valor absoluto en toda la integral.

Area = “ dx‘ “ dx‘ “ dX‘—|F F(a)]+|F(x,)= F(x)[+| F(b)-F(x,)]

f(x)

+

a\/x 1 X \/b

Desde el punto de vista practico, si tenemos la representacion grafica de la funcidn se puede plantear el
area como suma o resta de las regiones donde la funcidn es positiva o negativa, respectivamente.

Ejemplo:

% Halla el drea encerrada entre la grdfica de la funcion f(X): x> -2x-3, el eje X y las rectas
x=-3y x=4.

La funcién f(x): x* —2Xx—3 es una funcién polinémica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [-3, 4].

La grafica de f(X) es una parabola céncava (V). \
Calculamos el vértice:
—b_2_1 Si X= 1:>f() 2_.2.1-3=-4 f(x)=x%-2x-3
2a 2
Tenemos: V (1, —4)
Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.
Para ello, resolvemos la ecuacién f(X) =0:
Zi 4_4'1' _3 -6 -5 -4 5 & 7 8 g 10 1
f(x)=0=x*-2x-3=0=x= o1 3)_
2444412 24416 2+4 [ 3-(3,0) ooty .
2 2 2 |-1-(-10)

Representando la funcion f(X): x> —2x—3 y las rectas X=-3 y X =4 observamos que el
area que queremos calcular se divide en tres regiones.
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Hallamos una primitiva de f(X):
3

J.(x2 —2x—3)dx =x?—x2 —3x

Hemos obtenido tres regiones. El area total serd la suma del area de cada region:

Area = ‘ I:Sl(xz —2X— 3)dx ‘ + ‘ J'_sl(x2 —2X— 3)dx ‘ + ‘ E (x2 —2X— 3)dx ‘ -

=|F(-1)- F(-3)| +| F(3)- F(-1)|+| F(4)- F(3)] =E—(—9)‘+‘—9—%‘+‘—2—§—(—9)( =

32 32 7 71,

3 3 3 3

. ., . 71
Por tanto, el drea de la regidn es igual a ? u

También podriamos plantear, ya que tenemos la representacion grafica de la funcion:
Area = Area, —Area, + Area, = I_l(xz —2X— 3)dx - .[3 (x2 —2X— 3)dx + .[4 (x2 —2X— 3)dx
1 2 3 3 1 3

Es decir:

. X3 -1 )(3 +3 )(3 +4
Area:(——xz—sx} —(——x2—3x} +[——x2—3x} =...
3 -3 3 -1 3 +3

:(ﬁ_(_g)J_(_9_§j+[_§_(_9)j:£+2+Z:E .2

3 3 3 3

Propiedades:
1. - Si la funcidn es impar, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es nula:

+a
Si f(x) esimpar, I f(x)dx =0
-a
2. - Si la funcidn es par, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es:

f:f (x)dx = Z-La f(x)dx

Para entender estas dos propiedades nos basta con ver las graficas de cada tipo de funcion.

- Sila funcién es impar, es simétrica respecto al origen de coordenadas y define dos recintos de signo
opuesto e igual area a ambos lados del origen. Al sumarla, el resultado es nulo.

- Sila funcidn es par, es simétrica respecto al eje OY y define dos recintos de igual signo e igual area.

sl

Funcion impar Funcion par
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Actividad resuelta

% Calcula el drea de un circulo de radio r.

Podemos elegir la ubicacién de la circunferencia, asi que la centramos en el origen. Para este
caso, la ecuacion de una circunferencia de radio r es:

X2 +y?=r?=y=4yr? —x?

Podemos aprovechar la simetria del problema y calcular el area a partir del recinto del primer

cuadrante:
A:4-J:\/r2 —x?dx

La primitiva se resuelve con el cambio:

y=+ \/1'2 —a?

X=r-sent = dx=r-cost-dt

y proporciona:

J\/r2 —xzdx=%~(r2arcsenﬁer-\/r2 —x2j+C

+r

r

Aplicando la regla de Barrow obtenemos:
r

A=4-_|'or\/r2 —xzdx=2~(r2 arcsenﬁjtx-\/r2 —xz} =
r 0
A=2. rzarcsen£+r-\/r2 —r? —rzarcsen9+0-\/r2 —Oj:Z-(r2 -%—0}
r

r
Es decir, llegamos a la conocida férmula:

A=m-r?

Area comprendida entre dos curvas

El drea comprendida entre las graficas de las funciones f(X) y g(X) en el intervalo [a, b] es igual que
al area que se encierra entre la funcion diferencia (f — g)(X) y el eje X en ese intervalo.

Siendo f(X)> g(x). Si no se determina qué funcion esta por encima de la otra, podemos escribir la
expresion general:

A=[| £(0)-g(x)]

Sin embargo, desde el punto de vista practico, en el caso en el que las funciones f(X) y g(x) tengan
varios puntos de corte, sera conveniente hallar las diferentes regiones y determinar las areas por
separado.
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Ejemplo:

4 Halla el drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(X) =—x° +4x y g(x) =X entre
las rectas X=-1y x=3.

Las representaciones graficas de f(X) y g(x) son una parabola y una recta, respectivamente,

asi que es de esperar que haya dos cortes entre ellas y, por tanto, es posible que haya varias
regiones diferenciadas a tener en cuenta.

La gréfica de f(X) = —X* +4X es una parabola convexa. Hallamos su vértice:

_Tb_ P4 TA ) Gix—2o f(2)=2244-2=4+8=45V (2,4)
2a 2-(-1) -2
Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X, 5 g(x)=x
resolviendo la ecuacion f(x)=0: a ‘
x=0 oL
f(x):0:>—x2+4x=0<:>x~(—x+4):0<:>{ N
X=4 i f(x)=—x2+4x
La grafica de g(X)=X es una recta. Para dibujarla, basta con 14
obtener dos puntos: x| x=3 Lo
x | o | 3 /.
y | o | 3 B

-4

Para determinar la regién de la que queremos calcular el
area, la representamos, junto con los limites de integracion:

-5

Buscamos los puntos de corte entre las dos funciones, resolviendo la ecuacién f(X) = g(x):

=0
f(x)=g(x) & xX*+4x=x = -x*+4x-x=0 X" +3x=0= x(—x+3)=0<:>{§_3

Por tanto, el drea que queremos calcular sera:

P 3

Area:j_l| (f —g)x)|dx
Hallamos una primitiva de (f —g)(x):

(f—g)x)= f(x)-g(x)=—x* +4x—x=—x*+3x =
3 3X2
f—g)x)dx = [ (= x? +3x)dx = -+ 2
I( g)(x)xj(x+x)x 3
Hemos obtenido dos regiones. El area total sera la suma del area de cada region:
3 2 70 3 2
Areazu0 (—x2 +3x)dx + Jg(—xz +3x)dx‘: SIS Y | S
-1 0 3 2 |, 3 2 0
11 9 11 9 19
=F(0)-F(-1 F(3)-F(0)|=|0——=|+|=-0|=—=+—=—u?
FO)- D)+ FE)-FO) = 0] | S-0| -+ 5 -
. L . 19
Por tanto, el area de la region es igual a 3 u?
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CURIOSIDADES. REVISTA

<Eudoxo de Cnido (390 aC — 337 aC)>

(Eudoxo demostré que el volumen de una piramide es la tercera\
parte del de un prisma de su misma base y altura; y que el
volumen de un cono es la tercera parte del de un cilindro de su
misma base y altura.

Para demostrarlo elaboré el lamado método de exhauscion.

. J

Método de exhauscidn >

El método de exhauscidn es un
procedimiento geométrico de
aproximacion a un resultado, con el cual
el grado de precision aumenta en la
medida en que avanza el célculo. El
nombre proviene del latin exhaustio
(agotamiento, exhausto)

Se utiliza para aproximar el area de un
circulo, o la longitud de una
circunferencia, inscribiendo y
circunscribiendo poligonos regulares
con cada vez mayor nimero de lados.

Arquimedes

Cwquimedes, escribié su tratado sobre “El método de teorem:h
mecdnicos”, que se consideraba perdido hasta 1906. En esta obra,
Arquimedes emplea el cdlculo infinitesimal, y muestra como el método
de fraccionar una figura en un namero infinito de partes infinitamente
pequefias puede ser usado para calcular su drea o volumen. Fue escrito

en forma de una carta dirigida a Eratdstenes de Alejandria.

Observa como es la base de los conceptos que en el siglo XVl
permitieron a Isaac Newton y a Leibniz unificar el cdlculo diferencial con
el cdlculo integral, y como es el precursor del concepto de integral
Qefinida como las sumas inferiores y las sumas superiores de Riemann./ \ )
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Integrales

éHas pensado alguna vez en la historia de los simbolos matematicos?

Al principio las matematicas eran retdricas, es decir, todos los cdlculos se explicaban con palabras. Poco
a poco empezaron a usarse abreviaturas, simbolos para representar las operaciones. Hoy las
matematicas estan llenas de simbolos.

Por ejemplo, para indicar sumas y restas, primero se usaron letras
como p y m, pero en el siglo XV comenzd a usarse los simbolos +y
—. Para el producto se uso el aspa, x, de la cruz de San Andrés, pero
Leibniz escribiod a Bernoulli que ese simbolo no le gustaba pues se
confundia con la X, y comenzd a usar el punto, . Para el cociente, la
barra horizontal de las fracciones es de origen arabe, y los dos
puntos, de nuevo se los debemos a Leibniz, que los aconseja
cuando se quiere escribir en una sola linea.

El simbolo de infinito, o, se debe a John Wallis y, a pesar de
su parecido, no estd relacionado con la cinta de Mdebius,

% sino con la Lemniscata.

En 1706 se empezd a usar m, como inicial de la palabra
griega “perimetro” y se popularizé con Euler en 1737.

El simbolo de la integral se lo debemos, de nuevo, a Leibniz, y es una estilizacion de la
letra S, inicial de suma. También le debemos la notacién dx, dy para el célculo
diferencial.

A Euler le debemos la invencion de muchos simbolos y la popularizacién de otros: No

sabemos por qué uso la letra

e para representar al nUmero

e, base de los logaritmos e
neperianos, la letra i, para la unidad e I X
imaginaria compleja, 2 para el sumatorio, y la

notacion f(x) para las funciones.

En logica y teoria de conjuntos se usan muchos y nuevos simbolos, como N, U, D, &z, <, €, €, {, }, A, V,
=, ... que podemos deber a George Boole.

NU, DG €& LLA YV,
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“ Integrales

RESUMEN

CUADRO DE PRIMITIVAS

Idx=x+C If’(x)dx=f(x)+C
j(f( Jdx = f dx+j X *... Ja-f(x)dx:a'J‘f(x)dx

[ (0 (x)olx:i[f(x)]”*1 +C,n#=-1 | ) gy - In| f(x)| +C

n+1 f(x)
J‘ef(x) f'(x)dx = e'®4c J.af(x)f'(X)dX - 6;;(;) +C,a=1,a0
jcos[f(x)]f’(x)dx:sen[f(x)]+C Isen[f(x)]f’(x)dx:—cos[f(x)]+C
[sec[f(x)]-tg [f(x)]f (x)dx =sec[f(x)]+C | [sec?[f (x)dx =tg[f(x)]+C

jcosec2 [£(x)]f'(x)dx =—cotg [f(x)]+C

1. [g[f ()] F/(x)dx >t = (x)= dt = f(x)dx
Método de integracion Ig t)dt =G(t)+C = F(x)=G[f(x)]+C
por cambio de variable 2. '[ f(x)dx o x= g(t):> dx = g'(t)dt

[ flo)]g’)dt =G(t)+C = F(x)=Glg*(X)]+C

Método de integracion J‘u dv=u-v— J‘V -du
por partes
Regla de Barrow j: f(x)dx = (F(x) ]} = F(b)-F(a)
Area entre una curvay o
el eje OX A= -[ | f
Area entre dos curvas A= I:| f(x)-g(x)|dx

Video de un problema de selectividad resuelto: Se considera la funcion

L I N )
O -~/

- a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
video b) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m,2).
Demuestre que existe un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2.
¢) Calcule [z f(x) - dx.
2

https://youtu.be/py-Zo0AzgW0
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Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

n+l

1. - Sabiendo que IX”dXz :+1+C y If”(x) -]
1) jx5dx 2) Ixisdx 3) j% 4) j37dx
6) [ 5xdx 7) [5Vx°dx 8) (3 - 2x— x*)ox
10)  (2+3x° ) ox 11) [2(x* +2fdx  12) [L-xf dx

14)](—
4
17) J(3X5 "3 + 2§/x_2jdx

3 a2
ZO)J‘(SeX+%

+5]dx

2
4x3 + ZXJ dx

1 a
15) j(3a—§+2x jdx
18) I(l—dox

2
21) _[de

n+l
f'(x)dx = f—(X)+ C, calcula:

5) j 6x’ dx

9) I(sz —5x+3)dx

3
13)J'X 2 4
3 3
16) || -—+2-—|d
(e
19)th +5>2( —4d

22)j[ﬁ—%x+i]dx

Jx Jx
23) [Vx(x* +1)ox 24 | \/x_f’—%Jd 25) [V/x(3-5x)dx
(x+1)x-2) .
26) dex 27) [(3x+4) dx 28) [(3x—7)"dx
29) Jx(x2 —4)3dx 30) I3x x2 + 2) dx 31) J.(x3 +2)2x2dx 32) j(x3 +3)x2dx
33) J(x—z)%dx 34) [ (a+x)"dx 35) .|'[(x+2)3 —(x+2)2]dx
dx dx
6) J.\/3x+12 dx 37)j — 38) '[(x—l)s 39) I(x “(2x —1)dx
1 > X3 X dx -
40) jﬁ(lﬂ/?) dx  41) j(x4 oy dx 42) I(XZ " 43) [ x/x* = 7dx
, . 45) x4 8x?
44) j(x—l)(x —2x+3) dx _fm X 46) J(x3+2)2 dx
3xdx x?
47) jm 48) [x-31-x7dx  49) jmdx s0) [2(x* -1 dx
51) J\/x2—2x4dx 52) I(ex+1)3exdx 3) Isen3xcosxdx
54) jxcos“ x%senx?dx 55) IXlr)‘((ZXi;'?’)dx 56) .[222 ))(( dx
X : ) 23 Inx
57) | 2e3—3dx 58) [tg°x-sec’x dx  59) | nggxx dx 60) j
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2.- Sahendoque.[ dX-hﬂXLFC yj )dX |n|f L+C,cakub:

f(x)

dx x dx 2 2
1)Ix+2 2)~[2x—3 3) Iﬁ 4)I 2 5)J'1_X2X3dx Es)jli(x3
N R A

11) j(—2+—+\/§jdx 12) lenx 13) Jﬁ(fi(—\/;)

1 e e2x
d 17) | tg xd
14) I(ZX . 2X+J X 15)[ [ 16) _[eZX+3dx ) [ tg x dx
18) [ cotg x dx 19) j 20) [FREEERE
x| nx COS X

21) JZSenxcosx dx 99 J-senx COoS X 23) Ixcotgxzdx

1+sen?x Sen X + Cos X

d c, d c, [a'd c '(x) d a'™ ¢ caleul
3.- SI‘[E X=e"+ je '(x) dx =e"™ + Ia x—m+ yja x="—+C, calcula:
1) js dx 2) ja“dx 3) je’xdx )j4e3xdx
5)J3x2exs+2dx 6) I4e‘”dx 7) .[xzexadx 8) J'(ex+1)2dx
1 ? 2 2
9) || e*+—=| dx 10) [le* + x®) dx 11) [e ™ "2xdx
[ ]o o) j

1
13) jexi dx 14)jxese”2 cos x?dx 15) Ie“"szx -sen 2x dx

x 1

e €0S X +e X+3
16 dx 17) | e“*" -sen x dx 18) dx

I | [ -]
x 2X 52 X 52

19) Ietgz sec? 2x dx 20) J'?-33 > dx 21)]5-23 > dx

4. - Sabiendo que jsen xdx = —cosx+C, J.f’(x)-senf(x)dx:—cosf(x)+C, Icosxdx:sen x+C vy

Icos f(x)f'(x)dx =sen f(x)+C calcula:

1) Isen(2x+8)dx 2) J.senidx 3) jcos 3x dx
2
3sen x —2cos X
4) Ixsen x2dx 5) j( jdx 6) _[sen 2x dx
4
7)Iexcos e*dx 8) jxcos(sz)-sen(sz)dx 9) Imdx
X
29 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 7: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP

B
Textos Marea Verde


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/
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5. —S'I J'(1+tgzx)jx:tg x+C YJ‘CO:#dX _[[1+tg f(x)]- f'(x)dx=tg f(x)+C, calcula:

cos’ (
1) jx 1+tg xz)dx 2) I(1+tg X dx 3) jtg 3xdx
6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:
1) [(2+5x)"dx 2) [(3+4x) dx 3) [6x(3+x*) dx
3 3 e’ -4
4 d 5 3+2x +¥3+2x])d 6 d
)J‘{S+4X+(S+4x)3} X )I(J +2x +3/3+ x) X )J.( = j X
7 3, d 8) sen X 9 COoS X q
) jsen X - COS X - dX jcosx ) jsen“x X

e*+3 e +2
10) Ix\/xz +4 dx 11) j( - de 12) I( . jdx
e e
7. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracidn por partes:

1) j3xcos X dx 2) Ixz -sen x dx 3) _[x2 In x dx

4) Iﬁlnxdx S)Jlnx G)IZeX-cosx-dx
8. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:

3dx

1)

51 b
3) Esen x dx 4) Esen 3x dx 5)J':| x| dx
4 6

2( 2 3
6).[ (3x —2X+ jdx 7) _l(m—mj dx 8)] (———j

b
9. — Halla el valor de b para que se cumpla L(be —3X2)dx =-12

10. — Halla el drea entre la funcién f(X): x® —4x, el eje de abscisas y las rectas X=1y X =6.
11. — Halla el area de la regién limitada por la funcion f(X): x® — x? —6x y el eje de abscisas.
12. - Halla el area delimitada por las graficas:

a) y:%x2 ~X+ley-x-1=0.

b) f(x)=+/x y g(x)=

o) f(x)=x"+x+4y g(x)=—x*+2x+5
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Integrales

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afos y
diferentes comunidades autonomas.

También en “Problemas resueltos por el alumnado” tienes problemas de integrales resueltos por
estudiantes de un instituto. Algunos problemas resueltos por el alumnado.

Video de un problema de selectividad resuelto: Integrales. 22 Bach CCSS. Integrales
indefinidas. Espacio matematico

https://www.youtube.com/watch?v=JoulncYunqU

®e
-

video

PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

x® —3x+5

3x

(1) Calcula una primitiva de la funcién f(x)=

(2) Calcula haciendo el cambio de variable e* =t:

ex ex _4e2x
a) jeZX _1dX b) J.de

(3) Calcula J‘E(ezx +XCO0S x)dx

(4) Considera la funcién —3 y = x> =3x” +1
a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcién alcanza su maximo relativo.
b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior.

c) Halla el 4rea del recinto del apartado (b).

(5) Considera la funcién f(x) :%—sen X

a) Dibuja el recinto acotado por la grafica de f(X), eleje OXylasrectasx=0y X=7.

b) Calcula el area del recinto anterior.

(6) a) Dibuja el recinto plano limitado por la pardbolay = 4x — x° y las tangentes a la curva en los puntos
de interseccidn con el eje de abscisas.

b) Halla el area del recinto dibujado en (a).

f(x)=
(x) x> —4x+3 si x>-1
a) Haz un dibujo aproximado de la grafica de la funcion f.

(7) Sea la funcion f: R — R definida por
{ 4x+12  si x<-1

b) Calcula el area del recinto limitado por la funcién f, el eje de abscisas y la recta x = 2.
(8) Sea la parabola y = X* —3x+6
a) Halla la ecuacion de la tangente a la grafica de esa curva en el punto de abscisa X = 3.
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Integrales

b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la grafica de la parabola, el eje OY y la recta
tangente hallada anteriormente.

c) Calcula el area del recinto anterior.

(9) Considera las curvas f(x)=x?-3x-2y g(x)=x?-x-2.

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

a) Encuentra sus puntos de interseccién.
b) Representa el recinto limitado que encierran entre ellas.

c) Encuentra el drea del recinto limitado por las dos curvas.

Dada la funcién f (X) = (X - a)COSX, busca el valor del nimero real a sabiendo que

z T
2f(x)dx=—=-2
Io ( )d 2
Las curvas Y =€%, y =€ " ylarecta X =1 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.

b) Calcula su area.
. . s 2
Se considera la curva de ecuacién y = X —2x% +x

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la curva y la recta hallada.

c) Calcula el area de ese recinto.
La derivada de una funcién f(x)es f'(x)=(x+2)- (x2 - 9)
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f (X)

b) Determina la funcién f sabiendo que f(0)=%.

La grafica de la parabola y=2x’ divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(2,0), C(2,2) y

D (0,2) en dos recintos planos.

a) Dibuja la grafica de la funcion y los recintos.
b) Calcula el drea de cada uno de ellos.

a) Calcula la funcién f(X) sabiendo que su derivada es f '(X) = (X —1)(3X y que f(Z): e.

b) Demuestra que f(X) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es
maximo o minimo.

Las graficas de la curva y = x® y de la parabola y = x? + 2X encierran un recinto plano.

a) Dibuja ese recinto.
b) Calcula su area.

x?2 sii x<0

Seaf: R — R lafuncién definida por f(x)=imx+n si 0<x<1
2 si 1<X

a) Calcula my n para que f sea continua en todo su dominio.
b) Para esos valores hallados, calcula el drea del recinto limitado por la graficade f ylarectay = 1.
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Integrales

(18) Sealafunciénf: R — R definida por
f(x):{ 2x+42 s? Xx<0
(x=2)° si x>0
a) Dibuja la grafica de la funcién.
b) Halla el drea del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
(19) Lacurva y= x® —3X y la recta y = X limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(20) La pardbola x = y2 +1 ylarecta X =3 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(21) Lacurva y= x> +3 y larecta y = 2Xx+ 3 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(22) Se considera la parabola y = 6X— X’

a) Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la grafica de la parabola en los puntos de corte con
el eje OX.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la parabola y las rectas halladas
anteriormente.
c) Calcula el 4rea de ese recinto.
23) s dera la funcid f() 2Xx—-2 si x<2
e considera la funcion f(x)=
e +k? si x>2
a) Determina el valor de k > 0 para que la funcién sea continua en el intervalo [0,4].
b) Suponiendo que k =1, halla la recta tangente en X =3.
c) Suponiendo que K =1, halla el 4rea que la funcidén determina con el eje OX, para X € [0,4].

(24) a) Resuelve por partes la siguiente integral: Ix(l— In X)dx

b) De todas las primitivas de f(x)= X(1—Inx) calcula la que pasa por el punto (1,3).

(25) La grafica de la parabola y2 =8X ylarecta X =2 encierran un recinto plano.
a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el 4drea de ese recinto.

- 4 . .
(26) La grafica de la curva f(x)= Y las rectas y =4 y X =0 encierran un recinto plano.
—X

a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el 4drea de ese recinto.

P P 2 P . s .
(27) Esboza la gréfica de la pardbola y =—x“ + x+ £ y halla el drea de la regién del plano determinada

por la pardbola y la recta que pasa por los puntos (0,%) y (%,0).

(28) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regién del plano determinada
por la parabola y = x> +4 ylarecta y=1.
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Integrales

a) Representa graficamente la chapa y calcula su area.
b) Determina las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede obtener a partir de
dicha chapa con la condicion de que uno de sus lados esté en larecta y=1.
(29) Representa graficamente las parabolas y2 —4x=0vy x? —4y =0 vy calcula el drea que encierran.
X
x* +1
a) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexién.
b) Para x €0, 5], esboza la grafica de la funcidn y calcula el drea comprendida entre ella y el eje X.
X
x> +1
a) Halla sus asintotas, maximos y minimos.

(30) Se considera la funcion f(x)=2-

(31) Se considera la funcion f(x)=

b) Representa graficamente la funcidn.
c) Halla el drea delimitada por la funcién y el eje OX, para -1<x<1.

(32) Si x representa el volumen de produccién de una fabrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcién f(x)=3+8x+15x>. Se pide:
a) Encuentra la funcion del coste total F, si se sabe que dicha funcién viene dada por la primitiva
Fde f que verificaque F(0)=100.
b) Estudiay representa graficamente la funciéon f en el intervalo [0,00). Calcula el area limitada por
lacurvayelejeXentre x=0y x=1.

(33) La funcién de costes marginales de una empresa es f(X) = Se pide:

x+1)°
a) Encuentrala primitiva F de f verificando que F(4)= 0.

b) Estudia y representa graficamente la funcidon f . Calcula el area limitada por la curva y el eje X
entre x=0y x=1.

1
(34) Sealafuncion f(x) =5+— (x>0).Si f'representasu derivada,
X
a) Calcula f'(2).
b) Dibujala funcién f . Halla el area limitada por la curvay el eje Xentre x =1y x=2.

, a
(35) Dadalafuncién f(x)=—>+Xx> (x > 0), donde a es una constante,
X

a) Sisesupieraque f '(2)=1 donde f' esladerivadade f,écuanto valdriaa?

b) Dibuja la funcion f si a=16 y halla el area limitada por lacurvay el eje Xentre x=2 y x =3.
(36) Sea la funcion f(X) =3x? —6X.Si f’ representa su derivada,

a) Encuentra una primitiva F de f verificando F(2)= f'(3).

b) Dibuja la funcién f . Calcula el drea limitada por lacurvay el eje Xentre x=1y x=3.

(37) Dada lafuncién f(x)= x> -81x?,
a) Si f'representaladerivadade f, encuentra una primitiva F de f tal que F(4)= f'(4)
b) Dibuja la funcion f . Halla el area limitada por la curvay el eje Xentre x=—-4y x=4.
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Integrales

. a
(38) a) Dada la funcion f(x)=25—x2+—2 (X;tO), donde a es una constante, encuentra una
X

primitiva de f y halla el valor de a para que si f' esla derivadade f, entonces f '(1)= 2.

b) Dibuja la funcion f(X): 25— x?, y halla el area limitada por la curva y el eje de abscisas entre
los puntos de abscisas x =1y x=6.

(39) Determina la funcién primitiva y el drea bajo la curva en el intervalo [1,e] de la funcién

f(x)=Inx.
(40) Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcién f(x)=e*(x+1) en el intervalo [0,1]
AUTOEVALUACION
1. Los valores de a, b y ¢ para los que F(X)=ax3 +be* +csenx es una primitiva de la funcion
f(x)=3x*-7e* +5cosx son:
a)l,-7,5; b) 3,7, -5; c)1,-7,-5; d)3,-7,5
2. Llaintegral inmediata [X+/2x% +3dx vale:
3 3 3
V(2x% +5 V(2x? +3 V(2x? +5 V(2x2 +5
a)—( ) +C; b)—( ) +C c)—( ) +C; d)—( )2+C
6 6 4 6
. dx
3. Llaintegral J.l—xz vale:
1+x 1-x 1 1+Xx 1 1-x
a) Inj——|+C; b) Inj——|+C c) —-Inj——|+C; d) =-Inj——|+C
- 1+x 2 - 2 1+x
4. Alintegrar por partes Ix-sen X-dx se obtiene:
a) x-senx—cosx+C; b) x-cosx—senx+C ¢) —x-cosx+senx+C; d) —x-senx+cosx+C
5. Laintegral I(XZ + 4x +13)dx vale:
a) (X +4x+13)+C; b) X*+4x2 +13x+C; ) 1x° +2x? +13x; d) 1x°+2x° +13x+C
6. Laintegral J-ex cose*dx vale:
) ) sene” ) )
a) sene* +C; b) —sene” +C c) o +C; d) e”-sene” +C
7. Laintegral definida [jcosxdx vale:
a) 1; b)n c) 0; d)-1
8. El drea comprendida entre la grafica de la funcion f(X): —x% +4x, el eje de abscisas y las rectas
X=0yX=4vale:
a) 128/3; b) 32/3 c) 64/2; d) 64/3
9. Eldrea comprendida entre las gréficas de las funciones f(x): —Xx*+4xy g(x): X vale:
a) 9/2; b) 19/3 c) 27/2; d)3
10. La regla de Barrow sirve para...:
a) ...calcular determinantes de orden 3; b) ...resolver sistemas de ecuaciones;
c) ...resolver integrales definidas; d) ...calcular la probabilidad de sucesos.
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