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Matrices

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Utiliza matrices para representar la informacion siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas y
melones. Durante el afio 2014 ha recogido 1000 lechugas, 2000 Kg de naranjas y 500 melones. En los
anos anteriores su produccién ha sido de 500, 1000 y 400. Por cada lechuga recibe 1 céntimo, por cada
Kg de naranjas 3 céntimos y por cada meldn 5 céntimos. Escribe la matriz de sus ganancias en el afio de
2014.

Solucién:

LECHUGAS NARANJAS (KG) MELONES
CANTIDAD 2014 1000 2000 500
CANT. ANTES 500 1000 400
DINERO (CENTS) 1 3 5
GANANCIAS 2014 (CENTS) 1000 3000 5000

Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no.
Solucidn:

Son matrices a) y g); b), c) y f) se pueden representar como matrices intercambiando por nimeros los
datos; y d), e), h) e i) podrian representarse como matrices, aunque no sean numeéricos, teniendo en
cuenta que se disponen en filas y columnas.

Propdn otros elementos de tu entorno que sean matrices o puedan representarse como matrices.

Solucion: Respuesta libre. Ejemplos: Podrian representarse como matrices la cuadricula de un
cuaderno, un tablero de ajedrez, un casillero de tres en raya, las caras laterales de un cubo de Rubik...
etc.

Escribe tres matrices fila
Solucion: Respuesta libre. Ejemplos:
A =((71) B=(@8 4-3); C=(0 20 —12 0)

Escribe tres matrices columna

Solucién: Respuesta libre. Ejemplos:

-1
0 1/3 g
A= (3) B={ 1 | C={ 3
5 1/2
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Escribe tres matrices cuadradas de dimension 2, 3 y 4 respectivamente.
Solucion: Respuesta libre. Ejemplos:
0O 0 0 1
-1 2 0
_ (1 0y, _ 2 4 3 6
AZ_(Z 3)’ Bs (g 2 ;) Co = 0o 1 7 -1
7 =2 0 O
Escribe la matriz unidad de dimensién 2, 3y 4.
Solucién:
1 0 0 O
(1 0)_ (1) 2 g 01 0 O
0o 1/’ 0 0 1 ’ 0 01 0
0 0 0 1
Escribe la matriz nula de dimensién 2,3y 4
Solucién:
0 0 0 O
0 0 O
(O 0)_ 0 0 ol 0 0 0 O
0 0/’ 0 0 0 ! 0O 0 0 O
0 0 0 O
2 1 0 1 1 1 1 0 O
Dadas las matrices;:A=( 9 0 -3|,B={(2 2 -2],C=|2 4 -5
-2 0 7 -3 3 3 7 3 =3

calcula:a) A+ 3B, b)2A+ B —5C.

Solucién:

2 1 0 1 1 1 2 1 0 3 3 3
a) (9 0 —3>+3<2 2 —2)=<9 0 —3>+(6 6 —6>=
-2 0 7 -3 3 3 -2 0 7 -9 9 9

2+3 1+3 0+3 5 4 3
<9+6 0+6 —3—6>=(15 6 —9)
-2-9 0+9 749 -11 9 16

2 1 0 1 1 1
b) 2(9 0 3>+<2 —2)—5(2
-2 0 7 -3 3 7
4 2 0 1 1 5
(18 0 —6) + ( 2 —2) — (10
-4 0 14 =3 3 35

4+1-5 2+1-0 0+1-0

0
=<18+2—10 0+2-20 —6—2+25>=<10
—4—-3-35 0+3-15 14+3+15 —42

1
2
3
1
2
3
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_ Matrices

2 1 0 1 1 1
Para las matrices A = ( 9 0 —3), B = ( 2 2 —2) calcula A-ByB-A ées el producto

conmutativo?

Solucién:

2 1 0 1 1 1 4 4 0
a)A-B—><9 0 —3)-(2 2 —2>=<18 0 0)
-2 0 7 -3 3 3 =23 19 19

1 1 1 2 1 0 9 1 4
b) B-A—)(Z 2 —2)-(9 0 —3>=(26 2 —20)
-3 3 3 -2 0 7 15 -3 12

Podemos observar que el producto no es commutativo.

2.1 0 I 1 1
A= 9 0 -3|yB=|2 2 -2
-2 0 7 -3 3 3

11. Dadas las matrices

calcula 3- 4' — B*.

2 9 =2
1. Calculamos la matriz traspuesta de A: A! = (1 0 0 )

1 1 1 1 1 1 0 6 2
2. Calculamos B%:B-B=|2 2 =212 2 =2|=(12 0 -8
-3 3 3 -3 3 3 -6 12 0

2 9 =2 0o 6 2
3. Calculamos la operaciéon propuesta: 3- (1 0 0 ) - (12 0 —8) =
0 -3 7 -

6 27 -6 0 6 2 6 21 -8
4. =<3 0 O)—(lZ 0 —8>=<—9 0 8)
0 -9 21 -6 12 0 6 —-21 21

6 21 -8
5. Respuesta: (—9 0 8)

6 —-21 21
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Matrices

12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

2 1 0 1 1 1 5 3 1 11
A= 9 0 -3|,B=|2 2—2,C=(1 GJ'D=222
-2 0 7 -3 3 3 3 3 3

7 1

/O 57 19

57 19

-1 14

0 InversadeA At =1]1 -5

3

O —_ -

57 19

1 1 1|10 0\ _,p,p (1 1 1]1 00
e InversadeB: [ 2 2 -2(0 1 o]- 3F1+F2 0 0 —4/-2 1 0]~-
-3 3 310 0 1 s 0 6 613 0 1
1 1 111 0 1 1 1|11 0 0
Fy +F, (0 6 201 1 0>—>—F2 01 3|z = 0|> —6F+F
0 6 6I3 0 1 0 6 613 0 1
1 1 111 0 1 1 1% (1’ 0
111 1 1 1l =2 o
013> = 0]|--F{o0o 136 &
0 0 412 -1 -1 00 1z -7 7
2111
L ~3fth, (0 1 0|o % —% N
—F + F, \0 011 1/
2 y )
1 1 1
(1 ooz % & (" 0 _5\
_ 1 _1 -1 _ 1 _1
Fo+F 10 1 010 4 12 B~ =10 4 12
\0 0 11 _1 1 \1 1 1/
2 4 2 4 4
e InversadeC: (2 31 0)—>3F1 <1 %% 0>—>—F1+F2
1 3|5 o 1 00 -1 2 (1 o0 -1
<] E I (o —5‘—1 1>_’_§FZ (0 1|3 —3>
0 —5-5 1 2172 3
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- Matrices

e Inversa de D: A, ya que siempre nos dara como resultado (al hacer gauss-jordan) 0 en las

filas2y3
13. Resuelve la ecuacidn matricial M - X' + N = P siendo:

2 1 0 1 1 I 11
M=9 0 -3|, N= 2 =-2|,P=(2 22
-3 3 3 333

20 7
1. DespejamosX: M-X=P—-N, X=M"1Y(P-N)

1 1 1 1 1 1
2. Restamoslasmatrices:(Z 2 2)—(2 2 —2>=

3 3 3 -3 3 3
0o L 1
57 19
. -1 _ 14 2
3. CalculamoslainversadeM:M~— =|1 —— ——
57 19
o = 2 /
5 19
0 Z L £ 0 28
57 19 0 0 0 19 57
14 2 4 56
4. Resolvemos: X =| 1 - = (2 8 g>_ - 0 -
0o = 3 18 0 8
19 19 57

14. Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 1 0 11 9 3 111
A=19 0 -3,B=|2 2 —2,(’:[4 6],D: 222
-2 -1 0 -3 3 3 3 33

2 1 0 2 1 0
Rangode A:A=| 9 0 —-3|—- F,+F; 9 0 -3
0 0

-2 -1 0 0
2 1 0
- 9F, — 2F, (0 9 6) Por lo que r(A)=2
0 0 O
1 1 1 1 1 1
e Rango deB: B=(2 2 —2>—ZF1+F2 (0 0 —4>—>
-3 3 3 -3 3 3
1 1 1 1 1 1
3 +F (0 0 —4)- Fbe F3(0 6 6 Por lo que r(B)=3
0 6 6 0 0 —4
(2 3\ _ 2 3 _
e RangodeC:C = (4 6) 2F, + F, (O 0) Por lo que r(C)=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
e RangodeD:D = (2 2 2) —2F, +F, (0 0 O) - —3F, + F; (0 0 0)
3 3 3 3 3 3 0 0 O
Por lo que r(D)=1
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“ Matrices

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Dadas las matrices

= m=(Y Y re=(3 )

Calcula:

a) A+B= ((1) _31) + (_41 _02) = ((1) t;} _31_+20) = (_51 _11)

0 aec(p )4 -G D=6111s 3G D)

c) 3-A+5-B-6-C=3-((1) _31) +5- (_41 _02) —6- (:; g) -

(3 —3)+(20 0 )_(—6 12)_(3+20+6 —3+O—12)

0 9/7\-5 —10/"\-12 18/ " \0-5+12 9-10-18
()
7 -19

2. Para las matrices

11 4 -1 2
A=({2 3 |yB= ( ) Calcula A-B y B-A. ¢Es el producto conmutativo?

o 0 5 3
1 -1 1-4-1-0 1-(-1)—1-5 1-2—1-3
A.B=<z 3)(3 ‘51 §)= 2:4+3-0 2-(-1)+3-5 2-2+3-3|=
0 4 0-44+4-0 0-(-1)+4-5 0-2+4-3
3 -6 -1
-8 13 13)
0 20 12

B-A=(4 -1 2)(% _31>_(4'1—1'2+2-0 4-(—1)_1.3+2.4)

0 5 3\y ~\0-1+5-24+43-0 0-(-1)+5-3+3-4
=(4 1)
10 27

A-B# B - A El producto no es conmutativo
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“ Matrices

3. Calcula los productos posibles entre las matrices:

1 2 3 1
w11 1)m-(2)ye- 2 3 )

01 -1 1

1 2 3 1 1-1+2-24+3-1 8
—A3y3'B3y1=M3,y =1 1 1 |-(2]=(1-1+1-24+1-1|=|4
0 1 -1 1 0-1+1-2—-1-1 1

— B3, * A3,3 No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de B con las filas de A

— As,3 - Co,3 No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de A con las filas de C.

1 2 3
2 1 0
_C2x3'A3x3=(3 4 5)'(1 1 1)
0 1 -1

_(z-1+1-1+0-0 2:2+41-140-1 2-3+1-1+0-(—1))
“\3-1+4-145-0 3-244-1+5-1 3-3+4-1+5-(=1)

- (132 155 z73)

-B3,41 * C,,3 = No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de B con las filas de C.

1
G ma=G 3 9(2) =G HTIETED -G

4. Dadas las matrices:

1 3 3 1 1 2
A= (1 4 3) y B= ( 2 0 —1) Calcula 3-At - B2,
1 3 4 -6 -1 0
1 3 3\ 1 1 2\
3-({1 4 3> - ( 2 0 -—-1]-=
1 3 4 -6 -1 0
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“ Matrices

1 11 1 1 2 1 1 2 3 3 3
3-(3 4 3) - ( 2 0 —1) : ( 2 0 —1>=<9 12 9 ) -
3 3 4 -6 -1 0 -6 -1 O 9 9 12

1-1+1-2+2-(—6) 1-141-042-(-1) 1-241-(-1)+2-0
—| 21402+ (-1)-(-6) 2-140-04(=1)-(-1) 2:240-(-1)+(-1)-0
(—=6) 1+ (-1)-240-(=6) (=6)-1+(=1)-0+0-(=1) (=6)-2+(-1)-(-1)+0-0

3 3 3 -9 -1 1 12 4 2
=<9 12 9)—(8 3 4>= (1 9 5)
9 9 12 -8 -6 -11 17 15 23

5. Para las matrices

2 3 0 1 2
1 -1 2 0 3 4
A= ,B= ,C=<—5 1 4—2>y D=<1>
(4 0 —3) (—1 -2 3) 1 0 0 3 3
Realiza las siguientes operaciones si es posible:
(1 -1 2 0 3 4
) ae=(, o (G 5 5)-
( 14+0 -14+3 2+4 )_ (1 2 6)
44+(-1) 0+(-2) (-3)+3/ " \3 =2 0

o) 3-a-4-8=3(; ' A) -4 (0 2 1) =

(2 0 DG D)=l T Do)

c) A-B=No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de A con las filas de B

2
1 -1 2 12+ (-1D)-1+2-3\_ (7
9 AD=(, o ) <;>'(4-2+0-1+(—3)-3)_(_1)
2 3 01
o) Boc=(0 3 ‘;)-<—5 1 4—2>=
1 0 0 -3
_ 0:-24+3-(-5)+4-1 0-3+3-1+4-0 0-0+3-4+4-0 0:-14+3-(-2)+4-(-3)
_((—1)-2+(—2)-(—5)+3-1 ~1-34+(=2)-1+3-0 (-1)-0+(-2)-4+3-0 (—1)-1+(—2)-(—2)+3-(—3))
=(—11 3 12 —18)
11 -5 -8 -6
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Matrices

2 3 01 2
fy C-D=- (—5 1 4 —Z) . (1) = No se puede multiplicar porque no coinciden las co-
1 0 0 -3 3
lumnas de C con las filas de D.

1 -1 2 2 3 01 1 4 2 3 01
g Avc=(, 5 )¢ |-5 1 4-2)=(-1 0)-(-5 1 4-2)=Nose
1 0 0 -3 2 -3 1 0 0 -3
puede multiplicar porque no coinciden las columnas de At con las filas de C.

6. ¢Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas pueda existir A-By B-A?

Si es posible, ejemplo:

Amxn

*Bpxm = Cin

Brxm * Amxn = Dn

7.

a) Calcula A%° y A%7

Para resolver este ejercicio hay que ir haciendo las potencias de la matriz hasta ver que patrén siguen.

a=(

! o) =00 5)G =0 )

e

O G D D6 D

Ahora resolvemos:
ASO — A12-4—+2 — A12-4 _AZ — (A4)12 . AZ — 112 . AZ — AZ
A97 — A24-4+1 — A24-4 . Al — (A4-)24- A= 124 A=A

b) Encuentra los valores a y b para que la matriz A conmute con la matriz B= (_ab _1).

0

Que conmuten significa que A * B = B * A entonces primero realizamos las multiplicaciones.

as=(0 G D= (=), _, B

a
pa=( DG =G )65

8. Calcula A™, paran € N, siendo A las siguientes matrices:

Hay que ir calculando potencias hasta encontrar el patrén

a)A =

=

GD #=G )G D=G2 »=Q DG DG

DG D=C 9 =Bl ED)
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“ Matrices

a=(o ) =6 D6 D=6 D 26 )G DG

<
e DG DG e

1
c)A=<0
0
1 1 1 0
A3=<0 0)-(0 1
0 1 0 0

1 0 1 1 0 3 1 0 4
A4=<0 1 O)-(O 1 O>=<O 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

9. Se dice que dos matrices Ay B conmutan si:

0
1
0
0
1
0

A-B =B -A. Dada la matriz A halla las matrices B que comuten con A.

ST e i U e A A
pa= (@04 D-0 2 JU e Jizd

10. encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con estas matrices.

? 1 1 b b+d A=((1) 1)
+ + — =
ap=(p )€ =00 "EN [, 0oz )0 ls p=(@ )
poa=(® 0.0 =@ oty JLaleia JaZd 0

( b+c=0 \ a = ay
( 0 0 O a b c 0 0 0 \N c= b=0
A*B:<1 0 0)- d e f):( a b c> 0 c=0
110 \g n i a+d b+e c+f a=e+f |g=g
X = b=f re=a
a b cy /0 0 0 b+c ¢ 0 c=0 f=0
B*Az(d e f)-(l 0 0>=<e+f f 0) a+d=h+i|l9=4
L g h i/ \1 10 h+i i 0 y b+te=i |e=d
\ c+f=0 ) i=a’

a 0 O
B=<d a 0)
g d a
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“ Matrices

11.- Sean las matrices

A=2-(g i) Bz(i), C:(lgx)' D:10-(;l), E=(3 m)

Calcula cada uno de los productos A - B,D - E,E - B,C - E.
A-B:

A2, Bayq = Sise pueden multiplicar.
. x 2\ _(2x 4
A=2 (0 m)_(O Zm)
(Zx 4 )(5) _ (10x + 4y)
0 2Z2m/\y 2my
D,y1, E1x2 = Sise pueden multiplicar.

b=10- (;1) - (1%)?11)

(o) & ™= (om0

D-E:

E-B

Eix2, Bax1 — Sise pueden multiplicar.

G m(})=asmy

C-E

Cyx1, E1x2 = Sise pueden multiplicar.

(18x) B m= (38x 10(3)cm)

12.- Sean
-1 2 1 -1 x 1
A = B =
( y 3 5) y ( 3 z x+ z)
dos matrices de orden 2 X 3, en las que x, y, Z denotan valores numéricos desconocidos.

a) Determina, razonadamente, los valores de x,y,z € R de manera que A = B.
b) ¢éEs posible el calculo de A - B? Razona la respuesta.

a) x=2;z=3;y=3
Para que dos matrices sean iguales todos sus elementos tienen que ser iguales uno a uno.

b) No es posible el calculo de A - B por que el nUmero de columnas de A no es igual al nUmero de
filas de B, requisito necesario para multiplicar dos matrices.
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“ Matrices

13.- Sea la matriz

Calcula, si existen, las siguientes matrices:

a) Una matriz X, tal que

b) Una matrizY, tal que

(1 0 1
A4-¥= (0 1 0)
a) Xix3, Azxz — Sise pueden multiplicar.
X=@@ b o
2 1 2
(@ b c)<2 0 —1>=(1 0 -1)
-5 -1 0

a—c=0 a=c
2a—b=-1 2a—b=-1
a=—-1;c=-1;b=2a+1=2(-1)+1=-1
X=(-1 -1 -1)
b) No se pueden multiplicar, ya que el producto de dos matrices debe tener el nimero de filas de

la primera matriz y el nUmero de columnas de la segunda matriz, y en este caso, el producto so-
lo tiene dos filas, no como la primera matriz (A) que tiene tres filas.

2a+2b—5c=1} 2“+2b_5C=1} 24+ 2b~5a =1)—3a+2b = 1) -3a + 2 = 1)

2a—b=-1 2a—b=—-1)4a—-2b=-2

Azxz * Yixy # Baxs

Para poder multiplicar A - Y, el resultado deberia tener 3 filas

14.- Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

0@ oG 2 o(r os)afs 1 e

4 1 1 4 0 1
313 1
0 111 0y, . _ 0 111 0y, . _1 1 22 2\
1 1 32 1L 313 1
F,=2F, > 22 2. p = 1F+F- (1 2|2 2);F=-1F -
2 1 41 0 —-1l-1 o
212 2

313 1 1
212 2 2 313 1 2 010 1
(1 2‘% (2))2["1:21:1_’(0 111 0);F1:—3F2+F1_’( );F1:_F1_>
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“ Matrices

1 1

1 0 = _ Z
(o 1‘0 2) A1=<O 2)

1 0 1 0

b o)@ A=Y

4aa-:_28ccz_10} a=1-2c->4(1-2c)+8c=0; -8c+4+8c=0; 4=0
4bb128dd:_01} b=-2d > 4(-2d)+8d=1; -8d+8d=1, 0=1

No existe sumatriz inversa.

-1 1 2]1 0 0 -1 1 2|]1 0 0
c)(l 0 30 1 0);52:_4?:%:(0 1 51 1 O);Fg——5F2+F3—>
4 1 1lo o 1/ 3 Lees 5 914 0 1
-1 1 21 0 0 1 -1 =-21]-1
0 1 5|1 1 0);F1=—1F1—>(0 1 5|1 G
0 0 —-16l-1 -5 1 0 0 -—-16l-1 -5

o 1 5|t 1 O Vp_fp+Fr->|0 1 5[ 1 ;
0 0 1 1 5 _1 0 0 1l S _1
16 16 16 16 16 16
.3 1 3
/1 0 0|"16 16 16\
Fl—_3F1+F1_> O 1 5 1 1 0 ,F2:_5F3+F2_)
\0 o 11 1 5 _i/
16 16 16
/ 3 1 3 3 1r 3
16 16 R\ 16 16 16
100 11 9 5 1 11 9 5
01 0l -2 — cl=| = _—_— =
0 0 1 16 16 16 16 16 16
1 5 1 \ 1 5 1/
16 16 16 1_6 1_6 _1_6

2 =1 0]1 0 O 1 2 21-1 1 0
F, = =3F, + F.
d)<3 1 200 1 0>;F1=—1F1+Fz—>(3 1 200 1 0>;F2:_4F1+F2:
4 0 1lo o 1 4 0 110 o 1/ °? tees
1 2 2-1 1 0 1 oz 275 20
0 -5 —-4[3 -2 0);/R=—-F->(0 1 =|-2 = o]
5 51 5 5
0 -8 =714 -4 1 0 -8 —-714 -2 1
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“ Matrices

/1 21-1 1 0
4| 3 2 \ .
F=8Rh+FR-> |01 5[5 5 O),p=-2K
3
\o o 3% _* )
5175 73
-1 1 0 -1 1 0
/12421—§3 0\ 4 12215 2 4
01 %55 i F=-zh+FR->{0 1073 73 3 |;
\001ﬂi_§/ o0 14 4 5
3 3 73 3 3 73
_11 5010
3 3 3
(1 2 of 33 4\
Fp=-2F+FK-> |0 1 0|-3 -3 5 [h=-"25+F>
\o 0 1 4 4 _5/
3 3 3
/ 1 1 2\ 12
3 3 3 3 3 3
100 5 g L | 5 2 4
01 of-2 -% = pt=|_2 _¢2 Z
oo 1, 2 3 3 3 3
4 4 5 \4 4 5/
5033 3 3 3

15.- Dadas las matrices

calcula(4-B)ty(4-B)™1.

A-B
1 2\(3 1\_ (7 7
(1 0)(2 3) B (3 1)
(A-B)t
¢ (7 3
(4-B) _(7 1)
(A-B)™*
7 7\(a by_(1 0
(3 1)(c d) - (0 1)
7Ta+7c=1 _ P o .
3a+c=0} c=-3a-7a+7(-30)=1; 7a-2la=1 ~l4a=1 a = ——;
7h+7d=0\ ,_ . _am — (. _ —0 7h_ - _.
3b+d=1}d—1 3b > 7h+7(1—3b)=0; 7Tb+7—21b=0; 7b—21b = —7;
—14b=—-7; b=-L; c=—3(—i);c=i d=1—3(l);d=1—3;d=—1
14 14 14 14 2 2
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“ Matrices

1 7
(A . B)—l — 314 141
14 2
16.- Dada la matriz
(2 -1
a=(1 1)
a) Halla la matriz inversa de A
b) Compruebaqued-A1=A4"1-4=1
c) Halla una matriz X tal que 4 - X = B, siendo
(4 2
B=(p )

) (0 DE D=6

2a—c=1}a:_c_> 2(=c)—c=1;, —2c—c=1; —3c=1;c=—§

a+c=0
2b—d=0\, _, N A (D 9 — (. — 9. 24 = 9.
b+d=1}b_1 d-21-d)—d=0;2-2d—d=0; 2d +d =2; 3d = 2;
1
-2 ——(-1. =1 —1_2%2. 51 -1_| 3 3
d—3 a= (3),a—3 b=1 3,b—3 At = 12
3 3
1 1 1 1
2 -1\ 3 3\_[ 3 3|2 -1,_(1 O
) (1 1) 1oz |12 (1 1)_(0 1)
3 3 3 3
_ _(a b
c) A-X =B, SeaB—(C d)
2 —1\(a b\ _(4 2
(1 1)(c d)_(o —2)
2a—c=4 . A D — A _.__f
a+c=0}a_ c;2(=c)—c=4; —-2c—c=4; -3c=4;c = 3
2b—d =2y, _ oy d) e d =D AP d =9 A e g O
b+d=—2}b_ 2-d;2(-2-d)~d=2 ~4-2d~d=2 -3d=6d=—
= (4>- -2 b=-2—( 6>-b— 242, b=14
a= 3 ,a—3 - 3 ) - 31 -
4 4
B=| 3
4 2
3
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“ Matrices

17. Calcula la matriz inversa de

Procedimiento:

1 1 01 0 O\pgpy/1 1 01 0 O\p3ypp/1 1 01 0 O
0 1 201 0)]—/™|0 1 2(0 1 O0)— 1 210 1 O
1 0 110 0 1 0 -1 11-1 0 1 0 0 3l-1 1 1
%-Fl
1
5“/ 1 _1 E\
1 3 3 3
3F2_2F31101003F1_F23001—12§.p31002 1 )
—>03021—2—>03021—2—>010§§—§
0 0 31-1 1 1 0 0 3-1 1 1 0 0 1f 1 1 1
3 3 3
Por tanto, la matriz inversa es:
1 1 2
3 3 3
ar=| 2 L2
3 3 3
1 1 1
3 3 3
18. Dadas las matrices
-1 0
A=|1 -2 B=(_2 1 0) Obtén, si procede, (B - A)~1.
0O -1 2
2 3
1 . - 3 =2
Tenemos que hallar C™" entonces, primero multiplicamos B-A=C= (3 8 )
Luego hallamos la inversa de C:
F1
15
2 4 1
(3 —2|1 0)F2—F1(3 =2| 1 0)5F1+F2(15 0|4 1)@> 1 0] 15 15
3 810 1 0 101-1 1 0 101-1 1 o 1] 1 1
10 10
4 1
ay-1_—| 15 15
(B-A)™t= 1 1
10 10
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19. Sean las matrices

(1 2 /1 -1
A= (2 3) B = (0 1 )
a) Calcula la matriz inversa de A-B

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ¢Qué relacion existe entre la matriz
del apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.

a) Lamatrizinversade (A-B)"t=C"!

Primero multiplicamos A-B=C = (% 1)

Ahora obtenemos C~1:
F2-2F1 F1+F2 _ F2-(-1) _
2 o DG 45 D—G 2% )—G6 Iz 2

b) Tenemos que hallar lainversa de By la inversa de A:
1 —-1|1 0\F+F2 1 Q1 1 1_(1 1
o 1o D0 1o 0 B'=( 1)

G e D706 A% D=0 A5 DG 17" %)

ATl = (_23 _21)

Ahora multiplicamos B~1 - A™1:

1 a1 (-1 1
B A= ( L 1)
Observamos que el resultado de multiplicar B~ - A1 = C~!
En el apartado “a” obtenemos la matriz inversa de C realizando este proceso: A - B =Cy se halla
su inversa.
En el apartado “b” también se obtiene la inversa de C, pero en lugar de multiplicar B - A, se
multiplica directamente las inversas de By A, es decir, B™1 - A™1:

B~l- Al = (!

La relacidn que existe entre la matriz de ambos apartados es que obtenemos el mismo resultado
tanto si seguimos el proceso del apartado “a” como el del apartado “b”, es decir,
(A-B)t=B"1. A1
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" Matrices

20. Sea

Comprueba que At = A~1y calcula (A - A})2003,

Primero hallamos la matriz traspuesta de A:

0 0 1
At=(1 0 0)
0 1 0
Para comprobar que At = A~! nos falta obtener la matriz inversa de A, entonces:
0 1 01 0 O\jpzp/l 0 00 0 1\ 5,/ 0 0]0 0 1
o 0 10 1 0)J—/|0 O 10 1 O0O)J——(0 1 0j1 0 O

1 0 00 0 1 0 1 011 0 O 0 0 110 1 0

0 0 1
Al = (1 0 O)
0 1 0

Efectivamente At = A~1

Ahora tenemos que obtener (A - AY)2993, Como At=A"1, (A-AY)2003 = (A. A71)2003 = ()2003 =

21. Sean las matrices:

a) HallaclyD?

b) Calcula la matriz inversa de C:D

c) Compruebaque (C-D)"1=D"1.Cc™1,
a) Hallamos la matriz inversa de C

—3 2 2|1 0 O\apup /=3 2 2]1 0 O\pp/=3 2 2|1 0 0
1 -1 00 1 O)/m/™(0 -1 211 3 0)—/™8| 0 -1 2|1 3 O
0 1 00 0 1 0 1 0l0 0 1 0 0 211 3 1
epps(=3 2 21 0 O0\p p/=3 2 00 -3 -1
—! 0 -1 00 0 -1)—| 0 -1 0/0 0 -1
0 0 211 3 1 0 0 211 3 1
F1
=
F2
F3 0 1 1 0 1 1
prear2 (~3 0 00 =3 -3\m (1 0 0
— |0 -1 00 0 -1)3{0 1 oY 01 ct=(0 01
0 0 211 3 1 0 0 1|7 3 3 > 2 3
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Ahora hallamos la matriz inversa de D:

2 1 0J]1 0 O
(—1 1 -1{0 1
2 0 110 0 1

3F3+F2 (2
_ 0
0

3F1-F2
_ 0

)

-1 0
b) Para calcular la matriz inversa de C-D primero multiplicamos C-D=E = ( 3 0 1 )

1 -1 -1
D'=(-1 2 2

-2 2 3

raapi (2 1 0L 0 O\p /2 1 01 0 0
——(0 3 -2t 2 o)]—(0 3 -2[1 2 0
2 0 1l0 0 1 0 -1 1l-1 0 1
1 01 0 0\pp/2 1 01 00
3 -2[1 20)—>(030—366)
0 1l-2 2 3 0 0 1l-2 2 3
F1
6
0 016 —6 —6\f2/1 0 01 -1 -1
3 0-3 6 6]>(0 1 0-1 2 2
0o 1l-2 2 3 00 1-2 2 3

A continuacion, hallamos la matriz inversa de E:

-4 -1 0
3 0 1
-1 1 -1

3F3+5F2
D

N W

c) Sabemos que (C-D)™ ! =E™1, esdecir, (C-D)1=

1 0 0
0 1 0

0 0 1
—4

(o

—24

NN
N

ar2e3r1 [ 4 -1 01T 0 0 4F3-F1 -4 -1 0|1 0 0
—{ 0 -3 413 4 0|—( 0 -3 413 4 0
-1 1 =110 0 1 0 5 —41-1 0 4
—1 0|1 0 O\, p/—4 -1 01 0 0
-3 4]3 4 0O)— 0 -6 0|-6 -—-12 -12
0 8l12 20 12 . 0 0 8l12 20 12
—24
F2
=6 1 1 1
0 0]12 12 12 %/1 0 o772 —3 —7\
-6 0]—-6 -—12 —12>—> 0 1 01 2 2
0 8l12 20 12 \o 0o 113 5 §/
2 2 2

NIw DN

1 1 1
2 2 2
1 2 2
3 5 3
2 2 2

Ahora tenemos que comprobarsi (C-D)"1=D"1- C71, esdecir, D71 C™1= E71
Para ello, multiplicamos D1 - C~1:
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Obtenemos , es decir, E71.

NN
Nw DN
N |-

1
3
2

Por lo tanto, hemos comprobado que (C-D)"*=D"1. ¢!

22.- Resuelve la ecuacion matricial M-X + N = Psiendo

R

M-X+N=P; M-X=P—-N; M-M'=M1-(P-N)
X=M1-(P-N)

R AL A R
—a=1 -b=0 —-—c=0 -—-d=1

M~ (_01 —01)

(P=N)= (—31 —13)

X= (_01 —01) ' (—31 —13) - (_13 _31)
23. - Sean las matrices

2 -1 1 0
-.l =( ] i B=[ ]
-1 0 1 2
a) CalculaA™" - (28 + 31

b) Determina la matriz Xparaque X-A4 = A4 + ]
QAT (2-B+3-1)

R P T

ate+3n=(° -G 9= )

DX-A=A+1 ; X-A-A'=U+D-471 ; X=UA+1])- A1

=G ) @en=( )

x=(A+I)-A‘1=(_31 _11)'(_01 :é)z(—ll j)
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“ Matrices

24. - Sean las matrices
} 2 2 -1 X 0 1
A= . B= Yy C=
\0 3 Ll 2 -1 2

Resuelve la ecuacion XA'B-XC=2C

X-A-B-X-C=2-C; X-(A-B-C)=2-C ;

X-(A-B-C)-(A-B-C)'=2-C-(A-B-C)'; X=2-C-(A-B-0C)"1

1 1
i1 2y (2 -1y_(0 1x'_[2 T3
ae-0r=(, 3G )5 ) = 11
2 4
r 1 1 1
Z-C-(A-B—C)‘lz(o AR =(E 0) X:(E 0)
=2 ¥ \-- = -1 1 -1 1
2 4
25. - Calcula el rango de las siguientes matrices:
101 e 3 _0! : (l}
a}(z I 0] b) (l] 3 —’i 0) 5% {13
- 0 0 01
10 1 o 10 1y_ . N
a) rango(z 1 O)—2F1+F2—F2—>rango(0 1 _2)—2, R(A) =2
0 2 1 2 0 1 1 0 -1
b) rango{1 0 —-1) C,eC;|0 1 —-1)| F3—2F=F'3-> (0 2 1 | ;R(A)=2
0 4 2 4 0 2 0 0 O
2 -1 1 1 2 -1 1 1
c) rango(oz (1) i (1) F; o F, 20 (1) i (1) —1F +
0 0 0 1 0 0 0 1
2 -1 1 1
0 2 0 0}. _
Bl 0o 1 o) RO=4
0 0 0 1

26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a:

2 001 2a 1l 1
ayl21 3:1 b)| 2 a 1
aq 1.3 2 2 1 a

2.0 0 1y 1.0 0 2\ p—_fp4F, 1 0 0 2
a){2 1 3 16o6G->{1 1 3 2) " o . p 2|0 1 3 0
a 1 3 2 2 1 3 a/ 73 1T 0 -1 -3 a—4
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“ Matrices

1 0 O 2 1 0 2 0
F”3=F’1+F’3—><o 1 3 o>;C4<—>Cg<0 1 0 3)
0 0 0 a—4 0 0 a—4 0
sia# 4;rango =3 sia=4; rango = 2
2 1 1 1 a 2a , 1 a 2a
F',=—-F +F
b)(z a 1>C3<—>Cl—><1 1 2>;F,2__a1§+1§—><0 1-a 2—2a>=
2 1 a a 1 2 37 rres 0 1—a* 2-2a?
1 a 2-a

1 a 0
0 1—-a 2-(1-a)|; C,—2C; — (O 1—a 0)
0 1—-a? 2-(1-a? 0 1—-a? 0

1.a+1, rango=2

2.a=1, rango=1

27.- Determina las matrices A y B que son soluciones del siguiente sistema:

g 7 -1 17 4
34-2B= 9 -18 1 24+B=[-8 2 17
14 9 -14 14 -1 -14
34—-2B=C 34—-2B=C 1 2 3 1
{2A+B=D ; E'y = E1 + 2E; ; {7A=C+2D }A=;(2D+C); A=<—1 -2 5)
6 1 6
34—-2B=C 34-2B=C ) 7 1 2
Coaspop # 2= 2B +3Ei {pp 50 5, iB =5 (3D - 20) B=<_26 _63 _72>

28. Obtén las matrices X e Y para que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.

10 12 Nombramos las matrices para que sea mds comodo de hacer la
X—-Y=
(3 6) co | G3) D—
operacion;

(5 e

29 Se realiza como una operacion normal de x e y en reduccion para calcular x, que ahora mostraremos

los pasos;
2X -3y = ¢
2x =3y =C Multipli I d i6n por - _ - _ . .
- Y - 3y laprimeraladepmoscomoests. | — =X #8V = 23D, caqmpjamos el signo
x—y=D -X=C-3D
X=—-C+3D
32 Se resuelve.
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1= D6 W~ W)

42 Se hace lo mismo para la Y debido a que es mds sencillo que sustituir.

Multiplicamos la segunda ecuacién por _ —
.2y|apprimera la de?amos como est:?. N _ZZXX_Y{ZE._:ZD_ED Y =—C+2D — (:31: :g) n (—62 102)
(7 1)
b)
X+Y=(§9

. 12; Nombramos las matrices para que sea mds comodo de
x-v=(g7) - (o) o= (52

01 —e N3 0 N0 1
hacer la operacidn;

22 Se realiza como una operacién normal de x e y en reduccion para calcular x, que ahora mostraremos
los pasos;

X4y C En este caso se X 4Y = C Despejamos
= deja como estd X -Y= D — l .
{X—Y=D}* ”“X=co »X=3-(C+D)
39 Se resuelve.
1 1/2 3 1
'“(3/2 0 )+ (o 1/2) -
49 Se hace lo mismo para la Y debido a que es mas sencillo.
Multiplicamos la segunda X 4Y = C
ecuaFién por -1y Ia’primera X 4Y = -D _ l ) _ 1 1/2 _ 3 1 )
la dejamos como esta. 4 —2Y=C—D -Y = > (C D) - 1/2 0 0 1/2 -
(—2 —1/2)
3/2 —=1/2
c)
2X+Y=(g g)
1 B 0 19, Nombramos las matrices para que sea mds comodo de hacer la
X +2Y = ( ) 3 1 | 1 0
-2 4 C- (o _2) s (—2 4)-
operacion;

22 Se realiza como una operacién normal de x e y en reduccion para calcular x, que ahora mostraremos

los pasos;
Multiplicamos la segunda

_ ecuacion por -2 y la primera 2X+Y=C
{ZX +Y= C} R N {—2X—4Y=—2D

1
la dejamos como esta. N Y =—. C — 2D
X+2Y=D —W%QD} = ( )
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32 Se resuelve.

v= (o S5+

—253 833) - (i/ll_/g }1{)75 )

49 Se hace lo mismo para la Y debido a que es mas sencillo.

Multiplicamos la segunda ecuacion por
-1/2 y la primera la dejamos como estd

2X+Y=C 2 2 1 5 2

1 1 S —_ —_

S Ly 22 (c-1p) 5 /3 0\ (5 s
%X=C—§D 3 2 0 —- 2 _ 4 2 _8

3 3 3 3 3

29. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las

siguientes matrices.

o (5 3)

19 Lo que hay que hacer en estos ejercicios es dejar en 0 todos los numeros debajo de la diagonal

principal. Sumando, multiplicando en (positivo o negativo) las sumas...

En este caso tenemos que

multiplicar la F; - (-3) y sumdrsela a F.

(é i)—>(—3 —6)+(3 4)—>(é _22)

1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
( -F1+F2->(0 2 3|]—-2-F1+F3-10 2 3|-

1 0
—~F2 +F3 - 2
0

1 2 -1
c)(3 —2 1>—>—3

4 0 2
1 2
—1-F2+F3—><0 _8
0 0

11-21

2 0 1 3
A 112 1]77%

321 2
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11-21 11-21 11-21
0255 0 2 5 5 02 55

- —F2+F4 - - —=F2+F4->| -1 1 2 1
-1121 -11 2 1 2 11 15
—_ —_ 0 —_——

0320 01 -3 -5 \ > >

->F1+F3->

11-21 1 1 -21 1 1 -21

/,0 2 55 / 0 2 55 \ " /() 2 55
_)\O 2 0 2 —>—F2+F3—>\0 0 —5 _3/—>—1—0'F3+F4—>\O 0-5—3
11 15 11 15 21
00->~-= 00->~-= 000-=

30, 30. - En una academia de idiomas se imparten inglés y aleman en cuatro niveles y dos modalidades:

130 160
120 RO
210 130
100 60
el tipo de grupo, donde la primera columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de
aleman vy las filas, a los niveles primero, segundo, tercero y cuarto respectivamente. Las columnas de la

matrizB:(D‘z 0.25 0.4 0.75

0.8 075 0.6 025
idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada uno de los

niveles.

grupos reducidos y grupos normales. La matriz 4 ={ ] expresa el nimero de personas, segin

) reflejan el tanto por uno de estudiantes (comun para ambos

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por
persona en grupo normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los

idiomas.

ing. al.
12 /130 160 1 2° 3¢ 40
20120 80 red.(O,Z 0,25 04 0,75)
321 210 130 nor.\0,8 0,75 0,6 0,25
49 \100 60

a) Para obtener esta matriz debemos hacer un producto de matrices la cual se multiplicaria la

matriz B por la A: Baxa: Aaxz

((130~Q2)+(120'Q25)+(210~Q4)+(100'075) (130-&8)+(120‘Q75)+(210-Q6)+(100'025))
(160 -0,2) + (80 - 0,25) + (130 - 0,4) + (60-0,75) (160 -0,8) + (80 - 0,75) + (130 - 0,6) + (60 - 0,25)

Ing. Al
Red.(215 345)
Nor.\149 281
b)
Ing. Al
red. nor. Ing. Al
30 20 _red. (215 345\ =
( ) (5,0 Jer) | (13350 10090)

Respuesta: La academia de idiomas gana dando ingles un total de 13350€ y en alemdn 10090€.
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31.
31. - Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla
adjunta:
Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor € 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si sélo
piensa pagar, respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor,

équé gasto tendria el editor?

= (8525)

(300-1) 4+ (100-1.2) + (30-1.3)

T C V
A B C_ Aga0 10 5\ [(T%
(03 02 01) Bl 80 15 8 v \250
C\100 25 10
Respuesta: El editor se gasta 8525€
32.

32. - Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, A y B, en tres terminaciones: N, L y 5. Produce del
modelo A: 400 unidades en la terminacién N, 200 unidades en la terminacidn L y 50 unidades en la
terminacién 5. Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacién N, 100 en la Ll y 30 en la 5. La
terminacidn N lleva 25 horas de taller y 1 hora de administracién. La terminacidon L llewa 30 horas de
taller y 1.2 horas de administracion. La terminacidn S llewa 33 horas de taller y 1.3 horas de
administracién.

a) Representa la informacidn en dos matrices.
b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracién empleadas para cada uno de
los modelos.
a)
A B
N L S
_N /400 300 _ Taller
A=L(200 100 B= Admn. 215 fg f?é
S\50 30 ' '
b) Debemos hacer el producto de B y A.

400 300

B-a=(%> 39 33).(200 100

' ' 50 30
B ((400 -25) + (200-30) + (50-33) (300-25) + (100-30) + (30 - 33))
~ \(400-1) + (200-1,2) + (50 - 1,3)
A B
Taller (17650 11490)
Admn.\ 705 459
33. - Sean 4 y B dos matrices de igual orden, y A un ndmero. Se sabe que ,-(4 + B) = A-4 + A-B. Justifi-
33. ca el resultado.

Dada una matriz A€ Emxn, A = (aj) y a €K, se define el producto del escalar a por la matriz A y se denota
por a-A a la matriz B €Emxn, cuyos elementos bjj = a-aij se obtienen a partir de los elementos de A

multiplicando a todos ellos por el escalar a.

Justificamos el resultado con la siguiente formula;

a-(A+B)=a-A+a-B

-

Va€EKAVA,BEEnxn
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“ Matrices

34. Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamano. Si A y B son simétricas, analiza si, entonces,
también lo es su producto A-B. Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un
contraejemplo que lo confirme.

Si A=A' yB= B' tenemosque A-B= A'B!
Sin embargo (A-B)t = B'-A' que no tiene que ser igual a A* - Bt

Contraejemplo:

1 1 3 1 1 3
A=(1 2 4) » At = (1 2 4)
3 45 3 45
2 3 4 2 3 4
B=<3 4 5) —» Bt = (3 4 5)
4 5 6 4 5 6

1 1 3 2 3 4
A-B=<1 2 4)-(3 4 5)=
3 4 5 4 5 6
1
1
3

1-241-3+3-4 3414435 1-441-54+3-6 18 22 27
(1-2+2-3+4-4 34+2:-44+4-5 1-4+2'5+4'6)=<24 31 38)
3:-2+4-3+5-4 34+44-44+5-5 3:-44+4-5+5-6 38 50 62
18 24 38
(A-B)t=<22 31 50) luego A-B no es simétrica.
27 38 62

35. Sea la matriz M=(2 6), siendo ry s dos numeros reales tales que r-s 7/1.

Calcula M2, M?, M*y M) para k € N.

M==M-M= ((s) 6)((3) 6)=(0560++07;S s-rOJ;ro-o)=(ros Sor)

el -0 0= D= )

M4=M3-M=( 0 rzs)_(O r)= (0-0+r25-s O-r+r25-0) =(r252 0 )
rs? 0 s 0 rs?-0+0-s rs?2-r+0-0 0 r2s?
M2K (Tksk 0 )
k ok
0 r*s
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a b

36. Sea el conjunto de matrices definido por: M={(b a) ia,b € R}

a) Comprueba que siA, BE M, tambiénA+BEMyA-BEM
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que c2=c

a) Sean las matrices A=(a 2);a,b ER vy B=(C i;l) ;c,d ER

b d

A+B=(Z Z) (2 ?) = (Z -I-I-ccl Z-l-l_-ccl) , efectivamente € M

ad + bc

a b).(c d)_(ac+bd ad+be

A'Bz(b o \a ¢/~ \bc+bd

) , efectivamente € M

b) Sea la matriz C=(a Z)

b
~(a b\ (a b _<a2+b2 ab+ba)
Cc_(b a) (b a)_ ba+ab b?+ a?
C?=C
a’+b*=a a’?+b*=a 1, ., 1 1 1
ab + ba = b 2ab=b gpupo 1270 2 P73 b=-3
ab+ba=D>b 2ab =b a=21 a=2 a=1
a’?+b*=a a’+b® =a 2 2 2
- b b=0
Sib=0 { 1 {a——l
11
. 10y (~1 0 z 2 : T2
Las matrices son: (0 1) (0 _1) 11 1
2 2

37. Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si se verifica que A-Al = | donde Al es la matriz
traspuesta de A e | es la matriz identidad. Si A y B son dos matrices ortogonales de igual tamafio, analiza
si A-B es una matriz ortogonal.

A ortogonal B ortogonal B-Bt=1]
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(A-B-(A-B) =12
A-B-(A-B)f=A-B-Bt-A'=A-1-At=A-At =1

Si, A-B es ortogonal

38. Considera las matrices A, By C definidas como:
Az = (a,-j =i+j), Vi, j=1, 2, 3.

Baa = (bjj =i-j), Vi=1, 2;j=1, 2, 3.

Caa = (cjj =24)),Vi=1, 2, 3; j=1, 2.

a) Construye las tres matrices.

2 3 4 3 4
A=<3 4 5) - 5 ) c=<5 6)

4 5 6 7 8

b) Halla las traspuestas A, Bty C'y determina cual (o cuales) de las matrices es simétrica.
2 3 4 0 1
At=<3 4 5) A es simétrica, no lo son B, Bt=<—1 0 ) ni C, Ct=(i 2 ;)
4 5 6 -2 -1
c¢) Analiza cudles de los productos A-A, A-B, A-C, B-A, B-B, B-C, C-A, C-B o C-C pueden realizarse.
A-A: si se puede, son dos matrices de orden 3
A-B: no se puede calcular ya que una matriz es de 3x3 y la otra es de 2x3
A-C: si se puede, ya que una matriz es de 3x3 y la otra es de 3x2
B-A: si se puede, ya que una matriz es de 2x3 y la otra es de 3x3
B-B: No se puede calcular porque una matriz es de 2x3 y la otra matriz también es de 2x3
B-C: si se puede, ya que una matriz es de 2x3 y la otra es de 3x2
C-A: no se puede, ya que una matriz es de 3x2 y la otra de 3x3
C-B: si se puede, ya que una matriz es de 3x2 y la otra es de 2x3
C-C: No se puede calcular porque una matriz es de 3x2 y la otra matriz también es de 3x2
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d) Determina el rango de las tres matrices A, By C

2 3 4 2 3 4 2 3 4
A=<3 4 5) - {51351_2513 :523 = (3 4 5 ) - {2F2 - 3F1=<0 -1 —2) -
4 5 6 0 -1 =2 0 -1 -2
2 3 4
—F2=(O -1 —2) -R(A)=2
0O 0 O
(0 -1 =2 1 0 -1 _
B—(l ) _1)—>F1e»F2(0 el _2)-»m3y2
3 4 4 3 4 3
c=<5 6) 501 o (2 (6 5) = {__32’;1112122 (o 1) SR(C)=2
7 8 8 7 0 1
0 z -y
39.Dada la matriz: M=<—Z 0 X ) En la que se verifica X2 +y2 +2% =1,
y —=x 0
a) Calcula M?.
b) CalculaP=M 2,
c) Comprueba que P 2-p,
d) Comprueba que PxM = MxP = O.
a)
0 z -y 0 z -y —y? —z* xy Xz
M2=|\/|-|V|=<—Z 0 x)-(—z 0 x>= xy —x? — 72 yz
y —x 0 y —x 0 Xz yz —x2—y?
—y*-z>  xy Xz 100
b) P=MZ+]= xy —x? — 72 vz +10 1 0]=
Xz yz —x2—y? 0 0 1
—y2—2z2+1 xy Xz
Xy —x?-z2+1 yz
Xz yz —x?—y? +1
x? xy xz
como x2 +y2 +22 = 1, sustituimosy nosqueda P =[xy y? zy
xz yz z°

cp2=p
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x? xy xz x? xy xz
P-P=|xy y? zy|-|xy y? zy|=
xz yz z° xz yz z°

x*+x2y? +x222 By +xyd+xyz? x3z+ xy?z +xz3
[ .3 3 2 2.2 4 od g 2002 2 3, .3
= x3y +xy3 +xyz? x%y?+y*+x%y? x%yz+zy3 423y | =
x?z+xy?z+xz3 x?yz+y3z+y?z2 x?z% + y?z? + z*

x2(x2+y?+2%) xy(x?+y?+2z%) xz(x®+y?+2z%) x? xy xz
= xy(x?+y®2+2%) y?(x?+y%2+2z%) yz(x?+y?+z3) | =(xy y* yz
xz(x?> +y2+2%) zy(x?+y*+2z%) z%(x®+y?+z?) xz zy z°

d) PXM=MXP=0

x? xy xz 0 z -y 0 z =—y\ [x* xy xz 0 0O
xy yz yz -(—Z 0 x):(—z 0 x)- Xy yz vz =<O 0 0)

xz zy z°
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Dadas las matrices:

1. La dimension de la matriz 4 es:

A= (g _42 —07)

La matriz A es 2x3 porque estd compuesta por 2 filas y 3 columnas.

La respuesta correcta es c) 2x3

2. La matriz A es:

_(5 -2 0 .
A= (3 4 _7) — Matriz rectangular

La respuesta correcta es d) rectangular

3. Lasuma de las matrices Ay B es:

S+1 -243 045)_(6 1 5)

A+B:(3+o 441 —7-2

615)

La respuesta correctaesb) A+ B = (3 5 _9

4. Elproducto 34 es:

. (5 =2 0\_(15 =6 0
34=3 (3 4 —7)_(9 12 —21)
(15 -6 0
La respuesta correcta es c) 3A—( 9 12 _21)
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5. Indica qué afirmacion es cierta:

La respuesta correcta es b) Las matrices A y B no se pueden multiplicar.

Ya que el numero de columnas de la matriz A no es igual al nimero de filas de matriz B.

Dadas las matrices:

3 3 3
C=<3 3 3); D
3 3 3

1 0 O
(O 1 O); E=
0 0 1

6. La matriz identidad es la matriz: D

1 0 0
= (0 1 0)
0 0 1

-Explicacién: Ya que la matriz identidad o unidad es la matriz escalar en la que los elementos no nulos

son iguales a 1.

7. Elproducto de las matrices Ey F es:

1 2 3 1 3 1 1+0+0
E-F=<4 0 1)-(0 0 1>=<4+0+0 12+0+1

2+0+0

2 3 4 0 1 4

1 6 15
o Respuesta:d)E-F=<4 13 8)

2 10 21

8. La matriz inversa de la matriz F es:

1 3 111 0 O 1 3

0 1 410 0 1 0 1
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13 111 0 0 1 3 111 0 0
(0 1 50 1 1>—F3+<0 1 5[0 1 1)—5F3+F2%
o 0 —1lo -1 o 00 1l0 1 0
13 111 0 0 1 3 01 -1 0 1 0 01 11 -3
(0 1 olo -4 1>—F3+53—»<0 1 olo —4 1)—3F2+F3—+<0 1 oo —4 1)
o0 1lo0 1 o 00 1lo0 1 o 00 1l0 1 0

1 11 -3
larespuestaes: a)F"'= 10 —4 1
0 1 0

9. La matriz traspuesta de la matriz F es:

1 3 1 1 0 O 1 0 O
F=<O 0 1) Matriztraspuesta—>(3 0 1) d)Ft=(3 0 1)

01 4 1 1 4 1 1 4

-Explicacién: Dada una matriz A de dimensiones m x n, se llama matriz traspuesta de A y se representa
por Ata la matriz que se obtiene al cambiar las filas de A por sus columnas, por lo que la matriz, sera de
dimension n x m.

10. El rango de la matriz C es:

3 3 3 3 3 3 3 3 3
C= 3 3 3 _F2+F3_) 3 3 3 _F1+F2_) 0 0 O

3 3 3 0 0 O 0 0 O

e Respuesta: La matriz es de rango 1, esc) 1.
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“ Determinantes

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1 Calcula los siguientes determinantes.

a) _31 ;|=3-2—(—1)-1=6—(—1)=7
0 1| _ B
b) |25 S|=0-(3=3
o |7 o=0-(n=1
2 Calcula los siguientes determinantes.
3 1 0
a) |[-2 1 2|=0@1-(-2)+(-2)(-2)-(0+1-2-3)—=(0-1-3+(-2)-1-(-2) +
3 =2 =2
3:2:(-2))=(-6+6)—(4—12)=—(-8) =8
-1 0 2
b) [=2 0 5|=@-2-(-2)+(-2)-(-2)-2+0:5-4)—-(2:0:44+0-(=2)-(-2)+5"-
4 -2 -2
(-2)-(-1)=8-10=-2
4 1 0
o [-2 3 2|=43-(-2)+1-2:0+(-2)-(-1):0-0-3-04+1-(—2)-(-2)+2-
0 -1 -2

(-1)4=-24—-(4-8)=-20
3 Comprueba que ocurre en un determinante de orden dos cuando haces dos permutaciones de
filas.

c
a

4= UlaernlS dnenl b=

Al ser solo 2 filas solo hay 1 posibilidad de permutacion y al hacerlo dos veces vuelve a su forma
original.

4 Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacion de columnas.

=0 el eeall o=

El resultado seria el mismo ya que da igual hacera-d — b -c que d - a — ¢ - b debido a que en ambos
casos se va a restar el mismo nimero menos el mismo niumero.

5 Comprueba que ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de

filas.
a b c a p ¢ g h i
|Al=d e flfzefil9 h LY fiefila b c|=(CD-(=1)-|A] = A
g i d e d e f

6 Comprueba que ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacion de columnas.

a b c d e e d
|Al=|d e flfieofila b c|CioClb a cf=(-1) (-1 -[4] =|4]
g h i g h i h g |
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7. Razona por qué esta propiedad puede deducirse de la propiedad nimero 5.

Porque la propiedad 5 dice: “Si en una matriz se permutan dos filas (o columnas) el determinante
cambia de signo. Ejemplo:

1 2 3 1 3 2
|Al=14 5 6|=8 - |IBl=[4 6 5|= -8
7 8 9 7 9 8
Sea A la matriz inicial y B la matriz obtenida permutando dos filas, entonces |A| = —|B| Ahora
permutamos dos columnas de la matriz B obteniendo la matriz D, entonces:|B| = —|D| Por tanto|A| =

—|B| = =(=ID]) = |D|.

8. Comprueba que en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay
dos columnas iguales. Hazlo de dos formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la
propiedad del determinante de la matriz traspuesta.

1 2 2
Al =14 5 5/=[1-5-8)+((4-8-2)+(2-5-7)]—-[(7-5-2)—(8-5-1)—(2-4-8)]
7 8 8
=174—-174=0
1 4 7
At =2 5 8[=[(1-5-8)+(4-8-2)+(2-5-7)]—-[(7-5-2)—(8-5-1)—(2-4-8)]
2 5 8
=174—-174=0

9. Demuestra esta propiedad para determinantes de orden tres.

Propiedad 7, si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es

nulo:
1 4 10 1 4 10

|Al=12 8 20[{=2-]1 4 10|2-0,altener dos filas (columnas iguales)
1 4 15 1 4 15

Propiedad 8, si los elementos de una linea son combinacidn lineal de las restantes lineas paralelas, el
determinante es nulo:

2 3 5|» 243=5 2 3 0
[Al=1|5 1 6|- 5+1=6 Sihacemos-F1-F2+F3 obtenemos |5 1 0] cuyo valoresO
1 4 5l 144=5 1 4 0

10. Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacion
indicada, es el mismo que el determinante de partida.

6 1 5
[Al=|7 -2 1|=
-4 -3 0

=[(6+(=2)-0) + (7 (=3)5) + (11 (—4D] = [+ (-2) - (-4)) = (1 (=3) - 6) = (7 - 1- 0)] = —131

6 1 13
[Bl=|7 -2 4 |=
-4 -3 -10
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“ Determinantes

=[(6-(=2) - (—10) + (7 (=3) - 13) + (1 - 4+ (=4)] — [(13- (=2) - (-9) — (4 (-3) - 6) — (7 - 1+ (-10)] = —131

11. Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de orden tres:
PROPIEDAD: El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los
determinantes de las matrices: |A - B| = |A| - |B|

6 1 5 2 0 2
a) A=< 7 =2 1) y B= (1 0 —1)
-4 -3 0 2 =2 0

6-2+1-14+5-2 0+0+45-(=2) 6-2+1-(-1)+0
|A-B|=|7-2-2-14+41-2 0+404+1-(=2) 7-2+(-2)-(-1)+0 |=
(-4)-2-3-140 04040 (=4) -2+ (=3)- (-1) +0

_ 23 —10 11 _ -10 11 23 —10| _
={1¢ -2 el=-11- )0 ]-se[y )=
-1 0 =5

= —11(—160 — (11 (=2)) — 5(23 - (=2) — (14 - (—10)) =-11(-160+22)-5(-46+140)=
1518-470=1048

6 1 5
=7 -2 1|=s-7, 2-1° L|=5-(-21-8-(-18+4 =131
—4 =317 l-4 -3
—4 -3 0
ooz _— i
Bl={1 0 -1 ——(—2)-|1 _1|—2(—2—2)——8
2 -2 0

|A| - |B| = —131- (—8) = 1048

1 0 O -1 1 0
b) A=<0 1 0>yB = ( 1 1 1)
0 0 1 -1 2 3

-1 1 0
a-Bl={1 1 1|-|; -]} i=-G-2-B+D=-5
2 3 -1 3
-1 2 3
1 0 0 -1 1 0
[Al=10 1 o[=1 IBl=(1 1 1[{=-5 |A| - |B| =1-(=5)= -5
0 0 1 -1 2 3
22 Bachillerato. Matematicas CC.SS. Il Capitulo 2: Determinantes. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Determinantes

2 1 2 2 0 2
c) A=<O 0 —2) y B= (1 0 —1)
2 -1 0 2 =2 0

2:241-142-2 0+0+42-(-2) 2:241-(-D+0

|A-B| = 0+0—-2-2 0+0+(-2) (-2 0+0+4+0
2:2-1-1+40 0+0+0 2:24+(=1)- (1) +0
9 -4 3 9 5 3 -
=|-4 4 o|=Fila2=Fila2+Filal=|—4 0 0 =—(—4)-|3 -] =425 -9) = 64
3 0 5 3 35
o2 _— )
Al=]0 0 -2 —(—2)-|2 _1|—2(—2—2)——8
2 -1 0
oo o2y - )
Bl=lt 0 -1l=-(-2)-|]] |=2(-2-2=-8
2 -2 0

|A| - [B|=(-8)-(-8)=64
12. Razona si es posible que para dos matrices A y B existan los productos A-B y B-A, pero no se
verifique que |[A - B| = |B - A|
Para que existan los productos A-B y B-A es necesario que las matrices Ay B sean:
a) Cuadradasy del mismo orden: A, 5 Y Bnxn, €N cuyo caso existen los productos A-By B-Ay se
cumpleque |A-B| = |A|-|B| =|B| - |A| = |B - A|
b) O que sean A,,xn Y Bnym, €0 cuyo caso existen los productos A-B y B-A, pero no son iguales por-
que A-B es de orden m y B-A es de orden n, y por tanto no se cumple que |A - B| = |B - A|

13. Dadas las matrices A y B, cuadradas y de igual dimension, razona si las siguientes expresiones
son ciertas o no.

a) (A+B)? = (A+B)(A+ B) = A* + B> — Falso, porque: (A + B)?> = A? + AB + BA + B>

b) (A+ B)? = A? + B% + 2AB — Falso, porque: (A + B)?> = A? + AB + BA + B?

¢)(A+B)? = (A- B)(A— B) = A>—B? — Falso, porque: (A — B)?> = A?> — AB — BA + B?

d) (A— B)? = A%+ B? — 2AB — Falso, porque: (A — B)?> = A? — AB — BA + B?

e) (A+ B)(A— B) = A> — B?> — Falso, porque: (A + B)(A— B) = A> — AB + BA — B?
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) 1(A+ B)?| =|A|* + |B|* — Falso, porque: |(A+ B)?| =|(A+B)(A+B)| = |A+B||A+ B|

9) |(A+ B)?| = |A|?> + |B|* + 2|A||B| — Falso porque: |(A+ B)?| =|(A+B)(A+B)| = |A+ B||A+ B|

h) |(A — B)?| = |A|* — |B|?> — Falso, porque: |(A—B)?| = |(A+B)(A—B)| = |A+ B||A— B|

i) |(A— B)?| = |A|*> + |B|*> — 2|A||B| — Falso, porque: |(A—B)?| = |(A+B)(A—B)| = |A+B||A-B|

N 1(A+ B)(A—B)| = |A|?> — |B|?> — Falso, porque: |(A + B)(A—B)| = |A+ B||A - B|

14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante:
2 3 4

1
-1 -2 -3

0 -1 -2 -=3|_ —1.(-1.17 3Nz=1.(=1.2.(—2)) =
SO 3_18 (2)_32_1(1|0_2|)_1(12(2))_4
0 0 0 -2

15. Halla el valor de a que verifica:
1 —-38 53 -78
0 —4 87 -39|_
0 0 a 93|
0 0 0 -2
1 —-38 53 -78
0 —4 87 =39 _ 4 (AN . (. . (A (D) . — . — —
0 o a93—1(4)(2)a,1(4)(2)a 24 ; 8a=24 »a=3
0 0 0 -2

16. Para las matrices A y B del ejemplo, determina :

A=(i i) B=<—11 é i)

3 6 -2
a) 14| y |B|
2 5
Al =] 4| =@-5=3
1 2 3
Bl=|-1 5 1|=((-10)—18+46)—(45+6+4)=—-77
3 6 -2
b) [Adj(A)]* y [Adj(B)]*
U N ot (4 =5
adiw = (% )5 ug@r= (4 )
—-16 1 —-21 -16 22 -13
Adj(B) = ( 22 -11 0 ) ; [Adj(B)]t = ( 1 11 —4)
-13 -4 7 —-21 0 7
c) A-[Adj(A)]'y B -[Adj(B)]'. éQué observas?
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“ Determinantes

e (2 5\ (4 -5 _(8-5 —10+10\_ (3 0
A - Adj(A)] _(1 4)'(—1 2)_(4—4 —5+8)_(O 3)
1 2 3\ /-16 22 -13

B-[Adj(B)]tz(—l 5 1)-(1 ~11 —4>=
3 6 -2/ \—21 0 7
_164+2—-63 22-22 —13-8+421 77 0 0
=<16+5—21 _22 - 55 13—20+7>=(0 _77 o)
484+ 6442 66—66 —39—24—14 o 0 —77

Observamos que al multiplicar una matriz por la traspuesta de su adjunta obtenemos una matriz que
tiene en la diagonal principal el valor del determinate de esa matriz.

2 -1 0
C= (—1 0 2>
1 1 1

12. Ahora mostraremos algunos ejemplos del menor complementario (en los que tenemos que realizar
en todos los elementos de la matriz), y ya realizaremos la primera parte del ejercicio.

2 =1 0 Z -1 0O Z =1 0
A1 —1 0 21 12 -1 ] 21; A3 -1 0 2

17. a) Calcula la matriz adjunta de:

1 1 1 1 1 1 1 2
0 2|
_/1 \ (1-0-2-1) (-1-1-2-1) (-1-1-0-1)
o ||} 0| | |2 Sla1-01) @1-1-00 2-1-(-D-1 |-
k% o| |2 _1|) (1-2-0-0) (2:2-0-1) (2-0—(-1--1))
0

-2 -3 -1
-1 1 2 3
2 4 -1

29, Ahora tendremos que asignar los signos. Lo que indica el + es que no varia su signoy el —, lo
contrario, que si se tiene que cambiar en la matriz adjunta.

+ - + -2 -3 -1 -2 3 -1
-1 2 3]-|-1 2 =3
-2 4 -1 -2 -4 -1

— + —
b) Halla |C|, [Adj(C)]ty efectta el producto C - [Adj(C)]*

+ - +

19. Primero realizaremos el determinante de la matriz con la Regla de Sarrus.

2 -1 0
e 1° |1 0 2|-((2:01)+(-1:1:0) +(1-1:2)) =-2
1 1 1
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2 -1 0
e 22 |-1 0 2|- ((0-0-1)+(-1--1-1)+(2-21))=5
1 1 1

o 3¢ (-2)=(5)= =7

29, Para hallar la traspuesta de la matriz adjunta solo debemos de colocar las filas donde las columnas y
las columnas donde las filas.

-2 3 -1 -2 -1 -2

-1 2 =-3]—-13 2 -4

-2 —4 -1 -1 -3 -1

2 -1 0 -2 -1 =2
C-[Adj(O)]" = (—1 0 2) : ( 3 2 _4> =
1 1 1/ \-1 =3 -1
((_2 . 2) + (—1 . 3) + (0 . —1)) ((2 . 1) + (_1 . 2) + (0 . _3)) ((2 . _2) + (_1 . _4) + (0 . _1))

=l ((-1-=-2+(0-3)+@2--1)) (-1-D+0-2)+3B-2) (-1--2+(0--HH+(-1-2)) |=
(1--2)+@B-D+(-1-1)) (@-D+C-D+A--3) (QA--D+(-4-D+@1--1)

-7 0 0
={0 =7 0
0 0o -7

-Lo primero que podemos apreciar es una matriz escalar.

c) ¢Qué observas?

Podemos apreciar que -7 es el valor del determinante de la matriz, esto quiere indicar que el producto
de una matriz por la traspuesta de su adjunta nos da el valor del determinante por la matriz identidad.

C-[Adj(O)]* = [
18. Comprueba para los ejemplos anteriores que A-A'=l y B-B=l.
a) A-Al=|
1 1 -1 1 1--D+@0-2) (1~1)+(—1-1)) 1 0
(2 1) (z —1)_’ ((2-—1)+(1-2) 1-2)+@1--1) " (o 1)
b) B-Bl=|

1 2 3 /16/77 ~22/0, 13/2,
y (‘1 > 1)'\_1/77 /27 4/77/=

3 6 -2 _
21/, 0 7/ 77

1 0 0
=10 1 0
0 0 1
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

) (; i)—) Al=(1-4)—(2-3)=4—6=—2

b) (i _53)—>|B|=(2-5)—(4-(—3))=10+12=22
5
b

Z)—>|D|=(a-a)—(b-b)=a2—b2

)= Icl = (a-b) = (5- (=5)) = ab + 25

2
e) (™M m)—>|E|=(m2-1)—(m-m)=m2—m2=0
m 1

110
f)(l 0 1)—)|F|=[(1-0-1)+(1-1-O)+(1-1-0)]—[(0-0'0)+(1'1-1)+
011

(1-1-1)]=0-2= -2

1 01
g)(O 1 O)—>|G|=[(1-1-5)+(O-4-1)+(0-0-3)]—[(3-1-1)+(0-0-5)+
3 4 5

(0-4-1)]=5-3=2

1 -2 3
h) ( 0 3 4) S |HI=[(1:3:5)+(0-1-3)+((-2)-4(-D)] - [(3-3(-D) +
-4 1 5

((=2)-0:5)+(4-1-1)] =(15+32)—(-36+4) =47 —(—32) =47 +32=179

a 1 1
i)(l a 1)—)|I|=[(a-a-a)+(1-1-1)+(1~1~1)]—[(1~a-1)+(1~1~a)+
1 1 a

(1-1-a)]=(@+1+1)—(at+a+a)=a®>—-3a+2

m 1 3
) (1 -1 —1> > |JI=[m-(-1) -m)+ 1(-3)-3)+ (1(-1)-5)] - [B(-1)-5) +
5 -3 m

(1-1-m)+ (D (=3)m)] = [(-m?) + (=9) + (=5)] = [(=15) + (m) + Bm)] =
(-m?—-14)—(4m—-15)=-m? —4m+1

2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:

1 a b+c 1 a a+b+c
a){1 b c+a|C+C3—>|1 b a+b+c
1 ¢ a+b

1 ¢ a+b+c
b

= 0 Porque C; y C3 son proporcionales

a c+d b 1 c+d 1 c+d+b b
b)la b+d c|—all b+d c|C,+C3—=>all b+d+c c|=a-0=0
a b+c d 1 b+c d 1 b+c+d d
Porque C, y C; son proporcionales
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3.- Demuestra sin desarrollar que los siguientes determinantes son multiplos de 15:

1 5 2 6 3 0
2 2 8 y 9 2 5
0 5 5 4 0 5
1 5 2 1 5 2
1. |2 2 8| - Sacamosel 5 como factor comin - 5|2 2 8| — Restamos la columna 2 ala columna 3 -
0 5 5 01 1
1 5 -3 1 5 -1
—C,;+C3->5|2 2 6| — Sacamosel 3 factorcomin—3-5|2 2 2
01 O 01 0
6 3 0 2 1 0
2. [9 2 5|—- Sacamosel5yel3factorcomin—-3-5(9 2 1
4 0 5 4 0 1

4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son multiplos de 11:

1 913
b2l 2 6 1 8
a)|l 9 8 b)
2213
506
1 519

4.- Demuestra sin desarrollar que los siguientes determinantes son multiplos de 11:

1 2 1 1 9 1 3
2 6 1 8
1 9 8|y
506 2 2 1 3
1 51 9
1 2 1
1. [1 9 8| — Como 121;198y 506 son divisibles entre 11 — 100C; + 10C, + C; —
5 0 6
1 2 121 1 2 11
1 9 198| — Sacamos el 11 factor comin - 111 9 18
5 0 506 5 0 46
; Z 1 g iRt E é 912 11 2 }) 11 ?2 ;
222 1 3T BT 16 1 3[TAC%T0 -1 g6 3| T
1519 1t o -4 0 6 0 0 —4 6
1 1 9 3 1 1 9 3
_ _ |10 -1 —-12 -=-2|_ _ __10 -1 =12 =2(_ _,.
F,+F = 0 0 —4 -5/~ Fs + Fy = 0 0 —4 -5 41
0 0 -4 6 0O 0 o 11
5. Comprueba a partir de las propiedades de los determinantes que A; =0 y 4, = 5
-8 25 40 5 2 1
A=[2 3 -2/ A=t 7 6
0 27 0 6 3 9
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-8 25 40

) ) L 40 25 40
1. s 3 =2 —>Sacamosel—g—>—g -2 3 =2|-
0 27 0 0 27 0

Como hay dos columnas iguales se anula el determinante porlo que - A; =0

5 2 1 5 2 1 5 2 1
2. 14 7 6|->F,+F;—>|4 7 6|— Sacamos5factorcomin =54 7 6
6 3 9 10 10 15 1 1 3
a b c —i —g —h
6. Sabiendoque: |d e f|=3 calcula, sin desarrollar,elvalorde: |[f+¢c d+a e+b
g h i 3c 3a 3b
—i —-g —h —i —g —h —-i —g -—h —i —g -—h
f+c d+a e+b|=3|f+c d+a e+b=3<f d e|lt|c a b)
3c 3a 3b c a b c a b c a b
—i —g -—h —i —g -—h i g h c a b
=<f d e +0>=3 f d e|=-3|f d e|]=F3oF1->(=3)(-1D|f d e|l=
c a b c a b c a b i g h
b a c a b c
=(CloC3-3-(-1]e d fl=C1e(C2-3-(-1)(-1)|d e f|=3-3=9
h g i g h i
a b c
7. Sabiendo que |p q 1| = —2, calcula sin desarrollar:
Xy z
a c b
2x 2z 2y
-3p -3r -—-3q
a c b a c b a c b a c¢c b
2x 2z 2y |=2| «x z y|[=2:-(-3)|x z y|=F20F3->(-1)-(-6):|p q r|=
-3p -3r -3¢ -3p —-3r -3¢ p r q X z y
a b c
=(C3e2-6-(-D|p q r|=(6)-(-2)=12
X y z
Xx a—3p —2a
y b—3q -2b
z ¢c—3r -—-2c
x a—3p -—2a x a—3p a x a a X p a X p a
y b—3q -2b|=-2]y b-3q b=—2(y b b|-3|y q b):—Z(O—By q b>=
z c¢c—3r -—2c z ¢c—3r c zZ ¢ ¢ z r ¢ zZ r ¢
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X y z a b c
— cambiamos filas por columnas > 6-[p q 7|>FleF3=—-6-|p q r|=(-6)-(-2)=12
a b c X y z
x—2p+3a a -3p
z—2r+3c ¢ -3r
y—2q+3b b -3q
x—2p+3a a -—3p x—2p a -3p 3a a —-3p
z—2r+3c ¢ =3r|= ( z—2r ¢ —=3r|+|3c ¢ —3r ) = 2°determ. Columna 1 y 2 proporcionales
y—2q+3b b —-3q y—2q b -3q 3b b —3q
x—2p a -3p x —a -3p —2p a -—3p
=|z—2r ¢ -=3r —( z —c¢ =3r|+|-2r ¢ -=3r ) = 2° determ. Columna 1 y 3 proporcionales
y—2q b -3q y —b —3q —29 b -3¢
X —a p X z y
—3|z —c 7| - cambiamos filas por columnas y extraemos (—1) - (=3) - (=1)-|a ¢ b|=
y —b ¢q prq
x Yy z a b c a b c
C2oC3=3-(-1)-]a b ¢|FleF2=3-(-1)%-|x y z|[F2oF3=3-|p q r|=3-(-2)=-6
p qr p qr Xy z

8. éCudl sera el orden de una matriz cuadrada A si sabemos que su determinante vale -5 y que el determinante de la
matriz 3-4" vale -1215?

|A| = -5 |3-AT| = —1215 |3-AT| = 3™ |Af| = 3™ (=5) = —1215
2n = =22 = 243 3n=35 n=5
x Y z 1 1 1
9. justifica sin realizar calculo alguno, que x2 y? 2|l=x- y-z-|x Y z|.
Byl 73 X2y 72

Sacamos x de la primera columna, y de la segunda y z de la tercera.

10. Dadas las matrices Ay B de orden 4x4 con |[A| = 3y |B| = 2 y calcula |A~1|, |B'A| y |[(AB71)!|.

1 1
A-A =15 A- A =l|- A 1A =1 |47 =—===
Al 3
|B*A| = |B*| - |A| = |B| - |A|=2-3=6
1 3
AB DY = 14AB Y| = 4| — =3 -— = —
|C )Y =1 | II|B| 5=3
a a a

a+b a al.
a a+c a

11. Obtén, en funcién de a, b y c el valor del determinante:

a a a

—C;+¢, |00 b 0
a+b a a—>_C3+C1—>b 0 a=a|0 |=abc
a a+c g3 372 o ¢ a ¢
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12.- Demuestra que:

l+a 1 | 1 " A I T |
1 1-a |1 1 . | B | i
=a*-b’ =(a-1)’-
11 1eb 1 [TEY Y g g |t@ D@4
1 1 1 1-b L L | g
l+a 1 1 1
1 l-a 1 1
1 1 l+b 1
1 1 1 I-b
a) calculamos : —C4+C3; —C, + Cy; —Cyu + Cy;
a 0 o0 1
0 -a 0 1 —a 0 1 0 —a 0 —a 1 —a 0
- b 1 |=a|0 b 1|-fo 0 bl> @b |-b-| =
00 b o bl Ib b b b -b 0 b
b b b (1-Db) -
—a 1]|_ hY . . N Y R
@b S |=@b-bab ;b *|=(-ab)--b
= ab(ab — b) — b(—ab) = (ab)? — (ab)? + (ab)? = (ab)?
a 1 1 1
1 a 1 1
b) 11 a 11 Calculamos : —F; +F,; —F; + F3; —F; + F,
1 1 1 a
a 1 1 1
—-a+1 a-—-1 0 0
~l_at1 0 a—1 Nk Calculamos: C; + C, + C3; + C,
—a+1 0 0 a—1
a+3 1 1 1
0 a—1 0 0 |_ _ _ 4y o 1\3
0 0 a—1 0 =@+3)-@a-D@-D@-1)=@+3):(a—1)
0 0 0 a—1
13.- Dada la matriz
2 -3
A=|(3 0
1 - 4
se pide:
a) Calcula: |.4|; Oy ; O3 5 Ay ; Ay
b) Resuelve la siguiente ecuacion: |4|-x + A, +3a,, = -2+ 4,,-x
2 1 -3
a =3 2 o|=3-] Z|+a|2 J|=28 la1=28
1 -2 4
2 -3 3 2
“32=|3 0|=9; “13=|1 —2|=_8
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12 =3|_ 44. _ 13 0]_ _
A22—|1 4|_11, A, = |1 4|_ 12
b) |A|X+A23+3a11=_2+A13X_)
_ 12 1|_-c. _ |12 0)_ _
Azs = |1 —2|_5' A =2, 4|_ 8
|A| == 28; A23 = 5; a11 == 8,' a13 == _8
- 28x+5+4+24=-2—8x; 28x+8x=-2+3—-24 36x = —31 x=—§

1
14. Seala matriz simétrica A € M3,; cuyo determinante es — 3

Comprueba si es verdadero o falso y si son falsas, indica la respuesta correcta.

a b c
Az(b d e)
c e f

—3a -3b -3¢ —3a —-3b -—-3c
» |-34|=9;-34= (—Bb —3d —3e> ;|—-34| =|-3b —-3d —-3e|=-3-
—3c —-3e -3f —3c —-3e -3f
a —-3b -—3c a b —3c a b c
b —-3d -3e|=(-3):(-3)'|b d —-3e|=(-3):(-3):(-3):[b d e|l=(-3)3:
c —3e -—3f c e —3f c e f
a b c
b d e|l=-27- (—1) =27 — 9; Verdadero
3 -3
c e f
_n_t 1
» s o a0 B2 1213 erdadero
3 3 3 27 3

> A ¢ Msys ;5 Asgs; A? = Azys " Asgz = A’3x3 ;A3 = A’3x3 "Aszyz = A”3x3;

Falso (ya que al multiplicar una matriz cuadrada por si misma, la dimension de esta no varia)

WA= = 15 b= 4 (D)7 (<2) = A (D) =2 l=2m

lw

Verdadero
2a 2b 2c
» 2A € Mgy, 2A = (21) 2d 2e> #* Mg, ; Falso
2c 2e 2f
4a 4b 4c a b c 3a 3b 3c
> |4A—At|=—32;A=At;4A—At=<4b 4d 4e)—(b d e)=<3b 3d 3e>=
4c 4e 4f c e f 3c 3e 3f
3a 3b 3c a 3b 3c a b 3c a b c
34;|34|=|3b 3d 3e|=3:|b 3d 3e|=3-3:-|b d 3e[=3-3-3:|b d e|l=33:
3c 3e 3f c 3e 3f c e 3f c e f
(—é) = —33—3 = —32=-9: Verdadero
> 1A =371 (=2 ' =_i§= —2=—3;Falso
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aat eat 24 2a 2b 2c
|3 - - =(=2)"3; A=At; |A| = |AY; 34— - == 2A=<2b 2d Ze)y4A=
34+A 34+At 44
2c 2e 2f
2a 2b 2c a 2b 2c a b 2c a b ¢
4a 4b A4Ac 2b 2d 2e 2|b 2d 2e 2:2:|b d 2e 2:2:2:|b d e 3 1
4b 4d de ||t Ze 2o e ze tn_ e e 2l ¢ Al _2(5) 22
' 44| T |4a 4b 4c| T |a 4b 4c| T a b 4c| — abc_43(_1)_43
4c 4e 4f b 4d 4e| 4|b 4d 4e| 44lb d 4e| 444lb d e 3
4c 4e 4Af c 4e A4Af c e A4f c e f
E=1,Falso
64 8
1, ,.1 2 iat T . 1 12 3
> ;IA | —6]AY* =1; |A| = |AY|;|A™!| = —3 (apartado anterior) ; 5-(—3)—6-(—5) =—35~
6:-=->-2=_2=_1;Falso
9 9 9 9
1
2% @b @c
_ 1 _ 1 _ 1 1 _
> |3 2-At|=—?;A=At; |A| = |At]; 3 2=§;3 2.4t = ;b = =€ ;1372 At =
1 1 1
w¢ m=e =S
| 1 1 I L L | L
24 zb a b c a b c e b c
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
SR I e e L I L
1 1 1 1 1 1 c e
¢ 5w/ ¢ me w/ cem/f
1 1 1
3—6-(—5)——3—7,Verdadero
15. Sean las matrices Ay B € M35 talesque |[A|=-3"%2 y |B| =3.
Con estos datos calcula de forma razonada:
|A72|; [B™Y|; |Al-|B|™*; [3B7- A'[; 3A-BY|; [(B™*- A7)
_ LN 1 1 32
> |ATY = (-37?) 1=—3—2=__i2=_T=_9
3
> B =3"1=1
Bl-1=_3-2.1__1t 1__1__1
> |A| |B| - 3 3 32 3 33 27
> |3B71-AY =|3B7Y|-|AY} =33-|B7Y - |AY =33-371(=37%) = -1
> [3A-BY =33-|A|- |B|=3%-(-37%) :-3=-32=-9
> [(B™'-A™H)Y; 1Al = |AY; |Bl = |B*|; [(B™*-A™D)Y =371 (-9) =
=31.(-3)2=-31=-3
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Determinantes

16. Sean F4, F,, F3 y F, las cuatro filas de una matriz cuadrada A4, cuyo determinante vale -2. Se pide
calcular de forma razonada:

. . 34
a) El determinante de la matriz - >

34 3\* 3\* 81
=5=(=3) = (=3) - =%
b) El determinante de la matriz inversa de A.

A7 = A1 = = (=2)7 =5
2

. . A?
c) El determinante de la matriz -

2l _114.4] = 14-|A|-|A|= 14(_2).(_2):L
6 6 6 6

324"

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F,, -3F + 4F 3, -F4, 2F 5.
det(2F,, -3F; +4F;, -F,, 2F;) =

=det(2F,, -3Fy, -F,4, 2F3) + det(2F,, 4F3, -F,, 2F;) =

(El determinante segundo es 0 porque 4F; y 2F; son proporcionales)
=2-(-3)-(-1) - 2 - det(F,, Fy, Fy, F3) + 0= - (F; & F,F3 ©F,)
=(-) - (-) - 12 - det(F,, F;, F5, F,) =12 |A|=12 - (-2) = -24.

17. Para los determinantes

a b ¢ d

a b b 1 2 —-a b —c d
Ai=|b a bl A={ W B p 0 1
b b a @ b -1 0

a) Halla los menores complementarios de los elementos a1, a3, as, y a;, cuando existan.

. _la b -2 B2 _l|a b _ 2
Ay a11—|b a| =a“-b a23—|b b =ab-b
_la b _ 32 _ b b _ 32
a32—|b b|-ab b a12—|b a—ab b
Ay a1 = b 3= no existe a3,= no existe a1, =0
A3:
b —c d
b 0 1
ay=[b —1 0|=[(=bd) + (=bc)]-(=b)=-bd—bc+b
b —¢ d
b 0 1
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“ Determinantes

a b d
a b 1
03 =[32 b 0]=(abd + a%b) —(a%bd + ab) = ab-abd
a b d
a b 1
a ¢
—a —c
03, =2 —1 = (ad + a%cd) — (—a?cd + ad) = 2a%cd

=[(—ad) — (a%c)]-(a) =-ad-a’c—a

I

o8]

I

(@}
Roora oo o

b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.

Primero vamos a hallar los de A;:
a b a b
A11= +|b a| =a2'b2 A23=_|b b ='ab+b2

A32=—|Z Z|=-ab+b2 A12=—|Z Z=-ab+b2

Ahora los de A,:
A1 = +|b| =b A,3 =noexiste Az, =no existe A, = —|a|=-a

Y finalmente los de Aj3:

b —c d
b 0 1
Ap=+b —1 0|=[(-bd) + (=bc)]-(=b)=-bd—bc+b
b —c¢ d
b 0 1
a b d
a b 1
A3 = —|32 b 0|=(abd + a%b) —(a?bd + ab) = -ab+abd
a b d
a b 1
a c d
—-a —c d
As; = —1a2 -1 0f=(ad+ a%cd) — (—a?cd + ad) = —2a%cd
a c d
—a —¢c d
—-a —c d
a 0 1
Ap=—[a2 -1 0|=[(-ad) — (@*c)]-(a) =ad+a’c +a
—a —Cc d
a 0 1
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“ Determinantes

18. a) La matriz A verifica A®> = A. Halla los posibles valores del determinante de A.

Para que A?= A, la matriz A debe ser cuadrada y |4%| = |4], es decir, |A|? = |A| por lo que:
1A% =1A]  |A-Al=14A]| |AllA] = 14| |AI> —14]=0 |AI(JAl = I)=0

Las dos posibles soluciones son:

lAl=0  [A]=1

b) La matriz A verifica que 4-A* = I. Halla los posibles valores del determinante de A.

Al = |A°]
A-At=1 |A- A=Al | A = |AllA| = |A]> = |I| =1, portanto, |A]=1 o |A]=-1
-3 2 1
19. Dada la matriz A= ( 1 2 —3) calcula el determinante de la matriz A de las siguientes
-2 1 1
maneras:

a) Aplicando la regla de Sarrus.

-3 2 1
lAl=11 2 =3|=[(-3)2)1)+@(=3)(=2)+DODOD] - [MD@(=2) + D@D +
-2 1 1

(=3)M)(-3)]=[-6+124+1]-[-4+24+9]=7-7=0

b) Desarrollando por los elementos de la 3 fila y de la 2 columna.

-3 2 1
3fila; [A]=|1 2 —3:—2|2 1|—1|_3 1|+1|_3 2l = _2(—8)—1(8) + 1(—8) =
2 -3 1 -3 1 2
-2 1 1
0
-3 2 1
1 -3 -3 1 -3 1
2 columna; |4|=|1 2 -3 =—2| |+z| |—1| |=—2(—5)+2(—1)—
-2 1 -2 1 1 -3
-2 1 1
1(8) =0
31 3 2 3 2 -2 0
20. Dadas las matrices A=( ), B={0 —-1])yC=|-3 1 2] se pide calcular el
12 - 1 -3 1 -1 3

valor de los siguientes determinantes: |4 - B|; |C|; |At - Bt|;|C - B - A|; |C|?.

w7 )=

2 =20
cl=]-3 1 2= [@ME +EHEDO + D@D =1 - [OM) + (-2)(=3)(3) +
1 -1 3
2Q)(-D(2)] =2 - 14 = —12
-3 1 -3 -1 -6
|At-Bt|=<1 z)-@ % h)=l8 2 5= (EhEDE + BWE6) +
3 -1 3 1 6

(=D (=53] = [(=6)(=2)B) + (=D (®)(6) + (=5)(1)(=3)] =0
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“ Determinantes

4 6 -6 16 6 6 16 6
|C-B-A| = (—4 —16) (A =|-4 -36 4|=-|4 -36 4|=
5 =5 -20 -5 20 20 =5 20

la primera y tercera columna son iguales por tanto = 0
IC|* = (-12)-(-12) = 144

21. Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 2 x
a) [-1 3 2(=2-3x;
2 0 3
1 2 x
-1 3 2|=[13:3)+(-1-0:x)+(2:-2-2)]—[(x-3-2)4+(-1-2-3)+(2:0-1)] =2—3x;
2 0 3

[94+8+0]—[6x—6+0]=2—-3x; 17—6x—6=2—3x; —6x + 11 =2 — 3x; -3x=-9; x=-3

2 -1 2
b) -1 x -3|4+5=5x-3;
X 1 4
2 -1 2
‘—1 x =3|+5=[2)X@ + DD+ (D3] - [R)E) + (—D(=1D@) + (=3)(D(2)] +5
X 1 4

4

[(8x) + (-2) + B0] —[2x) + W + (=) +5=5x—3 6x+8-2x2=0 x={",

22. Resuelve las siguientes ecuaciones:

3 x 2
a) [x 2 3[=0;
2 3 x
3 x 2
x 2 3|=[B)2)(x) + (x)(3)(2) + (x)(3)(2)] — [(2)(2)(2) + (x) () (x) + B)(3)(B)] =0
2 3 x
-5
5 ++/3i
18x —35—x3=0;x = 2
5 +/3i
2
2 -3 x _ 3
b) [-1 1 2 +| X |=11; x?2+4x—11-2x>—-3=11; —x*> + 4x — 14 = 11;
1 2x
-x 2 3
—x%4+4x—-25=0;x = {2+ml
2 —/21i
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Determinantes

-1
23. Resuelve la siguiente ecuacion |[A—x-I| =0, siendo A =< 3

-2
unidad.

00
2 1| e I la matriz
1 2

1 0 O 1 0 O x 0 O
I=<0 1 O>—>x-1=x-<0 1 0>=(0 X 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 x

-1-—x 0 0
3 2—X 1
-2 1 2—X

-1 0 O x 0 0
3 2 1]—-(0 x O
-2 1 2 0 0 x
2—x 1 3 1 3 2—x|_
| 1 2—x| 0 |—2 2—x|+0 |—2 1 |_
=(-1-x)-B—-4x+x>)+0+0=(-1—-x)-(3—4x+x?) =
=—3+4x—x>—3x+4x? —x3=-3+x+3x2—x3

—34+x+3x2—x3=0 -»x=1, x=-1;, x=3

24. Halla los determinantes de las siguientes matrices
1 4| _ oAl — 2 a— _
A,|2 3|_[31 2.4]=3-8= -5
1 1] _ 011 —
B,|O 3|_[31 0-1]=3
1 1 2

D;{3 o0 1/=[1-0-0+3-1-242-1-1]—-[2:0-24+1-1-1+1"-

2 1 0
-1 3 -2

0

1 4 2
0-2]=8-(-6) =14

2

3

3.0]=8-1=7

-1 2| =[D-(-1)-2+0-4-(-2)+1-2-3]-[(-2) - (-1)-1+2-4-(-1) +3-

1 -1
Fi|3 -2 —2|=[2:(-2)-043-2:(-D+ (-1 (-2 1] = [(-1D - (-2) - (-1 + (-2) - 2-
-1 2 0
2+1-3-0=(—-4)—-(-10)] =6
2 1 3

G;l[o -1 -5 =[2-(-1)-240-0-3+0-(=5)-1]—-[3-(-1)-0+(

0 0 2
(—4)—0=—4
1 2 1 2 1 2 1 2 1
g3 0 0 1|_-3F+F_lo —6 -3 —5|_ F;+3F; |0
o 2 1 0ol 2F,+F, |0 2 1 0| 2F,+3F|o
-1 2 3 1 0 4 4 3 0
1 2 1 2
0 =6 =3 =5 _ .  \ . o _
FsoFy o o _3|=1(=6)6(~5) =180

0 0 0 -5
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“ Determinantes

-1 3 0 2 -1 3 0o 2 -1 2 0 3
10 -2 3 1] _ 2F +F; 0o -2 3 1|_ {0 1 3 =2
Fla 1 —a 2|T-F+FE |0 7 -4 6/=“°%= |0 6 4 7
-1 5 -2 3 0 2 -2 1 0o 1 -2 2
-1 2 0 3 -1 2 0 3
—6F,+F; _ (0 1 3 -=2|_ 10 1 3 -2
“F,+F, |0 0 —22 19|= °FtZE=14 45 5 49
0O 0 -5 4 0O 0o o0 -11
=(-1)-1-(-22)-(—11) = -242
25. Aplicando propiedades, calcula el valor del determinante:
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2
-2 -3 0 2 -2 -3 0 2 ) 3 9
-3 1 2 1| 2F;+F, |-3 -3 0 7|_, | 5
Al=lo 2 21 3|72k +r "o —2 -1 3=V j _03 Z
-1 4 2 0 -1 0 0 6
-2 -3 2 1 s
—Fy+F, > (-1 [-1 0 5/=(-1)-(=3)(-1)"| |=(-3)-(-6+5)=3
-1 6
-1 0 6
b) Desarrollando por los elementos de una linea
-2 -3 0 2
-3 1 2 1| _ _—
|A] = 0 -2 -1 3 = desarrollando por la tercera fila =
-1 4 2 0
-3 0 2 -2 0 2 -2 -3 2 -2 -3 0
=0-{1 2 1{-(2)-(-3 2 1|+(-1D-|-3 1 1|—-3-|-3 1 2|=
4 2 0 -1 2 0 -1 4 0 -1 4 2

=0+2x(-4)+(-1)-(-11)-3-0=-8+11-0=-8+11=3 |A|=3

26. Comprobar el valor de los siguientes determinantes:

3 =2 2 =3 2 1 3 2
2 0 3 1|_ .- 1 -2 1 2|_
4 1 —2 3|7B7 3 2 —2 1|7%
2 3 0 4 -1 3 0 -3
3 -2 2 =3 3 -2 2 =3 3 =2 2 -3
-2 0 3 1 -2 0 3 1 -2 0 3 1
al 4 1 -2 3| hRthE- 1 —2 3|7etho 1 4 s5|°
2 3 0 4 0 3 3 5 0 3 3 5
3 -2 2 -3
_ ~ —-4/3 13/3 -1
2R+ Fy o |0 T4/3 13/3 1 Al=3] 1 4 s5|=
3 0 1 4 5 3 3 5
0 3 3 5
4 13
=3-[(— /3-4-5)+(1-3-(—1))+(?-5-3)]—
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—|(3-4- (D) +(5-3-(-4/3))+(1-13/3-5)| =3
2 1 3 2 2 1 3
1 -2 1 2 1 -2 1
M3 2 o 1 |TRTREReI S
-1 3 0 -3 0 1 1
2 1 3 2 2 1
_ _1 _ -5
|0 -5/2 /2 TN />
-3 2 —2 2 0 7/2
0o 1 1 -1 0o 1
-5/2 =1/, 1
Al=2(7/2 5/2 4|=
1 1 -1

Determinantes
106 31
5 (S)=
2
i ->—F +F,
-1
3 2
_1/2 1
5/2 4
1 -1

=2. [(_5/2 . 5/2 (_1)) + (7/2 1-1)+ (4 (- 1/2) . 1)] -
—|a-s5/2- 0+ (75 (= 1/3) - (D) +(=5/5-4-1)| = 2(37/,) = 27

1 8 0 0 -7
-2 -3 0 4 1
27. Calcula el determinante: | 0 5 0 0 -2
3 6 7 1 2
0 -3 0 0 0
1 8 0 0 -7 1 8 00 -7
-2 -3 0 4 1 -2 -3 0 4 1
0 5 0 0 —2|>-3FR+F->|0 5 0 0 -2|-2F+F
3 6 7 1 2 0 -18 7 1 -19
0 -3 00 0 0 -3 00 0
1 8 0 0 -7
0 13 0 4 -13
-0 5 0 0 -2
0 -18 7 1 -19
0 -3 00 0
13 0 4 -13 (|13 0 4 -13
5 0 0 —2 3 5 00 =2 1
|A|—1'_18 7 1 —19 —>§F2+F4—>1 -18 7 1 -19 —>?F2+F3
3 00 0 0 0 0 ~6
13 0 4 -—13 13 0 4 -13
5 00 -2 _5 0 0 —20/13 3
=lo 7 1 —131/5 "Rhthk=y 4 1 —131/5
0 0 0 —-6/5 0 0 0 —6/5
0 —20/13 3
al=13|7 1 131/ =13-[0- (047 (720/;3) - ~6/5+0)] = 168
0 0 ~6/<
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28. Calcula los determinantes siguientes:
1 3 -2 5 1 1 1 1 1
-1 x 1 1 1
5 0 3 1
a) b)[-1 -1 «x 1 1
2 5 6 3
1 2 3 2 -1 -1 -1 x 1
-1 -1 -1 -1 x
Solucién:
1 3 -2 5 1 3 -2 5 1 3 -2 5
5 0 3 1 5 0 3 1 5 0 3 1
V12 5 6 3|7hTh~ 5 ¢ 3|72 tR= 0 5 4y 4|7
-1 2 3 2 05 1 7 0 3 1 7
1 3 -2 5
0 —15 13 -24
Erh=1y 4 10 =7
0 3 1 7
—-15 13 -24
|Al=1-{-1 10 -7|=
5 1 7

=[(-15-10-7) +(-24-1-(-1)) + (=7-13-5)] = [(-24-10-5) + (-1-
= (—1050 + 24 — 455) — (—1200 + 105 —91) = —295

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 x 1 1 1 0 x+1 2 2
b)[-1 -1 «x 1 1|-F+F-|-1 -1 X 1
1 -1 -1 x 1 1 -1 -1 x
1 -1 -1 -1 «x 1 -1 -1 -1
11 1 1 1 11 1
0 x+1 2 2 2 0 x+1 2
0 0 x+1 2 2-FR+r-|l0 0 x+1
1 -1 -1 x 1 0 0 0
1 -1 -1 -1 x 1 -1 -1
1 1 1 1 1
0 x+1 2 2 2
Slo 0 x+1 2 2
0 0 0 x+1 2
0 0 0 0 x+1
x+1 2 2 2
1o x+1 2 2 B .
A=y 0 xt+1 2 |TMAI=G+D
0 0 0 x+1

29 Bachillerato. Matematicas CC.SS. Il Capitulo 2: Determinantes. RESPUESTAS

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde

13-7)+(-15-(=7)-1)] =

1
2
1| > F+F -
1
X
1 1
2 2
2 2| = F, + Fs
x+1 2
-1 x

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra




“ Determinantes

29.Resuelve las siguientes ecuaciones:

3 -1 x 1 0 4
a)l5 2x 7|=5x+6 b)l]0 x 4[=0
-1 3 x -1 3 x
Solucién:
3 -1 x
a)JAl=[5 2x 7[=[@B-2x-x)+(-1-(-1)-7)+GB-3-x)]-[(-1-2x-x)+ (5 -(-1)-
-1

3 x
x)+ (3-7-3)] =[(6x%+ 7 + 15x) — (—2x? + (5x) + 63)] = 8x2 + 20x — 56
8x%2 —20x—56 =5x+ 6 > 8x? + 15x — 62 = 0;x; = 2;x, ~ —3,875

1 0 4 10 4 4
b)lAl=|0 x 4|-oF+FE-|0 x 4 —>|A|=1-|3 4+x|=(x(4+x))—12
1 3 «x 0 3 4+x

(x(4+x)—-12=0-4x+x2—12=0; x, = 2;x, = —6

30.Resuelve las siguientes ecuaciones:

X 1 2X 1 -1 2
a)l 8 x—-1 5|=67 b)lx —1 0 x+3|=1—-7x
-2 1 0 1 X—2 4
Solucion:
X 1 2X x+ 2 1 2x x+2  2x
a) |[Al=18 x—-1 5|-2C,+C ->|2x+6 x—1 5 —>|A|=1-2x_|_6 | =
-2 1 0 0 1 0
(x +2)5— (2x +6)2x = 5x + 10 — (4x? + 12x)
5x+ 10— (4x2 +12x) = 67 > —4x?> + 7x — 57 = 0; x; = 3;x, = —4,75
1 -1 2 1 0 2
b) |1Al=[x—1 0 x+3|=2CG+C->x—1 x—1 x+3[—->-2C;+C, -
1 X—2 4 1 x—1 4
1 0 0

x—1 x—1 —x+5
1 x—1 2
=Q2x—-2)—(—x?>+5x+x—5) =x2—4x+3
x2—4x+3=1-7x->x>+3x+2=0; x;,=-1; x,=-2

slal=1-[E7 0 T =26 - D - [ - D(-x + 5] =
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Determinantes

31- Halla las matrices inversas de las matrices:

a) (i g)%inversa

1 2 3
b) (3 -5 1>—>inver5a

5 0 4

|A]=(-20+10+0)-(-75+24+0)= 41

o
Adj(a) =| -2

_ Wahs W

| 2
—20

- traspuesta( -7
—25

1 (—20
| -7
~25

1 ¢ b
¢) |1 a c|~—inversa

1 b ¢

-8
-11
10

-
|1
I
—8
—-11 8
10 -11
17
-11

|3 -5

_|1

|3_

:

_21) — traspuesta (_5

20 -7
-8 -11

-25
1o )
17 8 —11

17

41
8

41
11
41

|Al = (ac+c?2+b?)—(ab+cb+c?)—> (c—b)(a—Db)

(|b c| _|1 C| 1 Z
agw=-lp o -f
P B PR I
(c(a—b) (b+c)b—0)
— traspuesta 0 c—b
b—a —-b+c

_ (fc

—bc 0
c—b>b
—cc+b

b—a
c? + b? —b+c>
c“—ab

a—«c¢

c?—ab
—c+b | *Simplificamos.

a—«c¢
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Determinantes

1 (c(a—b) (b+c)(b—c) c*—ab
A7l = 0 c—b —c+b
(c=b)(a=b) a —b+c a—c
/ b+ c)b—e) c2—ab \
(c —b)ta—by —(e—b)(a—D) (C—b)(a—b)
_| e—b |
0
| e—b)(a-b) ee—ﬂb}—(a—m
\- e o /
(C—b)éH% e—bya-b) (c—Db)(a—Db)
c b+c c%—ab
c-b —a+b (c-b)(a-b)
- 1 1
e Solucion=| 0 —
a-b —a+b
1 1 a-c /
—-c+b a-b (c—b)(a—b)
2 -1
32.-Dadala matrle—(1 1)
a) Halla la matriz inversa de A
1 1
2 =1 _ ;a2 1 v (11N 1| 3 3
|1 1|‘2+1_3' A _(—1 1) ’ AdJ(A)_(—1 2) A _1 2
3 3
b) Compruebaque A-A1=A4"1.-4=1
1
a1 (2 -1y 3| _ /1 0
At =(0 ) 5 2)=0 D)
3 3

G =6 )

&

=

>

I

w
WIN W]

c) Halla una matriz X tal que A-X=B siendo B (4 2 )
0 -2
1 1
— A-1.p — 3 3 (4 2
x=a"B=| 5 S (5 5)
3 3
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“ Determinantes

33.- Sean las matrices A = (; g) yB= ((1) _11)

a) Calcula la matriz inversa de A-B
18=(; 3G 7)=G 1) mei=ly jf=1-2=21
wnr=(2) il J) s am=(3 )

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. {Que relacidn entre la matriz del apartado
anterior y esta matriz? Justifica la respuesta

A=y fl=a-emmta=( 9 agur=(5 ) = (5 5)
=l Jl=tmo=1s = (G ) sagen=(g 1) 57 =(p )

= )G 2)-G D)

1 0
. . (1 3 0 -2 12 -1
34.- Siendo las matrices. A-(2 2 1 _4) B= 3
-1 1
a) ¢Escierto que det(A-B)= det(B-A)?
(1+6+0+2 0-34+0—-2y_/9 -5
AE;"(2+4+0+4 0—2+3—4)_(10 —3)
140 340 040 =240 1 3 0 -2
BA= 2—2 6—-2 0-1 —-4+4 4 4 -1 0
0+6 0+6 0+3 2-4 6 6 3 =2
-1+2 -342 041 2-—-4 1 -1 1 -2

e Solucion: No es cierto, ya que:

1 3 0 -2

9 -5 4 4 -1 0
(10 —3);& 6 6 3 -2
1 -1 1 -2

b) Calcula, si es posible, la inversa de A-B.

|4 - B| = -27-(-50)= 23 ; Adj(AB):( 3 —10>= (3 ~to

: 5 ) - traspuesta (__130 g)

—(=5 9
3
_ 1 -3 5 23 23
° ARl = —. ( ) =
(4B) 23 \-10 9 _0 5
23 23
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“ Determinantes

2 1 t
35- Halla los valores de t para los cuales A no tiene inversa. A= (—t 0 —1)

-2 -1 3
2 1 t
—t 0 —1| =(0+2+t?)-(0+2—-3t) =t?+3t; t(t+3)=0; t=0; t=-3
-2 -1 3
Cuandot=0 o t = —3,noexiste A~ L.
1 -2 1
36.- Dada la matriz (—2 —A 0) averigua para que valores de A existe A, y calcalala para A=-3.
A 1 1
a)

Al =1 (-2 1+(=2)-1-144-(=2)-0)—(1- (=) -A+0-1-1+(=2)-(=2)-1)=
(A=) — (-2 +8=2-21-6 1P—-1-6=0

+/CD2-41(=6) _ ) ' )
1=21 ( 1)2.141( 6) /1=1T+5=3 /1=175=—2 SiAvale 30-2 no existe Al

1 -2 1 )
b)A = (—2 3 0) Al = al Adj(A")
-3 1 1

|| =(-3)?—(-3)-6=6

1 -2 -3 3 3 -3 3
At = (—2 3 1 ) >Adj(AY) = (2 4 —2); A7l = . (2
5 7

1 0 1 7 -1

ey

ul W
|
N W
\—/
Il
AT WINN|R
|l L
_/

AINWIRrN]R

11 0
37.- Calculala matrizinversadeA=({0 1 2

1 0 1
1 1 0
|[Al]=10 1 2[(=(1-1-140-0-0+1-1-2)—(1-1-0+1:-0-24+0-1-1)=3
1 0 1
r 1z
10 1 1 1 2 1112/_32§§\
A'=(1 1 0); Adj(AH=|-2 1 2);47'=3-|-2 1 2|=[F ; 3|
02 1 -1 -1 1 —111\__1__11/
3 3 3
3 2 0
38.-Dadalamatriz M=(1 -1 3
2 1 -2
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“ Determinantes

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.

3 2 0
M=]1 -1 3[]=@ - (-1)-(-2)+1-1-0+2-2-3)—(0-(-1)-243-1-3+(-2)-2-
2 1 =2
1) =18—-5=13 |[M| # 0, tieneinversa
1 4 =6
3 1 2 1 4 -6 . 1 4 -6 1i 163 193
t . ; ty — . -1 _ 2 .| _ == =2 =
M—(Z -1 1>,Ad](M)—<—4 6 9), M =5 ( 4 6 9)— 3 13 13
0 3 -2 -3 -1 5 -3 -1 5 -3 -1 5
13 13 13

b) Descompdn la matriz | M| en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica

Matriz simétrica: A = At Matriz antisimétrica: B = —B?
, M+ME M-Mt
Férmulas: A= +2 B = >

3 2 0 3 1 2 6 3 2
M+M=(1 -1 3 |+|2 -1 1 ]|=|3 -2 4
2 1 =2 0 3 -2 2 4 -4

3
L /6 3 2 (3 z 1 \
A= > (3 -2 4 ) =3 Matriz simétrica
2 4 -4/ |7 1 2
1 2 =2
3 2 0 -3 -1 -2 0 1 -2
M—Mt=<1 —1 3>+<—2 1 —1>=<—1 0 2)
2 1 =2 0 -3 2 2 =2 0
(01 =2 0 5 -1
B=-- <_1 0o 2 ) =zt ¢ 1 |Matrizantisimétrica
2 =2 0 2
1 -1 0

c) Descompdn |M| en suma de dos determinantes |P| y |Q|, tales que sus elementos sean todos no
nulos y que el valor de uno de ellos sea nulo.

3 2 0 2+1 3-1 -3+3
IM|=[1 -1 3([->[M=] 1 -1 3
2 1 =2 2 1 -2
2 3 -3 1 -1 3
M =1 -1 3|+|]1 -1 3|=@l+(-3)+18)—-(6+6—-6)+0=13-0=13
2 1 =2 2 1 =2

d) Compruebassi: [M| = |P| + |Q| y |M| = |P| - |Q|
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“ Determinantes

13=134+0-13 =13 - |M| = |P| + |Q|

13=13-0 - 13 #0 - |[M| = |P| - 0]

e) Resuelve la ecuacion: a 3x* — |M|x + 445, = 2

|§ _11|"2_13x+4i §|=2; 3x2—13x+4-(-9)=2 ; 3x2—13x—-38=0

‘= 13+/(-13)7-43-(-38) _ 13425 o= 13425 _ 19 . x= 13-25 _ _,
2:3 6 6 3 6
a 1 0
39.- ¢Para qué valoresdealamatriz{ 0 1 1 | tieneinversa? Halla la inversa para a=2
1 a 0
a 1 0
[Al=l0 1 1|=(a-1-0+0-a-0+1-1-1)—(0-1-1+1-a-a+0-1-0)=1—a?
1 a O

1—-a?=0>a?=1>a=1ya=-1, Existelamatrizinversacuandoa #1 ya # —1

Inversa para a=2

2 10 ) 2 10
AD=10 1 1 A‘lzm-Adj(At) [Al=[0 1 1|=1-22=-3
12 0 12 0

o

01 0 1 3 2 1 3 2

I
=

2 0 1 -2 0 -1 -2 0 -1 /
(At)=(1 1 2>:Adj(At)=<1 0 —2); A‘1=_%'<1 0 —z> =|\

|
w

(]
|Nw|Nw|>—\
\___/

o= &l
WHLOHWIN

40.- a) ¢Para qué valores del parametro a no es invertible la matriz A?

b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantesde A- Al yde A' - A
4 1 7
A= (1 3 2)
a -2 5
a) Matrizinversa: Al = ﬁ.Adj(At)

|A| =60 —2a—14—-(21la—16+5) =57 —-19a
-57

57—19a=0 ; —19a =-57 ; a—$—3
a = 3 Para que A no sea invertible.
b)
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Determinantes

1
3

4
A=<1
a

Sia=3 |Al =0 At =0

Sia#3 |A| =57 —-19a

|A - At| = |A] - |AY] = (57 — 19a)?

41.- Sea C la matriz

2 -1 m

1 0 -1
-2 1 1

a) ¢éPara qué valores de m no tiene inversa la matriz C?

b) Calculalainversa de C param = 2.

7
2) At=(
-2 5

|A-Af| = 14] - A" =0

|AY| = |A] =57 — 19a

4 1
1 3
7 2

7
_2)
5

a) ICl=-2+m—-(-2-1)=-2+m+3=m+1
m+1=0 ; m=-1
m = —1 Es el valor para el que C no tiene inversa.
2 -1 2
b) 1 0 -1 IC] =3
-2 1 1
|0 —1| _|1 —1| 1 0
(1—112 _22 21 _22 1—1\ i
age=\ =[50 150 <15 0 =(§ 6 g)
oA R A RS
0 -1 1 -1 1 0
141
1 3 1 ) 1 3 1 i z
Adj0)Yt =1 6 4 C‘lzg- 16 4|=|35 2 3
1 0 1 1 0 1 1o 1
3 3
42.- Dada la matriz:
1 0 -1
A=(0 x 3
4 1 —x

donde x es un numero real, halla:

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa

b) Lainversa de A para x=2

c) Con x=5, el valor de b € R para que la matriz b-A tenga determinante 1.

a) Al = —x?+4x—-3->x2—-4x+3=0
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“ Determinantes

x=3 ,x=1
Los valores de x tienen que ser distintos de 1y 3, para que A posea inversa.
1 0 -1
b) x=2 A=(0 2 3 Al =1
4 1 -2
|2 3| _|0 3| |0 2
(10 _—21 14 —_12 41 10\‘ -7 12 -8
aia=| =] Tl [y Sl -l =<_21 _36 _21>
BT
2 3 0 3 0 2
-7 -1 2 ) -7 -1 2 -7 -1 2
[Adj()]* ={12 -6 3 At=2-{12 -6 3|=(12 —6 3
-8 -1 2 -8 -1 2 -8 -1 2
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
¢ b-A=b[0 5 3 - |b-Al= |b-{0 5 3 =p3-10 5 3
4 1 -5 4 1 -5 4 1 -5

|Al = =25 — (—20+3) = -8

3.(.QY=1 - K3 =_L . _ r_1
P(-8) =1 ; b—_8,b—J;—_2

43. Dadas las matrices A, By C € M3, 3, plantea la resolucidn de las siguientes ecuaciones utilizando la
matriz inversa:

a) X'A=B > X-A-A'=B-A'—>X=B-4"1

b)B-X—2B=3X - B-X—3X=2B — (B—3[)-X=2B —
(B—3D)"'(B-30)-X=(B—30)"12B; X=(B-3D"1-2B

A X-C=2B*'+A— A1 A-X-C-C'=A"T2B* +4)-C}; X=A"'2B'+4)-Cc?

44. Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si A es una de
esas matrices, calcula su cuadrado.
1

A= (a O) La férmula para calcular la matriz inversaes: A™1 = il (adj(4))*

0 b
- Calculamos el valor del determinante A.

A=|g 2|=(ab)—(0-0)=ab—>|A|=ab

- Hallamos el adjunto del determinante con la formula: 4;; = (—1)i+jaij, siendo “i” las filas y “j” las
columnas

ay: (=1D*() =b
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“ Determinantes

, b 0 , t b 0
ap GO =0 — A=) | = @) =1 |
az: (=1)°(0) =0
Ay (D*(a) =a

1
- 0
11 (b 0\ _[a
Porloque 4 = b (0 a)_ o1
b
1 1
- 0 = O
— (2 0 -1 _|a _ 1-1 a 0 | a
A"(O b) A7 = 0 1) A=4 (0 b)_' o L

b b

=, — b2=Lb=1-1

Por lo tanto, existen cuatro matrices diagonales que coinciden con su inversa:

1o ) 205 D) 3G D) e D)
aa=(g )G =G 2=6 D=
45. a) Halla, si existe, la matriz inversa de M.
0 2 1
b) Calcula la matriz X que cumple X - M + M = 2M? M = ( 1 1 1 )
-1 -2 -2

a)

M =[(0" 1(=2)) + (1(=2)* D + ((=1) -2 - )] = [(1 - 1(=D)) + (1(=2) - 0) + ((=2) - 2 - 1)]

=—4—(—5):> M| =1

M= IMI (ad](M))

Hallamos el adjunto de la matriz:

wi CD2() ) =1 (-0 =—4 a: D*-(1, L)=-1-(-D=1
s D' (1, D)=1D=-1 a2 (5 L)=-1-(3=3
a: (-D*(0 D)=1-=1 a 05 (0 2)=-1-@=-
as: (~D*- (% )= M =1 az: (-5} 1)=-1-(-D=1
as3: (=1)° ( ) (=2) = =2
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“ Determinantes

—4 1 -1 . (4 3 1
AdjM)=(3 1 -2| — (AdiMm) =11 1 1
1 1 -2 -1 -2 =2
1 /-4 3 1 —4 3 1
M‘1=I-<1 1 1>—>M‘1=<1 1 1)
-1 -2 =2 -1 -2 =2
b) X-M+M=2M?2 X-M=2M2-M X=(02M2=M) M1 X=2M2-M"1—

M-M~1

0 2 1 1 0 0 0 4 2 1 0 0
X=2M—I—>2'<1 1 1)—(0 1 0>=(2 2 2)—(0 1 O>=>X
-1 -2 =2 0 0 1 -2 -4 -4 0 0 1

-1 4 2
= ( 2 1 2 >
-2 -4 -5

46. Dadas las matrices:
1 1 a

A= 0) c=<2 a 1) D

2 20

G 5 D

a) éQué valores de a hacen singular la matriz?
b) ¢Qué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacion A - B - C = D tenga sentido?

c) Calcula B para el valor a = 1?

a)

ICl=(0+4a+2)— (2a®?+0+2)
4a+2—-2a*-2=0
4a—2a2=0—>a(4—2a)=0—>{:2zg

b) A-B-C=D

(2:2)-(*?7)-3-3)=(2-3)
Para poder multiplicar la matriz B por la matriz A y por la matriz C, sus dimensiones tendran que ser 2x3
<)
A-B-C=D
A1-A-B-C-Cl=41D-C'=B=A1-D-c?
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" Determinantes

1

A= 1 (Adj (A))" =]t =1

Al =2 1l
a; = (D* (D=1 a; = (1% (=2) =2
az1 = (-1)3*- 0=0 Az = (—1D)*- =1

AW =(; 1)- @Gw) =(; ))-at=1(G P-at=(G )

1
C1 = — (Adj (O))¢
o4 ©)
1 1 a
ICl=12 a 1|=(0+4a+2)—(2a?+0+2)> (4a+2)—(2a%+2)
2 2 0

->(“4-1+2)-(2-12+2)->|C| =2

-2 2 2 . (-2 2 0 (2 2 0
Adj(C)=<2 -2 0>—> (Adj(C))=<2 -2 1>—>c-1=5<2 —2 1>—>c-1=

0o 1 -1 2 0 -1 2 0 -1
-1 1 0
1 -1 1
1 0 =
2
-1 1 0
—a2-1.p.c-1 (1 0 (1 0 -2 1 -1 1
B=atpcton=(, 1) 1 ) 1o =
2
-1 1 0
(1 0 =21 -1 1 (311
=01 s) 1 0‘—1=>B_<2 3 5

47. Resuelve las siguientes ecuaciones :

5 x -2
a4 3 9|=0

1 0 7
(5:3:D+(4-0:(-2)-(9-x-1))—2-3:1+(9:0-5)-(7-x-4)=0
1054+9x+6—-28x=0 105+ 6 = 28x — 9x 111 = 19x x=%

x—1 2 2 x—1 2 2
b)| 2 x—1 2 |=0 ; Fl+F2>|x+3 x -3 0

1 1 x—2 1 1 x—2
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“ Determinantes

x—1 0 2
x+3 x-—3 0
x+4 0 x—2

x—1 0 2
x+3 x—3 0
1 3—x x—2

(-1)-C3+C2 —> ; F2+F3 —

x—1 0 2 1 2
x+3 x=3 0 |=G=-3)-27, ‘. |=Gx-3)-G-5x-6)
x+ 4 0 X —2
x-3)=0->x=3
(x2-5x—6)=0 >x=-1;x=6
111 «x
2 x 2 2 |
ANz 5 x 3 [©
4 4 4 x+3
o 1 1 «x
0 x 2 2
C3-(-D+C1- 0§ L g
0 4 4 x+3
g )16 % ’2‘ 11 x 0 1 «x
=@B—-x)|x 2 2 ; C2-(-1)+C1l »|x—-2 2 2
3-x 5 x 3 4 4 x+3 0 4 x+3
0 4 4 x+3
0 1 X 1 X
x=2 2 2 [=G@-x-((x-2)] |=G-2-((x-2)(-3x+3))
4 x+3
0 4 x+3

B—x)=0->x=3 x=-2)=0->x=2 (-3x+3)=0->x=1

48. Halla el rango de las siguientes matrices:
0 2 _
a)(2 0)—>O+4,4¢0 rg(a) =2

b)(l 0 1 2

2 _1 3 2)—>|1|=1 0 -rg(h)=>1

|; _01| = —1+ 0 rg(4) = 2; No puede tener rango mayor que 2 pues solo hay 2 filas.

2 1 1
oll1 2 1])-12|=2+#0->rg(c)=>1
1 1 2

2 1, ._
1 2|_4 1=3 #0 >rg(c)>2

2 1 1

1 2 1/=(010-6)=4+0 - rg(c)= 3
11 2

3 4 4 0
d)(l 3 2 —2)—>|3|=3 #0 -rgld) =1
2 1 2 2
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Determinantes

i §|—>9—4 %0 rg(d) =2

3 4 4

1 3 2|>(18+4+16)—(24+6+8)=0

2 1 2

3 4 0

1 3 -2/-(18-16)—(—6+8)=0 rg(d) =2
2 1 2

49. Halla el rango de las siguientes matrices :

312 0 1
a)A=(6 2 4 0 2)—>|3|qt0 rg=>1
3 1 _ 3 2 o )
|6 2|—>6—6_0 . 4|—>12 12=0 Rg(A)=1
1 2 30
b) (2 -1 4 0>—>|1|¢0 rg>1
- 3 2 2 1
, Sl ED-w=-5%0
1 2 3
2 -1 4|5 (-2+12+24)—(-9+8+8)=27 #0 rg=3
3 2 2
1 23 4 5
13 0 -2 4
>
N3 69 12 15| 11#*0 r9@=1
0 53 2 9

LY es+2=520

1 2 3 1 2 3
-1 3 0[=0 -1 3 0[=0,
3 6 9 0 5 3

la fila 4 es igual a la suma de la 1 y la 2;1a fila 3 es igual a la fila 1 multiplicada por 3.

Por tanto rg(C) = 2

50. Halla el rango de las matrices en funcion del parametro:

a)(cll i)—>(a-1)—(1-1)=0; a=1

1.Sia=1rg=1 2.Sia#1rg=2

0@ 3 8-l Y=te0-60=0

a 4| _ AN (A2 — (e —
|3 (|=@e-@3=0a=2
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“ Determinantes

Sia=2rg=1; Sia+2 rg=>2

1 3 0
c) (1 a —1)—>|1 _01|=(1-(—1))—(1-0)=—1
a

0 2
1 3 0
1 a -1|l=1a-a+0+0)—(0—-2+3a)
0 2 a

a’?—-3a+2=0 ;a=2; a=1
Sia=20a=1- rg= 2

Sia+1,a # 2 entoncesrg =3

1 a 1 1 a 1
d{1 1 a]~-
a 1l 1

1 1 al=0+1+a®>-(a+a+a) 2+a®*-3a=0; a=-2; a=1
1.Sia=1lelrangoes1

a 1 1

2.Sia=-2entoncesrg =2

3.Sia#-2ya# lentoncesrg=3

51. Determina el rango de las matrices siguientes en funcion del parametro correspondiente

x 3 0 11 1 1 0 1 -1
A=<0 1 —X) B=<3 0 o0 —1) C=<3 3 2)
1 1 1 1 x x 1 1 1 a

x 3 0
e |0 1 —x[=x2-2x;x2-2x=0;x=0yx=2
1 1 011
= - >
|1 =1 =2

1. Six=0 ox=2rg(A) =2
2. Six#0 ox+2rg(A)=3

11 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1
. (3 0 0 —1>3C4+C1—><0 0 0 —1>—F1+F3—><0 0 0 —1)
1 x x 1 4 x x 1 0 x-1 x—-1 0
4 1 4 1 1
|0 _1|=—4rg(B)22 0 0 -—1|l=x-1; x—-1=0; x=1
0 x—-1 O
1. Six=1 rg(B) =2
2. Six#1 rg(B) =3
0 1 -1 5
e |3 3 2|=-34+42+4+43-3a=2—-3a; 2—3a=0; a=:
1 1 a
0 1)_
|3 3|— 3rg(C)=2
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“ Determinantes

1. ﬁx:%rgo=2
2. Sixi% rg(C) =3

-x 1 1
52.DadalamatrizA=( 1 —-x 1
1 1 —x
a) Resuelve la ecuacion det(A)=0
b) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de x

-x 1 1
a) |1 —=x 1|==x3+1+1+x+x+x=—-x>+3x+2
1 1 —x

—x34+3x+2=0; x=—1doble; x=2

b) 1. Six#-1 x#2 rg(A)=3

1 1 1
2. Six=-1 A=[(1 1 1 rg(A)=1

1 1 1
-2 1 1 o 1
3. Six=2 A=<1 2 1) T | =4-1=3ren=2
1 1 =2
m 2 6 2 2
53. Dadas las matrices A = (2 m 4) B = ( 1 0)
2 m 6 -1 2

a) Discute el rango de A segun los valores de m.
b) é¢Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuacion A-X=B?
c) Calcula X para m=0.

m 2 6
a) |2 m 4|=6m?+12m+ 16 —12m — 4m? — 24 = 2m? — 8
2 m 6

2m?—-8=0; m=2y m=—2
1. SSim#=2ym=#=-2 rg(A)=3

2 2 6 2 6
2. Sm=2;A=2 2 4 ,tienedoscolumnasigualesy| |:8—12=—4¢0
2 4
2 2 6
Por tanto, el rango seria 2.
-2 2 6
3. Sim=-2 A=| 2 =2 4/|,lacolumnaly 2sonigualescon el signo cambia-
2 =2 6

doy |_22 2| =8+ 12 =20 # 0. Portanto, el rango seria 2.

b) Como A es de orden 3x3 y B de orden 3x2, X debe ser de orden 3x2.

c) X=A4"1-B siendo
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Determinantes

54. Resuelve las ecuaciones:

a) AX=B,siendo 4 = (; g) y B = (421 —16)

v D=0 D6 -0 D

1 0 0 2 01
b) B:X=C, siendo B = (2 1 0) C = (1 3 0)
0 0 1

1 0 O 1 0 O 2 01 2 0 1
X=B1*C;B?'=(-210]; X=(-2 10 1 3 0)=|-3 3 -2
-1 0 1 -1 0 1 0 0 1 2 0 0

100 10 -1 11 1
c) A-X=B+2C,siendoA=<0 2 0>,B=<O 0 0)y C=(2 3 0
10 3 9 3 -3 3 4 5

1 0 0

1

X=A1.(B+20); at=[0 3 O

1 1

-

3 3

e
I

—
o R

Wl

© N|lrRrO
o o
_/
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“ Determinantes

@) Ax+B=2Csiendoa=(> °) B=(3 1 9 yc-(* 1 2

1 -1 -1 2 1 o 0 1
-1 -1 % 0
X=A"-(2C—-B),; A= 14
2
L > 3 2
_ a1, B |z 4 -1 2y (3 1 O0N]_[2 "2
X=A4 (2C-B) = 1y [2 (0 0 1) (_1 2 1)]_ 31 94
P 2 2
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“ Determinantes

2 11 0 2 o

Dadaslas matricesA=(1 2 1 B =
11 2 0 O 2 3
0 O 0 -2

1. Elvalor del determinante de la matrizAes:a)4 b)0 c)—4 d)8
Al =(23+13+13)-(1%:242-12+2-1>)=8+1+1)-2+2+2)=10—-6=
4; a4

2. El adjunto B,; del determinante de la matriz B es
0 2 4 0 2 4
a)0 b) (0 0 —3) ) —4 d) - (O 0 —3)
0 0 -2 0 0 -2
B, = |=0 a0

3. Elvalor del determinante de la matriz B es:
a)4 b)0 )8 d)-8
Como tiene una columna de ceros el determinante vale 0. b)0

4. ElrangodeBes:a)1 b)2 ¢)3 d)4

(Buscamos el determinante no nulo de mayor dimensién dentro del determinante)

|_22 _72| =[2-(-2]-[(-2)-7]=-4+14=10

2 7 4
—2 -2 -3|=[2-(-2)-3+(-2)-2-447-(=3)-0]—[4-(=2)-0+2-(-3)-2+
0 2 3

(=2)-7-3]=(-12-16)—12—-42 = -28+ 12+ 42 =—-28+54 =26
Como el determinante tiene una columna de ceros no hay mas determinantes distintos de cero
rg(B) = 3; 3

5. La matriz inversa de A es:

3 1 1 3 1 1
3 -1 -1 4 4 a 3 1 -1 44
1 3 1 1 3 1
a) (—1 3 —1) b) Z Z Z C) ( 1 3 1 ) d) _Z Z _Z
-1 -1 3 1 1 3 -1 1 3 1 1 3
-~ T4 4 o4
1 2 11
A= [Adj(AD]; 1Al=4; A'=[1 2 1
4] (1 1 2)
2 1| _|1 1| |1 2
( 1 2 1 2 1 1\‘
o 1 1 12 1 2 1
[Adj(4%)] |1 2| |1 2 |1 1
1 1| _|2 1 |2 1/
2 1 1 1 1 2
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“ Determinantes
(22-1%) —-(2-1-1» (@(1%2-1-2)
-(1-2-1% (22-1») —-(2-1-13» )=
(12-1-2) —(2-1-1% (22-1%
4-1) -2-1) @A-2) 3 -1 -1
-2-1) @(4-1) -2-1 =<—1 3 —1);
1-2) -2-1) 4-1) -1 -1 3
1 1
3 -1 -1 3/4 -—-1/4 -1/4 4 2 _Z\‘
A‘1=%-<—1 3 —1)=<—1/4 3/4 —1/4); I
—1 -1 3 ~1/4 -1/4 3/4 1 g/
4 4 4
3 3 3 1 090 i 23 S O
Dadas las matrices: C=|3 3 3|:D=|/0 1 O|;:E=|4 0 1|:F=|0 0 1
3.9 3 00 1 2 3 4 01 4
6. La matriz inversa de la matriz F es:
1 3 1 .
F=<O 0 1); F‘1=m-Ad]'(Ft) |F| = -1
0 1 4
1 0 0 1 —-11 3
Ff=(3 0 1>—>Adj;(Ft)=<0 4 —1)
1 1 4 0 -1 0
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Sistemas de ecuaciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.- Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacion o de Gauss:

—x+2y—-5z=-3 —x+2y—-5z=-3
ey orT 2E1 + E2 A
a) 2x—3y+z=3 _5E1 4 E3 y—9z=-3 -
—5x+2y—-5z=-4 -8y +20z=11
—x+2y—5z=-3 s 1
(8E2+E3)—>{ y—9z=-3 ; Z:5—2:Z
—52z=-13
1 9 3
y=9:(;)=-3 5 y=-3+;=-]
3 1 11 1
a5 wfecr s el
1 __3 13_1
X=3 Y="% 25274
x—2y+3z=-14 x—2y+3z=-14
b) {—x+3y—z=10 e_géf_fé3—>{ y+2z=—4
2x —y+6z=-22 3y =6
3y=6 ; y=2=2 2+2z=—4 ; 22=—6 ; z=-7=-3
x—2-(2)+3-(-3)=-14 ; x= —-14+4+9 ; x=-1
x=-1 y=2 Zz=-3
—-Xx+3y—-z2=6 3E1 + E2 —Xx+3y—z=6 —x+3y—z=6
c) {3x—y+4z=7 _)ZEliEB_){ 8y+z=25 3E2+4+E3 - 8y+z=25
2x+6y—z=-9 12y —3z2=9 36y =84
84 7 ‘ (7)+ Cge . g_gs 56_19
Y=36" 3" 3) "7 POET 33
—x+32-Z=¢6 ; x=6-7+2 ; x=-2
3 3 3 3
— _16 -7 -1
X=-3 Y=3 Z=3
x—9y+5z=33 x—9y+5z=33
d) {x+3y—z=—9 _’:gigg_’{ 12y — 62 = —42 —
x—y+z=5 8y —4z=-28

x—9y+5z=33
8E2 — 12E3 12y — 6z = —42  Sistema Compatible Indeterminado
0=0
Simplificamos la segunda ecuacién e igualamoszat;, z=t.

{x—9y+5t=33 {x—9y=33—5t
_) .
2y ==7+t '

2y —t=-7
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“ Sistemas de ecuaciones

3—t. _—7+t.
2 0 YT T

Zz=t

2.-Dados los sistemas siguientes

a) Exprésalos en forma matricial y comprueba que son sistemas de Cramer
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa y aplicando la regla de Cramer.

—4x+ 3y =-5 (-4 3 .-5 _ —
){3x—4y=2 ’(3 —4'2) IA|=16-9=7=0
. (—4 =3 -4 =3
AdjA = (_3 _4) - traspuesta — (_3 _4)
4 =3 4 -3
1 4 -3 77 7 7 | (-5 _ (2
-1 _ . = =A41. . =
at=5-(5 ) -3 —4|7H=ATE 2l 3 (3)=1)
7 7 7 7
|—5 3| “ 4 5
Cramer: x="7"4=7=2 y=—372 =-=1
—2x—y=—4y ( 2x+3y=0 2 3.0 _
b) { 5+2y=3x ’{—3x+2y=—5 - (—3 2'—5) > lAl=13
. (2 3 2 3 -1 _ 1 (2 =3 _oa-1.
AdJA—(_3 2)—>traspuesta—>(_3 2)—> A = 3 (3 2)—> X=A B
15
_1 (2 =3\ (0\_ [ 13
X=3% (3 2) (—5)_ -10
13
|—05 §| 15 —23 —05| -10
Cramer: X==5"=3 y="="="=—
y+2z=-3 0 1 2]-3
c) 2x+y=3 —><2 1 0 3>—> |A]=12—-(2—-8) =18
x+3y—4z=3 1 3 —41 3

|1 0|_|2 0| |21
3 —4 1 —4 13\

-4 8 5 -4 10 -2
Adj A = —|1 2 P A - O 1110 —2 1 |-o@djay—=(s -2 a
I 13 2 4 =2 5 1 -2
|1 2 _|o 2 0 1 - - -
1 0 2 0 2 1
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“ Sistemas de ecuaciones

|
N
o | U

o~
N
Il
|
|
® s
| =
N ©
o~
[\]
~_—
1l
|>—\\o|’L
' o|wo||
[ [
—

<l

8 18 9
-2 5 1
9 9 9\ -3 2
—4-1 |+ =t 2 —
X=A""B-> x = 5 5 % .(3)—(—1)
5 1 afA3 -1
18 18 9
-3 1 2 0 -3 2
3 1 0 2 3 0
Cramer: X= 3 3 —4| _ 12+18—(6—12) _ E =2 _l1 3 -—a] _ 12—(6+24) _ —_18 -1
: - 18 - 18 T 18 y= 18 - 18 T 18
0 1 -3
213 1843—(=3+6) 18
_l1 3 3| __ —18+3-(=3+6) _ —-18 _
Z= 18 - 18 T o118 1
3.- Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:
—2x+y=-3 } o I
){ 6x—3y =9 usamos el método de reduccion: 3F; = F,;
—6x+ 3y = -9 1 . —6x+ 3y = -9
6x—3y =9 sumamos las ecuac1ones{ 0=0
hacemosx=t ,y= _9;“ = -3+ +2t
—4x — 6y = —6 , - _ B!
b) {—ZX +3y=-3 usamos el método de reduccidn: —-2F, =F,
—4x — 6y = —6 —4x — 6y = —6 B L 6 3
{4x—6y=+6 { —12y =0 y=0 =6 x=4=3
3x— 2y = -2 I 3x—2y =-2
c){9x—6y=6 ;§1+§2:§2, { 0=12
6x + 4y = 3 —efi s =1 8y =7
No es posible resolver este sistema ya que es incompatible
4.- Resuelve los siguientes sistemas aplicando, si es posible la regla de Cramer:
—-x—2y+3z=6 -1 -2 316
a){3x—4y+2z=7 3 -4 217 |A] = 33
4x+y—z=-1 4 1 -1l
6 -2 3 -1 6 3 -1 -2 6
7 -4 2 3.7 2 3 -4 7
X:—l 1 _12221' =14 1 -1l _12—22—2' Z=—4 1 1=E=E
33 33 3’ y 33 33 3’ 33 22 2
12 5
*=3Y =327,
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Sistemas de ecuaciones

2x—-3y+z=-29 2 =3 11]-29
b){3x+y—52=21 (3 1 -5 21) |B| = —32
—x+2y—4z =32 -1 2 —4132
-29 -3 1 2 -29 1 2 -3 -29
21 1 -5 3 21 -5 3 1 21
=132 2 -4l _ 642_2;},: -1 32 —4=—224=7; g=1=1 2 321 _128_ ,
-32 -32 -32 -32 -32 -32
x==-2,y=7,z=—-4
x+y+z=1 1 1 111
C){2x+3y—4z=9 (2 3 —4 9) IC| = —12
x—y+z=-1 1 -1 11-1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 3 -4 2 9 -4 2 3 9
g =1=1 -1 1=—_12_1; y=1=1 1=—_12=1; gl -1 -1l _ 12 _ 4
-12 -12 -12 -12 -12 -12
x=1,y=1 z=-1
3x+2y+z=1 3 2 111
d){5x+3y+4z=2 (5 3 4 2) ID| = -1
x+y—z=1 1 1 -—-111
1 2 1 31 1 3 2 1
2 3 4 5 2 4 5 3 2 "
1 1 -1 1 1 -1 - 1 1 1 -
X -1 —1 y 1 -1 g —1 1
x=—4, y=6; z=
S. = Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible:
2x+3y—-4z=1 Sx+4y+2z=0
a){4x+6y-az=2 b){2x+3y+z=
x+y+az=10 dx—y+m'z=m-1
2 3 -4
a) |14 6 —a|l=—-a+8 - —a+8=0, a=8
1 1 a
1. Paraa # 8esunSCD
|Al = —2a+248  |A,|=19a 152 A, =0 |A| = (=8 + a)
248-a 19a-152
" 8-a ’ T 8-a ’ =0

2. Paraa =8

ﬁ i|=2—3=—1¢0, R(A) = 2
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“ Sistemas de ecuaciones

2 3 1
4 6 2|=0,R(A") =2; R(A) =R(A") < N°de incognitas es un SCI
1 1 10

Suprimimos la 22 ecuacidn que es doble de la primera y hacemos z =4

{2x+3y—4z=1 2x +3y =1+44 El— 2E2 2x +3y =1+44
x+y+82=10 x+y=10-841 y=-19+4 204

Sustituyendo en la primera ecuacién y despejando x obtenemos

x =29 —281, y=-19+204, z=141
5 4 2
b) 2 3 1|=m?-1-m?-1=0, m=+1
4 —1 m?

1. Param #1 y m # —1 R(A) = 3 yportantoesunS.C.D.

Ayl =—2(m-1) |A/=m-1) |A,l=7(m-1) JAl=m?-1=(m-1(m+1)

_ —2(m-1) _ -2 _ (m-1) 1 . _ 7m-1) 7
T (m-1)(m+1) m+1 ’ y= (m-1)(m+1) m+1 ’ T (m-1)(m+1) m+1

2. param=1

R(A) = 2;R(A*) = 2 > R(A) = R(A*) < N°de incognitas esun S.C. L

, 5x+4y+2z=0 _ 5x+ 4y = —-2A
Cogemos dos ecuaciones { 2x+3y+z=0 hacemosz = A { 2% + 3y = —A -2F1+45F2
5x + 4y = —2A 1 ) 2
{ 7y=_)\ ; y——;)\. ; X——;)\.
3. param= -1
— R(A) # R(A")esun S. 1.
6. — Dado el sistema
(@+2)x+(@a-1)y-z=3
ax-y+z=3
x+ay-z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvelo para el caso a = —1.
a+2 a-1 -1
a) Al =| a -1 1|=@@?+2a+1)—(—a’+a)=a(-a—-1)
1 a -1
a(ra—1)=0; a=0;, a=-1
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" Sistemas de ecuaciones

1. Sia+# 0ya+# —1.El determinante sera # 0 - r(A) = 3 SCD

2. Sia=-1
1 -2 -1
-1 -1 1 —>|1 _2|=—3;R(A)=2
-1 -1
1 -1 -1
1 -2 3
-1 -1 3|=0;R(A") =2 ComoelR(A) =R(A)* < N2de incognitas es un SCI
1 -1 1
3 Sia=0
2 -1 -1
0 -1 1|- |(2) :1|=—2;R(A)=2
1 0 -1
2 —1 3
0 -1 3|=2; R(A")=3; ComoelR(A) # R(A)*esun SI
1 0 1
—y — =3
b) Nos quedamos con 2 ecuaciones { x y+Z_ hacemos z= A1
x—y+z=1
—x—y=3-21 {—x—y=3—/1_ _ _
{x—yzl—/l E1+ E2 2y=4-21" y=-2+4, x=-1

x=-1, y=-2+42 , z=141

6x—9y+2z=5

2x—-3y+z=4 se pide:

7. Dadas las ecuaciones {

a) Anade una ecuacion para que resulte un sistema incompatible.

6x—9y+2z=5 (6 -9 2

5
12x—3y+z=4 2 -3 14)
2x—3y+z=0 2 =3 110
6 -9 2 o 5 9 2 5
2 -3 1|=0 RgA)<3 |_3 1|=-3Rg(A)=2 —3 1 4|=12Rg(A*)=3
2 -3 1 -3 10

Rg (A)# Rg(A*) Sistema incompatible

b) Afiade una ecuacion para que resulte un sistema compatible determinado

6x—9y+2z=5 6 —9 2
{ 2x—3y+z=4 2 =3 1| =22+ 0 Sistema compatible determinado
y=1 0 1 0
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Sistemas de ecuaciones

2x+3y—z=-2

x+2y+2z=1 se pide

8. Dado el sistema de ecuaciones {

a) Discutelo y resuélvelo cuando sea posible

G35 2> 1 d=e-3=120

Rg (A) = Rg (A*) = 2 < n2 de incdgnitas - Sistema compatible indeterminado o= soluciones

721 {2x+3y—/1:—2_)2x+3y=—2+l
; x+2y+21=1 x+2y=1-22
—241 3
X=—1=24 2 2’1 Z=(—4+4+20)-3-61)=-7+81
2 -2+

y="—2E = (2-4) — (-2+ ) =4-52
b) Anade una ecuacion lineal para que el sistema resultante tenga:

i) una solucion

2x+3y—z=-2 2 3 -1
x+2y+2z=1 -2 2 2|=4-3=1
z=1 0 0 1

Rg (A) = Rg (A*)=S.C.D
ii) Muchas soluciones

(Afiadimos una ecuacion que sea la combinacién de las otras dos para no afiadir informacién)

2x+3y—z=-2
x+2y+2z=1
3x+5y+z=-1

iii) no tenga solucion

2x+3y—z=-2 (2 3 —1

—2
x+2y+2z=1 1 2 2 1)

x+2y+2z=0 1 2 210

2 3 -1 S 3 -1 -2

1 2 2|=0 RgA)<3 |2 2|=8Rg(A)= 2 2 1|=12RgA*) =3
1 2 2 2 2 0

Rg (A)# Rg(A*) Sistema incompatible
9. Discute y resuelve los siguientes sistemas homogéneos.
x+y+3z=0 1 1 3 1 1 3
a) —2x—3y+z=0—><—2 -3 1>—>2F1+F2—>(O -1 7>—>
3x+2y+4z=0 3 2 4 3 2 4
1 1 3 1 1 3
0 -1 -5 0O 0 -12
Como es homogénea y el rango de la matriz de coeficientes es 3; x=0, y=0 y z=0.
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“ Sistemas de ecuaciones

2x—y+3z=0 2 -1 3 2 -1 3

{2x+3y 4y =0 -2 3 -4 0o 2 -1
2 —1
2x —y = —
0 - S.C.1 hacemost—z{x y_ 3t
0 2y =t
y=§; 2x—y t=;-3t=-Six=-3 x=-T,y=;, 2=t

XxX=z—=2y+x »{x—x—-2y—2z2=0-3 -2y+z=0 -0 -2 1
zZ=x—2y—2z x—2y—2z—z=0 x—2y—2z=0 1 -2 -3

1 -2 310
F; > (0 -2 1 0)
0

0 0 -6
Como es homogénea y el rango de la matriz de coeficientes es 3; x=0, y=0 y z=0.

y=x+3z—-y x—y—y+3z=0 x—2y+3z=0 1 -2 3

10. Sean las matrices:

=G w)B(5) 06 a0

a) Calcula cada uno de los tres productos A-B,E-D,D - E;
x 1 1\ _(x—-Yy
4 B_)(x m)(—y)_(x—my)
_ 3x\ _ _
E-D=(1 4) (4x) = (3x + 16x) = (19%)

pe=()a 9=(5 16

b) Si C-2AB=-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en fun-
cion de m. ¢Para qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢Es siempre unica?

CoD=2G ) (5)=-GD- 50 -2G50) = -G
y—2—-2(x—y)=-3x y—2—-2x+2y+3y=0 x+3y=2
{m—Z(x—my)z— _){m—2x+2my+4x=0 _>{2x+2my=—m

(; an —ZTn)_) |A|—|2 23|_2m 6 —>si2m-— 6_0_>m_§=3

1 3|2 1 312 . .
1. Param =3 ( ) —2F, + F ( ) El sistema es Incompatible.
2 61-3 17% Lo ol-7 P
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“ Sistemas de ecuaciones

11. Sean las matrices

1 1 x 0 O 1 0
A=<0 0);3:(’6 0 Z);C:(O -y —z);D=(1>;E=<a)
y 0
1 1 0O 0 0 1 a

a) Sabiendo que (AB — C)D = 2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas (represen-
tadas por x, y, z) en funcion de a

)G aG 2 %)l-(i)z-(g)

(AB—-C)D =2E -

a

1 1
Xy z x 0 0 0 y z
AB - C; (0 0 0)—(0 —y —z>= (0 y z)
Xy z 0 0 0 X ¥y z
0 vy z 1 y+z
(AB—C)D,(O y z)-<1>=< y+z >
X y z 1 x+y+z

y+tz 0 y+z=0
( ytz >=<2a>—>{ y+z=2a
xX+y+tz 2a x+z+y=2a

b) ¢éPara algin valor de a el sistema tiene solucidn unica?

Azg 1 i—>0-|} 1|—0-|1 }|+1|i 1=o+0+|1 1|=o+0+0=0
11 1
01 0

e L e e R o e e AL

- —(-2a)=0 >2a=0-a=0
e Sia+0
rg(A) = 2,ya que es posible encontrar un menor complementario de orden 2 y distinto de cero
rg(A,) = 3, ya que es posible encontrar un menor complementario de orden 3 y distinto de cero

Comorg(A) + rg(A,), no tiene soluciéon

e Sia=0

rg(A) = no varia su valor
rg(A,) = no es posible encontrar un menor complementario de orden 3 distinto de cero

Comorg(A) =rg(A,) < nimero de incognitas tiene infinitas soluciones
El sistema no tiene una Unica solucién, puesto que para ningun valor da un resultado compatible

c) Para a = 0 encuentra una solucidn del sistemaconz # 0
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" Sistemas de ecuaciones

Sia=0
y+z= _
y+z=0 y=-z
y+z= { _ Ty = -{x=0y=-kz=k
{x+z+y=0 Xxty+z=0 {x Y z

12. El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10
euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000€. Averigua el
numero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y de
101 es el doble que el nimero de billetes de 20 euros.

y = numero de billetes de 20 euros
z = numero de billetes de 10 euros

{SOx + 20y + 10z = 7000

{x — numero de billetes de 50 euros

x+y+z=225
x+z=2y
{5x+2y+z=700 1 1 1

x+y+z=225 ordenando las ecuaciones (1 -2 1
5 2 1

225
0

700

225 x+z+y=225

—225> reordenando — { 4z + 3y = 425
—425 3y =225

xX+z=2y

-({0 -3 0
—5F + F3 0 -3 —4

x+z+y=225

! 4z 43y =425 _>{
y=175

100 + 50 + 75 = 225 {225:225

40z +30-75 =425 z=150

14-50+3-75 =425 = {425 = 425 (x,y,2z) = (100,75,50)
3:75 =225 225 =225

Se obtiene — 100 billetes de 50€; 75 billetes de 20€; 50 billetes de 10€

13. Se dispone de tres billeteras A, B y C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si
pasamos 5 billetes de B a A, el numero de billetes en esta es igual a la suma de los otros dos, pero
si pasamos 10 billetes de A a C, el numero de billetes en esta también es igual a la suma de los
otros dos. Averigua cudntos billetes hay en cada billetera si se sabe que en total hay 1550 euros.

x — n? billetes en la cartera A
y — n? billetes en la cartera B

z — n? billetes en la cartera C

x+5=y—-5+4+z x—y—z= —10 1 -1 -1]-10
z+10=x—-10+y —>{ —-x—y+z= =20 —><—1 -1 1 —20)

10x + 20y + 50z = 1550 10x + 20y + 50z = 1550 10 20 5011550
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1 -1 =1=10\ gy p (1 =1 —1-10\ p | o
-1 -1 1|-20|_p (0 -2 0[=30)_p  p
1 2 51155 175 \o 3 61165 prs
x—y—z= -—10
{ -2y = =30 y=15; z=20; x=25

3y + 6z =165

SOLUCION: Hay 25 billetes en la billetera A, 15 billetes en la billetera B y 20 billetes en la billetera C.

14. La suma de las tres cifras de un ntiimero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las
decenas mas las centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nimero aumenta en 594 unidades.
Halla el nimero.

Datos: Numero = xyz
*Escribimos el sistema:

e x+y+z=18
o z=x+4Yy
e 100z+ 10y + x = 100x + 10y + z + 594 (zyx = xyz + 594)

*Lo simplificamos:

x y z |18 x oy z
(—x -y z 0)—>99F1+F3<_x -y z

18\ 4 (X ¥ z
J— -X - Z

18
0
24

—-99x 0 99z|594 0 99y 198z|2376 0 vy 2z
x Y Z]18
—>F1+F2(0 0 2z 18)
0 y 2z[z4
*Con F, podemos sacar el valor de z: 2z=18; z=9
*Con F3; sacamos el valor de y: y+2z=24,y=24—-18;, y =6
*Hallamos el valor de x: x+y+z=18x=18—-9—-6; x =3

El numero es 369

15- Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada
acierto se daran 5 puntos, por cada fallo se quitaran 2 puntos y por cada pregunta no
contestada se quitara 1 punto. Para aprobar hay que obtener 150 puntos. ¢{Cuantas
preguntas habra que contestar correctamente para obtener los 150 puntos y que el
numero de fallos mas el quintuple del nimero de preguntas no contestadas sea igual al
numero de aciertos?

n2 aciertos: x; n? fallos: y; n2 no respondidas: z.
Para aprobar se necesitan 150 puntos.
e x+y+z=60

e y+5z=x
e 5S5x—2y—2z=150
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x y Z 160 x y Z |60
(—x y 5z 0>—>—5F1+F3<—x y 5z 0)
5 -2y -—z|150 0 -7y -—6z[150
0 2y 6z] 60 0 2y 62160
0 -7y —6z1-150 0 -5y 01-90
*Cogemos F; y sacamos el valor de y:
y== =18y = 18
*Hallamos las demas incdgnitas:
60 — 36
2:-184+6z=60; z= =4;z=14

6
x=18+45-4; x =38
e Solucion: 38 aciertos, 18 fallos y 4 preguntas sin contestar. En total son 230 pun-
tos obtenidos.

16. En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican
poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

o Alimento Migato:600g de carne, 300g de pescado y 100g de verdura

e Alimento Catomeal:300g de carne, 400g de pescado y 300g de verdura

e Alimento Comecat:200g de carne, 600g de pescado y 200g de verdura
Si queremos ofrecer a nuestro gato 470g de carne, 370g de pescado y 160g de verdura por kilo de
alimento, équé porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obtener
la proporcion deseada?
Solucién:

x =% comida Migato; y = % comida Catomeal; z = % comida Comecat

Una vez determinadas las incégnitas se escribe el siguiente sistema:

600x + 300y + 200z = 470
{BOOX + 400y + 600z = 370
100x + 300y + 200z = 160

Para resolver el sistema escribimos las matrices asociada y ampliada y hacemos Gauss:

600 300 200 |470 600 300 200 |470
(300 400 600 |37O)—>—F1+6F3—><300 400 600 |37O)—>—F1+2F2—>
100 300 200 |160 0 1500 1000 | 490
600 300 200 | 470 600 300 200 | 470
(0 500 1000 |27O>—>F3+F2—><0 500 1000 |27o>
0 1500 1000 | 490 0 1000 0 |220

600x + 300y + 200z = 470
Se obtiene el sistema: { 500y + 1000z = 270

1000y = 220
. 220
Despejamoslay: y = Tooo = 0,22 > 0,22- 100 = 22%
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Sistemas de ecuaciones

Despejamos laz:z = 27100_01010 =0,16 - 0,16 - 100 = 16%
Despejamos lax: X = % =0,62—->0,62-100 =62%

Entonces, para realizar la mezcla, necesitamos un 62% de Migato, un 22% de Catomeal y un 16% de
Comecat.

17. Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70
ainos, que hace cuatro aiios la edad del padre era siete veces la de la hija y que dentro de quince afios
la edad de la hija sera la cuarta parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

Solucién:

x = Edad padre; y = Edad madre; z = Edad hija

Una vez determinadas las incégnitas se escribe el siguiente sistema y se desarrolla:

x+y+z=70 X+y+z=70
x—4)=70z—-4) . X — Ty = —24
1 11 RE
(z+15)=1((x+15)+(y+15)) —gx—ytz=——
Para resolver el sistema escribimos las matrices asociada y ampliada y hacemos Gauss:
10—7|—24FF 0O 1 8 | 94
1 1 1 15 | 7 i~ 2~ 1 . 15
4 2 4 4 2
1 1 1 |70
1
> 2P F - 01 g | 94
0 0 — |10
1 |
x+y+z=70
Se obtiene el sistema: y + 8z =94
5
-z=10
4
10-4

Despejamoslaz:z = — = 8

Despejamos lay:y =94 — 64 = 30

Despejamos lax:x =70 —30—8 = 32

Por lo tanto, la edad del padre es 32 afnos, la de la madre es 30 afios y la de la hija 8 afios.

18. Una persona invirtio 72000€ repartidos en 3 empresas y obtuvo 5520€ de beneficios. Calcular la
inversion realizada en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversion que en
la Ay C juntas, y que los beneficios de las empresas fueron del 10% en la empresa A, el 8% en la
empresa By el 5% en la empresa C.

1. Datos:
a. €invertidos en la empresa A= x
b. €invertidos en la empresa B=y
c. €invertidos en la empresa C=z
2. Determinamos el sistema de ecuaciones:
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x+y+z=72000
y=3(x+z)-> -3x+y—-3z=0
0,1x + 0,08y + 0,05z = 5520
3. Resolvemos mediante el método de preferencia, en este caso voy a utilizar

Rouché—Frobenius.

1 1 1172000 1 1 1172000
(—3 1 =30 o >—>cz<—>cs—><—3 -3 1| o )—>F2<—>F3
0,1 0,08 0,05|5520 0,1 0,05 0,08|5520
1 1 1 (72000 1 1 1 (72000
—><0,1 0,05 0,08 5520>—>3F1+F3—><0,1 0,05 0,08| 5520 >—>—0,1F1+F2
-3 -3 11 0 0 0 4 l216000
1 1 1 {72000
—>(0 —-0,05 —0,02 —1680)
0 0 4 1216000

a. Como:7r(A) =r(A") = n%incégnitas - S.C.D
b. Obtenemos el sistema resultante:
x+y+z=72000
—0,02y — 0,05z = —1680
4y = 216000
c. Resolvemosy obtenemos que: x = 6000; y = 54000; z = 12000

Invierte 6000€ en la empresa A, 54000€ en la By 12000€ en la C.

19. Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el
de la clase C que cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg.
éCuantos kg de cada clase se deben poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo mas el

tercero?
1. Datos:
a. Kgde café clase A=x
b. Kgde café clase B=y
c. KgdecaféclaseC=1z
2. Determinamos el sistema de ecuaciones:

x+y+z=80
6x + 8y + 10z = 560
x—2y—1z=0
3. Resolvemos mediante el método de preferencia, en este caso voy a utilizar
Rouché—Frobenius.

1 1 1180 1 1 1180 1 1 1] 80
<6 8 10 560>—>—6F1+F2—><0 2 4 80>—>—F1+F3—><0 2 4 80)
1 -2 —-110 1 -2 -—-110 0 -3 -21-80
1 1 1|80
- 3F, + 2F, —><0 2 480)
0 0 4I80
a. Comor(A) =r(A*) =n2incégnitas - S.C.D
b. Obtenemos el siguiente sistema:
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x+y+z=280
2y +4z =80
4z = 80

c. Resolvemos y obtenemos que: x=60; y=0; z=20

Debe poner 60 kg del tipo A, ninguno del tipo B y 20 kg del tipo C.

20. Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 aios la edad
de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios
la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando
el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afios.

SOLUCION:
En la siguiente tabla se introducen los datos del problema y sus relaciones:

El sistema
Edades Madre | Hijo1 Hijo 2 Relacion de
Actual " y . ecuacione

s que
Hace 14 afos x-14 y-14 z-14 X-14=5(y-14 + Z-14) resulta es:
Dentro de 10 afios x+10 y+10 z+10 x+10=y+10+z+10 x—14 =5(y -
Dentro de (x-y) afios X 42 z+(x-y) =42 { x+10=y+

z+ (x —;

x—y—z=10+10 — 10 x—y—2z=10

{x—14=5y—70+52—70 {x—Sy—SZ=—126
Z+x —y =42 xX —y+ z=42

Escribimos la matriz Cy la Ampliada y resolvemos por el método de Gauss, por eliminacidn:

1 -5 -5 -126 e r (1 =5 =5 —126 e r (1 =5 -5 —126
2 1 3 1
1 -1 —-1| 10 — |0 4 4| 136 — |0 4 4| 136
1 -1 1l 42 1 -1 11 42 0 4 6l 168
ep (1 =5 —5| —126
3 2
—><o 4 4 136)
o o 21 32

La ultima fila de la matriz corresponde a la ecuacion:
2z=32- z=16
Con la segunda fila sacamos el valor de la y:
4y +4z=136 > 4y + 4-16 = 136 >4y +64= 136 > y= 18
Con la primera fila sacamos el valor de la x:
x —5y —5z=-126 >x — 5-18 — 5- 16 =126 > x = 44
Edad de la madre 44 anos, el hijo mayor 18 afios y el menor 16

21. En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y
anticaspa. Se sabe que el precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 eu-
ros. Se desconoce el precio al que se vende el anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido por
las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros y el dinero obtenido en ventas
con el champu normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto. Ademas,
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el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo que el que
hubiera obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién del precio desconocido del champu anticaspa,
que puedes llamar por ejemplo m) donde las incégnitas (x, y, z) sean las unidades vendidas el mes
pasado de cada tipo de champu.

b) ¢Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la com-
patibilidad del sistema?
c) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del

apartado (b) para calcular las unidades vendidas de los otros dos.

SOLUCION:

a) Llamamos m= precio desconocido del champu anticaspa.
x= unidades vendidas el mes pasado del champu normal.
y=unidades vendidas el mes pasado del champu con vitaminas
z= unidades vendidas el mes pasado del champu anticaspa.

Siguiendo el enunciado del problema se plantea el siguiente sistema de ecuaciones:

2x+56 =3y + mz —-i{2x — 3y — mz = —56
3y + mz = 28M 3y + mz = 28m
b) Se pasa el sistema de ecuaciones a forma matricial y se estudia en funcidn del parametro m. Pa-
ra ello se calcula el determinante de los coeficientes:

{2x+3y+mz=112 {Zx+3y+mz=112

2 3 m 2 3
2 -3 —-m|=—-6m+6m—-(—6m+6m)=0 R(C)= 2 porque |2 _3| +0
0 3 m

Ahora analizamos el determinante de la ampliada:

2 3 112

2 -3 —=56|=-168m+ 672 — (—336 + 168m) = —336m + 1008

0 3 28m

—336m+1008= 0 »m= 3

- Sim=3, R(C)=2=R(A)=2 < n?incbdgnitas.—» S.C.I.
Es decir, si el precio del champu anticaspa es 3 euros, habra infinitas soluciones, es decir, habra
infinitos valores de unidades de champu de cada tipo que puedan venderse y obtener lo que
aparece en el enunciado

- Sim#3,R(C)=2+#R(A)=3->S.1I
Es decir, el precio del champu anticaspa no puede tener un precio diferente a 3 euros porqgue si
no, el sistema de ecuaciones no tendria solucion.

¢) Z=20y sabemos que m=3, el sistema nos queda:

2x + 3y + mz =112 2x + 3y + 3z=112 2x + 3y + 3z=112
2x — 3y — mz =—56—>{2x — 3y — 3-20 =—56—>{2x — 3y — 60=-56
3y + mz = 28m 3y +3-20= 28-3 3y + 60 = 84
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De la tercera ecuacion despejamos y:

24
3y = 84—60—>y=?—>y=8

De la segunda ecuacién despejamos x:
28
2x — 3:-8—-60= —56—>x:7—>x=14
14 unidades de champu normal, 8 unidades del de vitaminas y 20 unidades del anticaspa

22. En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres
estaciones de servicio (A, B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha
sido de 1.20 euros/litro y el precio de la gasolina en B de 1.18 euros/litro, pero ha olvidado el precio
de C. (Supongamos que es de m euros/litro). También recuerda que:

- la suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones A y B superé en 46.80 € el gasto en C.

- el nimero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.

- el gasto de litros en A superé al de B en 12.60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) para determinar los litros consumidos en cada
gasolinera.

Litros en gasolinera A — x ; Litros en gasolineraB —y ; Litros en gasolineraC—z

1,20x + 1,18y — mC = 46,80
{ 1,18y —mC = 0
1,20x — 1,18y = 12,60
b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcion de m. ¢{Puedes dar algin precio al que sea
imposible haber vendido la gasolina en la gasolinera C?

1,20 1,18 -—m|4680\ ., . (1,20 1,18 -m|4680\ . .. /1,20 1,18 -—m|46,80
(0 1,18 —-m o)3—1<0 1,18 —-m 0)3—§<0 1,18—m0>
1,20 —-1,18 0 [12,60 0 236 m|-342 0 0 —-m|-342

-m=0-m=0
Sim =0 — Rg(A) # Rg(A*) — Es un sistema incompatible.
Sim # 0 - Rg(A) = Rg(A*) — Es un sistema compatible determinado.

Por lo tanto, es imposible vender la gasolina en la gasolinera C a O€.

23. En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos,
mientras que los de la otra mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) éCuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?
X — precio del café y —precio de la tostada z — precio del refresco

2x+y+2z=4
{4x+3y+3z=9

2x+3y=a
2 1 29\ pop (2 1 2| 4 mo2r (2 1 2| 4 meor, (2 1 2| 4
4 3 39|—((4 3 3/ 9 |—|0 1 -1 1 —>(0 1 -—-1] 1
2 3 O0la 0 2 -2l(a—4) 0 2 —-2l(a—4) 0 0 O0l(a—06)
a—6=0-a=6
Los clientes de la tercera mesa deben pagar 6€.
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“ Sistemas de ecuaciones

4x+3y+3z=9

{2x+y+22=4
2x+3y =6

b) Con los datos que se dan, ése puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
2 1 2|4 FP-r (2 1 2 4 F—2r (2 1 2 4 F-2r, (2 1 2 4
4 3 39|—(4 3 3|9|—>|0 1 —-1j1|]—(0 1 -—-1[1
2 3 O0le 0 2 =212 0 2 =212 0 0 O0lo

Como Rg(A) = Rg(A*) < numero de incdgnitas = Es un sistema compatible indeterminado.

Lo que significa que con los datos que nos dan no podemos calcular el precio del café.
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“ Sistemas de ecuaciones

AUTOEVALUACION

x+y+z=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones {x +2z+2y=5
2y—x+z=11

1.- Su matriz de coeficientes es:

x+y+z=6
1)Organizamos el sistema: { x+2y+2z=5
—x+2y+z=11

2)Cogemos los coeficientes del sistema:
1 1 1
1 2 2 Solucion: Opciénd
-1 2 1
2.- Su matriz ampliada es:

1)ARadimos a la matriz de coeficientes la columna de los términos independientes:
1 1 1 6
1 2 2 5 Solucién: Opcién d
-1 2 1 11
3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:

1 11 6\ A% /1 1 1 6\ 4 .
1 22 5 011 -1)]—>
—_—

-1 2 1 11 R+, \0 3 2 17
1 1 1 6

01 1 -1 Solucion: Opcion d

0 0 -1 20

4.- El sistema es:

1) Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

R = (é 1 } ) = 3, como no puede ser mayor, el Rg(A*) también es 3
0 0 -1
2) Como sabemos que este sistema tiene 3 incégnitas; tenemos que:
Rg(A) = Rg(A*) = N2incbégnitas = 3; luego es un S.C.D
Solucién: Opcién a

2x —y =—4y

Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {5 42y 47 =3x

5.- Su forma matricial es:

2x+3y =0

1) Organizamos el sistema: {—Sx +2y+z=-5
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“ Sistemas de ecuaciones

X

(_23 2 (1)) <JZ’> = (_05) Solucion: Opcién b

6.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible determinado:

Solucién: Opcién b

2 3 0 O
(—3 2 1 —5)
1 -1 0 7

1)Rango de la matriz de coeficientes:

byx—y=7

2 3 0
—3 2 1|=[0+0+3]—[0+(=2)+0] =52 0;R(4) =3
1 -1 0

2)Rango de la matriz ampliada también 3: Rg(A*) = 3.
Como Rg(A) = Rg(A*) = 3 = n2de incognitas;luego esun S.C.D
7.- Al aifiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible indeterminado:

Solucién: Opcién ¢

2 3 0 0
-3 2 1 =5
-1 51 =5

1) Rango de la matriz de coeficientes:

c)—x+5y+z=-5

2 30
—3 2 1|/=[4+0-3]—-[0+10—9] = 0;Rg(4) =2
-1 5 1

2)Rango de la matriz ampliada:

2 30 0 ;F1+F2 2 3 0 0 %FﬁFB
-3 2 1 -5|—( 0 13/2 1 -5])—

-1 5 1 =5 -1 5 1 -5

2 3 0 o apar (2 3 0 0

2 3

(0 13/2 1 —5) —><0 13/2 1 —5>;Rg(A*) =2

0 13/2 1 -5 0 0 0 O
Rg(A) = Rg(A*) = 2 < n®de incognitas = 3;luegoesunS.C.I
8.-Al anadir la ecuacion indicada el sistema es incompatible:

Solucion: Opcioén a)

a)3y+2x=7
2 3 0 O
-3 2 1 -5
2 3 0 7
1) Rango de la matriz de coeficientes:
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“ Sistemas de ecuaciones

2 30
—3 2 1|=[0+0+6]—[0+6+0]=0;Rg(A) =2
2 30

2) Rango de la matriz ampliada:

(2 3.0 0)_1F1+F3<2 3.0 0>2F1+F2
-3 21 -5|—|-3 2 1 -5|—
2 3 0 7 0o 0 o0 7
2 3 0 0
(0 13/2 1 —5);Rg(A*)=3
0 0 0o 7

Rg(A) + Rg(A*); luego es un sistema incompatible.

9.- Indica la afirmacién que es correcta:

Solucion: c) Un sistema es compatible si y sélo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el
rango de la matriz ampliada.

Esto es el teorema de Rouché-Frobenius.

Sistema compatible < R(C) = R(A)
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Programacion lineal

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Representa la solucién grafica de las inecuaciones siguientes: Indica en cada solucidn si el recinto
solucion es abierto o cerrado

a) x+2y<3
X+2y=3
X |y
T\“\ 0 |3/2

\\\ 0+2y=3

Xx+2:0=3

0+2:0<3Si

El recinto solucidon es abierto

b) -x+3y>4

-x+3y=4

0 4/3

....
----
-----
----

-
""""
.......
------
.....
e

-".4 3 2 i 0 1 2 -0+3y=4
x+30=4

-0+3:0>4 No

El recinto solucidn es abierto
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Programacion lineal

c) 2x-y<-2

2:0-y=-2
2x—0=-2

2:0-0<-2 No
El recinto solucion es cerrado
d) -x-y20
-x-y=0

X |y
1 |-1
11

-1-y=0

-x—1=0

-0—-(-1)20Si

El recinto solucidon es cerrado

2. Representa la region factible de los siguientes sistemas de inecuaciones: Indica en cada caso si la
solucién es acotada, no acotada o no existe solucion.

a)
x>0
y>0
x+2y=23
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Programacion lineal

Region Factible

Solucidon No Acotada

x=0;y=0;
X+2y=3
X1y
0|15
3|0
0+2-0>23No
b)
x<0
y>0
x=y>-1
T ]
T |
E 1 I
|
[ |
[
|
T l
— - SIS
|
| .7
| m:Soluaon Acotada
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Programacion lineal

x=0;y=0
x-y =-1
X y
0 1
-1 10
0-0>-1Si

c)

x>0

y<0

2x+y<l

Reqi6i FacClible’ \
Soluciéon Acotada

x=0;y=0
2x+y=1
X Yy
0 1
05 |0
2:0+0<1Si
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Programacion lineal

d)
x<0
y<0
x+y>1
1i5
05 e
No tiene Solucién
x=0;y=0
x+y=1
X |y
0 |1
110
0+0>1No

3. Con la misma region factible del ejemplo, optimiza las siguientes funciones objetivo:

a) z=2x+4y:Max
b) z=4x+3y:Min
c) z=4x+3y:Max

a) z=2x+4y:Max

Punto Funcidn objetivo
A(20, 60) F(20, 60) = 2:20 + 4-60 = 280
B(O, 80) F(0, 80) = 2:0 + 4-80 = 320
C(60, 0) F(60, 0) =2:60 + 4-0 = 120

Su maximo es el punto B
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Programacion lineal

b) z=4x+3y: Min

Punto Funcion objetivo
A(20, 60) F(20, 60) = 4-:20 + 3-60 = 260
B(O, 80) F(0, 80) =4-0 + 3-80 = 240
C(60, 0) F(60, 0) = 4-60 + 3-:0 = 240

Su minimo esta comprendido entre los puntos By C

c) z=4x+3y:Max

Punto Funcidn objetivo
A(20, 60) F(20, 60) = 2:20 + 4-60 = 280
B(O, 80) F(0, 80) = 2:0 + 4-80 = 320
C(60, 0) F(60, 0) =2:60 + 4-0 =120

Su maximo es el punto A

4. Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:

f.o. f(x,y)=2x+3y

x+y=2
2x+3y <6
s.a.
xz0
y=0
a)
6
5
!
~ 3
.\_\m‘\
11
-5 -4 -3 i 1 (| 1

f.o. .f'(x,y'_l =X+ 33}

fo.z=x+y

fo.z=15x+2y
Ix+4y =12

x=zy
0=x=<20
0<y<10

Vértices de la regidn factible :
A-(0,2) B-(2,0) C-(3,0)

fo. f(x,y) =2x+3y

2x+5y =300 2x+3y <120
x+py=90 xzy
5.4 S.d.
x=20 0<x=<45
y=15 y=0
SOLUCIONES :
E A.2:0+3:2= 6
g \ta)‘\ 4 5 6 7 8 9
B.2:2 +3-0= 4
| C.2-3+3-0=6
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“ Programacion lineal

b)

Vértices de la region factible :
D. (0,90) B.(0,15) C.(112,5,15)

fo. f(x,y)=x+3y

i SOLUCIONES :
A. 0+ 3-90=270
B. 0+ 3-15=45
C.112,5+ 3-15=157,5

Vértices de la region factible :
A.(24,24) B.(0,0) C.(45,10) D.(0,45)

f.o.z=x+y

SOLUCIONES: :
A. 24+24=48
B. 0+0=0
C.45+10=55
D. 0+45=45
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Programacion lineal

d)

Vértices de la regidn factible :
A.(1,7,1,7) B.(10,10) C.(20,10) D.(20,0)

f.o z=1,5x+2y

SOLUCIONES :
A.1,5-1,7+2-1,7=595
B.1.5-10 + 2-10=35
C.1,5-20+2-10=50
D.1,5-20 + 2-:0=30

5. Dibuja el recinto que cumple las restricciones:

x+2y<6
4x+3y <12
x,y=0

y analiza si los puntos (0,2), (3,0), (1,1) y (5,6) al conjunto de soluciones del sistema anterior.

A
ok .
; Los puntos (0,2), (3,0) y (1,1) estan dentro
2 de la regidn factible y el punto (5,6) esta
fuera de la regién factible.
!
B (55
3 -3 1 0. ? 4 g
=
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Programacion lineal

6. Dibuja el recinto que cumple las restricciones:

x+3y<9
x+y=10
x,y=20

y da seis puntos que sean solucién del sistema anterior

F2-¢

10

Este sistema no tiene solucion.

7. Maximiza la funcion f(x , y) = 3x + 2y sujeta a las restricciones:
2x+3y<15 2x+y<9 x20, y20

y da seis puntos que sean solucion del sistema anterior.

29 Bachillerato. Matematicas CC.SS. Il. Capitulo 3 : Programacion lineal. RESPUESTAS |IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
www.apuntesmareaverde.org.es 5 llustraciones: Creadas con GeoGebra

() O©




Programacion lineal

Funcién objetivo: f(x , y)= 3x + 2y (maximo)

a:2x+3y=15
Cuando (x=0,y=05) Cuando (x=6, y=1).
b: 2x+y=9
Cuando (x=0,y=9) Cuando (x = 4.5, y=0).
PUNTOS:
e A(O0,5)
e B(0,2)
e C(2,2)
e D(9/2,0)
e E(3,3)
e F(0,0)

{2x+3y=15 2x + 3y =15 2x + 3y =15

S2y=6-y=205y=3
2x+y=9 —-1Q2x+y=9) —2x—y=-9 YTOTYT;7V=

2x+(3:3)=15-2x4+9=15-2x=15-9-2x=6->x =3

SOLUCION:

e Fa=>(3:-0)+(2:-5)=10

e Fb->(3-4.5)+(2-0)=13.5

e Fc—>(3-3)+(2-3)=15, solucion C(3, 3), (maximo).
e FO->0

8. Sea S la region del plano definida por
y22x-4 y<sx-1 2y 2 x x20 y20

a) Representa la region S y calcula las coordenadas de sus vértices.

b) Obtén los valores maximo y minimo de la funcion f( x ; y) = x — 3y en S indicando los puntos de S en
los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.
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Programacion lineal

a: y=2x-4; Cuando x=0, y=-4 Cuando x=2,y=0
b: y=x-1; Cuando x=0, y=-1 Cuando x=1, y=0
C: 2y=X; Cuando x=0, y=0 Cuando x=2, y=1
d:x=0, e:y=0
PUNTOS
e A0,4)
e B(2,0)
e ((0,-1)
e D(1,0)
e E(0,0)
e F(2,1)
y=2x—4 2x—4=x-—1 _ o a _
{y=x—1 2x—x=—1+4_)x_3_>y_2 3-4-y=2
SOLUCION:

e Fa;y=(2-2)-4=0-> solucion, B(2,0)
e Fb;y=(2-1)-8=-6
e FO;y=(2-0)-4=-4
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Programacion lineal

9. Se consideran la funcion f(x , y) = 5x — 2y y la region del plano S definida por el siguiente conjunto
de restricciones:

x-2y<s0 x+y<6 x20 y<3
a) Representa la region S.

b) Calcula las coordenadas de los vértices de la region S y obtén los valores maximo y minimo de la
funcién f en S indicando los puntos donde se alcanzan

Funcién objetivo f(x, y)= 5x - 2y

a: x-2y=0;

Cuandox=0,y=0 Cuandox=2,y=1
b:x+y=6;

Cuandox=0,y=6 Cuandox=1,y=5
c:x=0; d:y=0
PUNTOS:

A (0,6)
B (1,5)
C (0,0)
D(2,1)
E (0,0)
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“ Programacion lineal

xX+y=6 x+y=6 Xx—y=6 o L )
{x—2y=0 —1(x+2y=12) _x_2y=_12—> 3y = 6—)y__3_)y_2
X+2=6->x=6—-2->x=4- (42)

SOLUCION:

e Fa—>4+2=6(Maximo)
e Fb—>4-(22)=0
e FO-0

10. Minimiza z=-3x-2y sujeta a:

-2X+y< 2; X-2y< 2; x2 0; y<3

Paso 1: Tenemos que obtener puntos por los que pasan la rectas para trazarlas.

-2x+y=2
X y
0 2
-1 0
x-2y=2
X y
0 -1
2 0
Ahora resolvemos los vértices por
medio de sistemas de ecuaciones
a) y=3
-2x+y=2 B=-2x+3=2B=-2x=2-3=x=0,5 a(0’5,3)
b) x=0
-2x+y=2 = -2:0+y=2 = y=2 b(0,2)
c) x=0
x-2y=2 = 0-2y=2 = y=-1 ¢(0,1)
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Programacion lineal

d) x-2y=2
y=3 Bx-2:3=2=x=2+6=x=8 d(8,3)
a) z=-3-0'5-2-3=-7,5 Solucion: el minimo se encuentra en
b) z=-3-0-2-2=-4 el punto D(8,3) y es -30

c) z=-3-0-2(-1)=2
d) z=-3-8-2-3=-30

a)Mediante la resolucion grafica del problema, discute si existen soluciones factibles y si
existe solucion 6ptima.

Si existe solucion 6ptima porque las soluciones no son infinitas

b) Si se afiade la restriccion: x + y 2 10, discute si existe solucion 6ptima y en caso afirmativo
calculala.

11. Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un armador, compuesta
por pesqueros de 500 toneladas y yates de 100 toneladas. Cada pesquero se tarda en
reparar 100 horas y cada yate 50 horas. El astillero dispone de 1600 horas para hacer las
reparaciones. Por politica de empresa, el astillero no acepta encargos de mas de 12
pesqueros ni mas de 16 yates. Las reparaciones se pagan a 100 euros la tonelada,
independientemente del tipo de barco. ;Cuantos barcos de cada clase debe reparar el
astillero para maximizar el ingreso con este encargo? ;Cual es dicho ingreso maximo?

Numero de pesqueros: x Numero de yates: y

Para organizar los datos realizamos una tabla
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Programacion lineal

Toneladas Horas Precio Coste Total
Yates 100 50 100 50000
Pesqueros 500 100 100 10000

Para obtener el ingreso maximo debemos maximizar f(x, y)=50000x+10000y

Restricciones: x20 y20 x<12 y<16 100x+50y<1600

100x+50y=1600

(SR
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X y

0 32

16 0
A) x=0

y=16 = A(0,16)
B) 100x+50y=1600
y=16 = 100x+50-16=1600 = 100x+800=1600 =
100x=800 = x=8 B(8,16)
C) 100x+50y=1600
x=12 = 100-12+50y=1000 =1200+50y=1600 =50y=400 = y=8 ((12,8)
D) y=0
x=12 = D(12,0)
Para saber cudl es el maximo sustituimos en la funcién cada uno de los puntos.

A) 50000-0+10000-16= 160000
B) 50000-8+10000-16= 560000
C) 50000-12+10000-0= 680000
D) 500000-12+10000-0= 600000

Solucién: El astillero tiene que
arreglar 12 pesqueros y 8

yates (Punto C) para obtener

el maximo beneficio (680000 euros)

|IES ATENEA Ciudad Real
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Encuentra el conjunto de soluciones de las inecuaciones siguientes:

a) x+y-7<0

b) 2x-y+320

c) y23

d) x<5

e) x20

f) y<o0

a) x+y-7=0

X
0
7 |0
0+0-7<0si

b) 2x-y+3=0
X y
0 3
-1.5 |0
2:0-0+320si

c) y=3;d)x=5; e)x=0; f)y=0

Region Factible
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2. Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:

Ix+4y<9
{Zx—y >12
12 3x+4y =9
X |1y
0 |2,25
3 |0
3-0+4-0<9Si
22 2x—y=12
X y
0 |-12
6 |0
2.0-0212No
\\Q g
2f-y=12
2N - /
N
™
-2 0 2 4 B 3 10 1
5 REO - 9
v+3x-7<0
{y -6x+11<0
12 y+3x-7=0
X Yy
0 7
23 |0
0+3:0-7<0Si
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22 y—6x+11=0

x |y
0o |-11
1.8 |0

0-6:0+11<0No

Regidn Faclible

x-2y<10 x20
c){ ” <

x+y=10 0<y<5
12 x-2y=10
X y
0 -5
10 |0
0-2-:0<10Si
22 x+y=10
X y
0 10
10 |0
0+02=10No
x=0;0=y=5
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Region Factible

3. Maximizar la funcion z = 3x + 3y sujeta a las restricciones:
x>0
y>0
x+y>0
x—=y>0

Region Factible

12x=0;22y=0;32x+y=0;42x-y=0
Cogemos el punto (10, 0) y sustituimos:
32 10+0>0 Si

42 10-0>0 Si
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4. Calcula el valor maximo y el minimo de la funcion f(x, y) = x + 2y sometida a las restricciones:

A) y<4
B) x<3
C) x-y<3
D) x-y=20

A)y
B) x
c) x

4
3
y

x | W

d) x-—

o
]
< O
IN

x |9 wl w| o
%)

N| =
N

0-0=0Si

Region Factible

f(x, y)=x+2y
A=(0,4)
B=(3,0)
C=(3,-3)
D=(2, 1)

A=0+24=8
B=3+20=3
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C=3+2(-3)=-3
D=2+21=4
El maximo es el punto Ay el minimo es el punto C

5. Se quiere elaborar una dieta diaria para ganado que satisfaga unas condiciones minimas de
contenido vitaminico al dia: 2 mg de vitamina A, 3mg de vitamina B, 30 mg de la Cy 2 mg de la D.
Para ello se mezclan piensos de los tipos P y Q cuyo precio por kilogramo es para ambos de 30
céntimos, y cuyo contenido vitaminico por kilo se recoge en la tabla adjunta. ¢ Como deben mezclarse
los piensos para que el gasto sea minimo? ¢ Cual es este gasto minimo?

A B C D

P 1 1|20 ] 2

Q| 4 3\ |#5:| 0

x --> pienso P (kg) // y --> pienso Q (kg) f(x, y) = 30x + 30y
x20;y20

Restricciones:

12 x+y>2

22 x+3y>3

32 20x+ 7,5y 230
492x>2

12x+y=2

X y

0

0+3:0>23 No

32 20x + 7,5y = 30

X

0

1.5 0
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42 2x =2
=1
022 No

Region Factible

Punto A= Rectas 32y 42 ----> 20x+ 7,5y =30; 2x=2

x=1

20-1+7.5y =30
y=4/3

A(1, 4/3)

Punto B= Rectas 12y 32 -—--> x+y=2; 20x+ 7,5y =30

(-20) - x+y=2
-20x -20y = -40
20x + 7.5y =30
y=4/5
Xx+4/5=2
x=6/5

B(6/5, 4/5)

Punto C=Rectas 12y 22 —-->x+y=2; x+3y=3

(-3)-x+y=2
-3x -3y =-6
X+3y=3
x=3/2
3/2+y=2
y="

C(3/2, %)

Punto D= (3, 0)
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f(x, y) = 30x + 30y

A=30-1+30-4/3=70
B=30:6/5 +30-4/5=60
C=30-3/2+30:1/2=60
D=30-3+30-0=90

Como existen 2 soluciones, La solucién seria todo lo que estd comprendido entre la recta de los puntos
ByC

6. Desde dos almacenes A y B se tiene que distribuir fruta a tres mercados de la ciudad. El almacén A
dispone de 10 toneladas de fruta diaria y el B de 15 toneladas, que se reparten en su totalidad. Los
dos primeros mercados necesitan diariamente 8 toneladas de fruta, mientras que el tercero necesita
9 toneladas diarias. El coste de transporte desde cada almacén a cada mercado viene dado, en euros
por tonelada, en el cuadro adjunto. Planifica el transporte para que el coste sea minimo.

M1 | Mz | M3
A| 10| 15| 20
15| 10 | 10

SOLUCION:

Disposicion de fruta y necesidades de los mercados

Toneladas disponibles

A 10

B 15

Toneladas necesita | 8 8 9

Sea, x:toneladas de fruta transportada de Aa M; ; y:toneladasde Aa M;

Escribimos la tabla con todos los transportes

M1 M; M3 Ofertas
A X v 10—-x-y 10
B 8—x 8-y 9-(10-x-vy) 15
Demanda 8 8 9
Costes 10x+15(8-x) 15y+10(8-y) 20(10-x-y)+10(x+y-1) z

La funcidn objetivo sera la suma de los costes que ha de ser minima:
z = 10x+15(8-x)+ 15y+10(8-y)+20(10-x-y)+10(x+y-1) = — 15x — 5y + 390

Las restricciones son:
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( x=0

x=0

> >

y=0 ( y=0
10-x-y=0 g 4X+YS10

\ 8-x=>0 nos queda Xx <8
8-y =0 L y =8
xt+y=1

9- (10-x-y) =0

o le i R
Los vértices son los puntos:
A(1,0) ; B(8,0) ; C(8,2) ; D(2,8); E(0,8) ; F0O,1)
Hallamos el valor de la funcién objetivo en cada uno de los vértices:
A: —15-1-5-0+390=375
B: —15-8-5-0+390=270
C: —15-8-5-2+390 =260
D: —15-2-5-8+390=320
E: —15-0-5-8+390=350
F: —15-0-5-1+390=385

M1 M, Ms Ofertas

A 8 2 0 10
B 0 6 9 15
Demanda 8 8 9

Desde A: 8 toneladas al mercado 1, 2 toneladas al mercado 2 y 0 toneladas al mercado 3.

Desde B: 0 toneladas al mercado 1, 6 toneladas al mercado 2 y 9 toneladas al mercado 3
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7. - Una empresa construye en dos factorias, F1 y F2, tres tipos de barcos deportivos (A, B y C). La
factoria F1 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 5 del tipo B y 1 del tipo C, siendo su coste de
mantenimiento mensual cuarenta mil euros. F2 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 1 de tipo By
2 de tipo C, siendo su coste mensual 20.000 euros. La empresa se ha comprometido a entregar
anualmente a un club deportivo 3 barcos tipo A, 15 de tipo B y 12 de tipo C. ¢Cuantos meses debera
trabajar cada factoria, con objeto de que la empresa cumpla su compromiso con el minimo coste?

DATOS:

40 (miles)
1 2 20 (miles)

Funcién objetivo: F (x, y) = 40x+20y

x+y=3
5x +y =15
x + 2y =12 sistema de inecuaciones
x=0
y=0

Para hallar el vértice B usaremos el sistema de ecuaciones:

{5x+y=15

X+2y = 12} despejamos la y de la 1ra ecuaciéon y = 15 — 5x

Reemplazamos el valor de y en la 2da ecuacion.
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x+2(15—-5x) =12

x +30 — 10x = 12 51((2))++ 3’_21155

x —10x = 12 — 30 Y=
T y reemplazamos el valor de x en la 2da y=15-10
- -9 y = 5

x=2
Entonces el vértice B es (2,5).

Ahora calcularemos cuantos meses deberd trabajar cada factoria usando los vértices y la funcién
objetivo:

A (0,15) =40:0 + 20:15 = 300 (miles de euros)
B (2,5) =40-2 + 20-5 = 180 (miles de euros)
C(12,0) =40-12 + 20- = 480 (miles de euros)

Por tanto, para que el costo de produccién sea minimo, la factoria 1 debe trabajar 2 meses y la factoria
2 debe trabajar 5 meses, en cuyo caso, dicho coste seria de 180 mil euros.

8. - En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se ha de tener
almacenado un minimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y, ademas, el
numero de bidones de aceite de oliva no debe ser inferior a la mitad del nimero de bidones de aceite
de girasol. La capacidad total del almacén es de 150 bidones. Sabiendo que el gasto de almacenaje de
un bidén de aceite de oliva es de 1 euro, y el de un bidén de aceite de girasol es de 0,5 euros,
écuantos bidones de cada tipo habra que almacenar para que el gasto sea minimo? ¢(Y para que el
gasto sea maximo?

DATOS:
CANTIDAD Costo
A. GIRASOL (x) 20 0,5
A. OLIVA (y) 40 1

Funcién objetivo: F (x, y) =0,5x +y

x+y <150
y =2 = . . .
2 sistema de inecuaciones
y>40 )
X y
0 150
150 0

Para saber por donde pasa la recta y=x/2 es necesario hallar los puntos por donde corta con la recta x

+y = 150, y la recta y=40.
Empecemos con las ecuaciones x +y = 150 / y=x/2
x+y =150
y = x despejamos la x de la 1ra ecuacién x=150 -y
2
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Reemplazamos la y en la 2da ecuacion

— 150-y
2
2y =150—y x+ 50 =150
2y —y =150 luego reemplazamos el valor de y en la 1ra ecuacién. x = 150 — 50
3y = 150 x =100
y =50

Ahora con las ecuaciones y=40 / y=x/2
_x 40 =1
y = - .7 2
{ 420} reemplazamos el valor de y en la 1ra ecuacion 4.9 =
y =
80 =x

Entonces la recta y=x/2 pasa por los vértices (100, 50) y (80, 40).

bxedVi<31 50)

40 60 80 100 120 140 Y 180 200 220 240

Ahora buscaremos los vértices y calcularemos el coste minimo y maximo con la funcién objetivo:

_ Seria el gasto minimo si se almacenan 20 bidones de aceite de

girasol y 40 bidones de aceite de oliva.

El vértice B lo calculamos mediante un sistema de ecuacion con las rectas x + y = 150 / x=20.

20+ y =150
} reemplazamos el valor de y en la 1ra ecuacién y = 150 — 20
y =130

B (20, 130) = 0,5 - 20 + 1 - 130 = 140 euros Seria el gasto maximo si se almacenan 20 bidones de aceite
de girasol y 130 bidones de aceite de oliva.

C(100,50)=0,5-100+1-50 =100 euros
D (80,40)=0,5-80+1-40 =80 euros

{x+y=150
x =20
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9. - Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos en una cantidad que es multiplo de 1000.
Conoce que la demanda de ambos productos conjuntamente es mayor que 3000 unidades y menor
que 6000 unidades. Asimismo, sabe que la cantidad que se demanda de un producto es mayor que la
mitad y menor que el doble de la del otro. Si la empresa desea vender toda la produccion: a) éDe
cuantos modos puede organizar la produccidon? b) Para obtener los maximos beneficios, écuanto ha
de ser la produccién de cada uno de los productos si uno se vende a un precio que es triple que el del
otro?

DATOS:
Producto 1 (x)
Producto 2 (y)

e, P I | B
x+y<6 0 3 0 .
{ > sistema de inecuaciones 3 0 6 0
x <2y
y=0
\ x>0

Para saber por dénde pasa la recta x >% es necesario hallar los puntos por donde corta con la recta

x+y > 3ylarectax +y < 6 (miles) Empecemos con las rectas x > % / x +y > 3 (miles).

x+y=3
{ c=2 } despejamos x de la 1ra ecuacion x = 3 —yluego la reemplazamos en la 2da.
2

2B3-y)=y

x+2=3
Luego reemplazamos el valor de y en la 1ra ecuacion {x =3- 2} Tenemos como resultado el punto

x=1
(1,2).

x+y=6
Ahora con las rectas { =2 } despejamos x de la 1ra ecuaciéon x = 6 — y luego la reemplazamos en
2
la 2da.
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X
( 6 — y = > 3
26-y)=y
12 -2y =y x+4=6
< 12 =y + 2y } Luego reemplazamos el valor de y en la 1ra ecuacion {x = 6 — 4; Tenemos el punto
12 =3y x=2
12
<=
\ 4 = J
(2, 4).

Y por ultimo tenemos la recta x = 2y, la cual es opuesta a la recta x > %, por lo tanto, tiene los puntos
opuestos: (2, 1)y (4, 2).

Tenemos dentro del conjunto 3 soluciones factibles representado graficamente con las restricciones:

(2,3),(3,2)y(2,2).

PRODUCTO 1 |[PRODUCTO 2| Aqui tenemos la respuesta a la pregunta “a”.
2000 3000 . o ) N
3000 2000 Ahora busquemos los maximos beneficios, écuanto ha de ser la produccion de
2000 2000 cada uno de los productos si uno se vende a un precio que es triple que el del
otro?

La funcidon objetivo seria la siguiente: F (x, y) = k (x + 3y)

F(x,y) =k (2+3:3) = 2k +9k = 11k Se debe fabricar 2000 unidades del producto 1 y 3000 unidades del
producto 2.

F(x,y)=k(3+3:2) =3k +6k = 9k
F(x,y) =k (2 +3-2) = 2k +6k = 8k

10. - Una empresa dedicada a la fabricacion de piezas de auto- Fab.1 | Fab.2 | Fab.3
movil tiene dos factorias que producen, respectivamente,
8000 y 15000 piezas mensuales. Estas piezas han de ser | Fact. 1 6 13 2
transportadas a tres fabricas que necesitan 10000, 7000 y
6000 piezas respectivamente. Fact. 2 4 4 12
Los costes de transporte, en céntimos de euro, por pieza son los que aparecen en el cuadro adjunto. ‘iudad Real

¢Como debe organizarse el transporte para que el coste sea minimo? del Campo
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X= n? piezas que la factoria 1 le entrega a la RESTRICCIONES:

fabrica 1. x<10000 -y <7000
Y= n? piezas que entrega la factoria 1 a la

. <

fabrica 2. X +y <8000
x+y=2000
x=0 y=0

f.o=12x+ 19y +60 000

?ssle .C
.A -B
000 —2000 =1000 0 1000 200 3000 4000 5000 6000 7000 a?nc 9000 10000 Al

SOLUCIONES :

VERTICES DE LA REGION FACTIBLE : A.12-2000 + 19-0 + 60.000= 84.000
B. 12-8000 + 19-0 + 60.000= 156.000

A.(2000,0) B.(8000,0) C.(1000,7000) C.12-1000 + 19-7000 + 60.000= 205.000
D.12:0 + 19-7000 + 60.000=193.000

D.(0,7000) E.(0,2000) E.12:0 + 19-2000 + 60.000= 98.000

RESULTADO :

Para que el coste sea minimo se deben transportar desde la factoria 1: 2000 piezas a la
fabrica 1 y ninguna pieza a la fabrica 2.
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11. - Una persona va a iniciar una dieta y recibe las siguientes recomendaciones:

- Debe tomar una mezcla de dos compuestos D1y Dz

- La cantidad total diaria que puede ingerir, una vez mezclados los compuestos, no debe ser superior

a 150 gramos ni inferior a 50 gramos.
- En la mezcla debe haber mas cantidad de Di1 que de D:

- La mezcla no debe contener mas de 100 gramos de D

Se sabe que cada gramo de D; aporta 0,3 mg de vitaminas y 4,5 calorias y cada gramo de D; aporta
0,2 mg de vitaminas y 1,5 calorias. ¢Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener la
maxima cantidad de vitaminas? ¢Cudntos gramos de cada compuesto debe tomar si desea el

minimo posible de calorias?

x=gramos compuesto D1

y=gramos compuesto D2

FUNCIONES OBJETIVO :
-Vitaminas: 0,0003x + 0,0002y
(minimizar)

20
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RESTRICCIONES :

x+y <150 x+y =50
x <100 x>y

x =0 cy=0

-Calorias: 0,0045x + 0,0015y
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Vértices de la region factible :
E.(50,0)

A.(25,25)

SOLUCIONES (Vitaminas) :
A.0,0003-25 + 0,0002-25=0,0125
B.0,0003-75 + 0,0002-75=0,0375
C.0,0003-100 + 0,0002-50= 0,04
D.0,0003-100 + 0,0002-0= 0,03
E.0,0003-50 + 0,0002-0= 0,015

B.(75,75) C.(100,50) D.(100,0)

SOLUCIONES (Calorias) :
A.0,0045-25 +0,0015-25= 0,15
B.0,0045-75 + 0,0015-75= 0,45

C. 0,0045-100 + 0,0015- 50=
0,525

D.0,0045-100 + 0,0015-0= 0,45
E. 0,0045-50 + 0,0015-0= 0,225

RESULTADO : Si quiere obtener la maxima cantidad de vitaminas debe tomar
100gr del compuesto D1 y 50gr del com puesto D2.

Si desea el minimo nimero posible de calorias debe tomar 25gr del compuesto D1

y 25gr del compuesto D2.

12. - Una promotora pretende disefiar una urbanizacién con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y
blogques de pisos. Los bloques de pisos no deberian ser mas de un 40% de las edificaciones que se
construyan. La urbanizacion tendria como mucho 12 chalets y como poco 2 bloques de pisos.

a) {Qué combinaciones de cada tipo de viviendas son posibles? Plantea el problema y representa

graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢éQué combinacién hace mayor la diferencia entre el nimero de chalets y de blogues de pisos?

x=n? de bloques de pisos RESTRICCIONES :
x+y<15 x=2 x<6
y=n? de chalets y<12 -x=0

|IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
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a) COMBINACIONES POSIBLES :

A. (2,12), 2 bloques de pisos y 12 chalets.
B. (3,12), 3 bloques de pisos y 12 chalets.
C. (6,9), 6 bloques de pisos y 9 chalets.
D. (6,0), 6 bloques de pisos y ningin chalet.
E. (2,0), 2 bloques de pisos y ningun chalet.

b) La combinaciéon que hace mayor la diferencia entre el numero de chalets y de
bloques de pisos es la combinacidn A, en la que se harian 2 bloques de pisos 'y 12
chalets.

13. Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre
farolas y jardineras. Hay 40 farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el nimero de
jardineras colocadas no sea superior a una tercera parte del de farolas colocadas, pero de forma que
por lo menos un 20% de las piezas que se coloquen sean jardineras.

a) ¢éQué combinaciones de piezas de cada tipo se pueden colocar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Qué combinacion hace que la diferencia entre el nimero de farolas y de jardineras colocadas sea
mayor? ¢Es la combinacién donde mas piezas de mobiliario se colocan?
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a)
Llamamos:  x =numero de farolas y = numero de Jardineras
Condiciones:

Xx+y=20

x <40
y<12

y <x+3
y20,2 (x+y)
x20

y=20

25

=10

-15

Calculamos los vértices de la zona sombreada:

Vértice A:
y=x/3

Xx+y=20
Entonces:
x=15,y=5
Vértice B:
x+y=20
y>=02(x+y)
Entonces:
x=16,y=4
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Vértice C:
y=02(x+y)
x=40

Entonces:
x=40,y =10

Vértice D:
x=40
y=12

Entonces:
x=40,y =12

Vértice E:
y=12
y=x/3
Entonces:

x=36,y=12

b) Si el objetivo es que la diferencia entre el nimero de farolas y el de jardineras sea maxima:

f(x,y)=xy
En A(15,5) f(15,5)=5
En B(16, 4) f(16, 4) = 12

En C(40, 10) f(40, 10) = 30
EnD(40,12)  f(40,12) =28
En E(36, 12) f(36, 12) = 24

El valor maximo esta en el vértice C(40,10) luego seran 40 farolas y 10 jardineras .
Para averiguar el mayor numero de farolas y jardineras sera:

f(x,y)=x+y
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En A(15, 5) f(15,5) =20
En B(16, 4) (16, 4) = 20
En C(40, 10) (40, 10) = 50
En D(40, 12) (40, 12) = 52
En E(36,12) (36, 12) = 48

El valor maximo estd en el vértice D(40, 12), es decir 40 farolas y 12 jardineras.

Luego NO coinciden

14. Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1100 m2 para
aparcamiento y area recreativa infantil. La superficie de area recreativa ha de ser de al menos 150 m2.
El aparcamiento ha de tener como poco 300 m2 mas que el area recreativa, y como mucho 700 m2
mas que la misma. El aparcamiento le cuesta 15 euros por m2, y el area recreativa 45 euros por m2.

a) éQué combinaciones de superficie dedicados a cada tipo de servicio se pueden adecuar? Plantea el
problema y representa graficamente las soluciones.

b) é¢Cual es la combinacién mas cara? ¢Coincide con la que dedica mas espacio al aparcamiento?

a) Llamamos:
x = Aparcamiento en m? y = Area recreativa en m?

Condiciones:

Xx+y<1100
y 2150
x2y+300
x<y+700
x20

y=20

Con este sistema de inecuaciones obtenemos la siguiente grafica:
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La zona sombreada seria la solucion, entonces calcularemos los distintos vértices:

Vértice A:
x=y+ 300
y =150

Entonces: x =450y = 150

Vértice B:
y =150
x=y+ 700

Entonces x =850y =150

Vértice C:
x=y+ 700
x+y=1100

Entonces x =900y = 200
Vértice D:
x+y=1100

x=y+ 300
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Programacion lineal

Entonces x =700 y = 400
b)La solucién mas cara seria:
f (x, y) = 15x + 45y
Sustituyendo en los vértices:
A(450, 150) f(450, 150) = 13 500
B(850, 150) f(850, 150) = 19 500
C(900, 200) f(900, 200) =22 500

D(700, 400) f(700, 400) = 28 500

El maximo seria el vértice D(700, 400) entonces la solucidn mas cara serd 700 m? de aparcamiento y 400

m? de &rea recreativa .

Si el aparcamiento debe ser maximo serd el vértice C(900, 200)entonces dedicaremos 900 m2 al
aparcamiento y 200 m2 al drea recreativa .

NO coinciden.

15. Una empresa esta seleccionando empleados con contrato eventual por un aiio y con contrato fijo.
El sueldo anual (en miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15. La
empresa tiene un tope de 480 (miles de euros) para pagar los sueldos anuales de los empleados que
contrate. Los empleados fijos han de ser por lo menos 10, y no mas de 24. Ademas, el numero de
eventuales no puede superar en mas de 14 al de fijos. a) ¢Qué combinaciones de empleados fijos y
eventuales se puede contratar? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de
soluciones. ¢Podria contratar 24 fijos y ningin eventual? b) Si el objetivo es contratar el mayor
numero total de empleados écudntos ha de contratar de cada tipo? ¢Y si el objetivo es contratar el
mayor numero de eventuales?

a.) Llamamos: x = n° Contratos Eventuales vy = n2 Contratos Fijos
Condiciones:
8x + 15y <480

y=210
y=24
x<y+14
x20
y20
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Calculamos los vértices de la zona sombreada:

vértice A:

y=10

x=y+14 x=24 y=10
vértice B:

x=y+14

8x + 15y =480 x=30 y=16
vértice C:

8x + 15y =480

y=24 x=15 y=24
vértice D:

y=24

x=0 x=0 y=24
vértice E:

x=0

y=10 x=0 y=10

El punto (0, 24) estd en la zona sombreada, luego podra contratar a 24 empleados fijos y

ninguno eventual.

b) Si se quiere contratar al mayor nimero de empleados seria:
f(x, y) =x+y

Luego:
En A(24, 10) f(24,10)=34
En B(30, 16) f(30, 16) =46
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En C(15, 24) f(15,24) =39
En D(0, 24) f(0, 24) = 24
En E(0, 10) f(0, 10) = 10

En el vértice B(30, 16), el valor es 46. Por lo tanto, habria que realizar 30 contratos
eventuales y 16 contratos fijos.
Si se quiere contratar al mayor nimero de empleados eventuales sera:

f(x, y) =x
Segun los vértices:

En A(24, 10) (24, 10) = 24
En B(30, 16) f(30, 16) = 30
En C(15, 24) f(15, 24) = 15
EnD(0,24) f(0,24)=0
En E(0, 10) (0, 10) =0

Cogeriamos el vértice B(30, 16), luego habria que realizar 30 contratos eventuales.

16. Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas (A y B) que puede
trabajar en ellas, a lo sumo, 300 horas mensualmente.

Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5 horas. Por otra parte, en la linea
B se deben cubrir al menos 15 servicios mensualmente y, ademas, el autobis no puede prestar
globalmente mas de 90 servicios cada mes entre ambas lineas.

a) éCuantos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de las lineas? Plantear el problema
y representar graficamente su conjunto de soluciones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado de 60 euros y 180 euros
en las lineas A y B respectivamente, écuantos servicios le convendra realizar en cada una para
maximizar el beneficio total? ¢Cual sera su importe?

a) Llamamos: X = n2 servicios Linea A y = n2 servicios Linea B

Objetivo: f(x, y) = 60x + 180y
Condiciones:

2x + 5y £300
y 215
X+y<90
x 20
y 20
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Calculamos los vértices de la zona sombreada obtenida:

vértice A:

x=0

y=15

Entonces x=0 vy=15
vértice B:

y=15

Xx+y=90

Entonces x=75 y=15
vértice C:

Xx+y=90

2x + 5y =300

Entonces x=50 y=40
vértice D:

2x + 5y =300

x=0

Entoncesx=0 y=60
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b.) Entonces la funcidon a maximizar en cada uno de los Vértices

f(x, y) = 60x + 180y

En A(0, 15): f (0, 15) = 2700
En B(75, 15): f (75, 15) = 7200
En C(50, 40): f (50, 40) = 10200

En D(0, 60): f (0, 60) = 10800

Luego la solucidn seria el vértice D(0,60); ningun viaje la linea Ay 60 la linea B .

El beneficio seria 10800€.

17. En una fabrica de cajas de cartdn para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A
que requiere para su construccion 4 m de papel decorado y 0,25 m de rollo de cartén, que se vende a
8 euros, y la caja B que requiere 2 m de papel decorado y 0,5 m de rollo de cartén y que se vende a 12
euros. En el almacén disponen Ginicamente de 440 m de papel de regalo y de 65 m de rollo de cartén.
Si suponemos que se vende toda la produccidn de cajas, écuantas de cada tipo deberan de fabricarse
para que el importe de las ventas sea maximo? ¢A cuanto ascendera?

x = NUmero de cajas tipo A y = NUumero de cajas tipo B
Ax+2y < 440
0,25x+0,5y £ 65

x=0
y=0

Resultados

X=60

Y=100

1680S en total de las ventas
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18. Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A
un precio de 9000 euros y el modelo B a 12000 euros. La oferta esta limitada por las existencias, que
son 20 coches del modelo A y 10 coches del modelo B, queriendo vender al menos tantas unidades
del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir los gastos de esta campaiia, los ingresos
obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36000 euros.

a) éCuantas unidades de cada modelo se podran vender? Plantea el problema y representa
graficamente su conjunto de soluciones.

b) ¢ Cuantos coches debera vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ¢ Cual es su importe?

a) Llamamos: x =coches a vender del modelo Ay =coches a vender del modelo B
Objetivo: f(x, y) = 9000x + 12000y

Condiciones:

x< 20

y< 10

X2y

9000x + 12000y = 36000
x 20

y 20
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5|y /

20

Calculamos los vértices de la zona sombreada obtenida de 5 lados:

vértice A:
X=y
9000x + 12000y = 36000
vértice B:
9000x + 12000y =36000
y=0

vértice C:

y=0
x=20

vértice D:
x=20
y=10

vértice E:
y=10
X=y

a) Analizamos los vértices de la zona sombreada
f(x, y) = 9000x +12000y
En A(12/7,12/7)
En B(4, 0)
En C(20, 0)
En D(20, 10)
En E(10, 10)

El valor maximo serd en el vértice D(20, 10), es decir, debe vender 20 coches modelo A y 10 coches
modelo B para que sus ingresos sean maximos(300000€).
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AUTOEVALUACION

1. Indica cual de las inecuaciones siguientes es estricta:

a)5x+2y<7
Esta inecuacion es estricta
b) 5x -2y <7 i
c)5x+2y=7 it
d)5x+2y>7 N
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2. Indica cual de las regiones factibles de los sistemas siguientes es acotada:
X+y=25
a){ x=0

y>0

X+y<5
b){x2=0
y>0

Xx+y<-5

c) | x=20

IES ATENEA Ciudad Real
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X+y>8
d 4 x=20
y>0

.........................

Ninguna de las regiones factibles anteriores esta acotada.

3. Indica cual de las regiones factibles de los sistemas siguientes no posee solucion:

No tiene solucion.

b) x>0 No tiene solucidn.

x+y<-5
c) x=0
y>0

No tiene solucién.

x+y>8
d) x=0
y>0

No tiene solucion.

4.Indica cual de las afirmaciones siguientes es cierta:

a) La solucién de un programa lineal esta siempre en un vértice.
No es cierta esta afirmacion
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La solucién de un programa lineal esta en la region factible

b) La solucion éptima de un programa lineal siempre se encuentra en la frontera de la regién factible. Es
cierta esta afirmacion

c) La region factible determina la funciéon objetivo.
No es cierta esta afirmacidn. La regidon factible determina una serie de restricciones lineales.

d) En un programa lineal se optimiza la regién factible.
No es cierta esta afirmacion. En un programa lineal se optimiza la funcién objetivo

5. Una nueva granja estudia cuantos patos y gansos puede albergar. Cada pato consume 3 kg de
pienso por semana y cada ganso 4 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso
permite comprar 700 kg semanales. Ademas, quieren que el nimero de patos sea mayor que el de
gansos. Denomina x al nimero de patos e y al de gansos. ¢Cual es el maximo de animales que podria
albergar la granja?

x = N.2 de patos y = N.2 de gansos
X=y 3x +4y =700
Restricciones X |y X y
- 3x+4y <700 0 |0 0 175
- x>y
- x20 y=20 50 | 50 23330

3x +4y <700 Tomando como referencia (0,0)
0+0 <700 Es correcto
x >y Tomando como referencia (50,0)

50>0 Es correcto
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6. Para este problema la funcion objetivo es:
b) x + y—» Max
Porgue quiere meter el maximo nimero de gansos y patos.

7. Para este problema las restricciones son:

x=>20y=>0
d) X >y
3x + 4y < 700

8. Resuelve el problema e indica si la solucion es:

VERTICES:

X=y 3x+4y=700; x=100, y=100, (100, 100)
y=0 3x+4y=700; x=700/3,y=0, (700/3, 0)
x=0 X=y ;0 x=0 , y=0 , (0,0)

Sustituyendo en la funcién objetivo, z=x+y, el maximo en (700/3, 0), luego la solucidn es:

c) 233 patos y ningun ganso.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Calcula los siguientes limites:

lim2=2

x-0

. _ .1
lim x 5= lim <=0
xX— + X+ 00X
lim t= -1 =1
x>-3x2 (=32 9

lim x° = (—00)5 = —0
X— —0

lim (-7) = -7

X— —0o

2.- Halla los siguientes limites:
a) lim x7 = +o

X— +00 X— —00

b) lim x” = —oo

. 7 — _ ] - =
d) xl—erOQ \/; - *® e) xEToo x7 0
g) lim 7* = +oo h) lim 7* =0
X— +00 X— —00 )
j) lim (v7)" =0 k) lim 7z = 1
xX— —00 X— +00
m) lim x> = 4o n) lim x°>= —oo
X— +00 X— —0 1
0) lim Vx?2 = 4o p) lim —=0
X—> —00 X— 400 X
r) lim 5% = +oo s) lim 5*= 0
X— +00 X— =00
. 1\* . 2
u) lim (—) = +o0 v) lim 4* = +4o0
x— —oo \3 X— +00
3. Halla los siguientes limites:
2 1 2
a) lim P22 lim E= lim x =+
x—+o00 Xx—3 (o] x—+00 X x>+
2 2
b) lim 22 lim £ = lim x=—-o
X——0co X— oo xX——oo X X—>—00
) lim B lim X lim 1_E
¢ X—+oo 3x2 T o x—+oo 3x2 _x—>+oo3 B

Textos Marea Verde

9 lim (2) =0

x— +00 \3

w) lim 4%* = 4oo

xX— —00
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2 2
. x“+1 [ . X . 1 1
d Ilim =% === lim —=Ilim =z
x——o00 3X ] x—>—00 3X x——00 3 3
. 1-x6 o . —x6 . _xt
e) lim ———=—=1lim —=1lm —=-0o
x—+o0 3x4+2x—-1 (o] x—+00 3x x—+o0 3

. 1—x6 00 . —x6 . —x*
f) lim —S———= —=lim —S=Ilm ——=-»
x——o00 3x“+2x-1 0o 3x xX——00
xX—>—00
1—x4 oo —x*
Iim ————= —=1lim —=1m 1=1
g) x—>+00 —x*+2x2-5 5] -x* xotoo
x—+
. 16 0o . 16
h) lim —=—= lim —=0
x—+00 X—2 0o x—>+00 X
2 2
. . x“—2x+3 0o .
i) lim lim == 1lm -=0

x—>+00 x3-3x2-5 0 x5t X3 xotoo X

j lim =——=—
l) x——00 x3-3x2-5 00 xo—0c0 x3 x—>—00 X

. 1-x*
k lim —————=—
) x—>+oo —x*+2x2-5 o x—>+oo —xt xSt

16

x—>—00 X—2 0o xX——0 X

4. Determina el limite de estas funciones:

a) lim Bx+1)=0w0+1=0
X—+00

b) lim —=—==0
x—>—oco X+1 —oo
¢) lim (x2 —5x+6) = lim (x2) = 4
X—+00 xX—+0o
d) lim B—x+x%—-x3) = lim (—x3) = —=(—x) =
X—>—00 X—>—00
. x—4 _ co—4 _
e) Jim (3-77)=(3-"7) =~
f) lim 2*71 =2 =
X—+00

g tm (9 =) =0

2z 2
h) lim 33x-1=3x=3%=1
X—+00

i) lim (x +3)(2x = 3) = lim (=00)(—00) =+

o 1. X243x-2 o . .,
j) lim ————— =—=Indeterminacion.
xX—+00 ©
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Limites

; x24+3x-2 ; x2 .
lim ————= lim == lim x=+4o

X—+00 X x>+ X X—>+ 00
. 3

k) lim V2x3+1

xX—>—00

. 3 . 3 . 3 3 . 3 .
lim V2x3+ 1= lim V2x3= lim ¥Y2Vx3= lim Vx3= lim x=—o0
X——00 xX—>—00 xX—>—00 X——00 xX—>—00
I) lim (—x3+8x2—x+8)=-

X—>+00
m) lim Vvx?2—-3x—2 = lim vx?= lim x=+o

X—+00 X—+00 X—+00

6x—2

n) lim ————=—=Indeterminacion.

x——o00 3x°=7x+1 o0

. 6x—2 . 6x

l —_— = — :0
X——00 3x3-7x+1 x——o0 3x3
U 3x%2-8x+16
f) lim ——— = 4o

xX—+00 35

5-2x+3x? x3 0o
o) lim ———— = Indeterminacion.
X—+00 2x2—-5x—4 o

5—2x43x2%—x3 . —x3

Iim ————— = lim —= lim ———(+oo)——

x—>+00 2x2-5x—4 x—>+00 2X%2  x—>+too 2

5.- Determina los limites de estas funciones:

Vx2+3 (o Vx2 . x 1
a) lim =(=)= lim —= lim —=-=
x—>+00 2x+1 xX—+co 2X x—+00 2X 2
. Zx +x—1 . 2x? . 2x
b) lim ( ) lim 22 lim — = lim —= 4o
x—+00 x2+ x>+ VX2 xoto X x—+o00 1
. Zx +x—1 o 2x . 2x? . 2x
c) lim (—) lim = lim — = lim — = 4o
xX——00 x2+ ) x——oco VX x—>—00 X x——oo0 1
-12x+9 o0 . 2x? . S
d) lim 3 (—)= lim 22 = lim 2 = lim 2x75 =2 = +oo
X—+00 x5+5x e8] xX—>+00 ,/ xX—>+00 X3 xX—>+00 0
Vx+x (oo . x
e) lim (—)= lim £=1=1
x—->+o0o X 0 x—+00 X 1
7x+v3x-2 oo 7x 7
f) 1 —— —=(—=)= lim ==-
xX—+00 2x o xX—+00 2X 2
2x—V6+x [0} . 2x 2
g)lim ———=|—)= lim —=-=1
x—>+oo 2x+4 co x—+00 2X 2
. VaxZ+1+2x 0 . Vx2+2x . x+2x . 3x 3 1
h)lim —————=(—) = lim ——=1 = e
x->- 6x-3 X——00 x x—>—00 6X X——00 6X

6. Calcula los siguientes limites:

-4 — —_— =
o) liny~* = lim 2 = o
b) lim 4x* = o0
X—00
3
c)h m-—z=5= +o0
X2
d) 11m— = lim—— =

-0 5 x—0 5x2
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Limites

)l i O 0
e)lim - =
-0 3 3
. 2x*—3x -1 2x*
im — =00
f)x—wo 3 + 3 X—00 x3
lim —=0
g) im —
h)lim 37* =0
X—00
i) lim 37 =3 =
X——00
- 21*
j) lim H =0
x—oo L3
Olim —5 = lim 2 = lim X
im—=lim—=1lim—=o
)x—>oo1/x2 2 X—00 X2 x—>oox2
D lim ( 2 + 3 ) 2 + 3 0
im = —4—=
x—0 x24+1 x4+ 2 ©
7. Resuelve los siguientes limites.
4x%-1  6x . 24x3-6x .24
a) lim . = — = =0
x—o00 5x x3+1 X—>00 5x4+5x X—00 5x
b) lim x2+45  5x3 . x*+17x2+60 . x* 1
e 172 x2412 7 x50 —10x*4+5x3  xooo—10x* 10
. 2x2+3 . 6x—x2 ) x3+30x2+9x . x2
c)hm( + )=11m—=11m—=oo
X——00 5x 3x X——00 15x x——o0 15

8. Halla los siguientes limites de funciones:
a) lim(x3—12x) = o

X—00
o I = =
c) lim(x? —4x) =
X—00
d) Jim (= 5) = (0= 0 =
e) lim(x —x?) = —o0
X—00

f) lim(2x — 3)* = (00)® = oo
X—00

g) ;im (x3+5x2-3) =

h) lim[(x2+1)2 +4x] =0 + w0 =
X—00

9.- Calcula los siguientes limites:

a) lim [Zx —7x+3] > lim 2x3 =

x>+ X—>+00
. 2 . 2 2
b) lim ———-> lim —===0
x——00 3x2—5x+2 x——o00 3x2 [e9)
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Limites

c) lim [4x*—7x+5] > lim 4x* = o
X——00

X——00

d) lim [-3x°> 4+ 2x — 4] - lim (—3x°) =
xX——00

X——00
e) lim [-x?+3x—2] > lim (—x?) = —o
X—+00 x>+
x2—7x+5 2x2
lim ———=— Indet - lim =-1
X—+00 — 2x2+4x 3 x—+00 —2x2
. Vx2+7 Vx2 x 1
g) lim =—Indet—> lim = - lim w3
x—+c0 2X x—+oco 2X x—>+002x
3 3x212
xX*—=3x4+2
h) lim ——=—= =2 Indet - lim lim = = lim = = Yoo = o
)x—>—oo 3\/4.xZ+5 xX—— 003\/ x——00 4x2 X——00
\/_+3
i) lim Indet - lim =
)x—>+oo V2x— x—+o00 V2 x—)+oo 2x
. 3x5-2x+1 3x5 .
) — = Indet - lim — = lim 2= -
x——co 7x%*—2x x——00 7X x——0o0 7
; —x%-5x+1 —x? . -1 -1
k) lim S ——Indet—> lim — = lim —=—=0
x—+00 2x°-3 X—+o0 2x3 xX—+00 2X 200
-2 . -2 2
[) lim = lim —=—=0
x——00 1—x3 X——00 —x3 —00
10. Calcula los siguientes limites.
. x2-1 1+2x2
a) lim (—— =00 —
x—+00 x 2x-1
. x2—-1 1+2x? . x2-1)(2x—1)|-[(1+2x2)(x)
lim (___): lim ([( ) 1-[( ) ]):
x—>+00 x 2x—1 x—+00 (x)(2x-1)
) 2x3—x%2-2x+1-x—2x3 . —x2%2-3x+1 . —x2 -1
= lim == lim [————)= lim (—=)=—
xX—+00 2x2%—x X—+00 2x2—x x—+oo \2x2 2

b) lim (VaZ —2x—x) =0 —
x—+00

7 5o (\/x2—2x—x)(\/x2—2x+x))
xl—l)l-l‘{loo( x zx X) - xl—l>I-Poo( («/ﬁm)

Il

T_.

8
/\

(\/x2 2x) —(x)?
(Vx2-2x+x)

+ oo
—2x
= lim (222X lim 2 = lim x_ =
X—>+00 (\/x2 2x+x) T Xt (Vx2-2x+x) X—>+00 \/x2—2X+£
X X

lim 2 lim [ —%— | == lim 2 =—2 _=-2-_4

x—+00 x2-2x x—+00 x2 2x x—>+00 2 V1+0+1 2
> +1 —5— 2+1 1+;+1
x x2 x

c) li!}l (Zx —-v1+ 4x) = oo Elorden de 2x es mayor que el de vV4x
X—>+00

d) lim (\/9x2 +3x—3x) =0 — o
lim (mx _ 3x) — lim <(\/9x2+3x—3x)(\/9x2+3x+3x)) _

X—+00 xX—+00 (v9x2+3x+3x)
3x
9x2+3x—9x2 . 3x . <
11 llm —_—— | = llm —_—
X—>+00 (v9x2+3x+3x) T x5+oo (V9x2+3x+3x) X—+00 9x2+3x+3_x
X X
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Limites

. 3 . 3 . 3 3 3 3 1

=lim|—|=1lim|—|=lim|— | ==——=—====

x—>+00 9x24+3x x—+00 9x2 3x xX—+00 3 Vv9+0+3 3+3 6 2
—z 3 FZRP AL Ityt3

e) xl_i>l_noo(x —VxZ —4x)=—00— 00 = —

f) lim (x+Vx2 —4x) = —0 + o
llm (x + Vx? — 4x) = llm (—x + \/(—x)z — 4(—x)) = Jli_{{)lo(\/xz + 4x — x) =

X—>—00
— lim <(\/x2+4x—x)(\/x2+4x+x)> — lim (\/x2+4x)2—(x)2 — lim <(x2+4x)—x2> _
T xo (Vx2+4x+x) T xooo \ (VaZrax+x) | x—oo \(VxZrax+x))
= lim () = Jim () = Jim (25) = 4 =2 =2
X—00 ( 2+4x+x) o X—00 (\/97+x) _x—>oo x+x) 141 2
11. Calcula los siguientes limites:
2x-1 . 1), _ . 2x—1
a) lim (1 +l) =1% calculamos exErPoo(Hx 1)q@x-1) _ exﬂinoo( ) = e?
X—+00 X
6x+2 . 3 —18x+6
X—+00
3x+2 . . 3x+2 3
C) lim (2 - 4X—1) = 100,' exl—l’glw(z_ )-(3x+2) = exl—1>£-noo( 4x ) = eZ
X——00 4x
3x+1 . X . —9x+3
d) lim (L) = 100; exl_l)l_noo(m—l)-(3x+1) = exl—l>r—noo( x+3 ) = 6_9
x—>—00 \X+

2 x-1 . (x2+1_ ) B L (x=1
e) lim (x +1) = 100; exlll"pw x2 1) 61 = exl—1>IJ;noo( xZ) =e0 =1

X—+00 x2
2 x+6 . (xZ—x+2_ ) (—x2—5x+6)
f) lim (%) = 100; exl—lgl—noo x2+1 1 (x+6) l_1>+°° x2+1 —e1
X—>+00 X

2
2_ i X714 (L i 2
g) lim (x 1)2x — 100; exl—l>r—noo(x2+1 1) (Zx) — exlll—noo( 2(x3+x)) — eo =1

1-— %)1—35 = 1 exEan(l_;_l)'(l_x) _ ex1—i>r_n°o(2xx_2) _ 2

12. Calcula los siguientes limites:

a) lim [\/x2 + 2x — x] = o0 — oo Indeterminacion
X—00

. Vx2+2x+x (VxZ+2x—x) - (Vx2+2x+x) x%+2x—x2
N ) L YXTHZXx _
ill?o [( x% +2x — x) Vx2+2x+x] x—»oo [ Vx2+2x+x 9£—>oo(\/x2+2x+x

. 2x . 2
= lim(—=—) = lim(——=—) = 775 =
.X'( 1+;+1) ( 1+}+1)
, x3+27 -33 +27 _
b) llm[ > ] o Indetermmauon
x——-3 L x4-9 —34-9
i [x3+27] [(x+3)(x —3x+32)] i [x —3x+32] -32-3.(-3)+32 27 _ -9
x—»—3 L x%2-9 x_> 3 (x—3)(x+3) x_> 3 x—3 -3-3 -6 2
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Limites

. 2 3 2 3

c) llm[2 ——]=———=0—O=O
x—oo Lx“+1 x+2 o] [e]

[2x4—3x—1
x3+43

d) lim

X—00

] = oo ya que grado del numerador > grado del denominador

13. Calcula los siguientes limites:
a)limx+4%) =0+4° =0+ 0=0w
X—00
-1

. 3x2-5\% . .,
b) lim ( ) = 1% — Indeterminacién
x—00 \3X2+Xx

i 9(0) — ,Jim g-F0-1]
Jim [£ ()] e

Calculamos f(x) — 1 - (3X2_5) — —X=5

3x%2+x 3x%2+x
) _ —5x%2—x3+45+x
3x2+x 3x2+x

Calculamos g(x) - [f(x) — 1] » (x> — 1) - (

x“=1 . —5x2—x3+5+x
. 3x2—5 lim ————— —
hm (3x2+x) = @x—>0 3x2+x =e ® = 0

X—00

1-x
¢) lim (1 — i) = (1)® - Indeterminacién

X——00
lim (1—x)~(1+3—1) lim a-x-2 lim =% -2
e x——00 X = @x—->—0 X = @x—->—0 X = e
x2-2x+2 X =3x 1\®
d) lim (Z22) = (3) =
X——00 \2X“+3X—2 2
e) lim (x + 37*) = —o0 4+ o0 — Indeterminacion
X——00

Cambiamos x por — x; X & —00, —X — 00

lim (—x +37(9) = llm(3x—x) = lim 3* = o

X—00 X—00
. YXHVX o . ., Vx+Vx X
f) )ll_)r{.lo il o6 Indeterminacion )11_)1‘{)10 N il_)rgf 1
\/4x2—5—(2x—3))~\/4x2—5+(2x—3)
Va2 —5 - _ i ¢ _
9) lim|V4x (2x =3)] = 0 0 = lim Va7 —5+(2%-3) =
(Vax2- ) -(2x-3)%2 4x2-5-4x%+12x-9 _ . 12x-14 x(—ﬁ+12)

lim = lim = lim ——— = lim ——*—<
x>0  VaxZ—5+(2x-3) x>0 V4xZ—5+(2x-3) x—00 VAxZ—5+(2x-3) x_mox( f4_i+2_§>
x2 x

)}i_)rglo(—%+12) _ ng—glo(__)_i- lim (12) —14-0+12

1im< /4—%+2—§) lim( /4——2>+2—1im (2) VvATS0EmI0
X—00 X X X—>00 X X—00 \X.

14- Calcula los siguientes Iimites

a) llm— Vx24+1= —-+Vw2+4+1=0-0 Indeterminacién
xX—00 X
2Vx2+1 0 . L,
-Multiplicamos los términos lim —— = — Indeterminacion
x—oo X+1 00
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Limites

lim 4— =4, luego el limite es 2.
X—00 x

lim = lim

x—o0o X X—00 X

Wiz . <2\/97>2:

b) lim v9x2 + 2x —3 — 3x = o — o0 Indeterminacién

X—00
lim (Vox2+2x-3-3x)(VOx2+2x—3+3x) _ — lim 9x%+2x-3-9x% _ lim 2x-3 = lim -2*_=2%2_1
Xx—00 V9x2+2x—-3+3x X—00 VoxZ+2x—3+3x x—00 Vox2+2x-3+3x x> 3x+3x 6 3

c) lim Vx-(Wx+3-+x) = lim (Vx% + 3x —/x) = 00 — 0 Indeterminacion

(\/x2+3x x)(\/x2+3x+x) . x2+3x—x? . 3x . 3x 3
lim im———= lim =—= lim == =
x—00 Vx2+3x+x x—>00 Vx2+3x+x x—>00 VX2+x x—00 2X 2
2 2
. X“+2 x“+1 . .,
d)lim————= o0 — o Indeterminacién
X—00 x+1 x
x%+2)x—(x%+1)(x+1 . xX3+2x—x3-x2—-x—-1 . =x%+x-1
li ( )x=( Jx+l) lim = lim ——=-1
X—00 (x+1)x X—00 (x+1)x x—ooo (x+1)x
2
. 2x2-6x ]2 .,
e) lim 2—] = 1° Indeterminacion
x—oo L2x4—x-5
li x? ( 2x%-6x . x? 2x%—6x—2x%+X+5 . —5x345x2 -5
Doz \2a2—x=s = m 2 _x— = N 22x2—x=5) — pa
ex—o = ex—>w2 2x2-x—5 = ex ( ) = e 4
. [4-3x]*73 L
f) lim ] 1% Indeterminacién
x—oo L5-3
, 4-3x—5+3x —x43 -1 1
hm n,(x=3) (5 3x D _ e}l_)r&(x Do ) = ero%5-3x = @3 = e3

15. Determina los limites de estas funciones:

X +1 0 . .. x+1 . 1 /x+1 1
a) lim = - Indeterminacién; lim = lim -|—) =-
X—o— 13 +3 0 x——1 3X+3 x—>—13 x+1 3
2x2 +2x 0 . .. 2(x+1)x 2
b) 1 = — Indeterminacion ; lim 2240x 2
50 x2-3x 0 x—0 (X—3)x 3
v25-x* x> 0 . ., . V5—x/5+x . 5+x V10
¢) lim - Indeterminacién ; lim————— =lim =— =0
X—5 X-— 5 0 X—5 —(5—X) X—5 —V5—X 0
2x2-18 _ 0 . ./ . x2— 1
d)l —=— = - Indeterminacion ; lim2{——=]=lim 2(x2-9)2=0
-3 VX 0 X—3 (x2— 9)2 Xx—3
16. Determina los Iimites de estas funciones:
—x—2 x—2)(x+1 3 3
a) 11 2— = - Indetermmaczon lim M ===
—2 2x°=3x-2 x—-2 2(x— 2)(x+—) 2: 5
x%2—x-2 0
b) lim ———=—=0
) x—>—12x%-3x-2 -3
x345x24+6x 0 . .y x=2)(x+3)x -2
c) li l _— = Indetermmaaon ; lim am2)(xt3)x =—;
2x3+x2 8x—12 x—-2 (x=2)- (x+2)2 0
lim f(x) = —_ = o0 lim f(x) = —+ = —oo; No existe el limite
Y 2- x—»>-2% 0
x34+5x24+6x 0
d l - =—=0
) 3x3+x2 -8x—-12 -6

17.- Calcula estos limites:
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Limites

2 -2 -
x“—=2x+1 27)°—(2-27)+1 1
27)=( )

a) lim - - -1
x—2— x=3 2--3 -1
x2-2x+1 2t)2—(22H)+1 1
b) I, 3 _)()z‘f(s) _)_1_)_1
x—2 xX— - -
x2-2x+1 (37)2—=(2:37)+1 4
c) li . - e - — > —00
x—3~  X— - -
x%-2x+1 BH2-(2:3H)+1 4
d) i - - — > 400
x—>3+ x-3 3t-3 o+
x—3 -17-3 -4
e) S — -1
x->—1" (x—-1) (=17-1) 4
. x-3 -1*t-3 -4
f) 1m+( 1)2 - ( o+ 1)2 e d T - —1
x—>—1+ (x— —-1t-
. x%+x-6 0 , Ly
g) lim ————— — - Indeterminacién
x—2— x3—-x2-8x+12 0
x%+x—6 0 . ..
h) im ————— — - Indeterminacion
x—2+ x3—x2-8x+12 0
Descomponemos factorialmente
. x%+x-6 . L3 e—2) . 1 1 1
lim—F—=lim—————=lim——> ——> - > t®
x—2 x3—x2-8x+12  xo2 e+3)x=2(x—2)  x-2x-2 2-2 0
1 1 1
gl lim— —->—=—-
xX-2" X—2 272 0~
1 1
h) lim —- — = +00

18.- Calcula los siguientes limites:

. x%-3 32-3 6
a) lim— -» — -

x—3 X+2 3+2 5
b)

x%-3

1
m - =-> to0
x->=2 X+2 0 -
x?-3  (-27)%-3 1
- - — > —00
x->=2" x+2 —-27+2 (V)
2 +32
x2-3 -2%)2-3

1 (=) — = +00

x—>—2+ x+2 —2t+2 ot

lim — - > — > —00
x—0~ Sinx sin0~ (Vi

. 1 1
lim

- - — - — — 400
x—0t sinx sinot ot

19. Calcula los siguientes limites:
. x3-1 1-1 0
a)lim—=———= = - - Indet.
x—1x°+2x<-3x 1+2-3 0

- Hacemos descomposicién factorial:
3-1-@x-Dx*+x+1)
x34+2x2 —3x - x(x — 1)(x + 3)

L (mD(PHx+1) e (RP+xtl) 14141 3

x-1 x(x—1)(x+3)  x->1 x(x+3) 14 4
2

b) lim =2 =2 = Indet.

x—0 x3-2x2-x 0
- Hacemos descomposicion factorial:

x2+x-ox(x+1)
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Limites

3_2x2—x-ox(x—1D(x-1)
x(x+1) T (x+1) _1_

x50 x(x-1)(x-1) x50 (x-1)(x-1) 1

x%-9 9-9 0
¢) lim 11 = = - = Indet.
35x2-13x—6  45-39—6 0

- Hacemos descomposicion factorial:
-9 (x+3)(x—3)
5x2—13x — 6 - (5x + 2)(x — 3)
(x+3)(x-3) _ . (x+3) _ 6
x>3 (5x+2)(x—3)  x—o3 (5x+2) 17

d) lim 2= =11 = % = Indet.

xX—— 1x3+1 —1+1
- Hacemos descomposicién factorial:

o1l (X + D+ D(x—1)
B+1-o@x+DE2—-x+1)

D)+ (=1 L P+ (x-1) _ A+1)(-1-1) _ 2:(=2) _ —4
xo—1 (x+1)(x2-x+1)  xo>-1 (x%-x+1)  (1+1+1) 3 3
4-3x2 0
e) 11 —— = — = Indet.
>0 X“+x 0

- Hacemos descomposicion factorial:
—3x%2 > x?(x2-3)
x2+x > x(x+1)
x*(x*=3) _ . x(x®-3) _ 0 _ 0

x50 x(x+1) x50 (x+1) 1

—-5x+6 _ 4-10+6 _ 0
) h 2x2 —ax+4  4-8+4 0 Indet.
- Hacemos descomposicion factorial:
x2=5x+6- (x—2)(x—23)
—4x+4—>(x—2)(x—2)

m (x—2)(x-3) _ — lim &2 (x— 3) =+
x—2 (x—2)(x—2) x—2 (x— 2) 0
Vi-x ﬂ _1_
9 }c—>0 2% "0 o I®
-1 1-1 0 0
h)hl\/_l E—E—a—h’ldet.

- Hacemos descomposicién factorial:
Z_1-5@x+Dx-1
- Como Vx — 1 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada:

(D (x-1) g (e D (e-Dx+1) (x+1)(x—-1)Wx+1)
I I e MM e MG DO+ D =224

‘/_2 VBB 0 Indet.
3 xX4-9 9-9 0

- Hacemos descomposicién factorial:
—-9->x+3)(x—3)
- Como vx — /3 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada:

l)l
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Limites

(Vx—V3) Wx+V3) _ .. (x+3) . 1 _ 1 11

x—3 (X+3)(x=3)(VX+V3)  x-3 (x+3)(x=3)(Vx+V3) }}L‘% (x+3)(Wx+V3)  6(V3+V3) 62V3 123

3—V5+x _ 3—/9 _ 3-3 _

0
Dl ch—>42 VB—x  2-V& 2-2 o — Indet.
lim (B3—=v5+x)(3+V5+x) __ — lim 9-5—x — lim 4—x =%~ Indet
x4 (2—8—x)(3+V5+x) x_>4 2—V8—x)(3+V5+x) x_>4 (2—V8—x)(3+V5+x) 0 '
li (4—-x)(2+V8-x) = i (4-x)(2+v8—x) __ (4-x)(2+v8—x) __
] (2—V8—x)(2+V8—x)(3+V5+x) s (4-8+x)(3+V5+x) x‘E} (-4+x)(3+V5+x)
lim 4=R0CHVEX) oy Ve 4 2
xo4 —(4-x)(3+V5+x)  x—>a—-(3+V5+x) -6 3
k) lim 2224 _ 2 1 g
x—0 x“+x 0
lim (272 (V2=x)’-(V2#x)" _ I —2x ~ lim -2
200 AR (VZoa V2 77) | 20 GE A0 (V2aVZt%) | 20 XA D(VZx V2 Tx) | 200 A D (V2—x V2T
-2 __2 __1
T V2zw2 T 22 V2
Vx+2-2
I)l im r > ——Ind

lim (Vx+2-2)(vVx+2 +2) im (Vx+2)%- — lim x—2 — lim (x—2)(V2x+2) _
x-2 (V2x-2)(Wx+2+2) x-2 (V2x- 2)(\/x+ +2)  x-2 (V2x—-2)(Vx+2+2)  x-2 (V2x-2)(Vx+2+2)(V2x+2)

(x-2)(V2x+2) — lim (x-2)(V2x+2) lim (x-2)(V2x+2) _ — lim (V2x+2) _ 2v2+2 _ Y21

}cllg (\/F+2)(\/ﬂ - ) x1_>2 (Wx+2+2)(2x—4)  xo2 (Vx+2+2)2(x-2)  x-o22(/x+2+2) 8 4
Vx+9-3 _ 0

m) li lx_>o Vat16-4 Blnd

. (Vx+9-3)(Vx+9+3)(Vx+16+4) .. (Vx+92—9)(\’x+16+4) . x(Vx+16+4) (Vx+16+4) 8 _

lim = lim = lim———— = lim~——= -

x-0 (Vx+16—4)(Vx+16+4)(Vx+9+3) xeo(mz—m)(\/mﬂ) x-0 x(Vx+9+3)  x—0 (Va+9+3) 6 3

)i Va—T+Vx+1 _ g -1
n xl_l}il Vxri—vx—1 vZ

. Vx2+5-3 0
) !cl—>2 Vx¥7-3 =gind
1y (B3 (Va5 43) (VA 743) ) (VAZH5° ~9)(VaF7+3) _
x-2 (Vx¥7-3)(Vx+7+3)(VaZ+5+3) x-2 (mz_g)(m+3) B
li x2-4(Vx+7+3) .. (x=2)(x+2)(Vx+7+3) . (x+2)(Vx+7+3) _ 24
ot (x—2)(\/x2+5+3)_x1£2 (x—2)(VxZ+5+3) =om (Vx2+5+3) 6

20. Calcula los siguientes limites:

2_ 2_
a) lim x +27 —Ind lim (x+3)(x?-3X+9) _ lim (*-3X+9) _ _ 27
x——3 x—>-3 (x+3)(x-3) x—-3 x-3 6
b) lim f" 2 —2Ind
-1~ x4-2x+1 0
2x2-2 .. 2(x+1)(x-1) Loo2(x+l) 4
xll)r x2 2x+1 xo1— (x=1)(x-1) xl_>1— x-1 0~ @
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Limites

¢) lim x2-4  x2+4 . (e+2)(x—2)(x2+4) .. (x+2)(x%+4) 48 32 16
¥o2 x+1  x2-2x  xo2  (x+D(x-2)x  xo2 (x+Dx 6
2x%2-2
d)lim —=- Ind
) 1+x2 2x+1
2x2-2 . 2(x+1)(x- D _ iy 204D 4 Lo
X1t X2=2x+1 xo1t (x-1)(x—1) T o1t x—-1 ot

21.- Calcula los siguientes limites:

2 2 2 2
. X“+1 2 X“+1 . X“+1 +1
a) lim ==--1] = —oo; lim =+ —» ZAlim>
x-1 X—1 0 x—1" x—1 x—>1+ x—1 x—>1 x—1
. 2+X 2 . 2+X 2+X +X
b) im— =-- lim — =+ 11m—2—+00—>11m—2—+
x>0 X2 0 x>0~ X ' x>0t X x>0 X
. X+5 8 . X+5 X+5 X+5
c) hm =-- lim = +o00; lim = 400 = lim = 400
-3 1x=3] 0 x—37% [x=3| x—3~ [x-3| x—-3 [x-3|

d) hm [X - 1] 2 =1% - eX—>2(X 2)((X D= 1) >l<1—13(3;—26) = ex—>z(3§<X—22)) = e3

= . x \(x3+4 x(x2— Xz) 1
e) lim |= +4]X 1% e)lgri(x—l)( x+a 1) — A GDErn 1)(x+4) = eiﬂ(x% = e5
X+4

x-1
oo [x+2 ox-27] _ (x+2)(x+1)—(x—2)] (x +2x+4)]
f) }(1—r>r11 [x—l (x2 1] _)Oo ® = }(l—>1([ (x— 1))(x+1) - x—>1 ((x 1)(x+)1) -
X2 4+2x+4 X2 42x+4 X2 4+2x+4 X+2 X—2
_xl_r>r11 (x2-1) ] xllgl[ (x2-1) ] +oo; x—>1‘[ (x2-1) ]_ I ﬂ}(lirll [H_xz—l]
) li V2x—4 _9_) li \/ZX 4 V2x-4 _ li 2(x-2) _ 2 _ +o0
g XE% x- 2 0 Xirzn+ x=2 V2x=4 xo2+ (x=2)V2x—4 0t
[} . x?-1 .(\/x+3+2) . (x+1)(x-1)(Vx+3+2) _
h)}(l_r}%\/Fz 0—>}(1_I)1}m2 (\/FH)_L]—I}} — —hm(x+1)(\/x+ +2) 8
2 xX%+2x _0 . x(2x+4) 2x+4 . 2x+4] .
')L“% 3 3 ]_0_)}(%0[3)(2 ]_ x—>0—[ ] +oo; XILI(I)l+ 3x2]_+oo’
. 2 x%42x
}(1_{% [x_3 3 ]_OO'O

3x 3x . 15X . 15X
j) [SX_Z] = [SX = 100 - e hm (3X)(5x+3 1) = e)}l—glo(_sx+3) = E)}l—glo(_g) = e_3
x—o00 L5X+3 X—)oo

1 1
k) Lim [x—z (-wa)| =0
171 T 1 [ xX"+2-x-2 _ x(x—-1) — (x-1)
}(l_n;) x2 (x+2 x2+2)] - LI_I}(} x2 ((x+2)(x2+2))] T x50 X2(x+2)(x2+2)  x—-0 X(X+2)(x2+2)

(x-1) . . (x-1) 171 1
X_,r(§1+ X(x+2)(x2+2) e Xll,%l— X(x+2)(x2+2) =*= ﬂ;{l_l)lgl x2 (x+2 X2+2)]

22.- Calcula los siguientes limites:

a) lim (LXS) _ 0, jm [FOZ0&EHx+D) —X)(2+x+1) _
x-1 m x—1 (1-x)(x+1)

. 2+1Inx X—1 _ (2 _ (3 _

b) XILIE (3+lnx2) - (3) B (2) =+

23.- Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos

que se indican
lim f(x) = 11m 1 (2x—2) =4
_(2x—2,x<3 _ : X—3~
a) f(x) = { 2x x>3 €NX= 3 - lim fx) 11r§1+ f(x) — hI§l+ 2x =6
X— X—

Como lim f(x) # lim f(x), no existe lim f(x) en x=3
X—3~ x—-3% X—3

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales. Capitulo 4: Limites y Continuidad. RESPUESTAS ~ IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Limites

lim f(x) = hm 1 (x> +3x—1)=3

X—-1"

_(x2+43x-1,x<1
b) f(x)_{ 1r}1+f(x)_1n{1+(x+2)_3
X— X—

x+2, x=>1

Como lim f(x) = lim f(x), existe lim f(x) = 3 en x=1
x—1" x-1% X—3

en x=1 - limf(x)
X—1

24. — Halla el valor de los siguientes limites:

3
. 3x—2  309-2 -1
lim 54— = 2 = 3
x—)+ooz§+2 + ) .
1 1 +oo
3x 4x . 3% 3N\x 3
hm _ = 11m+ = lim (—) = (—) =0
x=0% 4x+3x 2 *-0% .z x-0% \4 ) 4
2
) 4x+3x +1 . 4x . 42\x 8 \~%® 125\
lim —=lim 5= lim (=) =(— =|l—) =

L L t \53
x—0 5¥-3+2x x->07 g% x0T \5 125 8

. 2%-2x%+3 . —2x? .
lim —4—— = lim = lim x = 4+
X>+®0 3% _3_ oy x—>+00 —2X x—+00

25. — Calcula el valor de los siguientes limites:

\/W—z; . V3%247-4 0
A) lim———-> lim———=-
x-3 2—x+1 x—3 2-3+1 0
i T (EZ744) (o) a2 lim X718
x—3 (—x+3)(\/T+4) x—3 (—x+3)(\/m+4) x—3 (—x+3)(\/m+4)
> lim x%-9 > lim (x4+3)(x-3) > lim (x4+3)(x=3) N 343 _ 9
A Yo x+3)(x/T+4) x_>3( x+3)(m+4) x_>3 —(x-3)(Vx2+7+4)  —(V3%+7+4) -8
2%X—4 -4
B) h 222x 52244 E }}l‘% (2%- 4)(2x 1) }}l‘% 2X—1 §

3x—1six<0
26.-Dada la funcionf(x)={ 0 six=0

2x+5 six>0
Para x< 0 f es continua al ser una funcién polinémica
Para x> 0 f es continua al ser una funcién polinémica

En x=2

lim f(x) =lim(2x+5) =9
xX—2 xX—2

En x=0~

lim f(x) = lim(3x—1) = -1
x—-0~ x—-0~

En x=07

xll,r(?+ fx) = xll)r(r)1+(2x +5)=5
En x=-3

lim f(x) = lim (3x—-1)=-1
xX—-3 xX—-3

x=0

f(0)=0

llm flx) = llm (2x+5)=5
}cl—%f(x) - hm flx) = 11m 1 (3x—1) = —
Para que ex1sta lm(l) f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
xX—

limite cuando x=0
La funcidn tiene una discontinuidad inevitable de 1? especie de salto finito
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Limites

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

Z_1six<2
A ) = {x <
AC)) x+2 six>2
Para x<2 f es continua al ser una funcion polindmica

Para x>2 f es continua al ser una funcion polindmica
Estudiamos continuidad en x=2 y x=-2

En x=2
f(2)=22—-1=3

e f < (RS = lin 67 1) =3
Hm FO) =1 Fo) = lim(x+2)=4
x—-2% x—-2%
Para que exista Ll{g f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el

limite cuando x=2
La funcidén tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.

x2+1six<2
B) f(x) ={2x—1 si2<x<4
5six>4
Para x< 2 f es continua al ser una funcion polindmica
Para 2< x < 4 f es continua al ser una funcién polindmica
Para x> 4 f es continua al ser una funcién constante.
Estudiamos continuidad en x=2 y en x=4

En x=2
f(2)=2-2-1=3
lim f(x) = lim (x2+1) =5

lim(f) = {x_—a- X2
x—2 lim f(x) = lim(2x—1) =3

x—27F x—-27F
Para que exista, los limites laterales han de ser iguales, por lo tanto, al no ser iguales no existe el limite
X—2
La funcién tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito

En x=4
f(4)=5

lim f(x) = lim(2x—-1) =7
}Cl_l;f}}f(X) — {x—ﬂ} x4

lim f(x) =1lim 5=5

x—>4+f( ) x—4%

Para que exista lirr}} f(x) los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
X—

l[imite cuando x=4

La funcion tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito
28. — Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:
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Limites

En x= -6 tiene una discontinuidad de 1? especie de salto infinito.
En x= -2 tiene una discontinuidad de 1? especie de salto finito.
En x= 7 tiene una discontinuidad de 1* especie de salto infinito.

29. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.
5

- i <

x:2—4 six<?2 x—5 si x<0
a)f(x)=3x—2 si 2<x<4 b)alx)Vx+1 si 0<x<3

5 si x>4 % si x>3

a)

Continuidad en x=2

19.f(2)=2-2=0
lim f(x) = lim(x*-4)=0
22, limf(x) = {x_’z X2

i 1) = Jim =2 =0
Como lim f(x) = lim f(x) =0, limf(x) =0
X2~ x-27% X2
32, Como f(2) =0 = lirr21 f(x), fes continuaenx = 2
X—
Continuidad en x=4
12. f(4)=4-2=2
lim f(x) = lim(x —2) =2
. li??}f(x) — x—4 x—4
x—

RSO =G =3

10

N
10

10

32, Como lim f(x) # lim f(x); A lim f(x), la funcién no es continua en x = 4
X4~ x—47+ X4

Presenta una discontinuidad inevitable de la 12 especie de salto finito.
b)

Continuidad en x=0

- __
12. g(0) =55 1
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Limites

lim g(x) = llm (xss) =-1

22, limg(x) =3*°
-0 — x=5 e
x le glx) = xli0+\/m_ 5

Como lirgl_ g(x) # 11151+ g(x), no existe lirr& g(x),,porlo que g(x)presenta una discontinuidad
X—> X— X—

inevitable de 12 especie de salto finito en x = 0.

Continuidad en x=3

12, g(3) = === -
-5
2o, Lim xlir3n g(x) llm " =-1
: -3 _0 —
x llm glx) = llrsp+ = 2

Como llrél_g(x);tllrg1+g(x),noexiste limg(x), por lo que g(x) no es continua y tiene
xX— xX— x—-3

discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito en x=3.

30. Estudia la continuidad de las funciones.

x+1
a)f(x) = Ztx
Dominio, X2 +x#0
2 _ _ x1 = 0
X +x—0—>x(x+1)—0{x2 -1

Dom = R — {0, —1}

li = === 1 f ti =0
= = — = = 0.

im — > ,por lo que f no es continua en x

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito.

oo x+1 -1+1 L )
ler£11x2 v —D2-1 =3= Indeterminacion (hay que factorizar)
. x+1 1 1
xlglll x(x+1) ximlx —1 =-1

Como no existe f(-1) pero si el limite, discontinuidad evitable

1 si xeZ
b)f(x)={0 Si x¢&Z

limf(x) =1 lim f(x)=0
xX—Z X-XEZ

limf(x) =1+ liné f(x) = 0, fno es continua. Presenta una discontinuidad evitable de salto finito.
X—Z XOXEZ

o f(x) = |x— 3|

_(x—3 si x>3
f(x)_{—x+3 si x<3
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“ Limites

12, Continuidad en x=3
f(3)=3-3=0

o oy [ TC) = Jim x4 3 =0
Como )}L%‘- f(x) = Xll)rgn+ f(x) =0, }(1_r)r§ f(x)=0

32, Como lin; f(x) = f(3) = 0, la funcién es continua en x = 3
X—

1
d) f(x) = {Bx s.i x€R
0 si x=0

12. f(0) =0
1 1
lim f(x) = lim (Bx) =30=3%=—o00
20, lir% flx) ={*"° x=0 1 1
x= i = i ; = ) = o =
lip () = g, (35) = 30 =37 =
Como lim f(x)
X—0"
# lim f(x)
x—-07F
# f(0), la funcién presenta una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto
infinito.
x*—1 si x<2
x) = =
&) /(%) {x+1 si x>2
19 f(2)=2%2-1=3

lirél_f(x) = lirgl_(x2 -1)=22-1=3
2 1j = x> x=
22 ImFO) ="l fo0) = lim (x4 1) =241 =3
x—2% x—-2%
39, lirgl_ f(x) = lirglJr f(x) = 3, existe lirrzl f(x) = f(2), por lo que la funcion es continua en x = 3
X— X X—

31. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = %en el intervalo (2, 5).

1
feo =<

Dom f(x) = R — {0}, como 0 no pertenece al intervalo , f(x) es continua en (2, 5).

32. — Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

_(x+1six<-1
a) f(x) = {xz —3six>—-1
Continuidad en x=-1
1-f(-1)=0

2- lim f(x)= lim (x+1)=0 lim f(x) = lim (x? +3x) = -2
x—>—1" x—->—1" x—>—1% x—>—1%
Como lin}_f(x) * lin}+f(x), f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
xX—>— xX—>—

primera especie de salto finito.
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Limites

3x—2six< -1
b) f(x) ={x?+4x—1si —1<x<?2
x+1lsix > 2
Continuidad en x=-1

1-f(-1) =—-4
2- lim f(x)= lim (3x—2) =-5 lim f(x)= lim (x?+4x—1)=—4
x—>—1" x—>—1" x—->—1% x—->—1%
Como lin}_f(x) * lin}+f(x) f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.

Continuidad en x=2

1.-f(2) =11

2- lim f(x) = lim (x> +4x—1) =11 lim f(x) = lim (x +11) = 13

x—>27 x—>27 x—27F x—-27F
Como lir?_f(x) * lirg)rf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
X— X—

primera especie de salto finito.
2 six<0
x—4

o)f(x) =¢x—1si0<x<3
L six>3
x-3

Continuidad en x=0

1.- f(0) no estd definido.

. . . . 4 .
2.- Jl%l+f(x) = xll)r(l)1+(x -1)=-1 xll)l(l)l_ f(x) = ;}L%l—ﬁ = —1 Portanto chl_r)%f(x) =-1
No es continua, presenta una discontinuidad evitable.
Continuidad en x=3
1-f(3) =2
: . 1= . — i L
2.l fey=lipx-1=2 Jim ()= lip = o0
3.-

Como uno de los limites laterales es infinito, f no es continua en x=3. Presenta una discontinuidad no
evitable de primera especie de salto infinito.

—2six< -2
df(x) ={—x*+4si—-2<x<2
2six>2
Continuidad en x=-2

1.-f(-2)=0
2- lim f(x)= lim (-2)=-2 lim f(x)= lim (-x2+4)=0
x—>—2" x—>—2" x——2% x—>—2%
Como lirr%_f(x) * lirr%+f(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.
Continuidad en x=2

1-f(2)=0
2- lim f(x) = lim(—x?+4)=0 lim f(x) = lim 2 =2
x—27 X2~ x—-2% x—-2%
Como lir?_f(x) * lirglJrf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
X X—

primera especie de salto finito.
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Limites

xz—

e) f(X) — {x—: six+3

6six=3
1-f(3) =6
. i X279 0 L (x=3)(x+3)
2 im0 = lim = = G lim €20 =

3.- Comof(3)=6= lirréf(x), f es continua en x=3.
xX—

—-X .
—5—msix¢0 5—7s1x<0 6six<0
f)f(x)={ x s f(x) = 5six=0 =1{5six=0
5six=0 5—Xsix>0 4six>0
X
Continuidad en x=0
1.-f(0) =5
2- lim f(x) =6 lim f(x) =4
x—0~ x—-0%
Como lir(l)q_f(x) * lir51+f(x), f no es continua en x=0. Presenta una discontinuidad no evitable de
X— X—

primera especie de salto finito.

g)f (x) = |x* — 6x + 5|
Se trata del valor absoluto de una funcién polinédmica, f es continua.

_(I3—x|six<5
h) /() _{ Ine? six >5
Continuidad en x=5
1-f(5)=[3-5|=2
2- lim f(x) = lim[3—x|=1|3-5|=|-2|=2 lim f(x) = lim Ine? =2lne =2(1) =2
x—-5~ x—-5~ x—-5% x—-5%
3.-
Como xlir?_f(x) = xlir?j(x), el limite existe. Como chi_rgf(x) = f(5), por tanto, f es continua en x=5.

33.- Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R:
x+1

f(X)={ x
—x*+a six>-2

Para x < -2 f es continua por ser una funcién racional y no anularse el denominador
Para x > -2 f es continua por ser una funcién polindmica

Para que f sea continua en R debe ser continua en x =-2, paraello f(—2) = xllmzf(x)

six<-2

lim f(x) = lim &) =22=12
lim f(x) — x— =2 x->-2" X -2 2
x>=2 xlir_r;+ fx) = xl}ir_r;)f(—xz +a)=—-4+a
% =—4+aqa, a= g Luego f es continua en todo R cuando a = g

34.- Determina el valor del parametro b para que la funcién
2x—3 six<3

0 ={ L <
f(x) x+b six>3
f es continua en todo su dominio, salvo en x = 3, por ser una funcién definida a trozos de

funciones polindmicas que son continuas, hallamos b para que sea continua en 3

sea continua en todo su dominio.
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Limites

lirgl_(Zx —-3)=3

. _ x—

Hm FO) =1 lim (x + b) = 3+ b
x—37t

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales, luego:

3=3+b; b=0
2_
. s _J— Ssix+ -2 ; _
35.- Halla el valor de k para que la funcidon f(x) = { x+2 sea continua en x=-2.
, k six=-2
lim =2 = (2) = lim ©2C = jim (x - 2) = —4
x—->—2 X+2 0 x——2 x+2 x—>-2

Como f(-2) =k, k=-4.

36.- Calcula m, n y p para que la siguiente funcion sea continua en todo R:
% six< -8
-2m+3 si—-8<x<-4

f(x) =
| x—% si—4<x<2
k px sSsi2<x

f es continua en todo su dominio, salvo en x=-8, x =-4 y x = 2, por ser una funcidn definida
a trozos de funciones polindmicas que son continuas.
Continuidad en x=-8

3 3
lim X = lim — = —=
lim f(x) = x— —8~ f( ) x—>—-8"X 8
x>-8 lim f(x)= lim (-2m+3)=-2m+3
x— —8"’3 x;7—8+
—-2m+3=—-=; m=—
8 16

Continuidad en x=-4

_ _ 27 54 3
lim f(x) =x1}£r£1r(—2m+3) =—2-—+3=——+3=——

. _ ) x->—4" 16 16 8
Sl lim fG) = im (x-7) = -4
x—}g}ﬁf X - x—}?}ﬁ X n - n
8 n 29
Continuidad en x=2
y ( 1) 29 45
im(x——)= —_—=—
lirr%f(x) = {x>2” n 8 8
X— : —_
B px = 2
=45, %5
p=%> P=13

. 27 8 45
Luego f es continua en todo R cuando m = o =5 =1

37. Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.
kx —3 six <4
2 f00 =] .
) [0 —x?2+10x—13 six>4
f es continua en x < 4 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x > 4 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=4

1. f(4)=-(4)? +10(4) —13 = 11
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Limites

lim f(x); lim (kx —3) = 4k —3

2. limfQ)=1{.. %% , P
o lim f(x); lim (—x? +10x — 13) = (=(4)* + 10(4) — 13) = 11
X—> X—>

7

Para que 3 lin}}f(x) los limites laterales han de ser iguales luego, 4k —3 =11, k = |
X

3. f(4) =}Ci£1;1} f(x) =11, luego f(x) es continua en x=4 cuando k=§.

1+ |x|six<0
b) fr) =4k  six=0
Ex+1six>0

f es continua en x < 0 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x> 0 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=0

1. f(0)=k
Jim £Go) lim (14 ) = (140D = 1

. . 3 _ (3 _
i 0 iy (e 51) = G0+ =1
Como lim f(x)=lim f(x); 3 limf(x) =1

x—0~ x—-0% x—0

3. Para que f sea continua f(0) = lirr(l)f(x) =1, luego k =1.
X—>

2. }Ci_r)r(l)f(x) =

38. El espacio recorrido por un maovil en funcion del tiempo viene dado por la siguiente funcidn:

3t2 si0<t<?2
e(t)=43t+a si2<t<S5
—t24+13t+b si5<t

Determina los valores de a y b, para que la funcién sea continua en t=2 y t=5.

f es continua en 0 < t < 2 por ser una funcidn polinémica.
f es continuaen 2 < t < 5 por ser una funcién polinémica.
f es continua en 5 < t por ser una funcion polindmica.
Continuidad en t =2
1. e(2)=3R2)+a=6+a
lim e(t); t_>21_im(3t2) =12

: _ ) to27
2. ltl—{rzle(t) B {lim e(t); im(Bt+a)=6+a
t-2t t-2t

Para que 3 ltlrrzl e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 6 + a = 12,a = 6
3. Para que e sea continua e(2) =ltirr21 e(t)=12,luegoe(a) = 6 + a = 12; a = 6, entonces e(t) es
continua cuandoa = 6
Continuidad en t =5
1. e(5)=3t+a=305B)+6=21
lim e(t); lim (3t + a) = 21
2. lime(t) =1 .. . 5° N 2
t>5 tllg;r e(t); tlirggr(—t +13t+b)=(-05B)*+13(5)+h)=40+b
Para que 3 ltmg e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 40 + b = 21,b = —19

4. Para que e sea continua e(5) =ltirr51 e(t)= 21, luego f es continua cuando b =-19.
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Limites

39. Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6€ por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x

unidades cobra:
Cx) :{ 6x si0 <x_£ 10
V600 + ax? six > 10
a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el numero de uni-
dades que se compran.
C escontinuaen 0 < x < 10 por ser una funcién polinémica.
C es continua en x > 10 por ser una funcion irracional con el radicando positivo, si a > 0.
1. €(10) = 6(10)=60

11m C(x); lim (6x) = 60
2. limC(x)={. * *210
x—>10 lim C(x); lim (V600 + ax2) = /600 + 100a
x—>10F x-10%

Para que 3 lin% C(x) los limites laterales han de ser iguales luego,
X—

V600 + 1004 = 60; (v/600 + 100a)” = (60)? ; 600 + 100a = 3600; a = 30

3. Para que C sea continua C(10) = lirglO C(x)= 60, luego C es continua cuando a = 30. Entonces
X

el precio varia de forma continua al variar el nimero de unidades que se compran cuando a
=30.
b) ¢éA cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran ““muchisimas’” unidades?

lim €(x) = lim (V600 + ax?) = lim (V600 + 30a) = o

Cuando se compran muchisimas unidades el precio tiende a 0.

40. Calcula
) tim (520) = i (25) = m (3 =
a nlrg) 2n+1 _nl—l;rolo 2n+1 _nl—l;rolo 2) 2

Jaxte1l-1 0 e e,
b) lim——— = —, indeterminacion,
x—0 x 0
lim Vat+1-1 — lim (Vx®+1-1)-(Vxt+1 4+ _ im A1t 411 — lim x* — lim 1 .
x>0  x* x—>0 x4+ (Vxt+14+1) T x=0xt(VaFH1+1)  xs0 x4 (VxtH1+1)  xo0 (Vat+1+1)
. Vx2+1-1 0 e,
¢) lim——— = -, indeterminacion,
x—0 X 0
lim Vx2+1-1 — lim (VxZ+1-1)-(Vx2+1+1) im XAt 241-1 — lim x? — lim 1 _
x—0  x? x—>0 x%-(Vx2+1+1) T x>0 x2-(VaZH1+1)  xo0x2-(VxZ+1+1)  x—0 (VaZ+1+1)
V9+x—V9—x 0 . . . s
d) lim————— = —, indeterminacion,
x—>0 9x 0
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Limites

li V9+x—V9— — lim (V9+x—V9—x)(vV9+x+V9-x) _ li (9+0)-(9-x) li 2x _
xl_l;l(} 9x - x—>0 9x-(VO+x+v9—x) - xl_l;l(} 9x-(vVo+x+v9-x) - xl_l;l(} 9x-(VO+x+v9-x) B
2 1
=lim———=—=

x—>09(\/9+x+\/9 %) 96 27

41. Dada la funcion:
2
3a+3xsix<0
4
fO)={77=si0=x=1
3 .
k = SLX > 1
a) Hallaay b para que la funcion sea continua.

f es continua en x < 0 por ser composicion de funciones continuas.

f es continuaen 0 < x < 1 por ser composicion de funciones continuas.
f es continua en x > 1 por ser composicion de funciones continuas.
Continuidad en x=0

4
1L f0) = 2+2(0) ~3
2 2 2
lim f(x); lim (Sa + 3x) —3a+4+30=3a+3-=3a+0
2. lim f(x) {0 x20 Py 4
I ) Jim (2+2x) ~3

Paraque 3 lim f(x), lim f(x) = lim f(x), entonces 3a = 3, luego a = 2
x—0 x—0~ x—07t 3 9

3. Como f(0) = plcii% f(x) = g; f es continua cuando a = g

Continuidad en x=1

L f@=f)=55=1
) . 4\ _ 4
) le_f(x) - xll)nll— (2+2x) T o242t 1
Z.Ll_rgf(x)zl _1(3)_3_i_i_6
it f(x) Mm\o=) T2~ b_l B 2”2—1 "~ 2b-1
Para que 3 hmf(x) hm flx) = hm f(x),luego 1 = YL ,b :%

3. Como f(1)= IIH} f(x) = 1,f es continua, cuando b=5
X—

b) Calcula: lim f(x), lim f(x)y lim f(x).
X——00 x—+00 x-0,5

12

lim £() = lim (3a+37)=3() +3= =241

llm fx) = llm (b 2_x) — =

7 _y—00
2 2

Nlo

)= =117

24205

. o 4
xlll&lsf(x) = lim (

x—0,5 \2+2%

c) Sia=0yb= %, estudia las discontinuidades.
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“ Limites

2 2
3a+3§six<0 3x six <0
4 .
flx) = 2+2xSlO<X<1f(x)— oy si0=x<1
six>1 24_ x>1
2-% 1-16—%
Continuidad en x= 0

4
1L f0)= 2+20 ~3

2. limf(x) = xll,%l_ f(x) = llm (3;) -
y=2

x=0 11m flx) = l (
Por tanto f presenta una dlscontmuldad no evitable de primera especie de salto infinito

S0+ 2+42%

Continuidad en x-1

L f()= =1

2+21
lim f(x) = 11m i ~)=1
2. limf(x) =4 ** )

x=1 hm fx) = hm (1 i:_x) = %8

lim f(x) # lim f(x) ; Alimf (%)
X— X— X
Por tanto f presenta una discontinuidad no evitable de primera especie de salto finito

42.- Dibuja la grafica de una funcidn que se ajuste a las siguientes condiciones:
e ContinuaenR —-{-3,1,5,7}
o lin13f(x) = +o0, limlf(x) =-2, f(1)=0
x—— x——
e Discontinuidad de salto finito en x = 5 y de salto infinitoenx = 7

. f(-2)=0

|

|

j i

Ay !
N

|

| |

43.- Dibuja la grafica de una funcién f(x) tal que:
e Domf(x)={x€R/x =>4}
e f(-4)=2, f(0)=1, f(5) =0, f(7)=-5
Jim f(x) = -3 Jim. f (x)=0 limf(x) =4 lim f (x) =—
lmf(x) =+ limf() = -2 Limf() =0 lim f(x) = —o0
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Limites

2x%-3ax—6
44. Dado a € R, se considera la funcién. f(x) = { x-3
x2 -1, x>3
Determina los valores de a para que la funcion sea continua.

, x<3

Continuidad en x=3
lirgt)rf(x) = lim(x2-1)>32-1=8
x—

x-3%
lim F) = i 2x>—3ax—6 2(3)?-3a(3)—-6 18—9a—-6 12-9a
= = = =
Hmf ) = lm ——r— 3-3, 3-3 0
—12 4 12—9(§) 12-12 0 .
:>12—9a=0=>a=_—9:>a=§:> 0 = 0 :>61NDETERMINACION.
En el caso de esta indeterminacién % podemos factorizar la funcidn y asi evitar la indeterminacién:
. 2x2—3(§)x—6 . 2x%-4x-6 . 2(x%-2x-3) . 2(x%+x—3x-3)
lim—%—>= lim——— = lim———— = limn—————
x—3 x=3 x—»3 x-3 x—3 x=3 x—3 x-3
= [im 2EEHD-CH) iy 2OV o im2 (e + 1) = lim(2x +2) > 2-3+2 =8
x-3 x-3 x-3 x= x-3 x—=3

Como los limites laterales lir;lf(x) = li@f(x), entonces lin%f(x) = 8, por tanto la funcién es
xX—>3" X— xX—

. 4
continua cuando a = 5

x+1, x<1
3—ax? x>1
a) éPara qué valores de a la funcidn f(x) es continua en x=1?
x=1
limf(x)=lim(x+1) =21+1=2
x—-1" x—-1"

; ; 2
xlﬂgrf(x):xlgﬁﬁ—ax )=>3—a

45. Dada la funcién f(x) = { , responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

Para que exista el lirrllf(x) los limites laterales han de ser iguales, portanto,3 —a =2, a=1
X—

(para que la funcion sea continua en x=1, el valor de a debe ser1,a = 1)

b) Si f(x) es continua, cuando x—x, entonces no existe lim f(x) , ées cierto?
X—X0

Todo lo contrario, pues condicidn para que f(x) sea continua es que exista lim f(x)
X—Xg

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales. Capitulo 4: Limites y Continuidad. RESPUESTAS ~ IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Limites

46. Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en
funcidn del tiempo de entrenamiento de los deportistas (x, en dias), obteniéndose que:
300

x+ 30
1125

x—5) - x—15)

si0<x<30
T(x) =

2 six> 30

a) lJustifica que la funcidn T es continua en todo su dominio.

Para cualquier valor distinto de 30 la funcidén es continua, es una funcién definida a trozos de funciones
racionales cuyos denominadores no se anulan, donde estan definidas.

Por lo que ahora vamos a calcular la continuidad en x=30.

¢T(x) continua en x=307?

300
1) T(30) = 30430
) ) 300 300
) xl_l>§%— TC) = x1—1>£%— (x+30) T 30+30
2) xllglo T(x) = I I 1125 1125 c
xl£%+ TG = xlé%+ ((x—5)~(x—15) + ) "~ (30-5)-(30—15) t2=

Como xl_l)gr(}_ T(x) = ng‘3+ T(x) ;luego xllglo T(x)=5
3) Como T(30)=5= lirgl0 T(x), luego T es continua en x = 30
X—

b) Por mucho que entrene un deportista, é¢sera capaz de hacer la prueba en menos de 1 minuto?

¢Y en menos de 2?

. . 1125 1125 1125 _ _
lim 76 = lim (s + 2) = e T 2= e F2= 0422

Por mucho que un deportista se entrene, lo minimo seria 2 minutos.

47. El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracién viene dado por la
siguiente expresion (f(x) representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante (x), medido
en horas):

Flx) = {300x(1 —x) si0<x<06
- 1180(1—-x) si06<x<1

a) ¢Es el rendimiento una funcion continua del tiempo?
1) f(0,6)=300-0,6(1—-0,6)=180-04=72
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Limites

lim f(x) = xl}i(r)r;_ 300x(1 —x) =72

2) lim f(x) ={""°" ;
) x—>0,6f( ) xl}&+f(x) = xl}(r)’ré+180(1 —x) =72

El limite de f(x) en x = 0,6 existe porque el limite cuando x tiende a 0,6 por la izquierda es igual que
cuando tiende por la derecha.

3) f(x) es continua porque f(0,6) = lir516f(x) =72
x—0,
El rendimiento si que es una funcién continua del tiempo.

b) éEn qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el rendimiento?¢Cuando obtiene
el mayor rendimiento y cudl es ese rendimiento?
£(x) = {(—600x +300) si0<x<0,6
—180 si06<x<1
f(x) (0,6, 1) es siempre decreciente

—600x+300=0, x=0,5

Cogemos valores entre los puntos que tenemos en x (0, 0,5, y 0,6) y los sustituimos en la funcién
derivada para sacar su crecimiento y decrecimiento.

Entre x= 0y x=0,5: x=0,2; -600-0,2+300= 180>0; de 0 a 0,5 la funcidn es creciente
Entre x=0,5 y x=0,6: x=0,55; -600-0,55+300= -30<0; de 0,5 a 0,6 la funcidn es decreciente

De x=0,6 a cualquier valor superior: x=0,8; -600-0,8+300=-180<0; desde 0,6 la funcidén es decreciente.

| | | . | .
| | l | | |

0 x=0,2 0,5 x=0,55 0,6 x=0,8

f’(x)=-600, la funcién tiene un maximo en x = 0,5

El rendimiento es mayor y tiene un aumento desde las 0 horas hasta la media hora, desde ese
momento el rendimiento va decreciendo. Ademds, tiene un rendimiento maximo de f(0,5) = 75%.

48. la energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiempo
transcurrido desde que amanece (f(x) es la energia producida a las x horas de haber amanecido):

10x —x%, si 0<x<8
foo = s si 8<x<12

a) Estudia la continuidad de f en su dominio.
b) éEn qué momento del dia la placa produce mas energia? ¢ Cuanto produce en ese momento?
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Limites

a) f es continua en 0 < x < 8 por ser una funcién polindmica y también en 8 < x < 12 por ser una funcion
racional y no anularse el denominador.

Estudiamos la continuidad en x =8
i) f(8)=10-8—-8%2 =16
lim f(x) = lirg_(le -x?)=16
X

i) limfe) ={"" .
Jip sy = Ji, =% =16

iii) lirré f(x) =16 = f(8) por tanto, f es continua también en x=8
X—

_ ) 10—2x, si 0<x<8 _
b) Calculamos la derivada de f, f'(x) = —2xo348’ i 8<x<12 igualamos a 0 los trozos

10-2x=0, x=5; f"(x) =-2, f"(5) =—-2<0 ,hayun maximo relativo en x=5

—2048
x3

f(5)=10-5—52 =25

La placa produce mas energia a las 5 horas de haber amanecido con una produccién de 25.

no se anula, por tanto no puede haber extremosen 8 < x < 12

49. El tiempo que una persona tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de
contrato segun su experiencia. Asi, la funcion que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea
con la experiencia de la persona es f (x), que representa el tiempo en horas, que tarda en realizar la
tarea una persona que lleva contratada un tiempo x, medido en meses.

f(x)z{ 12—-x* si0<x<2
(x—4)2+4 si2< x<4

a) Representa graficamente la funcidn f. ¢Es el tiempo necesario para realizar la tarea una
funcion continua del tiempo de la experiencia?

1. f(2)—>12-22=38

lim f(x) = lirg_(lZ —-x?)=8

2. i =] = x>

M F0) =0 fim ) = lim (x—4)? + 4 = 8
x—27t x—2t

Como los limites laterales son iguales, lin%f (x)=8
X—
3. f(2) = lirr%f (x) =18
X—
Por tanto, f es continua
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b) éEn qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea es minimo?
, —2x si 0 <x<?2
0 =1 ,
fex) 2x—8 si2< x<4

-2x=0, x=0, no esvalido.

2x—8=0, x=4,noesvalido.
La derivada en los dos trozos es negativa, luego siempre es decreciente.
El tiempo minimo para realizar se alcanza con 4 meses de experiencia.

c) éCuanto tiempo le lleva finalizar la tarea ese instante?
f(4) = 4, tarda 4 horas.

d) éConsigue el empleado finalizar la tarea en menos de 3 horas en algiin momento durante
los cuatro primeros meses de contrato?
No, el minimo es 4 horas y a los 4 meses.

50. Un proveedor cobra el aceite segun el volumen del pedido. Asi, la funcién que relaciona el
importe del pedido con el volumen del mismo es f(x) (en euros), de un pedido de x litros de aceite:

3x, si 0<x<30
fx) = {Zx + 30, si 30<x
a) ¢Es el importe una funcion continua del volumen del pedido?

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y represéntala graficamen-
te.

a) Enlos 2 trozos es continua al ser funciones polinémicas, estudiamos en x = 30
i. f(30)=2-30+30=90

lim f(x) = lim (3x) =3:30=90
x—30~ x—30"
xl_l)gréj(x) = xl_l,%+(2x +30)=2-304+30=90

iii. lirgof(x) =90 = f(30) por tanto, f es continua también en x=30
x—

i xllglof(x) -

3, si 0<x<30

2, Si 30 < x

La derivada es siempre positiva por tanto la funcion es siempre creciente.

Los 2 trozos son funciones lineales cuyas graficas son una linea recta, dando 2 valores a x en
cada trozo obtenemos su grafica

b) Calculamos la derivada de f, f'(x) = {
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“ Limites

51. La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresion:

110 + 12x + 6x* si1<x<3
f(x) = 350-% i x>3 , donde x representa el tiempo, en segundos, y f(x) la
X

velocidad del coche, en Km/h.
a) ¢éEs la velocidad una funcién continua del tiempo?

1. f3)=110+12-3+6-3%=200

lirgl_f(x) = 1121_(110 + 12x + 6x2) = 200
x— x—
450

lim () = lim, (350 — =) = 200

Como lim f(x) = lim f(x), existe lim f(x) = 200.
x—3~ x-3% x—3

2. }}L% flx) =

3. Como f(3) = lirr; f(x) = 200, f(x) es una funcién continua del tiempo.
X—

b) ¢éDisminuye la velocidad del coche en algun instante? ¢Se podrian alcanzar los 350 Km/h de
velocidad con este coche?

110 + 12x + 6x2 , 12+ 12x sil<x <3
flx) = 350_@ f'x) = _ 450 six >3
X x2
12+12x=0;x=_1—122=—1 —“xiz"=o;450=0—>Notienesol.

-1 0 3

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales. Capitulo 4: Limites y Continuidad. RESPUESTAS ~ IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra




Limites

f'2)=12+12-2 =36 > 0 - Creciente

f'(10) = — % = —4,5 < 0 > Decreciente

lim (350 — =) = 350 — = = 350 — 0 = 350

X—00 [ee]

Resultado. El coche disminuye su velocidad a partir de x=3 y no podria alcanzar los 350 km/h., pues
seria en el infinito.
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Limites

AUTOEVALUACION

x2—-3x+2 six<0

3 2 ; a laizquierda de cero y a la dere-
x> —=7x*+3 six>0

1. Los limites de la funcion f(x) = {

cha de cero valen:
lim f(x) = lim (x? —3x+2) =2
x?O‘ _ xT>0‘ 3 7 ) 3 _ 3
Jim fCo) = lim, (x° —7x° +3) =

c)j2y3
X_n2
2. Ellimite lim (33x+31 ) vale:
X—00
(3% —32\ oy (3% 32 /1 32\ 1 1
Nm | ——5— =(;)—’,Pj¥}o 31 3o S M|z ong) =37 0=3
1
b);
2,0
3. Ellimite lim (3; ;2x+25) vale:
X—00 -
i 3x* +x -5\ _ " 3x? 3
o\ x—x2+2 ) aw\—x2) "
a) -3
4. Ellimite lim 4_x_\/zvale:
X—00
iy YEEVE _ (3) 5 qim VEEVDEITD Vi—x & lim ——%
xl—r>1<;lo x T \w xl—l;lgo x(\/4—x+\/Z) - X—00 x(v4—x+\/Z) - X—00 x(v4—x+«/Z) o
. -1
= M O
a) 0
5. Ellimite lin‘} i LN
X
. Va—x—Va _ (0 . (Va—x—Va)(Va-x+V2) _ .. Vi—x —&" s —x s -1 _
== (o)~ i) A (Vi) A ey — i W)
-1 1
V& 4 .
d)— 2

x3—-3x2+a six<3
2x% -1 six>3
lim f(x) = xligl_(x3 —3x%24+a)=32-33)+a=0+a
lim f(x) = lim (2x2—-1)=2(3)?—-1=17

x-3% x-3%

a debe valor 17 porque para ser continua tiene que existir el limite en 3 y para ello ser los dos limites
iguales.

6. Para que la funcién f(x) = { sea continua “a “ debe valer:

c)17
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7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
a) lin% log(x — 2) =log(0) = —
xX—
2_
b) lim==" = (2) =2 =4

x—2 X—2 0 1

c)limvx—2=0

x—2
d) lirr% sin(cos(x —2)) =0
X—

a) f(x) =log(x — 2)
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal eny = 2.
a) lim log(x — 2) =
X—00
2_ oo
b) lim 2" = (2) = 2

x—00 x2-2 00

c) limvx —2 =

X—00
d) lim tan(cos(x — 2)) = es divergente
X—00
2x%-4

b) S—

x2-2

9. Indica cual de los siguientes limites NO vale 0.
x?7+45

a) lim praie 0 Como la exponencial es de orden mayor que el polinomio el limite es 0.
X—00

. 5 5
b) ;%\/ﬁ+m_ ot 0

C) lim Vx—1-vx+3 _ (f) - lim (Vx—1—-vx+3)(Vx—1+Vx+3) im -4 -0
X—00 x " \w X—00 x(Vx—1+Vx+3) - x—00 X(VX—1+vVx+3) -
d) lim &2 = lim < =1
X—00 eX-5 X—00 ex

d)

10. Los puntos de discontinuidad de la funcién g(x) = |x? — 9| son:

g(x) es el valor absoluto de una funcién polinédmica y por tanto siempre continua
¢) ninguno, es una funcién continua.
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Derivadas

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. CONCEPTO DE DERIVADA

1. C(x) = x? + 5x + 1 es la funcién de costes donde C(x) indica el coste de fabricacién de x unidades.
Calcula la tasa de variacion media entre 0 y 500 unidades, y la tasa de variacion media entre 200 y

800 unidades.
€(500)-C(0) _ 252 501—1

C(0)=1;  C(500)=250000+2500+1=252501; TVM(0,500) = === = =2
C(200) = 40 000 + 1000 + 1 =41 001;  C(800) = 640 000 + 4 000 + 1 = 644 001

TVM(200,800) = “ED=2E00)  ZRER00 — 1 005

= 505

2. La funcién de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B(x) = x? + 3x + 2, donde B(x) indica
el beneficio que obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacion media de
los beneficios entre 10 y 50 unidades, y la tasa de variacion media de los beneficios entre 100 y 400

unidades.
B(50)-B(10) _ 2652—132

TVM(10,50) = = 63,2
50-10 50-10
TVM(100,400) = B(‘*fg;:’féz"o) - 172%:12302 = 503,07

3. Una empresa determina que los costes de produccién por trabajador contratado son C(x) = 2x +\/x,
y que los ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por I(x) = 3x + x2 . Por
tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas
funciones no son continuas, no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funciéon escalonada,
pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas). Determina la tasa de variacion media si se
contratan entre 400 y 4 000 trabajadores.

B(x) = 1(x) = C(x) = 3x + X2 = (2x +V/x ) = x> = x—/x

B(4 000) — B(400) 15995936.75 — 159580

TVM(400,4 000) = 2000 =200 = 3600 = 4400

4. Calcula la derivada de la funcion f(x) = |x| en x = 0 teniendo en cuenta la definicion de dicha
funcion:

fx) = {x st x=0 y comprueba que no es derivable.

—Xxsix<0
lim £ _ iy 20— gy X9
x—0t x—0 x-0t X x—>0+ x
limwzhm||0 lim =-1
x—0" x—0 x—-0" X x—>0_ X

Como las derivadas laterales son distintas, la funcion no es derivable en x = 0.

5. Utilizando la definicidn de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:

a)f(x)=x3enx=2=f(2)= 12 b)g(x)=x+2enx=a=g'(a)=1.
a)f(Z)—hmf(x) @ _ i 228 = iy EF2DE=2) hm(x +2x+4)=12
x—2 x-2 X—=2 x—2 x— 2
b)g(a)—hm 9D=0@ _ 4y 232704D) _ 43y X8 i1 =1
xX—a x-a xX—a x—-aXx—a x—a
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Derivadas

6. Estudia la derivabilidad en x = 0 de f(x) = | x3 | .
£ = 18] = {—x3 six<0

x3six=0
. x)—f(0 . |x3|-o0 . x8 .
hmf()f()zhmizhm—zhmx2=0
x>0+ x—0 x—-0F X x-0t X x-0*
. x)—£(0 . x3|-0 P ;
hmf()f()=hm| | =11m—=11m(x2)=0
x—>0~ x—0 x>0~ X x-0" X x=0~

Como las derivadas laterales son iguales, la funcion es derivable en x = 0.

7. Dada la funcién f(x) = 6x2 — x3. Halla un valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el
punto (a, f(a)) sea paralela a la recta y = —15x.

La pendiente de la recta tangente viene dada por la derivada de f, f'(x) = 12x — 3x?, la pendiente de la
recta y = -15x es -15, decir que sean para lelas es equivalente a tener la misma pendiente, luego
buscamos a tal que

12a—3a%=-15, resolvemosy obtenemosa=5y a=-1,

8. Se considera la funcién f(x) = x? + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m halla el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la grafica f en el punto
(a,f (a)) pase por el origen de coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x)

a) f(x)=x%>+m;f(a) =a?+m; f'(x) =2x, f'(a) =2a
La ecuacién de la recta tangente en (a, f(a)) es: y = f(a) + f'(a)(x — a)
De donde, como pasa por (0,0),0 = a? + m + 2a(0 —a), a’+m—2a?>=0
m—a®=0, a=+Vm ,comoa>0, a=+m

b) Para que la recta sea tangente a la grafica, x = x> + m x? —x + m = 0 resolviendo

1+vV1-4m . . . s
X =-————, paraque existan soluciones, 1- 4m > 0, dos soluciones, la recta y la grafica son

secantes;
1-4m =0, m =%, solucién Unica, la recta es tangente.

9. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

1 (-1)"*n!
= —_— n) - —_—
f&) xta fo) (x + a)n*1
Hacemos la primera derivada:
i (x+a)-0—-1-1 -1
f(x) = > = >
(x+a) (x+a)
Sustituimos n =1 en la formula:
(-1 -1

1 _ _
fr = (x + )1 (x + a)?
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
. (x+a)?-0-(—-1)-Qx+a)-1) 2(x+a) 2
INOE - -

((x + a)?)2 C (x+a)* (x+a)d
Sustituimos n = 2 en la formula:
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Derivadas

(-2 2! 2
f20) = 241 3
(x+a) (x+a)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:
(x+a)3-0-2-B(x+a)?-1) —6(x+a)? -6
O = =

((x + a)3)2  (x+a)® (x+a)
Sustituimos n = 3 en la formula:

£300) = (—1)3 3! _ -6
(x+a)3*t  (x+a)*
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

1+x 2-n!
f) = 705~ V0 = g
Hacemos la primera derivada:
,()_(1—x)-1—(1+x)(—1)_(1—x)—(—1—x)_ 2
F= -7 ST a-xr a0
Sustituimos n = 1 en la féormula:
2-1! 2

1 — —
f (x) = (1- x)1+1 - (1- x)z
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:

x) = (1 - x)?)? T A-0t (-7
Sustituimos n = 2 en la férmula:

F2(x) = 2-2! _ 4
(1-—x)?* (1-x)3
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la tercera derivada:

(1-x°%0-2-1-x2-(-1)-3_61-x2> 6
((1—x)3)2 S (A-x¢  (1-x*

£300) = 23! _ 6
(1-—x)3*1 (1-x)*
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

OE

Sustituimos n = 3 en la formula:
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“ Derivadas

2. CALCULO DE DERIVADAS

10. Si fy g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f(1) = 2, f(2) =5, g(1) =1, g(2) =
6,f(1)=3,f(2)=6,f(6)=4, g’(1) =1, g’(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de:

a) (fog)'(@) =f"(9(2)-9@)=f'(6)-g'(2) =4-3=12

b) (o)W =g'(fD) - f(D=g'Q2Q)-f(1)=3-3=9

) (GofN@=g(f@) f@=9g'®G f@=1-6=6

d FoNW=F (M) f(D=f@ f(1)=6-3=18

11. Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es
derivable obteniendo la expresion de su derivada: D[u(x)-v(x)]=u’(x)-v(x)+u(x)-V'(x)
Si u(x) es derivable y v(x) es derivable, entonces h(x)=u(x)-v(x) también es derivable:
Escribimos la definicién de derivada:
(10~ g00) = fim T © IO = F0-909 _
b—x b—x

Sumamos y restamos f(x)-g(b):
lim f®)-9b)-fx)-glb)+f(x)-g®d) - F()-9(x) _
b—x b—x
Sacamos factor comun f(x) y g(b):
i (F©)= £00)-9(0) + £()-(g(0) ~9()) _
b—x b—x
Aplicamos propiedades de los limites, el limite de una suma y el limite de un producto:

lm(wm—um) (9(b)-g(x))

lim g(®)+Iim f(X)- lim~———"——= =
b—x b-x b—x b—x

b—x b—x
Calculamos los limites:

f’(x) - g(x) +fix) - g’(x), c.q.d.

Otra forma:
D[u(x) v(x)] = ﬁmou(x+h)v(x +hh)—u(x)v(x) =
h—>

lim u(x+h)v(x+h)=u(x)v(x+h)+u(x)v(x+h)=u(x)v(x) _
h=0 h

lim (u(x+h)=u(x)v(x+h)+u(x)(v(x+h)=v(x)) _
h—>0 h

. (u(x+h)=u(x)) .. . . (v(x+h)=v(x)) | )
;‘l_% p ’{L%v(x+h)+’fin0u(x)gmf = u’(x) v(x) + u(x)-v'(x)

12. Calcula la derivada de las siguientes funciones:
a)y = log(x5 — 7x3)12 = 12log(x° — 7x3)

5x*—21x2
x5—7x3

y' =12 -log(e)

b)y = log,(3x3 — 5x%)7 = 7log, (3x% — 5x?)
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Derivadas

, 9x2-10x
=7-——"lo e
3x3—-5x2 gZ( )

y
5 5 2 5
5_ 3 5_qy3 2 5_qvw3
cJy=1In (4X3xf: ) —In ((4)(3:)2( ) ) = %ln —(4)(3:;( ) %(ln(4x5 — 8x3)°
= %(51n(4x5 —8x3) —In(3x — 2))
p_ 1(p 20x*-24x* 3
Y =3 (5 4x5-8x3 3x—2)

4
d)y = In3/(2x2 + 4x7)* = In(2x% + 4x7)s = g -In(2x? + 4x7)

;4 4x+28x5
T3 2x2+4x7

13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
6 =
a) y = V5x11 = (5x11);
| 11— 10 _ 55x1  55x10  55¢10  55x
y—g(Sx)e-SSx - 5~ “6/c 55 ,.00/c5.  ~6/cs
6(5x11)6 6+/5°-x 6x9/5%x 6+/5°x
1 1 1 1 1 1
4 = = = = = =
b) y = V3xZ+x _ (3x2)*x2 _ 33.x2.x2 _ 34x
y 3x3+7 3x3+7 3x3+7 3x3+7’
1 1
, _ 3%8(3x3+7)-33x(9x2) _ Y3(-6x3+7)
- (3x3+7)2 T (3x347)2
1 9 1
_ (Bx*—4)Vx _ (3x*-4)xZ _3x2-4x2 3 25 4 15 3
Ay="3— = T =—1T 5 = I'X23—-—°X23=-1"
7x (7x5)3 73-x3 73 73 73
, 3 17 2 a4 AT
Yy =73 Xe —a\Tg)x ¢
73 73
1 7
3 = £
dy=r =002
2x+5  2x+5  2x+5’
Z%-(z +5)— %.2 14 7 4 z 83 3
, 3xX° [leX x Sx3+35x3-2x3 = Vx7+35-Vx?
Yy = (2x+5)2 (2x+5)2  (2x+5)2
14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1
2x3-7x9 2x3-7x° 2
— 7 5\3 — 7 5 3)
= |——(3x7 —5x =|— -
a) y \/4x5+6 3 5x°) (4x5+6 (3x 5x7)
;1 (2x3-7x° 7 543 _%
y =§( 4x5+46 (3x” —5x )) ’
_[(6x*-63x5)(4x°+6)—(2x3~7x°) (20x*) 7 £.5y3 , 2x3-7x° LY 6
[ o) (3x” —5x°)° + e 3(3x7 — 5x°)*(21x
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Derivadas

—63x8 —759 4 3_
(6x2-63x8)(4x5+6)— (2x 7x°)(20x )(3 7_5x5) 3,2x 7x°

x5r0)? e 337 —5x5)%(21x6-25x%)

2x3-7x 7 cu5\3
2\/75_'_6 (3x7-5x°)

1
_ ’(x3+5x)(4-x3—6x) _ ((x3+5x)(4x3-6x)\2
b) y= 2x%-5x - ( 2x%-5x )

1
r_ 1 ((x3+5x)(4x3—6x))_5 ) [(3x2+5)(4x3—6x)+(x3+5x)(12x2-6)](2x*—5x)— (x3+5x) (4x3—6x)(8x3-5)
Y =3 2x%—5x (2x%—5x)2

4

0 _ (3x4+5x2)4 _ (3x4+5x2)5 _ (3x4+5xZ)2
y= 4x2-6x5) ~ \4x2-6x5) =~ \4x2—6x5
y =2 3x*+5x% (12x3+10x)(4x%—6x5)—(3x*+5x2)(8x—30x*)
4x2—6x5 (4x2-6x5)2

1

5+ /5x ~ > =(5+(5x~ 5x-5)§)5

2

y' =2 (54 Gx—5x%)) * -1 (5x—5x")72 - (5 + 25x79) =

2

1 |—5x6+25:|

)L

15. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) fx) = log(1+e3x) —log(l—e x)
f'x) =

b) f(x) = (2 —3x)log(2 — 3x)
f'(x) =2-1log(2 —3x)+ (2 —3x) -%loge

c) fx)=1lo % = %log(4 — 9senx) — log(3 + 2cosx)
f ( ) — 1 —9cosx _ —2senx

2 4—9senx 3+2cosx

d) f( ) — Senx—Xxcosx

cosx+xsenx
f( ) (cos(x) 1cos(x)+x(sen(x)))(cos(x)+xsen(x)) (sen(x)—x cos(x))(—sen(x)+sen(x)+x cos(x))

(cos(x)+x sen(x))?

%2
(cos(x)+x sen(x))?

f'x) =
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16. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) y = (3x)*°~9%; In(£(x)) = In(3x**=9%7) - ln(f(x)) = (x° — 9x3) - In(3x)

f(x) = (5x* — 27x%) - In(3x) + (x° — 9x3) —

f( x)
/() = (3x)*° 0% [(5x4 —27x%) - In(3x) + (x> — 9x?) %

b) y = ((2x + 7)5°~6*) 5 In(f (x)) = ln(Zx +7(5x%-6x%))

In(f(x)) = (5x® — 6x2) - In(2x + 7) » —- f'(x) = (15x? — 12x) - In(2x + 7) + (5x% — 6x2)

f() 2x%+7

- f(x) = (3x)*" % [(15x —12x) - In(2x + 7) + (5x3 — 6x2) - 2x+7]
c) y=((x+ e)(‘“‘s‘g"3)5 - In(f(x)) = In(x + e)(‘”s‘g"s)5 = (4x°> — 8x3)° - In(x + e)

fﬁ:)) = 5 (4x5 — 8x3)* - (20x* — 24x2) - In(x + €) + (4x5 — 8x%)° - —

)=+ e)(“xs_g"s)5 . [5 - (4x° — 8x3)* - (20x* — 24x2%) - In(x + e) + (4x°> — 8x3)5 -

x+e]

d) f(x) = (@)* =x** > In(f(x)) = Inx** = x? - Inx - % = (2x) - In(x) + (x)? i

@) = ()% - [(@20) - In(@) + () -3

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1

4+senx 4+senx\2 1 4+senx 1
a =lo = ( ) =—l =—lo 4 + senx) — log, (4 — senx
)y 82 |1 cenx 2\ G oonn 82 conx (log( ) g2( )
;o 1( cosx —cosx) _1 (cosx(4 senx)+cosx(4+senx)) 1 8cosx _  4cosx
y 2 \4+senx  4-senx 2 (4+senx)(4—senx) 2 16—sen?x 16—sen2x
b) y= eV6x+8 . y' = — oV6x+8 . 6 _ 3¢ oxts
! 21/6x+8 V6x+8

c) y=sen (ln &) = sen (1n(7x) - %ln(l - 2x2)) ;

y = os(n5m) (- 2) = o i) (o ) =

= cos (In5m) - (S5 ) = eos (n7im) - ()

5x

d y=lIn —
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Derivadas

;5 1 -2x 1 x __ 16-xZ+x? _ 16

Y T ax T 216-x2  x  16-x2 16-x2 _ 1l6-22

3. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS

18. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x3 + 27x. ¢Cémo es
enx=0?¢Yenx=3?¢Yenx=-3?

f)=x3+27x f'(x) =3x2+27;3x2+27=0;x=3,x=-3 f"(x) =6x;

f"(=3) = —18 < 0 Maximo. f"(3) = 18 > 0 Minimo.

Creciente en (—o0, —3) U (3, +0) Decreciente en (=3, 3)

En x =0 creciente.  En x =-3 hay un max. relativo. En x = 3 hay un min relativo.

19. Una empresa determina que los costes de produccién por trabajador contratado son C(x) = x +Vx,
y que los ingresos por ventas, también por trabajador contratado, vienen dados por I(x) = 3x + x? . Por
tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado son ingresos menos costes. La funcidon beneficios
B(x) respecto del numero de trabajadores contratados, ées creciente o decreciente?

B(X) = I(x) - C(x) = 3x + X2 — (X +Vx) = 2x + X2 —V/x

2
B'(X)=2+2x—1/2vX ; 2+2x—1/2¥x=0; 2+2x=1/2vx ; (2 +2x)% = (ﬁ)
4 + 8x + 4x? =$ - 16x +32x2+16x3=1 - 16x3+32x>+16x—1=0 - x = 0,06
Intervalos (0, 0,06) y (0,06, =) pues x no puede tomar valores negativos,
Para x < 0,06 B’ es negativa, luego B es decreciente
Para x > 0,06 B’ es positiva, luego B es creciente.

20. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=x*-1; b)y=3x3+9; c)y=4x*-2x*+5; d)y=9x3-3x2%

a)f(x) =x*-1
fl(x) =4x3;4x3=0; x=0 ;f"(x) =12x%; f"(0)=12-0=0 f""(x)=24x; f""(x)=
24; f""""(0) = 24 > 0 Minimo.

b) f(x) =3x3+9

f'(x) =9x%2;9x2=0; x=0 ; f"(x) =18x; f"(0)=0; No tiene ni maximos ni minimos.
of(x) = 4x* —2x*+5

f'(x) =16x3 —4x; 16x3—4x=0; x=> x= —%, x=0 f"(x)=48x%2—-4;

" (%) =8> 0 Minimo. " G) =8> 0 Minimo. f"(0) = —4 < 0 Méximo.

N | =

d) f(x) = 9x3 — 3x2
fl(x) = 27x2—6x;x=§,x=0
f'"(x) =54x —6;
rn 2 7.
f (;) = 6 > 0 Minimo.
f"(0) = —6 < 0 Maximo
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Derivadas

21. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima
cuando estos son iguales.

Suma:x+y ; X-y:k ’yzg 'f(x)zx_}_g’

f'x) = 1—x£2; 1—§= 0; x2=k; x=+k ,pueshadeser positivo.
f(x) = % f'(Vk) = 2X_ > 0 luego es un minimo.

X

k)3
y = \% =+k , Portanto, han de seriguales.

22. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 2x3 — 3x2 + 72x, en
el intervalo [-5,5] y en el intervalo [1,4].

f(x) es continua y derivable en todos los puntos por ser una funcién polindmica.

f'(x) =6x%2—6x+72;f'(x) =0->x= 1ii2m, no real.

Luego f(x) no tiene ni maximos ni minimos relativos.
Sabiendo que f(x) es creciente en todo su dominio:
Cuando f(x) definida en el intervalo [-5,5]
Min. absoluto: f(—5) = 2(=5)3 — 3(=5)? + 72(—5) = —685 — Punto (-5, -685)
Max. absoluto: f(5) = 2(5)3 — 3(5)? + 72(5) = 535 — Punto (5, 535)
Cuando f(x) definida en el intervalo [1,4]
Min. absoluto: f(1) = 2(1)3 — 3(1)? + 72(1) = 71 - Punto (1, 71)
Max. absoluto: f(4) = 2(4)3 — 3(4)? + 72(4) = 368 — Punto (4, 368)

23. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=|[x—-9| b)y=|x+2|+|x—-3|
a) y=|x—-9] . .
—x + si x<
f(X):{x—9 si x>9
f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcion polindmica, sin embargo, no es
derivable en x = 9, puesto que sus derivadas laterales son distintas f' (9) # f1(9); -1 # 1
No obstante, en dicho punto tiene un minimo a la vez relativo y absoluto. Sus coordenadas son

P(9,0)

b) y=I|x+2|+|x— 3|

—2x+1 Si x <=2
f(x) = 5 si —2<x<3
2x—1 Si x >3

f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcidn polindmica. Al ser una suma de
funciones en valor absoluto, no es derivable ni en -2 ni en 3, no tiene maximos ni minimos.
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24. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = [x + 2|, en el
intervalo [-4,4].
—x—2si x<-=2

f(X)_{x+2 si x> —2
f(x) es continua en todos los puntos al ser una funcion polindmica, pero no es derivable en X =
—2, puesto que las derivadas laterales no son iguales f_ (—=2) # f{ (=2); -1 # 1
En dicho punto, cuenta con un minimo que es a la vez relativo y absoluto cuyas coordenadas son P (-2,
0).
Teniendo en cuenta que f(x) es decreciente en (—o0, —2) y creciente en (—2, ):
Para f(x) definida en el intervalo [—4, 4]:

Max. Absoluto:
f(4)=14+2|=6->B(4,6)

e*—1 si x<0 -
. Contesta razonadamente a las siguientes

25. Se considera la funcién: f(x) = {xz tx si x>0

preguntas:
a) éEs continua en el punto x=0? b) ¢Es derivable en el punto x=07? c) ¢{Alcanza algin extremo?
a) Continuidadenx =0
f(0)=e—1=0
_ xlirgl_f(x) = xli_)rgl_(e_x —1D)=e"-1=0
}cl—%f(x) | lim f(x) = lim(x?24+x) =024+0=0
x—-0% x—+

lim f(x) = lim f(x); luego 3 lim f(x). Como f(0) = lim, f(x) es continuaenx = 0
x—-0~ x-0t x—0 X—0

b) Derivabilidadenx =10
f(x) es continua en todo su dominio. Calculamos f’(x):
v _ [ —e7* si x<0
f(X)_{Zx+1 si x>0
Para que f(x) sea derivable enx = 0, f.(0) = £/ (0)

f.(0) = —e’=-1
{f;(0)=2-0+1=1
Como —1 # 1; fL(0) # £/ (0)y, por lo tanto, f(x) no es derivable enx = 0
c) Extremos
Si, alcanza un minimoenx = 0
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Derivadas

26. Sabiendo que una funcién f(x) tiene como derivada f'(x) = (x — 4)(x> — 8x + 7),
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f
b) Halla los maximos y minimos relativos de f
c) éEs el punto x = 4 un punto de inflexion de f? Justifica razonadamente la respuesta.

a) (x—4)*(x>-8x+7)=0; x=4,soluciéndoble; x=1, x=7,
Obtenemos los intervalos (—o0,1) (1, 4) 4,7) (7, ) estudiamos el signo de la
derivada en cada uno de los intervalos
(—o,1) , f(0)>0 fescreciente
(1, 4) , f(3)<0 fesdecreciente
(4,7) , f(5)<0 fesdecreciente
(7,0) , f(10)>0 fescreciente
b) Enx =1 hay maximo relativo
En x = 7 hay un minimo relativo
o) F(4)=0, f'(x)=2(x—4) (}@—8x+7)+ (x—4)2(2x=8) ; f'(4)=0. '(x) = (x-4) (4x? — 32x +46)
f”’(x) = 1-(4x? — 32x +46) + (x—4)(8x—32) , f”’(4)#0, en x =4 hay un punto de inflexidon.

27. Determina los maximos, minimos y puntos de inflexion de las funciones siguientes:
a)y=x3-3x?+6x+11; b)y=x3-7x+8; c)y=x>+2; d)y=x*-3.

a) y'=3x2—-6x+6
La derivada primera no se anula en ningun punto, luego no tiene maximos ni minimos relativos.
y'=6x -6, 6x —-6=0, x=1. y”=6 vy’ (1)#20, hay punto de inflexién en (1, 15)

b) y'=3x*-7 , 3x*-7=0, x=\E , x=—\E
Obtenemos los intervalos (—00, —\E) (—\E, \E) <\E’Oo> estudiamos el signo de la

derivada en cada uno de los intervalos

(‘ —\/2> , V'(-10) >0 fes creciente

w’

3

7 7 7’ .

<— 3 5) , ¥'(0) <0 fesdecreciente
7

< T oo) , Y'(10) > 0 f es creciente

~

Enx = —\E hay un maximo relativo,

w I

Enx = \F hay un minimo relativo

y’=6x , 6x=0 ,x=0; y” =620, enx=0hayun punto de inflexién.

c) y'=5x* , 5x*=0 , x=0, como 5x*es siempre positiva, la funcion es creciente siempre, no
tiene ni maximos ni minimos relativos.

y'=20x3 , y”=60x> , y¥=120x , y'=120#0 , enx=0 hayun punto de inflexion.
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Derivadas

d y=4x> , 4x3=0 , x=0
Obtenemos los intervalos (—o,0) (0, ) estudiamos el signo de la derivada en cada uno de los
intervalos
(—o0,0) y'(-10)<0 fesdecreciente
(0,00) y'(10)>0 fescreciente
En x = 0 hay un minimo relativo.
No hay puntos de inflexién, pues y”’ se anula en x = 0y también y’”.

28. Determina el dominio de las siguientes funciones:

a)f(x) =3x3-2x2+5, b) f(x) = cotg x, ) f(x) = ﬁ,
d)f(x) =vx+5, e) f(x) = 2% , f) f(x) = log(x+1).

a) f(x)=3x3-—2x?+5, esuna funcién polinémica, por tanto, su dominio es #

b) f(x) = cotgx = % no existe donde se anula el denominador, x = ki, Dom = & - {x =k }
c) x2—4=0, x= -2, x=2 Dom=%R-{2,2}

d x+5=>20, x=>-5, Dom={x € R, x = —5}=[-5, )

e) x—3=0, x=3 , Dom=%- {3}

f x+1>0, x>—-1, Dom={x€ER, x > —1}=(-1, )

29. Determina el conjunto imagen (o recorrido) de las siguientes funciones:

a)f(x) =x>+2x-3, b) f(x) =3x3—2x2+5, c) flx)=vx—1
a)f(x)=x>+2x-3

h

Img = ['4r OO)

b) f(x) =3x3—2x*>+5

1/

Img=R

c) f{x)=vx—1
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: img = [0, o)
30. Analiza la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x) = x? b) f(x) = x3 c) f(x) =x?—6x+5
a) f(x) =x% , f(-x) = (-x)?=x2 como f(x) = f(-x) fes par
b) f(x) =x3 , f(-x)=(-x)3=-x3, -f(-x)=-(-x3)=x3 como f(x) = -f(-x) fesimpar

c) f(x) =x>—6x+5, f(-x) = (-x)>=6(-x) + 5=x>+6x+5 , -f(-x) =-( x>+ 6x +5) =-x* - 6x - 5
como f(x) # f(-x) y f(x) z-f(-x) fnoesparniimpar

31. Estudia las asintotas y el comportamiento en el infinito de las siguientes funciones.

1,
a) f(x) = {; stx#0 Asintota Vertical: Hacemos el denominadoriguala0,x=0;

Osix=0
, . L1
Asintota Horizontal: lim-=0 , y=0
X—00 X
x2+2 , . . .
b) f(x) = — Asintota Vertical: Hacemos el denominadoriguala0,x-2=0, x=2.
, . . x%42 .
Asintota Horizontal: lim = o , notiene.
x—o00 X—2
x242
, . = . x%+2
Asintota oblicua: y=mx+n, lim = lim =1, m=1,
x—oo X x—00 X2=2
. x2+2 . x%4+2-x242x . 2x42
lim —1-x)=lm——=Ilim——=2, n=
x—00 \ X—2 X—00 x—2 x—oo X—2

y=x+2
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o fx)= /’;2;2 El dominio es (2, o)

Asintota Vertical: Hacemos el denominadoriguala0,x—2=0, x=2.

Asintota Horizontal: lim = oo , no tiene.

x242
’ . . x—=2 . x2+2 .
Asintota oblicua: y=mx+n, lim = = lim =0, notiene.
x—oo X x—oo\ x3—-2x2

32. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos y la concavidad de:

a) f(x)=2x3-9x*+12x+5

fl(x) =6x2—18x+12, 6x2—18x+12=0; x=1, x =2
obtenemos los intervalos:  (—o0,1) (1, 2) (2,)
estudiamos el signo de la primera derivada en cada uno de los intervalos:
(—o,1), f(-10)>0 fescreciente

(2,2) , f(1,5) <0 fesdecreciente

(2,00) , f(10)>0 fescreciente

En x =1 hay un maximo relativo, (1, 10)
En x =2 hay un minimo relativo, (2, 9)

f'(x)=12x—18, 12x—18=0; x=1,5 obtenemos losintervalos: (-0, 15) (15, )
Estudiamos el signo de la segunda derivada en cada uno de los intervalos:

(-o0, 15) , f”’(0)<0 Cdoncava

(15,) , f’(10)>0 Convexa

b) f(x) =x3

f'(x) = 3x2, como siempre es positiva, f es siempre creciente.
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f'(x)=6x, 6x=0; x= obtenemos los intervalos: (-0, 0) (0, o)
Estudiamos el signo de la segunda derivada en cada uno de los intervalos:
(-0, 0) , f”(-10)<0 Cdncava
(0,0) , f”’(10) >0 Convexa

x-3
x2-4

o fx)=

El dominio es todos los nUmeros reales menos el =2 y el 2.

Q) fr) = et ey 6r—4=0, x=076, x=524
estudiamos el signo de la primera derivada en cada uno de los intervalos:
(—,—2), f(-10)<0 fesdecreciente
(-2,076) , f(0)<0 fesdecreciente
(076,2), f(1)>0 fescreciente
(2,524) , f(5)>0 fescreciente
(524, ) , f'(10)<0 fes decreciente
En x = 0,76 hay un minimo relativo,
En x = 5,24 hay un maximo relativo.

_ (x2=2)° —(—x2+6x—4)2x-(x2— _ (x2=2)—(—x2+6x—4)
£'(x) = (—2x+6)-(x2-4) (x(z_:;)zsx 4)2x-(x%-4) _ (2x+6) (x (;Z)_E)sx +6x—4)-2% %0
Estudiamos el signo de la segunda derivada en cada uno de los intervalos: (-o0, -2) (-2, 2) (2,
o)
(-o0,-2) , f”(-10) <0 Cdbncava
(-2,2) , f’(0)>0 Convexa
(2,0) , f7(10)>0 Codncava

(0.76, 0.65)

1
| |
| |
| |
i t
| |
| |
| 1

-3 B -1 0 1 b 3 4 5 [
| |
| |
I |
| 1
| |
| 1
I T

33. Se considera la funcién f(x) =

4—x2

a) Indicar el dominio de definicién de la funcidn f y sus asintotas

b) Hallar los extremos relativos de la funcion f y sus intervalos de concavidad y convexidad.
c) Dibujar la grafica de f y hallar su maximo y su minimo absoluto en el intervalo [-1, 1].
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Derivadas

a)4—x>=0,x=-2, x=2 ; Domf=R-{2,-2};

Asintotas verticales: x =2, x =-2;
1

Asintota horizontal: lim S = , y=0;
2x x—wo;i—x

b) f'(x) = Gt ap =05 2x=0,x=0
Estudiamos el signo de la primera derivada en cada uno de los intervalos: (-o0, -2) (-2, 0) (0, 2) (2, o)
(-o0, -2)  f'(-10) < O decreciente

(-2,0) f'(-1) <0 decreciente

(0, 2) (1) >0 creciente

(2, ) f'(10) >0 creciente
Minimo relativo: (0, 1/4);

” 2-(4-x2)" —2x-2-(—2x)-(4—x2 2-(4—x?)+2x-2-2x 8+6x2
f (x) = ( ) (4—x2()4 X ) = ( (4—)x2)3 = E4—X2)3 #0
Estudiamos el signo de la segunda derivada en cada uno de los intervalos: (-0, -2) (-2, 2) (2, =)
(-o0, -2) f”’(-10)>0 Cobncava

(-2,2) f’(0) <0 Convexa

(2,0) f’(10) >0 Codncava

Céncava: (—0,-2) U (2, +0); Convexa: (-2, 2); No tiene puntos de inflexion;

c) Minimo absoluto: (0, 1/4) que en ese intervalo coincide con el minimo relativo;
Maximos absolutos: (-1, 1/3), (1, 1/3), se alcanzan en los extremos del intervalo.

34. Sea la funcién f(x) = 2x|4 — x| Estudia su continuidad y derivabilidad.

_ (—2x(4 —x), x> 4
2"'4""‘{ 2x(4—x), x<4
2x% — 8x x> 4
2xl4 — x| = !
x|4 = x| {8x—2x2, x <4

Estudiar su continuidad enx =4
f(4)=8-4—2-42=0
1i111+(2x2—8x) =2-42-8-4=0
li =1{*7
Jim £ () lim (8x —2x%) =84 -2-42 =0
X—
Como f(4) = lir‘{1+ flx) = lir:{l_f(x) entonces f(x)es continua en x = 4
xX—> X—

Estudiar su derivabilidad en x =4
lim(4x—-8)=4-4—-8=8

. , _ ) x-at
lim £t _{liT_(8—4x) =8—4-4=-8
X—
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Como liT+ f'(x) # liril_ f'(x) entonces f(x) no es derivable en x = 4
X— xX—

(2x-1)2
4x2+1

35. Se considera la funcion f(x) = . Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de

la funcion f(x).
Asintotas:
_ C 4x? —4x+1
S = e
Por tanto, tiene asintota horizontal en y=1. No tiene asintotas verticales ni oblicuas.
Maximos y minimos:
(8x—4)-(4x%+1)—(8x)-(4x%—4x+1) _ 32x3+8x—16x2—-4—(32x3-32x2+8x) _ 16x%-4

fr) = (4x2+1)2 (4x2+1)2 T (4x2+1)2
16x2-4 2 _4_nq. _ 1, _ 1
m—0—>16x 4—0, X—Z, X = 2
£'(x) = 32x-(4x2+1)° —(16x2—4)-2-(4x%+1) -8x _32x-(4x%+1)—(16x%-4)-16x
X) = (4x2+1)4 o (4x2+1)3
£ G) > 0, minimo £ (— %) < 0 maximo

36. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea
de dos litros y la superficie empleada sea minima.

| L——

e — x=largo = profundo/ y=altura
V=2 litros = 2dm?

Volumen:2 =x2-y >y = xz—z

S 2 _ 2 i
Superficie = 2(x* + 2yx) = 2 (x +- x)

_ 2,2Y_9,2, 4 _5.2 4
f(x)—Z(x +x)—2x + 2x +

fx) =4x—= 4 -t =0t

x2 x2 x2

=0-54x3-4=0->x=1
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f"(x)=4+% Fr) =4+~

a )3 > 0 - Por lo tanto tenemos un minimo para x = 1

y= (1)2 =2 Lado de la base: 1 dm, altura: 2. dm

37. Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de radio R=

5cm.

hmr? 2 2 2 2 2
V= 3 ; h=R+x->h=54+x ; r“=R*—x“->r“=25—x
- G+x)-m-r? (5+x) m-(25-x?)

B 3 B 3

—10mx + 2571 )

[0 = = 05 xy = 0,665 xp = ~3,99
La opcidn negativa no es valida.
f(x) = —an — 2mx f’ (O 66) = _10_n — 2m(0,66) < 0 » Hay un maximo relativo para 0,66.
h=5+40,66=05,66cm = 25— (0,66)2 = 24,564; r =49cm

38. Calcula la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y area maxima.

perimetro= b+2a
8=b+2a—>a = %

2 2
b,lw 2-\/64—16b b [e@-p
flx) =—— al ( ) b VEZD

fox) =va- +b(\/4 b) = \/4 ==
4-2b=0-4=2b>b=2 "

5y —6+Db
f ) =
V4 —b-(4—-Db)
f”(b) < 0 — Por tanto tenemos un maximo para b = 2
8-b _ 8-2
a= T = T =3 ; h = 9 —- \/_
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Derivadas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.- Piensa en un ejemplo de funcidn no derivable y que si sea continua.
Es el caso de las funciones en valor absoluto: f(x) = |x? — 4]

8

Esta funcidn es continua en todo R, pero no es derivable en x = —2 y en x = 2, ya que esos dos puntos
no tienen una Unica recta tangente.

2.- Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = vx en x=1,4,5..
éPuedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

fl(a) — llm f(X)—f(a)

x—a
f'() =1 mf(x; 11“(1) = chlqlxi_—ll - % — L'Hopital - hm 2‘1/_ = }C—I}}# = % =%

f') = M—Llﬂff=%—>L’Hopltal—>11mT_Llﬂ?—ﬁzzi
f') = f(x) f(S) }gg%f = % - L'Hobpital - lim 2= 2‘/— = }Cl_rg? = %

f'(0) = }‘l—I}(l)f(xi 5(0) - }Cl_)o\i__oo = - - L'Hobpital - }Cl_r}} 2‘1/_ = }cl_rg# = ﬁﬁ = % = +00;

No se puede obtener la derivadaen x = 0

(x—1)?% six<1
2 six >1
afirmaciones son ciertas, razonando la respuesta.
a) f es derivable en x=1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.
b) f ni es continua en x=1 ni derivable en dicho punto.

2(x—1) six<1 re4y _ A re4N _
£ = {3 v f=20-1)=0; fr@=0
1O = f+'(1) = 0; las derivadas laterales tienen el mismo valor.
Sin embargo, f no es continua en 1y por tanto tampoco derivable, la respuesta correcta es la b.

3.- Se considera la funcion f(x) ={ , indica cudl o cuales de las siguientes

4.- {Cuantos puntos hay en la funcién f(x) = |xZ + 6x + 8| que no tengan derivada? Justifica la
respuesta.
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“ Derivadas

-2
Como podemos observar, la funcidén es continua en todo R, pero no es derivable en los puntos x = —4
y x = —2, ya que esos dos puntos tienen dos rectas tangentes.

5.- Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 5x* + 3x — 2 en el
puntox =5

y=fa+f(a)(x—a)
f(5)=5-5243-5-2=125

f'(x) =10x+3 - f'(5) =10-5+3 =53
y =125+ 53(x — 5) = 125 + 53x — 265 = 53x — 140
y = 53x — 140

6. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por:y = 30x — 0'5x%(x e y
en km). La direccidn del vehiculo nos proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.

Dada la funcién f(x) = 30x — 0'5x2 hacemos la derivada f(x)’ = 30 — x y sustituimos x=4

f'(4) = 30 — 4 = 26 y hallamos la direccién del vehiculo.

7. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
Formula de la recta tangente: y = f(a) + f'(a)(x — a)
a) y=x3+5enx=2
y' = 3x2
y(2)=23+5=13 y'(2)=3-22=12

y=13+12(x-2) >y =12x - 11
b) y=3x*+7x—2enx=1
y(1)=134+5=6
y=6x+7; y(1)=6+7=13
y=6+13(x-1) > y=13x-5

c) y=2x3-5x*+4enx=0
y(0)=2-03-5-02+4=4

y' = 6x? —5x y'(0)=6-02-5-0=0

y=44+0x—-0)->y=4
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Derivadas

8. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x3 — 3x + 2 en los que su tangente
sea paralela: a)alarectay=0; b)alarectay=2x.
y=x3-3x+2
a) Paralelay=0 > m=0 1y =3x?-3 ;3x2-3=0;3x=3;x=1, x=-1

Puntos: (-1,4) y (1,0)
b) y=2x > m=2 y =3x2-3 ;3x?-3=2; 3x*?=5; x=—-|>2,x= |

Puntos: <—\/E, 3\/E+2) y <ﬁ’_i\/5+2>
3" 343 37 343

9. Determina la recta tangente de la gréfica de la funcién y = V4x3 en x=0
La funcién no es derivable en x = 0 pero existe recta tangente

y(0)=v0=0
12x2 122 3
— = = xz-x_fle/z =3\/§
Y 2V4x3  2-2x3 ( )
y'(0)=3V0=0

y=f@+f(@kx-a)
y=0+0x—-0)->y=0

/‘.f

i

10. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la
pendiente es 12. {Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos

se alcanza?
f(x) =4x3 —12x m=12

f'(x) =12x? — 12 112x2 =12 =12; 12x%2=24; x=+\2
Puntos: (V2, —4v2) y (—V2,4+/2)
Rectas tangentes: y =42 + 12(x +v2) vy y=—4V2+12(x -2 );

f'(x) = 12x? — 12 el menor valor que puede tener la pendiente esenx =0 yvale —12

11. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto
A(1,2) y es tangente a la recta y = x en el punto 0(0,0).
f'(x) =3ax?+b
Punto O(0, 0) f(0)=0 —-c=0
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“ Derivadas

Tangentey=x , m=1 ff(0)=b ->1=0b
Punto A(1,2) f)=2 -a=1

12. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) =x3+bx+a y
gx)=cx— x? tengan la misma recta tangente en el punto A(1, 0).

f)=x3+bx+a; f(1)=0; 0=13+b(1)+a; 0=a—-3+1; a=2

gx)=cx—x? ; g1)=0; c¢c—1=0; c=1

f@X)=x3+bx+a; fx)=3x2+b; ff(1)=3+b

gx)=c—2x=1-2x g)=-1; 3+b=-1; b=-4

13. Determina el coeficiente a, para que la funcién f(x) = x? + a, sea tangente a la recta y=x.
y=x-m=1
2
2 g ()= PP =1-v=2L . ()= (2 _1
fx)=x +a,f(x)—2x,2x—1,x—2 ; f(z) (2) +a 4+a

En los puntos de la forma (%,i +a ) la recta y = x es tangente a la funcion.

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=3x*+5x-7 b) y =5x3 —4x* +3x + 2
y = 6x+5 y =15x% —8x + 3
y= 6x*—4x+7 d) y =9x7 —4x6-2x3
y = 12x — 4 y = 63x7 — 24x° — 6x?
15. Calcula:
a) D(3x% + 6x* — 9x) b) D(7x> — 5x% + 3x + 2x3)
y =6x+ 24x3 -9 y = 35x* — 10x + 3 + 6x2
¢) D(5x° — 4x* + 3x3) c) % (723 — 8x° — 9x8)
y = 25x* — 16x3 + 9x2 y = 21x? — 485 — 72x7

16. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=5x*+4x—2;y =10x+ 4+

b)y = (2x245)(7x-3) __ 14x3-6x?+35x—15 _,  (42x%-12x+35)(5x—8)—(14x3-6x2+35x—-15)(5)
y= 5x—8 S 5x—8 Y= (5x—8)2
6VE 6x% <3x_%>(x3—x2—5x+2)—(6x%>(3x2—2x—5)
y= (x+2)(x2-3x+1) Y= (x3-3x2+x+2x2-6x+2) Y= (x3-x2-5x+2)2
3 1 3 1 5 1 3 1
JR(e43) x%(x+3) (x2+3x2> (Ex2+5x 2>(x2—3)—(x2+3x2>(2x)
DY =)V = V= ey Y (x2-3)2
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17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(x—3)-(2x—-4)
a)y - x+5
;_ (1(2x-4)+(x—3)-2)-(x—5)—((x—3)-(2x—4))-1 ; _ 2x%+20x—62
- (x+5)2 - (x+5)2
2x%2+5)-(7x-3)
b) y= ( Sx)—8
;L (4x~(7x—3)+(2x2+5)~7)'(5x—8)—((2x2+5)-(7x—3))-5 , _ 140x3-366x2+96x—205
- (5x—8)2 Y= (5x—8)2
_ (2x+3x2)-(4x5-5)
C)y h 6x+7
, _ ((2+62)-(4x5-5)+(2x+3x2)-20x%)-(6x+7)~((2x+3x2)-(4x°-5) ) -6
- (6x+7)2
; _ 432x7+4828x6+366x5-90x2-210x—70
- (6x+7)2
5(x+2)-(4x—6)
DY = erm

T 2(x+5)-(6x+3)

r_ 5 (1:(4x—6)+(x+2)-4)((x+5)-(6x+3))—((x+2)-(4x—6))-(1-(6x+3) + (x+5)-6)
2 (Ge+5)-(6x+3))°

; _ 5(20x%+44x+71)

T 3(x+5)2-(2x+1)2

18. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=((x3+5) (8x°-7)
y' = (Bx?-(8x°—7)+ (x> +5)-48x%) y' =72x%+ 240x> — 21x?

b)y = (9x3 —3) - (7x* + 6)
y' = @27x%- (7x*+6) + (9x3 — 3) - 28x3)  y' = 441x% — 84x3 + 162x?

19. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
2 , (D) (x+2)—-(x-2)1 , 4
@)y =" y' = =

x+2 (x+2)2 T (x+2)2

b)y =vx—2-(6x3—-3x)
3_ 2_
y' = ( 1 (6x3 — 3x) + (m) . (18x2 _ 3)) y' = 42x°—72x°-9x+12

2Vx—-2 2Vx=2
_ (4x3-7x2)
0y= (8x*—4x3)
; _ (12x2-14x)-(8x*—4x3)—(4x3-7x2)-(32x3-12x2) ; _ 8x2-28x+7
- (8x*—4x3)2 y = 4x2(2x—1)%
v = 2Jx3 , 2(%’7)~(3x+4)—(2\/F)-3 , 3xyrH12VE
)y = 3x+4 y = (3x+4)2 T (3x+4)2

20. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = (x°® — 5x%)° y' = (9 (x% —5x2)8 - (6x° — 10x))
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“ Derivadas

b)y = (2x* — 7x%)° y' = (5-(2x* - 7x%)* - (8x% — 42x5))

)y =+/(2x7 — 6x5)3 y' = (g (2x7 — 6x5)z - (14x6 — 30x4))

2
. 4 9)5. 3_ 8
d) y = J/(3x* + 6x°)7 y' = (7 (3x*+6x )55(12x 54x )>

21. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
1
a) y=vV2x3+3-(4x7 +6x*)® - (2x% +3)z - (4x7 + 6x2)® >
1
y = %(2x3 +3)71/2 . (6x2) - (4x7 + 6x2)° + (2x3 + 3)z - 6(4x7 + 6x2)° - (28x° + 12x)

2
%.(33(.;4)_3.3\/5,534_73(2_2
3/5x3+7x2—2 } 3 /(5x3+7x2—2)2

b) y= 3x+4 Y= (3x+4)2

c) y = (7x% + 3)5 - (4x5 — 8x8)
y =5-(7x3+3)* - 21x% - (4x° — 8x8) + (7x3 + 3)° - (20x* — 64x7)

_ (5x3—7x2)9 Ly — 9(5x3—7x2)8~(15x2—14x)v(9x4—3x3)2—2(9964—3x3)~(36x3—9x2)-(5x3—7xz)9
(93:4—3;\73)2 (9x4—3x3)4

d)

;. 9(5x3—7x2)8'(15x2—14x)~(9x4—3x3)—2-(36x3 —9x2)~(5x3—7xz)9
- (9x%—-3x3)3

22. Utiliza derivacidn logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:
a) y = (5x)* 73 5 Ly = L(5x)*° 3% 5 Ly = (x5 — 3x3) - L(5x)
% = (5x* — 9x2) - L(5x) + (x° — 3x3) % >y =y [(Sx4 —9x2) - L5x + (x5 — 3x3) %

y" = ((5x)*°~3¢%). [(5x4 —9x2) - L(5x) + (x> — 3x3) i]

b)  y=Bx+6)* 2 5 [y =L(3x+6)* 2% 5 Ly = (4x3 + 2x2) - L(3x + 6)

y _ 2 . 3 2y, 3
y—(12x +4x) - L(3x + 6) + (4x° + 2x*) e

v =y-|(2%7 + 4x) - Bx + 6) + (4x° +22) - 2 |

3x+6

y = [(12x2 + 4x) - (3x + 6) + (4x3 + 2x?) ﬁ] . (3x + )+ +2x?

c) y= e(3x5-62%)° _, Ly = Ln e(3x-6x")" Ly = (3x° — 6x3)°> -
% =5-(3x% — 6x3)*(15x* — 18x2) > y =y - (3x> — 6x3)*[75x* — 90x?]

y = (e(3x5‘6x3)5) - (3x° — 6x3)*(75x* — 90x?)

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il. Capitulo 5: Derivadas. RESPUESTAS
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Derivadas

” 5 (ax7 +6x5)3 (4x7+6x5)3
d) (5x F )@+ 5y 4 1) 5 S Ly=LGx+1) 5 -
Ly = “’”—6" L(5x + 1)
5 3
Y 3T hgys 300y . L(sx + 1) + BTEED 3
y 3 3 5x+1
5
y [M(ZSx —30x%) - L(5x + 1) + ¥ )y e 1]

(ax7 +6x5)

[(4x + 6x5)2(28x% — 30x%) - L(5x + 1) +

23. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

5 ] . 3\/(5)6 + 1)(4x7+6x5)3

5x+1

—5x2)%) - (9x% — 10x)

+ 8x>)%) - (20x* + 24x?)

a) y = ex5+7x3 >y = e X H+7x% (5x* + 21x2)
b y=(e57) S y= e 73y

5
<) y = (e4x5+8x3) Sy = e(4)c5+8963)5 . (5(4x5

3 2
y = ’ e(5x°-3x8)

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

-

d)

2
3 3 (e 5x5—3x8)

a)y=In(5x>-3x3)%(3x+1)) b)y=
7x° —5x
=1In,|——~ =1
c) y=In 7% —3 d) y=In

_ 125 -3x) osxt —0x?)xs )+ afsx®-5x%” _

_ 2(5x°-3x8)-(24x*-24x7)

n «./(2x3 + SxZ)3

H (33«?4 - SJn:S]2

12(25x4 -9 x2)(3x +1)+ 3(5x5 -3 x3)

e (5x5—3x3)12(3x+1)

2
b)y=%fn(2x3+5x2):yr=§ 6x“+10x _ 9x+15

22x3+5x% 2x%+5x
(35 x4-512x -3)-(7x5-5 x)2

(6x°-3x)(3x+1)

1, [7x°=5x) _, 1 (2x-3p 70x5-14x5-105x*+ 15
c)y=—fﬂ y= 5 = f 5 y
2x-3 2 7x5-5x 2(2x-3)[7x%-5x)
2x-3
2 (4 .5 212x3-25x*  24-50x
d)y=—fn(3x -5x )=>y’=— &= 5
3 3 3x*-5x 9x-15x

25. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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“ Derivadas

3x
a) f(x)=In 5+§e3x b) F(x)=(2x-3x*)In(5x-7x?)
¢) f(x) = In Y10 = 9senx d) y = +/In(5x)
4+ 3x
5+Se 3 ol 3xY . / _ 9e3 9e3¥
a) f(x) =In——= IG5 +3e’*) —In(5 - 3e*); f'(x) = s T sao

(5-14x)(2x—-3x2)
5x—7x2

b) f'(x) = (2 —6x)In(5x — 7x2) +

\/16 9senx X ’ _ —9cosx . 3
) fO) =In—— ln(16 9senx) —In(4+3x) ; f'(x) = 2(L6—9sern)  2+3%

S

d) y/ — 5X — 1
2,/In(5x) 2x,/In(5x)

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

8 y=Inaccossy) by m7e ) O f(0=SELEED g vas
5—3senx

_ 5

] 1 V11— 25X 5

a)y'=
2/In(arccos(5x)) ar ccos(5x ) 2 J In(arccos(5 x)) (1— 25x 2) arccos(5x)
b) y =In(7e?*3) =In7+ me*3=n7+2x-3 ; y =2
c) y=>5In Ssenxts = 5[In(3senx + 5) — In(5 — 3senx)]
' 5( 3cosx _ —3cosx) _ (3cosx(5—35enx)+3cosx(3senx+5)) _ 30cosx
y = 3senx+5 5-3senx/ (3senx+5)(5—3senx) T ¥ 25-9sen2x

d)y'= 1 4
In(Y4x—5) Y4x-5)

27. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = log(x3® — 5x5)8
; _ 8(x3-5x5)7-(3x2-25x

8-(3x2-25x%)
Y= (x3-5x5)8 +[n10

x3—5x5

B
n10 - y' =

b)y = log,(8x% — 3x3)?
, _ 2(8x%-3x3)-(16x-9x2) 2-(16x—9x2)

(8x2-3x3)2
6_7y2)* _
y= % == ln(3X2X—7)1( (ln(3x —7x3)*—-In(2x—1)) =
= %(41n(3x6 — 7x2) —In(2x — 1))
/ _1‘4.18x5—14x_1. 2 _2_18x4—14_ 1
Y =3 3x6-7x2 2 2x-1 3x5-7x  2x-1
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Derivadas

d)y = In3/(3x3 + 5x°)7 y = Zln(3x3 + 5x9)

p_ 7 9x?+45x% 7 9+45x°
4 3x3+45x° 4 3x+5x7

. . - .. 1
28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 27

[ = 5 f0=-
y'(0)>0 Creciente : (-0, 2) m,@
° 2 10

y'(10) <0 Decreciente : (2, )

(x—2)3 ; f'(x) no se anula, tomamos los ceros del denominador:

(x+3)

29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = e

fo) =82 frx) =

(x—4) eE 4)2 ’
Como (x — 4)? es siempre > 0, f'(x) es siempre <0,

Decreciente : (—,4) U (4, ) /’-\_)\ /’\-‘\

f'(x) no se anula, tomamos los ceros del denominador

30.Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3— 3x? + 5. Calcula sus
maximos y minimos y haz un esbozo de su grafica.

fx) =2x3—-3x2+5 ; f'(x) =6x?>—6x; 6x2—6x=0;x=1 ,x=0

Creciente: (—,0) U (1,0)

Decreciente : (0,1) //——\ Q //—-\

Maximo en x=0; (0,5) - 40 ° A 4 10
Minimoenx=1;(1,4)

-8 6 2 T2 I [} 2 a 3 8 b

31.Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3— 3x2 + 3. Calcula sus
maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

f(x) =2x3—3x2+3 fl(x) =6x2—6x; 6x2—6x=0 x =1 x=0
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Derivadas

Creciente : (—00,0) U (1,00)
Decreciente : (0,1)

Maximoenx=0; (0,3) //—\ Q @

Minimoenx=1;(1,2) f

' -3 -2 —1/ 0 1 2 3 4

2 \ /|
| ! 0 /
. y o 1 2 3 **,—-n* - 0 1
A \ ‘ 2
a) \ b) / 0

Como f’(x) se anula en x =0y en x = 3, ahi debe haber extremos relativos, por tanto, la respuesta es la
grafica d).

\d)

33. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 —6x . Calcula sus
maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

f)=x3—6x ; f'(x)=3x2—6 ;3x2—6=0;x=+V2
Creciente :(—00, —\/7) U (\/7, ) Decreciente : (-\/7,\/7)
Maximo en x = —V2 ; (—\/7, 5,66) Minimo en x =2 ; (\/Z —5,66)

34. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién 4x3 — 6x? + 72x en el intervalo
[-5, 3] y en el intervalo [1, 5]
f(x) = 12x* — 12x + 72 = 12(x? — x + 6) que es siempre > 0 por tanto,
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La funcién es creciente en todo R; No tiene ni maximos ni minimos relativos.
El minimo absoluto en [-5, 3] es (-5, f(-5)) = (-5, —1010);

El maximo absoluto en [-5, 3] es (3, f(3)) = (-5, 270)

El minimo absoluto en [1, 5] es (1, f(1)) = (1, 70);

El minimo absoluto en [1, 5] es (5, f(5)) = (5, 710).

35. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 4| en el
intervalo [—4, 4].

La derivada no se anula en ningun punto.

Minimo absoluto: (-4,0) Maximo absoluto: (4,8)

> —_—
Se define la funcién a trozos: f(x) = {_xx-l; j ﬁ 2 _i
Se calcula la derivada de la funcidn: f(x) = {_1' iz Z :i

Se estudian los extremos del intervalo, -4 y 4:

f(=4)=0;f(4) =8

En el intervalo[—4, 4]:

36. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar,
viene dado por: y=8t+0,3t2.¢Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 3 segundos? Si
continua asi, éen qué momento pasara de los 120km?

Funcién espacio: y = 8t + 0,3 t2

La velocidad de un movil viene dada por v = % - v = % =8+ 06t

Al pasar por el control, t=0; v(0) =8 + 0,6 -0 =8m/s

A los tres segundos, t=3; v(3) =8 + 0,6 -3 =9,8m/s

km km 1000m 1h
Cuandov= 120—>v=120— - —— -
h h 1km 3600 s

= 33,33 m/s

Sustituimos en la ecuacion de la velocidad y calculamos el tiempo:

33,33=8 + 0,6t >t = 42,22 s. A partir de este momento la velocidad pasara de 120 km/h

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il. Capitulo 5: Derivadas. RESPUESTAS

www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde




Derivadas

37. La distancia d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d=5t2.Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre
Eiffel, (Que esta a 57m de altura),éa qué velocidad llegaria al suelo?¢Y si cayera desde la segunda
plataforma(que estd a 115m)?¢Y desde la tercera plataforma(que esta a 274m)?

- Desde la primera plataforma (57 m):

57 =5t2 >t = |2 =337s v=10t v=10-3,37 =33,7m/s

- Desde la segunda plataforma (115 m):

115 =5t >t = 1—;5=4,795 v=10t v=10-4,79=479m/s
- Desde la tercera plataforma (247 m):

247 =5t2 >t = /24?7=7'035 v=10t v=10-7,03=703m/s

38. Un depésito cilindrico de 10 metros de didmetro se llena de agua a 0,3 m3 por minuto. ¢A que
velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

, - Vol
Vol: 0,3 m®/min el volumen de un cilindro es Vol =r?h luego h = —
A
0,3m3/min _ 0,3 . 03 .
h = o3m7/min _ 03 _ m/min = —— = 0,0038 m/min
25mm? 257 78,5

La velocidad es constante

39. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado x y se dobla. ¢Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo?

vol: (20 — 2x) - (25 — 2x) - x = 500x — 90x? + 4x3

f'(x) =500 —180x + 12x2 =0; x =11,38; x =3,68 ; x = 11,38 no valido.
f"(x) = 24x — 180 = 0;

f"(3,68) = —91,68; es un maximo

Para que contenga el vol. Max x = 3,68 cm

40. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie total sea minima, ¢{Cuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

V = 2001 = 200dm? = n2h ; h=22

r2
Superficie minima = 2Sb + S| = 2nr? + 2nrh

200 400
S =2mr? + 2mr - —; ;o S=2mr? 4+ —
nr r
. 400 400 400 3 [400
S =4nr——=0 ; Ar = —; 1r3=— ; r=|—
2 2
r T 41T 41T
200 200 200
r= , r=3,17dm ; =—=——=26,37dm
(3,172) nr2  m(3,17)2
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Derivadas

AUTOEVALUACION
1. La tasa de variacion media de la funcién y = 3x3 + 3x2—x + 5 en el intervalo [0, 3] es:
a)15 b)70 ¢)35 d)-35
TVM(O 3) — f(3; g(o) 11(;—5 _ 3t

2. La derivada de la funcion Lx—x enx=1
a)noexiste b)0 ¢)-1 d)1

(L_x)' _ Fx-1llx o ilx (L?x)' (1) = 1-11

x2 x2

1

3. La derivada de la funcién f(x) = £ enx=1es

Vx
a)e/2 Db)noexiste c)—e/2 d)e
e¥yx—e” 2\/_ e'Vi-e T e
f@) == W= =g
bx x<1
4Lafuncnon{3 2.4 x>1
a)b=-6,d=3 b)b=3,d=-1 c)b=6,d=—
f)=-
lim (—bx) = — lim (3x2+d)=3+d
x—1" x-1*
’ _ —b x <1
f(x)_{6x x>1

lim (—b) = —b lim 6x = 6
x—>1" x—-1+

3+ d =6 para que sea continua

3+4d=6-d=3

Respuesta: c)

Respuesta: d)

Respuesta: a)

es continua y derivable en toda la recta real si:

db=-3,d=2

b = - 6 para que sea derivable

Respuesta: a) b=-6, d=3

5. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién y = x> - 2x3en x = 0 es:

a)y=2x b)y=x-6 c)y=0 d)y=2+6x

y =2x-6x* ; y(0)=0 ; y'(0)=

Ecuacion recta tangente: y=f(a)+f(a)(x—a) ; y=0+0(x-0) ; y=0

6. La funciony=—7x3+3x2—x+5enx=0es:
a) concava
c) convexa

y ==21x2+6x—-1 ; y’=-42x+6 ; y’(0)=6>0
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Derivadas

7.Lafunciony=3x3+3x> - x+5enx =0 es:
a) creciente b) decreciente c) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

y =6x2+6x—1 y(1)=6+6-1=11>0 Respuesta: a)

8. Si la derivada de una cierta funcién es: y' = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de dicha funcion son:

a) x < =2, decreciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente

b) x < -2, decreciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente

c) x < -2, creciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente

d) x <=2, creciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente

x—4)(x+2)=0->x=4, x=-2

intervalos— (—o0, —2)(—2,4)(4, ©)
y'(=3)=(-3-4)(-3+2) =(-7)(—1) = + - creciente
y'(2)=02-4)(2+2) =(—2)(4) = — - decreciente
y'(5) =((-4)(5+2) =(1)(7) =+ - creciente

Respuesta: d) Creciente, decreciente,
creciente
9. La funcién y = 3x2 — 2x3 tiene un punto de inflexién en:
a)x=1/2 b) x =-1/2 c)x=1 d)x=0

y = 3x2% —2x3 y' = 6x — 6x?
y'=6-12x=0->x=—=- Yy =-12#0

Respuesta: a) x =%

10. Si la derivada de una cierta funcion es: y' = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:

c) ’ _on ’ \ d) /

a) b)

y =3(x—4)x=0 ; x=4, x=0
Intervalos —» (—0,0)(0,4)(4, )
y(=2) = 3(—=2)? — 12(-2) = + Creciente
y(2) = 3(2)? — 12(2) = — Decreciente
y(5) = 3(5)? — 12(5) = + Creciente
Respuesta: b)
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Integrales

Actividades propuestas

1. Calcula el 4rea de la region limitada por cada una de las funciones f(x):a, g(x):a-x y
h[.\‘] —a-x+b (conayb € R) entre el origen de coordenadas y un punto genérico de abscisa x.

o f;adt=a-t|’(§=a-x—a-0=a-x
2|X x2

2
o [fa-tdt=a-2| =a-Z—a.0=a.2
0 21p

2 2
X

o [fa-t+bdt=a-(S+b-t)] =a-E+b-x)-a-0=a E+b-x)

0

2. Calcula las siguientes primitivas:

a) [4x*dx b) [3xdx ) [sxtdx d}j(5x4-4x3+3xl)dr
a) [4x3dx=x*+C
b) [3x2dx =2+ C=x?+C
o [sxtdx=""+C=x5+C

d) [(5x*—4x34+3x?)dx = x°—x*+x3 + C

3. Dada flx)=x’=3x*+2v+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.
4 3 2 4
FQQ=f@tﬁﬁ+2x+ﬂdx=%—3%+2%+x+c=%—x3+ﬂ+x+6
4
Como F(0) =4, F(0)=0:—O3 +0%24+0+C =4,luegoC=4, de donde,

4 3 2
F(x) =5 —=3=+2>+x+4

4, Comprueba si F(x)=4x>+2x* —x+5 es una primitiva de f(x)=12x" +4x+3. En caso negativo,
explica por qué.

Si derivamos F(x) obtenemos F'(x) = 12x2 + 4x — 1 # f(x)
Por tanto, F(x) no es una primitiva de f(x)

5. Determina los valores de a, b, ¢y d para los que F(x):a'.x'3 +bx’ +cx+d esuna primitiva de la
funcién f(x)=4x> —5x+3.

F(x) =f(4x2—5x+3)dx=4§—5xz—2+3x+6 , por tanto,

a=-, b=—, ¢c=3,d=C

w [
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Integrales

6. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,
han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningtin error
en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢ Cémo es posible?

7. Razona por qué la grafica siguiente:

j /E(:r)dx

I/
\:

es una primitiva de la funcion “parte entera de x”, E(x), (salvo en los puntos de discontinuidad
donde no es derivable):

[1dx =x [2dx=2x  [3dx=3x [(—Ddx=-x [(—2)dx=—-2x

8. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

_3
a) J‘de haciendo x = 1.
.

3
x =t'?, dx = 12t'1dt , sustituyendo, obtenemos fw 12t'tdt , simplificando,
A1z
[E212e1de = [(£6 — t9)12¢8dt = 12 [(E™ — £12)dt = 12 (t—ls - f) +C
t3 - - - 15 13

3 12— 15 12— 13
x=t2,t="/x , deshaciendo el cambio, fﬁ_ﬁ-dx =12 <( ﬁ) _ () > +C

Vx 13
d
b) J . Y_I haciendo &' =+.
e +e
dt dt —_ 1 1 .
e*=t, e¥dx=dt, dx =—=—, e *=—==> sustituyendo,
eX t eX t
4 dt dt at
X _ t o _ _ x
Jmm=la=dr=gs=actg® +C=arctgle”) +C
t t
5.Y4 2
c) | ——dx haciendo 1+2x=¢
‘[\;1-#23(
t?2-1
1+2x=t?, 2dx=2tdt, dx =tdt, x=—, t=+v1+2x
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4
5t2—1
fm f< )tdt—Sf(t 0 g = = [(t8 — 4% + 6t* — 4t% + 1)dt =

_5 (v 4t7+6t5 4t3+t +C=
- 9 7 5 3 B

9 7 5 3
:i((\/1+2x) _4(\/1+2x) 6(\/1+2x) 4(\/1+2x) +m)+c
16 9 7 3
d) I* haciendo x++/x” —1 =1
r+vxt =1
2
x+Vx2—1=t, Vx2—-1=t—x, (Vx2-1) =(t—x)? ,
2
2_1=t24+x?-2xt, 2t =t2+1, x="1,

t—(+2 . 2_ 2_
dx = Mdt =2 4r =""1dt , de donde,
4t

L SRS W (G B W PSR U QR O P | e
fx+\/x2 f 2e2 T f( ) t_Zf(t t )dt—z(ln|t|+2)+C
Deshaciendo el cambio, In|x + Vx% — 1| + +C

I +J— < | 1 2(x+\/x2—) )

e) J(Z sen’ x+3sen’ x—senx+3)cosxdr haciendo senx =7

senx =t , cosxdx = dt, sustituyendo, nos queda,

s " 4 t3  t? sen*x ,  sen’x
(2t + 3t —t+3)dt=22+3?—?+3t+C= + sen’x — + 3senx + C

9. Elige el cambio que simplifica las siguientes integrales:
a) J&dx

(vt +2xf t=x*+2x, dt=(4x3+2)dx=22x3+ 1)dx

tex

b) [———dx )

Cos™ x — —

t=tgx , dt = T

0 Illl(l[lx)dr . )

ol t=In(lnx) , dt=-32dx=—dx

Inx xlnx
d) jzxwx“ —49 - dy
t=x*—49 , dt =4x3dx
J' x+1
¥ 2
el t3=x+1 , 3t%dt=dx

f) [——dx

V1-4x” t=1-—4x? , dt = —8xdx
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Integrales

10. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

a) J(élxs +3x° —Lz+\/x\]dx
X Iy

SI.
J.]n—rdr
S (fm—xdx—flnx-idx)
c) Jsenxcosxdx .
Si
d) J'de
x NO

E)J X’ *1
N NO

4 2
X' —-2x"+1
f) Judx

2’ Ve
vl S| [x%—2x2 + 1= (x2 — 1)?]
2 1
g) J.x -e’ dx NO
h) [e* ds
) [ NO

11. Resuelve las siguientes integrales:
xd 3 2 4x 3x 2x
) [l e Tt = e, dt = e¥dx, f(t3+t2+t)dt——+%+%+C=eT+eT+eT+C

b) [x-cose™ -e*
) [x-cose™ e ,t=e*, dt = 2xe*’dx , %fcostdt = %sent +C= %Sen(‘—’xz) t+C

li x)tgxd
c}_[ 1(cos x)tg x dx , t=In(cosx), dt= _Z:zdx = _tgxdx =
2 2
:_ftdt:—t—+C:_M+C
2 2
d)J- x dx
1+x* _1 _1 ,
_2f1+(x2)2 dx aT‘Ctg(x )+ C
i ‘[exdx
= y
1+g2 =f e dx = arctg(eX) +C

1+(eX)2

dx
i) |(lnx+2
)i J[n¥+ ) < (lnx2+2) ny,

12. Resuelve las siguientes integrales:

a) [(x? +x+1)edx {u=x2+x+1 - du=(2x+1)dx}
dv = e*dx - v=[e¥dx =e*

f(x?2+x+ De*dx = (x2 +x + 1)e* — [(2x + 1)e¥dx =
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Integrales

{d u=2x+1 - du=2dx } = (x?+x+ 1e* — [(2x + 1)e* — [ 2e*dx] =

v=eXdx - v=[e¥dx=e"

=(x?+x+1De*—QRx+1e*+2e*+C=(x2—x+2)e*+C

1
:l d :—d
b}Jlll-*d‘{ u=tnx = au=-adx }flnxdx=ln|x|x—fxldx=xln|x|—x+C
dv=dx - v=/[dx=x ¥

c}_[xcosxdr u=x - du=dx
dv = cosxdx - v = [ cosxdx = senx

[ xcosxdx = xsenx — [ senxdx = xsenx + cosx + C

d) Curiosidad - idea feliz: Resuelve la primitiva Jcos (Inx)dx.

Para ello, multiplica y divide el integrand cpeesting) e ”:(J](l_))d”:m
dra ello, multiplica y divide el Integranao por x: J . X dx = d1.:C05 1x dr —>v =
X
B _ [ cos(ing) 3 u=x - du=dx

I'=[cos(inx)dx = [ —— - xdx = {dv _ cos(;nx) dx > v =sen(lnx)
= xsen(Ilnx) — [ sen(Ilnx)dx.

_ (sen(inx) _ u=x - du=dx
[ sen(lnx)dx = [—— - xdx = {dv _ senilnx) dx - v=—cos(inx)

= —xcos(Inx) + [ cos(Inx) dx.
I = xsen(lnx) + xcos(lnx) — 1, 2I = xsen(Inx) + xcos(Inx)

I= %x(sen(lnx) + cos(lnx) )+ C

13.Sea f(x)=e* —2x” +8, justifica si es primitiva de alguna de las siguientes funciones:
glx)=e™ —4x+8  h(x)=2e" —4x

f'(x) =2e?* —4x, f(x) es una primitiva de h(x).

14. Dada la funcién f(x)=(x+1)-(3x—2).
a) Calcula una primitiva de f(x).

b) Justifica que la funcién F(x)=x> +2x> +2 no es primitiva de f(x).

a) [(x+1Bx+2)dx = [(3x? + 5x + 2)dx = 3%3+5x72+2x+C
b) F'(x) = 3x2? + 4x # f(x), no es una primitiva.
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Integrales

15. Dada la funcion f(r] = (x—i—a)cosx. donde a es una constante,
a) Encuentra una primitiva de f.
b) Si F es una primitivade f. ¢puede serlo también G(x)= F(x)+2x?

a) [(x+ a)cosxdx = { u=x+a - du=dx }

dv = cosxdx - v = [cosxdx = senx

= (x + a)senx — [ senxdx = (x + a)senx + cosx + C

b) Ha de ser G’(x) = f(x), sin embargo, G’(x) = F’(x) + 2 = f(x) + 2.

16. Sea f(.\‘): x*> +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f
con F(O):2 y F(3)=20. Encuentra también la expresion de F.
3
F(x) = [(x? + bx)dx =%+bx2 +C
03 P 33 P
F(O)==>+b-0*+C=2  F3)=5+b-3°+C=20

3
C=2 vy 9+9b+C=20,dedonde, b=1vy F(x)=x?+x2+2

‘s a L
17. Dada la funcién f(x) =25 x° +— (x =0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de
x

/. Posteriormente, encuentra a para que si /' es la derivada de f, entonces f’(l) =2
a x3 a
F(x) = f(25—x2 +x—2)dx =25x————+4C

f’(x)=—2x—2)% f’(1)=—2~1—2%=—2—2a=—2, a=0

18. Resuelve las siguientes integrales definidas:

a) E(x? +x+1)n’x 3 x2 |6
0

o) [ et "—3+"—2+X|1 =(3+2+1)- <ﬂ+ O (—1)> =
1 3 2 3

3 2 3 2

N 31V3
c) J x/x? +1dy 1 V3 1 1 (x2+1)2 1 2 3 7

o = Efo 2x(x? + 1)2dx = PR =3 ((V3)2+1)2 |- ((02 + 1)2) =3

0
1 x+1
? sz +2x+20’x = lfl 22 dx ==In|x? + 2x + 2||1 =1[(n5) — (InD)] =22
271 x242x+2 2 -1 2 2

e) rsenxdr

0 = —cosx|§ = —cosm + cos0 = 2

f) f]nxdx u=Inx - du= idx

[ Inxdx = {

}:xlnx—fxldx=xlnx—x+6
dv=dx -v=[dc=x *
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Integrales

fle Inxdx = xlnx — x|¢ = (elne—e) — (1ln1—-1) =1

5
19. Halla el valor de ¢ que verifica L (2x+1)dx = f(c)-(5-0) y razona su interpretacién geométrica.

5 25 5
f0(2x+1)dx=x2+x|g=30, f(c)=2c+1, 30=(2c+1)5, c==7
. , . . . , . x dt

20. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x) = fze P
. 1 . .
La funcion g(t) = -—es continua en [2,b], g(x) = e* esderivable,
Por el teorema fundamental del calculo integral:
1
! X
x) = e
f(x) In(e®)
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Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Ejercicio 1:
6
1) [xSdx= % +C

—4 _
2) |2 dx=faxSdx=4X—="14C
X -4 x

4

-1

[Lag fx—lz dx=Jx~2dx= x_—l +C
4) [37dx=37x+C

8
5) [6x7dx = 6-x— +C

6) [5x3 dx = 5 -4‘§/_+c

2

5
5 5

7) IS-\/Fdx=JSx5dx= -? =2Vx5+C
2

x5

8) [3—2x—xYdx = 3x—7——+c = 3x — x? ——+C
9) f(2x° —5x+3)dx—2i——+3x+c
10) (2 +3x%)2dx = [ 4+ 9x° + 12x%dx = 4x + 95 + 125 4 C = 4x + 24 3x* +.C
11) [(2-(x2 + 2)3dx = [2-((x?)3+(3x2)2-2+3x2-22423)dx= [2-(x6+18x*+12x 2 +8)dx=
7 5 3
J(2x® + 36x* + 24x% + 16)dx=2--+ 36 - "? +24- %+ 16x+C
12) [(1 — x%)%dx = [1-2x3+(x3)2dx= x-2-x—4 +£ +C

x3 x+2

13) dx = I* dx- dx+f—dx [1dx I— dx + ] = Sdx =] (1-x7% + 2x73)dx=
-2

=x+£+2-"—=x+£—x—2+c
1 -2 1

5

2
14) [(-axs+2x)dx = 42 + 2.5 _|_ C= 12x7 N

3

a+1

1 aydx = (33— x
15)[(3a-; + 2x%)dx = (3a—)x+2—+

1

-1 -2
16) [ —5+2-Zdx= [-3x3+2-3x7dx= -3 +2x -3 +C=
2

=2 4 2x—6Vx+C
2x

7 7
E x® 12 | 10x5
17) J(3«° ——+2\/ 2)dx —-12—+2 =~ ——+——+C
5
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“ Integrales

3 5 3 5
1 1 1 3 > 5 5 5
18) [(1-x)Vx)dx = [Vx — x+/xdx = [x2 — x - x2 dx=[x2 — x2dx = xT_Z - x—; = 2%2— 2%2+C
2 2
x3+5x% -4 x> Sx2 4
19) F=2—dx =% dx + [Z-dx — [ = dx= [x dx +]5 dx -[4x 2 dx=
x *Z *2Z x
s -4 = psx—tic
2 -1 2 x
20) [(5e* +ﬂ)d = Isede+J -1Z dx+I—dx-
= [se¥dx + [ Z dx — [2dx + 57 dx = Sex+lx2—§x—5x_1=
4 4 4 4 4 4
=Sex+%x2—%x+%+c
(1+x)? x°/2 2«2
21. f \/ dx = [(x? +2x+1)(x2)dx—f(x2+2x2+x2)dx 5, +2?+ 7, +C=
2
‘/_ W | x+ C
1 2 R | -1 2 x2 2x'/2 2vx3  x?
22.f(\/E—Ex+ﬁ)dx=f(x2—5x+2x2)dx=%—7+ 1/2 +C = 3 2
1 7 1 %/ 3/
23. [ Vx (23 + 1)dx =f(x5)(x3+1)dx=f(x5)+(x5)dx=x/2+ 3/2+C—
2
_ 2 2\/x_3+C
9 3
20. [ (V¥ — 2= )dx = | _mi)y S LCON SO S
J(Vat gz )dx =[x s )dx =75, == ;
1 1 3 3/ 5/
25. [Vx (3 —5x)dx = [(x2) (3—5x)dx=f(3x5—5x5)dx = 32672—559‘/—2+C—
2 2

=2Vx3 —2Vx5 + C

_ - - 5/ 3 Y
26. f(x+1)+(x Z)dx f(xz +x—2)(x71)dx:f(x§+x%_2x71)dx: 955_2+u_2x 2+
2 2

Jx / 3/, Y
C= 2\/5; + 2\/3F

3
27. [ Bx+4)*dx = [3(3x + 4)%dx %+C:<sx;4> +C

5
28.f(3x—7)4dx=§f3(3x 7yrdx = 8D° (3x 7) tC= (3x 7) i

20. fx (xZ _ 4-)3dx — %fzx(xz _ 4)3dx =(x2:;}) -+ C = (x? ;4) +C

4 2 4
30. [ 3x (¥ +2)%dx =3[ 2x (¢ + 2)Pdx = 22 4 0 2 ¢

3
31-f (x3 + Z)Zx2 dx = %f(x3 + 2)23x2d (x3+2) 4C= (x3 ;2) i
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“ Integrales

(x3+3)2 L C= (x3+3)2
32 6

32. [ (x®+3)x2 dx——f(x + 3)3x%dx = +C

33. [ (x —2)32dx 2—V(“)+c

(a+x)*

34. [ (a + x)3dx = "

+C
_ (x+2)* _ (x+2)3
I 3

35. [ [(x+2)3- (x+2)?%]d +C

3
36. [V3x +12dx = —f 3(3x + 12)zdx = S22 | _2/Gx+12) .

33/, 9

y
f(x+3)2dx—(x+j) tC=2yx+3+C

(x—1)7? -1
+0= 2(x—1)2

38. = [(x—1)%dx = +C

(%= 1)3

39. [ (x +x)* 2x + 1) dx = &2 LAy

20. [ Z(1+H)dx =2 (1+\/_)d =2y ¢

— - 1 (x*-1)71 _ (x*-17t _

. f(41)2dx—fx3(x -1 dx = _f4'x3(x - 1) zdx—z‘_—1+ =0, tc=
1
4(x*-1) tc
- 1 _ 1 (x%+4)72 (x2+4)72
1
B 4(x2+4)2 te
\/ 2 2 1 2 1 1 (x2—7)% (x2_7)%
43.fx x2_7dx=fx(x _7)2dx=5f29(:(x _7)2dx=ET+C= - +c
2
w/(x23—7)3 L
44.[(x — 1)(x% —2x + 3)*dx =
_ 2_ 5
Lf(2x—2)(2 = 2+ 3y = 1 G (R
3x =
4 . = 1 7 2 =
Smedx [3x(1+ x)zdx
1
1 25 5
2 [ 14x(1+7x2) 72 de = > B2 4 W
14 14 > 7
8x
46. dx = [8x? (x3 4+ 2)%dx =
J (x3+2)° Jox*( )
8 -2 8 (x%+2)” _ 8
2[3x2 (% +2)2dx =24 o = o e
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Integrales

47f3:/—+dx_f3x(x +3)3dx__f2.X(x +3) 3dx_
3 (x2+3)§ 9 3/(x%+3)?

o 2 +¢c=—-

2 3 4

1 1
48.[ xV1T—o% dx = [ x(1 - x?)a dx = 5 [ 2x(1 — x?)z dx =

_2i 3 Y
l-(lf)3+c=3 (1-x2) +c
2 3 4
3
44[(x3+5)3
49f4J—dx—fx2(x +5)‘de——f3x2(x +5)” 4dx_§ Cah ) L J(x9+5) np
4-

3 3
50.f x?(x® — 1)s dx = ; [ 3x?(x® — 1)5dx =

3
= 5

1 (x3-1)5 53/ (x3-1)8
_'%-FC:#-I_C
3 5 24

1
51.[Vx? = 2x*dx = [ /x2(1 —2x2)dx = [ xV1 — 2x2dx = [ x(1 — 2x?)z dx = —if —4x(1 —
ZxZ)% dx =

3
—2x2)2 [(1—2x2)3

= 6
2
4
52.[(e* + 1)%e*dx _ (e 1-1) L
4
53.[ sen®x(cos x) dx ===+ ¢
5,2 5 2

54.f X(Cos4x2)sen x2dx = —%f 2x (COS4x2)(_Sen xz)dx — _% . COSSx teo=— coiox i

x-In(x?+3) . B
5./ 7~ dx=[In(x* +3) - 5 —dx =

_ l ln2|x2+3| . ln2|x2+3|
fln(x +3) 2+3 x_2_2 +C— " +C

sen x _ _3 3
56.J i, X = [ cos™3x(sen x)dx =
—1 [ cos3x(—senx)dx = -1 -2 X4 o =Xy o= 12

2 2cos?x
= = 1 . X __
57f2x3 _f2x3 —zln|2e 3|+¢
6

58. tg®x(sec’x)dx = “LX 4 ¢

sec® 3x 3-sec? 3x 1
59ft3xd _f tg 3x dx =--In|tg3x|+c

2 2

GO.Idezlfln |x| ldx =lln_lxl+c — In |x|+C

3x 3 x 3 2 _6
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ﬂ Integrales

Ejercicio 2
1
)fx+2 =[—dx=In|x+2|+C

dx 1
%3 ElanX— 3| +C

3 =[Zdx=Inlx—1|+C

xdx _1 2x _1 2 _
Y z7=5/z7dx=-nlx* -1 +C

—6x2

-1 -1
S omdx=—[—5=—h2x* - 1] +C

-1

2
6)f1fx3dx=? = X3dx——ln|x —1]+C

3
I odx =3[ 2o dx=2In|x? + 2| + C
8)f3+5 =—fmdx——ln|3x+5|+c
2(x+1) 2X+2 1
)f X2+2X+2 _fx2+2x+2 _fX2+2X+2 Elnlxz + 2x + 2| +C

3

10)f (VR +2) dx = [Vxdx + [ 2dx = 5 + Inlx| + C

3

ll)f( + = +\/_)dx—f3x‘2+ +X2dx——+21n(x)+ S+ C=-3x AL
2
dx
12)f = = In(|In|x||) + C
13)f = = [——=dx=—-2[-—=—=dx =—2In(|1 = Vx|) + C
W) ) V) 2R
1 1
14)f ——-——d =—(f(2X S dx —f(z dx) ==In(12x — 1) = In(|12x + 1)) + C
eX _ X
15)f o dx = In(e*+ 1) + C
e2x 1
16)_[de = Ef o2%13 dX = —ln(ezx + 3) +C
__ rsin(x) _
17)f tan(x) dx = fcos(x) dx = —=In(Jcos(X)|) + C
18) [ 29 gy = In(|sin(x)]) + C
sin(x)
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“ Integrales

19)f—dx = 5In(|In(x)|) + C

xIn(x)

sin(x)+cos(x) sin(x) cos(x) _ [ sin(x) _ sm(x) _
ZO)IT(X) = fcos(x) coseo X = f—cos(x) +1ldx = [—= jdx+ [ 1dx = —In(Jcos(X)|) + x +
C

2 sin(x) cos(x) . 2
21)[—)d = In(|1 + sin(x?)|) + C

)f sin(x)—cos(x)

sin(x)+cos(x)

= —In(|sin(x) + cos(x)|) + C

cos(x? In(|sin x?|)

cos(a?) 4o

2y =1
23) [xcotx*dx = _ [ 2x 6D —+C
Ejercicio 3
Si [eXdx=e*+C, [ef@ . f(x)dx = /@ + ¢,
f
[a*dx = —+ C vy [a®.f(x)dx —a —+C, calcula:

X _3x
1L [3¥dx=—+C
4x _1 4x _a¥
2. [a*dx = [4(a®)dx=_—+C

3. [e¥dx=-1[(-1)(e™¥)dx = ;—;+ C

4. [4e¥dx=4() [3(e™)dx ="+

5. [(3x%-eX’*2)dx = X2 4 (C

6. [(4e*¥)dx =4-(—1) [(=1)(e*¥)dx = —4(e* ™) + C

7. J@?e¥)dx = [[3x2(e*")]dx = § +C

8. [(e*+1)%dx = [[(e¥)?+2(e*)(1) +1%]dx = [e**dx + [ 2e¥dx + [ 1dx =
=%f2€2"dx+f26xdx+f1dx=?+Zex+x+C

o. [(e"+2) dx = f(er +e)2dx = [[(e)? +2(eM)(e™) + (e~)?]dx

=[e*dx+ [2dx+ [e *dx = ezx

10. [(e* + x%)2%dx = [[(e*)? + 2(e*)(x®) + (x®)?]dx =
= %f 2e2% dx + f 2(e*)(x®) dx (por partes) + fxlzdx _

13
= e + 2e* (x® — 6x5 + 30x* — 120x° + 360x? — 720x + 720 ) + —+C -
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“ Integrales

5 1 5 _( —x2+2)
11. [e ™ *2xdx = 7fe‘x t2 (—2x)dx = ——+C

Inx
12. fex dx=f§dx=fdx=x+€
= 1 1 1
ex? = 1 -1, = =2 -1 =
13. dex =fex2 ;dx = 7_[8962 x—3dx = 78’52 +C
sinx2
14. [ xesin* cosx?dx = = [ 2x eS"*” cosx2dx = —+ C
2 2
15. [(e3°52% sin 2x)dx =— [(—6) (e3°S2¥ sin 2x)dx = iy,
) 6 6
eVx 1 eVx 2eV*
16. fﬁdx—EZIﬁdx— s +C
17. [eS*sinxdx = — [ e®5* (—sinx) dx = —e“S¥ 4+ C
A/ 2 2
18. f(i — ex_3> dx =" x —e¥ 34 C
2e 2e
tan2x
19. [etan2¥gec? 2x dx = %f 2e'n 2% sec? 2x dx = = —+C

20. fz?x(33+5x2)dx = gfx(33+5x2)dx _ g(%) f 10X(33+5x2)dx _ i(33+5x ) +C

15\ In3
X , 1 , 1 1 , —1 23-5¢*
= (23-5%)d =—f 23755 )y = = ——f—10 23-55%) gy = — +C
[ 3@ dx =3 [ 2(275)dx = 5+ (- 3p) [ (100275 dx = 5 C)
Ejercicio 4
Sabiendoque [sinxdx =—cosx+C, [f'(x)-sinf(x)=—cosf(x)+C,
fcosxdx =sinx+C y [cosf(x)-f'(x)=sinf(x)+C calcula:
1. [sin(2x + 8)dx = %fsin(Zx + 8)2dx = —S5XH8) 4 ¢
inZdx = 2 [ sin(5Odx = —2 cos
2. fsm;dx = Zfsm(z)(z)dx =—2cos>+C
3. [cos3xdx= gf 3(cos(3x)dx) = Sin:x +C
_ 2
4. [xsinx?dx =§f 2x(sinx?) dx = Cozsx +C
5. f(—3 Sinxf 2Hdx = if(3 sinx — 2 cos x)dx = 2% Zosx - % +C
. _ 1 . __ —cos2x
6. [sin2xdx =2 [2(sin2x)dx =——+C
7. [e*cose*dx =sine*+C
8. [xcos(2x?) - sin(2x?)dx = if 4x cos(2x?) - sin(2x?)dx = —%cos(ZxZ) +C
f%lnx)dx =f§ - sin(Ilnx) dx = — cos(lnx) + C
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Ejercicio 5
1) [x(1+tanx?)dx = %f 2x(1 +tanx?) dx = %tan(xz) +C

2) [(1+tanx)?dx = [(1+ tan?x + 2tanx)dx = [((1 + tan®x) + 2tanx)dx = tanx —

[—"Edx =tanx — 2In|cos x| + C
COsSXx

3) [tan 3xdx=f(1—1+tan23x)dx=§f3(1+tan23x)dx—f1dx—
=§-tan3x—x+C

Ejercicio 6.
Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable
1 1 t5_ (245x)°
1) f (2 + 5X)4dX: f t*- Edtzgf t4dt:€ : ?=E= % +c
t=246x , dt=5dx -dx==dt
6dx= [ $6.1gp=t [ ¢6qp= 1. = M _G+a0)
2) [(B+4x)dx=[t 4dt—4ft dt= o= —=————+c
t=3+4x , dt=4xdx-dx=dt
6 6 216
3) [6x(3+x?) dx=[ 6x - 5 —dt=[ 3t°dt=3] t3dt="—="=CT0 4
t=3+x% ,  dt=2xdx-dx=--dt
~ldt= f dt4—f [sldt=

N [l + Grale= [ 3l + [ 5

f dt+f f[dt+f

de=2In|t] + - L =In |t|—3t—

3
—1 n|t| —— —ln|5+4x| 8(5+4x)2+c

t=5+4x ., dt=4dx_dx =§dt

N|w| Sl
N |-

w|.>| TS
I

3 3 1 1 1

5) [ (V3+2x+ 33+ 20)dx=] (e + 1) Sdt=2] (tz + tz)cu:_E
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“ Integrales

3

3 3 P
__+3t3 \/_+3\/_ J(3+2x) +3\/(3+2x) L
3 8 3 8 3 8

t=3+2x , dt=2dx_dx =§dt

6) [ Chdx=f (5D 1de=[ (Fde=[ (Ddt — [ (2ydt=

= [ (D)dt —4f Bde=[ t72dt — 4f t2de="0 - =Ty 2=y Ty

-2 t t2 eX e2x

~
I

eX , dt=exdx—»dx=ixdt=ldt
e t

4 ind
7) [ sind(x) - cos(r)dr= £ - cos(x) - ——dr=[ t3ar=C=0 o ¢

1
cos(x)

t=sin(x) , dt=cos(x)dx-dx = dt

8) [ (ygy=f (E2X)y. t=) = dt = —In|t|=—In|cos(x)| + ¢

cos) t F(96)
t = cos(x) , dt = —sin(x)dx - dx = Si;(lx)
9) [ (= ydr=[ (=52 de=[ (de=[ tHde== =
t=sin(x) , dt=cos(x)dx-dx= Cosl(x)

10)fx\/x2 +4dx=f x\t - —dt f(—)dt f(—)dt_ﬁ _2tz_t2 3/(x2+_4)2 iy

6 3 3

t=x%+4 , dt:2xdx_,dx=§dt
11) [ EDydx=f &2 D= EDde=[ (Ddt + [ (2)dt=

3t~? _-1 3 _—1 3

[t-t73dt + [ 3t73dt=[ t2dt + [ 3t~ 3dt-—+

t=e* , dt=e¥dx-dx=—dt=—dt
e t

t+2 1 t+2

Ddt=[ (dt=[ (Ddt + [ (5)dt=

12) [ (=

f (—t) ct4dt + f 2t_4dt:f (—t_?’)dt + f zt—4dt=§ _ 2t3‘3 = e—22x _ 2e;3x +e

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il. Capitulo 7: Integrales. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Integrales

, cu=eﬁuadx=§dt=%m
Ejercicio 7.

1) [3xcosxdx =

dv=cosx dx u=3x ; v=senx du=3dx

=3x-(senx)-[senx-3dx=3x-senx+3-cosx+C

2) [x®-senxdx=

dv=senxdx u=x%; v=-cosx du=2xdx
=x2 - (-cos x) - [ (- cos x)- 2x dx =

dv = -cos x dx

u=2x ; v=-senx du=2

=(x2-(-cosx))—[2x-(-senx)- [ (-senx)-2dx]=
=x?-(-cosx)+2x-(senx)-2-(-cosx)+C=
=-x2cosx+2xsenx+2cosx+C

3) [X®Inxxdx=

2 x3 1
dv=x*dx u=Inx ; v==— du=-=
3 x
3 3 3 3
x x3 1 x x
=lnxx-—-[=-=dx=lnx-—-[ —dx=
33 3 x 33 X 3x
x3 1
=lnx-=-=[x*dx=lnx-—-=—+C
3 3
4) [Vx-Inxdx= . 3
= X2 1
dv=+vxdx=x2dx u=Inx; v==5 du==dx
E X
3 3 3 1
x3 x2 x2 2x2
=Inx-T—IT —dx = Inx T-I—dX=
2 2 2
3 L 3 3 3 3
x2 - X2 2 Xx2 X2 4x2
=Inx-T——Ix2dx=lnx-T——-T=In =5 - C
2 2 2 2
Inx
5 —dx = _ x71 1
) 'Ixz dv=x"%dx u=Inx ; v=— du=_dx

_ x~1 x~1 1 x~1 x~1
=[Inx-x2dx=Inx-—-]=—- =dx=Inx-—-[ —dx=
-1 -1 x -1 -X

-1 -1
x 1 1 1 1 x
=lnx-—+[=dx=-Inx =+ Sdx=-Inx =+=—+C=
;1 1 X X X X -1
=-Inx =—=+C

X X
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“ Integrales

x . - ;
6) IZe cos x dx (cambios 1) Cambios 1 Cambios 2
2¢* -senx- [ senx-2e*dx=  (cambios 2) dv = cos x dx dv = sen x
u=_2e* u=2e”*
=Zex-senx—[Ze"-(—cosx)—I(—cosx)-Ze"dx)]= V = sen x V= - COS X
du =2e*dx =2eX
=Zex-senx—[2ex-(-cosx)+Icosx'Ze"dx]= du=2e* dx
2e* -senx +2e* - cosx - [cosx * 2e¥ dx] (haciendo | [cosx * 2e¥*dx=1 |)
[=2e*-senx+2e*-cosx -1
2] = 2e* - sen x + 2e*- cos x
[=e*-senx-e* cosx+C
Ejercicio 8
3dx _ (31 1031, 1 3 1 1 _ 1
1) J; = fl ;dx = Ef1 ;dx = Eln(|x|)| 1= 51n(|3|) — Eln(lll) = 21n(3)
3 X _ _ 1 3 _ 1 2 3 _ 1 2
2) [} odx = [ —dt =3 [72dt = >In(le)| 3 = 2In(1x? — 1D|3 = TIn(I32 - 1) -
1 2_1n = tin(8
“In(|22 - 1)) = 21n(3)
= 5 51T T 1+/2
3 < — 3 — — —) - — - = —
3) f% sin(x) dx = — cos(x)| " cos(g) ( cos (4)) >

4) fEZ sin(3x) dx = fg&;ﬂ dt = %fg sin(t) dt = g(—cos(t))|
6 6

=_M_<_M>= -

n
L 3 3 6
6

SYEESE

= é(—cos(3x)) g =

cos(3x)
3

5) [*lxldx = [°,~xdx+ [fxde=-1| % +Z

,=8+8=16

6) f_ll (3x2 —2x+%) dx = f_ll 3x2 dx—f_112xdx+f_11%dx = (x3 — x? +%x)|_11 =
(1P-1243-1)- ((—1)3 — (1?47 (—1)) =3

7 [ (———)dx—f Zdx— [* Zdx = 2In(lx +2]) - 3In(lx — 3))| 4 = 101n(2)

x+2 x-3 1x+2

8) [5(E-3)ax= [ Edx - [*Zdx =
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Integrales

2 3a-2 2* (3a-(-2) (-2)?\ 12
-2 5 4 ( B )_

5 4 5

3ax x?
5 4

Halla el valor de b para que se cumpla f_bl(be — 3x%)dx = —-12.

5

Ejercicio 9

1. Seresuelve laintegral con la incégnita b:
b X2 %31°
j (2bx — 3x%)dx = 2b7 - 3? = bx? — x3]%,
-1

-1
2. Sustituimos los limites de integracién:
(b-b2=b>)—-0b-(-1D?>-(-D>»=bp>-b*-b-1=-b-1

3. lgualamos el resultado a -12:
—-b—-1=-12--b=-12+1->—-b=-11->b=11

Resultado: b=11

Ejercicio 10
Halla el drea entre la funcién f(x) = x? — 4x, el eje de abscisas, y las rectas x=1 y x=6.

1. Hacemos el grafico:

Q
04
0
-

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcién:

f)=x*—4x->x*—4x=0-x(x—4)=0->x=0, x,=4

3. Hallamos el area de las dos zonas de areas obtenidas; de x=1 a x=4, y de x=4 a x=6:
402 _ _2 a2 P e (P 42) (P 12) = —gy?
G —anyde =5 47| =% —2x _(3 24) (3 21)_ 9u

Como es un area tomamos su valor positivo.
6

6 x3 x2] x3 63 43 32
[[(x? —4x)dx =——4=| =—=-2x%]§= (——2-62)— (——2-42) ==u?
4 3 21, 3 3 3 3
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Integrales

4. Sumamos ambas areas:

32 59
2@ =Zua
3+() 3ua

, 59
Resultado: El area es S ..

Ejercicio 11
Halla el drea de la regién limitada por la funcién f(x) = x3 — x? — 6x y el eje de abscisas.

1. Hacemos el grafico:

1

f

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcidn:
fX)=x3-x2—-6x->x3—x2-6x=0->x(x?—x—-6)=0-> x,=0,x, =
_2,x3 = 3

3. Hallamos el area de las dos zonas obtenidas; de x=-2 a x=0, y de x=0 a x=3:

0 3
f (x3 —x% — 6x)dx — f (x3 —x% — 6x)dx =
—2 0

x* x3320 x* x3323_
R R U

(BL-2 3. (-22) - (3 -2 -3-32) = 104202 O

, 125
Resultado: El drea es Y-

Ejercicio 12
Halla el area delimitada por las graficas:

a) y=%x2—x+1 e y—x—1=0
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Ponemos las ecuaciones en funcién de x.

fx) = —x -x+1

gx)y=x+1

Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte: %xz —-x+1=x+1
Lia=o ; x(be-2)=0

2x x=0 ; x 2x =

x=0

! 2=0 x—Z =2-2 =4

2x =0; 5=2; x = ;X =

Los puntos de corte son x=0y x=4.

Area=|f04(f(x)—g(x))dx|=|f04((1 2—x+1) (x+1))dx| |f ( x2—x+1—x—

1) x| = |fy (37 - 2x) x| = [ =2 o] = (5 - #) - (-

|( ) 0|—|———136ua—53ua

b)
f(x)

Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:

2 (VO = @®? 5 x=xt; xt-x=0

=Vx y gx) =x°

x=0
-1=0; x*=1; x=V1 ;

Los puntos de corte son x=0y x=1.

x=1

Area=[ (f(x) — g(x)) dx = [ (VX —x?) dx = [, (x'/2 — x?) dx =
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Integrales

(50) () < () )=

c)

fx) =x*+x+4 y gx) = —x*+2x+5
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:
X’ +x+4=—x*>+2x+5 ; 2x°—x—-1=0

x=1

X=—§

Los puntos de corte son x=1y x=—%

Area=(["1
2
5)dx|= f_ll(sz—x—l)dx|= :ﬁ—%z—x]_l_
2
(=) -Gl =5zl =3 =3 wa=11250a
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Integrales

Halla el drea de la regién limitada por la funcién f(x) = x3 — x* — 6x y el eje de abcisas.

ler paso: Se igualan las funciones para saber los puntos de corte:

fx) =x3—x%—6x - 3—-x2—6x=0->x=0x=-2;x=3
gx)=o

22 paso: Se calcula el drea entre las curvas como:

A=

b
f [F) — g()] dx

= |f_02(x3 — x% — 6x) dxl + |f03(x3 — x% — 6x) dx|=

sl o [
= o - [ - 2 - 3(-2)?]| + o - [E2 - 2 — 3(-2)?] |22 = 21,0833 w2

— f(x) =x%—x?—6x
— gx) =0

. . . 1
Calcula el area de la porcion del plano que limitan las curvas y = Exz -x+1
ey—x—1=0 (y=x+1)
ler paso: Se igualan las funciones para saber los puntos de corte:

f(x)=%x2—x+1 gx)=x+1- %xz—x+1=x+1 - %xz—x+1=o
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x=0, x=4

22 paso: Se calcula el drea entre las curvas como:

A=

b
f [F () — g(0)] dx

4

A= |f04 [ze —x+ 1) —(x+ 1)] dx|=|f04 (%x2 — Zx) dx|=[%- x—: — x2]0=

16
(—- ——42>—0=?=5,3u2

— f(x)=%x2—x+1

gx)=x+1
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Integrales

Ejercicios Autoevaluacion

1) Los valores de a, b y c para los que F(x) = ax® — be* + ¢ sin x es una primitiva de la funcién
f(x) = 3x* —7e* + 5 cos x son:

F(x) = ax® — be* + csinx
f(x) =3x%—7e*+5cosx
F'(x)= f(x)
F'(x) = 3ax? — be* + ccosx
a=1 b=7 =5
La respuesta correcta es la b)

2) Laintegral indefinida [ xV2x2 + 3 dx vale:

1 1
[xV2x%2+3dx = [x(2x? +3)2dx = if4x(2x2 +3)zdx =
3
L2
i.wﬂz_mx?@nc

2
La respuesta correcta es la b)

vale:

dx
1-x2

3) Laintegral [

[ == ————dx= [+ dx

1—x2 1-x2 (1-x)(1+x) 1-x  1+x
A (1+x)+B(1-x)=1
x=1 2B=1 B=
x=-1 2A=1 A==
1 12
[—2—dx + [-2 dx =—21n|1 — x| + *In|1 + x| dx = lln|1i| +C
1+x 1-x 2 2 2 1-x
La respuesta correcta es la d)
4) Alintegrar por partes [ x - sinx dx se obtiene:
u=x du =1dx
dv = sinx V= —CoSX
fx *sinxdx = x - (—cosx) +fcosx-dx
x * (—cosx) + senx = —x * cosx + senx + (
La respuesta correcta es la c)
5) Laintegral [(x? + 4x + 13) dx vale:
[(x? + 4x + 13) dx =§x3 +2x24+13x+ C
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La respuesta correcta es la d)

6) Laintegral [ e* cos e* dx vale:

ff’(x) cosf(x)dx =sinf(x) +C
Con esta formula podemos ver que la derivada de f(x) en este caso e* es la misma e*
Luego [ e* cose* dx = sine* + (

La respuesta correcta es la a)

7) Laintegral definida f: cos x dx vale:
Vs
/[
j cosxdx = sinx] 0" sint — (sin0) = 0
0

La respuesta correcta es la c)

8) Para hallar el drea comprendida entre la funcion f(x) = —x? + 4x, el eje de abscisas y las rectas
x=0 y x=4, debemos representar dicha funcion y ver el area que comprende:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el dénde corta la funcidn con el eje y con las rectas,
comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

f4(—x2 + 4x)dx = _£+4_x2 *
o 3 2|0
43 442 32
(‘?* 2 >‘<°)— 3
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La respuesta correcta es la b)

9) Para hallar el d&rea comprendida entre las funciones f(x) = —x?> +4x vy
g(x) = x, debemos representar ambas funciones y ver el area que comprenden:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el dénde corta f(x) con g(x), debemos sacar los puntos de
corte y, una vez hallados comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

Puntos de corte: Para hallarlos debemos igualar las funciones y despejar la incégnita “x”.
—x?+4x =x
0=x?—-3x
0=x(x-3)
x=0
x=3

Ahora ya podemos aplicar la regla de Barrow:

JPT=x? + 42) — (O] dx=[ (—22 + 3x)dx = == + 23

0
33 3-32 9
(‘?* 2 )‘“’)-z

La respuesta correcta es la a)

10) La regla de Barrow sirve para...:
resolver integrales definidas.

La respuesta correcta es la ¢)
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Probabilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1.- Indica si son, o no, fendGmenos aleatorios:
a) Elnumero de habitantes de las provincias de Espafia. No es un fendémeno aleatorio.
b) El drea de un cuadrado del gue se conoce el lado. No es un fenémeno aleatorio.
c) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.  Si es un fendmeno aleatorio.
d) Saber si el préximo afio es bisiesto. No es un fendmeno aleatorio.

2.- Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en seis tarjetas
cada una de las letras la palabra MONEDA y sacar una al azar”.

Suceso A {salir m}, suceso B {salir o}, suceso C {salir n}, suceso D {salir e} y suceso E {salir d}, suceso |
{salir a},

Espacio muestral {M, O, N, E, D, A}

3.- Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Sacar una bola de una bosa
que tiene bolas rojas, negras y blancas ”.

Suceso A {sacar una bola roja}, suceso B {sacar una bola negra}, suceso C {sacar una bola blanca},
Espacio muestral {R, N, B}

4.- Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos dados.

Suceso A {entre los dos dados obtener una suma mayor que 6}, suceso B {sacar un 1 en uno de los dos
dados}

5. Comprueba, utilizando el ejemplo anterior, que se verifican las 10 propiedades del Algebra
Sucesos. Por ejemplo: Vamos a comprobar la ley de Morgan: A n B¢ = A n B¢

Suceso A obtener par. A = {2,4, 6} Suceso B obtener multiplo de 3. B = {3, 6}
Suceso C obtener impar. € = {1, 3,5}
AUB =1{2,3,4,6}, AnNB=1{6}, A-B-={24}

Ley de Morgan

FORMULA:(A N B)¢ = A U B¢

ANB={6}-> (AnB)¢ ={1,2,3,4,5}

A=1{246} - A° ={1,3,5};B = {3,6} » B¢ = {1,2,4,5}; A° U B¢ = {1,2,3,4,5}

PROPIEDAD ASOCIATIVA

FORMULA: (AUB)UC =AU (BUC()

(AuB)={2346}, (C={135} (AuUuB)uC=1{12345,6}
A=1{246}, (BUC)={1356} Au(BUC)=1{12345,6}

PROPIEDAD CONMUTATIVA
FORMULA: AUB=BUA
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AUB ={23,4,6}
BUA = {2,3,4,6}

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

FORMULA: AU (BNC)=(AUB)N (AU ()

A={246}, (BNnC)={3}; AUu(BNC) ={234,6}

(AUB) = {2346}, (AUC)={1,23456} (AUB)N(AUC)={234,6)}

PROPIEDAD SIMPLIFICATIVA

FORMULA: AU (BNA) =A

A={246}, BnA) ={6}; AU(BNA)={246}
A = {2,4,6}

6. Al sacar una carta de una baraja espaiiola, lamamos B al suceso sacar un oro y A al suceso sacar un
rey. Escribe los sucesos: AUB, A n B,A-B, A, (AU B)¢, A U BC.

B={20,30, 40,50, 60, S0, CO, RO, As de Oro}

A={RO,RC, RE, RB}

AUB={10,20,30,40,50,60,S0,CO0, RO, As de Oro, RC, RE, RB}
A N B=

A-B={RC,RE, RB)}

10,20,30,40,50,60,50,C0,As de Oro,1C,2C,3C,4C,5C,6C,SC,CC,
AC={ As de Copas, 1E,2E,3E,4E,5E,6E,SE, CE, As de Espadas, }

1B,2B,3B,4B,5B,6B,SB,CB. As de Bastos.

1C,2C,3C,4C,5C,6C,SC,CC,As de Copas,
(AU B)¢ ={ 1E,2E,3E,4E,5E,6E,SE,CE, As de Espadas,}
1B,2B,3B,4B,5B,6B,SB,CB, As de Bastos.

1C,2C,3C,4C,5C,6C,SC,CC,RC,As de Copas,
A¢ U B¢ ={ 1E,2E,3E,4E,5E,6E,SE,CE,RE, As de Espadas,}
1B,2B,3B,4B,5B,6B,SB,CB,RB, As de Bastos.

7. Utiliza un diagrama de Venn para escribira A U B U C como unidn de conjuntos disjuntos.
Respuesta:

En teoria de conjuntos, dos conjuntos son disjuntos o ajenos si no tienen ningdn elemento en comun.
Un ejemplo seria la siguiente imagen:

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il. Capitulo 7: Probabilidad. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Probabilidad

B C

8. Considera ahora un diagrama de Venn con sélo dos conjuntos, y representa en él la siguiente
situacion: Se sabe que, en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas A que toman té, 27
que toman café B y 2 personas que no toman ninguna bebida: (A U B) C.

A) ¢Suman mas de 35? Eso es porque hay personas que toman té y café, écuantas? Escribelo en
funcién de Ay B, y represéntalo en el diagrama de Venn.

Respuesta:
Café: 27 personas. Té: 15 personas.
27 +15=42
Hay 2 personas que no toman nada, por lo tanto 33 personas en total toman alguna bebida.
42-33=9

Hay 9 personas que toman café y té.

B) éCuantas personas solo toman té y cuantas toman sélo café?

Respuesta:
Café: 27-9=18 Té:15-9=6

C) Nombra con letras a los conjuntos siguientes e indica de cuantas personas estan formados:
Toman café: A=27 Tomanté: B =15

a) Toman café y té.

Respuesta:
ANnB=9
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b) No toman ni café ni té.

Respuesta:
AnNB=2

c) Toman té o bien toman té.

Respuesta:
AUB=42

d) Toman té y no toman café.

Respuesta:
ANB=6

D) De entre las personas que toman café, ¢ cudantas toman también té? A este conjunto lo nombramos
A/B.

Respuesta:
Toman café 27, Unicamente café 18, toman café y té 9 personas; A/B = 9.

E) ¢ Cuantas personas no toman café? Noémbralo con letras e indicalo en el diagrama.
Respuesta:

Toman Unicamente té: ANB = 6

No toman nada: ANB =2

No toman café: B = 8

F) éCudntas personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de las
personas que no toman ninguna de las dos medidas.

Respuesta:

No toman ninguna de las dos bebidas: 2

Solo toman café: 18

Solo toman té: 6

Toman las dos: 9

En total 33 personas toman una de las dos bebidas frente a las 2 personas que no toman ninguna de las
dos, que suman las 35 personas.

9. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.
Como hay cuatro palos y las espadas son uno de ellos, entonces dividimos 1 entre 4:

1
P(4) =5 =025

10. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, é¢te basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

Respuesta:

En la de frecuencias relativas, porque si hubiese la misma probabilidad de ser zurdo que de ser diestro,
habria aproximadamente los mismos zurdos que diestros.
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11 Calcula la probabilidad de, al tirar un dado dos veces, sacar un 6 doble

Un dado tiene 6 caras, en este caso como el dado se lanza dos veces
6 x 6 = 36 posibles resultados

Mientras que solo hay un resultado favorable

Probabilidad = Casos favorables/Casos posibles

Por lo tanto, el resultado es 1/36

12 Al tirar un dado, calcula la probabilidad de que salga un multiplo de 2 o bien un multiplo de 3

Los casos posibles al lanzar un dado son: 1,2,3,4,5,6

Entre estos solo el 2, 4 y 6 son multiplos de 2

Por lo tanto, aplicando la fdrmula, la probabilidad de que salga un multiplo de dos es: 3/6 (Casos
favorables/ Casos posibles)

¢Y la probabilidad de que salga un multiplo de 3?
Los multiplos de 3 son el 3y el 6 por lo tanto la probabilidad es de: 2/6

13 Al tirar un dado calcula la probabilidad de que salga un multiplo de dos y ademas un multiplo de 3
Los multiplos de 2 son: 2,4y el 6
Los multiplos de 3son:3y 6
Como solo coincide el 6 solo tenemos un caso favorable por lo tanto si la probabilidad es: Casos
favorables/Casos posibles
El resultado es 1/6

14 Al tirar un dado, calcula la probabilidad de que salga un nimero menor que 4 y ademas un nimero
mayor que 2
Un dado tiene 6 caras, por lo tanto:
Numeros menores que le 4 solo estan: 3,2y 1
NuUmeros mayores que 2: 3,4,5y 6
El dnico nimero que coincide es el 3 por lo tanto la probabilidad es de 1/6 (Casos
favorables/ Casos posibles)

15. Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 y ademds un
numero mayor que 2.

Si suponemos que es un dado de 6 caras:
A ={menor que 4 y mayor que 2} ={3} P(A)=1/6
16. Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores sea 7.

Antes de todo, sabemos que hay 36 casos posibles y después buscamos los casos favorables, los cuales
son (1+6, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2 y 6+1).

- Casosfavorables - 6 1
Entonces, utilizando la Regla de Laplace P(Suceso) = f—,, la probabilidad es — — =
Casosposbiles 36 6
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17. Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores sea menor que
7.

Antes de todo, hacemos esta tabla para buscar la suma de los dos dados.

1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

Como sabemos que todos estos sucesos son equiprobables, podemos utilizar la Regla de Laplace

Casosfavorables . 15 5
P(Suceso) = f—,, por lo tanto, la probabilidad es = - —
Casosposbiles 36

12

18 ¢Cuadl es la probabilidad de no sacar un 6 al tirar un dado? ¢Y de sacar un 7? ¢Y de sacar un
nimero menor que 5 o bien un niumero mayor que 3?

Si el dado tiene 6 caras, la probabilidad de no sacar un 6 es: Z.

Sacar un 7 en un dado es un caso imposible, por lo cual la probabilidad es O.

A ={menor que 50 mayorque 3}={1,2,3,4,5,6} P(A)=1

19. Al tirar una moneda tres veces, écudl es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de
sacar al menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar
ninguna cara.

1/2
°< La probabilidad de no sacar ninguna cara es
X

1/2 C

iz X -
<x La probabilidad de sacar al menos una cara es

1
12 c< P(Almenos1C) = 1 — P(NingunaCara) = 1 — 5
X

1/2 1/2

7
X — P(Almenoslcara) = 3

X

20. En tu cuaderno haz un diagrama en arbol similar al anterior con los sucesos Ay B:

A = sacar un oro en la primera extraccién, A = no sacar oro, y B = sacar un oro en la segunda
extraccion, B= no sacar oro en la segunda extraccién. éCudl es la probabilidad de sacar oro en la
segunda extraccion condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Y la de no sacar oro en la
segunda extraccion condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Cual es la probabilidad de

sacar dos oros? ¢Y la de sacar un solo oro? ¢Y la de sacar al menos un oro?
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B= 9/39

md A =10/40

i

= B=30/39

sd B= 10/39

—  A=30/40 —]

B 5. 29/39

a) Probabilidad de sacar oro en la segunda extraccion condicionado a no haberlo sacado en la
primera:

_ _ _ 30 10
P(BnA) _ P(A)-P(B/A) _ 2935 _ 10

P(B/A) = P(4) P(A) % ~ 39

b) Probabilidad de no sacar oro en la segunda extraccidon condicionado a no haberlo sacado en la
primera:

P(BN4) _ P(A)-P(B/A) _ 29

P(&) P(A) 39

P(B/A)=

c) Probabilidad de sacar dos oros:

AENE) = &@) - BE/A —10 9— %0 —3
ABNE) =B BE/A) =25 35~ 1560~ 52
d) Probabilidad de sacar un oro:
P(ANB)+P(AnB) = P(A)- P(B)+ P(A)- P(B _10 30+30 10
(ANB) +P(ANB) = P(A)- P(B) + P(A)* P(B) =15+ 5+ 75 35 =
300+300_600_5
1560 1560 1560 13
e) Probabilidad de sacar al menos un oro:
9 3
P) = B(& AP —BENE) =—+———=
@UE) = B@) + B@) ~BENE) = +5— =
390 360 90 640 6

1560 T 1560 1560 _ 1560 39

21. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 oros” y la de “no
sale ningun oro”.
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B= 9/39

‘B=30/39

B= 10/39

—  A=30/40

B= 29/39

a) Probabilidad de que no salgan dos oros:

10 9 10 9 3 49
1-PANB) = 1-(2)=1-PANB)=1-( 2)=1-5==

b) Probabilidad de que no salga ningun oro:
PANB)=2.2_20_2
40 39 1560 52
22. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizas te sea

mas facil calcular la probabilidad de no sacar ningun 6, y utilizar el suceso contrario.

Suceso A= sacar un seis en la 1a tirada.
Suceso B=sacar un seis en la 2a tirada.

P (al menos un 6)=1- P( ninguin 6)=

1- PANB)=1-P(A) -P(B) =

55 25 11

T =]—-——--—-=]—-—=—
AN, 6 6 36 36

-

23. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nliimeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 10, y el suceso B que esos nimeros
difieran en dos unidades. Calcula:

a) P(A)y P(B):
Suceso A={5,5; 4,6; 6,4}
Suceso B={1,3; 3,1; 2,4; 4,2; 3,5; 5,3; 4,6; 6,4}

Del total de posibilidades (6:6=36 posibilidades), la probabilidad de que ocurra el suceso A,

3 1 .. 8 2
BE) = %=1 la probabilidad de que ocurra el suceso B, ()=£ =3
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2 _ 2 _ 1

1
b) P(ANB) = 129 108 54

P(ANB) = L7~
_ 11 2 22 11 ( )_12 9_108
P(AnB)=5-5=E=§
DA (B 117 77
( )_12 9 108
_B@ne) _1/54 _ 9 _ 1
c) P(A/B)= B@E  2/9 108 12
= _ P(AnB)  7/108 63 9
) 7/9 756 108

P(ANB) _ 11/54 _ 99 _ 11
P(B)  2/9 108 12

P(A/B) =

24. La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccion es 5/8. Halla:
(a) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos.

(b) La probabilidad de que no ocurra B.

(c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.

(d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.

a) BEUE) = B@) + BE) —B@NE) =2+1-2= 24222
b) P(B)= 1—P(B) = 1_§=§
c) P(ANB) =P(A): P(B) :%.
d) (/)===§=§_

Al |w

25. En un supermercado se ha estudiado el nimero de clientes que compran tres productos A, By C.
Del estudio se ha obtenido que un 14 % de los clientes compra el producto A y un 12 % compra el
producto B. Ademas, un 4 % compra Ay B, un 2 % compra A y C y ningun cliente que compre C
compra también B.

P(4) = 0.14, P(B) = 0.12, P(AN B) = 0.04, P(AN C) = 0.02,P(BNC) =0 P(AUBUC) =1

(a) éCuantos clientes compran tnicamente el producto B?
Sélo es B=12 - 4 = 8% clientes.

(b) Sabiendo que un cliente ha comprado A, écual es la probabilidad de que también haya comprado
C pero no B?
Sabiendo que es de A que haya comprado en C pero no

_ 2
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26. Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio.

Sabiendo que p(4) = %, p(B) = i y p(AUuB) = %, hallar:

a) La probabilidad de que se verifique Ay B.

P(ANnB) = P(A) + P(B) — P(AU B) =§+§—1—75;
1

P(ANB) = =

b) La probabilidad de que se verifique A y no B.
1 _ 4

D 1
P(ANnB)=P(A)—P(ANB) = "G
c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.
P(ANB)=PAUB)=1- PAUB) =1- (3+:i-2)=2

d) La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B.

_ o 11
A\_PUA-B)_ 15 _8_2
P(E)_ P(B) g T 12 3
27. Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) =% ; P(B) = %; P(AnB) = % Calcular:

P(AUB), P(ANB), P(4/B), P(B/A).

P(AnB)= P(AUB) =1- P(AUB):%
PAUB)=1—-—= 2

N iy 3 1 19 3
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB) = ~+ -~ —= —

_ 1 1
— _ P(AnB) _ P(B)-P(ANB) _ 3719 _ 2
P(A/B) = P(B) P(B) N % B
_ 3 3
- _ P(Bn4) _ P(A)-P(BNA) _ 3710 _ 3
P(B/A) P P(4) N % s
28. Se considera dos sucesos A y B tales que: P(4) = % , P(B/A) = i , P(AUB) = %

Calcula razonadamente: a) P(ANB). b)P(B). c¢)P(B/A) d)P(A/B)
Nota. S denota el suceso complementario del suceso S. P(S/T) denota la probabilidad del suceso S

condicionada al suceso T.
a)  P(ANB)=P(A).P(B/A)==.2=—

3'4 12

b) P(AUB)=P(4)+ P(B)—P(ANB)

1% ) 1§ i T(B) 3 % 1

cTsteTP® s PE=1

Q) PB4 =t K

IR
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29.Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que al
menos uno haya sido por negligencia siendo P(N) = 0,4

N= por negligencia

N= no por negligencia _,,O—V N

04 ]

/ 04 N

N 0,6 N
--____________-‘-_- L
‘\-“\‘*—-

it

0,6

P(N)=0,4
P(al menos 1 intencionado) = 1 - P( ninguno intencionado)=1-(0,6-0,6:0,6)=0,784

30.Una fabrica de moviles desecha normalmente el 0,02 % de su produccion por fallos debidos al azar
. Calcula la probabilidad de que:

a) Al coger dos moviles al azar haya que desechar ambos.

b) Al coger dos méviles al azar haya que desechar sélo uno.

c) Al coger dos moviles al azar no haya que desechar ninguno.

d) Verificamos 3 mdviles, calcula la probabilidad de desechar los tres.

e) Calcula la probabilidad de al verificar 3 moviles rechazar sélo el tercero.

B= Bueno 0,02% de la produccién defectuosa D= Defectuoso

a) P(DND)=P(D)-P(D)=0,002 - 0,002 = 0,000004
b) P(BND)+P(DNB)=2-P(B)-P(D)=2(0,998 - 0,002 ) = 0,003992
c) P(BNB)=P(B)-P(B)=0,998 - 0,998 = 0,996004
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d) P(DNDND)=P(D)-P(D)-P(D)=0,002-0,002 - 0,002 = 0,000000008
e) P (defectuoso el tercero)=P(B):-P(B)-P(D)=0,998-0.998 - 0,002 = 0,001992008

31.En una aeronave se haninstalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione
correctamente cada dispositivo son: P(A) = 0.99; P(B) =0.96 y P(C) = 0.97.

a) Calcula la probabilidad de que fallen los tres dispositivos.

b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.

F=Funciona NF=no funciona
P(A)=0,99
P(B)}=0,96
P{C}=0,97

a) P(fallenlos3)=P(NFANNFBNNFC)=0,01-0,04-0,03=0,000012
b) P(todo F)=1—-P(fallenlos3)=1-0,000012 = 0,999988

32.Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado.

Calcula las probabilidades de que:

A) La experiencia termine al segundo lanzamiento.

B) Termine al tercer lanzamiento.

C) Termine en el cuarto.

D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que termine en el segundo o en
el tercero o en el cuarto lanzamiento).

a) P(CNC) +P(XNX)=P(C)-P(C)+P(X)-P(X)=z+7= -

b) P( termine en el tercero )= P(C):-P(X)-P(C) + P(C)-P(X)-P(X)=%+§= Z

1
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o Probabilidad

c) P(termine en el cuarto) = P(C)-P(X)-P(X)-P(C)+ P(X)-P(C) P(C)-P(X)=1—16+1—16=%
1

d) P(alo sumo en el cuarto) = P( segundo) + P( tercero) +P( cuarto ) = 5 +% +% = g

33. Se ha hecho un estudio sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes
posibilidades reflejadas en la tabla de contingencia.
a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

Accidentes con victimas 03 0.1 0.4
(V)
Accidentes <.:on solo dafios 0.4 0.2 0.6
materiales (M)
Totales 0.7 0.3 1

b) Determina las siguientes probabilidades;
.P(VNC)=0.3

.P(VNU)=0.1

.P(MNC)=0.4

.P(MNU)=0.2

.P(V)=04

.P(M)=0.6

.P(C)=0.7

.P(U)=0.3

OO U A WN B

c) Calcula

1.PU/V)=PUNV)/P(V)=0.1+0.4
2P(C/V)=P(NnV)/P(V)=03+04=
3.,(V/U)=P(VNnU)/P(U)=01+0.3=
4.P(V/C) =PV nC)/P(C)=03+0.7 =

=0.25
=0.75

|l w ”
[SSR T
A=

NS w

éSon dependientes o independientes los sucesos: accidente con victimas y accidente en carretera?
Se puede afirmar que accidente con victimas (V) y accidente en carretera (C) son dependientes ya que;
PWVNC)=03Y PWV)xP(C)=04x%x0,7=0.28

Luego P(V N C) #= P(V) X P(C)

34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes pueden ser de carretera (C) o
urbanos (U) pero que ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) y mortales (M). Observa que lo
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.
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Accidentes urbanos (U) Totales

Accidentes en carretera

(C)

Leves (L)

Graves (G)
Mortales (M)

Totales

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol

B
NO B= B
Totales

) NO A B

0.2 0,5
NO A
A 0,5\
5/6 NO B
0.6
NO B
1/6
NO A

36. Dado el diagrama de arbol del margen, complétalo calculando las probabilidades de las
intersecciones, construye la tabla de contingencia asociada, y después otro diagrama de arbol.
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B |(056|024|08
0,141 0,06 | 0,2
07103 | 1

=~

P (ANB)=P (A). P (B/A) =0,7. 0,8 = 0,56

P(AN B)=P (A).P(B/A)=0,7.0,2=0,14

P (A NB)=P (4). P (B/4) =0,3.0,6 = 0,18

P(AN B)=P (AU B)=1-P (An B)=1-0,56=0,44

37. Se sabe que, en cierta poblacidn, la probabilidad de ser hombre y dalténico es un doceavo y la
probabilidad de ser mujer dalténica es un veinticincoavo. La proporcidon de personas de ambos sexos
es la misma. Se elige una persona al azar.

a) Sila persona elegida es hombre, hallar la probabilidad de que sea dalténico.

b) Sila persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.
c) éCual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?

H=Hombre , M= Mujer ; D= Dalténico , ND= No dalténico
P(DnH):i2 , P(DnM)=2—15

R
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1
_POMH) _ 3 _1
a) P (D/H)= ToRalr tar
P(DNM) 3= 2
_ FOnV) 25 _ 4
b) P (D/M)= ron = T3
1 1 37
¢) P(D)=P(HND)+P(MND) = —+ — = —

38. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo
y se sustituye por dos del otro sabor. A continuacidn, se extrae un segundo caramelo. Hallese la
probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa.

P (F2)= P (M1N F2) + P (F1NF2)= P (M1). P (F2/M1)+ P (F1). P (F2/F1) = — =.
b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero.

P ((M1n M2)U (F1nF2))= P (M1n M2) + P (F1nF2)= P (M1). P (M2/M1)+ P (F1). P (F2/F1) = 117 §+
01 _22

172 51

10
17"

1—
2 51

39. En un avidn de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos
terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan en
la clase preferente saben hablar inglés y que el 40 % de los pasajeros que viajan en clase turista no
saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avion al azar.

T= Turista; P= Preferente; I= Inglés
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1 'oA
1= 0.1
-
T=0

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

P (I)=P (T). P (I/T) +P (P). P (|/P)=§. 0,6 + § 1=0,733

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, écual es la probabilidad de que viaje en la

clase turista?
2
P(TND) _ P (T/D) 506

P(T/1)= P()  P(T)P(T/D+P(P).P(I/P) ~ 0,733

= 0,545

40. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5% de los clientes atendidos por el
sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8% de los atendidos por el sastre B ni el 10% de los
restantes del C. El 55% de los arreglos se encargan al sastre A, el 30% al B y el 15% restante al C.
Calctulese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A

y S
A~ NS

0,95
09 S
03 g
008 *NS
015
09 S
C <:
0,
NS
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a) P(NS)=P(A NNS) + P(B NNS) + P(C NNS) = P(A) - P(NS/A) + P(B) - P(NS/B) + P (C) - P (NS/C) =
=0,55-0,05+0,3-0,15-0,1=0,0665

P(ANNS) 0,55-0,05
b) P(A/NS)=— 7o = 0= =0,413

La probabilidad de que el cliente no quede satisfecho con el arreglo es de 0,0665 vy si el cliente no queda
satisfecho la probabilidad de que el arreglo lo hiciera el sastre A es de 0,413.

41. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 10 bolas blancas y 8 bolas negras. La segunda con 5
bolas blancas y 3 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y
resulta ser negra. ¢Cual es la probabilidad de que proceda de la urna A?

10/18 B
A
1/2 8/18 .
5/8 2
1/2 .
3/8 N
PA/N) =570 = %;_§= =

144

P(N) = P(A NN} + P(B AN) = P(A) - PN/A) + P(B) - PN/B) = (3 - =)+ (5 -2) = 2

La probabilidad de que proceda de la urna A es de %

42. En un proceso de fabricacion de bombillas se detecta que el 1 % salen defectuosas. Se utiliza un
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 95 % de las bombillas defectuosas, pero seiala
como defectuosas un 2 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcta una bombilla
que el dispositivo ha calificado como defectuosa. B) Calcula la probabilidad de que sea defectuosa
una bombilla que el dispositivo ha calificado como correcta. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en
arbol y luego una tabla de contingencia.
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0,98 DC
FC
0,99 / 0,02 .
0.05 DC
0,01 FD
0,95 DD
Fabricado Correcto(FC) FabricadoDefectuoso (FD)
DETECTADO como 0,9702 0,0005 0,9707
Correcto(DC)
DETECTADO como 0,0198 0,0095 0,0293
Defectuoso (DD)
0,99 0,01 1
A) P (FC/DD) = P(FCNDD) _ P(FC)-P(DD/FC) _ 099-0,02 _ 0,6757
P(DD) P(DD) 0,0293

P(DD) = P(FCNDD) + P(FDNDD) = P(FC) - P(DD/FC) + P(FD) - P(DD/FD) =
=(0,99 - 0,02) + (0,01 - 0,95) = 0,0293

B) P(FD/DC) = pPERORE) _ 00005 _ 1 0515
P(DC) 0,9707

P(DC) = 1 - P(DD) = 1 - 0,0293 = 0,9707

43. Se tienen 3 cajas, A, By C. La caja A tiene 20 bolas de las cuales 5 son negras. La caja B tiene 10
bolas con una bola negra. La caja C tiene 15 bolas con 10 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja
se saca una bola, también al azar, y es negra. Calcula la probabilidad de que se haya sacado de la caja
C.
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5/20 N
A
N

3 15/20
1/10 N
1/3
!
9/10 N
1/3 10/15 "
C <
5/15 N
P(CON) o 40
P(C/N) = —P(N) = ?és = a

P(N) = P(A NnN) + P(B nN) + P(C nN) = P(A) - P(N/A) + P(B) - P(N/B) + P(C) - P(N/C) =
1 1 1 1
= (5' %) + (5‘1—10)+ (5‘ 1—15) = 1%

La probabilidad de que se haya sacado de la caja C es de g

44. Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 0,4. Si sale cara se escoge al
azar un numero del 1 al 10, y si sale cruz, se escoge un ntiimero del 1 al 5. Calcula la probabilidad de
que el numero escogido sea impar.

C=Cara ; X=Cruz ; P=Par ; I=Ilmpar

0,4 C 05— P
0,5 |
0,6 04 P
X -<:iZ::;§?
0,6 |

PH)=P(CNnD)+PXnI)=(04-05)+(0,6-0,6) =0,24+ 0,36 =0,56
Resultado. La probabilidad de que el nimero escogido sea impar es del 56%.
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45. Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como
deportistas o no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55% de los trabajadores se
clasifican como deportistas o lectores, el 40% como deportistas y el 30% lectores. Se elige un
trabajador al azar:
L= Lector D= Deportista
P(D U L)=0,55 ; P(D)=04 ; P()=0,3
a) Calculese la probabilidad de que sea deportista y no lector.
PDNnL)=P(D)+P(L)—P(DUL)=04+0,3—-0,55=0,15
P(DNNolL)=P(D)—P(DNL)=04-0,15= 0,25
Resultado. La probabilidad de que sea deportista y no lector es del 25%.

b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calctlese la probabilidad de que sea deportista.
P(DNL) 0,15
p(P/,) = =——=05
(°/1) P(L) 0,3

Resultado. La probabilidad de que sea deportista, sabiendo que es lector es del 50%.

46. Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0,01, de que lo sea uno fabricado en B es 0,02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0,03. En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina
A,30delaBy75elaC.

15 30 75
P(A)=—=125% ; P(B)=—=25% ; P(C) =— = 62,5%

120 120 120
F
0,99
A o F = Funcional
0,01
0,125 E D = Defectuoso
0,98
0,25
B
0,02 D
0,625 0,97 F
c
0,03 D

a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea defectuoso.
P(F)=P(AnF)+P(BNnF)+P(CnNnF)=(0125-0,99) + (0,25-0,98) + (0,625 -0,97) = 0,975
Resultado. La probabilidad de que un tornillo elegido al azar sea funcional es del 97,5%.

b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢{Cudl es la probabilidad de que haya sido fabricado
por la maquina B?
P(D)=1-P(F)=1-0,975= 10,025
P(BNnD) 0,25-0,02
P B = = = O’
(/) P(D) 0,025
Resultado. La probabilidad de que sea de la maquina B, sabiendo que es defectuoso, es del 20%.

47. Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacion y perfeccionamiento en las categorias
prebenjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la
informacion con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:
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Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

I=Iniciacién ; P=Perfeccionamiento ; PreB=Prebenjamin ; B=Benjamin ; A= Alevin
P() =22=04167=41,67% ; P(P)=22=0,5834 = 58,34%
480 480
P(PreB) ==2=03333 ; P(B)=2=03333 ; P(4)=-==0,3333
480 480 480
PreB
06
0,35
] B
0,4167 0.05
A
PreB
05833 0,143
' 0,321
P
0,536
A
a) ¢éCual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacion?
P(D) = % = 0,4167
Resultado. La probabilidad de que esté en el curso de iniciacion es de 41,67%.
b) éCual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?
280 160 150 _ 290
P(PUA) = P(P) +P(A) —P(PnA) —E-I‘E—E—E— 0,6
Resultado. La probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o sea alevin es del

60%.

c) Siel nadador elegido es un benjamin, écual es la probabilidad de que esté en el curso de per-
feccionamiento?

P __ P(BNP) _ 0,583:0,321 _
P( /B) ~ P(B)  (0,583-0,321)+(0,417-0,35) 0,562
Resultado. La probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento sabiendo que es

benjamin es del 56,2%.

d) Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacion, écual es la probabilidad de que sea benja-

min?
B/ \ _ P(BN) _ 03504167 _
P( /I) T P() 04167 0,35

Resultado. La probabilidad de que sea benjamin sabiendo que esta en el curso de iniciacidn es del 35%.
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AUTOEVALUACION

1. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a)5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36
A=al menosun5

1¢ 22

5

1/6 P(A)=P(5n5)+P(5n5)+P(5N5
55,5<:a (5n5)+P(5N5)

1/6 P(A) =P(5)-P(5/5)+ P(5)-P(5/5)+ P(5) - P(5/5)
5 P(A)_ 114_154_51— E
5/ s 66 66 66 36

;
"
5

b) 11/36

2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c)3/8 d) 5/8
A = sacar dos caras

" P(A) = P(C) - P(C/C) - P(X/CC) + P(C) - P(X/C) P(C/CX) + P(X)-
Kcm ¥ P(C/X)-P(C/XC)

c)3/8

3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c)3/8 d)5/8
A =sacar al menos 2 caras

¢ P(A) =P(C)-P(C/C)-P(C/CC) +P(C)-P(C/C)-P(X/CC) + +P(C) -
1 P(X/C) - P(C/CX) + P(X) - P(C/X) - P(C/XC)
1

1;<C1fz X PO 111,111 111 111 _1
C C e = —
i n x”2<‘" 22 272°2°272°2°2
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4. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un multiplo de 2
es:

a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4
O ={Sacar oro} M = {Salir multiplo de 2}
10 1 20 1
P(OUM) =P(0)+ P(M) P(OﬂM)—1+1 5—1
B 42 10 4
d)1/4

5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:

a)P(A) + P(noA) =1

b)P(Ay B) = P(A) - P(B)

c)P(A U B)=P(4)+ P(B)

La afirmacidon verdadera es la a) P(4) + P(noA) = 1 puesto que es la suma del suceso y su contrario,
entonces siempre dard 1.

6. El enunciado del teorema de Bayes es:

_ P(C/Ap-P(4) _  P(C/ADP(AY
APA/C) == = T rc/apran
_ P(B/Ay)P(4)
b)P(A:/B) = SR, P(B/AK)-P(Ak)
P(B/A;)-P(A3)
O)P(4; /B) = P
P(B/A)-P(A;) P(B/A;)-P(Ap)
P(A;/A) = =
d)P(4;/4) P(B) 2i-1P(B/Ak)-P(Ay)
El enunciado correcto del teorema de Bayes es:
P(C/A;)-P(Ay) P(C/A;)-P(Ay)
a)P(4;/C) P(C) Z3-1P(C/AL)-P(Ay)

7. En una urna hay 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se sacan dos bolas. Llamamos A al suceso sacar una
bola roja, y B a sacar una bola negra. Los sucesos Ay B son:
a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes

Los sucesos A y B son d) dependientes debido a que la probabilidad de un suceso depende del
resultado anterior.

8. Sacamos una carta de una baraja. Llamamos A al suceso sacar un rey y B a sacar una sota. Los
sucesos Ay B son:
a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes

Los sucesos Ay B son b) incompatibles debido a que no pueden ocurrir simultdneamente.
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Estimacion. Intervalos de confianza

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1.- Sefala en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacion o una muestra:
a) El didametro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.

Muestra, pues seria muy costoso medir todos los tornillos de la produccién

b) La altura de un grupo de seis amigos.

Poblacidn, ya que solo hay 6 elementos

2.- Se puede leer el siguiente titular en el periddico que publica tu instituto: “La nota media de los
alumnos de 22 de Bachillerato de la Comunidad de Madrid es de 7’9”. ¢Como se ha llegado a esta
conclusion? ¢Se ha estudiado a toda la poblacion? Si hubieran seleccionado para su calculo solo a las
mujeres, éseria representativo su valor?

No podemos saber seguro que método han utilizado, pero probablemente hayan cogido las notas de
todos los estudiantes ya que cada Comunidad tiene las calificaciones de toda la poblacién y estdn
abiertas para todo el publico. Si solo se cogen a mujeres no seria una muestra representativa

3.- Para estudiar el nimero de accidentes de una poblacion de mil conductores, de los cuales la mitad
tiene carnet de conducir entre 5 y 20 aiios, la cuarta parte lo tiene mas de 20 aiios y la otra cuarta
parte lo tiene menos de 5 afios. Se quiere elegir por muestreo aleatorio estratificado proporcional, 50
conductores, ¢ cuantos seleccionarias de cada grupo?

Datos

1/2 tienen carnet entre 5y 20 afios % X 50 = 25 personas
1/4 tienen carnet mas de 20 afios i X 50 = 12,5 personas
1/4 tienen carnet menos de 5 afios i X 50 = 12,5 personas

Se eligen 50 conductores
Solucién: Seleccionamos 25 personas con carnet entre 5 y 20 afos, 13 personas con carnet por mas
de 20 anos y 13 personas con carnet por menos de 20 afios

4.-Los parametros de una distribucidn son p = 20 y desviacion tipica o = 3. Se extrae una muestra de
400 individuos. Calcula P (19.9 < x< 20.3).

Por el teorema Central del Limite sabemos que la media muestral de una poblacion normal se

s L ; R . 2 o\ _ 3\ _
distribuye segun otra distribucién normal N (u, ﬁ) =N (20, m) = (20,0,15)
Para calcular la probabilidad pedida, tipificamos y buscamos en la tabla de la normal.

P(199 < ¥ < 20.3)=P(%< z <%)=P(—O,66< 72< 2) =

=P(z<2)—[1-P(z<0,6)] =0,9772 — (1 — 0,7454) = 0,7312
P(19.9 < ¥ < 20.3) = 0,7312

5. Los pesos de las ovejas de una cierta ganaderia tienen una media de 50 kg con una desviacion
tipica de 4. Elegimos al azar una muestra aleatoria simple de 100 ovejas. A) Determina la probabilidad
de que su media sea superior a 51 kg. B) Sea inferior a 56 kg. C) Sea superior a 48 kg. D) Esté entre 48
kg y 52 kg.
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Por el teorema Central del Limite sabemos que la media muestral de una poblacion normal se
R P PR Ny o _ 4
distribuye segun otra distribucion normal N (u, \/_Z) =N (50, m) = (50,0,4)
Para calcular la probabilidad pedida, tipificamos y buscamos en la tabla de la normal
a) P(x>51)= P(z>ﬂ) =P(z>25)=1-P(z<25)=1-09938 =
0,0062; P(x>51)=0,0062

0,4
_ 5650 . . _

b) P(x<56)= P (z < ) = 15;siz = 4 la probailidad es 1; P(x < 51) = 1

) P(x>48)=P(z>

) =P@z>-5)=1-(1-Pz<5=1-(1-1)=
1, P(xE>48) =1
48-50 52-50

0,4
d) P(48 < < 52)=P(Z2 <z < )=P(—5<z<5)=P(z<5)—
[1-P(z<5)]=1-(1-1)=1; P(48 < ¥< 52) =1

6. Una poblacidn tiene una media ¢ = 400 y una desviacidn tipica ¢ = 20. Extraemos una muestra
de 1000 individuos. Halla el intervalo caracteristico, para una probabilidad de 0.95, de la media
muestral. Lo mismo para una probabilidad del 0.99.

Respuesta:
Como n > 30, las medias muestrales se distribuyen segin una normal de media u =400 y de

o 20 20 X .= .
desviacion tipica = Toos - Tovs 0,63; es decir: X es N(400;0,63).

Paral—a = 0,95 > %: 17095

=0,025; 0,95+ 0,025 =0,975 —» Z« =1,96
2

<,u —Za-0; U+ Za - a) = (400 — 1,96 - 0,63; 400 + 1,96 - 0,63) =
2 2

= (400 —1,23; 400 + 1,23) = (398,77; 401,2)

Este es el intervalo caracteristico de N(400; 0,63) con una probabilidad del 0.95

Paral—a = 0,99 - %: 1_2’99

= 0,005; 0,99 + 0,005 = 0,995 —» Z« = 2,58
2

(u — Za -0, + Za - 0) = (400 — 2,58 - 0,63; 400 + 2,58 - 0,63) =
2 2

= (400 — 1,62;400 + 1,62) = (398,4; 401,6)
Este es el intervalo caracteristico de N(400; 0,63) con una probabilidad del 0.99

7. El peso de una poblacion tiene una media u = 70 kg y una desviacidn tipica ¢ = 10. Se elige una
muestra aleatoria simple de 100 individuos y se pesan todos juntos. Calcula la probabilidad de que
dicho peso sea superior a 7010kg.

Respuesta:

Sx; - N(n-wn- %) — N(7000; 100)

P(z>w) =P(z>ﬂ) —1-P(z<0,1) =1—0,5398 = 0,4602
100 100

P(Xx; > 7010) = 0,4602

8. En los examenes de selectividad la proporcion de aprobados es del 98%. Un centro escolar
presenta a 78 estudiantes al examen.

a) ¢éQué distribucion sigue la proporcion de aprobados?

Respuesta:

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II.
Capitulo 8: Estimacidn. Intervalos de confianza. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verg




“ Estimacion. Intervalos de confianza

La muestra es aleatoria y n =78 > 30, por tanto:

P=N <p; /”(11:1’)) =N <O,98; /@) — N(0,98;0,016) ; para suspensos es N(0,02; 0,016)

b) Calcula la probabilidad de que la muestra elegida haya menos de 3 suspensos.
Respuesta:

. 3\ _ _ 0,038-0,02\
P (p < 7—8) = P(z < 0,038) = P (z <20 ) = P(z < 1,125)
y buscamos 0, en la tabla N(0,1)y nos da un resultado de 0,8697, por tanto existe
una probabilidad del 86,97%de que hayan menos de 3 suspensos en la muestra.

c) Calcula la probabilidad de que la muestra elegida haya mas de 10 suspensos.
Respuesta:

A 10 _ _ 0,128-0,02\ _ 1 44
P(p > %) = P(z > 0,128) = P(z > ) =P(z>675)=1-P(z<675)=1-1=0

por tanto, existe una probabilidad del 0% de que hayan mas de 10 suspensos en la prueba.

d) Calcula la probabilidad de que la muestra elegida no haya ningtin suspenso.

Respuesta:

P(ﬁzi)=P(ﬁ=0)=P(—0,05<;5<0,05)=P(

78
P(—4,375<z<1,875) =1-0,9696 = 0,1304
por tanto existe una probabilidad del 13,04% de que no haya ningin suspenso en la muestra.

-0,05-0,02 7 0,05—0,02)
0,016 0,016

9. En una fabrica de bombillas de bajo consumo hay que rechazar por defectos al 2% de la
produccidn. Se toma una muestra aleatoria simple de 100 bombillas.
a) éQué distribucidn sigue la proporcion de bombillas defectuosas?

Respuesta:
P=N <p; —”“"”) =N (0,02; —0'02“‘0’02)> = N(0,02;0,014)
n 100
b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 5 bombillas defectuosas?
Respuesta:
o~ 5\ _ _ 0,05-0,02) _
P(p < E) = P(z< 0,05) = P (z <o ) = P(z < 2,14)

y buscamos 2,14 en la tabla N(0,1)y nos da un resultado de 0,9838, por tanto existe

una probabilidad del 98,38% de que haya menos de 5 bombillas defectuosas en la muestra.

10 Determina la eficiencia de la media muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la desviacion
tipica poblacional es 2.

n=100 o =2 Determinar la eficiencia: 100/22=25

11 Determina la eficiencia de la proporcién muestral si el tamaiio de la muestra es 100 y la
proporcion poblacional es 50 %.
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n=100 p=50%=0,5 Determinar la eficiencia: 100/0,5(1 - 0,5) = 400

12. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95 % de una N (5, 0,01).
Determina el margen de error.
Nivel de confianza 95% N (5, 0,01) u=5 o¢=0,01
élLC?  EE?
Zd/2 = 1+95/100 /2 = 0,975 (mirar tabla) = 1,96
E=2d/2 x o //n = 1,96x 0,01= 0,0196
IC 95%= (W + E) = (5-0,0196; 5+0,0196) = (4,9804; 5,0196)

13. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 99 % de una N (100, 4).
Determina el margen de error.

N(100,4) u=100 o =4 IC99%?  ¢E?

1+99/100 _ 2,57+2,58

=0,995 Zd

=2,575

E=27d/2 x o /[yn=2,575x4 =10,3
IC= (p +E) = (100 — 10,3; 100 + 10,3) = (89,7; 110,3)

14. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 95%
de una poblacidon de desviacion tipica conocida, 0 = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria
simple de tamaiio 400 y calculado la media muestral que es 50,5.

X=505;0=2;n=400 ; 1-a=095; a=005; 1-2=0975; Zyg;5 =196

o o
e(f—z Lz +z -—)
K 1—% yn 1—% Jn

2 2
50,5—-1,96 - ——; 50,5+ 1,96 - —) = (50.304, 50.696
( V400 V400 ( )

Tenemos la confianza de que el 98% de los casos la media poblacional pertenecera al intervalo:

(50.304, 50.696).

15. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 98%
de una poblacién de desviacion tipica conocida, 0 = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria
simple de tamaio 400 y calculado la media muestral que es 50,5. Compara con el anterior intervalo
de confianza.

X=505;0=2;n=400 ; 1-a=098 ; =002 ; 1-2=0999 ; Zyge = 3,09
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o o
E(E—Z S — X+ Z -—)
H -3 Vn -3 Vn
2

2
50,5-3,09 - ——; 50,5+ 3,09 —) = (50.191, 50.809
( V400 V400 ( )

Tenemos la confianza de que el 98% de los casos la media poblacional pertenecera al intervalo:
(50.191, 50.809).

Al aumentar el nivel de confianza aumenta la amplitud del intervalo.

16. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 16 pacientes y se ha anotado el nimero de dias
que han recibido tratamiento para los trastornos del suefio que sufren. Los resultados han sido:

280; 285; 295; 330; 290; 350; 360; 320; 295; 310; 300; 305; 295; 280; 315; 305.

Se sabe que la duracidn, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucion normal de media desconocida y desviacion tipica 34,5 dias. Determina un intervalo de
confianza con un nivel del 95% para la media poblacional.

280+285+295+330+290+350+360+320+295+310+300+305+295+280+315+305

X = - = 307,19
Xx=30719;0=345; n=16 ; 1-a=095 ; a=005; 1-5=0975 ; Zygs =196
— g _ o
pe (x—Zl_%' R, ﬁ)
(307,19 106222 307,19+ 1,96 - ﬁ) = (290,53, 323,85)
V16 V16

17. éQué tamaino minimo debe tener una muestra para que el error maximo cometido en la
estimacion de la media sea menor de 0,1 unidades, con un nivel de confianza del 95 %, sabiendo que
la desviacion tipica poblacional es conocida y vale 4?

n=¢?; o=4 E=01 1-a=095; a=005; 1-2=0975; Zyes=196

a 4
E=Z, ¢ T 01=196-% n=(

Debemos tomar una muestra de tamafio 6147 o mayor

1,96-4
0,1

)2 = 6.146,56

18. Determina el tamaiio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre
la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.02 con un nivel de confianza del 90 %
sabiendo que la poblacidn se distribuye segtin una normal de desviacion tipica 0.4.

n=¢?; o0=04 E=002 1-a=09; a=01 ; 1—§=0,95; Zyos = 1,65
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0,02 =165 -2

_ (1,65-0,4 2
Vn B

0,02 ) = 1089

=
|

NI

BN

Debemos tomar una muestra de tamafio 1089 o mayor

19. En el estudio anterior se toma una muestra de 49 individuos. Queremos que el error maximo
admisible sea de 0.02. {Cual sera el nivel de confianza?

n=49; o¢=04 E = Zl__ \/ﬁ E=0,02
i - .04 o =
sustituyendo 0,02 = Z1—% T Z1—5 0,35 buscamos en la tabla

P(z<Z, a)=1-a ; P(z<0,35)=06368
2

El nivel de confianza es del 63,68%

20. Determina el intervalo de confianza para la proporcidon de arboles enfermos en Madrid con un
nivel de confianza del 95 %, si se ha elegido una muestra aleatoria simple de 100 arboles de los que
hay 20 enfermos.

1—a=95% (0.95) a=5%  (0.05) n=100p =20 g =80
a 1+095
1—a=95%(095) > 5 = ———=0975 > z« = 1.96
2

IC p-ze /”— p+za: / (20—196 /2080 20 + 1.96 - /2080
n 100

- [.C.(12.16, 27.84)

)

Por lo tanto, con un nivel de confianza del 95%, podemos decir que la proporcidon de arboles enfermos
en Madrid se encuentra en el intervalo del 12.2% al 27.8% aproximadamente.

21. Se quiere estudiar la proporcidn de estudiantes que hacen actividades extraescolares. Para ello se
ha seleccionado una muestra de 400 estudiantes de los cuales 100 hacen actividades extraescolares.
Determina el intervalo de confianza para la proporcién con un nivel de confianza del 95 %

1 — a = 95%(0.95) a = 5%(0.05) n=400 p=100 q =300
a 1+095
1 - a =95%(095) » 5 = ——— = 0975 - za = 1.96

I.C. —Za/ pze / (100—196 /“’0300 100 + 1.96 - 1°°3°°>
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— 1.€.(83.02, 116.97)

Por lo tanto, con un nivel de confianza del 95%, podemos decir que la proporcién de estudiantes que
hacen actividades extraescolares se encuentra en el intervalo del 21.1% al 28.9% aproximadamente.

22. ¢{Cuantas veces se debe lanzar una moneda para que la proporcion de caras no se aparte de la
tedrica, 1/2, mas de una centésima, con un grado de certeza no inferior al 95 %? ¢Cuantas, con el
mismo margen de error y una certeza no inferior al 99 %? éLo mismo con 99,9 % de certeza?
(Soluciones: n 29504, n 216 412, n 2 26 632)

e(Error) = 0.01 p= %

a) 1—a= 95%(095) 1—a= 95%(095) N e = 1+0.95 = (0975 > Za = 1.96
2
en+0.5 0.01n+0.5 1 1
i 2 F>196—>001n+05>196 n-s-(1-3)
- 0.01n+ 0.5 > 1.96 - \/E 50.01n+05>2.18 49 _
4 25 2 50

49[)—> n+50>98n > 98V =n+50

100 - (0 01n + 0,05 >

_95044V95042-10000

—>9604n=n2—100n—2500=O—>n2—9504n+2500=0i—> .

9504+/42-(23762-625) 950444V23762%-625
= 5 ->n= > -

n = 4752 + 2v2376% — 625; n = 4752 — 2v2376% — 625
nl = 0,26;n2 = 9504

b) 1—a=99%(0.99) 1—a=99%(0.99) -

a _ 1+0.99
2

= 0.995 - za = 2.57
2 2

en+0.5 001n+05

Vn-p(1-p) /n_ 1__
257 Vn 257\/_
200

0.01n+0.522.57-\/7—>001n+05>m ?—>001n+05>

>257—>001n+05>257 1-(1—1)_>
2 2

- 2n+ 100 > 257/n - 257vn = 2n + 100 -

200 - (0,01n +05> 12‘2’“5)

66049n = 4n? 4+ 400n 4+ 10000 - 66049n — 4n? — 400n — 10000 =0 —

65649n — 4n? — 10000 = 0 - 4n? — 65649n + 10000 = 0 -

(—65649)2—4-4-10000 V656492-160000
n = —(~65649) + ¥ — - n = 65649 + -
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nl > 0,15;n2 > 16412

) 1—a=99%(0.99) 1—a=99.9%(0.999) - % =22 = 0.9995 - za = 3.27
2

Cn05 > 327 » 900 5327 5 0.01n+052 327 [n-1-(1-1) >

Jnp(-p) — 7 /n.%(l_%) 2

0.01n 4 0.5 > 3.27 - \/% 5001n+05 >3320

100 2

327 -\/n 327 -4n
0,01n > TO\/_ - 200-(0,01n = T(;/_) - 2n+ 100 > 327V/n - 327Vn = 2n + 100

= 32720 = 4n? + 400n + 10000 — 32720 — 4n? + 400n + 10000 = 0
= (3272 = 400) - n — 42 — 10000 = 0

— (3272 = 400)n — 4n? — 10000 = 0 » —4n? + (3272 — 400)n + 10000 = 0

_ —(—(327% - 400)) £ /(327% — 400)%> — 4 - 4- 10000

- n 5.4 - n
_ 3272 — 400 +,/(327? — 400)2 — 160000
B 8
3272 — 400 + +/(3272* — 800 - 3272 + 4002 — 160000)
> n= n
8 )
3272 — 400 —,/(3272* — 800 - 3272 + 4002 — 160000)
B 8

nl > 0.09;n2 = 26632
23. Rehaz los cdlculos de la actividad anterior para un nivel de confianza del 99 %
1—a=99%(0.99) a =1%(0.01)

700

P =1550g " P = 35(0:35); 0.35 - 8000000 = 2800000votos
1300 65(0.65
= — =

p=n-p—-2000-p;0=,n-p-q—-,2000-p-q

—k-0—-05 +k-0+0.5
P(u—k-a—O.SSXSu+k—a+O.5)20.99—>P(TSZST)20.99

- k-0+4+0.5> 2580 - 0.2183 < p < 0.5503
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24. Se investigan los habitos de consumo de una poblacion de dos millones de personas. Se pasa una
encuesta a mil personas y se les pregunta si en su domicilio se cocina con gas, de los que 600
responden afirmativamente. Qué puedes afirmar sobre el nimero de personas en las que en su
domicilio se usa gas con un nivel de confianza del 95 %

a _ 14095

1-a=95%(095) a=>5%(0.05) 1-a=095%(0.95)—%=""

= 0.975 - z« = 1.96
2

n = 1000 p=22-06 qg=-2-04
1000 1000

—(p—za. [P0 .- /M
I.C.—(p ZE n’p+Z5 n)—)
(0,6 —~1.96- /M 0,6 + 1.96 - /0’6""4> - 1.C.= (0,569, 0,630)
1000 1000

Podemos afirmar, con un nivel de confianza del 95%, que entre el 56,9% y el 63% de los domicilios se

cocina con gas.

25. Repite los calculos de una actividad anterior para comprobar si una moneda no esta trucada, con
un nivel de significacion del 5%. Para ello lanzamos la moneda al aire 100 veces y obtenemos 65
caras. ¢Se puede asegurar que sea una moneda de probabilidad 7:?

Ho:u=% u=100-§=50

H:u>0<1/2 g% =100 -

N | =

% =25->0=v25=5
Como hemos obtenido 65 caras que supera en 15 al valor medio(50) —
P(x —50 > 15) + P(x + 50 < —15)

P(x > 65) + P(x < —65) = P(x = 65,5) + P(x < —64,5) =

65,5-50 —64,5+50

=P(22 )+P(ZS )=P(223,1)+P(z£—3,1)=2-P(223,1)—1=

=2-099903 -1 =0,99806
1-a=20998 a=1-0998 =0,002 - 0,2%

Resultado. Como el nivel de significacion de la hipdtesis no supera el 5%, se rechaza esta hipodtesis.

26. Se ha calculado que entre los deportistas que juegan al ftitbol hay un porcentaje de accidentes del
22%. Se han estudiado el numero de accidentes entre 400 personas que practican la natacién y han

resultado accidentadas 36 personas. ¢Es la natacidn igual de peligrosa que el fatbol?

Hy: p = 22 p=—"=009-9% g=1-p=1-0,09=091

Hy:p # 22 g=n-p-q=+400-0,09 091 =572
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P(ZZZSZ‘T_:)+P(ZS

—22+49
5,72

) =P(z=227)+P(z<—-227) =
=2-P(z=227)—1=2-(1-0,9884) = 0,0464
La probabilidad es muy pequefia por lo que rechazamos la hipdtesis de que la natacién es igual de

peligrosa que el futbol.

27. La tasa de natalidad de una regidon ha sido del 8,7 por mil habitantes durante un cierto afno.
Suponemos que la tasa de natalidad es la misma al afo siguiente, ¢hasta qué nimero de nacimientos
entre 3000 habitantes estarias dispuesto a confirmar dicha hipétesis?

Hy: p = 3000 g =./n-p-q=+3000-0,0087 0,13 = 1,84
H:p<o0>3000 g=1-p=1-087=0,13

—3+48,7
1,84

P(ZZ%)+P(ZS )= P(z2 -3,09) + P(z < 3,09) =
=2.P(z=3,09)—1=2-0999 — 1 = 0,998
1—a=0998 a=1-0,998 = 0,002 - 0,2%
3000 - 0,002 = 6

Resultado. Estariamos dispuestos a confirmar dicha hipétesis entre los 2994 y los 3006 nacimientos.
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Estimacion. Intervalos de confianza

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Utiliza las tablas de la normal estdndar y comprueba las probabilidades siguientes:

a) Pz< 1) =0.8413; b)P(z<0.7)=0.7580;c) P(z>1) =1 - 0.8413 = 0.1587; d) P(z = 1.86) = 0.0314;

e) P(-1.83 <z <-1) =0.1251;

a) P(z<1)=0.8413

a 0,00 0.0
0.0 05000 05040
0.1 05398 05438
02 05793 05832
03 06179 06217
04 06554 06591
05 06915 06950
06 07257 07291
0.7 07580 07611
08 0, 7881 07910
09 DA159 08186
1.0 08438
1.3 08665
b) P(z<0.7) = 0.7580

a 0.00 0.0

0.0 05000 05040
0.1 05398 (5438
0.2 05793 (5832
03 06179 0617
0.4 06554 06501
0.5 06915  0&950
06 0725 07291
o7 0.7611
08 ¥ 07910

f) P(z > 1.38) = 0.0838; g) P(-1.83 < <0.75) = 0.7398.

) P(z>1)=1-P(z<1)=1-0.8413 = 0.1587

a 0,00 om
0.0 0, 5000 05040
0.1 05398 05438
0.2 05793 058312
03 06179 05217
04 06554 05591
0.5 G915 OES50
06 0,7357 0,723
o7 0,7580 0.7611
08 07881 0790
o9 0a159 08186
1.0 08413 08438

d) P(z21.86) =1 — P(z<1) = 1-0.9686 = 0.0314
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Estimacion. Intervalos de confianza

=5 £888¢8 geReg|.
5
:
:
:

16 D452 09463 00474 09484 00495 00505 09815

18 | oo o0ses  0gese  ooeer 0962  ogers
19 | os713 o099 09726 09332 09738 0944 09750

20 09772 09778 09783 097N, 09793 09FE 05803

e) P(-1.83<z<-1)= P(z<-1) - P(z<-1.83) = P(z>1) - P(z>1.83) = (1-P(2<1)) — (1- P(z<1.83)) =
= (1-0.8413) — (1- 0,9664) = 0,1587-0,0336 = 0.1251
a 000 001 002 003

L 05000 05040 05080 205120
o1 05398 05438 205847 05517

02 05mM3  0SEYD 0587 o530
03 &1 Qa7 555 L
a4 0a554 05591 OEE2A [ fafied
a5 0&915 Q5e50 05085 0,009
06 0757 07FENn 07324 07157

ar 07580 O 07642 T
08 0, a1 o 07939 LT
09 DE1SS QETRE nax12 08238

1.0 084117 0B43E DRG] A5
1.1 Obtdd OBGAS 08686 08708
T 08845 0B85  QBEBE  O&N7
13 09032 05049 09066 09082
14 0992 08207 09222 09336

i,ﬁ- [EL=EE 093485 T LT Q9300
15 [iL=" LK 03853 03474 0, 2434
1.7 09554 005854 09573 [ LHCH
1.8 Ooed] 09std  0oess 0055
1,;9 09713 099 0O9TM ik

f) P(z>1.38) = 1- P(z<1.38) = 1-0.9162 = 0.0838
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Estimacion. Intervalos de confianza

@0 om am 403 oM Q05 0 o7 004

05000 05040 05080 0512 0560 2 0QS199 Q523 0519 0539
05358 05438 O54M8 05517 Q5557 OS5%6 05636 05675 05714
053 0541 0sen 05610  OSaE 0597 DA026 06064 06103
MS17 QAT O63SS DAM3 03N DA36E D506 O3 5480
LA554 QESH 06628 Dbt Q4700 QE736 T D6E08 s

aEMSs 06950 206985 0009 OA0S4  OTDER O OZISETT g0
M7257 0720 O7IM 07357 O 074 0TS 0SSk t0IsTE
Q7580 QM1 07642 OMATY 0PN OTM 00T OTAMENOTEN
G788l QM0 07939 O7eT 07995 0023 OBOSEgEEOIE  OST0S
(8159 0R186  OEM? 08198 A4 0EIES  DENISD MEMGN QNS

1.0 Lagi3 [BL38 LR OR4ES as08 LEs3l 08554 I'.I,E'I?'.lI mass
L1 | oesa3  omess  0Bes  0FT8  08TI9 0BT OETRD MO0 08810
12 | oeso  oEss; 0SSR OFNO7 08005 ORG4Lom0a0A) ORORY g
13 0903 0004% 00065 0002 09009  OSHISEESIE O

4 | o 057 oM OMI 0951 OSMS COSIML  O52 090

SREEEG SEEZEE |-

g) P(-1.83< z<-1) =P(2<-1) - P(2<-1.83) =P(z<-1) - P(2>1.83) =1-P(z<1) —( 1- P(z<1.83) )=
=1-0.8413 - (1-0.9664) =0.1587 — 0.0336 = 0.1251

@ 0.00 o.01 o0 0.03
o0 Q5000 05040 01,5080 0512
01 05308 (.5438 0,5478 05517
02 05793 05832 05871 05910
o3 a1 Q6217 06255 D523
o4 GASSE 05531 DGEIE D854
o5 0s915 Qa0 06585 o019
06 Q7257 0729 074 Q7357
a7 OFs80 07611 0762 076
a8 o.7esl a7Fgo 07939 DTRGT
a9 GR159 08186 08217 08238
1.0 0A413 | 0B438  0B4S]  OB4ES
13 OELdI  OBEsS  0BsEs 08708
12 OES49 0B850 08888 08907
1.3 Q032 05049 0,066 Q087
1.4 Go197 09207 09EI 0933
15 0o33F 0035 08357 09
1.6 OMSF 09463 G974 OpeBe
LT 0o554 QL0564 09573 l
18 no64t 09649 00656 JO96sd
19 Qo713 09719 09736 o0

2. Utiliza las tablas de la normal estéandar para calcular las probabilidades siguientes:

a) P(z<0.72); b) P(z < 1.21); ¢) P(z > 0.93); d) Pz = -1.86);

e) P(-1,02 <z < -0.85); f) P(0.65 <z <1.42);, g)P(1.76>z>0.72); h) P(-0.9 >z >-0.51).
a) P(z<0.72) =0.7642

000 001 002

05000 05040 0,5080
05398 05438 0.5478
05793 05832 o.5871
06179 06217 06255
06554 0659 06628

Qa5 06950 L659ES
07257 0,729 ]
0, 7580 0,761 1

86 L8888 s

b) P(z51.21) = 0.8869
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288 Estimacion. Intervalos de confianza

a 0,00 o0 0,02

0,0 0,5000 0,5040 05080
0.1 05398 05438 05478
0,2 05793 05832 05871
0.3 06179 06217 06255
0,4 06554 05591 06628
a5 06915 06950 06085
0,6 07257 7291 07324
0,7 0, 7580 are11 07643
0.8 0,881 07910 07939
0,9 08159 08186 08212
1.0 08413 08438 08461
1.1 0,853 — 08686
1.2 08840 08888
1,3 09032 - 00,5065
1.4 09192 09207 09222

c) P(z>0.93)=1-P(2<0.93)=1-0.8238 =0.1762

000 a0l a0z 003

0, 5000 05040 0,5080 05120
05358 05438 05478 Q5517
0,503 05832 05871 L5210
L oaan? 0555 el k]
06554 A5 LG6TR Lt

OLEES0 06985 (ol i1}
07357
067

; L'I.:"‘:-:':l l:-::"‘.-"ﬁ‘i e
0I5 DA ur-:

d) P(z2-1.86) = 1- P(z<1.86) = 1—0.9686 = 0.0314

EESE8D0 SELEE |-

] 000 o001 L 003 004 005 0.06
00 L5080 o560 Ry
0.1 Q5478 05557 05636
[} 0587 0E008
0.3 Q6255

o4 06678 Ol

Q.5 0E9s0  osWs OO

05 o729 07357

o7 0611 0267

08 | omsr oo 07967

as QgIss  0BieE OA23R

0 08285

11 DA708

12 o0

1.3 o082

14 DAZR6

1.5 s

16 il

LT 09582

18 il

% a3 oamne L TERS

e) P(-1.02<z< -0.85) = P(z< -0,85) — P(2<-1,02) = 1 — P(z< 0,85) — ( 1 - P(2<1.02)) =
1-0.8023 - (1-0,8461) =0,1977 — 0,1539 = 0,0436
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Estimacion. Intervalos de confianza

a 0,00 0,01 0,02 0,03 o.04 0,05
o0 0,000 05040 0.5080 0510 as51el 45199
0.1 05398 05438 05478 Q5517 05557 B559G

05ra 05832 n58r 05810 [55048 05587
03 Q61T 06217 06255 T orari) 063X 06368
04 Q554 05591 06638 OfeHE Q4700 e
05 oE95 06950 o O,7054 o, 70sa
[: 1] o7Fast 0,721 07357 07389 o722
o7 07580 a.m611 Qrer1 Q.7 o 023,
o8 0,./848) 0.0 0,6 07995 ORI
e DAY R1BG azria 0.8 Ml LB
1.0 0&a13 05438 DUBERS 08508 oR531
1.1 063 OB65S QAaT08 082 QBF49
1.2 O340 o -] a0y A0S OB
1.3 09032 09045 oyo0az 0909 O9S
14 o9 09x7 09336 03351 risr

f) P(0.64<z<1.42) = P(z<1.42) — P(z<0.64) = 0.9222 -0.7389 = 0.1833

@ 0,00 oo 0.02 003 0.04
0.0 0,5000 10,5040 0,5080 05120 05160
a1 05398 10,5438 05478 0,5517 05557
0.2 05793 05832 osan 0.5910 05048
03 06179 056217 06255 06293 063311
0.4 6554 0659 06628 0,6E64 06700
a5 &5 06950 06985 OL7ne 0 P
06 07257 0.72% 07324 07357
0,7 O7s80 07611 0.7642 07673 =

08 07881 07910 07939 07967 0.7995
0.9 OLE15D 08186 08212 082358 08264

1.0 08413 08438 08461 08485 08508
1.1 08643 08665 08686 08708 Q8729
1.2 08849 08869 08888 08907 08925
1.3 09032 10,9049 N.9065 0.9082 09099
1.4 B9S2 09207 09222 09236 Q.9251

g) P(1.76>2>0.72) = P(0.72<z<1.76) P(2<1.76) — P(2<0,72) = 0.9608 - 0.7642 = 0,1966

000 a1 add aQ3 o4 005 L=

05000 05040 05080 05120 05160 05199 05230
05358 05434 [LZH ] 05517 (.5557 0,555 05634
05753 05832 05871 05910 (5548 Q5587 Q0246
L] asn7 0A255 0293 WLTEY 06368 Q5406
1| [11.5%, ] el CLATON QAT CETT2

T 0950 4085 OanG L7054 0,70 07
07257 07 LO0X4. O7IST 07389  QMI 0S4
07580 07611 10,7541 0673 orrod oM 0.7Ted
| oI LY 0,797 7905 G,8023 C.B8051
09 8159 Q2186 a3 QER38 QBG4 QBxas CEIRS

£S8% 28R28 |-

0 OB 13 08433 aBan! .8eR5 QUES08 08531 (18554
(A 08641 QB665 O.B6BE 00 0E729 DBT49 AT
1.2 LB4a Q.8869 (LE8s oD QB35 [R5

1.3 09032 09049 09066 0o0E7 0E99 o9ils aEa
14 0O1S} 0827 0921 0GR 0SS QE0NST OEaTD
15 0937 0FM5 059357 09I 0932 09, 05406
18 03457 093 094 OB 055 00505

L OS54 09564 09573 O9sED  QESEl Ao

h) P(-0.9 >z>-0.51) = P(-0,51< z < -0,9) = P(2<-0.51) — P(2<-0,9) = 1 — P(2<0,51) — [1 — P(2<0,9)]

=1-0.695-[1-0.8159] =0,305- 0,1841 =0,1509
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“ Estimacion. Intervalos de confianza

a 0,00 0.om

0,0 5000 0504
0,1 5398 5438
0.2 05832
0.3 0,621

0.4 6554 6591
D,S AL AL

0.6 07IET 072a1
0.7

s | o o7
3. Una variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media 5 y desviacién tipica 0.5. Calcula las
siguientes probabilidades:

a) P(X < 6); b) P(X < 4); ¢) PLX > 3); d) P(X >5.5);
e) P(-3<X<-1); f) P(X > 2); g P3<X<7); h) P(6 = X=>2).
Datos: u=>5 oc=20,5 Formula empleada: Z = %

a) P (X<6)=P(z <%) =P(z<2) =0,9772
b)P(X<4)=P(z< ) =P(z<-2)=P(z22)=1-P(z<2)=1-09772 = 0,0228

c)P(X>3)=P(z>%)=P(z>—4)=P(Z<4)=1

d)P(X255)=P(z> =) = P(x21) =1-P(z<1) = 1— 08413 = 0,1587
3-5 1-5
e)P(-3<X<-1)=P(x < —1) — P(x<—3)=P(x<3)—P(x<1)=P(z<E)—P(z<O’—5)
=P(z<-4)—P(z<-8)=0-0=0
f)P(X>2)=1—P(z<%)=P(z<—6)=1—0=1
-5

BPB<X<7)=P(Z<z< ) =p(-4<z<4)=1-0=1

05 —
hP(6>X>2)=P2<x<6)=P(:o<z<2)=pP(-6<2<2)=
0,5 0,5
=P(z<2)—P(z<-6)=0,9772—-0=10,9772
4. En un centro escolar hay 900 estudiantes, que son 600 de ESO y 300 de Bachillerato. Se quiere

tomar una muestra aleatoria por muestro estratificado proporcional de tamaino 50. ¢Cuantos
estudiantes se deben escoger de forma aleatoria de ESO y cuantos de bachillerato?

Alumnos Muestreo
ESO 600 33
Bachillerato 300 17
Total 900 50

Se realiza una regla de 3 para averiguar el muestreo:
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Estimacion. Intervalos de confianza

ESO Bachillerato

510 — 50 o x=2220_333 510 — 50 x=22%0_166
90 900

600-------- X 300+ X

Los resultados se redondean, de tal forma que sean numeros enteros, (33,3=33)y (16,6 =17)
Se deben escoger 33 alumnos de la ESO y 17 alumnos de Bachillerato.

5. El numero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una
compaiiia de telefonia movil se aproxima por una distribucion normal con media 4 Mb y desviacién
tipica igual a 1.5 Mb. Se toma una muestra aleatoria simple de tamaiio 64.

a) éCudl es la probabilidad de que la media muestral sea inferior a 3,5 Mb?

b) éSea superior a 4,5 Mb?

c) Se supone ahora que la media poblacional es desconocida y que la media muestral toma el valor
3,7 Mb. Obtén un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacion. Obtén también un
intervalo de confianza al 99 % para la media de la poblacion. ¢Es mayor o menor que el anterior?
Explica este resultado.

Media poblacional: u=4Mb  Desviacidn tipica: o = 1,5Mb Tamafio de la muestra: n= 64

a)P(x<3,5)

)_("N(u,%) X~N(4, N(4 0'18)

\/_) -
p (X < 3’5) = Tipificamos = p(Z <3 o
;1-p(Z2<2'7)=1-0'9965 = 0,0035

—Y=p(2<-2'7)

b) P(x> 4’5)
X~ N(u,\/_) X~ N(4 )-N(4018)

—)=p(2>27)

p(X >4’5) = Tipificamos = p( 752
; 1-0'9965 = 0’0035

0718

c) Media muestral: X = 3’7Mb
Nivel de confianza: 1 — a =0,95; a = 0,05
;o Zia=2Z1_005=2Z1 0025 = Zor975 = 1'96

2 2
El intervalo de confianza es el siguiente:

% S ) -(37-196-X5 37419615
I.C-(X-Zl_;-\/—_,X+Zlg- =) =(37-19% = ,37+19% =)

I.C = (3’3325, 4’0675)

Ahora con nivel de confianza mayor (99%)
Nivel de confianza: 1 - a =0,99; a =0,01
;o Zi—a=Z1_001=2Z1_01005 = Zorg9s =2'58
2

2
c , , L5 , , L 15
X+Z1_E- n)—(37—258 —m,37+258 m)

I.C=(X-Z{_a" —,
( 1 2 \/—

I.C=(3"21, 4’18)
Este intervalo de confianza es mayor al anterior debido a que el nivel de confianza es superior.

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II.
Capitulo 8: Estimacidn. Intervalos de confianza. RESPUESTAS Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verg




Estimacion. Intervalos de confianza

6. La duracién en horas de un cierto tipo de bombillas de bajo consumo se puede aproximar por una
distribucion normal de media p y desviacidn tipica igual a 3600 horas. Se toma una muestra aleatoria
simple.

a) ¢Qué tamaifo muestral se necesitaria como minimo para que, con un nivel de confianza del 95
%, el valor absoluto de la diferencia entre p y la duracién media observada X de esas bombillas sea
inferior a 100 horas?

b) Si el tamafo de la muestra es 121 y la duracion media observada X es de 4000 horas, obtén un
intervalo de confianza al 95 % para la media poblacional p.

a) Variable aleatoria: X ~ N(j,3600)
Nivel de confianza: 1 — a =0,95; oo = 0,05
;o Zi—a=Zq_005=Z1_01025 = Zorg7s =196
2 2

Desviacion tipica: o = 3600

Zl— (2 ’ .
<100 ; n>( )2 = (F23%992 - 4978’7 ...... 4979
E 100

a.
o 2

T

E=Z)_a-
2

b) Tamano de la muestra: n =121
Duracion media observada: x = 4000
Desviaciodn tipica: o = 3600
Nivel de confianza: 1 — a =0,95; o = 0,05
;o Zy_x=Zy-005=Z1-01025 = Zorg7s = 1’96

2 2
Se pide el intervalo de confianza:
- c 3600
I.C—(X-ZI_Z-F , X+Zy_ %'«/__ ) =(4000-1'96 - \/:1 , 4000 + 1’96 - NevEl )

I.C = (3358, 4641)

7. La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada plantacion de mejillones se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida p y
desviacion tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 mejillones y se obtiene una media muestral igual a 70
mm. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud de los mejillones
con un nivel de confianza del 99 %. Determina también un intervalo de confianza para la media
poblacional de la longitud de los mejillones con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el error maximo cometido en la
estimacién de p por la media muestral sea menor o igual que 5 mm con un nivel de confianza del 95
%.

a) Tamaiio de la muestra: n = 64
Duracidon media observada: x = 70
Desviacion tipica: 0 = 3
Nivel de confianza: 1 - o =0,99; a = 0,01
;o5 2y« =Zy_001=Zy_gi005 = Zor99s = 2’58
2

2
Se pide el intervalo de confianza

.C=(X-Zy_a" X+Z_ =(70-2'58 - 70 +2'58 - —
( 1 5 \/— ’ 1-= ) ( \/— ’ )
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Estimacion. Intervalos de confianza

I.C = (69’03, 70’96)
Ahora con nivel de confianza menor (95%)

;o Zy—a =21 005 =21 01025 = Zorg7s =1'96
2 2

> c S c ) .
lC=(X-Zyo- =, X+ Zy e ) =(70-1'96
I.C = (692, 70'7)

3 06 . 2
\/ﬁ’70+196\/§

b) Tamafio muestral minimo:

)= ()P =138

E=Z,_a — <5 ;n> (
2

=
S|

8. El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion tipica ¢ = 3

litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16; 20) para estimar
K, con un nivel de confianza del 95 %. Calcula la media muestral y el tamafio de la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 81. Calcula el error maximo cometido en la
estimacion de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

Variable aleatoria: X ~ N(u,3)
a) I.C = (16, 20)
Nivel de confianza: 1 — a = 0,95; a = 0,05

;o Zy-a=Z1-005s=Z1_g025 = Zorg7s =196
2 2

¥ _106-2 ¥ 4+106.-- ) =
1C=(X-196" =, X+196" =) = (16, 20)

Debemos resolver un sistema de ecuaciones:

f—1’96-%= 16 - —f+1’96-%= ~16
f+1’96-%=20 f+1'96-%=20
3'92-%=4
3'92-%=4 ; \/if% ; —— =V ; (z=)?=n; n=865
f+1’96-\/%=20 . ¥+2=20; ¥=18

La media muestral es de 18l y el tamafio de la muestra elegida es de 8,65

b) Tamaiio de la muestra: n = 81
Nivel de confianza: 1 — o =0,95; a = 0,05

;o Zy—x=Zy-005= 2101025 = Zorg7s = 1'96
2 2

¢ -196 =

n N =0’653

E=2Z_a-
2
22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il.
Capitulo 8: Estimacidn. Intervalos de confianza. RESPUESTAS

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo
Ilustraciones: Creadas con GeoGebra




Estimacion. Intervalos de confianza

El error maximo es 0’653

9. El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media p = 6.3 kW y desviacion tipica 0.9 kW. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamaiio 100. Calcula:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6.6 kW.

b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6.1; 6.6) para la media del
consumo familiar diario.

a) La media de la muestra se puede aproximar a una distribucién normal con media p = 6.3 kW y
desviacién tipica o/vn = 0.9/v100 = 0.09 kW, segun el Teorema del Limite Central. Entonces, la
probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6.6 kW es:
P(6<X<6.6)=P[(6-6.3)/0.09<(X-6.3)/0.09<(6.6-6.3)/0.09] =P[-3.33<7<3.33] =0.9981

Donde X es la media de la muestra y Z es la variable aleatoria estandar normal correspondiente. Por lo
tanto, la probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6.6 kW es del 99.81%.

b) El intervalo de confianza (6.1; 6.6) indica que la media poblacional p estd comprendida en este

intervalo con un nivel de confianza 1 — a . Esto se puede expresar matematicamente como:

P(6.1<u<6.6)=1-a comoell.c.=(E—Z L X+7Z ")

1-5 Vo’ 1“ Vn
. —- — . i e < ¢ _0'9 X =
El error cometido es 6,6 -6,3=0,3 = Z1—; = de donde, 0,3 = Zl‘E Ve Zl‘? 3,33

Mirando en la tabla 1 —g =0,9996 , g =0,0004 , «=0,0008 1-a= 09992
Se ha tomado un nivel de confianza del 99,92%

10. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 9 pacientes y se ha anotado el nimero de dias que
han recibido tratamiento para trastornos digestivos que sufren. Los resultados han sido:

100, 98, 75, 103, 84, 95, 105, 82, 107.

Se sabe que la duracidn, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucion normal de media p desconocida y desviacidn tipica 9 dias.

a) Determina un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p.

b) éQué tamafio minimo debe tener la muestra para que el error maximo cometido en la estimacion
de la media sea menor de 5 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

a)
Media muestral (X) = (100 + 98 + 75 + 103 + 84 + 95 + 105 + 82 + 107) / 9 = 92.9 dias
0=9 1-a=095; Z;_

N|R

=Z1-005 = Z1_0,025 = Zo,975 = 1,96

2

.C=(x-Z:_ 92,9+1,96" —)-(8702 98,78)

X+7; a— )—(929 1,96 - \F,
2

.S
ERRC
Por lo tanto, el intervalo de confianza con un nivel del 95% para pes (87,02, 98,78).

b) Para determinar el tamafio minimo de muestra necesario para que el error maximo cometido en la
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Estimacion. Intervalos de confianza

estimacion de la media sea menor de 5 dias, con un nivel de confianza del 95%, utilizaremos la férmula:

Zi—a T

o > 1,96 -9
E=Zia <5 ;n2( )= (——

)2 =12,44

Por lo tanto, el tamafio minimo de muestra necesario para que el error maximo cometido en la

estimacion de la media sea menor de 5 dias, con un nivel de confianza del 95%, es de 13 pacientes.

11. El tiempo de renovacion de un teléfono movil, expresado en aios, se puede aproximar mediante
una distribucion normal con desviacion tipica 0.2 afios

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 81 usuarios y se obtiene una media muestral igual a 1.8
afnos. Determina un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacion de un
teléfono movil

b) Determina el tamaiio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre
a media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.03 aiios con un nivel de confianza del
95 %.

a) o= 0,2 , = 81 ; X = 1,8 1-a= 0,95 ; Zl—g = Zl_O,_OS = Zl—0,025 = ZO,975 = 1,96
2 2

Para calcular el intervalo de confianza al 95% para el tiempo medio de renovacién de un
teléfono movil, utilizamos la férmula

1.C=(%-Zy_a- X+ 7o — )—(18 1,96 - 1,8+1,96 - —)—(1756 1,844)
2

E \/_ ’ \/_ 7
Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95% para el tiempo medio de renovacién de un teléfono movil
es (1,756, 1,844).

b) Para calcular el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia
entre la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.03 afios con un nivel de

confianza del 95%, utilizamos la formula:
Zl_(X'O'
c = 1,96 0,2
E=Z,_a-—<0,03 ; n=> 2_)2=(=—5)?=170,73
1 3 «/ﬁ ’ ( E ) ( 0,03 ) ’
Por lo tanto, el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre la
media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.03 afios con un nivel de confianza del 95%

es 171.

12. Se considera una variable aleatoria con distribucién normal p y desviacidn tipica igual a 1,2. Se
toma una muestra aleatoria simple de 100 elementos.

a) Calcula la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y p sea
mayor o igual que 4.

—_ 1.2
Xx~N(1,12) %~N (uﬁ) = N(y 0.12)

P(lx—ul<4)=P(-4<x <4)=P _4<§_”< * —P<_4<Z< 4)—1
XTHI=® = SXTHR=EMEN0125012 012/ T012=2 = =

LuegoP(Ix —u|=4)=1-P(x—u|<4)=1-1=0

b) Determina un intervalo de confianza del 90% para p; si la media muestral es igual a 50.
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Estimacion. Intervalos de confianza

X4+ 7 «-i) ¥=50, o0=12, n=100

—_ o
“E("_Zl—?v_ﬁ' 1-7 Vn

a
1-a=09; a=01,; 1-

1.2 12
1.C.: (50— 165 - —=—: 50+ 1.65 - —) = (50— 1.65 - 0.12: 50 + 1.65 - 0.12) =
/100 Jio0) ~ ¢ )

= (50 —0.198; 50 + 0.198) = (49.802, 50.198)

Tenemos la confianza de que el 90% de los casos la media muestral pertenecera al intervalo:

(49.802, 50.198).

13. La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacion
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacidn tipica
o =15cm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 individuos obteniéndose una media muestral de
174cm. Determina un intervalo de confianza al 95% para p.

%)§=174, 6=15, n =100

a
1-a=095; a=005; 1-5=0975; Zygs =196

f— o [—
,uE(x—Zl_%- \/—Z,X+Zl_§'

15 15

174 —1.96 - ——; 174 + 1.96 - —) = (174 —1.96-1.5; 174 + 1.96 - 1.5) =

( V100 V100 ( )
= (174 — 2.94; 174 + 2.94) = (171.06, 176.94)

Tenemos la confianza de que el 95% de los casos la media poblacional pertenecerd al intervalo: (171.06,
176.94).

b) éCudl es el minimo tamaio muestral necesario para que el error maximo cometido en la
estimacion de pu por la media muestral sea menor que 5 cm, con un nivel de confianza del 90%?

2
o g
E=Z ¢ F-n=(Z_c3) o=15,6 E=5

a
1-a=09; a=01; 1-5=095; Zys =165
2

15
n> (1.65 - ?) . > (1.65-3)%; n>4952; n> 245025

La muestra debe de tener al menos 25 varones mayores de edad.

14. El minimo tamaiio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de
una poblacion que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucion normal de

desviacion tipica o, con un error maximo de 2.27 y un nivel de confianza del 90%, supera en 1000
unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del 95% y el error maximo fuera de 5,23.

Expresa los tamafios muestrales en funcidn de la desviacion tipica oy calcula la desviacion de la
poblacion y los tamaifos muestrales respectivos.

a) Error=2.27 1—-a=09; a=01; 1- g =095 ; Zygs = 1.65
n+1000
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“ Estimacion. Intervalos de confianza

g

o
E_Zl— — 2.27—1.65'm

NIR
S

b) Error=5.23
1-a=095; a=005; 1—-==0975 ; Zyg7s = 1.96

S =
n
o o
E _Z1—§'ﬁ' 523 = 1.96-75
_ g _2.27-V/n+1000
I_2.27—1.65\/m B —
_5.23+/n

o
5.23—1.96-\/—ﬁ - o="T5

227VmH000 _ $23Vn (4 375 \/n + 1000)° = (2.668 - V)’

1.65 196 ’
1.89-(n+1000) = 7.11n ; 1.89n +1890=7.11n ; 1890 =7.11n—1.89n 1890 =

522n ; =X _ 5. 36206=n

' 522 ’

227 V/362.06 + 1000 _2.27-36.90

o= 1.65 = —1e5 076

Los tamafos muestrales serian de 1363 y 363 como minimo respectivamente con una desviacién

tipica o = 50.76
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Estimacion. Intervalos de confianza

AUTOEVALUACION

1. Indica cudl de los siguientes motivos no es por el que se recurre a una muestra:
a) El proceso de medicion es destructivo
b) La poblacién es muy numerosa
c) La poblacion es imposible o dificil de controlar
d) La poblacién tiene mal caracter
d) El motivo por el cual no es por el que se recurre a una muestra es porque la
poblacion tiene mal cardcter.

2. Una ganaderia tiene diez mil ovejas de diferentes razas. Queremos extraer una muestra de
100 ovejas. Indica el tipo de muestreo mas adecuado:
a) muestreo aleatorio sistematico
b) muestreo aleatorio estratificado
¢) muestreo no aleatorio
d) muestreo aleatorio por conglomerados
b) El tipo de muestreo mds apropiado es el aleatorio estratificado.

3. Indica cual de las siguientes afirmaciones es falsa en la distribucion N(0,1):
a) P(z<0)=1
b) P(z<0)=0,5
c) Pz=0)=0
d) P(z>0)=0,5
a) La afirmacion falsa en la distribucion N(0,1) es P(z<0)=1.

4. De una poblacion de media 69 y desviacion tipica 8 se toma una muestra de tamaiio 12. La
probabilidad de que un individuo de la muestra tenga un valor mayor que 93 es:
a) P(x>93)=09987
b) P(x >93) =0,6501
c) P(x>93)=0,1293
d) P(x>93)=0,0013

d) La probabilidad de que un individuo de la muestra tenga un valor mayor que 93 es
P(x >93) =0,0013

5. Los parametros de una distribucidon son u=10 y desviacion tipica o =20. Se extrae una muestra de
100 individuos.
El valor de P (8< x< 12) es:

w=10  ¢=20  n=100 N (u, %) ; N(10, %): (10, 2)

P (8< %< 12)=P(=" <z < E0) =P (-1< z < 1)=P (2< 1)- P (2< 1)=0,8413-[1 - P (z < )]

0,8413-[1 — 0,8413]=0,8413-[0,1587]=0,6838
e La solucion de este ejercicio seria el apartado b).

6. En el control de calidad de una fabrica de chocolate se envasan tabletas de 100 gramos con una
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Estimacion. Intervalos de confianza

desviacidn tipica de 2 gramos. Se toma una muestra de 50 tabletas. Calcula probabilidad de que el
peso medio de las tabletas sea menor de 99 gramos:

u=100 ¢=2  n=50 N (u%l) © N (100, \/_) (100, 0,28)

99-100

P (x<99)= P(Z < TS

)= P (z< —3,57) =1-P (z< —3,57)= 1- 0,9998=0,0002

e La solucion de este ejercicio seria el apartado a).

7. En el control de calidad de una envasadora de estuches de jamon, se envasan en estuches de 100
gramos con una desviacion tipica de 2 gramos. La probabilidad de que un lote de 400 estuches pese
mas de 40100 gramos es de:

1 =100 o =2 =400 N(u,\/_) (100 ) N (100, 0,1)

N

P (x>100,25)= p(Z > M)

=P(z> 2,5) =1-P (z< —2,5)=1- 0,9938=0,0062

El numero 100,25 sale del cdlculo realizado para saber cual es el precio medio de los estuches ya que
40100

antes nos dan el total de los estuches. X= 200 = 100,25

e La solucion de este ejercicio seria el apartado b).

8 Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 0,95 de una N (2, 0,1)

1-a=0,95; N (2,01)
Intervalo de confianza
N (W, o ); (u—Zz-0<x<u—Zz-0)
2 2
0,95+1 _ B ) o
p (z < Z% )— . ; p (z < Z% )— 0,975 ; ZE 1,96
2-196:0,1<x<2+196- 0,1 (2-1,96-0,1<x<2+196-0,1)

e La solucion de este ejercicio seria el apartado a) (1,8< x < 2,19)=0,95

9. Se ha elegido una muestra aleatoria simple de 1000 componentes y en ella se ha obtenido que la
proporcion de defectuosos es del 3,7%. Determina el intervalo de confianza al 99% para la proporcion
de componentes defectuosos que se producen en una fabrica

n=1000 , 3,7% defectuosos, p = 0,037 ,

l1-a-= 099 a= 001 ; Zl— =Z _O Zl 0005—20995 —258

I.C = (p Zi s ) P+ Zis (“’)

I.C.= <0,037 —2,58- /M,O,OW +258. /M > = (0.0216, 0.0524)
1000 1000

e La solucidn de este ejercicio seria el apartado c) (0.0216,0.0524)

N|R
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Estimacion. Intervalos de confianza

10. {Cual debe ser el tamafio de la muestra en una poblacion de 8 millones de votantes para conocer
si tienen la intencién de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de acierto del
0,95 y un margen de error inferior a 0,02?

1_a=0,95,' (1=0,05 ; Zl—g =Zl—% =Zl—0,025 =ZO,975 = 1,96

2 2

Tomamos la desigualdad (1) de la pagina 277 de los apuntes

0.02n+0.5
o= 2196=002n+052 1.96,/np(1 — p)

Donde tenemos dos variables n y p. Vamos a acotar p(1 — p). Dibujamos la pardbola y = x(1 — x) que
alcanza su valor méximo, 1/4, para x = 1/2, por lo que p(1 —p) < 1/4. Sustituimos este valor.

n
0.02n+ 0.5 > 1.96,/np(1 — p) > 1.96 J;

Eliminamos 0.5 (para simplificar calculos), elevamos al cuadrado, y obtenemos que: n > 2 401.

La encuesta debe de realizarse para mas de 2 401 votantes.
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