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MATRICES

ACTIVIDADES PROPUESTAS

Utiliza matrices para representar la informacion siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas y
melones. Durante el afio 2014 ha recogido 1000 lechugas, 2000 Kg de naranjas y 500 melones. En los
anos anteriores su produccién ha sido de 500, 1000 y 400. Por cada lechuga recibe 1 céntimo, por cada
Kg de naranjas 3 céntimos y por cada meldn 5 céntimos. Escribe la matriz de sus ganancias en el afio de
2014.

Solucién:

LECHUGAS NARANJAS (KG) MELONES
CANTIDAD 2014 1000 2000 500
CANT. ANTES 500 1000 400
DINERO (CENTS) 1 3 5
GANANCIAS 2014 (CENTS) 1000 3000 5000

Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no.
Solucidn:

Son matrices a) y g); b), c) y f) se pueden representar como matrices intercambiando por nimeros los
datos; y d), e), h) e i) podrian representarse como matrices, aunque no sean numeéricos, teniendo en
cuenta que se disponen en filas y columnas.

Propdn otros elementos de tu entorno que sean matrices o puedan representarse como matrices.

Solucion: Respuesta libre. Ejemplos: Podrian representarse como matrices la cuadricula de un
cuaderno, un tablero de ajedrez, un casillero de tres en raya, las caras laterales de un cubo de Rubik...
etc.

Escribe tres matrices fila
Solucion: Respuesta libre. Ejemplos:
A =((71) B=(@8 4-3); C=(0 20 —12 0)

Escribe tres matrices columna

Solucién: Respuesta libre. Ejemplos:

-1
0 1/3 g
A= (3) B={ 1 | C={ 3
5 1/2
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MATRICES

Escribe tres matrices cuadradas de dimension 2, 3 y 4 respectivamente.

Solucion: Respuesta libre. Ejemplos:

0O 0 0 1
-1 2 0
_ (1 0y, _ 2 4 3 6
AZ“(z 3)' Bs ( g 2 ;)' GC=lo 1 7 4
7 =2 0 O
Escribe la matriz unidad de dimensién 2, 3y 4.
Solucién:
1 0 0 O
(1 0)_ (1) 2 g 0 1 00
0o 1/’ 0 0 1’ 0 01 0
0 0 0 1
Escribe la matriz nula de dimensién 2,3y 4
Solucién:
0 0 0 O
0 0 O
(O 0)_ 0 0 ol 0 0 0 O
0 0/’ 0 0 0 ’ 0 0 0 O
0 0 0 O
2 1 0 1 1 1 1 0 0
Dadas las matrices:A=( 9 0 -3],B=|2 2 =-2|,C=(2 4 -5
-2 0 7 -3 3 3 7 3 -3

calcula:a) A+ 3B, b)2A+ B —5C.

Solucién:

2 1 0 1 1 1 2 1 0 3 3 3
a) (9 0 —3>+3<2 2 —2)=<9 0 —3>+(6 6 —6>=
-2 0 7 -3 3 3 -2 0 7 -9 9 9

2+3 1+3 0+3 5 4 3
<9+6 0+6 —3—6>=(15 6 —9)
-2-9 0+9 749 -11 9 16

2 10 1
b)2<9 0 ﬁ+<2
-2 0 7 -3

4 2 0 1
(18 0 o)+ (2
-4 0 14 =3

1 1
—2)-5(2
3 7
1 5
—2) — (10
3 35

1
2
3
1
2
3

4+1-5 2+1-0 0+1-0 0
=<18+2—10 0+2-20 —6—2+25>=<10
—4—-3-35 0+3-15 14+3+15 —42
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I MATRICES

2 1 0 1 1 1
Para las matrices A = ( 9 0 —3), B = ( 2 2 —2) calcula A-ByB-A ées el producto

conmutativo?

Solucién:

2 1 0 1 1 1 4 4 0
a)A-B—><9 0 —3)-(2 2 —2>=<18 0 0)
-2 0 7 -3 3 3 =23 19 19

1 1 1 2 1 0 9 1 4
b) B-A—)(Z 2 —2)-(9 0 —3>=(26 2 —20)
-3 3 3 -2 0 7 15 -3 12

Podemos observar que el producto no es commutativo.

2.1 0 I 1 1
A= 9 0 -3|yB=|2 2 -2
-2 0 7 -3 3 3

11. Dadas las matrices

calcula 3- 4' — B*.

2 9 =2
1. Calculamos la matriz traspuesta de A: A! = (1 0 0 )

1 1 1 1 1 1 0 6 2
2. Calculamos B%:B-B=|2 2 =212 2 =2|=(12 0 -8
-3 3 3 -3 3 3 -6 12 0

2 9 =2 0o 6 2
3. Calculamos la operaciéon propuesta: 3- (1 0 0 ) - (12 0 —8) =
0 -3 7 -

6 27 -6 0 6 2 6 21 -8
4. =<3 0 O)—(lZ 0 —8>=<—9 0 8)
0 -9 21 -6 12 0 6 —-21 21

6 21 -8
5. Respuesta: (—9 0 8)

6 —-21 21
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MATRICES

12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

2 1 0 1 1 1 y 3 1 1 1
A= 9 0 -3|,B=|2 2—2,C=(1 GJ,D=222
-2 0 7 -3 3 3 3 3 3
7 1
(5 %)
0 Inversade A A‘1=k1 _ —i)
57 19
3
T
1 1 111 0 0 11 111 0 0
_2F, 4+ F
e Inversa de B: (2 2 =2l0 1 0)—> 3F1+F2 (0 0 —-4|-2 1 0>—>
-3 3 310 0 1 17 \o 6 613 0 1
1 1 111 0 1 1 1|11 0 0
Fy +F, (0 6 201 1 0>—>—F2 01 3|z = 0|> —6F+F
0 6 6I3 0 1 0 6 613 0 1
11 111 0 111 0 0
11 1 1 11 1
01 3z =2 o]--F{o 1 36 @
0 0 42 -1 -1 00 15 -7 7
211 1
1 1 1 0 2 4 4\‘
L ~3fth, (0 1 0|o % —% N
—F + F, \0 011 1/
2 Z 4
1 1 1
(1 ooz % & (" 0 _5\
-F,+F |0 1 00 + -—| Bl'=[0 - -=
\0011_1_ \1_11/
2 4 2 4 4
e InversadeC: (2 31 0)—>3F1 <1 %% 0>—>—F1+F2
1 3|5 o 1 00 -1 2 (1 o0 -1
BE IR I (o —3‘—1 1)*‘5”2 <o 1|3 _Z)
0 —5-7 1 2172 3
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R MATRICES

e Inversa de D: A, ya que siempre nos dara como resultado (al hacer gauss-jordan) 0 en las

filas2y3
13. Resuelve la ecuacidn matricial M - X' + N = P siendo:

2 1 0 1 1 I 11
M=9 0 -3|, N= 2 =-2|,P=(2 22
-3 3 3 333

20 7
1. DespejamosX: M-X=P—-N, X=M"1Y(P-N)

1 1 1 1 1 1
2. Restamoslasmatrices:(Z 2 2)—(2 2 —2>=

3 3 3 -3 3 3
(0 ; ; w

57 19

3. Calculamoslainversade M: M~1 = | 1 ez
57 19

4. Resolvemos: X =| 1 _n 2 -(0 0 4>=

14. Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 1 0 11 9 3 111
A=19 0 -3,B=|2 2 —2,(’:[4 6],D: 222
3 33

-2 -1 0 -3 3 3
2 1 0 2 1 0
Rangode A:A=| 9 0 —-3|—- F,+F; 9 0 -3
-2 -1 0 0 0 O
2 1 0
- 9F, — 2F, (0 9 6) Por lo que r(A)=2
0 0 O
1 1 1 1 1 1
e Rango deB: B=(2 2 —2>—ZF1+F2 (0 0 —4>—>
-3 3 3 -3 3 3
1 1 1 1 1 1
3 +F (0 0 —4)- Fbe F3(0 6 6 Por lo que r(B)=3
0 6 6 0 0 —4
(2 3\ _ 2 3 _
e RangodeC:C = (4 6) 2F, + F, (O 0) Por lo que r(C)=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
e RangodeD:D = (2 2 2) —2F, +F, (0 0 O) - —3F, + F; (0 0 0)
3 3 3 3 3 3 0 0 O
Por lo que r(D)=1
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R MATRICES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Dadas las matrices

= m=(Y Y re=(3 )

Calcula:

a) A+B= ((1) _31) + (_41 _02) = ((1) t;} _31_+20) = (_51 _11)

0 aec(p )4 -G D=6111s 3G D)

c) 3-A+5-B-6-C=3-((1) _31) +5- (_41 _02) —6- (:; g) -

(3 —3)+(20 0 )_(—6 12)_(3+20+6 —3+O—12)

0 9/7\-5 —10/"\-12 18/ " \0-5+12 9-10-18
()
7 -19

2. Para las matrices

11 4 -1 2
A=({2 3 |yB= ( ) Calcula A-B y B-A. ¢Es el producto conmutativo?

o 0 5 3
1 -1 1-4-1-0 1-(-1)—1-5 1-2—1-3
A.B=<z 3)(3 ‘51 §)= 2:4+3-0 2-(-1)+3-5 2-2+3-3|=
0 4 0-44+4-0 0-(-1)+4-5 0-2+4-3
3 -6 -1
-8 13 13)
0 20 12

B-A=(4 -1 2)(% _31>_(4'1—1'2+2-0 4-(—1)_1.3+2.4)

0 5 3 0 4 0-1+5-24+3-0 0-(-1)+5-3+3-4
_ ( 4 1 )
10 27
A-B# B - A El producto no es conmutativo
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N MATRICES

3. Calcula los productos posibles entre las matrices:

1 2 3 1
w11 1)m-(2)ye- 2 3 )

01 -1 1

1 2 3 1 1-1+2-24+3-1 8
—A3y3'B3y1=M3,y =1 1 1 |-(2]=(1-1+1-24+1-1|=|4
0 1 -1 1 0-1+1-2—-1-1 1

— B3, * A3,3 No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de B con las filas de A

— As,3 - Co,3 No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de A con las filas de C.

1 2 3
2 1 0
_C2x3'A3x3=(3 4 5)'(1 1 1)
0 1 -1

_(z-1+1-1+0-0 2:2+41-140-1 2-3+1-1+0-(—1))
“\3-1+4-145-0 3-244-1+5-1 3-3+4-1+5-(=1)

- (132 155 z73)

-B3,41 * C,,3 = No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de B con las filas de C.

1
G ma=G 3 9(2) =G HTIETED -G

4. Dadas las matrices:

1 3 3 1 1 2
A= (1 4 3) y B= ( 2 0 —1) Calcula 3-At - B2,
1 3 4 -6 -1 0
1 3 3\ 1 1 2\
3-11 4 3> - ( 2 0 -—-1]-=
1 3 4 -6 -1 0
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N MATRICES

1 11 1 1 2 1 1 2 3 3 3
3-(3 4 3) - ( 2 0 —1) : ( 2 0 —1>=<9 12 9 ) -
3 3 4 -6 -1 0 -6 -1 O 9 9 12

1-1+1-2+2-(—6) 1-141-042-(-1) 1-241-(-1)+2-0
—| 21402+ (-1)-(-6) 2-140-04(=1)-(-1) 2:240-(-1)+(-1)-0
(—=6) 1+ (-1)-240-(=6) (=6)-1+(=1)-0+0-(=1) (=6)-2+(-1)-(-1)+0-0

3 3 3 -9 -1 1 12 4 2
=<9 12 9)—(8 3 4>= (1 9 5)
9 9 12 -8 -6 -11 17 15 23

5. Para las matrices

2 3 0 1 2
1 -1 2 0 3 4
A= ,B= ,C=<—5 1 4—2>y D=<1>
(4 0 —3) (—1 -2 3) 1 0 0 3 3
Realiza las siguientes operaciones si es posible:
(1 -1 2 0 3 4
) ae=(, o (G 5 5)-
( 14+0 -14+3 2+4 )_ (1 2 6)
44+(-1) 0+(-2) (-3)+3/ " \3 =2 0

o) 3-a-4-8=3(; ' A) -4 (0 2 1) =

(2 0 DG D)=l T Do)

c) A-B=No se puede multiplicar porque no coinciden las columnas de A con las filas de B

2
1 -1 2 12+ (-1D)-1+2-3\_ (7
9 AD=(, o ) <;>'(4-2+0-1+(—3)-3)_(_1)
2 3 01
o) Boc=(0 3 ‘;)-<—5 1 4—2>=
1 0 0 -3
_ 0:-24+3-(-5)+4-1 0-3+3-1+4-0 0-0+3-4+4-0 0:-14+3-(-2)+4-(-3)
_((—1)-2+(—2)-(—5)+3-1 ~1-34+(=2)-1+3-0 (-1)-0+(-2)-4+3-0 (—1)-1+(—2)-(—2)+3-(—3))
=(—11 3 12 —18)
11 -5 -8 -6
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MATRICES

2 3 01 2
fy C-D=- (—5 1 4 —Z) . (1) = No se puede multiplicar porque no coinciden las co-
1 0 0 -3 3
lumnas de C con las filas de D.

1 -1 2 2 3 01 1 4 2 3 01
g Avc=(, 5 )¢ |-5 1 4-2)=(-1 0)-(-5 1 4-2)=Nose
1 0 0 -3 2 -3 1 0 0 -3
puede multiplicar porque no coinciden las columnas de At con las filas de C.

6. ¢Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas pueda existir A-By B-A?

Si es posible, ejemplo:

Amxn

*Bpxm = Cin

Brxm * Amxn = Dn

7.

a) Calcula A%° y A%7

Para resolver este ejercicio hay que ir haciendo las potencias de la matriz hasta ver que patrén siguen.

a=(

! o) =00 5)G =0 )

e

O G D D6 D

Ahora resolvemos:
ASO — A12-4—+2 — A12-4 _AZ — (A4)12 . AZ — 112 . AZ — AZ
A97 — A24-4+1 — A24-4 . Al — (A4-)24- A= 124 A=A

b) Encuentra los valores a y b para que la matriz A conmute con la matriz B= (_ab _1).

0

Que conmuten significa que A * B = B * A entonces primero realizamos las multiplicaciones.

as=(0 G D= (=), _, B

a
pa=( DG =G )65

8. Calcula A™, paran € N, siendo A las siguientes matrices:

Hay que ir calculando potencias hasta encontrar el patrén

a)A =

=

GD #=G )G D=G2 »=Q DG DG

DG D=C 9 =Bl ED)
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N MATRICES

a=(o ) =6 D6 D=6 D 26 )G DG

<
e DG DG e

1
c)A=<0
0
1 1 1 0
A3=<0 0)-(0 1
0 1 0 0

1 0 1 1 0 3 1 0 4
A4=<0 1 O)-(O 1 O>=<O 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

9. Se dice que dos matrices Ay B conmutan si:

_ O =
N~
Il
~/
O O =
O = O
_ O
N~

0
1
0
0
1
0

o~
=3
Il
~/
S O
O = O
_ o S
~_—

A-B =B -A. Dada la matriz A halla las matrices B que comuten con A.

ST e i U e A A
pa= (@04 D-0 2 JU e Jizd

10. encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con estas matrices.

a) A=((1) 1)
aem=( )@ B = ) (arese yoze oo
poa=(® 0.0 =@ oty JLaleia JaZd 0

( b+c=0 \ a = ay
( 0 0 O a b c 0 0 0 \ ¢ = b=0
A*B:<1 0 0)- d e f):( a b c > 0 c=0
110 \g n i a+d b+e c+f a=e+f |g=g
$ = b=f re=a
a b cy /0 0 0 b+c ¢ 0 c=0 f=0
B*Az(d e f)-(l 0 0>=<e+f f 0) a+d=h+i|l9=4
L g h i/ \1 10 h+i i 0 y b+te=i |e=d
\ c+f=0 ) i=a’
a 0 O
B=<d a 0)
g d a
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I MATRICES

11.- Sean las matrices

A=2-(g i) Bz(i), C:(lgx)' D:10-(1), E=(3 m)

Calcula cada uno de los productos A - B,D - E,E - B,C - E.
A-B:

A2, Bayq = Sise pueden multiplicar.
. x 2\ _(2x 4
A=2 (0 m)_(O Zm)
(Zx 4 )(5) _ (10x + 4y)
0 2Z2m/\y 2my
D,y1, E1x2 = Sise pueden multiplicar.

b=10- (;1) - (1%)?11)

(o) & ™= (om0

D-E:

E-B

Eix2, Bax1 — Sise pueden multiplicar.

G m(})=asmy

C-E

Cyx1, E1x2 = Sise pueden multiplicar.

(18x) B m= (38x 10(3)cm)

12.- Sean
-1 2 1 -1 x 1
A = B =
( y 3 5) y ( 3 z x+ z)
dos matrices de orden 2 X 3, en las que x, y, Z denotan valores numéricos desconocidos.

a) Determina, razonadamente, los valores de x,y,z € R de manera que A = B.
b) ¢éEs posible el calculo de A - B? Razona la respuesta.

a) x=2;z=3;y=3
Para que dos matrices sean iguales todos sus elementos tienen que ser iguales uno a uno.

b) No es posible el calculo de A - B por que el nUmero de columnas de A no es igual al nUmero de
filas de B, requisito necesario para multiplicar dos matrices.
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N MATRICES

13.- Sea la matriz

Calcula, si existen, las siguientes matrices:

a) Una matriz X, tal que

b) Una matrizY, tal que

(1 0 1
A4-¥= (0 1 0)
a) Xix3, Azxz — Sise pueden multiplicar.
X=@@ b o
2 1 2
(@ b c)<2 0 —1>=(1 0 -1)
-5 -1 0

2a+2b—5a=1}—3a+2b=1}—3a+2b=1}

a—c=0 a=c 20a—b=—1 2a—b=-1J)4a—-2b=-2

2a—b=-1 2a—b=-1
a=-1;c=-1;b=2a+1=2(-1)+1=-1
X=(-1 -1 -1)
b) No se pueden multiplicar, ya que el producto de dos matrices debe tener el nimero de filas de

la primera matriz y el nUmero de columnas de la segunda matriz, y en este caso, el producto so-
lo tiene dos filas, no como la primera matriz (A) que tiene tres filas.

2a+2b—5€=1} 2a+2b—5€=1}

Azxz * Yixy # Baxs

Para poder multiplicar A - Y, el resultado deberia tener 3 filas

14.- Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

0@ oG 2 o(r os)afs 1 e

4 1 1 4 0 1
313 1
0 111 0y, . _ 0 111 0y, . _1 1 22 2\
2 111 1
313 1
hotn o (22 2) o timeno (U 33 2)ime-tR o
2 = 2 » 12— 1 2 » 12— 2
2 1 411 0 —1l-1 o0
212 2

313 1 1
212 2 2 313 1 2 010 1
(1 2‘% (2))2["1:21:1_’(0 111 0);F1:—3F2+F1_’( );F1:_F1_>
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MATRICES

1 1
62 -0 )
n( ¢ d=0
4aa128i::10} a=1-2c>4(1-2c)+8c=0; -8c+4+8c=0; 4=0
o A0 b= —2d > 4(-20) +8d = 1; -8d +8d = 1;

No existe sumatriz inversa.

0=1

-1 1 2]11 0 0 -1 1 2|]1 0 0
F,=F, +F
c)(l 0 3/0 1 0);F2:41§+1§:(0 1 5(1 1 0>;F3——5F2+F3—>
4 1 1lo o 1/ 73 rres 0 5 9l4 0 1
-1 1 211 0 0 1 -1 =2]-1 0 0 1
0 1 5|1 1 0|;FF=-1F,->|0 1 5 (1 1 O;Fg——1—6F3—>
0 0 —-161-1 -5 1 0 0 -16l1-1 -5 1
1 -1 —2‘11 (1’ 8 1 0 3(1’ 1 8
0 1 5 s FR=F+F->|0 1 5 ;
0 0 1% o> _1 0 0 1|% S _1
16 16 16 16 16 16
.3 1 3
/1 0 0”16 16 16\
Fl—_3F1+F1_> O 1 5 1 1 0 ,F2:_5F3+F2_)
\0 o 11 1 5 _i/
16 16 ~ 16
/ 3 1 3 3 1r 3
16 16 R\ 16 16 16
100 11 9 5 1 11 9 5
01 0= -2 =2 cl=| = _ =
0 0 1 16 16 16 16 16 16
1 5 1 \1 5 1/
16 16 16 1_6 1_6 _1_6
2 -1 0|1 0 0 1 2 2-1 1 0
F,=—3F, + F
d)<3 1 200 1 0);F1=—1F1+F2—>(3 1 2[0 1 0>;F2:_4F1+F2:
4 0 1lo 0 1 4 0 1lo o 1/ 3 1o
1 2 2-1 1 0 1 A
0 -5 —4|3 =2 0|;F,=—=F,->|0 1 =|-2 % o]/;
5 5”5 5
0 -8 —-7l4 -4 1 0 -8 —7l4 Za 1
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A MATRICES

/1 21-1 1 0
4| 3 2 \ .
F=8Rh+FR-> |01 5[5 5 O),p=-2K
3
\o o 3% _* )
5175 73
-1 1 0 -1 1 0
/12421—§3 0\ 4 12215 2 4
01 %55 i F=-zh+FR->{0 1073 73 3 |;
\001ﬂi_§/ o0 14 4 5
3 3 73 3 3 73
_11 5010
3 3 3
(1 2 of 33 4\
Fp=-2F+FK-> |0 1 0|-3 -3 5 [h=-"25+F>
\o 0 1 4 4 _5/
3 3 3
/ 1 1 2\ 12
3 3 3 3 3 3
100 5 g L | 5 2 4
01 of-2 -% = pt=|_2 _¢2 Z
oo 1, 2 3 3 3 3
4 4 5 \4 4 5/
5033 3 3 3

15.- Dadas las matrices

calcula(4-B)ty(4-B)™1.

A-B
1 2\(3 1\_ (7 7
(1 0)(2 3) - (3 1)
(A-B)t
. (7 3
(4-B) _(7 1)
(A-B)!
7 7\(a by_ (1 0
(3 1)(c d) - (0 1)
Ta+7c=1 _ P o .
3a+c=0} c=-3a-7a+7(-30)=1; 7a-2la=1 ~l4a=1 a = ——;
Th+7d =0y ,_ . _ Cay _ A Ctn 0 T 1h .
3b+d=1}d—1 3b > 7b+7(1—3b)=0; 7b+7—21b=0; 7b—21b = —7;
—14b=-7: b=": c=—3(—i);c=i d=1—3(l);d=1—3;d=—1
14 14 14 14 2 2
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N MATRICES

1 7
. pY-1 14 14
(A-B) 't = 3 1
14 2
16.- Dada la matriz
(2 -1
a=(1 1)

a) Halla la matriz inversa de A
b) Compruebaqued-A1=A4"1-4=1
c) Halla una matriz X tal que 4 - X = B, siendo

B = (g —22)

) (0 DE D=6

2a—c=1}a:_c_> 2(=c)—c=1;, —2c—c=1; —3c=1;c=—§

a+c=0
2b—d=0V, _, N (D 9 — (. — 9. 24 — 9.
b+d=1}b_1 d-2(1—d)—d=0;2-2d—d=0;2d+d =2; 3d=2;
11
2 — (1. , =1 —1_2. 31 -1_[ 3 3
d_s a= (3),a—3 b=1 3’b_3 A= _1 2z
3 3
1 1 1 1
2 -1\ 3 3y_[3 3|2 -1y_(1 0
b) (1 1) 1 2) |1 2 (1 1)_(0 1)
3 3 3 3
_ _(a b
¢c) A-X =B, SeaB—(C d)
2 —1\(a b\_ (4 2
(1 1_)(c d)"(o _2)
2a—c=4 . A D — A _.__f
a+c=0}a_ c;2(=c)—c=4; —-2c—c=4; -3c=4;c = 3
2b—d=2), _ Y D Ao A g g 0
b+d=—2}b_ 2-d;2(-2-d)~d=2 ~4-2d~d=2 -3d=6d=—
= (4>- -2 b=-2—( 6>-b— 242, b=14
a= 3,(1—3 - 3; - 31 -
4 4
B=| 3
4 2
3
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E MATRICES

17. Calcula la matriz inversa de

Procedimiento:

1 1 01 0 O\pgpy/1 1 01 0 O\p3ypp/1 1 01 0 O
01 2101 0)—(0 1 20 1 0)]— 1 20 1 0
1 0 110 0 1 0 -1 11-1 0 1 0 0 3l-1 1 1
%-Fl
1
5“/ 1 _1 E\
1 3 3 3
31,2_2F31101003F1_F23001—12§.p31002 1 )
—>03021—2—>03021—2—>010§§—§
0 0 3-1 1 1 0 0 3-1 1 1 0 0 11 1 1 1
3 3 3
Por tanto, la matriz inversa es:
1 1 2
3 3 3
ar=| 2 L2
3 3 3
1 1 1
3 3 3
18. Dadas las matrices
-1 0
A=|1 -2 B=(_2 1 0) Obtén, si procede, (B - A)~1.
0O -1 2
2 3
1 . - 3 =2
Tenemos que hallar C™" entonces, primero multiplicamos B-A=C= (3 8 )
Luego hallamos la inversa de C:
F1
15
F2 4 1
(3 —2|1 O)F?-Fl(S 2|1 0)5F1+F2(15 0| 4 1)§§ 1 0|15 15
3 810 1 0 101-1 1 0 10l-1 1 o 1] 1 1
10 10
4 1
ay-1_—| 15 15
(B-A)™t= 1 1
10 10
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MATRICES

19. Sean las matrices

(1 2 /1 -1
A= (2 3) B = (0 1 )
a) Calcula la matriz inversa de A-B

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ¢Qué relacion existe entre la matriz
del apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.

a) Lamatrizinversade (A-B)"t=C"!

Primero multiplicamos A-B=C = (% 1)

Ahora obtenemos C~1:
F2-2F1 F1+F2 _ F2-(-1) _
2 o DG 45 D—G 2% )—G6 Iz 2

b) Tenemos que hallar lainversa de By la inversa de A:
1 —-1|1 0\F+F2 1 Q1 1 1_(1 1
o 1o D0 1o 0 B'=( 1)

G e D706 A% D=0 A5 DG 17" %)

ATl = (_23 _21)

Ahora multiplicamos B~1 - A™1:

1 a1 (-1 1
B A= ( L 1)
Observamos que el resultado de multiplicar B~ - A1 = C~!
En el apartado “a” obtenemos la matriz inversa de C realizando este proceso: A - B =Cy se halla
su inversa.
En el apartado “b” también se obtiene la inversa de C, pero en lugar de multiplicar B - A, se
multiplica directamente las inversas de By A, es decir, B™1 - A™1:

B~l- Al = (!

La relacidn que existe entre la matriz de ambos apartados es que obtenemos el mismo resultado
tanto si seguimos el proceso del apartado “a” como el del apartado “b”, es decir,
(A-B)t=B"1. A1
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EN MATRICES

20. Sea

Comprueba que At = A~1y calcula (A - A})2003,

Primero hallamos la matriz traspuesta de A:

0 0 1
At=(1 0 0)
0 1 0
Para comprobar que At = A~! nos falta obtener la matriz inversa de A, entonces:
0 1 01 0 O\jpzp/l 0 00 0 1\ 5,/ 0 0]0 0 1
o 0 10 1 0)J—/|0 O 10 1 O0O)J——(0 1 0j1 0 O

1 0 00 0 1 0 1 011 0 O 0 0 110 1 0

0 0 1
Al = (1 0 O)
0 1 0

Efectivamente At = A~1

Ahora tenemos que obtener (A - AY)2993, Como At=A"1, (A-AY)2003 = (A. A71)2003 = ()2003 =

21. Sean las matrices:

a) HallaclyD?

b) Calcula la matriz inversa de C:D

c) Compruebaque (C-D)"1=D"1.Cc™1,
a) Hallamos la matriz inversa de C

(—3 2 211 0 0>3F2+F1<—3 2 2|1 0 0>F3+F2<—3 2 2|1 0 0)
1 -1 001 0)]—(0 -1 211 3 0]—(0 -1 2[1 3 0
o 1 olo o1 o 1 olo o1 o o 201 31
FZ_F3<—3 2 2|1 0 0>F1_F3<—3 2 0j0 -3 —1)
—>(0 -1 00 0 -1)]—|0 -1 00 0 -1

o o 21 3 1 o o0 201 3 1

3 0 00 -3 -3\r=/1 0 00 11 0 1 1
F1+2F2 2 0 0 1 1 0 0 1
—{ 0 -1 00 0 -1|—-(0 1 O 13 1 C = 13 1
0 0 211 3 1 0 0 1|7 3 3 > 7 32
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MATRICES

Ahora hallamos la matriz inversa de D:

2 1 0J]1 0 O
(—1 1 -1{0 1
2 0 110 0 1

3F3+F2 (2
_ 0
0

3F1-F2
_ 0

)

-1 0
b) Para calcular la matriz inversa de C-D primero multiplicamos C-D=E = ( 3 0 1 )

1 -1 -1
D'=(-1 2 2

-2 2 3

raapi (2 1 0L 0 O\p /2 1 01 0 0
——(0 3 -2t 2 o)]—(0 3 -2[1 2 0
2 0 1l0 0 1 0 -1 1l-1 0 1
1 01 0 0\pp/2 1 01 00
3 -2[1 20)—>(030—366)
0 1l-2 2 3 0 0 1l-2 2 3
F1
6
0 016 —6 —6\f2/1 0 01 -1 -1
3 0-3 6 6]>(0 1 0-1 2 2
0o 1l-2 2 3 00 1-2 2 3

A continuacion, hallamos la matriz inversa de E:

-4 -1 0
3 0 1
-1 1 -1

3F3+5F2
D

N W

c) Sabemos que (C-D)™ ! =E™1, esdecir, (C-D)1=

1 0 0
0 1 0

0 0 1
—4

(o

—24

NN
N

ar2e3r1 [ 4 -1 01T 0 0 4F3-F1 -4 -1 0|1 0 0
—{ 0 -3 413 4 0|—( 0 -3 413 4 0
-1 1 =110 0 1 0 5 —41-1 0 4
—1 0|1 0 O\, p/—4 -1 01 0 0
-3 4]3 4 0O)— 0 -6 0|-6 -—-12 -12
0 8l12 20 12 . 0 0 8l12 20 12
—24
F2
=6 1 1 1
0 0]12 12 12 %/1 0 o772 —3 —7\
-6 0]—-6 -—12 —12>—> 0 1 01 2 2
0 8l12 20 12 \o 0o 113 5 §/
2 2 2

NIw DN

1 1 1
2 2 2
1 2 2
3 5 3
2 2 2

Ahora tenemos que comprobarsi (C-D)"1=D"1- C71, esdecir, D71 C™1= E71
Para ello, multiplicamos D1 - C~1:
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MATRICES

Obtenemos , es decir, E71.

NN
Nw DN
N |-

1
3
2

Por lo tanto, hemos comprobado que (C-D)"*=D"1. ¢!

22.- Resuelve la ecuacion matricial M-X + N = Psiendo

R

M-X+N=P; M-X=P—-N; M-M'=M1-(P-N)
X=M1-(P-N)

R AL A R
—a=1 -b=0 —-—c=0 -—-d=1

M~ (_01 —01)

(P=N)= (—31 —13)

X= (_01 —01) ' (—31 —13) - (_13 _31)
23. - Sean las matrices

2 -1 1 0
-.l =( ] i B=[ ]
-1 0 1 2
a) CalculaA™" - (28 + 31

b) Determina la matriz Xparaque X-A4 = A4 + ]
QAT (2-B+3-1)

R P T

ate+3n=(° -G 9= )

DX-A=A+1 ; X-A-A'=U+D-471 ; X=UA+1])- A1

=G ) @en=( )

x=(A+I)-A‘1=(_31 _11)'(_01 :é)z(—ll j)
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N MATRICES

24. - Sean las matrices
} 2 2 -1 X 0 1
A= . B= Yy C=
\0 3 Ll 2 -1 2

Resuelve la ecuacion XA'B-XC=2C

X-A-B-X-C=2-C; X-(A-B-C)=2-C ;

X-(A-B-C)-(A-B-C)'=2-C-(A-B-C)'; X=2-C-(A-B-0C)"1

1 1
i1 2y (2 -1y_(0 1x'_[2 T3
ae-0r=(, 3G )5 ) = 11
2 4
r 1 1 1
Z-C-(A-B—C)‘lz(o AR =(E 0) X:(E 0)
=2 ¥ \-- = -1 1 -1 1
2 4
25. - Calcula el rango de las siguientes matrices:
101 e 3 _0! : (l}
a}(z I 0] b) (l] 3 —’i 0) 5% {13
- 0 0 01
10 1 o 10 1y_ . N
a) rango(z 1 O)—2F1+F2—F2—>rango(0 1 _2)—2, R(A) =2
0 2 1 2 0 1 1 0 -1
b) rango{1 0 —-1) C,eC;|0 1 —-1)| F3—2F=F'3-> (0 2 1 | ;R(A)=2
0 4 2 4 0 2 0 0 O
2 -1 1 1 2 -1 1 1
c) rango(oz (1) i (1) F; o F, 20 (1) i (1) —1F +
0 0 0 1 0 0 0 1
2 -1 1 1
0 2 0 0}. _
Bl 0o 1 o) RO=4
0 0 0 1

26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a:

2 001 2a 1l 1
ayl21 3:1 b)| 2 a 1
aq 1.3 2 2 1 a

2.0 0 1y 1.0 0 2\ p—_fp4F, 1 0 0 2
a){2 1 3 16o6G->{1 1 3 2) " o . p 2|0 1 3 0
a 1 3 2 2 1 3 a/ 73 1T 0 -1 -3 a—4
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N MATRICES

1 0 O 2 1 0 2 0
F”3=F’1+F’3—><o 1 3 o>;C4<—>Cg<0 1 0 3)
0 0 0 a—4 0 0 a—4 0
sia# 4;rango =3 sia=4; rango = 2
2 1 1 1 a 2a , 1 a 2a
F',=—-F +F
b)(z a 1>C3<—>Cl—><1 1 2>;F,2__a1§+1§—><0 1-a 2—2a>=
2 1 a a 1 2 37 rres 0 1—a* 2-2a?
1 a 2-a

1 a 0
0 1—-a 2-(1-a)|; C,—2C; — (O 1—a 0)
0 1—-a? 2-(1-a? 0 1—-a? 0

1.a+1, rango=2

2.a=1, rango=1

27.- Determina las matrices A y B que son soluciones del siguiente sistema:

g 7 -1 17 4
34-2B= 9 -18 1 24+B=[-8 2 17
14 9 -14 14 -1 -14
34—-2B=C 34—-2B=C 1 2 3 1
{2A+B=D ; E'y = E1 + 2E; ; {7A=C+2D }A=;(2D+C); A=<—1 -2 5)
6 1 6
34—-2B=C 34-2B=C ) 7 1 2
Coaspop # 2= 2B +3Ei {pp 50 5, iB =5 (3D - 20) B=<_26 _63 _72>

28. Obtén las matrices X e Y para que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.

10 12 Nombramos las matrices para que sea mds comodo de hacer la
X—-Y=
(3 6) co | G3) D—
operacion;

(5 e

29 Se realiza como una operacion normal de x e y en reduccion para calcular x, que ahora mostraremos

los pasos;
2X -3Yy = C
2x —3y=C Multipli I d i6n por - _ - _ . .
- Y - 3y laprimeraladepmoscomoests. | — =X #8V = 23D, caqmpjamos el signo
x—y=D -X=C-3D
X=—-C+3D
32 Se resuelve.
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1= D6 W~ W)

42 Se hace lo mismo para la Y debido a que es mds sencillo que sustituir.

Multiplicamos la segunda ecuacién por _ —
.2y|apprimera la de?amos como est:?. N _ZZXX_Y{ZE._:ZD_ED Y =—C+2D — (:31: :g) n (—62 102)
(7 1)
b)
X+Y=(§9

. 12; Nombramos las matrices para que sea mds comodo de
x-v=(g7) - (o) o= (52

01 —e N3 0 N0 1
hacer la operacidn;

22 Se realiza como una operacién normal de x e y en reduccion para calcular x, que ahora mostraremos
los pasos;

X4y C En este caso se X 4Y = C Despejamos
= deja como estd X -Y= D — l .
{X—Y=D}* ”“X=co »X=3-(C+D)
39 Se resuelve.
1 1/2 3 1
'“(3/2 0 )+ (o 1/2) -
49 Se hace lo mismo para la Y debido a que es mas sencillo.
Multiplicamos la segunda X 4Y = C
ecuaFién por -1y Ia’primera X 4Y = -D _ l ) _ 1 1/2 _ 3 1 )
la dejamos como esta. 4 —2Y=C—D -Y = > (C D) - 1/2 0 0 1/2 -
(—2 —1/2)
3/2 —=1/2
c)
2X+Y=(g g)
1 B 0 19, Nombramos las matrices para que sea mds comodo de hacer la
X +2Y = ( ) 3 1 | 1 0
-2 4 C- (o _2) s (—2 4)-
operacion;

22 Se realiza como una operacién normal de x e y en reduccion para calcular x, que ahora mostraremos

los pasos;
Multiplicamos la segunda

_ ecuacion por -2 y la primera 2X+Y=C
{ZX +Y= C} R N {—2X—4Y=—2D

1
la dejamos como esta. N Y =—. C — 2D
X+2Y=D —W%QD} = ( )
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A MATRICES

32 Se resuelve.
7= (o o)+ Gl o)~ (G 1or2)

49 Se hace lo mismo para la Y debido a que es mas sencillo.

Multiplicamos la segunda ecuacion por
-1/2 y la primera la dejamos como estd 2X+Y=C

lyoy=_1 2 2/3 -3 0
_)#_)X:E'(C_ED)_) 4 |+ 3 RN
5X=C—3D 3 2

wiNnwlu,
w

29. Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices.

1 2
a) (3 4)
19 Lo que hay que hacer en estos ejercicios es dejar en 0 todos los numeros debajo de la diagonal

principal. Sumando, multiplicando en (positivo o negativo) las sumas... En este caso tenemos que
multiplicar la F; - (-3) y sumdrsela a F.

(é i)—>(—3 —6)+(3 4)—>(é _22)

1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
-F1+F2->(0 2 3|]—-2-F1+F3-10 2 3|-

) 2 1 1 0 1 3
1 0
—~F2 +F3 - 2
0

NlwW =

1 2 -1 1 2 -1 1 2 -1
c)(3 -2 1>—>—3-F1+F2—>(O -8 4>—>—4-F1+F3—>(O -8 4>—>
2

4 0 4 0 2 0 -8 6
1 2 -1
—1-F2+F3—><0 -8 4
0 0 2
11-21 11-21 11-21
2 01 3 0 2 55 0255
d) 11 2 1 - 2-F3+F2-> 1121 - F3-3+F4-> 11 2 1 - —F2+F4 >
321 2 3212 05735
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11-21 11-21 11-21
0255 0 2 5 5 02 55
- —F2+F4 - - —=F2+F4->| -1 1 2 1
-1121 -11 2 1 2 11 15
0320 01 -3 -5 \00————
2 2
->F1+F3->

11-21 1 1 -21 1 1 -21
/0255 /0255\ " /0255
_)\O 2 0 2 —>—F2+F3—>\0 0 —5 _3/—>—1—0'F3+F4—>\O 0-5—3
11 15 11 15 21
00—7—7 00—?—7 000—?

30, 30. - En una academia de idiomas se imparten inglés y aleman en cuatro niveles y dos modalidades:

130 160

120 RO
210 130
100 60
el tipo de grupo, donde la primera columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de
aleman vy las filas, a los niveles primero, segundo, tercero y cuarto respectivamente. Las columnas de la

- 0.2 025 04 0.75
matriz B = (0,3 0.75 0.6 0.25

idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada uno de los
niveles.

grupos reducidos y grupos normales. La matriz 4 ={ ] expresa el nimero de personas, segin

) reflejan el tanto por uno de estudiantes (comun para ambos

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por
persona en grupo normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los

idiomas.

ing. al.
12 /130 160 1 2° 3¢ 40
20120 80 red.(O,Z 0,25 04 0,75)
321 210 130 nor.\0,8 0,75 0,6 0,25
49 \100 60

a) Para obtener esta matriz debemos hacer un producto de matrices la cual se multiplicaria la
matriz B por la A: Boxs - Asx2

((130~Q2)+(120'Q25)+(210~Q4)+(100'075) (130-&8)+(120~Q75)+(210-Q6)+(100‘025))
(160 -0,2) + (80 - 0,25) + (130 - 0,4) + (60-0,75) (160 -0,8) + (80 - 0,75) + (130 - 0,6) + (60 - 0,25)

Ing. Al
Red.(215 345)
Nor.\149 281
b)
Ing. Al
red. nor. Ing. Al
red. (215 345\ =
(30  20) nor.(149 281) (13350  10090)

Respuesta: La academia de idiomas gana dando ingles un total de 13350€ y en alemdn 10090€.
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31.
31. - Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla
adjunta:
Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor € 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si sélo
piensa pagar, respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor,
équé gasto tendria el editor?

T C V
T /75
A B C A/40 10 5
03 02 01) B[8 15 8 \‘; ;gg = (8525)
C\100 25 10

Respuesta: El editor se gasta 8525€
32.

32. - Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, A y B, en tres terminaciones: N, L y 5. Produce del
modelo A: 400 unidades en la terminacién N, 200 unidades en la terminacidn L y 50 unidades en la
terminacién 5. Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacién N, 100 en la Ll y 30 en la 5. La
terminacidn N lleva 25 horas de taller y 1 hora de administracién. La terminacidon L llewa 30 horas de
taller y 1.2 horas de administracion. La terminacidn S llewa 33 horas de taller y 1.3 horas de
administracién.

a) Representa la informacidn en dos matrices.

b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracién empleadas para cada uno de
los modelos.

a)
A B
N L S
_N /400 300 __ Taller
A=L(200 100 B_Admn.(zls fg f?é)
S\50 30 ) '
b) Debemos hacer el producto de B y A.
400 300
B-a= (% 3% 33).(200 100)=
1 1.2 1.3 50 30

_((400-25)+(200-30)+(50-33) (300-25)+(100—30)+(30-33))
~\(400-1) + (200-1,2) + (50-1,3) (300-1) + (100 -1.2) + (30 - 1.3)

A B
Taller (17650 11490)
Admn.\ 705 459

33. - Sean 4 y B dos matrices de igual orden, y A un ndmero. Se sabe que ,-(4 + B) = A-4 + A-B. Justifi-
33. ca el resultado.

Dada una matriz A€ Emxn, A = (aj) y a €K, se define el producto del escalar a por la matriz A y se denota
por a-A a la matriz B €Emxn, cuyos elementos bjj = a-aij se obtienen a partir de los elementos de A
multiplicando a todos ellos por el escalar a.

Justificamos el resultado con la siguiente formula;

a-(A+B)=a-A+a-B - VAaEKAVA,BEEmn
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N MATRICES

34. Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamano. Si A y B son simétricas, analiza si, entonces,
también lo es su producto A-B. Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un
contraejemplo que lo confirme.

Si A=A' yB= B' tenemosque A-B= A'B!
Sin embargo (A-B)t = B'-A' que no tiene que ser igual a A* - Bt

Contraejemplo:

1 1 3 1 1 3
A=(1 2 4) » At = (1 2 4)
3 45 3 45
2 3 4 2 3 4
B=<3 4 5) —» Bt = (3 4 5)
4 5 6 4 5 6

1 1 3 2 3 4
A-B=<1 2 4)-(3 4 5)=
3 4 5 4 5 6
1
1
3

1-241-3+3-4 3414435 1-441-54+3-6 18 22 27
(1-2+2-3+4-4 34+2:-44+4-5 1-4+2'5+4'6)=<24 31 38)
3:-2+4-3+5-4 34+44-44+5-5 3:-44+4-5+5-6 38 50 62
18 24 38
(A-B)t=<22 31 50) luego A-B no es simétrica.
27 38 62

35. Sea la matriz M=(2 6), siendo ry s dos numeros reales tales que r-s 7/1.

Calcula M2, M?, M*y M) para k € N.

M==M-M= ((s) 6)((3) 6)=(0560++07;S s-rOJ;ro-o)=(ros Sor)

el -0 0= D= )

M4=M3-M=(O rzs)_(O r)=(0-0+r25-s O-r+r25-0)=(r252 0 )
rs? 0 s 0 rs?2-0+0-s rs?2-r+0-0 0 1r?s?
M2K (Tksk 0 )
0 rksk
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MATRICES

a b

36. Sea el conjunto de matrices definido por: M={(b a) ia,b € R}

a) Comprueba que siA, BE M, tambiénA+BEMyA-BEM
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que c2=c

a) Sean las matrices A=(a 2);a,b ER vy B=(C i;l) ;c,d ER

b d

A+B=(Z Z) (2 ?) = (Z -I-I-ccl Z-l-l_-ccl) , efectivamente € M

ad + bc

a b).(c d)_(ac+bd ad+be

A'Bz(b o \a ¢/~ \bc+bd

) , efectivamente € M

b) Sea la matriz C=(a Z)

b
~(a b\ (a b _<a2+b2 ab+ba)
Cc_(b a) (b a)_ ba+ab b?+ a?
C?=C
a’+b*=a a’?+b*=a 1, ., 1 1 1
ab + ba = b 2ab=b gpupo 1270 2 P73 b=-3
ab+ba=D>b 2ab =b a=21 a=2 a=1
a’?+b*=a a’+b® =a 2 2 2
- b b=0
Sib=0 { 1 {a——l
11
. 10y (~1 0 z 2 : T2
Las matrices son: (0 1) (0 _1) 11 1
2 2

37. Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si se verifica que A-Al = | donde Al es la matriz
traspuesta de A e | es la matriz identidad. Si A y B son dos matrices ortogonales de igual tamafio, analiza
si A-B es una matriz ortogonal.

A ortogonal B ortogonal B-Bt=1]
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MATRICES

(A-B-(A-B) =12
A-B-(A-B)f=A-B-Bt-A'=A-1-At=A-At =1

Si, A-B es ortogonal

38. Considera las matrices A, B y C definidas como:
A3x3

Az = (0jj=i4)), Vi, j=1, 2, 3.
Baa = (bjj =i-j), Vi=1, 2;j=1, 2, 3.
Ca = (cjj =2i4)),Vi=1, 2, 3; j=1, 2.
a) Construye las tres matrices.

2 3 4 3 4
A=<3 4 5) -0 3 29 c=<5 6)

4 5 6 7 8

b) Halla las traspuestas A?, Bty C'y determina cudl (o cudles) de las matrices es simétrica.
At=<§ i g) A es simétrica, no lo son B, Bt=(—01 (1) ) ni C, Ct=(3 5 7)
4 5 6 -2 -1 4 68
c¢) Analiza cudles de los productos A-A, A-B, A-C, B-A, B-B, B-C, C-A, C-B o C-C pueden realizarse.
A-A: si se puede, son dos matrices de orden 3
A-B: no se puede calcular ya que una matriz es de 3x3 y la otra es de 2x3
A-C: si se puede, ya que una matriz es de 3x3 y la otra es de 3x2
B-A: si se puede, ya que una matriz es de 2x3 y la otra es de 3x3
B-B: No se puede calcular porque una matriz es de 2x3 y la otra matriz también es de 2x3
B-C: si se puede, ya que una matriz es de 2x3 y la otra es de 3x2
C-A: no se puede, ya que una matriz es de 3x2 y la otra de 3x3
C-B: si se puede, ya que una matriz es de 3x2 y la otra es de 2x3
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MATRICES

C-C: No se puede calcular porque una matriz es de 3x2 y la otra matriz también es de 3x2

d) Determina el rango de las tres matrices A, By C

2 3 4 2 3 4 2 3 4
A=<3 4 5) S YR (3 4 5 ) > (2F2 - 3F1=(0 1 —2) -
4 5 6 0 -1 -2 0 -1 -2
2 3 4
—F2={0 -1 -2]-R(A)=2
0 0 O
(0 -1 =2 1 0 -1 _
B=(;, 5 _y) - Frerz(y O D) -R@e)=2
3 4 4 3 4 3
c=(5 6) - (1o 2 <6 5) - {__32?1112;32 (o 1) SR(C)=2
7 8 8 7 0 1
0 z -y
39.Dada la matriz: |\/|=<—Z 0 X ) En la que se verifica x2 +y2 +22 =1.
y —=x 0
a) Calcula M?2.
b) CalculaP=M 24
c) Comprueba que P 2_p,
d) Comprueba que PxM = MxP = O.
a)
0 z -y 0 z -y —y? —z* xy xz
M2=|V||\/|=<—Z 0 x)-(—z 0 x>= xy —x? — 272 yz
y —x 0 y —x 0 xz yz —x2—y?
—y*-z>  xy xz 100
b) P=MZ+]= xy —x? — 72 yz +<0 1 0>=
Xz yz —x2—y? 0 0 1
—y2—z2+1 xy Xz
xy —x2—z2+1 yz
Xz yz —x%-y?+1
x? xy xz
como x2 +y2 +22 = 1, sustituimosy nosqueda P =[xy y? zy
xz yz z°
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MATRICES

cp2=p
x? xy xz x? xy xz
P-P=(xy y? zy xy y* zy|=
xz yz z° xz yz z°

x* + x%y? + x2z2
x3y + xy3 + xyz?
x%z + xy?z + xz3

x3y + xy3 + xyz?
x2y2

+ y* + x2y?

x%yz +y3z + y?z*

x2(x?+vy2+2%) xy(x?+y?+2z%) xz(x?+y?+2z?%)

xz(x? +y% + z?)
d) PXM=MXxP=0

2

xX° Xy xz 0 z =y 0 z =y
xy y* yz|- (—z 0 x ) = (—Z 0 x ) :
xz zy z° y —x 0 y —x 0
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x3z + xy%z + xz3
x%yz + zy3 + z3y
x2z% + y?z% + z*

2 xy xz

=\xy ¥* yz
xz zy Zz°

X

x? xy xz 0 0 0
xy vy? yz|= (O 0 0)
xz zy z° 0 0 0
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B MATRICES

Dadas las matrices:

1. La dimension de la matriz 4 es:

A= (g _42 —07)

La matriz A es 2x3 porque estd compuesta por 2 filas y 3 columnas.

La respuesta correcta es c) 2x3

2. La matriz A es:

_(5 -2 0 .
A= (3 4 _7) — Matriz rectangular

La respuesta correcta es d) rectangular

3. Lasuma de las matrices Ay B es:

S+1 -243 045)_(6 1 5)

A+B:(3+o 441 —7-2

615)

La respuesta correctaesb) A+ B = (3 5 _9

4. Elproducto 34 es:

. (5 =2 0\_/15 —6 0
34=3 (3 4 —7)_(9 12 —21)
15 -6 0
L A=
a respuesta correcta es C) 3 ( 9 12 _21)
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B MATRICES

5. Indica qué afirmacion es cierta:

La respuesta correcta es b) Las matrices A y B no se pueden multiplicar.
Ya que el numero de columnas de la matriz A no es igual al nimero de filas de matriz B.

Dadas las matrices:

3 3 3
C=<3 3 3); D
3 3 3

1 0 0 1 2 3 1 3 1
(O 1 O) ; E=<4 0 1) ; F=<O 0 1)
0 0 1 2 3 4 0 1 4

1 0 O
6. La matriz identidad es la matriz: D= (0 1 0)
0 0 1

-Explicacién: Ya que la matriz identidad o unidad es la matriz escalar en la que los elementos no nulos
son iguales a 1.

7. Elproducto de las matrices Ey F es:

1 2 3 1 3 1 1+0+0 3+0+3 1+2+12 1 6 15
E-F=<4 0 1)-(0 0 1>=<4+0+0 12+0+1 4+0+4>=<4 13 8)

2 3 4 0 1 4 2+0+0 6+0+4 2+3+16 2 10 21

1 6 15
o Respuesta:d)E-F=<4 13 8)

2 10 21

8. La matriz inversa de la matriz F es:

1 3 111 0 0 1 3 111 0 O
F=(0 0 1l0 1 0>F2+F3—><0 1 5/0 1 1>—F2+F3—>
0 1 40 0 1 0 1 40 0 1
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E MATRICES

13 111 0 0 1 3 111 0 0
(0 1 50 1 1>—F3+<0 1 5[0 1 1)—5F3+F2%
o 0 —1lo -1 o 00 1l0 1 0
13 111 0 0 1 3 01 -1 0 1 0 01 11 -3
(0 1 olo -4 1>—F3+53—»<0 1 olo —4 1)—3F2+F3—+<0 1 oo —4 1)
o0 1lo0 1 o 00 1lo0 1 o 00 1l0 1 0

1 11 -3
larespuestaes: a)F"'= 10 —4 1
0 1 0

9. La matriz traspuesta de la matriz F es:

1 3 1 1 0 O 1 0 O
F=<O 0 1) Matriztraspuesta—>(3 0 1) d)Ft=(3 0 1)

01 4 1 1 4 1 1 4

-Explicacién: Dada una matriz A de dimensiones m x n, se llama matriz traspuesta de A y se representa
por Ata la matriz que se obtiene al cambiar las filas de A por sus columnas, por lo que la matriz, sera de
dimension n x m.

10. El rango de la matriz C es:

3 3 3 3 3 3 3 3 3
C= 3 3 3 _F2+F3_) 3 3 3 _F1+F2_) 0 0 O

3 3 3 0 0 O 0 0 O

e Respuesta: La matriz es de rango 1, esc) 1.
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“ Determinantes

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1 Calcula los siguientes determinantes.

a) _31 ;|=3-2—(—1)-1=6—(—1)=7
0 1| _ B
b) |25 S|=0-(3=3
o |7 o=0-(n=1
2 Calcula los siguientes determinantes.
3 1 0
a) |[-2 1 2|=0@1-(-2)+(-2)(-2)-(0+1-2-3)—=(0-1-3+(-2)-1-(-2) +
3 =2 =2
3:2:(-2))=(-6+6)—(4—12)=—(-8) =8
-1 0 2
b) [=2 0 5|=@-2-(-2)+(-2)-(-2)-2+0:5-4)—-(2:0:44+0-(=2)-(-2)+5"-
4 -2 -2
(-2)-(-1)=8-10=-2
4 1 0
o [-2 3 2|=43-(-2)+1-2:0+(-2)-(-1):0-0-3-04+1-(—2)-(-2)+2-
0 -1 -2

(-1)4=-24—-(4-8)=-20
3 Comprueba que ocurre en un determinante de orden dos cuando haces dos permutaciones de
filas.

c
a

4= UlaernlS dnenl D=

Al ser solo 2 filas solo hay 1 posibilidad de permutacion y al hacerlo dos veces vuelve a su forma
original.

4 Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacion de columnas.

= e Yl eeall -

El resultado seria el mismo ya que da igual hacera-d — b -c que d - a — ¢ - b debido a que en ambos
casos se va a restar el mismo nimero menos el mismo niumero.

5 Comprueba que ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de

filas.
a b c a p ¢ g h i
|Al=d e flfzefil9 h LY fiefila b c|=(CD-(=1)-|A] = A
g i d e d e f

6 Comprueba que ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacion de columnas.

a b c d e e d
|Al=|d e flfieofila b c|CioClb a cf=(-1) (-1 -[4] =|4]
g h i g h i h g |
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“ Determinantes

7. Razona por qué esta propiedad puede deducirse de la propiedad nimero 5.

Porque la propiedad 5 dice: “Si en una matriz se permutan dos filas (o columnas) el determinante
cambia de signo. Ejemplo:

1 2 3 1 3 2
|Al=14 5 6|=8 - |IBl=[4 6 5|= -8
7 8 9 7 9 8
Sea A la matriz inicial y B la matriz obtenida permutando dos filas, entonces |A| = —|B| Ahora
permutamos dos columnas de la matriz B obteniendo la matriz D, entonces:|B| = —|D| Por tanto|A| =

—|B| = =(=ID]) = |D|.

8. Comprueba que en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay
dos columnas iguales. Hazlo de dos formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la
propiedad del determinante de la matriz traspuesta.

1 2 2
Al =14 5 5/=[1-5-8)+((4-8-2)+(2-5-7)]—-[(7-5-2)—(8-5-1)—(2-4-8)]
7 8 8
=174—-174=0
1 4 7
At =2 5 8[=[(1-5-8)+(4-8-2)+(2-5-7)]—-[(7-5-2)—(8-5-1)—(2-4-8)]
2 5 8
=174—-174=0

9. Demuestra estas propiedades para determinantes de orden tres.

Propiedad 7, si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es

nulo:
1 4 10 1 4 2
[Al=12 8 20|=5-|12 8 4|=
1 4 15 1 4 3

=[(1-2-8)+2:-6-2)+(4-4-3)]-[(3-8:2)—(6-4-1)—(2:-4-3)]=5-0=0

Propiedad 8, si lo elementos de una linea son combinacion lineal de las restantes lineas paralelas, el
determinante es nulo:

2 3 5|» 2+43=5
|Al]=15 1 6/-> 5+1=6
1 4 5l- 1+4=5

Al=[2-1-5+G-4-5+3-6-1D]-[(1-1-5-(2-6-4)—(5-3-5)]=128—128=0

10. Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacion
indicada, es el mismo que el determinante de partida.

6 1 5
[Al=7 -2 1|=
-4 -3 0

=[(6-(=2) 0+ (7 (=3)-5) + (1 1+ (=] = [(5- (=2 (~4)) = (1- (=3) - 6) = (7 - 1- 0)] = —131
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“ Determinantes

6 1 13
[B| = -2 4 =
-4 -3 -10

=[(6-(=2) - (—10) + (7 (=3) - 13) + (1 - 4 (=4)] — [(13- (=2) - (-9) — (4 (-3) - 6) = (7 - 1+ (-10)] = —131

11. Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de orden tres:
PROPIEDAD: El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los
determinantes de las matrices: |A - B| = |A| - |B|

6 1 5 2 0 2
a) A=< 7 =2 1) y B= (1 0 —1)
-4 -3 0 2 =2 0

6:2+1-1+5-2 0+0+5-(-2) 6-2+1-(-1)+0
JA-Bl=[7-2-2-141-2 040+1-(=2) 7-24+(=2)-(-1)+0 |=
(=4)-2-3-140 04040  (=4)-2+(=3)-(-1)+0

23 -10 11
Tt 2 1el= [ 10 11] . —_120 _
-11 0 -5

= —11(—160 — (11- (=2)) — 5(23 - (=2) — (14 - (—10)) =-11(-160+22)-5(-46+140)=
1518-470=1048

6 1 5
14| = —2 1=5-|7 _2|—|6 | =5 (-21-8) — (~18+4) =131
-3
4 -3 0
2 0 2
Bl=[1 0 -1|=-(-2-|7 %|=2(-2-2=-8
2 -2 0

|A| - |B| = —131- (—8) = 1048

1 0 O -1 1 0
b) A=<0 1 0>yB = ( 1 1 1)
0 0 1 -1 2 3

IA-B| = | |—|11 3| —3-2)-@B+1)=—
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“ Determinantes

100 ~1 1 0
Al=lo 1 ol=1 |Bl=|1 1 1|=-5 |A]-|B|=1-(-5)=-5
0 0 1 -1 2 3
2 1 2 2 0 2
gaslo o -2] y B=[(1 0o -1
2 -1 0 2 -2 0
2:2+1-142:2 040+2-(=2)  2-241-(-D+0
A-Bl=| 0+0-2-2 040+ (=2)(-2) 0+0+0
2:2-1-140 0+0+0 2:2+(=1) (-1 +0
9 -4 3 9 5 3 -
=|-4 4 o0|=Fila2=Fila2+Filal=|-4 0 0 =—(—4)-|3 5|=4(25—9)=64
3 0 5 3 3 5
2 1 2 1
Al=lo 0 —2|-(2-|5 |=2-2-2)=-8
2 -1 0
oo o2y - )
IBl=l1 o0 -1 ——(—2)-|1 _1|—2(—2—2)——8
2 -2 0

|Al - |B|=(-8)-(-8)=64
12. Razona si es posible que para dos matrices A y B existan los productos A-B y B-A, pero no se
verifique que |[A - B| = |B - A|
Para que existan los productos A-B y B-A es necesario que las matrices A y B sean:

a) Cuadradasy del mismo orden: A, xn Y Bnxn, €0 cuyo caso existen los productos A-By B-Ay se
cumpleque |A-B| = |A| - |B| = |B| - |A| = |B - A|

b) O que sean A,,xn Y Bnxm, €N cuyo caso existen los productos A-B y B-A, pero no son iguales por-
que A-B es de orden my B-A es de orden n, y por tanto no se cumple que |[A - B| = |B - A|

13. Dadas las matrices A y B, cuadradas y de igual dimensidn, razona si las siguientes expresiones
son ciertas o no.

a) (A+B)? = (A+ B)(A+ B) = A*> + B> — Falso, porque: (A + B)?> = A? + AB + BA + B?

b) (A + B)?> = A% + B? + 2AB — Falso, porque: (A + B)?> = A?> + AB + BA + B?

¢)(A+B)? = (A—B)(A— B) = A>—B? — Falso, porque: (A — B)> = A> — AB — BA + B?

d) (A— B)? = A?’+ B? — 2AB — Falso, porque: (A — B)?> = A> — AB — BA + B?
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e) (A+ B)(A— B) = A> — B?> — Falso, porque: (A + B)(A— B) = A> — AB + BA — B?

1A+ B)?| =|A|* + |B|*> — Falso, porque: |(A+ B)?| =|(A+B)(A+B)| = |A+B||A+ B|

9) |(A+ B)?| = |A|?> + |B|* + 2|A||B| — Falso porque: |(A+ B)?| =|(A+B)(A+B)| = |A+ B||A+ B|

h) |(A — B)?| = |A|* — |B|?> — Falso, porque: |(A—B)?| = |(A+B)(A—B)| = |A+ B||A— B|

i) |(A— B)?| = |A|* + |B|*> — 2|A||B| — Falso, porque: |(A—B)?| = |(A+B)(A—B)| = |A+B||A-B|

) 1(A+ B)(A— B)| = |A|?> — |B|* — Falso, porque: |(A+ B)(A— B)| = |A+ B||A — B|

14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante:

1 2 3 4 1 -2 _3
0 -1 -2 =3[, —1.(=1-1° 3N=1.-(=1.2.(=2)) =
0 o 4 3_18 3_32_1(1|0_2|)_1(12(2))_4
0 O 0 -2
15. Halla el valor de a que verifica:
1 —-38 53 -78
0 —4 87 -39|_
0 0 a 93|°%
0 O 0 -2
1 —-38 53 -78
0 —4 87 -39 _ . (4N . (_oN. . . (A (=) — . _ —
0 0 a93—1(4)(2)a,1(4)(2)a 24 ; 8a=24 -a=3
0 O 0o -2
16. Para las matrices A y B del ejemplo, determina :
1 2 3
A=(i i) B=<—1 5 1)
3 6 -2
a) |A| y |B|
_ 12 5| _(a_cey—
al=|; J|=@6-5=3
1 2 3
IBl=(-1 5 1|=((-10)—-18+6)—(45+6+4)=-77
3 6 -2
b) [Adj(A)]* y [Adj(B)]*

Adj(A) = (_45 _21) ; [Adj(A)]F = (_41 _25)
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-16 1 -21 -16 22 -—13
Adj(B) = ( 22 -11 0 ) ; [Adj(B)]t = ( 1 -1 —4)
-13 -4 7 -21 0 7
c) A-[Adj(A)]'y B - [Adj(B)]

At =G 24 D=6 RE9=¢ )

1 2 3\ /-16 22 -13
B-[Adj(B)]f=(—1 5 1)-(1 11 —4)
3 6 -2/ \=21 0 7
~16+2—-63 22-22 —13-8+421 ~77 0 0
=<16+5—21 —22-55 13—20+7>=<0 ~77 o)

—-48+6+42 66—66 —39-24-14 0 0o =77

17. a) Calcula la matriz adjunta de:
2 -1 0
C= (—1 0 2)
1 1 1

12. Ahora mostraremos algunos ejemplos del menor complementario (en los que tenemos que realizar
en todos los elementos de la matriz), y ya realizaremos la primera parte del ejercicio.

Z2 =1 0 Z -1 0O 2 =1 0
11 (——]: 0 2) ;o Oq2 <—1 9 2) ; Oq3 (—1 0 2)

¥ 1 1 1 3 1 1 1 %

0 2| -1 2 |—1 o|
/1 1 1 1 1 1 \ (1-0-2-1) (-1-1-2-1) (-1-1-0-1)
. i} (1’| ﬁ (1’ ﬁ _11| |-|{@-1-0-1) @2-1-1-00 @-1-(-D-1) |-
\|1 0| > 0 |2 _1|/ (1-2-0-0) (2:2-0-1) (2-0-(-1--1))
2l 1=1 21 -1 0

-2 -3 -1
-1 1 2 3
2 4 -1

22, Ahora tendremos que asignar los signos. Lo que indica el + es que no varia su signoy el —, lo
contrario, que si se tiene que cambiar en la matriz adjunta.

+ - + -2 -3 -1 -2 3 -1
-1 2 3]-|-1 2 =3
-2 4 -1 —2 -4 -1

— _I_ —
b) Halla |C|, [Adj(C)]'y efectua el producto C - [Adj(C)]*

+ - +

19. Primero realizaremos el determinante de la matriz con la Regla de Sarrus.
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2 -1 0
e 12 (-1 0 2|-((2:01)+(-1-1-0) +(1--1-2)) =-2
1 1 1
2 -1 0
e 22 |-1 0 2|- ((0-0-1)+(-1-1-1)+(2:211))=5
1 1 1

o 3° (-2)=(5)= =7

29, Para hallar la traspuesta de la matriz adjunta solo debemos de colocar las filas donde las columnas y
las columnas donde las filas.

-2 3 -1 -2 -1 -2

-1 2 =-3]—-1 3 2 -4

-2 —4 -1 -1 -3 -1

2 -1 0\ /-2 -1 -2
C-[Adj(C)]t=<—1 0 2)-(3 2 —4)=
1 1 1/ \-1 -3 -1
((=2-2)+(-1-3)+(0--1) (- D+(-1-2)+0--3)) (2--2)+(-1--4+(0--1)
=l ((-1-=-2+(0-3)+@2--1)) (-1-D+0-2)+3B-2) (-1--2+(0--HH+(-1-2)) |=
(1--2)+@B-D+(-1-1)) (@-D+C-D+A--3) (Q--D+(-4-D+@1--1)

-7 0 0
={0 -7 0
0 0o -7

-Lo primero que podemos apreciar es una matriz escalar.

c) ¢Qué observas?

Podemos apreciar que -7 es el valor del determinante de la matriz, esto quiere indicar que el producto
de una matriz por la traspuesta de su adjunta nos da el valor del determinante por la matriz identidad.

C- [Adj(O)]* = [C[I
18. Comprueba para los ejemplos anteriores que A-A'=l y B-B=I.
a) A-Al=|
1 1 -1 1 1--D+@0-2) (1~1)+(—1°1)) 1 0
(2 1) (z —1)_’<(2-—1)+(1-2) (1-2)+(1--1) _’(o 1)
b) B-B=l
1 2 3 e
. <—1 5 1)‘ Yo Y My )=
3 6 -2 _
277 0 "f77
116/ 4 2 7Y gy 432 0y =116/ 45 7Y py w122y 3216/ 46 7Y 42 2L,
1.—22/77+2.11/77+3.4/77 _1.—22/77+5.11/77+1.4/77 3‘_22/77+6'11/77i2'4/77 =

13 -7 13 -7 13 -7
1 0 0
={0 1 0
0 0 1
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

) (; i)—) Al=(1-4)—(2-3)=4—6=—2

b) (i _53)—>|B|=(2-5)—(4-(—3))=10+12=22
5
b

Z)—>|D|=(a-a)—(b-b)=a2—b2

)= Icl = (a-b) = (5- (=5)) = ab + 25

2
e) (™M m)—>|E|=(m2-1)—(m-m)=m2—m2=0
m 1

110
f)(l 0 1)—)|F|=[(1-0-1)+(1-1-O)+(1-1-0)]—[(0-0'0)+(1'1-1)+
011

(1-1-1)]=0-2= -2

1 01
g)(O 1 O)—>|G|=[(1-1-5)+(O-4-1)+(0-0-3)]—[(3-1-1)+(0-0-5)+
3 4 5

(0-4-1)]=5-3=2

1 -2 3
h) ( 0 3 4) S |HI=[(1:3:5)+(0-1-3)+((-2)-4(-D)] - [(3-3(-D) +
-4 1 5

((=2)-0:5)+(4-1-1)] =(15+32)—(-36+4) =47 —(—32) =47 +32=179

a 1 1
i)(l a 1)—)|I|=[(a-a-a)+(1-1-1)+(1~1~1)]—[(1~a-1)+(1~1~a)+
1 1 a

(1-1-a)]=(@+1+1)—(at+a+a)=a®>—-3a+2

m 1 3
) (1 -1 —1> > |JI=[m-(-1) -m)+ 1(-3)-3)+ (1(-1)-5)] - [B(-1)-5) +
5 -3 m

(1-1-m)+ (D (=3)m)] = [(-m?) + (=9) + (=5)] = [(=15) + (m) + Bm)] =
(-m?—-14)—(4m—-15)=-m? —4m+1

2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:

1 a b+c 1 a a+b+c
a){1 b c+a|C+C3—>|1 b a+b+c
1 ¢ a+b

1 ¢ a+b+c
b

= 0 Porque C; y C3 son proporcionales

a c+d b 1 c+d 1 c+d+b b
b)la b+d c|—all b+d c|C,+C3—=>all b+d+c c|=a-0=0
a b+c d 1 b+c d 1 b+c+d d
Porque C, y C; son proporcionales
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3.- Demuestra sin desarrollar que los determinantes

1 5 2 6 3 0
2 2 Bly|9 2 5
0 5 5 4 0 5
son multiplos de 15.
1 5 2 1 5 2
1. |2 2 8| — Sacamosel5 como factor comtin - 5|2 2 8| —» Restamos la columna 2 a la columna 3 -
0 5 5 01 1
1 5 -3 1 5 -1
—C,;+C3->5|2 2 6 |- Sacamosel 3 factorcomin—-3-5|2 2 2
01 0 01 O
6 3 0 2 1 0
2. |19 2 5|—- Sacamosel5yel3factorcomin—3-5(9 2 1
4 0 5 4 0 1

4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son multiplos de 11:

L2 S
a)|l 9 8 b)
2 21 3
506
1 519
1 2 1
d |1 9 8- Como121;198y 506 son divisibles entre 11 — 100C; + 10C, + C5 —
5 0 6
1 2 121 1 2 11
1 9 198| — Sacamosel 11 factorcomin - 11|1 9 18
5 0 506 5 0 46
; 2 1 g Rt (1) 912 11 3 %) 11 22 ;
L O | (e T | A N RS
1 51 9 tt™ 1o -4 0 6 0 0 -4 6
1 1 9 3 1 1 9 3
_ __10 -1 —-12 -=-2|_ _ __10 -1 12 =2|_ _,.
F,+F3 = 0 0 —4 -5/~ Fs+Fy = 0 0 -4 -5 o1l
0 0 -4 6 0O 0 o 11
5.- Comprueba, a partir de las propiedades de los determinantes, que 4, =0y que 4:= 5
-8 25 40 521
Aﬁ=}g 3 -2 A, ={4 7
0 27 0 6 3
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-8 25 40

) L —40 25 40
1. s 3 —2| —» Sacamos elg - 2 3 =2|-
0 27 0 0 27 0

Como hay dos columnas iguales se anula el determinante porlo que - A; =0

5 2 1 5 2 1 5 2 1
2. 14 7 6|->F,+F;—>|4 7 6|— Sacamos5factorcomin =54 7 6
6 3 9 10 10 15 1 1 3
a b c —i -9 —h
6. Sabiendoque: |d e f|=3 calcula, sin desarrollar,elvalorde: |[f+¢c d+a e+b
g h i 3c 3a 3b
—i -9 —h —i -9 —h —-i —g -—h —i —g -—h
f+c d+a e+b|=3|f+c d+a e+b=3<f d elt|c a b )
3c 3a 3b c a b c a b c a b
—i —g -—h —i —g -—h i g h
=<f d e +|0|>=3 f d e|=-1|f d e|=F3<Fl->
c a b c a b c a b
c a b b a c a b c
—|f d e|l=C1oC3->—-|e d fl=CleC2->—-|d e f[=3
i g h h g i g h i
a b c
7. Sabiendo que |p q 1| = —2, calcula sin desarrollar:
Xy z
a c b
2x 2z 2y
-3p -3r -—-3¢q
a c b a c b a c b a c¢c b
2x 2z 2y [=2] x z y [=3]x z y|=F2eF3->—-[p q r
-3p —-3r -3¢ —-3p —-3r -3¢ -p -r —q x z Yy
a b c
=C3eC2->—[p q r|=-2
Xy z
x a—3p -—2a
y b—3q -2b
z c—3r —2c
x a—3p —2a x a—3p -a xX a a xX p a
y b—3q —-2b|=-2|y b-3q —b=—2(y b bl-3ly q b)=
z c¢c—3r -—2c z c¢c—3r —c z Cc ¢ z r ¢
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—3<|0| -3

x—2p+3a a -3p
z—2r+3c ¢ -3r
y—2q+3b b -3q

- Fleoe F3=-—

Il
|
N

X p a
y q b ) — cambiamos fila por columna —
z r c

a X N

N X O

QT R
[SUESER S
2T Q
< Q T

x—2p+3a a -—3p x—2p a -3p 3a a —-3p
z—2r+3c ¢ =3r|= ( z—2r ¢ —-3r|+|3c ¢ —3r ) = 2°determ. Columna 1 y 2 proporcionales
y—2q+3b b —-3q y—2q b -3q 3b b —3q
x—2p a -3p x —a -=3p —2p a -—3p
=|z—2r ¢ -=3r —( z —c =3r|+|-2r c¢ -=3r ) = 2° determ. Columna 1 y 3 proporcionales
y—2q b -3q y —b —3q —-29 b -3¢

X —a -p x z 'y
3|z —c¢ —r|- cambiamos filas por columnas - (=3) - (—=1)-(-1)-|a ¢ b|=
y —-b —q p r q
x Yy z a b c a b c
C2eC3=(-3)-(-1)-|la b ¢c|FleoF2=3-(-1)-|x y z|F2eF3=3-|p q r|=3-(-2)=-6
bp qrT p q T X y z

8. éCudl serd el orden de una matriz cuadrada A si sabemos que su determinante vale -5 y que el determinante de la
matriz 3-4" vale —1215?

|A| = -5 |3-AT| = —1215 |3-AT| = 3™ |Af| = 3™ (=5) = —1215
2n = =22 = 243 3n=35 n=5
x Y z 1 1 1
9. justifica sin realizar calculo alguno, que x2 y? 2|l=x- y-z-|x Y z|.
Byl 73 X2y 72

Sacamos x de la primera columna, y de la segunda y z de la tercera.

10. Dadas las matrices Ay B de orden 4x4 con |[A| = 3y |B| = 2 y calcula |A~1|, |B'A| y |[(AB71)!|.

1 1
A-A =15 A- A =l|- A 1A =1 |47 =—===
Al 3
|B*A| = |B*| - |A| = |B| - |A|=2-3=6

1 3

AB DY = 14AB Y| = 4| — =3 -— = —

|C )Y =1 | II|B| 5=3

a a a

11. Obtén, en funcién de a, b y c el valor del determinante: (a + b a al.

a a+c a

a a a 0 0
—C3+C4 b 0
a+b a al-_. +C_)b 0 a=a0 = abc
a a+c g3 372 o ¢ a ¢
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12.- Demuestra que:
l+a 1 1 1

1 1-a 1 1 1 :
| =(a-1) -(a+3)

—_— = R
— o 0
-0

a) ~ 7! calculamos : —C4+C3; —C, + Cy; —C4 + Cy;

0 —a O
(.b)—a 1 _p.|2 0 _
0 0 bi> @[T e[y

0 1
b 1
0 -b

—a

1
1
1 [T

o o oW
oo oo

0
¢ b
@w[? L|=@-bn-ab ;b
= ab(ab — b) — b(—ab) = (ab)? — (ab)? + (ab)? = (ab)?

1

b)
—a 0

o= (ab) b

— (Calculamos : —F; +F,; —F; + F3; —F; + F,

(SR

b)

(SR
[EEGEEN SR
[ VR SR\
[

a 1 1 1
. —a+1 a-1 0 0 |
—a+1 0 a—1 0o |’
—a+1 0 0 a—1
a+3 1 1 1

Calculamos: C; + C, + C3; + C,

oot 0 V=@t @-DE-DE-D=@+3) @17

0 0 0 a—1

13.- Dada la matriz

se pide:

a) Calcula: |.4|; Oy ; O3 5 Ay ; Ay
b) Resuelve la siguiente ecuacion: |4|-x + A, +3a,, = -2+ 4,,-x

2 1 =3
3 2 0

1 -2 4 =3'|i —22|+4|§ ;=28; |A| = 28

a) |A| =

a32=|§ —03|=9; a13=|313 _22|=—8
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12 =3|_ 44. _ 13 0]_ _
A22—|1 4|_11, A, = |1 4|_ 12
b) |A|X+A23+3a11=_2+A13X_)
_ 12 1|_-c. _ |12 0)_ _
Azs = |1 —2|_5' A =2, 4|_ 8
|A| == 28; A23 = 5; a11 == 8,' a13 == _8
- 28x+5+4+24=-2—8x; 28x+8x=-2+3—-24 36x = —31 x=—§

1
14. Seala matriz simétrica A € M3,; cuyo determinante es — 3

Comprueba si es verdadero o falso y si son falsas, indica la respuesta correcta.

a b c
Az(b d e)
c e f

—3a -3b -3¢ —3a —-3b -—-3c
» |-34|=9;-34= (—Bb —3d —3e> ;|—-34| =|-3b —-3d —-3e|=-3-
—3c —-3e -3f —3c —-3e -3f
a —-3b -—3c a b —3c a b c
b —-3d -3e|=(-3):(-3)'|b d —-3e|=(-3):(-3):(-3):[b d e|l=(-3)3:
c —3e -—3f c e —3f c e f
a b c
b d e|l=-27- (—1) =27 — 9; Verdadero
3 -3
c e f
_n_t 1
» s o a0 B2 1213 erdadero
3 3 3 27 3

> A ¢ Msys ;5 Asgs; A? = Azys " Asgz = A’3x3 ;A3 = A’3x3 "Aszyz = A”3x3;

Falso (ya que al multiplicar una matriz cuadrada por si misma, la dimension de esta no varia)

WA= = 15 b= 4 (D)7 (<2) = A (D) =2 l=2m

lw

Verdadero
2a 2b 2c
» 2A € Mgy 2A=<2b 2d 2e>¢M6x6;Falso
2c 2e 2f
4a 4b 4c a b c 3a 3b 3c
> |4A—At|=—32;A=At;4A—At=<4b 4d 4e)—(b d e):(Sb 3d 3e>=
4c 4e 4f c e f 3c 3e 3f
3a 3b 3c a 3b 3c a b 3c a b c
34;|34|=|3b 3d 3e|=3:|b 3d 3e|=3-3:-|b d 3e[=3-3-3:|b d e|l=33:
3c 3e 3f c 3e 3f c e 3f c e f

(_é) = —33—3 = —32 = —9; Verdadero

-1
> |A—1|:_3—1;(_§) :%:—%:—3;1‘73130
3

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
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. . 2a 2b 2c
34-4 _ 34-A 24
22 = (-2 a=at; 4l = 14t 55 =2 24 =20 2d 2e)|y4a=
+A 34+A4 44
2c 2e 2f
2a 2b 2c a 2b 2c a b 2c a b ¢
4a 4b A4Ac 2b 2d 2e 2|b 2d 2e 2:2:|b d 2e 2:2:2:|b d e 3 1 .
4b 4d e Al _[2¢ 2e 2f1 _ lc 2e 2fl _ c e 2fl _ c e f_z(_g)_Z_
' 44| T |4a 4b 4c| T |a 4b 4c| T a b 4c| — a b ¢ _43(_1)_43
4c 4e 4f b 4d 4e| 4|b 4d 4e| 44lb d 4e| 444lb d e 3
4c 4e 4Af c 4e A4Af c e A4f c e f
8 1
— ==:Falso
64 8
1i4-1 t)2 t -1 : 1 1\ _ _3
> ;IA | —6]AY* =1; |A| = |AY|;|A™!| = —3 (apartado anterior) ; ;-(—3)—6- -3) =5~
1 3 6 9
6--=—-——-—=—=-=—1;Falso
9 9 9 9
1
—a —=b =c
32 32 3
2t — L g _ gt. —fAt] - 22 _ L 2.4t _| 2 1 C2-2. At] —
> |3 -A|——?,A—A,|A|—|A|,3 —;,3 Al = ;b = 2 € ;13 Al =
1 1 1
w¢ m=e =S
11 1 1 I 1 I I 1
—a =b =c a =b =c a b =c
32 32 32 32 32 32 a b c
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
b Zd Sel==-|b 5d Se|l===|b d Fel==5"=- b d e|=
32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 32 c e f
1 1 1 1 1 1
— — — — — e —
32C 326 32f ¢ 3e 32f ¢ 32f
1 1 1
3—6-(—§)=—3—7;Verdadero

15. Sean las matrices Ay B € M35 talesque |[A|=-3"%2 y |B| =3.
Con estos datos calcula de forma razonada:

|A72|; [B™Y|; |Al-|B|™*; [3B7- A'[; 3A-BY|; [(B™*- A7)

_ o= 1 1 32
> |A 1|=(—3 2) 1=—3‘2=I=_T=_9
32
> B =3"1=1
BlI-1=_3-=2.1__*t 1__1__21
> |A| |B| - 3 3_ 32 3_ 33 27

> [3B71-Af| = [3B7Y| - A" = 3% - [B~Y| - Al = 33 - 371(=372) = —1

> |3A-BY=33-|A]- |B|=3%-(-372) -3=-32=—9

> |B™H-ATDY; 1Al = A5 Bl = |B*]; |[(B™1-A™H) =371+ (=9) =

=31.(=3)2=-31=-3

16. Sean F4, F,, F3 y F, las cuatro filas de una matriz cuadrada A4, cuyo determinante vale -2. Se pide
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“ Determinantes

calcular de forma razonada:

. . 34
a) El determinante de la matriz - >

- (Y o2

8

b) El determinante de la matriz inversa de A.

A7 =141 = = (=2) =
2

. . A?
c) El determinante de la matriz -
AZ
6

= = oo =%

324"

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F,, -3F + 4F 3, -F4, 2F 5.
det(2F,, -3F; + 4F3, -F,, 2F3) =

= det(2F,, -3F,, -F,, 2F3) + det(2F,, 4F;, -F,, 2F;) =

(El determinante segundo es 0 porque 4F; y 2F; son proporcionales)
=2-(-3)-(-1) - 2 - det(F;,, Fy, Fy, F3) + 0 = - (Fp o Fy, F3 ©F,)
=(-) - (-) - 12 - det(F,, F;, F5, F,) =12 |A|=12 - (-2) = -24.

17. Para los determinantes

b ¢
a b b a

1 2 _ _

A,=|p a b A2=|a | oas= a“,’)’ i

b b a a? b -1

d
d
1

0

a) Halla los menores complementarios de los elementos a1, a,3, as, y a;, cuando existan.

Ay a11=|g 2 =a? - b? a23=|z Z =ab - b?
a32=|g Z|=ab'b2 a12=|Z Z =ab'b2
Ay a1 = b 3= no existe a3,= no existe a1, =0
A3:
b —c d
b 0 1
a1 =|b —1 0|=[(—=bd) + (=bc)]-(=b)=-bd-bc+b
b —¢ d
b 0 1
a b d
a b 1
o3 =|32 b 0]=(abd + a%b) —(a%bd + ab) = ab-abd
a b d
a b 1
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“ Determinantes

a c
—a —c
a3 = |22 -1 = (ad + a%cd) — (—acd + ad) = 2a%cd

=[(—ad) — (a%c)]-(a) =-ad-a’c —a

I

QO

|

(@]
Rroor o aaoaa

b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.

Primero vamos a hallar los de A;:
a b a b
A11: +|b a| =a2'b2 A23:_|b b| =-ab+b2

Az = -1 Z=—ab+b2 A12=—|Z Z|=—ab+b2

Ahora los de A,:
Ay = +|b|=b A,; =noexiste Az, =no existe A, = —la|l=-a

Y finalmente los de A5:

b —c d
b 0 1
Ai;=+|b -1 0|=[(-bd) + (=bc)]-(=b)=-bd-bc+b
b —c d
b 0 1
1a b d
a b 1
A23 = — az b O = (abd + azb) _( azbd + ab) = ‘ab+abd
a b d
a b 1
a c d
—a —c d
Az, = =122 —1 0|=(ad + a%cd) — (—a%cd + ad) = —2a%cd
a c d
—a —Cc d
—a —c d
a 0 1
A, =—122 —1 0|=[(-ad)— (a%c)]-(a) =ad+a’c+a
—a —c¢c d
a 0 1

18. a) La matriz A verifica A% = A. Halla los posibles valores del determinante de A.
Para que A% = A, la matriz A debe ser cuadrada y |4%| = |4], es decir, |A|? = |A| por lo que:

|42 =141 1A-Al=]A| |AllAl = 4] 412 —1Al=0  |AI(1Al =D =0
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“ Determinantes

Las dos posibles soluciones son:
lAl=0  |A|=1

b) La matriz A verifica que 4-At = I. Halla los posibles valores del determinante de A.

Al = |A°]
A-At=1 |A- AY| =|A|-|AY = |A||A| =]A|>=|I| =1, portanto, |A|=1 o |A]=-1
-3 2 1
19. Dada la matriz A= ( 1 2 —3) calcula el determinante de la matriz A de las siguientes
-2 1 1
maneras:

a) Aplicando la regla de Sarrus.

-3 2 1
lAl={1 2 =3|=[(-3)2)1)+@(=3)(=2)+DODOMD]-[M@(=2) + (D@D +
-2 1 1

(=3)M)(-3)]=[-6+124+1]-[-4+24+9]=7-7=0

b) Desarrollando por los elementos de la 3 fila y de la 2 columna.

-3 2 1
3fila; [A]=|1 2 —3=—2|2 1|—1|‘3 1|+1|_3 2| = ~2(-8) — 1(8) + 1(-8) =
2 -3 1 -3 1 2
-2 1 1
0
-3 2 1
2 columna; |A|=|1 2 -3 =—2|1 _3|+2|_3 1|—1|‘3 1|=—2(—5)+2(—1)—
-2 1 -2 1 1 -3
-2 1 1
1(8) =0
31 3 2 3 2 -2 0
20. Dadas las matrices A=( ), B={0 —-1])yC=|-3 1 2] se pide calcular el
12 - 1 -3 1 -1 3

valor de los siguientes determinantes: |4 - B|; |C|; |At - Bt|;|C - B - A|; |C|>.

|A-B|=|_13 _i9|=7

2 =20
ICl=1-3 1 2[= [@2)DEAB)+ (=3)(=D0)+ (=2)2)D) -] - [(ODD) + (=2)(=3)(3) +
1 -1 3
2Q)(DR)]=2-14=-12
-3 1 -3 -1 -6
At - BY| = ( 1 2 )-(g % )=8 —2 5|= (DO + ®)M-6) +
3 -1 3 1 6
(D=5 = [(=6)(=2)3) + (=1)(8)(6) + (=5)()(-3)] =0
4 6 -6 16 6 6 16 6
|C-B-A| = <—4 —16)-(A)= -4 =36 4|=-—14 -36 4|=
5 =5 -20 =5 20 20 =5 20
la primera y tercera columna son iguales por tanto = 0
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“ Determinantes

|C|? = (-12)(-12) = 144

21. Resuelve las siguientes ecuaciones:

1 2 x
a) [-1 3 2(=2-3x;
2 0 3
1 2 x
-1 3 2|=[1-3:3)+(-1-0x)+(2-2-2)]—[(x-3-2)+(-1-2-3)+(2-0-1)] =2-3x;
2 0 3

[9+8+0]—[6x—6+0]=2—3x; 17—6x—6=2—3x; —6x+ 11 =2 — 3x; -3x=-9; x=-3

2 -1 2
b) -1 x -3|/+5=5x—-3;
X 1 4
2 -1 2
-1 x 3[+5=[Q)X@® +DMR) + (D3] - [ + (DEDE) + (3D +5
X 1 4

[(8x) + (=2) + (Bx)] - [(2x®*) + (4) + (—=6)]+5=5x—3 6x+8—-2x2=0 x = {_41

22. Resuelve las siguientes ecuaciones:

3 x 2
a) [x 2 3]1=0;
2 3 x
3 x 2
x 2 3=[B)2x)+x)B)2)+ (x)B)()] - [(D(2)(2) + ()x)(x) + (3)B)(B)] =0
2 3 x
( —5
5+ 3i
18x —35—x3=0;x = 2
5++/3i
2
2 -3 x _ 3
b) [-1 1 2+| X |=11;x2+4x—11—2x2—3=11;—x2+4x—14=11;
1 2x
—x 2 3
2 ++/21i
—x?4+4x—-25=0;x = {
2 —+/21i
-1 0 O
23. Resuelve la siguiente ecuacién |[A —x - I| = 0, siendo A =< 3 2 1) e I la matriz unidad.
-2 1 2
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Determinantes

-1
3
-2

.|2

- X
1

1 0 0 1 0 0 x 0 0
I=<0 1 O)—)x-l=x-<0 1 0>=(0 x 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 x

0 0N /x 0 0O\ [|-1—x O 0
2 1)—(0 X o>= 3 2-x 1 |=
1 2/ \0 0 x 2 1 2-x
zix|_0'|—32 zix|+0'|_32 21x|=

=(-1-x)-B—-4x+x>)+0+0=(-1—-x)-B3—4x+x?) =

34+4x —x2—3x+4x%2—x3=-3+x+3x*—-2x3

—3+x+3x2—x3=0 -x=1;, x=-1;, x=3

24, Halla los determinantes de las siguientes matrices

1 4 e l—a e
4 |, 3|_[3 1-2-4]=3-8= -5
1 1] _ P
B; |, 3|_[3 1-0-1]=3
11 2
D;|3 0 1|=[1-0-0+3-1-2+2-1-1]-[2-0-2+1-1-1+1-3-0]=8-1=7
2 1 0
1 3 -2
Elo -1 2|=[1D-(=1)-2+0-4-(=2)+1-2-3]=[(=2) - (=1)-1+2-4-(=1) +3-
1 4 2
0-2]=8—(=6) = 14
2 1 -1
Fil3 -2 —2|=[2-(=2)-043-2-(=1)+(=1)-(=2)-1] = [(=1) - (=2) - (=1) + (=2) - 2 -
1 2 0
241-3-0=(-4)—(-10)] =6
2 1 3
G:lo =1 =5 =[2:(=1)2+0-0:3+0-(=5)-1]=[3-(=1)-0+(=5)-0-2+1-0-2] =
0 0 2
(—4)—0 = —4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
g |3 0 0 1| _-3F+F _j0 -6 -3 —5|_F,+3Fs [0 —6 -3 —5|_
o 2 1 0oflT 2R 4+F, “fo 2 1 0o|T2FR+3FR|0 0 0 -5
1 2 3 1 0 4 4 3 0o 0 6 -1
1 2 1 2
0 -6 -3 —5|_. .« . o _
FaoFfly o o _3|=1"(-6)-6-(=5 =180
0 0 0 =5
1 3 0 2 1 3 0 2 12 0 3
10 -2 3 1f_2F+F _[(0 -2 3 1|_ 1o 1 3 =2
Flo 1 Za 2|T-F+F, o 7 -4 6~“"%=|y ¢ 24 7
1 5 -2 3 0 2 -2 1 0 1 -2 2
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“ Determinantes

-1 2 0 3 -1 2 0 3
—6F,+F; |0 1 3 =2 _ 10 1 3 -2
-F,+F, “ [0 0 -22 19| SFs+ 228 =10 o _22 19
O 0 -5 4 0 o 0 —-11
=(-1)-1-(-22)-(—11) = -242
25. Aplicando propiedades, calcula el valor del determinante:
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2
-2 -3 0 2 -2 -3 0 2 ) 3 9
-3 1 2 1| 2F;+F, |-3 -3 0 7|_, | 5
Al=lo 2 21 3|72k +r "o —2 -1 3=V j _03 Z
-1 4 2 0 -1 0 0 6
-2 -3 2 _1{ s
—Fy+F, > (-1 [-1 0 5/=(-1)-(=3)(-1)"| |=(=3)-(-6+5)=3
-1 6
-1 0 6
b) Desarrollando por los elementos de una linea
-2 -3 0 2
-3 1 2 1| _ _—
|A] = 0 -2 -1 3 = desarrollando por la tercera fila =
-1 4 2 0
-3 0 2 -2 0 2 -2 -3 2 -2 -3 0
=011 2 1|-(2)-(-3 2 1|+(-1)-|-3 1 1|—-3-|-3 1 2|=
4 2 0 -1 2 0 -1 4 0 -1 4 2

=0+4+2-(-9)+(-1)-(-11)-3-0=-8+11-0=-8+11=3 ; |A|=3

26. Comprobar el valor de los siguientes determinantes:

3 -2 2 =3 2 1 3 2
-2 0 3 1]_ _ 1 -2 1 2|_
4 1 -2 3 =137 -3 2 =2 1 =27
2 3 0 4 -1 3 0 -3
3 -2 2 =3 3 -2 2 =3 3 -2 2 =3
-2 0 3 1 -2 0 3 1 -2 0 3 1
a) 4 1 -2 3|7 hRth- 1 -2 3|7%th- 1 4 5|7
2 33 (2) 42 ; 0 3 3 5 0 3 3 5
L ~ -4/3 13/3 -1
ZF1‘|'F2_’ 0 4/8 13/3 —1 Al =3] 1 4 5=
3 0 1 4 5 3 3 =
0 3 3 5
4 13
=3-[(— /3-4-5)+(1-3-(—1))+(?~5~3)]—
106 31
—_— . . —_— . . —4 . . = . —— —_—— =
[(3 4-( 1))+(5 3-( /3))+(1 13/3 5)] 3|5 ( 3)] 137
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“ Determinantes

2 1 3 2 2 1 3 2
1 -2 1 2 1 -2 1 2| =
bl | 3, o (|TRtRo|5 5, o, ([P htR
-1 3 0 -3 o 1 1 -1
2 1 3 2 2 1 3 2
_ 1, 5, 1
N 5/2 /7 =2 L3R 4 F, - 0 /> /o 1
-3 2 2 1| 2 0 7/2 5/2 4
0 1 1 -1 0 1 1 -1

-s/2 =1/, 1
Al=2|7,2 5/2 4]|=
1 1 -1

=2-((=5/5- 5 D)+ (fp-1- 1)+ (4- (= /) - )| -
—|a-572- 0+ (75 (=1/5) - (=0) + (=5/5 - 4-1)| = 2(27/,) = 27

1 8 0 0 -7
-2 -3 0 4 1
27. Calcula el determinante: | 0 5 0 0 -2
3 6 7 1 2
0 -3 0 0 O
1 8 0 0 -7 1 8 0o 0o -7
-2 -3 0 4 1 -2 -3 0 4 1
0 5 0 0 =-2|--3F+F~-|0 5 0 0 —-2|-2F+F
3 6 7 1 2 0O -—-18 7 1 -19
0O -3 0 0 O 0 -3 0 0 0
1 8 0o 0o -7
0 13 0 4 -13
- |0 5 0 0 -2
0 —-18 7 1 -19
0 -3 0 0 0
13 0 4 -13 13 0 4 -13
5 00 =2 5 0 0 -2 18
Al =1 18 7 1 -19 —>5F2+F4—>1 18 7 1 _619 —>?F2+F3
3 00 0 0 0 0 — /5
i13 0 4 —13 113 0 4 —-13 |
5 0 0 -2 -5 0 0 -20/13 3
Zlo 71 TBmhtEely 20y S131,
0 0 0 -6/5 0 O 0 —-6/5
0 —-20/13 3
—-131 — _
al=13|7 1 6/5=13-[o—(0+7-( 20/13) - ~6/5+0)] = —168
0 0 /5
28. Calcula los determinantes siguientes:
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“ Determinantes

L3 oy s 1 1 1 1 1
1 x 1 1 1
5 0 3 1
a) -1 -1 x 1 1
2 5 6 3
Sy a 1 -1 -1 x 1
1 -1 -1 -1 «x
Solucion:
1 3 -2 5 1 3 -2 5 1 3 -2 5
5 0 3 1 5 0 3 1 5 0 3 1
A1, 5 ¢ 3|7HRTR2 5 6 3P ERTR2 1 0 |7
1 2 3 2 05 1 7 0o 3 1 7
1 3 -2 &
0 —15 13 —24
ShtR=ly 1 10 -7
o 3 1 7
—15 13 —24
Al=1-|-1 10 -7]|=
5 1 7

=[(-15-10-7) +(-24-1-(-1)) + (=7-13-5)] = [(-24-10-5) + (-1-13-7) + (=15 - (=7) - D] =
= (—1050 + 24 — 455) — (—=1200 + 105 — 91) = —295

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 x 1 1 1 0 x+1 2 2 2
b)l-1 -1 «x 1 1{-F+FK->-1 -1 X 1 1|-oF+F -
-1 -1 -1 x 1 -1 -1 -1 x 1
-1 -1 -1 -1 x -1 -1 -1 -1 x
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)
0 x+1 2 2 2 0 x+1 2 2 2
0 0 x+1 2 2|-F+F~-]|0 0 x+1 2 2| > F, +F5 -
-1 -1 -1 x 1 0 0 0 x+1 2
-1 -1 -1 -1 x -1 -1 -1 -1 x
1 1 L L L x+1 2 2 2
0 x+1 2 2 2 0 <+ 1 5 5
0 0 x+1 2 2 |A| = - Al = (x + 1)*
0 0 x+1 2
0 0 0 x+1 2 0 0 0 c+1
0 0 0 0 x+1
29.Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 -1 x 1 0 4
a)l5 2x 7|=5x+6 b)l]0 x 4|=
-1 3 x -1 3 x
Solucidn:
3 -1 x
a)|Al=|5 2x 7|=[B-2x-x)+(-1-(-1)-7H)+G-3-x)]—-[(-1:-2x-x)+(5-(-1)-
-1

3
x)+(3-7-3)] = [()éx2 + 7+ 15x) — (—2x2% + (5x) + 63)] = 8x2% + 20x — 56
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“ Determinantes

8x? —20x—56 =5x+ 6 > 8x%? + 15x — 62 = 0;x; = 2;x, ~ —3,875

1 0 4 10 4 4
b)lAl=|0 x 4|-oF+FE-|0 x 4 —>|A|=1-|3 4+x|=(x(4+x))—12
-1 3 x 0 3 4+«x

(x(44+x)—12=0->4x+x2—-12=0; %, = 2;x, = —6

30.Resuelve las siguientes ecuaciones:

X 1 2X 1 -1 2
a)l8 x—-1 5|=67 b)lx—1 0 x+3l=1-7x
-2 1 0 1 X—2 4
Solucién:
X 1 2X x+ 2 1 2x x42  2x
a) [Al=18 x—-1 5|-2C,+C, - |2x+6 x—1 5 —>|A|=1~2x_|_6 c|=
-2 1 0 0 1 0

(x+2)5—(2x+6)2x =5x + 10 — (4x? + 12x)
5x +10 — (4x% + 12x) = 67 » —4x*+7x — 57 =0; x; = 3;x, = —4,75

1 -1 2
x—1 0 x+3
1 X—2 4
1 0 0
x—1 x—1 —-x+5
1 x—1 2

1 0 2
x—1 x—1 x+3
1 x—1 4

b) [A] = - C+C > - =2C, +C, -

Slal=1-[57 0 T =2 - D[ - D(-x + 5)] =

=2x—-2)—(—x?>+5x+x—5) =x2—4x+3
x2—4x+3=1-7x->x?+3x+2=0; x=-1;, x,=-2

31-Halla las matrices inversas de las matrices:

2 4 -1 _ 1 : t. _
a (] 5)° A'=pAG@I;  lAl=6
5 2
(5 -1 5 —4\ ,-1_1 (5 —-4\_[&s "3
Ad](A)—(_4 z)etraspuesta(_l 2) A = - (_1 2)— R
6 3
1 2 3
b) {3 -5 1|—|A|=(-20+10+0)-(-75+24+0)=41
5 0 4
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| 1 3 1 |3 —
4
/ 3 \ —-20 -7 =25
Ad](A)—|—|0 " | —|5 » |=<—8 ~11 10)
5 3 | | / 17 8 -11
| 1 3 3 =5
—20 -8 17
- traspuesta( -7 —-11 8 )
-25 10 -11
20 8 17
41 41 41
L1 (720 817 (7 11 8w
-25 10 -11 k 25 10 11)
41 41 41
1 ¢ b
c) (1 a ¢]= |Al=(ac+c?+b?>)—(ab+cb+c?)= (c—b)(a—Db)
1 b c
Adjunta de A:
a C| _ |1 c| 1 a
( bc Cb 1 b 11 bc ac — bc 0 b—a
_|b c| | | —|1 b| = (—c2+b2 c—b —b+c> Simplificamos y
c b c c’—ab —cc+b a-c
|a c| _|1 c| |1 a|
cla=b) (b+c)(b—c) c*—ab
- traspuesta 0 c—b —c+b
b—a —-b+c a—c
1 (c(a—b) (b+c)(b—c) c*—ab
At = . 0 c—b —c+b
(c=b)a—b) b—a —-b+c a—c
(b + c)h—¢ c?—ab
{(C—b)éa——b} e—b)y—(a—-b) (c—b)(a—b )\l
= | 0 — e+b I
e—b¥(a—-b) {(e—b)r—(a—Db)
—b+< a—c
—(c — b){a———b} {e—b)(a—Db) (c—b)(a—Db)
c b+c c%?—-ab
c-b —a+b (c-b)(a-b)
e Solucion=| 0 — !
a—b —-a+b
1 1 a—c
—c+b a-b (c—b)(a—b)
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“ Determinantes

1 0

. . (1 0 -2 {12 -1

32- Siendo las matrices. A—(2 2 1 _4) B= 0 3
-1 1

a) ¢Escierto que det(A-B)= det(B-A)?
1+64+0+2 0-3+0-2 9 -5
AB'(2+4+0+4 0—2+3—4)_(10 —3)
1+40 340 040 =240 1
BA= 2-2 6-2 0-1 —-4+4)\_(4 4 -1 0
0+6 0+6 0+3 2-4 6
-14+2 -3+42 0+1 2—-4 1

e Solucion: No es cierto, ya que:

13 0 -2
9 —5\_.[4 4 -1 o0
(10 —3)¢ 6 6 3 -2
1 -1 1 -2

a) Calcula, si es posible, la inversa de A-B.

-3 —(10))=(—3 10

|A| = -27-(-50)= 23 ; Adj(A)= ( ) — traspuesta (_3 > )

—(-5) -3 5 -3 10 -3
3 5
_1_i. -3 5 _ _E E
c A =5 (10 —3)_ 0 3
23 23

2 1 t
33- Halla los valores de t para los cuales A no tiene inversa. A= (—t 0 —1)

2 1 t
-t 0 -1
-2 -1 3

e Solucion:
Cuandot# 0yt # —3, existe A™1.

=(0+2+t?)-(0+2 —3t) =t?+3t; t(t+3)=0; t=0; t=-3

1 -2 1
34. Dada la matriz (—2 —A 0) averigua para que valores de A existe A%, y calculala para A=-3.
A 1 1

a)
A= (1- (=) 14 (=2)-1-1+2-(=2)-0)—=(1- (=) -A+0-1-1+(=2)-(=2)-1)=
=(-A=2)— (-2 +4)=2-1-6 A2—-1-6=0

—1)2—4.1.(— -
=1i(1)2.141(6) /’l=7=3 /1=12—5=—2 SiAvale 3 0-2 no existe Al

A
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Determinantes

1 -2 1
b)A=<—2 3 o) A—1=ﬁAdj(Af)
-3 1 1
Al = (-3)>-(-3)-6=6
11
1 -2 -3 3 3 -3 3 3 -3 2 2 2
At=<—2 3 1)9Adj(At)=<2 4 —2); A‘1=%-<2 4 —2>= s s =
1 0 1 7 5 -1 7 5 -1 7 5 -1
6 6 6
11 0
35. Calcula la matrizinversade 4 = (O 1 2)
1 0 1
1 1 0
|Al]=10 1 2[=(1-1-140-0-0+1-1-2)—(1-1-04+1:0-24+0-1-1)=3
1 0 1
r 12
1 0 1 1 1 2 1 1 2 3 3 3
At=<1 1 0): Adj(At)=(—2 1 2) ;A‘1=§'<—2 1 z): = ;2
0 2 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 1
3 3 3
a 1 0
36. é¢Para qué valores de a la matriz (0 1 1) tiene inversa? Halla la inversa para a=2
1 a 0
a 1 0
[Al=10 1 1|=(@-1-0+0:a-0+1-1-1)—(0-1-14+1-a-a+0-1-0)=1-ad?
1 a O

1—-a’=0>a’=1>a=1ya=-1,

Inversa para a=2

Existe la matriz inversa cuandoa # 1 ya # —1

2 1 0 2 1 0
(A)=<0 1 1) A_1=ﬁ-Adj(At) [Al=]0 1 1|=1-22=-3
1 2 0 1 2 0
2 o 1
2 0 1 -2 0 -1 -2 0 -1 3 3
(At)=<1 1 2>;Adj(At)=<1 0 —2); A—1=_i3-<1 0 —2) = _i3 0 g
01 0 1 3 2 1 3 2 1 2
-3 -3
3 2 0
37. Dada la matriz M=(1 -1 3)
2 1 -2

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.
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“ Determinantes

3 2 0
Ml=f1 -1 3[=3-(-1)-(-2)+1-1-04+2-2-3)—(0-(-1)-24+3-1-34+(-2)-2-
2 1 =2

1)=18—-5=13 |[M| # 0, tieneinversa

1 4 =6
3 1 2 1 4 -6 (1 4 =6 {11 o 193\
t — . SOt — . -1 _ . 1= =2 =
Mi=(2 -1 1 ;AdiMD)=|-4 6 9| Mi=2--4 6 9 |=|l57 5 5
0 3 -2 -3 -1 5 -3 -1 5

13 13 13

b) Descompdn la matriz | M| en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica

Matriz simétrica: A = At Matriz antisimétrica: B = —B!
, M+Mt M-Mt
Férmulas: A= +2 B = 5

3 2 0 3 1 2 6 3 2
M+M={1 -1 3 |+|2 -1 1 ]|=|3 -2 4
2 1 -2 0 3 -2 2 4 -4

3

6 3 2 ( 3 5 1 \

‘13 -2 4 |=1]3 Matriz simétrica
(2 4 —4) 5 —1 2
1 2 =2

3 2 0 -3 -1 -2 0 1 -2
M-M‘=(1 -1 3 |+(-2 1 -1]=|-1 0 2
2 1 -2 0 -3 2 2 =2 0

[0 1 =2 -1
B = > -1 0 2 1 Matriz antisimétrica
2 -2 0

A=

N| =

\—/
Il

Nll o
=
O NR

1 -1 0

c) Descomp6n |[M| en suma de dos determinantes |P| y |Q|, tales que sus elementos sean todos no
nulos y que el valor de uno de ellos sea nulo.

3 2 0 2+1 3-1 -3+3
M| =1 -1 3([->[M=] 1 -1 3
2 1 =2 2 1 -2
2 3 -3 1 -1 3
M[=f1 -1 3|+|]1 -1 3|=@l+(-3)+18)—-(6+6—-6)+0=13-0=13
2 1 =2 2 1 =2

d) Compruebasi: |[M| = |P| + |Q| y |M| = |P| - |Q|

13=134+0-13 =13 - |[M| = |P| + |Q|
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“ Determinantes

13=13-0 - 13 # 0 - |[M]| # |P| - |0]

e) Resuelve la ecuacion: a 3x* — |M|x + 445, = 2

1 -1 2 _ 3 0_ . 2 _ L (— — . 2 _ _ —
|2 1|x 13x+4|1 3|_2,3x 13x+4-(=9)=2 ; 3x2—13x—38 =0

13+,/(-13)2-4-3-(-38) __ 13425 13+25 19 13-25
X = = X = = — X = =

23 6 6 3 7 6

-2

38.- a) éPara qué valores del parametro a no es invertible la matriz A?

b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantes de A- A yde At - A

4 1 7
A=(1 3 2
a —2 5

a) Matrizinversa: A~! =—.Adj(AY)

4]

|A] =60 —-2a—14—- (21la—16+5) =57 —19a
57-19a=0 ; —19a=-57 ; a=—r=3
a = 3 Para que A no sea invertible.

b)
4 1 7 4 1 7
A=<1 3 2) At=(1 3 —2)
a -2 5 7 2 5

Sia=3 Al =0 At =0 |A- A = |A]-|AY =0
Sia#3 |A| =57—-19a |AY| = |A] =57 — 19a

|A- At| = |A] - |At] = (57 — 19a)?

2 -1 m
1 0 -1
-2 1 1

a) éPara qué valores de m no tiene inversa la matriz C?
b) Calculalainversa de C param = 2.

39.- Sea C la matriz

a) ICl=-2+m—-(-2-1)=-2+m+3=m+1
m+1=0 ; m=-1

m = —1 Es el valor para el que C no tiene inversa.
2 -1 2
b) 1 0 -1 IC] =3
-2 1 1
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(k3

k| i

-1 2

o Sl
1 3 1
(Ade)t=(1 6 4)
1 0 1

40.- Dada la matriz:

donde x es un niumero real, halla:

Determinantes
_|1 —1| 1 0\
2 -5 |- e
_|_22 é| |2_2—11) 14 1
1 -1 1 0
1 3 1 % 1 %
C-1=§-<1 6 4)= z 23
1 0 1 1 1
: 03
1 0 -1
A=<O X 3)
4 1 —x

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa

b) Lainversa de A para x=2

c) Con x=5, el valor de b € R para que la matriz b-A tenga determinante 1.

a) |A| = —x% + 4x — 3 - x?

—4x+3=0

x=3 ,x=1

Los valores de x tienen que ser distintos de 1y 3, para que A posea inversa.

1 0 -1
b) x=2 A=({0 2 3 Al =1
4 1 -2
|2 3| _|0 3| |0 2
1o _—21 14 —_12 41 10 -7 12 -8
aga=| -0 Sl [y Sl -l 4l PO
|0 —1| _|1 —1| |1 O|
2 3 0 3 0 2
-7 -1 2 ) -7 -1 2 -7 -1 2
[Adj (D]t = (12 —6 3) ATl = 1 (12 -6 3) = (12 -6 3)
-8 -1 2 -8 -1 2 -8 -1 2
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
¢ b-A=b[0 5 3 - |b-A|l = b-(O 5 3) =b3-10 5 3
4 1 -5 4 1 -5 4 1 -5
|A| = -25—-(-20+3)=-8
3.(—8)=1 - p3=2L . p=>L_2L
B-(-8)=1; b ==, b= |==—
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Determinantes

41. Dadas las matrices A, By C € M 3,3, plantea la resolucidn de las siguientes ecuaciones utilizando la
matriz inversa:

a) X*"A=B —>X-A-A'=B-A'—>X=B-4"1

b)B-X—2B=3X - B-X—-3X=2B — (B—-3[)-X=2B —
(B—3D"'(B-3I)-X=(B—3)"1-2B; X=(B-3)"1-2B
JAX-C=2B'"+A— A1 A-X-C-C'=A12B' +4)-CY; X=A'(Q2B'+A4)-C!

42. Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si A es una de
esas matrices, calcula su cuadrado.

A= (g 2) La férmula para calcular la matriz inversa es: A™1 = m (adj(A))*

- Calculamos el valor del determinante A.

|O )| = (@) = (0-0) = ab— |A| = ab

- Hallamos el adjunto del determinante con la formula: 4;; = (— 1) a;;
columnas

a1 = (—1)2(b) =b

ij, siendo “i” las filas y “j” las

. b 0 . t b 0
wam COO=0 = aw =) o = o) = |} ]
a1 = (=1)*0) =0
Az = (-D*@) =a

1
- 0
11 (b O a
Porlo que A = b (0 a) o 1
b
1 1
- 0 = O
_(a O -1 _ a — a-1 a 0 a
A_(O b) A= 0 1) A=4 (0 b) o 1
b b
a=- — a?=1,a=1-1
=% — b2=1b=1-1

Por lo tanto, existen cuatro matrices diagonales que coinciden con su inversa:

1o ) 200 D) 2 D) e D)

eas D6 D6 -6 Y-

43. a) Halla, si existe, la matriz inversa de M.
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“ Determinantes
0o 2 1
b) Calcula la matriz X que cumple X - M + M = 2M? M=(1 1 1)
-1 -2 -2
a)
M| =[(0- 1(-2))+ A2 - D+ (D-2-1)]-[(1 - 1-D)+ A(=2)-0) + ((=2)-2 - 1)]
=—4—(—5)=>|M|=1
M= IMI (ad](M))
Hallamos el adjunto de la matriz:
an= (D2 (y J)=1-(-8=—4 ap= 0? (L L)=-1-(-D=
az= D1 D)=1c0=-1 an=0* (5 1)=-1-(3=
an= D0 1)=1-wm=1 an=(D%-(0 %)=-1-@=-2
an=CD*(7 )=1-m=1 an= (D0 1)=-1--D=
az; = (-1)°- ((1) i)—l (=2)=-2
—4 1 -1 . (4 3 1
Adj(M)=<3 1 —2) — (Adj(M)) =<1 1 1)
1 1 =2 -1 -2 =2
1 /-4 3 1 -4 3 1
M‘1=I-<1 1 1>—>M‘1=<1 1 1)
-1 -2 =2 -1 -2 =2
b) X-M+M=2M? X-M=2M?-M X=02M?*-M) Mt X=2M?-M"1-
M-M1
0 2 1 10 0 0 4 2 1 0 0
X=2M—-1—2 (1 1 1)—(0 1 0>=(2 2 2)—(0 1 o>=>x
-1 -2 =2 0 0 1 —2 -4 -4 0 0 1
-1 4 2
=<2 1 2)
-2 -4 -5
44. Dadas las matrices:
1 1 a
1 0 1 0 =2
A= C=(2 a 1 D=
9 o i) %D
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“ Determinantes

a) éQué valores de a hacen singular la matriz?
b) ¢Qué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacion A - B - C = D tenga sentido?

c) Calcula B para el valor a = 1?

a)

[Cl=(0+4a+2)— (2a’?+0+2)
4a+2-2a2-2=0
4a—2a2=0—>a(4—2a)=0—>{2zg

b) A‘B-C=D

(2-2)-(*?7)-(3-3)=(2-3)
Para poder multiplicar la matriz B por la matriz A y por la matriz C, sus dimensiones tendran que ser 2x3
c)
A-B-C=D
AAB-C-C'=A"D-C'=B=4"1-D-c?

-1 _ i . . t _ 1 0 _
AT = (Ad) () al=]-, =1

a; = (D* (D=1 a; = (1% (-2) =2

a; = (-1)3%: 0 =0 a;, = (=1*- =1

Adj (A) = (3 i) > (Adj(a)" = (% 2) S AT =1 (; 2) S AT = (; (1))

1
C1 = — (Adj (O))¢
o (4 ©)
1 1 a
ICl=12 a 1|=(0+4a+2)—(2a?+0+2)> (4a+2)—(2a%+2)
2 2 0

->(“4-14+2)—-(2-12+2)->|C| =2

-2 2 2 L (2 2 0 (-2 2 0
Adj(C)=<2 -2 0)—» (Adj(C))=<2 —2 1>—>c-1=5<2 —2 1>—>c—1=

0 1 -1 2 0 -1 2 0 -1
-1 1 0
-1 1
-1
1 0 —
2
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-1 1 0
_a-1.p. -1 _(1 0y (1 0 -2 1 -1 1
B=A4"1-D-C —>B—(2 1) (2 . 1) X
1 0 >
-1 1 0
_(1 0 =2 1 -1 1 (311
B_(4 1 5) 1 :B—(z 3 =
1 0 Y
45. Resuelve las siguientes ecuaciones :
5 x -2
aJ[4 3 9(|=0
1 0 7
(5:3:D+(4-0:(-2)-(9-x-1))—2-3:1+(9:0-5)-(7-x-4)=0
105+9x+6—-28x=0 105+ 6 = 28x — 9x 111 = 19x x=%
x—1 2 2 x—1 2 2
b)| 2 x—1 2 |=0;F1+F2—>|x+3 x-3 0
1 1 x—2 1 1 x—2
x—1 0 2 x—1 0 2
(-(1)C3+C2>|x+3 x—-3 0 ; F24F3 >[x+3 x—3 0
1 3—x x—2 x+4 0 xX—2

x—1 0 2
x+3 x-—3 0
x+4 0 x—2

x-3)=0->x=3
(x2—-5x—6)=0 >x=-1;x=6

x—1 2

= (x—3)-|x_|_4 x_2|=(x—3)-(x2—5x—6)

1 X
2 2
4 x+3

111 «x
2 x 2 2 |
N3 5 x 3 |©
4 4 4 x+3
0 1 1 X
0 x 2 2
c3-(-D+c1- [0 T Y :
0 4 4 x+3
g )16 % ’2‘ 11 x 0
=@B—-x)|x 2 2 ; C2-(-1)+C1 - |x—-2
3—x 5 x 3 4 4 x+3 0
0 4 4 x+3
0 1 X 1 X
x=2 2 2 [=G@-x-((x-2)] |=G-2-((x-2)(-3x+3))
4 x+3
0 4 x+3

B—x)=0->x=3 x=-2)=0->x=2 (-3x+3)=0->x=1
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" Determinantes

46. Halla el rango de las siguientes matrices:

0 2 | _
a)(2 0)—>O+4, 4+0 rgla)=2

1 0 1 2 _
|:>)(2 ° 3 2)—>|1|_1 £0 5>rg () =1

|§ _01| =—1+ 0 rg(4) = 2; No puede tener rango mayor que 2 pues solo hay 2 filas.

2 1 1
c)(l 2 1>—>|2|=2 #0 -rglc) =1
1 1 2

i ;|=4—1=3¢0 - rg(c) =2

2 1 1

1 2 1|=(10-6)=4#0 - rg(c)=3
1 1 2

N

3 4 4 0
d)(l 3 —Z>—>|3|=3 #0 -orgd) =1

2 12 2

i ;‘|—>9—4 %0 rg(d) =2

3 4 4

1 3 2|>(18+4+16)—(24+6+8)=0

2 1 2

3 4 0

1 3 —2|>(18-16)—(-6+8)=0 rg(d) =2
2 1 2

47. Halla el rango de las siguientes matrices :

312 01
= >
a)A(6 2 4 0 Z)—>|3|¢0 rg =1
31 _ 3 2 4o _ _
|6 2|—>6—6—0 . 4|—>12 12=0 Rg(A)=1
1 2 3 0

b) (2 -1 4 0>—> [1]#0 rg=>1
. 2 3 2 2 1
, _1|—>(—1)—(4)=—5¢0
1 2 3
2 -1 4]/->(-24+12+24)—-(-94+8+8)=27 #0 rg=3
3 2 2
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“ Determinantes

1 23 4 5
1 3 0 -2 4
>
93 6 9 12 15/ 1H#0 rgle)=1
0 53 2 9

Y -s+2=5 %0

1 2 3 1 2 3
-1 3 0[=0 -1 3 0[=0,
3 6 9 0 5 3

la fila 4 es igual a la suma de la 1 y la 2;la fila 3 es igual a la fila 1 multiplicada por 3.

Por tanto rg(C) = 2

48. Halla el rango de las matrices en funcion del parametro:
a 1 P

a)(1 1)—>(a-1)—(1-1)—0,a—1

1.Sia=1rg=1 2.Sia#1rg=2
a 0 4 a 0] _ Oy (2.0 —

b)(s 0 6)_’|3 0|‘(a 0)-B-0=0

a A _ N 4 (e —

: 6|_(a 6)—(4-3)=0;a=2

Sia=2rg=1; Sia+2 rg=2

13 0
c)<1 a —1>—>|‘11L 2|=(1-a)—(3'1)=0;a=3

0 2 a
H _01|=(1(_1))_(10)=0 Sia=3->rg=1
1 3 0
1 a -1|=(-a-a+0+0)-(0-2+30)
0 2 a

a*—3a+2=0a=2;a=1
Sia=20a=1-> rg= 2

Sia+1,a+#2,a+ 3 entoncesrg =3

1 a 1 1 a

d(1 1 a]-]; Y=0-D-Ca)=0a=1;51a=1rg=1

11
a 1 1

1 a 1

1 1 a

a 1 1

Sia=-2entoncesrg=2

= {1+1+a®>)-(a+a+a) 2+a®-3a=0 a=-2; a=1

Sia#-2o0a#1entoncesrg=3
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“ Determinantes

49.Determina el rango de las matrices siguientes en funcién del parametro correspondiente:

x 3 0 1 11 1 0 1 -1
A=<0 1 —x);B=<3 0 0 —1>;C=<3 Z)
1 1 1 1 x x 1 1 1 a

x 3 0

_ _n.13 0 X0 N X 32

a)A_<21 ]Q‘”M_O|1 J+1|1]J (=x) h 1~
=0+x+x-(x—3)=x+x%—3x = —2x + x?

—2x+x*=0->—-x-2-x)=0->x=0; 2—-x=0-> x=0; x=2

w

3 0

|1 1|¢0
1. Para x=0 o x=2 rg(A)=2
2. Para x#0 y x#2 rg(A)=3

1 1 1 1 11
b) B=(3 0 0 -1 —>| = _3%£0
3 0
1 x x 1
11 1 1 1 1 1 1 o4 (11 1 1
300 —-1]-CeC(-10 0 3]>_g p(0 1 1 4
1 x x 1 T753\0 x—-1 x—-1 0

1 x x 1
1 1 1 1
(—x+1)F2+F3<0 1 1 4 >—>—4x+4=0; x=1
0 0 0 —4x+4

1.Parax =1 rg(B) = 2
2. Para x #1rg(B)=3
0 1 -1
3 2 3 2 3 3
0) c=<3 3 2>—>|CI=O-|1 a|—1-|1 a|+(—1)-|1 e

1 1 a
=0-Ba-2)+(-1)-0=-3a+2+(-1)-0=-3a+24+0=-3a+2

2
—3a+2=0—>—3a=—2—>a=§

1. Paraa = g, rg(C) =2
2. Para a # g rg(C) =3

—-x 1 1
50. Dada la matriz4 = ( 1 —x 1 )

1 1 —x
a) Resuelve la ecuacion det (A)=0
—x 1 1]—x 1
Al=]11 —-—x 1|1 —x -
1 1 —xl1 1
Al = —x3+14+1—-(—x—-x—x)=—x3+2—-(-3x) > A=—-x>+2+3x
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Determinantes

Al =—x3+2+3x=0; x

=2 ; x = —1 doble

b) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de x

1 1 1 1 1 1
1. A=[1 1 1[=]0 0 0|—-Parax=-1, rg(A) =2
1 1 1 0 0 O
-2 1 1 0 0 1
2. A=|1 -2 1|=|3 -3 1|-Parax=2, rg(A)=2
1 1 =2 -3 3 =2

3. Parax #-1 vy

m
2

51. Dada las matrices A = (
2

x #2 rg(A) =3

2
1

2 6 2
m 4)|;B= 0
m 6 -1 2

a) Discute el rango de A segun los valores de m

=6m? + 16 — 4m? — 24 = 2m? — 8 =2(m-2) (m+2) ;

m 2 6lm 2
A=12 m 4|2 m=6m?
2 m 612 m

2 4
|2 6|_4¢0
2 2 6
1. Param=2(2 2 4|=
2 2 6
-2 2
2. Param=-2 |2 =2
2 =2

3. Param#2ym=# —2

+16 + 12m — (12m + 4m? + 24) =

2(m-2) (m+2)=0; m= 2; m= -2

rg(A) =2
6
4[=0 rg(A) =2
6
rg(A) =3

b) ¢Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuaciéon A-X = B?

Las dimensién que debe tener es de 3x2

c) Calcula X para m=0

52. Resuelve las ecuaciones:

a)A-X:BsiendoA:(; é)y3=(4

A1 A
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X=A41B
o 2 -1 o 2 - s
T TN I U TS B A T (- B
2 2 P 2 2 2 -\ 4 -2
0o 1 1 0o 1 1 -1.27 \1 1

2 2 2
-6
21)

X=A1B-oX-1=A1B->X=A4"1-B
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“ Determinantes

Al=1-5-(2-2)=1

agw=(>, ) ag@i= (>, ) A-lz%(fz RE
L IR TS -
10 0 2 0 1
b)B-X=CsiendoB=(2 1 O)yC=<1 3 0)
10 3 00 1

B''B-X=B!'(C->I1-X=B1!'C->X=B1-C

1 0 01 0 O 10 0f1 0 O 1 0 0f]1 0 0
(2 1 0|0 1 0>—>F2—2~F1=<0 1 0[-2 1 0>—>F3—F1=<0 1 0[-2 1 0)
1 0 1lo o 1 0 0 110 0 1 0 0 1l-1 0 1
1 0 0
B‘1=<—210>
-1 0 1
1 0 0\ /2 0 1 2 0 1 2 0 1
X=B‘1-C—><—2 1 0)-(1 3 0>=<—3 3 —2); x=<—3 3 —2)
-1 0 1/ \0o 0 1 -2 0 0 -2 0 0
1.0 0 1 0 -1 1 1 1
c)A-X=B+ZCsiend0A:(O 2 0>;B=<0 0 0);c=<2 3 0)
1 0 3 9 3 -3 3 4 5
AT A-X=A1B+2-C)»X=A4"1-(B+2-0)
1.0 01 0 0y | 1001(1)0 1001(1)0
(020010>—>5-F2=O10050—>F3—F1=010050—>
1 0 310 0 1 1 0 3lp 0 1 0 0 31=1 o0 1
1001(1)0 1(1)0
hlo 1 00 7 O)ogar=(0 70
0 0 1]-1 ¢ 1 _1 o 1
3 3 3 3
2 2 2 1 0 -1 2 2 2 3 2 1
26=(4 6 0); B+2-C—>(0 0 0>+(4 6 0>—><4 6 0)
6 8 10 9 3 -3 6 8 10 15 11 7
1 0 0
{010\(,21) (321) (321)
2 4 6 0]=(2 3 0o]; X=(2 3 o0
0

d)A-X+B=ZCsiendoA=(i _01);B=(_31 ; (1));C=(3' —01 i)
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Determinantes

A1 A-X=A1-Q2C-B) ; X=A"1-(2C-B)
1
(2 01 0 _ 01 0 1 (1 0o o
at=(1 lp P)-F (1 J0-4)*ﬂz_ -1 1|3 _1_”5+&
1
0|2
11 _
2
2 4 2 4 (3 1 0y_(5 -3 4
26-B-2-C= 0 0 2)" 0 0 2) (1 2 1)"(1 —2 1)
1 5 3 5 3
L 5.3 > .3 2
oy |1 02 5 -3 4 2 2 _|2 2
@-C=B)y={y 4|t 1 (1 —2 1) 301 47 =13 1 1
2 2 2 2 2
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“ Determinantes

2 11 0 2 o

Dadaslas matricesA=(1 2 1 B =
11 2 0 O 2 3
0 O 0 -2

1. Elvalor del determinante de la matrizAes:a)4 b)0 c)—4 d)8
Al =(23+13+13)-(1%:242-12+2-1>)=8+1+1)-2+2+2)=10—-6=
4; a4

2. El adjunto B,; del determinante de la matriz B es
0 2 4 0 2 4
a)0 b) (0 0 —3) ) —4 d) - (O 0 —3)
0 0 -2 0 0 -2
B, = |=0 a0

3. Elvalor del determinante de la matriz B es:
a)4 b)0 )8 d)-8
Como tiene una columna de ceros el determinante vale 0. b)0

4. ElrangodeBes:a)1 b)2 ¢)3 d)4

(Buscamos el determinante no nulo de mayor dimensién dentro del determinante)

|_22 _72| =[2-(-2]-[(-2)-7]=-4+14=10

2 7 4
—2 -2 -3|=[2-(-2)-3+(-2)-2-447-(=3)-0]—[4-(=2)-0+2-(-3)-2+
0 2 3

(=2)-7-3]=(-12-16)—12—-42 = -28+ 12+ 42 =—-28+54 =26
Como el determinante tiene una columna de ceros no hay mas determinantes distintos de cero
rg(B) = 3; 3

5. La matriz inversa de A es:

3 1 _1 s 1 _1
3 -1 -1 4 4 4 3 1 -1 4+ 4 4
1 3 1 1 3 1
a) (—1 3 —1) b) Z Z Z C) ( 1 3 1 ) d) _Z Z _Z
-1 -1 3 11 3 -11 3 1 _t 3
4 4 4 4 4 4
1 2 11
A_1=m-[Adj(At)]; [Al=4; A'=[|1 2 1
1 1 2
2 1| _|1 1| |1 2
( 1 2 1 2 1 1
N I TRV TR VA T
[Adj(4%)] |1 2| |1 2 |1 1|
1 1| _|2 1 |2 1/
2 1 1 1 1 2
22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 2 : Determinantes. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Determinantes

(22-12) —(2-1-1%) (12-1-2)
—-(1-2-1%) (22-1») —-(2-1-1%)]=
(12-1-2) —(2-1-12) (22-1?)
4-1) -2-1) 1-2) 3 -1 -1
-2-1) @(4-1) -2-1 =<—1 3 —1):
1-2) -2-1) “-1 -1 -1 3
3 -1 -1 3/4 —1/4 -1/4
A=< (—1 3 —1) = (—1/4 3/4 —1/4) ;
-1 -1 3 -1/4 -1/4 3/4
6. La matrizinversa de A es:
2 1 1
A=<1 2 1); A‘1=ﬁAdi;(At)
1 1 2

2 1 1 31 -1
At=<1 2 1>—>Adj(At)=<1 3 1),
1 1 2 -1 1 3

3 1 1
{z K ‘z\‘
a0 \_ s 1

U NN Y
S
Y
S| w
NN
\_

|A| = 4,en el ejercicio 1.

3 11
3 1 -1 4 4 4
-1 1 aqi04t) - -1_1, |1 3 1
A =T Adj(AY); A —4<1 3 1)— 1 2
-11 3 113
4 4 4
3.3 3 ol | I 23
Dadas las matrices: C=|3 3 3|:D=|0 1 0|:E=|4 0 1|:F=]|0 0 1
3. 3 3 0 01 2 3 4 01 4
7. La matriz inversa de la matriz F es:
1 3 1 .
F={(0 0 1]; F‘lzm-Adj(Ft) |F| = -1
0 1 4

100 1 -11 3
Ff=<3 0 1>—>Adj;(Ft)=<0 4 —1)
11 4 0 -1 0
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" Sistemas de ecuaciones

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Analiza y resuelve, cuando sea posible, los sistemas siguientes.

a) {—;(X+_2§7y==—33 ; —% i_% Por lo que es un S. C.D.y tiene una Unica solucién
2F1 + F2 {‘X+2y=‘3
y=-3
-x+2(-3)=-3; -x—6=-3; -x=4+6—-3; -x=3; x=-3; y=-3
X—2y=—14 1
b) { = * 3 Porlo que es un s. c.d.y tiene una tnica solucion ;
x+3y=10"
F1+ F2: {X_Z;’:__“
x—2(—4)=-14; x+8=—-14;x=-14—-8; x=-22; y=-4
—3x+y=6 31 6 _ _ . 3
c) {3x _y=-_77373 * = Por lo que es un s.incompatible y no tiene solucion.
d) {9y+6x=33_g_i_ﬁ
3y+2x=11"3 -1 11

e . hacemos y = A y = 24
Por lo que es un s. c.i.y tiene infinitas soluciones ; ;

; 3 11
2x+32 = 11 x=—57\+7
2. Escribe en forma matricial y encuentra la matriz ampliada de los sistemas siguientes.

(A: matriz / A*: matriz ampliada)

o {naos A=) =G AR

X—2y=— — 21—
{ y= _ (1 2) B* = (1 2 14)
X+3y—10 2 -3 2 =3110
3x+y=6 (-3 1 « _ (—3
o {3){— =11 C_(3 —1) c _(3 —1|11)
9y + 6x = 33 _ (9 6 «_ (9 6|33
{3y+2x—11’ D=(5 ,) D'=(5 5[
3. Para los sistemas anteriores, calcula el determinante de la matriz A que has obtenido y utiliza
cl b1 al c1
la expresion: x = |fj P2 e y =2 <£Z paraintentarresolverlos.
a2 b2 a2 b2

{—x+2y=—3
) 2x—3y=3

=50 Al=@-w=-
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Sistemas de ecuaciones

cl b1 -3 2

X = |cz b2l .13 —3| _ G9-6) _ 3
al b1’ |-1 2 | (+3)-(4) -1
az b2l 12 -3
al c1 |—1 —3|

y=192 2 12 3l_ (=3)-(=6) _ 3
al b1l |—1 2 | (+3)_(4_) -1
a2 b2 2 -3

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

x—2y=-14
b) {—x+3y=10

11 =2] _ _ _
=12, Fl=@-@=1
|c1 b1 -14 -2
x=@ izl sl co-cm
a - p—
a2z b2 |—1 3| 3)-)
al c1 1 -14
y = a2 c2l _ |-1 10l _ (10)-(14) _ -4
~lal b1 (1 -2] — =
a2 b2 |—1 3| (3)-@)

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO

-3x+y=6
c) {3x—y=—7

=7 L=@-®=0 |

SISTEMA INCOMPATIBLE

d {6x+9y=33
) 2x+3y =11

A = |§ z — (18) — (18) = 0

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO.

1

= —3,x=-3

:—3;y=—3

2= _22;x=-22

1
= 4y =—4
3 6| _ 0y o

> O|=21-18=3%20
6 33| _ .. . _

|2 T|=66-66=0

4. Para los sistemas anteriores, analiza qué relacion existe entre el valor del determinante

de la matriz a y la clasificacién

como sistema compatible o sistema incompatible que

hiciste en la primera actividad propuesta.

Cuando los sistemas son compatibles el determinante de la matriz a es distinto de 0, mientras

que cuando son incompatibles es 0.

5. Para los sistemas anteriores, determina el rango de la matriz ampliada que has obtenido y
analiza qué relaciéon existe entre dicho rango, el de la matriz A y la clasificacion como Sistema
Compatible Determinado, Sistema Compatible Indeterminado o Sistema Incompatible.

Sistemas anteriores:

- 2y = =3
a){x+y

{x—2y=—14
2x—3y =3 )

—-x+3y =10
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Sistemas de ecuaciones

—3x+y=6 9y + 6x = 33
) {3x—y=—7 9) {3y+2x=11

Hay que convertir en cero los elementos que estén debajo de la diagonal principal

o) {—x+2y:_3. —1 2 -3y 2FitF (TH2|23) =2 A =2
2x—3y=3"’%2 =313 0 113

r(A) =2 =r(A*) = n2 incégnitas 2 S. C. D.

—2y=—14 .4 5 - o
b {7, Vim0 LTI R QT e =

r(A) =2 =r(A*) = n2 incégnitas 2 S. C. D.

) {3x—y:—7’ 3 -1 —7) F1+F2 (0 0|_1) r(A)=1 r(A¥) =2

r(A) # r(A*) 2>S. 1.

9y + 6x = 33 9 6133 F1-3F> 9 6133 r(A)=1 r(A*) =1
d) {3y+2x=11’(32|11 (ol%)

r(A) = r(A*) < n2 incégnitas 2 S. C. I.

6. Decide cuales de los siguientes sistemas de ecuaciones pueden resolverse con esta
metodologia matricial:

){x2+2xy=3x
2x+y=3-y

Esta no se puede resolver porque es un sistema con ecuaciones de 22 grado.

x+y=-4 ,
b) {x +3y = 1} Esta si se puede resolver

x-y=—4
) { x+y=1
Esta no se puede resolver porque es un sistema con una ecuacion no lineal.
2 _ 2 —
d) {x y 12
x+y=3

Esta no se puede resolver porque es un sistema con ecuaciones de 22 grado.
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“ Sistemas de ecuaciones

7. Dada las siguientes matrices A, B y A*, determina los siguientes sistemas lineales asociados.

s )on-()
(@ 5) 0=~ G 3C)
b)d = ((2) _32) yB= (132)

(Zl Z;) ' GC') N (2) - ((2) —32) ' (;) - (132) ” (z(ox)x)f(_(i );)) - 312} 2x iyzji 12

(O)_}(l-x)+(—1-y)=0} x—y=0
1 1-x)+@By)=1)x+3y=1

-2 4 3)
o= %)

(3)_)(—1'95)‘*‘(1‘}’):3} -x+y=3
4 2-x)+(1-y)=4) 2x—y=4

(@ 2) (=@ G D06
d)A*=(—31 —21| _01 )
e 3e)

a, b,
1 bl —_ (3 . ) (2 . ) == _1 3 2 = _1
(Zz bz) ' (;) - (2) (—31 —21) ' (;) - ( 01) 7 (-1 -xx)++ (—i]-y) = 0} f:—}; =0

8. Escribe en forma matricial y encuentra la matriz ampliada de los sistemas siguientes:

) { —X+ 2y = -3x+y+5
9 12x-3y+15 = 3x+2y

12- En el sistema de ecuaciones se tiene que pasar las incognitas a un miembro y los nimeros al

otro.
{2x+y = 5
x+5y = 15
22- Ahora ya podemos escribir la matriz ampliada y la expresiéon matricial.
« 2 115 _ (2 1y, _ (XY, _ (5
A—>(1 515) AX—B—>A—(1 5), x_(y), B—(ls)
2 1 XN _ (5
Sol.— (1 5) ' (y) - (15)
X—2y=4+x+y -3y=4
b) {3—x+2y=y—x _){—y=3
. 0 -—-3|4 _ _ (0 =3\, (X, (4
A —>(0 - 3) A-X=B —>A—(0 _1), x_(y), B—(g)
0 -3 X\ _ (4
Sol.— (0 —1) ' (y) - (3)
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“ Sistemas de ecuaciones

{12+x—4y=3—2x+4y . { 3x=9
) T—y+dx=T+y—x Sx—2y =0

w3 Blg)-ansnoas( ) x=() 2=()
sol= (5 %) ()= (o)

{5:3x+3y . {3x+3y=5

3=x-y Xx—y=3

A*—>(:; _31|§) A-X=B —>A=(i _31)x=(;)13=(§)

3 3 X\ _ (5
SOL_+(1 _1)'(y)'"(3)
9. Razona que valores debe tener el pardmetro m para que el sistema sea compatible determinado,
compatible indeterminado o incompatible:

—x+2y=-3
a) {mx—3y=3

d)

(:nl —23|_33)_’(m'F1)+F2"(_01 2m2—3|—37r?:+3)

2m—-3=0 ==
m om=g

3
19— m # K r(A) = r(A*) = n?incognitas - S.C.D

3

3 [_

22 m==: ("1 2| 3} ) =r@)-s.I.
2 0 O_E

b) {x—2y=—3

(4 Fh-rmer-(p 22 7))

r(A) = (A*) - S.C.D. para cualquier valor de m

mx+y==6

) {Bx —-y=-7
1
-1
1°m=# -3-> r(A) =(A*) »S.C.D.
1 m| 6
0 0l-1

1

(r?r’l _11|_67)—>F1<—>F2—>( 0

T rera(h T 8) mes=0me-s

29m=—3—>( ) r(A) # (A") - S.1.

{9y+6x=33
3y+mx =11

(9 6|33

; m11)->F1—3F2—>(9 6 |303

0 —3m+6
1°m#2->r(4)=(A")->S.C.D

)—> —3m+6=0 m=2
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“ Sistemas de ecuaciones

9 6|33

29m=2—>(0 ol o

) r(A) = r(A*) < n?incégnitas — S.C.Indeterminado

10. Determina si los sistemas siguientes son equivalentes o no:

x+ 2y =-3 X+y=-—2
{2x—3y=1 x+3y=-4
2x —y=-1

x+y=-2 xX+y=-2 (x+y=-2 _

— x=-1
{x+3y=—4—>{_21211-|:|_i,23—>{2y=—2 —>{2y=—2 - 1
2x—y=-1 -3y =3 0=0 y=-

x+2y=-3 x+2y=-3 x=-1
{2x—3y=1_)2E1+E2_){ Ty =7 _)y=—1
Son equivalentes ya que tienen las mismas soluciones, es decir, toda solucién del primero es soluciéon
del segundo.
—x+3y—z=1 x—9y+5z=-3
{3x—y+4z=6 y {x+3y—z=3
2x+2y+3z=7 x—y+z=2
—-x+3y—z=1 —-x—3y—z=1
13x—y+4z=6 a;?iig—){ 8y+z=9 - sistema compatible indeterminado
2x+2y+3z=7 8y+z=9
x—9y+5z=-3 x—9y+5z=-3 x—9+5z=-3
x+3y—z=3 —>:§;1§§—>{0+12y—6z=6—>—2F2+3F3—> 12y —6z=06
xX—y+z=2 0+8y—4z=5 0=3

Sistema incompatible. Por tanto, no son equivalentes.

11. Determina el valor de m para que los sistemas siguientes sean equivalentes:

A) {2x—y=3 {x+y=0

—x+my=1 x—2y=3
0 1| s |1 0| s
13 -2l _ 3 _ =N 3 _ > _ _
o4 -3 y= la -3 1
—v = 1 —(=1) = 2+1=3
{ny 3_){21(1) 3 =1
—x+my=1 (-14+m-(-1)=1 —1-1=m
m=-2
x+2y—-z=3 x—y+z=1
B) x—y+z=1 y {x—y—z=m
2x+2y—3z=1 —x+y+2z=2
1 2 -1
1 -1 1(=G6B+4-2)-(2-6+2)=7
2 2 =3
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" Sistemas de ecuaciones

1 3 -1 1 2 3
32 1 11 1 1 -1 1
5l 8 _l2 1 -3 _ 12 _l2 1 -3l _ 11
x=ET s YT TS 7
8—-12+11=1
15
8—12—11=m—>m=—7

26
—8+12+2-11=7¢2

No existe un valor de m tal que estos sistemas sean equivalentes.

12. Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los siguientes sistemas:

-x+2y—5x=-3 —x+2y—5z=-3
al 2x—-3y+z=3 E2=2E1 +E2 { y—9z=-3 E3=-5(E1)+E3
—5x+2y—5z=—4 —5x+2y—5z=—-4

—x + 2y —5z = -3 —x+2y—5z=-3
{ y—9z=-3 E3=8-E2+E3 { y—9z=-3 Es un S.C.D.
-8y +20z=11 —52z =-13
1 1 3 -3 1 1
Z_Z ,y—9'z——3 ; y——z, —X+Z°T—52——3, X—Z

x—2y+3z=-14 x—2y+3z=-14
b) { -x+3y—z=10 E2=E1+E2 { y+2z=-4 E3=-2-E1+E3
2x —y+6z=-22 2x —y+6z=-22

x—2y+3z=-14 x—2y+3z=-14
{ y+2z=—-4 E3=E2-(-3)+E3 { y+2z=-4 Es un S.C.D.
3y =6 —6z =18
z=-3 ; y+2(-3)=—-4 ; y=2 ; x—=2-2)+3-(-3)=-14 ; x=-1
—-x+3y—z=-6 —x+3y—z=-6
c){ 3x—y+4z=7 E2=3E1+E2 { 8y+z=-11 E3=E1-2+E3
2x+2y+3z=-9 2x+2y+3z=-9
—x+3y—z=-6 —x+3y—z=-6
{ 8y+z=-11 -E2+E3=E3 8y +z=-11
8y +z=-25 0=-25

Se trata de un S.l. por lo que no tiene solucién.

x—9y+5z =33 x—9y+5z=33
d){ xX+3y—z=-9  E2=F1+E2 E3=-E1+E3 { 12y — 6z = —42

x—y+z=5 8y —4z =-28
x—9y+5z=233
E3=-2E2+3E3 12y — 6z = —42 Es un S.C.I.
0=0
x—9y =33-5t _ —4246t 7
Hacemos 2=t { 12y=—42+6t Y- 1z ~ z73t
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Sistemas de ecuaciones

7,1 129 1
X—9(—E+Et)—33—5t, x_T_Et' z=t
2x—y+z=3 2 —1 113
—Xx+3y+3z=2 -1 3 312 1 _
e) X—3y+4z=5 1 -3 als F2+(E)-F1—F2
—2x—3y—-3z—-5 -2 -3 -=3|-5
2 -1 1]3 2 -1 143
o 5 7|7 o > |2
2 2|z |33 -F1=F3 2022 | Fa+F1=rF4
1 -3 4|5 z 1 - |3
-2 -3 -31-5 —2 -3 -3l-5
2 -1 1,3 .
/ 11 7\ 2 -1 13
o > I|Z o 5 7|7 6
2. 212 | F3+F2=F3 2 2|2 | FA+(2)-F2=F4
0 —> ~|3 0 0 7|7 >
0 -4 -21-2 0 —4 —21-2
2 -1 1,3
s 215 2 -1 143
0o o 7|7 | F4G) F3=F4 0 (2) ;;
0o o =22 0
=l 0 0 O
2x—y+z=3
s .7 _7 1 Sy47.1=7" v=0: 24 — — 3. 4=
Ey+;z:; esunS.C.D. z=1; 2y+2 1 > y=0; 2x—-04+1=3; x=1
7z =17
x+y+3z=3 1 1 313
x+3y+2z=0 1 3 210 _
f) 2x+3y+z=-1 5 3 1121 F2-F1=F2
x—3y—-3z=5 1 -3 -=-3|-5
1 1 313 1 1 313
0 2 -—-1|-3 _ 0 2 -—-1|-3 _
5 3 1121 F3-2-F1=F3 0 1 —sg|l—7 FA-F1=F4
1 -3 -=3|-5 1 -3 -=3|-5
1 1 313 1 1 313
0 2 -—1/-3 1, o 0 2 -1]-3 _
0 1 —sg|l—7 F3—(5)-F2— F3 0 0 —79 —711 F4+2F2=F4
0 —4 -—6l2 0 —4 —6l2
11 33 /1 1 3 33\
0 2 -1|-3 16 0 2 -1 __11
0 0 2| |FACF3=F+ |, o 2|5
2|2 2 |
0 0 -8l—-4 0 0 O 5
Nos encontramos con un S.l. por lo que no tiene soluciones.
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“ Sistemas de ecuaciones

x+y+3z=3 _ x+y=3-3t _
){x—y+z=1 esunS.C.l. z=t {x—yzl—t E2=E1-E2
x+y=3-3t _ _ _ _
{ 2y =22t y=1-t x+1-t=3-3t x=2-2t z=1
x+y+3z=3 _ x+y+3z=3
h){2x+2y+6z=1 -2E1+E2—E2{ S esunsi.
(w—x+y+z=5 o
'){W+x—y—z=3 esunS.Cl. y=a ; z=t
w—x+a+t=5 w—x=5—-a—t 1 w—x+a+t=5
{W+x—a—t=3 {W+x=3+a+t Fa=El-E2 {—2x=2—2a—2t

x=a+t-—1 w=4

13. Resuelve el sistema anterior y comprueba que el aspirante deberd contestar 50 preguntas
correctamente, 30 erroneamente y dejar 10 preguntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.

X = preguntas contestadas correctamente x+y+z=90
y = preguntas contestadas erroneamente { 6x — 2,5y — 1,5z = 210 E3=-E1+E3
z = preguntas NO contestadas x—2y+z=0
x+y+z=90 —-8,5y — 7,5z = =330
6x — 2,5y — 1,5z =210 E1=E1(-6)+E2 {6x—2,5y—1,5z =210
-3y =-90 -3y =-90

y =30 -85-30-75z=-330 ; z=10 6x—-25-30—-15-10=210 ;x =50

22 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 3: Sistemas de ecuaciones. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Sistemas de ecuaciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.- Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacion o de Gauss:

—x+2y—-5z=-3 —x+2y—-5z=-3
ey orT 2E1 + E2 A
a) 2x—3y+z=3 _5E1 4 E3 y—9z=-3 -
—5x+2y—-5z=-4 -8y +20z=11
—x+2y—5z=-3 s 1
(8E2+E3)—>{ y—9z=-3 ; Z:5—2:Z
—52z=-13
1 9 3
y=9:(;)=-3 5 y=-3+;=-]
3 1 11 1
—x+2(=3)=5()=-3 5 —x-T=-3 5 x=]
1 __3 13_1
X=3 Y="% 25274
x—2y+3z=-14 x—2y+3z=-14
b) {—x+3y—z=10 e_géf_fé3—>{ y+2z=—4
2x —y+6z=-22 3y =6
3y=6 ; y=2=2 2+2z=—4 ; 22=—6 ; z=-7=-3
x—2-(2)+3-(-3)=-14 ; x= —-14+4+9 ; x=-1
x=-1 y=2 Zz=-3
—-Xx+3y—-z2=6 3E1 + E2 —Xx+3y—z=6 —x+3y—z=6
c) {3x—y+4z=7 _)ZEliEB_){ 8y+z=25 3E2+4+E3 - 8y+z=25
2x+6y—z=-9 12y —3z2=9 36y =84
84 7 ‘ (7)+ Cge . g_gs 56_19
Y=36" 3" 3) "7 POET 33
—x+32-Z=¢6 ; x=6-7+2 ; x=-2
3 3 3 3
— _16 -7 -1
X=-3 Y=3 Z=3
x—9y+5z=33 x—9y+5z=33
d) {x+3y—z=—9 _’:gigg_’{ 12y — 62 = —42 —
x—y+z=5 8y —4z=-28

x—9y+5z=33
8E2 — 12E3 12y — 6z = —42  Sistema Compatible Indeterminado
0=0
Simplificamos la segunda ecuacién e igualamoszat;, z=t.

{x—9y+5t=33

{x—9y=33—5t_
2y —t=-7

2y ==7+t '’
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“ Sistemas de ecuaciones

3—t. _—7+t.
2 0 YT T

Zz=t

2.-Dados los sistemas siguientes

a) Exprésalos en forma matricial y comprueba que son sistemas de Cramer
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa y aplicando la regla de Cramer.

—4x+ 3y =-5 (-4 3 .-5 _ —
){3x—4y=2 ’(3 —4'2) IA|=16-9=7=0
. (—4 =3 -4 =3
AdjA = (_3 _4) - traspuesta — (_3 _4)
4 =3 4 -3
1 4 -3 77 7 7 | (-5 _ (2
-1 _ . = =A41. . =
at=5-(5 ) -3 —4|7H=ATE 2l 3 (3)=1)
7 7 7 7
|—5 3| “ 4 5
Cramer: x="7"4=7=2 y=—372 =-=1
—2x—y=—4y ( 2x+3y=0 2 3.0 _
b) { 5+2y=3x ’{—3x+2y=—5 - (—3 2'—5) > lAl=13
. (2 3 2 3 -1 _ 1 (2 =3 _oa-1.
AdJA—(_3 2)—>traspuesta—>(_3 2)—> A = 3 (3 2)—> X=A B
15
_1 (2 =3\ (0\_ [ 13
X=3% (3 2) (—5)_ -10
13
|—05 §| 15 —23 —05| -10
Cramer: X==5"=3 y="="="=—
y+2z=-3 0 1 2]-3
c) 2x+y=3 —><2 1 0 3>—> |A]=12—-(2—-8) =18
x+3y—4z=3 1 3 —41 3

|1 0|_|2 0| |21
3 —4 1 —4 13\

-4 8 5 -4 10 -2
Adj A = —|1 2| > 2 1% Yi=(10 =2 1 )->@dayr-(s -2 a
I 13 2 4 =2 5 1 -2
|1 2 _|o 2 0 1 - - -
1 0 2 0 2 1
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" Sistemas de ecuaciones

|
N
o | U

o~
N
Il
|
|
® s
| =
N ©
o~
[\]
~_—
1l
|>—\\o|’L
' o|wo||
[ [
—

<l

8 18 9
-2 5 1
9 9 9\ -3 2
—4-1 |+ =t 2 —
X=A""B-> x = 5 5 % .(3)—(—1)
5 1 -1f\3 -1
18 18 9
-3 1 2 0 -3 2
3 1 0 2 3 0
Cramer: X= 3 3 —4| _ 12+18—(6—12) _ E =2 _l1 3 -—a] _ 12—(6+24) _ —_18 -1
: - 18 - 18 T 18 y= 18 - 18 T 18
0 1 -3
203 1843—(=3+6) 18
_l1 3 3| __ —18+3-(=3+6) _ —-18 _
Z= 18 - 18 T o118 1
3.- Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:
—2x+y=-3 } o I
){ 6x—3y =9 usamos el método de reduccion: 3F; = F,;
—6x+ 3y = -9 1 . —6x+ 3y = -9
6x—3y =9 sumamos las ecuac1ones{ 0=0
hacemosx=t ,y= _9;“ = -3+ +2t
—4x — 6y = —6 , - _ B!
b) {—ZX +3y=-3 usamos el método de reduccidn: —-2F, =F,
—4x — 6y = —6 —4x — 6y = —6 B L 6 3
{4x—6y=+6 { —12y =0 y=0 =6 x=4=3
3x— 2y = -2 I 3x—2y =-2
c){9x—6y=6 ;§1+§2:§2, { 0=12
6x + 4y = 3 —efi s =1 8y =7
No es posible resolver este sistema ya que es incompatible
4.- Resuelve los siguientes sistemas aplicando, si es posible la regla de Cramer:
—-x—2y+3z=6 -1 -2 316
a){3x—4y+2z=7 3 -4 217 |A] = 33
4x+y—-—z=-1 4 1 -1
6 -2 3 -1 6 3 -1 -2 6
7 -4 2 3.7 2 3 -4 7
X:—l 1 _12221' =14 1 -1l _12—22—2' Z=—4 1 1=E=E
33 33 3’ y 33 33 3’ 33 22 2
12 5
¥=3Y=7327;3
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“ Sistemas de ecuaciones

2x—-3y+z=-29 2 =3 11]-29
b){3x+y—52=21 (3 1 -5 21) |B| = —32
—-x+2y—4z =32 -1 2 —4132
-29 -3 1 2 -29 1 2 -3 -29
20 1 -5 3 21 -5 3 01 21
=132 2 —4=ﬁ=_2;y=—1 32 "4=_224=7;z=_1 2 321 _128_ _,
-32 -32 -32 -32 -32 -32
x==-2,y=7,z=—-4
x+y+z=1 1 1 111
C){2x+3y—4z=9 (2 3 —4 9) IC| = —12
x—y+z=-1 1 -1 11-1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 3 -4 2 9 -4 2 3 9
X=—_1 -1 1 =_—12=1, y=—1 -1 1 =_—12=1’ Z=—1 =1 -1 =1—2=—1
-12 -12 -12 -12 -12 -12
x=1,y=1 z=-1
3x+2y+z=1 3 2 111
d){5x+3y+4z=2 (5 3 4 2) ID| = -1
x+y—z=1 1 1 —-111
1 2 1 31 1 3 2 1
2 3 4 4 5 2 4 5 3 2 "
1 1 -1 1 1 -1 _ 1 1 1 _
X -1 —1 y -1 —1 z —1 —1
x=—4, y=6; z=
S. - Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible:
2x+3y-4z=1 S5x+4y+2z=0
a) {4x+6y—az = b) {2x+3y+z=
x+y+az=10 dx-y+m'z=m-1
2 3 —4
a) [4 6 —a|l=—-a+8 - —a+8=0, a=8
1 1 a

1. Paraa # 8esunSCD
|Ax| = —2a + 248  |4)| = 19a — 152 |4, =0 IA| = (=8 + a)

_ 248-a _ 19a-152
- 8-a '’ T 8-a

z=20

)

2. Paraa =8

2 3| _ o B
|1 |=2-3=-120, R() =2

IES ATENEA Ciudad Real
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“ Sistemas de ecuaciones

2 3 1
4 6 2|=0,R(A") =2; R(A) =R(A") < N°de incognitas es un SCI
1 1 10

Suprimimos la 22 ecuacidn que es doble de la primera y hacemos z =4

{2x+3y—4z=1 2x +3y =1+44 El— 2E2 2x +3y =1+44
x+y+82=10 x+y=10-841 y=-19+4 204

Sustituyendo en la primera ecuacién y despejando x obtenemos

x =29 —281, y=-19+204, z=141
5 4 2
b) 2 3 1|=m?-1-m?-1=0, m=+1
4 —1 m?

1. Param #1 y m # —1 R(A) = 3 yportantoesunS.C.D.

Ayl =—2(m-1) |A/=m-1) |A,l=7(m-1) JAl=m?-1=(m-1(m+1)

_ —2(m-1) _ -2 _ (m-1) 1 . _ 7m-1) 7
T (m-1)(m+1) m+1 ’ y= (m-1)(m+1) m+1 ’ T (m-1)(m+1) m+1

2. param=1

R(A) = 2;R(A*) = 2 > R(A) = R(A*) < N°de incognitas esun S.C. L

, 5x+4y+2z=0 _ 5x+ 4y = —-2A
Cogemos dos ecuaciones { 2x+3y+z=0 hacemosz = A { 2% + 3y = —A -2F1+45F2
5x + 4y = —2A 1 ) 2
{ Jy=-a 5 Y=z i x=-32
3. param= -1
— R(A) # R(A")esun S. 1.
6. — Dado el sistema
(@+2)x+(@a-1)y-z=3
ax-y+z=3
x+ay-z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvelo para el caso a = —1.
a+2 a-1 -1
a) Al =| a -1 1|=@@?+2a+1)—(—a’+a)=a(-a—-1)
1 a -1
a(ra—1)=0; a=0;, a=-1
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“ Sistemas de ecuaciones

1. Sia+# 0ya+# —1.El determinante sera # 0 - r(A) = 3 SCD

2. Sia=-1
1 -2 -1
-1 -1 1 —>|1 _2|=—3;R(A)=2
-1 -1
1 -1 -1
1 -2 3
-1 -1 3|=0;R(A") =2 ComoelR(A) =R(A)* < N2de incognitas es un SCI
1 -1 1
3 Sia=0
2 -1 -1
0 -1 1|- |(2) :1|=—2;R(A)=2
1 0 -1
2 —1 3
0 -1 3|=2; R(A")=3; ComoelR(A) # R(A)*esun SI
1 0 1
—y — =3
b) Nos quedamos con 2 ecuaciones { x y+Z_ hacemos z= A1
x—y+z=1
—x—y=3-21 {—x—y=3—/1_ _ _
{x—yzl—/l E1+ E2 2y=4-21" y=-2+4, x=-1

x=-1, y=-2+42 , z=141

6x—9y+2z=5

2x—-3y+z=4 se pide:

7. Dadas las ecuaciones {

a) Anade una ecuacion para que resulte un sistema incompatible.

6x—9y+2z=5 (6 -9 2

5
12x—3y+z=4 2 -3 14)
2x—3y+z=0 2 =3 110
6 -9 2 o 5 9 2 5
2 -3 1|=0 RgA)<3 |_3 1|=-3Rg(A)=2 —3 1 4|=12Rg(A*)=3
2 -3 1 -3 10

Rg (A)# Rg(A*) Sistema incompatible

b) Afiade una ecuacién para que resulte un sistema compatible determinado

6x—9y+2z=5 6 —9 2
{ 2x—3y+z=4 2 —3 1| =22+ 0 Sistema compatible determinado
y=1 0 1 0
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“ Sistemas de ecuaciones

2x+3y—z=-2

x+2y+2z=1 se pide

8. Dado el sistema de ecuaciones {

a) Discutelo y resuélvelo cuando sea posible

G35 2> 1 d=e-3=120

Rg (A) = Rg (A*) = 2 < n2 de incdgnitas - Sistema compatible indeterminado o= soluciones

721 {2x+3y—/1:—2_)2x+3y=—2+l
; x+2y+21=1 x+2y=1-22
—241 3
X=—1=24 2 2’1 Z=(—4+4+20)-3-61)=-7+81
2 -2+

y="—2E = (2-4) — (-2+ ) =4-52
b) Anade una ecuacion lineal para que el sistema resultante tenga:

i) una solucion

2x+3y—z=-2 2 3 -1
x+2y+2z=1 -2 2 2|=4-3=1
z=1 0 0 1

Rg (A) = Rg (A*)=S.C.D
ii) Muchas soluciones

(Afiadimos una ecuacion que sea la combinacién de las otras dos para no afiadir informacién)

2x+3y—z=-2
x+2y+2z=1
3x+5y+z=-1

iii) no tenga solucion

2x+3y—z=-2 (2 3 —1

—2
x+2y+2z=1 1 2 2 1)

x+2y+2z=0 1 2 210

2 3 -1 S 3 -1 -2

1 2 2|=0 RgA)<3 |2 2|=8Rg(A)= 2 2 1|=12RgA*) =3
1 2 2 2 2 0

Rg (A)# Rg(A*) Sistema incompatible
9. Discute y resuelve los siguientes sistemas homogéneos.
x+y+3z=0 1 1 3 1 1 3
a) —2x—3y+z=0—><—2 -3 1>—>2F1+F2—>(O -1 7>—>
3x+2y+4z=0 3 2 4 3 2 4
1 1 3 1 1 3
0 -1 -5 0O 0 -12
Como es homogénea y el rango de la matriz de coeficientes es 3; x=0, y=0 y z=0.
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“ Sistemas de ecuaciones

2x—y+3z=0 2 -1 3 2 -1 3

{2x+3y 4y =0 -2 3 -4 0o 2 -1
2 —1
2x —y = —
0 - S.C.1 hacemost—z{x y_ 3t
0 2y =t
y=§; 2x—y t=;-3t=-Six=-3 x=-T,y=;, 2=t

XxX=z—=2y+x »{x—x—-2y—2z2=0-3 -2y+z=0 -0 -2 1
zZ=x—2y—2z x—2y—2z—z=0 x—2y—2z=0 1 -2 -3

1 -2 310
F; > (0 -2 1 0)
0

0 0 -6
Como es homogénea y el rango de la matriz de coeficientes es 3; x=0, y=0 y z=0.

y=x+3z—-y x—y—y+3z=0 x—2y+3z=0 1 -2 3

10. Sean las matrices:

=G w)B(5) 06 a0

a) Calcula cada uno de los tres productos A-B,E-D,D - E;
x 1 1\ _(x—-Yy
4 B_)(x m)(—y)_(x—my)
_ 3x\ _ _
E-D=(1 4) (4x) = (3x + 16x) = (19%)

pe=()a 9=(5 16

b) Si C-2AB=-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en fun-
cion de m. ¢Para qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢Es siempre unica?

CoD=2G ) (5)=-GD- 50 -2G50) = -G
y—2—-2(x—y)=-3x y—2—-2x+2y+3y=0 x+3y=2
{m—Z(x—my)z— _){m—2x+2my+4x=0 _>{2x+2my=—m

(; an —ZTn)_) |A|—|2 23|_2m 6 —>si2m-— 6_0_>m_§=3

1 3|2 1 312 . .
1. Param =3 ( ) —2F, + F ( ) El sistema es Incompatible.
2 61-3 17% Lo ol-7 P
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“ Sistemas de ecuaciones

11. Sean las matrices

1 1 x 0 O 1 0
A=<0 0);3:(’6 0 Z);C:(O -y —z);D=(1>;E=<a)
y 0
1 1 0O 0 0 1 a

a) Sabiendo que (AB — C)D = 2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas (represen-
tadas por x, y, z) en funcion de a

)G aG 2 %)l-(i)z-(g)

(AB—-C)D =2E -

a

1 1
Xy z x 0 0 0 y z
AB - C; (0 0 0)—(0 —y —z>= (0 y z)
Xy z 0 0 0 X ¥y z
0 vy z 1 y+z
(AB—C)D,(O y z)-<1>=< y+z >
X y z 1 x+y+z

y+tz 0 y+z=0
( ytz >=<2a>—>{ y+z=2a
xX+y+tz 2a x+z+y=2a

b) ¢éPara algin valor de a el sistema tiene solucidn unica?

Azg 1 i—>0-|} 1|—0-|1 }|+1|i 1=o+0+|1 1|=o+0+0=0
11 1
01 0

e L e e R o e e AL

- —(-2a)=0 >2a=0-a=0
e Sia+0
rg(A) = 2,ya que es posible encontrar un menor complementario de orden 2 y distinto de cero
rg(A,) = 3, ya que es posible encontrar un menor complementario de orden 3 y distinto de cero

Comorg(A) + rg(A,), no tiene soluciéon

e Sia=0

rg(A) = no varia su valor
rg(A,) = no es posible encontrar un menor complementario de orden 3 distinto de cero

Comorg(A) =rg(A,) < nimero de incognitas tiene infinitas soluciones
El sistema no tiene una Unica solucién, puesto que para ningun valor da un resultado compatible

c) Para a = 0 encuentra una solucidn del sistemaconz # 0
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“ Sistemas de ecuaciones

Sia=0
y+z= _
y+z=0 y=-z
y+z= { _ Ty = -{x=0y=-kz=k
{x+z+y=0 Xxty+z=0 {x Y z

12. El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10
euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000€. Averigua el
numero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y de
101 es el doble que el nimero de billetes de 20 euros.

y = numero de billetes de 20 euros
z = numero de billetes de 10 euros

{SOx + 20y + 10z = 7000

{x — numero de billetes de 50 euros

x+y+z=225
x+z=2y
{5x+2y+z=700 1 1 1

x+y+z=225 ordenando las ecuaciones (1 -2 1
5 2 1

225
0

700

225 x+z+y=225

—225> reordenando — { 4z + 3y = 425
—425 3y =225

xX+z=2y

-({0 -3 0
—5F + F3 0 -3 —4

x+z+y=225

! 4z 43y =425 _>{
y=175

100 + 50 + 75 = 225 {225:225

40z +30-75 =425 z=150

14-50+3-75 =425 = {425 = 425 (x,y,2z) = (100,75,50)
3:75 =225 225 =225

Se obtiene — 100 billetes de 50€; 75 billetes de 20€; 50 billetes de 10€

13. Se dispone de tres billeteras A, B y C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si
pasamos 5 billetes de B a A, el numero de billetes en esta es igual a la suma de los otros dos, pero
si pasamos 10 billetes de A a C, el numero de billetes en esta también es igual a la suma de los
otros dos. Averigua cudntos billetes hay en cada billetera si se sabe que en total hay 1550 euros.

x — n? billetes en la cartera A
y — n? billetes en la cartera B

z — n? billetes en la cartera C

x+5=y—-5+4+z x—y—z= —10 1 -1 -1]-10
z+10=x—-10+y —>{ —-x—y+z= =20 —><—1 -1 1 —20)

10x + 20y + 50z = 1550 10x + 20y + 50z = 1550 10 20 5011550
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“ Sistemas de ecuaciones

1 -1 =1=10\ gy p (1 =1 —1-10\ p | o
-1 -1 1|-20|_p (0 -2 0[=30)_p  p
1 2 51155 175 \o 3 61165 prs
x—y—z= -—10
{ -2y = =30 y=15; z=20; x=25

3y + 6z =165

SOLUCION: Hay 25 billetes en la billetera A, 15 billetes en la billetera B y 20 billetes en la billetera C.

14. La suma de las tres cifras de un ntiimero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las
decenas mas las centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nimero aumenta en 594 unidades.
Halla el nimero.

Datos: Numero = xyz
*Escribimos el sistema:

e x+y+z=18
o z=x+4Yy
e 100z+ 10y + x = 100x + 10y + z + 594 (zyx = xyz + 594)

*Lo simplificamos:

x y z |18 x oy z
(—x -y z 0)—>99F1+F3<_x -y z

18\ 4 (X ¥ z
J— -X - Z

18
0
24

—-99x 0 99z|594 0 99y 198z|2376 0 vy 2z
x Y Z]18
—>F1+F2(0 0 2z 18)
0 y 2z[z4
*Con F, podemos sacar el valor de z: 2z=18; z=9
*Con F3; sacamos el valor de y: y+2z=24,y=24—-18;, y =6
*Hallamos el valor de x: x+y+z=18x=18—-9—-6; x =3

El numero es 369

15- Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada
acierto se daran 5 puntos, por cada fallo se quitaran 2 puntos y por cada pregunta no
contestada se quitara 1 punto. Para aprobar hay que obtener 150 puntos. ¢{Cuantas
preguntas habra que contestar correctamente para obtener los 150 puntos y que el
numero de fallos mas el quintuple del nimero de preguntas no contestadas sea igual al
numero de aciertos?

n2 aciertos: x; n? fallos: y; n2 no respondidas: z.
Para aprobar se necesitan 150 puntos.
e x+y+z=60

e y+5z=x
e 5S5x—2y—2z=150
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“ Sistemas de ecuaciones

x y Z 160 x y Z |60
(—x y 5z 0>—>—5F1+F3<—x y 5z 0)
5 -2y -—z|150 0 -7y -—6z[150
0 2y 6z] 60 0 2y 62160
0 -7y —6z1-150 0 -5y 01-90
*Cogemos F; y sacamos el valor de y:
y== =18y = 18
*Hallamos las demas incdgnitas:
60 — 36
2:-184+6z=60; z= =4;z=14

6
x=18+45-4; x =38
e Solucion: 38 aciertos, 18 fallos y 4 preguntas sin contestar. En total son 230 pun-
tos obtenidos.

16. En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican
poniendo, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

o Alimento Migato:600g de carne, 300g de pescado y 100g de verdura

e Alimento Catomeal:300g de carne, 400g de pescado y 300g de verdura

e Alimento Comecat:200g de carne, 600g de pescado y 200g de verdura
Si queremos ofrecer a nuestro gato 470g de carne, 370g de pescado y 160g de verdura por kilo de
alimento, équé porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obtener
la proporcion deseada?
Solucién:

x =% comida Migato; y = % comida Catomeal; z = % comida Comecat

Una vez determinadas las incégnitas se escribe el siguiente sistema:

600x + 300y + 200z = 470
{BOOX + 400y + 600z = 370
100x + 300y + 200z = 160

Para resolver el sistema escribimos las matrices asociada y ampliada y hacemos Gauss:

600 300 200 |470 600 300 200 |470
(300 400 600 |37O)—>—F1+6F3—><300 400 600 |37O)—>—F1+2F2—>
100 300 200 |160 0 1500 1000 | 490
600 300 200 | 470 600 300 200 | 470
(0 500 1000 |27O>—>F3+F2—><0 500 1000 |27o>
0 1500 1000 | 490 0 1000 0 |220

600x + 300y + 200z = 470
Se obtiene el sistema: { 500y + 1000z = 270

1000y = 220
. 220
Despejamoslay: y = Tooo = 0,22 > 0,22- 100 = 22%
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Sistemas de ecuaciones

Despejamos laz:z = 27100_01010 =0,16 - 0,16 - 100 = 16%
Despejamos lax: X = % =0,62—->0,62-100 =62%

Entonces, para realizar la mezcla, necesitamos un 62% de Migato, un 22% de Catomeal y un 16% de
Comecat.

17. Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70
ainos, que hace cuatro aiios la edad del padre era siete veces la de la hija y que dentro de quince afios
la edad de la hija sera la cuarta parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

Solucién:

x = Edad padre; y = Edad madre; z = Edad hija

Una vez determinadas las incégnitas se escribe el siguiente sistema y se desarrolla:

x+y+z=70 X+y+z=70
x—4)=70z—-4) . X — Ty = —24
1 11 RE
(z+15)=1((x+15)+(y+15)) —gx—ytz=——
Para resolver el sistema escribimos las matrices asociada y ampliada y hacemos Gauss:
10—7|—24FF 0O 1 8 | 94
1 1 1 15 | 7 i~ 2~ 1 . 15
4 2 4 4 2
1 1 1 |70
1
> 2P F - 01 g | 94
0 0 — |10
1 |
x+y+z=70
Se obtiene el sistema: y + 8z =94
5
-z=10
4
10-4

Despejamoslaz:z = — = 8

Despejamos lay:y =94 — 64 = 30

Despejamos lax:x =70 —30—8 = 32

Por lo tanto, la edad del padre es 32 afnos, la de la madre es 30 afios y la de la hija 8 afos.

18. Una persona invirtio 72000€ repartidos en 3 empresas y obtuvo 5520€ de beneficios. Calcular la
inversion realizada en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversion que en
la Ay C juntas, y que los beneficios de las empresas fueron del 10% en la empresa A, el 8% en la
empresa By el 5% en la empresa C.

1. Datos:
a. €invertidos en la empresa A= x
b. €invertidos en la empresa B=y
c. €invertidos en la empresa C=z
2. Determinamos el sistema de ecuaciones:

22 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 3: Sistemas de ecuaciones. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Sistemas de ecuaciones

x+y+z=72000
y=3(x+z)-> -3x+y—-3z=0
0,1x + 0,08y + 0,05z = 5520
3. Resolvemos mediante el método de preferencia, en este caso voy a utilizar

Rouché—Frobenius.

1 1 1172000 1 1 1172000
(—3 1 =30 o >—>cz<—>cs—><—3 -3 1| o )—>F2<—>F3
0,1 0,08 0,05|5520 0,1 0,05 0,08|5520
1 1 1 (72000 1 1 1 (72000
—><0,1 0,05 0,08 5520>—>3F1+F3—><0,1 0,05 0,08| 5520 >—>—0,1F1+F2
-3 -3 11 0 0 0 4 l216000
1 1 1 {72000
—>(0 —-0,05 —0,02 —1680)
0 0 4 1216000

a. Como:7r(A) =r(A") = n%incégnitas - S.C.D
b. Obtenemos el sistema resultante:
x+y+z=72000
—0,02y — 0,05z = —1680
4y = 216000
c. Resolvemosy obtenemos que: x = 6000; y = 54000; z = 12000

Invierte 6000€ en la empresa A, 54000€ en la By 12000€ en la C.

19. Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el
de la clase C que cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg.
éCuantos kg de cada clase se deben poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo mas el

tercero?
1. Datos:
a. Kgde café clase A=x
b. Kgde café clase B=y
c. KgdecaféclaseC=1z
2. Determinamos el sistema de ecuaciones:

x+y+z=80
6x + 8y + 10z = 560
x—2y—1z=0
3. Resolvemos mediante el método de preferencia, en este caso voy a utilizar
Rouché—Frobenius.

1 1 180 1 1 1|80 1 1 1]80
<6 8 10560>—>—6F1+F2—><0 2 480>—>—F1+F3—><0 2 4 80)
1 -2 —-1lo 1 —2 —1lo 0 -3 —2[-80
1 1 1|80
—>3F2+2F3—><0 2 480)
0 0 4I80

a. Comor(A) =r(A*) =n2incégnitas - S.C.D
b. Obtenemos el siguiente sistema:

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
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x+y+z=280
2y +4z =80
4z = 80

c. Resolvemos y obtenemos que: x=60; y=0; z=20

Debe poner 60 kg del tipo A, ninguno del tipo B y 20 kg del tipo C.

20. Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 aios la edad
de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios
la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando
el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afios.

SOLUCION:
En la siguiente tabla se introducen los datos del problema y sus relaciones:

El sistema
Edades Madre | Hijo1 Hijo 2 Relacion de
Actual " y . ecuacione

s que
Hace 14 afos x-14 y-14 z-14 X-14=5(y-14 + Z-14) resulta es:
Dentro de 10 afios x+10 y+10 z+10 x+10=y+10+z+10 x—14 =5(y -
Dentro de (x-y) afios X 42 z+(x-y) =42 { x+10=y+

z+ (x —;

x—y—z=10+10 — 10 x—y—2z=10

{x—14=5y—70+52—70 {x—Sy—SZ=—126
Z+x —y =42 xX —y+ z=42

Escribimos la matriz Cy la Ampliada y resolvemos por el método de Gauss, por eliminacidn:

1 -5 -5 -126 e r (1 =5 =5 —126 e r (1 =5 -5 —126
2 1 3 1
1 -1 —-1| 10 — |0 4 4| 136 — |0 4 4| 136
1 -1 1l 42 1 -1 11 42 0 4 6l 168
ep (1 =5 —5| —126
3 2
—><o 4 4 136)
o o 21 32

La ultima fila de la matriz corresponde a la ecuacion:
2z=32- z=16
Con la segunda fila sacamos el valor de la y:
4y +4z=136 > 4y + 4-16 = 136 >4y +64= 136 > y= 18
Con la primera fila sacamos el valor de la x:
x —5y —5z=-126 >x — 5-18 — 5- 16 =126 > x = 44
Edad de la madre 44 anos, el hijo mayor 18 afios y el menor 16

21. En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y
anticaspa. Se sabe que el precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 eu-
ros. Se desconoce el precio al que se vende el anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido por
las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros y el dinero obtenido en ventas
con el champu normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto. Ademas,
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Sistemas de ecuaciones

el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo que el que
hubiera obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién del precio desconocido del champu anticaspa,
que puedes llamar por ejemplo m) donde las incégnitas (x, y, z) sean las unidades vendidas el mes
pasado de cada tipo de champu.

b) ¢Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la com-
patibilidad del sistema?
c) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del

apartado (b) para calcular las unidades vendidas de los otros dos.

SOLUCION:

a) Llamamos m= precio desconocido del champu anticaspa.
x= unidades vendidas el mes pasado del champu normal.
y=unidades vendidas el mes pasado del champu con vitaminas
z= unidades vendidas el mes pasado del champu anticaspa.

Siguiendo el enunciado del problema se plantea el siguiente sistema de ecuaciones:

2x+56 =3y + mz —-i{2x — 3y — mz = —56
3y + mz = 28M 3y + mz = 28m
b) Se pasa el sistema de ecuaciones a forma matricial y se estudia en funcidn del parametro m. Pa-
ra ello se calcula el determinante de los coeficientes:

{2x+3y+mz=112 {Zx+3y+mz=112

2 3 m 2 3
2 -3 —-m|=—-6m+6m—-(—6m+6m)=0 R(C)= 2 porque |2 _3| +0
0 3 m

Ahora analizamos el determinante de la ampliada:

2 3 112

2 -3 —=56|=-168m+ 672 — (—336 + 168m) = —336m + 1008

0 3 28m

—336m+1008= 0 »m= 3

- Sim=3, R(C)=2=R(A)=2 < n?incbdgnitas.—» S.C.I.
Es decir, si el precio del champu anticaspa es 3 euros, habra infinitas soluciones, es decir, habra
infinitos valores de unidades de champu de cada tipo que puedan venderse y obtener lo que
aparece en el enunciado

- Sim#3,R(C)=2+#R(A)=3->S.1I
Es decir, el precio del champu anticaspa no puede tener un precio diferente a 3 euros porqgue si
no, el sistema de ecuaciones no tendria solucion.

¢) Z=20y sabemos que m=3, el sistema nos queda:

2x + 3y + mz =112 2x + 3y + 3z=112 2x + 3y + 3z=112
2x — 3y — mz =—56—>{2x — 3y — 3-20 =—56—>{2x — 3y — 60=-56
3y + mz = 28m 3y +3-20= 28-3 3y + 60 = 84
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Sistemas de ecuaciones

De la tercera ecuacion despejamos y:

24
3y = 84—60—>y=?—>y=8

De la segunda ecuacién despejamos x:
28
2x — 3:-8—-60= —56—>x:7—>x=14
14 unidades de champu normal, 8 unidades del de vitaminas y 20 unidades del anticaspa

22. En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres
estaciones de servicio (A, B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha
sido de 1.20 euros/litro y el precio de la gasolina en B de 1.18 euros/litro, pero ha olvidado el precio
de C. (Supongamos que es de m euros/litro). También recuerda que:

- la suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones A y B superé en 46.80 € el gasto en C.

- el nimero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.

- el gasto de litros en A superé al de B en 12.60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) para determinar los litros consumidos en cada
gasolinera.

Litros en gasolinera A — x ; Litros en gasolineraB —y ; Litros en gasolineraC—z

1,20x + 1,18y — mC = 46,80
{ 1,18y —mC = 0
1,20x — 1,18y = 12,60
b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcion de m. ¢{Puedes dar algin precio al que sea
imposible haber vendido la gasolina en la gasolinera C?

1,20 1,18 -—m|4680\ ., . (1,20 1,18 -m|4680\ . .. /1,20 1,18 -—m|46,80
(0 1,18 —-m o)3—1<0 1,18 —-m 0)3—§<0 1,18—m0>
1,20 —-1,18 0 [12,60 0 236 m|-342 0 0 —-m|-342

-m=0-m=0
Sim =0 — Rg(A) # Rg(A*) — Es un sistema incompatible.
Sim # 0 - Rg(A) = Rg(A*) — Es un sistema compatible determinado.

Por lo tanto, es imposible vender la gasolina en la gasolinera C a O€.

23. En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos,
mientras que los de la otra mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) éCuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?
X — precio del café y —precio de la tostada z — precio del refresco

2x+y+2z=4
{4x+3y+3z=9

2x+3y=a
2 1 29\ pop (2 1 2| 4 mo2r (2 1 2| 4 meor, (2 1 2| 4
4 3 39|—((4 3 3/ 9 |—|0 1 -1 1 —>(0 1 -—-1] 1
2 3 O0la 0 2 -2l(a—4) 0 2 —-2l(a—4) 0 0 O0l(a—06)
a—6=0-a=6
Los clientes de la tercera mesa deben pagar 6€.
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4x+3y+3z=9

{2x+y+22=4
2x+3y =6

b) Con los datos que se dan, ése puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
2 1 2|4 FP-r (2 1 2 4 F—2r (2 1 2 4 F-2r, (2 1 2 4
4 3 39|—(4 3 3|9|—>|0 1 —-1j1|]—(0 1 -—-1[1
2 3 O0le 0 2 =212 0 2 =212 0 0 O0lo

Como Rg(A) = Rg(A*) < numero de incdgnitas = Es un sistema compatible indeterminado.

Lo que significa que con los datos que nos dan no podemos calcular el precio del café.
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“ Sistemas de ecuaciones

AUTOEVALUACION

x+y+z=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones {x +2z+2y=5
2y—x+z=11

1.- Su matriz de coeficientes es:

x+y+z=6
1)Organizamos el sistema: { x+2y+2z=5
—x+2y+z=11

2)Cogemos los coeficientes del sistema:
1 1 1
1 2 2 Solucion: Opciénd
-1 2 1
2.- Su matriz ampliada es:

1)ARadimos a la matriz de coeficientes la columna de los términos independientes:
1 1 1 6
1 2 2 5 Solucién: Opcién d
-1 2 1 11
3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:

1 11 6\ At /1 1 1 6\ 4 .
1 22 5 011 -1)]—>
—_—

-1 2 1 11 R+, \0 3 2 17
1 1 1 6

01 1 -1 Solucion: Opcion d

0 0 -1 20

4.- El sistema es:

1) Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes:

R = (é 1 } ) = 3, como no puede ser mayor, el Rg(A*) también es 3
0 0 -1
2) Como sabemos que este sistema tiene 3 incégnitas; tenemos que:
Rg(A) = Rg(A*) = N2incbégnitas = 3; luego es un S.C.D
Solucién: Opcién a

2x —y =—4y

Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {5 42y 47 =3x

5.- Su forma matricial es:

2x+3y =0

1) Organizamos el sistema: {—Sx +2y+z=-5
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“ Sistemas de ecuaciones

X

(_23 2 (1)) <JZ’> = (_05) Solucion: Opcién b

6.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible determinado:

Solucién: Opcién b

2 3 0 O
(—3 2 1 —5)
1 -1 0 7

1)Rango de la matriz de coeficientes:

byx—y=7

2 3 0
—3 2 1|=[0+0+3]—[0+(=2)+0] =52 0;R(4) =3
1 -1 0

2)Rango de la matriz ampliada también 3: Rg(A*) = 3.
Como Rg(A) = Rg(A*) = 3 = n2de incognitas;luego esun S.C.D
7.- Al aifiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible indeterminado:

Solucién: Opcién ¢

2 3 0 0
-3 2 1 =5
-1 51 =5

1) Rango de la matriz de coeficientes:

c)—x+5y+z=-5

2 30
—3 2 1|/=[4+0-3]—-[0+10—9] = 0;Rg(4) =2
-1 5 1

2)Rango de la matriz ampliada:

2 30 0 ;F1+F2 2 3 0 0 %FﬁFB
-3 2 1 -5|—( 0 13/2 1 -5])—

-1 5 1 =5 -1 5 1 -5

2 3 0 o apar (2 3 0 0

2 3

(0 13/2 1 —5) —><0 13/2 1 —5>;Rg(A*) =2

0 13/2 1 -5 0 0 0 O
Rg(A) = Rg(A*) = 2 < n®de incognitas = 3;luegoesunS.C.I
8.-Al anadir la ecuacion indicada el sistema es incompatible:

Solucion: Opcioén a)

a)3y+2x=7
2 3 0 O
-3 2 1 -5
2 3 0 7
1) Rango de la matriz de coeficientes:
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“ Sistemas de ecuaciones

2 30
—3 2 1|=[0+0+6]—[0+6+0]=0;Rg(A) =2
2 30

2) Rango de la matriz ampliada:

(2 3.0 0)_1F1+F3<2 3.0 0>2F1+F2
-3 21 -5|—|-3 2 1 -5|—
2 3 0 7 0o 0 o0 7
2 3 0 0
(0 13/2 1 —5);Rg(A*)=3
0 0 0o 7

Rg(A) + Rg(A*); luego es un sistema incompatible.

9.- Indica la afirmacién que es correcta:

Solucion: c) Un sistema es compatible si y sélo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el
rango de la matriz ampliada.

Esto es el teorema de Rouché-Frobenius.

Sistema compatible < R(C) = R(A)
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“ Vectores

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Calcula las componentes y el médulo de un vector de origen A(-1, 1, 2) y extremo B(3, 1, -4).
OB =(3,1,-4) 04=(-1,1,2) AB = OB — 04 = (4,0,—6)

|[AB| = V42 + 02 + 62 = 2V/13

2. Dados los puntos P=(2,2,3), Q=(2,0,5) y R=(-2,3,4)ylosvectores v =(1,—-1,3), W=
(0,—2,1) calcula, indicando si el resultado es punto o vector:
a)QP b)3V—2Wc)V—RPd)P+ve)R+PQ+ W

a) W’) = 0P — 0—Q> = (1, 2,—2) Vector.

b) 3v — 2w = (3,1, 7) Vector. 3v = (3,-3,9) 2w = (0,—4,2)
¢)%—RP = (—3,0,4) Vector. RP = 0P — OR = (4,—1,—1)

d) P + ¥ - No se puede operar con un punto y un vector.

e)R + P—Q) + W - No se puede operar con un punto y un vector.

3. Dados tres puntos genéricos, P = (p1, p2, p3), Q =(q1, 92, g3) y R = (r3, rz, r3), demuestra:
a)PQ+QR=PR b)PQ=(-1)QP ¢)PP=0d)PQ + PQ = 2PQ

a)ﬁj +Q_I§ = PR

@:(Q;P) = (91 — P92 — P2, 93 — P3) Q_R)(R —Q)=(1—qu1m2— 4273 —q3)

P_Q> + QR =(q1 —P1,92 = P2,93 —P3)+= ("1 — q1, 72 — G2, 73 — q3) = (11 — D1, T2 — P2, T3 — P3)
PR(R — P) = (ry —p1, T2 — P2, 73 — P3)

b)P¢ = (-1)QP

PQ(Q_—)P) = (1 — P, 92 — P2,93 — P3)
(_1)Q_P)(P — Q) =1 —quP2 — 92,03 — q3)(—1);
(—DQEP(P—Q) = (—p1+ q1,— P2 + 42, —P3 + q3)

-

N

<) =
PP = (p; — p1,p2 — P2,p3 — p3) = (0,0,0)

d)PQ + PQ = 2PQ

ﬂ?(Q_)—P)=(Q1—P1IQZ_P2;Q3_P3) .
PQ +PQ =(q1 —P1,92 — P2,q3 — P3) + (@1 — P1, G2 — P2, 93 — P3) = (2q1 — 2p1,2 4 — 2p2, 2 q3 — 2p3) = 2PQ

4. Dados los vectores (1, -3,0), V (-6, 3, 0), W (7, 2, 1).
a)3u—2v+ 5w

31 = (3,-9,15) : —20=(12,—6,0) ; 5w = (35,10,—5)
31 — 2 + 5w = (50,—5,10)

b) 2u — 2V + 2w

20=(2,-6,0) ; —-2v=(12,—-6,0) ; 2w = (14, 4,-2)
21 — 20 + 2w = (28,-8,8)

22 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 4: Vectores. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Vectores

¢) 3(t — 2V) + 3w

3% =(3,-9,15) ; —67=(36,—18,0) ; 3w =(21,6,—3)
3(d — 2%) + 3w = (60,—21,12)

d)3U — 2(V + W)

3% =(3.-9,15) ; —2B=(12,—6,0) ; 2w = (14, 4,-2)
3% — 2( + w) = (1,—19,17)

5. Dados los puntos A(0, -2, 6) y B(4, 8, -4) determina el punto medio del segmento AB.
A+B (0+4 -248 6—4) — M(2,3,5/2)

M== My =557

6. Comprueba si los puntos A (3, 2, 1), B( 4, 4, 2) y C (4, -1, 3) estan alineados.

—_— —

Si los vectores AB y AC son proporcionales estaran alineados
bi—a; _ by—a, _ bs—a 4-3  4-2  —2-1 2 3
1 1 __ Y2 2 — 3 3 . —_ — ' 1 7‘: __3 ;t —_—

2

c1—aq Cy—Ay c3—as ! 4-3 —-1-2 - 3—-1
Al no ser proporcionales no estan alineados.

7. Determina si son linealmente independientes o no los conjuntos de vectores siguientes:
A={u,v,w}conui=1,2,0),v=301)yw=(42-7).

1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0
(3 0 1 )-3F1+F2—> (0 -6 0 ) -4F1+F3 — (0 -6 0 )-F2+F3 - (0 -6 0 )
4 2 =7 4 2 =7 0 -6 —7 o o0 -7

Como el rango es 3 este conjunto de vectores es independiente.
B ={u,v}conu=(1,2,0)yv=(240).

(2 3 o) (5 6 o)

Como el rango es 1 este conjunto de vectores es dependiente.
c={uv,wXx}conu=(1,20),v=(413)yw=(4,2,-7)yX=(0,0,1).
Al ser un conjunto de cuatro vectores en un espacio de tres dimensiones son linealmente dependientes.

8. Calcula el producto escalar de los vectores u = (0,1,—3) y v = (—3,4,6)
T-9=0(01-3)(~3,46)=0(=3)+1-4+6(=3) = —14
El producto escalar es -14.
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Vectores

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Dados los vectores libres:
e +
a) Representa’os vectores: ¥ % = 2d — ¢ — 2b + 33, B=—d+2b—¢+2d, W=
— - 5.
—2a—b — €
& r 4\
. L____E \
3d| | e
2b -
— 2 a
—2b /
X 3

gl
(=1 /
|
[}
#

b) Halla unvectord talque2d—b+¢+d =0

S
/
/
v

2. Dados a = (2,—1) y b = (—3,m), halla el valor de m para que sean linealmente dependientes.

2 -1y_, Com—3=0: m=>
|5 S =em-d=2m-3=0 m=2

3. Comprueba si son o no linealmente independientes los siguientes vectores:
a) B=(-23)B8=(6,-9)
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“ Vectores

|_2 3 |=(-2-(-9-3-6=18-(-18 =0

6 -9

Son linealmente dependientes ya que su determinante es igual a 0.
b) B =(-1,23),0(—2,01),8 = (2,—4,5) B8 = (3,2, —4)

Son linealmente dependientes, ya que son 4 vectores dados en un espacio de 3 dimensiones, por lo que
al menos 1 serd dependiente de otro.

) B=(21,0 —1),8(1, -3, —1,0),8 = (3,—2,—1,1)

2 1 3 2 1 3 2 1 3
1 -3 -2\ F1-2F2 [0 7 7 F2 + 7F3 0 7 7
0 -1 1] F1+2r2 {0 =1 =1~ =2Fr2+7Fr37\0 0 0
1 0 1 0 2 5 0 0 21

Los vectores son linealmente independientes entre si, pues el rango de la matriz es 3.

4. a) Dado los vectores X = (1,3,—2) e ¥ = (3,m,—6), halla el valor de m para que los dos
vectores sean linealmente independientes.

X =(1,3,-2) 1 3 =2 1 3 -2
j=@3m—6) (3 m —6)_’ 3 hith _’(3—3 m—9 —6+6)
1 3 -2 - -
_)(O m— 9 0) *+m—9=0-m=9
e Sim # 9 son independientes. Si m = 9 son dependientes.
b) Sim = —2, ¢ Se puede expresar el vector Z = (—1, 8, 1) como combinacién lineal de X e y?

Z=a-B+b-wW > (=181 =a-(1,3,-2)+b-(3,—2,—6)

—1=a-14+3b -3-(a+3b=1)
_ 1-(3a—2b=8) o
8=3a-2b T TR b=-1
1=-2a—-6b
1=-2a+6—->a=5/2 8=3a+2->a=2 —-1=a—-3—-a=2

e Elvector Z no se puede expresar como combinacion lineal de X e y sim = -2,

5. Dados los vectores i = (—3,4,0), v = (1,—2,2) yw = (0,—m, 1), calcula el valor de m para que
el vector U se pueda expresar como combinacién lineal de vy w.

Uu=a-v+b-w - (-340)=a-(1,-22)+b-(0,—m,1)
19, Realizamos un sistema de ecuaciones y lo resolvemos;
—3=a
4= —2a—mb} - a=-3

0=2a+b

b=-2--3 - b=6
U=-3-U+6-W - (=3,6,—6)73 4+ (0,6 -m,6)eWe

1

. .y . 2
Para que U se pueda expresar como combinacién lineal devy w,m debe de ser — Pl

6. Dados los vectores x = (1,—2,0), ¥y = (3,—-1,2) y w = (—m,—1,—2), halla el valor de m para
que los tres vectores sean linealmente dependientes.
1 -2 0 1 -2 0 -2 1 0
( 3 -1 2)—>F2<—>F3—><—m -1 —2>—>Cl<—>(32—><—1 -m —2)—>

-m -1 =2 3 -1 2 -1 3 2
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“ Vectores

2 1 0 2 1 0
*:é:i?,iﬁ*(o 14 2m 4)—>F2+F3—><0 14 2m 4>—>CZ<—>CS—>
0 -5 —4 0 —4+2m 0

-2 0 1 -2 0 1
—>(O 4 1+2m>—><0 4 1+2m>—>—4+2m=0—>m=2
0 0 —4+2m 0 0 —4+2m
e Sim # 2; Independientes. Si m = 2; Dependientes.

7. Dados los vectores u = (1,1,m),v = (0,m,—1)y w = (1,2m, 0), determina el valor de m para

que:

a) Sean linealmente independientes

1 1 m

0 m -1{=0+0-1)-M?-2m+0)=-1—-m?+2m
1 2m O

Luego:

—1-m?+2m=0;, -m?+2m—-1=0;, m*-2m+1=0 - m = 1doble
Sim # 1 son linealmente independientes
b) El vector v se pueda expresar como combinacidn lineal de u y w, y halla dicha combinacion.
v =au+ bw
(0,m,—1) = a(1,1,m) + b(1,2m, 0)
(0,m,—1) = (a,a,am) + (b, 2mb, 0)
(0,m,—1) = (a+ b,a + 2mb,am)
a+b=0 a=-b 1 1
<a+2mb=m—>{—b+2mb=m - m=——> —b+2=—>-b>+2b—-1=0
b b
am = —1 —bm = -1
b=1l,a=—-1m=1
c) Sean coplanarios

1 1 m

0 m -1/=0+0-1)-(mM?*-2m+0)=—-1—-m?+2m
1 2m O

Luego:

—1-m?+2m=0;, -m?+2m—-1=0, m*-2m+1=0 -m=1

8. Los vectores ¥ = (1,0,0),y = (—1,0,1)y Z = (2,1, 1), éforman una base V3? En caso afirmativo:
a)Halla las componentes del vector u = (3, —2, 5) respecto de dicha base.

b)Halla las componentes de la base candnica {i,]', E} del vector v, si sus coordenadas en la base
{x,y,z} son 2, -3 y 2 respectivamente

1 0 0
-1 0 1/=(04+04+0)—-((0+1+0)=-1+0
2 1 1

Como el determinante no es nulo, el rango es 3, son vectores linealmente independientes y por tanto si
forman una base V3

A)

u=x(1,0,0) + y(-1,0,1) + z(2,1,1)

(3,-2,5) = (x,0,0) + (—y,0,y) + (22,2,2)

(3,-2,5)=x—-y+2z2z2y+2)

x—y+2z=3 y=5-z x—742(-2)=3
z=-2 - y=5-(-2) - x=3+7+4 -u=0147-2)
y+z=5 y=7 x =14
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Vectores

2x — 3y + 2z = 2(1,0,0) — 3(-=1,0,1) + 2(2,1,1)
(2,0,0) — (=3,0,3) + (4,2,2)
9,2,-1)

S s B
Il II

9. Halla un punto C que esté alineado con Ay B, y otro punto D que no lo esté.

(respuesta libre)

Para que los tres puntos estén alineados se tiene que cumplir la siguiente condicién:
b—a, by_a, by—as

€1 — 4 B C2—0a; C3—4az
Luego, por ejemplo, si tomamos como puntos C (g, 3,— %), AQ3,2,1) y B(4,4,—-2)

4-3 4-2 =-2-1 , .
- = - 2 =2 =2 - Estan alineados

7 ~3-2 1

273 51

SiD(4,—1,6)

4-3 4-2 —-2-1 - 2¢ 3 o stins alinoad
= = - —_— —__——

4_3 _1_2 6—1 3 5 0 estan attneados

10. De un segmento AB, el punto B tiene coordenadas (-2,0,6) y el punto medio del segmento tiene
coordenadas M(-3,2,2). Halla las coordenadas del punto A vy divide el segmento AM en cuatro partes
iguales.

(_3’2’2) — (X1+2( 2)’y12+0 Zl+6 1+0 — 2’ 1 — 4 N A(—4,4, _2)
Z1+6 — 2 Zl — _2
A L M B
——e—tt ’
i = I = ! C = ( 2—3'ﬂ, 22+2) C(—35 '3,0)
—4-3.5 4+3 -240 3.5— 3 3+2 0+2
D= (T228,48 2210) | p(-3.75,35,-1) E = (=2 7). E(-3.25,25,1)

11. De un segmento AB, se sabe que AB = (3,-4,-2) y que el punto medio del segmento tiene de
coordenadas M (—1,0,3). Halla las coordenadas de Ay B y divide el segmento AB en 3 partes iguales

X1+Xo

=1
X, —x, =3 2
_ Voty: _
A(X1, Y1, 21) ; B(Xz, Y2, Zz) por AB: Yo — V1 = —4 ; por M: —2 =0
Zy —Z1 = -2 Zp+Zy 3
=
X, —x1 =3
—>{ 2 >x,=34+x -ox+3+x, =-2-52x,=-5>
X +x, = —2
-5 4 5 3 1
X1 =—= - X - = N
) 272 272
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Vectores

Yo=Yy =—4
-y, =—4+y;, > —4+y,+y;,=0-
{ y,+y;, =0 Y2 Y1 Yith
442y, =0-2y1=4> y1=2 o y,—-2=-4 - y,=-2
Zy— 2y = —2
{;24_;1:6_>ZZ:_2+Zl_)_2+21+21:6—>—2+221=6—>
2Z1:8_)21:4_>Zz_4':_2_>Z2:2
5 1 —
A(—E, 2, 4) B(E,—Z, 2) AB(3,—4,—2)

Sean Py Q los puntos que dividen AB en 3 partes iguales,
AD — AR 5 3 2 10
3AP:AB! 3(x+5; y_zﬂZ_4):(3;_4;_2)_)P:(_E: 5: _)
1 2 8

3Q—B)=E _>3(§_x’_2_y’ 2_2) = (3)_41_2)_)0 =(_El__r _)

12. - Dados los puntos A (2,0,1) Yy B ( 0,-2,3), halla dos puntos Cy D
que estén alineados con Ay B, de manera que uno de ellos (C) esté situado entre ambos y el otro (D)
esté situado a la izquierda de A.

M = A%B S M= (2,0,1)+(0,-2,3) N

o MBS s (1-1)

D+C

He—aoD=(-0-2-D=(@O0D-(1-13)) 25D =@2-D

13. Delosvectoresu p y v p se sabe que u=3p,u-v=-12p p ylos dosvectores forman
un angulo de 120°. Hallavp, proyuvpp y proy2uppv.
-12

u-v=\ul|v|l-cosa »>—-12=3-|v|-cos120 - =|v| > |v|=8

3-cos 120
- > — — — — 3
u-v=|v| proy;i =—12 = 8 - proyzu = proyzu = -3
U-v=|ul-proygv » —12 = 3 - proyyv - proygv = —4

14. ¢Puede haber dos vectores 1 y U tales que U-v =8siendo [u | =3y |V | = 2?

— o — - — - 4

Uuv=8 u-v= |u|l-|v|l-cosa; 8=3-2:-cosa —cosa =

El coseno de un angulo no puede ser > 1, luego no puede haber dos vectores i y ¥ tales que UV = 8
siendo |u | =3y |v|=2.

15. Dados los vectores U = (2,—3,6) y v = (3,—6,2), calcula:

a) El producto escalar u-v

b) El médulo de U y el médulo de v

c) El angulo formado por ellos

d) El angulo formado poruy u — v

e) Un vector perpendicular a ¥ que tenga médulo 3. ¢ Cuantas soluciones hay?

a) producto escalar U-v Uu-v=2-3+(-3)(-6)+6-2=36
b) lu|=v22+32+62=7 9] =+vV32+62+22=7
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Vectores

——

= =2 21131, . _ uu .. _ E _ o
c) u-v= |u|l-|v|l-cosa ; a= arccos(—lm.lﬁl) ;o oa= arccos(”) =42,71
d @—-9=(-133) i -3 = (-1)2+32+32=+10

u-(u—-v)=10 a= arccos(—h/ﬁ) = 63,14

e) w(a,b,c) v-w=0
3a—6b+2c=0 3a—6b+2c=0
{\/a2+b2+c2 =3 "a’+b*+c?=9
Al ser la representacion de un plano (primera ecuacién) que corta a una esfera (segunda
ecuacién), vemos que hay infinitas soluciones donde el vector perpendicular a v tenga mddulo
3. Obtenemos una circunferencia.

16. Dados los vectores U = (1,—2,2) yv = (4, —4,—2), calcula:
a) El producto escalar 2u - 3¥

b) El médulo de 1 y el médulo de ¥ — U

c) El dngulo formado por los vectores U y U + ¥

d) Los cosenos directores de ¥

e) Un vector perpendicular a it y a ¥ que tenga mddulo 6.

a) 2u-37 2u = (2,—4,4) 3v=(12,—-12,—-6)  2u-3D =48
b) |i|=V12+22+22=3 $-u=(3,-2,-4) ; [#—1ul=32+(-2)2+(—4)2=+29

i v
) a= arccos(m

-1
; arccos(ﬁ = 86,6°

| V29
d) cosa=% ;cosﬂ=|;—2| ; cosy=% V]|=/42+ (=42 +(-2)2=6
4 —4 2 1
cosa=- ; cosf=— ; oSy =—-=—z
| k
e) uxv=|1 -2 2|=12i+10j+ 4k - (12,10,4) ;(12k, 10k, 4k)
4 -4 =2
JOZK)Z + (10k)2 + (4k)2 = 6 ; 144k* + 100k? + 16k? = 36 ; 280k? = 36
_ [ _vm = (12,270 10, W0, W
k= |28 = 70 w=(~12-—57,10- ==, 4- =)

17. Calcula las componentes de un vector ¥ que tenga la misma direccion que el vector U =
(4,—2,1) y su médulo sea 3 y las de otro vector w que sea unitario, pero con sentido opuesto al
vector U. ¢Cudles son los cosenos directores de u?

a) Primero: Para que dos vectores tengan la misma direccidn, deben ser proporcionales, es decir,
¥ = ku. Porlotanto, ¥ = k(4,—2,1) » ¥ = (4k, -2k, k)
Segundo: Si queremos que su moédulo sea 3, se debe cumplir que:

3 V21
J@2+ (-2k)2+k2=3->21k=3>k=—-="
V21 7
. = 421 221 V21
Tercero: Sustituir: v =(——,— —,—
—— 7 7 7
22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 4: Vectores. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Vectores

b) Primero: Para que sea unitario y con sentido contrario a i, se debe cumplir que:
. U
wW=——=
|
Segundo: Se calcula |u| = |u| = \/42 +(=2)2+12=+21

Tercero: S tit I I'W—(—ii—L)
ercero: Se sustituye y calcula: W = (= ==, 7=, ~ 7=

c) Primero: Los cosenos directores de un vector ¥ = (v4, ,, V3) son:
%1 B %) U3
cosa = ; cosf = ; COSy = ;
\/vlz + 1,2 + v32 \/vlz + 1,2 + v;32 \/vlz + 1,2 + v;32

Segundo: Sustituyendo los valores del vector u:
1

4 2
cosa = ——; COSff = ———; CcOSYy = —
V21 B V21 v V21

18. Los cosenos directores del vector u son: cosa = 0,2; cosp = 0,3 y cosy = 0,87.Si |u| =6,
écuales son sus componentes?

Primero: Los cosenos directores de un vector ¥ = (v, V5, V3) son:

Uy U, VU3
cosa = ; cosf = ; COSYy = ;
V12 + 0,2 4 v32 V12 + 0,2 + 132 V12 + 1,2 + 132
. . — u u u
Segundo: Sustituimos los valores del vector u: 0,2 = ?1; 0,3 = ?2; 0,87 = ?3

Tercero: Despejamos las componentes: u; = 1,2; u, = 1,8;u; = 5,22 -
u=(1,2,1,8,5,22)
19. Un vector U forma con los vectores 1, y u; de la base ortonormal angulos de 452 y 602, y con el
vector 1, un angulo agudo. Si [u| = 4, determina las componentes del vector u.

Primero: Los angulos dados corresponden a los de los cosenos directores, de modo que:
U B Uz Uz

cosa = —=; CoOSP = —=; coSy = —=;

|l |l

|ul

Segundo: Se sustituyen los valores y se despejan las coordenadas:
U; Uz
cosf = ﬁ - c0s452 = — > u, = 2V2

4
cosy=£—>cos609=E —>uz =2
il + N

Tercero: u, se calcula con el médulo del vector:

|ﬂ|:\/u12+(2\/§)2+22:4—>16:u12+8+4—>u1=2
u=(2, 2v2, 2)

20. Determina, si es posible, el valor de m de modo que i = (m,—2,3)yv = (—1,m, 1) sean:
a) Paralelos.
b) Perpendiculares.

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 4: Vectores. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verd
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a) Primero: Para que dos vectores sean paralelos deben ser proporcionales: U = k.
Segundo: Aplicamos lo anterior a los vectores dados:
(m,—2,3) =k(-1,m1) »>m=—k;—2=km;3 =k.
Si k=3, m deberia tener dos valores distintos, m = =3 ym = —2/3 lo cual no es posible,
por tanto, no pueden ser paralelos.

b) Primero: Para que dos vectores sean perpendiculares, su producto escalar debe ser cero: U -
v=0
Segundo: Aplicamos lo anterior a los vectores dados:
(m—-23)-(-1,m1)=0->—-m—-2m+3=0-m=1

21. a) Calcula el valor de m para que los vectores u = (—1,m,4) y v(m,-3,2)
sean perpendiculares.
u-v=20 -m—3m+8=0 —4m = -8 m=2
b) ¢Qué angulo formaran para m =0 los vectores (u + 2v) y (u — v)?
u=(-1,0,4); v= (0,-3,2)
(@+29)=(-1+0,0—6,4+4)=(-1,-6,8) = a
(—-v)=(-1-0,0+3,4-2)=(-1,3,2)=b
(a.5) = la-b| |(-1-(-D))+(-6-3)+(8-2)| _ |1—18 + 16| B 1 _
cos \ " la| - |b| VI + 62 + 8% -1+ 32 + 22 VI+36+64-VI+9+4 +101-vVid
angulo = 1,54419 radianes = 88,476 grados

22. De dos vectores ortogonales se sabeque (u+v) - (u—v) =7y |u+v| =5.
Halla |u| y |v|

u-v=20

@+v)-@—-v)=u-u—-u-v4+v-u—v-v=7- a2 = |v]2 =7

|ﬁ+17|=5;\/((ﬁ+17)-(ﬁ—17))=\/ﬁ-ﬁ—ﬁ-17+17-ﬁ—17-17=5
[i|2 +2u - v+ |9|? = 25 - |u]? + |v|* = 25

[ul? — |5|* =7

_ _ +

|i]? + |v]? = 25

2|ul? =32; |ul? = 16; |u| = 4

|2 + |9|? =25; 16+ |9|>?=25; |9|>?=9; |v| =3

23. Dados dos vectores u y v, tales que |[u| =16y (u+v) - (u—v) = 24,
Calcula el médulo de v

lu|=vu-u; u-u=|ul?* ; lul=u-v; 16°=u-1u
u-u—u-v+v-u—v-v=24
16% — |7|* = 24; |72 = 162 — 24 15|12 =232 |9| =232

24. Dados los vectores U = (2,3,8) yv = (—1, 2, 0) calcula:
a) Las componentes de un vector unitario de la misma direccién que V.
Sl — /12 2 2 — S (_i 2 )
5] =V12+22+02=V5> ¥ =70
b) Un vector de la misma direccién que ¥ y cuyo médulo sea igual a la proyeccion de U sobre v.

|v'| = Proyyv = |V] - cosa
Ul =22 + 32 +82 =77
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i-v  2(-1)+3-2+8-0 4
I

cosa =————— = =
il - |V V77 -5 V385
|3'| = |B| - cosa = V5 - * = 0,456
V385
R 0,456 2-0,456 . 0,456 0,912
v, = (_ ) ) ) - v, - (__1_1 O)
V5 V5 V5

c) Un vector perpendicular a ambos y de médulo 2.

[v'| = 2 !
i j k
w 2 3 8/=(-16,8,7)
o s -1 2 0
w = (w_ NI 3\/_) seria unitario
(2( 16) 2-8 2- 7) S, (—32 16 14 )
3v41 '3v41'3V41 341 3v41 3V41

25. Sea B = {u, ¥, Ww}una base de vectores tal que |u| = 2, |¥| = 3, |[w| = 1 y ademas verifica que U -
— — — - —
v=4,u-w=3,v-w = 12. Calcula el valor de m para que los vectores

— — — —

a=11u+mv + 3wy b = U + 2V + W sean ortogonales.

B={v,w} ul=219=3|w=1 m?
U] =Vu-u-ul?=u-u=22=4
9| =0 - V> |9)?=v-9=32=09
W =Vw-w-|w=w-w=12=1
a=11a+ma+3w>}
> I ortogonales
b=u+2v+w
11U - Uu+22u- v+ 11U - wH+mv-u+2mv-v+mv-w+3w-u+6w-v+3w-w=0

11-4+22-4+11-3+4m+2m-9+12m+3-3+6-12+3 =0

44+88+33+4m+18m+12m+9+72+3 =0

249

249+34m—0—>34m——249—>m——¥

26. Dados los vectores a = (1,0, 1),b =(2,-1,2),y¢ = (1,-3,2), determina un vector unitario
que siendo coplanario cona 'y B, sea ortogonal a C.
di=1(1,0,1); b=(-12); ¢é=(1,-32)

d+kb=d;

(1,0,1) +k(2,~1,2) = 2k + 1,—k, 2k +1)

dc—O

k+1)-1-k-3+Qk+1)-2=0; Qk+1+3k+ 4k+2)=0; 9% +3=0
3 1

Ok =-3; k=—-=—=

9 2
d=Qk+1 k2k+1)—<2< 1)+1 ( 1) 2( 1)+1)- J—( 11 1)
- ] ] - 2 ] 2 ) 2 ) - 121

Tiene que ser un vector unitario:
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(i = 12+12+12:\/§:\/E ; C_l),: _i,L'_L
Am ey F

27.- Dos vectores u'y vV son tales que [u| = 4,|v| = 5y |u + V| = 7.; Qué 4ngulo forman?

— =

u-v
COSA = —/—
[Tl-1v
B+ =J@+V) @+V) =Vi-u+u-v+08-v+¥v-v=y[02420-v+ [V|Z =
=V16+2U-v+25=7; 16+24-v+25=49 ; 20-v=8;U0-v=4
coso = ﬁ =0,2 o= arccos(,2 =1,37°

28.Sean Ui y V dos vectores tales que [i| = V3y |V| = 4
Si Uy v forman un dngulo de 30°, halla:
a) uU-v=cos(30)-V3-4=6
W-—V) - QUu—-V)=U-2u—U-v—-2U-v+v- -

u-2u = |ul-|2ul - cosO—\/§-2-\/§=6

vV-v=|v|-|¥| -cos0=4-4-1=16

U-v=6; v-2u=12
wu-v)-QRQu—-v)=6—-18+16=4
=J@-¥) - @-¥V=Vi-u-0-v-u-v+v-v=vV3-6—-6+ 16 =7

|2t — V| =\/(Xi—?:)-(ﬁ—?)=\/4ﬁ-ﬁ—2ﬁ-6—zﬁ-6+v-6=\/12—24+16=\/Z=2

29.- Determina, si es posible, el valor de a de modo que los vectores U = (1, «,2) y ¥(1, -2, —a):

a) Sean paralelos: % = _% = _ia; a=-—-2
b) Sean perpendiculares: 1 - U = Uy - Uy + Uy, - Uy, + U, - U, = 0;
1-1+ (-2a) + (-2a) =0;1— 4a = 0; a=%
2 o. o — (1-1)+(-2a)+(-2a) _ 1-ta,
c) Formen un dngulo de 60°: cos 60 (e[ o) s
~=—2;2-8a=5+0a%; a?+8a+3=0; a=—4+13

30.Halla todos los vectores de médulo 3 que formen un dngulo de 30°conu = (1,—1,1)
yde 135°conv = (—1,1,0)
vectores de médulo3 — a2+ b2+c2=3-> a?+b%?+c?=9

[u-w|
cos(a) = e

i . V3 a-b+c
vectores que formen un dngulo de 30° conu = (1,—-1,1) - > = W —»2a—2b+2c=9
. . -2 —a+c
vectores que formen un angulo de 135° conv = (—1,1,0) —» > = 33 - —2a+2b=-6
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
a2+b%2+c2=9) a= 256066 a=0,43934
2a—2b+2c=9t b=-0,43934 b= -2,56066
a—b =3 c=15 c=1,5
porlo tanto W = (2,56066,—0,43934,1,5) y w; = (0,43934,—2,56066,1,5)
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31.Halla todos los vectores de médulo 6 que formen un dngulo de 90° conu = (1,—1,0)
yde 45°conv = (—1,0,1).

vectores de médulo 6 — a2 +b2+c2=3 - a’?+b?+c?>=36

a —
vectores que formen un dngulo de 90° conu = (1,—1,0) - 0 = ﬁ —»a—-b=0
) . V2 —a+c
vectores que formen un angulo de 45° conv = (—1,0,1) - - = o2 - —2a+2c=12

Resolvemos el sistema de ecuaciones:
a?+b*+c2=36)a=0 a=-4

a—b =0¢b=0 b=-4

a —c=—-6/c=6 cc=2

por lo tanto w = (0,0,6) y w; = (—4,—4,2)

32. - Dados los vectores u = (1,2,-2), v=(-1,0,3) yw = (2,—1, —2), calcula:
a) [t], [Wxv| y |(Uxv)xw]|
b) v- (Uxw)y |(UxV) - (Vaw)|

a) |dl= 12+ 22+ (-2)2=V1+4+4=+9=3

T J k .
Wxp)= |2 1 —2|=-31—4—k=(-3,-4-1)
-1 0 3
Wxd| =/ (-3)2+ (-4)2+ (-1)2=V9+16+1= 26
i ] k .
uxv) =1 2 —2(=6l—-7+2k=(6-12)
-1 0 3
T ]k .
(UxP)xw = |g —1 2 |= 4T+ 16]— 4k = (4,16,—4)
2 -1 -2

|xD)xw| = /4% + 162 + (—4)2 = V16 + 256 + 16 = /288

-

T ] k 5
by (Uxw)=1|11 2 —2|=—-61—2]—-5k=(6,—-1,2)
2 -1 -2
v (Uxw) =(-1,0,3):-(6,-1,2)=—-6+0+6=0
TJ K R
(Uxv) = (6,—-1,2) @Wxw)=1|-1 0o 3|=3T+4+k=341)
2 -1 =2

(Uxv) - (vaw) = (6,—1,2) - (3,4,1) =18—-4+2 =16

33. Dados los vectores U = (1,4,—8),v = (1,—-1,0) yw = (2,1, —1) halla:
a) |[V] y (uxv) - (vxw)

5] = J12+ (-1)2+02=VI+1+0=+2
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Tk . . .

Wx?)=|1 4 —g|=(-k—-8))—(4k+80) = —8/—8]/—5k=(—8,-8,-5)
1 -1 0
i ]k . . .

@Gxaw)=|1 =1 ol|=0@+k)—(-2k—-))=T+7+3k=(113)
2 1 -1

(uxv) - (Wxw) = (-8,-8,-5)-(1,1,3) = -8 —-8—-15= —-31

b) [, [vxw| y | (uxw)xv|

[l = 12+ 42+ (-8)2= V1+16+64 = V/81=9

- - '

rLoJ  k S S -

@) =1 =1 ol|=0@+k)—(-2k—-))=T+7+3k=(113)
2 1 -1

[Dxw| =vV12+ 12+32=+V1I+1+3= 11

T j kK . . .
@Wxw) = |1 4 —g|=(-41+k—-16])—(8k—81—])= 41— 15/ — 7k = (4,—15,-7)
2 1 -1
i 7k . . .
WxwW)xb = 4 —15 —7|=(-4k—-7)) = (-15k +70) = =71— 7]+ 11k = (=7,-7,11)
1 -1 0

|@xw)xB| =/ (=7)2 + (=7)% + 112 = V49 + 49 + 121 = +219

34. Dados los vectoresu = (1,—3,3), v=(4,0,—-3) y W= —-2u+ 3V
a) [W|, [wxv| y [Wx(dxv)|

w= (-2,6,—6)+(12,0,—9) = (10,6,-15)

|W| = /102 + 62 + (—15)2 = V100 + 36 + 225 = V361 = 19

W= 20436 ; —28=(=2)(1,-33) = (=2,6,—6) ; 3% =3-(4,0,-3) = (12,0, —9)

- -

1] k 5 N
WxV) = |10 6 —15|=(—1871—60)) — (24k — 30j) = —187— 30j — 24k = (—18,—-30,—24)

4 0 -3
[Wxd| = /(—18)2 + (—30)% + (—24)% = V324 + 900 + 576 = V1800 = 30v2

(Ux?) = i _3 Igf = (97 +12)) — (=12k — 3]) = 97+ 15] + 12k = (9,15,12)
4 0 -3
Tk . .
wx(@x?) =10 6 —15|=(720+ 150k — 135)) — (54k — 2257 + 120)) = 2977 — 255] +
9 15 12
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96k = (297, —255,96)
|Wx(Ux®)| = /2972 + (—255)2 + 962 = /88209 + 65025 + 9216 = V162450

b) v - (Uxw),vx(u —w) y |(uxv) - (Vaw)|

-

[ k S R S
(Uxw)=|1 —3 3 |=(45+6k+30j)— (—30k + 187 — 15]) = 270+ 45] + 36k =
10 6 —15
(27,45, 36)
U - (Uxw) = (4,0,—3) - (27,45,36) = 108+ 0 —108 = 0
vx(U — w)
(@—-w)=(1,-3,3)—(10,6,—15) = (=9,-9,18)
i j k . .
bx@-w)=|4 o —3|=(-36k+27))—Q77+72))= —277—45] — 36k
-9 -9 18
= (—27,—45,-36)
|@ixv) - (Bxw)|
T 7k . .
(WUxv) = [1 3 3 |=07+12))—(-12k —3)) = 97+ 15] + 12k = (9,15,12)
4 0 -3
w=2u+3v
—2u = (-2)-(1,-3,3) = (-2,6,—6)
3% =3-(4,0,—-3) = (12,0,-9)
w= (-2,6-6)+(12,0,—9) = (10,6,—15)
T j ok o -
Bxw) =4 0o —3|=(24k—30))— (—187—60)) = 187+ 305 + 24k = (18,30,24)
10 6 —15
(dxv) - (Bxw) = (9,15,12) - (18,30,24) = 162 + 450 + 288 = 900

|(@x®) - Bxw)| = /9002 = 900

35. Dados los vectores u = (1,—1,1) y v = (2, 3,4) calcula:

a) El médulo de U y de ¥ y el dngulo que forman.

Calculamos los modulos:

il = Y12+ (-1)24+12=V1+1+1= V39| = V22 + 32+ 42 = V4+9+16 = V29
Ahora calculamos el angulo que forman con la férmula:

cosa = — L cosq = LTED@E L op = 23 s =

TN T V329 ’ T V329 T V7

3 o
arccosﬁ = 71,24
b) El producto vectorial de U y de V.
@xw) =1 21 1|=(-40+3k+2))—(-2k+37+4)) = =70 — 2]+ 5k = (-7,-2,5)
2 3 4

c) Un vector unitario que sea ortogonal au y v.
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Para hallar el vector unitario necesitamos el producto vectorial y su médulo:
lixv| = /(=7)% + (—-2)2+52 = V49 + 4 +25 = /78

El vector es : (\/% \/% \/%)

d) El 4rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores U y V.
El drea de un paralelogramo es |tix7|, resolvemos:

- -

t ]k N . R
Wxv)=[1 -1 1|=(-41+3k+2))—(—2k+31+4))= —=7({— 2]+ 5k = (-7,-2,5)
2 3 4
lixv| = /(=7)2+ (-2)2+52= V49 +4 + 25 = /78

Solucién: El drea del paralelogramo es de V78 u?

36. Dadoslosvectoresu = (—1,m,2),v = (2,—1,—4)yw = (3,—1,-5), se pide:
a) Elvalor de m para que los vectores U y ¥ tengan distinta direccion.

Para que la direccidn sea distinta % y ¥ no pueden ser proporcionales.

1_m_2 i 0,5
- — - =

I mom=

U y U tienen distinta direccién sim # 0,5.

b) Elvalor de m para que los vectores U y U sean ortogonales.
u-v=0-1m2)2,-1,-4)>-2-m—-8=0->m=-10

c) Un vector que tenga médulo 316 y que sea perpendicular a los vectores U y 2V — w.
20—-w-22,-1,-4)-(3,-1,-5) > (4,-2,-8)—-(3,—-1,-5) - (1,—-1,-3)

i 7 kK

2 -1 —4 - ~
x(2v-w)=[1 -1 -3|=(31- 2Kk — 47) - (k+41 6)) =31—2k— 47+ k— 41+ 6] =

i 7 kK

2 -1 —4

=—1+2/+77=(-1,27)
(-1,2,7)| =(-1)2+ 22+ 72 = 1+ 4+ 49 = V54 =36 , luego este es el vector pedido.

37. Dados los vectores U = (1,1,m), v = (0,m,—1) yw = (1,2m, 0), determina el valor de m

para que:
a) Sean linealmente independientes.
1 0 1
1 0 1 1 m 2m
1 m 2m|=|m -1 o|=—-1-(M?*-2m)=-m?>+2m—-1=0-m=1
m -1 0 1 0 1
1 m 2Z2m

Para que sean linealmente independientes m+# 1

b) Elvector VU se pueda expresar como combinacion lineal de los vectores 1 y w.
Halla dicha combinacidn.

U =au+ bw
(0,m,—1) =a(1,1,m) + b(1,2m,0) - (0,m,—1) = (a,a,am) + (b,2mb,0) —
(0,m,—1) = (a+ b,a + 2mb,am)
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_)
—>m=—i+2m(i)—>m=—i+2—m—>—>a=-_|-1 ; b=—-ob=1+1
m m m m m
O=a+b
m=a+2mb b=-a; b=~ m=a+2mb;m=—i+2m(i)
1 m m m
—1=am—>a=—;
m>*=-14+2m-m=1; b=1, a=-1
c) Sean coplanarios.
1 1 m
0 m -1
[u,v,wl=|1 2m of|=-1-(mM*-2m)=-m?*+2m-1=0-m=1
1 1 m
0 m -1
d) Elarea del paralelogramo determinado por los vectores 1 y w valga 125u?.
|[u x w| =125
T 7k
1 1 m N 5
1 2m 0 =(2mk+mf)—(k+2m2?)=(—2m2,m,2m—1)
7 k
1 m

J

1 2
\/(—2m2)2 +(mM)2+(2m—-1)2=125-> (\/(—Zmz)2 + (m)?+ (2m — 1)2) =125%2 >
(=2m?®)? + (m)?> + (2m —1)? = 15625 - 4m* + m?> + 4m? —4m + 1 = 15625 >
m=94m=-94

38. En un sistema de referencia ortogonal R = {0,u;,U,,u3}, donde |u;| =1, [uz| =2 vy |uz| =2,
tenemos los vectores @ = Uy + U, — 213 y b = 2U; — U, + U3. Con estos datos se pide:
a)u—l)u—Z)ru—éu—Z)ru_Z)u—Z)l u—3)u—3)

) U7 X Uz, Uy X Us, Uy X Us, Uy X Us y drea del tridngulo determinado poray b .

d) Repite los apartados anteriores en el caso de ser un sistema de referencia ortonormal.
a)

u; - u, »Ambos vectores son perpendiculares, luego u; - u, = 0

— " —_— —
u, - uz3 Ambos vectores son perpendiculares, luego u, - uz; =0
U, - u; = |uy| - [ug|-cos0°=2-2-1=4

f)| y angulo que forman 3y b.

Uz - Uz = |uz| - |uz|-cos0°=2-2-1=4

b)

3 b=(+0,—2Us) QU - +u3) =2 U Uy — Uy Uy —2 U3 Ug=2-1-1—-2-2—-2-
2:2=2-4-8==10

2
=Va-a=J@)?2+ @,)*+(Quz)2 =V1i+4+16 =421

El

[b] =vVb b = Qw2 + @)% + (W)? = V& + 4+ 4 =12
_ —10 __s_ﬁ _ _1_ﬂ_ 3

cosa—m.m— S, @ = cos ) =129,046

c) Puesto que los vectores Uy, Uy, U3 son perpendiculares dos a dos, se tiene que el producto vectorial
de dos de ellos da el tercero:
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Uy XUz =Ty Uy XUy =03 Uz XUy = —U; XUz =~y
Lo |i U ug

axb=|1 1 =2[=0-2)u;-01+2)u,+ (-1-2)u; =-u; —3u, —3uz
~ 2 -1 1

bxa=—-axb=1u,+3u, + 3u;

atriang = 2 [AXB| =2 W + Bu)2 + Bup)t =1 VIE49.4+9.4="2

d) Al ser un sistema de referencia ortonormal, [u;| = 1, |u;| = 1y |uz| = 1, teniendo esto en cuenta
repetimos el ejercicio:

—_ — . _ —

u; - U, =Ambos vectores son perpendiculares, luego u; - u, =0
—_— — . —_— —

u, - U3 =Ambos vectores son perpendiculares, luego u, - uz; =0
U, -uy = |uy| - |[ug|-cos0°=1-1-1=1

Uz - uz = |ug| - |luz|-cos0°=-1--1--1=-1

a-b= (0 +1,—20) QU — W+ 1) =2-U Uy — Uy - Uy — 2 U - 1y
=2-1-1-1-1-2--1--1=2-1-2=-1
Al =vad-da=V@)?+ @)%+ Q)2 =Vi+1+4=6

Bl = b5 = V@) + @7 + @2 =VI+1+4=16
-1 1

= = -1 1—9959°
— T g = -
c o = cos c ,

cosa =

V6 6
ﬁzXl_l):;:l_l)l alxazzﬁ)3 G3Xl_1)1=—u—1)><1_1)3=—u_2)
Lo u Uz ug
axb=[1 1 =2/=0-2)uy—-1+2)u,+(—1-2)u; =—u; —3u, —3u;
2 -1 1

Ariang =5 [AXb| =2 uZ + Bup)? + Buz)2 =~ VIZ+9-1+9 1=

[N

19

~[3)

39. Encuentra un vector X que tenga de médulo 3, y tal que si y = (3,—3,0) verifique X Xy =
(6,6,3)
SeaX = (a,b,c):

[ ] Kk
$x5=|a b c|=663 15 =15 o+ Blk=663)=-(=301- (=307 +
3 =3 0

(—=3a)(-=3b) k = (6,6,3)
Del determinante obtenemos:
I-3c=6->c=2 j»3c=6 k—>-3a—-3b=3->-3a=3b+3-5a=-b-1
Calculamos el médulo:
X =Vva2+b2+4=3->a%+b?+4=32>a2+b?2=5->(-b—-1)2+b?>=5->2b%>+2b+
1=5-2b>+2b—4=0
2b2+2b—4=0,b; =1,b, = -2

Sustituimos los valoresde bena = —b — 1:

a;=—-1-1=-2;a,=-(-2)—-1=1
El vectorseraX; = (—-2,1,2)y X, = (1,-2,2)
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40. Sean A(m-2, m, -5), B(m, 1, -5) y C(-1, 3, m) los vértices de un tridngulo ABC. ¢{Cudnto vale m para
que el triangulo sea rectangulo en B?

AB-BC=0; (2,1-m, 0)-(-1—m, 2, m+5)= —2—2m+2-2m+0=0
—4dm=0; m=0

41. Los vértices de un triangulo ABC son A(A , 2, -1), B(5, 3, -4) y C(7, A, -2). éCudanto vale A para que el
triangulo sea rectangulo en B?
AB-BC=0;(5-11-3)-(2,A-3,2)=10-2A4+A-3-6=0 A=1

42. Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1, 1, 1) y B(0, 2, 0). Si 0(0,0,1) es el centro
de dicho paralelogramo, halla las coordenadas de los otros dos vértices y el area del paralelogramo.

B A O es el punto medio de ACy BD, luego

C(-1,-1,1) y D(0,-2,2)

|[AB| = J(-1)2 + 12+ (-1)2 =3

c o |AD| = T F I AT = Vi1
Luego el drea es: V3 - V11

43. Dados los puntos A(-4, 2, 1), B(-1, 1, 1) y C(2, m, 3), se pide el valor de m para que los tres puntos:
a) estén alineados.
b) formen un triangulo rectangulo en B.
c) formen un triangulo isosceles, siendo A el angulo desigual.
d) formen un tridngulo de area V52 u?.

a) Sabemos queﬁ~ﬁ para que los puntos estén alineados, AB = (3,—1, O),R =(6,m—2,2)

3 0 )
obtenemos: c=— =3 no existe el valor de m.

b) AB-BC=0; (3,-1,00-3,m—-1,2)=9-m+1+0=0; m=10

o) |[4B| = [AC|; 13,-1,0)| = |(6,m — 2,2)| ; /32 + (=1)2 + 0% = /62 + (n — 2)? + 22
m? —4m+ 34 = 0, no existe el valor de m

d) Férmula de Herdén, area = \/S(S —a)(§—b)(S—c) donde S =
a= |TC|, b= |A_C>|;C = |X§|
a=|BC|=1B3m—-12)=/32+(m—-12+22= VmZ-2m+ 14
b=|AC| = |(6,m —2,2)| = /62 + (m — 2)? + 22 = VmZ — 4m + 44
c=[AB| = 1(3,-1,0)| = /32 + (-1)2 + 02 = V10
JSE—a)S—b)(S—c) =V52; S(S—a)(S—b)(S—c)=52

a+b+c

44. Dados los puntos A(1,1,-1),B(-1,-1,0) y C(3,m,-2)
a) Hallar para qué valores del pardmetro m estan alineados.

Sabemos queﬁ~ﬁ para que los puntos estén alineados,
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2 -2 1
obtenemos: — - = — = —
2 m-1 -1 ()
. . . 2 -2 -2(m-1
i. Escogemos 2 fracciones de las 3 obtenidas y operamos:— P B R =

-2;-2m=-6m=3

b) Hallar si existen valores de m para los cuales A,B y C son tres vértices de un paralelogramo de
area 2v/5u? y, en caso afirmativo calcularlos

L i j k
El area de un paralelogramo es: |ABxAC|por lo que:|—2 -2 1
2 m-—-1 -1

i. Calculamos el determinante y obtenemos un nuevo vector:u(1 —m,0,—2m + 6)
ii. Calculamos el médulo del vector y lo igualamos al valor del area:

JA —m)2+ (—2m+6)2 =25

Operamos y obtenemos la siguiente ecuacién:5m? —26m +17=0->m =

13+2v21
5

45. Dados los puntos A(O, 0, -1), B(1, 1, 0), C(-1,1,0) y D(1,-2,2), calcula:
a) Elareay el perimetro del triangulo de vértices A, By C.
Sabemos que el drea es:% |ABxAC|

i. Calculamos los vectores y obtenemos E(L 1,1); ﬁ(—l, 1,1)

i j k
ii. Calculamos el determinante: | 1 1 1|y obtenemos:v(0,—2,2)
-1 1 1

iii. Calculamos su médulo \/02 + (=2)2 4 (2)2? y tenemos como resultado:\/8

. . V8 5
iv. Porlo que el 4rea sera: Su

Sabemos que el perimetro es la suma de todos sus lados: |Z§| + |A—)C| + |B_C)|

V. Calculamosﬁ(—Z,0,0)
vi. Calculamos sus moédulos

(\/12+12+12+J(—1)2+12+12+J(—2)2+02+02) =V3+V3++4=
2+2V/3

y obtenemos que el perimetro es: (2+2\/§) u
b) El volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D.

Sabemos que el volumen de un tetraedro es% |W, E, ﬁ“
i. Calculamos AD(1,-2,3)

-1 1 1
ii. Hallamos el determinante | 1 1 1|=-10
1 -2 3

iii. Porlo que el volumen es: 1?0 - §u3
c) Elvolumen del paralelepipedo determinado por esos cuatro puntos.
El volumen del paralelepipedo es |[TC, ﬁ, ﬁ”
Como ya lo hemos calculado en el apartado anterior sabemos que:
|[AC, 4B, AD]| = 10 u3
d) El drea de una de las caras laterales.
El drea es: |ﬁxﬁ|
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Como ya lo hemos calculado anteriormente en el apartado a) sabemos que |Exﬁ| =

V8 u?

46. Sea la piramide de vértices A(0,1,—1),B(1,1,0),C(—1,1,0)y D(1, -2, 2); calcula:
a) El area del paralelogramo determinado por los puntos 4, B y C.

b) El drea de cada cara.

c) Su volumen.

c a) Area paralelogramo= |AB x AC|
AB =(1,1,0) - (0,1,—-1) = (1,0,1) AC=(-1,1,0-(0,1,-1) =
(-1,0,1)
|t T k
A C ZABxAC=|1 0 1/=0+0-)—(+0+j)=—-2j=(0,-20)
-1 0 1
B .

|AB x AC| = /02 + (=2)2 + 02 = 2u?
b) Area de cada cara
- Area base BAC

BA=(0,1,-1) — (1,1,0) = (-1,0,—1) ¢ =(-110)-(1,1,0) = (—2,0,0)
k
-1
0

U

1
2

S|

=0+0+2)—(0+0+0)=2j=(0,2,0)

O O Y

) 1
|w| =+/02 +22 4+ 02 = 2 > Area base = §-2=1u2

- Area lado BAD

BA=(0,1,-1) — (1,1,0) = (-1,0,-1) BD = (1,-2,2) — (1,1,0) = (0,-3,2)

_ |t T kK

"=|-1 0 -1|=0+3k+0)—(0+3i—2j)=3k—3i+2j=(-3,2,3)
0 -3 2

—; e 1 V22

|w'| = (=3)%+ (2)2 + (3)2 = V22 > Area BAD = \/2_-5 =

- Arealado CBD
CB = (1,1,0) —_(—1,1,0) = (2,0,0) CD = 1,-2,2)—-(-1,1,0) = (2,-3,2)

1T Tk
w'=12 0 o0|=(0-6k+0)—(0+0+4))=—6k—4j=(0—4 —6)
2 -3 2

o 1
|w"| = /(0)2 + (—4)% + (—6)2? = 2v13 — Area CBD = 2\/1_-E =13 u?
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- Arealado ACD

AC =(-1,1,0) - (0,1,-1) = (-1,0,1) AD = (1,-2,2) - (-1,1,0) = (1,-3,3)
T ] k
w"=|-1 0 1/=0+3k+j)—(0—-3i—3j)=3k+4j+3i=(3423)
1 -3 3 i
o 1 32
1w = J(3)2 + (4)? + (3)2 = V34 - Area ACD = \/3_-5 =
c) Volumen

Volumen= %[E,A_C,E]
AB=(1,1,00-(0,1,-1) =(1,0,1) AC=(-1,1,0)—-(0,1,—-1) = (=1,0,1)
AD =(1,-2,2) — (-1,1,0) = (1,-3,3)

1 0 1
Volumen==[-1 0 1{==z[(0+3+0)—(0—-3+0)|=<[3+3|=2-6=1u
1 -3 3

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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AUTOEVALUACION

1. Dados los vectores de componentes (1,3,-2) y (3,x,-6), indica el valor de x para que los dos vectores

sean linealmente independientes.
Los vectores son linealmente dependientes cuando cualquiera de ellos puede expresarse como
combinacion lineal del resto. Entonces observamos que la respuesta b)9 encaja con esta definicién ya

que:
3-(1,3,-2)=(3,9,-6) b)9

EI modulo del vector de origen A(-2,3,-2) y extremo B(2,0,-2) es:
AB=B—-A=(2,0-2)—-(-23,-2) =(4,-3,0)

|AB] = /42 + (=3)2 =5

d)5

Dados los vectores u = (1,—3,5),v = (—6,3,0)el vector w = 3u — 27 tiene de componentes:
=3u—2v =3(1,-3,5) — 2(—6,3,0) = (3,—-9,15) — (—12,6,0) = (15,—-15,15)
a) (15,—15,15)

3.

w

4. Dados los puntos A (4, -1, 5) y B (2, 7, -5), las coordenadas del punto medio del segmento AB son:
a) (31 3r 0) b) (61 '61 10) C) (31 4r 0) d) (61 '41 10)

A+B _ (4-15)+(2,7,-5) _ (6,6,0) _ .
= . === (3,3,0) Opcidn a) (3, 3, 0)

5. Dados los vectores 1 = (1,—3,5), ¥ = (—6, 3,0), su producto escalar es:
a) 15 b)-15 ¢)-3 d) -6
u -v-=(1,-3,5-(-6,3,00=—-6—-9+0=-15 Opcién b) -15

6. Dado el vector v = (—6, 3, 0) indica cual de los vectores u es ortogonal a él :
a)u=(1,-3,5) u-v=010--6)+(-3-3)+(0-5)=-15
Para que dos vectores sean ortogonales se tiene que cumplir que el producto escalar sea 0.Por lo tanto

no es ortogonal a v.
b)u=(1,-2,5) u-v=0--6)+(-2-3)+(5-0)=-12

idem a

u=(1,2,7) u-v=010--6)+(2-3)+(7-0) =0 Porlotanto si es ortogonal a v.
d)i = (2,5,5) i-5=2 -6)+(G-3)+(5-0)=3

idem a

u=(1,2,7)

7. Dados los puntos A(4,—1,5),B(2,7,—5) y C(6,—7,16) el area del triangulo constituido sobre
ellos es:

a)150 b)201 c)30 d)v201

AB = (4,-1,5) — (2,7,-5) = (2,—-8,10) AC = (4,—1,5) — (6,—7,16) = (-2,6,—11)

== | U J k| -8 10}..12 10)-,12 -8
ABXAC =172 _g 10 =| |L+| j+| |k=
6 -—-11 -2 -11 -2 6
-2 6 -11
22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 4: Vectores. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

1

Textos Marea Verd




“ Vectores

281 — 2] — 4k = (28,-2,—4) |AB x AC| = |(28,—2,—4)| = V282 + 22 + 42 = 24/201

‘ |ABxAC| _ 2v201

Area = > =— =

d)}v201

8. Dados los vectoresu = (1,—3,5),v = (=6, 3, 0), su producto vectorial es:
a) i x ¥ = (—15,-30,—15) b)i X ¥ = (15,15,15) )i X = (—15,30,—15)
d)ii x ¥ = (15,—30,15)
. |t T K =3 107-. 1 5/-. (1 =3~
L _g (5)_|6 —11|l+|—6 0|]+|—6 3|k_

= —150 + (=30)] + (=15)k = (—15,—30,—15)
d)u x B = (15,-30,15)

9. Dados los vectores u= (1,—3,5), v=(—6,3,0), w= (1,1,1), su producto mixto es:

[U,v,w] = U - (v X W) ; Realizamos el producto vectorial de v y w.

T J k

VXw=|-6 3 0
1

N R e e

Ahora realizamos el producto escalar con el resultado y .
u-(vxw)=(1,-3,5-3,6-9=1-3+(-3)-6+5-(—9)=3-18—-45=-60
a)—60

10. Dados los vectoresu= (1,—3,5), v=(—6,3,0), w= (1,1,1), el volumen del paralelepipedo
construido sobre ellos es:
Calculamos el determinante en valor absoluto

1 -3 5
6 3 ol|l=101-3-1-3-0:1-6-1-5)—-(5-3-1—-3-(=6)-1+0-1-1)| =
1 1 1
=|(3-0-30)—(15+0+18)| = |—-27 — 33| = |-60| = 60
a) 60
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Rectas y Planos

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto A
(-1,-4,2) y tiene por vector director v = (-3,-1,5).

Ecuacion vectorial: OP = OPy + v(x,y,z) = (—1,—4,2) + 1(—3,—1,5)
Ecuaciones paramétricas: (x,y,z) = (—1,—4,2)(—3,—1,5) ;

x=—-1-31
y=-4-12
z=24+41

Ecuacion continua: Despejamos 4

A_x—l. A_y+4./1_z—2 N x-1 _y+4 _ z-2
-3’ -1’ 1 -3 -1 1

Ecuaciones implicitas:
x-1 _y+4  z-2
-3 -1 1

x—3y—11=0; y+z+2=0

2. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (4,-3,-2) y tiene por vector director v = (-1,0,6).

Ecuacion vectorial: OP = OPy + v(x,y,z) = (4,—3,—2) + A(—1,0,6)

Ecuaciones paramétricas: (x,y,z) = (4,—3,—2) + 1(—1,0,6) =

x=4-1
y=-3
z=-2+64
Ecuacion continua: Despejamos 4
g=xt_z2 3
=TT T e YT
Ecuaciones implicitas: = %:? >6x—24=—2z—-2=>6x+z—-22=0 ; yTH=%
6x+2z—-22=0
y—3=0

3. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (0,1,0) y tiene por vector director v = (-2,0,0).

Ecuacion vectorial: OP = OPy + v = (x,y,z) = (0,1,0) + A(—2,0,0)
Ecuaciones paramétricas: (x,y,z) = (0,1,0) + A(—2,0,0) =

x=-=21

y=1

z=0
Ecuacion continua:

X
—=Ly=1z=0

Ecuaciones implicitas:

y=1

z=0
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4. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(0,0,0) y B(3,—4,1).
AB= (3-0,—-4—-0,1-0) = (3,-4,1)

Vectorial: (x,y,z) =(0,0,0) + A(3,—4,1)

Paramétricas:

x =31
y=—4ﬂ}
z=2
Continua:
=3 . )
_ Y g=—=2Z
)l—_4 3 4
A=2z)
Implicitas:
X V)
3- "4  —4x=3y)  4x+3y=0
X _ ("~ x =3z }_> x—32=0}
=z
3 Y,

5. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(3,—2,6) y B(1,—5,7).
AB= (1-3,-5+2,7—6) = (-2,-3,1)

Vectorial: (x,y,z) = (3,-2,6) + 1(—2,-3,1)

Paramétricas:

x=3-21
y=-2-31
z=6+11
Continua:
x—3
1=
_+22 x—3 y+2
y =7 —
1=— -2 -3
-3
A=z-6
Implicitas:
x—3 y+2
-2 -3 _)—3x+9=—2y—4}_)—3x+2y=13}
x—3 x—3=-2z+12 x+2z=15
= =z—6

6. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(2,—1,6) y B(7,—-2,—1).
AB= (7-2,-24+1,-1-6) =(5,—-1,-7)

Vectorial: (x,y,2z) = (2,—1,6) + A(5,—1,-7)

Paramétricas:

x=2+4+51

y=-1-41

z=6—-7A

Continua:
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“ Rectas y Planos

X — 2
A=3
y+1| x—-2 y+1 z-6
AST (T T T
zZ—6
Implicitas:
x—2 y+1
5  -1(_, -x+2=5y+5 }_) —x—5y=3 }
x—2 z—6 —7x+14=5z-30 —7x — 5z = —44
5 =7
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Rectas y Planos

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto A(-
1, -4, 2) y tiene por vector director v= (-3, -1, 5)

Ecuacidn vectorial:

x,y,z) =(-1,-4,2) +t(-3,—-1,5)

Ecuacidn paramétrica:

x=—1-—3t
y=—-4-t
z=2+5t

Ecuacién continua:
x+1 y+4 z-2
-3 -1 5
Ecuaciones implicitas:
{ —x+3y+11=0
5+ 3z—1=0

2. Escribe la ecuacidn vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A(4, -3, 2) y tiene por vector director v =(-1, 0, 6)

Ecuacion vectorial:

(x,y,z) = (4,—-3,2) +t(—1,0,6)

Ecuacion paramétrica:

x=4-—-t
=
z=2+ 6t
Ecuacidn continua:
Tt _z72 ., — 3
-1 6 4

Ecuaciones implicitas:
{6x +z-26=0
y +3 =0

3. Dados los puntos A(2, 0, 1) y B(O, -2, 3), se pide:
a) Expresa de todas las formas posibles la recta que pasa por ambos puntos.
AB=v=1(0,-2,3)—-(2,0,1) = (-2,-2,2)
Ecuacion vectorial:

(x,y,z) =(2,0,1) +t(—2,-2,2)

Ecuacidn paramétrica:

x=2—-2t
{ y=-2t

z=1+472t

Ecuacion continua:
x—2 'y z-1

-2 -2 2
Ecuaciones implicitas:
{—Zx +2y+4=0
2x+2z—6=0
b) Halla dos puntos C y D que estén alineados con A y B, de manera que uno de ellos (C) esté situado
entre ambos y el otro esté situado a la izquierda de A.
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“ Rectas y Planos

Para que C esté situado entre ambos puntos A y B calculamos el punto medio:
(x1+x2 yity2 Z1+22) 2+0 0-2 1+3

e ) S () - c-12)
Para que D esté a la izquierda de A proponemos que A sea el punto mediode Cy D

(x12+1’}’12_1,212+2) = (2, 0, 1), X = 3; V= 1; Z, = 0; D(3, 1’0)

4. expresa de todas las formas posibles las siguientes rectas:

X —27 =2 x=-1+21 x=3—-41 x=3-41
a)r:{ b)sijy=34+21 orijy=1+1 ds:jy=1+21

t+z=-1
Y z=2-1 z=1+22 z=1+22
_ x=2+4+21
a) IMPLICITAS r:{}’fJr ZZZ:__Zl - Al=z PARAMETRICA{y =—1-2
z=2
CONTINUA X=X =22 S VECTORIAL (x,y,2) = (2,-1,0) + 4(2,~1,1)
x=—-14+21 " L .
b) PARAMETRICA{y =3 +21  CONTINUA "T = YT = Z__1 >
z=2—2

IMPLiCITAS (x+1)-2=(y—-3)1-52x+2=y—-3-52x—y=-5

2x—y=-5

(x+1)-(—1)=(2—2)-1—>—x—1=z—2—>—x—z=—1—>{_x_Z:_1

VECTORIAL (x,y,7) = (-1,3,2) + A(1,2,—1)

x=3-41
c) PARAMETRICA { y=141  CONTINUA % = yT‘l = Z;—l
z=1+42A
IMPLiCITAS (x—3)-1=(@y—-1)-(-1)»x—-3=-y+1-x+y=4-
x—3)'2=(z-1)-8-1)>»2x—-6=—2+1->2x+2z=7 x+ty=4
2x+z=7
VECTORIAL (x,y,z) = (3,1,1) + A(—1,1,2)
x=-=-2-2A1
, x+2y=-2 B =2
d) IMPLiCITAS s:{ _ . —>y=21 - PARAMETRICA y
y—2z=1 11
z=—-4+-1
2 2
1
CONTINUA 22 =22 = 22 VECTORIAL (x,y,2) = (-2,0,1) + A(~2,1,)
2
5) Expresa de todas las formas posibles la recta rr = % = yTH = z — 2 y ademas halla:
Ecuacion vectorial:
0P = (-1,-1,2) + t(=2,3,1)
Ecuacidn paramétrica:
x=-1-2t
y=-1+3t
z=2+t
Ecuaciones implicitas:
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“ Rectas y Planos

x+2z=3

{y -3z+7=0

a)  Un punto de dicha recta tal que su segunda coordenada sea -4.
y=—1+3t=—-4-t=-1
t=-1; -1(-2,3,1) =(2,-3,-1); (-1,-1,2) + (2,-3,—-1)
P(1,-4,1)

b)  Un punto de dicha recta tal que la suma de sus coordenadas valga 2.
Calculamos el punto genérico:
P(-1-2t,—1+3t,2+t) —-1-2t—14+3t,42+t=2;2t—2=0,t=1

P(-3,2,3)
6.- Expresa de todas las formas posibles la recta de ecuacion r = sz_l = 321 = % y halla un punto de
ésta, cuya primera coordenada sea -4.
1
_2x—1 3-y 3z _X73 y—-3 z
2 3
P=(3:30): 7=(5.-23)
- 2 ) - 2 ) ’ 3
ecuacion vectorial de la recta:
—(1 3 0)+,1(5 2 1)
r= 2 g ] 2 ) ) 3
ecuaciones paramétricas de la recta:
1 5
=—+=A
*=273
y=3-21
1 |
zZ = 53. )
ecuacion continua de la recta:
A:xi )
E - -
PR o
2 | 2 3
=z
)
ecuaciones implicitas de la recta:
x+1= 5 15 2% + 5 17
XTEEYTY TV T
1 1=-2 ! +2z=1
3V T T 3y T A=
primera coordenada sea — 4:
x=—-4->P= (_4;}’;2)
2( 4)+5 17 5 17+8 33 2 33
— — = — > — = — - = — = —
27772 27 T2 Y=32'5" 5
1 +2 1 5 1 1 5 1 1 (33) 6 6 1 3
— = - = —_— - = —_—— ) =——- = ——t— = ——
37V T z 377 2 3\5 -
p= ( 4 33 3)
~\ 75’ 5
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“ Rectas y Planos

7. Halla las ecuaciones de los OX, OY y OZ y exprésala en todas las formas posibles.

Eje i

X Eje x; tomamos el punto (3, 0,0)

e Ecuacidn vectorial
(x,y,2) = (3,0,0) +1(1,0,0)
e Ecuaciéon paramétrica

x =341
r= y = 0
z=0
e Ecuacidn continua
x-3 -0 z—0
rE= =

e Ecuacidn general
0(x—3)=1(y—-0); 0=y—0; y=0
0(x—3)=1(z-0); 0=2z—-0; z=0

=0
"= {)z/ =0
Eje y; supongamos el punto (0, 1, 0)

e Ecuacion vectorial
(x,y,z) = (0,1,0) + 3(0,1,0)

e Ecuacidon paramétrica

x=0
r=jy=1+1
z=0

e Ecuacidn general
1(x—-0)=0y—1);x—0=0;x=0
0y—1)=1(z—-0);0=2z—-0,z=0
= {x =0

z=20
Eje z; supongamos el punto (0, 0, 5)

e Ecuacion vectorial
(x,y,z) = (0,0,5) + 1(0,0,1)

e Ecuacidon paramétrica

x=0
r=y y=0
z=5+1

e Ecuacidn general
0(x—0)=0(—0);0=0
1y —0)=0(z—-5);y—-0=0,y=0
r={y=0
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Rectas y Planos

8. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A (2, 1, -1) y es paralela:
a) Aleje OY
Que dos rectas sean paralelas significa que tienen el mismo vector director, como el vector director del
eje OY es (0,1, 0), el vector de la recta serd 1(0,1,0).
Luego sus ecuaciones seran:
e Ecuacidn vectorial:
(x,y,z) = (2,1,—1) + 3(0,1,0)
e Ecuacidon paramétrica:

x=2
r=jy=1+1
z=-1

e Ecuacidén general:
1(x—-2)=0y—-1);;x—2=0
0y—1)=1(z+1);0=z+1
_ {x—Z =0

z+1=0

x+2z=0
b) A larecta de ecuacion r:{

y—3z=0
Primero calculamos el vector director de la rectarr,

3(x+2z)=0 M =2 ) ¥
{Z(y_sz):O,3x+2y—0,y—l,x—T,z_3

[
<
Il

El vector de larectares v = (_?2, 1, g)

Luego pasa por el punto A (2, 1, -1) y tiene el vector ¥ = (_?2, 1,%)
e Ecuacion vectorial:

(y,2) = (21, -1+ X, 1,9)
e Ecuacidn paramétrica:

x =223

3
r={y=1+13
z=—1+2
3

e Ecuacion continua:
x—2 y-1 z+1
r= ===
-2 1 1
3 3

e Ecuacidn general:
-2 -2 2 +2 8
11(x_2) _?(y_l)ix_f —?)’4‘;1— x;)’tg
;O0-D=1z+1Djy—;=2z+1=3y—-z—3

2 8
x+§y+§—0

<
1]

1 2
Sy—z-2=0
3y 3
x—1 z+2 .
9.- Dada larectar: = = _11 =— se pide:
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Rectas y Planos

a) Expresa dicha recta de todas las formas posibles.
a. Vectorial

i. Obtenemos el punto y el vector director de la recta
1. P(1,0,-2); v(3,—-1,-1)
i. (x,y,2):(1,0,-2)+t(3,—-1,-1)
b. Paramétrica
x=1+3t
i. { y=-t
z=-2—t
c. Implicitas
—1x—1)=3y->x+3y=1
<—y= -1z+2)»>y—z=-2
b) Halla un punto de dicha recta cuya suma de sus coordenadas valga 4.
a. Sabemosque P(1 + 3t,—t,—2 —1t)
i. Sumamos los valores del punto e igualamos a 4
1. 1+3t—t—2—-t=4->t=5
ii. Sustituimos t=5 en la ecuacién paramétrica
x=14+3-5
1. y=-5
z=-2-5
2. Obtenemos P(16,—5,—-7)
c) Halla la ecuacion de una recta paralela y que pase por el punto B(1,-2,0).
a. Tomamos el mismo vector director v¥(3,—1,—1)

b. Ecuacion vectorial: (x,y,2): (1,—2,0) + t(3,—1,—-1)

x+y—2z=2
10.- Expresa de todas las formas posibles la recta r: {x _ gy tz=0Y halla la ecuacion de una recta

s que pasando por el punto B(1, —2, —1) tenga como vector director el de la recta r.
a) Hallamos el vector director con el determinante

i k
a. |1 1 =2|=4i-3j-3k->v(4,-3,-3)
1 -2 1
b) Hallamos un punto perteneciente a la recta, debemos dar un valorax, y o z.
a. z=0
xt+y=2-x+y—-2=0
{ x—2y=0
ii. Resolvemos el sistema y obtenemos x = %;y = s

4 2
b. P(3.%,0)
c) Vectorial

a. (x,y,z):(g,s,O)+t(4,—3,—3)
d) Paramétrica

x =244t

3
a. y=§—3t
z =-3t
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Rectas y Planos

e) Continua
_4 _2
a xX—3 :y 3 _ 2
T4 -3 -3
f) Implicita

4(y—§)=—3(x—§)—>4y—§=—3x+4—>y=§—%x+1

2 2 2
—3(y—§)——32—)—3y+§——32—>2—y—;

g) Ecuacién de una recta s que pasando por el punto B(1, —2,—1) tenga como vector director el
delarectar.
a. Laecuacion vectorial de la recta es:
i. (x,y,2:(1,-2,-1)+t(4,-3,—-3)

11.Expresa de todas las formas posibles la ecuacion del plano m:2x —y+3z—6 =0 y halla 3
puntos de ese plano que estén alineados.

2x—y+3z—6=0;

y=12x+3z—6;

X =t

zZ =s;

y =2t +3s —6;

Ecuaciones paramétricas

x= t

{y =2t + 3s — 6;
zZ= S

P=(0,-60 u=(1,20 v

Ecuacion vectorial

(x,y,z) =(0,—6,0) +t(1,2,0) +s(0,2,1)

3 puntos alineados: t=0ys=0, P(0,-6,0); t=1ys=0, Q(1,-4,0) M(1/2, -5, 0) (punto medio)

(0,3,1)

12. Halla la ecuacidn del plano (expresarlo de todas las formas posibles) en los siguientes casos:
a) Pasa por el punto A(3, 2, -1) y tiene como vectores directores i = (—1,1,0) yv = (2,0,—1).
b) Pasa por los puntos A(1, 2, 0) y B(-1, 1, 2) y uno de sus vectores directoresesu = (1,—2,—1)
c) Pasa por los puntos A(0, -2, 1), B(-2, 0, -1) y C(1, -2, 0).

a) Vectorial

(x,y,z) =(3,2,-1) +t(—1,1,0) + 5(2,0,—1)

Paramétrica

x=—t+2s+3

1y =t+ 2

z= —-s—1

Implicita

x—3 y—2 z+1

-1 1 0 [=0

2 0 -1
—x+3-(z+1D+y—-2))=0; —x+3-22—-2—-y+2=0; x+y+2z—3=0

b) Hacemos el vector AB AB = (-2,-1,2)
Vectorial
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“ Rectas y Planos

(,y,z) =(1,2,00+t(1,-2,-1) +s(-2,—-1,2)
Paramétrica
x=t—2s+1
WVy=-2t—s+2
z=—t+2s
Implicita

x—1 y—2 z-0
1 -2 -1
-2 -1 2
(-4x—z+4+2y—4—-(4z+x—-14+2y—-4)=0;
(=4x—z+4+2y—4—-4z—x+1-2y+4)=0;
dx+z—-4—-2y+4+4z+x—-1+2y—4=0;
dx+x—2y+2y+4z+z—-4+4-1-4=0;
5x+5z—-5=0;, x+z—1=0

=0

c) Hacemoslosvectoresﬁyﬁ. ﬁ=(—2,2,—2) R=(1,0,—1)
Vectorial
(x,y,z) =(0,-2,1) + t(-2,2,-2) +s(1,0,—1)
Paramétrica
x=-2t+s
{ y=2t-2
z=—-2t—s+1
Implicita
x—0 y+2 z-1
-2 2 -2
1 0 -1
(—2x—2y—-4—-(2z—-2+2y+4))=0; (—2x—2y—4—-2z+2-2y—4)=0;
2x+2y+4+22—-2+2y+4=0;

2x+2y+2y+22+4+4=0, x+2y+z+4=0

=0

13. Halla las ecuaciones de los planos OXY, 0XZ, 0YZ y exprésalos de todas las formas posibles.

PLANO OXY

Ecuacion vectorial: (X,Y,Z) = (0,0,0) + A(1,0,0) + u(0,1,0)
x=2A

Ecuacién paramétrica: {y =u
z=0

Ecuacion implicita: z = 0

PLANO OXZ

Ecuacion vectorial: (X,Y,Z) = (0,0,0) + A(1,0,0) + u(0,0,1)
x=A

Ecuacién paramétrica: {y =0
Z=Uu

Ecuacion implicita: y = 0

PLANO OYZ

Ecuacién vectorial: (X, Y, Z) = (0,0,0) + A(0,1,0) + x(0,0,1)
x=0

Ecuacién paramétrica: {y =A
Z=u

Ecuacién implicita: x = 0
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“ Rectas y Planos

14. Encuentra las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto P (8,9,1) y es paralelo a las

rectas:
x y-—-3 z+1 x=2-1
r:_—2= 4 - 3 y s y =3\
B z=-1-3A
Vector director de larectar: d,.(—2,—1,2)
Vector director de larectas: 55(—1,3, -3) P (8,9,1)
X=8—-2A—n

Ecuaciones paramétricas:{ y =9 — A+ 3pn
z=1+4+2A-3n

15. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto A(—2,0, 1) y contiene a la recta r de la ecuacién
X

ﬁ5=y—1=2—z

X—Xo _ Y—Yo __ Z—Zp 5 x y—1 z—2

51 %] V3 2 1
- 2 -2 x+2
B(0,1,2) v(2,1,-1)} AB(-2,-1,-1) v(2,1,-D) »>r:|1 -1 y |=0-
-1 -1 z-1

—2x+4y—-4=0 x—2y+2=0

16. Expresa todas las formas posibles de la ecuacidn del plano que pasa por el origen de coordenadas
3 _yt2z _z1
-2 1

Ecuacion vectorial del plano: (x,y,2z) = (xg, Vo, Zo) + (vx,vy,vz)t + (ux, uy,uz)s

AB,—2,-1)) A(3,—2,-1)

v(3,-2,1) v(3,-21) (x,y,2)=@3,-2,-1)+@3,-2,Dt+ (3,-2,—-1s

0(0,0,0) )0A(3,-2-1)

Ecuacion paramétrica:
x:x0+vxt+ux5} x=3+3t+35}

y contiene larectar =

Y=Yotvyt+u,Siy=-2-2t—2s
z=Zyt+v,t+u,s) z=—-1+t—s
Ecuacion general:

3t+3s=x-—3 3 3 x-—3
—2t—25=y+2}—> -2 =2 y+2|=0 4x+3y+3=0
t—s=z+1 1 -1 z+1

17. Expresa de todas las formas posibles la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas
y contienealarectar: —x+2=3y=1-2
+2=3y=1 o2y _z71
- = = —_ d = — = —
X y z 1 1 1

_ 1 3
P(-2,0,-1) V (—1,5, —1) 0(0,0,0)
(0-(-2),0-0,0—(-1)) =(2,0,1)

u
1|_1., . 2 L
vxu = =—i+j—zk->i+3—2k
3 3
-1 -3 -1
1-x—-0)+3(y—0)—-2(z—-0)»x—-3y—2z=0
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“ Rectas y Planos

x=-21
18. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto M(—1,2,1)yalarecta r:{y=2 -1
z=1-34
x =—21 y — 2 7z—1
ry=2-4- 5= =
z=1-31

P(0,2,1) V(=2,1,-3) M(-1,2,1)
i=PM-> ua=(-1-0,2-2,1-1) = (—1,0,0)

i j k
vxu=1|-2 1 -=-3|=0i+3j+ 1k

-1 0 O
0Ox—(—-1)+3(y—-2)+1(z—1)->3y+z-7=0

19. Calcula para qué valor de m los puntos A (1, m, 2), B(2, 3, m) y C(-1, -9, 8) estan alineados. En el
caso de que m=0, halla la ecuacidn del plano que contiene a dichos puntos. ¢ Pertenece el punto M (2,
1, -2) a dicho plano?
AB(1,3—M,M —2); AC(-2,-9 — M, 6)
1 3-M M-2
-2 -9-M 6
1 _—8_ 9= —8m + 16: _—16+9_7_
m—-2_9"' SoemTay . METTET T
e Para m=0:
A(1,0,2) B (2,3,0) C(-ll-glg)

4B = (1,3,-2)

AC = (=2,-9,6)
e Cogemos el punto A y hacemos la ecuacidn paramétrica del plano:

x=1+A—2u
y=34-9u
z=2-21+ 6pu
. =1+x x+1 _z
20. Halla el plano que contiene a la recta r.[z — 1 ny es paraleloa s: Pl 1-y= >

e Ecuacion paramétrica rectar:
x=A
rf y=1+1
z=—-1-2A1
e Sacamosunpuntoder; A =0; P(0,1,-1)
e Cogemos el vector de larectar: 171(1,1, -2)
e Cogemos el vector de larectas: V,(3,1,3)
e Ecuacidn vectorial del plano:  (x, v, z2)=(0,1,—1) + (3,1,3)t + (1,1, -2)s
x-3 y-1 z+3 , . .
21. Calcula m y n para que la recta r— - =, = esté contenida en el plano 7, cuya ecuacion es
mmx+2y—4z—-2n=0.
e Cogemos el vector y hallamos un punto de larectar: V,;(4,—4,1) P(3,1,-3)
Vi-a=0 (4,-41)-(m2,-4)=0;4m+8—-16—-4m—-8+16+m+2—4 = 0;
m—2=0m=>2
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“ Rectas y Planos

e Enlaecuacién del plano sustituimos con el valor de m y el punto: 2(3)+2:1-4:(-3)-2n=0
6+2+12-2n=0 20-2n=0 n=10

: : fx+2y-3=0_ _ .
22. Estudia la posicidn relativa de las rectasr.{y_l_z_l_4=0 ys:x+2=-2y=z-—1,yhallala
ecuacion del plano que las contiene.
(x+2y—-3=0 _ _ _
'{y+z+4=0 ssx+2=-2y=z-1
N LA
=1 2 0/=(2-11)
0 1 1
x+2 y z—1 — 1
ssx+2=-2y=z—-1 - s T =j= T - %=<1,_§’1>
2
Qs =(=2,01)
=0
Xx+2y—3=0 Y B
'{Y+z+4:0 "{x:?’ Pay=(3,0,—4)
. z=-4
PQ = (91 — P1, 92 — P2, 93 — p3) = (=5,0,5)
2 -1 1
1 5
__ =—=%0
1 > 1 27&
-5 0 5

—_— —> —_—
Los vectores V.. V; y PQ son linealmente independientes, luego las dos rectas se cruzan.
No existe un plano que contenga a las dos rectas

23.-Halla la posicidn relativa, segtin los valores de m y n, de las rectas:
x+m _y _ z _{—x+y—z+2=0
S12x +4y—-3z-5=0

2 2 n

2x —2y+2m =0
r: 2x+2m=2y , yn=2z r.{ yn =2z =0
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2
2 4 -3.,-5 2 4 -3.-5
5 —2 0 ‘om 2F1 4+ F2,2F1 4+ F3 5 _2 0 ‘o C2o (C3 y—F3+F4
0 n -2 0 0 n -2 0
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2
0O -5 6. -1 0 -5 6 . -1
0 -2 0 2m+4 2F2 + 5F3 0 0 —12 10m + 22 nF3 4+ 12F4
0 0 n 0 0 0 n 0
-1 1 -1 2
0 -5 6 . -1 _ o2 11
0 0 —12° 10m+ 22 n(10m+22) =0 im === n=0
0 0 0 10mn + 22n
a) Paran¥ 0
1)ym # % r(C) =3#1r(Ad) =4 S.I(secruzan)
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“ Rectas y Planos

2)m = % r(C)=3=1r(4A) S.C.D (secortan)
b) Paran=0 r(C)=3=r(4) S.C.D (secortan)

24. Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y planos:
a)m:x+4y+z+2=0

_{—x +2y=5

\-2y-z=4
1 4 1 1 4 1
-1 2 0 -1 2 0 | = —4, Al ser distintode O el rag(A) =3
0 -2 -1 0 -2 -1

Se trata de un S.C.D entonces la posicidn de la recta y el plano es secantes, el punto es:

{O‘X JZFZY‘):i 7 3 5 (=7 =3 =5
=2y -z =4 ;X=—F,y=5,2=3 ; (—n—n—ﬂ
+x +4y +z =-2 2 4 2 2 42
bym2x+y—-z—-2=0
_{—x+3y—z+2 =0
x+y+2z—-4=0
-1 3 -1
1 1 2|=17;
2 1 -1
Se trata de un S.C.D entonces recta y plano son secantes, el punto es:
b F: j:;y oy :4_2 32 8 22 3 _8 2
z = ;x=_ry=__ ’Z=— P TR
2% 4y -z =2 17 17 17 17 17 "17
oOomr=2x+y+z—-2=0
_{—x+2y+z—4=0
x—y+2z+2=0
-1 2 1 -1 2 1
1 -1 2 1 -1 2|1=12;
2 1 1 2 1 1
Se trata de un S.C.D entonces recta y plano son secantes, el punto es:
—x +2y +z =4
{x -y +2z =-2-x=0,y=2,z=0 P(0,2,0)
+2x +y +z =2
dymx—-—4y—-3z=5
{ x—2y=3
(—2y—z=2
1 -2 0 1 -2 0
0 -2 —1) 0 -2 —-1|=4;
1 -4 -3 1 -4 -3
Se trata de un S.C.D entonces recta y plano son secantes, el punto es:
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1x —4y —-3x =5
{1x -2y 40 =3 x=1,y=-1 ,z=0; P(1,-1,0)
0 -2y +1z =2
25. Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
m:—2x+4y— 6z =—4 -2 _ 4 _-6_ -4 L.
a){ Ty x—2y+3z=2 TS5 T3 55 Ambos planos son coincidentes

TTy: 2x—y+z=1 2 _-1_1 1
b){nzz—6x+3y—32=3 —~ =3 —_3;#3 Ambos planos son paralelos

My x—y+3z=4 1 -1 3 | 4
2F, + F
c){n2:—2x+3y—z=3 (—2 3 -1 | 3>_31§++;
m3:3x —4y +4z=-1 3 —4 4 |-1 Lo

1 -1 3 | 4 1 -1 3 | 4
(0 1 5 | 11) F, + F3 <0 1 5 | 11)
0 O

0 -1 -5 |-13 0

Rg (C) =2 # Rg(A) = 3 Por ello, el sistema es incompatible y los planos se cortarian 2 a 2 en tres
rectas paralelas formando un prisma puesto que los coeficientes de sus variables no son
proporcionales.

m:3x—y+z=-1 3 -1 1 | -1 F. _3F
d){nz:x+y—52=1 (1 1 -5 | 1> 21F+32F
—eal 3

m3:2x—3y—z=-1 2 -3 -1 |-1
3 -1 1 | -1 3 -1 1 | -1
(0 -4 16 | —4) —7F, + 4F; - (0 -4 16 I —4)
0 -7 -5 |-1 0 0 -—132 | 24
Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego el sistema seria compatible determinado y los tres planos se
cortarian en un punto.

26. Estudia, segun los valores de A, la posicion relativa de los siguientes planos:
T —2x+ 2y —4z=2
a){nz: x—2y+4dz=-1
2 22 -4 =2 -4 -4 =2 o
i Rl W R Wl S R L
Para A =2 : Ambos planos son coincidentes, puesto que los coeficientes de sus variables son
proporcionales
Para A # 2 : Los planos se cortan en una recta, ya que los coeficientes de las variables no son

proporcionales

my:—x+2y+z=2
b){my: x+4,—-2z=1
M3 Ax—y—4z = -3
-1 2 1 | 2 -1 2 1 | 2
(1 A =2 | 1)—>F1+F2—><0 A+2 -1 | 3>—>/’1F1+F3—>
A -1 —4 |-3 A -1 -4 |-3

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 5: Rectas y Planos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Rectas y Planos

-1 2 1 I 2 -1 2 1 | 2
(0 A+2 -1 | 3)—>F3—F2—><0 A+2 -1 | 3 >
0 21-1 A—-4 |24-3 0 A-3 A-3 [21-6

-1 2 1 2

—>(O A+2 -1 | 3) A—-3=0-1=3
0 A-3 A1-3 |2(4—-3)

ParaA=3:Rg(C) =2 = Rg(A) Entonces, el sistema seria compatible indeterminado y los planos se

cortarian en una recta puesto que los coeficientes de sus variables no son proporcionales.

Parad # 3 :Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego el sistema seria compatible determinado y los tres planos se

cortarian en un punto.

Ty: 2x+y+z= 3

Tq: x—y+2z= 4
c){
n3:3x +Ay+6z= -8

1 -1 2 | 4 1 -1 2 | 2 1 -1 2 | 2
3 4 6 |-8 3 2 6 |—8 0 A+3 0 |-14

A+3=0-A=-3
Parad = —-3:Rg (C) = 2 # Rg(A) = 3 Por ello, el sistema es incompatible y el plano 1, cortaria a los
otros dos en rectas paralelas, puesto que los coeficientes de las variables de los planos my, 3 son
proporcionales a excepcidn de sus términos independientes, planos paralelos.
Para A # —3 :Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego, el sistema seria compatible determinado y los tres planos
se cortarian en un punto.

Ty 2x—y+Az=5

my: x+Ay—z=2
d,{
n3:x+10y—-6z=1

1 A =1 12\_yp L p (1 A -1 ] 2
(2 -1 2 |5> ! 2(0 —21—-1 A+2 | 1)—>(10—,1)F2+(2,1+1)F3—>
| —1

1 10 —6 11/ Bt \g 1021 s
1 2 _1 | 2
—>(o 2A-1 A+2 | 1)
0 0  —A2—2x+15 |-31+9
A2 2 4+15=0-A = -5\, =3: 3 4+9=0->A=3

ParaA# 3,4 # —5: Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego, el sistema seria compatible determinado y los tres
planos se cortarian en un punto.

Para A =3 : Rg(C) = Rg(A) = 2 Entonces, el sistema seria compatible indeterminado, y los planos
serian distintos y se cortarian en una recta puesto que los coeficientes de las variables no son
proporcionales.

Paral=—5:Rg (C) = 2 # Rg(A) = 3 Por ello, el sistema es incompatible y los planos se cortarian 2
a 2 en tres rectas paralelas formando un prisma puesto que los coeficientes de sus variables no son
proporcionales.

27. -Estudia, segun los valores de A, la posicion relativa de las siguientes rectas y planos, calculando
(cuando sea posible), el punto de interseccion.
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“ Rectas y Planos

x—y+z—4=0

r_{2x+y—22+4=0
b,{-
mx+4y+21z—-2=0

x+1l=—-y—-2->x4+y+3=0

a) Recta: —y—2=§ - —2y—4=z ->2y+z+4=0
Plano:r=x—3y+4Az+2=0

Matriz (A) Matriz Ampliada (A*)
1 1 0 1 1 0|3
(0 2 1) (O 2 14)
1 -3 A4 1 -3 Al2
Rango A

1 1 0

0 2 1|/=2240+4+1-(04+0-3)=21414+3=214+4-214+4=0->41=-2
1 -3 4

-SiA = —2,elRg(A) # 3,y podemos comprobar que la matriz es de Rg = 2
- Para que Rg (A) = 3, A tiene que ser # - 2

Conclusidn:
1) Cuando A # —2elRg (A) =3 =Rg (A *) = larectay el plano son secantes (S.C.D.)
x+y =-3 N N
. _ _—2A-7 _ __ —4A-1 -7
Resolvemos el swtema{ 2y +z=—-4 x= 20412) ;Y = 2413 zZ= 20042)
x—3y+ Az=-2

2) Cuando A = —2 Rg (A) =2y Rg (A*) =3, por lo que Rg (A) # Rg (A*) y la recta y el plano son paralelos
(S.1.)

7

2x+y — 2z+4=0 ~ _
b) ReCta'{x—y+z—4=O Plano:r=x+4y — Az — 2=0
Matriz (A)
2 1 =2
1 —1 1 |Dependiendo de A, esta matriz serd de Rango 2 o 3.
1 4 -2
Determinante |A]|
2 1 =2
1 -1 1|-/Al=CA+1-8)-2+8—-1M)=2A—-7-2-8+ A= 3A-17
1 4 -2

3A-17=0; A= 1—37
- La matriz A no es de Rg = 3 para ese valor de 4;
en el resto de los casos, es decir, cuando A # g, sies de Rg = 3.

Matriz (A*)

2 1 =214
1 -1 11|-4
1 4 Al2
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Rectas y Planos

2 1 4

1 -1 —-4|=(-4+16—-4)—(—4 —324+2)=16 — 8+36 — 2=42
1 4 2

Conclusion:

1)SiA# ?, ambas matrices son Rg = 3, por tanto, el plano y la recta son secantes (S.C.D.)

2x+y—2z=-4

. 18 121+4 54
Resolvemos el sistemay x—y+z =4 X = Y = ; Z =
—31+17 —31+17 —31+17
x+4y— Az=2

2)Sid= _717, Rg (A) =2 # Rg(A*) =3, por tanto, el planoy la recta son paralelos (S.I.)

28. Dadas las rectas r:gzy—?):?ys:x+1=%:§ se pide:

a) Posicion relativa de ambas rectas.
b) Ecuacidon del plano que contiene a dichas rectas.

a) Primero: Sacamos un punto y un vector de cada recta:
Rectar: P(0,3,—-3); v (2,1,—1)

Rectas: Q(—1,1,0); w(1,—1,2)
Segundo: Se calcula el rango de la matriz M y M*:
V1 Vs U3
_ (V1 Vz U3 .
M—(W1 w, Ws)yM_< wy w, W3 )
P1—q1 P2—q2 P3—(Qq3

Tercero: Calculamos el determinante M*:

2 1 -1
1 —1 2 |=0-R(M)=2=R(M*)- Las rectas son secantes.
1 2 -3

b) Primero: Para calcular la ecuacién del plano que contiene a dichas rectas necesitamos un punto
de una de las rectas y dos vectores, uno de cada recta:
P(0,3,-3); v (2,1,—1); w(1,-1,2)

Segundo: Calculamos la ecuacion general del plano para este caso de la siguiente manera:
X=X Y—Yo Z— 2
U1 Uy U3
w1 W W3
Tercero: Sustituimos los valores dados:

=0

x y—3 z+3
2 1 -1 [=0-2x-2(z+3)-(@-3)—-[z+3)+x+4(y—-3)]=0-
1 -1 2
x—5y—-3z+6=0
29. Dadas las rectas r y s de ecuaciones: x = y =zys:%= yz;z=§

a) Estudia su posicion relativa.
b) Hallalarectaquecortaarysyesparalelaalarectat:(x,y,z) =(1,2,3)+4(1,2,-1)
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Rectas y Planos

a) Primero: Sacamos un punto y un vector de cada recta:
Rectar: P(0,0,0); ¥ (1,1,1)

Rectas: Q(1,2,0); w(1,2,2)
Segundo: Se calcula el rango de la matriz My M*:

v v v U1 U, U3
-Gz (B E 5
! 2 3 P1—4q1 DP2—4q2 P3—(q3

Tercero: Calculamos el determinante M*:

1 1 1
1 2 2| =2 - R(M)=2#R(M*)=3- Las rectas se cruzan
-1 -2 0
b) Primero: Pasamos a paramétricas las rectas r y s para ver las coordenadas de un punto de cada
recta:
x=t
Rectar: { y=t cualquier punto de larectarsera: P (t, t, t)
z=t

x—1=s x=1+s
Rectas:yy — 2 = 2s = {y = 2 + 2s cualquier punto de la recta s sera Q(1+s, 2+2s, 2s)
z=2s _\ z=12s
Segundo: El vector PQ debe ser paralelo al vector director de la recta t: (1, 2, -1):
PQ=(14+s—t  2+2s—t,  2s—t)
1+s—t_2+25—t_25—t
1 2 -1
Tercero: se resuelve el sistema ecuaciones:
2425s—=2t=2+2s—t->t=0

1
—2—25+t=4s—2t—>s=—§

Cuarto: Se sustituye y se toma el punto P(0,0,0) y el vector (1,2,-1) y la recta sera:

30. Dados los planos Ty = 3x +2y—z=6ym, = —-2x+y + 3z — 6 = 0, halla la ecuacidn de una

recta r que pasando por el punto M(1, 0, -1) es paralela a los dos planos.

( 3 2 -1
-2 1 3

los dos planos, la recta tendra de ecuacién

ri(x,y,z) =21-(7,-7,7) + (1,0,—1) ecuacidn vectorial

) — (7,—7,7); vector perpendicular a los vectores normales y por tanto paralelo a

x=71+1
r =4 y=-71 - Ecuaciones paramétricas
z=71-1
31. Dadas las rectas r y s de ecuaciones 71: z = % = % y ssx+1=-y=2z-2,hallar:

a) El valor de m para que ambas rectas se corten:

x = 41 x=p-1
r={y=1—2/1; s={y=—ﬁ
z=mAl z=p+2
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4A=F—-1)41-B=-1
1—2/1:—,8}—2)L+ﬁ=—1
mi=F+2) mi—-p=2

2A==-2; A=-1
-2-(-D)+p=-1-2+p=-1;=-3
m-(—-1)+3=2,-m=-1,m=1

b) Para ese valor de m, el plano 7T que contieneasyr
Pr = (0,1,0)
mddr = (4,-2,1)
ds = (1,-1,1)

4 1 X
-2 -1 y-1
1 1 z
—2z—x—-3y+3=0

=0->—-4z—-2x+y—1+x—-4y+4+22=0

c) La ecuacion de la recta que pasa por el punto M (1,1,1) y es perpendicular al plano
m= —x—3y—2z+3=0- (—1,-3,—2); vector perpendicular al plano
ri(x,y,z) =(1,1,1) + A(—-1,-3,-2),1€ER

x—y+3z+4=0
—2x+y—z+2=0
a) Valores de m y n para que la recta y el plano sean:

i) paralelos ii) perpendiculares iii) la recta esté contenida en el plano.
b) Param =-1y n = 2, el punto de interseccion de la recta y el plano.
c) Punto de interseccidon de la rectar, con el plano OYZ.

32. Dadalarectar: { yelplano:m:4x —my + 5z — n = 0 calcula:

i j k
v,=(1 -1 3|=-2i—-5j—k-(=2,-5-1)-(2,51) n, = (4,—-m,5)
-2 1 -1
a) i) o-m.=0 (2,51)-(4,-m5 =8—-5m+5=0 m=1—53
i) Z = % = % no tiene solucién.
iii) El sistema formado por las 3 ecuaciones ha de ser compatible indeterminado.
4 —m 5 13
1 -1 3[=-84+5m—-5=0; m=—
-2 1 -1
4 5 —-n
1 3 41=244+n—-40—-6n+16—-10=0; n= -2
-2 -1 2
4x+y+5z=2
b) Resolvemoselsistema{x—y+32=—4 x=%;y=%;z=%
—2x+y—z=-2
X =0
c) cResolvemos el sistema{ xX—y+3z=-4 x=0;y=-5;z=-3
—2x+y—z=-2
33. Dadas las rectas r:g =y—3= ? , Yy Ssix+1= y_;ll = %, calcula la ecuacion de la recta que
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pasa por el punto M(-1, 1, 1) y es perpendicular a ambas rectas.

—

dr = 2,1,-1) ds=(1,-1,2) drxds es un vector perpendicular a ambos

drxds=12 1 -1|=3i—-5—-3k—-(3,-5,-3)
1 -1 2
x=-1+4+3A
De donde las ecuaciones paramétricas de la recta pedidason: { y =1 —5A
z=1-3A
. (y=-1+x x2_ .z ide:
34.- Dadas las rectas r: {Z — 9 _ 13y ys:= y—1 S se pide:
a) Posicion relativa de ambas rectas.
C[y=—1+x X2y =2t
r'{2=2—3x s: 2ﬁy 1 .
1 2 2 / 1 2 2 1 2 2
F,=F,—F
(1 1 O)F’Z—F2+3I~1 - (0 -1 —2)F§:F3—8F2—> (0 -1 —2)
-3 2 —=2/377°3 1 0 8 4 0 0 -12

Es de rango tres, lo que indica que las rectas se cruzan.
b) Ecuacion de la recta que pasa por M = (—1,—1, 0) y es perpendicular a ambas rectas.

i j ok
1 1 -3/=5i—-8-k-> w=(5-8-1)yM=(-1,-1,0)
2 1 2

Ecuacién de larecta: (x,y,z) = (—1,—1,0) + A(5,-8,—-1)

35. Halla el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A (1,0,-1), B (1,1,0) y el tercer vértice
es el punto de corte con el plano0OXZ conlarectar:x =2y -2 =z —1.

X=Y

=0 xX=2y+2->x=2

;]:.U T x=z-1oz=x+1-2z=2+1=3 C(2,03)

AB > B —_A - (1,1,0) — (1,0,—1) = (0,1,1) BC—-C—-B- (2'0'3) — (1,1,0) — (1, _1’3)
|t T kK

0 1 1 ) i 1 1 1

1 -1 3 :3T+]_—(k—f)=4f+j_—k Azzlﬂxlﬂ_)E\/42+12+(_1)2:Em
T ] k

0 1 1

36. Dados los puntos A (-1,2,0), B (-3,3,-1) y C (1, a,1), se pide:
a) Calcula el valor de a para que los tres puntos estén alineados.

@ —-B—-A- (_3) 31_1) - (_1) 21 O) = (_21 1;_1)
BC—>C-B-(Lal) - (=3,3-3) = (4a-3,2)

—2 1 -1 =2 1
—= »—-2(a—3)=4->-2a+6=4->52a=2-a=1

4 a—3 2 4 a—3

b) Para a = —1, calcula el perimetro del triangulo que tenga de vértices dichos puntos, asi como su
area y el valor de la altura correspondiente al vértice A.

dis = (=3+1D2+(3-2)2+(-1-0)2=+6
dge = (1+3)2+(-1-3)2+(1+1)2=6
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“ Rectas y Planos

die =(-1-12+ 2+ 1)2 + (-1)2 =14
Perimetro: V6 + 6 + V14 = 12,19
T=B—A-(=33,-1) = (=1,2,0) = (=2,1, 1)
5=C—B-(1,-1,1) = (=33,-1) = (4,—4,2)

U]k
-2 1 -1
luxvl=|4 -4 2|=(20+8k—4])— (4k+41—4j) =—-21+0j+ 0k =2
T ]k
-2 1 -1

Area: A =%|ﬁx17| —>%-\/Z =1

Valor de la altura correspondiente al vértice A;

BC =7 = (4,—4,2) ; A(—1,2,0) Elvalor de la altura es la distancia del punto A al punto de corte de
la recta determinada por BCy el plano perpendicular a ésta que pasa por A.

Plano perpendicular:
4(x+1)—-4(y—-2)+2(z2)=0-4x+4—-4y+8+2z=0-4x—4y+22+12=0

x-1 _ y+1 _ z-1

Recta determinada por BC, considerando el punto C = >

4x —4y + 2z =—12
Resolvemos el sistema { —4x — 4y =0
2y +4z =2

c) Halla la ecuacién de una mediana.
Punto mediode Ay C— D (_1+1 E,E) = (0,%,%)

2 2 2
BD D—-B (011) (-3,3,-1) 3 >3
- — - — == (- — = —_— =
12)2 ] (J 2F2)

Ecuacién de la mediana: (x,y,z) = (0,%,%) + A(3, —g,g)

37.- Los puntos P (0,1,0) y Q(—1,1,1) son dos vértices de un triangulo, y el tercer vértice
S pertenece a la recta r: {x = 4,z = 1}. Ademas, la recta que contiene a los puntos P y S es
perpendicular a la rectar.

a) Determina las coordenadas de S.

Usamos la ecuacion paramétrica para obtener el vector director:

x =4 x=4+0-2A _
r:{y=)\}=r:{y=0+?\} dr =(0,1,0)
z=1 z=14+0-A

Sabemos quex=4yquez=1porloqueS (4,a,1)

Como dr y PS son perpendiculares hacemos el producto escalar e igualamos a 0 para obtener el valor
de a:

dr-PS=0 dr=(0,1,00 PS=(4,a1)—-(0,1,0)=(4a—1,1)

dr -PS=0-4+(@-1)-1+0-1=0 dr-PS=a—-1=0 a=1

Sustituimosen S (4,a,1): S(4,1,1)

b) Calcula el area del triangulo PQS.
Usamos la formula del area del tridngulo = % |S_Q>x§5|

Resolvemos: SQ = (—1,1,1) — (4,1,1) = (=5,0,0) SP =(0,1,0) — (4,1,1) = (—4,0,—1)
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“ Rectas y Planos

|t Tk S
(SQxSP)= |5 ¢ o |=5/=(0,50) [SQxSP|= V52=5
-4 0 -1

Area del tridngulo = % |SQxSP| =%. 5 = guZ

38.- Los puntos A (0,—2,0) y B (—1,0,1) son dos vértices de un triangulo isdsceles.
a) Obtén las coordenadas del otro vértice C, sabiendo que pertenece a la recta

r:{y = -5,z = 0}.

Usamos la ecuacidon paramétrica para obtener el vector director:

x=2A x=0+A .
r: {y:—S}:r; {y:—s-}-ox} dT:(l,0,0)

z=0 z=04+0-A
Hallamos el punto medio entre Ay B:
M= (0;—1, _22+0,0J2r—1) M= (_71, —1,%) (suponemos Ay B son los vértices del lado desigual)
Sabemos que y =-5y que z =0 por lo que C (a,—5,0)

Como ﬁy MC son perpendiculares hacemos el producto escalar e igualamos a 0 para obtener el valor

de a:

AB = (-1,0,1) — (0,—2,0) = (—1,2,1)

A -1 1 1 1

MC = (@,-5,0) - (3,-13) = (a+5,-4—3)
1 1

AB-MC= (-1,21) (a+2,-4— )= (-a—2-8-1) -a=8+:+5 a

Sustituimos en C (a,—5,0): € (=9,—5,0) Solucién: C (-9, -5,0)

I
|
o)

b) Halla el valor del angulo desigual.
El dangulo desigual es el del punto C.

. . CA-CB’
Hallamos el angulo usando la férmula: cos a = TGl [c8]

Resolvemos:
CA = (0,—2,0)—(—8,—5,0) = (8,3,0) |CA|= V87 + 32+02= v64+9 = V73

CB= (-1,0,1) — (-8,-5,0) = (7,51) |[CB|= V72 + 52+ 12 = V49 + 25 + 1 = 75

cosa = CA-CB cosq = (8,3,0)-(7,51) cosa = 56+15+0 cosa = 71
~ |c4| [cB| V73475 T V73475 © V73475
71 16,35°
a = arccos————— = 16,
V73 V75

El dngulo desigual es de 16,35°.
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“ Rectas y Planos

AUTOEVALUACION

1. Una ecuacién de la recta que pasa por el punto A(0, 1,2) y tiene por vector v = (1,1, 1) es:

(Hacemos las ecuaciones de la recta hasta encontrar una que coincida con una de las opciones)
(x,y,z) =(0,1,2) + A(1,1,1)
x=0+21 A=x
{y=1+/’l {Azy—l
z=24+1 1=2z-2
x=y—1=z-2
{x=y—1 {x—y+1=0
x=z—-2Wx—-z+2=0 . t1-0
—y —
b) {X —-z+2=0
2. Una ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3,1,2) y B(2,4,7) es:
(Primero hallamos un vector director con los dos puntos y luego hacemos las ecuaciones de la recta
con el punto A (izquierda) y el B (derecha) hasta encontrar una que coincida con una de las opciones)
AB=(2-34-17-2)=(-13,5)
(x,y,z) = (3,1,2) + 1(-1,3,5); (x,y,2) = (2,4,7) + A(—1,3,5)
(1 =*3 (1 =%2
x=3+ (1A -1 {x =2+ (DA -1

{ y=1+31 {1=%%;] y=4+431 {A=2"
z=2+4+51 A=% z=7+451 /1_?
¥x3 _y-1_zz2 x=2 _y-4 _ z77
-1 3 5’ -1 3 s
x—2 y—4 z-7
A 3 5
3. El vector director de la recta {x—y—Z =0
x—z—1=0
X = A
et b
N z=—-1+21
d)(1,1,1)
4. Una ecuacién del plano que pasa por el punto A(3,1, —2) y tiene como vectores directores

u=(1,2,3)yv=(0,1,0)es:
Ya que las opciones a y c son incorrectas por presentar valores que no coinciden con el punto

y los vectores directores, la solucién es:
b)3x—-z=11

5. Una ecuacién del plano que pasa por el punto A(3,1, 2) y contiene a la recta
(x,y,2)=(1,1,1) + t(0,0,1) es:
(Hacemos las ecuaciones de la recta con el punto Ay el vector director de la recta hasta encontrar una
que coincida con una de las opciones).
(x,y,z) = (3,1,2) +t(0,0,1)

x=3

y=1
z=2+t
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“ Rectas y Planos

b)x=3

6. Una ecuacion del plano que pasa por el punto A (3,1,2) y el vector normal 7 = (0,0, 1) es:
- Utilizamos la formula;
a(x —xo) + b(y —yo) + c(z —2,) =0 -
S>0x—-3)+0(y—-1)+1(z-2)=0->2z—-2=0->2z=2
e Larespuesta eslaopcionb)z=2

7. Una ecuacion del plano que pasa por los puntos 4(3,0,0), B(0,5,0),€(0,0,7) es:
-Calculamos dos vectores y elegimos un punto
AO0(x —3,v,2z); AB - (0,50) — (3,0,0) = (=3,50) AC - (0,0,7) — (3,0,0) = (=3,0,7)

-

l
-
_)l-

A B O B 2 I P G SRE LR CP AP R B

o U1y
N o XU

-3
-3
35x + 21y +15z—-105=0
- Como paso final hacemos su m.c.m y dividimos la ecuacién entre el mismo y obtendremos la

solucion;
m.c.m = (105)
AT
a) — —_ _=
) 3 5 7
8.Losplanosx—z=3yx+z="7son:
Dividimos los coeficientes;
1 L 0 L 1
1 0 1
e Se cumple el caso de la secante por tanto es la c).
4 4 L, X= 3 +4t
9.Lasrectasx2 =y3 = z5 y y=1+ 6t son:
z=2+10t
py X4 _y-1_zi2 g: X8 _ oyt _z2
2 3 5 4 6 10

19) Tomamos puntos y los vectores de ambas rectas y también tomaremos el vector de
ambos puntos:

P.(41,-2) P(312) Vr(235) Vs(4610) PrPs(3—4,1—-1,2+2) - (-1,04)

29) Calculamos la matriz de coeficientes y obtendremos el rango;
2 3| _on_on —
S o|=20-20=0

(‘21 2 150)A_) |i 2=12—12=0 > R(A) =1
2 150|=30—30=0

39) Calculamos el rango de la matriz ampliada;

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 5: Rectas y Planos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra




“ Rectas y Planos

2 3 5\V
4 6 10| —(48+0+(-30))—(-30+48)=0->R(A*) =2
-1 0 4
Tras tener ambos rangos obtenemos que las rectas son paralelas. b)
10.El planox — z = 3 ylarecta % = %1 = zzzson:
19) Escribimos las ecuaciones implicitas de la recta.

=22, 2y—-2=32+6 > 2y—32-8=0
";_4=y;—1—>2y—2=3x—12 >3x—2y+10=0

29) Calculamos la matriz de coeficientes:

r

0 2 3
(3 -2 0) - (0+0+0)—6+(—6)=12->R(A) =3
1 0 -1
-Como R (A) = 3 esto quiere decir que el rango de la matriz ampliada también sera R (4#)= 3 y por
tanto la recta sera secante al plano.
R (A) = R(A*) = 3 - Recta secante al plano.
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Geometria métrica en el espacio

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Realiza en tu cuaderno los doce dibujos y comprueba las relaciones descritas en la tabla ante-

rior.

ry s coincidentes

r=s

ry s paralelas
r

ry s secantes

ryssecruzan

rils

ry it coincidentes

/

ry it paralelos ry it secantes ry it perpendiculares

.

r

» P g

i1y I
coincidentes

111 y mz paralelos 1T1 y T2 secantes

y

2 o
~o

i1y
perpendiculares

2. Halla la proyeccién ortogonal del punto P(0, 3,1) sobre la recta r: xs;s

_ V1 (p1—a1)+V2-(P2—a3)+v3-(P3—az)

U12+U22+U32
x—a y—a z—a
r = 1= 2= 3; q1=a1+171t q2=a2+172t q3=a3+v3t
U1 U2 VU3
3-(0+3)+4-(3-2)+2-(1-1) 13
t = = —
32+42422 29
13 126 13 -6 13 -3
=3+3-2=2 4 =2+4.2=22 g=-142.2=2
71 29 20 12 20 20 13 29 29
126 —6 -3

Q=G5 220

3. Halla la proyeccidn ortogonal del punto P(4,0, 3) sobreel planom:3x —2y+z—-2=0.

D+A(p1)+B(p2)+C(p3)
t=——t " qi=p1tAt @ =p,+Bt q3=p3+Ct
¢ = —2+3-(4)—2:(0)+1-(3) _ 13

32422412
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“ Geometria métrica en el espacio

13 95 13 13 13 55

q1—4+3 E_E 2—0—2 a— Q3—3+1 a—a
95 -13 55
Q(EJ 7'a)

4. Halla la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano 7, siendo:

A2 _yiz zo1l : — —
5= > y m2x+3y—-z+1=0

En primer lugar, obtenemos un vector director y un punto de la recta.

v(3,4,2) P(2,—2,11) vyunvector normalal plano 7 =(2,3,-1)

x—2 y+2 z-11
=] 3 4 2 | =
2 3 -1

=[-4(x-2)+9¢=z-11)+4(y+2)]-[8(z—11)+6(x—2) -3y +2)] =
=—4x+8+9z2—-99+4y+8—-[82—-88+6x—12—-3y—6] =
=—4x+4y+9z—91—-6x+3y—8z+106=—-10x+7y+z+15=0

2x+3y—z+1=0

Proyeccién ortogonal = {—10x +7y+z+4+15=0

5. Calcula la distancia del punto A (0, 3, —4) al punto B(—2,0,5).

AB = (B—A) = (=2,0,5) — (0,3,—4) = (—2,-3,9) = |4B| = /22 + 32492 =94 u.

6. Determina las coordenadas de los puntos que distan 4 del punto C(2,—1,1).

d(P,C) = 4

2
VE-27+ G+ D2+ -7 =4-(JG-27+ G+ D2+ (z - 1)?) =47 >
(x—22+@+1D)*+(z-1*=16->
x2—4x+4+y*+2y+1+22-2z+1=16->

x2—4x+vy2+2y+22—22z—10=0  Eslaecuacién de una esfera

7. Determina las coordenadas de los puntos que distan R del punto €(0, 0, 0).
d(P,C)=R

2
JE=0Z+ -0+ @z-02=R> (JxZ+y2+22) =R? >
x2+y?+z2=R?>> Es la ecuacion de una esfera centrada en el origen de radio R
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Geometria métrica en el espacio

8. Determina las coordenadas de los puntos que equidistan de los puntos A(0, 0, 0) y B(0, 0, 2).

d(P,A)=d(P,B) /(x —0)2+ (y—0)2+(z—0)2 =/(x—0)2+ (y — 0)2 + (z — 2)?
x2+y2+22=x2+y?+(z—-2)? z2=22-4z4+4 —4z+4=0; z=1 setratade un plano.

9. Calcula la distancia del punto P (0, -1, 0) alarecta: r = % = yTH = %

AQ2,-3,1) 9(4,23) AP =(-2,2,—-1) -

ik
sxAP=|4 2 3|=| |i+|4 S+t Y ko -8tz +ak
2 - —2 -1 —2 2
—2 2 —1
7 x AP —8+2+4) =/(—8)7 + 22 + 42 = /04
L agpry PP {|< ) = V=8 Vot
|7l 19| = (4,2,3)] = /4% + 22 + 32 =29
7 x 4P| /94
al(P,r)=| - |=\/_=1,80
17| V29

10. Calcula la distancia del punto P (0,—3,—2) al plano ®:3x—-2y—-4z+1=0.

3-0+(=2)-(=3)+4-(=2)+1

VAZ+BZ+(C2 324+(—2)2+(-4)2 29 29
11. Calcula la distancia entre los planos: =-—x-y—-3z=2 mw=-x+2y—-z=1
en primer lugar, estudiamos su posicién relativa:
-1, -1 _,-3 2 . .
— # 5 # —; # 7, 50N secantes, por tanto, la distancia es 0.
12. Calcula la distancia entre los planos: m=x—-y—3z2=2 m=x—-y—-—3z=5

En primer lugar, estudiamos su posicidn relativa:

1 -1 -3 2 : .
15555 * 5+ son paralelos, por tanto, vamos a calcular su distancia,

un puntode m, paray=0, z=0es (2,0, 0)

Axg+Byg+Czy+D 1-24+(-1-0)+(-3-0)-5 -3 3v11
D(P, ) = | = — _ 3
VAZ+BZ+CZ J@)2+(-1)2+(=-3)2 V11
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Geometria métrica en el espacio

13. Calcula la distancia entre los planos. m:x —y—3z=2 mw:2x—-2y—6z=4

Analizamos los dos vectores normales:

n b 1 -1 -3 2 1 1 1 1
i =(1,-1,-3) W=(2-2-6) ;=5,=%=7 3;7;=;7;

Son proporcionales, por tanto, los planos son coincidentes y la distancia entre ellos es 0.

14. Calcula la distancia entre los planos. m: —2x+4y—-2z=7 n':—x+2y—-z=1

Analizamos los dos vectores normales:

fi=(-24-2) @' =(-12-1) ‘—Zzi—‘_zzg 2=2=2=7

-1 2 -1
No son proporcionales, de modo que los planos son paralelos. Hallamos un punto de uno cualquiera de
los planos tomando valores:

Damos 1 ax

Damos2ay

n'i—x+2y—-2z=1 n:-14+2-2)-z=1 n:-14+44-2z-1=0 z=2
El puntoes: P(1,2,2)

Y usamos la férmula de la distancia del punto P al plano m:

__ |Axo+Byg+Czo+D _ |2 ()+4(2)-2:(2)-7| _ |-2+8—4-7| _ 5| _ 5
d(P,m) = VAZ+B2+(2 d(P,m) = J(=2)2+4%+22 | Va+16+4 | - |m| T V24
. . 5
La distancia del punto P al plano 7 es de Tt
15. Calcula la distancia entre la recta r: ? = % = ? yelplanom:2x+y+5=0.
V.:(1,-2,4) n=(2,1,5) n-v=(215)(1,-2,4) = 20, larecta no es paralela al plano

Como se cortan la distancia es 0.

16. Halla Ia distancia entre las rectas | * ¥ 22 732= 1 N0~ 12+ _ft
. Aalla la aistancia entre asrecasr.zx_y +z+4= 0 y si|y= .
= -3 -2t
175(—3,1, —2); para calcular el vector director de r: n,=(1,2,-3) n,=(2,-1,1)
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“ Geometria métrica en el espacio

A | k _
naxn,=(1 2  —=3|=-i-6j-4k V. =(-1,-6—-4) P.(2,1,-3)
2 -1 1
2y= 1 | V=3
X+ y = )
E [Zx y= -4 xz_l’Pr( ’ ’0)

P =(21,-3)—(-1,£,0) =&, ~1,-3)~(11,-1,-15)

-1 -3 11 -1 -3 11 -1 -3 11

-6 1 -1 >-4F1 + F3;,—6F; + F, = ( 0 19 —65|14F, —19F; = ( 0 19 —65)

-4 -2 -15 0 14 =55 0 0 1045
El rango es 3, las rectas se cruzan.

I _
VixVy=|[-1 -6 —-4|=16i+10j—-17k V.xV; =(16,10,—-17)
-3 1 =2
Aplicamos la férmula: ~ d(r,s)=l b1 m6 2D (2317 2)]
1(16,10,—17)]
11 -1 -15
-1 -6 —4]|=451 [(16,10,—17)| = V162 + 102 + 172 = 25.4
-3 1 =2
d(r,s)=>r = 17,75
-1 _ y+3 _ 7-2 Xx=2-3t
17. Halla la distancia entre las rectas: r = xT = yT == s=E] y=1+t
z=-3-2t
l=AA|
4 9) = 5

PT' = (11 _312) ,'PS = (211) _3) i]7r = (211)_1) I]7S = (_3111 _2) ’
PP=(2-11-(-3),-3-2)=(14,-5)

1 4 -5
[BEV]|=]2 1 —-1|=(-2+(-10)+12)—(15+(-1)+(-16))=0—(-2) =2

-3 1 -2
I A l? _ _
Tx7=|2 1 —|1 1 —|2 1 +|_3 1|k——1l+7]+5k

-3 1 -
17 x| =/(-1)2+ 72+ 52 =v1+49 + 25 =75 =5V3
_ PPVl 2

drs) =55 ~5a v
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“ Geometria métrica en el espacio

. . -1
18. Halla la distancia entre las rectas: r = x_—l =—=— y=1+t

+3  Z-2 x=2-1
Y s=
z=-3—-t

PT = (11 _312) ;PS = (211) _3) 1‘77" = (_11 1;_1) 1‘75 = (_11 11_1)
PT‘PS = (2 - 111 - (_3)! _3 - 2) = (114; _5)

L 1 4 -5
I[PV Vs]|[=]-1 1 -1
-1 1 -1

Por las propiedades de los determinantes, al ser las dos ultimas filas iguales,
el resultado es cero.

P,-Pg, V. Vs
d(r,s) = M = 0 u. Las rectas se cortan.
[V X Vs |

x=1-4t
19. Halla la distancia entre las rectas: r = x;—l = ? = Z_—_lz s = {y =-3-2t
z=2+2t
_ [[PrPsv ]|
d(r.s) = =7

P.=(1,-32) P = (1,-3,2) ;I7r =(2,1,-1) ;175 =(—4,-2,2)
P.P,=(1—-1,-3+3,2—2) =(0,0,0) Es el mismo punto, luego la distancia es 0.
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Geometria métrica en el espacio

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

. . . 2
1. Estudia la posicidn relativa de las rectas 7: g =y+2= % y six=—-y+1=-2z ycalcula:

a) El punto de interseccion.
b) La ecuacion del plano que las contiene.
c) El angulo que forman las rectas.

a) Primero: Para estudiar la posicidn relativa de las rectas, sacamos un punto y un vector de cada
una:

Rectar: P(0,—2,-2); ¥ (2,1,1) Recta s: Q(0,1,0); w(1,—1, —%)
Segundo: Se calcula el rango de la matriz My M*:

v v v U1 U, U3
Gz (B E 5
! 2 3 P1—q1 DP2—4q2 P3—(q3

Tercero: Calculamos el determinante M*:

2 1 -1
1 -1 —% = 0 - R(M)=2=R(M*)— Las rectas son secantes.
0 -3 =2
Cuarto: Para calcular el punto de interseccion escribimos las rectas en paramétricas:
x =2t fj s
riiy=-2+t s:{Y= _SS
z=-2+t zZ=-37

2

Quinto: Igualamos las coordenadas y resolvemos el sistema de ecuaciones:

2t =5
—2+t=1—SS -t=1,2t=5->2B3—-5)=s—->s=2
—2+t=—5

Sexto: Sustituimos en cualquiera de las rectas en paramétricas para sacar las coordenadas del punto de
interseccion:

El punto de interseccion es (2, -1, -1)

b) Primero: Para calcular la ecuacién del plano que contiene a dichas rectas necesitamos un punto
de una de las rectas y dos vectores, uno de cada recta:

1
P(0,—2,-2); ¥ (2,1,1); w(1,—1,—§)

Segundo: Calculamos la ecuacion general del plano para este caso de la siguiente manera:
X—Xo Y—Yo Z— 2y
Uy [ U3
w1 Wy W3
Tercero: Sustituimos los valores dados:

=0
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Geometria métrica en el espacio

x y+2 z+2
2 1 1

=0—>—;—2(Z+2)+(y+2)—[(Z+2)—x—(y+2)]=O—>
1 -1 —

N =

x
E+2y—32—2:0

¢) Primero: El dngulo que forman las rectas es el angulo que forman sus vectores directores:
- — 1
5211 w(1,-1,-2)

[i-|

[l

Tercero: Se calculan los médulos y se sustituyen los valores:

Segundo: Se calcula con el producto escalar: cosa =

-3l = |2 11 (1 1 1)|_2 1 11 1
u-vf= (! ;) ) ) 2 = 2 —2
2
lil = V22 +12+12 =76 |ﬁ|=\/12+(—1)2+(—§) =3
u-v 1/2 6
COSO(=| | / £_)a:82’189

il - 191~ v6-3/2 18

2. Dadoslosplanosmy:3x+2y—z=6ym,:—2x+y+ 3z—6 =0, se pide:
a) Estudiar su posicion relativa.
b) Hallar el angulo que forman esos dos planos.
c) Hallar la ecuacion de una recta s que pasando por el punto N (-2,1,3) es perpendicular a 1,

a) Primero: Se considera el sistema formado por las ecuaciones de los planos:
{3x+2y—z—6=0
—2x+y+3z—-6=0

Segundo: se calcula el rango de la matriz de los coeficientes, M y el rango de la matriz ampliada
con los términos independientes, M*:

M=% 1 =5 1 5 D)

Se observa que R(M)=2=R(M*), ya que las dos filas no son proporcionales, por tanto, los planos
se cortan definiendo una recta.

b) Primero: El angulo formado por dos planos es el dngulo agudo determinado por los vectores
normales de dichos planos, n = (3,2,—1) y1n'(—2,1,3)

|n -1
COSA = —5— =+
7 - |n
Segundo: Se calculan los médulos y se sustituye:
#i-A7=132-1)-(-213)|=|-6+2-3|=7
17|l = /32 4+ 22+ (-1)2 =14 )= (=22 + 12+ 32 =14
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Geometria métrica en el espacio

|7-7] 7

A7~ Viavia

cosa =

¢) Primero: Para hallar la ecuacion de la recta s necesitamos un punto y un vector director y la
ecuacion sera:
XX _Y~Vo _ Z"%0
V1 V2 V3
Segundo: La recta debe pasar por el punto N (-2,1,3) y el vector director serd el vector normal al
plano 1, para que la recta sea perpendicular: ¥ = (—2,1,3)
Tercero: Se sustituye en la ecuacion:
x+2 1 z—3
5 7Y

3. Halla la proyeccion vertical del punto A (5, -2, -3) sobre el plano: 2x + y — 2z + 4 = 0.

e Hallamos la recta perpendicular al plano que contiene el punto A:
El vector normal del plano 71 = (2,1, —2) es igual al vector director de larecta v = (2,1, —2)

x=5+24
Ecuaciondelarecta: y=—-2+ 1
z=-3-21

e Sustituimos x, y, z en la ecuacion del plano y resolvemos para obtener A
264+20)—-24+21-2(-3-21)+4=0
104+41—24+21+64+414+4=0 91=-18 A=="=-2

e Sustituimos A para obtener la proyeccion
x=5+4+2(-2)=1
y=—2—-2=-4
z=-3-2(-2)=1

La proyeccion del punto A sobre el plano it es el punto Q (1, -4, 1)

4. Halla la proyecciondelarecta r=—x+ 2 = 3’2;3 =3z + 1 sobre el plano

m=x+y+2z—2 = 0asi como el angulo que forman la recta y el plano.

1
y—3 x—2 y—-3 <Z7T3
x+ > 3z+1- 1 >

W= +

e Obtenemos el vector normal del plano, el vector director y un punto de la recta.
= (—1, 2%) P (2, 3,— %) 7= (1,1,2)
1 . .
Hallamos el plano m’ que pasa por el punto P(Z, 3,— E)y tiene como vectores directores

p=(-1,223)yrn= (1,12
(-123)yAi= (1,1,2)
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“ Geometria métrica en el espacio

1
-2 -3 Z
X y z+3

-1
1 1

N W] -

|+ () =0

(x—Z)-%+(—y+3)'(—§)+<z+1> (=3)=0

(x —-2)| -- 3)‘

1 22 + 7 7—73 1=0
3 x11 3 33’ 46 ’ -
' X + - y 3z — 5= 0 contiene la recta ry es perpendicular a it

xtytaz—2=0 X+y+22-2=0
La proyeccion de larectares 11 }

x+= y 32———0 11x+7y—9z—-46=0

Angulo que forman la recta y el plano:
[V - 7
9] - |7

1 2
|a-ﬁ|=( 12, ) W12 =-1+2+5=7

a(r,m) = arc sen

2
Iﬁl=\/(—1)2+22+l Ve R =TT F 17422 =6

3

w | u1

a(r,m) = arc sen =17,51°

yc
&

5. Obtener las coordenadas del punto simétrico de A(0, —2, 2) respecto de la recta

rl1-x=y+1=z

x=1-21
ryy=-1+41 |74 (-1,1,1) 7 = Vector normal del plano = V.
z=2
Ecuacién del plano—» m: Ax + By +Cz+D =0 —x+y+z+D=0

-1(0)+1(-2)+12)+D=0 D=0 m—x+y+z=0
Interseccion entre la recta y el plano (Sustituir por los valores de x, v, z)
—1-AD+(-1+A)+21=0-21=0
x=1-0-x=1; y=-1+0-y=-1; z=0  Puntocorte (1,-1,0)
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Geometria métrica en el espacio

Con el punto de corte, que es el punto medio, se halla el punto simétrico a A(0, —2,2)

0+x
Parax—>1=T—>x=2

—2+4
2

Paray » —1 = -y=0 A'(2,0,-2)

2+z
Paraz - 0=-——z= -2

6. Obtén las coordenadas del punto simétrico de 4 (3, 1, 2) respecto del plano
mx+y—z+4=0.

mx+y—z+4=0-1V. =n(1,1,—1) - Vector director de la recta y vector normal del plano son
el mismo.

x=3+21
Recta en paramétricajy =1+ 1
z=2-21

mx+y+z+4=0
3414+14+2-2-1D)+4=0
3+A+1+1-2+41+4=0
31+6=0

Punto de corte y medio

Parax=3+(—-2)=1 Paray=1+(-2)=-1 Paraz=2-(-2)=4

Punto simétrico

3+x

1=Zox=-1; -1=22 =2z

»y=-3 ; 4=""-52=6 A'(-1,-3,6)

7. Obtén las coordenadas del punto simétrico de A (0,2,-1) respecto de:

a) rl+x=y+2=1-2z
b) mx—y+z+1=0
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“ Geometria métrica en el espacio

a) ml+x=y+2=1-z ;rnx+l=y—-2=—
P.(-121) V.(1,1,-1)
A partir de la ecuacién continua de la recta obtenemos:
z—1 y=4

—yz=—-1-41

x=1+41
De esta forma obtenemos un punto genéricode larecta(1+ 1, 4, -1 —21)
Para hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta sustituimos en:

mx+y—z+D=0
Como sabemos que pasa por el punto A (0,2,-1):
2+14+D=0;D=-3 > mx+2y+z—-3=0

rx+l=y-2=

Sustituimos el punto genérico de la recta en el plano para hallar A y luego sustituyendo A en la

formula del punto genérico se obtiene la interseccién (M). Al obtener M ya se puede hallar A’
por M = —AZA'

A+D+2AD)+(-1-1)—-3=0 21—-3=0 ;,1=§
_A+AI

M=(1++2(E)+¢1-d -m=22a=2m-2

A’—2<53_5) 0,2,—1) = (5,1, —4
- 212)2 )&y _(JJ )

b) mx—y+z+1=0
ﬁn’ = (11 _1r1)

P(0,2,—-1) Vr=1,=(1,-11)

Punto genéricode larecta(—4, 2—1,1+ 1)
Sustituimos el punto genérico de la recta en el plano para hallar A y luego sustituyendo A en la

formula del punto genérico se obtiene la interseccién (M). Al obtener M ya se puede hallar A’

A+Ar
orM =——
P 2

) —(2=-D+1A+D+1=0 ; A=0 ->M=(021)

A+ A
M = 5 A =2M—-A

A =2(0,2,1) — (0,2,—1) = (0,2,2)

8. a)Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A (1,-3,3) vy es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos B (3,0,-1) y C(1,-1,0).

b) Obtén las coordenadas del punto simétrico de C respecto del plano.

a)
nlr -n,=Vr
—_—
BC = (-2,-2,1)
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“ Geometria métrica en el espacio

Ecuacidn del plano; sustituir el punto Ay el vector BC de la recta:

—2x—-1)—-2(y+3)+(z—-3)=0
m—2x—-2y+z—-7=0

b)
m—=2x—2y+z—-7=0

—

iy = >V, =(-2,-21)

P.(1,-1,0
Recta cc’ _>C( )
VC(_Z' _211)

x=1-21 y=-1-214 2z=21

A partir de la recta obtenemos el punto genérico de la recta= (1 — 24, —1 — 24, A)

Sustituimos el punto genérico de la recta en el plano para hallar A y luego sustituyendo A en la

formula del punto genérico se obtiene la interseccion (M). Al obtener M ya se puede hallar C’
c+Cr

2

por M =
x=1-21 y=-1-24 2z=21
—2(1-21)=2(-1-2)+1-7=0 94-7=0 A=1

7 7 7 5 23 7
M=(1-27,-1-2:3, )= (-5-5.)

M=2Csc=2m-c c=2(-3-2)-q-10=(-2-L]

9 9 9’9

9. Calcula la distancia del punto P (0, -1, 0) a larectar = % S AL

A(ZI _3)1) ) 17(41213) ] ﬁ = (_2;2; _1)

N k
d(P.r) = < 8+2+4)| = (=8)2 + 22 + 42 = V94
’ 5] = |(42,3)] = V&7 ¥ 22 ¥ 32 = V2O
PP _ V98
d(p,r) =250 = 2= = 1,80
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Geometria métrica en el espacio

10. Calcula la distancia del punto P (0, — 3, - 2) al plano mw:3x—-2y—-4z+1=0.

3-0+(=2)-(—3)+4-(-2)+1

__ |Ax¢+Byg+Czo+D _ _47V29| _ 47V29
d(P,m) = VAZ+BZ+(2 | - d(P,m) = V32+(=2)2+(-4)2 - | 29 |~ 29
x=2—-21+3u
11. Dados los planos t1:3x — 2y +zZ =4y, : { y = —A+ 4u estudia su posicién relativa y halla
z=—-1+2A—-pu

la distancia entre ellos.

Para calcular la posicién relativa de ambos planos hay que conocer los vectores normales iy ni’. De la
ecuacién del plano 1t; podemos obtener el vector (3, —2,1)

Para sacar el vector n’ transformamos la ecuacidon paramétrica del plano en implicita:

x=2—-—A+3u
1'[2{ y=-4+4un - P(2,0,-1),u(-1,-11),v(3,4,-1)

z==14+A—-u
x—2 y z+1 _ _ _ _ 0 1
_31 _41 _11 =0_’| 41 —11|X_| 31 —11|Y+| 31 41|Z_ -1 _41 _11 -

1-4)x—-1-3)y+(@+3)z—-[2+4)-B+8)]=0-
—3x+2y+7z—-[6-11]=0-> -3x+2y+7z=-5 m,: =3x+2+7z=-5
El vector i’ es (—3,2,7)

3 -2 .1, 4 . . .
Puesto que ==5 * > * = sabemos que los planos se cortan. Para determinar si son perpendiculares
o no hacemos el producto escalarn - nn’:

n-n=03,-21)(-327)=3(-3)+(-2)2+1-7=-9—-4+7=-6%0
Dado que el producto escalar no es 0, son secantes, pero no perpendiculares.

Como se cortan, la distancia entre los dos planos es cero.

r—-2x=y—-3=2z+2
2x—y+4z =0 vy calcular la distancia entre

12. Hallar la posicidn relativa de las rectas { {
s:
—-Xx+y—3z=4

ellas.

ri—2x=y—3=2z+2
Para calcular la posicidn relativa entre las rectas { (2x—y+4z=0 obtenemos un punto y un
'{—x +y—-3z=4
vector de cada una.
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“ Geometria métrica en el espacio

z+1

Rectar: —2x =y—-3=2z+2->x=y—-3= -5 A(0,3,-1),1(1,1,2)

2x—y+4z=0
Rectas.{_x_l_y_BZ=4

Para obtener un punto y un vector calculamos su ecuacion paramétrica:

2 -1 4 10 -1 2 4 |0
(5 7 5 d-ace-(G 5 5
Rg (A) = 2; N2inc.= 3 : Sistema Comp. Indet.
{—y+2x+4z=0
x+z=4

)—>F1+F2 —>(

>x=4—-z;y=24—-2)+4z=2z+8
z=A x=4—-X y=2A+8
y =8+ 21 - B(4,8,0),7(—-1,2,1)
z=A

—_—
Ahora, calculamos el vector AB y con los otros dos vectores hacemos una matriz para estudiar la
posicion relativa de las rectas:

AB = (4,8,0) — (0,3,—1) = (4,5,1);u(1,1,2); v(—1,-2,1)

4 5 1 4 5 1 4 3 1
1 1 2|-FK+FK-(1 1 2|-F—-4F,->(0 1 7]-

{x=4—l

-1 -2 1 0 -1 3 0 -1 3
4 3 1
F, +F; - (O 1 7 ) ;Rg M = 3. Luego las rectas se cruzan sin cortarse.
0 0 10
Ahora calculamos la distancia entre ambas. Para ello utilizaremos los vectores ﬁ,ﬁ’ y U:
d(r,s) = —= [ABi,¢]=[1 1 2|=4
[uxv|
-1 -2 1
O L B T R T R R R
uxv=1,1 1 2=_2 1l—|_1 1]+|_1 _2|k=
-1 -2 1
=(1+4)i1—-(1+2)j]+(-2+Dk=(5-3,-1)
4 4
d(r,s) = 141 =
V52 +32+12 4/35
r:{Zx—Zzig rx=2y=z+1
13. Dados los pares de rectas, a) ytaz= b){ x-3 z
x _ —z+1 S'—=y+1=—
s:-=y+1= 2 2
3 2
1. Estudia la posicion relativa.
2. Calcula la distancia entre ellas.
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Geometria métrica en el espacio

1.a)

5'{ x=3y+@B-(-1)-1-00=0x—-3y—-3=0
(—2x—3z+(B-1—-(-2)-0)=0; —2x—3z+3=0

L 0 -1
Y ;M=| 0 ;[0 1 2 |=13 20; r(M)=3
(¥=3y=3=0 1 2%l 30
—2x—3z+3=0 _9 0 -3
2 0o -1 —4
, [ O 1 2 0 . ) N
M’= 1 -3 0 -3 IM’| =-21#0; r(M’)=4  Lasrectasry s se cruzan.
-2 0 -3 3
1. b)
rx=2y=z+1
X = 3 Cy4l= z
s: 5 =y =5
Hallamos vector y mddulo de ambas rectas:
_ v(1,2,1)
"= 4(0,0,-1)
_ u(2,1,2)
¥ = B(3,-1,0)
Hallamos las ecuaciones implicitas:
{ 2x—y+(1:-0-2:0)=0;2x—y =0
r
x—z+1(-1)-1-0)=0x—2z—-1=0
{x—2y+(2(—1)—1-3)=0;x—2y—5=0
2x —2z4+(2-0-2-3)=0;2x—2z—-5=0
-1 0
(2 0 —1\‘ 2 -1 0
M=| 1 2 o |1 0 -1j=-3+#0r=3
\1 0 _2/ 1 -2 0
2
2 -1 0 0 2 -1 0 0
, (1 0 -1 -1}\_11 0 -1 -1f_ .
M1 2 o —5/T|1 —2 o —s|T?F0r=
2 0 -2 =5 2 0 -2 -5
r=3, r'=4; Las rectas r y s se cruzan.
2.a)
-fx_ZZQHH t tor:
T y427=0 allar punto y vector:
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“ Geometria métrica en el espacio

n=(1,0-1) n=(012 uw=inxn
Jokl 0 1
0 -1 _|1 2

7

i) - —
=l 7+|é i|k;?+zj+k=(1,z,1);

Damos un valor a una incégnita

z2=0; {yzi ;-00==4(;);x y==20 A0, 2,0)
_ 2,1
A(0,2,0)
,_731-2)
B(0,-1,1)
Hallamos el vector AB: AB = (0,-3,1)
Hallamos el producto vectorial U x v:
T J ok .
ixv=|1 2 1|=-50—57—5k=(-5-5-5)
3 1 =2
Hallamos [E,ﬂ, 1?]:
0 -3 1
[AB4,3]=|1 2 1|=-20
3 1 =2

Hallamos el médulo del producto vectorial Uxv:

|dxB| = /52 + 52 4+ 52 = 5V/3

—-20 20 4+/3
d(r,s) = | | = V3

53 5V3 3
2. b)
Hallamos vector y puntos de ambas rectas:
_ 7(1,2,1)
"7 4(0,0,-1)
_ u(2,1,2)
ST B(3,-1,0)
Hallamos el vector AB: AB = (3,-1,1)
Hallamos el producto vectorial ux:
i ]k .
uxv =1\ 1 2|=-31+3k=(-3,0,3)
1 2 1
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“ Geometria métrica en el espacio

Hallamos el médulo del producto vectorial @x#:  |ux¥| = V32 + 02 4+ 32 = 342

- . 3 -1 1
Hallamos [AB,4,%]:  [AB,4,%]=|1 2 1|=6
2 1 2

_ sl _ 6 _
d(r,s)—Sﬁ—wE—\/Eu.

14. Halla la proyeccion de larectar = —x+ 2 = yz;g =3z+1lym—x+3y+3z—3 =0, asi como

la distancia que hay entre la recta y el plano.

$=(121); P=(231); n; = (-1,3,3)

1 2 1 =3x—4y+5z+1=0

Proyec,m ={—x+3y+3z—3=0;3x—4y+5z+1 =0}

éSon r y w paralelos?
n-v=(-133)-(1,21)=-14+6+3=8=%0

Por lo que no son paralelos y por lo tanto d(r,m) = 0

15.Dadalarectar:{y =x+2; z =1 — 3x, se pide:

a) Halla la ecuacion de la recta s que pasando por el punto A(—1,0, 1) Es paralela a la rectar.
b) Calcula la distancia entre ellas.
c) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto M(—2,0,1) y contiene larectar.

X — +2=0 T 7 k - - 7
xtzo1=0 |1 -1 0| = —I-j+3k
1

0

a) Obtenemos un vector director de r:

x+1 'y z-1
-1 -1 3

S =

b) paraPr, hacemos x =0, obtenemos, y=2, z=1; P{0,2,1) AP, (-1,-2,0)

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 6: Geometria métrica en el espacio. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Geometria métrica en el espacio

T Tk S
PXAP.=|_1 -1 3|=61+37+1k ; (6,3,1) |9 XAP|=v6%+32+12=+/46
-1 -2 0

7l = V(-1 + (-D? + 32 =11 d(A,r) = 22 _

[v]

A3

c) Calculamos MP.(—2,-2,0), v(—=1,—-1, 3) , M(-2,0,1) ylaecuacién del plano es

x+2 y z-1
-2 =2 0 |=0; x—y+1=0
-1 -1 3

xX—4y+z+3=0

16. Halla la ecuacidon de un plano 7 que contiene a la recta r: {Zx— 2y—2+9=0 y dista 2

unidades del origen de coordenadas.

Escribimos el haz de planos que contienealarecta:x —4y+z+3+a(2x—2y—2z+9) =0

1+20)x+(—4-2a0)y+(1—-a)z+(3+9a)=0

_ [0+04+0+(3+9a)| . _ 2 A 2 _ 2
d(0,m) = ToseriCiantaar 2;13+9| =4[(1+2a)*+ (-4 —2a)* + (1 — a)?]

|3 + 9a| = 4(9a? + 18a + 18) Que no tiene soluciones reales.

x+1 -2 1
17.Dadoselplanoylarecta: m: |[y—1 1 0]|=0 r:{x J""_
7 2 2 2y+z=0

a) El punto de interseccion de la recta r con el plano m.

12) Calculamos la ecuacion del plano.

x+1 y—-1 =z
m=| -2 1 0| > (—2x—2+4+2y—-2)—(z+4y—4) > m=-2x—2y—z+0=0
1 0 -2

- Obtendremos con 2 puntos con; Y cuando es 0 y X es 0. Y calculamos la recta con su vector y uno de
ellos.

Y=0; X=-2,2=0 A(-2,0,0) X=0; Y=2, Z=-4 B(0,2,-4)
AB (2,2,-4) A(2,0,0)
x= =242y
r=(xy,z)=(-200)+y(2,2,-4) »r { y =2y
z=-4y

- Sustituimos en la ecuacion del plano y el resultado de y se sustituye en la recta para calcular el punto:
m=-2(-2+2y)-2Qy)+4y+0=0->y=2
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Geometria métrica en el espacio

x= 2
ryy==4 = Praterseccion( 2,4, —8)
z=—-8

b) El angulo que forman larectary el plano m.
12. Tomamos el vector de la recta y el vector normal del plano.
Vr=(22-4) Nm=(-2-2-1)

292, Aplicamos la férmula del producto escalar con el vector de la recta y el vector normal, la
modificamos obteniendo una férmula que obtendra el angulo entre plano y recta y la aplicamos.

L [ la-b]
d-b=|d|-|b| -sina > a=sin"!——=

ldl - |b|
- = SIn _— ]
[vr| - |Nr|
= it (2--2)+ (2 --2)+ (-4 --1)| .
W2z+ 22+ (=97 | (=22 + (=2)7 + (-1)?
a =sin™?! <?> - a=15,8°

c) La ecuacién de un plano 7r’ perpendicular al plano 7t y que contenga a la rectar.

19, Calculamos el productor vectorial entre el vector normal y el de la recta y con el punto de la recta
obtendremos la ecuacion.

Vr=(22-4) Ni=(-2-2-1) Py(—20,0)

—

T ] k -
-2 —2 —1| » —6I+6]+0k
2 2 4

Alx —x0) + By —yy)) +C(z—2y) =0-> m=—-6x+6y—12=0

18. Dados losplanosty:x —y =2y my:x+y — 2z — 4 = 0, se pide:

a) Ecuacion de una recta que pase por el punto A (0,1,1) y sea paralela a los planos ; y 1,

G _11 _02) = (2,—2,2) - perpendiculares a los vectores normales
ri(x,y,z) =1-(2,-2,2) +(0,1,1)
x =21
r=1 y=-21 - Ecuacién paramétrica recta paralela a los dos planos
z=21+1

b) Valor de m y n sabiendo que el punto C(m, 0,n) € m, y dista V2 unidades del plano de (2]
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“ Geometria métrica en el espacio

C em, m-0-2 m-0-2
d(m,, C) :\/E} (P, m) _ﬁ_)ﬁ ViZi12 ~V2= —>m 2
m+0—2n—-4=0 2—2n—4=0 —2n=-2+4+4 n=-1

19.- Halla el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos A (-1, 0, 1), B (0, 1, 1) y el tercer vértice es

el punto de corte del plano OYZ con la recta 1: x;r_z =y—2= %
ElplanoOYZ—-> m=x =0
x+2 Z+2
Luegosir =—=y—2=—,
x==-24+2A
y su ecuacion paramétricaes:r =4 y =2+ A ,aligualarla con el plano:
z=-2—2A
—24+2A=0
2 7\ = 2 BN A — 1
A= 2 _ 1
=5=
Si sustituimos A en la ecuacion paramétrica, obtenemos el punto C que es el tercer vértice del
triangulo, luego: €(0,3,-3)
El area del triangulo es: lAB;Acl
AB(1,1,0) —— . |i J kK
_( );ABXAC=1 1 0|=—-4i+4+2k
AC(1,3,—-4) 1 3 —a4

J(=4)2+42+422
2

area del triangulo ABC:

20.- Halla la proyeccidn de la recta 1: x;—z =y—2= % sobre el plano determinado por el origen de
coordenadas y los puntos A(-1,0,1)y B(0, 1, 1)

Para hallar la ecuacion del plano determinado por los puntos: A (-1, 0, 1), B(0, 1, 1) y O(0,0,0):

0B(0,1,1) — 1 y|=0->(—2z4+04+0)—(x—y+0)=0->-z—x+y=0
0(0,0,0) 1 1 z

T =x—7y+ z = 0 (ecuacion implicita del plano)

el vector normal de esta ecuacion es (1, —1,1)

2,2,—-2
a partirde r: { ((2 1— )) n(1,—1,1) calculamos la proyeccién:
2 1 x+2
1 -1 y=-2[=0->(-2z+2)+x+2-1(y—2))— (x+2+2(y—2)+2z+2)=0
-1 1 z+2
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Geometria métrica en el espacio

> —2z—4+x+2-y+2—-x—-2-2y+4-2z-2=0
-»—-3y—3z=0

L . ,(x—=y+z=0
a proyeccion: r
proy —3y—3z=0
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“ Geometria métrica en el espacio

AUTOEVALUACION
) x=4-t Xx-5 y—4 z+3
1. El angulo formado porlasrectasr:y = -3 +t; ys: > =3 — 7 es:
z=2

Delarectar - A(4,-3,2) yv(—1,1,0) Delarectas - B(5,4,-3)yw(2,3—1)

|V-W|> [(=1-2)+(1-3)+ (0-—=1)] 1

1
— | & = — arccos|—| = 79,1°
VI-Iwl)  (V1Z+12+02) (V22 +32+12) <28 < )

V28

& = arccos <

La respuesta correcta es la c)

2. El dngulo formado porlos planosm:3x —y+2x—1=0yn:x+2y—z—-5=0es:
Del plano T — 1n(3,—1,2) Delplanon’ - 1n'(1,2,-1)
In-n| > G- D+(=1-2)+ (2 -1 |-1]

= arccos (

— — - = -
Inl-18')  (V3Z+12+22) - (V12 +22+12) +14-V6
o = arccos <i> = 83,73°
Jida-ve)
La respuesta correcta es la a)
3. La proyeccion ortogonal del punto P (0, 0, -1) sobre la recta 7 % = y_;lz = % es:

v (x —py) + v,(y — p2) + v3(z — p3) = 0 Plano perpendicular a la recta:
3x—-0)+(-1Dy—-0+2z+1)=0-3x—y+2z+2=0- 7

x=-2+4+3t
Recta en paramétricasy y =2 —t  Hallamos el punto de corte de la recta y el plano:
z=-1+4+2t
4 (2101
3(-2+3)—(2-0)+2(-1+20)+2=0 > t=> P( 7,7,7)

La respuesta correcta es la b)

4. La proyeccion ortogonal del punto P (0, 0, -1) sobre el plano: x — 2y +3z—1 =0 es:
v, =(1,-2,3); (x,v,2z) =(0,0,—1)+ A(1,—2,3) recta perpendicular al plano.
x=21
Recta en paramétricasy y = —24 Hallamos el punto de corte de la recta y el plano:
z=—-1+31
A-2(-2D)+3(-1+3)-1=0 - 1=2 > (2-2,-3)

7 7 7

La respuesta correcta es la b)
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Geometria métrica en el espacio

5. El Simétrico del punto P(1,-1,1) respecto del punto Q(0,-1,2) es:

P'(P,PyPy)

1+P, —1+P, 1+P3) —0
2’ 2 2 -

(1P _
2 1 + Pl = O P1 = _1
S {—1 +P, =2 {Pz =-1 P'(-1,-13)
L1+P3_2 1+P3=4 P3=3
==
La respuesta correcta es la b)
6. El simétrico del punto P(1, -1, 1) respecto a larectar: % = % = Z;—l

Expresamos la recta en forma paramétrica:

x=-2+4+3t _
{ y=2-—t V., =n(3,-1,2)
z=-1+4+72t

m:3x—1)—-1y+1)+2(z—1)->3x—y+2z—6=0

La proyeccién ortogonal es el punto de interseccion de larectay el plano
3(2+3t)—-2—-t)+2(-14+2t)—6=0
—-6+9t—-2+t—2+4t—-6=0

14t—14=0->t=1

Sustituimos en la ecuacion de recta:

x=2+4+3t->x=5 ; y=-2—-t->y=-3 ,;, z=1+4+2t->z=3

Q(Sp _3, 3)) 5 P(1,_1,1) (1+2Pl,_1;P2,1‘;P3 )

1+P;

2
—14P,

2
1+P;

2

=5
= -3 P1=9; P2=_5; P3=5_>PI(9,_5,5)
=3

La respuesta correcta es la d)

7. La distancia del punto A(0, 1, 0) al punto B(—1,0,2) es:
1. Se calcula el vector determinado por los dos puntos:
a. AB(—1,-1,2)
2. Se calcula el médulo de este vector, y esa sera la distancia
a. |4B|={(-1)2+(-D2+22=+6
Por lo que la solucidn es b)
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Geometria métrica en el espacio

. . 2 -2 1
8. La distancia del punto A(0,1,0) alarectar: % = }’__1 = % es:
|[AP x|

1. Sabemos que la férmula de la distancia es: d(P,r) = =
2. Como nos han dado la ecuacion de la recta continua sabemos un punto y el vector director de la
recta
a. v(3,-1,2);P(-2,2,—-1)
b. AP(-2,1,—1)
3. Hallamos el determinante de ambos vectores y su médulo
i j k
-2 1 -1
3 -1 2
4. Hallamos el mdédulo del vector director de la recta

a. |7l=y@)2+(-1D2+22=114

a. =1i+1j—1k->1d(1,1,-1) - [id| =12+ 12+ (-1)2 =3

_ |aPxw| ﬁ
5. d(P’r)_—IT;’I =7

La respuesta correcta es la d)

9. La distancia del punto A(0,1,0) alplanomr =x—2y+3z—1=0es:

1-04(-2)-1+3-0—-1

T+ (2243

La respuesta correcta es la c)

d(A, 1) = [ZXetBYotCatD| |, yip 1y = |_\/%| :\/i_‘}

VAZ+B2+(2

10. La distancia entre los planos: m=x—-2y+3z2—1=0 7w =5x-y+2z—-3=0

En primer lugar, estudiamos su posicion relativa:

1 -2 ,3 -1 . .
s # = 73 % —3 Secortan, por tanto, su distancia es 0,

La respuesta correcta es la a)
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Limites

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula los siguientes limites:
a) lim2 =2
x-0
b) lim x> = lim =0
x— + © X—>+ 00X
.11 1
c) xl_lE]g X2 (=32 9
d) lim x5 = (-0)% = —o
X— —0o
e) lim (-7)= -7
X— —00
1
f) xl—>0+m_ 6 +oo
. 1
g) l_!t_noo 210 _ol0 0
.1
h) lim 3= —o
. 1
) Nim =
j) lim x® = (-1)¢ =
x> —
k) lim x3 =
x— 0~
. _ 1
) lims=t= +=
2.- Halla los siguientes limites:
a) lim x7 = 4o b) lim x7 = —o0
X— +00 x—>—001
d) lim Vx= —oo e) lim == 0
X— —00 x> +00 X
g) lim 7% = 400 h) lim 7* =0
X— +00 . X— —00 l
j) lim (V7)" =0 k) lim 7x= 1
xX— —00 X— +00
m) lim x° = 4o n) lim x°= —oo
X— +00 X— —0 1
o) lim VxZ = +oo p) lim = =0
X—> —00 X— 400 X
r) lim 5% = +oo s) lim 5% =10
xX— +0o x X— —0
u) lim (1) = 4o v) lim 4*° = +o
x— —oo \3 xX— +00

3. Halla los siguientes limites:

2 2
. x“+1 [ . X .
a) lim =—= lim —= lim x =+
x—+o00 Xx—3 00 x—+00 X xX—+00
2 2
x“+1 . X .
b) 1 =—= lim —= lim x=—
x——co X—3 o) x—>—00 X xX——00
2 2
. x“+1 o) .
¢ lim =% === lm —=Ilm -=z
x—+oo 3x 0o x—+c0 3x x—+co0 3
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Limites

2 2
. x“+1 [ . X . 1 1
d Ilim =% === lim —=Ilim =z
x——o00 3X ] x—>—00 3X x——00 3 3
. 1-x6 o . —x6 . _xt
e) lim ———=—=1lim —=1lm —=-0o
x—+o0 3x4+2x—-1 (o] x—+00 3x x—+o0 3

. 1—x6 00 . —x6 . —x*
f) lim —S———= —=lim —S=Ilm ——=-»
x——o00 3x“+2x-1 0o 3x xX——00
xX—>—00
1—x4 oo —x*
Iim ————= —=1lim —=1m 1=1
g) x—>+00 —x*+2x2-5 5] -x* xotoo
x—+
. 16 0o . 16
h) lim —=—= lim —=0
x—+00 X—2 0o x—>+00 X
2 2
. . x“—2x+3 0o .
i) lim lim == 1lm -=0

x—>+00 x3-3x2-5 0 x5t X3 xotoo X

j lim =——=—
l) x——00 x3-3x2-5 00 xo—0c0 x3 x—>—00 X

. 1-x*
k lim —————=—
) x—>+oo —x*+2x2-5 o x—>+oo —xt xSt

16

x—>—00 X—2 0o xX——0 X

4. Determina el limite de estas funciones:

a) lim Bx+1)=0w0+1=0
X—+00

b) lim —=—==0
x—>—oco X+1 —oo
¢) lim (x2 —5x+6) = lim (x2) = 4
X—+00 xX—+0o
d) lim B—x+x%—-x3) = lim (—x3) = —=(—x) =
X—>—00 X—>—00
. x—4 _ co—4 _
e) Jim (3-77)=(3-"7) =~
f) lim 2*71 =2 =
X—+00

g tm (9 =) =0

2z 2
h) lim 33x-1=3x=3%=1
X—+00

i) lim (x +3)(2x = 3) = lim (=00)(—00) =+

x%+3x-2 o

j) lim — = Indeterminacién.
xX—+00 ©
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Limites

; x24+3x-2 ; x2 .
lim ————= lim == lim x=+4o

X—+00 X x>+ X X—>+ 00
. 3

k) lim V2x3+1

xX—>—00

. 3 . 3 . 3 3 . 3 .
lim V2x3+ 1= lim V2x3= lim ¥Y2Vx3= lim Vx3= lim x=—o0
X——00 xX—>—00 xX—>—00 X——00 xX—>—00
I) lim (—x3+8x2—x+8)=-

X—>+00
m) lim Vvx?2—-3x—2 = lim vx?= lim x=+o

X—+00 X—+00 X—+00

6x—2

n) lim ————=—=Indeterminacion.

x——o00 3x°=7x+1 o0

. 6x—2 . 6x

l —_— = — :0
X——00 3x3-7x+1 x——o0 3x3
U 3x%2-8x+16
f) lim ——— = 4o

xX—+00 35

5-2x+3x? x3 0o
o) lim ———— = Indeterminacion.
X—+00 2x2—-5x—4 o

5—2x43x2%—x3 . —x3

Iim ————— = lim —= lim ———(+oo)——

x—>+00 2x2-5x—4 x—>+00 2X%2  x—>+too 2

5.- Determina los limites de estas funciones:

Vx2+3 (o V2 . x 1
a) lim =(=)= lim —= lim —=-=
x—>+00 2x+1 xX—+co 2X x—+00 2X 2
. Zx +x-1 . 2x2 . 2x
b) lim ( ) lim 22 lim — = lim —= 4o
x—+00 x2+ x>+ VX2 xoto X x—+o00 1
. Zx +x—-1 o 2x . 2x2 . 2x
c) lim (—) lim = lim — = lim — = 4o
xX——00 x2+ ) x——oco VX x—>—00 X x——oo0 1
-12x+9 . 2x? . o2
d) lim 3 ()=hm—— lim 2 = lim 2x75 =2 = +oo
xX—+00 x5+5x x—+00 ,/ x>+ 3 x—+00 0
Vx+x (oo . X
e) lim (—)= lim £=1=1
x—->+o0o X 0 x—+00 X 1
7x+v3x-2 [SS) 7x 7
f) im ————=(—) = lim —=-
xX—+00 2x o xX—+00 2X 2
2x—V6+x o) . 2x 2
g)lim ———=|—)= lim —=-=1
x—>+oo 2x+4 co x—+00 2X 2
. VaZ+1+2x o . VxZ+42x . X+2x . 3x 3 1
h)lim —————=(—) = lim ——=1 = e
x->- 6x-3 X——00 x x—>—00 6X X——00 6X
6. Calcula los siguientes limites:
a) limx™* = lim — = oo
x—0 x—0X
b) lim 4x* = 400
X—00
)1 3 +
Alim— ===+
S0x3 0
d) li LB
m-—=I1Im--—-;5 =0
-0 5  x->05x2
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1

2

. X
lim ==

)l i O 0
e)lim - =
-0 3 3
. 2x*—3x -1 2x*
im — =00
f)x—wo 3 + 3 X—00 x3
lim —=0
g) im —
JHlim 37 =0
X—00
i) lim 37 =3 =
X——00
Olim —5 = lim 2 = lim X
im——=1lim—=1lim—=
)x—>oo,/x2 -2 X—00 XZ X— 00 x2
Dlim ( N 3 ) 2 3
im —+—=
x-o x2+1 x4+ 2 © 00
7. Resuelve los siguientes limites.
4x%-1  6x . 24x3-6x . 24
a) lim . = — = —=0
x—00 5X x3+1  x5oo0 5x*+5x x—00 5%
. x?45  5x3 x*+17x%+60 . x4
b) lim =i = lim ———— = lim Z
X—00 1-2x " x2+12 x—o0o —10x%+5x x—oo —10x
] 2x24+3 . 6x—x2 ] x34+30x2%+9x
c) lim (—+ )= lim ——— =
X——00 5x 3x X——00 15x x——oo0 15

8. Halla los siguientes limites de funciones:
a) lim (x3 —12x) =
o) Jim 5 = Jim % =
c) lim(x?—4x)=o
X—00
. 3
d) lim (x* - 3) = (0~ 0) = o
e) lim(x —x?) =—o
X—00
f) lim(2x —3)* = (0)® =
X—00
g) lim(x3+5x2-3)=o

X—00

h) lim[(x? + 1)+ 4x] =0 + 0 =
X—00

9.- Calcula los siguientes limites:

a) llm [2x —7x+3] - lim 2x3 =

X—+00
. 2 . 2 2
b) im —————> lim —===0
x——00 3x2—5x+2 X——o0 3x2 [e9)

c) lim [4x* —7x+5] > lim 4x* =

X——00 X——00
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Limites

d) lim [-3x%+2x — 4] > lim (—3x°%) =

X—>—00 X—>—00
e) lim [-x%?+3x —2] - lim (—x?) = -
X—>+00 X—>+00
2x2—7x+5 2x2
f) l 22— 2 Indet.— lim =-1
S+4o0 —2x%2+4x-3 o x—+00 —2x2
. x?47 VxZ x 1
g) lim =—Indet—> lim — - lim w3
x—+00 2X x—+o00 2X x—+00 2X
32 2 2
. xX*—=3x4+2 3 . X 3
h 11m—=—1ndet—>11m 1m—= lim = = Yoo = o
)x—>—oo 3\/4-)(2+5 X——00 3\/ x——o00 4x2 x——o0 4
. Vx+3
i) lim =2 Indet.» lim =
)x—>+oo V2x—5 co x—+oco V2 x—>+oo 2x
w1 3x5-2x+1 3x5 .
j) im —————= Indet > lim £ = lim £ = -0
x—>—00 7x%-2x2 x—>—o00 7x% x——o00 7
; —x%2-5x+1 —x? ) -1 -1
k) lim ———Indet - lim —= lim —=—=0
x—+oo0 2x3-3 x—-+oo 2x3 xX—+00 2X 2-00
. 2 2
= lim —=—=
x——oco 1— x——o00 —X

10. Calcula los siguientes limites.

. x2-1  1+2x%\ _
a)xl—l>l-|poo( x —Zx_l)—OO—OO
. xP-1 1420\ . [(x2-1)(2x-D)]-[(1+2x2) O]\ _
x1—1>I-|I-100 ( x 2x—1 ) - xl—1>I-|I-loo ( ()(2x-1) ) -
. 2x3-x2-2x+1-x-2x3\ _ . -x2-3x+1\ _ . —_x2 _ -1
- xl—1>IJPoo( 2x%2-x ) - x1—1>Too( 2x%-x ) - x1—1>141-100 (2x2) T2
b) lim (VxZ —2x—x) =0 — o
X—>+oo
7 _ . (\/xZ—Zx—x)(\/xZ—Zx+x)) _ (\/x2 Zx) —(x)?
Jim (Va? —2x —x) = lim ( (Vaz—2x+x) = )
= lim (x_zxx ) lim <_—2x>— lim i =
T x5t (VxZ—2x+x) T xotoo (Vx2-2x+x) T xoteo \/x2—2x+£ -
= lim [ —2— 1= 1im [ —==2—) == 1lim —2 -2 _2__1

xX—+00 x2-2x x—+00 x2 2x x—>+00 2 V1+0+1 2
+1 221 1+5+1
x2 x2 x2 x

c) lil}l (Zx —v1+ 4x) = oo El orden de 2x es mayor que V4x
X—>+00

d) lim (V9x2 + 3x —3x) =0 —

X—>+00
VoxZ+3x—3x)(V9x2+3x+3x)
lim (V9x2 + 3x — 3x) = lim ( =
Jim (V9 )= lim (Voxzesxran)
3x
9x2+3x—9x?2 . 3x . x
= lim lim {—————=) = lim —_—
X—+00 (v9x2+3x+3x) T x—+oo \(VOxZ+3x+3x) x—+oo | Vox2+3x 3x
X X
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. 3 . 3 . 3 3 3 3 1

=lim|—|=1lim|—|=lim|— | ==——=—====

x—>+00 9x24+3x x—+00 9x2 3x xX—+00 3 Vv9+0+3 3+3 6 2
—z 3 FZRP AL Ityt3

e) xl_i>l_noo(x —VxZ —4x)=—00— 00 = —

f) lim (x+Vx2 —4x) = —0 + o
llm (x + Vx? — 4x) = llm (—x + \/(—x)z — 4(—x)) = Jli_{{)lo(\/xz + 4x — x) =

X—>—00
— lim <(\/x2+4x—x)(\/x2+4x+x)> — lim (\/x2+4x)2—(x)2 — lim <(x2+4x)—x2> _
T xo (Vx2+4x+x) T xooo \ (VaZrax+x) | x—oo \(VxZrax+x))
= lim () = Jim () = Jim (25) = 4 =2 =2
X—00 ( 2+4x+x) o X—00 (\/97+x) _x—>oo x+x) 141 2
11. Calcula los siguientes limites:
2x-1 . 1), _ . 2x—1
a) lim (1 +l) =1% calculamos exErPoo(Hx 1)q@x-1) _ exﬂinoo( ) = e?
X—+00 X
6x+2 . 3 —18x+6
X—+00
3x+2 . . 3x+2 3
C) lim (2 - 4X—1) = 100,' exl—l’glw(z_ )-(3x+2) = exl—1>£-noo( 4x ) = eZ
X——00 4x
3x+1 . X . —9x+3
d) lim (L) = 100; exl_l)l_noo(m—l)-(3x+1) = exl—l>r—noo( x+3 ) = 6_9
x—>—00 \X+

2 x-1 . (x2+1_ ) B L (x=1
e) lim (x +1) = 100; exlll"pw x2 1) 61 = exl—1>IJ;noo( xZ) =e0 =1

X—+00 x2
2 x+6 . (xZ—x+2_ ) (—x2—5x+6)
f) lim (%) = 100; exl—lgl—noo x2+1 1 (x+6) l_1>+°° x2+1 —e1
X—>+00 X

2
2_ i X714 (L i 2
g) lim (x 1)2x — 100; exl—l>r—noo(x2+1 1) (Zx) — exlll—noo( 2(x3+x)) — eo =1

1-— %)1—35 = 1 exEan(l_;_l)'(l_x) _ ex1—i>r_n°o(2xx_2) _ 2

12. Calcula los siguientes limites:

a) lim [\/x2 + 2x — x] = o0 — oo Indeterminacion
X—00

. Vx2+2x+x (VxZ+2x—x) - (Vx2+2x+x) x%+2x—x2
N ) L YXTHZXx _
ill?o [( x% +2x — x) Vx2+2x+x] x—»oo [ Vx2+2x+x 9£—>oo(\/x2+2x+x

. 2x . 2
= lim(——) = lim( ) = ﬁ+1 =
X290 x( 1+§+1) X2 1+§+1) ( )
3
, x3+27 -33 +27 _
b) lim [ ] Indetermmauon
x—-3 x2-9 -32-9
i [x3+27] [(x+3)(x —3x+32)] . [x2—3x+32] _ —32-3(-3)+32 _ 27 _ -9
x—»—3 L x%2-9 x_> 3 (x—3)(x+3) x——3 x—3 -3-3 -6 2
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Limites

. 2 3 2 3

c) llm[2 ——]=———=0—O=O
x—oo Lx“+1 x+2 o] [e]

[2x4—3x—1
x3+43

d) lim

X—00

] = oo ya que grado del numerador > grado del denominador

13. Calcula los siguientes limites:
a)limx+4%) =0+4° =0+ 0=0w
X—00
-1

. 3x2-5\% . .,
b) lim ( ) = 1% — Indeterminacién
x—00 \3X2+Xx

i 9(0) — ,Jim g-F0-1]
Jim [£ ()] e

Calculamos f(x) — 1 - (3X2_5) — —X=5

3x%2+x 3x%2+x
) _ —5x%2—x3+45+x
3x2+x 3x2+x

Calculamos g(x) - [f(x) — 1] » (x> — 1) - (

x“=1 . —5x2—x3+5+x
. 3x2—5 lim ————— —
hm (3x2+x) = @x—>0 3x2+x =e ® = 0

X—00

1-x
¢) lim (1 — i) = (1)® - Indeterminacién

X——00
lim (1—x)~(1+3—1) lim 4=22 lim =% -2
e x——00 X = @x—->—0 X = ex-—-00 X = e
X2 —-2x+2 x*-3x 1\*
d) lim (222) = (3) =0
X——00 \2X“+3X—2 2
e) lim (x + 37*) = —o0 4+ o0 — Indeterminacion
X——00

Cambiamos x por — x; X & —00, —X — 00

lim (—x +37(9) = llm(3x—x) = lim 3% = o

X—00
. YXHVX o . ., Vx+Vx X
f) )ll_)r{.lo il o6 Indeterminacion )11_)1‘{)10 N il_{?of 1
\/4x2—5—(2x—3))~\/4x2—5+(2x—3)
Va2 —5 - _ i ¢ _
9) lim|V4x (2x =3)] = 0 0 = lim Va7 —5+(2%-3) =
(Vax2- ) -(2x-3)%2 4x2-5-4x%+12x-9 _ . 12x-14 x(—ﬁ+12)

lim = lim = lim ——— = lim ——*—<
x>0  VaxZ—5+(2x-3) x>0 V4xZ—5+(2x-3) x—00 VAxZ—5+(2x-3) x—»oox( f4_i+2_§>
x2 x

)}i_)rglo(—%+12) _ ng—glo(__)_i- lim (12) _ —14-0+12

1im< /4—%+2—§) lim( /4——2>+2—1im (2) VvATS0EmI0
X—00 X X X—>00 X X—00 \X.

14- Calcula los siguientes limites

. 2 2 .,
a)lim—- Vx2+1= —: Vw2+4+1=0-0 Indeterminacién
x—oo X+1 co+1
.. L . x2+41 _ o . .,
-Multiplicamos los términos lim 22X = 2 Indeterminacion
x—oco X+1 00
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lim 4— =4, luego el limite es 2.
X—00 x

lim = lim

x—o0o X X—00 X

Wiz . <2\/97>2:

b) lim v9x2 + 2x —3 — 3x = o — o0 Indeterminacién

X— 00
lim (Vox2+2x-3-3x)(VOx2+2x—3+3x) _ — lim 9x%+2x-3-9x% _ lim 2x-3 = lim -2*_=2%2_1
X —00 Vox2+2x—3+3x X —00 \/9x2+2x 3+3x x—00 VOx2+2x—3+3x x—00 3X+3x 6 3
c) lim Vx - (Wx+3 —+/x) = lim (Vx% + 3x —y/x) = 00 — 00 Indeterminacién
X—00
(\/x2+3x x)(\/x2+3x+x) . x2+3x—x? . 3x . 3x 3
lim im ———— lim —=—= lim=—= =
xX—00 Vx2+43x+x xX—00 Vx2+3x+x x—00 VX2+x xX—00 2X 2
2 2
- x°“+2 x“+1 . .,
d)lim H - T = 00— Indeterminacién
X—00
X2 +2)x—(x%+1)(x+1 . x342x—x3-x%2-x-1 . —=x%+x-1
li ( )x—( Jxtl) _ lim = lim————=-1
X—00 (x+1)x X—00 (x+1)x x—ooo (x+1)x
2
. 2x%2-6x ]2 .,
e)lim|—=——| = 1% Indeterminacion
x—00 L2x2—x-5
li x% ([ 2x%-6x . x% 2x%—6x-2x2+x+5 . —5x345x2 -5
2 \z2x2—x—s ) — m 2 _x- = R 2(2x2—x-5) — p7
ex—o x2-x = ex—>cw 2 2x2-x—5 = exox2(2x*-x-5) = @4
. [4-3x]*3 L,
f) lim s ] 1% Indeterminacién
xX—00 -
. 4—3x—54+3x —-x+3 -1 1
11m n,(x=3): (5 3x D e}l_)r&(x 35 ) = exow5—3x = e 3 = e3
15. Determina los limites de estas funciones:
X +1 0 . .. x+1 . 1 /x+1 1
a) lim = - Indeterminacién; lim = lim —(—) ==
X—o— 13 +3 0 x——1 3X+3 x—>—13 x+1 3
2x2 +2x 0 . .. 2(x+1)x 2
b) 1 = — Indeterminacion ; lim 2240x 2
-0 x2-3x 0 x>0 (x-3)x 3
v25-x* x> 0 . ., . V5—x/5+x . 5+x V10
¢) lim - Indeterminacién ; lim————— =lim =— =0
X—5 X-— 5 0 X—5 —(5—X) X—5 —V5—X 0
2x2-18 _ 0 . ./ . x2— 1
d)l —=— = - Indeterminacion ; lim2{——=]=lim 2(x2-9)2=0
-3 VX 0 X—3 (x2— 9)2 Xx—3
16. Determina los Iimites de estas funciones:
—x—2 x—2)(x+1 3 3
a) 11 2— = - Indetermmaczon lim M ===
-2 2X°—3x-2 x-2 2(x- 2)(x+—) 22 5
x%2—x-2 0
b) im ————=—=0
) x—>—12x%-3x-2 -3
x345x24+6x 0 . .y x=2)(x+3)x -2
c) li l _— = Indetermmaaon ; lim am2)(xt3)x =—;
2x3+x2 8x—12 x—>=2 (x—2) (x+2)2 0
lim f(x) =—=o00 lim f(x) =2 —oo; No existe el limite
x—) 2~ - x—>—2% ot
x34+5x24+6x 0
d) l ———=—=0
3x3+x2 -8x—-12 -6
17.- Calcula estos limites:
22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Limites

2 -2 -
x“—=2x+1 27)°—(2-27)+1 1
27)=( )

a) lim - - -1
x-2- x-3 27-3 -1
x%—2x+1 2H)2-(2:2H+1 1
b) + 3 _)()z‘f(s) _)_1_)_1
x—2 xX— - -
x2-2x+1 (37)2—=(2:37)+1 4
c) li . - e - — > —00
x—-3~ X— = -
. 2-2x+1 3%)2-(2:3%)+1 4
d) li X X N BM)=( ) - 5 40
x—>3+  x-3 3+-3 o+
. x—3 -17-3 -4
e) li > — > — - -1
x——1— (x—1) (-17-1) 4
x-3 -1t-3 -4
f) lm+( 1)2 (-1-1)2 - 4 - -1
x->—17 (X— —-17=
. x%+x-6 0 , Ly
g) lim ————— — - Indeterminacién
x—>2~ x3—-x2-8x+12 0
x%24x—-6 0 . .,
h) im ————— — - Indeterminacion
x—2+ x3—x2-8x+12 0
Descomponemos factorialmente
. x%+x-6 . er3x—2) 1 1 1
lim————=lim—2 2 = |im— > — > - >
x—>2 x3-x2-8x+12  x—2 &+3Dx—2(x—-2) x-2x-2 2-2 0
1 1 1
gl lim— —->—=—-
xX-2" X—2 272 0~
1 1 1
h) lim —- — =+
x—2tx-2 2t-2 ot

18.- Calcula los siguientes limites:

. x%-3 32-3 6
a) lim— > — - -
X3 X+2 342 5
2
x2-3 1
b) m - =5 fo0
x->=2 X+2 0
x?-3  (-27)%-3
- - — > —00
x—-—-2" x+2 —27+2 0~
2 +32
x%-3 -2+)2-3 1
(=27) — — 400
x—>—2+ x+2 —2t+2 ot
. 1 1
c) lln;lt - ->— -1
x—)E sinx sm;
. 1
d) lim > — 5= 5t
x—0 Sinx sin0 0
. 1 1
lim — - — - — = —00
x—-0~ Sinx sin 0~ 0~
. 1 1
lim ——>——->—>5 4
x—0t sinx sinot ot
19. Calcula los siguientes limites:
3
. x3-1 1-1 0
a) lim = = - — Indet.
x—1x3+2x%2-3x  1+2-3 0

- Hacemos descomposicién factorial:
3-1-@x-Dx*+x+1)
x34+2x2 —3x - x(x — 1)(x + 3)

L (mD(PHx+1) e (RP+xtl) 14141 3
x—1 x(x—1)(x+3)  x>1 x(x+3) -

1-4 4

xZ+x

b) lim 2 = Indet.

x—0 x3-2x2-x 0
- Hacemos descomposicion factorial:

x2+x-ox(x+1)
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Limites

3_2x2—x-ox(x—1D(x-1)
x(x+1) T (x+1) _1_

x50 x(x-1)(x-1) x50 (x-1)(x-1) 1

x%-9 9-9 0
¢) lim 11 = = - = Indet.
35x2-13x—6  45-39—6 0

- Hacemos descomposicion factorial:
-9 (x+3)(x—3)
5x2—13x — 6 - (5x + 2)(x — 3)
(x+3)(x-3) _ . (x+3) _ 6
x>3 (5x+2)(x—3)  x—o3 (5x+2) 17

d) lim 2= =11 = % = Indet.

xX—— 1x3+1 —1+1
- Hacemos descomposicién factorial:

o1l (X + D+ D(x—1)
B+1-o@x+DE2—-x+1)

D)+ (=1 L P+ (x-1) _ A+1)(-1-1) _ 2:(=2) _ —4
xo—1 (x+1)(x2-x+1)  xo>-1 (x%-x+1)  (1+1+1) 3 3
4-3x2 0
e) 11 —— = — = Indet.
>0 X“+x 0

- Hacemos descomposicion factorial:
—3x%2 > x?(x2-3)
x2+x > x(x+1)
x*(x*=3) _ . x(x®-3) _ 0 _ 0

x50 x(x+1) x50 (x+1) 1

—-5x+6 _ 4-10+6 _ 0
) h 2x2 —ax+4  4-8+4 0 Indet.
- Hacemos descomposicion factorial:
x2=5x+6- (x—2)(x—23)
—4x+4—>(x—2)(x—2)

m (x—2)(x-3) _ — lim &2 (x— 3) =+
x—2 (x—2)(x—2) x—2 (x— 2) 0
Vi-x ﬂ _1_
9 }c—>0 2% "0 o I®
-1 1-1 0 0
h)hl\/_l E—E—a—h’ldet.

- Hacemos descomposicién factorial:
Z_1-5@x+Dx-1
- Como Vx — 1 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada:

(D (x-1) g (e D (e-Dx+1) (x+1)(x—-1)Wx+1)
I I e MM e MG DO+ D =224

‘/_2 VBB 0 Indet.
3 xX4-9 9-9 0

- Hacemos descomposicién factorial:
—-9->x+3)(x—3)
- Como vx — /3 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada:

l)l
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(Vx—V3) Wx+V3) _ .. (x+3) . 1 _ 1 11

x—3 (X+3)(x=3)(VX+V3)  x-3 (x+3)(x=3)(Vx+V3) }}L‘% (x+3)(Wx+V3)  6(V3+V3) 62V3 123

3—V5+x _ 3-V9 _ 3-3

0
])1 S42—8—x 2-V& 2-2 0 Indet.
lim (B3—=v5+x)(3+V5+x) __ — lim 9-5—x — lim 4—x =%~ Indet
x4 (2—8—x)(3+V5+x) x_>4 2—V8—x)(3+V5+x) x_>4 (2—V8—x)(3+V5+x) 0 '
li (4—-x)(2+V8-x) = i (4-x)(2+v8—x) __ (4-x)(2+v8—x) __
] (2—V8—x)(2+V8—x)(3+V5+x) s (4-8+x)(3+V5+x) x‘LE} (-4+x)(3+V5+x)
lim (4-x)(2+v8—-x) __ = lim (2+v8-x) _ 4 _ 2
xo4 —(4-x)(3+V5+x)  x—>a—-(3+V5+x) -6 3
k) lim 22224 0 1hd
x-0 x2+x - 0
lim (272 (V2=x)’-(V2#x)" _ I —2x lim -2
200 AR (VZoa V2 77) | 20 GE A0 (V2aVZt%) | 20 XA D(VZx V2 Tx) | 200 A D (V2—x V2T
-2 __2 __1
T V2zw2 T 22 V2
Vx+2-2
I)l im \/_ > ——Ind
(Vx+2-2)(Vx+2+2) (Vx+2)%- x—2 . (x—2)(V2x+2)

I ) M - z)wﬁm = e AV e (E)

(x-2)(V2x+2) — lim (x—-2)(V2x+2) — lim (x-2)(V2x+2) — lim (V2x+2) _ 2v2+2 _ V2+1

}cllg (\/F+2)(\/2— - ) o (Wx+2+2)(2x—4)  x—2 (Vx+2+2)2(x-2)  x-22(/x+2+2) 8 4
Vx+9-3 _ 0

m) li lx_>o Vat16-4 Blnd

. (Vx+9-3)(Vx+9+3)(Vx+16+4) .. (Vx+92—9)(\’x+16+4) . x(Vx+16+4) (Vx+16+4) 8 _

lim = lim = lim———— = lim~——= -

x-0 (Vx+16—4)(Vx+16+4)(Vx+9+3) xeo(mz—m)(\/mﬂ) x-0 x(Vx+9+3)  x—0 (Va+9+3) 6 3

)i Va—T+Vx+1 _ g -1
n xl_l}il Vxri—vx—1 vZ

. Vx2+5-3 0

) !cl—>2 Vx+7-3 =gind

1y (B3 (Va5 43) (VA 743) ) (VAZH5° ~9)(VaF7+3) _

x-2 (Vx¥7-3)(Vx+7+3)(VaZ+5+3) x-2 (mz_g)(m+3) B
x2=4(Vx+7+3) . (x=2)(x+2)(Vx+7+3) .. (x+2)(Vx+7+3) _ 24

lim =lim =lim =—=4
x—-2 (x=2)(Vx2+5+3) x->2 (x-2)(Vx2+5+43) x-52 (Vx%+5+3) 6
20. Calcula los siguientes limites:
x +27 . x+3)(x%-3X+9) .. x%2-3X+9 27
a)lim = —Ind lim GG =3XH9)_ i, 773X+ 27
x—-3 x—>-3 (x+3)(x-3) x——3 x-3 6
2x%-2 0
b) lim —— =—-Ind
>1-x2-2x+1 0
2x2-2 .2+ (x-1 . 2(x+1 4
lim _ (x+D(x-1) _ =1 (x+1) _ BB
x—>1—x2 2x+1 x—1- (x—1)(x—1) x—-1~ x-1 0
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¢) lim x2-4  x2+4 . (e+2)(x—2)(x2+4) .. (x+2)(x%+4) 48 32 16
X2 x+1  x2-2x  xo2 (x+D(x-2)x  xo2 (x+Dx = 6 B
2x%2-2
d)lim —=- Ind
) 1+x2 2x+1
2x2-2 . 2(x+1)(x- D _ iy 204D 4 Lo
xo1t x2-2x+1 xo1t (x—-1)(x—1)  xo1t x-1 0+

21.- Calcula los siguientes limites:

2 2 2
. X°+1 2 X“+1 . X“+1 +1
a) lim =--1 = —oo; lim = +00 > Alim>
x-1 X—1 0 x—1" x—1 X—>1+ x—1 X—>1 x—-1
. 24X 2 . 2+x 2+x +X
b) im—=-- lim — =+ 11m——+00—>11m——+
x—0 X2 0 x—0~ X2 x>0t x2 x—0 X2
. X+5 8 . X+5 X+5 X+5
c) hm =-- lim = +o00; lim = 400 = lim = 400
>3 [x-3] 0 x—-3% [x-3| x—3~ [x-3| x—3 |[x=3|

d) llm [X —_ 1] -2 = 100 - ex—>z(x 2)((X 1) 1) )1(1—1;%(3;—26) = eXﬁz(%) = e3

[y

= . x \(x3+4 x(x2— Xz)
e) lim |= +4]X 1% e)lgri(x—l)( x+a 1) — A GDErn 1)(x+4) = eiﬂ(x% = e5
X+4

X-1
oo [x+2 ox-27] _ (x+2)(x+1)—(x—2)] (x +2x+4)
f) }(1—r>r11 [x—l (x2 1] _)Oo ® = }(l—>1 [( (x— 1)(;(+1) - x—>1 (x( 1)(x+1) )_
x2+2x+4 x24+2x+4 . x24+2x+4 . X+2
_}(1_)1 x2-1) ]_ 0 X_>1+[ (x2-1) ]_ to Xll,r{l— (x2-1) ]_ *= ﬂil_r)r{ [ﬂ_
X—2
xz—l]
) lim V2x—4 _0 = lim V2x—4 . V2x—4 im 2(x—2) _ 2 _ +o0
g xo2t x—=2 0 xo2t X—2 V2X—4  xoo+ (x=2)V2x—4 T ot
x?-1 _ 9 . x?-1 (\/x+ +2) (x+1)(x-1)(Vx+3+2) _
h)}(l_rgm 2 = }(me - (mm }(13} — 1m(x+1)(\/x+ +2)=8
i) lim _3 x%242x [X(Z);+4—)] _ 2x+24—] = too; lim 2x+24—] = +oo;
x—0 Lx x—>0 3x x—>0‘ 3x x—0+ L 3x
lim [3- 2X]—00~0
x—0 Lx3 3 -
3 3 . 5X . 15X
i) [SX_Z] * = lim [= 5x]°% =1%° > ehm (3X)(5x+3 1) = e)gl—glo(_5x+3) = e;!l—glo(_g) =e 3
x—00 L5X+3 X—00 5X

k) }<1—>0 [X_Z (ﬁ N x21+2)] =-0;
}<1—>o [X_Z (ﬁ N x21+2)] - Xi_r,% [xlz ((;;)z(xzé))] At % A m
m &Z—OO; lim & 00 — Alim XLZ(L_ 1 )]

x—0t X(x+2)(x2+2) x—0~ X(x+2)(x2+2) X—0 x+2 X242

22.- Calcula los siguientes limites:
V1-x3 —(1—-x)(x%2+x+1)
a) }(IB} <V1—x2) 0 }(1—>1\I (1-x)(x+1) f
. 2+Inx \x-1 _ (2 (3 _
b) Xll)r{;r (3+1nx2) o (3) a (2) =t

23.- Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos
que se indican

x—2,x<3 _ Jim f(x) = lim (2x —2) = 4

a) f(x) = { 2x x>3 EMX= 3 - }grgl f(x) 1‘r§‘+ f(x) = hfgh 2x=06
X— X
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Como lim f(x) # lim f(x), no existe lim f(x) en x=3
x—3~ x-3% x—3
lim f(x) = hm 1 (x> +3x—1)=3

X—-1"

_(x2+43x-1,x<1 _ ,
b) f(x) —{ en x=1 - lmf(x)™ . f(x) = 11m(x+2) =3
x-1t x-1t

x+2, x=>1

Como lim f(x) = lim f(x), existe lim f(x) = 3 en x=1
xX—>1~ x-1t x—3

24. — Halla el valor de los siguientes limites:

3

. 3x—2 309-2 -1
lim 54— = 2 = 3
x—)+ooz§+2 +

fim, 4 = im % = i, (= () = 0

x—>0% 4x+3x 2 X007 4x  x—0t 4 4

2 1
. 4x+3x +1 x . 42\x 8 \~% 125\
lim ————= lim & = = lim () =(— =|—) =o
x—0 5X—3+2x x—-0" 5x x-0 5 125 8
4

. 2X%—2x2%43 . —2x? .
lim —/—— = lim = lim x = 4o
xX—+00 3%—3-2x x—>+00 —2X x—+00

25. — Calcula el valor de los siguientes limites:

Vx2+7-4 . V3247-4 0
A) lim———-> lim——=-
x-3 2—x+1 x—3 2-3+1 0
. (VxZ+7-4)(VxZ+7+4) . (VxZ+7) -2 . x2+7-16
lim - lim - lim -
x-3  (—x+3)(VxZ+7+4) x-3 (—x+3)(VxZ+7+4)  x53 (—x+3)(VxZ+7+4)
> lim x%-9 > lim (x4+3)(x-3) > lim (x+3)(x=3) N 343 _ 9
xo3 (—x+3)(VaZ47+4)  x-3 (—x+3)(VaZ+7+4)  x53 —(x-3)(VxZ+7+4)  —(V3Z+7+4) -8
B) li -4 _ 0 li 2%—4 S 1 _ 1
) A e 52244 0 P (2%¥-4)(2%-1) Ao T3

3x—1six<0
26.-Dada la funcionf(x)={ 0 six=0

2x+5 six>0
Para x< 0 f es continua al ser una funcién polinémica
Para x> 0 f es continua al ser una funcién polinémica
En x=2
lim f(x) =lim(2x+5) =9
xX—2 xX—2
En x=0"
lim f(x) = 11m 1 (3x—1) =—

x—-0~
En x=07
xll,r(?+ fx) = xll)r(r)1+(2x +5)=5
En x=-3
lim f(x)= lim (3x—-1)=-1
xX—-3 x—-3
x=0
f(0)=0
h%l flx) = llm L (2x+5) =5
. _ X—
}Cl_r)r(l)f(x) B hr(r)l_f(x) = hr(r)l_(Sx -1 =-
X— X—
Para que exista lin(l) f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
X—

limite cuando x=0
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Limites

La funcion tiene una discontinuidad inevitable de 1* especie de salto finito

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

Z_1six<2
A ) = {x <
AC)) x+2 six>2
Para x<2 f es continua al ser una funcion polindmica

Para x>2 f es continua al ser una funcion polindmica
Estudiamos continuidad en x=2 y x=-2

En x=2
f(2)=22-1=3

e f < (RS = lin 67 1) =3
Hm FO) =1 F) = im(x+2)=4
x—-2% x—-2%
Para que exista Ll{g f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el

limite cuando x=2
La funcidn tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.

x2+1six<2
B) f(x) ={2x—1 si2<x<4
5six>4
Para x< 2 f es continua al ser una funcion polindmica
Para 2< x < 4 f es continua al ser una funcién polindmica
Para x> 4 f es continua al ser una funcién constante.
Estudiamos continuidad en x=2 y en x=4

En x=2
f(2)=2-2-1=3
lim f(x) = lim (x> +1)=5
lim(f) = {*72 x>z
x—2 lim f(x) = lim(2x—1) =3
x—2% x-2%

Para que exista, los limites laterales han de ser iguales, por lo tanto, al no ser iguales no existe el limite
X—2
La funcidn tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito

En x=4
f(4)=5

lim f(x) = lim (2x—-1) =7
lim £ (x) = {x*‘* x4

RS0 = 5 =5

Para que exista lirr}} f(x) los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
X—

l[imite cuando x=4

La funcion tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito
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28. — Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:

En x= -6 tiene una discontinuidad de 1? especie de salto infinito.
En x= -2 tiene una discontinuidad de 1? especie de salto finito.
En x= 7 tiene una discontinuidad de 1* especie de salto infinito.

29. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

(

5 si x>4

x2—4 six<?2 x—5
a)fix)=3x—2 si 2<x<4 b)g(X)i\/x+1 si0<x<3

a)
Continuidad en x=2
12. f(2)=2-2=0

liréi_f(x) = lirzn_(x2 -4)=0

o 1i — X— X—

2% 11m££><2) lim f(x) = lim(x—2)=0
x-2% x-xt

Como )}ern- f(x) = Xll)rzn+ f(x) =0, }(112 f(x)=0
32, Como f(2) =0 = ng f(x), fes continuaenx = 2
Continuidad en x=4
12. f(4)=4-2=2
{lim f(x) =xli1£1_(x—2) =2

xX—4~
RSO =G =3

32, Como lim f(x) # lim f(x); A lim f(x), la funcién no es continua en x = 4
X4~ x—4%1 X4

Presenta una discontinuidad inevitable de la 12 especie de salto finito.

b)

Continuidad en x=0
5

19, g(O) = E =-1
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Limites

fim 909 = lim () = 1

5
le g(x) —xliohfm = -5

Como lirgl_ g(x) # 11151+ g(x), no existe lirr& g(x),,porlo que g(x)presenta una discontinuidad
X—> X— X—

22, limg(x) =
x-0

inevitable de 12 especie de salto finito en x = 0.

Continuidad en x=3

3-5
12. g(3) = == 1

-5

lim g(x) = llm

20, lim{*°% VI
) x—-3 — _0 —
llm glx) = llrsp+ — 2

Como llrél_g(x);tllrg1+g(x),noexiste limg(x), por lo que g(x) no es continua y tiene
xX— xX— x—-3

discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito en x=3.

30. Estudia la continuidad de las funciones.

x+1
a)f(x) = Ztx
Dominio, X2 +x#0
2 _ _ x1 = 0
X +x—0—>x(x+1)—0{x2 -1

Dom = R — {0, —1}

li = === 1 f ti =0
= = — = = 0.

im — > ,por lo que f no es continua en x

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito.

oo x+1 -1+1 L )
ler£11x2 v —D2-1 =3= Indeterminacion (hay que factorizar)
. x+1 1 1
xlglll x(x+1) ximlx —1 =-1

Como no existe f(-1) pero si el limite, discontinuidad evitable

1 si xeZ
b)f(x)={0 Si x¢&Z

limf(x) =1 lim f(x)=0
xX—Z X-XEZ

limf(x) =1+ hné f(x) = 0, fno es continua. Presenta una discontinuidad evitable de salto finito.
X—Z XOXEZ

o f(x) = |x— 3|

_(x—3 si x>3
f(x)_{—x+3 si x<3
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12, Continuidad en x=3
f(3)=3-3=0

o oy [ TC) = Jim x4 3 =0
Como )}L%‘- f(x) = Xll)rgn+ f(x) =0, }(1_r)r§ f(x)=0

32, Como lin; f(x) = f(3) = 0, la funcién es continua en x = 3
X—

1
d) f(x) = {Bx s.i x€R
0 si x=0

12. f(0) =0
1 1
lim f(x) = lim (Bx) =30=3%=—o00
20, lir% flx) ={*"° x=0 1 1
x= i = i ; = ) = o =
lip () = g, (35) = 30 =37 =
Como lim f(x)
X—0"
# lim f(x)
x—-07F
# f(0), la funcién presenta una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto
infinito.
x*—1 si x<2
x) = =
&) /(%) {x+1 si x>2
19 f(2)=2%2-1=3

lirgl_f(x) = lirgl_(x2 -1)=22-1=3
2 1j = x> x=
22 ImFO) ="l fo0) = lim (x4 1) =241 =3
x—2% x—-2%
39, lirgl_ f(x) = lirglJr f(x) = 3, existe lirrzl f(x) = f(2), por lo que la funcion es continua en x = 3
X— X X—

31. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = %en el intervalo (2, 5).

1
feo =<

Dom f(x) = R — {0}, como 0 no pertenece al intervalo , f(x) es continua en (2, 5).

32. — Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

_(x+1six<-1
a) f(x) = {xz —3six>—-1
Continuidad en x=-1

1-f(-1)=0
2- lim f(x)= lim (x+1)=0 lim f(x) = lim (x? +3x) = -2
x—>—1" x—>—1" x—>—1% x—>—1%
Como lin}_f(x) * lin}+f(x), f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— xX——
primera especie de salto finito.
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3x—2six< -1
b) f(x) ={x?+4x—1si —1<x<?2
x+1lsix > 2
Continuidad en x=-1

1-f(-1)=—-4
2- lim f(x)= lim (3x—2) =-5 lim f(x)= lim (x?+4x—1)=—4
x--1" x->-1" x—-—1% x—-—1%

Como lin}_f(x) * lin}+f(x) f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x—>—

primera especie de salto finito.
Continuidad en x=2
1.-f(2) =11
2- lim f(x) = lim (x> +4x—1) =11 lim f(x) = lim (x +11) = 13
x—>27 x—>27 x—27F x—-27F
Como lir?_f(x) * lirg)rf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
x— x—

primera especie de salto finito.
2 six<0
x—4

o)f(x) =¢x—1si0<x<3
L six>3
x-3

Continuidad en x=0

1.- f(0) no estd definido.

. . . . 4 .
2.- Jl%l+f(x) = xll)r(l)1+(x -1)=-1 xll)l(l)l_ f(x) = ;}L%l—ﬁ = —1 Portanto chl_r)%f(x) =-1
No es continua, presenta una discontinuidad evitable.
Continuidad en x=3
1-f(3) =2
: . 1= . — i L
2.l fey=lipx-1=2 Jim ()= lip = o0
3.-

Como uno de los limites laterales es infinito, f no es continua en x=3. Presenta una discontinuidad no
evitable de primera especie de salto infinito.

—2six< -2
df(x) ={—x*+4si—-2<x<2
2six>2
Continuidad en x=-2

1.-f(-2)=0
2- lim f(x)= lim (-2)=-2 lim f(x)= lim (-x2+4)=0
x—>—2" x—>—2" x——2% x—>—2%
Como lirr%_f(x) * lirr%+f(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.
Continuidad en x=2

1-f(2)=0
2- lim f(x) = lim(—x?+4)=0 lim f(x) = lim 2 =2
x—27 X2~ x—-2% x—-2%
Como lir?_f(x) * lirglJrf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
X X—

primera especie de salto finito.
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xz—

e) f(X) — {x—: six+3

6six=3
1-f(3) =6
. i X279 0 L (x=3)(x+3)
2 im0 = lim = = G lim €20 =

3.- Comof(3)=6= lirréf(x), f es continua en x=3.
xX—

—-X .
—5—msix¢0 5—7s1x<0 6six<0
f)f(x)={ x s f(x) = 5six=0 =1{5six=0
5six=0 5—Xsix>0 4six>0
X
Continuidad en x=0
1.-f(0) =5
2- lim f(x) =6 lim f(x) =4
x—0~ x—-0%
Como lir(l)q_f(x) * lir51+f(x), f no es continua en x=0. Presenta una discontinuidad no evitable de
X— X—

primera especie de salto finito.

g)f (x) = |x* — 6x + 5|
Se trata del valor absoluto de una funcién polinédmica, f es continua.

_(I3—x|six<5
h) /() _{ Ine? six >5
Continuidad en x=5
1-f(5)=[3-5|=2
2- lim f(x) = lim[3—x|=1|3-5|=|-2|=2 lim f(x) = lim Ine? =2lne =2(1) =2
x—-5~ x—-5~ x—-5% x—-5%
3.-
Como xlir?_f(x) = xlir?j(x), el limite existe. Como chi_rgf(x) = f(5), por tanto, f es continua en x=5.

33.- Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R:
x+1

f(X)={ x
—x*+a six>-2

Para x < -2 f es continua por ser una funcién racional y no anularse el denominador
Para x > -2 f es continua por ser una funcién polindmica

Para que f sea continua en R debe ser continua en x =-2, paraello f(—2) = xllmzf(x)

six<-2

lim f(x) = lim &) =22=12
lim f(x) — x— =2 x->-2" X -2 2
x>=2 xlir_r;+ fx) = xl}ir_r;)f(—xz +a)=—-4+a
% =—4+aqa, a= g Luego f es continua en todo R cuando a = g

34.- Determina el valor del parametro b para que la funcién
2x—3 six<3

0 ={ L <
f(x) x+b six>3
f es continua en todo su dominio, salvo en x = 3, por ser una funcién definida a trozos de

funciones polindmicas que son continuas, hallamos b para que sea continua en 3

sea continua en todo su dominio.
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Limites

lirgl_(Zx —-3)=3

. _ x—

Hm FO) =1 lim (x + b) = 3+ b
x—37t

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales, luego:

3=3+b; b=0
2_
. s _J— Ssix+ -2 ; _
35.- Halla el valor de k para que la funcidon f(x) = { x+2 sea continua en x=-2.
, k six=-2
lim =2 = (2) = lim ©2C = jim (x - 2) = —4
x—->—2 X+2 0 x——2 x+2 x—>-2

Como f(-2) =k, k=-4.

36.- Calcula m, n y p para que la siguiente funcion sea continua en todo R:
% six< -8
-2m+3 si—-8<x<-4

f(x) =
| x—% si—4<x<2
k px sSsi2<x

f es continua en todo su dominio, salvo en x=-8, x =-4 y x = 2, por ser una funcidn definida
a trozos de funciones polindmicas que son continuas.
Continuidad en x=-8

3 3
lim X = lim — = —=
lim f(x) = x— —8~ f( ) x—>—-8"X 8
x>-8 lim f(x)= lim (-2m+3)=-2m+3
x— —8"’3 x;7—8+
—-2m+3=—-=; m=—
8 16

Continuidad en x=-4

_ _ 27 54 3
lim f(x) =x1}£r£1r(—2m+3) =—2-—+3=——+3=——

. _ ) x->—4" 16 16 8
Sl lim fG) = im (x-7) = -4
x—}g}ﬁf X - x—}?}ﬁ X n - n
8 n 29
Continuidad en x=2
y ( 1) 29 45
im(x——)= —_—=—
lirr%f(x) = {x>2” n 8 8
X— : —_
B px = 2
=45, %5
p=%> P=13

. 27 8 45
Luego f es continua en todo R cuando m = o =5 =1

37. Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.
kx —3 six <4
2 f00 =] .
) [0 —x?2+10x—13 six>4
f es continua en x < 4 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x> 4 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=4

1. f(4)=-(4)? +10(4) —13 = 11
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“ Limites

lim f(x); lim (kx —3) =4k -3
2. limfey =1, 4 i
o lim f(x); lim (—x? +10x — 13) = (=(4)* + 10(4) — 13) = 11
X—> X—

Para que 3 lin}}f(x) los limites laterales han de ser iguales luego, 4k —3 =11, k = %
x—

3. f(4) =}Ci£1;1} f(x) =11, luego f(x) es continua en x=4 cuando k=§.

1+ |x|six<0
b) fr) =4k  six=0
Ex+1six>0

f es continua en x < 0 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x> 0 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=0

1. f(0)=k
Jim £Go) lim (14 ) = (140D = 1

. . 3 _ (3 _
i 0 iy (e 51) = G0+ =1
Como lim f(x)=lim f(x); 3 limf(x) =1

x—0~ x—-0% x—0

3. Para que f sea continua f(0) = lirr(l)f(x) =1, luego k =1.
X—>

2. }Ci_r)r(l)f(x) =

38. El espacio recorrido por un maovil en funcion del tiempo viene dado por la siguiente funcidn:

3t2 si0<t<?2
e(t)=43t+a si2<t<S5
—t24+13t+b si5<t

Determina los valores de a y b, para que la funcién sea continua en t=2 y t=5.

f es continua en 0 < t < 2 por ser una funcidn polinémica.
f es continuaen 2 < t < 5 por ser una funcién polinémica.
f es continua en 5 < t por ser una funcion polindmica.
Continuidad en t =2
1. e(2)=3R2)+a=6+a
lim e(t); t_>21_im(3t2) =12

: _ ) to27
2. ltl—{rzle(t) B {lim e(t); im(Bt+a)=6+a
t-2t t-2t

Para que 3 ltlrrzl e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 6 + a = 12,a = 6
3. Para que e sea continua e(2) =ltirr21 e(t)=12,luegoe(a) = 6 + a = 12; a = 6, entonces e(t) es
continua cuandoa = 6
Continuidad en t =5
1. e(5)=3t+a=305B)+6=21
lim e(t); lim (3t + a) = 21
2. lime(t) =1 .. . 5° N 2
t>5 tllg;r e(t); tllggr(—t +13t+b)=(-05B)*+13(5)+h)=40+b
Para que 3 ltmg e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 40 + b = 21,b = —19

4. Para que e sea continua e(5) =ltirr51 e(t)= 21, luego f es continua cuando b =-19.
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Limites

39. Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6€ por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x

unidades cobra:
6x si0<x <10

C ={
) = V800 T axZ six > 10

a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el numero de uni-
dades que se compran.
C escontinuaen 0 < x < 10 por ser una funcién polinémica.
C es continua en x > 10 por ser una funcion irracional con el radicando positivo, si a > 0.
1. €(10) = 6(10)=60
| i C6o) i (6) = 60
; R Z) —
im C@); lim (V600 + ax?) = v600 + 100a
Para que 3 lin% C(x) los limites laterales han de ser iguales luego,
X—

V600 + 100a = 60; (600 + 100a)” = (60)2 ; 600 + 100a = 3600; a = 30

3. Para que C sea continua C(10) = lirglo C(x)= 60, luego C es continua cuando a = 30. Entonces
X

2. lim C(x) =

x—10

el precio varia de forma continua al variar el nimero de unidades que se compran cuando a
=30.
b) ¢éA cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran ““muchisimas’” unidades?

lim €(x) = lim (V600 + ax?) = lim (V600 + 30a) = o

Cuando se compran muchisimas unidades el precio tiende a 0.

40. Dada la funcion:

2
(3a+3§six<0
f) ={55zsi0<x<1

3 .
— six>1
p—2—%

a) Hallaayb para que la funcion sea continua.

f es continua en x < 0 por ser composicion de funciones continuas.
f es continuaen 0 < x < 1 por ser composicion de funciones continuas.
f es continua en x > 1 por ser composicion de funciones continuas.
Continuidad en x=0
4 4

L f(0)= 24200 ~ 3 , , ,
lim f(x); lim (3a + 3;) =3a+30=3a+3-=3a+0
2. lim f(x) x=0 x=0 . .

X— : . 1 — -

xlgg f@; lim (2+ZX) T3

x—0"

Paraque 3 lim f(x), lim f(x) = lim f(x), entonces 3a = 3, luego a = 2
x—0 x—0~ . x—0%* 3 . 9
3. Como f(0) = lirré fx) = 3 f es continua cuando a = 5
x—

Continuidad en x=1
4

1. a)=f1)=—7=1

f@=f1) ==
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Limites

lim f(x) = hm (zfzx) - zle =1

x->1"

2. lim f(x) = 3 3 3 3 6
x-1 11m flx)= xhr% (b z_x) === b—_% = 2b2_1 ==
Para que 3 hmf(x) hm fx) = hm f(x),luego 1 = ﬂ b =§
3. Como f(1)= lmi f(x) = 1,f es continua, cuando b'E
x>
b) Calcula: lim f(x), lim f(x)y lim f(x).
X—>—00 x—+ x-0,5
= _ . E — 4 =2 J—
ln_n flx) = llr_n (3a + 3x) =3 (9) + 3w = —+ 1
3 6
Jim f(x) = Jim (- 2_x) =7
4 4
xlir(}ls Fx) = x_>05 (2+2x) T 24205 1,17
c) Sia=0y b= 1 3 estudia las discontinuidades.
2z 2z
3a+3xsix<0 3x six <0
flx) = 2+2x510<x<1f(x)_ 2:296 si0l=x<1
= Six>1 l_i:_x x>1

Continuidad en x= 0
4

1. f(0) = 2+20 =2
2. limf(x) = xll)r(r)l_ fx) = llm (3;) — o
o hm f(x) = 11 0+(2+2x) _

Por tanto f presenta una dlscontmuldad no evitable de primera especie de salto infinito

Continuidad en x=1

1. f(l)_2+21_1
. ,}L‘?—f(x) h 11m (zfzx) =1
2. }Cl_r)rif(x) = 24 128
hm f(x) _xh 1+ (1—16"‘) B

lim f(x) # lim, fCx) ; Alimf(x)

Por tanto f presenta una discontinuidad no evitable de primera especie de salto finito

41. La funcién f(x) = {Zx +_315;lxx<>00

intervalo [—1, 2] y, sin embargo, no tiene ninguna raiz en dicho intervalo, ¢ contradice esto el teorema
de Bolzano?

toma valores de signo contrario en los extremos del
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Limites

El teorema de Bolzano dice que si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a,b] y en los
extremos del mismo toma valores de signo contrario, entonces existe un punto en el interior de dicho
intervalo en el cual la funcion se anula.

f se encuentra en un intervalo cerrado [—1, 2].

Comprobamos si los extremos toman valores de signo contrario:
f(-1)=2(-1)+3=1

f)=-2)¥-1=-5

Comprobamos si es continua:

f es continua en x < 0 por ser una funcién polinémica.

f es continua en x > 0 por ser una funcion polindmica.

Continuidad en x=0;
1. f(0)=2(0)+3=3
lim f(x) = lir(r)l_(Zx +3)=3
X—

. _ x>0~
2. }gr(l)f(x) " lim f(x) = lim (—x%2—-1) = -1
x-0+ x—0*

Como li%l_ flx) # li%1+f(x) 2 lin(l) f(x)
X— X— g
3. como# lirr(l) f(x), f presenta una discontinuidad no evitable de primera especie de salto fini-
xX—
to.

Luego, esto no contradice el teorema de Bolzano pues la funcién no es continua en x=0 y por tanto en
el intervalo [—1, 2].

42.- Comprueba que la funcién f(x) = —x3 + x? + 2 tiene al menos una raiz en el intervalo [1, 2].

f es continua en [1,2] ya que es una funcién polindmica, que siempre son continuas.
f)=-13+124+2=-14+1+2=2->f(1)>0
f2Q)=-23+224+2=-8+4+2=-2->f(2)<0

Segun el teorema de Bolzano, existe un punto c perteneciente a (1,2), tal que f(c) = 0, es decir, —c3 +
c2+2=0-13c€e(12)

Por lo tanto, existe al menos una raiz en (1,2).

43.- Demuestra que la funcién f(x) = —2x3 + 3x — 8 corta al eje de abscisas en el intervalo [—2, 2].
3_9.2_
éSe podria decir lo mismo de la funcion g(x) = % ?

f es continua en [—2,2] ya que es una funcién polindmica, que siempre son continuas.
f(=2)=-2(-2)3+3(-2)—-8=16-6—-8=2->f(-2)>0
f2Q)=-2-2343-2-8=-16+6—-8=-18->f(2) <0

Segun el teorema de Bolzano, existe un punto c perteneciente a (-2,2), tal que f(c) = 0, es decir,
—2¢3+3c—-8=0-3c€(-22)

Por tanto, f corta al eje de abscisas por lo menos en una ocasion en el intervalo (-2,2)

Hallamos el dominio de g:

x+1=0; x=—-1->Dom:R—{-1}

Como g no es continua en el intervalo [—2,2], no podemos asegurar que corte el eje de abscisas en (-
2,2).

44.- Si f(x) es continua en el intervalo [—3, 2], donde f(—3) < 0y f(2) = 5. éSe puede asegurar
que la funcién g(x) = f(x) — 2 tiene al menos un cero en el intervalo [—3,2]?
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“ Limites

La funcidon g es continua en el intervalo [—3,2], debido a que se trata de una funcién continua menos
una funcidn constante.

g(=3)=f(-3)—-2=<0-2=<0-g9(-3)<0

g2)=f2)—-2=5-2=3-g9(2)>0

Segun el teorema de Bolzano, existe un punto c perteneciente a (-3,2), tal que g(c) = 0, es decir, Ac €
(—=3,2) donde g tiene un cero.

45.- Dibuja la grafica de una funcidn que se ajuste a las siguientes condiciones:
e ContinuaenR —-{-3,1,5,7}
. limgf(x) = +0o0, limlf(x) =-2, f(1)=0
xX—— X——
e Discontinuidad de salto finito en x = 5 y de salto infinitoenx = 7

e f(=2)=0

|
l
| i}

|

; |
N

S

| |

' |

' |

46.- Dibuja la grafica de una funcion f(x) tal que:
e Domf(x)={x €eR/x =>4}
e f(-4) =2 f0)=1 f(5)=0, f(7)=-5
Jim ) =3 lim /() =0 lim /() =4 lim /) = -1

Jim f(x) = +oo Jim f () =-2 limf(x) =0 lim f(x) = —

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Limites

AUTOEVALUACION

x2—-3x+2 six<0

3 2 ; a laizquierda de cero y a la dere-
x> —=7x*+3 six>0

1. Los limites de la funcion f(x) = {

cha de cero valen:
lim f(x) = lim (x? —3x+2) =2
x?O‘ _ xT>0‘ 3 7 ) 3 _ 3
Jim fCo) = lim, (x° —7x° +3) =

c)j2y3
;o v. (3732 .
2. Ellimite }lcl_)lg ( e ) vale:
] 3% — 32 00 ) 3* 32 . 1 32 1 1
Nm | ——5— =(;)—’,Pj¥}o 31 3o S M|z ong) =37 0=3
1
b);
. . 3x2+x-5
3. Ellimite 9161_)1(1310 (x_x2+2 ) vale:
i 3x* +x -5\ _ " 3x? 3
i\ x—x2+2 ) oo\ 2] 77
a) -3
4. Ellimite lim 4_x_\/zvale:
X—00
lim VXV (E) o Jim VDOV _ gy Nax A lim ——— =
X—00 X T \w X—00 x(v4—x+«/Z) - X—00 x(v4—x+\/Z) - X—00 x(v4—x+«/Z) o
. -1 _
= M O
a) 0
Va—x—/4
vale:

5. Ellimite lim
x—0

lim Y2t (9) S lim (D) VIR ox g oL
X—0 x “\o X—0 x(VA—x+V4) T x50 x(Va—x+4) T x50 x(Va—x+/4) T x50 (VaA=x+V4) -
-1 1
2d 4
d)—~
4

x3—-3x2+a six<3
2x% -1 six>3
lim f(x) = xligl_(x3 —3x%24+a)=32-33)+a=0+a
lim f(x) = lim (2x2—-1)=2(3)?—-1=17

x-3% x-3%

a debe valor 17 porque para ser continua tiene que existir el limite en 3 y para ello ser los dos limites
iguales.

6. Para que la funcién f(x) = { sea continua “a “ debe valer:

c)17
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Limites

7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
a) lin% log(x — 2) =log(0) = —
xX—
2_
b) lim==" = (2) =2 =4

x—2 X—2 0 1

c)limvx—2=0

x—2
d) lirr% sin(cos(x —2)) =0
X—

a) f(x) =log(x — 2)
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal eny = 2.
a) lim log(x — 2) =
X—00
2_ oo
b) lim 2" = (2) = 2

x—00 x2-2 00

c) limvx —2 =

X—00
d) lim tan(cos(x — 2)) = es divergente
X—00
2x%-4

b) S—

x2-2

9. Indica cual de los siguientes limites NO vale 0.

. 2745 . . . , .
a) lim al > > =0 Como la exponencial es de orden mayor que el polinomio el limite es 0.
X—00
. 5 5
b) )ll—g}o VX—3+Vx+2  oo+oo
C) lim Vx—1-vx+3 _ (f) - lim (Vx—1—-vx+3)(Vx—1+Vx+3) im -4 -0
X—00 x " \w X—00 x(Vx—1+Vx+3) - x—00 X(VX—1+vVx+3) -
d) lim & = lim & = 1
x—o0e¥—5  xome¥

d)

10. Los puntos de discontinuidad de la funcién g(x) = |x? — 9| son:

g(x) es el valor absoluto de una funcién polinédmica y por tanto siempre continua
¢) ninguno, es una funcién continua.
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“ Derivadas

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1.- Haciendo uso de la definicion de derivada comprueba que la derivada de f(x) = sen% en x =

a esiguala f'(a) = (— %) cos i si a es distinto de 0

Definicion de derivada — f'(a) = lim f_(xJ)C — Z (a)
x—a —

1 1
sen——sen—

1 = i X a - _
fll@)=lim—="——"=7
Aplicamos L'Hopital
cos— (— x—lz) -0 1 1
f’(a)=9161m 120 =—a2cosa

2.- Utilizando la definicion de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:

- f) - f(a)
mi2l AR
—a

Definicién de derivada — f'(a) = li .
xXx—a
a) f(x)=x3enx=2- f'(2) =12

@ =i x*—8 0
f _xl—rgx—z_o
Aplicamos L'Hopital
"(2) =1i 3x2_12
f@)=lm=-=
b) gx)=x+2enx=a—-g'(a) =1
'@ = x+2—-a-2 0
g =™ x—a 0

Aplicamos L'Hopital
1
g'(a) =lim-=1
x-al
¢) h(x) =x*cosxenx=0- h'(0) =0
R (O) = i x%cosx—0 0
N xl—rg x—0 B 0
Aplicamos L'Hopital

2XCOSX — x°senx

h'(0) = lim
x-0

1
d) r(x) = %en x=1-17r'(1) = -11
3x+ 4 v 3x+4—-—14x+7 11r + 11 11¢ 5
, L 2x—1 , 2x —1 R e G
1) =1 =1 =1 =1 =-11
r') =lim ST — = lim x—1 lx—-D2x—1) =i(x-D2x-1)

3.- Estudia la derivabilidad en x=0 de f(x) = |x3|

f= 9= (22
oy (ff(x) =—=3x%six <0 B
f1e) _{ f'(xy) =3x%six <0

Por tanto, f es derivable en x = 0.

=f'(x) =f'(x) =0
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Derivadas

4. Dada la funcion f(x) = ln donde In significa logaritmo neperiano, definida para x > 1 halla un
punto (a, f(a)) tal que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela al eje OX.
B°(®) = 0 paralela al eje 0X

X—2

XZ
f(x)-ln;, f()_x(xl) X(X_l)—0$0—x—2=>x—2

2
= 22: — P4 = 1,38 Punto (2, 1,38)

5. Dada la funcién f(x) = 6x? — x3. Halla el valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica f en el
punto (a,f(a)) sea paralela a la recta y = -15x

f(x) = 6x? —x3 f'(x) =12x —3x* y=-15x; y =-15 12x—3x?=—15;

x=5y x=-1 portanto,a=5

B(5) = 6 - 52 — 53 = 25 = En (5,25) la funcidn es paralela a la recta

6. Se considera la funcién f(x) = x2 + m, donde m > 0 es una constante.
a) Para cada valor de m halla el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la grafica f en el punto
(a,f (a)) pase por el origen de coordenadas.
b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x)
a) f(x)=x%+m;f(a) =a’*+m; f'(x)=2x, f'(a) =2a
La ecuacion de la recta tangente en (a, f(a)) es: y = f(a) + f'(a)(x — a)
De donde, como pasa por (0,0), 0 = a> + m+ 2a(0 —a), a’+m—2a%?=0
m—a’2=0, a=+Vm ,comoa>0, a=+m
b) Para que la recta sea tangente a la grafica, x = x2 + m x? —x + m = 0 resolviendo
_ 1+V/1I-4m
2
secantes; 1-4m =0, m =%, solucidn Unica, la recta es tangente.

, para que existan soluciones, 1- 4m > 0, dos soluciones, la recta y la grafica son

7. Un coche recorre una distancia e, en kildémetros, a las t horas, siendo e = 22t + 0,4t>.
Determina su funcion velocidad y su funcion aceleracion. ¢éEs constante la aceleracion? Si sigue a esa
velocidad, éen qué instante sobrepasa la velocidad maxima permitida de 120 km/h?

== 224088 B =—==08Esconstante

120=22+4+ 082 =0 = % = 122,5P Supera la velocidad permitida a las 122,5 horas

8. Al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba la altura (en metros) y, que alcanza a los x segundos

es:y = 30x - 4x?. Calcula la velocidad alos x = 0, x = 1, x = 3 y x = 4 segundos. Determina también
la altura de la piedra a esos segundos. ¢ Cual es la altura maxima alcanzada por el objeto?
=2=30-89;

A(0) =30— 8-0=308/8 B(0)=30-0—4-0=00

A(1)=30—-8-1=220/B B(1)=30-1—4-1=260

A(3) =30 —8-3= 6B/A BA(3) =30-3—4-3> =540

B(4) =30—8-4=—-28/A B(4) =30-4—4- 42 =560

altura maxima cuandov=0;0=30—-8=> 0 =—=3,75F

Sustituimos en la ecuacidn de altura ; B(3,75) = 30 3,75 —4 - 3,752
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Derivadas

9. Un coche recorre una distancia y, en kildmetros, en un tiempo x dado en horas, dada por la

ecuacion:y =0, 1x% + 100x - 50. Determina la velocidad que lleva el coche para x = 1,5 horas.
=—=0,20+100; B(1,5) =0,2-1,5+ 100 = 100,3 BE/E

10. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

—-1)" n!
flx) = N f")(x) = u
x+a (x + a)nt!
Hacemos la primera derivada:
i (x+a)-0—-1-1 -1
fx) = > = >
(x+a) (x+a)
Sustituimos n = 1 en la formula:
(D! 1! -1
i) =

(x+a)*  (x+ a)?
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
. (x+a)?-0-(—-1)-Qx+a)-1) 2(x+a) 2
[ = ((x + a)?)2 T xta)t (x+a)?

Sustituimos n =2 en la féormula:
(—1)?% 2! 2
f200) = 241 3
(x+a) (x+a)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:
(x+a)3®-0-2-B(x+a)?-1) —6(x+a) -6
fx) = = =

((x + a)3)2  (x+a)¢ (x+a)
Sustituimos n = 3 en la formula:

£300) = (—1)3 3! _ -6
(x+a)**t  (x+a)t
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

1+x 2-n!
fG) = m"f")(x) = A=
Hacemos la primera derivada:
,()_(1—x)-1—(1+x)(—1)_(1—x)—(—1—x)_ 2
/= -7 T a—er  a-o?
Sustituimos n =1 en la formula:
21! 2

1( — —
i) = =
1-x"* (1 -x)?
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“ Derivadas

Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
1-x)?2-0-2-1—-x)-(-1D-2 41 -x 4
@) = - -

((1—x)?)? S (-0t (1-x)3
Sustituimos n = 2 en la formula:

£200) = 22! _ 4
(1—-—x)?*" (1-x)3
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la tercera derivada:

(1-x)30-2-(1-x)2-(-1)-3 _6(1-x°> 6
(1 =x)%)? S (1-x0° (1-x0*

.31
P = e = Gy
1-x) (1-x)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

OE

Sustituimos n = 3 en la férmula:

(D)™ (n-1)!

fx) =In(1+x) - fY(x) =

1+x)"
Hacemos la primera derivada:
1
F®= a5
Sustituimos n = 1 en la férmula:
(- - 1) 1-1 1
1+x) 1+x) (A+x)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Ahora probamos con la segunda derivada:
B 1+x)-0-1-1 -1
fx) = > = >
(1+x) (1+x)
Sustituimos n =2 en la féormula:
(D (2 -1 -1-1 -1
f2(x) = 2 = 2= 2
1+x) 1+x) 1+x)

Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.

Finalmente, probamos con la tercera derivada:
1+x)?-0—- (-2 +x)1) 2(1+x) 2
frx) = = =

((1+x)?)2 T A+ x)* (1+x)3
Sustituimos n = 3 en la formula:
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3()_(—1)3“(3—1)!_ 1-2 2
PO = =05 “G+x d+x7
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se
sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.
3x+2 1 1 1
= = n) = (-1)"n! ( )
f&) x2—4 x+2+x—2_>f () = (D" (x+2)"+1+(x—2)"+1
Hacemos la primera derivada:

rron . (x42)-0-11 -1
fe = (x+2)2  (x+2)2
srn . (x=2)0-11 -1
f) = (x-2)2 (x-2)2

1 1
Sustituimos n = 1 en la férmula:

1 1 1 1 _ 1 1
fre) = (=D ((x+z)1+1 + (x—2)1+1) =(=1) ((x+2)2 + (x—Z)Z)

Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.

Ahora probamos con la segunda derivada:

" _ (x+2)2:0-2-(x+2)1-(-1) _2(x+2) _ 2
fi) = ((x+2)2)2 T (x+2)t T (x+2)3
pp _ (x=2)2:0-2-(x-2)1-(-1) _2(x—2) _ 2
fe) = (277 Tt k-2

2 2
144 — +
f7e) ((x 23 (x = 2)3)
Sustituimos n = 2 en la férmula:

2 — (1291 1 1 _o. 1 1 _ 2 2
f (x) ( 1) 2! ((x+2)2+1 + (x—2)2+1) 2 ((x+2)2 + (x—2)2) ((x+2)3 + (x—2)3)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la fdrmula, vemos que esta se

sigue cumpliendo.
Finalmente, probamos con la tercera derivada:

" _ (x+2)30-3-(x+2)212 _ -6(x+2)2 _ -6
fie) = ((x+2)3)2 To(x+2)6 T (x+2)%
" _ (x-2)%.0-3-(x-2)%212 _-6(x-2)2 -6
fr) = (-2%7 @26 (-2

-6 -6
143 — +
f7&) ((x 2% (k= 2)4)
Sustituimos n = 3 en la férmula:

3 = (—=1)33! L L =—6- L ; = —6 —6
f (x) ( 1) 3! ((x+2)3+1 + (x—2)3+1) 6 ((x+2)2 + (x—2)2) ((x+2)3 + (x—2)3)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la féormula, vemos que esta se

sigue cumpliendo.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

f(x) = cosax - f(x) = a® COS(ax+n§)

Hacemos la primera derivada.
f'(x) = —sinax-a
Sustituimos n =1 en la formula:
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f1(x) = alcos (ax + 1%) =
a- (cosax - cos% — sinax - sinzl) =
a-(cosax-0 — sinax- —1)=
a - (—sinax)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la segunda derivada.
f"(x) =(—a)-a-cosax = —a?- (cosax)
Sustituimos n =2 en la féormula:
f?(x) = a’cos (ax + 2%) =
a’? - (cosax - cosm — sinax - sinw) =
a-(cosax-(—1) — sinax- 0) =
—a? - (cos ax)
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se
cumple.
Hacemos la tercera derivada.
f""(x) = (—a®) - (—a) - senax = a3+ (sinax)
Sustituimos n = 3 en la féormula:
f3(x) = acos (ax + 3%) =
a® - (cosax - cos%ﬂ — sinax - sin%n) =
a-(cosax-0 — sinax-(—1)) =
a3 - (sin ax)
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se
cumple.
La derivada n-ésima de la funcidn es la indicada.

T
f(x) = cos?x - fY(x) = 2" 1 cos (Zx + ni)
Hacemos la primera derivada:
f'(x) = 2(cos x)(—senx) = —sin(2x)
Sustituimos n =1 en la féormula:
fl(x) =211 cos (Zx + g) = cos2x cos% — sin2x - sin% = —sin2x - sing = —sin(2x)
Como el resultado de la primera derivada es igual al resultado aplicando la férmula, vemos que esta se

cumple.
Hacemos la segunda derivada:

f"(x) = —cos(2x) - 2 = (—=2) - cos(2x) = 2 - cos(2x + 2;)
=2-(cos2x - cosm — sin(2x) - sinm) = —2 - cos2x
Sustituimos n =2 en la féormula:
f2(x) =2%1cos (Zx + Zg) =) =2-(cos2x - cosm — sin(2x) - sinm) = —2 - cos2x
Como el resultado de la segunda derivada es igual al resultado aplicando la fdrmula, vemos que esta se

cumple.
Hacemos la tercera derivada:

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde
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f""(x) = (=2)(=sin2x) - 2= (=2) - (=2) -sin2x = 22 - sin2x
Sustituimos n =3 en la formula:
f3(x) =231 cos (Zx + 3%) = 2% cos (Zx + 3%) = 22 (cos(2x) - cos 3%— sin(2x) - sin 3%) =
22 . sin2x
Como el resultado de la tercera derivada es igual al resultado aplicando la formula, vemos que esta se

cumple.
La derivada n-ésima de la funcién es la indicada.

11.- Si fy g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f(1) = 2, f(2) =5, g(1) =1, g(2) =
6,f(1)=3,f(2)=6,f(6)=4, g’(1) =1, g’(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de:

a) (fog)@=f"(9(2) - g@)=f'(6)-g'(2) =4-3 =12

b) (go N =g'(f) fD=g'D)-f1)=3-3=9

o) (gofN@=9'(f@) f@=g'G)-f(2)=1-6=6

d) FofYMW=f(fW)-fD=f@- f(1)=6-3=18

12.- Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es
derivable obteniendo la expresion de su derivada: D[u(x)-v(x)]=u’(x)-v(x)+u(x)-v’(x)
Si u(x) es derivable y v(x) es derivable, entonces h(x)=u(x)-v(x) también es derivable:
Escribimos la definicién de derivada:
o fM-gb)-f(x)-g(x

\
=i
b—x b—x

Sumamos y restamos f(x)-g(b):
lim f®)-9B)-fx)-gb)+f(x)-g0)-F()-9() _
b—x b—x
Sacamos factor comun f(x) y g(b):
i F©)= F00)-90)+ F09-(9(0) - 9(x)
b—x b-x
Aplicamos propiedades de los limites, el limite de una suma y el limite de un producto:
f(b)—f b)—
Iimw- Iim g(0)+lim f(x)- IimM
b—x b-x b—x b—x b—x —X
Calculamos los limites:

(%) - g(x) + fix) - g’(x), c.q.d.

13.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y = V5xTT = (5x11)s;

, 1 11— 10 55x10 55x10 55x10 55x
y'=-(5x"") 6-55x"" = 5= % = 3 ==
6 6(5x11y6  6V5°x®  6x?Y5Sx 655k
4 11 111 1
b) v = V3xZx _ (3x%)*x2Z _ 3%x2x2 _ 3%x
Y 3x3+47 3x3+47 3x3+7 3x347’
1 1 1
, _ 3%:(3x3+7)-3%x(9x%) _ 32(-6x3+7)
(3x3+7)2 (3x3+47)2
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9 1
Bxt-a)Vx _ (3x* —4)x2 3x2-4x2 2.5 15 3 17 4 7
Y= =55 = X23— g X23=-3'X6——3'X§
7x (7x5)3 73.x3 73 73 73 73
' 3 17 1B 4( 7) _13
Yy =73"_"X6 ——3\—Z)Xx ¢
73 © 73 6

1
) y= 2 G
Y = oxt5  2x+5  2x45°
7
7 4 7 7 4
, <—x3> (2x+5)- ( >2 13—4x§+35x§—2x§ §x§+35x§

y = (2x+5)2 o (2x+5)2 T (2x+5)2

14) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
2 2x3-7
a)y:\/25+6 (3x7 — x5)3_)y:(x5+: (3x _5x5) )

1
_ 1 (2x3-7x° 513\ 2 [ (6x2-63x8)(4x%+6)—(2x3-7x°)(20x*) 7 5\3 | 2x%-7x°
y—z( e (37— 5%°) ) ( xre)? (3x7 = 5x°)" +=, 5 —-3(3x" -

1

5x5)2 (21x° — 25x4)>

b)y = (x3+5x)(4x3— 6x) Sy = ((x3+5x)(4x3—6x))5

2x%-5x 2x%—5x

1
y = ((x +5x)(4x3- 6x)) (16x —-100x*+120x3-210x2 +150)
2

2x%—5x (2x2-5)2
2

3xt45x2\ % 3x*+5x? , 3x*+5x2\ [18x*+90x%+24x
c) y = = = =——=) -y = 2
4x2—6x5 4x2—6x5 4x2—6x5 (4—6x3)2

1
5 5\2z
5+ /5x—F—>y=(5+(5x—x—5)2)

2

A R FCE O

15) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

ez S F(x) = (1 + tan? (1+esx))( 6e3% ) 100 = (09—13232

a) f(x) = tan 1te 1—e3% (1—e3%)2 (_)
b) f(x) = (2 —3x)sinh(2 — 3x) — f'(x) = 2sinh(2 — 3x) — (2 — 3x)3 COSI};EZ — 3x)
m)

3+2cosx

o) f(x) = tan(

3+2cosx

1 1
V4—9sinx 14-9sin x) 2(=9cos x)(3+2 cos x)—(4—9sinx)2 (-2 sin x)
! — 2 2
f (X) - (1 + tan ( )) ( (342 cos(x))? )
__ sin(x)—xcos(x)
d) f(x) - cos(x)+xsin(x)
(cos(x)—l cos(x)+x(sin(x)))(cos(x)+x sin(x))—(sin(x)—x cos(x)) (- sin(x)+sin(x)+x cos(x))
(cos(x)+x sin(x))?

f'x) =
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F1(x) = x

(cos(x)+x sin(x))?

16. Ya sabes que la funcion tangente se define como el cociente entre el seno y el coseno, las
funciones hiperbdlicas se definen utilizando la funcion exponencial. Comprueba las derivadas de la

. _sen(x) _er—ef _ ef—e7* __sh(x)
tabla siguiente de tg(x)-cos o hx = S ch(x) = T th(x) = e
_ sen(x) __ cos(x)-cos(x)—sen(x)-(—-senx) _ cos?x+sen?x R 2
f(x) " cos(x) 'f (X) - cos?x - cos?x " cos?x Secx
X_ X
f(x) =shx = % - f'(x) = %(ex +e™) = ch(x)
X_p,—X
f@) = ch(x) = £=— > 2 (e* — ™) = sh(x)
ex_e—x
__sh(x) _ 2 _ef—e™*
th(x) T ch(x) @ T eXyeX
, (e*+e ™) (e*—e™¥)—(e¥—e7¥)(e¥—e™H)
f(x) = p— =
N (ex)z+(e‘x)2+2exe_x(—e(e+’_‘§2—ze_x)2+26xe‘x _ 4 _ 1 _ _ hz( )
(eX+e=%)2 T (eX+e¥)2 (ex+e‘x)2 T (chx)? sechx
2

17. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
y= (3x)x5‘9x3;ln(f(x)) = In(3x®*~9%) - In(f(x)) = (x® — 9x%) - In(3x)=

L f(x) = (5x% = 27x2) - 5_9x3).2 =
) f'(x) = (5x* —27x%) - In(3x) + (x> — 9x°) T

£ = Bx)* =% (5x* - 27x%) - In(3x) + (x5 — 9x%) - =

y = ((Zx + 7)5"3‘6"2) - ln(f(x)) = ln(2x + 7(5"3‘6"2)) - ln(f(x)) =

1

= (5x3 — 6x2) - In(2x + 7) - o [ ) = (15x%2 — 12x) - In(2x + 7) + (5x3 — 6x2) zsz -
> () = B3x)¥ 7 | (15x% — 12x) - In(2x +7) + (523 — 6x%) - |

y=(x+ e)(""S‘B"3)5 - In(f(x)) = In(x + e)(‘“cs‘g"s)5 = (4x°> — 8x3)° - In(x + e)
% =5 (4x> — 8x3)* - (20x* — 24x%) - In(x + €) + (4x> — 8x3)° ﬁ

f(x)=(x+ e)(4x5‘8x3)5 . [5 - (4x5 —8x3)* - (20x* — 24x2) - In(x + e) + (4x> — 8x3)" ﬁ]
F) = (@) = x** > In(f () = Inx*? = 2% - Inx » L2 = 2x) - In(x) + (x)? %

fx)
£ = @97 [@0) InG) + () -]

18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

4+senx
a)y = arcsen
4—senx
o 1 . 1 . cosx-(4—senx)—(4+senx)-(—cosx)
2, [4tsenx (4—senx)?
1_( 4+senx> T—senx
4—senx
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r_ 1 1 8cosx
y Q_Atsenx ., |a+senx (4—senx)?
4—senx 4—senx

b)y — earcos 6x+8

yl = parcos 6x+8 -1 . 1 . 6 = earcos 6x+8 | -1 . 3
Jl_(m)z 2v6x+8 V=-6x-7 +6x+8

c)y = sen (arctg %)
—4aX

7 1—2x2 — 72X

/ 7x ) 1 2v/1-2x2
= r .
y = cos (a ctg Vi-2x2 1+( 7x )2 (1-2x2)
V1-2x2
5x

d)y = arccos ——

)y 16—x2

5vV16—x2—5x——2%X

yr — -1 . 2vV16—x2

16—x2

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
5+shx 5+shx\2

= argsh / =ar h( )

a) y args 5—shx args 5—shx

1
l(5+shx) ~2¢hx(5—shx)—(—chx)(5+shx)

; __ 2\5-shx (5—shx)2 _ 10chx _ 10chx __ 5chx(5-shx)
112 2 5+shx 1I5+shx 2 5+shx [ 10 \/10(5+th)
5+shx\2 5—shx " 5—shx 5—shx4| 5—shx
1+ (S—th)
1
2

b) y= 1/2eargch\/7x+3 — (Zeargch(7x+3)%)

1 1

P 11 -3. hV7x+3 V
y, _ 1 zeargch(7x+3)2 zeargch(7x+3)2 2(7X+3) 2.7 _ 7 eargchv7x _ 7/ eargchy7x+3
2 <( )1>2 2 [peargchV7x+3 7x43v7xtz  2V2V7x+3V7x+2
7x+3)2 | -1

2x+6 2x+6
C = sh (ar th—) = sh|argth———
) y g \/25—16XZ ( g (25—16X2)%)
1

2V25-16x2—(2x+6)5(25-16x2) 2(~32x)

2
2%x+6 (\/25—16){2)
- h( th )
Y = At s e

1_( 2x+6 )2
V25-16x2

2(25—16x2)—(2x+6)(—16x)

T 2(25-16x%)—(2x+6)(—16%)
(25-16x2)2 ( 2)7
2x+6 o 2x+6 25-16x
= ch(ar th ) o= 16 = ch(argth =
& 25_16x2 1_(2x+6)2 & 25—16x2 (25—16x2)—(2x+6)2
25—16x2 BTy a—
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Derivadas

—ch(ar th 2x+6 ) 2(25-16x2)—(2x+6)(—16X) —ch(ar th 2x+6 ) 50+96X
8N s—tex (25_16X2)%[(25_16X2)_(2X+6)2]_ S s —tox2/ V25— 16x2 (—20x2—24%-11)

senx senx
d) y=argch-———— =argch————
v 5-3sen‘x (5—3sen2x2)2
1
cosxx/5—3sen2x2—senx%(s—BSenZXZ)_E(—6senx2-2x-cosx2)

(\/ 5—3sen2x2)2

y' = - =
( senx ) -1
V5-3sen2x2
cosx(5-3sen®x?)—senx-(—3senx?-2x-cosx?) cosx(5-3sen?x?)—senx-(—3senx?-2x-cosx?)
_ (5-3sen2x2)y/5-3sen2x2 _ (5—-3sen2x2)y/5—-3sen2x? _
, (sen)?2 J(senx)z—(S—BSenzxz)
5-3sen2x?
V5-3sen2x2
__ cosx(5-3sen?x?)—senx-(—3senx?-2x-cosx?)
(5—3sen2x2),/(senx)2—(5—3sen2x2)
. . 1 .
20. Se considera la funcion f(x) = —————. Se pide:

2+sinx—cosx

Comprueba la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—, 7] tal que f''(c) = 0. (Sugerencia: utiliza el
teorema de Rolle). Demuestra que en c hay un punto de inflexion.

f'(X) _ _ _ cosxtsenx f'(—T[) _ f’(T[)

(2+senx—cosx)?
' es continua y derivable en el entorno cerrado [—m, 7] y toma el mismo valor en los extremos, luego,

por el teorema de Rolle, existe un punto ¢ € [—, 1] en el que f''(¢) = 0. Como el punto canulalaf’y
en él la funcion es continua, entonces tiene que tratarse de un punto de inflexion

21. Sea:
| x|
f(x) - xz i 1
a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f en x=0
b) Estudia cuando se verifica f'(x) = 0. Puesto que f(1) = f(—1), éexiste contradiccién con el
teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]?

Continuidad
X
- x<0
x| x2+1
f(x)_ = x
x2+1 S x>0
. X 0 . X 0
xll)%l— T X241 - T 0241 =0 xh}},% x2+1 = 02+1 =0
Ya que liI(I)l_f(x) = lil(l)1+f(x)= f(0) = 0, f es continua en x=0
xX— xX—
Derivabilidad
x%-1 .
, w2 six <0 o .
fre=1%" fO)=-1  fOH=1
m six>0

f'(07) # f'(0%) por lo tanto, la funcién no es derivable en x=0

22. Calcula lingM

o cos2x
2
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Derivadas

~ senx (1 —senx) 0 ]
lim > = — Indeterminado
x_% cos*x 0

Se hace un cambio usando cos?x = 1 — sen?x

s
senx (1-senx) .. senx __  Senxy

Factorizamos la expresion = lim

1
2

x—% (1—-senx)(1+senx) - x_)g 1+senx 1+seng
. ef—x-1
23. Calcula lim —;
x>0 X
i AL . e¥-x-1 .e¥-1 . eX 1
Resolvemos este limite por L'Hopital lim —— = lim = lim—= =
x-0 X x-0 2x x—0 2 2

2(f(0)"~f(x+1)
e*—1

derivada continua en todos sus puntos y tal que:
f0)=1; f(1)=2; f(0)=3; f'(1)=4.

2
lim 2(f(x))x—f(x+1) _0
x—0 ex*—-1 0
Resolvemos este limite aplicando L'Hé6pital

2_ 4(f)) (' (x))—f' (x+1 13—
lim 2(f(x))" —f(x+1) — lim ( X)( X) x )= 413-4 _

x—=0 ex—1 x—0 eX 1

24. Calcula lir{} sabiendo que f(x) una funcién real de variable real, derivable y con
X

8

25. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x3 — 3x. éCé6mo es en
x=0? ¢Y en x=2? ¢Y en x=-2?

f(X)=x3-3x f'(x)=3x2-3;3x2-3=0;x=1x=-1 f"(x)=6x;

f"(1) = —6 < 0 Maximo. f"(=1) = 6 > 0 Minimo.

Creciente en (—oo,—1) U (1, +) Decreciente en (—1,1)

En x=0 decreciente.  En x=2 creciente. En x=-2 creciente.

26. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)f(x)=x*-1

fl(x) =4x3;4x3=0; x=0 ;f"(x) =12x%; f"(0)=12:0=0 f""(x)=24x; f""(x)=24
; f""""(0) = 24 > 0 Minimo.

b) f(x) =3x3+9
f'(x) =9x%2;9x2=0; x=0 ; f"(x) =18x; f"(0) =0; No tiene ni maximos ni minimos.

o)f (x) = 4x* —2x2+5
"(x) = 16x3 —4x; 16x3 —4x=0; x==, x=—=, x=0 "(x) = 48x% — 4 ;
2

£ (%) =8> 0 Minimo. " (%) =8> 0Miimo. f"(0) = —4 < 0 Maximo.

N | =

d) f(x) = 9x3 — 3x?
fl(x) =27x?> —6x;x =
f'"(x) =54x — 6;

f" (g) = 6 > 0 Minimo.

L, x =0

IN
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Derivadas

f"(0) = —6 < 0 Maximo.

27. La velocidad de propagaciéon de una onda de longitud x en aguas profundas viene dadas por la

g X a . o
formula v = f;+; en la que a es una constante conocida. Comprueba que la longitud que

corresponde a un minimo de velocidad es x=a.

x%+a? ‘. L. - ,
v = p” Para calcular maximos y minimos podemos prescindir de la raiz.
/ _ xax)-(x%+a?®)(a). ., _ax?-a® _ x?-a® 2 _ _
f (x) - (ax)z ’ f (x) - aZx? - ax2 ' Xt —a" = 0 ; X =4a, x=—a
" _ 2x-ax?-2ax-(x?-a?) _ 2a%x _ 2a
f (x) - (ax?)2 T (ax?)? x3

N 2a 2 -
f"(a) = =5 0, por tanto, es un minimo.

28. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima
cuando estos son iguales.

Suma: x+y ; xy=k ;y:% ;f(x)=x+§’.

f’(x)zl—x%; 1—£=0; x% = ;xzﬁ,pueshadeserpositivo.

xZ
1" _ 2k 17 2k ;.
f'(x) = e f (\/k) = Vo3 >0 luego es un minimo.
y = % =+k , Portanto, han de seriguales.

29. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcion
f(x) = 2x3 — 3x% + 72x, en el intervalo [-5,5] y en el intervalo [1,4].

f(x) es continua y derivable en todos los puntos por ser una funcién polinédmica.

f'(x) =6x2—6x+72;f'(x) =0->x= liizm, no real.

Luego f(x) no tiene ni maximos ni minimos relativos.
Sabiendo que f(x) es creciente en todo su dominio:
Cuando f(x) definida en el intervalo [-5,5]
Min. absoluto: f(—=5) = 2(-=5)3 — 3(=5)? + 72(-5) = —685 - Punto (-5,-685)
Max. absoluto: f(5) = 2(5)3 — 3(5)% + 72(5) = 535 - Punto (5,535)
Cuando f(x) definida en el intervalo [1,4]
Min. absoluto: f(1) = 2(1)3 — 3(1)? + 72(1) = 71 - Punto (1,71)
Max. absoluto: f(4) = 2(4)3 — 3(4)? + 72(4) = 368 - Punto (4,368)

30. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=Ix-9] b)y=|x+2]+|x—3]
a) y=Ix-9|
-x—9 si x<9
f(x) = { .
() x—9 si x>9
f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcidon polinémica, sin embargo, no es

derivable en x = 9, puesto que sus derivadas laterales son distintas f_ (9) # f;(9); -1 # 1
No obstante, en dicho punto tiene un minimo a la vez relativo y absoluto. Sus coordenadas son
P(9,0)
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Derivadas

B

b) y=|x+2|+|x—3]|

—2x+1 Si x <=2
f(x) = 5 si —2<x<3
2x—1 Si x >3

f(x) es continua en todos los puntos por ser una funcidn polindmica. Al ser una suma de
funciones en valor absoluto, no es derivable ni en -2 ni en 3, no tiene maximos ni minimos.

31. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = [x + 2|, en el
intervalo [-4,4].
—x—2si x<-=2

f(X)_{x+2 si x> -2
f(x) es continua en todos los puntos al ser una funcidon polinédmica, pero no es derivable en X =
—2, puesto que las derivadas laterales no son iguales f_ (—=2) # f{ (=2); -1 # 1
En dicho punto, cuenta con un minimo que es a la vez relativo y absoluto cuyas coordenadas son P (-
2,0).
Teniendo en cuenta que f(x) es decreciente en (—oo0, —2) y creciente en (—2, ):
Para f(x) definida en el intervalo [—4,4]:

Max. Absoluto:
f(4)=14+2| =6 —>B(4,6)

. . e*—1 si x<0 -
32. Se considera la funcién: f(x) = { 2 . . Contesta razonadamente a las siguientes
X +x si x>0
preguntas:
a) éEs continua en el punto x=0? b) ¢Es derivable en el punto x=07? c) ¢{Alcanza algin extremo?
a) Continuidadenx =0

f(0)=e—1=0
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Derivadas

hrgl_f(x) = hm 1(e*=1)=e"-1=0
l. _ )x-
xl—%f(x) lim f(x)=11m(x +x)=0+0=0
x—-0t x—+

lim f(x) = lim f(x); luego 3 lim f(x). Como f(0) = lim, f(x) es continuaenx = 0
x—-0~ x-0t x—0 X—0

b) Derivabilidadenx =10
f(x) es continua en todo su dominio. Calculamos f’(x):
_ ¥ osi ox<0
o = {2x+1 si x>0
Para que f(x) sea derivable enx = 0, f.(0) = f{(0)

fL(0) = —e% = -1
{f;(0)=2-0+1=1
Como —1 # 1; f2(0) # f{(0)y, por lo tanto, f(x) no es derivable enx = 0
c) Extremos
Si, alcanza un minimoenx = 0

33. Se considera la funcién f(x) =

f(x) es continua en todo su dominio por ser una funcion racional y no anularse su denominador.
x?+1

f'(x) = Y f'x)=0;, =x;,=-1, x,=1

-22+1 -3 0
(22+1)2 25 5 <

rr_ - _—_3 O+1;
F(-2)= 5= =<0 fO=grs=1>0 f@)=

f(x) es creciente en (—1,1) y decreciente en (—o, —1) U (1, ), entonces:

(-2)%+1

-1 1
g =i P (1 1)

= E - Punto (1, 1/2)

Min. Relativo: f(—1) =

Max. Relativo: f(1) = 12+1

34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = \/ln(aI'CCOSSx) i
= G (ln(arcosSx))_%) (—1_(5’02> = l( > ) =

arccos5x 2 Jln(arcosSx)Jl—(Sx)z (arcos5x)

5
2/In(arccos5x)V1-25x2 (arccos5x)

2

b)y = arcsen

+7x2
—14x(2+7x2) (2-7x%)14x —56x
o (2+7x2)2 _ (2+7x2)2 _ —56x
y' = = =
2-7x2\° 2-7x2\? 2-7x 22
1_(2+7x2) 1_(2+7x2) 1= (2+7x2) (2+7x2)
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Derivadas

cy = 5arccosgsenx+5
y 5—-3senx
(3cosx)(5-3senx)+(3senx+5)(3 cosx) 15c0s x—9 cosxsenx+9senxcosx+15cosx
yr =5 (5—3sen x)? S (5—3sen x)2 _
1_(3senx+5)2 1- 3senx+5)2
5—3senx. 5—3senx

30c0sx

- _5 (5—3senx)2 — _5 30cosx _ —150cosx _
fl_(ssenx+5)2 ,1—(3senx+5)2(5—3senx)2 J(5-3senx)2—(3senx+5)2(5-3 sen x)
(5—-3senx)2 (5—-3senx)2
—150cos x

- vV—60senx(5—3 senx)

d)y = arcsen __Scosx
y 3senx+2cosx

2 2

—5senx(3senx+2cos x)—(5cosx)(3cosx—2senx) —15senx“—10senxcosx—15Ccosx“+10senxcosx
y, _ (3senx+2 cos x)2 _ (3senx+2 cos x)2 _
\/1_( 5c0S x )2 \/1_ (5cos x)?
3senx+2cosx (3senx+2 cos x)2

-15(senx?+ cos x2)

25c0s2x
Jl—m(3 senx+2cos x)z

—15(senx%+ cos x?)

—15(senx%+ cos x?)

J(s senx+2 cos x)2-25co0s2x(3 sen x+2 cos x)2 V(3 senx+2 cos x)2-25cos2x-(3sen x+2 cos x)

3senx+2cosx

35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = arcsen(7e%**73)

;o 14ezx—3 . 14_ezx—3
y \/1_(732x—3)2 \/1_49(62;:—3)2

b)y =In (\/Sarcsen(Sx + 2)) = %ln[Sarcsen(Bx + 2)]

5-3

_’y'—l /1—(3x+2)2 _ 15

"~ 25arcsen(3x+2) 10arcsen(3x+2),/1—(3x+2)?2

1
c)y = arctg(Iny/(4x — 5) = arctg | In(4x — 5)

y/ — 3(4x-5) — 4
1+(ln 3 4x—5)2 3(4x—5)(1+(1n & 4x—5)2)

d) y = arcsen(3 tan(5 sen(4x — 2)))
; _ 3sec?(5sen(4x—2))(5 cos(4x—2))(4) __ 60(cos(4x—2))(sec?(5sen(4x—2))
- J1—-(3tan(5 sen(4x-2)))? - J1-9(tan2(5sen(4x—2))

36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ 7+2senx
a)y - arctg 7—-2senx
1

1
(% (7+Zsenx)_5(2cosx)\/7—25enx> —\/7+ZSBDX<% (7—-2senx) _7>(—2cosx)
!
y = ) =

7+2senx
1+< 7—2senx >
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Derivadas

ZCOSX\/7—25enxL2c05X\/7+25enx cosx\/7—25enxLcosx\/7+25enx

2(J7+2senx) = 2(V7-2senx) __ yJ7+2senx . vJ7-2senx
- 7+2Senx - 7+2Senx
(1+7—Zsenx)(7_25enx) (1+7—25enx)(7_25enx)

b)y = earcsenv2x—5

1
1 arcseny2x—54( 1 e
14 arcsenv2x—5 %(Zx_s) 2(2) (e )<2(2x 5) 2>(2) —

y =e = =
1-(v2x=5)" vex=2

(earcsen\/zx—s)z earcsen 2x-5

2V2x—5V6x—2  V2x—5V6x—2
6x—1

\7-2x2

c) y = cos (Barcsen

1
6v/ 7—2x2—(6x—1)(%(7—2x2)_7>(—4x)

2
1 6x—1 ('7_2x2) —
y' = —sen (3arcsen —m) (3) =

1_( 6x—1 )2
v 7-2x2

6x—1 4x(6x—1) 6x—1 2x(6x—1)
-3 sen(3arcsen )(6\/ 7—2x2+—) 3 sen(3arcsen )(6\/7—2x2+—)
_ V7—2x2 2V7-2x2/ __ V7-2x2 V7-2x2

B —ox2) |1_(6x=D? T Coy2) [q_(6x-1D2
(7-2x2) |1 e (7-2x2) /1 e

dy = arcsen ——
y Jo-ze2

9-2x2

1
7o-2x2—(72)(3(9-2x2)) 2(-4x)

1 (“ 9—2x2)2

1_( 7x )2
V9o—-2x2
1
oz 0(o-2t) Mo (Vergary Y o(veme )
_ 9—2x2 X 2v9—2x2/ __ x V9—2x2

, 49x2 , 49x2 2 - , 49x2 2
1_9—2x2 1—9_2x2(9—2x ) 1—9_2x2(9—2x )

37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = log(x*—5x5)°

y' = 8(x3—5x5)7 (3x2—25x4) _ 8(3x2-25x%)

(x3-5x5)8 x3-5x5
b)y = log,(8x%—3x3)?
;o 2 .3y (16x-9x? _ 2 (16x-9x?%)logy e
y = 2(8x 3x ) (8x2—3x3) lnge - 8x2—-3x3

3x6-7x2)t 1. (3x6-7x2)® 1 1
¢y =In /% - Eln% =2 (2In(3x*~7x?) ~ 2In(2x - 1))

,_1[( 18x5—14x) 1 2 ]_ 18x5-14x 1 1
y 2 (3x6-7x2) 22x-1 (3x6-7x%2) 2 2x-1

d)y =Iny/(3x3 + 5x%)7 = %ln(Sx3 + 5x9)
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Derivadas

r 7 (9x2+45x8) __ 7(9x?+45x®) _ 63+315x®
4\ 3x3+5x° 4(3x3+5x9) 12x+20x7

38. Sea la funcién f(x) = 2x|4 — x| Estudia su continuidad y derivabilidad.

_ (—2x(4 —x), x> 4
2"'4""‘{ 2x(4—x), x<4
2x? — 8x x> 4
2x|4 — x| = :
x|4 = x| {8x—2x2, x <4

Estudiar su continuidad en x =4
f(4)=8-4—2-42=0
1i111+(2x2—8x) =2-42-8-4=0
li =1{*7
Jim £ () lim (8x —2x%) =84 -2-42 =0
X—
Como f(4) = lir‘{1+ flx) = lir:{l_ f(x) entonces f(x)es continuaen x = 4
x— xX—
Estudiar su derivabilidad enx =4
lim (4x ~8) = 4-4-8=8
. ’, _ x—
lim £ = lim (8 —4x) =8—4-4=-8
x—
Como lir}& f'(x) + 11111_ f'(x) entonces f(x) no es derivable en x = 4
xX—> xX— N

7

6

Dibuja su grafica. (+XC]

(2x-1)2
4x2+1

39. Se considera la funcién f(x) = . Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de

la funcion f(x).
Asintotas:
_ C 4x?—4x+1

o

Por tanto, tiene asintota horizontal en y=1. No tiene asintotas verticales ni oblicuas.

Maximos y minimos:

F(x) = (8x—4)-(4x%+1)—(8x)-(4x%—4x+1) _ 32x3+8x—16x2-4—(32x3-32x2+8x) _ 16x2-4
(4x2+1)? (4x2+1)? (4x2+1)?

16x%2-4 2 . 1 1

—(4x2+1)2—0—>16x 4 =0; x_z’ x = :

f”(x) _ 32x.(4x2+1)2_(16x2_4).2.(4x2+1).8x _ 32x(4x%+1)—(16x2-4)-16x
- (4x?+1)% B (4x2+1)3
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Derivadas

£ G) > 0, minimo £ (— i) < 0 maximo

40. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea
de dos litros y la superficie empleada sea minima.

vy

T— = x=largo = profundo / y= altura
V=2 litros = 2dm?

Volumen:2 =x2-y >y = xZ—Z

Superficie = 2(x? + 2yx) = 2 (x2 + xz_zx)
- 2,329,232 922
f(x)—Z(x +x)—2x +-=2x -:x
, 4 4 4x3-4
f(X):4X—F 4X—;:O—> xxz

gy _ 8 N 8
o =4+s Q=4+

y = (1% = Lado de la base: 1 dm, altura: 2 dm

=0-54x3-4=0->x=1

> 0 — Por lo tanto tenemos un minimo para x = 1

41. Determina las dimensiones de un cono de volumen minimo inscrito en una esfera de radio R=
5cm.

h-mr? _ _ 2 _ p2 2 2 _ 2
V= 3 ; h=R+x->h=54+x ;, r*=R“—x°“->r“=25—x
- G+x) m-r? (5+x) m-(25-x?)

B 3 B 3

—10mx + 257

1 = — - mx2=0-x =066; x,=-399
La opcidn negativa no es valida.
f(x)=— an — 2mx f7(0,66) = — NT” —2m(0,66) < 0 » Hay un maximo relativo para 0,66.
h=5+0,66=566cm 2 = 25— (0,66)% = 24,564; r =4,9cm

42. Calcula la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y drea maxima.

perimetro= b+2a
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8=b+2a—> a = %
b2 8-b\2 b2
T b\/az‘T _ \/(T) s
2 2 2
p- [S210 2‘\/64—16b b Me@—b
fl) =——F—= o . )= b NED

f(x)=V4- b+b(\/4 b) = \/4 b +
4—-2b=0->4=2b>b=2
£ —6+b
X =
V4—b-(4—b)
f”(b) < 0 — Por tanto tenemos un maximo para b = 2
8-b _ 8-2

a=—==—""=3 ; h= 9—— V8

2 2
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Derivadas

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.- Piensa en un ejemplo de funcidn no derivable y que si sea continua.
Es el caso de las funciones en valor absoluto: f(x) = [x? — 4]

8

Esta funcion es continua en todo IR, pero no es derivable en x = —2 y en x = 2, ya que esos dos puntos
no tienen una Unica recta tangente.

2.- Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = JVx en x=1,4,5..
éPuedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

fl(a) = f(x; Z(a)

') = hmf(xi {(1) = }}E}ff =%—> L'Hbdpital —>}C1_I>I}T = }g}# —2—11:%

f'@) = lim % chiﬂ%—g%L’HopltalehmT =}C1£r‘1}$=i=%
f'(5) = lm%f(xi uc —}Clir%\/i f—%a L'Hopital —>}C1£ré 2( —}Cl_rg#—ﬁ

f'(0) = xeo% )lci_r%%=6—>L’Hopltalﬁllmi—}}_rg?:%:%:+oo;

No se puede obtener la derivada en x = 0

—1)2 ¢j
3.- Se considera la funcion f(x) = {(x D S.lx =1
2 six >1

afirmaciones son ciertas, razonando la respuesta.
a) f es derivable en x=1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.
b) f ni es continua en x=1 ni derivable en dicho punto.
2(x—1) six<1 re4y _ A re4N _
e = {5 v f)=201-1)=0; fi'( =0
1O = f+'(1) = 0; las derivadas laterales tienen el mismo valor.
Sin embargo, f no es continua en 1y por tanto tampoco derivable, la respuesta correcta es la b.

, indica cudl o cuales de las siguientes

4.- {Cuantos puntos hay en la funcién f(x) = |xZ + 6x + 8| que no tengan derivada? Justifica la
respuesta.
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-2
Como podemos observar, la funcidén es continua en todo R, pero no es derivable en los puntos x = —4
y x = —2, ya que esos dos puntos tienen dos rectas tangentes.

5.- Determina la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de la funcién y = 5x* + 3x — 2 en el
puntox =5

y=fa+f(a)(x—a)
f(5)=5-5243-5-2=125

f'(x) =10x+3 - f'(5) =10-5+3 =53
y =125+ 53(x — 5) = 125 + 53x — 265 = 53x — 140
y = 53x — 140

6.- El perfil de una cierta montafia tiene la forma de una parabola: y = 0,03x — 0, 002x2, donde x e
y se miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangenteparax =0, x =1,x = 2,x = 3 km.
y=fa+f(@kx-a)
a) f(0)=0,03-0-0,002-0%2=0
f'(x) = 0,03 — 0.004x — f'(0) = 0,03 — 0,004 -0 = 0,03
y=0+0,03x—-0); y=0,03x
b) f(1) =0,03-1-—0,002-1%=0,028
f'(1) = 0,03 -10,004-1= 0,026
y = 0,028 + 0,026(x — 1)
c) f(2)=0,03-2-0,002-2%=0,052
f'(2) = 0,03 —-0,004 -2 = 0,022
y = 0,052 + 0,022(x — 2)
d) f(3) =0,03-3—0,002-3%=0,072
f'(3) =0,03-0,004-3=0,018
y =0,072 +0,018(x — 2)

7.- Al caer un cuerpo en el vacio la distancia d (en metros), recorrida a los t segundos viene dada
aproximadamente por la expresién: d = 5t%. (La expresion es d = (1/2)gt?, donde g es la
aceleracion de la gravedad terrestre, aproximadamente de 9.8):
a) ¢éA que velocidad llegara al suelo una persona que en un incendio se lance a la lona de los
bomberos y tarde 8 segundos en llegar a ella?
Sabiendo que: v =4d’; d =10t wv=10-8=80m/s
b) éA que velocidad llegara si se lanza desde una altura de 20m?
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, d d 20
Sabiendo que: V= d=5t>>t= < t = ?:25 v=10-2

=20m/s
8. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por:y = 30x — 0'5x%(x e y
en km). La direccidn del vehiculo nos proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.
Dada la funcién f(x) = 30x — 0'5x% hacemos la derivada f(x)’ = 30 — x y sustituimos x=4
f'(4) = 30 — 4 = 26 y hallamos la direccién del vehiculo.

9. Un determinado gas ocupa un volumen de 3 m?3 a una presion de 3 Newtons por m?2. Segun la ley
de Boyle a cada presidn ejercida sobre el gas corresponde a un volumen dado por V = 10/P. ¢{Cual es
la tasa de variacién instantanea del volumen cuando la presién es de 9 Newtons por m?2.¢ Y cuando
es 18 Newtons por m?2? ¢Es la mitad?

Viendo el enunciado sabemos que para calcular la tasa de variacién instantanea tenemos que hacer la

derivada de V = 10/P y sustituir la presion.
_ 10, 10 10 10 10 10

V=—y Vi=—0 V@=-5=-5 V08®=-_;=-_
10. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
Férmula de la recta tangente: y = f(a) + f'(a)(x — a)
a) y=x3+5enx=2

y' = 3x?
y(2)=23+5=13 y'(2)=3-22=12

y=13+12(x—-2) -y =12x — 11
b) y=3x*+7x—2enx=1
y(1)=13+5=6
y=6x+7; y(1)=6+7=13
y=6+13(x—-1) > y=13x-5

c) y=2x3—-5x*+4enx=0
y(0)=2-03-5-02+4=4

y' = 6x% — 5x y'(0)=6-02-5-0=0
y=4+0x—-0)-y=4

11. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x3 — 3x + 2 en los que su tangente
sea paralela: a) a la recta y=0 ; b) a la recta y=2x.
y=x3—-3x+2
a) Paralelay=0 - m =0 y=3x?—-3 ;3x—3=0;3x=3;x=1

Punto (1,0)
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b) y=2x > m=2 y=3x%2-3 ;3x—3=2;3x=5;x=§
Punto (5/3, 10/3)
12. Determina la recta tangente de la grafica de la funcién y = V4x3 en x=0

y(0)=v0=0
, 12x? B 12x2 a2 _%_ 2y _

Y e g ik
y('0) =3V0 =0
y=f@+f(@kx-a)
y=0+0x—-0)-y=0

13. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la
pendiente es 12. {Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos
se alcanza?

f(x) = 4x3 —12x m=12

f'(x) = 12x? — 12x el menor valor que puede tener la pendiente es en x = 0 ; (0,0)

f'(x) =12x? — 12x ;12x2 —12x = 12; 12x2=24; x=+V2
Puntos: (vV2, —4v2) y (=2, 4+/2)

14. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto
A(1,2) y es tangente a la recta y=x en el punto 0(0,0).

f(0)=0 -c=0
f'(x) =3ax*+b f(0=b 1=b
Punto A(1,2) f)=2 -a=1

15. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) =x3 +bx+a y
g(x) = cx — x? tengan la misma recta tangente en el punto A(1, 0).

fX)=x3+bx+a; fA)=0; 0=13+b(1)+a; 0=a-3+1; a=2

gx)=cx—x? ; g1)=0; c¢c—1=0; c=1

fX)=x3+bx+a; fx)=3x2+b; ff(1)=3+b

gx)=c—2x=1-2x g)=-1; 3+b=-1; b=-4

16. Determina el coeficiente a, para que la funcién f(x) = x? + a, sea tangente a la recta y=x.
y=x-m=1
2 crN _ 1 1\ _ (1)? 1
fx)=x +a;f(x)—2x;2x—1;x—5 ; f(E)_(E) ta=5+a
En los puntos de la forma (%,i +a ) la rectay = x es tangente a la funcion.

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a)y=3x2+5x—7; y =6x+5
b)y = 5x3 —4x2 +3x + 2; y =15x2 —8x +3
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y=6x2—4x+7; y =12x — 4
d)y =9x7 —4x° — 2x3; y = 63x% — 24x5 — 6x?
18. Calcula.

a) D(3x? + 6x* — 9x) = 6x + 24x3 -9

b) D(7x° — 5x% + 3x + 2x3) = 35x* — 10x + 3 + 6x2
c) D(5x° — 4x* + 3x3) = 25x* — 16x3 + 9x?

d) 2 (7% — 8x® — 9x®) = 21x% — 48x° — 72x7

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=5x2+4x—%;y'= 10x+4+x3—2

b)y = (2x245)(7x-3) = 14x3-6x%+35x-15 _,  (42x*-12x+35)(5x—8)—(14x3-6x%+35x—-15)(5)
y= 5x—8 ry 5x—8 ’ - (5x—8)2
1 1
6Vx 6x; <3x_5>(x3—x2—5x+2)—<6x5>(3x2—2x—5)
y= (x+2)(x2—3x+1);y T (x3-3x24x+2x2-6x+2) (x3—x2-5x+2)2
1 1 3 1
JEGe+3) x%(x+3) <x2+3x2> (; 2+ % _§>(x2—3)—<x5+3x7>(2x)
d)y :'(x2_3) ’ = _(x2_3) ’ = (x?-3) ’ (x2-3)2

20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(x-3)(2x—4)
DY ="0s
; _ (1-@x—4)+(x-3)-2)-(x—5)—((x—3)-(2x—-4))-1 ; _ 2x2420x-62
- (x+5)2 T (x+5)2
2x%2+45)-(7x-3)
b) y= ( Sx)—8
;L (4x-(7x—3)+(2x2+5)-7)~(5x—8)—((2x2+5)-(7x—3))~5 ;L 140x3-366x24+96x—205
- (5x—8)2 - (5x—8)2
_ (2x+3x%)-(4x5-5)
©)y= 6x+7
, _ ((2+62)-(4x5-5)+(2x+3x2)-20x%)-(6x+7)~((2x+3x2)-(4x°-5) ) -6
y = (6x+7)2
; _ 432x7+828x%+366x5-90x2-210x-70
y = (6x+7)2

__ 5(x+2)(4x-6)
dy= 2(x+5)-(6x+3)
, E (1-(4x—6)+(x+2)-4)-((x+5)-(6x+3))— ((x+2) (4x-6))-(1-(6x+3)+(x+5)-6)
y ((x+5)- (6x+3))
. 5(20x +44x+71)
y = 3(x+5)2-(2x+1)2

21. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=((x3+5) (8x°-7)
y' =(Bx?-(8x®—7)+ (x®+5)-48x>) y' =72x®+240x° — 21x?

b)y=(9x3—-3) - (7x* + 6)
y' = (27x?- (7x* 4+ 6) + (9x3 —3) - 28x3)  y' =441x° — 84x3 + 162x2

22. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
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_x2 r_ (D)-(x+2)-(x—2)1 r_ 4
DY =1 B (x+2)? YT e
b)y =vVx—2-(6x3-3x)
;o 1 3 —5 . 2 ; _ A2x3-72x2-9x+12
y' = (—2 — - (6x* —3x) + (Vx—2) - (18x 3)) y' = —
_ (4x3-7x2)
0y= (8x*—4x3)
, _ (12x%-14x)-(8x*—4x3)—(4x3-7x2)-(32x3-12x2) ; _ 8x2-28x+7
- (8x%—4x3)2 T 4x2(2x-1)2
Dy _2E 2(25)-Grae)-(2V57)3 ) 3xyEr12yE
)y = 3x+4 - (3x+4)? T (3x+4)2
23. calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = (x° — 5x%)° y' = (9 (x5 — 5x2)8 . (6x5 — 10x))
b)y = (2x* — 7x%)° y' = (5-(2x* — 7x°%)* - (8x3 — 42x%))
1
)y = /(2x7 — 6x5) y = (3 @x7 - 6x%)2 - (14x° — 302%))
2
. 4 9)5. 3_ 8
d)y = 5 Bx* + 6x°)7 y = (7 (3x*+6x )55(12x 54x ))

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
A)  y=+V2x3+3 (4x7 + 6x2)°¢ > (2x3 + 3)% - (4x7 + 6x2)° >
y = %(2x3 +3)712. (6x?) - (4x7 + 6x2)° + (2x3 + 3)% - 6(4x7 + 6x2)5 - (28x° + 12x)
_1SPHx gay-3.¥Ex347a2—2

B) _ 353 +7x2_2 v — 33/(5x3+7x2—2)2
Y= "5 y (3x+4)2

Q) y=(7x3+3)% (4x° —8x8)
y =5-(7x3+3)*- 21x% - (4x° — 8x8) + (7x3 + 3)° - (20x* — 64x7)

_ (5x3—73c2)9 oy = 9(5x3—7962)8-(15x2—1495)-(99{4—3x3)2—2(9x4—3x3)~(36x3—99(2)-(5x3—7xz)9
B (9x4—3x3)2 B (9x*-3x3)*

D)

. 9(5x3-7x2)°.(15x2 ~14x)-(9x*~3x3)—2-(36x3—9x2)-(5x3-7x2)°
- (9x*—3x3)3

25, Utiliza derivacidn logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:
A) y = (5x)*°-3% Ly = L(5x)*°73%* > Ly = (x® — 3x3) - L(5%)
% = (5x* —9x2) - L(5x) + (x° — 3x3) % Sy =y [(Sx4 —9x2) - L5x + (x° — 3x3) %]

y = ((5x)*" 3% . [(5x4 —9x2) - L(5x) + (x> — 3x3) i]

B) y-= e(3x5-6x%)" Ly =Ln e(3x5-6x7)" Ly = (3x% — 6x3)°> -
y; =5-(3x°—6x3)*(15x* — 18x2?) - y' =y - (3x°> — 6x3)*[75x* — 90x?]

y = (eB¥-6)) . (3x5 — 6x%)*(75x* — 90x?)
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Q) = (3x + 6)¥ +2¥ 5 [y = [(3x + 6)4x3+2x2 - Ly = (4x3 + 2x2) - L(3x + 6)
%— (12x +4x) - L(3x + 6) + (4x° +2x%) - ——

y =y-[(1222 + 4x) - Bx + 6) + (4x® + 2x%) - |
y = [(12x + 4x) - 3x + 6) + (4x3 + 2x?) .m] -(3x + 6)4x3+2x2

_ (ax7 +6x5)3 (4x7+6x5)3

D) y= (5x F @76 — 5y 4 1) 5 s Ly=LGx+1) 5 -
Ly = W+—6x L(5x+1)

, s
y 3 3 5x+1

, 3(4x7+6x°) a4 (4x7+6x5)3 s ]
y =y [— (28x — 30x%) - L(5x + 1) + B S

5

y = [(4x + 6x5)2(28x3 — 30x*) - L(5x + 1) + (4" +6x%)’ 5x5+1] : 3\/(5x + 1)(x7+6x5)3

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
A)  y=eXtX Sy =Xt L (5x* 4 21x2)
7 7
B) y = (e3x3‘5x2) >y = e(3-52%)" . (7(3x3 — 5x2)6) . 9x2 — 10x
5
) y= (et -y = e#°H8Y) L (5(4x5 + 8x5)%) - 20x* + 24x2
3 _ 2(5x5-3x8)-(24x*-24x7)
D = e(5x5 3x8)2 - = (
) g 33 (e5x5—3x8)2

5

27- Calcula la derivada de las siguientes funciones
5_o,3)\11 4_q9.4 5_2,3)12
a)y = log[(5x° — 3x3)2(3x + 1)] ;¥ ' = 12(5x°-3x3)"" (25x*-12x*)(3x+1)+3(5x5-3x3)

(5x2-3x3)12(3x+1)
12 (25x*—12x%)(3x+1)+3(5x5-3x3)
- (5x2-3x3)(3x+1)

1
3 % (2x3+5x%)2- (6x%+10x) _ 3 (6x2+10x)

b)y = logy/(2x3 +5x2)3 ; y ' =

J(2x3+5x2)3 T 2(2x3+5x2)
Ay =lo 7x5-5x
y 8 2x—-3
1
1(7x5-5x\ 2 (35x%-5) (2x-3)— (7x5-5x)2
, E( 2x—3 ) ) (2x—3)2 _ (35x*-5)- (2x—3)— (7x5-5x)-2
y = 7x5—5x - 2(2x—3)(7x5-5x)

2x-3

_ 3 7 _ 2,502 _ 3 4 .5y . , _ 3(12x3-15x5)
d)y = logy/(3x* —3x5)? = > log(3x* —3x~); Y = e

28- Calcula las derivadas de las siguientes funciones

_ scosx _ , _ (~5senx)- (1+3 senxz)—((s cos x)- (3 cos x2)~2x)
a)f(x) " 1+3senx2 ’ f () = (1+3 senx?2)2
b) f(x) = cosh(3senh(2x)) ; f'(x) = senh(3senh(2x)) -3 :cosh(2x) -2
c) f(x) = sen(5sh3-3x);  f'(x) = cos(5sh33x) - (15sh?3x) - 3

_ 2y . (x) = — >F14x

d) f(x) = tanh(5x + 7x%) ; f'(x) = cosh?(5x17x2)
29-Recuerda la definicion de cosecante: cosec(x)= L Demuestra que: (cosec(x))’ = — _Cozsx
sen(x) sen®(x)
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_ 1 . , __ 0-sen(x)-1-cos(x) _ _ cos(x)

f(x) " sen(x) ’ f () = sen2(x) o sen2(x)

30-R rda la definiciéon d nte:—— . Demuestr : (sec(x))' = Sk
ecuerda la aertinicio e seca e.c () . pemuestra que: (sec(x = c0sZ(x)

f(x) = 1 _— f’(x) = 0- cos(x)—-1-(-sen(x)) _ sen(x)

cos(x) cos?(x) T cos2(x)
N _ ,_ 1
31. Recuerda la definicién de cotangente: cot(x) = e Demuestra que (cot(x))’ = pown
_cos(x) , _ (—sen(x)-sen(x))—(cos(x)-cos(x)) _ —sen?(x)—cos?(x) _ —(sen?(x)+cos?(x)) _
COt(x) " sen(x) ’ (COt(x)) - (sen(x))? - sen?(x) - sen?(x) -
1
sen?(x)

32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=7sen(x” —7x3); y' = 7cos(x” — 7x3)(7x® — 21x?) = (49x°® — 147x?) cos(x” — 7x?)
b) y = 5sen®(4x* —5x%) ; y' = 5sen*(4x* — 5x°) - cos(4x* — 5x°) - (16x° — 25x*)

c)y = sen®(x) - cos*(x);y = 6sen’(x) - cos(x) - cos*(x) — sen®(x) - 4 cos3(x) - sen(x)

5
d) y = {/sen5(3x* 4+ 5x7) = (sen(3x* + 5x7))z ;
2
y = g(sen(3x4 + 5x7)) 3 (cos(3x* + 5x7)) (12x3 + 35x°)

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

5+3e3%
DI = e (9657) (5-3¢3%)~(5+3697) (-9
, _ 5+3ex(9ex-5—3ex—5+3ex~—9e")
f'(x) = cos 5-3e3% (5—3e3%)2

b) f(x) = (2x — 3x?%) cosh(5x — 7x?);
f'(x) = (2 — 6x) cosh(5x — 7x%) + (2x — 3x2) senh(5x — 7x2)(5 — 14x)
c) f(x) = tan 1e2senx

4+3cosx

f(x) = (1 + tan?

m) <(2\/%)(4+3 cos x)—(v16—9senx)(3 sen x))

4+3cosx (4+3 cos x)?

senh x—3x coshx
d) f(x) " coshx+3xsenhx

f, (x) = (coshx—(3 cosh x+3xsenhx)) (cosh x+3x senh x) -(senh x—3x cosh x) (senhx+(3senhx+3xcoshx))
(coshx+3x senhx) ?

34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
a) y = /In(arccos 5x) = (In(arccos 5x))? ;

-5 -5
1 -1 2 im0z | 1 Vi-25x2 | _ 1 —5
Y =3 (Incos™ 5x))"2 (COS‘1 5x) ~ 2y/In(cos~15x) (cos‘l 5x> ~ 2y/In(cos™15%) ((COS_1 5x)‘(m))

b) f(x) = arcsen i

2-7x
2+7x2
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(=72%)(2+7x%)—(2-7x2)(7-2x) (—14%)(2+7x2)—(2-7x?) (14x)
/ (2+7x2)2 (2+7x2)2
f@) = s 2
2-7x2 2-7x2
1_(2+7$‘62) 1_(2+7x2>
3senx+5

¢) f(x) = 5arccos = eens

_ (3cosx)(5—-3senx)—(3senx+5)(—3 cosx)

f,(x) -5 (5—-3senx)? ]
1_(3senx+5)
5-3senx

)

d) f(x) = arcsen S cosx

3senx+2cosx

(-5senx)(3senx+2 cosx)—(5cosx)(3 cosx—2senx)

’ _ (3senx+2 cos x)2
fx) = =
Jl ( 5cosx )
3senx+2cosx

35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
7.2.02%=3 ;L 14¢2%-3

/1_(792x—3)2_)y T [1-49(e2%-3)2

a) y = arcsen(7e**73) - y' =

b)y=In (\/Sarcsen(Bx + 2)) -y= %ln(Sarcsen(3x +2)) -
3

57
5 y, _ 1 "J1+3Bx+2)2 y/ _ 3
2 5arcsen(3x+2) arcsen(3x+2)-/1+(3x+2)?

c)y = arctg(InV4x—5) > y = arctg G In(4x — 5))
1 4

34x—5 N y/ — 4
Gln(4x-5))?) (12x-15)-(1+(GIn(4x-5))?)

_)y,:1+(

d)y = arcsen (3tg(55en(4-x — 2))) -

r [cos(SSen(4x—2))]2 5 60cos(4x—2)

Jl—[3tg(55en(4x—2))]2 Jl—[3tg(55en(4x—2))]2 [cos(Ssen(A}x—Z))]2

y

36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ 7+2senx
a) y= arctg 7—-2senx

1(7+Zsenx)_1/2 2c0s(x)-(7—2senx)—(7+2senx)-—2cos(x)

) __ 2\7-2senx (7—2senx)? N
y - 1+(7+Zsenx)
7—-2senx
2cos(x)-(7—2senx)—(7+2senx)-—2cos(x)
7—2senx)?2
- yl — ( )

7+2senx\1/2 7+2senx
2.(7—Zsenx) .(1+(7—25enx))
2cos(x)-(7—2senx)+(—(7+2senx))-2cos(x)

7+2senx\1/2 7+2senx 5
(2-(7_2537195) '(1+(7_253nx)>>'(7—256nx)
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1

1 _1
— parcsen(V2x-5) 1 _ parcsen(vZx—5) >(2x-5) 2:2
bly=e y=e 1-(2x-5)

c)y = cos 3arcsen< bx1 )
y V7-2x2
1 1
6~(7—2x2)7—(6x—1)~(%~(7—2x2)_7~(—4x)>

y' = —sen (3arcsen (%)) 1 3. 7—2x2 :
5l

d) —arcsen( 7x )
Y= Jo-2x2

1
7-(Vo-2x2)+28x2 2.(9-2x%) 2 ) 1
, (9-2x2) , _ 7(Vo-2x?)+28x%2-(9-2x?) 2

y B 7x 2 ” y B 7x 2
1—(m) ,1—(m) «(9-2x2)

37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = log(x3® — 5x°)8

r _ 8-(x3-5x5)7-(3x2-25x*) ) ; _ 8:(3x2-25x%) )
- (x3-5x5)8 In10 -y’ = x3-5x5
b) y = log,(8x* — 3x3)?
; _ 2(8x%-3x3)-(16x-9x?) ) __ 2-(16x-9x2) )
- (8x2—-3x3)2 ln(2) T gx2-3x3 ln(Z)

4 4
cJy=In /% S Y G /5 R i(ln(3x6 - 7x)*—In(2x - 1)) = %(41n(3x6 —7x%) —In(2x — 1))

2 2x—1
;1 18x°-14x 1 2 18x*—14 1
y =--4.———=. = 2. —
2 3x6—7x2 2 2x-1 3x5-7x 2x—1

d)y = In/(3x3 + 5x9)7 y = %ln(3x3 + 5x°)

;7 9x%+45x® 7 9+45x6

4 3x3+5x% 4 3x+5x7

38. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = cos (e"5 +ln(4x3))
f(x) = —sin(e*” +In(4x?)) - (exs - 5x* + ic—x:) = —sin(e*” +In(4x?)) - (exs - 5x* + z)
b) f(x) = 7 cot>(5x3 — 3x?)
2_
fx)=- X720 5 cot*(5x3 — 3x2) - 7

sinZ(5x3—4x2)

c) f(x) = sin (cos2 (tan(7x5 — 3x3)2))

f'(x) = cos(cos?(tan(7x° — 3x3)?)) - 2 cos(tan(7x> — 3x3))? - (—sin(tan(7x> — 3x3)2))-
(1 + tan?((7x% — 3x3)?)) - (35x* — 9x2) - 2(7x> — 3x3)
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d) f(x) = }[cosh(sinh(3x + 2))* = (cosh(sinh(3x + 2))*)3
f(x) = %(cosh((sinh(?)x + 2))4))_2 sinh((sinh(3x + 2))*) cosh(3x + 2) 12(sinh(3x + 2))3

39)Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = arcsinh (\/ 5x2 + 2) = arcsinh ((sz + 2)%)

1 1
1 -5 -
F(x) = 7(5x242) 2:10x  (5x%+2) 2.5x _ 5x
o 2 Vi+5x2+2  V5x2+3/5x2+2
1+<(5x2+2)i>

b) f(x) = In(arctanh(5x — 3))

f'(x) _ _x=3Z 5
arctanh(5x-3) (1/1+(5x—3)2)(arc tanh(5x—3))

3e3x—6

f'(x)=\/ﬁ

¢) f(x) = arc cosh(e3*7%)

d) f(x) = arcsinh(arctanh(2x + 1))
2

£ = 14+ (2x +1)2 _ 2
1+ arctanh?(2x+1) (14 (2x+ 1)2)(1 + arctanh?(2x + 1))
In(cos(3x))

40. Calcula lim In(cos(2x))

_In(cos(3x)) In(cos(3-0)) 0 Indeterminacién (L Hopital
il In(cos(2x)) In(cos(2-0)) 0 ndeterminacion (L'Hopital)

3(Csen3x) 3(—sen3x) - cos2x  3(—sen3-0)-cos2-0 0
T A acRy —Sensx) - cossx —Sens - *COSL
lim =-<083X__ _ |; - — — = Indet. (L'Hopital
x-0 2(—sen2x) xl—r>% 2(—sen2x)-cos3x 2(—sen2-0)-cos3-0 0 ndet. (L' Hopital)
coS2x

—3(cos3x - 3)(cos2x) + (—3 - sen3x)(—2 - sen2x) _
0 —2(cos2x - 2)(cos3x) + (=2 - sen2x)(—3 - sen3x)

_ —3(c0s3-0)3-(cos2-0) + (—3-sen3-0)(—2-sen2-0) —-9+0 9

~ —2(cos2-0)2-(cos3-0)+ (—2-sen2-0)(—3-sen3-0) —4+0 4

41. Calcula lim 2 - V4
x—0 4x

im Vatx —i—x _ VA+0-v4=0 _ 2-2 _ 0

] =22

x—0 4x 4-0 0 0

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Derivadas

li Vat+x —Va-x Vatx+Va-x _ . (\/4+x)2—(\/4—x)2 _
xl_l}(l) 4x Vitx+Vi-x xlg(l) 4x(Va+x+V4—x) -

T 4+x—(4—x) 1 1

. 2X . 1
= lim (VAT iVAx) lim (VAR iVAx) lim 2(Varxivix)  2(Vaiva) 8

. arctan x—x arctan0-0 0
42. Calcula lim = =-
x—0 x3 03 0
1 1 1 1-1-x2
——1 —— Z-1 —x2 _ _
. 2 2 0 . 2 . x . 1 1
lim 2 — =2 =1 =~ lim—2—=lim———=Ilim—=—=-1
x-0 3x 30 0 0 x—0 3% x>03x2(14x2) x50 1+x 1

1-2x—e*+sen(3x)
x2

43. Calcula lim
x—0

1-2x—e*+sen(3x) _ 1-2-:0—e®+sen(3-:0) _ 0

lim — = Indeterminacion (L'Hopital)
x—0 x? 02 0
. —2—e*+3-cos3x —-2-e%+3:c0s3-0 . ., A
lim = = — = Indeterminacién (L'Hopital)
x—0 2x 0
. —e*—9sen3x —e%-9sen3-0 1
lim = =—=
x—0 2 2 2

44. Si f'(x) = x(3 — x), écudl de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?
f'(x)=x@3—x)
Se calculan maximos y minimos:

_ _ x1:0 i

Como podemos observar, tiene que haber un maximo o un minimo en x = 0 y otro maximo minimo en
x = 3, por lo que la Unica gréfica correcta de f(x) es la cuarta.

45. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = ﬁ .
() = —
X)=—=
F =52y
, _0(x-2)%-1(2x-4) -1(2x-4) _ -2
f'e) ==——= w2t Gop O
" Creciente: (—, 2) Decreciente: (2, )
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46. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = gti; .
(x+3)
flx) = '
(x —4)
Dom = R — {4} "
y x+3 47 +3 7
m = = —_—— 20
xoi-x—4 4 —4 0
o x+3 4t+3 7 N 8
= = —_— (o]
xoAtx —4 4% — 4 QF
Decreciente: (—o,4)  Decreciente: (4, ) T TR
47. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) =
2x3 —3x% + 5. Calcula sus maximos vy
minimos y haz un esbozo de su grafica. - 2
f(x) =2x3-3x*+5 ‘

f'(x) = 6x% — 6x

x; =0 / \—\_, _— 4
6x% — 6x = 0{ ! - | : :

xz = 1
Maximo: x=0
Minimo: x = 1
Creciente: (—,0) U (1, ©) Decreciente: (0,1)

fen=+ o f(@)=- 1 f@=+

48. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento : de
f(x) = 2x3 — 3x% + 3. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su gréfica. &

- Para determinar los maximos y minimos, se calcula la primera derivada, se iguala a cero y se re-
suelve:
fx)=6x?—-6x=0-6x(x—1)=0->x=0;x=1

- Serepresentan las raices en la recta real y se prueban puntos de los intervalos para determinar el

signo de f'(x).
+ . - +
0 1
f(-1)=12>0 (05 =-15<0 ff2)=12>0
Creciente: (-0, 0) U (1, o0 ) Decreciente: (0, 1)

Hay un maximo en x= 0 y un minimo en x=1.
- Para determinar las ordenadas del maximo y minimo se sustituyen las x en la funcion:
f(x)= 2x3—-3x*+3

f(0)=3 f() =2
Maximo: (0,3) Minimo: (1,2)
- Para hacer un esbozo de la grafica calcu-
lamos:
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a) Puntos de corte con los ejes:
Parax=0 -y =3;
paray =0 - x = —0,806.
b) Asintotas. No hay

49. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x. Calcula sus maximos
y minimos. Haz un esbozo de su grafica.
- Para determinar los maximos y minimos, se calcula la primera derivada, se iguala a cero y se re-
suelve:
f(x)=3x2—6=0->x=+V2; x=—V2
- Se representan las raices en la recta real y se prueban puntos de los intervalos para determinar el

signo de f'(x).
o L - | +
'“V2 o "2
f(=2)=6>0 f(0)=-6<0 f(2)=6>0
Creciente: (-00, V2 ) U (V2, ) Decreciente: (-v2,V2 )

Hay un maximo en x= - v2 y un minimo en x=v2
- Para determinar las ordenadas del maximo y minimo se sustituyen las x en la funcién:

f(x) = x3 —6x
f(—V2) = 42 f(+V2) = —4V2
Maximo: (-V2, 4V2)  Minimo: (V2, - 4+/2)
- Para hacer un esbozo de la grafica 1 calculamos:
a) Puntos de corte con los ejes: o
Eje x: _
Para y=0-x,=v6;x,= I
Ejey: x=0; y=0 -
b) Asintotas. No hay
50. Calcula los maximos y minimos relativos y

absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x% + 72x
en el intervalo [—5, 3] y en el intervalo [1, 5]
La funcion es derivable en todos los puntos.
- Se calcula la derivada, se iguala a cero y se resuelve:
f'(x) =12x%? —12x + 72 = 0 - No existen valores reales que anulen la derivada.
Se estudian los extremos del intervalo -5y 3. Y por otro lado los extremos del intervalo 1y 5.

f(=5) = —1010; f(3) = 270 vy £(1) = 70; £(5) = 710
- Intervalo [-5, 3]: Minimo absoluto: (-5,-1010) y maximo absoluto (3, 270)
- Intervalo [1,5]: Minimo absoluto: (1,70) y maximo absoluto: (5,710)

Mdixint{1,5) = (5, 710)

Méxint(-5,3) = (3, 270)

Minint{1,5) = (1, 70|
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51. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 4| en el
intervalo [—4, 4].

>
- Se define la funcioén a trozos: flx) = {_xxt i’ i 2 _i
- Secalcula la derivada de la funcion:  f'(x) = {_}’ z Z :j

La derivada no se anula en ningun punto.
- Se estudian los extremos del intervalo, -4 ) y 4:
f(=4)=0;f(4) =8 |

- Enelintervalo[—4,4]:

Minimo absoluto: (-4,0) Maximo absoluto: (4,8)

52. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de
radar, viene dado por: y = 8t + 0,3 t2. ¢Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 3
segundos? Si contintia asi, ¢en qué momento pasara de los 120 km/h?

- Funcién espacio: y = 8t + 0,3 t?

d d
- Lavelocidad de un movil viene dada por v = d_Jt, > v = —Z =8+ 0,6t
- Al pasar por el control, t=0; v(0) =8 + 0,6 -0 =8m/s
- Alos tres segundos, t=3; v(3) =8 + 0,6 -3 =9,8m/s
k k h
- Cuandov = 1208 5 p =120 . 2O™ . 1% _ 3333/
h h 1km 3600 s

- Sustituimos en la ecuacién de la velocidad y calculamos el tiempo:
33,33=8 + 0,6t >t = 42,22 s. A partir de este momento la velocidad pasara de 120 km/h
53. Sabiendo que la aceleracién es la derivada de la funcion velocidad, calcula la aceleracién del
vehiculo del ejercicio anterior a los t = 1 segundos y a los t = 6 segundos. ¢Como es la aceleracion? ¢Es
constante o variable?
“=3
R:Alost=1segundosyalost=6segundos a = %ya gue es constante al no tener ninguna variable.

54. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d = 5t si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la
Torre Eiffel, (que esta a 57 metros de altura), éa qué velocidad llegaria al suelo? ¢y si cayera desde la
segunda plataforma (que esta a 115 m)? ¢y desde la tercera plataforma (que esta a 274 m)?

- Desde la primera plataforma (57 m):
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57=5t2—>t=\g=3,37s v=10t v=10-3,37=33,7m/s

- Desde la segunda plataforma (115 m):

115 =5t2>t= [=2=479s v=10t v=10-479 =47,9m/s

- Desde la tercera plataforma (247 m):

247 =5t2 5t = /%=7,035 v=10t v=10-7,03 =70,3m/s

55. Se ha lanzado desde la superficie de la luna una piedra verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 24 m/s, y alcance una altura h = 24t — 0,8t%. A) Determina la aceleracién de la
gravedad en la superficie de la Luna. B) ¢Hasta qué altura llega la piedra? C) {Cuanto tiempo tarda en
alcanzar dicha altura? D) ¢Durante cuanto tiempo permanece la piedra en el aire? E) Se deja caer
ahora la piedra por una grieta y tarda 20 segundos en llegar al fondo, équé profundidad tiene la

grieta?
Datos:
v=24m/s h = 24t — 0,8t
A)
v=24—-16t a=-1,6m/s?
B)
v=24-16t=0 > t=——=155 h=24-15—-08-152=180m
C)
—24
v=24—-16t=0 — t=3=15s
D)
15 -2 = 30 s estd en el aire (15 s de subida y 15 s de bajada)
E)

h=24-20-0,8-20% = 160 m de profundidad

56. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Luna a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 0, 83t2. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre
enlalunaalcabodels,4s,8s,30s? En la Luna se esta construyendo una antena de transmision
sobre una base de hormigén que puede agrietarse si cayera un tornillo con una velocidad de 20 m/s.
Para garantizar que esto no ocurra, éicual debe ser la altura de la antena?

d=0,83t? - v=1,66t

Primera pregunta: Velocidad en caida libre al cabo de:

1s=>166-1=166m/s

45— 1,66-4=6,64m/s

8s—1,66-8=13,28m/s

30s—>1,66-30=498m/s

Segunda pregunta:
1,66t =20 - t=--=12s d=0,83-122 =119,52m
Respuesta: La antena puede medir como mucho 119,52 m
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57. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en Marte a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 1, 86t2. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre
en Marte alcabode 1s,4s, 8s,30s? Determina la aceleracién de la gravedad en Marte.

d=1,86t> > v=23,72t

Primera pregunta: Velocidad en caida libre al cabo de:

1s—>3,72-1=3,72m/s

4s—>372-4=744m/s

8s—3,72-8=14,88m/s

30s— 3,72-30 =558m/s

Segunda pregunta:

a=3,72m/s?

Es constante

58. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la superficie de Jipiter a los t
segundos, viene dada aproximadamente por d = 11’44t%. {Qué velocidad llevaria un objeto que
cayera en caia libre en Jupiter al cabode 1s,4 s, 8 s, 30 s? Determina la aceleracion de la gravedad en
Jupiter.

D=11'44t? v=D'"=2-11,44t = 22,88t

parat=1 v =22,88m/s

parat=4 v =9125m/s

parat =8 v =183,04m/s

parat =30 v= 686,4?

La aceleracion es la derivada de la velocidad A=% a= 22,88 m/s2

59.La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en
segundos). Determina en cada caso la funcion velocidad y la funcién aceleracion:

e=t?-4t+3 e=2t3-5t>+4t-3 e=—t?+4t + 3 e=(3t- 4)*
e=t?- 4t + 3 v=2_92t_4 q=%_
dt dt
e=2t3-5t2+4t-3  v=""=6t2—-10t+4; a =" =12t — 10
e=—t2+4t + 3 v="= —2t+4;0=""= -2
2
e=(3t-4) v=%-18t-24;a =2 =18
dt dt

60. Un depésito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0,3 m?® por minuto. ¢A qué

velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

03 03 .
vo:m-r%-h 03=m-5%-h h=-——=—"m/min
251 251

0,
a los 2minutos - 2 - —— = 7,63 - 1073 m/min
251

0,3
a los 5 minutos - 5-——= 0,019 m/min
251

61. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla. {Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen
de las cajas en funcién de x.
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Derivadas

vol: (20 — 2x) - (25 — 2x) - x = 500x — 90x? + 4x3

f'(x) =500 —180x + 12x2 =0; x =11,38; x =3,68 ; x = 11,38 no vélido.
f"(x) = 24x — 180 = 0;

f"(3,68) = —91,68; es un maximo

Para que contenga el vol. Max x=3,68 cm

62. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie lateral sea minima, écuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

200 200

nr?h = 200dm® - h = — s =2nr? 4+ 2nr - —;
R nr r
ds 400 4mtr°—400
—=4nr — — = —— 4mr3 = 400
dr T2 2
31400 200 200
r= [—=3.16m h=—= =6,37m
41 nr2  1(3,16)2
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Derivadas

AUTOEVALUACION

1. Lafuncién {;:;C_I_ d i i i es continua y derivable en toda la recta real si:
fQQ)=-b
lim (—bx) = —b lim (3x2+d)=3+d
x—1~ b <1 x—-1%
Vi _ - X
f1) = {6x x>1
lir‘{l_(—b) =-b lir{1+6x =6 b = - 6 para que sea derivable
x— x—
3 +d =6 para que sea continua 3+d=6->d=3

a) b=-6, d=3

—bx x=1 las condicio-
3x2+d x>1

nes del teorema de Rolle en el intervalo [—1, 1], por lo que se anula la derivada en el punto de
abscisa.

2. Conlos valores de b y d del apartado anterior verifica la funcion {

<
f es continua y derivable por apartado 1, f(x) = {636 x<1

3x243 x>1
f(-1)=6-(-1)=-6 f()=3(1)*+3=6
Por lo que si se verifican las condiciones del teorema 6x=0; x=0
b) x=0
—bx x<1

— " las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
2
3x*+d x>1

[0, 3] en el punto de abscisa:

3. Verifica la funcion {

6x x<1
3x24+3 x>1
’ f(b)-f(@) _ f(3)-f(0) _ 30-0
flo=="—"r—=""(—"=—"5-=10 luego6x=10 x=5/3
d)x=5/3

6 x<1
6x x>1

e ={

f es continua y derivable por apartado 1, f(x) = {

4. en cudl de los limites siguientes no se puede aplicar la regla de L'Hopital:

. sinx 0 . _COSx
a) lim - (—) - lim =1
x-0 X 0 x—0
. 3x%-7x e 3
b) lim - (—) -3
X—>00 5x242 [o] 5
. cosx—1 0 sinx—1
¢) lim———= (—) - ——=-1
x—0 X 0 1
. COSX 1 . i
d) hn(l)T =(5) > ® > nose aplica la regla de L'Hopital
X

d) lim ===
x—>0 X
5. La ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = tan x? — 2x3 enx =0 es:
f'(x) = 2xsec? x — 6x?
y = f(xo) = f'(x0) (x — x0)
y—0=0x—-0)->y=0
c) y=0

6. Lafunciony =3sinx —7x3 —3x> —x+5enx=0es:
y' =3cosx —21x? —6x—1
y"=-=3sinx—42x+6->y"(0)=6>0
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“ Derivadas

c) convexa U

7. Lafunciény = 3sinx —7x3 —3x* —x+ 5enx=0es:
y' =3cosx —21x?—6x—1
y'(0)=3-1-2>0

a) creciente

8. Sila derivada de una cierta funcién es: y' = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento de dicha funcion son:
x—4)(x+2)=0->x=4,x=-2
intervalos— (—o0, —2)(—2,4)(4, »)
y'(=3)=(-3-4)(-3+2) =(-7)(—1) = + - creciente
v'(2) =2 —-4)(2+2) = (—2)(4) = — - decreciente
v'(5) =(-4)(5+2) =(1)(7) =+ - creciente
d) Creciente, decreciente, creciente

9. Lafuncién y = 3x% — 2x3 tiene un punto de inflexién en:

y = 3x?% — 2x3 y' = 6x — 6x?
y'=6-12x=0-x=—="- Yy =—12%#0
1
a)x=:
2

10. Si la derivada de una cierta funcion es: y' = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:
y'=3(x—4)x=0 ; x=4, x=0
Intervalos —» (—0,0)(0, 4)(4, )
y(=2) = 3(—2)? — 12(-2) = + Creciente
y(2) = 3(2)? — 12(2) = — Decreciente
y(5) = 3(5)? — 12(5) = + Creciente
Por lo que la graficaes lab)
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Funciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.- Estudia y representa las siguientes funciones:

a) flx)=x3 —3x% +2
Dominio: Dom f(x)= R (son todos los numeros reales)
Recorrido: R (todos los nimeros reales)
Cortes con los ejes:
0 EjeY:x=0 Y=03-3-024+2=2 (0,2)
0 EjeX: y=0 0=x3-3x%2+2 (-0.7,0)  (2.7,0) (1,0)
Simetria:
f(=x)=(-x)%-3-(—x)2+2= —x3-3x2+2# f(x)
—f(=x)=—(—x3—-3x2+2)=x3+3x2 -2 # f(x)
No tiene simetria.
Periodicidad:
No es periddica ya que es una funcién polindmica.
De modo que f(x) # f(x + T)Vxe Dom f
Asintotas:
Al ser una funcidn polindmica no tiene asintotas.
Crecimiento y Decrecimiento:
flx) =x3-3x2+2
fl(x)=3x2—6x ; 3x2—6x=0 ; x(3x—6)=0 x=0
3x=6;x=§=2 ;o Xa=2
-1 x=1 x =3

X

F-1>)0 FI)<0 73> 0

crece decrece crece

0 2
Crece (—0, 0)U (2 + )
Decrece (0,2)
Maximos y Minimos:

x =0 hay maximo f(0) = 03 — 3 - 0% + 2max(0,2)
x =2 hay minimo f(2) =23 —3-2%2+2 = —-2min(2,-2)
Concavidad y Convexidad:
ff(x)=3x2—6x ; f'"(x)=6x—6 ; 6x—6=0 ; 6x=6 ; x=1
x=0 X =2

f'(0) <0 (2) >0

Céncava N Convexa U

1
Puntos de inflexion:
x=1P.If(1)=13-3-(1)2+2=0 (1,0)
Continuidad:
Al ser una funcién polindmica su dominio son todos los nimeros reales lo que significa que su
continuidad seria de (-00 , 400). Por esa misma razén no tiene discontinuidad.
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Funciones

Representacion grafica

b) f(x) = x* +2x3
Dominio: Al ser una funcién polindmica el dominio son todos los nimeros reales, es decir, R.
Recorrido: R (todos los nimeros reales)
Puntos de corte:

0 EjeY x=0 y=0*+2-03 (0,0

0 EeX y=0 0=x*+2x3 x1=0 x2=-2 (0,0); (=20
Simetria:
f(=x) = (=0)* + 2(=x)%) = x* = 2x* # f(x)
—f(—=x) = —(x* — 2x3) = (—x* + 2x3) # f(x)
No tiene simetrias
Periodicidad:
No es periddica porque es una funcién polinédmica.

f(x) # f(x + T)Vxe Dom f

Asintotas:

Al ser una funcién polindmica no tiene asintotas.

Continuidad:

Al ser el dominio todos los nimeros reales podriamos decir que la continuidad va desde
(_Oo ) +oo)

Por esa misma razén no existe discontinuidad.

Crecimiento y Decrecimiento:

f(x) = x* + 2x3 ;o f'(x) = 4x3 + 6x?
6
4x3+6x2=0 ; x?(4x+6)=0 ; x?= ; x=0; 4x+6=0 ;x=—7
x=-2>0 1 x=1>0
x=—=>0

2

Decrece Crece Crece
_3 0
2

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 9: Funciones. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Funciones

Decrece de ( —oo, —%) Crece ( —% ,0) (0,400)

Maéaximos y Minimos:

Minimo en (—3,—2)
2’ 16
Concavidad y Convexidad:
f'(x) = 4x3 + 6x2 f"(x) = 12x% + 12x
12x>4+12x=0 ; x(12x+12)=0 ;x1=0 ; 12x=-12 ix2 =—1

x=-2>0 x=-05<0 x=1>0

Convexa U Céncava N Convexa U

-1 0
Punto de inflexién:
x1=0;x2=-1
Plf(-1)=(C-1+2-(-1)3=-1 (-1, -1)
P.If(0)=0*+2-03=0 (0,0)
Representacion gréfica

x%-1
X

d) f(x)=x — - =
Dominio:
Al ser una ecuacién racional el dominio son todos los numeros reales excepto los que anulen el
denominador, al igualar el denominador a 0, obtenemos:

x=0
domf(x) = R — {0}

Recorrido:
Todos los nimeros reales.

Puntos de corte:
O EjeY: x=0 0Y:(0,0)

0 EeX: y=0 ; 0=x—i ;0=x2—-1 ; x2=+/1=41 ;0X:(1,0); (-1,0)
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Funciones

Simetria:
f(—=x) = —x — (—i) = —x +i #* f(x)
—f(—x) =—(—x+§) :x—§=f(x)

Como podemos observar estamos en un caso de simetria impar.
Periodicidad:
No es periddica, ya que no es una funcidn trigonométrica.

f(x) # f(x+T)Vxe Domf

Asintotas:
A. Verticales
1 , .
X == x = O(asintota vertical)
. x%2-1 . ox%2-1
lim = 400 lim = —00
x>0~ X x—-0t x

A. Horizontales
. x%-1 o0 ,
lim = —=o00 no hay asintota

x—oo X co

El Lim es oo debido a que el grado del numerador es mayor que el del denominador.
A. Oblicua

y=mx+n
765 - 21 1
X x4 —
m = lim ——= = lim —%— = lim 5 =—=1=m
X—00 X X—00 X X—00 X 1
. Cox2-1 1-x | x?—1-—x?
n=lim[f(x) —m-x] = lim — =lim——=0=n
X —00 xX—00 X 1 X—00 X
y=Xx

Crecimiento y Decrecimiento:
(Zx-x)—(l-(xz—l))_2x2—x2+1_x2+1

2
xx::l:O x2+1=0 x2=\/__1

De este modo, tenemos que coger el valor que anule el denominador.

x=-2>0 x=1>0

Decrece Crece

Maximos y Minimos:

No tiene ni maximos ni minimos.
Concavidad y Convexidad:
Qx-x?)—(Q2x) - (x*+1) 2x3—-2x3-2x —-2x -2

ll( — —_ j—
x) = = =—
f x4 x* x* x3
x=-2>0 x=2<0
Concava U Convexa N
0
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Funciones

No tiene puntos de inflexion.

Continuidad:

La continuidad coincide con el dominio, es decir R — {0}.
Representacion grafica

X

e) f(x) = T
Dominio:

Al ser una ecuacion racional el dominio son todos los niumeros reales excepto los que anulen el
denominador, al igualar el denominador a 0.

1-x=0 ; x=1 ; Domf(x) =R—-{1}
Recorrido:
El recorrido son todos los numeros reales excepto el -1. Imf =R —{-1}
Puntos de Corte:
. 140 1

O EjeY: x=0 Y= y=;=1 0Y:(0,1)

0 EeX: y=0 0= 0=1+x x=-1  OX:(-10)
Simetria:

B (1-x)
f=0) =52 % £(x)

(1-x)

—f(—0) = =52 = (o)

No tiene simetrias.
Periodicidad:
No es periddica, ya que no es una funcién trigonométrica.
f(x) # f(x + T)Vxe Domf

Asintotas:
Al ser una funcidn racional si puede tener asintotas.
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A. Vertical
1—-x=0
x = 1 (asintota vertical)

1+x . 1+x
x—1"1-x x—1t1-x

A. Horizontal
I 1+x 1 L
xl—{gl—x_—l_

y = —1 (asintota horizontal)

Crecimiento y Decrecimiento:

£ 1+x 1-A—x)—-(C-1D-AQ+x) 1—-x+1+x 2
x = = = =
1—x (1—x)2 (1—x)2 (1—x)2
No se hace 0, De este modo tenemos que coger el valor que anula el denominador, es decir, 1.
x=0>0 X=2>0
Crece Crece
1
Crece: (—o0,1) (1,40)
Maximos y Minimos:
No tiene ya que siempre crece.
Concavidad y Convexidad:
! x —
f'(x) a—n2
1 _0-(1-0)%-2(-1)-(1-x)2 _ 4(1-x) _ 4
fre = (1-x)* =t a7
x=0>0 x=2<0
Convexa U Cdéncava N
1
Continuidad:

Es continua en (—o0, 1) U (1, +0)
Es discontinuaen x=1
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Funciones

Representacion grafica

—m e ———

0,5x3
x2-4

g) f(x)=
Paso 1: Dominio

Dom f(x)= xeR- {2,-2}
X<-2 0 -2<X<2 0 X>2

(<=, -2) U (-2,2) U (2, =)
Paso 2: Puntos de corte
-Cuando x=0; y=0

_0,5:0%_
Y=ora

0
-Cuando y=0; x=0

_0,5x% 30 g
“x2-4’ 405

Paso 3: simetria

f(x)=f(-x) par;

_ 0,5(—X)3 ) _ 0,5X3
f-x) = 755725 o es igual que fix)= 5=
-f(x)= f(-x) impar

053 ) _0,5(-x)%
fx) = 5= esigual que f(x) = 5=

Por tanto, presenta una simetria impar
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Funciones

Paso 4: Asintotas

0,5X3
X2—4

Asintotas verticales: X=-2, X=2

; x% — 4=0 entonces x=-2, x=2

0,5%3 057 5
, . ,0X 3 . o,
Asintotas horizontales: ; lim ———=1lim =— = o
x2—-4 x—00 X°_ % x50 =
3 %3 x
0,5%x3
, . . 2.2 . 05%3
Asintota oblicua: lim *=* = lim — =05 m=0,5
x—oo X x>0 X°—4X

lim (O'st — O,Sx) =0 y = 0,5x

X—00 x2—4

Paso 5: Crecimiento y decrecimiento
Creciente: (-o0, -24/3) y (2v/3, =)
decreciente: (-2v/3, -2), (-2,-1), (1,2) y (2, 2\/§)

paso 6: Maximos y minimos

0,5(x*-12x%) _ 0,5(x*-12x?)
(x2-)% ' (x2-4)2 '

f'(x)= x=0; x=2v/3 y x=-2/3,

Max: (-2+/3, -2,6)

Min: (2v/3, 2,6)

Paso 7: Concavidad y convexidad
Concava: (-0, 2) y (0,2)

Convexa: (2,00) y (-2,0)

Paso 8: Puntos de inflexion

4x(x%+12) _4x(x%+12)
@2-43 7 T (x2-a)®

£(x)=

x=0

Punto de inflexién (0,0)
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Funciones

x%-1
h) f(x) - x2-4
1.Dom R-{-2, 2}
2_
2. Cortes eje x; f(x)=0; 0=x2 !
x“—4
x=-lyx=1 (1,0) (-1,0)

3. Cortes con el eje y; f(0)=$ (0, i)
2_

4. Asintotas verticales; haciendo los limites lim (xz 1) y lin% ( 4) Xx=-2 ; Xx=2.

xXx—>—2 - X
x2—
5. Asintotas horizontales; haciendo limites lim ( > 1) y lim ( )
x—o00 \X“—4 xX——00
y=1
6. Asintotas oblicuas; No tiene
7. Extremos relativos; f(x) derlvando f'(x)=— ﬁ, ' (x)=0;
6x
W 0 ; x=0
Maximo relativo es (0, %)

8. Puntos de inflexion; No tiene

9. Par

10. Es simétrica respecto al eje y.

No simétrico respecto al origen ni al eje x.

11. Funcién Racional
i o :
| |
| |
| |
| |
I & I
| |
| |
| |
I b :
| |
I I
I 2 I
| |

___________ L PR s e e Y s e L T R e g S
| |
I _—— I
10 8 ] 4 I& 0 Iﬁ 4 [ 8 10

| |
| |
| |
| -2 |
| |
I I
| |
I -4 1
| |

i) f(x) = x%e*

- Tipo de funcién: producto de polinédmica por exponencial.

- Dominio: Es un polinomio por una exponencial, por tanto, Dom f(x) = R
- Continuidad: es continua en todo R
- Periodicidad: No es periddica

- Simetria: x2e* no tiene simetria, luego f(x) ni par ni impar:
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f=x)=(=x)?e™; f) # f(—x) ; fx)#—f(—x)
- Asintotas:

0 Verticales: no tiene, porque x2e* es continua en todo R.

0 Horizontales: analizamos los limites en el infinito:
2
. . . X .
lim x?e*=0-0, lim x?e* = lim —, como el orden de la exponencial es mayor que

X—>—00 X——00 X—>—o0 €

el del polinomio, el limite es 0
y = 0 esuna asintota horizontal en —oo
0 Oblicuas: Como tiene horizontales, no tiene oblicuas.

- Corte con los ejes:

0 Eje X: hallamos las raices de la funcién: f(x) = x?e* = 0, x = 0, corta al eje X en el punto (0,0)
0 EjeY: sustituimos x por 0: x = 0, 02%e® = 0, corta al eje Y en (0,0)

- Regiones de existencia: Es positiva (+) en todo R.

- Monotonia: hallamos la derivada:
f(x) =x%e* > f'(x) = 2xe* + x%e*

Igualamos a 0:

2xe* +x%e*=0->x=0,x = -2, (2x + x%)e* = 0 definimos lo intervalos (-0,-2), (-2,0) y (0,)
Intervalo (-00,-2) (-2,0) (0,00)

f'(x0) f'(-3)=01>0 | f'(-1)=-0,3<0 f'(1)=81>0

f(x) Creciente Decreciente Creciente

- Méaximos y minimos: A partir de la tabla anterior deducimos que la funcién tiene un maximoen x
—2yunminimoenx =0

Comprobamos con la segunda derivada:

f'(x) = 2xe* + x%e* > f"(x) = 2e* + 4xe* + x2e*

Entonces: f''(—2) = —0,2 < 0, se confirma el maximo en x = —2
f"(0) =2 >0, se confirma el minimoen x = 0

- Curvatura: lgualamos a cero la segunda derivada

f(x) =0;2e* +4xe* +x%e*=0,; 2+ 4x+x2)e*=0x=—-2+V2,x =-2—2

Entonces:
Intervalo (o0, —2 —2) (-2 -+2,-2+2) (=2 +v2,0)
£ (x0) 7(=10) > 0 F(=2) <0 £7(2)>0
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f(x) Céoncava N Convexa

U

Céncava N

- Puntos de inflexion: hay dos puntos de inflexion

o f(-2++v2)=10,191- (-2 ++2, 0.191)
o f(-2-+v2)=1038-(-2-+2, 0.38)

- Recorrido o imagen: Imf(x) = [0, ), ya que es positiva en todo R y corta al eje Y en (0,0)

Con toda la informacién recopilada podemos representar f(x):

35

25

i) (0=
Paso 1: Dominio
Dom f(x)= x € R-{0}
Paso 2: Puntos de corte

-Cuando x=0

60
; 5= o existe

-Cuando y=0;
X
0=e?; tomando logaritmos log 0=x que no existe

No hay puntos de interseccién
Paso 3: simetria

f(x)=f(-x) par;

f(-x) = % no es igual f(x)= ex_x

-f(x)= f(-x) impar
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-f(x)= —Tex no es igual que f(-x) = %
No hay simetria

Paso 4: Asintotas

Asintotas verticales; x=0

Asintotas horizontales:

e* . e*

Paso 5: Crecimiento y decrecimiento
Creciente: (1,)

decreciente: (-1,0) y (0,1)
constante: (-o0, 1)

paso 6: Maximos y minimos
Max: no hay

Min: (1,e)

Paso 7: Concavidad y convexidad
Cdéncava:

Convexa: (0,00)

Paso 8: Puntos de inflexion

X (22 _ _ X(y2_ —
f"(x):e (x 23(x 1))'0 — e*(x ng(x 1))

por tanto, no hay punto de inflexidn

» X= No existe
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k) f(x) = x?e™™
1.Dom R
2. Cortes eje x; f(x)=0
2e7*=0; x=0 (0, 0)
3.Corte con el ejey; f(0)=0
4.Asintotas horizontales usando limites; lim x?e™* =0 ; y=0 ; lim x%e™ = o ;

X—>00 X—>—00

5. Asintotas verticales; No tiene.
6. Asintotas oblicuas; No tiene.
7. Simetrias.

f(x)=f(-x) par;

f(-x) = no es igual que f(x)

-f(x)= f(—x) impar

2
-f(x)= eix no es igual que f(-x) =

e—x
No hay simetria

8.Extremos relativos;
Derivando; f'(x)= 2xe™™ — x2e™%; f'(0);

2xe™* —x%e™* =0; (2x—x%)e™* =0 x=0yx=2
(—o,0) (0,2) (2, +)
Signo de f': neg. (dec.) pos. (crec.) neg. (dec.)

4
f0)=0 y f(2)=%
Minimo relativo es (0, 0), y el maximo relativo es(2, iz)
e

9.Puntos de inflexidon
Derivando; f'(x)= (2x — x2)e™*; £ (x)= (x? — 4x + 2)e™%; resolvemos f(x)=0

6+4+/2 6—
x=2-vV2 x=2+2 (2+V2, :+\/‘) y (22, om \/_)

10.Funcidn producto de exponencial y polindmica.
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) f(x) =vxz -1

- Tipo de funcidn: irracional

- Dominio: Al tener indice par, el radicando ha de ser mayor o igual que cero:
x2=1>=0-x<—-1,x = 1, por lo tanto f(x) no existe en el intervalo (-1,1)
Luego Domf (x) = (—oo,—1] U [1, )

- Cortes con los ejes:

O Eje X: hallamos las raices de la funcion: f(x) = Vx2 —1 =0, x = £1, luego los puntos de
corte con el eje X son (—1,0), (1,0).

O EjeY:igualamos x a cero: x = 0 no pertenece al dominio, por lo que f(x) no corta en el eje
Y

- Simetria: f(x) es par, ya que se cumple:

f(=x) = \/(_x)z —1=+vx%2—-1=f(x), par.

- Regiones de existencia: Como f(x) es una raiz par, es siempre positiva en su dominio.

- Asintotas:

0 Verticales: No tiene, ya que x? — 1 es continua en todo R
0 Horizontales: analizamos los limites en el infinito:

li(p Vx%2 — 1 = o — No tiene asintotas horizontales
xX—*+oo
0 Oblicuas:
m= lim 29 = 1im 1= lim M,+ls|x—>ooy—13|x—> —00
x—too X x>+ X Xx—+too X
, , . VxZ—14x)(VxZ-14x) . -1
= —_ = YV 2 + = ( — — = —_—
n xl—lzl_-noo [f(x) mX] xl—lzl_-noo[ x 1 - X] xl—l>1inoo (sz—lix) xl—l>¥loo (sz—lix)
0;
Entonces, hay dos asintotas oblicuas:
y=xcuandox - c0oey = —x cuando x > —

- Monotonia: Hallamos la derivada:

f'x) = = , ¥ la anulamos: = = 0, y obtenemos x = 0 que no pertenece al dominio, entonces:
Vx2-1 Vx2-1

Intervalo (=0, —1) (1, )
£ (x0) f(-2)=-11<0 f(2)=11>0
f(x) Decreciente Creciente

- Maximos y minimos: Como la derivada no se anula en el dominio, no ha maximos ni minimos relativos.

- Curvatura: Hallamos la segunda derivada:

X
xZ—1-x
X NP -1 .. .
flx) === f"(x) = o =, que tampoco se anula en el dominio de la funcidn, y
VaZ-1 (1) ()
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es negativa, ya que el signo de la raiz cuadrada es positivo. Por tanto, f(x) es concava

- Puntos de inflexidn: Como la segunda derivada no se anula, no hay puntos de inflexién

- Recorrido o imagen: Imf(x) = (0, o)

-2

6. Un heladero ha comprobado que, a un precio de 50 céntimos la unidad, vende una media de 200
helados diarios. Por cada céntimo que aumenta el precio, vende dos helados menos al dia. Si el coste
por unidad es de 40 céntimos, éa qué precio de venta es maximo el beneficio diario que obtiene el
heladero? ¢Cual seria ese beneficio?

Sea x el nUmero de helados vendidos, precio de los helados 50 + x
1. Como hay que calcular el beneficio diario que obtiene el heladero, B(x), que seria igual al dinero
ganado menos el coste que supone:
ingresos= (200-2x)(50+x); coste=40(200-2x), por lo que la funcién seria:
B(x) = (200 — 2x)(50 + x) — 40(200 — 2x) = (200 — 2x)(10 + x)
B'(x) = (—2)(10 + x) + (200 — 2x) =180 — 4x , 180 —4x =0, x =45
Entonces el precio de venta en el que el beneficio diario es maximo es: 50+45=95 céntimos
2. Calculamos el beneficio para x=45
B(45) = (200 —90)(10 + 45) = 115(45) = 6050 céntimos
= 60 euros con 50 céntimos es el beneficio diario maximo

7. La produccion de cierta hortaliza en un invernadero (Q(x), en kg) depende de la temperatura (x en
°C) segtin la expresion Q(x) = (x + 1)? (32 — x)

a) Calcula razonadamente cual es la temperatura 6ptima para mantener en el invernadero.

b) éQué produccion de hortaliza se obtendria?

1) Selleva a cabo la optimizacion de la funcidn para calcular la temperatura 6ptima. Para eso pri-
mero se hace la derivada de la funcion y después se iguala a 0 para sacar soluciones.
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Q(x)=2x+1)B2—-x)—-(x+1)?>=Cx+1D(64—-2x—x—1) =
=(x+1)(63-3x); (x+1)(63—-3x)=0; x,=-1, x, =21
La temperatura 6ptima es 21°C, ya que es el mdximo absoluto.
2) Sustituimos la x por 21 para calcular la produccién de hortaliza (en kg) que se obtendria.

Q(21) =222-11 = 4 - 113 = 5324kg se obtendrian.

8. Una huerta tiene actualmente 24 arboles, que producen 600 frutos cada uno. Se calcula que por
cada arbol adicional plantado, la produccion de cada arbol disminuye en 15 frutos. é¢cual debe ser el
numero total de drboles que debe tener la huerta para que la produccidon sea maxima? ¢Cual serd esa
producciéon?

Sea x el nUmero de arboles nuevos
1) La produccion de los arboles en funcidn de x seria la siguiente:

2) P(24+x) = (600 — 15x)(24 + x); P(x) = (600 — 15(x — 24))x =
= (960 — 15x)x; P(x) = 960x — 15x?

3) Se hace la derivada de la funcidn y se iguala a 0 para calcular el numero total de arboles que de-
be tener la huerta para que la produccién sea maxima.

P'(x) =960 — 30x = 0; x = 32 éarboles

4) Calculamos la funcién cuando x= 32 para averiguar la produccién maxima.

P(32) =960 x 32 — 15322 = 32(960 — 15 x 32) = 32 x 480 = 15360 frutos

9. Un depésito abierto de latén con base cuadrada y capacidad para 4000 litros, ¢ qué dimensiones
debe tener para que su fabricacion sea lo mas econémica posible?

x = largo = profundo / y = altura

V = 4000 litros = 4000dm?
4000

Volumen: 4000=x% -y >vy= —

. 4000
Superficie = 4xy + x2 = 4x - —— + x?
y >
X

16000 5 16000+ x3
=— 4 - —
flx)===+x

X
2, 4 43 3_ 3_
£ (x) = 3x2 - x 162000 X3 _2x 126000; 2x x126000 =0; 2% =16000; x = Y8000 ; x=20

X
. 6x2 - x% —2x(2x3-16000) _ 2x*+32000x _ 2x3+32000
= = == R

, 2:203+32000 , .
f(20) = e > 0 - Porlo tanto tenemos un minimo para x = 20
4000
Y=—o = 10 Lado de la base: 20 dm, altura: 10 dm
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10. Se quiere fabricar una caja de volumen maximo que sea el doble de larga que de ancha y que,
ademas, la suma del ancho mas el largo mas el alto sea igual a un metro. Calcula las medidas que
debe tener la caja y cudl sera su volumen.

x =ancho / 2x =largo /y = altura

2x+x+y =1 - y=1-3x

Volumen/V =2x - x-y=2x2%-y=2x%(1 — 3x)

f(x)=2x?%-6x3

f(x)=4x-18x%> > 4x-18x%2=0 > x(4—18x) > x1=0; xZ=§

Tomamos el segundo resultado ya que 0 no es valido (las medidas de la caja no pueden ser 0).
f(x)=4-36x [~ (g) =4-36- 3 <0 = Hayun madximo para x =§

y=1-3.2=1 V= 2.3.3.1 8 Ancho:
; 03, 9 9 3 243 .

—-dm, Largo:-dm, Altura:—dm, Volumen: — dm?3

9 9 3 243

11. Se desea construir el marco de una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El metro lineal de
tramo horizontal cuesta 2,50 euros y el del tramo vertical 3 euros.

a) Calcula las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.
b) éCual sera ese coste minimo?

X
x = metros del tramo horizontal / y = metros del tramo vertical

precio metro tramo horizontal = 2,50 / precio metro tramo vertical =
Superficie:6=x-y > y= S

Perimetro = 2x + 2y = 2x + 2 - S

2
£(x) = 2% +£= 2x x+1z
2_ 2_ 2_ 2_
£(x) = 4xx 1(2x2 +12) 4x 232c 12 _ 2x 212 N 2x 212=0 S 2x2-12=0 > 2¢2=12 >
x2 X X
x1=4+V6  x2=-V6
La opcidn negativa no es vdlida
Cx2— 2_ 3_ 3
Fx) = 4x - x 2;:(2x 12) _ z;a: +24x _ 24x _ x3 ,f (\/—) - ﬁ _ > 0 ; Hay un minimo para x =
V6

y= % =6 Tramo horizontal = 2x =2v/6  Tramo vertical = 2y = 2v/6

Metros del tramo horizontal (largo) = V6 m Metros tramo vertical (alto) = V6 m
Coste minimo = 2,5(2\/5) + 3(2\/5) =116 euros
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12. Se quiere construir un recipiente conico cuya generatriz mida 10 cm y que tenga capacidad ma-
xima. ¢Cual debe ser el radio de la base?
Como deseamos que tenga capacidad maxima, debemos optimizar el volumen,
V(r,h) = %m‘zh con la condiciéon 72 + h? =102, r?2 = 102 — h? podemos prescindir de%
Sustituyendo en la férmula del volumen obtenemos f(h) = m(102 — h?)h = w(100h — h3)

Derivamos f'(h) = w(100 — 3h?) w(100—3h?) =0 h%= % ; h= $\1/—g
Descartando la solucidn negativa, h = %
Derivando de nuevo  f''(h) = n(—6h) f" (\1/—;) =7 (—61—2) < 0 portanto, es un maximo,
2
sustituimos enr? = 102 — h? 12 =100 — (E) — 200 . _ 299 _ 4. \/gcm
V3 3 3 3
h 10

13. Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable que una un
punto del suelo entre los dos postes con los extremos de estos. ¢ Donde hay que situar el punto
del suelo para que la longitud total del cable sea minima?

30

Queremos que sea minima lasuma:a+b; a=+v122+x2 ; b= \/182 + (30 — x)?
Tenemos f(x) = V122 + x2 +,/182 + (30 — x)2
fx) = ——2 280 ) X (30-) Igualamos a 0

2122422 2,/182+(30-0)2  V12Z+x?  ,[182+(30—x)2

x+/182+(30—x)2—-(30—x)-V122+x2 0
V12Z+x2.[18%+(30—x)2 o

x-/1824+ (30 —x)2— (30 —x) V122 +x2 =0

x-+/182 + (30 — x)2 = (30 — x) - V122 + x2 elevamos al cuadrado los dos miembros

tomamos sélo el numerador
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x?-(18%2 4+ (30 —x)?) = (30 — x)? - (122 + x?) simplificando, nos queda
x?-182=(30—x)?-122 ; 324x?% = 144x% — 8640x + 900 - 144

180x2 + 8640x — 900 - 144 = 0 dividiendo entre 180, x2 + 48x — 720 = 0
Obtenemos x=12 y x=-60, descartamos la negativa

Estudiamos crecimiento y decrecimiento en (0, 12) y (12, 30)

f(1)<0 yf(20)>0, por tanto en x = 12 hay un minimo.

14. Determina el radio de la base y la altura de un cilindro de 54 cm? de area total para que su volu-

men sea maximo.

Como deseamos que tenga capacidad maxima, debemos optimizar el volumen,

V(r,h) = nr?h con la condicién 2mr? + 2nrh = 54

54-2mr? _ 27-mr? - .
= = sustituimos en la férmula del volumen y obtenemos

Despejamos h, h py—.

= g2 27T (0 2y = 97 _ 3 -
f(h) =nr — r- (27 —mr®) = 27r —nr>  derivamos

f'(r)=27—-3nr?; 27-3nmr?=0 ;r=7% E—; = ?in descartamos la solucién negativa

\/_
f''(r) = —6mr f”(\/%) = _6“\/3_E < 0 por tanto, es un maximo para
2
r= \/_E cm y h= ?—\/—Ecm

15. En la oficina central de Correos de cierto pais estan expuestas las tarifas del servicio de cartas,
que son las siguientes:
- Cartas hasta 20 gramos de peso: 17 céntimos de euro.
- Por cada 10 g o fraccidon de exceso de peso hay que afadir 5 céntimos mas.
a) Escribe la formula de la funcidn y = f (x) (donde x representa el peso de cada carta en gra-
mos e y el precio que se tiene que pagar para enviarla), hasta 50 g.
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b) Representa graficamente la funcidn e indica en qué puntos de su dominio es discontinua y
por qué.

a) Six<20 y=17 ; si 20<x<30 y=22 ; si30<x<40 y=27 ;si40<x<50 y=32

17 six <20

)22 si20<x<30
FG) =9%7 5130 < x < 40

32 si40<x <50

Se trata de una funcidn escalonada y por tanto, es discontinua en los extremos de los intervalos:
x=20 ; x=30 y x=40

16. El coste total de produccién de x unidades de un producto es C(x) = %xz + 6x + 192. Se define
la funcién coste medio por unidad como: C,,,(x) = % .

¢Cuantas unidades hay que producir para que el coste por unidad sea minimo?

1.2
_ Cr _ gxitex+19z 1 192~ 1 12 1192
Ch(x) = — = ” —3x+6+ — Cm(x)—3 = 3 XZ—O
" __ 576 17, __ 576
x=24 Yy Xx=-24 como C m(X)—X—3 C m(24)_ﬁ>0

luego el coste es minimo para x = 24

17. - Una franquicia de tiendas de moda ha estimado que sus beneficios semanales (en miles de
euros) dependen del nimero de tiendas que tienen en funcionamiento (n) de acuerdo con la
expresion: B(n) = —8n3 + 60n? — 96n Determina razonadamente:

a) El numero de tiendas que debe tener para maximizar sus beneficios.
b) Elvalor de dichos beneficios maximos.

a) B(n)=-8n3+60n%—-96n
B'(n) = —24n? + 120n — 96 ; —24n? + 120n — 96 = 0 resolviendo, n=1y 4

(—oo,1) (1,4) (4, +x)
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B'(=2) = —-24-(=2)2+120-(=2) — 96 = —432, decreciente
B'(2) = —24-22+4+120-2 —96 = 48, creciente

B'(6) = —24-62+ 120 -6 — 96 = —240, decreciente

n=1 es un minimo y n=4 es un maximo.

La franquicia ha de tener 4 tiendas para maximizar sus beneficios.

b) B(4)=-8-43+60-42—-96-4
B(4) = —512 + 960 — 384 = 64
Se multiplica por 1000 porque los beneficios estan en miles de euros
64 - 1000 = 64000
El beneficio maximo sera de 64000 euros.

18.- Sea la funcion: y = 2 f% —1=2 fZ%"

a) Indica su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.
b) Realiza la representacion grafica de la misma.

a) b)
0 Dominio: (0, 2]
2-x=0, x=2; x=0

(—00,0) (0,2) (2,4+0) >
Signo: neg. Pos. neg.
0 Monotonia: 5
Crecimiento: no tiene
Decrecimiento: (0, 2) R S 5 10

0 No presenta ningun punto de inflexion.

0 Asintotas: x=0.

—(x+4)?%+4 six< -2
x2 -4 six> -2

a) Dibuja su grafica aproximada y analiza su continuidad y derivabilidad.

19. Sea la funcién f(x) = {

b) Calcula los maximos y minimos absolutos y relativos de la funcion en el intervalo [-8, 8].
a) El primer trozo es una parabola abierta hacia abajo, —(x + 4)? + 4 = —x? — 8x — 12
Los cortes con el eje Xson, —x2 —8x— 12 =0 x=-6 y x=-2 y el vértice estd en x =-4

El segundo trozo es una parabola abierta hacia arriba con cortesenx=-2 y x=2, vértice x=0
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Es continua y derivable en todos los nUmeros reales
b) En (-4, 4) hay un maximo relativo

En (0, -4) hay un minimo relativo

En (-8, -12) hay un minimo absoluto

En (8, 60) hay un maximo absoluto

20. Obtén y representa una funcién polinémica de tercer grado y = ax3 + bx? + cx + d tal que
tenga un minimo en el punto (1, 1) y un punto de inflexién en el punto (0, 3)

Si pasa por el punto (1, 1) .. ceveerecrieeene e f(1)=1

MINIMO €N (1, 1) werieiieecreceeeereerreeceecee et e e f(1)=0

Pasa Por (0, 3) ettt er e f(0) =3

Punto de inflexidn en (0, 3) .ccecvveeeveee e, f’(0)=0
fx)=ax®+bx?>+cx+d f'(x) =3ax?+2bx+c  f"(x) =6ax+2b

Sustituyendo: f(1) =a-13+b-12+c-1+d=a+b+c+d=1
f(0O)=a-03+b-0°+c-0+d=d=3
ff)=3-a-1242-b-14+c=3a+2b+c=0
f"(0)=6:-a-0+2b=2b=0 de donde
d=3 ; b=0 ; a+c+3=1 ; 3a+c=0

a+c=-2 - a+t+c=-2
Multiplicando la E1 por (-1) y sumando { a=1yc=-3
{3a+c=0 P por (-1)y 2a =2 y
Nos queda f(x) = x3 —3x + 3 su gréfica es:
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Funciones

21. La puntuacidn obtenida por un estudiante en un examen depende del tiempo que haya dedicado

a su preparacion (x, expresado en horas) en los siguientes términos:
x -
3 si0<x<15
G(x) = 2x

0,2x+ 3
a) Estudiay representa la funcién. Si un estudiante ha dedicado menos de 15 horas a preparar el
examen, justifica que no aprobar3, esto es, que obtendra menos de 5 puntos.

b) Justifica que la puntuaciéon nunca puede ser superior a 10 puntos.
a)

six > 15

Para valores menores de 15 la grafica de la funcidn es una recta, creciente y el maximo lo alcanza
cuando x = 15 con un valor de 5, es decir, con menos de 15 horas no llega al 5.

. 2x . 2x .2 , .
b) Calculamos lim = lim — = lim — = 10 por tanto, como maximo se puede obtener
x—o00 0,2x+3 x—o0 0,2x x—00 0,2
un 10.
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“ Funciones

AUTOEVALUACION
sen(x+3)

1. El dominio de definicion de la funcién f(x) = 2 x?-4
Igualamos el denominadora0: x2—4=0

x? =4

x =4

x =42
Dom f = R — {+2,-2}

La respuesta correcta es la a)
. .z . .z (x—-1)(x+4)
2. Los puntos de interseccidn con los ejes coordenados de la funcién f(x) = Earor
Corte con el eje y; x=0
O-DHO+4) 1HHA) -4 4
(0-3) 3 3
P(0, 4/3)
Corte con el eje x; y=0
x—1D(x+4
O=( (x)—(3) )—>0-(x—3)=(x—1)(x+4)—>(x—1)(x+4)=0—>
-»x—1=0=>x=1
-x+4=0=>x=-4
P(ll 0)' (-41 0)
La respuesta correcta es la c)

3. Indica cudl de las siguientes funciones no tiene ningun tipo de simetria:
a) y = x?
y=fl)=x*
f(=x) = (—x)* = x*
Como f(x) = f(—x) presenta una simetria par.
b) y=x3
y=f()=x°
f(=x) = (=x)° = =
—f(x) = —(x%) = —x°
Como f(—x) = —f(x) presenta una simetria impar.
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Funciones

c) y=e¢e*
y=fx)=e"
f(=x)=e7*

~f() = ~(e¥) = —e*

Como f(—x) # f(x) # —f(x) no tiene ningun tipo de simetria

d) y = sen(x)
y = f(x) = sen(x)

—f(x) = —sen(x)
f(=x) = sen(—x)

Como —f(x) = f(—x) presenta una simetria impar.

La c) no tiene ningun tipo de simetria

i . = G=D&-D
4. Las asintotas de la funcién f(x) = (x—3)(x-2)

x—3=0-»x=3

. B3=-2)3-1) 12
lim =—=00

-3 0-(3—4) 0

. (x=2)(x-1) _ 2
x->3- (x-3)(x-4)  oF

. (x=2)(x—-1) _ 2 —o
x>3% (x-3)(x—4) 0=

= 00

Asintota vertical x=3
x—4=0->x=4

L A-DE-D 6
i (4—-3)-0 0

. (x-2)(x-1) _ 6

oy oy oy Sl

Asintota vertical x=4

. (x=2)(x-1) _® . _11_
;l_r)l;lo (x—3)(x—4) © ,ll_r)l;, (Z_E)(f_i) 1

Asintota horizontal y=1
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Funciones

Como tiene asintotas horizontales no tiene asintotas oblicuas.

La respuesta correcta es la a)

5 La funcion f(x) = {xz -3 x<0 tiene maximos y minimos en los puntos de
| x3—12x+1 x>0

abscisa siguientes.

rron _ [2X x<0
f(’()_{3x2—12 x>0

2x=0 ; x=0
3x2-12=0 ; 3x2=12 ; x= [Z=2
Para x < 0 la funcién es decreciente, en (0, 2) también es decreciente y en (2, o) es creciente
Por tanto tiene un minimo en x =2
La respuesta correcta es la b).

¥ =3 x<0

; 5 tiene un punto de inflexidn en el punto de abscisa:
x—6x"+1 x=20

6. Lafuncion f(x) ={

a)x=2 b)x=0 c)x=3 d)x=-2

Calculamos la segunda derivada

. (2 x<0 _ L - . _
f(x)—{6X >0 6x=0 ; x=0, comoparax>0 f”(x)esdistintadeO, enx =0 hay un

punto de inflexién

La respuesta correcta es la b).

7. Indica cudl de las siguientes afirmaciones es falsa:

a) El dominio de las funciones polindmicas es siempre toda la recta real

b) Las funciones definidas a trozos nunca son continuas

c) Las funciones exponenciales estan definidas en la misma regién que su exponente

d) Las funciones: y = €'; y = sen(x); ¥ = cos(x) estdn definidas en toda la recta real

La respuesta correcta es la b).
—(x+4)2+4six< -2

5 i es continua
x“—4 six =>-2

Por ejemplo la funcién: f(x) = {
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“ Funciones

8. Lafuncién f(x)= x=2)x-1) no esta definida en los intervalos indicados:
(x—=3)(x—4)
a) (1, 2),(3,4) b) [1, 2], [3, 4] c) [1, 2], (3, 4) d) (1,2),[3, 4]

f(x) estard definida en los intervalos que sea positivo el valor de la expresion de dentro de la raiz y no
anule el denominador, tomamos valores dentro de los intervalos y sustituimos,

(1, 2) negativo; (2, 3) positivo ; (3,4) negativo ; (4,5) positivo

La respuesta correcta es la a).

9. Lafuncién f(x)= ln(w) tiene como asintota horizontal:
(x=3)(x—4)
a)y=0 b)y=1 ¢) No tiene d)y=1/6
-2 -1 -2 -1 1
TG ) C el O L C )Lt B R B

e =Dk -4 e x—-3x-4) 1

La respuesta correcta es la a).

10. La funcién f(x]; = 2.cos3x tiene como amplitud y periodo:

a)A=2,T=2n/3 b)4=3,T=n c)4=4,T=2n/3 d)4=2,T=2n

La respuesta correcta es la a).
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Integrales

Actividades propuestas
1. Calcula las siguientes primitivas
a) [4x*dx b) [3x%dx ) [5x*dx d) [(5x* —4x® + 357 )dx
a) [4x3dx=x*+C
b) [3x2dx =2+ C=x*+C
o [sxtdx=""+C=x5+C

d) [(5x*—4x3+3x%)dx = x°—x*+x3 + C

2.Dada f(x) = (x3—3x? + 2x + 1), calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0) = 4
4 3 2 4
F(x) = [(P-3x2 +2x + Ddx = =35+ 25 +x+C ="~ +x2 +x+C
4
Como F(0)=4, F(0)=OT—O3 +02+0+C =4,luego C=4, de donde,

4 3 2
F(x) =% —35+2>+x+4

3. Comprueba si F(x) = (4x3+2x%* — x + 5) es una primitiva de f(x) = (12x%? + 4x + 3). En
caso negativo, explica por qué.

La derivada de F(x) ha de ser igual a f(x)

Si derivamos F(x) obtenemos F'(x) = 12x2 + 4x — 1 # f(x)
Por tanto, F(x) no es una primitiva de f(x)

4. Determina los valores de a, b, c y d para los que (4a3 + bx? + cx + d) es una primitiva de la
funcién f(x) = (4x* — 5x +3)

F(x) = [(4x? = 5x + 3)dx = 4953—3—5362—2+3x+C , por tanto,

a=-, b=7, c=3,d=C

5. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de
esperar, han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no
encontrar ningun error en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quien
tiene bien el ejercicio. Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el
problema. ¢Como es posible?

Pueden diferir en constantes y estar los dos bien, ademas de las posibles simplificaciones.
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Integrales

6. Razona por qué la grafica siguiente:

’: fE(:r]da:

T/
\:

es una primitiva de la funcién “parte entera de x”, E(T) (salvo en los puntos de discontinuidad

donde no es derivable):

[1dx =x [2dx=2x  [3dx=3x [(-Ddx=-x [(-2)dx=—-2x

7. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

a) j‘i}% dx

haciendo x = /2.

V-
iz

= [(t® —t*)12t8dt = 12 [(t1* — t13)dt = 12 (f - f) +C
15 13

x = t1?, dx = 12t'dt , sustituyendo, obtenemos [——— " 12t11dt, simplificando,

3 1215 12\ 13
x=1t2,t="/x , deshaciendo el cambio, fﬁwﬁ-dx =12 <( ﬁ) _{ \g) >+ C

b) ‘[ d haciendo &' =+.
? +€
dt  dt _ 11 .
e*=t, e¥dx=dt, dx=—=—, e *=—=- sustituyendo,
e t eX t
d dt dt dt
X T Tt _
== ft+_1 == ft2+1 arctg(t) + C = arctg(e®) + C
t Tt
4
c) jia’x haciendo 1+ 2x =¢*

V1+2x

2_
1+42x =t%, 2dx=2tdt, dx = tdt , xz%, t =+v1+2x

5(1:2—1)4
=[xzl tdt—5f(t )" gp = = [(t8 — 4% + 6t* — 4t2 + 1)dt =

f\/1+2x vtz
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Integrales

9 7 5
_ 1_56((\/1+92x) _4 (\/1+2x) +6 (\/1+52x) _4 (\/1+2x) m) 1

d) J‘* haciendo x++yx? -1 =+
2
r+x -1

x+Vx2—1=t, Vx?2-1=t—x, (Vx2—1)2=(t—x)2

2 _ 42 2 _ 42 _t?+1
—1=t“4+x“—-2xt, 2xt=t“+1, x= vl

ot (12 . 2_ 2_
dr = 222 g - CO22) g = 14t de donde,
4t
dx 1 t?- 1 t=2
Samm=liGmae =30 (G-5)d =3 (G- c2)ar=;(miel+ ) +c
Deshaciendo el cambio, In[x + Vx? — 1| + +C
v V”___' ( | 1 z(x+v§f“) >
e) J(2 sen’ x+3sen’ x—sen x+3)cosxdx haciendo senx =1
senx =t , cosxdx = dt, sustituyendo, nos queda,
s 5 LA SR sen* ;. sen’x
t*+3t*—t+3)dt=2—+3———+3t+C= + sen’x — + 3senx + C

4 3 2

f) f\/l—xzdx = Haciendo x=sent ; t=arcsenx ; dx = costdt

[ V1 —sen?t cost dt = [Vcos?t - cost dt = [ cost - cost dt = [ cos?t dt = I%dt =

= [2dt+=[cos2tdt = [~dt+=-=[2cos2t dt ==t +~- sent = ~arcsenx +~x + C
2 2 2 2 2 2 4 2 4

8. Elige el cambio que simplifica las siguientes integrales:

a) J&dx

2
(vt +2xf t=x*+2x, dt=(4x3+2)dx=22x3+ 1)dx
tgx

b) [———dx )

cos” x _ —

t=tgx , dt = T

0 Iln(llnx)dY . )

Yo t=In(lnx) , dt=- dx=—dx

Inx xlnx
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Integrales

d) IZr}w!x4—49 - dx
t=x*—49 , dt =4x3dx

J‘ x+1
vl +2 =x+1 , 3t?dt=dx

f}_f\/x_jdr
I-dx t=1-—4x? , dt = —8xdx

9. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

a) _[[43:3 +3x3—%+\/; dv
x

S,
b} Ilnr

S (fm—xdx—flnx-idx)
c) Jsenxcosxdx ;

Sl

d [——— ,—1_x2dx =eresenx L ¢ 5
2 z
) fall'itgzx (arc;gx) 1C S
Iln(x+l)d¥
f oo NO
senx I
g) [ tgx - cosxdx = [—— cosxdx = [ senxdx = —cosx+C Si

J‘T*l
h) ~Vl-x? Si

i) [eras NO
4 2
Ix —22x +1dx
k) -l Sf [x*—2x2+1=(x%2-1)?]
2, 3
J) JIY e’ dy NO

10. Resuelve las siguientes integrales:

xd., 4 3 2 4x 3x 2x
) [l et et t=e¥dt =e*dy, [P+ 2+ 0)dt ==+ +S+C="—++4¢

dx
Inx+2)—
J( al )Y =(lnx+2)2
2

+C
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Integrales

¢) |In(cosx)tgxd.
}J (cosx)tgxdx , t=1In(cosx), dt=_senxdx=—tgxdx=
CcoSXx
2 2
=—ftdt=-C 4=’ o
2 2
X dx
d)j Akl
1+x* _1 2x =l 5
_2f1+(x2)2 dx zarctg(x )+ C
L €e'dx
Ijm_f ©dx = arctg(e®) + C
1+ (e)2 x = arctg(e

‘. 2 ) ‘de.
j) [r-cose™ e dx , t=e*, dt =2xe*dx , %fcostdt = ésent +C= %sen(exz) +C

11. Resuelve las siguientes integrales:

a) [(x* +x+1)edx {u=x2+x+1 - du=(2x+1)dx}
dv = e*dx > v=[e¥dx=¢e*
f(x?+x+ De*dx = (x? + x + 1)e* — [(2x + 1)e¥dx =

{ u=2x+1 - du=2dx }

dv:exdx - U=IBde=ex = (X2+x+1)ex—[(2x+1)ex—f23xdx] =

=(@x?+x+1)e*—QRx+1e*+2e*+C=x*—x+2)e*+C

b}Jln-"d"{ u=inx = au=-dx }flnxdxzlnlxlx—fxidx:xmbcl—X+C

dv=dx - v:fdx:x

c}jxcosxo’x u=x - du=dx
dv = cosxdx - v = [ cosxdx = senx

[ xcosxdx = xsenx — [ senxdx = xsenx + cosx + C

Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva Jcos (Inx)dx.

Para ello, multiplica y divide el integrando por JCOS (in x) d: goz(if)dijz..-
R *Xadx = X
! plicay & P v Y e = dy > v=__.
X
u=x - du=dx
cos(Ilnx)
I =|cos(lnx)dx = | ———-xdx = cos(Inx
J cos(inx) / x dv = %dx - v = sen(lnx)
= xsen(Inx) — [ sen(Inx)dx.
u=x - du=dx
sen(lnx)
sen(lnx)dx = | ———— - xdx = sen(inx
/ (Inx) / x {dv = %dx - v= —cos(lnx)}
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Integrales

= —xcos(Inx) + [ cos(Inx) dx.
I = xsen(Ilnx) + xcos(Inx) — 1, 2I = xsen(Inx) + xcos(Inx)

I= %x(sen(lnx) + cos(lnx) )+ C

= - =
d) [ arcsenxdx = [u arcsenx — du = \/__x _
dv=1dx - v = x
X
arcsenx-x—fﬁdx— [t 1—x2 >dt= —2xdx—>—2 xdx
— 1,2t 1 t%
arcsenx - x — f‘Ti = arcsenx - x + Ef tzdt = arcsenx - x + - =
2

1
= arcsenx - x +tz = arcsenx - x +V1 —x2+C

e) [ senax - e?*dx = obx

u; = sen(ax) —» du,; = a- cos(ax)dx
dv, = eP*dx » v, = —

— — 2
= . — = —
ePXsen(ax) aeb* cos(ax) u, = a-cos(ax) — du, a“sen(ax)dx
= b — f b dx = d ebx ebx
V) =— oV =—
17 p 17 p2
_ ePXsen(ax) (aebx cos(ax) + fazebx sen(ax)) i
- b b2 b2 o
_ ePXsen(ax) (aebx cos(ax) + a? fsenax ebxdx)
- b b2 b2
beb*sen(ax)-aeP* cos(ax a?
(@) @0 _ 2 [ senax - eP*dx
b2 b2
Haciendo I = [ senax - eP*dx
beb*sen(ax)—aeP* cos(ax) a2
I= —Z
b2 b2
a? beP*sen(ax)—aeb* cos(ax) a?+b? beb*sen(ax)—aeb* cos(ax)
I+=1= ; I =
b2 b2 b2 b2
beb*sen(ax)—aeb* cos(ax
De donde, [ = (@) ¢ )+C
aZ+b?
12. Resuelve las siguientes primitivas.
dx 2
a) fx2_4 x2—4=0; x, =2,x, = —2
1 _ A B _AwrDtE0m2) g A(x+2)+B(x—2)
X2—4  x-2 x+2 (x2-4)
x=2 1=4A->A=1/,
x=-2; 1=-4B->B=-1/,
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Integrales

d 1/4 1/4
fxz)_(4=f(xa) f =f d+f —
=lf de—lf L dx =—1n|X— 2| ——1n|x+ 2| = —(1n|x—2| —In|x + 2|) — 5% g| iC
47 x-2 47 x+2 4 4 4 g "
dx
b) f(x+1)2
= = -2 G+t -1
J (><+1)2 =/ (x+1)2 dx=[(x+D?dx="——=—+C
x dx 2 n _ _
C) f (X+1)2 (X + 1) - Or X]_ — 1, Xz = 1
x _ A B A(x+1)+B _
x+1)2  (x+1) @ (x+1)2  (x+1)2 - x=Ax+1)+B

x=-1, B=-1

x=0; A=1
xdx 1 1
= —dx — 1)72dx =
f(x+1)2 e f(+1)2 =) i dx TG+ D7 dx
(x+ 1™ 1
=1 1| —-————=1n 1|l+—+C
nfx+ 1] - —— o+ 14—t
d)f(ﬂ)zdx efectuamos la divisidn, obtenemos C(x) =x—2; R(x)=3x+2, luego
3x+2
f(x+1)2dx—f(x—2)dx+f s —dx , comox? +2x+1 = (x+ 1)
f(x+1)2 dx = [(x — 2)dx + 3 f 2+2X+1dx+2f( =y dx =
X 3 2 2
——2x+-In|x*+2x+ 1| ——+C
2 2 x+1
x2+x+1 x2+x+1 x2+x+1
e)fx3 4x2+4x f(x2—4x+4)(x) - f(x)(x—z)z
x%+x+1 _é B c
OG&-2)>  x  (x-2)  (x-2)?
x2+x+1=Ax—-2)>+Bx)(x—2) +C(x)
1
x=0 1=4A->A=-
4
7
x=2;, 7=2C->C==
2
1, 3=2—B4+i5 5= _po>_p
= 1 = — — _— — = — - - =
x=4b 4 274 4
X2 +x+1 1 3 7( 1
fm ——f dx + - f—d + - f 2)2 —>Zln|X|+ZlI’1|X—2|—E(E)+C
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“ Integrales

)f 3x2+1 X: 3x%+1 _ A Mx+N
(2x-1)(3x2+2) ' (2x-1)(3x2+2)  2x—1 = 3x2+2

-»3x2+1=ACx*+2)+ (Mx+N)(2x — 1)

x=0-1=24-N->N=24-1-2(1)-1 SN=2

x=1>4=AG)+(M+N)>4=5A+M+N->4=5A+M+24—1 —>M:%

x=2-13=14A+ (2M + N)3 > 13 =14A+ 6M + 3N —>A=l1
f#;xluz) x:HIZx—lx f#ziz)xzzfm1 Hf:x;fz
:—ln|2x—1|+ f36x2:32 =—ln|2x—1|+ f32+2 Hf(\/ix)uzdx:
=%1n|2x—1|+11—11n|3x2+2|+— \/_arctan(‘/\/__)+C

x2-2 x?-2 A B , C, Dx+E
8 s s e te Tyt o

>x2—2=A(?+1)+B(x(x?+ 1)) + Cx?(x*+ 1) + (Dx + E)x® -
x=0;,-2=A

x=-1;, -1=—-4—-2B+2C— (-D +E)
x=1,-1=-4+2B+2C+D+E
x=2;2=-10+10B + 20C + 8 (2D + E)
x=-2;2=—10—10B + 20C — 8 (—2D + E)

3=—-2B+2C+D—-E
6 =4C + 2D

27 =30C + 21D + 3E

—-3=10C+11D - 3E

_>F1+F2_)5F1+F3_)_5F1+F4

-B=0;C=3;D=-3;E=0-

x“=2
fx3(x2+1) - _Zf dx + 3f dx __f 2+1 -
x~? 3 2 1 3 2
= —2_—2+ 31In|x| —Elnlx +1|+C = =+ 31n|x| —Elnlx +1|+C
p) [EEEEOXES ”X"Z:f"” dx = (x3 + 2x2 4 5x + 3): (x2 +1); r(x)=4x+1; c(x) =x+2
= [(x+2+ 5 )dx =

= x? +2x 4+ 2In(x? + 1) + arctg(x) + C

)f X+1 dx - x+1 — A B C Dx+E
(x-1)(x+1)2(x2+1) (x—1)(x+1)2(x2+1) (x-1)  (x+1)2  (x+1) (x2+1)

x+1=A+1D?x?+1D)+Bx—-DE*+D+Cx—-DEx+DE2+ 1)+ Dx+E)(x—1)(x + 1)
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“ Integrales

x=-1;, 0=4B; B=0
x=1, 2=84; A=4
x =0; 1=4-C—-E
{x=—2; —-1=20—-9C+6D—-3E >C=-7D=-9E=10
x=2; 3=180+15C + 18D + 9F
—9x+10 4

dx + [———dx =

(x 2+1)

x+1
f(x 1)(x+1)2(x2+1) f d + f( +1)

7f d+f(21)dx+10f dx =

(x2+1)

9
=4In|x — 1| — 7In|x + 1| —Elnlx2 + 1| + 10arctgx + C

13. Halla las siguientes primitivas:

a)fsen(§x+1)dx; t=§x+1 %=§—>dx=%

e Ahora sustituimos en la integral y la resolvemos.

2-dt 2 2
jsen(t)T - §-jsen(t) dt — §-(—cost) -

e Sustituimos otra vez t por lo que teniamos y obtendremos el resultado.

2 -cos (%x + 1)
> — +C
3
sen(3x) sen (3x)
—— dx = ——_dx
) 3eos(3x) J (cos (3x)3
dt dt
t = cos (3x) — i —sin(3x) -3 - dx = —sen(3x)-3

Ahora lo sustituimos y realizamos la integral

sen{3xy) dt
T o —>f———dt—> ——dt—>— —1dt
t3 3t3
1 1 t3 1 33/cos(3x)? 3/cos(3x)2
t3dt—>—— - - —=" - — +C
3 3 2 3 2 2
3
( ) COS(X) ( )
COtg X sen(x) Cos(X
c) fsenz(x) f sen?(x) dx - fsen3(x)
t dt
t=sen(x) ; — =cos(x) »dx = ——;
dx cos(x)
ees@e} dt J‘ j 1
—> dt-> [t3dt > —>———=+C
,[ t3 2sen(x)?
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Integrales

j‘ cotg(x) dx = 1
sen2(x) ~ 2sen(x)?
sen2x _ 1 ( 2)sen2x __l- -1 _ 1
) f (cos Zx+1)2 - f(cos 2x+1)2 T2 (cos2x+1) te= 2(cos2x+1) +C

t=(cos2x+ 1) dt= (—2) - sen 2x dx
e) [(tanx)?dx=[(1+ (tanx)? —1)dx=[(1+ (tanx)?)dx — [1dx=tanx —x + C

f) [(tanx)? +x+ 1) dx=[(1+ (tanx)? + x)dx = [(1 + (tanx)?) dx + [ x dx =

x2
=tanx+7+C

tanx tan“x
dx = C
g)f cosZx 2 +
x 1-t2
dx t=tg> cosx = _—
W = caso general - -
dx = senx =
1+t2 1+t2
2a = 2 2-(t-1)"1 2
1+t2 _ 1+t2 _ _ &« - _ -
fl sen?x f _2t = / Gz dt = f(t—l)z dt = - T C= 1 +C
1+r:2 1462 2
dx 1 1
i) —=[—dx Caso: =— Impar en seno
senx senx —senx senx
cosx =t; senx = V1 — cos?x = V1 — t?
dt dt
—senxdx =dt; dx = = ——
’ —senx V1i-t2

dx _ 1 . —-dt
fsenx - fsenx - J.\/1—1:2 Vi-tz f -1 dt
A B

2-1=0-t=41 —>o—=-"—F—
te—-1 t—-1 t+1

1=A(t+1)+B(t—1)
t=1; 1=42 >A=-

t=-1; 1=-2B —>B=_%

1

1 1
ftzldt-f;%;dt+-f;§dt

= E(lnlcosx — 1| —In|cosx + 1|) + C = %ln

- lln|t —1| —llnlt +1| =
2 2

cosx—1

cosx+1
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Integrales

j) [sen?xcosxdx ; senx =t , cosxdx = dt:
2 2 t3 sen3x
[sen’xcosxdx = [t?dt =< +C=——+C
1—-cos2x
k) [sen’xdx; senx = —
1—-cos2x

[ sen?xdx = | dx =% (1 = cos2x)dx = %f ldx — %f cos 2xdx =

X sen 2x

Zx —=fcos2xdx ==x —=-=[cos2x-2dx =-x —~sen2x + C == — +C
27 2 27 2 2 27 4 2 4

1—cos2x
2

1+cos2x
2

) [sen*xdx ; sen’x = ;. coslx =

- 2 - -
fsen"xdx _ f(senzx)zdx _ f(l chJs Zx) dx = J-(l c02522x) 2 dx = fl 2 cos 2x+(cos 2x)? dx =

4
=2 [1dx —[2cos2xdx ++ [T g = X _SMEX L 22 [ dx + -2 [ cosdx dx =
4 4 4 2 4 4 4 2 4 2
x—sen2x+£+l'lfcos4x.4dx:3_x_sen2x+sen4x+C
4 8 8 4 8 4 32

m) [(cos x)*dx = [((cos x)?)? dx = %f(l + cos 2x)?dx =

1

=5f1+2c052x+(cost)zdx=§f1dx+%f2c052xdx+if1+Cos4x=

=§f1dx+§f20052xdx+%f1dx+%f4cos4xdx=

=lx+lsen2x+lx+lsen4x+ C =lsen4x+lsen2x+§x+ C
2 2 4 8 8 2 4

n)[ cos(In x) dx
u=cos(In x) dv= dx
1
du = —sen(Inx) ;dx v=2x

[cos(Inx)dx = x-coslnx — [ % (— sen(Inx) i) dx=x cos(Inx) + [ sen(Inx) dx
fudv=uv—fvdu
u=sen(ln x) dv= dx

du = cos(In x);dx V=X

x cos(Inx) + xsen(Inx) — f % cos(In x) > dx =

=x cos(Inx) + x sen(Inx) — [ cos(In x)dx
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Integrales

f cos(Inx) dx = xcos(lnx) + xsen(lnx) — f cos(Inx)dx

I = xcos(Inx) + xsen(Inx) — I

. x cos(Inx) + x sen(Iln x)

2] = xcos(Inx) + xsen(Inx);

2
x cos(Inx) + x sen(In x)
cos(Inx) dx = 5 +C
o 1+(sin x)?2 sen x)?
n)f(_—)dx=f—dx +f(—)dx
sSiInx cosx Senx cosx SeR-X¥CoSs X
*Hacemos la primera integral:
1
—dx
Sen x cos x
Sabemos que:
x 2 2t 1-t2
tan-=t > dx =—5dt; senx= —5 ; COSX =—
2 1+t 1+t 1+t
2t 1-t?  2t-2t3
Senx cosx = =

1462 142 (1+t2)2

f 1 x=f 1 2 dt=fﬂ-idt=f 2(1+t2)2

2t—2t3  {4¢2 2t+2t3-2t3-2t5

senx cosx 2t—2t3  1+t2
(1+t2)2
2 2 2
_* 5, (1+¢2) _ (1+¢2) - (1+t2) _[_1+t?
2 "‘f t—t5 dt ft(l—t“) dt J-t(1—t2)e}-|-@dt J-t(1—t2)dt

1+t2 A C .

B
t(1-t2) t  1-t 14t

1+t?=A010—-t>)+Bt(1+t) +Ct(1—1t)

*Calculamos A, By C dando valores a t:

Sit=0; 1=A(1-0%); 1=4

Sit=1; 2=B-1:(1+1); 1=B

-Si t=-1; 2=2C; 1=C

*Sustituimos los valores:
1 1 1

j <—+ 4 —) dt = In|t| — In|1 — ¢] +In|1 + ¢]
t 1—-t 1+t

*Sustituimos t por tan ;—C :

f;dx =In |tan f| —ln|1 — tan f| +1n|1 + tan f|
Sen x cos x 2 2 2

*Realizamos la segunda integral:

senx
f dx = —In|cosx|
cosx
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Integrales

*Por tanto:

f—(1+(senx)2) dx =In |tan §| —In |1 — tan §| +In |1 + tan §| — In|cosx| + C =

Ssenx cosx

dx _ __t 2, _
0) f—1+sen2x t=tgx senx=_— sen’x = o—
dx=-2  cosx=-—— cos?x = —
T 1412 T Vel T o241
s d d 1, d
1462 _ 1+t2 t _ t t _
f1+sen2x f t2 f t2414t2 T J.2tz+1 - fz(t2+l) - Eft2+l -
tea t2+1 2 2
1 1 1
= arctg—=+C=--— rctg +C==--— rctg g +C——arctg(\/_ tgx)+C
\/_ \E 2 \/— \E 2 \/— = V2
p) [sen 5x - cos 4x dx sen(a + B) + sen(a — B)
sena-cosf =
2
[ sen 5x - cos 4x dx = [ == (5X+4X);Sen G dx = lf(sen 9x + sen x)dx =
=— (f sen9xdx + [senxdx) == ( [ sen9x - 9dx+fsenxdx)
=3 (; - (—cos 9x) + (—cos X)) +C= —%(Cozgx + cos x) +C
f dx t=t¢t X X tgt 2 tg t d 2 dt
=tg = —=arctgt—> x=2arc X= ——
DV | 13712 cosx &2 8 & 1+
1—t? 2t . 2t
COSX = sen x = X =
1+ t2 1+ t2 8 1—t?
d 2dt 2dt _2dt 2dt 1
X 1+t2 1+t2 1+t2
f 13+12 cosx f 13+12(1+t2) f 13+121_+1tzzt2 f 13+13tf:t]éz_12t2 f t2+25 ft2+25
— 2 (- dt=2 larctel+ C = Zarcte (2
=2[ggdt=2 carctg_+C= 5arctg( - )+ C
14. Resuelve las siguientes integrales definidas:
a) (xg +x+1)n’x 3 2 6 3 2 3 2
) =T+ 4y =(S+Z+6)-(F+5+0)=92
3 2 0 3 2 3 2
1
b) | (x* +x+1)dx 3 2 1 3 2 _ 2
L ) =1+1+4 =(L+l+Q—(“) —— (1»
3 2 1 3 2 3
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Integrales

c)‘l"‘g\,\/\,z_”(h V3 1 (x2 )E\E 3 3
X : 1 V3 1 1 (x2+1)2 1 > 3
0 =-J, 2x(x* + D2dx = - : =3 K((\/g)z + 1)2> — ((02 + 1)2)l = -
0
1 x+1
d) ,L 2 +72x+2d —f 2x+42 —lnlx 2%+ 2|| 1 (ln5) (lnl)] Ins
1x2+2x+2 2
e) rsenxdx
0 = —cosx|§ = —cosm + cos0 = 2

f}f]ﬂﬂfx u=Inx - du=§dx

dv=dx -v=[dx=x

[ Inxdx = {

fle Inxdx = xlnx — x|¢ = (elne—e) — (1ln1 —1) =1

} =xlnx—fx§dx=xlnx—x+C

15.

5
Halla el valor de ¢ que verifica L (2x+1)n’x = f[c]-(S—O) Yy razona su interpretacion geométrica.

5 25 5
f0(2x+1)dx=x2+x|g=30, f(c)=2c+1, 30=(2c+1)5, c=5=12
. . . . - ) . *d

16. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x) = fze ﬁtt
L 1 . .
La funcion g(t) = -—es continua en [2,b], g(x) = e* esderivable,
Por el teorema fundamental del calculo integral:
1
"(x) = -e*
f'(x) In(e®)
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“ Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.
) Pl +1 f"*'[x}
Sabiendo que [x"dx = +Cy [f™(x) fx)ax +C , calcula:
n+l n+l
1) [xSdx= §+C
—4 _
2) Jzdx=[axSdx=4"—=Z+C
J'dx_J'l _J' —2 . _xt
3) 2" x—zdx— x dx-_—1+C
4) [37dx=37x+C
8
5) J6x7dx=6"-+C
1 x% 4
6) J5xidx =5 =4Vx5+C
4
] X2
7) [5-v/x3dx = [5x2 dx = 5= 2Vx5 +C
2
8) [(3—2x-— x4)dx—3x—7——+C—3x—x ——+C

9) [(2x5-— 5x+3)dx—2i——+3x+C
10) (2 +3x%)dx = [ 4+ 9x6 + 122%dx = 4x + 9% + 125 + C = 4x + 2+ 3x* + ¢
11) [(2-(x% + 2)3dx = [2-((x2)3+(3x2)2-2+3x2-22423)dx= [2-(x0+18x*+12x2+8)dx=

J(2x® + 36x* + 24x% + 16)dx= 2% +36 - L + 24+ 16x + C

12) .[(1 - x3)2dx = I1-2X3+(x3)2dx= X-2'§ +§ +C

13) Ix erZd = FF dx- f— dx+f—dx [1dx f— dx + f—dx =[ (1-x72 + 2x3)dx=
-2
-x+—+2 —2—x+——x‘2+C
, 5 , 5
18) [(-x3+2x)dx =45 +2- T+ C=-Z— x4 C
3

a+1

1 aydx = (33— x
15) [(3a-; 5 + 2x%)dx = (3a—)x+2—

+C

1

3 3 _ _3 -1 _ x2 x2 _
16)f—x—3+2—\/—}dx—f—3x +2—3x2dx——3_—2+2x—3T+C—
2

=2 yox—6vx+C
2x

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



A A
17) J325 — 5+ 2VaP)dx =—-12—+2 75="76—1x2 0% ¢
5
l l 1 E x% x% 2x§ Zx%
18) J.(]-'X)\/;)d)(:J\/}—JC\/EdX=sz—x-dex=fx2—xzdx—T T= -+
2 2
19) ].x+5—x4d -Ix dx + —dx—“2 dx= |x dx +/5 dx -[4x~2dx=
-1
—+5x—4 —1 —+5x——+C
20) J(5e* +M)dx— ISexdx+f—dx I dx+f—dx-
)
=JSexdx+f2—xdx—f3dx+f5x_2dx = seX4iy2 2 5x
4 4 4 4
=5e* +-x2—3x+ 24
4 4" ax
2 -1 3 1 -1 5/ 3/ 1/
21) f“*") dx = [(?+2x+1)(x7 )dx = (x5+2x5+x7)dx—’;/—2+23;/—2+x/2+6—
2 2
\/_
5
1 2 19 -1 3/, o2
ZZ)f(\/}—Ex+\/—§)dx=f(x2—5x+2x2)dx ad ad

2Vx3 %2
=3, a v, tOET

1 z 1 /> 3/,
23)f \/_(x3+1)dx :f(xZ)(x3+1)dx:f(x2)+(x2)dx:g/ _l_’;/z +C =
2V 2Vx3
9 3
24 \/—5 2 dx = 5 ZJC_T1 d _x7/2 2x /2 C_Z\/x_7 4/x C
)f(x _ﬁ) x—f X2 — 3 X—T—m =— _T+
1 1 3 3x/z sk’
25)f\/§(3—5x)dx =f(x2) (3—5x)dx:f(3x2—5x2)dx = T_T+C:
2 2
=2Vx3—2Vx5 + ¢
_ -1 3 1 -1 5/ 3/ 1/
26) [EED gy [ 4x-2)(x7 )de=[(xi+x— 207 )du= S+ 50 - 52

AT VA
27) [ 3x+4)?dx = [3(3x + 4)?

_ (Bx+4)3 C= (3x+4)3

+C

9
28) [(3x — 7)*dx =3 [ 3(3x — 7)*dx = 2% 7> TSI 7) L
29) [ x (3 — dx =3[ 2x(x? —4dx =0 = s ¢
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“ Integrales

2 4
30. | 3x (x? +2)3dx— fo(x +2)3dx = _ 3(x%+2)* +C:3(x8+2) s
3 3
31 [ (2% +2)%¢% dx =1 [ (% +2)23x%dx = 4 0=y ¢
3 2
32-f (x3+3) xz dx:%f(x3+3)3x2dx_(x +3) 1 C= (x _;_3) L
33. [ (x—2)32dx = ZJ(xS—Z)S +C
4
34. [ (a + x)sdx:@JrC
4 3
35. [ [(x+2)° - (x+2)2]dx =2 D 4 ¢
v 3/
36. [ V3x + 12 dx——f3(3x+12)2d %4_6‘:@4_6
2
1
= [(c+3)7dx =S C=2Vx 34 C
_ 35 _ (x-1)7? !
38./ (x— 1)3—f(x D7dx =—— +C—2(x_1)2+C
2_,\5
39. [ (% +x)* (2x+1)dx=%+c
2(1+\/’)
20. [ Z(1+Vx)Pdx =2 [ 7= (1+x) dx = L
(x*-n~t (x*-1)"1
- == 1)2dx_fx3(x — 1) 2dx = [43(xt - 1) Pdx = T+ =S+ c=
1
4(x*-1) tc
—_ 1 _ 1 (x2+4)—2 (x2+4)_2
42 f(x2+4)3dx = [x(x*+4)Pdx =2 [2x(x* + 4)Pdx =2 —+c="—"—+c=
1
R
3 3
— 2_\5
43fx\/x2 7dx = fx(x —7)2 dx ——fo(x _7)2 dx = l (x2 _7)2 to= (x 37)2 o
/ 2
—(x23_7)3 +c
44'f(x - 1)(-752 —2x + 3)4 dx =
— 2_ 5
~J@x = 2)(x? — 2x + 3)* dx = ; @JM:%JFC
3x 1
45, = 1 7 2 —
5.J T dx = [ 3x(1 4 7x%)7 dx
1
1 2N5
3 [ ax(1+7x2) 7 dyx = 2 QD2 3T
14 12 I —
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Integrales

46.f( 38"2)2 dx = [ 8x2 (x3 + 2)"2dx =

x3+

S13x2(x3 +2)2dx = 2. (*+2)” teo=——2

3 3 -1 3(x3+2)

47f§/_dx—f3x(x +3)_§dx=—f2x(x +3)” Tdx =
E (x+3)§+c_M+c
2 4

3

48.[ xV1 —x%2dx = [x(1 —xz)é dx =%f2x(1 —xz)% dx =

4
_+2\3 3 —
1_(1f)3+c_3 (1 x2)4+c
2 : 4
3 & 4 3 3
49f%/—dx—fx2(x $5) T dr =132 (x4 5) % dx= 1. By o S ORI
x 3 3 9

3 3
50.[ x2(x3 — 1)s dx = % [3x2(x3 — 1)5dx =

3
~1)5 5/x3-1)8
l (.X' 1)5+C=u+c
3 E 24

51.[Vx% —2x*dx = [ /x2(1 — 2x%) dx = [ xV1 — 2x2%dx = [ x(1 — 2x2)% dx = —%f —4x(1 —
ZxZ)% dx =

3
—2x2)2 —2+2)3
_i.%H:__J(Hx)H

3 6
2
eX+1)*
52.[(e* + 1)3e*dx = ) 4 ¢
sen*x
53.f sen3x(cos x) dx = +c
4.2 2 1 4.2 2 1 cos®x? cosSx?
54.f x(cos*x*)sen x* dx = —~ [ 2x (cos*x*)(—senx*)dx = -2 - ——+c=———+c
55[de_fzn(x +3) —Z—dx =
’ x2+3 2+3
1 In?|x?+3 In?|x?+3
—fln(x +3) = dp =2 OS] o R
+3 2 2 4
senx
56. dx = [ cos3x(sen x)dx =
fcos3x f ( )
-3 cos™2x cos™?x 1
—1 [ cos3x(—senx)dx = —1- +c= +c=—
2 2co0s°x
1
_ — 1 mner —
57f2x3 f2x3 ~-Inj2e™ = 3| +c
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“ Integrales

6x

58.[ tg°x(sec’x)dx = th +c

sec? 3x 1 r3-sec?3x
gy = [y

59. f 3 tg 3x

x=§-ln|tg3x|+c

2 2
60-f%dx=§fzn|x|.idx=§.m7m+c=zn6|x|+c

2. Sabiendo que

I%dx =In|x|+C Y J'-;I[[;]]dx: In| £(x)|+C j%dx =In| f(x)|+C. calcula:

)fx+2—f—dx—ln|x+2|+C

X+2

dx 1
2)f 3 = Elanx— 3| +C

3)f}i—xl=fidx=ln|x—1|+c

4)_[):;(1_)(1 = %f X dx =%1n|x2 —1]+C

x2—-1

— —6x2 _
5)f Sgdx = — [ =2 = nj2x® — 1] +C

1-2x3 6 Y 1-2x3

- 2 -
== dx="In]x* - 1|+ C

3 1-x 3

3 2 3
7 — 2+2 =Efxzi2dxzzln|x2+2|+c

4 3 4
8)f3+5 =§fﬁdx=§ln|3x+5|+C

2(x+1) 2x+2 1
9)f x2+2x+2 _fx2+2x+2 _fx2+2x+2 - ElanZ +2x+2]+C
3
10)f(\/§+i)dx=f\/idx+f§dx=§+ln|x| +C
2
2 Ve
11)f( + = +\/_)dx—f3x‘2+ +X2dX——+21n(X)+§ C=-3x 23X
2
12 )fxm = In(|In|x||) + C
dx 1 -1

13)_[&(1_&) = f&(l_&)dx = —medx = — 21n(|1 —\/;l) +C

1 1 2 2 1 1
14)f g X _E(f = dx — | - dx) =>In(|2x - 1]) = ZIn(I2x + 1)) + C
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“ Integrales

15)f efil dx = In(e* + 1) + C

16)[ o —_dx = —f S dx=2In(e® +3) +C

17)f tan(x) dx = f%((xx))dx = —In(Jcos(x)|) + C

18)f ci)sgx)) dx = In(|sin(x)]) + C

19 )fl—()dx = 5In(|In(x)]) + C

20)f sin(x)+cos(x) dx = f (sin(X) + &(X)) dx = f(w + 1) dx = fj:;((i)) dx + f 1dx =

cos(x) cos(x) cos(x) cos(x)

—In(|cos(x)]) + x+ C

21) 2y dx = In(|1 + sinGA)) + C

)f sin(x)—cos(x)

sin(x)+cos(x)

= —In(|sin(x) + cos(x)|) + C

23)fxcotx2dx=%f2 cos(x?) 4o _M‘FC

sin(x2)
3.Si [eXdx=eX+(, [ef® . f(x)dx = ef® +

X f(x)
X a fx) . ¢ a .
[a¥dx = —+Cy [a f(x)dx =1—+C, calcula:

X gy = 2
1 [3¥dx=—+C

4x _1 4x _ a*
2. [a dx—4f4(a ydx =——+C

3. [edx=-1[(-1)(e¥)dx = ;—i+ c

4. [ae™dx =4Q) [3(e™dx=""+C

5. [(3x%-e¥ ) dx =eX*2 4+ C

6. [(4e*™)dx =4-(—1) [(-1)(e*)dx = —4(e* ™) + C

7. [(x?eX*)dx = [[3x2(e*")]dx = § +C

8. [(e*+ 1%dx = [[(e¥)?+2(e®)(1) +1%]dx = [e**dx + [2e*dx + [ 1dx =

=%f2e2xdx+f26xdx+f1dx=ezﬁ+2ex+x+C
2
9. f(ex +eix) dx = [(e* + e ™)?dx = [[(e*)? + 2(e¥)(e™) + (e™*)?]dx
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“ Integrales

=[e*dx+ [2dx+ [e *dx = ezx
10. [(e* + x%)2%dx = [[(e*)? + 2(e*)(x®) + (x®)?]dx =
= %f 2e?* dx + [ 2(e*)(x®) dx (por partes) + [ x12dx =

13
= ~e%* + 2e*(x® — 6x5 + 30x* — 120x° + 360x? — 720x + 720 ) + —+C -

—x2+2)

11, [e™*"*2 xdx = _71f e X" *+2 (_2x)dx = _(eT +C

Inx
12. ferx=f§dx=fdx=x+C

1
1

ex? 1 -1, L -2 -1 X
13. [Zdx=[e? —dx=—[ed —dx=—e? +(
sinx2
14. [ xeSin®* cosx? dx = %f 2xeS"** cosx2dx =S——+C
3C0S2X o} :__1 _ 3C0S2X o} — —e3coszx
15. [(e sin 2x)dx =— [(=6) (e sin 2x)dx —+C
eVx eVx 2eV*
16. f?dx —ZI?d =
17. [e*sinxdx = — [ e5* (—sinx) dx = —e°S¥ 4+ C
A/ 2 2
18. f(i — ex‘3> dx ="y —e¥ 3 4 C
2e 2e
tan2x
19. [etan2¥gec? 2x dx = %f 2e'n 2% sec? 2x dx = = +C

5x2
20 1250500 =X =3 () 10860 = (55 >+c

3—5x2

> )+ C

f§(23‘5x2)dx = %fx(?‘sxz)dx == (——)f( 10x)(2375%")dx =

4. Sabiendo que [sinxdx =—-cosx+C, [f'(x)-sinf(x)=—cos f(x) +C,
fcosxdx=sinx+C y [cosf(x)-f'(x)=sinf(x)+C calcula:

—cos(2x+8)
2

1. [sin(2x + 8)dx = %fsin(Zx + 8)2dx = +C

2. fsinidx = Zfsin(f)(l)dx = -2 cosf+ C

sin 3x

+C

3. [cos3xdx= —f 3(cos(3x)dx) =

— cos x?
2

+C

4. [xsinx?dx =§f 2x(sinx?) dx =

—-3cosx sinx

3sinx—2cosx 1 .
5. f(f)dx=zf(3smx—2cosx)dx= ———+C
. 1 . cos 2x
6. [sin2xdx =2 [ 2 (sin2x)dx = - +C
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“ Integrales

7. [e*cose*dx =sine* +C
8. [xcos(2x?) -sin(2x?)dx = if 4x cos(2x?) - sin(2x?)dx = —%cos(sz) +C

9. f%lnx)dx =f§ - sin(Inx) dx = — cos(Ilnx) + C

7. Si

R flx)
= ﬂ’x—j{l tg x}tr—tgx+("}"_[cn52

Cos~ X 1

}ﬂ'x = [l + tng{_r}]- [x)dx=tg flx)+C, calcula:

1) [x(1+tanx?)dx = %f 2x(1+tanx?) dx = %tan(xz) +C

2) [(1+tanx)?dx = [(1+ tan?x + 2tanx)dx = [((1 + tan®x) + 2tanx)dx = tanx —

Zf_smxdx =tanx — 2In|cos x| + C
CosXx
3) ftan23xdx=f(1—1+tan23x)dx=§f3(1+tan23x)dx—f1dx=

=§-tan3x—x+C

6. Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:

1 t5 t5 2+5x)5
( )+c

44 (4.1 9. 114
1) [(2+5x)%dx=[t - dt= ftdt- el

t=245x dt=5dx+dx=§dt

t7_t7 _(3+4x)7

6 Jyv— [ +6 _1r.e 1
2) [ (3+4x)%dx=[t°- dt ftdt- e

+c

t=3+4x , dt=4xdx9dx=%dt

t8 t® (3+x2)°

3) [6x(3+x2)Sdx=[ 6x - t5 - —dt=[ 3t5dt=3[ t5dt=3T=2— - tc

t=3+x2 , dt=2xdx>dx =%dt

4) [ [ (5+4x)3]d f dt+f[ ]dtf dt+f [ 5]dt=
-2
~JRldt += [ [1=2f [Fldt +2 f [t ]dt="In|t| + > - —=Int| - =
—ln|t| — — —1n|5 + 4x| — TCYTL
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Integrales

t=5+4x , dt=4dx>dx = %dt

3 4
5) [ (V3+2x + 3+ 2x0)dx=[ (Ve + 1) - Sdt=~ f(tz + t3)dt—% T4
2 3
_ é+£=£+ 3?§/t_4=J(3+2x)3 33/(3+2x)* np
3 8 3 8 3 8
t=3+2x

 dt=2dx>dx =§dt

6) [ Cohdx=f (5 - de=f (Shde=[ (H)de — [ (Z)de=
= [ (dt —4f (Dde=[ t72dt —af Pde="0 — LT 2y Ty
t=e"

L dt = e¥dx>dx = eixdt = %dt

.3 ) [ +3. o1 [ 434, t sin*(x)
7) [ sin3(x) - cos(x)dx=/ t3 - cos(x) ppons dt=J t3dt= =, t¢
t =sin(x) , dt=cos(x)dx—>dx = cosl(x) dt

sin(x) _ [ ,Sin(x) .
8) [ Cdx=l (5

1 1
pemven =f —dt = —In|t|=—In|cos(x)| + ¢

t =cos(x) , dt=-—sin(x)dx->dx = si;(lx) dt
cos(x) cos(x) —4 ————1 —
9) f(sin“(x) x=f (&2 cos(X) ——dt= f( —dt=[ t~*dt=

+c
-3 3t3 3sin3(x)

t =sin(x) , dt=cos(x)dx->dx = :

cos(x) dt

3 3 3
10) [ 237 + Adx=[ Ve - - de=[ (=] (—)dt—”—? e

t=x2+4 dt=2xdxedx=%dt

11) [ Eydx= G2 Dat=[ CDydt=f (Hde + [ (Z)de=

[t-t73dt + [ 3t73dt=[ t=2dt + [ 3t~3dt=— + ="

= +c
2t 2t2 eX  2e2X

29 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 10: Integrales. RESPUESTAS

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

llustraciones: Creadas con GeoGebra

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde




“ Integrales

t=e* | dt =e*dx>dx =e—1xdt =%dt

1) (S52) e = [ (552 = £ (52 ae = [ (B)ae-+ [ (3) e =

—4 -3 —4x —3x
=[tSdt+ [t tdt ="+ 2= ¢
-4 -3 -4 3
X X 1 1 -X -1 1
t=e*, dt=ce dx%dx=§dt=;dt; et =t ==
2
13) O ax
x— \/— x2—4\x+4x x 3
f( 2 )d f(%) ——f(——— iz) x=§(f1dx—4fx 2dx+4f§dx)=
=§<x—4x_—_§+4ln|x|)+6’=%(x+%+4ln|x|)+€

2
14) [ 20 gy

f(2+3\/_) dx f(—22+12\/_+9x) dx = if (i _1x %x) dx = i(f%dx +12 fx_%dx + [ 9dx) =

X X X

1
=i<4ln|x|+12x_Tz+9x)+C ln|x|+6\/_+ +C

2

15) [senVxdx ; x=1t> ; dx=2tdt ; t=+x

fsen\/t_Ztht = fsenttht u=2t, du=2dt ; dv=sentdt , v=-cost

[ sent2tdt = —2tcost + [ cost2dt = —2tcost + 2sent + C = 2v/xcos\/x + 2senvx + C

7. Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes.
1) [3xcosxdx= (dv=cosx dx u=3x ; v=senx du=3dx)

=3x-(senx)-fsenx-3dx=3x-senx+3-cosx+C

2) Ix?-senxdx = (dv=senxdx u=x%; v=-cosx du=2xdx)
=x?- (-cos x) - [ (- cos x)- 2x dx = (dv=-cosxdx u=2x; v=-senx du=2dx)
=(x?-(-cosx))—[2x-(-senx)-J(-senx)-2dx]=
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Integrales

=x?-(-cosx)+2x-(senx)-2-(-cosx)+C=
=-x2cosx+2xsenx+2cosx+C

3
x 1
3) x®Inxdx = dv=x?dx u=Ilnx ; v==— du=-=
3 X
x3 x3 1 x3 x3
=lnxx-—-[—=dx=Inx-—-[=dx=
33 3 x 5 33 3x
X 1 X X
=Inx-—-=[x*dx=Inx-=—-=+C
3 3 3 9
1 3
- X2 1
4) [Vx-Inxdx= (dv=vxdx=xzdx u=Inx; v==5 du = —dx)
2
3 3 3 1
x3 x2 1 X2 2x2
= Inx-T—IT-—dx = |nx T'ITdX:
2 2~ 2
3 L 3 3 3 3
x2 2 = x2 2 x2 X2 4x2
= Inx-T—gfxzdx=|nx-T—§-T=Inx —--—+C
2 2 2 2
Inx > x~1 1
5) I?dx= (dv=x"2dx u=Ilnx ; vVE—r du =-dx)
_ x~1 x71 1 x~1 x~1
=fInx-x2dx=Inx-=—-]=—  =dx=Inx-—-[—dx=
. -1 -1 x -1 X
X~ 1 1 1 1 x-
=lnx-—+[=dx=-Inx =+[=dx=-Inx —+—+C=
;1 1x2 x x2 x -1
=-Inx ——=+C
X X
6) J2e*-cosxdx=
Cambios 1 Cambios 2
dv = cos x dx vV =sen x dv =sen x V = - COS X
u=2e”* du = 2e*dx u=2e”* du=2e* dx

(cambios 1) =2e* -senx-[senx-2e*dx =

(cambios 2) = 2e* -senx—[2e* - (-cosx)-[(-cosx)-2e*dx)]=

=2e*-senx—[2e* - (-cosx)+[cosx-2e*dx]=
=2e* -senx +2e* - cosx - [cos x-2e* dx]
|=2e*-senx+2e*-cosx -1
21=2e* - senx + 2e*- cos x

l=e*-senx-e* cosx+C

7) [ 2e* - senx dx

- Férmula: Ju-dv=u-v—[v-du
- u=2e*->du=2e*dx
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Integrales

- dv = senxdx - v = [ senx dx = —cosx
[ 2e* - senx dx = 2eX - (—cosx) — [ —cosx - 2e¥dx = 2e* - (—cosx) + [ cosx - 2eXdx =
Repetimos el método de integracién por partes:
- u=2e*->du=2e*dx
- dv = cosxdx » v = [ cosx dx = senx
= 2e* - (—cosx) + 2e* - senx — [ senx - 2e*dx
Hacemos fsenx- 2e* =1 de donde,
I = 2e* - (—cosx) + 2e* - senx — |
21 = 2e* - (—cosx) + 2e* - senx
I =e*: (—cosx) + e* - senx

I =e*-(senx —cosx) + C

8) [ e* - cos3x dx
- u=e*->du=-e*dx
- dv =cos3xdx > v = [ cos3x dx = g - sen3x

eX eX eX 1
J e cos3x dx = —sen3x — [ = sen3xdx = —-sen3x —_ [ e* sen3x dx =

Repetimos el método de integracidén por partes:
- u=e*->du=e*dx
- dv = sen3xdx » v = [ sen3x dx = —écosSx

x 1 x 1
= %senSx -3 (—% - c0s3x — 3 [ e*(—cos3x) dx)
Hacemos f e*cos3xdx =1, de donde,

e* e~ 1
I = ?senSx +?cos?>x -5 I

10 e* e*
5 I = 5 sen3x + ?cos3x

cos3x
3

I=%-(3$en3x+ )+C

4-2 x?*
X

9 [ -In(x)dx

- u=Inlx) - du =idx
4-2x?
X

- dv=

dx—>v=f(z—ZX)dxzéL-ln(x)—x2

= x2 In(x) dx = In(x) - (4 - In(x) — x?%) — f% (4In(x) — x*)dx =

X
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Integrales

=1In(x) - (4 -In(x) — x?) — f% ‘In(x) dx + [ xdx =

2
=In(x) - (4-In(x) —x?) + S — 4 [ 2 gy =
2 2 2
= 4In?(x) — x%In(x) + x? — MnT(x) = 2In?(x) — x%In(x) + x?
8. Halla el valor de las siguientes integrales racionales:

2
1 dx
)fx2+1
Las raices del denominador son raices complejas.

x2+1=0;

f 2+1

x = +i luego:

3
2)| ——dx
)f 2x2+2
Las raices del denominador son raices complejas.

2x>+2=0; x= +i luego:

3arctan(x)

n?(x)

[4fln(x) 'idx =4

+C

3 3
f2X2+2dX_f2(XZ+1) =—f i1 =5arctan(x)+C= - tC
3
3)§dx
La raiz del denominador es una raiz real simple.
x—3=0; x=3 luego:
3 1
J —dx=3[—dx=3nlx—3]+C
2
4) f3x2+3dx
j‘ 2 p _f 2 4 _Zf 1 4 2 " ()_I_C_Zarctan(x)
3x2+3 0 ) 302+ 1) T3) 2T AN — T3
5)J‘2+3
f X SJ X k= 2lnjx? 434 C
X2+3 23X =3k
3x2
6)f 2+1
3x—2 31n|x2+1]
fxz+1 —f(x2+1 x2+1) =—f 2+1 —fo2+1 =T—2arctan(x)+C
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“ Integrales

2

(2x=3)% | r4x*+9-12x . 4 -12x 9 _
== dx—f—3X2 dx = [odx+ [ S dx+ [ Sdx =
2 —4(l Lax=24x— ~24y —
=-[dx—4[_dx+3[Sdx=;x—4Inlx| +3 [x?dx =

-1
=2y —4mnx|+35=+Cc=2x—4mlx|-3+cC
3 -1 3 X

f X+2

Segun la divisién euclidea, obtenemos:

C(x)=1 R(x)=1 Q(x)=x+1
X+2 1 1
fid —f(1+m)dx=fldx+fmdx=x+lnlx+1|+C

f—dx
Segln la divisién euclidea, obtenemos:
C(x)=1 R(x)=-2 Q(x)=x+1
-1 -2 -2
f;—ldx= JA+Ddx=[1dx+ [ —~dx=x—2In|x+ 1| +C

Efectuando la division obtenemos: C(x): 3 R(x): =10 Q(x):x+3
P(x) f R(x)
dx =] C(x)dx + dx
Q(x) QM)
f?’x_ld —fsd +(10)f dx; 3x — 101In(jx + 3[) + C
x+3 x= x x+3 X ox X
= dx; C(x): 3x R(x): 12x Q(x): x2 — 4
12x
f 3 —f3 d +6f 6 g X Qa2 —4) 4 C
x2_4x— xdx x2_4x,2 n(|x
—dx; C(x): 3x R(x): 3x Q(x): x% — 1
f3xdx+ f3xdx+ f(z 1) 3 ln(Ix —-1p+cC
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Integrales

13) fx P42 dx; efectuando la division obtenemos C(x) = x; R(x) = 2; de donde

fX 242%x42
X+2

dx = f(x)dx+fmdx=f(x)dx+2f$dx=";+21nl><+2| +C

14) fwdx efectuando la division, C(x) = x? + 6x + 10; R(x) =-25; de donde
f% = [(x? + 6x + 10)dx + [ Zdx =

=f(x2+6x+10)dx—25f§dx="?+3x2+10x—251n|x—2|+c

2 . . .
15) f—dx; hacemos la descomposicion en fracciones simples,
x2-4

2 A B 1 1
e iz + -~ 2 = A(x+2) + B(x-2), sustituyendo porx=yx=-2,4 = 7 ,B = —3
2 A B 1
f(x—z)(x+2) dx = fﬁdx + f—dx - 2(x+2) - f2x—2 dx — f2x+2 dx =
S dx—- —dx——lnIX—ZI——ln|x+2|+C =llng|+c
2 2x—2 27 2x+2 2 +2
3x+2
16) [ -
1. Se analizan las raices del denominador: x> + 3x = 0;x(x +3)=0->x=0;x = -3
2. Se escribe la descomposicidn en fracciones simples:
3x +2 A N B
x24+3x x (x+3)
3. Para hallar Ay B, se sustituye la x por el valor de las raices:
3x +2=A(x +3) + Bx
2
x=0- 2=3A—>A=§
x=-3->-7=-3B->B
4. Se escribe la integral como suma de integrales:
3x+2 /3 /3
5 —f dx+f dx——ln|x|+ ln|x+3|+C
x“+3x
1. Se analizan las raices del denominador: x2 —1=0;x =Vl o x = 1;x = —1
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Integrales

2. Se escribe la descomposicidn en fracciones simples:
4x + 3 A B

-1 -1 Gx+1D

3. Para hallar Ay B, se sustituye la x por el valor de las raices:

4x+3=Ax+1)+B(x—-1)

4. Se escribe la integral como suma de integrales:

f4x+3

= /Zd fl/—zdx=11n|x—1|+11n|x+1|+c
(x+1) 2 2

dx

18) [

x2+6x+9

1. Alserel grado del polinomio del numerador igual que el del denominador, debemos realizar la
divisién de estos, 3x2: (x? + 6x + 9) — y obtenemos como cociente 3 y como resto —18x —

27

—18x—-27
x2+6x+9

—18x-27
x2+6x+9

dx - 3x+ [

a. Obtenemos la siguiente integral: [ 3dx + [

2. Con la nueva integral obtenida, realizamos el procedimiento habitual para integrales racionales:

a. lgualamos el polinomio del divisor a cero: x? + 6x + 9 = 0 - x = —3 (doble)

-18x-27 _ A B
x2+6x+9  x+3  (x+3)2

b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

—18x — 27 = A(x + 3)> + B(x + 3)
Sustituimos x por un valor cualquiera:

x=—2->9=A+4+B; x=-1--9=44A+4B

27 45
Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido: A = — P B = Y
3. Gracias a este procedimiento hemos obtenido:
=z ® 27  d 45 » d
X X
3x + dx=3x——| —+— | —=
(x +3)2 2 7 x+3 2 Y (x+3)2
45 (x-3 27 45 1
3x——ln|x+3|+ DT 3y —=hn|lx+3|-—-—+C
-1 2 2 x+3
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Integrales

19)f ——

x2 5x+6

1. Como el grado del polinomio del denominador es superior al del polinomio del numerador, utili-
zamos el procedimiento habitual para estos casos:
a. lgualamos el polinomio del denominador acero: x> —5x+6 =0 > x; = 3;x, = 2

b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

= Lt TS x+2=A(x—2)+b(x—3)

x2-5x+6 x—3  x-—

Sustituimos x por un valor cualquiera:
x=2->4=—-B—->B=—4 x=3->5=4
2. Gracias a este procedimiento obtenemos:

5 —4
fgdx+fﬁdx =S5in|x —3| —4ln|x-2|+C

3x-2

2 dx
x“—4x+4

20)[ ——

1. Como el grado del polinomio del denominador es superior al del polinomio del numerador, utili-
zamos el procedimiento habitual para estos casos:
a. lgualamos el polinomio del divisor a cero: x> —4x +4 = 0 —» x = 2 (doble)
b. Con las soluciones obtenidas calculamos:

3x-2 A B

—_ +
x2—4x+4 x-2  (x—2)2

-3x—2=A(x—-2)2+B(x—2)
Sustituimos x por un valor cualquiera:x =3 ->7=A+B;x=1->1=A-B
Resolvemos el sistema de ecuaciones obtenido: A = 4; B = 3

2. Gracias a este procedimiento obtenemos:

[+

_7\—1
L dx = 4lnjx - 2| +3-E2— = dinjx 2| - 5+ C

3x+1
21) fx3 4x2+3x
3x+1 3x+1 A B C 3x+1 A(x—3)(x—1)+Bx(x—1)+Cx(x—3)
3 > = =4 —4 —= =
x3-4x2+3x  x(x-3)(x—1) X x-3 x-1 x(x—3)(x—1) x(x—-3)(x—-1)

3x+ 1= (Ax—3A)(x — 1) + Bx? — Bx + Cx? — 3Cx
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“ Integrales

3x + 1 = Ax? — Ax — 3Ax + 3A + Bx? — Bx + Cx? — 3Cx
3x+ 1= (A+B+C)x? — (4A+ B+ 3C)x + 3A
A+B+C=0

—(4A+B+3C) =3

1
3A=1=A=—
3

1 1 1
—+B+C=0 B+C=——= B+C=——=
3757 ¥ 3 ¥ 3 {zc 4 C=t =2
4 4 4 T2 -
—+B+3C=3 {B+3C=3—-=-(-B—-3C=3+=
3 3 3
B A—-C ! 2 B >
= —A — - ——  — (= = - —

3 (=2) 3

1
_ 3t 4= (2 2 gy =tpdx Spdx 5 pdx
fx3—4x2+3xdx_fxdx+ x—ldX_3fx+3fX—3 2 x-1
=2In(x) +>In(x - 3) — 2In(x - 1) + C

2_
22) f%dx efectuando la division obtenemos, C(x) =2; R(x)=-6x—-5, de donde,
_ (6x+5) _ 6X+5 _

——C+ =>fx2+3+2dx Jodx+ [ —dx=2[dx— [——dx =1L+,
L =2[dx=2x+C
L= 6X+5 6x+5 A | B
2 7 J x243x+2 (x+2)(x+1)  x+2 = x+1
6x+5 _ A(+1)+B(x+2) _
oD = oD = 6x+5=Ax+A+Bx+ 2B
6x+5=(A+B)x+A+ 2B
A+B=6
A+2B=5
B=-1
A=7
f—d +f—dx— f—— X——71n(x+2) In(x+1)+C

[2L Gy = 2x — 7In(x + 2) — In(x + 1) +C

X2+3x+2

23 dx
)fx2—4x+4-
x—1 x—1 A B x—1 A+B(x-2)
= = = =x—1=A+Bx—2B
x2—4x+4  (x-2)%2 (x-2)%2  (x-2) (x—2)2 (x—2)2 +
B=1
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“ Integrales

A—2B:—1=>A—2(1):—1=>A:1

1
f x4 _f Z)Zd +IXde:I]_+12

dx Z=X—2 _ 23, — % _Z -
11=>f(x_2)2dx{dz_dx— S frfdz=+c=-1+c=-L+cC
Z =X—-
I, dz - dx f =In(z) +C=In|x — 2| +C
[ _4X+4dx = ——+1n(x— 2)+C
3x-1 3x-1 3x-1

24) | Zonro x2+6x+9 =] (x+3)(x+3) / (x+3)2
3x-1 A B 3x-1 _ A+B(x+3)
(x+3)2  (x+3)2  (x+3) (x+3)2  (x+3)?

3x —1=A+B(x+3)
x=-3;3-(-3)—-1=A4A+B(-3+3) » A=10

18
x=3;3-3-1=-10+B(3+3)>8=—-10+6B - B=?=3

3x-1 _r -10 _ .
fx2+6x+9dx f( +3)2 +f( +3)dx_ 1Of( +3)2dx+3f( +3) -

= — - _ (x+3) 0
=-10[(x+3) 10 - +3Inlx + 3] +C = 25
9. Halla el valor de las siguientes integrales definidas
3d 1,31 1 1 1 .
) [ 5e= e =3[ pdx = Jin(D|§ = 203D = (1) = SIn(3)
2) fy g dx = [ gpde =3[ pde = SIneD]; = in(lx? — 1D[; = Sn(13* — 1) -
1 2 1y _ 1p..(8
~In(22 - 1|) = 21“(3)
51 s vz

3) [ sin(x)dx = —cos(x)| } = —cos (5?") — (—cos G)) =

4

2

sin(t)

4) ff sin(3x) dx = ff dt == ff sin(t) dt = = (—cos(t))

2= (—cos(3x))| 3 =
: G

Y T
_cost| 3 _os(xp) [ cos(3G)) _ w2
3 IZ 3 3 6
6
5) [*Ixldx = [° (- x)dx+fxdx_——| | =8+8= 16
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Integrales

6) f_ll (?,x2 - 2x +%) dx = f_ll 3x2dx — f_ll 2x dx + f_llidx = (x3 —x?2 +%x)| L=
(1P-12421)- ((—1)3 — (-1 +3- (—1)) =

7) [ (———)dxz 2, Zdx — %, Z-dx = 2In(jx + 2[) — 3In(lx = 3]))| % = 101n(2)

B (5D L= (5-7)

3 1
9 fZ x (lnx)3 dx

_ _3 3 (1nx)_2 _ 1
fx (Inx)3 dx = f(ln X) -2 2(Inx)?
3 1 13 1 1
fz x-(Inx)3 dx = — 2-(Inx)?1, - 2:(In3)2 = 2-(In2)2 —0,414 + 1,04 = 0,626

10) f_oz (er +%) dx
f(e2x+%)dx = [e?dx + [e™3* - 3dx =%fezx-2dx—fe‘3x-(—3)dx
1ezx e 3% 4 ¢

0 2x 1 2« —3x
I, (e esx) dx =-e* —e

$ = (3er - em0) - (LerD - D) = 40391

5n
11) [z* (senx — cosx)% dx
4

5Tt 5TC
Jo® (senx —cosx)?dx = [«* (sen®x — 2senxcosx + cos?x)dx =
4 4

5TC 5TC

—fﬂ_(l—cos X — 2senxcosx + cos? x)dx = (x—senzx)|§=
4

= [— —sen?Z| — [— — sen? ] [5,23] — [0,79] = 4,4u?

10. Halla el valor de b para que se cumpla f_bl(be —3x%)dx = —12.
1. Seresuelve laintegral con la incdgnita b:

b x2 31b
(2bx —3x?)dx = 2b——3—| = bx? —x3]?,
_ 2 3
-1
2. Sustituimos los limites de integracién:
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Integrales

(b-b2=b)—(b-(-1)? = (1)) =b3—b3—b—-1=—-b—1

3. lgualamos el resultado a -12:
-b—-1=-12->-b=-124+1->-b=-11->bh=11

Resultado: b=11

11. Halla el area entre la funcién f(x) = x* — 4x, el eje de abscisas, y las rectas x=1 y x=6.

1. Hacemos el grafico:
—
14

12

0

= o 2 3 a
. | |
_x |

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcién:
fX)=x?—4x->x>—4x=0-x(x—4)=0->x, =0, x, =4

3. Hallamos el area de las dos zonas de areas obtenidas; de x=1 a x=4, y de x=4 a x=6:
3 214 3 3 3
[l —aax =5 -4X| =L —ax?)t = (L-2-4) - (5-2-1%) = -9
3 2l 3 3 3
Como es un area tomamos su valor positivo, 9.
32

f46(x2—4x)dx=x?3—4x;]j=’;—3—2x2]4= (63_3_2.62)_(§_2.42)=?

4, Sumamos ambas areas:

32 +(9) 59
— =— u.a.
3 3
. 59
Resultado: El drea es < -u.a.
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Integrales

12. Halla el area limitada por la funcidn f(x) = 0,5 + cosx, el eje de abcisas y las rectas x =0y x = Tt.

a=0
i b=m
/\ ' c=054+cosx=0; cosx=-0,5
e ; 2&// x = arccos(—=0,5) = 2?”

-2

-3

-4

At=A1+A2;

2n 21 21 2m
Al= fac f(x)dx = [3(0,5+cosx)dx = [30,5dx + [* cosxdx = (0,5x + sinx) {? =
0

=105 (%) +sin (Z)] - [0,5(0) + sin(0)] = 1,08 — 0 = 1,080

f%(O,S + cos x)dx| = |(0,5x + senx) {% = |[0,5(TL’) + sen(m)] — [0,5 (2?") +

b
n2=|[7 f (x| =
sin(3)]| = 0,55
At=1,08+0,55= 1,63u?

13. Halla el 4rea de la region limitada por la funcién f(x) = x3 — x* — 6x y el eje de abscisas.
1. Hacemos el grafico:

s

™

-2
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Integrales

2. Hallamos los cortes con el eje x de la funcidn:
fX)=x3-x2—-6x->x3—x2-6x=0->x(x?—x—-6)=0-> x,=0,x, =
_Z,X3 = 3

3. Hallamos el drea de las dos zonas obtenidas; de x=-2 a x=0, y de x=0 a x=3:

0 3
f (x3 —x% — 6x)dx — f (x3 —x% — 6x)dx =
—2 0

x* x3320 x* x3323_
R R U

(B -2 3. (-22) - (3 -2 -3-32) = 104202 O

, 125
Resultado: El area es - U

. .. . 1
14. Calcula el area de la porcion del plano que limitan las curvas y = Exz —x+1ley-x-1=0

irea = [* (g2 — = Y1y (L. 241 ,2)] =2
Area = [ [(x+ 1) (zx X + 1)]dx- N (zx +2x)dx = (2 S+ x )]0 =S ua
15. Halla el area delimitada por las graficas:

a) W =vVx y g =x*
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:

2

Ve=x2; (Vx) " =(®? ; x=x*; x*—x=0; x(x}-1)=0
x=0
xB-1)=0; x3=1; x=V1 ; =x=1
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“ Integrales

Los puntos de corte son x=0y x=1.

Area=[ (f(x) — g(x)) dx = [ (VX —x?) dx = [, (x /2 — x?) dx =
() (22 (- (0) = 2w

2vxd k3|1 _ 23231 _
3 3|l0” 3 0~

3 3 3 3

b) fx) =x*+x+4 y g(x) = —x?>+2x+5
Igualamos f(x) y g(x) para hallar los puntos de corte:
xX>’+x+4=—x*+2x+5 ; 2x>°—-x—-1=0 ; x=1 ; x=—-

1
Los puntos de corte son x=1y x=—-

Area=|[(f(x) — g(x))dx|=|f_11((x2 +x+4)—(—x%+2x+5)) dx|=|f_11(x2 +x+4 +x%—2x—
2 2 2
3 1 2

itz - B XS SN B S /S BRI ) I ) AU GRE AN B

5)dx|— f_%(Zx x 1)dx|— 3 2 x]_l - (3 2 1) ( 3 2 ( 2)) -
5 7 5 7 9] 9
(=2)- @G =|-2-%l=|-3 =3 wa=1125u0a
LA
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Integrales

Ejercicios Autoevaluacion

1) Los valores de a, b y c para los que F(x) = ax3 — be* + c sin x es una primitiva de la funcién
f(x) = 3x%> —7e* + 5 cos x son:

F(x) = ax® — be* + csinx
f(x) =3x?—7e*+5cosx
F(x)= f(x)
F'(x) = 3ax? — be* + ccosx
a=1 b=7 c=5
La respuesta correcta es la b)

2) Laintegral indefinidafx 2x2 + 3 dx vale:

1 1
[xV2x%2+3dx = [x(2x? +3)2dx = %f4x(2x2 +3)zdx =

1 (2x? +3)2 4=

= 6
2

La respuesta correcta es la b)

3) La integral [ —<"2*

sen*x+ cos*x

hacemos el cambio t = sen’x dt = 2senxcosxdx = sen2xdx

cos*x = (cos?x)? = (1 — sen?x)? = (1 —t)2=1-2t+t?

sen2x dt
fsen4x+ cos*x X = ft2+1—2t+t2 - f2t2+1—2t f (t2+ ) -
1 1 1
—dt = | ———+ = dt == | ———dt =
2(t2-t+3) fz(tz t+i+] ) =l 7= (( 2) +4) Zf(t_%)zﬁ%

2

sen?x—1
arctan —= | = —arctan(cos2x) + C

NIH
NI>—‘|H
NIH
NIHIH

La respuesta correcta a este apartado es la d)

t__
arctan < ) =
E
earcsenx

4) Al integrar por partes f Tt dx se obtiene:

1
X = senu, u = arcsenx, du = de
—X

J e*sinu du = —e%cosu — j(—e“ cosu)du = —e* cosu — (— f e cosudu)

= —e%cosu— (— (e” sinu — f e%sinu du))

Porlotanto [e“sinu du = —e%cosu— (e*sinu — [ e*sinu du)
. u ecosu | e"sinu -
Despejamos [ e sinu du = — o+~ sustituimos en u = arcsen X
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Integrales

arcsen x arcsen x

e cos(arcsen x e sin(arcsen x . .. 1
- . ( ) 4+ 2( ) simplificamos = —Eearcse“x(\/l —x2—x)+C

La respuesta a este apartado es la d)

. 2x+2
5) La mtegral fmvale

2x+2+4—4 2x+4 2 (2x+4) 2
f—dxzf( = ) = [ gy — [—2 —dx
x2+4x+13 x2+4x+13  x%2+4x+13 x2+4x+13 (x+2)2+9

=In(x? + 4x + 13) — garctan% +C

La respuesta correcta a este apartado es la a)

6) La lntegral fm vale

t=tgx senx=-—— sen?x = —&
-8 Ve T 241
dx = 2 Cosx = — cos?x = —
- 1+t2 - Vt2+1 - t2+1
dt
— 1+t2 t2+1 ( i) _ _l _ _
fsenzmszx Jt—= —Fdt=[(1+3)dt=t—+C=tgx—cotgx +C

t2+1t2+1

La respuesta a este apartado es la d)
7) Llaintegral definida fon cos x dx vale:
s
T
f cosxdx = sinx] 0" sint — (sin0) =0
0

La respuesta correcta es la c)
8) Para hallar el 4rea comprendida entre la funcién f(x) = —x2 + 4x, el eje de abscisas y las rectas
x=0 y x=4, debemos representar dicha funcion y ver el area que comprende:

Una vez que tenemos la grafica, y vemos donde corta la funcidn con el eje y con las rectas,
comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.
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Integrales

o x3  4x?)4
.[0 (—x* +4x)dx = _?-I_T 0
La respuesta correcta es la b)
9) Para hallar el 4rea comprendida entre las funciones f(x) = —x* +4x vy

g(x) = x, debemos representar ambas funciones y ver el drea que comprenden:

-

Una vez que tenemos la grafica, y vemos el dénde corta f(x) con g(x), debemos sacar los puntos de
corte y, una vez hallados comenzamos a aplicar la regla de Barrow para obtener el area.

Puntos de corte: Para hallarlos debemos igualar las funciones y despejar la incognita “x”.
—x?+4x=x

0=x?%-3x

0=x(x—-23)
x=0
x=3

Ahora ya podemos aplicar la regla de Barrow:

S + 42) = (O] dx=f2(=x? + 3x)dx = =5+ 2 3

3 210
33 3.32 9
(‘?* Z )‘“’)—z

La respuesta correcta es la a)
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Integrales

10) El volumen del sélido de revolucidn generado por y = x?%, entre 0y 2, al girar en torno al eje
de abcisas es:

2

2 x5 32
V=nmn/ (x? 2dx=n(—)] =n=
Jo &%) ), -
La respuesta a este apartado es la d)
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Probabilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1.- Indica si son, o no, fendGmenos aleatorios:
a) La superficie de las provincias espafiolas.  No es un fendmeno aleatorio.
b) Anotar el sexo del proximo bebe nacido en una clinica determinada.
Si es un fenomeno aleatorio.
c) Eldrea de un cuadrado del que se conoce el lado. No es un fenémeno aleatorio.
d) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.  Si es uN fenémeno aleatorio.
e) Saber si el préoximo aio es bisiesto. No es un fenémeno aleatorio.

2.- Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas
cada una de las vocales y sacar una al azar”.

Suceso A {salir a}, suceso B {salir e}, suceso C {salir i}, suceso D {salir o} y suceso E {salir u}

Espacio muestral {A, B, C, D, E}

3.- Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Tirar una chincheta y
anotar si cae de punta o no”.

Suceso A {caer de punta}, suceso B {no caer de punta}

Espacio muestral {A, B}

4.- Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos monedas.
Suceso A {salir cara y salir cruz}, suceso B {salir cara y salir cara}

5. En el juego de la loteria, indica dos sucesos respecto a la cifra de las unidades del primer premio.
(Solucion abierta)

Sabiendo que la cifra de las unidades (espacio muestral) es: E = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, }

1)El suceso obtener un nimero par {0, 2, 4, 6, 8}

2)El suceso obtener un multiplo de 3 {0, 3, 6,9}

6. Escribe tres sucesos aleatorios del experimento aleatorio sacar una carta de una baraja espaiiola.
(Solucion abierta)
Sacar una carta de una baraja espafiola es
E = {As de Oros, 20,30, ...,50,C0,R0, As de Copas, ..., RC, As de Espadas, ..., RE,
As de Bastos, ..., RB}
1)El suceso sacar una carta de copas
{As de Copas, 1C,2C,3C,4C,5C,6C,7C,SC,CC,RC}
2)El suceso sacar un rey
{RC,RO,RB,RE}
3)El suceso sacar una carta par
{2C¢,4C,6C,SC,RC,2B,4B,6B,SB,RB, 2E,4E, 6E,SE,RE, 20,40, 60,50,R0}

7.Al sacar una carta de una baraja espaiiola, llamamos B al suceso sacar un as y A4 al suceso sacar una
figura. Escribe los sucesos AUB, ANByA — B.
B = {As de Oros, As de Bastos, As de Copas, As de Espadas}
A ={50,C0,R0,SB,CB,RB,SC,CC,RC,SE,CE,RE}
AUB ={50,C0,R0,SB,CB,RB,SC,CC,RC,SE,CE,RE, As de Oros,
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As de Bastos, As de Copas, As de Espadas}
A N B = @; son sucesos incompatibles
A—-B ={S0,C0,R0,SB,CB,RB,SC,CC,RC,SE,CE,RE}

8. Sea A el suceso tirar un dado y sacar un nimero mayor que 4. Escribe el suceso contrario de A.

El suceso sacar un nimero mayor que cuatro es A = {5, 6}

Por tanto, el suceso contrario es que se saquen numeros menores que 4 o igual a 4, luego:
A={1,2,3,4}

9. Un suceso y su suceso contrario, écOmo son, compatibles o incompatibles? Razona la respuesta:
e Ay A son sucesos incompatibles. No puede ocurrir a la vez un suceso y su contrario.

10. En el experimento aleatorio, sacar una carta de una baraja espaiola, escribe tres sucesos
incompatibles con el suceso “sacar un as”.
Suceso sacarun as = A Suceso no sacar unas=A4
Suceso sacarun 6=B Suceso sacarunrey =C

11. Utiliza un diagrama de Venn para escribir a AUBUC como unidén de conjuntos disjuntos.

(©

AUBUC seria la unién de todos los conjuntos de distinto color

12. Considera ahora un diagrama de Venn con sélo dos conjuntos, y representa en él la siguiente
situacion: Se sabe que, en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas que toman té, 27 que
toman café y 2 personas que no toman ninguna bebida.

Café: 27 personas Té: 15 personas
Café Ambos
18 9

A) éSuman mas de 35? Eso es porque hay personas que toman té y café, écuantas?

27+ 15 =42
Hay 2 personas que no toman nada, por lo tanto 33 personas en total toman alguna bebida.
42 —-33=9

Hay 9 personas que toman té y café.
B) ¢Cuantas personas solo toman té y cuantas toman sélo café?
Café: 27 —9 =18 Té:15-9=6
C) Vamos a llamar A al conjunto de las personas que toman té, y B al de las que toman café.
Nombra con letras a los conjuntos siguientes e indica de cuantas personas estan formados: a) Toman
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café y té. b) No toman ni café ni té. c) Toman té o bien toman café. d) Toman té y no toman café.
Toman té: A: 15 Toman café: B : 27
a) Tomancaféyté: ANB:9
b) No toman nicafé nité: AnB:2
c) Toman té o bien toman café: AU B: 18 + 9 + 6 = 33, que también es: 35-2 =33
d) Toman té y no toman café: toman Gnicamenteté ANB =6
D) De entre las personas que toman café, é{cudntas toman también té? A este conjunto lo
nombramos A/B.
Toman café 27, unicamente café 18, toman café y también té 9 personas; A/B =9
E) é¢Cudntas personas no toman café? Nombralo con letras.
Toman Unicamente té: AN B=6
No toman nada: AN B =2
No toman café: B = 8
F) éCudntas personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de
las personas que no toman ninguna de las dos bebidas.
No toman ninguna de las dos bebidas: AN B =2
Toman solo café: 18 Tomansdloté: 6 Tomanlas 2: 9
En total 33 personas toman una de las dos bebidas frente a las 2 personas que no toman ninguna de las
dos, que suman las 35 personas.

13. En el mismo lugar del problema anterior, con 35 personas, ahora se ha afadido a la maquina de
bebidas el chocolate (C), y ahora se sabe que 12 personas toman solo té, que 5 personas toman té y
chocolate, pero no café, que 20 personas no toman ni té ni chocolate. Es posible saber cuantas
personas toman al menos una de las tres bebidas; cuantas, de entre las que tomaban café, tomaban
también chocolate... Investiga si tienes datos suficientes para conocerlo todo, o debes ampliar la
encuesta para conocer nuevos datos.

Datos:

- Total: 35 personas
- Bebidas:
o Té:A
o Café:B
0 Chocolate: C
- 12 personas solo toman té
- 5 personas toman té y chocolate, pero no café
- 20 no toman ni té ni chocolate

Para ver los datos de una manera mas clara realizamos un diagrama de Venn:

Las 20 personas restantes no
podemos incluirlas de momento
en el diagrama ya que no sabemos
si solamente toman café o por el
contraric no toman ninguna
bebida.
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Si sumamos el conjunto de personas obtenido de los datos (12 + 5 + 20 = 37) obtenemos que el
resultado total de las personas que tendria que haber es 37 cuando el numero real de personas que hay
es 35, por lo que se deberia realizar otra encuesta ya que el resultado de la anterior es erréneo.

14. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de una baraja sea una espada.
Como hay cuatro palos y las espadas son uno dividimos 1 entre 4:
P(4) =+=025

15. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, éte basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

En la de frecuencias relativas, porque si hubiese la misma posibilidad de ser zurdo que de ser diestro,
habria aproximadamente los mismos zurdos que diestro.

16. ¢Cudl es la probabilidad de no sacar un 5 al tirar un dado?

Suponiendo un dado de 6 caras:
. . 5
Como hay 5 nimeros que no son cinco p
¢Y de no sacar un multiplo de 3?
- 4
Los multiplos de 3, del 1 al 6 son 3y 6, y como se trata de no sacar estos, p
¢Y de no sacar un nimero menor que 2?
. 5
Menor que 2 solo esta el 1, pe

17. Al tirar una moneda 2 veces, écual es la posibilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.

La probabilidad de no sacar ninguna cara es: . 2 ¢

PXNX) = P(X) - P(X) > =2 = & i T
22 4

Y la de sacar al menos una cara:

P(al menos 1 cara) = 1 — P(ninguna cara) = " . 2 C

:1—P(2C1”uces):1—l—§ > "

4 4
18. Haz un diagrama en arbol similar al anterior en tu cuaderno con los sucesos Ay B: A = sacar un

as en la primera extraccion, A = no sacar as, y B = sacar un as en la segunda extraccién, B = no sacar
as en la segunda extraccion. ¢Cual es la probabilidad de sacar as en la segunda extraccion
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢(Y la de no sacar as en la segunda extraccion
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos ases? ¢Y la de
sacar un solo as?
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A
% s B
4
9 b 39
10 A > 8
35 A
39 B
A 4 B/A 35 1 3
P(B/A) = ; P(B/A)== ; P(ANB)=P(A)-P(B/A) =1 =1

P(ANB)+P(ANB) =—.242. 212

10 39 10 39 65
19. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 ases” y la de “no
sale ningun as”.

P(/TUE)=P(AnB)=1—P(AnB)=1—F10=%
1 D s 50 9 35 21
P(ANB)= P(A)-P(B/A) =T =—

20. En el experimento “sacar tres cartas seguidas”, écudl es la probabilidad de sacar tres ases?

Primero con reemplazo, y luego sin reemplazo.

4 4 4 1
Con reemplazo: P(3 ases)=—:—-— =

40 40 40 1000
4 3 2 1

Sin reemplazo: P(3ases)=—:— -—=
40 39 38 2470

21. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de que salga un seis doble.
P(A) = Probabilidad de sacar un seis doble

Diagrama de arbol:

12 tirada 23tirada
1
2
3
Dado 4 1
1/6 5 2
6 3
4
1/6 5
6
P(A) = P(6)-P(6/6) == -+ ==
6 6 36
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22. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6
P(A) = Probabilidad de sacar al manos un seis

Diagrama de arbol:
Dado

1/6 TN
/ — ,/’ ,\'J \\\_ --71'"--::_""-

12tirada 14

24 3 Ty 5 6
/N 1/6 /‘ﬂr\X 1/6 /ﬁ& 1/6 ’//‘7\ 1’6.%\" 1/%
\ v

22tirada 123456123456123456123456123456123456

. +l.l+l.l+l.l+l.l+l=5(i)+l=i+i=2
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 36 36

P
1
6 36 36

(4) = P(1) - P(6/1) + P(2) - P(6/2) + P(3) - P(6/3) + P(4) - P(6/4) + P(5) - P(6/5) + P(6) =
6

23. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 8 y el suceso B que esos nimeros difieran
en dos unidades.
a) Comprueba que P(A)= 5/36 (casos favorables: 2+6; 3+5; 4+4; 5+3; 6+2) y que P(B)= 8/36 (casos
favorables: (1,3), (2,4), ...).

Diagrama de arbol:

Dados

1/6

1 2 3 4 5 6
N Ay A

Dado2 123456123456123456123456123456123456

Dado 1

(Para A)
P(A) = P(2) - P(6/2) + P(3) - P(5/3) + P(4) - P(4/4) + P(5) - P(3/5) + P(6) - P(2/6) ==+ =+~
l+l.l+l.l+l.l= 5(i) =i
6 6 6 6 6 6 6 36 36
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Diagrama de arbol:

Dados

1/6

1 2 3 4 5 6

Dado2 123456123456123456123456123456123456

Dado 1

(ParaB)
P(B) = P(1) - P(3/1) + P(2) - P(4/2) + P(3) - P(1/3) + P(3) : P(5/3) + P(4) - P(2/4) + P(4) -
P(6/4) +P(5) - P(3/5) + P(6) - P(4/6) = = 4= == == Z o ofoop oot
8(:) =— - -
b) Calcula las probabilidades de P(ANB); P(AUB); P(A N B); P(A NB); P(A N B).
P(ANB) = P(A) - P(B/A) = i = 118
P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB) = —+ - —— ="
P(A NB) =P(A)-P(B/A) == 2=~
P(ANB) = P(A)-P(B/A) = (1—P(A)) - P(B/A) = (1 - —) PB/A) =22 =2
2

P(AnB) =P(A) -P(B/A) = (1-P(A))-P(B/A) = (1 —~ —) P(B/A) =2 .22

36 31 3

c) Calcula P(A/B); P(A/B); P(A/B).
P(A/B) = 40B) 5 1

P(B) % 4
— 1
5y _ P(ANB) 13 3
P(A/B) = P(B) (1_%) T 28
1
— P(ANB) - 3
P(A/B) =W=%=Z

w
o)}

24. La probabilidad del suceso A es de 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccidn es 5/8. Halla:

a) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos.

2 3 5 19
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB) = _+Z_§=ﬁ
b) La probabilidad de que no ocurra B.
3 1
P(B)=1-P(B) = 1_Z_Z
c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.
2 3 5 5
P(ANE)=P(AUB)=1—-P(AUB) = 1—(3 1_5) o
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d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.

P(ANB
P(4/B) = B2 =

& wleln
o lun

25. En un supermercado se ha estudiado el numero de clientes que compran tres productos A, By C.
Del estudio se ha obtenido que un 14% de los clientes compra el producto A y un 12% compra el
producto B. Ademas, un 4% compra Ay B, un 2% compra A y C y ningtn cliente que compre C compra
también B.

a) éCudntos clientes compran tnicamente el producto B?

b) Sabiendo que un cliente ha comprado A, écudl es la probabilidad de que también haya comprado
C, pero no B?

P(A) =014 P(B)=012 PANB)=0.04 P(ANC)=0.02
P(BNC)=0 P(AuBUC(C)=1

Como no da el nimero exacto de clientes podemos quitar los
porcentajes y suponer que hay 100 clientes.

a) SoéloesB:12-4=8clientes

b) Sabiendo que es de A que haya comprado en C pero no en B:

_ 2
P(CNB/A) =155= 002

26. Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A)=1/3, P(B)=1/5y
P(A U B) = 7/15, hallar:
a) La probabilidad de que se verifique Ay B.

1 1 7 1
P(AnB)=P(A)+P(B)—-P(AUB) =§+§—1—5 ; PANB) =1
b) La probabilidad de que se verifique A y no B.
1 4

_ 1
P(ANB)=PA)—PANB) =z ——==

c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.

1 1 1)_ 8
15

P(ANB)=P{AUB)=1-P(AUB) = 1_<§+§_E
d) La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B.

P(A/B) = 123

o 8
PANB) 15 8 2
P(B) ~ 4

5

27. Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) =%;P(B) = %;P(an?) =2—10 Calcular:
P(AUB),P(AnB),P(A/B),P(B/A)

P(Jn§)=P(AUB)=1—P(AUB)=%

P(AUB) = 1 L
U = —_—— T —
20 20
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3 1 19 3
P(ANB) = P(A)+P(B) ~P(AUB) =3+ — o= =5
_ 1 3
_ _P(AnB) P(B)-PANB) 3~75 2
PA/B) =—pmy == Py TS
P(BNnA) P(A)—P(BnNA) 3.3 3
= _ _ - _4 10 _°
PE/D ==y =~ p@y 3 5
)

28. Se considera dos sucesos A y B tales que: P(4) = % ,P(B/A) = i ,P(AUB) = %

Calcula razonadamente: a)P(A N B), b)P(B), ¢)P(B/A), d) P(A/B). Nota. S denota el suceso

complementario del suceso S. P(S/T) denota la probabilidad del suceso S condicionada al suceso T.
11 1

a) P(AnB)=P(A)-P(B/A):§.Z =

b) P(AUB) =P(4A)+P(B)—P(ANB)

! = L + P(B) 1
2 3 12
1 1 1 1
P(ANnB) =P(A) -P(B) = S
- 3 4 12
_ 1 1
— _ P(Bn4) _ P(A-P(BNA) _ 371, _ 3
C) P(B/A) - P(4) - P(4) - % - 4
_ 1
d) P(A/B) = ZAMD) _ 1-PAWB) _ 15 _2

P(B) P(B) 3

3
4

29. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que
al menos uno haya sido intencionado siendo P(I) = 0,6

N1
0,4
I P
0,6
I 0,8 1
T~ 0,4 NI
0,6 , o
NI
0,6
I
0,4 NI
0,4 NI
NI o« ¥1
~—— 0,4
0,6 I -
0,6 I

P(al menos 1 intencionado) = 1 — P(ninguno intencionado) =1 — (0,4-0,4-0,4) = 0,936
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30. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione
correctamente cada dispositivo son: P(4) =0,96; P(B) =0,98;P(C) =0,99 a) Calcula la
probabilidad de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.

F = Funcione Nf = No funcione
F ir §
0. 98
0. 04 0. 98 FE
Nf a- 0. 98 F C
0. 02 Nf B .

0. 01 NE C

P(fallen los 3) = P(Nfn Nf n Nf) = P(Nf) - P(Nf/Nf) - P(Nf/Nf n Nf) =
=0,04-0,02-0,01 =0,000008
P(todo salga bien) = 1 — P(fallen los 3) =1 —0,000008 = 0,999992

31. Una fabrica de muiiecas desecha normalmente el 0’3 % de su produccidn por fallos debidos
al azar. Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos munecas al azar haya que desechar
ambas. b) Al coger dos muiiecas al azar haya que desechar sélo una. c) Al coger dos muiecas al
azar no haya que desechar ninguna d) Verificamos 4 muiiecas, calcula la probabilidad de desechar
unicamente la tercera muiieca elegida.

0,937 BUENA

BUENA

0,997
0,003 DEFECTUOSA

MUNECA

0,003 0,997 BUENA

DEFECTUQSA

0,003 DEFECTUQSA

a) P(DnD) =P(D)-P(D)=0,003-0,003 =0,000009

hP(BND)+P(DNB)=2-P(B):-P(D)=2(0997-0,003) = 0,00598

¢)P(B N B) = P(B) - P(B) = 0,997 - 0,997 = 0,994

d) P(defectuosa solo la tercera) = P(B) - P(B) - P(D) - P(B) = 0,997 - 0,997 - 0,003 - 0,997
= 0,0029

32. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer lan-
zamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que ter-
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mine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento)

1 1 1
@) PCNCO)+PENX)=PC) PC)+PX)-P(X) =7 +7=5
1 1 1
b) P(termine en el tercero) = P(X) - P(C) - P(C) + P(C) - P(X) - P(X) = 3t5=1
1 1 1
c) P(termine en el cuarto) = P(C) - P(X) - P(C) - P(C) + P(X) - P(C) - P(X) - P(X) = T + =8
d) P(a lo sumo en el cuarto) =
1 1 1 7
= P(segundo) + P(termine en el tercero) + P(termine en el cuarto) = > + 7 + 573

33. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las si-
guientes probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia:

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.
b) Determina las siguientes probabilidades: P(V NC); P(V NU); P(M NC); P(M NU); P(V); P(M);
P(C) y P(U).

c) Calcula P(U/V); P(C/V); P(V/U); P(V/C). éSon dependientes o independientes los sucesos:
accidente con victimas y accidente en carretera?

a)
Accidente en carretera Accidente en zona urbana To-
(C) (V) tales
Accidente con victimas 0,27 0,29 0,56
(V)
Accidente con solo da- 0,31 0,13 0,44
nosmateriales (M)
Totales 0,58 0,42 1
b) P(VNC) =027 ; PVNU)=029 ; PMNnC)=031 ; PMnU)=0,13
PWV)=PVNO+W¥NnU)=056 ; PM)=PMNC)+PMnU)=0.44
P(C)=P(VNO+PMNC)=058 ; PU=PWVNU)+PMnU) =042
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029 _ ) _ 027 _
) P(U/V) =222 =054 ; P(C/V) = o = 0,48
P(V/U) = % =0,7 ; P(V/C) = % = 0,47

Los sucesos V y C son dependientes pues P(V) = 0,56 # P(V/C) = 0,47

34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes pueden ser de carretera®© o
urbanos(U), pero que ahora los clasificamos en leves(L), Graves(G) o mortales(M). Observa que lo
fundamental para confecciona la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Accidentes en carretera ( Accidentes urbanos | Totales
C) (V)
Accidentes (L) 0.27 0.29 0.56
Accidentes (G) 0.18 0.01 0.19
Accidentes (M) 0.13 0.12 0.25
Totales 0.58 0.42 1

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

A No A
B 0.4 0.2 0.6
No B 0.15 0.25 0.4
0.55 0.45 1

P(ANB) = 0.4 - P(B) - P(A/B) = 0.4 — P(A/B) = % =06

0.15
P(ANnnoB) =0.15 - P(noB) - P(A/noB) = 0.15 - P(A/noB) = —— = 0.375

0.6 A 0.8 B
A
B 0.55
0.6
0.4 no A 0.2 no B
A B
04 0.375
0.4
noB
NoA
no A 0.5
0.625
no B

P(BNA) =04 - P(A)-P(A/B) = 0.4 > P(A/B) = % =0.8
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0.2
P(B NnoA) = 0.2 - P(noA) - P(noA/B) = 0.2 - P(noA/B) = 045 = 0.4

36. Dado el diagrama de arbol del margen, construye una tabla de contingencia, y después el otro
diagrama de arbol.

B
5/7
A
1/5, 2/ no B
B
4/5 5/8
noa,
14 no B
A No A Totales
B 5/35 20/30 17/21
No B 2/35 4/30 4/21
Totales 7/35 24/30 1
A
3/17
B
17/21 W N
A
4/21 3/10
noB
no A

7/10

5
5 Ay 5 A\ 35
21 2/35
P(ANnnoB) =2/35 - P(noB) - P(A/noB) = 2/35 - P(A/noB) = /— =3/10

4/21
37. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La segunda con 4 bolas
blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta
ser negra. ¢Cual es la probabilidad de que proceda de la urna A?
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- W
TSN
5 W
£SN

A — elegirurnaA B — elegirurnaB
W — extraer bola blanca N — extraer bola negra
P(ANN) _ P(A)-P(N/A) _0,5:0,2
= = = 0,25
P(N) P(N) 0,4
PIN)=P(ANN)+P(BNN) =P(A) - P(NJA) + P(B) -p(N/B) ==.2+2.2-04

20 10 20 10
La probabilidad de que la bola negra proceda de la urna A es de 0,25

P(A/N) =

38. Se esta estudiando un tratamiento con un nuevo medicamento, para lo que se seleccionan 100
enfermos. A 60 se les trata con el medicamento y a 40 con un placebo. Los valores obtenidos se
representan en la tabla adjunta. Calcula:

 ~C
o M<_
100 :;: C

30
40 . 0 C
100 M L
. C
M — Tratados con medicamento M - Tratados sin medicamento, es decir, con el placebo
C — Curados C — No curados

a) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento.
_ P(MNC) _ P(M)-P(C/M) _0,6:0,83 _
P(M/C) = LGN 0,62
P(C) = P(M) - P(C/M) + P(M) - P(C/M)
p(C)=2. 80 130,20 49
60 100 40 100
La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento es de 0,62

b) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo.
— _P(MnC) _P(M)-P(C/M) 0,4-0,75 _
P(M/C) = PC) - ro) - s =038
La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo es de 0,38
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39. Se sabe que, en cierta poblacion, la probabilidad de ser hombre y dalténico es un doceavo y la
probabilidad de ser mujer y daltdnica es un veinticincoavo. La proporciéon de personas de ambos
sexos es la misma. Se elige una persona al azar.

o ~ D
Nuw?
: D

H - Hombres
D — Daltdnicas/os

M — Mujeres
D — No dalténicas/os

a) Si la persona elegida es hombre, hallar la probabilidad de que sea dalténico.
P(D/H) = —

La probabilidad de que un hombre sea daltdnico es de 0,083

b) Si la persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.
P(D/M) =

La probabilidad de que una mujer sea daltdnica es de 0,04

c) éCual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?
P(D) = P(H) - P(D/H) + P(M) - P(D/M)

PD)=~.224+1.3% _0062
12 100 25 100

40. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo
y se sustituye por dos del otro sabor. A continuacidn, se extrae un segundo caramelo. Hallese la
probabilidad que:

a) El segundo sea de fresa

b) El segundo sea del mismo sabor que el primero

18 m,
6m
- m
17 1o12¢
12
7m T fz
10f
10 9
18
17 fj. i m,
9f
9
18
f,

a) P(F,) =
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P(MlnF2)+P(F1nF2):
7 2,10 1_ 29
=P(My) - P (F/My) + P(Fy) - P(F,/Fy) = - S+ 5=

b) PI(M; n M) U (Fy N F)] =PM;nMy) +P(FiNF,) =
P(My) - P (My/My) + P(F) - P(Fy/F) = -2+ ==

La probabilidad de que el segundo caramelo sea de fresa es de % y que el segundo sea del mismo sabor

. 22
que el primero es de o

41. En un avion de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos
terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan en
la clase preferente saben hablar inglés y que el 40% de los pasajeros que viajan en clase turista no
saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avion al azar.

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, écual es la probabilidad de que viaje en la
clase turista?

0,6 |
, T <
/ 0,4 NI
1
1
: |
0
NI

a) P()=P(TNnID)+ P(PNI)=P(T) P(I/T) + P(P) -
P(I/P) =§-0,6+§-1 = 0,73

| b2

]

P(Tnn _ P(T)PU/T) _ 04 _ 0,54
P(I) P(I) 073

b) P(T/I) =

La probabilidad de que el pasajero que se eligié sepa hablar inglés es de 0,73 y la probabilidad
de que ese pasajero pertenezca a la clase turista es de 0,54

42. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5% de los clientes atendidos por el
sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8% de los atendidos por el sastre B ni el 10% de los
restantes del C. Calculese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A

095 S
0,05 NS
09 S
0,08 *NS
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a) P(NS) = P(ANNS) + P(B N NS) + P(CNNS) = P(A) - P(NS/A) + P(B) - P(NS/B) +
P(C)- P(NS/C) = 0,55 - 0,05 + 0,3 - 0,08 + 0,15 - 0,1 = 0,0665

P(ANNS) _ 0,55:0,05
P(NS) ~ 0,0665

b) P(A/NS) = = 0,413
La probabilidad de que el cliente no quede satisfecho con el arreglo es de 0,0665 vy si el cliente no queda
satisfecho la probabilidad de que el arreglo lo hiciera el sastre A es de 0,413.

43. En un proceso de fabricacion de moviles se detecta que el 2 % salen defectuosos. Se utiliza un
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 90 % de los méviles defectuosos, pero senala
como defectuosos un 1 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcto un mévil que
el dispositivo ha calificado como defectuoso. B) Calcula la probabilidad de que sea defectuoso un
movil que el dispositivo ha calificado como correcto. Ayuda: Utiliza primero un diagrama en arbol y
luego una tabla de contingencia.

DC
0,99
FC
0,1 DC
002 o /
0'\9 .
Fabricado Correcto (FC) | Fabricado Defectuoso (FD)
DETECTADO como Correcto (DC) 0,9702 0,002 0,9722
DETECTADO como Defectuoso (DD) 0,0098 0,018 0,0278
0,98 0,02 1
A)P(FC/DD) = P(EC 0 DD) _ 99998 _ ) 3525
) ~ P(DD)  0,0278
P(FDn DC) 0,002
B)P(FD/DC) = = =0,0021

P(DC)  0,9722

44, Se tienen 3 cajas, A, B y C. la caja A tiene 10 bolas de cuales 4 son negras. La caja B tiene 6 bolas
con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja saca
una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360.

A =10 bolas y 4 negras B=6bolasy1lnegra C=8bolasy 3 negras O = Nonegra
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P(ANN)+P(BNN)+P(CNnN)=(P(A)-P(N/A))+ ((P(B)-P(N/B)) + (P(C) - P(N/C)
1 4 11 1 3 2 1 1 113
3707367387 15718787 360

Si se cumple

45. Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es de 3/5 y la cruz es de 2/5. Si
sale cara se escoge un numero al azar del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un ntimero del 1 al 6. Calcula
la probabilidad de que el nimero escogido sea impar.

34y (23 3 1 1
P(D=P(CNnD+PXnI)=(PC):-PU/C))+ (PX)-PU/X)) = (g'g) + (g'g) =5t5=3

46. Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como
deportistas o no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un
trabajador al azar: a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector. b) Sabiendo que el
trabajador elegido es lector, calctlese la probabilidad de que sea deportista.

® | =Lector
e D =Deportista
PDUL)=0,55 ; P(D)=0,40 ; P(L)=0,30

a) P(DNnol)=P(D)-P(DNL) ; P(DNL)=P(D)+P(L)—P(DUL)=0,40 + 0,30 — 0,55 =
0,15
P(D N nol) = P(D) - P(D N L) = 0,40 — 0,15 = 0,25
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P(DNL 0,15
b) P(D/L) = (P(Q) ) — S50 = 0,50

47. Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0’01, de que lo sea uno fabricado en B es 0’02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0’03 En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina A,
30 de la B y 75 de la C. a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea
defectuoso. b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. {Cual es la probabilidad de que haya
sido fabricado por la maquina B?

120 tornillos: 15dela A, 30delaBy 75 dela C;
calculamos porcentajes= P(A)= 15/120=0,125, P(B)=30/120=0,25, C=75/120=0,625;

12,5% de la A, 25% de laBy 75% de la C.

Diagrama de arbol:

F
0,99
0,01 D
0,98 F
0,02 D
0,97 F
0,03

D

e F =Funcional
e D = Defectuoso

A) P(F)=P(ANF)+P(BNF)+P(CNF); P(F) =0,125-0,99+0,25-0,98+0,625-0,97 = 0,975
Existe un 97,5% de probabilidad de que, al coger un tornillo aleatorio, este sea funcional.

B) P(D)=1-P(F)=0,025

P(B/D)= P(BND) — 0,25-0,02 —

P(D) 0,025 0,2

Existe un 20% de probabilidad de que el tornillo defectuoso haya sido fabricado por la maquina
B

48. Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacion y perfeccionamiento en las categorias pre-
benjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 aifos) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la
informacion con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:
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Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.
a) éCual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacion?

b) éCual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?
c) Si el nadador elegido es un benjamin, écual es la probabilidad de que esté en el curso de

perfeccionamiento?

d) Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacidn, é¢cual es la probabilidad de que sea benjamin?

480 nadadores: 200 Iniciacion, 280 Perfeccionamiento; 41,67% Iniciacion y 58,33% Perfeccionamiento

Diagrama de arbol:

PreB
06
0,35
| B
A

0,5833

I= Iniciacién

P= Perfeccionamiento
PreB= Pre-Benjamin
B= Benjamin

A= Alevin

P(1)=200/480= 0,4167, P(P)= 280/480=0,5833, P(PreB)= 160/480=0,333,

P(B)=160/480=0,333, P(A)=160/480=0,334
A) P(1)=200/480= 0,4167

Existe una probabilidad de 41,67% de que el nadador esté en el curso de iniciacion.

280 160 150 290 2
B) P(PUA)= P(P)+P(A)_P(PDA)=E+E_E=E s

° =06
8

Existe una probabilidad del 60% de que el nadador esté en el curso de perfeccionamiento o sea

alevin

P(BNP) _ 0,583-0,321
P(B) 0,583-0,321+0,417-0,35

C) P(P/B)= = 0,562

Existe una probabilidad del 56,2% de que, si el nadador es benjamin, se encuentre en el curso de
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perfeccionamiento.
P(BNI) _ 0,35:0,4167

D) P(B/l)= = = 0,35

) P(8/1) P(D) 0,4167 ’
Existe una probabilidad del 35% de que, al escoger a un nadador en iniciacion al azar, este sea
benjamin
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1.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

En un colegio se selecciona un grupo de 200 estudiantes de los cuales todos estudian inglés o

francés. De ellos 150 estudian inglés y 70 francés. { Cuantos estudian francés e inglés?

En otro centro escolar se estudian varios idiomas: francés, inglés, aleman e italiano. Se seleccionan
también 200 estudiantes de los cuales, 150 estudian inglés, 70 francés y 40 ambos idiomas, écuantos
estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni inglés?

a)
estudiantes inglés francés
probabilidad 200 150 70
200/200 3/4 7/20
P(IUF)=P()+P(F)—P(NF); PUNF)=P()+P(F)—P(IUF);
3 7 200
PINF)=—+———; P(INF)=1/10
InF=2%30"2000 PUNP=Y
Como la probabilidad es 1/10, de 200 personas 20 alumnos estudian inglés y francés.

b)

estudiantes | inglés | francés | ambos aleman | italiano
probabilidad | 200 150 70 40 é? é?

200/200 3/4 7/20 1/5 é? é?
IWER S B qt Luego 150- 40= 110 solo estudian inglés
I8 G _
MrNmEE s +QE§_ Y 70-40= 30 solo estudian francés
_“f* f(‘ A0 n
o -\ Portanto, 110 que estudian inglés mas 30 que estudian francés
A+ 5 %O || mas 40 que estudian ambos idiomas = 180 estudiantes de
N B inglés, francés o ambos.
[N — A
7/_ IR 4_/’/

200 estudiantes menos 180= 20 estudian otros idiomas (aleman e italiano).

Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de:
Sacar un numero impar.

No sacar un 3.

Sacar un nimero mayor que 3.

Sacar un nimero mayor que 3 y que sea impar.

Sacar un niumero mayor que 3 o bien que sea impar.
numero de casos favorables
nuamero de casos posibles

.7s . __ numeros impares _ _
a) probabilidad de que salga impar = S ——— 3/6 = 1/2

nuamero 3

Regla de Laplace: P(suceso) =

b) probabilidad de que salga 3 = 1/6

namero de cara

7. . numero mayor que 3 3 1
c) probabilidad de que salga un nimero mayor que 3 = — = Z=2
numero de caras 6 2
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numero impar mayor que 3 _1

d) probabilidad de que salga un numero impar mayor que 3 = S — ==

e) probabilidad de que salga un nimero mayor que 3 o impar = Z

3. Enuna clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los
alumnos tienen los ojos azules. Se elige un estudiante al azar.

a) Calcula la probabilidad de que sea chico y tenga los ojos azules.

b) Calcula la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azules.

. C= elegir chico
os M
. 24 chicos ;3 ' a) P(C n A) = P(C)P(A/C);
A 12 1
38 alumnos/ P(C n A) = (E) (5) ’
?fl\ Kﬁ' P(CnA)=1i9
DY N b) Chicas con ojos azules Y2 de 14 =7
Chicos con ojos azules 1/3 de 24 = 8, en total hay 15 con ojos azules
24 15 8 31
PCUA)=P(O)+PA)-PCNA =+ -5=%

4. Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natacidn. Antonio y Juan tienen la misma probabilidad
de ganar, y doble a la probabilidad de Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge.

Juan— 2x Jorge— x Antonio - 2x

Como la suma de las probabilidades hade ser 1, 5x=1 X=§

P(Juan)=§ P(Jorge)% P(Antonio)=§

P(Juan o Jorge) = P(Juan) + P(Jorge) = % +§ = %, al ser incompatibles.

5. Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un euro. Calcula la probabilidad de
que: A) En la moneda de un euro salga cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No salga

ninguna cara. E) Salga una cara y una cruz.
C cent
- <
X cent

X€ <C cent
X

cend

8

1

a)P(cara €) = >

c)P(CENX) + P(X N Cct) + P(CE N Cct) %%% %+%%:%
11 1
P NX)=—-~=1 o
PCNX)+PXNC)=5-c+5-5=1
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6. Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de: A) No salga ninguna cara. B) Salga al menos
una cara. C) Salgan dos caras y una cruz.

A)

B)

C)

——
e S

PXNXNX) ===

Si la probabilidad de que no salga ninguna cara es de 1/8, la probabilidad de que salga al menos
una cara es 1 — probabilidad de ningunacara=1-1/8=7/8

PCCNCNX)+PECNXNC)+PXNCNC) =5 s oo mogo =2

Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
que la sumasea 1, sea 2,sea 3, ... sea 12.

1 2 3 4 5 6

o U A W N R

¢Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 o sea 10?
Escribe el suceso “sea 9” y el suceso “sea 10” y calcula las probabilidades de sus sucesos elementales.
iSabes ya mas que Galileo!
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n? casos faborables A

Regla de Laplace: P(A) =

n2 casos posibles
Con tres dados, el n2 de casos posibles son 63, o lo que es lo mismo 216

a) Para calcular P(9): Considerando que el 3¢" dado puede tomar valores del 1-6, los que pueden ser
validos para sumar 9 son representados en la siguiente tabla, en la que aparecen las sumas de los
valores de los otros dos dados (el resto de los valores se descartan):

Por lo tanto, de los 216 casos posibles, se tiene que 25 son favorables para P(9) y segun Laplace:

25
P(9) = >Te

b) Para calcular P(10): Al igual que en el caso anterior, el 3°" dado toma valores del 1-6; se representan
en la tabla los posibles valores que puedan sumar 10 (Los que no cumplen dicha condicién se
descartan):

1 2 3 4 5 6
1 - : 4 6
(+6) (+4)
2 4 6 8
(+6) (+4) (+2)
3 4 6 8 9
(+6) (+4) (+2) | (+1)
4 6 8 9 -
(+4) (+2) | (+1)
5 6 8 <) - -
(+4) (+2) | (+1)
6 8 9 - - -
(+2) | (+1)
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Probabilidad

Lanzamos a la vez una moneda y un dado. Llama A al suceso “Salga cara y un numero par”, B al
suceso “Salga cruz y un numero primo” y al suceso C “Salga un numero primo”. Calcula las
probabilidades de 4, B y C. ¢Como son estos sucesos? Indica cudles de ellos son compatibles y cuales
son incompatibles.

[y
IN
[¥)
H
I
)]

x
<
25
e

cruz y primo|

10. Lanzamos una moneda 50 veces, {Qué es mas probable, obtener 50 caras seguidas o obtener en
las 25 tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Justifica la respuesta.

e La probabilidad de los dos casos es la misma porque la moneda no guarda los datos de sus tira-
das, es decir, no tiene memoria.

11. Una moneda esta trucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener cruz.
Calcula las probabilidades de los sucesos obtener cara y obtener cruz al tirar una moneda.
-C— Salircara. -X— Salir cruz.

P(C)=2-P(X)> P(C)+PX)=1

2P(X)+P(X)=1- 3P(X)=1 > P(X) =5 ;P(()=1-:=-
2 1
PO =7 P =3

12. Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos tienen idéntica probabilidad
de ganar, y todas las chicas, también. Pero la probabilidad de ganar una chica es doble de la de ganar
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Probabilidad

un chico. Calcula la probabilidad de que un chico gane el torneo.
- Chico 1,2,3 = probabilidad x cada uno - Chica 1,2 = probabilidad 2x cada una

, 1
Calculamos cuantovalex. 7x=1->x= -

Por tanto, la probabilidad de que gane un chico el torneo es 1/7.

13. Siete parejas de novios estan en una habitacién. Se seleccionan dos personas al azar. Calcula la
probabilidad de: a) Sean un chico y una chica. b) Sean una pareja de novios. Ahora se escogen 4
personas al azar. Calcula la probabilidad de: c) Haya al menos una pareja de novios. d) No haya
ninguna pareja de novios.

F={Que sea chica} G={Que sea chico}
N={Que sean novios} A={Que no sean novios}
a)
6/13 G
7/14 c
7/13 F
7/13 G
7/14 F <
6/13
17 1 7 14 7
P(GﬂF)—P(G)P(F/G)-I—P(F)P(G/F)—5'1—3+5'E—% Y
b)
1/13 N
7/14 G
12/13 A
1/13 N
7/14 F <‘
12/13
P(N)=P(GNN)+P(FNnN)=P(G)P(N/G)+ P(F)P(N/F) = L +1 1_2_1
h a / M= B3t 13726 13
c) P(al menos una pareja de novios) = 1 — P(ninguna pareja) =1 — (E . % . g . %) =1- % = %

. . 14 12 10 8 80
d) P(ninguna pareja) = (ﬁ S RETE H) =2

14. Tenemos un dado trucado de forma que los nimeros impares tienen una probabilidad doble a la de
los ndmeros pares. Calcula las probabilidades de: A) Salga un ndmero impar. B) Salga un ndmero
primo. C) Salga un ndmero primo impar. D) 5alga un ndmero que sea primo o sea impar.
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I Probabilidad

1 2X
2 X
3 2X
4 X
5 2X
6 X
9x=1;x=1/9
A={ntimero impar} B={numero par} C={ndmero primo}
= _2,2,2_6_2
a) P(A)=P()+PB)+P(B) =+ +-=-=1
b) P(C)=P)+P(2)+PB)+P(5) ==+ +-+-==
c) P(AnC)={1,3,5}=P(1)+P(3)+P(5)=§+§+§=g=§
d) P(AUC) ={1235}=P(1) + P(D) + P(3) +P(5) ==+ +-+>="

15. En un grupo de 12 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos chicas al azar. Calcula la probabilidad de que:
A) Ambas sean rubias. B) Al menos una sea rubia. C) Ninguna sea rubia. D) Una sea rubia y la otra
no.

R={Que sea rubia} A={No ser rubia}

2/11 R
3/12 R
5/11 A
3/11 R
9/12 A <
g/11
a)  P(RNR)=PRP(R/R) === =—=—
b) P(al menos 1searubia) =1—P(ANA)=1-P(A)P(4/4) =1— % : % - %
c) PMnA}:HumﬁU=%,%=%
d PMANR)+P(RNA)=P(A)P(R/A)+P(R)P(A/R) = % . % + 13_2 . 1;91 — %

16. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades
de que: A) Los nimeros obtenidos sean iguales. B) Los niumeros obtenidos difieran en 3 unidades. C)
Los nimeros obtenidos sean pares.

22 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 11: Probabilidad. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Probabilidad

A) Realizamos un diagrama cartesiano donde se indican los posibles valores de cada dado al lanzarlos:

1-3
2-1[2-2]23|24[25] 26
3-1(3-2[3334[35]36
4-1|4-2]43|4-4]45 |46
5-1[52 5354|5556
6-1/6-2|63|6-4|65 66

Numero de casos favorables 6

P(4) = =2

Il
[ =

Numero de casos posibles. 36

B)

P(A) __ Numero de casos favorables _ 6 1
Numero de casos posibles. 36 6
Q)
Numero de casos favorables 9 1
P(A) == favorables _ 9 _1
Numero de casos posibles. 36 4

17. Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara an-
tes del cuarto lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento.

A) Salga cara antes del cuarto lanzamiento: Serd la probabilidad de que salga cara en el primer

. 1 . 11
lanzamiento (E) o que salga cara en el segundo lanzamiento, (E . 5) o que salga cara en el
. 11 1
tercer lanzamiento, ( ————— )
2 2 2
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Probabilidad

P(A)zé +(ll)+(lll)= l+i+%=§

ler. 2do. 3er. 4to.
lanzamiento lanzamiento lanzamiento lanzamiento
c
| C X
(o, —=ea] C —
/ P X X em——
¢ < C —
\ (& X —
"
X =] C—
1/2 T X SEreils
C —_—
(6 2, G
1/2 fmemretr
yc '::::_______ c
X X —
x < g
1/2 @ X —
"
1{2\}{ .:-"____:__-‘- () —
X 2 =]

B) Salga cara después del octavo lanzamiento: El camino seguido corresponde al que sale X en
ocho lanzamientos y en el noveno sale cara. Como la probabilidad de que salga X es siempre

%, ¥y la que salga cara también es %, la probabilidad de que salga cara después del octavo
lanzamiento es:

18. Un lote de 20 articulos tiene 2 defectuosos. Se sacan 4 al azar, ¢{Cudl es la probabilidad de que
ninguno sea defectuoso?

1517 ND = NDNDNDND
o 2 1 89 _ND < _
19 saca: P(D)= —_—= = D = NDNDNDD
20 10 1719 ] <.\D= ND NDD ND
D
18 9 D = NDNDDD
P(ND)=— = — . ND= NDDNDND
< D = NDDNDD
D
D

22 saca: P(ND/ND)= z ND= NDDDND
19 i D=NDDDD
8

32 saca: P(ND/ND)= g =3 - < ND= D-xn.\'n-xn-

N D = NDND NDND
15 e -D< <m= DNDDND

42 saca: P(ND/ND)=1—7 D o

ND= DDNDND

.\'D<
D=DDNDD
D< -_'____________.----"XD=DDDXD
9 17 b =DDD 8 15
P(ND)= — - —=- 2.2 =
10 19 9 17
12

19

19. Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. {Cual es la probabilidad de que en
uno de los dados haya salido un 3?

Se realiza el diagrama cartesiano para ver las sumas de las caras superiores de los dos dados. Se
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analizan cuantas dan 7 y de éstas cuantas ha salido un 3 en alguno de los dados:

8

9

9 10 11 12
Casos favorables 2 1
P(A): f - ===
Casos posibles 6 3
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2 Probabilidad

AUTOEVALUACION
1. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
b) 11/36 A = Al menos un 5
10 20 _ _
P(A)=P5n5)+P(5n5)+P(5N5)
5
1/6

16/ s6 *5  P(A)=P(5)-P(5/5)+ P(5)-P(5/5)+ P(5)-P(5/5)

5/ /
> il ppyo 11,15 51 11
B, PW= 55 e 5 66 36
2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras.
c)3/8 A = sacar dos caras
12 22 30
c
Cifz P(A) =P(C)-P(C/C)-P(X/C)+P(C)-P(X/C)-P(C/X)+P(X)-P(C/X)
” 112 P(C/C) =
c 1/2 » C
1/2 1/2 x<

bz TR 111 111 111
1/2 CP(A)__.E.E+ _____ + - = —

3
12 172 # C 222222 8
i

xgz:c
1/
X
3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:

a)1/2 A =sacar al menos 2 caras

10 20 30
P(A) =P(C)-P(C/C)-P(C/C)+P(C)-P(C/C)-P(X/C)+P(C)-P(X/C)
-P(C/X) + P(X)-P(C/X)-P(C/C)

1)’2

” ”2<‘ P4) = 11 111 111 1

12 B 22 222 222 2
1/2

1/2 12 » C <:
X 1/ X
1 1/2

X c
n
X 4. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea
un oro o un miultiplo de 2 es:

O ={Sacar oro} M = {Salir multiplo de 2}
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Probabilidad

POO) =2 =1 P(M) ===~
11 5 1
P(OUM)=P(0) +P(M)=P(ONM) = S +5—75=7 = d)1/4

5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:

a) P(A) + P(noA) =1 — Siempre es correcta porque son sucesos contrarios que, al sumarlos,
forman el total, 1. La probabilidad del suceso contrario es 1 menos la probabilidad del suceso.

b) P(AU B) = P(A) + P(B) — Solamente es correcta cuando los eventos son incompatibles, es decir,
gue no pueden realizarse a la vez.

c) P(ANnB) =P(A)-P(B) — Solamente es correcta si los sucesos son independientes. La
probabilidad del segundo suceso no depende de lo que se ha obtenido en el primero.

Respuesta a)
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Distribuciones de Probabilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Se lanzan 3 monedas y contamos el niimero de caras que salen. Haz un diagrama un arbol.
Escribe en una tabla la funcién de cuantia y la funcién de distribucion. Representa la funcién de cuan-

tia en un histograma y con una linea la funcion de distribucién.

12 c

C
2 <.
12 ¢

1/2 1/2 C
1/2
1,200
1,000
Caras | P; | F /
0,800
0 1/8 | 1/8
0,600
1 1/2 | 5/8
2 1/4 | 7/8 0,400 ‘/’,,'
3 1/8| 1 0,200 IIII
2 3

T
1] 1

2. Selanzan 2 dados y contamos el numero de 5 que aparecen. Haz un diagrama en arbol, escribe
en una tabla la funcion de cuantia y la funcidn de distribucidn, y represéntalas graficamente.

5

1/6
5 Numero 5 | pi F
ve s % 0 25/36 | 25/36
1 10/36 | 35/36
2 1/36 1
N
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Distribuciones de Probabilidad

1,200

¥

1,000 /
0,800

¥

0,600 -

0,400 -

0,200 -

0,000 -

3. Se lanzan 3 monedas. Por jugar nos cobran 1 euro, y por cada cara que aparezca ganamos 1 euro.
Escribe una distribucion de probabilidad y representa el histograma. ¢ Cuanto esperas ganar o perder

en 100 lanzamientos?

caras 0 1 2 3
probabilidad | 1/8 | 3/8 | 3/8 | 1/8
Ganancia -1 0 1 3

=)o)+ 1) 26)-; -
100-%= 50€

Esperamos ganar 50€

4. Una persona apuesta 10 euros a un juego de tirar una moneda y que salga cruz o cara (o similar). Si
gana se retira y deja de jugar. Si pierde, apuesta el doble, 20 euros. Si gana se retira. Si pierde apuesta
el doble, 40 euros. Y asi sucesivamente. Con esta estrategia siempre acaba ganando 10 euros, pero
tiene un defecto, que no lleve suficiente dinero para seguir jugando hasta ganar. Imagina que lleva
500 €. A) Haz un diagrama de arbol y calcula todas las posibilidades. B) La distribucion de
probabilidad: Ganancia(x) - Probabilidad(x). C) éEs un juego ventajoso? ¢Y para nuestro
jugador? D) Calcula la probabilidad de ganar 10 euros y la de perder 500 euros.

A) &
12/ 10

172 %
G
1/2 P< ULV AT 1/2 %
10 4/ p 1/ ?0
20
172 .Eiuz P& .
160
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Distribuciones de Probabilidad

B)
Apuesta 10 {20 |40 |80 160 | 320, No puede apostar
Pierde -10 | -30 | -70 | -150 | -310
GanaTiene |10 |10 |10 |10 10
Probabilidad | 1/2 | 1/4 | 1/8 | 1/16 | 1/32

C) Es un juego ventajoso para los creadores de ese juego ya que tendran muchas ganancias. No es un
juego ventajoso para nuestro jugador ya que en caso de que gane solo ganaria 10 euros y recupere el
dinero que ya tenia él desde el principio.

D)P(ganar10€)=%+i+%+1_16+%+..._

|I\J|>—l

Se trata de la suma de una progresidon geométrica de razén %, S =—*2y=1.

2

No puede perder los 500€ pues en la 52 jugada ya ha perdido 310€ y no puede apostar mas.

5. Lanzamos dos dados. Si apostamos al 7 y sale, recuperamos tres veces lo apostado. Si apostamos
que sale menor que 7 y sale, recuperamos lo apostado, y lo mismo si apostamos que sale mayor que
7. éCual es la mejor estrategia?

12, Se hace una tabla:

Sale 7 <7 >7

Ganancia 3x X X
P; 6 15 15
36 36 36

29, Multiplicamos las ganancias por las probabilidades y el resultado que salga mayor es el mas
favorable. Sea x la cantidad apostada.
e 3:x€:6/36=0.5€
e x€15/36=0.42€
La mejor estrategia es apostar por el 7 ya que su porcentaje de que salgas beneficiado es superior a las
otras posibilidades.

6. Se ha comprobado que la distribucién de probabilidad del sexo de un recién nacido es:
Sexo bebé chica | chico

Probabilidad | 0,485 | 0,515

En un hospital van a nacer hoy 10 bebés. Escribe la expresion de probabilidad de que nazcan 7 chicas.
19. Lo mas importante es decir a que llamas x.

X: nacer chicas, X sigue una B(10, 0,485)

29, Luego aplicamos la formula de distribucion binomial y obtenemos el resultado.

P(x=7) = (170) . (0,485)7 - (0,515)% = 0,1034

La probabilidad de que nazcan 7 nifias de los 10 bebés que van a nacer es un 0,1034.
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Distribuciones de Probabilidad

7. Se estima que el porcentaje de hogares que utiliza una determinada marca de tomate frito es del
12 %. En una muestra de 20 hogares, éiqué probabilidad hay de encontrar entre 6 y 15 que lo utilicen?
(No calcules, solé plantea como lo calcularias).
19. Lo mas importante es decir a que llamas X.
X:"Hogar que utiliza la marca de tomate frito” — B(20, 0,12)
P(6<x<15)=P(x=7)+P(x=8)+P(x=9)+P(x=10) +
+P(x=11)+P(x=12)+P(x =13)+ P(x = 14) =

= (%0)-0127 0,88 + (%) - 0,127 - 0,88'2(%) - 0,127 - 0,881 + (%7) - 0,121 - 0,881° +

7 8 9 10
+(27)- 012110887+ (2) - 0,121 0,88° + (3) - 0,121 - 0,887 + (%, ) - 0,121* - 0,88°

8. Lanzamos dos monedas y contamos el nimero de caras. Calcula la media y la desviacion tipica de
dicho experimento.

e Definimos la variable: x — sacar cara
1
e Calculamos que: P(x) = =P

e Tenemos que: X~B (2,%)

J Calculamosq:q=1—p—>q=1—%—>q=

= N R

e Calculamoslamedia: u=np->u=2 % =

C e 11 V2
e Calculamos la desviacion tipica: o =.,/npqg - o= |2 33 0=S

9. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 3 wveces. Indica las siguientes
probabilidades. A) Probabilidad de que el ndmero de caras sea menor que 1. B} Probabilidad de que
el nimero de caras sea menor o igual a 1.

e Definimos la variable: x — salir cara

e Calculamos que: P(x) = % =
e Tenemos que: X~B (3, %)
1

J Calculamosq:q=1—p—>q=1—%—>q=E

) <0 =p=0= ()0 @3

w
N—
/N
N |-
—

(=}
/N
N |-
N—

w
+
N
_ W
N—
~/
N | =
N—

[S=Y

b) P(xS1)=P(x=0)+P(x=1)=(0
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“ Distribuciones de Probabilidad

10. Observa el histograma del experimento de lanzar una moneda 5 weces. Indica las siguientes
probabilidades. A) Probabilidad de que el nimero de caras sea menor que 3. B) Probabilidad de gue
el nimero de caras sea menor o igual a 3.

e Definimos la variable: x — sacar cara

e Calculamos que: P(x) = % =p
e Tenemos que: X~B (5, %)
1

J Calculamosq:q=1—p—>q=1—%—>q=E

0,4
0,3
0,2

0,1

012 2 45

n=5. B(5, 1/2).

) <D =ra=0erenre= =) (@ ()0 0"+ ()
(1)2 : (1)3 _1
b) Px<3)=P(x=0)+Px=1)+P(x=2)+P(x=3)= (g)(%)o(%)er(i)(%)l

B+6)60-0+0 0 0=

11. Escribe la expresion (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar una moneda 15 veces el
numero de caras sea menor que 5.

DATOS
n=15 k=n? de caras
p(éxito) = lz =p g=P(fracaso)=1-p=1— % = %
FORMULA
PGe=k)=(})-p*-q""
SOLUCION:
P(x<5)=Px=0))+Px=1)+P(x=2)+P(x=3)+P(x=4) =
15 10 115 15 11 114 15 12 113
-(0)G) @) )6 G +G)G -G -

15 1 3 1 12 15 1 4 1 11
"'(3)'(5) (E) +(4)'<§) (E)
12. Escribe la expresion (no lo calcules) de la probabilidad de que al lanzar un dado 15 veces el
numero de cincos sea mayor que 10.

DATOS
n=15 k= nimero de 5s > 10 p=— q=1—p=1—%=§
FORMULA
n
PGe=1k) = (}) p*-q"*
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“ Distribuciones de Probabilidad

SOLUCION:

P(x > 10)=P(x=11)+P(x=12)+P(x=13)+ P(x =14) + P(x = 15) =
13 2

0@ 0600 -6 6

15 0

0000

13. En el control de calidad de bombillas de bajo consumo de una fabrica se ha comprobado que el
90% son buenas. Se toma una muestra de 500 bombillas. Por término medio, écuantas seran de
buena calidad? Calcula la media, la varianza y la desviacidn tipica.

DATOS

n=500 p=0,9 g=1—-p=1-09=0,1 B(n, p) =B(500, 0,9)
FORMULAS

Media:u =n-p Varianza: 62 =n-p-q  Desviacién tipica:g = \/n"p-q = Vo2
SOLUCION:

@ =7500-09 = 450 62 =500-09-0,1 =45 o =V45=3V5~6,7

14. En el estudio sobre una nueva medicina para la hepatitis C se ha comprobado que produce
curaciones completas en el 80% de los casos tratados. Se administra a mil nuevos enfermos, écuantas
curaciones esperaremos que se produzcan?

DATOS

n=1000 p=0,8 B(n, p); B(1000, 0’8)
FORMULA

E(x) = p=n-p

SOLUCION:

u=1000-0,8 =800 Esperamos que se produzcan 800 curaciones.

15. Utiliza la desigualdad de Chebycheff para indicar los intervalos de probabilidad para el juego de
apostar a obtener mas de 7 al tirar dos dados.

(Ayuda: pt = — y & ~ 0,986)
De acuerdo con la desigualdad de Chebycheff, que dice: P(|x — u| < ko) =1 — k—12y teniendo en cuenta

los valores de u = —% y g = 0,986, los intervalos de probabilidad para 2 y 3 desviaciones tipicas son:

dl

- P(-2,139 <x<1,805) > 0,75 elintervaloseria (—2,139, 1,805)

7

- P(-3,125 <x<2,791) = 0,89 el intervalo seria (—3,125, 2,791)

1 1
x+g‘32-0,986)21—;%P(u—2-0£x$u+2-0)

1 1
x+g|s3-0,986)21—§—>P(u—3-03xsu+3-o)
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“ Distribuciones de Probabilidad

16. En la fabrica de bombillas de bajo consumo con B (500, 0.9) utiliza la desigualdad de Chebycheff
para determinar los intervalos tales que P(a < x < b) > 0,75,yque P(c<x <d) = 0,89.

Se trata de una distribucion binomial B(500, 0,9) cuyos pardmetros son :

Media: y=np; u = 500 - 0,9 = 450 Varianza: V=npq; V=500-0,9-0,1 =45
Desviacion tipica: ¢ = \/npq = V45 = 6,708

Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebycheff, P(|Jx — u| < ko) > 1 — =1 para k=2 y k=3:

k2’
Pu—2-0<x<u+2-0)=075-P450—-2-6,708<x <450+ 2-6,708) = 0,75
P(436,584 < x < 463,416) = 0,75 el intervalo seria (437, 464)
Pu—3-0<x<u+3-0)=089->P(450—-3-6,708<x <450+ 3-6,708) = 0,89
P(429,876 < x <470,124) > 0,89 elintervaloseria (430,471)
17. En la medicina para la hepatitis C con B(1000, 0,8) utiliza la desigualdad de Chebycheff para
determinar los intervalos tales que la probabilidad de curacién sea P(a < x < b) > 0,75, y que
P(c<x<d)=0,89.

Se trata de una distribucion binomial B(1000, 0,8) cuyos parametros son :

Media: y=np; u = 1000 - 0,8 = 800 Varianza: V=npq; V=1000-0,8 - 0,2 = 160
Desviacidn tipica: ¢ = \/npq = V160 = 12,649

Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebycheff, P(|Jx — u| < ko) > 1 — =1 para k=2 y k=3:

L
Pu—-2-0<x<pu+2-0)=075-P(B800—-2-12,649 <x <800+2-12,649) > 0,75
P(774,702 < x < 825,298) > 0,75 elintervaloseria (775,826)
Pu—3-0<x<u+3-0)=075-PB00—-3-12,649 <x <800+ 3-12,649) > 0,75
P(762,053 < x <837,947) > 0,89 el intervalo seria (763, 838)

18. Calcula A para que f(x) = A(x*> — 16) sea una funcién de densidad. Determina el dominio.
Calcula la media y la varianza.

a)
Para que f(x) sea una funcién de densidad se
debe cumplir que:
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“ Distribuciones de Probabilidad

fab f(x)dx=1 vy

f(x) =0

f(x) esnegativaen —4 <x <4
y positiva en el resto, por tanto,
para que sea funcion de densidad

A ha de ser negativa

Los limites seran—4 y 4

4

[a62-160ar =4 j(x —16)dx =4 [__mxl _

43 (—4)3 256
= A (?—16-4>—< —16-(—4)) =A-<T>
256, _ _3
3 256
b) Dom f(x) = {—4 < x < 4}
° b 4 4
u=jx-f(x)dx= fx ﬁ(x —16)dx—% x-(x?2—16)dx =
x x2*
~ 256 f(x ~l6x)dx= - 256[T_ 2 L=
_ -3 (44 16 - 42>_<( 4)4_16-(—4)2>l_0
256 2 4 2
d)
4 4
f(x— 0P W dx= [ oG - 10 dv = o [ X2 - 16 dx =
3[x5 16x%]"
~ 236 f(x _16x2)dx_236l?_ 3 Lz
_ -3 <45 16 - (4)) <( 4)5 16~(—4)3>l_16
256 |\ 5 3 5 3 5

19. Utiliza la tabla de la normal tipificada para calcular:
a) P(z £0,37); Buscamos en la primera columna el 0,3, y el 0,07 lo buscamos en la primera fila.
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Distribuciones de Probabilidad

Obtenemos que P(z <0,37)=0,6443
b) P(z < 1,51); Buscamos en la primera columna el 1,5, y el 0,01 lo buscamos en la primera fila. Obtenemos que P(z < 1,51)
=0,9345
c) P(z > 0,87); como el drea total es de 1, y la curva simétrica,
P(z>0,87)=1—-P(2<0,87)=1-0,8078 = 0,1922

d) P(z<-0,87); como el drea total es de 1, y la curva simétrica,

P(z>-0,87)=1-P(z < 0,87) = 1 — 0,8078 = 0,1922

e) P(0,32<2<1,24); calculamosP(0,32<2z<1,24) = P(z < 1,24) — P(z < 0,32).
Buscamos en la tabla y obtenemos 0,8907 - 0,6217 = 0,269

20. Se trata a pacientes con trastorno de suefio con un tratamiento que modela el nimero de dias
con una distribucién normal de media 290 dias y desviacion tipica 30. Calcula la probabilidad de que
al tomar una persona al azar su tratamiento dure mas de 300 dias.

X: tener cancer, X—N (290, 30)

300 —290
—> = P(Z>033)=1-P(Z <0,33)=1-0,6293 =0,3707

P(X>300)=P(Z> 30
0,3707 -100 =37.07%

21. En una estacion meteoroldgica que las precipitaciones anuales de lluvia tienen una media de 450
mm/m? con una desviacién tipica de 80mm/m?. Suponemos que la variable aleatoria sigue una
distribucion normal. Calcula la probabilidad de que: a) Este proximo aino la precipitacion exceda los
500 mm/m?2. b) La precipitacion este entre 400 y 510 mm/m?2. c) La precipitacién sea menor de 300
mm/m?2.
Solucion:
p=450mm/m? o¢=80mm/m? X~N(450,80)
a) P(X = 500) -» Z~N(0,1)

500—450

p (z > %) 5P (Z >
—1-10,7324 = 0,2676

) = P(Z>0,625) =1—-P(Z < 0,625) =

b)  P(400 <X < 510) » Z~N(0,1)

P(ﬂSZSﬂ) =p(wszsw) = P(-0,635<Z7Z<0,75) =
6 o 80 80
=P(Z<0,75)—P(Z <—0,625) =P(Z < 0,75) — (1 - P(Z = 0,625)) =

=0,7734 - 0,2676 = 0,5058
c) P(x < 300) - Z~N(0,1)

P(Z < 300) = P (z e

=1-0,9693 =0,0307
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“ Distribuciones de Probabilidad

22. En el caso del problema anterior de una N(450, 80) determina la probabilidad de que la variable esté en
los intervalos (u— o, p + ), (L — 20, p + 206), (L — 30, p + 30).

A) (L—o,u+o)
(450-80, 450+80) ; P(370 < Z < 530) =

370—-450 530—-450
=p(E <z < B p-122<1) =P(Z < 1) - P(Z < —1)

P(Z<1)=08413 ; PZ<-1)=1-P(Z<1)=1-08413 = 0,1587
Luego P(u—o<x<pu+0)=0,8413 — 0,1587 = 0.6826

B) (L—20, u+20)

(450-2-80, 450+2-80) : P(290 < Z < 610) =

290 — 450 610 — 450

=P(—SZS—)=P(—2SZS2)=P(ZS2)—P(Z£—2)
80 80
P(Z < 2) = 0,9772 P(Z<—-2)=1-P(Z<2)=1-09772 = 0,0228
Luego P(L— 20 <x<u+20)=0,9772 — 0,0228 = 0.9544
Q) (W—30, u+30)
(450-3-80, 450+3-80) . P10 <Z < 690) =

210 — 450 690 — 450

=P(TSZST)=P(—3SZS3)=P(ZS3)—P(ZS—3)

P(Z<-3)=1-P(Z<3)=1-09987 =0,0013 P(Z < 3) =0,9987

Luego P(u— 30 <x< pn+30)=0,9987 — 0,0013 =0.9974

23.- En una fabrica de coches se hacen pruebas para conocer el tiempo que tardan sus vehiculos en
alcanzar la velocidad punta. Se considera que esa variable aleatoria tiempo se distribuye segtin una
distribucion normal de media 20 s y desviacidn tipica 2 s. Calcula las probabilidades siguientes: a) Que
un vehiculo alance su velocidad punta a los 25 s. b) Alcance su velocidad punta en menos de 25 s. c)
La alcance entre 18 s y 22 s. d) ¢ Qué velocidad punta consideras que tendran los vehiculos rapidos? e)
¢Y los lentos?

X: segundos necesarios para alcanzar la velocidad punta. u=20 =2

a) P(x =25) - P(24,5 <x' <25,5) > tipificamos — P (24'52_20 <z< 2552—_20)

P(2,25 <z <2,75) = P(z < 2,75) — P(z < 2,25) = 0,9970 — 0,9878 = 0,0092

b) P(x < 25) - tipificamos — P (Z < 25;—20) = P(z<2,5)=0,9938

¢) P(18 <x < 22) > tipificamos » P (=2 <z < 22;20) =P(-1<2z<1)=P(z<1)—

Pz<-1)=P(z<1)-[1-P(z<1)]=08413 — (1 — 0,8413) = 0,8413 — 0,1587 =
0,6826
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“ Distribuciones de Probabilidad

20-20 1

1
)_1—1)(z30)_1—5_2

d) P(x>20)=1-P(x < 20) - tipificamos - 1 — P(Z <

20-20

2
e) P(x <20) - tipificamos — P (z < T) =P(z<0) = %

24. Se lanza una moneda mil veces, écudl es la probabilidad de que el nimero de caras obtenidas esté
entre 400 y 600? ¢y de que sea mayor de 800?

p=np= 1000-§= 500

a) x - salir cara n = 1000 p= % 1 n

o= np =\/1000‘E‘(1‘E) = 510

1
x ~ B (1000,5) 2 ~ N(500,5v10)
P(400 < x < 600) — P(400,5 < x' < 599,5) — tipificamos
P (400’5 —500_ 5995 500) P(—6,29 < 7 < 6,29) = P(z < 6,29) — P(z < —6,29)
- — SIS/ = —0, SZsS0, = Z< 0, — Z < —0,
5v10

5v10
=P(z<629) —P(z>629)=P(z<629) —[1-P(z<629)]=1-0=1

800,5 — 500

P(x > 800) = P(x' = 800,5) — tipi icamos—>P(zZ—
( ) =P( ) pif 5V10

>=P(2219)=

=1-P(z<19)=1-1=0

25. En una fabrica de bombillas de bajo consumo se sabe que el 70% de ellas tienen una vida media
superior a 1000 horas. Se toma una muestra de 50 bombillas, ¢cudl es la probabilidad de que haya
entre 20 y 30 cuya vida media sea superior a mil horas?, ¢y la probabilidad de que haya mas de 45
cuya vida sea superior a 1000 horas?

X: bombilla cuya vida media es superior a 1000 horas. X ~ B(50, 0,7)

— =500 35
20 H=MP =" 100 ~
n=50 P15 _ jrpa = |50 70(1 70)_m
TENTPL= 100\ 100/~ 2
a) P(20 < X < 30) > P(20,5 < X' < 29,5) - tipificamos — P <2°'j£‘235 <7z< 29&;“) =
2 2
P(—4,47 <2< —1,69) = P(z < —1,69) — (z < —4,47) = P(z = 1,69) — (z = 4,47) =
[1-P(z<1,69)]—[1-P(z<447)] = P(1 — 0,9545) — (1 — 1) = 0,0455 — 0 = 0,0455
b) P(x > 45) - P(x' > 45,5) - tipificamos — P (x > 45'&“) = P(x = 3,24) = 1-
2
P(x <3,24) = 1— 0,9994 = 0,0006
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“ Distribuciones de Probabilidad

26.- Se investigan a pie de urna las preferencias de votos en la Comunidad de Madrid. De 2000
encuestas 700 votan al partido X. Cuantos tendrian que votar al partido estudiado para que ganara
con un 99% de confianza.

700 7
n = 2000 p=-" k=n%devotos P(x=k)=099 X~B (2000,—)

~ 2000 20
(20k00) . (%)k . (g)zooo—k — 099

7 7 13
p=np=2000-—-=700; o¢=.npqg= 2000 ->==+455 Z~ N(700,v455)

20

P(X=k) - P(k—05<X <k+0,5) - tipifi P(k—0,5—700<Z<k+0,5—700)
-7 TUO =4 = 5) - tipificamos » P(— 00— <7 <—"
’ 455 V455
=0,99
A
k +0,5—700
I A\ ’
0,995 = P(z < 2,575 :p(zS );
( ) V455
K+ 05790 _ 5575,
V455 T

k = (2,575 -V455) + 700 — 0,5 = 754,43

2 Lops
k =
754,43
Deben votar al partido 755 personas o mas.
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Distribuciones de Probabilidad

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Se lanza un dado tres veces y se cuenta el niimero de treses que aparecen. Dibuja el histograma, la
funcion de cuantia y la funcidn de distribucién. Calcula la media y la desviacidn tipica.

Con un diagrama de arbol podemos calcular las siguientes probabilidades:

X = numero de treses que se obtiene.

H . 5 5 5 125
Xo (ningin tres) === ===

6 6 216
155 515 5 51 75 25
Xi(untres)==-=-= +S= = +2.2.2 =2 -2
6 6 6 65 6 6 5 6 6 56 216 752 5
11 1 1 11 1
X2 (dos treses) ==+=+ =4+ =-=-= +2.2.2 == -2
? ? 16 61 6 6 6 6 6 216 72
X3 (tres treses) =—-=-— =—
6 6 6 216
10 20 30
3 f :
1 ) Xi Pi F _‘:%
3 3 125 125 408
1/6 5/6 0 125 125 sos
3 1/6 »3 216 216 v
1/6 5/6 3 - - i
5/6 3 1 E E -
1/6 o 3 =
5/6 1/2 3<: 5 215
3 56 3 2 7 | 26 e
5/6 1/6 i"-t’"
3 3 3 1 |216 _ i |
5/6 216 |216 2l J
3
1
_ . . S 125 25 5 1
X=X Xi-Pi =2X=0-—+1-=42-—+3- — =05
216 72 72

216

o =Y Pi-XiZ — x? =\/(02-%2“2-3—}22-%+32-ﬁ)—0,52 = 0,6455

2. Lanzamos 4 monedas. Por cada cara que salga sacamos 5 euros, pero debemos pagar 3 euros por
jugar. ¢Cuanto esperas ganar en una jugada? ¢En 20 jugadas? ¢Y en 100 jugadas?

Cree | B fenancd -Unajugada=—3-i+2-i+7-i+ 12- =417 == 7,3€
1 16 16 16 16 16
0 = -3
1 % 2
2 | 5|7 -20jugadas = 7,3€ - 20 = 146€
3 % 12
4 ﬁ 17
1

-100 jugadas =7,3€ - 100 = 730€
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Distribuciones de Probabilidad

3. Disponemos de dos urnas, la primera con 6 bolas idénticas numeradas del 1 al 6; la segunda con 4
bolas idénticas numeradas del 1 al 4. Sacamos a la vez una bola de cada urna, y consideramos la
variable aleatoria, “suma de puntos”. A) Calcula la distribucién de probabilidad y dibuja el histograma
correspondiente. B) Si sacamos mas de 5 puntos ganamos 10 euros, y en caso contrario perdemos la
misma cantidad. ¢Es un juego equitativo?

|1 2 3 4 5 6 o<s
1 |2 3 4 5 6 '_? n=s
4152: 12 2 3 4 5 6 7 |8 |
34 3 |4 5 6 |7 |8 |9 |
) [o)
s B 6 70 15 o 10 ] ne>5
Xi Pi Xi Pi Ganar
14 10
E(X)=10'Z+(—10)'a=1,66
2 |22 ne>5 [ 14 | 10€
24
1 1
3 |57 @ ne<s | 10 |.10¢€
24
1 1
1 1
‘ r
6 %-i@) ?
1 1 -ﬁ—
7 e a® £l
11 I
8 [1-1® 3
1 1 -ZT‘
9 [5:@ %
1 1 % b
10 [ Z-3(D 2 34 5 6 1 %9 (0
1

No es un juego equitativo ya que la esperanza es un numero distinto de cero (en este caso positivo), por
lo que se espera que gane mas el jugador que la banca.

4. La poblacién activa de un cierto pais se puede dividir en los que tienen estudios superiores y los
que no los tienen, siendo el primero de un 20 %. Elegimos 10 personas de la poblacion activa al azar.
Escribe la expresion de todas las posibilidades y sus probabilidades. Calcula la probabilidad de que
haya 9 o 10 que tengan estudios superiores.

Distribucién binomial: BX(10,%); n=10, p=:=0,2, q=z=08

Expresidn para todas las posibilidades: P(X = x) = (1xo) -0,2% - 0,810~*

Probabilidad de que haya 9 o 10 con estudios superiores:
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Distribuciones de Probabilidad

10
9

10

P(X=9)+P(X=10)=( "

) .0,2°- 0,8 + ( ) £0,219.0,8° = 0,0000042

Existe un 0,0000042 de probabilidad de al coger 10 ciudadanos, 9 o 10 de ellos tengan estudios
superiores.

5. Si p(x) es la probabilidad de obtener x éxitos en una distribucion binomial B(n, p), y p(x+1) es la de
obtener x+1 éxitos, comprueba que se verifica la siguiente relacién recurrente:

P(X + 1) — px)(n—-x)p

(x+1)q
plx+1) = (X -rll- 1) pthe gt = m L. gl =
B Wn'—x—l)' PP q:"‘ - x!(X+1)?r!1(—nX_)'X()n—x—1)! PP qr;—x =
% PP qr;_x = x!(:ixy' p*- q"*-p - i E:‘; = p(x) - 2:32
Por tanto: p(x + 1) = %

6. En una ruleta hay 37 niumeros numerados del 0 al 36, de los cuales 18 son pares y 18 impares. Si
sale el 0 gana la banca. Jugamos al 2 por uno a impar, apostamos 10 euros a impar, y la banca nos
paga 20 euros si sale impar, y se queda con nuestros 10 euros si no sale. {Te parece un juego
equitativo?

p(ganar 10) = g p(perder 10) = ;—2
FGo) = 1038 1p. 19 _ _10
=27 37 37

No es equitativo ya que al ser negativa la esperanza es favorable para la banca.

7. Juego de San Petersburgo: Se lanza una moneda no trucada hasta que aparezca cara. Si sale en el
primer lanzamiento, se ganan 10 euros, si sale en el segundo, 20, si en el tercero, 40...y en el n-ésimo,
10 - 2™*1, Calcula la ganancia media si sélo se puede lanzar 5 veces la moneda. ¢Y si se puede lanzar
10 veces?

1

p(10) = p0)=; pUO)=: p@BO) =  p(160) =

1 1
4 16 32
EG) =10~ 420 2 140- 24180 L +160 L =545454545=25
(x) =107 4 8 16 32~ -

Por tanto, si al lanzar una moneda 5 veces la ganancia media es de 25 euros, cuando se lance 10 veces
sera 5-10=50 euros

8. Lanzamos un dado no trucado mil veces y contamos el nimero de 5, équé nimero de éxitos
esperamos con una probabilidad no inferior al 0,95, es decir, en el intervalo media menos dos veces
la desviacion tipica y media mas dos veces la desviacion tipica?

Se trata de una distribucién binomial B (1000, E) cuyos parametros son:

Media: p = n - p; p=1000 = = 166,6 Varianza:V=n-p-q= 1000 %g = 138,88
Desviacion tipica: 0 = \/n ‘prq= \/138,88 = 11,78
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“ Distribuciones de Probabilidad

. . 1
Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebycheff, P(|x — u| < ko) > 1 — z + bpara k=2:

P(u—2-0<x<p+2-0)=095-P(166,6—2-11,78 < x < 166,6 + 2 - 11,78) > 0,95

P(143,04 <x<190,16) > 0,95 Elintervalo seria (144, 191)
Esperamos entre 144 y 191 veces salga 5 con una probabilidad superior al 0,95

9. Calcula A para que la funcidn siguiente sea una funcion de densidad de probabilidad.

0 six<0
f(x) = Ax §i0£x<8
A(16 —x) si8<x<16

0 six> 16

Debe darse que f(x) = 0 , si x es mayor que 0 y menor que 8, f(x) es una recta por encima del eje X e
igualmente entre 8 y 16, siempre que A>0

16
y f f(x)dx =1
0

16 8 16
f f(x)dx=f Axdx+f A(l6 —x)dx=1->A-
0 0 8

x21° (16 —x)?]*° B
H - lTl -1
0 8

1
A[B2-0)-(0-32)]=1-A-64=1>A=~

10. Calcula A en cada uno de los casos siguientes para que la funcion f(x) sea una funcién de densidad
de probabilidad.

a) f(x) = Ax*(x — 3) siendo nula para parax<0y x> 3.

3
f Ax?(x —3)dx =1
0

Af03(x3—3x2)dx=,4(f—3i3)z =a(2-27)=1-4=-1

4 3 4 27

b) f(x) = Ax(x — 3)? siendo nula parax <0y x > 3.

3
f Ax(x —3)%dx =1
0

Xt 6x3 . 9x?\3

A [ x(x? +6x +9) =Af(x3+6x2+9x)dx=A(:+—+—)0=A(37j+2(3)3+ﬂ)=

3 2 2
AZ+s54+2)=a-2=154=2
4 2 4 459
c) f(x) = Ax3(x — 3) siendo nula para parax<0y x> 3.

3
j Ax3(x —3)dx =1
0

3

3 4 33 = A(C 3 2 430 3@ _ g (_248) _ __20
Af] xt=3x3dx = A (% 4)O_A =a(-2)=1-4=

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 12: Distribuciones. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Distribuciones de Probabilidad

d) f(x) = Ax*(x — 3)? siendo nula paraparax<0yx> 3.

3
f Ax?(x —3)? =1
0

3 20,2 —— A (3,4 3 29, — (%0, 6x* %3_ x5, 3x* 3\’ _
A x*(x* + 6x +9)dx == A [ x*+6x3+9x dx—A(5+ YR 3)0_A(5+ —+3x )0—

A(£+ﬁ+3(3)2):14.%:1_>14:i
5 2 10 1971

CalculaencadacasoP (x < 1) y P(x > 2)
a) f(x)=— %xz(x — 3) siendo nula para parax<0yx>3.

P(x<1)= [, (—24—7x2(x — 3)) dx =
=gl (52 =2 [ ) - (-] - (D) -
P(x>2)= fzg(—:?xz(x_ 3))dx = —24—7f23x3 32y = _i(x_“_ﬁ)z _ _i[(3_4_3(3)3) ~

27\ 4 3 27 L\ 4 3
24 3(2)3 4 27 11
(B2 oA gp 2]
4 3 27 4 27

b) f(x) = ﬁx(x — 3)% siendo nula parax <0y x > 3..

4 3 2 4
Px<1)= foléx(x —3)%dx = ﬁfol(x3+6x2 + 9x)dx = i(x— + 254 gi) = i(l— +
0

459 \ 4 3 2
3, 9 _ 4 (27\ _ 1
2()° + 2 )_459(4)_17

3

= P x(x — D2dx = -2 (23 +6x2 _i(x_“ 6x? E) _i[(i

P(x>2)= [, s X(x —3) dx—459f2(x +6x% + 9x)dx = (T + -+ L, =l +
3 2 4 3 2

ﬂ+&)_(2_+&+&)] :i (4_59)] :i(ﬁ_gg)zﬁ
3 2 4 3 2 459 [\ 2 459\ 4 459
c) f(x) = —%ﬁ(x — 3) siendo nula para parax<0yx > 3.

= (120 30, — __20 1 50 __ 201 4 4.3 __ﬂ(f_
P(x<1)= [, ( X (x 3)>dx— 243f0 x3(x —3)dx = 243f0 x*=3x3dx = ———(=
B_x‘*)l — B (Lo 1)1
4 )y  243\5 4 ) 243\ 20/ 243

= (320 30, — 20 (3. 30, _ __20 (3 4_q.3 __ﬂ(f_
P(x>2)= [, ( X 3)>dx— o X (x = 3)dx = — = ["x*=3x3dx = ———(=
S WU 1N G 1 WA 11 /(M 1 P ) RN .51
4 ),  243l\s 4 5 4 T 243 20 5/1 243 20/ 243
d) f(x) = %xz(x— 3)? siendo nula para parax<0yx> 3.

10 (1 _, 2 10 (1 4 3 P 10 (x5 ext  ox*\! 10 (15
P(x<1)=—] x°(x —3)%dx = — | x*+6x°+9x dx=—(—+—+—) =—(—+
197170 197170 1971\ 5 4 3/)p 1971\5

6(1)4+9(1)3) 10 (ﬂ) a7
4 3 /] 1971 \10/ 1971
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Distribuciones de Probabilidad

32 (x — 3)2 4 2y = 10 (20 ext o) 10 fe3

P(x>2) = 1971f x(x—3) dx—1971f x*+6x7+9x dx_1971(5+ ral 3)2_1971[(5+
6(3)* | 933\ _ (2> | 6(2)* | 9(2)*\] _ 10 (2511 272\ _ 10 (1967) _ 1967

P 3) (5+ : T3 )]_1971(10 5)_1971(10)_1971

Determina la media y la varianza. Analiza las diferencias.

Media: yu = f:x-f(x)-dx
Varianza: 6% = f:(x — 2% f(x)-dx

a) f(x) = —%xz(x — 3) siendo nula para parax<0yx>3.

i A3 2y A (3 =3 dxr = — 2 3t — 33y = — A (
Media - u= 27f0xx(x 3)dx = 27f0x(x 3x%)dx = 27f0x 3x3dx = 27(5
31‘)3__1(2_@)_2
4 )9 27\5 4 ) s

i 2= 203 (9 2y — —_23(2_9.2 3_342
Varianza -0t = - O(x 5) x“(x —3)dx = - 0( 2 x+ )(x —3x%)dx =
_2 35 _18pa  Blas g4 54,3 2 20— 23,53 4—@x3—£x2dx=
7 70 5 25 S 25 7 70 5 25 25
_ (5 33,4 18,3 243 2\ _ _24(35 333y4 _1893y3 243 gy2) _ _ 24(_ 2916) _
7(x 5 X 25 * zsx)o_ 7(3 5(3) 25(3) 25(3))_ 7( 5)_
69984
35
b) f(x)—Ex(x 3)2 siendo nula parax<0y x> 3.

Medi L Px e x(r=3)2dx = = [P0 — 6x? + 9xddx = = (S - 207 + gx)s_
edia Sp= o xx(x X == x3 —6x xdx =—(~ =

(207 25) = 5 (F) =3
38 361

. 4 3/ 19 N2 — % (O 2 _ 38 _
Varianza - g2 =15 (x 51) x(x 3)“dx 459f (x 51x+2601) (x3+6x?% + 9x)dx =

2 0(x5 Toxt + 222 x3 + 6x* +722 x% 4+ 9x3 114xz+£x)dx— - x5+ x* +
45973 17 2601 17 289 . 459
23770 3 5092 .5 361 . _ (x , 20 26 4 L 23770 3 5092 3 +3ﬂx) (35 _34 +
2601 867 &~ ' 289 2601 867 2897 /o~ 459
23770 a3 _ 5092 5 | 361 3) —(564 4) — 492
2601 867 289 459
c) f(x)=— mxg (x — 3) siendo nula paraparax<0yx>3.
. 20 (3 3 20 (3 & 4 20 (x6  3x5\3 20 (3°
Media Sp=—— ] x - x°(x—3)dx=——["x>—3x dx=——(———) =——(——
24370 243 243\ 6 5 /o 243 \ 6
3% 20 [ 243) _
5 ) o 243( 10) =2
. 2 2. 3 _ — . 4 — 3 =
\girla;za >0 243f (x—2) xzo(x 3)dx = 243f (x? — 4x 4)20 (x* — 3x3)dx
— ["x6 — 4x> — 4x* — 3x°—12x*—12x3dx =— (x® — 16x5—15x*—12x3)3 = —(3° -
24370 20 243 243
16(3)°>—15(3)*-12(3)3) = E(_4698) =——
d) f(x) = 1;21 x*(x — 3)? siendo nula paraparax<0yx> 3.
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“ Distribuciones de Probabilidad

3

. 10 10 10 (x® 6x°  ox*
Media S p=—] S x - x2(x — 3)2dx = —— — x5—6x4+9x3dx=—(———+—) =
1971 1971 70 1971\6 5 4/,
10 (36 6(3)° n 9(3)4) _ 10 (243) _ 9
1971 \ 6 5 4 ) 1971\ 20/ 146
) 10 3
Varianza » 02 = — (x - —) x?(x — 3)%dx = f (x? —= L) (x4 +6x3+9x2)dx =
1971 70 146 1971 73% 1 71310
10 3 9 54 81 81 243 729
=— ["x646x°+9x* — =x° — Zx* ——x3 + x* + x3 +——x%dx =
197170 73 73 73 21316 106558 21316
10 3 429
= 2 7 (2% + 2225 +8,26x* — 1,08x3 + —-x?) dx =
197170 21316~
3
10 (1 429 729
=—(—x7+ x© + 82615 1 — 0,27x* + x3)| — 7135
1971 \7 73-6 213163 0

11. En una distribuciéon binomial B(10, 0,3) calcula P(x =0),P(x # 0),P(x =10),P(x =7).
Determina también la media y la desviacidn tipica.

B(10, 0,3) p=0,3 n=10

Probabilidad de éxito =p  Probabilidad de fracaso=q=1—-p=1-0,3=0,7

n

— — X, =X
P@—x}—g)p q
P(x=0)=(}) -03°-0,7'° =0,02824
P(x#0)=1-P(x=0)=1-0,02824 = 0,97176
P(x =10) = (35) - 0,3'°-0,7° = 0,0000059
Px=7)= (%) -037-0,7% = 0,009
u=n-p=10-03=3 o=n-p-q=+10-03-0,7 = 1,449

12. Lanzamos 5 monedas, calcula las probabilidades de obtener:
a)P(x=0),b)P(x=1), c)P(x=2),d) P(x=2)

X: salir cara B (5, %) p= % n=>5
0re=0=0 00 -5
pPax=1=()-(3) -l

N— —r
w
w1

NIR N|R

)
orx=2=() (2"
d)Px=2)=(5) - (%)3

[
—_ N/~

N
NG
N
Il
Juy
N

13. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
N(0,1)

aA)P(z=0)=0

b)P(z<0)=0,5

c)P(z=1,82)=0

d)P(z>1,82)=1-P(z<1,82)=1-0,7939 = 0,2061
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m Distribuciones de Probabilidad

14. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a)P(z>4)=1-P(z<4)=1-1=0

b)P(z<4)=1

c)P(z>1)=1-P(z<1)=1-0,8413 =0,1587

d P(z<1)=0,8413

15. Calcula en una distribucion normal estandar las probabilidades siguientes:
a)P(1<z<2)=P(z<2)—-P(z<1)=09772-0,8413 = 0,1359
b)P(-13<z<4)=P(z<4) - (1 —P(z< 1,3)) =1-(1-0,9032) =0,9032
)P(—02<2z<234)=P(z<234)—(1-P(z<0,2)) =0,9904 — (1 — 0,5793) = 0,5697
dP(-1<z<1)=P(z<1) - (1 —P(z< 1)) = 0,08413 — (1 —0,8413) = 0,6826

16. Calcula en una distribuciéon normal N(1, 2) las probabilidades siguientes:

a) P(x > 4) — Tipific.—» P (Z > 4;—1) =P(z>15)=1-P(z<15)=1-0,9332 =0,0668
b) P(x < 4) - Tipificamos - P (z < 2) = P(z < 1,5) = 0,9332

c) P(x > 1) - Tipificamos — P(z > %) =P(z>0)=1-P(z<0)=1-05=0,5

d) P(x < 1) - Tipificamos — P (z < %) =P(z<0)=0,5

17. Calcula en una distribuciéon normal N(0,5, 0,2) las probabilidades siguientes:

a)P(x > 4)
P(z>‘%‘5)=P(z>17.5)=1—[P(z<17.5)]=1—1=0
b) P(x < 4)
por el apartado a) P (x < %) =1
cJP(x>1)
P (z > %) =P(z>25)=1-P(z<25)=1-0.9938 =0.0062
dPx<1)
P(z<Z3) =P(z < 2.5) = 09938

18. Calcula en una distribucion normal N(1 ,%) las probabilidades siguientes:
a)P(1<x<2)

1-1 2-1
<z<

P(1<x<2)=P< >=P(0<Z<2)=P(Z<2)—P(z<0)=

1 1
2 2

=0.9772 - 0.5 = 0.4772

b)) P(-1.3<x<4)

P(-13<x<4)=P (‘1'13‘1 <z<t

>= P(-46<z<6)=P(z<6)—P(z<—46) =

1
2

=1—[1—P(z<4.6)]=12—(1—1)=1—0=1

) P(—0.2 < x < 2.34)
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“ Distribuciones de Probabilidad

P(—02<x<234)=P (‘Of‘l <z< 2'3;“1) = P(—24<z<268) =
2 2

= P(2<2.68) — P(z < —2.4) = 0.9963 — [1 — P(z < 2.4)] = 0.9963 — 0.0082 = 0.9881

d)P(-1<x<3)

-1-1 3-1
<z<

P(—1<x<3)=P<
=1-[1-P(z<4)]=1-(1-1)=1-0=1

T l>=P(—4<z<4)=P(z<4)—P(z<—4)

19. En una distribucion binomial B(10, 0,3) calcula la media, la desviacion tipica, y mediante
aproximacion a la normal determina P(x = 0),P(x # 0),P(x = 10),P(x = 7).
B(10,0.3) E=n-P->E=10-03=3 o= n-p-q->0=+v10-0.3-0.7 = 1.45
B(10,0.3) »— N(3,1.45)
a) Px=0)

P(x=0)=P(—05<x<05)=P (% <z< %) =P(-214<2<-1.72) =
=P(z<-172)-P(z<-241)=[1-[P(z< 1.72]] - [1 - [P(z < 2.41)]] =
=[1—0.9573] — [1 — 0.9920] = 0.0347

b) P(x # 0)
P(x#0)=1—P(x=0) =1—0.0347 = 0.9653

c) P(x=10)
P(x = 10) = P(9.5 < x < 10.5) = P (?T_; <z< “i‘ij) = P(4.48 <7 <5.17) =
=P(z2<517)—P(z<448)=0—-0=0

d) P(x=7)
P(x=7) =P(65<x <7.5) =P(61'ST‘5332571'ST‘53) =P(241<2z<3.10) =
= P(z < 3.10) — P(z < 2.41) = 0.9990 — 0.9920 = 0.007

21. En una distribucion binomial B(1000, 0,5) calcula la media y la desviacidn tipica, y mediante la
aproximacion a la normal determina P(x < 200),P(x = 150),P(X < 150)y P(50 < X < 150)

Pasamos de distribucion binomial a distribucion normal:

B(1000, 0.5) = N(w, o) p=n-p=1000-05=500 q=1-p=1-05=0,5
6= /n-q=41000-05-05=1581 ; N(500, 15,81)
o P(x<200)=P(x"<199,5) =P (z < %) = P(z<—-19,01) = P(z > 19,01) = 1 —

P(z<1901)=1-1=0
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“ Distribuciones de Probabilidad

, _ 150,5-500 . 149,5-500 _
o P(x=150)=P(149,5 < x' < 150,5) = P (z < ) P (z <2 ) =

P(z<—-221)—P(z < —22,17) = P(z>221) — P(z > 22,17) = [1 — P(z < 22,1)] -
[1-P(z<2217)]=(1-1)—-(1-1)=0

149,5-500

o P(x<150)=P(x <1495) =P (z <2

P(z<2217)=1-1=0

) = P(z<-2217)=P(z=2217) =1 —

’ _ 150,5-500 _ 49,5-500 _
e P(50<x<150)=P(49,5 < x’ <1505) =P (z < e )= P(z< — )=

P(z < —221)—P(z < —28,49) = P(z>22,1) — P(z > 28/49) = [1 — P(z < 22,1)] -
[1-P(z<2849)]=(1-1)—-(1-1)=0

22. En una distribucion binomial B(1000, 0,05) calcula la media y la desviacidn tipica, y mediante la
aproximacion a la normal determina P(x>200), P(x=200), P(x<200) y P(50<x<200).
B(1000, 0,05) - N(4,0); p=np =1000-0,05=50; q=1-p=1-0,05=0,95

o=/n-q=+50-0095=689 ; N(50, 6,89)
e P(x>200)
x—u 200,5-50

Z= P 6.89 = 21,84

P(x >200)=1—P(X<200)=1-P(Z<21,84)=1-1=0
e P(x=200)

P(X = 200) = P(199,5 < X’ < 200,5)
X/— _ 200,5-50

o 6,89 o 6,89
P(199,5 < X' < 200,5) = P(21,69 <Z < 21,84) = P(Z < 21,84) —P(Z<21,69) =1—-1=0
e P(X < 200)

P(X < 200) = P(X' < 199,5) = P(Z < 21,69) = 1
7 = ﬂ — 199,5-50 — 21,69
o 6,89
e P(50 <X <200)
200,5-50 50,5-50Y _
P(50 < X < 200) = P(X < 200) — P(X < 50) = P(Z < 2 )—P(Z <2 ) =
— (Z <21,69) — P(Z < 0,07) = 1 — 0,5279 = 0,4721

23. Una fabrica de méviles ha comprobado que el 1 % de los que fabrica son defectuosos. En un
control de calidad se toman 10 mdviles al azar. Calcula la media y la desviacién tipica. Calcula la
probabilidad de que haya mas de 2 méviles defectuosos.

X: movil defectuoso. n =10 ; P(movil defectuoso) =p = 0,01 ; X->B(10, 0,01)
u=n-p=10-001=01 ; g=1-p=1-0,01=099 ; az\/u-q=\/0,1-0,99=0,3146
PX>2)=1-PX<2)

PX<2)=PX=0)+PX=1)+PX=2)

10
P(X=0) = ( 0 ) 0,01°(1 — 0,01)1° = 0,9044

10
P(X=1)= ( ) ) 0,011(1 — 0,01)° = 0,09135
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10
P(X=2) = ( ) )0,012(1 —0,01)® = 0,00415

P(X <2)=0,9044 + 0,09135 + 0,00415 = 0,9999
P(X>2)=1—-P(X<2)=1-0,9999 = 0,0001 : Probabilidad de que haya mas de 2 modviles
defectuosos.

24. La probabilidad de que Maria gane a Raquel en una partida es de 0,4. Juegan 6 partidas. Calcula la
probabilidad de que:

a) Maria gane alguna vez.

b) Raquel gane al menos una vez.

c) Raquel gane mas de la mitad de las partidas.

d) Maria gane 2 partidas.

a) X: ganar Maria. n =6 ; P(ganar Maria)=p=04 ; X>B(6,04) ; g=1-p=1-04=
0,6
PX>1)=1—-P(X=0)=1-0,046656 = 0,9533 : Probabilidad de que Maria gane alguna vez.

6
P(X=0)= (O) 0,4°(1 —0,4)%7° = 0,046656
b) X: ganar Raquel. n=6 ; P(ganarRaquel)=p=0,6 ; X->B(6,0,6)

g=1-p=1-06=0/4
PX>=1)=1-PX =0)=1-0,004096 = 0,995904 : Probabilidad de que Raquel gane alguna
vez.

6
PX=0)= ( )0,60(1 —0,6)°7% = 0,004096

0

c) X: ganar Maria.  (Datos apartado a)
PX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)

6

P(X=0) = ( 0) 0,4°(1 — 0,4)%~° = 0,046656
6

P(X=1)= (1) 0,41(1 — 0,4)6~1 = 0,1866

6
P(X=2) = (2) 0,42(1 — 0,4)%~2 = 0,31104

P(X < 3) = 0,54424 : Probabilidad de que Raquel gane mas de la mitad de las partidas.

d) X: ganar Maria. (Datos apartado a)
P(X = 2)
PX=2)= (2)0,42(1 —0,4)%72 = 0,31104 : Probabilidad de que Maria gane 2 partidas.

25. Las estaturas de las personas de una cierta poblacion se distribuyen segin una normal de media
180 cm y desviacidn tipica 15 cm. Determina la probabilidad de que:
a) Una persona tenga una estatura superior a 190 cm.

P(x>190)=P(z>1901_5180)=P(z> g)=P(z>o,8)=1—P(zso,é)=1—o,7354=o,2646

Solucién: La probabilidad de que una persona tenga una estatura superior a 190 cm es de 0,2646.

b) Una persona tenga una estatura menor a 160 cm.
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160-180

P(x<160)=P(z<
0,0918
Solucidn: La probabilidad de que una persona tenga una estatura menor a 160 cm es de 0,0918.

)=P(z< _TZS)=P(z<-1,§)=P(z>1,§)=1—P(zS1,§)=1—O,982=

c) éQué proporcion de personas tienen una estatura comprendida entre 160 cm y 190 cm?
P(160<x<190)=P(x<190)-P(x<160)=P(z< w)—P(z<16o 180)_
=P(2<0,6)-P(z<-1,3)=P(2<0,6)-P(z>1,3)=P(2<0,6)-[1-P(z2<1,3)] =
=0,7357-0,0918 = 0,6439

Solucién: La proporcion de personas que tienen una estatura media comprendida entre 160 cm y 190
cm es del 64,39 %.

26. En un examen para entrar en un cuerpo del Estado se sabe que los puntos obtenidos se
distribuyen segiin una normal de media 100 y desviacion tipica 10 puntos. Determina la probabilidad
de que:

a) Un opositor obtenga 120 puntos.

P(119,5<x<120,5)=P(x<120,5)-P(x<119,5)=P(z<
205 22)-P(z< %) =P (2<2,05)-P(z<1,95) = 0,9798 — 0,9744 = 0,0054
Soluaon: la probabilidad de que un opositor obtenga 120 puntos es de 0,0054.

120,5-100 119,5-100

)-P(z<="2)=P(z<

b) Si para aprobar es necesario tener mas de 120 puntos, {Qué porcentaje de opositores
aprueban?
P(x>120)=P(z>——)=P(z> —)—P(z>2) 1-P(z2<2)=1-0,9772=0,0228
Hallamos el porcentaje de 0,0228:
0,0228 - 100 = 2,28%
Solucion: Aprueban el 2% de opositores.

120-100

c) Si aprueban Unicamente los que estan entre el 20% de los mejores, écuantos puntos debe
obtener un opositor para aprobar?
Si aprueban solo el 20%, entonces el porcentaje de no aprobados es 1 -0,2 =0,8
Calculamos P (x<k)=0,8
Buscamos dentro de la tabla 0,8 — 0,85
Para hallar k: ™ = 0,85 “—2=0,85 k-100=85 k=108,5

Solucién: Un opositor debe obtener 108,5 puntos para aprobar.
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“ Distribuciones de Probabilidad

AUTOEVALUACION

1. Se lanza un dado tres veces y se anota el nimero de cuatros que aparecen. La distribucion de
probabilidad que tenemos es:
a) B(4,1/6) b)B(4,1/4) c)B(3,1/6) d)B(3,5/6)
n’ casos favorables

1
- P(A) =-

P(A) = .

n’casos posibles
La respuesta es la opcion ¢) B(3;1/6)

2. Enla distribucion anterior, la media es:
a) u=4/6 b)u=1/2 cu=15/6 du=1
u=np-u=3-1/6=1/2-pu=1/2
La respuesta es la opciéon b) u = 1/2

3. Ylavarianzaes:
a) 62 =15/12 b)e? =5/6 cJo? =1/36 d)o*=5/12
c?=np-q->0*2=3-1/6-5/6=5/12 >a> =5/12
La respuesta es la opcion d) 5/12

4. Utiliza la tabla de la distribucién normal estandar para calcular la probabilidad P(z < 2,02)

que vale:
a) P(z<2,02)=0,0217 b)P(z<2,02)=0,9772 c)P(z<2,02)=0,0228

d)P(z < 2,02) =0,9783
P(z<2,02)=0.9783
Se busca el nimero dos en las columnas y el 0,02 en las filas y encontramos el valor para la
probabilidad.
La respuesta es la opcién d)P(z < 2,02) = 0.9783

5. Utiliza la tabla de la distribuciéon normal estandar para calcular la probabilidad de P(0,5 <
z<1,5)es:
a) 0,2417 b)0,9332 c)0,9332 d)0,2742
P(0,5<z<1,5) - P(z<1,5)—P(z<0,5) = buscamos en la tabla de distribuciéon y
P(z<1,5)—-P(z<0,5)=09332—-0,6915 = 0,2417
P(0,5<z<1,5)=0,2417
La respuesta es la opcién a) 0,2417

6. Sin mirar la tabla, ni tipificar la variable, la probabilidad de P(x< p) es:
a)-0,4 b) 0,5 c)0,6 d) no puede saberse
Como la funcidn es simétrica y su drea es 1, al estar p en el centro, la P(x< u)=0,5
La respuesta es la opciéon b) 0,5

7) En una distribucion binomial B(10, 0,3) el valor de P(x=0) es:
a) 0,11 b) 0,028 c) 0,00001024 d)o,8
B(10,03) ; P(x=0)= (100) 0,3°(1 — 0,3)1°-° = 0,028
La respuesta es la opciéon b) 0,028
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Distribuciones de Probabilidad

8) El 2% de las pastillas de freno fabricadas se sabe que son defectuosas. En una caja con 2000
pastillas, la probabilidad de que haya menos de 50 defectuosas es:
a) 0,6011 b) 0,7635 c) 0,9357 d) 0,8655

X: ser defectuosa X—>B(2000, 0,02) U =n-p=2000-0,02 =40
o= \/npq = \/2000 -0,02-(1—-0,02) =6,26
X se aproximaauna N(uy, o) > N(40, 6,26)
P(X<50) = P(X'<49,5) = P(Z< ©°-22) = P(2<1,52) = 0,9357

La respuesta es la opcién c¢) 0,9357

9) Una fabrica de ordenadores ha comprobado que el 5% de los que fabrica son defectuosos. En un
control de calidad se toman 10 ordenadores al azar. Determina si la probabilidad de que no haya
ninguno defectuoso es:

a) 0,5987 b) 0,4027 c) 0,9357 d) 0,8074

X: ser defectuoso X->B(10, 0,05)
P(x=0) = (100)-0,050 - (1= 0,05)19-0 = 0,5987
La respuesta es la opcién a) 0,5987

10) La probabilidad de que Maria gane a Raquel en una partida es 2/3. Jugadas 4 partidas. Determina
si la probabilidad de que Maria gane alguna vez es:
a) 0,0123 b) 0,5 c) 0,8972 d) 0,9877

X:ganar Maria  X->B(4, 0,66)
P(x=0) = (g) -0,66° - (1 — 0,66)*° =0,013

P(x>1) =1 -P(X<1) =1 - P(X=0) = (1-0,013) = 0,9877
La respuesta es la opcién d) 0,9877
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