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Numeros reales y complejos

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Mentalmente decide cudles de las siguientes fracciones tienen una expresion decimal exacta (E) y
cuales la tienen periddica (P):
a)2/3b)3/5c)7/30d)6/25¢) 7/8 f) 9/11
a) 2/3 Periddica  b) 3/5 Exacta  ¢)7/30 Periédica  d) 6/25 Exacta
e) 7/8 Exacta f) 9/11 Periddica

2. Halla la expresion decimal de las fracciones del ejercicio 1 y comprueba si tu deduccidn era co-
rrecta.
a) 0.6 b) 0,6 c) 0,23 d) 0,24 e) 0,875 f) 0,81

3. Calcula la expresion decimal de las fracciones siguientes: a) 1/3 b)1/9 c)7/80 d)2/125 e)
49/400 f)36/11
a)1/3=0,3 b)1/9=0,1 ¢)7/80=0,0875 d)2/125=0,016
e) 49/400=0,1225 f)36/11=3.27

4. Mentalmente decide cuales de las siguientes fracciones tienen una expresion decimal exacta y
cuales la tienen periddica: a)1/9b)7/5c)9/50d)2/25¢) 1/8f) 3/22
a) 1/9 periddica; b)7/5exacta; c)9/50exacta ; d)2/25exacta ;
e) 1/8 exacta ;  f)3/22 periddica.

5. Halla la expresiéon decimal de las fracciones del ejercicio 1 y comprueba si tu deduccién era co-
rrecta.
a) 0.6 b) 0,6 c) 0,23 d) 0,24 e) 0,875 f) 0,81

6. Calcula la expresion decimal de las fracciones siguientes: a)2/3 b)3/5 ¢)7/30 d)6/25e)7/8
f) 9/11
a) 0.6 b) 0,6 c) 0,23 d) 0,24 e) 0,875 f) 0,81

7. Escribe en forma de fraccidn las siguientes expresiones decimales exactas y redtcelas, después

comprueba con la calculadora si esta bien: a) 8.35; b) 791.297835; c) 0.47

a)8.35=22 =2 . 1) 791.297835 = o728 _ IOWGT, () g g7 2L
100 20 1000000 200000 100

8. Escribe en forma de fraccidn las siguientes expresiones decimales periddicas, reducelas y com-
prueba que esta bien:
a) 9.464646... b) 91.02545454.... c) 0.9999... d) 3.267123123123...

a) 9.464646..= 22°-%¢ — 200 _ 100 b) 91.02545454,,,= 2192>2-9102 _ 25032
9 9 1 3267123-3267 1353320 275
€)0.9999... = 1 d) 3.267123123123..= =
999000 41625

9. ¢Puedes demostrar que 4,99999...es igual a 5? ¢ Calcula cuanto vale 2,5999...? Ayuda: Escribelos
en forma de fraccion y simplifica.
Para demostrar que 4,99999 es igual a 5 pasamos el nimero a fraccidon siguiendo la explicacion del
ejercicio 5y lo realizariamos de la siguiente manera:
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Numeros reales y complejos

4,99999= 49-4/9 =45/9 =5
Por otra parte, realizamos el mismo proceso con 2,5999:
2,5999= 259-25/90 = 234/90 - 78/30=26/10=2,6

10. Demuestra que {7 es irracional.

Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo. Vamos a suponer que V7 es un ndmero racional y
llegar a una contradiccién.

Si /7 es un ndmero racional puede escribirse con una fraccién §, gue suponemos irreducible,

3

Vi=L 5 TS TP =p
Luego en la descomposicién en factores primos de p3 hay un 7, y por tanto p es mdltiplo de 7 p=7 a

7-q3=73-a® q3=7%-a® quetambién es multiplo de 7, que contradice que la fraccién S sea

irreducible.

. . - . 1
11. ¢Cuantas cifras puede tener como maximo el periodo de E?

El resultado de esta fraccion es 0,0212765957446808510638297872340425531914893617
Es decir, puede tener 46 decimales como mdaximo.

1 .
S7.54° ¢Te atreves a dar una razén?
Tiene siete decimales. La expresiéon decimal es exacta porque el denominador tiene como factores

primos potencias de 2 0 5 y la mayor potencia es la de 2 que es 7.

12. ¢{Cuantos decimales tiene

13. Haz la division 999 999 : 7 y después 1 : 7. ¢ Es casualidad?

999 999 :7 =142 857

1:7=0,142 857

No, no es casualidad. Porque “999 999” es practicamente un millén, por lo tanto, “1” es un millon seis
veces reducido, por lo cual, el resultado va a ser 6 veces mas pequefio.

14. Ahora divide 999 entre 37 y después 1 : 37, ¢ es casualidad?

999 :37=27

1:37=0,2702703

No, no es casualidad debido a que “999” redondeado es 1000 y “1” es 3 veces mdas pequeio, por lo
tanto, su resultado va a ser 3 veces mas pequefio.

15. Utiliza la calculadora para realizar las operaciones:

a) (33.67 + 1.91)3.52 b) (2/3)(3.1 + 9.1) c) 3.54(4.009 + 7.9)5.8 d)
V5.7 +4.6-3V7.2 e)9v3.1+V2.6-5V5 1) 47789
a) (33.67 +1.91)3.52 = 125.2416 b) (2/3)(3.1 +9.1) = 8.1333333333....
c) 3.54(4.009 + 7.9)5.8 = 244.515588 d) V5.7 + 4.6 - 3+/7.2 =-1.0623774417365...
e) 9v3.1+ /2.6 - 5v/5 = 6.0408641550683...... f) 47789 = oo
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Numeros reales y complejos

. . , 1-v5
16. Escribe 3 nimeros reales que estén entre T\F y1l.

1‘2—“5 - -0,6180

1=1
Los 3 nimeros realesson:-0,3;0y0,8

17. Escribe 5 nimeros racionales que estén entre V2 y 1,5.

5/2,5/3,8/3,9/2,y30/4

18. Escribe 5 nimeros irracionales que estén entre 3,14 y it.

3,14131 ; 3,1413131; 3,1411111; 3,141212121 ; 3,1411211

19. Representa en la recta numérica los siguientes niimeros:

—
a) 5= 1,8
1 1,5 2

b)—2 = _3,25 I

4

3,30 = 3,20
c) 1,342

1,340 [543 1,345. 1,350
d) -2,5555

-2:56 . ' ' ' - ' ' ' ' -2,'55

20. Representa en la recta numérica:

avio, b-V6,  ovZ7, d) 25
B 0 u A Cc D
& * 2 & L . 2
-Ralz de 6 0 Raiz de 10 Raiz de 27 n* de oro

21. Halla el valor absoluto de los siguientes nimeros:
a) 5-1|5|/=5

12 Bachillerato. Capitulo 1: NUmeros reales y complejos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Numeros reales y complejos

b) -5-|-5|=5
c) -m- |-ml=nx

22. Representa las siguientes funciones:

a) f(x) = x|

X y
2 |4
-1 |1
0 0
1 1
2 4

Valores Y

\\2 // Valores Y
-4 -2 0 2 4
b) f(x)=| x>-1|

X Yy
-2 |3
-1 |0
0 1
1 0

Valores Y

\ - l Valores Y
-4 -2 0 2 4
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Numeros reales y complejos

c) f(x) = | cos x|

X Y

/241N Cos(m/2+mn)

Valores Y
L e \/alores Y
-4 -2 0 2 4 6 8
d) f(x)=|Vx|
X y
-2 1,41
-1 1
0 0
1 1
2 1,41
Valores Y
3
2,5

1'51’ / Valores Y
0,5 /

23. Dada la siguiente inecuacion 3 + 2x < 5x? + 1, determina cudles de los siguientes valores son
solucion de esta:

0,-1,1,2,-2,3,-4,6,-7, 12, -15
Tenemos que darle los valores indicados a x observando si se cumple o no la inecuacién.

o 342x<5x?+1; x = —15

3+2(-15) < 5(-15)2 + 1 = -27<1126 es solucion
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Numeros reales y complejos

o 342x<5x%+1;

3+2(-7) <5(-7)2+1 > -11<246

o 342x<5x%+1;

3+2(-4) < 5(-4)2 + 1 >-5<81

o 342x<5x%+1;

3+2(-2) <5(-2)2 +1 >-1<21

o 342x<5x%+1;

3+2(-1) < 5(-1)2+1 >1<6

o 342x<5x%+1;

3+2(0) < 5(0)2 +1 >3<1

o 342x<5x%2+1;

3+2(1) < 5(1)2 + 1 ->5<6

o 342x<5x%+1;

3+2(2) <5(2)2 + 1 >7<21

o 342x<5x%2+1;

3+2(3) < 5(3)2 + 1 >9<46

o 342x<5x%+1;

3+2(6) < 5(6)2 + 1 >15<181

o 342x<5x%+1;

3+2(12) < 5(12)2 + 1 >27<721

24. Escribe una desigualdad que sea cierta para x = 5 y falsa para x = 5.5

Solucién: x < 5,154

x = =7

es solucidn
x = —4

es solucidn
x= =2

es solucidn
x= -1

es solucion
x=0

no es solucion

x=1

es solucidn
x= 2

es solucidn
x= 3

es solucidn
x=6

es solucidn
x= 12

es solucidn
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Numeros reales y complejos

25. Representa en la recta real y calcula la distancia entre los nimeros reales siguientes:

a) Dist(5, 9) b) Dist(-2.3, -4.5)
c) Dist(-1/5, 9/5) d) Dist(-3.272727..., 6.27272727...).
Solucién grafica: a) 4, b)22; c)2;, d)9I.
a) Dist(5, 9) 4 5 U A 8
D- 1- 5 a 9
b) Dist(~2.3, -4.5) 22 . B
'B 'A 'O _I.J
45 -2,3 0 1
c) Dist(-1/5, 9/5) 2 15 o v B
0 a4 oI5
d) Dist(-3.272727...., 6.27272727....) | 9 A o U B
-3.2727 0 1 62727

26. Escribe los siguientes intervalos mediante conjuntos y represéntalos en la recta real.

Solucién grafica:
a){xeR 1<x<T} o) A \B
i 2 r
0 1
b){x e R; 3<x< 5} A N U \B
Y - 7
_g U 1 5
c){xeR;2<x<8} (o] u (A 1B
0 1 2 &
d){x € R; x< 6} - 0 U JA
0 1 6

27. Representa en la recta real y escribe en forma de intervalo
Solucion grafica:

a) (2,3 0 U (A \B
—a 2 T -+
0 1 2 5
b) (4, +
) (4, +o0) 2 Y (A .
0 1 4
c)3sx<6 o u [A B
- Ty - ;
0 1 3 6
9 (a7 < SR A
0 1 7

28. Expresa como intervalo o semirrecta, en forma de conjunto (usando desigualdades) y representa

graficamente:
a) Un porcentaje superior al 26%. (26,100]
b) Edad inferior o igual a 18 afios. [0,18]
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Numeros reales y complejos

¢) Numeros cuyo cubo sea superior a 8. [3,00)
d) Numeros positivos cuya parte entera tiene 3 cifras. [100,1.000)
e) Temperatura inferior a 25°C. (-e=, 25)
f) Numeros para los que existe su raiz cuadrada (esun n2real) (0, o)
g) Numeros que estén de 5 a una distancia inferior a 4. (1,9)
a) (26, 100], {x e 9% /26 < x <100} (A 18
:‘28 100
b) [o, 18], xem/0<x<18)} [A 18
0 18
¢) (2, +oo); {xewx3 >8} IR -
0 1 2
d) [100, 1000); {x € % /100 < x < 1000 } d )2
100 1000
e) (—oo0, 25); xe M /x <25} - o A
01 25
f) (0, +00); fx e 9 /x> 0} (A U
o 4 B
9)(1,9; xeR/1<x<9} (A \B
1 I
1 9
29. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos
a) E(1,5)=(1-5, 1+5) = (-4,6)
b) E(-27)=(-2-3,~2+3)=(14/32/3)
¢) E(-10;0,001) = (-10 — 0.001, -10 +0.001) = (-10.001, -9.999)
30. Expresa en forma de entorno los siguientes intervalos
a) (4,7) El centro del entorno es: 4+7/2=11/2=5,5
El radio del entorno es: 7-4/2=3/2=1.5
El intervalo (4,7) es el entorno (5,5;1,5)
b) (-7,-4) El centro del entorno es -7+(-4)/2=-11/2=-5.5
El radio del entorno es -4-(-7)/2=3/2=1.5
El intervalo (-7,-4) es el entorno (-5,5;1,5)
c) (-3,2) El centro del entorno es -3+2/2=-1/2=-0.5
El radio del entorno es 2-(-3)/2=5/2= 2,5
El intervalo (-3,2) es el entorno (-0,5;2,5)
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Numeros reales y complejos

31. ¢Los sueldos superiores a 500 euros, pero inferiores a 1000 euros se pueden poner como intervalo
de numeros reales?

Es una ‘pregunta trampa’, ya que los sueldos no son infinitos, es decir, solo comprenden justo el
nimero que son, no los que hay entre los dos sueldos.

1+V5 . . . .
32. Redondea +T\/ hasta las décimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

Se introduce el numero en la calculadora y se realiza la aproximacién.
1+V5

5~ 1,6
Ahora con ayuda de la calculadora realizamos los errores.
1+v/5

Error absoluto: | — 1,6| =0,018

. 0,018 _
Error relativo: - - 0011

2

33. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:

C) [ R — 0,05
) iy A —— 0,5
€) 417,00 ----c-e 0,005

34. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para
elaborar 5 paquetes de café de medio kilogramo cada uno que son un lote. Determina el peso
minimo y maximo del lote. ¢ Cudl es la cota del error absoluto para el lote?

EA menor igual a 50 Peso minimo= 500-50=450g Lote m=450 x 5=2.250g
1 paquete= 500g Peso maximo=500+50=550g Lote M=550 x 5= 2.750g
La cota del error absoluto del lote es de 5g

35. Calcula y expresa el resultado en notacion cientifica:
a)(8.91-1073)(3.67-1011)

(8.91-3.67)- 1073%11=32.6997 - 108 = 3.26997 - 10°

b) (4.8-107°):(6.9- 107%)

(4.8:6.9)- 107°"8=0.7-103=7- 102

36. Calcula y expresa el resultado en notacion cientifica:

a) (5.81-1071%)-(4.79-10°)+7.23-107*

((5.81-4.79) - 10712%9) +7.23-10"* =27.8299- 1073 +7.23-107*=2.85529 - 10?2
b) (5.44-1077)):(2.5-107)) +3.1-10710

((5.44:2.5)-107777) +3.1-10719=2,176 - 1071* +3.1-1071°=3.1002176 - 1071°
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Numeros reales y complejos

37. Comprueba que:

a) (1-i)*=—-4

-0t (3 1= (e (e - (e (-

=1—4-i'4+6-i>—4-i3+i*=1-4i-6+4i+1=-4

((53+_140i;)((33:;§) _ 15+z:2i:<2)i—40 _ —252;501' — _Tl +2Ti =-1+2i
Coen oudZ i o
-1+2i-2i-1=-2

c)(1+i)’=-4-4i
(1+i)5=(3)15+(i)14-i1+(g)13-i2+(§)12-i3+(i)11-i4+(§)i5=
=1-1545-1% i1 410 13- 2410123 4 5- 11+ i* 4 15 =
=145i—10-10i+5—i=—4i—4

38. Realiza las siguientes operaciones con nimeros complejos:

a) 68 _ 68 _ 68 68 68 _ 6810i _ 680i _ 34i
A-i)(2-)@B-i)  (2-i-2i-1)(3—i)  (1-30)(3—i)  3-i—-9i-3  0-10i  —10i-10i 102 5

b)(2+i)-i(1-2i)= 2+i-i-2=0

2+i 3+i
c) -+ —

4-3i 5i
2+i _ (2+i0)(4+3i) _ 8+6i+4i—3 _ 5+10i _ 1 | 2i
4-3i  (4-30)(4+30)  42+32 25 5 5
3+i _ (3+1)(3-i) _ —-15i+5 _ —15i+5 _ -3i n 1
5i 5i-(—5i) 52 25 5 5

2+4i 3+i 1 02i 30,1 2
—_— ==t —=——=4+-==-—=1

4-3i 5i 5 5 5 5 5
d)(3-2i)(3+2i)=3%2+2%2=13

39. Calcula: (Ayuda: sustituye z por x + iy)

Z
a) Im (;)
Z _ x=yi _ (x=yD)x=yi) _ x*=()i-ep)i+(yi)?* _ x2-20xy)i-y* _ x*-y*  2(xy)i
z  x+yi (x+yi) (x—yi) x24y2 x2+y2 xZ+yZ  x2+y?
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Numeros reales y complejos

z\ _ _ 2(xy)
Im(;)_ x2+y2
b) Re(2%)
4 _ g _ (&) 4 4\ 3 o1 LA I A\ 1. 03 4 N4
z* = (x + yi) —(O)x +(1)x (yi) +(2)x (yi) +(3)x (yi) +(4)(yl)
=1-x*+4- 3@ +6-x%- i)*+4-x*- (i)} +1-(yi)*=
= x* + 4x3yi — 6x2%y% — 4xy3i + y* Re(z*) = x* — 6x2%y? + y*

c) (Re(2))* Re(z) = x (Re(2))* = x*

Para los siguientes niumeros complejos: a = 3i; b=-2i; c=5 d=1+i; e=-1-i

40. Represéntalos graficamente

41. Representa graficamente el conjugado de cada uno de ellos:

a=-3i; b = 2i; c=5; d=1-i; e=-1+i

1

i

42. Representa graficamente las sumas:

z1=a+b=3i+(-2i)=i;z2 =a+c=3i+5=5+3i z3= b+d =-2i + (1+i) = 1-i; z4 = d+e= (1 + i) (-1-i)=0

12 Bachillerato. Capitulo 1: NUmeros reales y complejos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

= ——
Textos Marea Verde



Numeros reales y complejos

43. Representa graficamente los productos:

zi=a-i =i(3i)=-3; z2=b-i=i(-2i)=2 ; zz3=c-i=i(5)=5i ;za=d-i=i(l)=i; zs=e-i=
i 5

2.
4

1--
]

9 T T T T - Fi

b 1

K

Los originales: a, b, c,dye

Los productos por i. Observa que giran 90° a la
izquierda.

44. Calcula el médulo y el argumento principal de los siguientes nimeros complejos:

a) Z=/3—i; |z|= /\/§2+ 12 =2 M:arctg(?)=60°

b) =221 |z|=/(~22 + (-2)? =22 o= arctg (=) = 225°

¢) Z=1+/3i |z|= /12 + (—V/3)2= 2 x= arctg (_Tﬁ = —60°=300°

d) Z=-4i |z]=/(—4)2=4 x= arctg (%4) = 270°

45. Expresa en forma polar los siguientes nimeros complejos:

a) i 1z]=V12 =1 = arctg (%) =90° Z = 1ggo
b) —i |z| = V=12 =1 «= arctg (%1) = 270° zZ = 15700
Q) 4440 |z|= VA2 +4Z =42 o= arctg (3) = 45° 7 =42,
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Numeros reales y complejos

d) —4 |z = V=42 = 4 «= arctg (_14) = 180 7= 4yge
46. comprueba los resultados: (1+i)16=28=256

a) (1+i)6={(1+i)%)® ;i%=-1
(12+2i-1)3=(2i)®

28.i8=256-i8 ; i4k=1 256-1=256
b) ¥27i z2=27i i |z|=V27%=V27 ; a=arctg20—7=§
3
3 /27§=\/ 27% 2k
3
k=0; 3”"+201r 3" ;o k=1 37T+2><111:_ 3sm k=2; 3’1"+2><21z 3om
3 3 6 3 6
47. Realiza las siguientes operaciones de nimeros complejos
V2i  (J2i)(—2+420) _ —2v2i+2iV2i_—2V2i+2i2i_—V2i+iV2i
—2-2i (-2-2i)(-2+2i)  4—4i2 8 T4
1 V30 _ V3i _(1\? \/52_1_ _ V3) =
G+3) o z=irn o lRE) +(5) 51 eerae(V3)=g
1, V3> —(1.130-130_  _1  _
(345" <gpomton ot = 1

48. resuelve las ecuaciones:

a)x?=-1 x=+v-1 2z=-1+0i; |z|=/(-1)?+(0)?=1 ; a=arctg(_11)=1r

z=1n+2kn ; k=0, z1=1lzr =1 ; k=1, 2z =1laten = lan = —i
2 2 2 2

b)x3=-8 ; x=¥—8 ; z=-8+40i,; |z|=/(—-8)2+(0)%=8 ; a=arctg(_18)=n

2= V8rizkn = 2mizkn ; k=0, Z1=25=2COSE+ZS‘€nEi=2'l+2'£i=1+\/§i;
T R 3 3 3 2 2
k=1, 2=2nt2n =2cosm+2senti=2-(-1)4+2-0-i=-2

3

- - — s S 0 (2B i 21— V3i
k=2, 23—2w—2c033+2$en3 =2 2+2 ( 2) i=1-—+/3i

3

c) x*+16=0 x=vV—-16 ; z=-16+0i . |z|=\/(—16)2 + (0)2=8 ; a=arctg (_LIG)= T

fos T, V2 V2, ,
k=0, 21=25=2COSZ+ZS€nZl=2'7+2'?l=\/§+\/§l;
4
_ V2 _
k=1, 22—2n+2n—2COS—+256n—l——2 —+2 ——\/_+\/_l
4
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Numeros reales y complejos

k=2, 23=2n+4n=2c055—n+25en5—ni=—2-@—2-£i=—\/§—\/§i
= 4 4 2 2
k=3, 24=2m=2cos%n+256n%ni=2-g—2-gi=\/§—\/§i

4

49. Calcula las raices n-ésimas de la unidad, para n = 2, 3 y 4. Representarlas graficamente, y
comprobar que estan sobre la circunferencia de radio 1, y en los vértices de un poligono regular.

0° + 360°k

lgo ; o= =0°+ 180°k ; k=01
wo = 1¢ w1 =14g¢°
Vo 5 o= T22E=004+120% ; k=012
wo = 1o w1=14300 w2 = 13400
Vie 5 o="22F=00490% ;  k=01,23
wo = 1ge w1 =1gg° w2 = 11g0° w3 = 1570
i
A Q A
1 0 1
c -1

50. Copia la tabla adjunta en tu cuaderno y empareja cada logaritmo con su potencia:

25=3210g51=020=152=2551=510g22=150=1108232=521=210og21=01log55=1log5 25 =
224=1610g381=41l0og216=434=81

25=32 logs1=0 2°=1 52=25
5'=5 logz2=1 50=1 logz32 =5
2'=2 log: 1=0 logs5=1 logs 25 =2
2'=16 log:81=4 log: 16 =4 3'=81

51. Calcula utilizando la definicién de logaritmo:
a)log, 25; b)logs25 ; c)log, 24! ; d)logs53°
a)log, 2° =5; b)logs25 =1logs52 =2 ; c)log,2*' =41 ; d)logs53° =30

52. Calcula utilizando la definicién de logaritmo:

a)log; 27 ; b)logyp100; c)logi; ;  d)logs,0.0001
2
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“ NUmeros reales y complejos

a)log; 27 =logz3>=3;  b)log;, 100 = log;, 102 = 2;

1 1\? —4
Ologiz=logi(3) =2 ; d)logi,0.0001 = log;,10~* = —4
2 2

53. Calcula x utilizando la definicion de logaritmo:
a)log,64=x ; b)logix=4; c)log,25=2
2
a)log,64=x; 2X=64; 2¥=2°; x=5 ;
1

b)logix=4 ; x=(5)4=i.
2

c)log,25=2 ; x2=25; x2=5%; x=5

54. Calcula utilizando la definicién de logaritmo:

a)log, 64 +log2i -log; 9-log, V2 ; b) logz 22 +log3 — -log, 1

1
a) log, 64 +log2i -log; 9 —log, V2 = log, 2° + log, 272 — log; 3% — log, 22 =

3

— _9_o_1_
=6+(-2)-2-3=2
b) log, - +log3— -log,1 =1log,27°+logz33-0=-5-3=-8

55. Utiliza la calculadora para obtener a)log 0.000142; b)log142; c)log9 +log64

a) log 0.000142 = -3.8477117,; b) log 142 = 2.15228834; c) log 9 + log 64 =
2.76042248

5
56. Desarrolla las expresiones que se indican: a) In /4x b) log (a L )

1

2
a)In / —~ =1n ( ) = %ln% = %(ln(4x2) —Ined) = %(ln4 — In(x?) — ne3®) =

=3 (ln4 — 2Inx — 3lne) = %(ln4 — 2Inx — 3)

b) log ( ) log(a® - b?) —log(c* - d) = log(a®) + log(b?) — log(c*) — logd =
= 4loga + 2logb — 4loc — logd
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57. Expresa los logaritmos de los niimeros siguientes en funcion de log3 = 0.4771212
a)81 ; b)27 ; ¢)59049

a) log81=1log3* = 4log3 = 4-0.4771212

Numeros reales y complejos

b) log27 = log33 = 3log3 = 3-0.4771212
c) 10g59049 = log3'° = 10log3 = 10 - 0.4771212

58. Simplifica la siguiente expresion: % logm — 2logt — logp + ;logh

m2-hz _ m-h5

tZ.p log t2

1 5
1 5 Sh3
ilogm — 2logt — logp + Slogh = logmz — logt® — logp + loghz = log

‘P
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Numeros reales y complejos

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula los valores exactos de a + b, c—a y a-c para los nimeros:
a+b=2,7+3,292929=5,992929
2,7 +3,3=6

Error= 6-5,992929= 0,007071

c-a= 0,01030303-2,7=-2,68969697
0,01-2,7=-2,69
Error=2,69-2,68969697-=0,00030303
a-c=2,7-0,01030303=0,027818181
2,7-0,01=0,027
Error=0,027-0,027818181=0.000818181

2. Descubre cual de estos numeros es irracional: a) 3,1416 b)4 c¢)m
c m

3. ¢Podemos encontrar nimeros irracionales en las marcas de una regla graduada? ¢Hay algun
punto de la regla (aunque no tenga marca) que se corresponda con un nimero irracional? Justifica tu
respuesta.

No,

Si, porque por ejemplo la raiz de 2 que es 1,414213562 .... se encuentra en la regla, aunque no tenga
marca.

4, Clasifica los siguientes numeros en orden de mayor a menor y después represéntalos en la rec-
ta:

V45= 6,7082

2-m=6,2831

25/4=16,25

7>/4552- 1 >25/4

* ¥ * ¥

v

25/4 2-T V45 7

5. Escribe una sucesion infinita de nimeros reales dentro del intervalo (1, 1).
1 111111

6. Calcula el valor absoluto de los siguientes nimeros:

a)|-5|=5

b)|[4—4]=0

c) 13-2+9|=[6+9|=]15| =15

Q) V7| = V7
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“ NUmeros reales y complejos

e) V72| = |V49| = |7| = 7

7. Calcula x en las siguientes ecuaciones: (pista: x puede tener dos valores).

a)|x| =5 X, =5 x,=-5
b) [x—4| =0 x—4=0 x=4
c) 13x+9| =21
12
3x+9=21 > 3x=21-9 - 3x =12 - x1=?= 4
30
3x+9=-21->3x=-21-9- 3x=-30 - x2=—?=—10
8. Dibuja las siguientes funciones en un grafico:
a) f(x) =Ix| =5
b) f(x) =[x — 4
c) f(x) =13x+9|
12 Bachillerato. Capitulo 1: NUmeros reales y complejos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

EBem
Textos Marea Verde



Numeros reales y complejos

9. Elige un dia y calcula la distancia que has recorrido en total, y comparala con la distancia entre los
puntos inicial (al principio del dia) y final (al terminar el dia).
Solucion libre.

10. Un artesano fabrica dos productos. El primero (a) le cuesta 2 horas y 3 euros en material, y el
segundo (b) le cuesta 6 horas y 30 euros cada hora de trabajo, y los vende por (a) 30 y (b) 90 euros,
averigua cudl es mas rentable para su negocio.

PRODUCTO A PRODUCTO B
2 horas / 3 euros material 6 horas / 30 euros material
1h -10 euros 1 hora — 10 euros
Venta producto 30 euros venta productos 90 euros
CostePa=2:10+3=23 coste Pb=6-10+30 =90
Beneficio A = venta — coste Beneficio B = venta - coste
Ba = 30-230= 7 euros Bb =30-30 = 0 euros

Con el primero gana 7 euros con cada producto. Con en el segundo no gana nada.

11. Entre Kroflite y Beeline hay otras cinco ciudades. Las 7 se encuentran a lo largo de una carretera
recta, una de otras por una distancia entera de kildmetros. Las ciudades se encuentran espaciadas de
tal manera que si uno conoce la distancia que una persona ha recorrido entre dos ellas, puede
identificar la sin ninguna duda. ¢Cual es la distancia minima entre Kroflite y Beeline para que esto sea
posible?

1+2+3+4+45+6=21km

Kroflite — A: 1km A hacia B: 2km B hacia C: 3km C hacia D: 4km D hacia E: 5km E- Beeline: 6km

12.Representa en la recta real los nimeros que verifican las siguientes relaciones:
a) x| <1

b) [x] €1
c) x| >1
d) x| 21
a) -1<x<1 e
-1 4] 1
b) -1<x<1 .3
-1 0 1
r B0 [ =
c) x<-1 x>1 a0
1° 0 A
- —r— >
d)x<-1 x21

13.Halla dos numeros que disten 6 unidades de 3, y otros dos que disten 3,5 unidades de -2 calcula
después la diferencia entre el mayor y el menor de todos estos numeros.

SOLUCION: Dos nimeros que distan 6 unidades de tres son -3y 9

Dos que distan 3,5 unidades de -2 son-5,5y 1,5
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“ NUmeros reales y complejos

La diferencia es 9-(-5,5)=14,5 es la diferencia entre el mayor y el menor.

14. Escribe el intervalo [—3,5] N (3, 8).

O S e e ]
-2 -9 -4 0 4 2 3 94 B
O e
3 “ S e E L3
solucién:[—3,8)
i e i b s o i e s i Lo
-3 -2 4 0 4 2 3 4 % € 3 3

15.Escribe el intervalo formado por los numeros reales xque cumplen |x—8|<3.
|x — 8] <3; —-3<(x—-8)<3; -348<x<3+48 ; 5<x<11

.Solucién:[5,11]

16. Determina los conjuntos ANB, AUB, A-B y -A en los siguientes casos:

a) A=[-11,-9] B=(—1,6)
b) A = [-5,5] B=(3,4)

a)

ANB=¢
AUB =[-11,-9]uU (-1,6)
A—B=[-119]-(-16)=4

—A=—[-11,-9] = [9,11]
b)

ANB=[-55]n(3,4) =(34)
AUB =[-5,5]U (3,4) = [-5,5]

A—B=[-55]-34)=[-53]U[45]

—A=A
. z . ,
17. Compruebasi: a) |; =1 b)|cosa + isena| = |e‘°‘| =1
a) zZ| |a—bi . |(a—bi)~(a—bi) __ |a?-b?%-2abi| _ |a?-b? 2ab il =
zl ~ la+pil —  l(a+bi)-(a-bi)| — az+b2 " la2+b2  a2+b2|

22 2
JCZN)+(2M) =aJW-Jm2—NP+{me= . \a* + b* — 2a%b? + 4a?b? =

a2+b? a2+b? aZ+b2
1 1 1
= Ve b+ 20202 = [(@ + DD = - (a2 + b?) = 1

Por lo que es cierto.

b)|cosa + isena| = Vcos?a + sen?a =+/1 = 1. Por lo que es cierto.
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18. Calcula:

NG 5 5 5 40 5 3/:\2 5 2/:\3 5 1/ :\4 5 .5 .95 .
a)(2 + i) _(0)2 +(1)z (l)+(2)z 0 +(3)2 0 +(4)z 0 +(5)l ~1-25+45
2%() +10-23%i2+10-2%i3+5-2i*+1-i> = 32+ 80i + 80i% + 40i% + 10i* +i> - 32 + 80i —

80—40i+10+i= —38+41i

13 13 13 13 13 —
|2-3i] v22-32 13 V13 13
0 (3+2i)%2 _ 9+12i+4i? _ 9+12i-4 _ 12i+5 _ 12i+5 9i+46 5 108i2+552i+45i+203
(2+30)3  8+36i+54i2+27i3 8+36i—54—27i 9i—46  9i—46 9i+46 81+2116
552i+42i+203-108 _ 597i+95 _ 95 597 .,
2116+81 T 2197 2197 2197

d) i(V3—i)(1+v3i) = (V3i—i?)(1+3i) = (V3i+1) =32+ 2V3i+1=-3+2V3i + 1
—2 + 2/3i

e)(1+i)8 > (1+)%*=(1+42i+i?)*=Q)*=16i* =16

n-1_, L 1 =D _ 1=t .
hA+o= - 1+ 1+ (=) 1 1=
N9 1 _ - - -
g)(\/§+ l) - |z| =2 arglz| = 5o 30°; (2300)7° = 2—3—300 = _2—3700 = 29(?0

19. Demuestra que z es real si y solo si z=Z.
0
Z=Z-o>x+iy=x-—1y —>x+iy—x+iy=0—>2iy=0—>y=2—i—>y=0

Siy=0,zesreal-> z=x+ 0i = z = x, por lo que es x, correspondiendo a todos los nimeros reales.

.ge . . x—i z . .
20) Verifica que el inverso de z, z%, es igual a ﬁ = Calcula el inverso de 2+3i.
. 1-(x—1i x—1
2= x+iy 2 1= — 1o 1) XL
x+iy (x+iy)(x—iy) x2+y?2

Teniendo en cuenta que:

{ xX—iy= 2z x-iy _ 7
x2+y?=@x+iy)x—-iy)=z-z x2+y2 77
7= 2+3i 9 Z_1= L(2-30) = 23 = 2731 = i —_ il

(2+30)-(2-3i) 22+32 13 13 13

21) Calcula el médulo y el argumento principal de los siguientes nimeros complejos:

a) -3+3i > |z| = /(=3)% + 32 =1/18 = 3v/2 (Mébdulo)
(Argumento)> 6 = tan‘l(%) = tan‘l(_ig) = —45° > 180° —45° = 135°
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Numeros reales y complejos

5
P 1] i3
= o - \\
afjoz=-3+3 |, C 5 ~
&Y
’ LY
P 135 A
1
4 \
! 1
i 1 \
d |
! '
% 5 2 T} 1 L 3 .: 5
i ]
1 = ]
1 i
A} ’
0y =7 v
\ ’
AY ’
~ =] -
~
~ J’
N -
e | by

b) -3 > -3+0i > |z| = /(—3)% =V9 = 3 (Médulo)
(Argumento) 2> 6 = 180°

==
- ™
L@ ~
Cdl
....... ;’/ 2 .\\ |
hY
/ 1800 \

[ [ " [ /"\ \

fijloz = -3+0i - | \

afijo z + Il | i

5 14 h ] Y R0 1 2 3

\ 1 ' !
A T =
A\ 1 '
\ /
\\ o ,-‘
~ e
\\ ’4‘

] 5 0 o e 5 A
c)-3i > 0-3i 2 |z| = /(—3)? = V9 = 3 (Mddulo)
(Argumento) 2> 6 = 270°

T -_.__3_.___-‘
il o
” ~
~
l/ s N
R . . T
| & | A"
] EEEEEE %
I 2700/*\ \
I 1
I i 0 - 2 3
\ | | I
. . . P
AN /
Y 21— F
~ s
~ -
"\_\ "f

| afijoz =0-31

d) 3-3i > |z]| = /32 + (=3)2 = /18 = 3/2Z (Mddulo)
(Argumento) 2> 6 = tan‘l(i) = tan‘l(?) = —45 - 360° — 45° = 315°
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a’f' Y Py
J( \"\
#7 3 ~
Vi b
’ ot
’ 2 .
’
' “
[
' 3150 \!
|
i 1
5 1= - -2 JK:. 4§ 2 3 4: 5
1
i
1
v U
\ _“'
\ - .
b s
X L
\
g oo 4 afijo 72 3.3
~
\.\ ’{’
Bk — -

22) Expresa en forma polar y trigonométrica los siguientes nimeros complejos:

a) 5i > 0+5i > |z| = V52 = V25 = 5 (Médulo)

(Argumento) 2 6 = 90°

=~

-

-~ Forma Polar: |z|g = 5900

~
afijo z= 0+51
~
~
N
\
\

. Forma Trigonométrica: 5(cos 90° + i sin 90°)

=

b) -7i > 0-7i > |z|= y/(=7)% = 7 (Médulo)

(Argumento) 2> 6 = 270°

8

Forma Polar: 7,7¢e

h Forma Trigonométrica: 7(cos 270° + sin 270°1)

afijo z/= 0-7i, 7
-

-

-9 -

¢) 5-5i > |z| = /52 + (=5)2 = 5v2 (Médulo)
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Numeros reales y complejos

(Argumento) > = tan™}() = —45 > 360° — 45° = 315°

et e Forma Polar: 5v25; .
r/ i A\
’ \\
+ ) T . s . . .
! 150 . Forma Trigonométrica: 5v2 (cos 315° + sin 315°i)
1
s i il Q e 3 P 3 :
‘\ 1 ’
\ 7
bt s
N\ -4 7
\\\ afijolz = 5-5i

d)V3+i |zl = V3 + 12 =& = 2 (Médulo)
— -1 i — o
(Argumento) > 6 = tan (\/5) =30
S Forma Polar: 254o

afijoz

Y Forma Trigonométrica: 2(cos 30° + sin 30°%)

I —
-1 0
i i
\ 1
\ /
e iy z
. /
N 7
A ’
< P
< -
= - P = a} =

23. Expresa en forma bindmica los siguientes nimeros complejos en forma polar:
a) De médulo 2 y argumento nt/3

Forma polar: r¢ =2 2n/3

a=r-cosa=2-cos (g) =1

b=rsena=2-sen (g) =/3

Forma bindmica: z=a+bi > z =1+ V/3i

b) De médulo 3 y argumento -nt/4
Forma polar: rq 2 3.2

- 3v2
a=r-cosa=3-cos (Tﬂ) ==

- 3v2
b=rsena=3-sen (Tn) =-=

. . 3v2 3v2.
Forma bindmica: z=a+bi 2 z = - "5

c) De médulo 1y argumento /2
Forma polar: r¢ =2 1n.2
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Numeros reales y complejos

TT
a=r-cos a=cos (E) =0
T
b =r-sen a=sen (E) =1
Forma bindmica: z=a+bi 2 z =i

d) De médulo 5 y argumento 2nt/3

Forma polar: rq =2 52r/3
503

2 5 2
a=r-cosa=>5-cos (—T[) =-2; b =r-sen a=5-sen (?T[) ==

5 5V3,
Forma bindmica: z=a+bi 2 z = 'E+T'

24. Realiza las siguientes operaciones con niimeros complejos, expresandolos previamente en forma
trigonomeétrica:

a) (V3 +i)%°

r=v(a%+ bz) \/(\/32+ 1%) =

© = arctg ( ) = arctg ( ) =30°

Forma polar. 230°

(re)"=r"(cos ©-n +i sen ©-n) = (230°)®°=[2 (cos 30 + i sen 30)]%° = 2%°(cos 30-60 + i sen 30-60) =
= 2%(cos 1800° + i sen 1800°) = 2%%(cos0° + i sen0°)

b) (4 - 4i)1!

r=v(a?+b?) =V(42+4%) = 42

O = arctg (s) = arctg (_74) =-45°

Forma polar: 4v/2 45°

(re)"=r"(ncos®+nsenOi) > ((ﬁ)-zls")”‘ L(COS -45° +isen -45°)]* =

= (ﬁ)11 (cos -45°-11 + i sen -45°-11) = (—=)*(cos -495° + i sen -495°) = (—=)! (c0s225° + i sen225°)

(2 G

)(1 \/_l)
(—2-2i)8

r=v(a?+b?) =V(12+V3?2) =2

O = arctg (Z) = arctg (_T\/3) =-60°

Forma polar: 2.60°

(2-60°)*2=[ 2(cos -60° +i sen -60° )]*? = 212 (cos0° + i sen0°)

r=v(a?+b?) =V(22+2?) = 212

© = arctg (Z) = arctg (:—z) =45°

Forma polar: 2v245°

(2v/245°)8=[ 2v/2(cos 45° + sen 45° i)]8 = (2v/2)8 (cos 45°-8 + i sen 45°-8)= 212 (cos0° + i sen0°)

212(cos0° +isen0°) 1
212(cos0° + i sen0°)
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“ NUmeros reales y complejos

25. Utiliza la formula de Moivre para expresar en funcién de sen © y cos ©:
a)cos 20; b)sen 26

(cos®+isenB)?=2cosO©+2senBi=

(cos )% + 2(cos B©)(i sen B) + (i sen B©)% = cos? O + 2:cos B-i sen © - sen?O

(cos?©-sen?8) + (2:cos ©-sen B)i

Cos 26 = cos’>O-sen’ 6

Sen 20 = 2:c0s6-senB©

c)cos36; d)sen30
(cos®@+isenB©)® =3cosO+3senBi
(cos ©)% + 3(cos B©)%(i sen B©) + 3(cos B)(i sen B©)%+ (i sen ©)3 =
Cos3O + 3-cos? ©-i sen © - 3-cos ©-sen?O - i sen® O=
(cos®O - 3-cos ©-sen? B) + (3:cos? B-sen © - sen30) i
Cos 36 = cos3O - 3:cos O:sen’ B
Sen 30 = 3:cos?> ©-sen © - sen®O

26. Calcula el argumento principal de los siguientes nimeros complejos:

-3 —i e
a) = b) — o (1-iV3)
-3 -3(V3-i) _ -3(v3-i) _ -3(v3-i) _ -3v3 3. )\ -1\ _ 5n
a) VB+i (VB+D(3E-D)  y3Pe12 | 4 4 R O=arctg| 55 | = arctg (\/'S') T 6
4
] i(1+1) 1-i 1 1 - 7
Zto v =11y . - 2] = ==
b) == Ahan = 2 2 b 0= arctg < T ) = arctg (=1) =

o (1- i\/§)7; |1 —+3i| = J(l)z + (—V/3)2 = 2; f=arctg (_Tﬁ) = arctg (—V3) = 5?71 = —60°

(1-iv3)" = (2-60)7 = 274200 = 128_g00 = 1285 ; luego 6 =
3

27. Calcula, representa en el plano complejo y escribe en forma bindmica:

a) v-3i ;o 10=3il=4(0)2 +(=3)2=3 0= arctg (%3) = 3;”

V3= [Bar= V3, ; k=0, al=v3m=-24;; k=1, a2 =VIm=2_Y5;
> 5 £ = 2 2 e 2 2

2

BVI+VEE  |1+3Ei]= ()2 + (3)? =2 0= arctg (2) =2
V1+V3i= [2n=Vin,, ;
3
2
k=0, b1:\/§5=@+ﬂi; k=1, bzz\/z_n:_ﬁ_ﬁi

3 2 2 3 2 2
o) ¥=27 |—27 + 0 i] =/(=27)Z + 02 =27 p=arctg () =
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“ NUmeros reales y complejos

V=27 =327, = 311:+2kn'
n — L k=1,c2=3n=—3; k=2, €3 =3r=>—=—=-i
3 2 2 s 2 2

d Yi-i |1-il=yM?+(1)?=v2 B=arctg (2) ==
Vi-i= \/_m_ﬁzm

—+2km

k=0,d1= "2 ; (=1, d2 = YZ1n ; k=2, d3 = 2z
12 12 12

e) V-81 |-81+0-i| =,/(—81)% + 02 =81 9=arctg(_im)=n

4V =27 = 4\/ 81 =3 Tt+2kTL’
k=0, e1—3n=i i k=1 82_3_n=—£+£ ;
4
k=1, e3—3n=—£—ﬂi ;0 k=3, e4_3_n:£—i' ;
T 2 2 " 2 2

-3 2
28.Resuelve las ecuaciones:
a) x3 =-27
3 _27. x=3Y=27 |27 40| = /(=27)2 + 02 =27 p=arctg (—) =
V=27 =327, = 3 ni2kn
3
k=0'x1=3223+£l' k:l'x2:3n_=—3 ; k:2'x3=3223_ﬂi
z 2 z 2 2
b) x* = -81
4= _81; x = 4=81 |-81+0-i] =/(—=81)Z + 02 =81 b=arctg (—) =
V=27 =%/81, = 3 ns2kn
4
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" NUmeros reales y complejos

3W2 | 3VZ, 3vZ | 3V2.

k=0, x1—3n——+— k=1, x2_33n_——+— ;
3V2  3vZ, 3v2  3vZ,

k=1,x =35 = — 22 _3V2 ;0 k=3,x —311:—— ;
3= o= 2 2 4= 2z 2 2

c)x>—-32=0

x5-32=0;x5=32; x=332 ; [324+0-i|=/(32)2 +02=32 9=arctg(%)=0
V32 =3/32 = 2 0s2kn
5

k=0, x1=39=3; k=1, x2=22_7t; k=2, X3=24_7t
5 5 5
k=3, x4=2e ; k=4, x5=2sn
5 5
d x3-8=0

x3—-8=0;x3=8; x=38 ; [8+0:-i|=,/(8)2 +0%2=8 9=ar€tg(§)=0

:3‘/80:20+2kn’
3
k=0, x1=29=2; k=1, x2=22_n; k=2, X3=24_7t

5 3 3

29. Calcula todos los valores de z para los que:
a)z°+64=0

%+64=0 ; 2°=-64 ; 2=3—64 ; 2= i/64 (cos(m) + isin(m) ) ;
z2=%/64 (cos (szn) + i sin (szn))

= V8 (con (S22 150 (2295)) ;1,2 (os (2) + 50 (2)

1= \/§ +i

22= V6% (cos (M) + isin (F5)) 5 22=2 cos (5) + 15in5))
= 21

73 = V64 (cos (7T+26><2n') + isin (n+26><2n)) ; 23=2 (cos (56 ) + isin (5671)) ;
3= —\/§ +i

2= 64 (cos (V5) + isin (V) 5 20=2 (cos () + 5in (57))
4= —\/§ -1

= 58 con(22) 00 (2295) 202 con () m (3))
5= —21

26 = V64 (cos (HZ:S’T) + isin (”+26X5”)) ; 26= 2 (cos (117”) + isin (HT”)) ’
26=/3 — i
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Numeros reales y complejos

b) (z22+3z2-2)*>-(22?2-z+1)*=0
(22+32-2)2-(222-2+1)*=0 ;

24+ 922 +4+623-422-12z2- (4z* + 22 + 1 — 423 + 422 = 22) =0 ;
28+ 922+ 4+ 623-422- 122 — (842°+ 522+ 1-423-22) =0 ;
2*+922+4+623-42°-522-1+4z3+22=0 ;
-32*+0+3+1023-10z2=0 ;
-3(22-1)+10z-(2>-1)=0;
-3(z2-1)-(2+1)+10z-(z-1)-(z+1)=0 ;
-3(z—-1)-(z+1)-(22+1)+10z-(z-1)-(z+1)=0 ;
-(z=1)-(z+1)-(3(z%2+1)-10z)=0 ;
-(z=1)-(z+1)-(322-10z+3)=0 ;
-(z=1)-(z+1)-(322-2z-92+3)=0 ;
-(z-1)-(z+1)-(z-(32-1)-3(32-1))=0 ;
-(z-1)-(z+1)-(32-1)-(z—3)=0 ;
(z=1)-(z+1)-(3z-1)-(z-3)=0

z—-1=0 z+1=0 3z-1=0 z—-3=0

21=1 22=-1 Z3=§ Z4=3
)+2°+2*+22+22+2+1=0

B+ +2+83+2+2+1=(2+1)(2°+23+2)=(z+1)z(*+ 22+ 1) =0

z+1=0, - ;

z*+722+1=0 , hacemos z*>=t, t?+t+1=0

t=-135; 2= |-1+%; 2= |-1-%;
2 2 2 2 2 2
V3
I B P T P - 2 |2
| 2+21|—\/( 2) +(2) =1 H—arctg(_% =3

/—l+£i= Le= T ; k=0, laa=2430 ; k=1, len= —2-0;
2 2 5 3 t2kn - 2 2 - 2 2

2

1 V3, 1 V3 -5
|_E_7l|=\/(_5)2 +(—?)2=1 9=arctg<—2>=§

=282 [l = tun,,, 5 k=0, Le=—24L2i ; k=1, Lin=2-25;
2 2 5 3 t2km - 2 2 - 2 2

2

. . .
’ ’ ’
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Numeros reales y complejos

30. Calcula las raices quintas de la unidad y represéntalas en el plano. Calcula también las raices
quintas de -1, represéntalas también. Generaliza este resultado.

YV 1ooe Y 1s00

90° + 360°k 180° + 360°k

o= —{_ = 18° + 72°k ; o= ——F = 32°+ 72°% ;
k=0,1,23,4 k=0,1,23,4

wo=14g wo = 135

w1 = 1gge w1=11040

w2 = 1162° w2 = 1176°

w3 = 15340 w3 = 1548

wa = 13060 wa = 13500

31. Calcula las cuatro raices de z* + 9 = 0 y utilizalas para factorizar z* + 9 en dos polinomios
cuadraticos con coeficientes reales

-9+ 0-i|=/(=9)2 +02=9 9=arctg(_19)=n
Z4:_9; x:w:4\/9n:\/§n+2kn
4
k=0 ; z=3x ; k=1 ; z =3 n2n = V33
4 4 4
k=2 ; Z=\/§w=\/§S_n ; k=3 ; z=3nten =V37m
4 4
Z=\/_£=\/_cos +l\/_sen—=\/_ g+i\/§-72:76+i76
4
_ _ 3 L 3 _ 3 (V) L 3.2 Y Ve
= V3 =3eos T+ iWBsen” =3 (= F) + V3 = =T +iY
_ _ ST st_ 3. (-2 _VZ)_ _Y6_ 8
2= 3 =3eos T+ WZsen% =3 (- F) + W3- (-F) = =T - i3

z=\/§7_n=\/§cos%+i\/§sen%=\/§-\/2—§+i\/§'(—E)=—6—i—6

4

La descomposicion factorial seria:

o= G- 5+ - (3= - (7= =
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Numeros reales y complejos

=[(-9)- u< el s -5l
[ - TIC) - (]= [-) + (TIC ) + (D] -

=(zz—\/gz+3)(z +\/Ez+3)

32. Resuelve la ecuacion: z2 +3z—1=0
—b+Vb2-4ac

En este ejercicio, las soluciones de la ecuacién las proporciona esta formula: x = -

- Sustituimos los datos de la ecuacién en la férmula y obtenemos el resultado

_ —-3-V13
_ —3%32-4(1)(-1)_—3+V13 Z1 = 2
2-1 2 _ —3+V13

Z =
2 2

, . a+i . . . .
33. Calcula a para que el nimero complejo 35 tenga su parte real igual a su parte imaginaria.
- Lo primero de todo es hacer la division en forma bindmica, para ello multiplicamos numerador y
denominador por el conjugado del denominador:

a+i_(a+i)(3+i) _ 3a+ai+3i+i® _ 3a+ai+3i-1 _ 3+a .
T — = — = = +—
3—i (3-1)(3+iQ) 9—i 9—(-1)

- Para que la parte real del nimero complejo sea igual a la parte imaginaria debemos igualarlas:

3a—1=3+4+a; 3a—a=3+4+1; 2a=4 a===2

b) log;

)

34. Desarrolla los siguientes logaritmos:  a) In (yz.z— )

a) ln( Vad ) InVx3 —In(y? - z7%) = lnx% —[In(y®» + In(z™H] = %lnx — 2Ilny + 4lnz

1
b) log, * ( —1 <(xy) ) = ilogs(x-y)S —ilog3 (z% . ez) =

zZ~e z2-e?
1 1 1 1 5 5 11 1
=25 logs(x-y) — Z1og; (22) -1 logze? = Jlogsx + Jlogzy —— -~ - logzz — 2+ 2 - logze=

5 5 1 1
= Zlog3x + Zlog3y - glog3z - Elog3e

35. Simplifica la siguiente expresiéon: log,5 —3log, a + %logz 9

5\/_

log,5—3log,a+- log2 9 = log,5 — log, a® + log, Y97 = log,
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Numeros reales y complejos

AUTOEVALUACION

1- Seiala cudl de los siguientes nimeros es irracional:
a)6.3333333.... b)7/3 <c)e d)5.98234234234....

Respuesta: c) e

2- La solucion de la ecuacion I3x + 91 = 21 es:
a)x=10,x=—4 b)x=10 «¢)x=-10,x=4 d)x=-4
3x+9=21; 3x=21-9; 3x=12 x=13—2=4 D x=4

3x+9=-21; 3x=-21-9:3x=-30 : x=_T30=-10 x=-10

Respuesta: c) x=-10, x=4

3- Determina el conjunto A—-B si A=[-11,9] ; B=(-1,6):
a)[-11,-1)uU[6,9]  b)[-11,-1)U(6,9]  ¢)[-11,-1]U (6, 9] d) [-11,-1] U [6, 9]

Respuesta: d) [-11,-1] U [6,9]

(3+2i)-(3-2i) |

4- Calcula 24307

a)—-46+9i b)62+63i ¢)—46+63i d)Ninguna de las anteriores

(3+2i)-(3—-2i)=9+4=13
(2 +3i)3 =8+36i+54i? — 27i3> =8+ 36i — 54 — 27i = —46 + 9i

(3+2i)-(3-2i) _ 13 (—46-9i) _ —13.46-139i _ 46 9 .,

= = = l
(2+30)3 —46+9i (—46-9i) 462+92 169 169

La solucion es la d) Ninguna de las anteriores

5- Resuelve la ecuacion x*=1: a)x=1 b)x=1,x=-1 c¢)x=+i d)x==%1, x=4i
I14+0-i|=V1%2 +02=1 9=arctg(g)=arctg(0)=0

x*=1; x=VY1=1%19=10s2kn

k=0 ; x=1o=1,=1 ' ; k=1 ; X=1loten=1n =1

k=2 ; x=1;£=1n=—1 ; k=3 ; leézlsnz—l

4

4
Respuesta: d) x=+1, x=4i

6- Expresa en forma binémica el siguiente nimero complejo de médulo 2 y argumento nt/3
a)1+v3i  b)V3+i c)1-3i d) 1/2 +/3 /2i
|z| =2 z=|z| - (cos @ + isend)
9=§ z=2(cos§+isen§) 2= 1+/3i

Respuesta: el a) z= 1+ /3 i
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“ NUmeros reales y complejos

7. Calcula (1 + i)®. a) V2 +/2i b) -8 c)1-i d) -8i
(1+10)° [1+i|=V12 +12=+2 ; O=arctg G)=arctg(1)=%

(1+ )= (\/E%)ﬁ = (V2)®4m = 8or =8 (cos =) + 8fi-sen ) = -8i

4

Respuesta: el d)

8.- Expresa en forma trigonométrica el siguiente nimero complejo 5i
a) 5(cos(n/2) + isen(nt/2))  b) (5, /2) c) 5(cos(3m/2) + isen(31/2)) d) 5(sen(902)+icos(909))
|zl =V02+52=|z| =V25 = |z| =5 Argzzarctggzz

2

TL' . . T
Z=5E=>Z=5(COSE+ L-smz)
2

La respuesta es la a)

9.- Calcula el mddulo y el argumento principal del siguiente niimero complejo -3 + 3i
a) 18,1352 b)3v/2, 3n/4 c)32,7n/4 d) 3, 5nt/4

Mod: |z] = \/x2 +y?; |z] = {/(=3)? +32 = 3V2

Arg: Argz = arctg_i3 = %ﬂ

La respuesta es la b)

10.-Calculax =v—1 a)x=i b) x = —i c)x=i,x=-i d) No tiene solucién

0
|z| =y (-1)?2=1 ;Argz = arctg_—1 =180° =71 = /1; = lg+2kn =
2

T =1802

T T
Sikes0=lnpiz.0m = 1n = 1(cos—+ isin—) =1(0+i-1) =i
2 2z 2 2

. 3m . 3 . .
Sikes1=1p+2knr = 13n =1 (cos7+ L -sm7> 1(0+i-(-1)) =—i
) )

La respuesta correcta es c)
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Geometria

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Realiza la suma y resta de los siguientes polinomios:
A: x% -2 ; B: 3x*+x3-1
SUMA: x? -2 + 3x*+x3-1 =3x*+x3+ x*-3
RESTA: x% -2-3x*-x3+1=-3x*-x3+ x*>-3

2. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
a) (X% - x) + (-2x2 - 3x +1) + (2x3 -2x% + x-2) = 2x3 - 3x2- x-1
b) -x*+( x3+ 2x-3) + ( -3x%-5x+4)+( 2x* -x+5)= -x* + 3x3 -3x?- 4x+6

3. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:
A, 2x*-6x3+4x2 +4x -1 ... 2x446x3-4x%-4x + 1
B. -7X3-BX+5 ettt 7x3+6x-5
C. X+ 3X2-8XH7 v x*- 3x2+8x-7
4. Considera los polinomios p= x3-6x+2 , q= 3x*+ 3x +1 asi como s=p+q. Halla los valores que

adopta cada uno de ellos para x=-2, p(-2), q(-2) y s(-2). Estudia si existe alguna relacién entre esos tres
valores.
s(x) = x3-6x+2 + 3x%+ 3x+1 =x3+3x2-3x+ 3
p(-2) = (-23-6:(-2)42= 6 ;  q(-2)=3-4+3-(-2)+1=7
s(-2)=(-8)+3-4-3:(-2)=13
El valor obtenido para el polinomio suma es igual a la suma de los valores obtenidos para
cada polinomio.

5. Obtén el valor del polinomio p= -x -5x3 +2x -2 en x=3. Que valor opuesto de p en x=3
P(3) = -5:27+2-3-2=-134 ;. -P(3) =3+5-27 -2-3+20= 134
6. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:

A. (-4x3 +2x )-( -3x?)=-4x3 + 3x% +2x
B. (2x*+x)-(-3x-4)=2x*+4x+4
C. (3x% x)- (23+ x% -x) = -2x3 +2x2

7. Efectua los siguientes productos e polinomios:
Se multiplican los coeficientes y la parte literal se suman los exponentes.
a) (5x3-2x) - (-4x3) = -20x° + 8x*
b) (2x* +x) - (-3x-4)= -6x>-8x*-3x%-4x
c) (2x° + x3-x2) - (3x%-x)= 6x7-2x8+3x>-x*-3x*+x2= 6x7-2x%+3%x>-4x* +x?2
d) (-1) - (7x3-4x2-3x+1)= -7x3+4x2+3x-1

8. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un nimero de tal forma que surjan
polinomios ménicos.

Multiplicamos todo el polinomio por un nimero de manera que el coeficiente de la x de mayor grado
sea 1.

a) 4x3 +3x3 +2x2; (%) -(4x3 +3x3 +2x% ) = 4x3 - (%) +3x3 - (U4)+2x% - (1) = x3 + (3x%/4) + (x*/4)

b) -2x3 +x2-1; (-%4)-(2x3 +x2-1) = -2x3- (-14) +x% - (-}2) -1 - (-5) = x3 - (x?/2) + 12
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C) -x2+x-7 ; (-1)(-x*+x-7) = -x*+ (-1)+x +(-1) -7 (-1) =x*>-x+7

9. Calcula y simplifica los siguientes productos:

a) 3x - (2x3+4x%-6) = 6x*+12x%-18x= x*+2x2-3x= 6x- (x3+2x-3)

b) (3x-4) - (4x+6) = 12x?+18x-16x-24= 12x2+2x-24= 2- (6x?+x-12)

c) (2a2-5b) - (4b-3a2) = 2ab-6a*-20b%+15a%b= -6a*+17a%b-20b?

d) (3a-6) - (8-2a) - (9a-2) = (24a-6a2-48+12a3) - (9a-2) = (6a*+24a-48) - (9a-2) = 45a3+216a%-432a-
12a+48+96 = 45a3+216a%-444a+144 = 1533+72a%-148a+48

10. Realiza los siguientes productos de polinomios:
a) x? - (-5x* -3x%+1) - 2x3 = (-5x8-3x*+x?) - 2x3= -10x°-6x7+2x°
b) (2x2-3) - (-3x? -5x+4) - (-x) = (-6x°-10x*+8x3+9x2+15x-12) -+ (-x)= 6x°+10x°-8x*-9x3-15x%+12x

11. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algun factor que sea comun a sus monomios:
Debemos buscar aquel factor que es comun a los monomios dados en el polinomio para poder
extraerlo.

a) -16x*-20x3+10x? = 2x?- (-8x2-10x+5)

b) 24x*-30x? = 6x2- (4x2-5)

12. Realiza los calculos:

Realizamos los cdlculos mediante el tridngulo de Tartaglia o identidades notables.
a) (2+3a)? = 9a%+12a+4

b) (-x+3)? =x2-6x+9

c) (-3x+2)%? = 9x2-12x+4

d) (x*-1)3 = x6-3x*-3x2-1

e) (4x2+2)3 = 64x°+96x*+48x%+8

13. Obtén las férmulas de los cuadrados de los siguientes trinomios:
a)(a+b+c)>=(@(@+b+c)-(a+b+c)=
=a’+ab+ac+ba+b?>+bc+ca+chb+c?=a*+b?+c?+2ab+ 2ac + 2bc
b)(a+b—c))=(@+b—c)-(a+b—c)=
=a?+ab—ac+ba+b?—bc—ca—cb+c?=a?+b%*+c?+2ab— 2ac — 2bc

14. Desarrolla las siguientes potencias:

a) (2x-5y) 2 = (2x)%+2-2x(-5y)+(-5y) 2 = 4x? -20xy + 25y?

b) (3x+y/3) 2 = (3x)%+2-3x(y/3)+(y/3) 2 = 9x* + 2xy + y?/9

c) (5x2-5/x) 2 =( 5x?)? +2:5x*(-5/x)+(-5/x) 2 = 25x* -50xy + 25/x?

d) (3a-b) 2 = (3a)?+2-3a (-b)+(-b) 2 = 9a2-6ab+b?

e) (a%+b?)? = (a?)%+2-a%-b? + (b?)? = a*+2a%b? +b*

f) (3/5y =2/y) ? =(3/5y)*+2(3/5)(-2/y) + (-2/y) ? = 9/25y* -12/5 +4/y?

15. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:
a)a* + 6a% +9
(a®)?+2-(a-3)+3 =(a’?+3)?
b) 9x% — 6x + 1
3x—2-(Bx+1)+1=3x—1)?
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c) b2 —10b + 25
b—2-(b-5)+5=(b+5)>
d)4y?> +12y+9

2y +2-(2y+3)+3 =2y +3)?
e)a* —-2a*+1
a?—-2@®+1)+1=(a?-1)>2
f)y*+6y2+9
y2+2-(y?-3)+3 = (y? + 3)?

16. Efectiia estos productos:
a) (4x? +3y) - (4x% —3y) = (4x? - 4x%) — (3y - 3y) = 16x* — 9y?
b) (2x% +8) - (2x?> —8) = (2x% - 2x?) — (8-8) = 4x* — 64
c) (—x%2 +3x) - (x? +3x) = —(x? - x?) + (3x - 3x) = —x* + 9x?

17. Divide los siguientes polinomios:
a)2x* —x?-x +7 entre x> +2x+ 4

2x* —x%-x +7 [x2 +2x+4
—2x* — 4x3 — 8x? 2x% —4x —1

—4x3 —9x%2 —x + 7
4x3 + 8x% + 16x
—x%4+15x+7

X2 +2x +4
17x + 11

C(x) = 2x?>—4x—1 R(x) = 17x + 11

b) —10x3 —2x%2+3x+4 entre 5x3 —x*?—x+3

—10x3 —2x?2+3x+4 | 5x3—x%2—x+3
10x3 —2x*2—2x +6 -2
—4x% +x+ 10
Cx) = =2 RX) = —4x%2+x + 10

c) 4x5 —6x3+6x2—3x—7 entre —2x3+x+3

4x° —6x3+6x%2—-3x—-7 |—2x3+x+3

—4 x5 +2x3 + 6x2 —2x%+2

—4x3 +12x%—-3x—-7

+4x3 —2x — 6
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12x% — 5x — 13

C(x) =—2x% + 2 R(x)=12x2% — 5x — 13

d) —8x> —2x* +10x3 +2x2+3x+5 entre 4x3 +x2+x—1

—8x5 —2x* +10x3 +2x%2+3x+5 |ix3+x2+x—1
8x5 + 2x* 4+ 2x3 — 2x2 —2x%+43
12x3 +3x+5
—12x3—3x% —3x+3
—3x%+8
C(x)=—2x%2+3 R(x)= —3x%+ 8

e) —6x>+x2+1 entre x°+1

—6x° +x2+1 |x°+1

6x5 + 6x2 —6x?
7x% + 1
C(x) = —6x2 R(x)= 7x% + 1

18 . Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca q(x)= x?-x-3 como polinomio cociente y
r(x)=-3x%-1 como resto.
(x%-x-3)%3+(-3x%-1) = x5-x4-3x3-3x2-1; D(x) =x®-x*-3x3-3x-1 y  d(x)=x3

19. usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:
a) -3x2+x+1lentrex—1
-3 1 1
|

-3 -2
3 2|
C(x)= —3x—2 R(x)= —1
b) x*+2x3-2x+1entrex-2
1 2 0 2 1
|

2 8 16 28
|1 4 8 14 | 29

C(x)= x>+ 4x®>+8x+14 R(x)= 29
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d) 4x3-3x’-1entrex+1

4 3 1
-1 -4 8 -8
4 -7 -
C(x)= 4x2—7x+8 R(X)= -9

e) x*-9x+1lentrex-3

1 0 -9 1
3 3 9 0
1 3 0
I I Cx)= x2+3x R(x)=1

20. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir x3 + 2x% + 5x +7
entre 2x +3
X3+ 2x2+ 5x +7 : 2x + 3, dividimos dividendo y divisor entre 2 : %x3 + %xz + gx +% D x + %

Ya podemos usar la regla de Ruffini

21. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio -3x3+ 7x? + 2x + 4 en x =5.

-3 7 2 4
5 -15 -40 -190
I -3 -8 -38 I -186

El valor del polinomio parax =5 es - 186

22. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes numeros son o no raices de los
polinomios citados.

a)a =3dex®—4x+5
No-> El resto no da 0.

9 39 117
3
3 13 39 |122
b) f=—-2de—x3—2x?+x+2
Si-> El resto da 0. 4 i 4 2
2 0 2
-2
1 0 1 | 0
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c) y=1lde—2x*+x+1
Si=>El resto es 0.

d) o=-1de2x3+ 2x?
Si—=>El resto da 0. 2 2 0 0

23. Para cada uno de los siguientes polinomios sefiala, en primer lugar, qué niumeros enteros son
candidatos a ser raices suyas y , después determina cuales lo son.

a)x® —x?2+2x-2

Divisoresde-2=1, 2,-1,-2 /raices=1

Solo es raiz 1 porque si sustituimos el resultado es 0.213 — 12+ 2(1) —=2 =10

Los demas al sustituir el resultado no es 0, con lo cual no son raices.>23 — 22 +2(2) -2 =6
b) x* + 4x3+4x% + 4x + 3

Divisores de 3 =1, 3, -1, -3 / raices=Ninguna

No tiene raices porque al sustituir cualquiera de esos nimeros, ninguno da 0.21% + 4(1)3 + 4(1)? +
4(1)+3 =16

c)2x3 +x2 —18x—9

Divisoresde-9=1, 3,9, -1, -3, -9 / raices = 3,-3

Son raices 3y -3 porque al sustituir, el resultado da 0.22(3)> +32-18(3)—9=0
(—3)3 + (—3)? — 18(—3) — 9 = 0 El resultado es 0 asi que es raiz

2(1)3 + 12 —18(1) — 9 = —24 El resultado no es 0 asi que no es raiz

d) x* + 2x3 + 3x% + 6x
Divisoresde 6=1, 2, 3,6, -1, -2, -3, -6 / raices = -2
Solo es raiz -2 porque al sustituir da 0> (—2)* + 2(—2)3 + 3(-2)2 +6(2) =0
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24 .Comprueba que -1/2 es raiz del polinomio 2x3 + 3x* — 11x — 6

Silo es porque el resto da 0.

-1/2

-11 -6

-12 0

25. Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué nimeros racionales son candidatos a ser
raices suyas y, después, determina cuales lo son:

a)3x*+4x-5

Posibles raices: 1, -1, 5,-5, 1/3, -1/3, 5/3, -5/3.
Sustituyendo, ninglin niUmero es raiz
b)2x3 —9x% + 12x + 2
Posibles raices: 1, -1, 2, -2, 1/2, -1/2.
Realizamos Ruffini con los divisores de dos:
Con 1:
2 -9 12 2
2 -7 5
1
2 7 5 7
Con -1:
2 -9 12 2
-2 11 -1
-1
2 41 1 1
Con 2:
2 -9 12 2
4 -10 4
2
2 5
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Con -2:

-4 26 -76

Igualmente, no son raices 1/2 ni-1/2

->Aqui ninguno es raiz tampoco porque ninguno de los candidatos ha sido solucién dado que al realizar
Ruffini ningun resto ha salido 0 por lo tanto tampoco hemos obtenido ninguna raiz.

26.-Supongamos que tenemos dos polinomios, pi(x) y p2(x), y un nimero real a.

a) Si a es una raiz de p;(x), étambién es raiz del polinomio suma pi(x) + p2(x)?

No, a es raizde pi(x) =x—aysipa(x)=x+a ; pi(x)+pzx)=2x y a noesraiz

b) Si a es una raiz de p;(x), étambién es raiz del polinomio producto pi(x) - p2(x)?

Si, porque el resultado si seria divisible entre (x + a)

c)éHay alguna relacion entre las raices del polinomio pi(x) y las del polinomio 4 - ps(x)?

Si, porque son las mismas

27.- Construye un polinomio de grado 4 tal que posea 3 raices distintas
(x +2)(x + 4)(x = 3)(x + 1) = (x* +4x +2x +8)(x? +x -3x -3) = (x* + 6x +8)(x*-2x -3) =
X4 -2x3 -3x% +6x3 -12x% -18x +8x? -16x -24 = x* +4x3 -7x? -34x -24

28.- Determina un polinomio de grado 4 que tenga, al menos, una raiz repetida
(X + 2)(x + 4)(x = 3)? = (x? +6x +8)(x? -6x +9) = x* -6x3 +9x? +6x3 -36x? +45X +8x* -48x +72=
= x*-19x? -3x +72

29.- Construye un polinomio de grado 4 de forma que tenga una Unica raiz
(x+3)*=x*+12x3 + 54x2 + 108x + 81

30.- Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cuando un polinomio cualquiera
anX"+0an.1X"1+.....+a1x+ap admite al nimero 0 como raiz
Basta con que el polinomio no tenga término independiente (ap = 0)

3x3 + 4x% -2x

31) Demuestra una norma que seiale cuando un polinomio cualquiera

a,x" + a,_1x" ! +....+a,x + a, admite al nimero 1 como raiz.
En un polinomio cualquiera el nimero 1 serd raiz siempre y cuando la suma de los coeficientes sea 0.
Por ejemplo, en x3 + 3x2 + 3x + 1, sabemos que el nimero 1 no es raiz porque todos los coeficientes
son positivos y dara un numero muy grande si lo sustituimos en el polinomio.
En —x3 — 3x2? — 3x — 1, también sabemos que el 1 no es raiz puesto que todos los coeficientes son
negativos y al sustituir el 1 el resultado no serd 0, sino un nimero negativo.
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Sin embargo, en x3 —3x% + 3x — 1, la suma de los coeficientes dara 0, ya que en realidad son los
coeficientes con los que se operan, debido a que el coeficiente por 1 es el mismo numero. Por esta

razon, en estos casos el niUmero 1 siempre sera una raiz.

32) Determina las raices de cada uno de los siguientes polinomios:
a)x+52x+5=0>x=-5
b)—x+3 2 —-x+3=0>x=3

c)7x -5 2>7x—-5=0>7x=52>x=
d-3x—11 2> -3x—-11=0>3x=-1
e)=7x>x=0
flx2—8x>x2—8x=0->x(x—8) =0 Raices:x; =0, x, =8

5
’ 11
1

3

2>x=

—p+VDp2— (- —1)2—4-4-(—
g) 4y 3 0= b+ Zba 4ac ( 1)1\/(22 4-4-(=3) +1-|_;/49
1+7 8
> X=— - = o=
-> ) = =

8 8 4
h)x3—4x=0>x(x*>-4)=0

>x2—-4=0>x>=4>x=+4=42 Raices:x; =0, x, =2, x3 = —2

i) x3 4+ 25x = 0> x(x? + 25)
> x?+25=0->x = V=25 (No tiene solucién real) Raiz: x = 0

33) Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones:
a) x%+ax x(x+4)
x3+3x2—-6x—-8  x3+3x2—6x-8

(Ruffini)=> x3 + 3x%2 — 6x — 8

1 3 -6 -8 Raiz: x=-1;
-1 -1 -2 8
1 2 -8 0
2 2 8 Raiz: x=2;
1 4 0
-4 -4
1 0 Raiz: x=-4;
x(x+4) x(x+4) _ x

x343x2-6x-8  (x+1)(x—2)(x+4)  (x+1)(x—2)

x%-1 (x+1)(x-1)
x3+3x2-6x—-8  x3+3x%2-6x-8

b)

Volvemos a aplicar Ruffini, en este caso, el mismo de antes.
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(x+1)(x-1) _ (x+1)(x-1) _ (x—1)
x343x2-6x-8  (x+1)(x—2)(x+4)  (x—2)(x+4)

) x2-1  _ (x+1)(x-1) _ (x+1)(x-1)
¢ x3+x2—6x  x(x24+x—-6)  x(x—2)(x+3)

—-btVb?- - 2_41-(—
S x—6=0>>y = bEVbiotac  -1HVIE-41(-6) _  14V25

2a 2-1 2
> -2 = 2= -3 3(x3)
>-2=-2=25 (x2)

34) Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
a) 3x2-6x _ 3x(x-2) _ x(x—2)

9x2+15  3(3x245)  (3x2+5)
b)

a®-5a2 _ a?(a-5) _ (a-5)

7a3+4a2  a?(7a+4)  (7a+4)

)x2y+3xy2 _ xy(x+43y) _ (x+3y)
4xy  4xy 4
2a’b?+3ab  ab(2ab+3) (2ab+3)
d) = =
a3b—ab ab(a?-1) (a+1)(a-1)

35) Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:

5 x+2 5 x+2 _ 5x—-3x-6 _  2x—6 __ 2(x-3)
a) —3x+12 + x2—4x  —3(x—4) + x(x—4)  —3x(x—4) -3x(x—4)  —3x(x—4)
-Xx 3x-1 _  —x 3x—1 _ —x(x+1)-(Bx-1)(x-1) _
)x2—2x+1 T x2-1 (x—1)2 N (x+1)(x-1) (x+1)(x—1)2 o
_ —x?-x—(3x%-3x—x+1) _ -x?-x—3x2+3x+x—1 _ —4x%+3x—1
(x+1)(x—1)2 o (x+1)(x—1)2 T (x+1)(x-1)2

36) Efectua los siguientes cdlculos:
2x+1 | 4 xQx+1)+4(x2+1) _ 2x%+x+4x%+4 _ 6x%+x+4

a) x2+1 | x x(x2+1) T x(x2+1) T ox(x2+1)
b) 1 n 3 _ 1(x+1)+3(x-2) _ x+1+3x—6 4x-5
x=2  x+1  (x-2)(x+1D)  (x-2)(x+1)  (x—2)(x+1)
) -X L _ —-x'1 _ X _ 1
O irax x1 x2+30)(x-1)  x(x+3)(x-1) (x+3)(x-1)
d) x=2 x-2 _ (x=2)(x+3) __ 1

x243x " x+3  x(x+3)(x-2) «x

37. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, uno de los denominadores, y su
respectivo numerador.

A —x24+x—1 3x+2 _ -x%4x—1 3x2+2x _ 2x2+3x-1

) x3 x2 x3 x3 x3

B) x—2 8 _ x-2 8 _ 1(x-2)-8x _ —7x-2
x2+3x  x+3  x(x+3) x+3 x(x+3) x(x+3)

38. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresion del lado izquierdo de cada
igualdad.

4 3
=4a?b; (% =4a% Z =b)-4a%h Sisecumple
2a b

8a*b3
2a2b?

A)

12 Bachillerato. Capitulo 2: Algebra. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Geometria

4x3y?-3xy? 3 4x3y? 3xy? 3 3 o
B —2x2y —2; (X =2x2y; X =Zy) 5 2x%y —Z Sisecumple
2xy 2 2xy 2xy 2 2
3x2-9x  x%-3x  3(x?-3) x%-3x _,
Q) = - ( ). Si se cumple

6x+12 2x+4 3(2x4+4) " 2x+4

\6a?b?+8a*b—10ab _ 3ab+4a-5 N 3ab(2a+b)+4(2a+b)-5(2a+b) 3ab+4a—5
7 2ab2+16a2b ~  b+8a 2ab2+8a(2a) b+8a

Si se cumple

)

39. Resolver las siguientes ecuaciones:

A Z=t(2x—4)7 = (B3x — 2)4; 14x — 28 = 12x — 8; 14x — 12x = 28 — 8; 2x = 20;x =
20
20 _ 19
) Xt8 _x+t _ 1z m.c.m=(x+1) (x-1)

x—1 x+1  x2-1
[x+8 x+4 _ 12x

]( X+ Dx-1)>@+8)x+1)— (x+4)(x+1) =12x
x? +x+8x—x —x+4x—4=12x
12x+4=12x;12x —12x = 4;x = 4

x—1 x+1

C)'3(Zi+1) 3 4 ax + x—+1 =x+ % m.c.m=12
9(6x+1) 10x+6+48x+4x+4_12x+151
12 12 12 12 12 12

54x +9 —10x — 6 +48x + 4x + 4 = 12x + 151
54x —10x +48x +4x —12x =-9+ 6 —4 + 151

84x = 144: x = 144 12
XY=y T
40. Resolver:
x?% (x+3)2 _
a) 2—5 + T =1
2 2
= +2 +Z"+9 =1; 9x2 + 25(x% + 6x + 9) = 225

9x2 4+ 25x% + 150x + 225 = 225; 9x% + 25x%2 + 150 =0
34x% +150x =0; 2x (17x +75) =0; x(17x+ 75) =0

x=0 =--
17
2 3
X _ 4x
b) i 1+ 5
5 3
X 4x
e I e I Hpan
16 9 16 12
3x° 48+4 ; 3x2 =48 +4x; 3x2 — 4 48 =0
AT XX AR T Ae =
X1=-3,389. X2=4,722
3(2x+1) 5x+3 x+1 151
C) 2 +4x +— = E
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18x+9 10x—6+48+4x+4_151
12 12 12 N

12 12
18x +9 — 10x — 6x + 48x + 4x + 4 = 151; 60x + 7 = 151

_ _ _ S 144 12
60x—151—7,60x—144,x—ﬁ—?
d) 80x*—-48x2-12=0
t = x?
80t2 —48t—12=0
3+2v6 3-2vV6
bh=—Tg— t2:T<0
V3+2V6 V3+2V6 ) :
15 "0 A , las otras dos raices son complejas

41. Sumando siete unidades al doble de un nimero mas los 3/2 del mismo obtenemos como
resultado el séxtuplo de dicho nimero menos 23.¢{De qué nimero se trata?

3
7+2x+5x=6x—23
14+4x+3x=12x —46; 14+ 7x = 12x — 46
7x —12x = —46 —14; —5x = —60

_—60_12
X = — =
x =12

42. Las dimensiones de un rectangulo son 54 y36 metros. Trazar una paralela al lado que mide 36m
de modo que se forme un rectangulo semejante al primero. ¢Cudles son las longitudes de los
segmentos en que dicha paralela divide al lado de 54m?

36

54 —x X

54

2
E:%; x=—36 224 54-24 =30
x 36 54

Las longitudes son 24 m y 30 m

43. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300 000 €. Si la finca vale 4 veces
mas que el coche y el piso 5 veces mas que la finca. ¢ Cuanto vale cada cosa?

Precio del Coche: x Precio de la Finca: y Precio del Piso: z

Ecuaciones:

Ec.1: x+y+z =300 000

Ec.2: y=4x— -4x+y =0

Ec.3: z=5y— -5y+z=0

Operacién: 4(Ec.1) + Ec.2 = Ec.2’
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(4x+4y+4z = 1 200 000)+(-4x+y = 0); (5y+4z = 1 200 000)
Ecuaciones:

Ec.1”: x+y+z= 300000

Ec.2’: 5y+4z= 1200 000

Ec.3": 5y-z=0

Operacién: Ec.2’- Ec.3’= Ec.3”

(5y+4z =1 200 000)-( 5y-z = 0); (52 =1 200 000)
Ecuaciones:

Ec.1”: x+y+z=300000

Ec.2”: 5y+4z=1200000

Ec.3": 5z =1 200 000
7=—>% _=240000 € vale el piso.
1200 000 240 000
Sustituyendo: 5y =z —> 5y = 240000 -y = — 48 000 € vale la finca.

Sustituyendo: 4x= y— 4x =48 000 — x = 18 200; 12 000 € vale el coche.

44. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a) 5+3x<2x+4 ; 3x-2x<4-5 ; x<-1 —t

X€ (-o°,-1) +«—0
b)3+4x<8x+6 ; 4x-8x<6-3 ; -4x<3 ; x>3/-4
x€[-3/4, =°) - »
€)5+4x>3x+2 ; 4x-3x>2-5 ; x>-3 |
x€(-3, o) o—— —>
d) 143x>5x+7 ; 3x-5x27-1 ; -2x26 ; X<6/-2 ; x<-3

X€(-20,-3] | T 1 T

45. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion en la recta real:
a) 4(3+2x)<-(6x+8) ; 12+8x<-6x-8 ; 8x+6x<-8-12 ; 14x<-20 ; x<-20/14 ; x<-10/7
x€(-22,-10/7)

b) 7(2+3x)<5(6x+3) ; 14+21x<30x+15 ; 21x-30x<15-14 ; -9x<1 ; x>-1/9
x€[-1/9, o)

o >
c) 9(2+4x)+4(5x-2)>3(2x+1) ; 18+36x+20x-8>6x+3 ; 36x+20x-6x>3-18+8 ; 50x>-7 ;

x>-7/50 I I I

x€(-7/50, o) O ,

46. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucién en la recta real:
a) 6+3x<x/3+1 ; 3(6)+3(3x)<x+3(1) ; 18+9x<x+3 ; 9x-x<3-18 ; 8x<-15 ; x<-15/8
X€(-==,-15/8)

b) 5+5x/2<9x/2+1 ; 2(5)+5x<9x+2(1) ; 10+5x<9x+2 ; 5x-9x<2-10 ; -4x<-8 ; x>8/4 ; x>2
X€[2, o0)
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€) (2+5x)/3>4x+1 ; (2+5x)>3(4x)+3(1) ; 245x>12x+3 ; 5x-12x>3-2 ; -7x>1 ; x<1/-7

x€(ee,1/-7)

< O

d) (145x)/2+1>(3x+6)/4 ; 2(1+5x)+4(1)2(3x+6) ; 2+10x+4>3x+6 ; 10x-3x=6-4-2 ; 7x>0 ; x=0/7 ; x>0

X€[0,o0)

‘ .

47. Escribe una inecuacion cuya solucidn sea el siguiente intervalo:

a) [2,00) ; Xx22 —p X-222-X ; X+X22+2 ; 2x24 ; x>4/2 ; x=2

b) (-0°,3) ; X<3 —»X-5<-2x+4 ; x+2x<5+4 ; 3x<9 ; x<9/3 ; x<3
c) (4,00) ; x>4 —»x-6>-3x+10 ; x+3x>10+6 ; 4x>16 ; x>16/4 ; x>4
d) (-0,2) ; x<2 —»2x-8<-3x+2 ; 2x+3x<2+8 ; 5x<10 ; x<10/5 ; x<2

48. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) V2x — 3; 2x-320 ; 2x23 ; x23/2 SOLUCION: x€[3/2,°)
b)JV—x — 9 ; -x-920 ; -x29 ; X<-9 SOLUCION: xe(-0,-9]

W2 — 7x; 2-7x20 ; -7x2-2 ; 7Tx<2 ; x<2/7 SOLUCION: xe(-0,2/7]
dWV=2x + 7 ; -2x+720 ; -2x>-7 ; 2x<7 ; X<7/2 SOLUCION: xe(-o=,7/2]

49. Resuelve las inecuaciones de segundo grado:

aAx2—120-x2=1-x=Vl-x,=1/x,=~-1
x=-2-(-2?%?-1=3

x=0-02-1=-1

x=2-22-1=3

|
l
1 1
->Solucion: (—oo, —1]U[1, 0)

b)x? —4<0->x2=4—>x=Vhd->x,=2/x,=—2
X=—4-(—4)?—4=12

x=0-02—4=-4

xX=4->4%>—-4=12

+ | - +

J
-4 | 0 [

-2 2

—> Solucién: [-2, 2]

4
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Ox2—9>0-x2=9-5x=V9>x, =3/x,=-3
x=—4-(—4)2-9=7

x=0-0%2-9=-9

xX=4-542-9=7

+

|
-4 |
-3 3
->Solucion: (—oo, —3)U(3, )

Dx*+4=20->x>=—-4->x=+-4

->Solucion: todos los nimeros reales

€)2x2 —50 < 0> 2x> =50 > x> =2 5 x =255 x, =5/x, = =5
x=—-6-2(—6)2—-50=22

x=0-2-02-50=-50

x=6-2(6%)—50=22

->Solucioén: (=5,5)

f)3x2+1ZSO—>3x2=—12—>x2=_T12—>x=\/—4

->Solucion: ningan numero real

g)5x2—4-5>0—>5x2=45—>x2=§—>x=\/§—>x1=3/x2=—3
X = —4 — 5(—4)% — 45 = 35

x=0-5-0%—-45=-45

x =45 (4)?— 45 = 35

->Solucién: (—oo, —3)U(3, )

hHx*+1>20->x2=-1->x=+-1

->Solucién: todos los nimeros reales
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50. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) ¥’4+x<0 x*+x=0 x=0; x=-1
| | (=10)2 + (=10) > 0
-1 0
.10 0,5 10 (—=0,5)% + (=0,5) < 0

(10)% + (10) >0

b) x2-5x>0 x?—-5x=0 ; x=0, x=5

| | (=10)% — 5(=10) > 0

-10 1 10 (HD2-5(1)<0

(10)2 = 5(10) > 0

Solucién: (-e=, 0)U (5, o)

c) x2<8x x2-8x<0 ; x2—-8x=0 : x=0,

(=10)2 — 8(—=10) > 0

-10 1 10 (HD?2-8(1) <0

Solucién: [0, 8] (10)2 —8(10) > 0

d x2<3x x2-3x<0 x2—-3x=0 ; x=0 , x=3

(=10)2 — 3(=10) > 0

-10 1 10 (D2-3(1) <0

Solucién: [0, 3] (10)2-3(10) >0
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e) 2x2-3x>0 2x2=3x=0 ; x=0, x=>
2
| | 2(-10)? - 3(-10) > 0
0 :
2 _
-10 1 10 2(1)?-3(1)<0

Solucion: (-eo, 0)U (; ;) 2(10)*-3(10) >0

f) 5x2—-10x<0 5x2 —10x =0 x=0 , x=2

5(—10)2 — 10(—10) > 0

-10 1 10 5(1)2-10(1) <0

Solucién: (0, 2) 5(10)%2 —10(10) >0

51. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) x2-2x-3<0 x?—-2x—3=0 ; x=-1 , x=3

2
l ! (-10)* -2(-10)—-3>0
-1 3
-10 1 10 (HD?2-2(1)-3<0
Solucién: [-1, 3] (10)2-2(10)—3>0
b) —x2-2x-3>0 —x2 — 2x — 3 = 0 no tienes raices reales

(—0)2 —2(-0)—3 <0 nuncaes>0

¢ x*2+9x+14>0 x> +9x+14=0 ; x=-2 , x=-7
{ | (—=10)2 +9(-10)+ 14 >0
7 3 (=5)2+9(=5) + 14 < 0
-10 -5 0 (0)2+9(0)+14>0
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Solucién: [-7, -3]

d x2-6x4+9<0 ; x2-6x4+9=0; x=3 doble

(x—3)2<0 siemprees>0
Solucidén: x=3

e) —x?2—4x—-5<0 ; —x?>—4x—5=0 , no tieneraices reales, siempre es<0

Solucion: #
f) x2+8x+16>0 ; x>+8x+16=0 x=—4doble, (x+4)?>0 siempre, salvo
enx=-4, Solucién: £ - {-4}

g) x*+x+3=0 ; x24+ x4+ 3 =0 no tiene raices reales, siempre es >0

Solucién:

h) 2x2-3x—5<0 ;2x*—3x—-5=0 ; x=-1 ,ng

l ! 2(-10)2-3(-10)-5>0
1 :
2 _ —
-10 0 10 2(0) 3(0)-5<0

2(10)2-3(10)—5>0
Solucién: [-1,

N |

]

52. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a) x>’+x-6>0 ; x*+x—-6=0; x=-3 , x=2

(—10)2+ (-10)—6>0
-3 2 (0)2+(0)-6<0
-10 0 10 (10)2+ (10)—-6>0

Solucion: (-o=, -3)U (2, o)
b) x2?—x-12<0 ; x*—-x—-12=0

;o x=-3 , x=4
{ | (—=10)2 = (=10) - 12 >0
-3 4 (0)2-(0)—-12<0
-10 0 10 (10)2—-(10)—12>0

Solucion: [-3, 4]
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c) x2—x-20<0 ; x*—-x—-20=0 ; x=—-4 , x=5
2
| | (=10)*> = (=10) =20 >0
4 5 (0)2—(0)—20<0
-10 0 10 (10)2 - (10)—20>0

Solucion: (-4, 5)

d x*+5x—-14>0 ;

x?+5x—14=0

Il
I
~

;X XxX=2

(—=10)2 4+ 5(=10) — 14 > 0

-10 0 10

Solucion: (-e=, -7]U [2,

e) —2x2+3x+2>0 ; —2x>+3x+2=0

(0)2+5(0)—14<0
(10)% 4+ 5(10) — 14 > 0

)

;o x=-0,5 ;

—2(~=10)2 +3(=10) +2 < 0

Solucién: (-0,5, 2)
f) 3x2+2x—-1<0 ;

32 4+2x—1=0

—2(0)2+3(0)+2>0
—2(10)24+3(10)+2< 0

oo x=-1 , x=

W ——

-10 0 10
Solucién: [-1, %]

g) 5x2-7x—-6>0

; 52 —7x—6=0 ;

3(-10)2 +2(-10) —1 > 0
3(0)2+2(0)—1<0
3(10)2 4+ 2(10) =1 > 0

x=-06 , x=2

-10 0 10
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Solucién: (-eo, -0,6]U [2 , o)

h) 2x2+x—-15<0 ; 2x%4+x—-15=0 ; x=-3 , x=25
| | 2(—=10)2 +(=10)—15>0
-3 2,5 2(0)2+(0)—15<0
-10 0 10 2(10)2 4+ (10) —15>0

Solucién: (-3, 2,5)

53. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) Vx:-1 ; x2—-1>0 ; x*=-1=0 ; x=-1 , x=1
| | (-10)2-1>0

-1 1 (0)2-1<0
-10 0 10 (10)2—-1>0

Solucién: [-1, 1]

b) V—x2+4 —x2+4>0 —-x*+4=0 ; x=-2, x=2
2
| | —(-10)2+4<0
-2 2 —(0)2+4>0
-10 0 10 —(10)2+4<0

Solucién: [-2, 2]

c) Vx2+5x+6 ; x2+5x+6=0 ;. x2+5x+6=0; x=-2, x=-3

| | (—10)2+5(-10)+6>0
-3 -2 (—2,5)2+5(-25)+6<0
-10 -2,5 10 (10)24+5(10) +6 >0

Solucién: (-eo, -3]U [-2, o)

d Vx2—-5x+6 ; x*-5x+6=>0 ; x*-5x+6=0 ; x=1; x=6

(—10)2 = 5(-10)+6>0
2 3 (2,52 —-5(25)+6<0
-10 2,5 10 (10)2 —=5(10) +6 >0

Solucién: (-eo, 21U [3, o°)
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54. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) 2x+5)(2x—-5)<11

(2x+5)(2x—5)<11;4x2—-25<11;4x*—-25—-11<0; 4x2-36<0 ;

x2-9<0 ; x=-3,x=3
2
| | (=10)* -9 >
-3 3 (0)2-9<0
-10 0 10 (10)2-9>0

Solucién: [-3, 3]

b) 2x—-5)4x—3)—(x—10)(x—2) =50

0

8x2 —6x—20x+15—x%+2x—10x+ 20 >50 ; 7x?> —34x+ 35> 50

_ 17+/3%

7x> —34x +35—-50>0; 7x2—34x—-15>0 ; x -

~ 5,26 ;

17-v394

7

-0,4

~
~

X =

7(—10)% — 34(—10) — 15 > 0

-0,4 5,26 7(0)2 —34(0)—15<0
-10 0 10 7(10)? — 34(10) = 15> 0
i Lee 17394 17+v394
Solucién: (-o=, . JU [ — )
) 3x-2 < 5-2x 3x-2 _ 5-2x
¢ x = x+3 ! x x+3 =
(3x-2)-(x+3)-(5-2x)x <0; 3x%+9x-2x—6—5x+2x2 < ; 5x2+2x—6 <0
x(x+3) x-(x+3) x(x+3)
x-(x+3)=0, x=0 ,x=-3 ;
Sx2+2x—6=0 ; x=""s091; x=""x 131
| | | | —10)242(-10)—
l l l l 5(-10)242(-10)-6 >0
(=10)-(-10+3)
-3 -1,31 0 0,91
5(-2)2+2(-2)-6 <0
-10 -2 -1 0,5 10 (=2)-(-2+3)
5(-1)242(-1)-6
(-1)-(-1+3)
5(0.5)2+2(0,5)—6< 0
solucién: (-3, 21y (0, (0.5)-(05+3)
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5(10)%2+2(10)—6
(10)-(10+3) -0
55. Resolver por el método de Gauss los sistemas:
4x + 2y-z =5 3 3
Xx-3y +z = —
a - = E2-E3 -3x-2y =0
) {5x-3y +z =3 {—2x+y—z=—3 X - 2y
2x-y+z=3
4x + 2y -z =5
E1+E2 {X y-z - 9x-y=8 nos queda
5x-3y +z =3
4x + 2y-z =5 18x + 2 16
_ . TloXTay = -~ _{5x = —
9x -y =8 2E2 +E3 { 3x—2y = 0 — —15x = —16 nos queda
3x- 2y =0
X+ 2y-z=5 16 16 8 37
9% - y -8 x=16/15 ; 9E_y=8;y=8/5;4E+25_Z=5;Z=E
—15x =—16
RESULTADOS: ~ x=16/15 y=8/5 2Z=37/15
b)x+y+z=0 4E2 + E3: E1+E2:
7x+2y-2=0 28x+8y—4z=0 X+y+z=0
3x+5y+4z=0 3x+5y+4z =0 ; 31x+13y=0;; 7x+2y—-z=0 ; 8 +3y=0
X+y+z =0 13E2 — 3E3:
8 +3y =0 104x+ 39y =0
31x+ 13y =0 -93x—39y=0 ; 11x=0 x=0

Sustituyo x en E2
8-0+3y=0 0+3y=0 y=0

Xx+y+z=0 0+0+z=0 .

RESULTADOS: X=0 y=0 z=0

56. Resuelve y discute si es posible el siguiente sistema

X+2y-z =1 2E1-E2
2X+y-2z=2 2x+4y—-22z=2
x-y-z =1 2X-y+2z=-z ; 3y=0
X+2y—z=1
3y =0 y=0
X—y—z =1 sustituyoy
x-z=1
x-z=1

(como las 2 ecuaciones son las mismas, tengo que elegir un parametro para una de las incognitas)
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RESULTADO  K=1#A1y=0 2=}

Sistema compatible indeterminado y tiene infinitas soluciones

57. Discutir y resolver cuando sea posible el siguiente sistema

x-6y-4z =-7 E1+E2:

x+8y+4z=6 X-6y-4z=-7

X+y =1 x+8y+4z=6 ; 2x+2y=-1
x-6y-4z =-7 E2 —2E2:

2x+ 2y =-1 2x+2y=-1

x+y =1 -2X - 2y=-2 0+0=-3

ES UN SISTEMA INCOMPATIBLE es decir NO TIENE SOLUCION

58. Compramos 8kg de café natural y 5kg de café torrefacto, pagando 66 euros. Calcula el precio del
kilo de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kilo a 5 euros

X = precio/kg natural y = precio kg/torrefacto
8x + 5y =66 8x + 5y =66
x/2 +y/2 =5 x+y=10 ; x=10-y sustituyendo en la primera ecuacion,

8(10-y) +5y=66 ; 80-8y+5y=66 -3y=-14  y=14/13

_130-14 _ 116
13 13

. , 116 . , 14
precio café natural: = €/kg ; precio café torrefacto: 5 €/kg

x=10-y ; x=10-14/13

59. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la
mitad de la de su hermano, la suma de las edades de los nifios y de la madre es de 45 afios éque
edades tienen?

x =edad hijo menor ; y = edad hijo mayor ; z = edad madre
z = 2(x+y) 7= 2x+2y 2x+2y-z=0 E1+E2
x=y/2 x=y/2; 2x-y=0 X+y+z =45
X+y+z=45 X+y+z =45 2x-y =0
2x+2y-z=0 E2+3E3: 2x+2y-z =0
3x+3y=45 3x+3y =45
2x-y=0 9x =45 ; x=5;35+3y=45 ; y=10
2:5+4210-z=0; z=30
Madre: 30 afios ; Hijo mayor: 10 afios ; Hijo pequefio: 5 afios

60. Compramos 8kg de café natural y 5kg de café torrefacto, pagando 66€. Calcula el precio del kilo
de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kilo a 5€.

12 PASO: organizar los datos
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Sea x el precio por kilo del café natural y tenemos 8 kilos: 8x
Sea y el precio por kilo del café torrefacto y tenemos 5 kilos: 5y
8x + 5y = 66€
Si mezclamos la mitad de cada kilo, el kilo seria 5€, es decir, que la suma de la mitad de cada precio del
café debe darnos 5 €

x Yy
7 t7=°
Simplificamos la ecuacidon multiplicando todo por 2:
x+y=10
Resolvemos el sistema de ecuaciones, para ello, aplicaremos el método de reduccién:
8x + 5y = 66
x+y=10
Para resolverlo, multiplicaremos la segunda ecuacidn por -5
8x + 5y = 66
—5x — 5y = =50 Sumamos las ecuaciones
3x =16
x = 5,33

Sustituimos el valor de la x en la primera ecuacion:
8(5,33) + 5y = 66
5y =66 — 42,64 = 23,36
23,36

=——=4,67
y c ,6

Solucidn: el precio del kilo del café natural es de 5,33€/kg y el precio del café torrefacto es de 4,67€/kg

61. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la
mitad de la de su hermano. La suma de las edades de los niifos y la de la madre es 45 afios. ¢Qué
edades tienen?

La edad del hijo menor es a

La edad del hijo mayor es 2a

Madre: 2(a+2a)

Lo siguiente que debemos hacer es sumar las edades de los nifios y de la madre, entonces el resultado
serd 45

a+2a+2(a+2a)=45 ; a+2a+2a+4a=45 ; 9a=45 ; a=5

Solucién: la edad del hijo menor es 5 anos

-La edad del hermano es de: 2-:5=10 aifos

-La edad de la madre: 2(5+2-5)= 10+20= 30 afios

62. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300.000€. Si la finca vale cuatro
veces mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca, écuanto vale cada cosa?

Primero, debemos organizar los datos:

Sea el precio del coche: x ; el precio de lafinca: 4x ; el precio del piso: 5(4x)

La suma de las tres cosas es igual a 300.000€, por lo que debemos sumar todos los datos:

x +4x 4+ 20x = 300000 ; 25x = 300000 ; x =12000

Por lo tanto, el coche vale 12000€

La finca: 4 - 12000= 48000€

El piso: 20 - 12000= 240000€

Solucién: el coche vale 12000€, la finca cuesta 48000€, el piso cuesta 240000€
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63. Las tres cifras de un numero suman 18. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos.

Halla dicho nimero.
El nimero es abc
La primera condicion afirma que:
a+b+c=18
La segunda afirma que:

abc — cba = 594
La tercera afirma que:
_a+tc

2

b

La segunda condicion significa que :
(100a + 10b + ¢)- (100c + 10b + a) = 594
100a — 100c +c —a = 594
100(a—c¢) + (c —a) =594
—100(—a+c¢) + (c —a) = 594
(c—a)(1—-100) =594

—594
cma=—gg5"
c—a=-6
c=a—6
SibzaTJrC=>2b=a+c
Comoc=a—-6=2b=a+(a—-6)=b=a—-3
Ahora sustituimos en la primera ecuacién:
a+b+c=18

a+(@a—-3)+(a—6)=18
30-9=18 a===9
Teniendo la a podemos despejarla by lac:
b=a-3
b=9-3=6

Solucién: abc=963

64. Encuentra la regidon factible del sistema:
x=>0
y=0
6x + 5y <30
x+2y<8

La representacién de x = 0 en la grafica es la siguiente: e
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Junto a la representacion de y = 0 es la siguiente:

=10 js . .
Esto quiere decir que la inecuacion es factible en el primer cuadrante
A continuacién, vamos a representar la inecuacion 6x + 5y < 30, para ello dibujamos la recta:

6x + 5y = 30,

-Si x=0: 6:0+5y=30 ; 5y=30 ; y=6
Esto seria el punto (0,6)

Siy=0: 6x+5-0=30 ; 6x=30 ; x=5

Esto seria el punto (5,0)
-Seguidamente, vemos si (0, 0) verifica la inecuacién:
0<30
Esta se verifica, por lo que la region factible de esta inecuacién va se sitla por debajo de la recta

Ahora vamos a representar la inecuacién x + 2y < 8 Consideramos x + 2y = 8

-Si x=0 0+2y=8 ; y=4

Este seria el punto (0,4)

-Siy=0 x+0=8 ; x=8

Este seria el punto (8,0)

-Seguidamente comprobamos si (0, 0) verifica la inecuacién: 0<8
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Estudia si hay numeros reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:
No van a poder ser evaluadas cuando el denominador sea 0.

a) 7x-9/ (x+3) - (2x-16); (x+3=; x=-3) ; (2x-16=0; x=8)
Solucion: No puede ser evaluada en x = -3 ni x=8

b) -5x+7/x%-5x+6; x*5x+6=0; x=2;x=3
Solucion: No puede ser evaluada en x =2 ni x = 3.

c) 9x3-2x/-2x*-3x*-4 -2x* -3x? -4 siempre es distinto de 0
Solucién: Siempre va a tener una solucion real.

d) 2x -3y +5 /x2 +y? x>+y?=0 x=0;y=0
Solucion: No puede ser evaluada con (x=0) e (y=0).

2. Calcula cuanto debe valer la letra m para que el valor numérico de la expresién algebraica si-
guiente sea -2 para x=0.
x2-mx+4/(x*-1): (mx +2)
La letra m puede ser sustituida por cualquier nimero real ya que al ir multiplicada por x (x=0)
siempre va a dar 0. Por lo tanto, el polinomio siempre va a tener la misma solucidn. (-2).
- Sisustituimos (m=-1):
(00-(-1) - (0) +4 /((0)*-1) - ((-1) - (0) +2) = 4/ (-1) - (2) = 4/-2 = -2
- Sisustituimos (m=1):
(0P-(-1) - (0) +4 /((0)*-1) - ((-1) - (0) +2) = 4/ (-1) - (2) = 4/-2=-2

3. Consideramos los polinomios: P(x) = -3x3 +2x2-5x -4; Q(x) = -2x* +3x3 -4x? +5x +6;
R(x) = 3x? +5x -7. Realiza las siguientes operaciones:

a) P+Q+R

(-3x3 +2x2 -5x -4) + (-2x* +3x3 -4x2 +5x +6) + (3x? +5x -7) = -2x* +x2 +5x -5
b) P-Q

(-3x3 +2x2 -5x -4) - (-2x* +3x3 -4x% +5x +6) = 2x* -6x3 +6x? -10x -10
c) PR

(-3x3 +2x2 -5x -4) + (3x% +5x -7) = -9x° +6x* -15x3 -12x? -15x* +10x3 -25x? -20x +21x3 -14x> +35x
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+28=-9x° -9x* +16x3 -51x? +15x +28

d) P-R-Q
(-3x3 +2x% -5x -4) - (3x% +5x -7) = -9x° +6x* -15x> -12x? -15x* +10x3 -25x? -20x +21x> -14x? +35x
+28= (-9x°> -9x* +16x3 -51x? +15x +28) - (-2x* +3x3 -4x% +5x +6) = -9x°> -7x* +13x3 -47x? +10x +22

4. Efectua las divisiones de polinomios:
a) 3x%-2x3-5x2 +7x -9 entre 3x? +2x -5
b) 6x° -7x* +8x3 +9x2 -10x -5 entre x3 +3x 45

a)

3x% -2x3® -5x% +7x -9 3x2 +2x -5

-3x442x3+5x2 x2

0 0O 0 7x-9
- COCIENTE: x? RESTO: 7x-9

b)
6x° -7x* +8x3 +9x2 -10x -5 x3 +3x +5
-6x° -18x 3 -30x? 6x2 -7x +10
0 -7x*-10x-21x?-10x -5
0 +7xt +21x? +35x
0 0 -10x* 0 +15x-5
0 0 10x* 0 -30x-50
0 0 0 0 -15x-55
COCIENTE: 6x%-7x +10 RESTO: -15x -55

5. Seiiala sin efectuar la division, si las siguientes divisiones son exactas o no:

a) x> +7x% -13x3 +5x2 -17x+5 / x-3: (x=3)

3547 (3)4-13 - (3)3 +5 - (3)2-17 - (3) +5 = 243 + 567 - 351 +45 -51 +5 = 458
RESTO: 458 (No es exacta)

b) x° +x*-3x3-3x? -4x +4 [x-2: (x=2)

25+24-3.(2)3-4-(2) +4=32+16 -24 -8 +4 = 20
RESTO: 20 (No es exacta)

c) 9x° +7x* -3x3 +5x? -17x-1 /x-1: (x=1)

9-(1)5+7 - (1)*-3 - (1)3+45 (1)2-17 - (1) -1=9+7-3+5-17-1=0
RESTO: 0 (Es exacta)

6. Construye un polinomio de grado 2 tal que el niimero 4 sea raiz suya.
x+4)(x+1)>x2+x+4x+4=x*>+5x+4
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7. Escribe dos polinomios de grados diferentes y que tengan en comun las raices 2 y 3.
(x+2)(x—3)>x2—3x+2x—6=x>—x—6
x(x+2)(x—3) > x3—x?—6x

8. Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga Gnicamente dos raices reales.
(x=3)2x+1)?2->x?-6x+9)(x*+2x+1) >
x*+2x3 +x%2 —6x3 —12x%> —6x+9x*> +18x+9 -
x* —4x3 —2x2 +12x+9
9. Encuentra un polinomio q(x) tal que al dividir p(x) = x® + x* + x? + x + 1 entre g(x) se obtenga
como polinomio resto r(x) = 5x* + 5x% + 1.
x(x®+x*+x?+x+1)+ Gx*+5x2+1) >
7+ x> +x3+x2 +x)(5x* +5x2+ 1) -
x”+ x> +5xt+x3+6x2+x+1

10. Halla las raices enteras o racionales de los siguientes polinomios:

a) 4x3+11x2%+ 6x- 3 - no tiene. Su raiz es 0,307 no es entera ni racional. Sus otras dos raices (-
1,528 +0,321iy-1,528 — 0,321 i) son complejas

b) 3x3-2x2%+6x -3 ----—---- no tiene. Su raiz es 0,519 pero no es entera ni racional, sus otras dos rai-
ces (0,073+1,385 iy 0,073 — 1,385 i) son complejas

c) 3x3-4x%42x -1 -----mm--- suraizes1
d) 2x3+ x2-6X -3 -=-mmmmmmmev su raiz es—%

Todas se hacen por Ruffini y se comprueba en la calculadora.
11. Descompon los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:

o 3x3+11 x%4+ 5X 43 - no se puede, porque su raiz que es -3,248 no es ni entera ni racional.
Sus otras dos raices son -0,209+0,514 i y -0,209 — 0,514 i son complejas

o 5x345x2 4+x—1 -mmmmmm- no se puede porque su raiz que es 0,321 no es ni racional ni entera 'y
sus otras dos raices (-0,66+0,433 iy -0,66 — 0,433 i) son complejas

o 2x3+x% + 6x—3 ---mmmm-m- no se puede porque 0,439 no es ni entero ni racional y sus otras dos
raices -0,469+1,786 iy -0,469 — 1,786 i son raices complejas

o 3x3-6x2% 4 X =2 -—-mmmmmmeee- (x —2)(3x%2 +1)

12. Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:
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x—1 4x _ x-1 4x  _ (x-1)(x-3) x(4x) _x?-3x—x+3-4x?_  -3x%-4x+3
x2-3x Xx2—-6X+9 x(x—3) B (x=3)2  x(x—3)2 _x(x—3)2_ x(x—3)2 - x(x—3)2
. x-1 2x2 _x-1 2x2 _ (X—1)(X—3)—(2X2)(X)= —2X3+X%-4X+3
x2-3x x2-6x+9 x(x—3) (x—3)2 X(X-3)2 X(x-3)2
. X2 « 2x  _ x+2 2 :ZX(X2+2)=2(X2+2)
x2-3x  x%2-6x+9 x(x—3) (x—3)2 X(x-3)3 (x-3)2
. x—1 / 2x _#)_},) :X3—7X2+15X—9 _(X-1)(X-3)?_X%2-4X+3

x2-3x' x2-6x+9 2X%—6X2  2X2(X2-3)  2X2

(x-3)?

13. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o
trinomios, o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.

o x%+ 20xy +5y2 ...... (x+\/5_y)2

o x*+2x3+x%+2x+1 - NO, sus dos primeras raices no son enteras ni racionales (-
0,531y -1,883) y sus otras dos raices son complejas (0,207+0,978 iy 0,207 — 0,978 i )

o x*—2x3+x*+2x+1-- NO, porque tiene cuatro raices complejas = 1,44+1,08 i .
1,44-1,08i. -0,44+0,33i. -0,44-0,33i.

e x?-36-—-- (x+6) (x—6)

o 5x%2+1 - NO, porgue sus dos raices son complejas=0,447i.y.-0,447i.
o 5xZ—11- (V5X + V11 (V5X — V11X)

o x*-3yPm (x* +V3V)(x? - V3Y)

14. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

2 6 (2)(5-x)2  (x)(5-x)6_(20—4x)+(30x—6x2) —6x2+26x+20
x(5-x) 2(5—36)_296(5—96)2 2x(5-%)2 2x(5—x)2 T 2x(5-x)2

a)

b) +y 22+y?  (x+y)(x%y?) _ x3+xyZ+yx+yd xy?+yx?
x-y  x2-y? (x-y)(x2-y?)  x3-xy?-yx?+yd —xy?-yx?

2x+1 2x+1 _ 1
4x2-1 (2x+1)(2x-1) (2x-1)

c)

15  Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible.
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0 (-2):(@+)=(G-2):(E+l) = I o 2 G

x x2  x2 x X x2 x (x*+1) x4
Descomposiciéon factorial del numerador

100000 -1
1 111111
1111110
-1 -10-10-1
101010
x3-3ax?+3a?x—-a® x+a _ (x+a)(x®-3ax?+3a?x-a3) _ x3-3ax?+3a’x—a’
b): —= = =
x+a x—a (x+a)(x—a) (x—a)
_ (x—a)(x?-2x+a®)

x:—-2x+ad
xX—a

Descomposicion del numerador:

1 —3a +3a?-a3
a a —2a* ad
1 —2a a*> 0

a+b a-b\ ab _ (a+b)? (a—b)? _ab _ (a®+b?+2ab)—(a’+b?—24b) ab
c) (E - m)- a-b <((a—b)(a+b) - ((a—b)(a+b))>' a-b (a—b)(a+b) "a-b
_ 4ab . ab _ (4ab)(a-b) _ 4
~ (a-b)(a+h) a-b _ (a+b)(a-b)(ab) _ a+b

16 Efectia las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible.
1 1 1 1 1(x-y)-1a 1(a+y)—-1x
a) a x-y x aty _  (x-y)a . x(a+y) __ ((x_Y)_a)(a(x+Y)) . (a+y—x)(x(a—y)) _
1,1 -1 1 7 i(xt+y)+ia t 1a-y+ix T _ " (a— -
Py Ty e TRE T Gayr(ona) | erelan)
_ (x=y)—a)(a(x+y))(a—y+x)(x(a+y)) _ (x=y)-a)(alx+y))(a—y+x)
(x+y+a)((x-y)a)(a+y—x)(x(a+y)) (x+y+a)((x-y)a)(a+y—x)

1 3 2 1 3 2 x3-x2-3x42 x%-3x-2
) (1-1-%+5): G52 =(F): (=) =

(3 —x2-3x+2)(x3) _ (x3-x2-3x+2)

(x2-3x-2)(x3)  (x2-3x-2)
§+£ 2 1 3y+2x 2y-x
i ¥ X xy_ _ By+2x)(xy) Qy—x)(xy) _ By+2x)(2y—x)
1,3 "3 5 y+3x *3y+x — . -
5 o o +3x)(xy) (By+5x)(xy)  (¥+3x)(3y+5x)

17. Resolver las ecuaciones siguientes.

a) Xl o5 5 3L 5 5 07x—9 = 10x — 20 => 27x — 10x = —20 + 9;
2x—4 9 2(x=2) 9
17x = —11 =>x=‘1—171
b)f+5=3§—7=>@=w=> 3x+30=3x—42=>3x—3x=-30—42:0 = —72
no tiene solucion
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c)x%=%—2=>5x—5=5x2+5x—2x2+2;5x2—2x2—5x+5x+2+5; 3x24+7=0

no tiene solucion

18. Resolver las siguientes ecuaciones indicando cuantas soluciones tienen y cuales son :

16x3-7

a) =5+8x; 16x3 —7 =10x% — 15 + 16x3 — 24x;
2x2-3

16x3 —16x3 — 10x% +24x —7+15=0; —10x*> +24x+8=0
6+ 2v14 6 —2vV14

tiene dos soluciones x = z c
b) x*+8x2—-12=0 =>x?2=2z =>(x?)+8(x?)—-12=0=>22+8z-12=0=>

tiene dos soluciones x = + ’—4 + 247
c) 80x*—48x2+7=0;x2=2;80(x?)%?—-48(x%)+7=0;80z2—-48z+7=0

R A
ToXEE 00 YT

2 2 2 2 2 2
d) x_+ (x+5) —1=> x_+x +25+10x _ 1=> 25x n 16(x2+10x+25) _ 400 >
16 25 16 25 400 400 400
25x% 4+ 16x% + 160x + 400 = 400 ; 41x% + 160x + 400 — 400 =0; 41x%> 4+ 160x =0
160

tiene dos soluciones x = 0;x = ~ a1

19. El cateto mayor de un triangulo rectangulo es una unidad mayor que el cateto menor. La
hipotenusa es tres unidades mayor que el cateto menor. Se pide:

a) escribir la expresion algebraica que resulta de aplicar el teorema de Pitagoras.

b) calcula la hipotenusa y los catetos.

Cateto menor=x Cateto mayor=x+1 Hipotenusa=x+3
a) (x+3)2=x2+ (x + 1)2
b) X +9+6x=x>4+x>+1+2x=>x>—-x?>—x>4+6x—2x+9—-1=0=> —x?+4x+
8=0=>x=2+2V3;x=2-2V3
Cateto menor= 2+2+/3 Cateto mayor=3 + 243 Hipotenusa=5 + 242

20. En una competicion de baloncesto a doble vuelta participan doce equipos. Cada partido ganado
vale 2 puntos y los partidos perdidos, 1 punto (no puede haber empates). Al final de la competicion
un equipo tiene 36 puntos. ¢{Cuantos partidos ha ganado?
X = partidos ganados
y = partidos perdidos
{ZX +y=36->y =36-2x
Xx+y =24
sustitucion: x + (36 —2x) =24 > -x=-12 > x =12
sustituir ‘X’ enlae2:12+y=24>y=24-12>y=12
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solucion: han ganado 12 partidos y perdido 12 también.

21. Una caja de forma cubica se llena con cierto numero de cubitos de un centimetro cubico y sobran
71 cubitos; pero si todos los cubitos que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mas por
cada arista, faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de las dos cajas y el nimero
de cubitos que hay.

y =2 medida de las aristas

X = numero de cubitos

{x—71=y3—>x= y3 +71
X + 200 = (y+1)3

sustitucion: (y3+ 71) + 200 = (y + 1)3

resolver la potencia del binomio (y + 1)3; y3+ 71 +200 =y3+ 3y? + 3y +1

agrupar los nimeros que se puedan: y3+71 + 200 = y3 +3y? + 3y +1 2 3y? + 3y —270=0

resolver ecuacion de segundo grado: y1 =9, y2 = -10. solucién y = 9 (porque -10 es negativo y estamos
hablando de medidas)

sustituir y en una de las dos ecuaciones originales: x =y>+ 71 2 x =93+ 71 = x = 800

soluciones: aristas 9cm y 800 cubitos.

22. Las tres cifras de un nimero suman 24. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtienen 198; la cifra de las decenas es la media aritmética entre las otras dos.
Halla el numero.

x = cifra de las centenas

y = cifra de las decenas

z - cifra de las unidades

X+y+z= 24
(x-102+y-10+ z)—(z-10> +y- 10 + x) = 198

_ Z+x
2

Agrupamos ecuacién 2: (x-102—x) + (y-10 —y-10) + (z — z:10%) = 198 >
99x—-992=198 > x-z=2 > E2":x-2=2

E1+E3=E3":x+y+z=24
-Xx+2y-z=0

Sy=2=8>E31y=8
Sustitucion: x+y+z=242> (z+2)+8+z2=24 > 22=1492=%=7
‘X" lo hemos sustituido en la E2’ ‘v’ lo hemos sustituido en la E3’

averiguar ‘x’ sustituyendo las incégnitas que ya sabemos: x+y +z =24 > X+8+7=24->x%x=9
solucidn: el nimero es 987

23. Queremos averiguar las edades de una familia formada por los padres y los dos hijos. Si sumamos
sus edades de tres en tres, obtenemos 100, 73, 74 y 98 aiios, respectivamente. ¢Cuadl es la edad de
cada uno de ellos?
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a 2 edad padre/madre

b 2 edad madre/padre

¢ = edad hijo

d = edad otro hijo
at+b+c =100

a+b+ d =98
a +c+d=74

b+c+d=173

-E1+E2=F2->-a-b-c=-100
a+b +d=98
-c+d=-2

-E1+E3=F'3=>-a-b-c=-100

a +c+d=74
-b  +d=-26
atb+c =100
—c+d=-2
—b +d=-26
b+c+d=73

E'3+E4=FE'4->-b +d=-26
b+c+d =73

+c+2d =47

E2+E4=E"4>-c+d=-2
+c+2d =47

+3d=45>d=22=15
E'32>-b+d=-262>-b=-d-26>b=15+26=41
E22>-c+d=-22>-c=-d-22>c=15+2=17
El2>a+b+c=100>a=-41-17+100=42
SOLUCION: la edad de los padres son 41y 42. Y la de los hijos son 17 y 15.

24. Resuelve:
a)§—9<29m.c.m=39x—27<69x<33

b) Z—7 <-5x > m.cm=7 > 5x—49 < -35x > 5x +35x <49 > 40x <49 D x < =

c)4(2x—3)>1—7x98x—12>1—7x98x+7x>1+12915x>139x>§

d)@<2x9m.c.m=593(x+4)<1Ox93x+12<10x93x—10x<—129x>1—72
x4 m9m.c.m=694x—8+6>9x+694x-9x>6—6+89x<-§

e) +1>
HZ-1<x-ZE > mem=4> 14x-4<4x-3x-5 > 14x— 4 +3x<-5+4 > x<- =

3x+5

25 - Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) Vx = 3 ->x—-320-> x> 3
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Soluciéon » x = 3

b) vV-x+3-> —x+3=20-> —x>-3 —>x$—_i1 - x<3

Solucion - x < 3

c) V15—-3x-> 15 - 3x>0 » x < 1—35 - x<5

Solucion » x <5

d) V=6x—24 > —6x —24 >0> —6x>24 > x < —% - x<—4

Soluciéon - x < —4
26 - Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado

Las zonas coloreadas en la interpretacion grafica hacen referencia a la zona cuyos valores son solucién
de la inecuacién.

a) 2x>—-8<0

b+VbZ-4ac

Aplicamos— Raices: x =2 ; x=-2

4 u| 1
g

x=10 - 2-(10)2-8<0 — 192 < 0 (no es solucién)
x=-10 - 2-(-10)2-8< 0 — 192 < 0 (no es solucién)
x=0-2-(0>2-8 <0 - —8<0(essolucién)
Solucion - (=2, 2)

2a

w
F 3
w

D e T e

e el s T T
-

b) —x?2+25<0

+Vb2—4ac

. -b+ ,
Aplicamos ” Raices: x=-5 ; x=5
T T T 2
] l l
| |
| | ' ! '
25 -20 -15 -10 0 a 10 15 20 2
! i ' ' '
! ! ' E

x=-10 > —(-10)2+25<0 - —100+25<0 —» —75 < 0 (es solucion)
x=10 » —(10)24+25<0 > —100+25<0 - —75 <0 (essolucion)
x=0-> —(0)24+25<0 - —25<0 (noessoluciéon)
Solucion - (—o, —5] U [5, 0]
c) —x2+49>0
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. —-btVb?-4ac ,
Aplicamos ——— Raices: x=7 ; x=-7
9 g T 57 | LSt e 2 4 nl 1 2 3 4 5 6 8 {
|

x=10 » —(10)24+49>0 > —100+49>0 - —51 >0 (no es solucién)
x=-10 > —(-10)24+49>0 - —1004+49>0 » —51 >0 (no es soluciéon)
x=-10 » —(0)2+49>0 > 04+49>0 - 49 > 0 (es solucién)

Solucion— [—7, 7]

d) 5x2—45>0

. —b+Vb2-4ac ,
ApllcamosT Raices: x=-3 ; x=3
i
i . ‘ | |
10 B -6 -4 -2 0 i
| i | 1
i

x=10 - 5:(10)2 —45>0 — 455 > 0 (es solucioén)
x=-10 > 5-(—10)2 —45 >0 — 455 > 0 (es solucién)
x=0->5-(02-45>0 - — 45> 0 (no es soluciéon)

Solucion -» (—o, — 3] U [3, »)

e) x?2-1>0

. -b+Vb2-4ac , 1 1
Aplicamos ——— Raices: X = - ;X = —=
2a 3 3

N ' L] 1

BhE: j : |

{ 1 {
5 -5 -4 -3 =2 -1 0 ai 1 2 3 4 5

. . | e . . i

| : |

x=1-9-(1)2 —1>0- 8> 0 (es soluciéon)
x=—-1->9-(-1)2 —1>0 - 8 > 0 (es solucién)
x=0->9-(0)?-1>0-> —1 > 0(noessolucion)

L. 1 1
Solucién —» (—00, — 5) U (5, 00)
f) 16x2—-9<0
. —-b+Vb2-4ac , 3 3
Aplicamos ——— Raices: X == X =—=
2a 4 4
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(TR

1 1.5 2 25

L
(i

-3 -2.5 -2 -15 -1 =05 0

o -9‘ -

x=0 - 16-(0)2-9<0 » —9<0 (essoluciéon)
x=-1-16-(-1)2-9<0 - 7 <0 (no es solucién)
x=1-16-(1)2—-9<0 - 7 <0 (no es solucion)

. 3 3
Solucion — (——,—)
4’4
g) 49x2—-36<0

. —b+Vb2%—4ac , 6 6
Aplicamos ——— Raices: x=—- X ==
2a 7 7

1 s 1

[ [ | 1

=j I L]

L ]

4 -12 -1 Los 06 04 02 0 ne R OED T E 12 1
b . . | . ;
[ e 1

x=1-49-(1)2-36<0 - 13 < 0 (no es solucién)
x=-1-49-(-1)2-36<0 - 13 <0 (no es soluciéon)
x=0 - 49-(0)2-36<0 — 31 < 0 (es solucién)
Solucién — (—9,9)

7°7

h) 121x2 +100 < 0

Al ser suma de positivos nunca puede ser negativa ni cero.

27. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
Se realiza el mismo procedimiento que el ejercicio anterior

a) —2x>+50x<0

. —b+Vb%-4ac ,
Aplicamos — Raices: x=0 x =25
5 -é15 -0 s ol 5 10 15 20 T 30 35 40 45 5
. |

x=1-> —2-(1)?4+50-(1)<0 > —2 + 50<0 - 48 <0 (noes soluciéon)
x=—-1-> —2:-(-1D)?+50:-(-1)<0 > —2—-50<0 - —52 <0 (essolucion)
x=30-> —2-(30)2+ 50-(30) <0 - —1800 +1500<0 —» —300 < 0 (es solucién)
Soluciéon —» (—oo, 0] U [25, ]
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b) 7x*+3x >0

AplicamosM Raices: x=0 x=-2
2a 7
p
55 -05 —0!45 -0.4 -0.35 -03 -0.25 -0.2 -0.15 =01 -0.05 0 D.;E D;.‘I
N
x=—-1->7-(-1)2?+3(-1)=>0>7-3>0 - 4>0 (essoluciéon)
x=1->7-(1)243-(1)=0 > 7+3=>0 - 10 > 0 (es solucién)
7 3 5
x=-025-> 7-(-0.25)2+3-(-0,25) >0 - 162 >0 - — 1 > 0 (no es soluciéon)

Solucién— (—00, - ;] U [0, o]

c) 2x2<8x - 2x2—-8x<0

Aplicamos — Raices: x=0 x=4

2 41 ol 1 2 3 a 5

x=1-2-(1)?-81<0->2-8<0-> —6 <0 (essolucion)

b+VbZ-4ac
2a

x=-1->2-(-1)?-8:(-1) < 0->24+8 <0 > 10 <0 (noes solucién)
x=5->2-(5%-8:(5)<0->50-40<0 — 10 < 0 (no es solucién)
Solucién - (0, 4)
d) —2x2-24x>0

. —-b+Vb2-4ac ,
ApllcamosT Raices: x=0 x=-12
18 -16 -14 -2 -?0 -8 -6 -4 -2 a 2 4
=7

x=-100 » —2-(—100)2 —24-(—100) =0 » — 22400 = 0 (no es solucién)
x=-1-> —2:(-1)?-24-(-1)=0 > 22 > 0 (es solucién)
x=1-> —2-(1)2-24-(1)=0 - —26 >0 (noessoluciéon)
Solucion —» [—12, 0]
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e) —7x*+14x<0

. —b+Vb2-4ac ,
ApllcamosT Raices: X = x =2

= i
L) |
L 1
L)
i !

10 -8 -5 4 2 0 a 4 6 8 10 1

x=—-1-> —7:-(-1D)?+14-(-1)<0 > -7 —14 < 0 » —21 <0 (essolucion)
x=3-> —7-(32+14-3) <0 > —63+42 < 0 - —21 <0 (es solucion)
7 21
x=05-> —7-(05)%+14-(05)<0 - _Z+7 <0- T<0(n0essolucién)

Solucion: » (—o, 0) U (2, o)
f) —5x%—30x>0

. —-b+VbZ—4ac ,
Aplicamos — Raices: x =0 x=-6
10 dg ¥ -4 = @ 2

L o et ——_— ),
x=1-> —=5-(1)2-30-(1) =0 - =35>0 (no es solucién)
x=—-1-> —=5:(=1)2-30-(-1) >0 - 25> 0 (es solucion)

x=-10 > —=5-(=10)2—-30-(-=10) =0 - —200 > 0 (no es soluciéon)

Solucién - [—6, 0]

28. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

Al estar todos los coeficientes multiplicados por una variable elevada a 2, podemos llegar a una
conclusién, da igual si el valor de x es positivo o negativo, pues, al estar elevado a 2, aunque el nimero
de la base de la potencia sea negativo, el resultado de la potencia sera positivo

x? = positivo
Por lo tanto, el signo final de la operacidn sera el mismo que el del termino a
ax? = positivo —ax? = negativo

Existe una excepcién a este razonamiento, el cual seria si x = 0, pues cualquier nimero multiplicado
porOesiguala0

a0? =0 —a0%? =0
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Por lo que siguiendo este razonamiento el ejercicio se puede realizar a partir de razonamientos ldgicos

a) 5x2 < 0 ¢Por qué nimero tengo que multiplicar a 5 para que sea igual que o menor que 0?, la
Unica solucién posible a esa cuestion es x = 0

b) 7x2 > 0 — Aplicando el razonamiento explicado cualquier nimero multiplicado por una poten-
cia con exponente 2, el resultado serd positivo, menos multiplicdndolo por 0, entonces podemos
llegar a la conclusion de que la solucién es R — [0]

c) —2x%2 <0 — Sabiendo que —ax? = negativo, podemos llegar a la conclusién de que

La soluciénes R — [0]
d) 6x2 >0 — Sabiendo que ax? = positivo y que a0? = 0, podemos llegar a la conclusién de

qgue la solucién es R

29. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

Para despejar x, tenemos que resolver la expresion que hay en el radicando, y estudiar cuando es
mayor que 0.

a) V2x2+x+3

Solucidn: todos los valores que toma el radicando son positivos por lo que da igual el valor que le
demos a x, pues cualquier numero es solucién (R)

x=0 - \/2(0)2 +0 + 3 - V3 - tiene solucién real
x =100 - \/2(100)2 + 100 + 3 - V20103 — tiene solucionreal

x=-100 - \/2(—100)2 + 100 + 3 - V20103 — tiene solucionreal
b) Vx?2+x+1

Solucién: todos los valores que toma el radicando son positivos por lo que da igual el valor que le
demos a x, pues cualquier niUmero es solucién (R)

x=-100 - \/(—100)2 —100 + 1 - V9901 — tiene sulucién real
x =100 - \/(100)2 +100 + 1 » V10101 - tiene solucién real
x=0 - \/m — V1= 1- tiene soluciénreal
) V-1+2x—xZ>V—x2+2x—1-> -1(x —2x + 1) > /=1(x — 1)2

No tiene solucion pues los valores del radicando siempre son negativos

d vx2+3x+5

Solucién: todos los valores del radicando son positivos por lo que da igual el valor que le demos a x,
pues cualquier nimero es solucion (R)
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x=-100 - \/(—100)2 — 1200 + 36 — V8836 — tiene solucionreal

x =100 - \/(100)2 +2-100 + 5 - V10205 — tiene soluciéon real

x=0 - \/(0)2 +2-0 + 5 » V5 > tiene solucién real

e) V—x2+12x+36 - —x?+ 12x + 36

- 2_
Aplicamos %ﬁ Soluciones: x=6+6V2 x=6—62

x=10 - \/—(10)2 + 120 + 36 —» V56 — tiene soluciénreal

x=-10 - \/—(—10)2 — 120 + 36 -» V—184 — no tiene solucién real

x =100 - \/—(100)2 + 1200 + 36 - V—8764 — no tiene solucion real
Solucion » x ER/6 —6V2 <x < 6+ 62

f) Vx2+6x—27 > x*+6x—27

. —b+Vb%-4ac .
Aplicamos ——— Soluciones: x = -9 x=3

2a ‘ . ‘
5 -20 -15 -11 -5 0
L L i . -5

x=-10 - \/(—10)2 — 60 — 27 - V133 - tiene soluciénreal

a 5 10 15 20

x=-10 - \/(—10)2 — 60 — 27 » V13 > tiene solucionreal

x=0 - ,/(0)2+0—27 » V=27 > no tiene solucién real

Solucion » x ER/—9<x <3

eV1—4x2 > V=4xZ + 15 -1(4x2 — 1) > /-12x - D@x + 1)
Soluciones:  x :% x=—21

v

x=0 - \/—1(0 - 10+ 1n) — V1 - tiene solucién real
x=-1-/-12--D-DQRD+1) > J-1(-2-D(-2+ 1) >
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J—1(-3)(-1) » V-3 - notiene soluciénreal
x=1-> \/—1(2 -1D2+1)- \/—1(1)(3) — +—3 — notiene solucién real
Solucién: x € ]Rl/—% Sx< %
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AUTOEVALUACION
1. El valor numérico de la expresién :_XT_yZ + Sxy3 — g en x=2, y=-1, z=-1 es:
a)17 b)15 «¢)-3 d)-5
3277 (=12 & 1 - _
2_3(_1)2+5 2-(-1) —~ = 10+ 6 3
Con lo cual el valor numérico de la expresidn seria -3.
C)-3

2. Al dividir el polinomio p(x) =x° + x* + x% + 1 entre q(x) =x%> +x+ 1 el polinomio resto
resultante:
a)Debe ser de grado 2 b)puede ser de grado 2
c)debe ser de grado menor que 2 d)ninguna de las opciones precedentes
El resto deberia ser de grado menor que 2 ya que el divisor q(x) es de grado dos y el grado del resto ha
de ser de un grado menor que el del divisor.
C) debe ser de grado menor que 2

3.Todo polinomio con coeficientes enteros de grado tres:
a)tiene tres raices reales b)Tiene mas de tres raices reales
c)tiene tres raices complejas d)tiene alguna raiz real
La correcta seria la D ya que podria tener alguna raiz real pero no todas, al igual que no podria tener
todas las raices complejas ni mas de tres raices porque el polinomio es de grado 3.
d) tiene alguna raiz real

4. ¢Es posible que un polinomio, con coeficientes enteros, de grado cuatro tenga exactamente tres
raices reales, ya sean diferentes o con alguna multiple?

No es posible porque el polinomio al ser de grado 4 si tiene exactamente 3 raices reales |la otra debe
ser compleja y esto no es posible pues las raices complejas siempre son pares.

5.Tiene como solucion x=2 la inecuacidn siguiente:

a)x<2 b)x>2 c)x<2 d)x+3<5
La solucién seria la c ya que su simbolo es menor igual < e indica que x es igual a 2.
c) xs2

6. La ecuaciéon x2< 4 tiene de soluciones:
Primero hay que averiguar para que valores x2es igual que 4
x: =4 x=V4; x=2, x=-2
Obtenemos los intervalos (—o0,=2) (-2,2) (2, )
Tomamos valores pertenecientes a los intervalos y sustituimos en la inecuacién
Parax=-10 (—10)?<4 NO

Parax=0 02<4 SI

Para x = 10 102<4 NO

La respuesta correcta es la b) x € [-2, 2]
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7. La solucion de la inecuacion |- x + 71< 8 es:
Para resolver una inecuacion con valor absoluto tenemos que aplicar laformula —a < x < a
—-8<—x+7<8 ; —-8-7<-x<8-7
—-15<—=x<1 ; 15=2x=>2-1 ; -1<x<15
Y obtenemos que el resultado es la a) [-1, 15]

8. Las soluciones posibles de v5x — 9 son:

Para resolver una inecuacion tendremos que saber que el resultado de la raiz no puede ser menor que
0, por que no existen raices de numeros negativos en el plano real., debemos calcular con que nimeros
esta ecuacién es mayor o igual que 0.

5x—-9>0 ; 5x=29 ; x2=

vl | o

9
La respuesta correcta es la d) x> 5

.y . ., 2x-3
9. La solucidon de la inecuacion ~ <1

Para resolver esta inecuacion hay que mover todos los términos al mismo lado, y dar por hecho que
2 # x porque no se puede dividir entre cero.

2x-3 1<0 ; 2x—3—(x-2) <0 ; x-1 <0
X—2 xX—2 xX—2
Resolvemos x—1=0; x=1; y x—-2=0; x=2
Obtenemos los intervalos (—o0,1) (1,2) (2, )
Tomamos valores pertenecientes a los intervalos y sustituimos en la inecuacién
Parax=-10 —L<0 NO
s
Parax=1,5 — <0 Sl
1,5-2
Parax =10 1071 <0 NO
10-2
La solucién correcta es la a) (1,2)

10. Justifica la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes frases:
a) La regla de Ruffini sirve para dividir dos polinomios cualesquiera.
Falso, la regla de Ruffini se usa para dividir un polinomio cualquiera entre otro con la forma ax+b

b) La regla de Ruffini permite dictaminar si un nimero es raiz o no de un polinomio.
Verdadero, al dividir un polinomio entre otro por Ruffini podemos saber si el polinomio es raiz del
polinomio.

c) La regla de Ruffini solo es valida para polinomios con coeficientes enteros.
Falso, la regla de Ruffini solo sirve para polinomios reales, no solo polinomios con coeficientes enteros.

d) La regla de Ruffini es un algoritmo que nos proporciona todas las raices de un polinomio.
Falso, solo nos proporciona las raices enteras.
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Sucesiones

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. SUCESIONES DE NUMEROS REALES
1. Escribe los diez primeros términos de las siguientes sucesiones:
a) 7,10, 13, 16, ... b) 2,5, 10, 17,... c)1,3,5,7,.. d)o, 3,8, 15, 24...

a) 7,10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34...;
b) 2,5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, 82, 101...;
c1,3,570911,13,15,17,19, ..,;

d) 0, 3, 8, 15, 24, 35, 48, 63, 80, 99,...

2. Escribe el término que ocupa el lugar 100 de cada una de las sucesiones anteriores.

a) multiplos de 3y empiezaen7:an=3n+4; aio0=3-100+4 =304
b) cuadrados mds 1: an=n%+1; a0 =100?+ 1 =10 001

c) impares:an=2n—-1; ai0=2:100—1=199

d) multiplos de 3 empezando en 0: an=3n—3; a0 =3-100-3 =297

3. Sabemos que un cuerpo con densidad suficiente que cae libremente sobre la Tierra tiene una
velocidad que aumenta 9.8 m/s. Si en el primer segundo su velocidad es de 10 m/s, escribe en tu
cuaderno la velocidad en los segundos indicados en la tabla. {Observas alguna regla que te permita
conocer la velocidad al cabo de 30 segundos? Representa graficamente esta sucesion.

Tiempo en segundos 1 2 3 30 n
Velocidad en m/s 10

Debemos sumar 9,8 cada segundo:

Tiempo en segundos 1 2 3 30 n
Velocidad en m/s 10 19.8 296 304 10+-9.8

Para calcular la velocidad a los 30 segundos sustituimos en an = 10 + 9,8n ; azo = 10 + 9,8:30 = 304 m/s

4. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes sucesiones:

a)an=3n%+3 b) b,, = 21:31 c)ci=1, ch=2cn1+4 d)di=2,d;=5, dn =3dn1 + 2dn-2

a) a1=31>+3=6; a=322+3=15; a3=3-32+3=30; as=342+3=51
21-1 _ 1 _22-1_ 3 _23-1_5 _24-1_ 7

b)bl=1+3_4 ; 2T %5 T 0 PBBTEE T 7 443 _;=1
c)ci=1; =2c1+4=21+4=6 ; c3=2c2+4=26+4=16; c1=2c3+4=2-16+4=36
d di=2 ; dy=5; d3=3d,+2d; =3:5+2:2=19 ; ds=3d3+2d;=3-19+2:5=67

5. Escribe la expresion del término general de las siguientes sucesiones:
a){-2,2,-2,2,-2,2,-2,2,..} b){0,3,8,15,24,35,.} c){24,6,8,10,.} d) {E'E'E'E'E' }

a) Siempre 2 cambiando de signo, impares negativos: an = (-1)"-2
b)ai=0, an=an1+(2n-1)
c) Mdltiplos de 2: an=2n
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2n—1
nZ+1

d) Numerador impares, denominador cuadrados mas 1: a, =

6. En una sucesion el primer término es 5 y los demds se obtienen sumando 3 al término anterior.
Hallar los 10 primeros términos de la sucesion.

a1=>5, apn=an1+ 3, luegotenemos: 5, 8,11, 14,17, 20, 23, 26, 29, 32

7. Escribe el término general de las sucesiones:
a) 6, 18,54,162,.. b)3,2,5/3,6/4,7/5,.. c)7,0.7,0.07, 0,007, .. d)25,8,11,15,..

a) Potencias de 3, siendo 6 el primer término: an=6-3"!
b) n+2

Numerador, consecutivos empezando en 3, denominador, idem desde 1: a, = vy

c) Dividir entre 10 cada término nuevo, comenzando por 7: a, =7 - 10™71
d) Multiplos de 3 menos 1: a,=3n-1

8. Un satélite artificial se puso en érbita a las 10 horas y 30 minutos. Tarda en dar una vuelta
completa a su orbita 90 minutos.

a) Completa en tu cuaderno la tabla adjunta.

b) Escribe una expresidon general que te permita conocer la hora en que ha completado la vuelta n-
ésima.

c) Busca una expresion que te permita conocer la hora en funciéon de la hora de la érbita anterior.

d) Busca una expresion que te permita conocer la hora en funcién de la primera.

e) é¢Cuantas vueltas completas habra dado 30 dias mas tarde a las 9 horas?
NP de drbitas 1 2 3 4 5 6
Hora en la que la ha completado

a) Como empieza a las 10h 30min y tarda 90 minutos = 1h 30 min en una drbita, habrd que sumar
esta cantidad por cada 6rbita: 10y 30+ 1y 30 =12:00 ....

N° de orbitas 1 2 3 4 5 6
Hora en la que la ha completado 12 | 1330 | 15 16.30 | 18 19.30

b) an=10:30+ 1:30'n

c) an=an1+1:30

d) an=10:30+ 1:30n

e) 30 dias tarde son 24- 30 = 720 horas, a las 10:30, como nos pide a las 9 horas, es 1:30 horas me-
nos, es decir dentro 718:30 horas, dividimos entre 1:30 = 90 minutos que tarda en una vuelta,

718-60+30
o = 479vueltas.

9. Escribe los 4 primeros términos de las sucesiones siguientes e indica si son progresiones

aritméticas, progresiones geométricas o de otro tipo.

a)ap=3:3" b)an=5n+7 cJan=3-2"-1 d)an=(_1;—n+2n

a)ai=3-3'=9 , a,=3-32=27 , az=3-33=81 , as;=3-3%=243 (geométrica)
b)ai=51+7=12 , a2=52+7=17, a3=53+7=22, as=54+7=27 (aritmética)
C)ai=3-2'-1=5, a,=3-22-1=11, a;=3-23-1=23, as=3-2*—1=47 (otro tipo)
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(-1)421 1
dya, = 51 3’ &2

_ (-D2+422 _ 5
T 32 e

_ (13423 _ 5
- 33 9

_(-D*+2:4

a3 3-4

9 .
, Ay 5 (otro tipo)

10. En las sucesiones del problema anterior que sean progresiones aritméticas, calcula la suma de los
6 primeros términos.

La b) es progresion aritmética, Sn=n-(a1+an)/2; an=5n+7 ag=56+7=37
Se=6-(a1 +as)/2=6-(12+37)/2 =176

11. En las que sean progresiones geométricas, calcula el producto de los 6 primeros términos y la
suma de los 6 primeros términos.

n_ 6_ 6_
rt-1 T 1=9_3 1=3276

r—1 3-1

By =+/(a; - a)" ; an=33" ,26=3-3=37 ; P =./(a, ag)® =+/(9-37)6 =3%

La a) es progresidon geométrica, S, = a, -

12. Calcula la suma de los infinitos términos de la sucesion: 6, 3, 3/2, 3/4,...

Es una progresion geométrica de término general an = an-1°r siendo r = 1/2.
Como |r| <1, S, =~ — =12

1-r

[E=y
| |on
N | =
NiR| o

13. Tenemos un cuadrado de area 1 en la mano, y lo cortamos por las lineas de puntos como indica la
figura. El trozo mayor lo dejamos sobre la mesa y nos quedamos en la mano con el cuadrado, al que
volvemos a cortar de la misma forma. Y asi sucesivamente. {Qué area tienen los sucesivos cuadrados
que tengo en la mano? ¢Crece o disminuye? Escribe el término general de la sucesidon de areas que
tenemos en la mano. ¢Y los recortes que quedan sobre la mesa? ¢Crece el area sobre la mesa o
disminuye? Vamos sumando areas, calcula la suma de estas dreas si hubiéramos hecho infinitos
cortes.

En la mano vamos teniendo 1, %, %2, ..., Disminuye.
Sobre la mesa va quedando, 0 + % + %2 + ..., Aumenta.
El area en la mano tiende a 0

El area en la mesa tiende a 1

14. El error de Euler: Euler fue un gran matematico, pero se encontré con el siguiente problema.
Quizas ta seas capaz de ayudarle a resolverlo. Hizo la siguiente suma, donde r es un niimero positivo:

1 1 1
e sRTTE TP S S I A ol SRTP o A SR
r T r

1 1
. . . . . a 1 1 1 = =
Primero sumdé la primera parte, aplicando la formula § = l—_lr: +r_"+ E = +; = 1r1 =L =
=
1
r-1 1
Luegolasegunda: 1 +r+ 7%+ -+ 1"+ .- = P
1 1 1 -1 . .
Y al sumar ambas obtuvo: —y + o= + = 0 , que evidentemente estd mal pues la suma de

infinitos nimeros positivos no puede ser 0. (Dénde esta el error?
., 1 . o
Laexpresion 1 +r+ 712+ -+ 1"+ ... = T es cierta sélo sir, en valor absoluto es menor que 1.
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En la suma: ...+Tin+ -t riz + % +14+7r+7r%2+--+7r"+--enuna parte es menor que 1, pero en la

. 1 ) .|
otra, no, puessi |r| <1, |;| > 1 vyviceversa si |;| <1, |r|>1

15. Calcula la fraccion generatriz del niumero 4, 561

_ 45 61 61
4561 = 4,5+ 0,061 + 0,00061 + - —+
T 10 ' 10100 ' 10-100-100
61 61 1 a 2 2 61
+ + .-+ es una progresion geométrica de razéon — < 1§ = —L = 1000 — 1000 —
10-100 = 10-100-100 100 1-r  1-—— 2 990
45 61 61 61 _ 45-99+61 _ 4516
=+ + o= T
10 ' 10-100 = 10-100-100 990~ 990 990

16. Un empresario acude a una entidad financiera para informarse sobre cdmo invertir los 6000 € de
beneficios que ha tenido en un mes. Le plantean dos opciones: Mantener ese capital durante 5 afios
al 3,5 % anual o recibir el 5 % del capital durante los dos primeros aifios y el 3 % los tres aios
restantes. ¢Qué opcion le interesa mas?

Calculamos el capital final en cada caso:
12 opcidn: Ct=Co - (1 + 1)t = 6000-(1 + 0,035)> =7126,12 ; 7126,12 6000 = 1126,12 € de interés
22 opcidn: 2 primeros afios, C: = 6000-(1 + 0,05)? = 6615; 3 afios siguientes C; = 6000-(1 + 0,03)3 =
6556,36

Los intereses en la 22 opcién son 6615 — 6000 = 615 y 6556,36 — 6000 = 556,36 que en total
suponen: 615+ 556,32 =1171,32 €
Por tanto, la segunda opcidn le interesa mas.

2. LIMITE DE UNA SUCESION

17. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

n2+2 2n+2 7 n+2
a) a,=— b) a, = 3or) €) ay = d) a, =4+—
2 2
a) lim 22 = lim &= = lim = ==
n—oo 3n n—oco 3n n—-oo 3 3
b) lim —*2 = lim 2= lim 2 =2
n-oo 3(n+1) n—oo 3N) n—co 3 3
7
o) JimZ=2=0
d) lim (4+“—+2)=4+ lim (“*2) 44 limT=4+liml=4+1=5
n—oo n—oo \n—3 n—-oon n—oo

18. Calcula el limite de las sucesiones siguientes, si es que lo tienen:

5n3+2n 1-2n 7 5n+2
a)a, = b)a, = —— c)a,=2+— d a,=6
) n—6 )an 1+2n ) an T ) ay tons
5n3+2n . 5n3 .
a) 1 = lim =— = lim5n% = o
n—-oo n—6 n—-oo N n—oo

b) lim =2 = lim =2 = lim (-1) = —
n—oo

n—oo 1+2n n—-oo 2N
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. 7 . 7 7
o lim(2+)=2+1limZ=2+2=2+0=2
n—oo 5n n—oo 5™ 0o
. 5n+2 . 5n+2 .. 5n .5 5 17
d) 11m(6+ )=6+11m =6+ lim—=6+Ilim-=64+=-=—
n—oo 2n-3 n—oo 2N— n—oo 2N n—oo 2 2 2
19. Escribe una sucesidn cuyo limite sea 2, y otra de limite 0.
n . 2n . 2n .
a) a,=— ; lim—=lim—=1im2=2
n— n—oo n+6 n—oo N n—oo
n?+2 . n’+2 2 . 1
b) a, = ; lim =lim-—=1lim-—==—=0
3nt n—-oo 3N n-oo 3n% n-oo 3n
20. Calcula el limite de las sucesiones siguientes, si es que lo tienen:
. 2n . 1-2n . 7 . 2n+2
a) lim - b) lim ———— c) lim (6 - —) d) lim (— - 3)
n—oo n“—6 n-oo 1+2n+7n n—-oo n n-oo \ n—3
. 2n . 2n . 2 2
a) lim =lim==Ilim-===0
n-oon2-6 n-oo n? n—oon [es)
. 1-2n . —2n . -2 -2
b) Iim ———=1lim—= lim —=—=10
n-oo 1+2n+7n3 n—oo 7n3 n—oo 7n? o]
. 7 .7 7
0 lim(6-2)=6-1lmi=6-2=6-0=6
n—oo n n—oon [es)

d) 1im(2“+2—3)=1im2“+2—3=1im2—“—3=11m3—3=2—3=—1

n—-oo \ n—3 n—-oo N—3 n—-oo N n—-oo

21. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

3
2 n°+1
a) a, = (5n3+2n)2" b) a _(3+2n)3"+2 0a _(1+ 7 )" d)a, = (2n+2)—n
n ™ \sn3-6 n = 5420 n n+3 n = \2n-3
a) li (5n3+2n)2n -1 . sn3+2n n 2n+6
n—oo \ 5n3-6 N ’ sn3-6 5n3-6
2n+6

2n
5 n mn 2n+6
lim (w) = lim (1 + Z:J’_ﬁ) = lim <1 + Fl_ﬁ) = lim (1 + sn;—6> =

1
n—oo \ 5n13-6 n—-oo 5n3-6 n—-oo n—oo
2n+6 2n+6
2n+6 . an?+12n . 4n? .4 4
_ im—s—2n _ lim—s— _ lm— _ lm—~_ — g __
= [e]n-w5n3-6 " = en-w sn3-6 = gn-cwsnd = gnoesn = g0 = gV =1
3n+2
. 3+2n 3+2n -2
b) lim ( ) =1 ; =1
n—-oo \5+2n 5+2n 5+2n
__2.(3n_2)
3n+2 542175420
3420 3n+2 -2 3n+2 1 1 -2
lim (322)7 = him (14 =) = lim (1 + 5 = lim |{ 1+ w2 .
n—oo \5+2n n-oo 5+2n n—oco 5’:;” nooo szn
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—6n+4
5+2n7 5420
1 -z lim —87+4 lim =% lim =2
= lim [( 1+ s = en-w 5+2n = @now 2N = gnow 2 = @ 3
n—-oo -
n2
o lim(1+--) =1
n—->oo
7 2 7n?
2 n2 n+3s n+31n+3
. 7 \" . 1 . 1\’ . 1\’
lim (1+-2)" =1lim (1+m) =lim|(1+ = lim | 1 + s =
n—-oo n+3 n—oo - n—-oo — n—oo -
. 7n? 7n? .
erll_{gorws = e,{L‘&T = er{l_)r{.lo7n =e® =
n3+1
. 2n+2\ n 2n+2 5
d) lim ( ) =1® ; =14+ —
n-oo \2n-3 2n-3 2n-3
3 _5_n41
n3+1 n3+1 n-+1 Zﬁ;3 2n-3 n
. 2n+2\"n . 5 n . 1 m . 1
hm( ) =11m(1+—) = lim |1+ 5= =lim || 1+ 5= =
n—-oo \2n—-3 n—oo 2n-3 n—oo S n—oo S
s5n3+5

2n=31n2-3n
. 5n3+s . 5nd 51
. 1 lim — lim ~— lim — 1)
= lim 1+ 5= = en-w2n2-3n = @gn-oo2n? = Egn-02 = @
n—->oo

= 00
5
22. Calcula 1/e con tres cifras decimales exactas.
2 3 n
e = 1+£+x_+x_+...+x_+...
11 21 3l nl
2 3 n
é = =1 + + C 1) 4+ — C 1) 4+ — - 1) + --- tomando hasta n = 7, obtenemos
2 _13\3 _1\4 _1\5 _1\6 _1\7
; =1 + +( 1) +( 31|) + ( 41') + ( 51') + ( 61') + ( 71') = 0,36785 ... que ya tiene 3 cifras decimales
exactas
23. Calcula con Ve tres cifras decimales exactas.
Ve =1.6487
24. Calcula el logaritmo neperiano de 1/e y de e.
1 1 1 1
In(1/e)=Inl1-Ine=0-1= -1, In(+ve ) =nez = Slne=--1=>-
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25. Resuelve la ecuacion In(x + 2) +In(3x) = 1
Inx+2)+In(3x)=1 In(x +2) + In(3x) > In(x + 2) - 3x) =lne > (x+2) - 3x) =e >

— 3x% + 6x = e - 3x%2 + 6x — e = 0 resolvemos ecuacion de segundo grado, x=e, x=e/3 -2

26. Resuelve la ecuacién: 8% - 23* = 42
gx* . 23% = 42 5 (23)*" . 23% = (22)2 5 23%% . 3% = 24 _, 23x%43x = 24 jgyalando exponentes
3x2+3x=4-3x?>+3x—4=0, resolviendo la ecuacién de segundo grado, xi = 1,74 ; x; =

—-4,25
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. SUCESIONES

1. Calcula el término que ocupa el lugar 1000 de una progresion aritmética cuyo primer término es
igual a 2 y la diferencia es 3.

an=a1+d(n—1) , ai0=2+3(1000-1) =2999

2. El término octavo de una progresion aritmética es 5 y la diferencia 1/2. Halla el primer término y el
término 100.

an=ak+d(n—-k) an=ag+%(n—-8) =5+%n-4=Yn+l
ai=%-1+1=3/2 ; ain= %-100+1=51

3. Calcula los lados de un tridngulo rectangulo sabiendo que sus medidas, expresadas en metros,
estan en progresion aritmética de diferencia 2.

Sumamosde2en2, a,a+2, a+2+2 Tenemos: a, a+2,a+4.
(a+4)?=(a+2)*+a% ; a’+8a+16 = a?+4a+4+a> ; a?—4a—12 =0 resolviendo
a=-2 , a=6, losladosserian: 6,8, 10. (-2 no es valido)

4. Calcula la suma de los multiplos de 42 comprendidos entre 1000 y 2000.

an=42-n, 1000 = 42n, n=1000/42 = 23,81

luego el primer término que se pasa de 1000 es el 24 que vale 1008

2000 =42n , n=2000/42 =47,62 el ultimo término inferior a 2000 es el 47, que vale 1974.
Debemos sumar desde el término 24 hasta el 47

Considerando el término 24 como a1, como de 47 a 24 hay 24 términos,

__ (ag+ap)n .

S _ (ag+azy)24 _ (1008+1974)-24
2 ) 24 — -

2

S, = 35784

5. La suma de 16 numeros en progresidon aritmética es 548 y el término 16 es 60.5. Halla el primer
término.
_ (31+316)'16 .

= SR 5 = e 548 =

—(a1+6;),5)-16; al = % — 60,5 = 8 al =] 8

6. El producto de 4 términos en progresidon geométrica es 5184 y el primer término es 3. Escribe el
resto de términos.

Pn=\/(a1'an)n;P4=\/(a1'a4_)4; 5184: (3'a4)4:(3'a4)2; 3'a4:V5184:72
a4=24‘
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a,=a, ™t s> a,=a,-r*! 5 24=3-13 5 r3=8 5r=2

Multiplicando por 2 sucesivamente obtenemos los términos: 3, 6, 12, 24.

7. Por el alquiler de una casa se acuerda pagar 700 euros al mes durante el primer afo, y cada aio se
aumentara el alquiler en 30 euros mensuales. ¢Cuanto se pagara mensualmente al cabo de 10 afos?

Se trata de una progresion aritmética de primer término 700 y diferencia 30.
an=a1+d(n—1) , azp=700+30(10-1) =700+ 270=970
Al cabo de 10 afios se pagara 970€ mensuales.

8. El quinto término de una progresion geométrica es 48 y el primero es 3. Halla los cinco primeros
términos de dicha progresion.

a,=a; 1"t 5 ag=a, 1> 5 48=3-r* > rt=16 -r=2

3,6,12,24, 48, r=2.

9. Hallax paraque x—1, x + 1, 2(x + 1) estén en progresidon geométrica.

x+1 _ 2(x+1)
x—1 x+1

Sx+1)2=2x+Dx—-1)>x*+2x+1=2(x*-1) >

- x2—-2x—-3=0- x=3, x=—1 x=-1noesvilido

x=3;, x—-1=2; x+1=4; 2(x+1)=8; r=2.

10. A una cuerda de 350 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los trozos extremos
tiene una longitud de 50 m. Sabiendo que las longitudes de los trozos estdn en progresion
geométrica, determina la longitud de cada trozo.

350=50+50r+50r’2=>7=14+r+1r>->1r’4+r—-6=0-r=2, r=-3

r=-3,noesvalido, lostrozosson:50, 100, 200.

11. Halla la fraccién generatriz del nimero decimal 0.12121212..., como suma de los términos de una
progresidon geométrica ilimitada

12 12 12

0,1212121212 ....= —+ + + -+ Suma de infinitos términos de wuna progresion
100 10000 1000000
12 1 12 12 4
) . , . , a 100
geométrica de primer término— yrazon— S =-—F=-108 =" —_
100 100 1-r  1-— 99 33

100

12. Se tiene una cuba de vino que contiene 512 litros. El 1 de diciembre se vaciéo la mitad del
contenido; al dia siguiente se volvié a vaciar la mitad de lo que quedaba, y asi sucesivamente todos
los dias. ¢Qué cantidad de vino se saco el dia 15 de diciembre?
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Progresion geométrica de primer término 256, pues es lo que se saca el primer dia y razén %
14

a,=a; "t - aq;c =aq, - r>1 =256- (%) = 0.015625

Se sacaron el dia 15: 0.015625 litros

13. Dado un cuadrado de 1 m de lado, unimos dos a dos los puntos medios de sus lados; obtenemos
un nuevo cuadrado, en el que volvemos a efectuar la misma operacion, y asi sucesivamente. Halla la
suma de las infinitas dreas asi obtenidas.

El area de un cuadrado es su lado al cuadrado, el segundo cuadrado tiene de lado / f

luego las areasson: 1, 1/2, 1/4,1/8,.. S = =—1= =2

1—r _1
1=

ATV

14. Triangulo de Sierpinski: Vamos a construir un fractal. Se
parte de un triangulo equilatero. Se unen los puntos medios de
los lados y se forman cuatro triangulos. Se elimina el triangulo
central. En cada uno de los otros tres triangulos se repite el
proceso. Y asi sucesivamente. A la figura formada por iteracion
infinita se la denomina Triangulo de Sierpinski, y es un fractal.

a) Imagina que el primer tridngulo tiene un area A. Cuando A é &
aplicamos la primera iteracion, el area es (3/4)A. ¢Y en la

segunda? Escribe la sucesion de las areas. ¢Es creciente o
decreciente?

b) Imagina ahora que la longitud de cada lado del triangulo
inicial es L. Escribe la sucesion de las longitudes. ¢Es creciente o
decreciente?

a) A, (3/4)A, (9/16)A, ..., (3/4)™'A, esta es la sucesidn de las areas, que es decreciente y tiende a
0.

b) Se entiende que la pregunta es la longitud total de los lados del tridngulo, es decir, si el lado del
primer triangulo es L, la longitud total es 3L, los lados de los tridangulos de la primera iteracion
miden L/2, como tiene 3 lados, la longitud total es 3-L/2 y como hay 3 triangulos la longitud total
serd 3-3:L/2 = 9/2 - L = 4,5L, sucesivamente en la siguiente iteracion la longitud total es 33/22 L=

6,75L, asi tenemos: 3L, 4,5L, 6,75L, ... la sucesidn es creciente, tiende a infinito.

2. LIMITE DE SUCESIONES

15. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

2n3+2n 5n2-4 5n10.42n2 n-3
- b) a, = o e e
2n°-6
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. 2n3+2n . 2n
a) lim ——= lm—3— liml=1
n—oo 2N°—6 n—oo 2N n—oo
. 5n%—4 . 5n? . 5
b) lim =lim—=1lm=-=5
n—oo N“—6M n-ooo N n-ooo 1
. 5n1042n? . 5n10 . 5 5
¢) lim ——— = lim =lim=-==
n-oo 3n10+8n n—oo 3n10 n—oo 3 3

d) lim 222 = lim 2 = lim1 =

n—oo n+7 n—oo n n—oo

16. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

a) a, 2n +2n b) 2. = 5n—4 C) 2. = 5n7 +2n? d) 2. = -3
2n3-6 N 2 6n n ™ 351048, n 47
. 2n%+2n . n? .
a) im——=lim-—=Ilim-=0
nooo 2n3-6 n-oco 2n3 n—ocon
-4 . 5n . 5
b) lim —=Ilim == lim==0
n—oo N“—6MN n—-oon n—-ocon
. 5sn7+2n? . 5n’ . 5
¢) lim ——— = lim =lim—=0
n-oco 3n10+48n n-sco 3n10 n-oco 3n3
. -3
d) lim — = lim —= =0
n—oco n+7 n-oo N
17. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:
2n5+2n 5n7 -4 5n1242n2 n2-3
d) Ay, = —— b) a, =—— C) A, = — d) a, =
) n 2n3-6 ) o n2_6n ) n 3n1048n ) n n+7
. 2n%+42n 2n® . n?
a) lim——=Ilim—=Ilim—=o0
nooo 2n3-6 n-oo 2n3 n-ooo 1
. 5n7-4 . 5n7 . 5nS
b) lim =lim—=lim—=
n-oo N“—6N n-oo N n-ooo 1
. 5n'242n2 . 5nt? . 5n?
c¢) lim ———— = lim = lim—=o
n-oo 3n10+8n n-oo 3n10 n—oo
. n?-3 . n? ... n
d) lim =lim—=Ilim-=o0
n—oo Nn+7 n-oo N n-oo 1

18. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

a) a, = V2n5+42n b) a, = 5n7—4 ¢ a, = Vnl1242n2 0 a, = n%-3
N on3-6 N 2 en N o3p1048, nTog47
. v2nS+2n _ V2nS \[_nz V2
a) lim ——— = lim = lim = lim — =
nooo 2n3-6 n—-oo 2n3 nooo 2n3 n-o 5.5
. 5n7 -4 . 5n7 . 5n®
b) lim —= lim 22 = lim 2% = lim 2 = o
n—ooo Vn2—6n n—ocoVn n-ooco N n-oo 1
. Vnlz42n2 . Vnl2 n® . 1
¢ lim———=1 = lim =lim—=0
n-ooo 3n10+48n n-oo 3n10 n-co 3n10 n-oo 3n*
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. Vn2-3 . Vn? ...n .
d) lim =lim—=Ilm-=1lml=1
n—-oco n+7 n—oco n n—oo n n—-oo

19. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:

2
3 \2n+l 4 \N2 nn—+13
a) a, = (1 ) b a=(1——) c a=(1 )
) a ( + 2n3-6 ) n 5n7-6n ) an + 3n+8
Son limites del tipo 1%, los resolvemos buscando el nimero e.
o 2n3—6 zn3 6 (2n+1)
1 3 2n+1 1 1 1 1 3
a) lim (1 ) =lim|14+-—— = lim {1 =
) n—»oo( T 2n3-6 n—oo T 2"3__6 n—oo RETEE 2’13__6
3 3
3(2n+1) im 5% 6n im
= en-w 2n3-6 = en-o02n3 — en—>oon2 =e0 =1
“(n-2)

2 sn’-6n 5n7 6n
_ 4 n-2 ] . 1 -
b) lim (1 _—611) = lim <1 + 57— 6n> = lim <1 + 5n7—6n> =

n—-oo 5n7— n—-oo n—oo
—4 -4

—4(n-2)

= en-»rgo5n7—6n = en—»r{olo5n7 = enl—mosn6 =e0=1
> _2 %43
n2+3 no+3 3n+803n18 n—1
—_— n-1 2
. 2 -1 . 1 . 1
0) 11m(1+—)" = lim (1 ++ms] = lim|[1+vms =
n—-oo 3n+8 n—oo 5 n—oo 5
lim —2 n2+3 im 2n2+6 m2n2 lim 2 2
= en—c03n+8 n—-1 — en-co3n2+5n-8 = en—>oo3n2 = en->03 = @3
20. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:
_ n2+3
a)a, = (2n3+2n)2n+1 b) a, = (5n7—4 )" 2 0 a, = (3n+2)_n—1
n 2n3-6 n 5n7-6n n 3n+8

2n+1
. (2n3+2m) 2L o 2n+6 \2MtL
a) lim (—— , efectuamos la division, lim (1 + =lim(1+-—=— =
n-oo \ 2n3-6 N—00 2n3-6 2n3-6

2n+6
2n3-6 2n3—6-(2n+1)
2n+6 . 2n2+8n+6 . 2n? .1
. 1 im=——s——-o lim =— lim = 0
= llm 1 -|- = = en—-o0 2n°-6 — @n-oo2n® — @n-ooh — @°¥ = 1
N—00 2n3-6
2n+6

sn7—a \"2 4 \N-2 n—2
ot () = (1) = (1) =

n-oo \5n7—6n n—-oo sn’—-6n
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6n—4
sn7—6nsn7—en (V%)
1 en—4 lim 81608 limﬁ lim -2~
= lim 1+ T = enow sn7-6n = enosn’ = enowsnd = 0 = 1
n—->00
6n—4
2
n?+3 n?+3 n_+13
. 3n+2 -1 . -6 -1 . 1
c) llm( )" =11m(1+—)n = lim 1+ 535 =
n-oo \3n+8 n-oo 3n+8 n-oo e
-6 n%+3
3n+813n+8 n-1
1 -6 lim —o~ 18 im —6n? lim =2
lim 1+ T = en->w03nZ+5n-8 = En-ow 312 = En-w 3 = @ 2
n—-oo
-6
21. Calcula el limite de las sucesiones siguientes:
_ _ 2n2+3
a) a, = (n2+2n)2n 3 b) a. = (n2—4 )" z 0 a = (n+2)_3n—1
n n2-6 n n2-6n n n->5
2n-3
2 2n-3 2n-3
. n“+2n . 2n+6 . 1
a) llm( ) =11m(1+ ) = lim (1+ = =
n—co \ N2-6 n—oo -6 n—ooo n<-6
nte 2n+6
n
n2-6TnZ—6 213
2n+6 . 4n®+6n-18 4n?
. 1 lim A7°ten-18 lim 27~ lim4 _ 4
= lim 1+ =g — en—-oco N“-6 — @gn-cons — en-oc0 — @
n—oo
2n+6
n-2
2 n-2 n-2
. n<—4 . 6n—4 .
b) llm( ) =11m(1+ ) = lim {1+ —— =
nooo \n2-6n n-oo n2-6n n-oo 6n
6n—4
6n—4 2 "
n?-6nn2-6n "(n-2)
1 6n—4 lim 6n2—16n+8 lim en? lim &% 6n2
= lim 1+ ——— —en = eno% n2-6n = @nowon? — en-ocwon? — e
n—oo
6n—4
7 2n%+3
2 .
2n2+3 2n2+3 3n_+13 n75 n-5 3n-1
. n+2\ san-1 . 7 3n—-1 . 1 . 1
c) llm(—)n =11m(1+—)" = lim 1+ =lim [( 1+ =
n-oo \n—5 n—oo n-5 n—oo - n—oo -
1412421 . 14n? .14 14
— Mo Tentis — m =5 _ m-=- _ | =
—= en-oo3n“—-16n+5 — @n-oo 3N — en-oco3 — @ 3

3. EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

22. La poblacion de peces de una piscifactoria sigue un modelo de crecimiento exponencial y ha
pasado de 100 ejemplares a 1500 en 60 dias. ¢ Qué poblacién tendra en 100 dias?

an=ar-rMt; ag=ar-r®!; 1500=100-r>° r = 59,/1150000 = 1,047

1,047100—1 . .
S, =a;- , S100 = 100 - o1 - 208.042 peces habra en 100 dias.

r— 1
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23. Ingresamos en un banco 20.000 euros al 3 % de interés compuesto anual. ¢En cuanto tiempo
habremos duplicado nuestro dinero?

Ct=Co-(1+r)t - 2:20.000 = 20.000 - (1 +0,03) - 2=1,03"*> In2=tIn1,03 > t =1In2/In1,03 =
23,44

Tardara 23,44 afios en duplicar el capital.

24. Vanesa ha comprado un coche por 17.000 euros. Se estima que el precio se devaltia un 10 %
cada afio. ¢A cuanto lo podra vender al cabo de 5 afios? Si tiene un accidente en que el coche
queda destrozado cuando tiene 7 afios, é{cuanto le pagard la compaiiia de seguros?

Como se devalta un 10% su valor es el 90% del que tenia

an=a1-r"!; as=17.000-0,9*=11.153€ lo puede vender a los 5 afios
a7 =17.000 - 0,9° = 9.034€ le pagara el seguro.

25. La escala de Richter relaciona la intensidad de un terremoto, x, con su energia y (en ergios):
log y =11.4 + 1.5 x. Calcula la energia de un terremoto: a) de una intensidad 5 en dicha escala, y b)
de una intensidad 7.

a) logy=11,4+1,5-5=18,9 y=10%°=7,94-10% ergios

b) logy=11,4+1,5-7=21,9 y=10?"°=7,94-10% ergios

26. Juan ha visto cucarachas en su casa. Mira de que tipo es y se entera que se triplican cada mes
siguiendo un modelo exponencial. Estima que en este momento podria tener 20. Si no hiciera
nada, écuantas tendria al cabo de 5 meses?

an=a1-rmt; as=ai-r!; as=20-3% =1620, tendria 1620 cucarachas.

27. En la formula del término n-ésimo de una progresion geométrica, despeja n, aplicando

logaritmos.
an=a1-r"!; logan=log(ai-r"!) ; logan=logai+(n-1)logr ; logan=logai+n-logr—logr
an-T: an 7.
n-logr =logan -logai+ logr ; n = 2gdn-logaitlogr logCa) | _ leeGD)
B =108 0BG T 8T 5 = logr ~ logr ' 7 logr

28. Nieves tiene un gran frasco de perfume muy concentrado de un litro. Saca con una pipeta 10
cm? que sustituye con agua. Vuelve a sacar de la mezcla con una pipeta 10 cm3 que vuelve a
sustituir con agua. Asi hasta conseguir una mezcla con el 75 % de la inicial. ¢ Cuantas operaciones
ha debido hacer?

12 extraccidon queda 90% de perfume (ha extraido 10% de perfume)

22 extraccion (extrae 10% del 90% que es el 9% de perfume) queda 81% de perfume.

32 extraccion 10% del 81% es el 8,1%, queda 72,9% de perfume.

Con el proceso no se alcanza el 75%.

29. Resuelve, tomando logaritmos, la ecuacion exponencial: (0,99)" = 0,75.
(0,99)"=0,75 ; log(0,99)" =10g0,75 ; n-log0,99 =1log0,75 ; n =1log0,75/10g0,99 = 28,6536.

30. Utiliza la calculadora para estimar el valor de 2%3. Estima también 25— 1.
263=9,2233.10'8 ;o 254-1=1,8446-10%
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31. Resuelve las ecuaciones:
1
a)32x4 = g1 b) /5% = /5 ) “V8=2 d) 35" =27

a) 32 % =81-53%*=3*52x—-4=4>2x=8->x=4
b) \/5_x=i/g—)(5")%:5%—)5%:5%—)%:%—)79(:2—))(:%

1 1 3
) "VB=2-8i=2-52)1=2"52r1=2" 5> =15x-1=35x=4

x—

1 X
d) 35"=27—>3E=33—>§=3—>x=15
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AUTOEVALUACION

1. ¢Cual es la razén de la siguiente progresion geométrica: a, = 7-4™1 ?
a)7 b) 4 c)-1 d) No es una progresidon geométrica

7,7-4,7-4-4,7-4-4-4, .. Respuesta: b)

2. En la sucesion de multiplos de 11, el 121 ocupa el lugar:
a)1 b) 2 )11 d) 121

an=11'n 121=11n n=11 Respuesta: ¢)

3. La suma de los diez primeros términos de la progresién aritmética: 5, 10, 15, 20,... es:
a) 220 b) 275 c) 55 d) 250
an=5n , 210=510=50; S, =n = 5 5, =10 - LM 5 5, =10 - 22 = 275
Respuesta: b)

4. La sucesion 1, 1/5, 1/25, 1/125,...:

a) Es una progresion geométrica de razéon 5

b) Es una progresion aritmética de diferencia 5

c) Es una progresion geométrica de razén 1/5

d) Es una progresion aritmética de diferencia 1/5.
Respuesta: c)

1
5. La solucién de la ecuacién 55° = 625 es:
a) 40 b) 8 c) 10 d) 20

1 X x
55 =625—>55=54—>E=4—>x=20
Respuesta: d)
6. La progresion aritmética cuyo primer término es 3 y su diferencia 5, tiene como término

general:
a)an=5n b)an=5n+2 c)an=5n-1 d)an=5n-2

an=ai+d:(n-1) ; an=3+5(n—-1)=3+5n-5=5n-2
Respuesta: d)

7. Pepa esta preparando el examen de selectividad. Para no dejar toda la materia para el final ha
decidido estudiar cada dia el doble de paginas que el dia anterior. Si el primer dia estudié dos
paginas, écuantas habra estudiado al cabo de 5 dias?
a) 62 b) 32 c) 1024 d) 128
an=a1-r"t ;as=a;-rt ; as=2-24=32
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Respuesta: b)

8. A Luis le han tocado 6000 € en la loteria y decide depositarlos en el banco a un tipo de interés
compuesto del 4 %. ¢ Cuanto dinero tendra al cabo de 5 afos?
a) 6240 € b) 6104 € c) 7832,04 € d) 7299,92 €

Cr=Ci-(1+1)t ; Cr=6000-(1+0,04)5 = 7299,92
Respuesta: d)

2_
9. La sucesion a,, = w tiene como limite:
nc—6n-2
a)o b) o c)-3/2 d)7

7n%—4n+3 7n? .
n—oco N“—6N-2 n-oo N n—-oo

Respuesta: d)

. 2\",. P
10. La sucesién a,, = (1 - ;) tiene como limite:

a) e? b) o c)e? d) —e
n n n — %z.n
lim (1-2)" = lim (1+=2)" = lim (1 +%) = lim (1 +%)'2] =
n—oo n n—oo n n—oo = n—oo p—y
—2n .
= enl—>noloT = 87}'1_13’10(_2) = e—Z

Respuesta: c)
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Trigonometria

ACTIVIDADES PROPUESTAS
1) Expresa en radianes las siguientes medidas: 60°, 120°, 225°, 330°.

a)60° > 60°- — = Zrad
180 3

b) 120° > 120°- = = Zrad
€)225° > 225°- = = Zyqd

180 4
d) 330" > 330° = = ~Zrad

180

2) Expresa en grados sexagesimales: Z 2,: 3 y L radianes.

m 180°

a) =52 2 =a5e
s

18

b) 2 > - 2% = 120°

3 3
3w 3w 180°

)= > = —=270°
2 2 T

10w 10mr 180°

d) == > =% - == = 300°

3) éCuanto suman en radianes los angulos de un tridangulo? ¢Cuanto mide un angulo recto en
radianes?

Se tiene en cuenta que m+ B +y=180° vya que, si
descompusiéramos el tridngulo y pusiéramos todos los dangulos
juntos, obtendriamos un angulo llano de 180°.

Como nos piden el angulo en radianes, hay que convertir de
grados a radianes, y teniendo en cuenta que 180° es igual am
radianes, se obtiene que la suma de los angulos de cualquier

.z . . Vs
tridngulo es igual a 7 radianes. - 180°- Py rad

bl

Teniendo en cuenta lo anterior y sabiendo que un angulo recto

es la mitad de uno llano (a = % = 90°), se demuestra que: 2

2a=180°-f —vy 2>pB+y=90°

- 1 ] B C
2> a=90°" =-mrad .
180° 2
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4) Para ver la utilidad de los radianes, supongamos un moévil que se mueve en una circunferencia de
dos metros de radio con una velocidad de 4m/s. Calcula su velocidad en rad/s y en grados por
segundo. ¢ Cudntas vueltas da por minuto?

DATOS

V=4m/s R=2m 2> w="?

V=w-R9w=K=i—2rad/s ; en grados: 2rad -

180° _ 360°
R 2 rrad

T = 114,60/8

Multiplicamos por 60: 2% -60s =120 rad 114,6° - 60 = 6786°

5) Un moévil ha recorrido 3 rad en una circunferencia de radio 2m. ¢{Cuanto espacio hemos recorrido?
&Y si la circunferencia tuviera radio de 0,5m?

DATOS
-2 0 =3 rad R=2m/0,5m X =?
x=0-R=3-2=6m x=60-R=3-05=15m

6) Hemos recorrido 40 grados de una circunferencia de radio 2m. ¢{Cuanto espacio hemos recorrido?
&Y si tuviera radio 0,5m? ¢Es mas facil o mas dificil que hacerlo con radianes?

DATOS
>0 =40°- % = %nrad R=2m/0,5m X =?
41T

x=0-R=2L.2="1 x=9-R=2—n-0,5=£m
9 9 9 9

Es mds facil hacerlo con radianes pues la férmula para calcular la distancia hay que hacerla con
radianes.

7. En la figura se verifica el teorema de Pitagoras a? + b? = c2 . Utilizando dicho teorema, demuestra
la primera relacion fundamental.

sen’a + cos’a =1

sena = b-sena=a

cosa = b-cosa =c

STl o|Q

Sustituimos en el teorema de Pitagoras: a? + c? = b?

(b - sena)?+ (b - cosa)?=hb?> b?sen?a +b? cos?a = b? > b?(sen?a + cos?a ) = b?

dividiendo entre b? ambos miembros: sen’a + cos’a =1
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8. Utilizando las definiciones de las razones trigonométricas, demuestra la segunda relacién
fundamental.

a T .
tana = - dividimos numerador y denominador entre b:

>

B8 a a/b sina
- e tana = - = a/b_

a/b cosa

9. Utilizando la definicion de las identidades, demuestra:

a) 1+ (tan a)? = (sec a)?

sinfa ,cosa sina sin?a+cos?a
14 (tana)? =1+——=(— )2 +—)*= —— =——=sec’a
cos?a ' cosa cosa cos?a cos?a
b) 1+ cotg*a = cosec’a
cos a sina cos a sin?a+cos?a
H) > (== )2+ ()P =——75— = =5 = cosec’a
sina sina sina sin?a sin?a

10. Comprueba las anteriores relaciones a partir de los angulos de 30°y 60°

30°

60 90° h=\/1{42—(%)-=\j£2—£-= 3L =%
A 2 H c 4 4
sen30° = L : L= i= 1
2 2L 2
cos3r < h_WBL , BL_ V3
L 2 2 L 2
g0 LopolBL_ 2L 13
272 23L 3 3
o h_ 3L VBL 3
sen 60’ = —= = =
L 2 2 L 2
cos 60° = L L= L1
2 2L 2
L 2h 2BL 243 1L
& 271 2 2L
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Trigonometria

11. Explica, a partir de lo visto en este apartado, porqué el seno y coseno de 45°son iguales, y porqué
la tangente vale una unidad.

La diagonal del cuadrado es igual a la hipotenusa de los triangulos formados, aplicando el teorema de
Pitagoras.

d=\VI2+12=V212 =12

er’n—lro—L—L—Q
N RN D)
| cos 4.5°=L=L=Q
V2 V2 2
V2
,ro_L:
tg 45 =7 1
2

12. Copia y sitia en el cuadrante que corresponda y expresa en funcién de un angulo agudo las
razones trigonomeétricas de los siguientes angulos:

ANGULO | SENO COSENO TAN SEC COSEC COTAN | CUADRANTE
135 V2/2 —2/2 -1 -2 V2 1 segundo
2V3
120 V3/2 -1/2 -3 2 = —V/3/3 segundo
—2V3
210 -1/2 —V/3/2 V3/3 — 2 V3 tercer
315 —2/2 V2/2 -1 V2 -2 -1 cuarto
2V3 .
390 1/2 V3/2 V3/3 = 2 \V3 primer
2V3 .
3000 V3/2 -1/2 —/3 ) = —/3/3 primer
—-2V3 .
-150 -1/2 —/3/2 V3/3 — -2 V3 primer

13. Utiliza la calculadora para encontrar todos los dngulos positivos menores que 360° cuyo seno es
de 0,6.

o= arcsen(0,6)= 36,87°

B=180° - 36,87°= 143,13°
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Trigonometria

14. idem todos los angulos negativos menores en valor absoluto que 360° cuya tangente vale 4.

arctan(4)=76°

B=180° - 76°= 104°
a = 360° -76° = 284°

15. idem todos los angulos comprendidos entre 360° y 720° cuyo coseno vale 0,75.

arcos(0,75)=41° + 360°K

o= 401°
B=499°

16. Calcula a partir de las razones trigonométricas de 30°, 45°, 60° y 90° las razones trigonométricas

de 75°, 120°, 150°, 105° y 135°.

V3

sen30°= % cosec30°=2 sen60°= cos30°
cos30°= \/2—5 sec30°= 23£ cos60°=sen30°
tg30°= ?3 cotg30°= V3 tg60°= cotg30°
sen150° = sen30° =%
cos150° = -cos30° = 5
tg150° = -tg30° = —?
sen120° = cos30°
cos120° = -sen30°
tg120° =-cotg30°
o \/E o
sen45°= > cosec45°= \/f
cos45°= ‘/2—7 secd5°= /2
tgd5°=1 cotgd5°=1
sen135° = sen45° y cos45°
c0s135° = -sen45° y -cos45°
tg135° = -tg45° y -cotgd5°®
sen75°= \/3:«/2 cosec75°= V6 — V2
€0s75°= \/E:/E sec75°=v6 + /2
tg75°= 2+\/3 cotg75°= 2-\/3

sen105° = sen75°
cos105° = -sen75
tg105° = -cotg75°
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cosecb60°= sec30°
sec60°= cosec30°

cotgb0°=tg30°

cosecl50° = cosec30° =2
23
3

cotg150° = -cotg30° = —/3

secl50° = -sec30° = —

cosecl120° = sec30°
sec120°= -cosec30°
cotgl120°=-tg30°

o

cosec150° = cosec45° y sec45
sec135° = -cosecd5° y -sec45°
cotgl35° = -tg45° y -cotgd5°

cosec75° = cosec75°
sec75° = -cosec75°
cotg75° = -tg75°
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Trigonometria

17. Comprueba que las razones trigonométricas de 90° se pueden obtener a partir de las razones
trigonomeétricas de 30° y de 60°.

sen30°= % cosec30°=2 sen60°= co0s30° cosec60°= sec30°
cos30°= \/2_5 sec30°= 23£ cos60°=sen30° sec60°= cosec30°
tg30°= ?3 cotg30°= V3 tg60°= cotg30°
11 v3 43
sen90° = sen(30° + 60°) = sen30° - cos 60° + cos 30° - sen60° = ) + -5 5= 1
V31 143
c0s90° = cos(30° + 60°) = cos 30° - cos 60° — sen30° - sen60° = 53T S 0
tg90° = =1 90: =2 no existe cotg90° = ﬂ =2=9
c0s90 0 sen9o 1

18. Calcula a partir de las razones trigonométricas de 30°, 45°, 60° y 90° las razones trigonométricas
de 15°.

T T T T T T V2
senl15° = sen(45° — 30°) = sen (Z - g)=senz "COS——COS_-sen—=—-———-= =

2 2 2 2 4
cos 15° = cos(60° — 45°) 0 cos (E — E) =cosZ-cosZ+sent-senZ=t.- 248 V2 _ Ve
3 4 3 f— ﬁ E 2 2 2 2 4
A A 3 3 3—
tgT—tg= -2 B

tgl15° =tg(45° —30°) = tg (- —Z)=—tp S =—3-=—L =_2_=
g 9( )=tg(5-7%) Trgtt Il i BE

_3—V3 _ (3-v3)-(3—V3) _ (3—\/5)2 _9-6V3+3 _ 12-6V3 _ 6(2-V3) _ .,

T 34V3 6 e 6 6 6 (2 \/§)

19. Comprueba que las razones trigonométricas de 30° se pueden obtener a partir de las razones
trigonométricas de 90° y de 60°.

T T T T T T 1 V3 1
Sen30°=sen(90°—60°)=sen(§—§)=sen§-cos§—cosz-sen§=1-5—0-7=§
T T T s I8 I8 1 V3 3
c0530°=cos(90°—60°):>cos(E—§)=cos§-cos§+sen§~sen§=0-E+1~7=7
cos 30° 46 NE)
o =2 X7
t’g30 © sen30° % 1 _\/§

20. Demuestra las formulas de angulos complementarios usando las férmulas de la resta. Es decir,
verifica que sen(90°— a) = cosa y los demas usando estas féormulas. Observa que esta
demostracion que acabas es mas general que la que hicimos antes, porque ahora « no tiene por qué
ser agudo.

sen(90° — a) = sen90° - cosa — cos90° - sena = 1- cosa — 0 - sena = cosa
c0s(90° — ) = c0s90° - cosa + sen90° - sena = 0 - cosa + 1 - sena = sena
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21. Calcula las razones trigonométricas de 22.5° y 11.25° a partir de las razones trigonométricas de
45°,

sen 25.5° = sen fl cos 45’ _ = /1 0.707 =+/0,146 = 0,38
1+cos 45° 1+£ 140,707 _
/ =+ 22 = . 0,853 =0,92

1-cos 45°
1+cos 45° -

\/ —C0s 22,5° _\/1 0,92 _ 007 =

\/1+c05225° _\/1+g92 V096 = 0,97

cos 25.5° =

10707 _ /0171 = 0,41

1+0,707

tg 25.5° =tg (%) =

sen 11,25° = sen 22 50)

I+

cos 11,25° = cos 22 50)

Il
+

o 22,5°\ 1-cos 22,5° _ 1-0,92
tg 11,25 —tg( ) o i\/1+coszz,5° =+ \/1+092 V0,04 = 0,2

22. Comprueba que las razones trigonométricas de 45° se pueden obtener a partir de las razones
trigonométricas de 90°

sen45° = sen(

c0s45° = cos (

tg45° =tg (9;)

23) Calcula cos(3x) en funcién tnicamente de cos(x)

(cos x + isinx)? = (cos 3x + isin3x)

Segun la cuarta fila de la pirdmide de Tartaglia: 1,3,3,1

(cos x + isinx)3 = (cos x)3 + 3(cos x)?( isin x) +3(cos x)(isin x)>+(isin x)3=

= cos3x+ 3cos?xisin x - 3cos x sin?x - isin3x = (cos3x- 3cos x sin?x)+i(3cosxsin x —sin3x)
De donde, igualando,

cos(3x) = (cos®x- 3cos x sin?x) = (cos®x- 3cos x (1 — cos?x))= (cos®x- 3cos x + 3cos3x)=

=4cos3x — 3cosx
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24) Calcula sin(4x) en funcion unicamente de sin(x) y cos(4x) en funcion unicamente de cos(x)
a) sin(4x) en funcion unicamente de sin(x)

(cos x + isinx)* = (cos 4x + isin4x)

Segun la quinta fila de la pirdmide de Tartaglia: 1,4,6,4,1

(cos x + isinx)? = (cos x)*+ 4(cos x)*( isin x) +6(cos x)*(isin x)?+4(cos x)(isin x)? + (isin x)*=
= cos*x+ 4cos3xisin x — 6¢cosxsinx — 4cosxisin®x + sen*x =

= (cos*x — 6cos?xsin®x+sen’x)+i(4cos3xsin x — 4cosxsin3x) , igualando,

3
sin(4x) = (4cos®xsin x - 4cosxsin®x) = (4V1 — sin?x - sinx - 4V1 — sin?x -sin’x)
b) cos(4x) en funcién Unicamente de cos(x)

Realizamos el mismo procedimiento que en el apartado a)
cos(4x) = (cos*x — 6cos?xsin’x+sen’x) = cos*x — 6cos?x(1 — cos?x) + (1 — cos?x)?=

=cos*x — 6cos?x + 6cos*x + 1 — 2cos?x + cos*x = 8cos*x — 8cos?x + 1

25. Calcula sin hacer uso de la calculadora
sin(75°) — sin(15°)
Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en

productos: sina —sinff = 2 cos@sinM

0 0 0
sin(75%) —sin(15°) = 2 cos (75°415°) (i (75

V2 V2

2 1
= 2._._—_
2 2

120 0 0
215 )=2 cos(gzi)sin@= 2 cos 45%sin 300 =

2

26. Utiliza las transformaciones de sumas en productos para poner en funcién del seno y coseno del
angulo a

a) sen(45%+a) + sen(45°-a)

Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en
a+ a—

(a+B) cos( B)
2 2

productos: sina + sin§ = 2 sin

2 sin U tares-a) .\ 5Ha-(U57-a) _ 5 oin B9 s BB _ V2cosa

2 2 2
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b) cos(120° + a) + cos(60°- a)

Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en
a+ a—
(a+p) COS( B)

2 2

productos: cos a + cos f = 2 cos

(120°+a+60°-a) cos (120°+a—(60°-a)) _
2

180° 60%+2a
(1809 . ( )

= 2cos

2 cos = 2c0s(90°)cos(30° + a)=0
¢)cos(270°- a) - cos(90°- a)

Para realizar el ejercicio, recurrimos a la transformacion de sumas de razones trigonométricas en

productos: cos @ — cos f = ZSm(“JZFﬁ) sin (a;[g)
~2sin TS Sain 2 az(90 — = _251”(3602_2a)sin(1820) —25in(180° — a) sin90° =

—25sin(180° — a) = —2sina

27. Simplifica las siguientes expresiones hasta obtener una Unica razon trigonométrica

sin(5a)+ sin(3a)
cos(5a)+ cos(3a)

a)

Para resolverlo, debemos simplificar denominador y numerador, utilizando la transformacién de sumas
de razones trigonométricas en productos

(5a+3a) (5a-3a) (Sa) (Za)

sin(5a)+ sin(3a) _ 2sin~— —cos— 2sin"—=cos—= 2sin4acosa

= = = = tog4a

cos(5a)+ cos(3a) 2 cos8at3a) COS(S“;?"I) 2 cos(Ba) @ 2cos4acosa g

) cos(x—y)— cos(x+y)

sin(x+y)+ sin(x-y)
Para resolverlo, hacemos como en el apartado a)
L (x=ytaty) . (e-y—(x+ 2 2

cos(x—y)—cos(x+y) 2 sin yzx V) in=Y 2(x ) _psintX) X)S = y)) —2sinx(—siny) -t
sin(x+y)+ sin(x-y) Zsin(x+y;rx_y) cos(x+y_2(x_y)) Zsm(zx) cos(zz—” - 2sinxcosy 8y

28. Simplifica las siguientes expresiones hasta obtener una Unica razon trigonométrica:

5a+3a 5a-3a 5a+3a
) sen(5a)+ sen (3a) 253"( 2 )COS ) 53"( 2 ) _senta _ (4a)
cos(5a)+ cos (3a) 2cos(5a+3a)cos (Sa 3a) cos(5a+3a) cos4a )
cos(x—y)—cos(x+y) _ —2sen(x)-sen(y) _ sen(X) _ to x
sen(x+y)+sen(x—y) - —2cos(x)'sen(y) T cos(x) g
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“ Trigonometria

29. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas

a)cos(3x)=0

30° + 360k
o op . o _ 90°4360% o 150° + 360°k
3x = 90° + 360°% ; x = ———— = 30°+ 120% | 2700 + 360K
| 90° + 360°k
210° + 360°%
3x = 270° 4+ 360% ; x = w — 90° + 120k 330° + 360°k
b) tg(2x) = -1
2x = 135° 4+ 360% ; x = S3H360%k _ 6750 4 180k 67,5° + 360°k
2 = )247,5°+360°%k
2x = 315° + 360% ; x = " = 157,5° + 180°% 157,5° + 360°%

337,5° + 360°k

c) sen(4x) =-1

67,5° + 360°k
157,5° + 360°k
247,5° + 360°k
337,5° + 360°%k

_ 270°+360°%

4x = 270° + 360°k ; =67,5°+90°% x =

30. Expresa en radianes las soluciones de la actividad resuelta (sen(2x) = 1/2) y de la actividad
propuesta anterior

15° + 360° k /12 + 2kn
B _}195° + 360°k _ )13m/12 + 2kn
sen(2x)=% | X¥=17501 3600k | ¥~ ) 5m/12 + 2kn
255° +360°k 171/12 + 2kn

31. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) cos(5x) - (cos x)=0

cos(5x)-(cos x) = —2sen (Sx;x) - sen (sz_x) =-2sen (3x) sen (2x)=0 ; sen3x-sen2x=0

sen 3x=0 ; 3x = 180° + 360°% ; x = =00 — 60° + 120°% ( 60° +360°%
3 180° + 360°k

sen 2x=0 ; 2x = 180° + 360°% ; x = 22360 _ gpo 4 180°k X = |300°+360°%

2 L 90° + 360°k
270° + 360°k
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Trigonometria

b) sen(2x) - sen(4x)=0

4x+2x

sen(2x) - sen(4x) = 2(:05( ) - sen (@) = 2cos3x -senx =0

cos3x=0 ; 3x = 0°+ 360°% ; x = 20 — 120°% (120° +360°k

3 240° + 360°k

3x = 180° + 360°% ; x = 22300 _ 600 + 120°% =4 60°+360%

3 180° + 360°k

senx=0; x =0°+360°% ;  x = 180°+ 360° 300° + 360°k
360°k

32. Calcula las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:
a) sen(x) + cos(x)=1

En la circunferencia goniométrica el sen y cos corresponden a los catetos de un triangulo rectangulo de
hipotenusa 1, por tanto, su suma no puede ser 1 salvo senx = 0 y cosx = 1y viceversa, por tanto,

x=0°+360°k ; x=90°+360°k

. - L, 2 2 2 2 .
También, multiplicando toda la expresién por g obtenemos gsenx + \/2——cosx = \/2—— sustituyendo,

cos 45°-sen x + sen 45° -cos x = \/2_5 de donde, sen(x+45°) = \/2_5

x+45°=45°+360°k , x=360°
x+45°=135°+360°k , x =90°+360°k

b) sen (2x)= 2 cos (x)

2 senx - cosx = 2 cosx ; Senx - COSX = COSX ; senxcosx—cosx=0
cosx:(senx—1)=0 ; «cosx=0 o senx—1=0

cosx=0 ; x=90°+180°k

senx—1=0 ; senx=1 ; x =90°+360°k

c) sen?(x) - cos?(x) - cos(2x) = 1

sen?(x) - cos?(x) - cos(2x) = - cos(2x) - cos(2x) =1 ; -2cos(2x)=1 ; cos(2x)=-%
2x=120° +360°k ; x =60°+180°k, de donde, x= 360°%k x=240°+ 360°k
2x = 240° + 360°k  ; x =120° + 180°k de donde, x=120°+360°k x=300°+ 360°k
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33. Resuelve los siguientes sistemas:

x + sen’y = 2}
x + cos’y =1
Restamos la 22 menos la primera cos?y —sen?y = —1 ; cos2y = —1
2y =180°+360°% ; y =90°+4+180°% ; y =90°+360°% ; y=270°+360°
y=90°; x+sen?90°=2; x+1=2; x=1
y=270°; x+sen?270°=2; x+1=2; x=1
(1, 90°+360°k) y (1, 270°+ 360°k) también (1, 90° + 180°k)

3
senx - cosy = -
4
b) 1
cosx -seny =
: 1,3
Sumando las ecuaciones, senx - cosy + cosx - seny = P
a a 3 1
restando la 12 menos 22, senx - coSy — coSx - seny = i

dedonde, sen(x+y)=1 ; x+y=90°
sen(x —y) =% ; x—y=230° sumando, 2x =120°;

x=60°+360°k ; y=30°+360°k

34. Resuelve los siguientes sistemas:

a)

senx — seny = 0}
X—y=m

x =y +m sustituyendo sen(y +m)—seny =0
senycost + cosysenm — seny = 0 seny(—1) + cosy-0—seny =0 ;
—2seny =0 ; seny=0; y=90°; y=270°
x=270°+360°k , y =90°+360°k ; x=90°+360°k , y=270°+ 360°k
senx - cosy = z
c) 2}

x+ty=7
X:E—y ; sen(E—x)-cosyzl COS_'}/'COS:)/':l
2 2 2 2
cosly == ; cosy=i\E y=45° ; y=135 ; y=225° ; y=315°
x=45°,y=45° ; x=315°,y=135° ; x = 225°,y = 225° ; x = 135° y = 315°
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35. Resuelve los siguientes sistemas:

) cos(x —y) = 0}
a cos(x+y)=0
{x—y=90° {x—y:270°
x+y=90° x+y=270°
{ - do, 2x = 180° = 90°
x+y=90° sumando, 4x = , x =
x—y =90° B . B .
{x +y =270° sumando, 2x = 360° , x =180
= 270° . B .
{x +y =270° sumando, 2x = 540° , x =270
= 270° . _ .
{x +y=90° sumando, 2x = 360° , x =180
1
sen(x —y) =3
b) |
cos(x—y) =
{x—y=30° {x—y:150°
x+y=60° x+y=120°
{ = 30° do. 25 — 90° _as
x+y—60° sumando, 2x = ., X =
{ 2 do, 2x = 150° , x = 75°
x+y—120° sumando, 2x = L X =
= 150° . B .
{x +y = 60° sumando, 2x = 210° , x =105
= 150° . B .
{x +y=120° sumando, 2x = 270° , x =135

36. ¢Qué ocurre cuando la altura cae FUERA del segmento AB? En otras
palabras, si tenemos la figura que ves a la derecha. Demuestra el teorema
del coseno en ese caso [Pista: los Unicos cambios aparecen al despejar AD b

que se suma en vez de restar].
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Trigonometria

Dibujemos un triangulo ABC y tracemos la altura correspondiente al vértice C.
Esta altura cae fuera del lado AB. Queremos calcular el lado a = BC. Por el

teorema de Pitagoras es a® =BC2=CD? +DB? . El problema es que no tenemos ni
CD ni DB. Lo que si tenemos es b = AC, ¢ = AB y el angulo a. Sabemos que
sen( = CD/AC = CD = ACsen(a). Sabemos también

cos\a)=——= AD=ALcos|\0.). Fero, por construccion = + sl lo
:g AD=AC P truccion AD = AB + BD y AB si |

tenemos. Luego es DB = AD — AB. Recapitulando y escribiendo en funcion de
a, b y c que son los datos originales:
CD= ACsen{a)=> CD=bsen(a)
DB =AD —AB = bcos(a)—c
Finalmente 22 - gc2 = cp2+ 082 = [bsen (a)P + [bcos (a)- ¢ P - Basta operar un poco:
al= [b sen (u}P + [b cos (u.)— c]a = b2sen ? (u]+ ¢? - 2bc cos (u}+ b2 cos 2 (u]
a? =b2sen 2(a)+ b% cos Z(a)+ c? - 2bc cos (a)=b? [se.n (@ )+ cos 2(u)]+ ¢ - 2bc cos (a)

Pero sen?a+cos?a=1 con lo que finalmente tenemos el resultado deseado.

37. Demuestra que el teorema del coseno también vale para angulos entre 90 y 180 grados. Para
ello, procede como sigue:

a) En la figura que tienes a tu izquierda considera el angulo a’. Se cumple que
cos(a') = —cos(a), ¢por qué?
\ b) Considera el triangulo rectangulo DBC'y pon a en funcién de CD y DB.
\__ N c) De la misma manera que antes, pon CD y DB en funcionde b, cy a'.
L SN . d) Sustituye en la expresion para « hasta llegar a una férmula para a en funcion de
\ N\ b, cy . Al sustituir el cos(a') = —cos(c) tienes el resultado.
Solucioén: a) El coseno de « es negativo.
\ s . b) a= CD? + DB
: \ - Ny ¢) DB = ¢ + bcos(a’); CD = bsen(e);
i d) a2 = b’sen?(a’) + (c + bcos(a))? = b%sen?(a’) + ¢? + b’cos?(a’) + 2chcos(a’)
= h? + ¢2+ 2cbcos(a’) = b? —¢? + 2cbcos(a)

38. Dibuja un triangulo con b = 5, c = 8 y el angulo entre ellos a = 402 (usa una regla y un
transportador). Calcula el otro lado con el teorema del coseno y comprueba que coincide con el
resultado medido. No te saldra exactamente por el redondeo y el error de medida, pero deberia ser
muy similar.

1. Escribo la ecuacion del teo-
rema del coseno.
b 2. Sustituyo con los datos del
d
problema.
a 3. Realizo la operacién con
ayuda de la calculadora
B C
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a? =b?+c?—2bc-cosa > a*= 52+82—-2-5-8c0s40° >
a? = 27.71644455 — a = V27.72 = 5.265
39. Un triangulo tiene de lados 3, 5 y 7. Calcula sus angulos.
a=7 b=3 c¢=5

TEOREMA DEL COSENO

a’?= b*+c>—-2b-c-cosa - a®*—b*>—c*=-2b-c-cosa —

a? —b?—c? 7% — 32 — 52
cose 2b-c  2-3-5 ”
a = arccos(0.5) = 60° - En el 22 cuadrante es 120° - A= 120°

TEOREMA DEL COSENO

b?=a?+c?—-2a-c-cosp » b?—a?—c?=-2a-c-cosp -
b? —a? — c? 32 - 72 - 52 13
== b = ——
cosp 2a-c 2-7-5 14

13
B = arccos (— E) = 158.21° - su opuesto es21.79° - B = 21.79°

TEOREMA DEL COSENO

c2=b* +a*—-2b-a-cosy » c?—b?>—a®=-2b-a-cosy -
c? —b? —a? 52 — 32 — 772 11
= - = —
cosy 2b-a 2-3-7 14

11
y = arccos (— E) = 141.79° - su opuesto es 38.21° - ¢ = 38.21°

Los opuestos se sacan restando a 180 el angulo que te dé el arccos.

40. En un tridangulo ABC, los lados AB y AC miden 3 y 2 cm respectivamente. El angulo 3
correspondiente al vértice B mide 30 grados.

a) Utiliza el teorema del coseno para calcular el otro lado. Obtendras dos soluciones. b) Las dos
soluciones se deben a que hay dos triangulos éserias capaz de dibujarlos?

B=30° b=2
< A=a=? a=?
a
C=y=7? c=3
C b A
a b c 2 3 3-sen30° 0.75
= = b = e = —— = . —_
sena senfS seny sen30° seny seny 2

y = Arcsen(0.75) = 48.59° ->su opuesto -90-48.59° = 41.41° =a
TEOREMA DEL COSENO:
a? =b?+c?—2bc-cosa > a?=22+3%2—-2-2-3-cos41.41° >
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a?=4-a=/4=2

41. {Qué ocurre cuando la altura cae FUERA del segmento AB? En otras palabras, si tenemos la figura
que ves a la derecha. Demuestra el teorema del seno en ese caso [Pista: hay que utilizar a’ en vez de
a y ver la relacion entre el seno de ambos angulos].

1. Sabemos las ecuaciones por definicion.
Despejamos ‘h’ en las dos ecuaciones.

3. lgualamos las ecuaciones que obtenemos
y operamos con ellas hasta obtener el re-
sultado final.

sen(a')=% ; sen(B')=§ — h=bsen(d’) ; h=asen(p’) =

a b
= -
sen(a’) sen(f3)

b sen(a’) =asen(p’) =

sen(a’) = sen(p’)

42. El ejercicio anterior ya demuestra que el teorema del seno vale para tridngulos obtusangulos ¢ por
qué? Demuestra el teorema para un triangulo rectangulo usando que sen90° = 1.
C

b
A B
c A=90°
b b c c a b c
senB==--a=—:; senC==-—-a=—:; sen90°=1 - = =
a senB a senC senA senB senC

43. Como antes, dibuja un tridangulo con b = 5, ¢ = 8 y el dngulo entre ellos a = 40°. Calcula con el
teorema del seno el dngulo opuesto al lado b y calcula, SIN UTILIZAR EL TEOREMA DEL COSENO el
otro angulo y el lado que falta. Comprueba que te sale lo mismo que si hubieras utilizado el teorema
del coseno para calcular a

3 c a _ b _ ¢ . a _ 5 _ 8
senA - senB - senc '’ sen40° - senB - senC
0 a 5 5 8
b 40 = ; = ; B+C=180°-40°=140°

sen40° senB senB senC

a-senB=5-064 ; 5-senC=8-senB ; B+C=140°

C=140°-B sustituimos

a-senB=5-064 ; 5-sen(140°—B) =8-senB
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5-sen(140° —B) =8-senB; 5 - (sen140°cosB — cos140%senB) = 8 - senB

5-(0,64 - cosB — (—0,77) -senB) = 8-senB ; 3,2cosB + 3,85senB = 8 - senB

senB = % . 32c0sB —4,15senB =0 3,2cosB — 4,15% =0

cosB = VI —sen?B = |1 — (%)2 c 32 01— (%)2 —4152 =0

10,24 — 10,24 (%)2 = 17,22 (%)2 . 10,24 = 27,46 (%)2 ; 2= \/% = 0,61

a=>2=525 : senB=-2=061 ;: B=arcsen0,61 = 37,59°
0,61 5,25

C=140°-37,59° = 102, 41°
Con el teorema del coseno:

a’? =b*+c?>—2bc-cosa » a®>=5%248%2—-2-5:-8-¢c0s40°=27,72 > a=+/27,72 =15,26

44. Un triangulo tiene dos angulos que valen 40 y 60 grados respectivamente. El lado entre ellos es de
8 cm. Calcula todos sus angulos y lados.

Si A=40° , B=60° C=180°-40°-60°=80° elladoc=8

a b [ b [ b 8 8-sen60°
= = ; = - = = - b=1704cm
senA senB senC senB senC sen60° sen80° sen80°
a c a 8 8-sen40°
= - = = - a=>5,22cm
senA senC sen40° sen80° sen80°

45. En un tridangulo ABC, los lados AB y AC miden 3 y 2 cm respectivamente. El angulo 8
correspondiente al vértice B mide 30 grados.

a) Utiliza el teorema del seno para calcular el otro angulo. Hay dos soluciones porque hay dos angulos
con el mismo seno. Calcula los dos.

b) Las dos soluciones se deben a que hay dos triangulos, éserias capaz de dibujarlos?

a _ b _ ¢

AB.c=3; AC.b=2 ; B=30° ;

senA senB senC

b _ ¢ 2 _ 3 L eenC= 3'“:3‘” — senC = 0,75¢cm — C = 48,59°; C = 131,41°

senB  senC sen30° senC
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46. Un globo esta en la vertical entre dos observadores separados por 40 m. El primero lo ve con un
angulo de 30 grados y el segundo con un dangulo de 50 grados, ¢a qué altura esta el globo?

tg30°=—— ; tg50°="

T 40-x T x
058=—— . 119="

40—x X
05840 —x)=h : 1,19x=h

232-058x=h ; 23,2-0,58x =1,19x

U 1 77x =232 ; x = 22 -131m

1,77

1,19x=h ; h=119-13,1 =156m

47. En un viaje de alumnos de 42 de E.S.O. a Londres, algunos de los viajeros hicieron practicas de
trigonometria. Al conocer que las torres de la Abadia de Westminster tienen 30 metros de altura,
decidieron aprovechar sus conocimientos para calcular la altura de la conocida torre Big Ben. Desde
un punto intermedio entre ambos edificios se divisa el punto mas alto de la Abadia con angulo de
609, y el Big Ben con un angulo de 45°. Si la distancia entre las bases de las torres de los dos edificios
es de 50 metros, écual fue el resultado de sus calculos?, éa qué distancia se encontraba de cada
edificio?

o BB . o — @
tg45° = e tg60° = "
BB 30
. 1=—— ; 1,73=2
Ab X = % ; x=17,34
o . 1=28 .1=—%2_ . BB=32,66
50—x 50-17,34

X 50 -x

El Big Ben mide 32,66 metros. Se encuentra a 17,34 m de la Abadia y 32,66 m del Big Ben.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

. V5 . - .
1. Sabiendo que cosa = 3 hallar las restantes razones trigonométricas del angulo

Para calcular el seno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
2
. V5 . 5 . 5 . 4 . 2 . 2
sm2a+(—) =1; sina+-=1; sinfa=1-> ;sina= |-->sina== ;sina = —=
3 9 9 9 3 3
Nos da dos resultados (del primer y cuarto cuadrante)

ili sina
Para calcular la tangente, utilizamos /cos a
2

_ 3 ) -2
tana = G tana—\/g

3
Volvemos a calcular para el cuarto cuadrante
2

2
= 3 . = —_——
tana G5 tana 7
3
V5 . 2 2 .
cosa=— ; sina == ; tana = — si a € I cuadrante
3 3 V5
V5 . 2 2 .
cosa=-— ; sina=—2 tana=—\/—§ si a € IV cuadrante

2. Calcula sin hacer uso de la calculadora las demas razones trigonométricas

a) Sabiendo que sina = 0, 2 es del segundo cuadrante
Para calcular el coseno, utilizamos sin® a + cos?a = 1

2v6
0,22+ cos?a=1 ;004+cos*?a=1; cosa=+0,96 ; cosa= -
Para calcular la tangente, utilizamos S/ ¢ 4
1

_02 . _5 __ 1

tana = /_ﬁ ; tana = 248 tana = G
° it
Para calcular la cosecante, csca = /sin a
1
csca=— ; csca=>5
0,2
_1

Para calcular la secante, sec a = /cos a

_1 . _ -5V6
seca = /_2\/g ; seca =

> 1
Para calcular la cotangente, cota = /40 4
cota=1/ 1 ; cota =—26
-7

cosa——zﬁ' sina—1 ; tana = — L

- 5’ s ’ G

5v6
csca=5 ; seca=—=>; cota = — 26
b) Sabiendo que cos a = —0, 3 es del tercer cuadrante

Para calcular el seno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
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| . _ _ 91
sina+(=03)2 =1 ; sin*a+009=1 ; sina=+091 ; sina= _%
Para calcular la tangente, utilizamos 1" @/o¢ o
_ Va1
tana= 11/ 5 ; tana=?
-= 1
Para calcular la cosecante, csca = /sin a
T _ _10V91
csca = G csca = /91
10

-1
Para calcular la secante, seca = /cos a
seca = 1/ . seca=——

- /=03 - RE

Para calcular la cotangente, cota = 1/tan a

taq = . ¢ _ 391
coa—/\/ﬁ ; cota ==~
3

cosa =-0,3 ;sina = —%; tana = \/91/3
csca="10V9l/ secq=-20. cotg =301
B E -3 T

c) Sabiendo que tan a = 2 es del primer cuadrante
Para calcular el coseno, utilizamos 1 + tan? a = seca

1 1
1+22=secta ; 5=sec’a ;V5=seca ;5= . cosa=-—=
cosa V5
Para calcular el seno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
2
. 5 1)__.2 1. a2
sin® a —) =1 ;sin“a+-=1 sina = |- ; sina=—
+(5) =1 smPari=1; Jtisna=2
_1
Para calcular la cosecante, csca = /Sirl a
_1 _ Y5
csca = /2 ; esca ="
NG
_1
Para calcular la secante, seca = /cos a
seca=1/1 . seca=+>5
NS
Para calcular la cotangente, cota = 1/ ; cota =-
gente, tana 2
cosa = L ; sina = 2 ; tana = 2
== == =
5 1
csca=— seca=+5 ; cota =-
. . 4
3. Sabiendo que sina = — 5 (tercer cuadrante) halla el coseno y la tangente

Para calcular el coseno, utilizamos sin? a + cos?a = 1
9

4\? 2 16 2
—=) +cos“a=1; —+cos“a=1; cosa= |—=
5 25 25

i sina
Para calcular la tangente, utilizamos /cos a
—4

= 4
tana = = ; tana = ;
5
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4. Sabiendo que tanx = % (primer cuadrante) calcula:

a) tan(180° — x) = —tan(x) = _é

b) sin(180° + x)
Para calcular el coseno, utilizamos 1 + tan? a = seca
1)? 2 10 2 10 V10 3V10
14+(=) =sec®x ; —==sec*x ; |— =secx; —==secx; CoSXx = —
3 9 9 3 10
Para calcular el seno, utilizamos sin? x + cos? x = 1
2
. 3V10 . 9 . . V10
51n2x+(—) =1 sinx+==1 sinx =+0,1 ; sinx = ~—
10 10 10
. . V10
sin(180° + x) = —sinx = Ty
c) cos(360° — x)
3v10
cos(360° — x) = cosx = o
5. Sabiendo que sina = 0,5 (a € II c) calcula las otras razones
Para calcular el coseno, utilizamos sin® a + cos?a = 1
V3
0,524+ cos’?a=1 025+cos’a=1 cosa =+/0,75 cosa =——
Para calcular la tangente, utilizamos SN/ ¢ 4
1
tana R: tana .
! 1
Para calcular la cosecante, csca = /sin a
1
csca = — csca =2
0,5
1
Para calcular la secante, seca = /cos a
seca=1 seca——ﬂ
= & = ;
: 1
Para calclular la cotangente, cota = /tan a
cota = R cota =—/3
3
V3 . V3
cosa=——; sina=05 ; tanaz—?
2V3
csca =2 ; seca = ——-; cota =—+/3
6. Resolver las ecuaciones trigonomeétricas:
a) 3sin?x + cos?x +cosx =0
3(1 — cos?x) + cos?x + cosx =0 ; 3 — 3cos?x + cos?x + cosx =0
3 — 2cos?x + cosx = 0 Ecuacion de segundo grado
- —-b+VbZ%-4ac
a=-2:b=1,¢c=3 Utilizando x = — e calculamos
3
cosx =—1;, cosx = > Hacemos el Arco coseno comprobamos en ambos resultados
3 .
cosx =—1 - x =180°+ 360°K ; COSX =2 = XNno existe
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b) tanx = V2 cos x

LA \/fcosx Usamos tan x = ———
COosXx COosXx
sinx = V2 (cos x)? sinx = v2(1 — sinx?) Usamos cos x? = 1 — sin x?
— NPy
sinx = V2 — /2 sin x2 ; Sinx — V2 +vV2sinx%2 =0 ; Ordenamos y usamos x = W
a=vV2;b=1;c=—-2
sinx = \/2—5; sinx = —v2 Hacemos el Arco seno comprobamos en ambos resultados
sinx = \/2—5 - x=45°4+360°K y x =135°+ 360°K
sinx = —V2 - x no existe

7. Demuestra las siguientes identidades

a)(tg x) - (cosx) = senx
senx

tgx) - (cosx) =——=-cosx = senx
(tg %) - (cos x) = S22
cos(2x)
b)cotg?x —1 =
) g 2 seznzx 2 2
cos(2x Cos”“ x—sen~x Cos~ Xx sen~x
22) _ = — = cotg?x — 1
sen?x sen? x sen?x  sen?x
c)sec’x =1+tg’x
sen?x  cos®x+sen’x
14+tg*x=1+—2= ——— =——=sec’x
cos“x cos“Xx cos“Xx
d) 1+cos (2x) = ———
) (2x) 1+tg2x
2 2 2
—=——=—7—=2cos?x = cos*x +cos*x = cos*x + 1 — sen’x =
1+tg=x seccx >
CcoS“ X
=1+ cos?x —sen?x = 1 + cos(2x).
e)cosec’ x = 1 + cotg*x
cos®?x  sen®x+cos®x
14+cotg?x=14+—-= = = —— = cosec® x
sen<x sen<x sen<x

8. Demuestra que son ciertas las siguientes igualdades:
a) sen a-sen (a — b) + cosa-cos (a — b) = cosb
sen (a-b) = sena-cosb —senb-cosa ; cos(a—b)=cosa-cosb —sena:senb
sen a-sen(a-b) + cosa-cos (a — b) = sena(sena-cosb — cosa-senb) + cosa(cosa:cosb + sena-senb) =
=sen?a- cos b —sena-senb-cosa + cos?a-cosb — cosa-sena-senb =
= sen?a-cos b + cos?a-cosb = cosb(sen?a + cos?a) = cosb-1 = cosb

2tgx
b)tg 2x = ———
1-tg2x
senx senx 2
2tgx 2 s _ Cosx _ 2sen x -cos“ x __ 2senx-cosx __ sen2x- _ tg 2x
1-tg 2x 1 sen?x cos? x-sen?x cosx-(cos?2 x—sen?x)  cos?x—sen?x COS2X 9
cos2 x cos2x
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9. Resuelve las siguientes ecuaciones
a)Jcos2a —3sena + 1 =0

cos2a —3sena + 1 = cos?a — sen’a — 3sena +cos’?a+sen?a =0
2 cos’a—3sena=0 -2(1— sen?a)— 3sena=0 - 2—2sen?a—3 sena= 0

3+y32-4(-2)2 _ 3+V25 _ 345
2(=2) T -4 -4

sena = 21 - a; = 30°+ 360°; a, = 150° + 360°k

1
sena = ; sena = — 2, sena = 3

b) sen x + cos x=0
senx+cosx=0 ; senx=-cosx x= 135°+ 360°k; x= 315°+ 360°k

10. Di si son ciertas o falsas las siguientes igualdades:

1+tgZx 2

a)————=tg°x
) 1+cot? x 9

1+tg?x sec?x _ os2x _ Sen’x 5

1+cot2 x csc2 x —
sen< x

sin 2x
1+ cos2x

b)

sin2x 2 sinx-cosx _ 2 sinx-cosx

=tgx

1+ cos2x 1+ cos2x —sen? x cos? x+sen2x+cos2 x—sen? x

2 sinx-cosx 2 sinx-cosx sinx
= = = tg X

cos? x+cos? x 2 cos?x cosx

11. Demuestra que son ciertas

2senx sen? x

a)—— =cosx —
tg2x cos x
2senx _ 2senx __ 2senx _ 2senx(cos?x-sen®x) _ cos?’x  sen’x sen? x

= = = = = coS X —
sen2x Zsze"xcos’g 25enx cos x cosx cosx cosx
coS2x COS“ x—sen<x

tg 2x

1-sen*x
b)——— =2 —cos®x
Cos“Xx

1-sen*x _ (1+sen®x)(1-sen?x) _ (1+sen?x)cos?x

=1+sen’x =1+ (1 —cos?x) =
cosZ x cos? x cos2 x

=1+4+1—cos?x =2 —cos’x

12.Comprueba que son ciertas las siguientes igualdades:

1

1+tg?(a) 1+tg?(a) _ sec’ (@) _ cos?(a) __ sen?(a)

— 2 — 2

a)Y—————=tg%(a) ; = = = =tg°(a

)1+cotgz(a) 9 (@) 1+cotg?(a)  cosc2(a) + cos2(a) g (@)

sen<(a)
2
cos“(a)

———=1-sen(a

)1+sen(a) ( )
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cos?(a) _ (1-sen’x) _ (1-sen(a))(1+sen(a)) _ .
1+sen(a)  1+sen(a) (1+sen(a)) =1 Sen(a)

13. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:  a) cosx: cos2x + cos’x =0
b) tgx —sen2x =0
a) cosx- cos2x + cos’x =0 ; cosx- (cos?x - sen?x) + cos’x =0 ; cos3x - cosx sen’x + cos’x =0 ;
cos3x — cosx(1- cos?x) + cos>x =0 ; cos3x — cosx + cos3x + cos?x =0
2cos3x —cosx + cos’>x =0 ; cosx(2cos’x +cosx—1)=0 ; cosx =0 ;2cos’x +cosx—1=0
cosx=0, x=90°+360°k ; x=270°4+360°k
2cos’x +cosx—1=0 : cosx=-1 ; cosx=%
cosx =—1, x=180°+ 360°k
COSX = % , Xx=60°+360°k ; o = 300° + 360°k

senx
e 2senxcosx = 0 ; senx — 2senxcos?x = 0 ; senx(1 — 2cos?x) = 0

b) tgx —sen2x=0;
senx=0, x=0°+360°k ; x=180°+ 360°k

1—2cos’x=0 ; cosx=i\/§=i\/2—E

cosx = \/Z—E x=45°+360°k ; x=315°+360°k
\/E o (o] o (o]
CoSX = —— x=135°+360°k ; x=225°+ 360°k

14. Demuestra que son ciertas las igualdades:

cosa
a) cos(ax — B) — senf - tga - cosa = secp

a) cos(a —B) —senf -tga - cosa = cosacosf + senasenfl — senf8 %cosa =

b) sen(270°—-a) + cosa =0

1 1 cosa
= cosacosf + senasenfS — senffisena = cosacosf = cosa —— = cosa =

cosf

secf secf

b) sen(270° — a) + cosa = sen(270°)cosa — cos(270°)sena + cosa =

= (—1)cosa — Osena + cosa = 0

15. Resuelve la ecuacidn trigonométrica cos2a + 1 = 4cosa (dando TODAS las soluciones posibles)
cos2a + 1 = 4cosa = cos?a — sen’a + 1 — 4cosa = 0 - cos?a — (1 — cos?a) + 1 — 4cosa = 0 >
2cos?a — 4cosa = 0 —» 2cosa(cosa —2) = 0 - cosaa — 2 = 0, no es posible

cosa =0, a=90°+360°k ; a=270°+360°k

|IES ATENEA Ciudad Real
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“ Trigonometria

16. Resuelve la ecuacidn trigonométrica si;l—xx + cos*x = 1 (dando TODAS las soluciones posibles)

2Senxcosx
+ cos?x =1 - ——x— + cos?’x = 1 - 2cos’x + cos’x =1 -

COosx

sen2x
tgx

3cos?x =1 — cosx = i\E
COSX = \E ; Xx=54,74°4+360°k ; x=305,26°+ 360°k

COSX = —\E ; Xx=125,26°+360°k ; x=234,74°+ 360°k

17. Resuelve la ecuacidn trigonométrica cos2x + cosx = 0,2 (dando TODAS las soluciones posibles)
cos2x + cosx = 0,2 - cos?x — sen’x + cosx = 0,2 - cos?x — (1 — cos?x) + cosx = 0,2 >
2cos’x +cosx —1,2=0 ; cosx=0,5639 ; cosx= -1,063 novalida

cosx = 0,5639 x =55,67°+360°k ; x=304,33°+360°k

18. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) sen?(x) —sen (x) =0

sen(x) - (sen(x) —1) =0

Soluciénl: sen (x) =0

Solucién2: sen (x) =1

arcsen 0 = 0° - 360°k

arcsen 1 =90° - 90° + 360°k

b) cos(x) + sen?(x) =1

cos(x) + 1 —cos?(x) =1

—cos?(x) + cos(x) = 0 - cos(x) - (—cos(x) +1 =0
Solucién 1:arc cos 0 = 90° - 90° 4+ 360°k

Solucién 2: arc cos 1 = 0° - 360°k

c) 3tg?(x) = sec?(x)

3 - sen” (x) 1 3 - (1 — cos?(x) 1
cos? (x) cos(x) . cosP(x)  cos(x)

3-(1—cos?(x)) = cos (x) > =3 - cos?(x) — cos(x) +3 =0

Solucién 1: Cos(x) = 1,17 No existe

Solucién 2: Cos(x) = —0,83 = arc cos(—0,83) =146° - 146° + 360°k

180° — 146° = 34° - 34° + 360°k

3tg?(x) = sec*(x) —

d) sen (2x) = 0,5
sen (2x) = sen 30° - 2x = 30° + 360°%k — x = 15° + 180°k
sen (2x) = sen 150° —» 2x = 150° + 360°k - x = 75° + 180°k
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19. Resuelve los siguientes sistemas:
a) x + sen’y = 2
x+cos’y=1

x+1—cos?(y)=2-cos?(y) =x—1

x+cosly=1 sustituimos lo anterior en esta ecuacion
x+x—-—1=1-2x=2-x=1
12ec:1+ 1 —cos?y =2 - —cos?y=0-y = —arccos0 = —90° > y =—-90° + 360°k
22ec: 1+ cos?y =1-cos?’y=0->y =arccos0=90°->y=90°+ 360°k
x+1-(1—-x)=2-x+1-1+x=2-2x=2->x=1

b) sen (x) - cos(y) =

IH-PIW

cos (x) - sen(y) = sumamos y restamos

4
sen (x) - cos(y) + cos (x) - sen(y) = % +z ; sen(x+y)=1; x+y=90°

sen (x) - cos(y) — cos(x)-sen(y)=%—i ; sen(x—y)=%; x—y=130°x—y=150°

Sumamosysi2x = 120° ,x = 60° vysi 2x = 240° ,x = 120° por tanto,
x=60°+360°k, y=30°+360°k ; x=120°+360°k, y=—-30°+360°k

c)cos(x)+cos(y) =1
cos(x+y)=1
x+ty=0-y=—x
cos (x) + cos (—x) =1 - cos (x) + cos(x) =1 - 2cos(x) =1 - cos(x) = 5
1
arc cosz = 60° - 60° 4+ 360°
cos 60°+cosy=1—-cosy=1-0,5-cosy=0,5-arccos 0,5=60°- 60°+ 360°K

20. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) sen (% + Zx) = %
sen (45° + 2x) = sen 60° - 45° + 2x = 60° — 2x = 15° + 360°%k —» x = 7,5° + 180°k
180° — 60° = 120° — sen (45° + 2x) = sen 120° - 45° + 2x = 120° - 2x = 75° + 360°k — x

= 37,5° + 180°%

b) sen (3x) — sen (30°) =0
sen 3x = sen 30° » 3x = 30° 4+ 360°%k - x = 10° + 120°k
180° — 30° = 150° - 3x = 150° 4+ 360°%k —» x = 50° + 120°k

c)sen (2x) = 2 - cos (x)

2 -sen(x) - cos(x) = 2 - cos(x) = sen(x) - cos(x) — cos(x) =0 - cos(x) - (sen(x) —1) =0
Solucién 1: cos(x) = 0 — arc cos 0 = 90° - 90° + 360°k

Solucion 2: sen (x) = 1 - arc sen 1 = 90° - 90° + 360°k

21. Simplifica las siguientes expresiones:
a) (sen(x) + cos(x))Z + (sen(x) — cos(x))2
(sen?(x) + 2 - sen (x) - cos(x) + cos?(x)) + (sen?(x) — 2 - sen(x) - cos(x) + cos?(x)) =
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=2-sen?(x) + 2 - cos?(x) = 2 - (sen?(x) + cos?(x)) =2-1=2

sen (2a)-cos(a)
sen(a)-(1+cos2a)
2-sen(a)-cos(a)-cos(a) 2-cos?(a) _ 2-cos?(a) __ 2-cos’(a) _
sen(a)-(1+cos?(a)—sen?(a)) - 1+cos?(a)-sen?(a) " 1+cos2(a)-1+cos*(a)  2-cos*(a)

sen3(x)+sen(x)-cos*(x)

sen(x)
sen3(x)+sen(x)-(1-sen?(x)) _ sen3(x)+sen(x)—sen®(x) _ sen(x) _
sen(x) - sen(x) - sen(x) o
_ tg (@)
)
tg(2a)—-tg(a)
sen (a) sen(a) sen(a)
cos(a) _ cos(a) _ cos(a) _
sen2(a) sen(a) ~  2-sen(a)cos(a) sen(a) ~ 2-sen(a)-cos(a)-sen(a)-(sen’(a)-cos(a))
cos2(a) cos(a) cos?(a)-sen?(a) cos(a) cos?(a)-sen?(a)
sen(a)-cos?(a)—sen?(a) _ cos(a)-sen(a)
2-sen(a)-cos(a)—sen(a)-sen?(a)-cos(a)-cos(a)  2-sen*(a)-cos*(a)

sen (x—y)—sen(x+y)

cos(x+y)—cos(x—y)
(sen(x)-cos(y)—cos(x)-sen(y))—(sen(x)~cos(y)+cos(x)-sen(y)) __ —2:(cos(x)-sen(y)) __ cos(x)

(cos(x)-cos(y)—sen(x)-sen(y))—(cos(x)-cos(y)+sen(x)-sen(y)) - —2-(sen(x)-sen(y)) - sen(x) = cotg (x)

22. Una antena de radio esta sujeta al suelo con dos cables, que forman con la antena angulos de 36°
y 48°. Los puntos de sujecion de los cables estan alineados con el pie de la antena y distan entre si 98
metros. Calcula la altura de la antena.

48° | 36°
X
h
420 541
- 98 -
48 + 36 = 84
sin(84 sin(42 98 - sin(42
(84) = ( );x = # = 65,94; h = 65,94 - sin(54) = 53,3 m
98 X sin(84)
La altura mide 53,3 m
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23. Calcula los lados y los angulos del tridngulo ABC, rectangulo en A, del que conocemos el cateto AC
= 15cm. y la altura relativa a la hipotenusa AD = 12cm.

. C
c L

12

En el triangulo CAD: senC = % =08 ; C=53,13° comoD =90° ;angulo CAD = 36,87°
senCAD =22 | sen3687°=2; 06=2 ; €D=06-15=9
15 15 15
En el triangulo ABC: rectanguloen A, como C =53,13° , B =36,87°

En el triangulo DAB: rectangulo en D,
12

tgB = —= , tg36,87° =— ; 0,75 =—= ; -2 _16
DB DB DB 0,75
senB = ~= , sen36,87° = 2 ;0 0,6 = = ;. AB = 12 _ 920
AB AB AB 0,6

CB=CD+DB=9+16 =25
Hipotenusa: 25, catetos: 15 y 20, dngulos: € =53,13° y B = 36,87°

24. Calcular el area de un heptagono regular, inscrito en una circunferencia, de 35cm de perimetro.
Calcular el radio de la circunferencia inscrita.

. 35 360°
Segmentamos el heptdgono en 7 partes: - = 5cm — = 51025’
. y L. . . 5 51025 0457
Partimos el triangulo isésceles obtenido en dos rectangulos: 5= 2,5cm, = 25%42
0omr X _ 25 2,5 . . .
cos25Y37' == == > R=—"2"—=2,78cm es el radio de la circunferencia.
R R cos 259 42

900 = 25%47" + § - § = 90° — 25%°42' = 64°58’

Determinamos la apotema: sen 25°37’ =% = % - ap = 2,78 -sen25%°37' =1,2cm
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: 35:1,2
pap _, 2>

area = = 21 cm?

25. En un tramo de carretera la inclinacion es del 5% (sube 5m cada 100m). Calcular el dngulo que
forma con la horizontal la carretera. Sabemos que hemos subido 100m. ¢Cuanto hemos andado por la
carretera?

C
X
A
c B

Si hemos subido 100 metros en vertical, hemos hecho 2000 metros en horizontal, ¢ =2000
100

tgA = 7000 = 0,05 > A =tg~10,05 = 2,86°
El angulo con la horizontal de la carretera es de 2,86°.
cosA =22 & x = 220 — 2002,49m
x c0s2,86°

Hemos andado 2.002,49 metros.

26. Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42 grados. ébajo qué angulo se
ve colocandose al doble de la distancia?

tan42° =09 = —
t C—h—1 h_1 0,9 = 0,45
M T2 x 27T
AN o C =tan~10,45 = 24°13’

27. En un tridangulo conocemos dos de sus angulos y un lado: A= 55°, B=98°, a = 7,5cm. Resuélvelo.

B a C
» A =55 B=98°, a="75cm
¢ A+ B+ C=180°-55°+98%°+ C = 180°
b
c=27°
7.5 < in55°. ¢ = 7,5 - sin27° 7.5-SIn27" _ 4 457
— - . — . - =
sin55°  sin27° o €= /ool ¢ sin 55° ’ cm
75 D b sin55°=7,5-5in98° —» b= 2098 _ g 066
— - . = . —_ = —-—=
sin55°  sin98° st Sl sin 55° ’ cm
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28. En un tridngulo conocemos dos lados y el angulo comprendido entre ellos A =35% b=20cm, ¢ =
14 cm. Resuélvelo.

A=35° c=14cm b=20cm

a’?=b%*+4c?>—2bc-cosd -

a’? =20%+142—-2-20-14-cos35 = 137,27 -

a® =./137,27 , a=11,726 cm

202 = 142 + 11,7162 — 2 - 14 - 11,716 - cos B
g 20142117160
COSB =T 1411716
B = cos~1(—0,20339) = 101, 7°

C = 180°—35°—-101,7°=43,3°

Método alternativo: podemos usar el teorema del seno para calcular C porque seguro que es agudo (ya
gue no es el opuesto al lado mas largo):
14 11,716 14 - sin 35 )
sinC = sin 35 ; sinC = W = 0,6854; C = Slll_1 0,6854 = 43,30
B = 180° — 35°—43,3°=101,7°

29.- Halla los angulos de un triangulo del que se conocen los tres lados: a=37 cm, b=42 cm y ¢c=68 cm

c

a2=b?+c2-2bccosa=>372=422+682—-2-42-68 - cosa =>
1369 =1764 + 4624 — 5712 - cosa => 5712 - cosa = 5019 => cosa = % =>cosa = 0,878

arccos(0,878) => a =28° 31’
UL LB senf = (42 - sen 28°31") /37 =0,54 ; arcoseno (0,54) => B =32°41’

sen 28° 31/ senf

32°41'+28°31'=61°12"=>180°- 61° 12’ =>y = 118° 48’

Para hacer este ejercicio, he tenido que hacer el teorema del coseno para averiguar el seno de alfa, y asi
conseguir el valor de alfa. Después, he utilizado el teorema de los senos para averiguar el valor de beta.
Por ultimo, solo he tenido que restarle a 180° la suma de los dos angulos anteriores para averiguar el
valor de gamma
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30.- Dos barcos parten de un puerto con rumbos distintos que forman un angulo de 127°. El primero
sale a las 10 h de la maiiana con una velocidad de 17 nudos, y el segundo sale a las 11 h 30 min, con
una velocidad de 26 nudos. Si el alcance de sus equipos de radio es dde 150km, ¢{podran ponerse en
contacto a las 3 de la tarde? (nudo = milla/hora; milla = 1850m)

Barco A: 17 nudos - 5 horas = 85 millas => 85 millas - 1850 metros => ¢ = 157.250 metros
Barco C: 26 nudos - 3,5 horas = 91 millas => 91 millas: 1850 metros => a =168.350 metros

b2=a?+c?2-2-a-c-cosy=>b?=157.250% + 168.350% -2 - 157.250 - 168.350 - cos 127° =>

b=+v157.2502 + 168.3502 — 2 - 157.250 - 168.350 - cos 127°=> b =291.432,7
291.432,7m > 150km No podran ponerse en contacto

C

31.- Dos amigos estan en una playa a 150m de distancia y en el mismo plano vertical que una cometa
que se encuentra volando entre ambos. En un momento dado, uno la ve con un angulo de elevacién
de 50° y el otro con un dngulo de 38°. {Qué distancia hay desde cada uno de ellos a la cometa?

tg50° = E ; tg38° = —h
X 150 — x
h = xtg50° ; h = (150 —x)tg38°
xtg50° = (150 — x)tg38°
B x-1,19 = (150 — x) - 0,78
196x =117 ; x=597

x 597 59,7
== b= =92,88m
b b c0s50°
150-x 90,3 90,3
cos38° = == a= -
a a cos38

cos50° =

=114,6m

32.- Un globo aerostatico se encuentra sujeto al suelo, mediante dos cables de acero, en dos puntos
que distan 70 metros. El cable mas corto mide 90 metros y el angulo que forma el otro cable con el
suelo es de 42°. Calcula:
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a) La medida del otro cable:
En el tridngulo DBC:  90% = x2 + h®

En el tridngulo ABC:  tg42° = ‘ ; h=1tg42°(70 + x) = 63+ 0,9x

70+x

90% = x2 + h* ; 90% = x2 + (63 + 0,9x)2 = x% + 3969 + 113,4x + 0,81x>
8100 = x%2 + 3969 + 113,4x + 0,81x% 1,81x% +113,4x —4131 =0 ; x = 25,8 metros

h=63+09x ; h=63+09-258 = 66,22 metros

En el tridngulo ABC: sen42° = %; 0,67 = 6% D a= % = 98,84 metros

El otro cable mide 98,84 metros
b) La distancia del globo al suelo

la distancia del globo al suelo, altura, es de 66,22 metros

33.- Desde un faro se ve un barco A con un angulo de 43° con la costa, y el barco B con 21°. El barco B
esta a 3 km de la costa, y el A a 5 km. Calcula la distancia entre los barcos

5
sen43°
3
sen21°

En el tridngulo EAC : sen43° == ; = 7,33

En el tridangulo CBD : sen21° == ; b =

= 8,37

Wlw {lu

43°+21°+ C =180° ; C = 116°
En el triangulo ECD: x2 =a?+b*—2-a-b-cosC ;x®>=7,33%+8372-2-7,33-837-cos116°
x2=17758 ; x=13,33 Ladistancia entre los barcos es de 13,33 km.

De forma semejante se haria segun la propuesta de los apuntes

34. Una finca tiene forma triangular. Dos de sus lados miden 140m y 200m vy el angulo
comprendido entre ambos es de 35° . Calcula el perimetro y la superficie de la finca.
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b
a=140m b=200m y = 35° .c?

c? =a?+b?—2ab - cosy
c? = 140% + 2002 — 2(140)(200)(cosy)
c? = 19600 + 40000 — 56000 - cosy
¢ =V59600 — 56000 - cos35°

c=117,16m
i P?
Prrisnguio = @ + b + ¢ P =140 + 200 + 117.16 P =457.16m
i A?
Férmula de Herén 4drea = (/s (s—a)-(s—b)-(s—c) , siendos = atbte _ 257,16 253,58

2 2

area = /253,58 - (253,58 — 140) - (253,58 — 200) - (253,58 — 117,16) = 8030 m?

35 calcula el area y el perimetro de un pentagono regular inscrito en una circunferencia de radio 3
cm.

Para realizar este ejercicio tenemos que:
1) Dibujar el pentdgono inscrito en la circunferencia

2) Dividir el pentagono en 5 triangulos tal y como se muestra, pues si realizamos esto, al conocer el
radio de la circunferencia podemos conocer el valor de dos de los lados de los triangulos

3) Calcular el valor del dangulo interior del tridngulo teniendo en cuenta que se trata de un tridngulo
isdsceles podemos saber el valor de los otros dos dngulos.
4) Para conocer el angulo interior de un pentdgono se realiza la siguiente operacién:

360° . . , 360°
angulos Interiores =

angulos interiores =

- — = 72°
numero de triangulos
Para calcular los angulos que no son interiores, como se trata de un tridngulo isdsceles podemos
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realizar la siguiente operacion

. . 180—(angulo interi . . 180—(72
angulos exteriores = (anguzo nterior) angulos exteriores = 180-072) _ g5go
Para calcular el perimetro necesitamos calcular b y multiplicarlo por 5
b c c-sen 3-sen72°
= p = 5B b=————- 3,52cm
senf seny seny sen54°
P = lateral - n%de lados P=352"-5 P =17,6cm
Para calcular el drea calculamos la altura del tridangulo
(h es la apotema del pentagono)
b
3,52
b = > c=3cm
;a? (a=h)
c?2 =b%+h? h? = ¢? — b? h? =32 - 1,762 h=,/59 h=242cm
_ perimetro-apotema _176-242 2
Apentégono - 2 A= —2 = 21,29cm

36. Calcula la altura del edificio:
Para calcular la altura del edificio:
1) Se divide el problema en dos triangulos
2) Se calculalen el primer tridngulo
3) Como [ esigual en los dos tridngulos, una vez calculada a partir del primer tridangulo, aplicamos

la definicion de tg en el segundo, y calculamos la altura
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250 m

30

l=250-cos30° l= 216m

Calculamos 8

f = 180 — (90 + 40) B = 50°
__cateto opuesto _ I _ U _ 216 _
tg = cateto contiguo tgh = c c= tgp c= £g50 c = 181,24m

El edificio mide 181,24m

37. Dos personas A y B distan entre si 200 m y ven un globo que esta situado entre ambas. La primera
persona lo ve con un angulo de 30° y la segunda con un angulo de 60°.

¢ =200m B =30° a = 60°
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a) éA qué distancia esta B del globo?
y=180—-(90) vy =90°

__csena a= 200'sen60°

a=173,2m

seny sen90°

b) éA qué altura esta el globo?

B = 30° a =90° a=173,2m
. b?
b = a-sen30° b= 173,2 - sen30° b = 86,6m

c) Una persona que esté situada dentro del globo ¢Con qué dangulove a Ay B?
¢Con qué angulo ve a la persona B?

Calculamos y en el triangulo del apartado b

y =180°— (a + b) y = 180° — (90° + 30°) y = 60°

¢Con que angulo ve a la persona A?

Para saber el dngulo con el que la persona A es vista, tenemos que restarle al angulo total menos el
angulo con el que es vista b

x=90°-60° x=30°
La persona A, es vista con un angulo de 30°
La persona B, es vista con un angulo de 60°

38. Calcula la altura de la torre grande a partir del siguiente dibujo.
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“ Trigonometria

Alturatotal = x + y

B @ C
Us
C
1%
c=x b =15m y = 30° B =90°
ic?
c=b-seny ¢ =15-sen30° c=175m
x=7.5m
ca?
a=b>b- cosy a= 15-cos30° a= 13m
c=y y = 50° a =90° b =13m
Calculamos 8
B =180°—(a +vy) B = 180° — (90° + 50°) B = 40°
ra = cateto opuesto
4= cateto contiguo
b b 13
tgp = - c=13 €= 15,49m y =15,49m

Calculamos la altura total
Atotat =X +y A =175+ 15,49 A =22,99m
El edificio mide aproximadamente 23m de altura

39. Deseamos medir la altura de un edificio. Si lo observamos desde un punto A lo vemos con un
angulo de 50°. Ahora bien, si lo contemplamos desde 20m mas lejos el angulo es de 40°. {Cual es la
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Trigonometria

altura del edificio? ¢ A qué distancia esta el punto B de dicho edificio?

Tan50°=g - x-tan50°=H
Tan40°=$ - tan40°(x +20) =H - x-tan40°+ 16,78 = H
Para resolver el siguiente sistema de ecuaciones, lo resolveremos por el método de igualacién:

x - tan40° 4+ 16,78 = x - tan50° 0,3526x = 16,78 x =47,59m
tan50° = % H =56,72m

Solucién: la distancia con el punto B es de 47,59m v la altura es de 56,72m

40. Calcula todos los angulos de un triangulo de lados 4,5 y 6. ¢ Hay mas de una soluciéon? Si hay mas
de una, calcilalas todas, si hay una sola, explica por qué.

2 24 .2 a?-b?—c?
a® = b* + c“ — 2bccosA Cosq = ————
524262
CoSq = —————= 0,5625 - a = arccos0,5625 = 55,77°
a b 5 4 4.-sen55,77°
= ; = ; senff = ——— = 0,66 - = arcsen0,66 = 41,41°
sena senb sen55,77° senfs
a c 5 6 sen55,77°-6
= = senc =———— ; ¢ =82,81°
sena senc sens55,77° senc 5

41. Justifica que hay EXACTAMENTE DOS triangulos con lados a = 4, b = 5 y angulo a (el opuesto al
lado a) igual a 45°.

Utilizamos el teorema del seno para obtener 3
¢ b L =3 senf = 0,8838 B, = arcsen0,8838 = 62,11°

sena senf sena senf

v, = 180 — (62,11 + 45) = 72,89°
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Trigonometria

Para obtener el valor de c volvemos a hacer el teorema del seno:

4 c
sen45°  sen72,89° = ¢ = 5406cm

Este es un tridngulo , pero a partir del mismo senfi = 0,8838, podemos obtener otro tridangulo a partir
del 22 cuadrante:
B, = 180°—72,89° = 117,89° y, = 180° — (117,89° + 45°) = 17,11°
4 c
c =1,664cm

sen45°  senl 7,11°

42. Resuelve los siguientes triangulos:
a) a=45° b =50m, a =40m

b) B =30° a=5cm, b=3cm

c) a=45° y =602, b=20m

d) a=45°,b=10m, c=6m

e)a=5cm, b=4cm, c=4cm

a) a=45° b =50m, a =40m

b= 50m
a = 40m

A

@

Primeramente averiguamos el seno de B mediante el teorema del seno:
¢ = b 0= 30 genp =550 = 088 > B = arcsen0,88 = 62,11°
sena senb sen45° senf3 40
Al tener el valor de B y el valor de a podremos averiguar el valor de y:
y = 180° — (62,11° + 45°) = 72,89°
Para averiguar el lado c del triangulo, aplicamos el teorema del coseno:
c? = a? + b? — 2abcosy c? =40%24+502—-2-40-50-¢c0572,89° ¢ =54,06cm

b) B =30° a=5cm, b=3cm

a=5cm
b=3cm

Primeramente averiguamos el seno de @ mediante el teorema del seno:

a b 5 3
= = sena = 56,44°
sena senB sena sen30

Al tener el valor de B y el valor de a podremos averiguar el valor de y:
y=180°-(56,44°+30°)= 93,56°
Para averiguar el lado c del triangulo, aplicamos el teorema del coseno:
c? = a? + b? — 2abcosy c?=5%2432-2.5.3.¢0593,56° ¢ =,/35,86 =6cm
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Trigonometria

c)a=45°%y=60°%b=20m

b=20m

L= 45°

c

El primer paso es restar 180° a los angulos a = 45°, y = 60°
B = 180° — (45° + 60°) = 75°
El siguiente paso es averiguar a mediante el teorema del seno
a _ b a 20 __ sen45°-20
sena senf sen4s5®  sen7s° " sen7s°
Para averiguar c realizamos el teorema del coseno
c? =a?+b? —2abcosy c?=14,64> + 202 —2-14,64-20-cos60° ¢ =17,93m

= 14,64m

d) a=45°, b =10m, c = 6m
b c 10 6

= = senf3 = 1,178
senfs seny senf3 sen45° ’B ’
No existe el triangulo ya que el seno es mayor que 1
e)a=5cm, b =4cm, c=4cm
c
b=4cm a=4cm
A B
& ®
c=5cm

En este caso, el triangulo resultante es un tridngulo isdsceles, por lo que:
2,5
cosq = —= = 0,625 a =51,32°
Ahora calculamos el seno del angulo

2,5
senfl = e [ = 38,68°

Hemos de multiplicar este resultado por 2 ya que solo es la mitad del angulo
B =36,68°-2=7736°
Para averiguar el angulo restante restamos los dos dngulos obtenidos a 180°
y = 180° — (51,32° + 77,36°) = 51,32°

43. Comenzamos en una ciudad A y observamos un cartel. La ciudad B esta a 50 Km y la ciudad C a 40
Km. Medimos el angulo que forman las dos carreteras y resulta ser de 602. ¢A qué distancia esta B de
C? Desde la ciudad B ¢Con qué angulo se ven las otras dos ciudades? [En otras palabras: si
consideramos el triangulo ABC, ¢cudnto vale el angulo que corresponde al vértice B?]
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Trigonometria

L 4
A c=50km

Para hallar la distancia que hay entre las ciudades B y C debemos realizar el teorema del coseno:
a?=b%>+c?>—2-b-c-cosa a*=40%+502—-2-40-50-cos60° a = 45,82km
Para hallar el dngulo que corresponde al vértice B utilizamos el teorema del coseno:
a b 45,82 40

= e d =
sena senfS sen60° senf
senf = 0,756 - B = arcsen(0,756) = 49,11°
Solucidn: la distancia entre las ciudades B y C es de 45,82km, y el angulo correspondiente al vértice B es
49,11°
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Trigonometria

AUTOEVALUACION

1. Calcula las siguientes razones trigonométricas sin hacer uso de la calculadora.
a) Sen (-750°)
b) Tg(570°)
c) Cos (20m/3)

a) Sen (-750°) = -sen (750°) = -sen (30°) =-1/2

Solucién: -1/2

PASOS:

12 Simplificar el angulo negativo usando la simetria par/impar de las funciones trigonométricas.

22 Hallar el dngulo en el intervalo [0°, 360°].

32Utilizar la tabla de valores trigonométricos.
b) Tg(570°) = tg (210°) =/3/3

Solucién: V3/3

PASOS:

12 Hallar el angulo en el intervalo [0°, 360°].

22 Utilizar la tabla de valores trigonométricos.
c) Cos (20m/3)=-1/2

Solucién: -1/2

PASOS:

12 Calcular el valor trigonométrico.

2. A partir de las razones trigonométricas de la suma calcula las siguientes razones trigonométricas:
a) Sen (105°)
b) Cos (75°)

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA:

12 Sen(a+b) = sen(a) - cos(b) + cos(a) - sen(b)
T2e Cos(a+b) = cos(a) - cos(b) - sen(a) - sen(b)

39 Tg(a+b) = tg(a) + tg(b) / 1-tg(a) - tg(b)

~ a) Sen (105°) = Sen (45°+60°) = Sen (45°)-Cos (60°) + Cos (45°)- Sen (60°) =v2/2 - 1/2 +/2/2 - \/3/2
=V6+V2 /4
Solucién: V6+V2 /4
b) Cos (75°) = Cos (30°+45°) =Cos (30°) - Cos (45°) — Sen (30°) - Sen (45°) =v/3/2 - V2/2-1/2 -\/2/2
=V6-V2 /4
Solucién: V6+V2 /4

3. Sea un triangulo del que conocemos los siguientes datos a= 10cm, b= 20cm, A= 30°. Calcula los
demas datos del triangulo. Calcula el area del triangulo.

12 Bachillerato. Capitulo 4: Trigonometria. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Trigonometria

TEOREMA DEL SENO:
a/senA=b/senB=c/senC

10/sen30°=20/senB; senB=20-sen30°/10=1 —— B=arcosen (1) =90°
{A+B+C=180°
30°+90°+C=180°; C=180°-30°-90°=60°

] TEOREMA DEL COSENO:
c2=a?2+b?-2-a-bcosC

¢?=10*+20°-2-10-20-cos 60° = 17,32cm
AREA DEL TRIANGULO:

| BASE - ALTURA /2

"10-17,32 /2 =86,6 cm?

SOLUCIONES:
B=90°

C=60°
c=17,32cm
Area = 86,6 cm?

4. Un buitre vuela a 120 m de altura y formando un angulo con la horizontal respecto de nosotros de
60°. En la misma direccion, pero formando un angulo de 30° vuela una perdiz a 100m de altura. Si
el buitre quiere comerse a la perdiz, pero sélo lo consigue si la distancia entre ambos es menor de
150m. ¢ Puede el buitre cazar a la perdiz? ¢{A qué distancia estan?

buitre

erdiz

a=120m a’=100m

sen a = cateto opuesto / hipotenusa; sen 60° =120/ c; c =120/ sen 60° = 138, 56m
sen a = cateto opuesto / hipotenusa; sen 30° =100/ c’; ¢" = 100 / sen 30° = 200m
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Trigonometria

a?+b?=c% 2+c?=x
x=4/(138,56)2 + (200)2 =243m

Solucidn: no puede cazar a la perdiz porque estan a 243m.

5. Calcula sin utilizar la calculadora el resto de las razones trigonométricas (seno, coseno) de a, sa-
biendo que tg(a) =1/2 y a € 3% cuadrante.

Utilizamos la férmula: tg?a + 1 = sec?a

(1/2)>+1=1/cos’a; 1/4 + 1 = 1/cos?a ; 5/4 = 1/cos’a ; cos a = +,/4/5
Cos o = -\/4/5 = -24/5 /5 (porque el coseno en el 3¢ cuadrante es negativo)

Utilizamos la férmula: (sen a)? + (cos a)? = 1
(sena)?+(-/4/5)?=1;(sena)®?=1-(-/4/5)%;(sena)>=1-4/5; (sena)?=1/5=%,/1/5
Sena=-,1/5 =- V5/5 (porque el seno en el 3°" cuadrante es negativo).

6. Resuelve las siguientes ecuaciones:
X

a)6- cosZE+ cosx=1

Aplicando la féormula del angulo mitad

2
6-(’”?”) +cosx=1 ; 3-(14cosx)+cosx=1 ; 4cosx= —2

-2 -1
= — > = —
COS X 4 COS X )

Como el coseno es negativo el angulo puede estar en el 22 cuadrante o en el 32
Cos60° = 0,5

29 cuadrante: 180° — 60°; x = 120° + 360°k

32 cuadrante: 180° 4+ 60°; x = 240° 4+ 360°k

b) senx + cosx = V2
1. Elevo toda la ecuacién al cuadrado para quitar la raiz

(senx + cosx )? = (\/E)Z

2. La raiz se va con el exponente

(senx + cosx)? = 2
3. Aplico la formula del cuadrado de una suma que es “cuadrado del primero mas el cuadrado del
segundo mas el doble del primero por el segundo”.

sen?x + cos?x + 2 - senx - cosx = 2

4. Sabemos que sen?x + cos?x =1 por lo cual:

1+ 2senx -cosx =2
5. Sabemos que sen (2a)= 2sena-cosa

2senx-cosx =1 sen2x =1

2x=90° + 360°k ->x=45°+ 180°k
SOLUCION
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x=45° + 360°k x = 225°+ 360°K

7. Resuelve los siguientes sistemas
a) EC1: senx + seny =1
EC2: x+y=1I
1. Despejo x en la EC2: x=1II -y
2. sustituyo x en la EC1:
sen(r —y) +seny =1 Senm - cosy — CoST - seny + seny = 1
3. sabemosque: senm=0 vyque cosm=—1
sustituyendo 0 — (—1) - seny + seny =1
2seny=1 seny = %
y=30°+ 360°% = %+ 2nk ;  y=150°+360°% = 5?” + 2nk
x=7t—(%+2nk)= %—an ; x=n—(5?n+2nk) %—Zﬂk

SOLUCIONES: Six= %ﬂ — 2mk y= % + 2wk ; six= % — 2wk Y= %ﬂ + 2wk

V3+1

2
3-1

EC2 senx — seny = >

b) EC1 senx + seny =

Hacemos X=sen(x) Y=sen (y)

X-Y = — sumamos las 2 ecuaciones :

2X =43, X= ? sustituyendo o restando las ecuaciones Y = %

X=sen(x ) =§ ; Y=sen(y) = %

x = 602+ 360% — x = 1202+ 360%
y =302+ 360% — y = 1502+ 360°%

c) EC1: x+y=§

EC2: senx + seny =

NS

Despejando x en la primera ecuacién : x = g — vy sustituyendo en la segunda
sen (g - y) + sen(y) = g ; sen (g) - cos(y) — cos (E) -sen(y) + sen(y) = \/z_g
V6

cos(y) + sen(y) = -

SABIENDO QUE sen?y + cos?y = 1y entonces cosy = /1 — sen2y
NG

J1—sen?y + seny = -

V6
1—sen?y = <7 — seny)

2
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3
1—sen?y = sen?y —V6-seny + =

2
1
2sen?y = V6 - seny — 5
1
2a2—\/8~a—5=0
V6 £v2
a= —7

al = V6+2

= y1=75° + 360°k
105° + 360°

a2 = = y2= 15°+ 360°%

165° + 360°k

8. Demuestra las siguientes igualdades
a) cos(x+y+2z)= cosx:-cosy-COSZ— COSX:Seny-Ssenz — senx - Cosy - Senz — Senx - seny -
cos z
Tomando cos(x +y + z)
cos((x +y)+2z) = cos(x+y)-cosz—sen(x+y) senz =
= (cosx - cosy — senx - seny) - cos z — (senx - cosy + cosx - seny - senz) =
= COSX ‘- COSY * COSZ — Senx - seny - cosz — (Senx - cosy - senz + cos x - seny - senz) =
= COSX ‘- COSY * COSZ — SeNnX - Seny - COSZ — Senx - C0Sy - COS Z — COS X - Seny - senz

sen?(2a) _
b) (1-cos2a)(cosa) 4-cosa
sen?(2a) (2sena - cosa)? 4sen’a - cos?a
_ = > = > = 4 cos(a)
(1 —cos?a)(cosa) sen?a - cosa sen?a - cosa

VERDADERO

9. Calcula el perimetro de un pentagono regular inscrito en un circunferencia de 30cm de radio.
calcula su area.

30— 720 2 = 360
5 2

|NI~

sen36° = 20
PARA CALCULAR EL LATERAL/LADO
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?
30 - sen36° = 5
2-30-sen36°=+¢
¢ =3527cm

PARA CALCULAR EL AREA DEL PENTAGONO
ap = cos36°-30 = 24,27cm
PARA CALCULAR EL PERIMETRO
p = 35,27 -5=176,35cm
PARA CALCULAR EL AREA
p-ap 176,35 24,27
2 2

A= = 2.140cm? = 21,40m?

10. En las sefiales de trafico indican la pendiente de la carretera la informacion que nos dan es el
porcentaje de subida en funcién del avance del coche. Calcula el angulo para una pendiente del 15
por ciento.

a =? c=100 a=15 ;. sena = %’0 = 0,15 a=8,63°
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Funciones

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Realiza una tabla de valores y representa la funcién identidad.

f(x)=x y [-1 |0 |1
x |-1 |0 |1

. . 1
2. Calcula las imagenes de los nimeros: —3; 0; 1; —; V2;

f(x)=—2" + BB — &
f(-3)=—(-3)*+2-(-3)-3=-18
f(0)=0*+2-0 -3 = -3
f(1)=—(1)?+2-1-3=-2
f(vV2) = —(V2) +2- V2 =3 =—5+2V2 = 2,17
()= +2-3-3- 225
f(10)=—(10)2 + 2 - 10 — 3 = —83

N|w

; 10 por la funcién

3. Copia en tu cuaderno las siguientes graficas de funciones e indica si el indice es par o impar en las
representaciones de las siguientes funciones raiz:

iNDIcE | [NDICE
FUNCION Par | lmpar | FUNCION e

1impar 2 par 3 par 4 impar

4. Realiza en tu cuaderno una tabla de valores y la grafica para un caso similar, suponiendo que el
numero de bacterias se duplica cada hora
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Funciones

Le damos valores entre 0y 5
“,n . “u..n ’ .
x” es el niumero de horas que pasan y “y” es el nimero de bacterias que hay.
la ecuacion seria: y = f(x) = 2*
Esta es la representacién grafica:

i
X Yy -
0|1 "
1|2 i
2 |4 :
3 |8 ;
4 |16
5 |32 ;
P

5. Vuelve a realizar el ejercicio anterior pero ahora suponiendo que el nimero de bacterias queda
dividido por 2 cada hora
Le damos valores entre 0y 5
Uy n . “w. n ’ .
X" es el nUmero de horas que pasany “y” es el nUmero de bacterias que hay.

., , 1\*
la ecuacion seria: y = f(x) = (5)

Esta es la representacion gréfica:

x |y
0|1
1 (05
2 0,25
3 |0,125 i
4 |0,0625
5 |0,03125 —
0 1 2 3 4 5
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Funciones

o . .n

Observamos que, en el primer caso, los valores de “y” aumentan mucho mas deprisa vy
enseguida se salen del papel. Mientras que los valores de “x” aumentan de 1 en 1 los valores
de y se van multiplicando por 2. Esto se llama crecimiento exponencial. En el segundo caso,

como en lugar de multiplicar se trata de dividir, tenemos un decrecimiento exponencial.

6. En tu cuaderno, representa conjuntamente las graficas de y = f(x) = x2. (funcién potencial) y
f(x) = 2*. (funcién exponencial), con valores de “x” entre 0 y 5. Observa la diferencia cuantitativa
entre el crecimiento potencial y el crecimiento exponencial.

Hacemos las 2 tablas de valores.

Le damos valores entre 0y 5 Hacemos la representacién conjunta:
y=f(x)=2" y=fx) =x

X Y X |y

0 |1 0 |0

1 2 1 1

2 |4 2 |4

3 8 3 19

4 |16 4 |16

5 32 5 125

7. Utilizando la calculadora, haz en tu cuaderno una tabla de valores y representa las funciones f(x) =
X

e*yg(x)=e™™.
f(x)=e* 2>y=¢e*

Sustituimos x por algunos valores, para asi obtenery.

X -2 -1 0 1 2 3

y 0,135 0,367 1 2,718 7,389 20,085

fx)=e™*>y=e7*
Sustituimos al igual que antes en esta ecuacion:
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Funciones

X -2 -1 0 1 2 3
y 7.389 2,718 1 0,367 0,135 0,049

Representamos en la grafica los valores obtenidos:
VA

\

8. Una persona ha ingresado una cantidad de 5 000 euros a interés del 2% en un banco, de modo que
cada aino se capital de multiplica 1,02.

a. Escribe en tu cuaderno una tabla de valores con el dinero que tendra esta persona al cabo
del,2,3,,4,5y10anos.

b. Indica la férmula de la funcidn que expresa el capital en funcion del nimero de anos.

c. Representa en tu cuaderno graficamente dicha funcion. Piensa bien que unidades deberas
utilizar en los ejes.
Hallar la ecuacion. Dice que se cantidad ingresada es de 5 000 euros y que cada afio se le multiplica 1,02
de intereses, por lo que la ecuacion seria la siguiente:
f(x) =5000-1,02* - C=5000-1,02*
‘x" siendo los afios que pasan e ‘y’ siendo la cantidad de dinero resultante obtenida cada afio.
a) Se hace una tabla de valores:

x (afios) 1 2 3 4 5 10

y (capital) | 5100 5202 5306,04 |5412,160 | 5520,404 | 6 094,972

f(1) = 5000-1,02* = 5 000-1,02 = 5100
f(2) = 5000-1,022 = 5 000-1,0404 = 5202
f(3) =5 000-1,023 = 5306,04

f(4) = 5000-1,02% = 5412,160

f(5) = 5000-1,02° =5520,404

f(10) = 5 000-1,021° = 6 094,972
c) en el eje de abscisas se representardn los afios y en el eje de coordenadas el capital.
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9. Un determinado antibiético hace que la cantidad de ciertas bacterias se multiplique por 1/3 cada
hora. Si la cantidad a las 9 de la mafiana es de 10 millones de bacterias:

a) Haz una tabla calculando el nimero de bacterias que hay cada hora, desde las 3 de la
mafana a las 12 de mediodia (observa que tienes que calcular también “hacia atras”).

b) Representa graficamente estos datos.

Hallar la ecuacion. Si la cantidad de bacterias es de 10 000 000 y se multiplica por g cada hora la

ecuacioén seria la siguiente: f(x)=10 000 000-(%)". Pero, dice que es a las nueve cuando se tiene ese
numero de bacterias por lo que se tendrian que restar el nimero de la hora a 9 para saber las bacterias:
f(x) = 10 000 ooo-(%)‘?-x

Siendo ‘X’ el niumero de la hora en el que queremos saber las bacterias existentes y siendo ‘y’ el nimero
de bacterias que hay.

x (horas) 3 4 5 6 7

y (bacterias) 13.717,4 41.152,2 123.456,7 370.370, 3 1.111.111,1
x (horas) 8 9 10 11 12

y (bacterias) 3.333.333,3 10.000.000 30.000.000 90.000.000 270.000.000

f(3) = 10 000 000-(3 293 = 10 000 000- (—)6 13.717,4

f(4) = 10 000 000-(3 2)9=4 = 10 000 000 G )5 = 41.152,2

f(5) = 10 000 000-(; 2)9=5 = 10 000 000- G )% = 123.456,7

f(6) = 10 000 000-(3 2)9-6 = 10 000 000- (—)3 370.370,3

f(7) = 10 000 000-(; 2)9=7 = 10 000 000 G 2 =1.111.111,1

f(8) = 10 000 000-(; 2)9=8 = 10 000 000- G 1)t =3.333.333,3

f(10) = 10 000 000-(3 2)9-10 = 10 000 000- (—) 1 =10 000 000-3 = 30 000 000
f(11) = 10 000 000- (3 2)°=11 = 10 000 000- (—) 2 =90.000.000

f(12) = 10 000 000-(3 2)°-12 = 10 000 000- G 1y=3 = 270.000.000
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)

10. Representa en tu cuaderno, mediante tablas de valores, las graficas de las siguientes funciones :

a) f(x) = logz(x)

; ,. X logs x
/ 01 | -2,09
if 05 | -0,63
1 0,7 | -0,32
{ 1 0
| 3 1
5 1,46
b) f(x) = log 1/3(x) 5 .
i X logi/3 x
; 0,1 2,09
: 0,5 0,63
0,7 0,32
"N~ T NS O 1 1 0
3 -1
: 5 -1,46
9 -2
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) f(x) = logs(x)

X logs x

’ 0,1 -1,43
; /r/;wf—— 05 | 043
o . 0,7 -0,22

: 3 0,68
; 5 1
10 1,43
X 1/3 2/3 1 3/2 3 4
y =logszx -1 -0.37 0 -0.37 1 1.26
y =10gy/3x 1 0.37 0 0.37 -1 -1.26
y =logysx -2.71 0 3.42

11. Identifica las férmulas de las siguientes funciones a partir de sus graficas, sabiendo que son
funciones logaritmicas.

a)y =logpx

Cogemos un punto de la grafica (4,1)

log,4=1, bl =4 b=4 y=log,x
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b)y = log, x

Cogemos un punto de la grafica (6,2) y los sustituimos en
logy6=2 b =6 (B)/2=()Y2 b=672 y=logsx
c)y=log,x

Cogemos un punto de la grafica (4, -1),

logy 4 = —1 ()t =4 b=4"1 b=- y=1og;,s %

d)y = log, x
Cogemos un punto de la grafica (5,-4)
logs5=-4 b*=5 (b /a=@E)"V* b=5" 4 y=log_u,x
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=l

12. Utiliza la funcidn seno (y = sin(x)) para investigar cdmo influye una transformacion del tipo f(x)+k
en la funcion f(x) con respecto a:

» La grafica de la funcidn: ................ Se traslada hacia arriba o hacia abajo
» El periodo de la funcion: ................ No cambia
» Elsigno de la constante k: ............. k>0 hacia arriba, k<O hacia abajo

Q

13. Utiliza la funcidn seno (y = sin(x)) para investigar cémo influye una transformacion del tipo f(x+k)
en la funcion f(x) con respecto a:

» La grafica de la funcidn: ................ Se traslada a izquierda o derecha
» El periodo de la funcion: ................ No cambia
» Elsigno de la constante k: ............. k > 0 hacia izquierda, k < 0 hacia derecha
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14. Utiliza la funcidén seno (y = sin(x)) para investigar como influye una transformacion del tipo k-f(x)
en la funcion f(x) con respecto a:

» La grafica de la funcion: ................ Aumenta o disminuye la amplitud de la grafica
» El periodo de la funcion: ................ No cambia
» Elsigno de la constante k: ............. Para k < 0 se obtiene la simétrica respecto eje X

3 sen(r)

15. Utiliza la funcion seno (y = sin(x)) para investigar como influye una transformacion del tipo f(kx)
en la funcion f(x) con respecto a:

» La grafica de la funcion: ................ Cambia el periodo y la frecuencia
» El periodo de la funcion: ................ Valor absoluto de k > 1 periodo m/k, si es < 1, knt
» Elsigno de la constante k: ............. Si k < 0 se obtiene la simétrica
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Funciones

x=-3.14 5 x=w

16. Abre un nuevo archivo de GeoGebra, representa la funcion tangente: f(x)= tan(x), estudia su
comportamiento respecto a transformaciones de la forma f(x)+k, f(x+k), k-f(x) y f(k-x) y busca alguna
diferencia con la funcion cos(x) respecto a estas transformaciones.

o f(x)+k
1 T 1
I o I
] 1
] ]
] ]
] ]
] a 1
] ]
] 1
1 1 x=17/2
] 1
:tag(x)-o-z 2P 0. 2) :
B tag(x) i
I 1
] 1
] 1
-Tr -y 2 (O, O) T4z T
1 1
1 1
1 1
x=-xr2 ! -2 !
1 1
1 1
1 (0, -3) 1
1 1
1 -4 1
1 1
1 1
1 tag(x)-3 1
] 1
1 -5 1
1 1
» La grafica de la funcion: ................ Se desplaza hacia arriba o hacia abajo
» El periodo de la funcion: ................ No cambia
» Elsigno de la constante k: ............ . k>0 hacia arriba, k<O hacia abajo
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o f(x+k)
I b ] I I
] ] ] 1
] ] ] L}
i . 1 I
1 1 1 1
] ] ] ]
] ] ] L}
] r " 1
] 1 n 1
1 i Thoic: 1
! L {tag(x) 1 1
] ] n 1
] ] n L}
I I n 7o) 1
—Zn w2 1 (0, O)yriiz v a7 2 Zrr S

] [} n L}
] ] n L}
i 4 n tag(x-3)
] ] n 1
] ] n L} e
; it ] " P
. i J<prizez .
] ] ] 1 L}
] ] * I 1
] ] ] L} L}
] ] ] I L}
i I s I 1
] | ] 1 1
i I i I} x=-Tr/2+3 [
I I I 1 ]
1 1 1 I 1
I O :

» La grafica de la funcion: ................ Se desplaza hacia izquierda o derecha
» El periodo de la funcién: ................ No cambia
» Elsigno de la constante k: ............. k>0 hacia izquierda, k<0 hacia derecha

o kf(x)
1 |
] ]
1 ]
1 |
] [ |
1 |
1 |
] |
1 |
] ]
I I x=vw2
] |
{ ] |
] |
1 |
] I
3 i
—TT - 't‘ f.:" La
{ ] |
] I
x=-1# 1
1 |
1 i
1 ]
1 |
] ]
] 1
1 |
] |
1 |
] |
1 |
1 I
» La gréfica de la funcion: ................ Aumenta o disminuye la amplitud de la grafica
» El periodo de la funcion: ................ No cambia
» Elsigno de la constante k: ............ . Para k < 0 se obtiene la simétrica respecto eje X
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0 kf(x)
| [ :
1 1 I
1 1 1
S L
J\ l
1 tag(x) I
Y 4 |[
. - L P = N ™
1 1 i
ER o I
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 i
» La grafica de la funcion: ................ Cambia el periodo y la frecuencia
» El periodo de la funcion: ................ Valor absoluto de k > 1 periodo 1t/2k, si es < 1, krt/2
» Elsigno de la constante k: ............. Si k < 0 se obtiene la simétrica

17. Esboza, sin utilizar GeoGebra, las graficas de las funciones f(x)= -sen(x+1), g(x)= 2cos(3x) y
h(x)=sen(3x+2), calculando el periodo de cada una de ellas. Comprueba con GeoGebra los resultados
y justificalos.

PERIODOS:

f(x)= -sen(x+1) 2m
g(x)=2cos(3x) 2m/3
h(x)= sen (3x+2) 2r/3

18. Calcula el limite:

(x3—4x2+3x) o XD e x(x-3)  1(1-3) -2
T x5l (e-D(x+1) | xo1 (x+1) 141 2

lim =-1

x-1 x2-1

19. Calcula el limite:

lim (M) = lim ( (Vo+x-3)(Vo+x+3) ) _ l'm( (V6+x)2 =32 ) o 3( 6+x—9 ) _
X—>

x-3\ x2-9 ) 7 x53 \(xe-3)(x+3)(Ve+x+3) ) T x-3 \(x-3)(x+3)(V6+x+3)) n (x-3)(x+3)(V6+x+3)

_ i x-3 _ i ( 1 )_( 1 )_(L 1
- x‘i‘% (x-3)(x+3)(V6+x+3) ) xliré (x+3)(Ve+x+3)) ~ \(3+3)(V6+3+3))  \66/ 36
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20. Representa las siguientes funciones a trozos. Se indican los puntos que tienes que calcular.

x2—-1 si x < —4
a) fx) ={-B+B BB -B<B< Puntos: -6, -4,-1/2,-0,2, 0, 1, 3/2, 4
Pl PRI <P
_ 2 _ _
y=Xx 1 y=-x+2 y=5
X y
X X
Y 0|5
4115 -4
1 5
-6 | 35 2,5
3/2| 5
-0,2 | 2,2
4 |5
0 2
@ ) =x-1, (x<—a) !}
O e =2 (4<xd)
| @ hx=5 (0sx
\
iy
1 si x< -3
X
b) f(x)= e —B<B< Puntos: -5, -3, -1/2, -0’2, 0, 2,9/4, 4
NEA Y 2<x
y= i y=x y=+x
X y x v
X
Y 3|3 2 [ 1,81
3 -
-1/2 | -1/2
0,3 9/4 | 1,5
-0’2 |-0,2
== 4 |2
0,2 0 0
2 2
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Funciones

W=t mea [
86 =x [(-3sx<2)

W) = VX, (2<%

+/8 @ o

E

21. Utiliza Geogebra para representar las siguientes funciones:

x+6 six€(—ow,—1) 2x+1 six<-1
fo=] -x+4 sixe[-1,2] gx)=1le* si—1<x<0
x> —7x+12 six € (2,) x+1 six>0

XxX+6 Ssix€(—oo,—1)
flx) = —x+4 six€[-1,2]
x2—=7x+12 six € (2,»)
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2x+1 six< -1
gx)=4e* si—1<x<0
x+1 six>0

22. Los datos de la tabla indican en la primera fila, los precios, en euros, por saco de naranjas, en la
segunda fila, las cantidades de demandas de naranjas por semanas y en la tercera fila las cantidades
ofrecidas.

1Paso: Realizar una tabla con los datos que nos da el ejercicio.

Precio por saco(euros) 8 6 4 2
Cantidad demanda (miles de sacos por semana) 50 100 | 200 | 400
Cantidad ofrecida (miles de sacos por semana) 300 | 250 | 200 |100

2Paso: Dibujamos o hacemos una grafica con los datos de esta tabla.

3Paso: Representamos en el eje vertical los precios, y en el eje horizontal las cantidades demandadas y
ofrecidas.

4Paso: Unimos con un trazo continuo ambas curvas tanto la cantidad de demanda y de cantidad de
ofrecida.

S5Paso: Es que debemos saber que la curva de cantidad demandada es un ejemplo de funcién de
demanday la curva de cantidad ofrecida es una funcién de oferta.

6Paso: Lo que hacemos es realizar una grafica y ponemos en el eje vertical llamado eje x los precio por
saco de naranjas, y en eje horizontal o también llamado eje y ponemos la cantidad demandada vy
cantidad ofrecida.

7Paso: Es poner los datos del eje x de menor a mayor e igual con el ejey.

8Paso: Ponemos los puntos segun los datos de la tabla y a esos puntos le ponemos una letra y una vez
qgue tengas los puntos los unes y obtienes la primera curva y lo mismo con la segunda en este caso de
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cantidad ofrecida ponemos los puntos como antes en la gréfica los dibujas, luego los unimos vy
obtenemos la segunda curva.

Euros

O R, N WA UL N 0 VO

50 100 150 200 250 300 350 400
Sacos de naranjas

=@=(ferta ==@==Demanda

9Paso: Observamos que la funcion de demanda es una funciéon decreciente, pues al aumentar los
precios el consumidor demanda menor cantidad del producto en este caso las naranjas.

10Paso: La funcién de ofrecida excede la cantidad demandada, y al haber depésitos de mercancia no
vendida la competencia entre vendedores hara que le precio baje hasta un punto de equilibrio.

Pregunta b) Determina de forma aproximada en la grafica anterior el punto de equilibrio de ambas
graficas.

El punto de interseccidon se encuentra en (200,4), la oferta de 200 sacos y el precio de 4 euros

23. Los datos de la tabla indican en la primera fila, los precios, en euros, del alquiler de un piso de
70m?, en la segunda fila, la cantidad de personas que desean al alquilar un piso, y en la tercera fila
los pisos vacios en una determinada ciudad.

1Paso: Realizar una tabla con los datos que nos da el ejercicio.

Precio de un piso(euros) 1500 1000 | 500
Cantidad demandada (personas que desean alquilar) 10 100 500
Cantidad ofrecida (pisos libres) 600 200 50

2Paso: Dibujamos o hacemos una grafica con los datos de esta tabla.

3Paso: Representamos en el eje vertical los precios, y en el eje horizontal las cantidades demandadas y
ofrecidas.

4Paso: Unimos con un trazo continuo ambas curvas tanto la cantidad de demanda y de cantidad de
ofrecida.

S5Paso: Es que debemos saber que la curva de cantidad demandada es un ejemplo de funcién de
demanday la curva de cantidad ofrecida es una funcién de oferta.

6Paso: Lo que hacemos es realizar una grafica y ponemos en el eje vertical lamado eje x los precios de
los pisos, y en eje horizontal o también llamado eje y ponemos la cantidad demandada y cantidad
ofrecida.
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7Paso: Es poner los datos del eje x de menor a mayor e igual con el ejey.

8Paso: Ponemos los puntos segun los datos de la tabla y a esos puntos le ponemos una letra y una vez
que tengamos los puntos los unimos y obtenemos la primera curva y lo mismo con la segunda en este
caso de cantidad que desean alquilar los pisos, y la cantidad ofrecida por ultimo ponemos los puntos
como antes en la grafica los dibujas, luego los unimos y obtenemos la segunda curva.

Pregunta a) Dibuja una grafica de las curvas de oferta y demanda:

1600
1400
1200
1000
800
600
400
200
0

Euros

50 100 150 200 250 300 350 400

Pisos libres y Personas dispuestas a pagar un alquiler

=@==(ferta ==@==Demanda

Pregunta b)Determina de forma aproximada el punto de equilibrio:

La interseccién entre oferta y demanda es el punto (175, 900), donde la oferta es de 900 euros de
alquiler para los 175 pisos, y hay 175 personas con un presupuesto de 900 euros para pagar un alquiler

24. Realizar las operaciones indicadas con las siguientes funciones:

p(x)=-5x+3 ; qx) =2x*—x+7; r(x)=—-x*+6
s@W=3C-x ; fO="m ; g®W=" ; h@W=% ;
J®=52 5 k@=et ;i@ =2 ;o om@=()
n(x) = e ; a(x) =L(x-2) ; b(x) = Logo (x;—l)

c@W=L(13) d@)=Log® -1

a) (p+aq)(x)
(=5x + 3 + 2x2-x + 7) = (2x? - 6x + 10) = 2x> - 6x% + 10x

b) (q+r)(x)
QRx?-x+ 7+ (-x3+6))=(—x3+ 2x?-x + 13)

c) (q+r+s)(x)
Rx?-x+7)+ (-x34+6) +(3x%-x)=(-x> + 5x%- 2x + 13)
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d) (s-a)(x)
3x2-x-(2x%-x +7)=3x%-x-2x> + x-7=(x*-7)

e) (q-r)(x)
2x?-x +7-(-x3+6) =2x2-x+ 7+ x3-6 =(x3 + 2x2-x + 1)

f) (r-p) (x)
(—x3+6-RQ2x2-x+7) =—x3-2x2+x-1=

g) (f+p) (x)

2x—4 | —5x+3 2x— 4+(=5x%+3x—15x+9) —5x%~10x+5
( x+3 + 1 ) - ( ) = ( )
x+3 x+3
h) (j-f) (x)

(—xz _ 2x—4) - (—xz-(x+3)—(2x—4)'(x2—4)) _

x2-4  x+3/) (x%2-4)-(x+3) -
—x3-3x2—(2x3-8x—4x2+16) _ —x3-3x2-2x3+8x+4x2-16 _ —-3x3+x2+8x-16

(x2—4)-(x+3) - (x2-4)-(x+3) T (x2-4)(x+3)

i) (g+k)
(_73 + e*™%)
i) (m-a)

(& -ee-2)

K) (b+d) (x)
Logio (XT_l) + B (B° — 1) = Logso (XT_I ' 31_ 1) = Logio (W)

) (r+m) (x)
(—x3 +6+ (g)x>

m) (p-q) (x)
(=5x+3)-(2x2—x+7) =(—10x3 +5x2 — 7x + 6x%> — 3x + 21) =

= (—10x3 + 11x%2 — 10x + 21)

n) (q-r) (x)
QRx?2—x+7)(—x3+6) = (2x> + x* — 7x3 + 12x% + 42)
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0) (q-r:s) (x)

2x?2—x+7)  (—x3+6): (3x% — x)

—2x5+12x%4x%—6x-7x% _ —2xS+x*-7x3+12x%—6x _ —2x*+x3-7x%+12x—6
3x2-x x(3x—-1) 3x—1
p) (p:q)(x)
( —5x+43 )
2x2%2-x—7

q) (f-p)(x)

(2x—4  (=5x + 3)) _ (—10x2+20x+6x—12) _ (—10x2+26x—12)

x+3 x+3 xX+3

) (i-f) (x)

(—xz 2x—4)_( —2x3+4x2 )
x2-4 x+3 x3+3x2—-4x—12

s) (g:k) (x)

Fe)=(==)

t) (a-b) (x)

(L(x —2)-logqo (x ; 3))

u) (p o q) (x)

q compuesto de p = (p ° q) (x) = p(q(x)) = p (2x%2 — x + 7 ) > donde ponga x en p ponemos
ax) =2x?—x+7

Peoa® =p@ax)=p2x*—x+7)=-52x*—-x+7)+3 =

= —10x% +5x — 35+ 3 = —10x2 + 5x — 32

v) (a ° b) (x)
b compuesto de a = (a o b) (x) = a(b(x)) = a (log (xT_l)) — donde ponga x en a ponemos

x—1

b(x)=log (T)
(a o b)(x) = a(b(x)) = a(log (xz;l)) ) ((logx S 1) - 2)

w)(ros)
s compuesto de r — (ros) (x) = r(s(x)) = r( 3x? — x ) —» donde ponga x en r ponemos
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“ Funciones

s(x) = 3x% — x

(ros)(x)=r(s(x)) =r(3x?>—x)=(—(3x%2—-x)3+6)

calculamos aparte (3x? —x)3 = (3x%2 —x) - (3x%2 —x) - (3x? —x) =

= (9x* —6x3 +x2) - (3x% —x) = 27x% — 18x> + 3x* — 9x° + 6x* — x3 =

= 27x% — 27x° + 9x* — x3

(ros)(x)=r(s(x)) =r(3x?>—x)=(—Bx? —x)3+6) = (—(27x°% — 27x° + 9x* — x3) + 6) =
=—27x5+27x> - 9x* +x3+6

x) (fop)(x)
(fop)(x) = f(p(x)) = f(—5x +3) = (2(‘5X+3)—4) _ (—10x+2)

(—5x+3)+3 —5x+6
y) (iof)(x)

S _(ﬂ)z _(2x—4)22 _(2x—4)22
. . . - X xX+3 X+3
(]O,f)(x) = ](f(x)) :.] (x+3) = <(2x_:)32_4> = ((Zx(—4)2)_4> = ((2X—4)(2—4-2x+3)2> =

x+3 (x+3)2 (x+3)2

_ ( (2x—4)? ) _ ( 4x2-16x+16 )
(2x—4)2—4-(x+3)2 4x2-16x+16—4-(x%2+6x+9)

z) (gok)(x)

(9ol () = g(k(®) = gle*™) = =

25. Calcula en tu cuaderno las inversas que existan de las funciones del ejercicio anterior:
3-x
p() =-5x+3->y=-5x+3->x=-5y+3->y="+

- q(x) =2x*—x+7->y=2x*—x+7 > No existe funcién inversa porque cualquier elemento
tiene dos imagenes y una funcidn puede tener a lo sumo una imagen

) =-x2+6->y=-x3+6-ox=-y+6-oy=Y-x+6

-s(x) = 3x? — x » y = 3x% — x >No existe por el mismo motivo que en el apartado g(x)

2x—4 2x—4
flx) = S y= Sy (x+3)=2x—4->x 3y=2x—4-
fo) =—3 s Y (x+3) Y+ 3y - -
-3y— x+
xy —2x=-3y—4->x(y—2) =—3y—4—>x=%—>y= —
_ -3 _ -3 _ -3 -
- g(x) —7")’—7—’96—7—’}’—7
x+1 x+1 x+1 .
~h(x) = —- -y =7 = x =7 >Noexiste
, —x?2 —x2 . R
j(x) = 5= = ¥y = =, »No existe funcion inversa
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“ Funciones

k(x)=e¥toy=e*osx=e"*>Ine¥*) =Inkx) - (y —4) In(e) = In(x) -
y—4)-1=In(x)>y—4=In(x) > y=In(x) + 4

1

1 1 = 1 1
-l(x)=2x—>y=2x—>x=2y—>x=log2;—>x=

log, x

-y =

log, y

2\* 2\* 2\Y
m(x)=1(z) »y=I(z) »x=(z) »x=lo -y =logzx
@=() ~y=0() ~x=0) g2y >y = log:
X X Y v y
‘n(x) =ex1->y=ex1->x=ey1l-ln (e‘y—1> =In(x) » yTlln(e) =In(x) -

In(x)

, ~ _ o o _ Ine_
o=@ > -Dh@)=y->yhx—lnx=y - ylnx -y =lnx >y ="

alx) =Iln(x—2)»y=In(x—2)»x=ILn(y—2)-»e*=y—-2-y=e*+2

b(x)=log(xT_1)—>y=log(xT_1)—>x=log(yT_1)—>10x=yT_1—>3-10x=y—1—>
y=3-10+1

x2-1 x2-1 y2—1 . e
cx)=1L s>y=1L ->x=1L —No existe funcién inversa
2x+4 2x+4 2y+4

dix) =log(x®*—1) »>y=logx3—1)>x=log(y>—1) > 10*=y3 -1
y3=10"+1->y=310*+1

FUNCION INVERSA FUNCION INVERSA
a) p(x) y = [Ch) b) q(x) No existe
5
c) r(x) Y—x +6 d) s(x) No existe
e) f(x — (3x+4) f) g(x _ (=3
) £(x) y = G ) g(x) y=C
g)h(x) No existe h)j(x) No existe
i) k(x) y =In(x) + 4 i) 1(x) y=—
log, x
k) m(x) y = logz x ) n(x) — G
3 In(x)-1
m) a(x) y=2+e* n) b(x) y=1+3-10*
0) c(x) No existe p) d(x) y = V14 10*%
26. Calcula la funcidn inversa de:
f(x)=—-2x+4
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Funciones

flx)==2x+4

Para realizar la inversa de esta funcién, llamamos y a f(x)
y=-2x+4,

. . —y+4
Despejamos x en funcion dey: x = yT

. . —-x+4 1
Y finalmente, cambiamos xey: y=——=—;x+ 2

27. Realiza el proceso anterior para la funcion arco tangente: y = arctgx & x =tg(y),y €

23

Para poder dibujar la funcién x = tg(y), primero hay que dibujar la funciéon y = tg(x).

Sabiendo que tg(x) = sen®) se representa la funcidon y = tg(x):

cos(x)’

-3

Una vez representada la funcién anterior, sabemos que y = arctgx, es lo mismo que x = tg(y), por lo
que para obtener esta funcion hay que realizar la funcién inversa de y = tg(x), a través del eje de
simetria y = x. De este modo, se obtiene:
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Funciones

Finalmente se obtiene que y = arctg(x) se representa de la siguiente forma:

28. Calcula el dominio de las siguientes funciones:
a) f(x) =

>x2-3=0>x2=3>x=1+V3
9Domf(x)=IR—{—\/§. \/§}

S;Z_Jr;éf(x) =% <> Dom f(x) ={R—x € R/h(x) = 0}

b)f(0) = [ f(0) = Vg(@) > Dom f(x) = {x € R /g(x) = 0}

+3 , , .
-> % > 0 = Raices numerador: x = —3 / Raices denominador: x = 3

En x=0 > gzoeqso

gaiEsE T EEEez
]
I 0 |
=B 3
- » o—»
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“ Funciones

> Dom f(x)= (=00, —3] U (3, )

IFC) = |22 f() = Vg(x) > Dom f(x) = {x € R /g(x) = 0}
93;_” > 0 = Raicesnumerador:3x +2=0->x = —E/Ral'ces denominador:x = 3
Enx=0 > 30+2>09——<O
s sEsas BESE T ESsux
ESEER! I
-2/3 3
< @ o—»>
> Dom f(x) = (—oo, —%] U (3,0)
d) f(x) = =99 5 pom f(x) = {R—x € R /h(x) = 0}

T h()
9x2—4=09x2=49x=i\/19x=i2
2> Dom f(x) =R—-{-2, 2}

e) f(x) = f(x) = iﬁi > Dom f(x) ={R — x € R /h(x) = 0}

2x—-1=0>x=1
2> Dom f(x) = R— {1}

) = 5= f(x) = Yg@) > Dom f(x) = {x € R /g(x) = 0}

-> % > 0 = Raices numerador: x = —2 /Raices denominador:x = 3

En x=0 = E>09 >0

> Dom f(x) = [-2,3)
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“ Funciones

800 = 52> f(x) = 95 > Dom f(x) = (R - x € R /h(x) = 0}

SDx2-1=0>x2=1Dx=+V1Dx=+1
2> Dom f(x) =R—-{-1,1}

3 [x+1

o1~ [0 ="9@) > Dom f(x) = Dom g(x)
x+1

95:09 Domg(x) ={R—x € R /h(x) = 0}

h) f(x) =

2x—-1=0>x=1
> Dom f(x) = R— {1}

29. Calcula en tu cuaderno el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) p(x)=-x+3
Como sabemos que es una funcidn polindmica su dominio seran todos los reales: Domp= R

b) q(x)=v2x%2 —x+ 7
Como sabemos que en las funciones irracionales si el indice es par, domq:{x€ R /f(x)=0}
Como f(x)= 2x2 — x + 7, es siempre positiva, Domq: R

) r(x)= V=23 — 1

Como sabemos que en las funciones irracionales si el indice es par, domq:{x€ R /f(x)=0}

Calculamos f(x): —x3 — 120 >—x3 — 1=0 y con la calculadora nos da x<-1
Domr:(-eo,-1]; Domr:{xe R; x<-1}

d) s(x)= ¥3xZ — x
como el indice es impar, Doms=Domf
f(x): 3x2 — x es polinémica, Doms: R

e) f(X)= 2x—4
x+3

Sabemos que Domf= R - {x€ R /h(x)=0}

h(x): x+3=0; x=-3; Domf: R -{-3} >{xe R; x # -3}

-3
f) glx)=—
f(x)=x; x=0; Domg= R -{0} >{xe R; x = 0}
x+1
g) hix)= 5%
f(x)=x% + 1=0; x2 = —1;x =+v—1; Domh: R

2
—x“+2x
h) j(x)=
)ilx)= 222
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f(x)= x2 — 4=0; x2 = 4; x=\/4 ; x = 2; x = —2; Domj: R -{2; -2} S{xe R; x # -2 y x # 2}

i) k(x)=e**
Sabemos que Domk=Domf(x)
Como f(x)=x - 4, es una funcién polindmica, Domk: R

i) 1(0)=2
f(x)= x=0; Doml: R -{0}

k) m(x)=(3)**1

Como f(x)=x+1 es una funciéon polindmica, Domm: R

1) n(x)= ex?-1
f(x)= x2-120; x%-1=0; x=-1;x=1
Domn:{xe R; x#-1yx# 1}

m) a(x)= L(x+2)
Sabemos que doma:{x€ R /f(x)>0}
f(x)=x+2>0; x>-2; doma:{x€ R /x>-2}

xZ
n) b(x)=log(*)
Sabemos que Domn:{x€ R /f(x)>0} porque es una funcién logaritmica.
xZ
f(X)= T >0

x2 = 0;x =V0; x = 0;Domb: {xe R; x = 0}

x%+1
o) c(x)=L(—)
Sabemos que Domc:{x€ R /f(x)>0}
2
fix)= 2 > 0
2x+4
x>4+1=0-x%2=-1- x =+/—1=no es solucién

2x+4=0—>2x=-4—>x=_74—>x=—2
Domc:(-2,20)

p) d(x)=log(x> — 5)

Sabemos que Domd:{x€ R /f(x)>0} por ser una funcion logaritmica.
x3 —550;;x3 >5;x> 15

Domd: {xe R; x > 3/5}

30. Calcula los puntos de cortes con los ejes de las funciones siguientes:
Las ordenadas hay q sustituir la x por cero y las ABSCISAS hay g igualar a cero y resolver.
e a) p(x)=5x+3
ORDENADAS=5-0+3=3 punto de corte=(0,3).
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ABSCISAS=-5x+3=0 x=3/5 Puntos de corte=(3/5,0)

b) q(x)=v2x%2—x+7
ORDENADAS: V202 —0+ 7 =+/7 Punto de corte=(0, V/7)

ABSCISAS no tiene ningln punto de corte con ABSCISAS

o) r(x)= V=23 —1
ORDENADAS no tiene ya q al sustituir por cero no hay resultado por lo que no hay ningln punto
de corte con ordenadas

ABSCISAS: 3—x3 — 1 = 0; —x3—1=0; x = —1 Puntos de corte con abscisas (-1,0)

d) s(x) = ¥3xZ — x

ORDENADAS: /3 - 02 — 0 = 0 Punto de corte (0,0)
ABSCISAS: V3x2 —x=0; 3x2—x=0; xBx—1) =0
1x=0

2 3x-1=0 por lo que 3x=1 por lo que x=1/3

Puntos de corte (0,0),(1/3,0)

2x—-4

e) f(X) T x+3

ORDENADAS: % = "?4 punto de corte(-4/3,0)

ABSCISAS: 2}:34 =0; 2x—4 =0 ;porloque x=4/2 =2 punto de corte (2,0)
-3

Ngx =—

ORDENADAS :no tiene ningun punto de corte
ABSCISAS: no se puede igualar a cero por lo que no tiene ningun punto de corte

x+1
g) h(X) - x2—1 0s1
ORDENADAS: 02+_1 = —1 punto de corte (0, -1)
ABSCISAS: ;*_11 =0; x+1=0; x=—1 puntode corte (-1, 0)
. —x2+2x
h) ](X) - X2—42
ORDENADAS: ——*2% = () Punto de corte (0,0)

0%2-4
ABSCISAS: —x?> +2x=0 ; x(—x+2)=0; x=0; x=2
Puntos de corte (0,0),(2,0)
i) k(x)=e**
ORDENADAS : e°~* = e~* Punto de corte (0, e~ %)
ABSCISAS: no tiene ningun punto de corte con eje de ABSCISAS

1
J) 1(x) = 2x
1
ORDENADAS: 20 no existe
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Funciones

1
ABSCISAS: 2x = 0 no tiene solucion

2

. k) m(x) _ (_)x+1

3
NO+HL
ORDENADAS: (E) =3 bpunto de corte (0, 2/3)

ABSCISAS: no tiene puntos de corte

° ) n(x) = ex2-1
0
ORDENADAS : eo?-1 = e% = 1 punto de corte (0, 1)

ABSCISAS ex2-1 = ( no tiene solucidn

. m) a(x) = L(x+2)
ORDENADAS: L(0+2) =L(2) punto de corte (0, L(2))
ABSCISAS:L(x+2)=0 ;x+2=1; x=-1 Punto de corte (-1,0)

2
o n) b(x) = log (X:)
2
ORDENADAS: log (07) no hay ningun punto de corte

x2

2
ABSCISAS: log(=)=0; =
Puntos de corte (-2, 0), (2, 0)

=1; x*=4; x=-2; x=2

) o) c(x) =L (X2+1)

2x+4
2
ORDENADAS: L (%) =1L G) Punto de corte (O, L G))
2 2
ABSCISAS: L(" +1)= S XM 24 1=2x+4 x2—2x—3=0; x=—1,x =3
2x+4 2x+4

Puntos de corte (-1, 0) (3, 0)

e p)dx) =log(x*®-5)
ORDENADAS: 1og(03 — 5) = log(—5) no tiene punto de corte
ABSCISAS: log(x®—=5)=0;x3—5=1; x3>=6; x =36 punto de corte (6, 0)

PUNTOS CORTES EJES PUNTOS CORTES EJES
FONCIOR ORDENADAS ABSCISAS FUNCION ORDENADAS ABSCISAS
p(x) (0,3) (3/5,0) a(x) (0, V7)) NINGUNO
r(x) NINGUNO (-1,0) s(x) (0,0) (0,0), (1/3,0)
f(x) (0,-4/3) (2,0) g(x) NINGUNO NINGUNO
h(x) (0,) (-1,0) i(x) (0,0) (0,0)(2,0)
k(x) (0,e™%) NINGUNO I(x) (0,0) (0,0)
m(x) (0,2/3) NINGUNO n(x) (0,1) NINGUNO
a(x) (0,L(2)) (-1,0) b(x) NINGUNO (-2,0),(2,0)
c(x) (0,L(1/4)) (-1,0) d(x) NINGUNO (V6, 0)
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Funciones

31. Estudia las simetrias y los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:

a) f(X) = 2x24 . 43x+1 8—x—1 1= f(-X) = Q%24 431, 8x—1 -1 ; -f(-X) =_ 2x24, A-3x+l, 8x—1 +1
Como f(x) es distinto de f(-x), no es una funcién par
Como f(x) es distinto de -f(-x), no es una funcién impar

f(0) = 20-24. 430+1. 801 _1 - Corte eje Y en (0,-1) aproximadamente.
f(x) = 224 . 431 . 8¢1 .1 =0 => x= 25/4 = 6,25 => Corte de X en (6,25, 0)

@ ()= amgetogi -

+

b) g(x) = -7x* -x% +1 => g(-x) = -7(-x)* =(-x)> +1 = -7x* -x? +1

Como g(x) es igual que g(-x), es una funcidn par

g(x=0)=-7-0-0+1 =Cortede Yen (0,1)

g(x) =-7x*x*+1=0=>x=1 0.559666023 ~ 10,6 => Corte de X en (-0,6,0) y (0, 0,6)

[

c) h(x) = x3 +4x => h(-x) =(-x)3 + 4(-x) = -x3 - 4x =>- h(-x) =-(-x3 - 4x) = x3 +4x
Como h(x) es distinto de h(-x), no es una funcién par
Como h(x) es igual de -h(-x), es una funcién impar

h(0) = 03 +4-0 = 0 => Corte en el eje Y (0,0)
h(x) = x3 + 4x = 0 =>x = 0 => Corte en el eje X (0,0)
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d)j(x) =v15x — 3v—x — 9
No toma valores reales para ningin numero real, pues —3vV—x — 9 es siempre negativo y sdélo existe
para x < -9 que al sustituir en 15x nos da otro nimero negativo.

e) k(x) = e2¥-22 => k(-x) = e*-22

Como k(x) no es igual a k(-x) ni a -k(-x), no es par ni impar

k(0) =1-22 =-21 Corte en el eje Y (0, -21)

k(x) = e2%-22 = 0 => x= -1,545521227 z1-1,55 Corte en el eje X (-1,55, 0)

2}

f)Ix) = —5 = == =>I(x) = —=

1417 x+1 —x+1
X

Como I(x) es distinto a I(-x) y a -I(-x), no es par ni impar

0 . .
1(0) = Pl 0 ConelejeYyconelejeX(0,0)
J
_'-‘/ -
{E e T .
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“ Funciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

R+ ERR R < —H

1. Esboza la grafica de la funcion f:R - R dada por f(x) = {EE —FEEE > —B

2. Realiza las operaciones indicadas con las siguientes funciones:

p(x)=-5x+3 ; g(x)=2x"—x+7 ; r(x)=—x"+6 ; s(x)=3x"—x

2x—4 -3 x+1 —x?
: xX)=— : h(x)= o j(x) =
I (0 R (O R B OO R

S(x)=

x

k(x)=e™" f(x}=2£ ; m(x)z(éJx ; n(x)=e!

a(x)=L(x-2) ; b(x}=log(x;11) ; c(x)=L(§x;;] + d(x)=log(x"-1)

a) (s+q)(x)

3x2=Xx +2x2%-x +7 =5x2 -2x +7

b) (r+p)(x)

-x3 +6 -5x +3 = -x3 -5x +9

c) (p-a)(x)

-5x +3 —(2x2 -x +7) = -5x +3 -2x% +x -7 = -2x?% -4x -4
d) (p+q+r+s)(x)

-5X 43 42x2 -x +7 -x3 +6 +3x2% -x = -x3 +5x2 -7x +16
e) (g-r-s)(x)

2x2 -x +7 — (-x3 +6) —(3x2 -x) = 2x2% -x +7 +x3 +6 -3x2 +x=x3 -x? +13
f) (p-q+r-s)(x)

-5x +3 —(2x2 -x +7) +(-x3 +6) —(3x2 -X) = -5x +3 -2x2 +x -7 -x3 +6 -3x2 +x = -x3 -5x2 -3x +2

g) (g+h)(x)

3 x+1  -3x+x+1 _ -2x+1

x x2 x2 T ox2
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“ Funciones

h) (s-g)(x)

x+1 x+1 3 X+1+3x _ 4x+1

- __)_ - =

x x2 x2

l) (n-k)(x)

X
ex—1 — ex—4

j) (g+d)(x)
-S +log(x3 -1)
k) (b-d)(x)

x—1

Iog(xg;l) -log(x3-1) = Iogx3 —=log

1

3( x3— 1) 09 3x3-1
1) (c+s)(x)

X%-1
L(2x+4) +3x2 -

m) (s-q-r)(x)

(3x2-x)(2x2-x +7)(-x3 +6)=

=6x* — 33 + 21—2x3+x2-7x= 6x*—5x3+x%2 — 7x + 21 =

= —6x7+5x0—x>+7x*—21x3+36x*—30x3+6x2-42x+126 =
= 6x7+5x0—x°+43x*—51x3+6x% — 42x + 126

n) (r-p)(x)

(—x3+6)(-5x+3) = 5x*—3x3-30x +18

o) (q:p)(x)

2x%2—x+7
—5x+3

p) (s:q)(x)

3x2—x
2x2—x+7

q) (g-h)(x)

(_)(x+1 —3x-3

r) (s:g)(x)
e

s) (n-k)(x)

X X
(ex-1)(e* %) = ex-17¥7*
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“ Funciones

t) (g:d)(x)
-3 3

@ xlog1o(x2-1)
u) (s 0 q)(x)
(s 0 a)(x) = s(q(x)) = s(2x2-x+7) = 3((2x2-x+7)? - (2x%-x+7))
v) (r o p)(x)
(rop)(x) =r(p(x)) =r(—5x + 3) = —(—5x + 3)3+6 = 125x3-225x2+135x -21
w) (q o p)(x)
(a0 p)(x) = q(p(x)) = q(—=5x + 3) = 2(—5x + 3)%-(-5x+3) +7= 50x2 -55x +22
x) (g o h)(x)

(gom() = g(ht0) =g (57) = =1 = - —
y) (s o g)(x)

_ _2\2 _

0900 =5600) =3(2) =3(2) - () = B+

z) (n o k)(x)

(nok)(x) = n(k(x)) = n(e*™*) = e(%)

3. Considera la funcion f:R - R definida por f(x) = IZIIZIE'

minio, punto de corte con los ejes, signos y simetria.

Determina los siguientes elementos: su do-

- Domf=R
- Puntos de corte: eje X (0, 0); ejeY (0, 0).
- Simetria: una funcion puede tener simetria par o impar:

Simetria par: f(x) = B(—B)
f(x) =

Simetria impar: f(-x) = —&(&)

B _ P
redindh 1+(-B)2 1482’

f(x)# B(—/), la funcién no es par.
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“ Funciones

_ -a
1482~ 1402

-f(x) =-1 f(-x) = —B(@) se cumple, la funcién es impar.

4. Dibuja el recinto limitado por los semiejes positivos de coordenadas y las curvas y=EF + B

[
y=- ey= x-1

f(x) = ¥ +1

@ = i

o hix) = x—1

El recinto de vértices (0, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 0)

5.Consideremos las siguientes funciones:

— 43 _ 2,2 _ _ [x=2
fx)=x 3x+3x—1 gx) = —
h(x) = 27**1 j(x) = L(x>—1)

— 9x ., 20%=1.,19—x+1 _ x2-9
k(x) = 27 - 30 12 L(x) = x3+7x2+15x +9 "
m(x) = V-5+ 2x n(x) = (4x?> —4x +1)3

a) Calcular las siguientes composiciones:
e h compuesto con f
foh =(fo h)(x) = f(h(x)) — f(z—x+1) — (2—x+1)3 _ 3(2—x+1)2 + 3(2—x+1) 1

e h compuestocong

Goh = (goh)() = g(h(®) = g@) = ( ziiiii;i)

e jcompuestocong

goj = (g0))() = g(i®) = g(LG* — 1) = (/E—i)

h compuesto con k
koh = (koh)(x) = k(h(x)) = k(27**1) = 22
e jcompuesto con h compuesto con g

gohoj =(gohoj)(x)=(gom)(j() = (goh) (L&x* - 1) = g (h(LG* - 1)) =
= gty = [
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“ Funciones

e jcompuesto con m

moj = (moj)x) =m(j(x)) =m(L(x*-1)) = (“\/—5 +2(L(x5 — 1)))
e h compuesto con |

loh = (loh)(x) =1l(h(x)) =127 =
e h compuesto con m
moh = (moh)(x) = m(h(x)) = m(27¥+1) = (v_s + 2(2—x+1))

e h compuesto con j

joh = (Goh)(x) =j(h(x) =j@*) =L@ -1)
e m compuesto con |
lom = (lom)(x) =l(m(x)) =1(V-5+2x) =
(% —5+2x)2—9

(4 —5+2x)3+7(4 —5+2x)2+15(m)+9

(2—x+1)2_9
(2—x+1)3 +7(2—x+1)2+15(2—x+1)+9

b) Calcular:
funcién inversade f(x) = x3 —3x2+3x— 1
Esta funcion no tiene funcién inversa
funcién inversa de h(x) = 27**1
Cambiamos la h por unay

y = 2—x+1
Remplazar x con y

x = 2—y+1

Si f(x) = g(x), entonces ln(f(x)) = ln(g(x))
In(x) = n(277+1)

Aplicamos las propiedades de los logaritmos log, (x?) = b - log, (x)

m2Y*t) = (—y + DIn(2); In(x) =(—y+ 1In(2)
. In(x)-n(2) _ In(2)-in(x) _ . In(x)
m2 - m@ n(2)

Despejamosy, In(x) =(—y+ 1Din(2): y=

FUNCION INVERSA DE k(x) = 2*-30%"1.127%+1

—ox.30* L. (L) . 12=22.(2.30. 1) = 2.cx
e(x) = 2% - 30 30 (12) 12_30 (2 30 12) T s 5
x=§-5y; 52—x=5y; y=log552—x

FUNCION INVERSA DE j(x) = L(x° — 1)
x=Ly’—1); e*=y"—-1;y5=e*+1; y=3/e*+1

-1
FUNCION INVERSA DE n(x) = (4x2 —4x +1)3

Remplazar x cony
-1
x=(4y*—4y+1)3
Elevar ambos lados de la ecuacién a la potencia -3

-1 -3
x3 = ((4y2 —4y + 1)T> =4y -4y +1)
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Funciones

. _ 1
Aplicamos las leyes de los exponentes a™? = =
a

1 2
F=4'y —4y+1

Multiplicamos ambos lados por x3
1
x—3x3 =4y2x3 —4yx3+1-x3 21 =4x3y? — 4x3y + x3
Es una ecuacion de segundo grado
4x3y2 —4x3y +x3-1=0
Dos soluciones
3
x3 +x2 X
23 VT

Y= 2x3
c) Calcular todos los dominios:
El dominio de una funcidn es el conjunto de entradas o valores de los argumentos para los cuales la
funcidn es real y definida.

Dom f(x) ={x ER; —0 < x < 0}

Domh(x) ={x €R; —0 < x < 0}

Domk(x) ={x € R; —0 < x < o}
Domm(x) = {x € R;x 2;} i =54+2x>0

xX—2

Domg(x) ={xeR,x<—-7o0rx=2}; —=0

x+7
Domj(x) ={x€R;x>1} ; x°-1>0
Doml(x)={xeR;x#+ -1, x = -3} ; x3+7x>+15x +9=0

Domn(x)z{inR; xi%} ; 4x?2—4x+1=0

d)Calcular los puntos de corte con los ejes de todas las funciones
f(x): (x) =3.84732.....,0 gx):(x) = (2,0)

) = (0,-1) el eje y no lo corta
h(x) : el eje x no lo corta jx): (x) = (1,0)
(y) = (0,2) (y) = (0,-1)
k(x) elejexnolo corta I(x) (x)=(@30)
» =(0,%) ) = (0,-1)
m(x) (x)= (g, 0) n(x) elejexnolocorta
El eje y no lo corta (y) = (0,1)

6. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde un determinado punto. La altura en metros
alcanzada al cabo de t segundos viene dada por h(t) = 5 + 4t — t2.
Calcula la altura desde la que se lanza el objeto y a la que se encuentra después de 1 segundo.

h(1) =5+ 4-1— 12 = 8 m m. Se encontrara a 8 metros después de 1 segundo.

h(0) =5+ 4 -0 — 0% = 5 m. El objeto se lanza desde 5 metros de altura.

Determina en que instante alcanzara la altura maxima y cual sera.
K{t)=-2t+4=0
—2t =4 Por tanto, t=2 segundos. A los dos segundos alcanzarad la altura maxima.
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h(2) = =22 + 4 -2+ 5 = 9 metros serd la altura maxima

Por ultimo, calcula el instante en el que caerd al suelo y representa graficamente la solucion con los

datos obtenidos anteriormente.

—t2+4t+5=0 t=5 y t=-1, por tanto, cae a los 5 segundos.

7. Considera las funciones f, g: (0, 2m). f(x)=2senx y g(x)= sen(2x). Dibuja la region del plano limitada

por las graficas de fy g.
6

-4

8. Sea la funcién dada por f(x)=x3 + ax? + bx + c. Determina a,b y ¢ sabiendo que es impar y que

pasa por el punto (1, 2).

Como es impar:

f(x)=-f(-x)

f(-x)=(=x)3 + a(—x)2 + b(—x) + c= —x3 +ax®* —bx +c
f(-x)=x3 —ax? + bx — c
x3+ax?+bx+c=x3—ax?+bx+c

ax? + ¢ = —ax? — ¢ Portanto,a=0 y c=0

Como pasa por el punto (1,2):

f(1)=13+a-12+b-1+c=
14+b=-2 Portantob = —3 dedonde f(x)=x3—3x
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Funciones

9. Un determinado antibiético hace que la cantidad de ciertas bacterias se multipliquen por 1/3 cada
una, si la cantidad a las nueve de la mainana es de 10 millones de bacterias.

a) Haz una tabla calculando el nimero de bacterias que hay cada hora desde las tres de la mafiana a
las doce del mediodia (observa que tienes que calcular también hacia atras).
b) Representa graficamente estos datos

a) si a las 9 de la mafiana hay 10.000.000 y cada hora que pasa se multiplica por 1/3, significa que a la

hora siguiente habra 3 veces menos que la anterior, y asi sucesivamente
9—-10.000.000

10-3.333.333 (10.000.000 x 1/3)
11-1.111.111 (3.333.333 x 1/3)
12-370.370 (1.111.111 x 1/3)

Por el contrario, antes de las 9 de la mafiana se dividira entre 1/3
3—7.290.000.000 (2.430.000.000:1/3)

4—2.430.000.000 (810.000.000:1/3)

5-810.000.000 (270.000.000:1/3)

6—270.000.000 (90.000.000:1/3)

7—90.000.000 (30.000.000:1/3)

8—30.000.000 (10.000.000:1/3)

9-10.000.000

3-7.290 (7.290.000.000 : 10°)

4—2.430 (2.430.000.000 : 10°)

5— 810 (810.000.000: 10°)

6—270 (270.000.000 : 10°)

7-90 (90.000.000 : 10°)

8—30 (30.000.000 : 10°)

9-10 (10.000.000 : 10°)

10— 3,33 (3.333.333:109)

11— 1,11 (1.111.111: 10%)

12-0,37 (370.370: 10%)
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10. representa en tu cuaderno, mediante tabla de valores, las graficas de las siguientes funciones:

a)f(x)=log; x

b) f(x)=log/3x

o T
X y

02 |1,46

1 0

4 -1,26

5 -1,46

10 | -2,09

c)f(x) =log,5x

X y

02 |-3,969

1 0

4 3,419

5 3,969

10 | 5,678 =
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Funciones

(Esta es una grafica de las 3 funciones juntas)

. i te) = st
|
i

11. Identifica las férmulas de las siguientes funciones a partir de sus graficas ,sabiendo que son
funciones logaritmicas

a)

Il
X
&

Cojo el punto (4, 1)
1=log,4 al= a=4 f(x) =log,x
b)
31'=_ i ¢
Cojo el punto (6, 2)
2=l0og,6 a’=6 a=+6 f(x) =log sgx
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Il
)
&

Cojo el punto (4, -1)
-1 =log,4 al=4 a=4"1= f(x) =log1x
4

d)

Cojo el punto (5, -4)
—4 =log,5 at=5 a=571 f(x) =logs_lx
4

12. Dibuja el recinto limitado por las curvas, y=e**?,y=e* y x=0.

Tiene de vértices (0, 1), (0, €?) y (-1, e).
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50x—100
2x+5 '
donde x representa los afnos de vida de la empresa, cuando x > 0 . Calcula el dominio, corte con los

ejes, signo y simetrias de dicha funcion.

13. Las ganancias de una empresa, en millones de pesetas, se ajustan a la funcién f(x) =

Dominio: La funcidn esta definida en toda la recta real salvo en el punto x =-5/2;
Interseccion con los ejes: (2, 0), (0, —20).

No es simétrica.

Tiene una asintota vertical para x = -5/2.

Para x <—-5/2 y para x > 2 la funcién es positiva, y para —5/2 < x < 2 es negativa.

14. Considera la funcion definida por g(x) = |In(x) | (donde In denota el logaritmo neperiano). Esboza

el recinto limitado por la grafica de g y la recta y=1. Calcula los puntos de corte entre ellas.

Utilizando el programa GeoGebra introducimos los valores que nos dice el enunciado y se nos dibuja

una grafica. Posteriormente analizamos los puntos de corte.
® f:y=1 i -

© &) = IInx)|

+ | Entrada. 9

=4

—2

Los puntos de corte obtenidos con la recta y son los siguientes:
- Punto A: (1/e, 1)
- Punto B: (e, 1)
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15. Calcula el dominio de las siguientes funciones.
a) f(x)== > Dom f: (0, )
Los logaritmos son de 0 a infinito, lo cual ya excluye el 0 del denominador.

b) g(x)= (1-x3) - cos (x) > Dom g: R
Tanto las funciones polindmicas como el coseno tienen todo R como dominio

¢) h(x)=4-x -5-x+ eix >Dom h: R

Funcién polindmica y el denominador no se anula nunca

1—x? si x<1
16. Dadalafuncion f(x) =4 3x2—12x+9 si 1<x<3
—2x% +16x—30 si x>3

Dibuja su grafica y, a la vista de ella, indica su dominio, sus puntos de corte con los ejes y su signo.

Una vez dibujada f(x), quedaria esta grafica

Dominio:
Se trata de una funcion definida a trozos, formada por 3 funciones polinédmicas, como el dominio de las
funciones polindmicas es R podemos decir que:

Domf(x) = R
Puntos de corte:
puntos de corte conelejeX— (—1,0); (1,0) ; (3,0) ; (5,0)
punto de corte con el ejeY - (0,1)

Signo de la funcion:
Zonas donde f(x) es positiva:
(-1,1)u (3,5
Zonas donde f(x) es negativa
(—00,—1) U (1,3) U (5, )
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17) Estudia el dominio, puntos de corte con los ejes y signo de las siguientes funciones:

a)

b)

/3"3‘{“

Domf(x) =R —-{-1,1}

PUNTOS DE CORTE CON EL EJE X
(0,0)

PUNTOS DE CORTE CON EL EJE Y
(0,0)

FUNCION CON SIGNO NEGATIVO
(=00, =1) U (0,1)

FUNCION SIGNO POSITIVO
(=1,0) U (1, )

L
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Dominio:
Domf(x) =R

Cortes eje X:
f(x)=—x*+2x2 ; —x*+2x>=0 ; x=—/2 ; x=0; x=+2
puntos de corte: (—v2,0) ; (0,0) ; (¥2,0)

Punto de corte con el eje Y

Para calcular el punto de corte con el eje Y, seledaaxelvalorde0:x =0
Como todos los términos de la ecuacién llevan x, el punto de corte con el eje y serd el (0,0)

Signo:
Zonas negativas

(o0, ~V2) U (V2 )

Zonas positivas

(-VZ0)u (0.V2)

<)
[ L
.. .
£(x)= x=1
— v+1
1
T8 7 654321 |A 23 456 78
.'llll’
]
I|
II -2
|
|
Dominio:
Domf(x) =R—{-1}
Puntos de corte:
El punto de corte con el eje X es (1,0)
El punto de corte con el eje Y es el punto (0, —1)
Signos:
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Zonas donde la funcion es positiva
(—OO, _1) U (1; OO)

Zonas donde la funcion es negativa
(_1r1)

d)

Domf(x) =x €/(0 < x <120)

PUNTOS DE CORTE CON EL EJE X

(0,0)
(120,0)

PUNTOS DE CORTE CON EL EJE Y
(0,0)

Zonas donde la funcion es positiva
(0,120)

Zonas donde la funcion es negativa
No existe zona negativa

18. El estudio de la rentabilidad de una empresa revela que una inversion de x millones de euros
produce una ganancia de f(x) millones de €, siendo: f(x)= x2/50 + 8x/25 - 8/5,si 0 < x <5y 5/2x si x>5
Razona cual es el rango de valores de la variable, los puntos problematicos de cada una de las
féormulas y, finalmente, el dominio de la funcion.

-rango valores de la variable: (0, +o°) porque los valores,(0sx<5) y (x>5), que nos proporciona el
enunciado nos lo indican.

-Puntos problematicos:

X=5 se estudia como punto problematico porque pasamos de una funcién a otra.

Es continua en todos los puntos excepto en el punto problemadtico, como se puede observar en la
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grafica
-Dominio: dom f (x)= [0, +o°)

5.000001E-1

£ 0000005E-1

4O

299GE1

4.9999975E1

AFHARTET

A GHIEE 1
49996 499999965 49999957 49995975 45599998 4 95599905 4 5999995 4999959995 $ 500000005 50000001 500000015 5 0000002 5 CODDDIZS 5 0000003 5 00000035 5 CODDOM

19. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba de modo que la altura "h" (en metros). A) a la altura
que se encuentra ena cada instante "t" (en segundos) viene dada por la expresion h(t)=-5t> +40t.

a) ¢En qué instante alcanza la altura maxima?¢Cual es esa altura?

Averiguar el valor de x con la férmula del vértice de la ecuacién. (x =t)

x=-b/2a, x=-40/2:(-5) = 4 segundos
h=-5-(4)%+40-4 = -5-16+160 = -80+160 = 80 metros
La altura maxima es a los 4 segundos, 80 metros.

b) Representa graficamente la funciéon h(t)

c) ¢éEn qué momento de su caida se encuentra el objeto a 60 metros de altura?
h(t)=-5t +40t
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Funciones

60= -5t2+40t , -5t>+40t-60 =0, t1=6 y t2=2.
El momento de la caida a los 60 metros es 6 segundos, a los 2 segundos también esta a
60 metros, pero es de subida.

d) ¢En qué instante llega al suelo?
Sustituimos h=0 en la ecuacién.
0= -5t2+40t , t;=8y t,=0
Llega al suelo a los 8 segundos.
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Funciones

AUTOEVALUACION
1. Seiala cuadl de las siguientes graficas no corresponde a una funcidn:
a)y=x? —6x+5 b) y=v/x ox?+y?+1

2

1 3

-0 2 3 4 B i 8 2

-1

i A T e T TR R TRCTT T

i 4

d) funcion a trozos

o, n

La c) no es una funcidn, pues cuando una abscisa “x” tiene mas de una ordenada “y”,
esta no puede ser funcién

2. La férmula de la composicién fog de las funciones f(x) =2x—1y g(x) = —x* + 2 es:
fog > (fog)(x) = f(g(x)) = f(—x2+2) = —(2x— 1)? + 1= —(4x® —4x+ 1) +2 > (—4x® + 4x +
1)

Eslac)
3. La férmula de la funcién inversa o reciproca de f(x) = % es:
y=z—;;—>y(x+2)=x—1—>yx+2y=x—1—>yx—x=—2y—1—>
_ _ _ —2y—-1 . _ —2x-1
xy-1)=-2y-1-x= el —
—-2x-1
Eslad) y=—

4. La gréfica de la funcién f(x) = —x% + 2x + 3 es:
Deberd ser una pardbola y = f(x) = ax?+ bx +c. Al ser a <0 debe ser céncava, ya que el
coeficiente de x? es negativo.

Es entonces la d). Comprobemos:

X y :
-1 0 i
0 3 /
1 4 T i
2 3
3 0 "
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5. El dominio de la funcién f(x) = ex*-1 es:
e’ 1 5x2—1=0-x*=1->x=VI-ox=+1
Dom f =R —-{-1,1}
Eslac)

6.) El recorrido de la funcidn.

Es la opcion a) [-1,20)
Porgue el —1 es el punto el cual determina el inicio de la imagen de la funcidn y va hacia el infinito.

7) Los puntos de corte con el eje de abscisas de la funcién.

Para sacar los puntos de corte con el eje x se tiene que igualar la funciéna 0

In(x?—3x+3)=0
Gracias al nimero e » eM(¥*=3x+3) = 0. 42 _ 33 1 3 =1 x2-3x4+3—-1=0—> x2—3x+2=
0 Las soluciones a esta ecuacion de segundo grado son 1y 2 por lo tanto, es la opcion b, (1,0) y (2,0).

8) La uinica funcién impar es:

El apartado d porque se cumple que f(-x)=-f(x)
(-x)* —x3
f(x)= =~ = —f(x)

2(-x)%2-8 T 2x2-
Ademads, toda funcién de simetria impar es simétrica respecto al origen de coordenadas vy la gréafica del

apartado d es la Unica que es simétrica respecto al origen de coordenadas.

9) El intervalo donde la funcion es negativa.

Para que una funcidn sea negativa en un intervalo se debe cumplir que f(x)<0, esto se consigue en el
intervalo abierto (—1,1). Es abierto porque tanto en el —=1 y en el 1 la funcién se hace 0 y no es
negativa.

10) La unica funcién No periédica es la de e*.

El sen(x) es periddica de periodo 2m, La tan(x) es de periodo 7 y la cosec(x) tiene periodo 21
Si nos fijamos en la gréafica de e* tenemos

Esta funcion no es periddica.
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Limites

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Utiliza la definicion de limite para probar que lirr% x =1.
X—

Sea un € cualquiera, hemos de ver que existe un §, de tal manera que si 0 < |x-1| < 6 entonces
|x-1|< &

Para que |x - 1|< € para cualquier €, basta tomar 6 = €.

2. Calcula los limites laterales y determina si existe el limite en las funciones siguientes definidas a
trozos, en los puntos en los que se unen dos ramas:

_(—2x+3six <1
a) f(x)_{Bx—Z six >1
lirgl_f(x) = lirgl_(—Zx +3)=-2-1+3=1
x— x—

li =limQBx—-2)=3-1-2=1

lim f (x) xg{g( x—2)

Como existen los 2 limites laterales y son iguales, existe el lirr%f(x) yes=1.
X—

-2x+3

5

b) f(x) = ::2
— six=>1

x+3

six<1

. -2-14+3 1 . 5-12 5
lim fO)—>—7==0  mf)->7=2

No existe lim f(x) ya que no dan el mismo resultado cuando calculamos los limites laterales.
x—1

O flo={¥

No existe lirr} f(x) ya que no dan el mismo resultado cuando calculamos los limites laterales.
X—

3. Escribe la definicion de limf(x) = © (x -» —)

X—00
Decimos que el limite de una funcién f(x) cuando x tiende a o , es oo si para cualquier nimero real h
hasta el cual las imagenes de x<h son mayores que k.

limf(x) = ool si VkBER FhBR/six>h > f(x)>k
X—00

lim f(x) =@ si VKBER FhBR/six<h > f(x)>k
X——00
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Limites

4. Utiliza la definicidn de limite infinito para probar que lim 1

x—co X

. . . 1
Sea un € cualquiera, hemos de ver que existe un k > 0, tal que siempre que x > k, se cumple I; -0

1 1 1 1
<& > |;—0| <€; |;| <E; |E| <X, bastacontomark>g.

5.Utiliza la definicion de limite infinito para probar que lim lw

x>0t x

lim =00 & Vvk>0, 36>0, tal que ,siempre que, 0<x<d, x€ X,se cumple 1/x>k —» 1/k>6>x, luego

X-0tx

dado k>0 basta elegir §>1/k para que se verifiquen las condiciones.

6.Clasifica los siguientes limites en finitos o infinitos y calculalos:

a)lim —x? = —0? = —w infinito de variable infinita

X—00

b)lim +x? = +00? = o infinito de variable infinita

X—00

c)lin; x? = 32 = 9 finito de variable finita
X—

d)lim iz = iz = 1 = 0 finito de variable finita
x—00 X o e’

7.Calcula los limites indicando el signo:

a) lim —x3 = —(+3) = -
xX—+00

b) lim —x3 = —(—003) = +03 = 4+
X——00

c)lim x? = 0% =
X—00
. 1 1 1
d) lim ==—===0"%
x—+00 X2 02 )
. 1 1 1
e) lim - =—=—=0"
X—>—00 X — 0o + 00

8.calcula los siguientes limites indicando el signo:

-5 -5

c)lim — = =—=-00
)x_>3+ x-3  3t-3 ot

. -5 -5 _ -5
dlm —=—-=—=+m

x—3~x—3 37-3 0~
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Limites

9. Determina las asintotas verticales de las funciones siguientes:
Como determinar una asintota vertical:

f(x) = P(x) / Q(x); Q(x) = 0; x= a; x=b.

(x+4)-(x—2) _ (x+4) |

a) f(x)= D7) - 1)’ (x-1)=0 ; x=1
Solucién: A.V. en x=1.
b) fx) = 5o (2)=0; (x:3)=0; x=2; x=3
Solucién: A.V.en x=2y en x= 3.
+4)2 +4
c) f(x)= (x_(j).(iﬂ) = g_li ; (x-1)=0; x=1
Soluciéon: A.V. en x=1.
+4
d) f(x)= (x_(;‘).(x)_ S D=0 (63)=0; (x-5)=0; (x+1)=0; x=1; x=3; x=5; x= -1.

Solucién: AV.enx=1,enx=3,en x=5y en x=-1.

10. Determina la asintota horizontal de cada una de las funciones siguientes:

‘Una asintota horizontal de una funciéon es una recta horizontal a la cual su grafica se va
aproximando indefinidamente sin llegar nunca a cruzarla , por lo que, para averiguar la asintota

horizontal de una funcién tendremos que calcular: lim f(x) =k >y =k
X—00

_ (x4 (x-2)
a)f (x)z_ G-1)G-3)
lim Z228 — imE =159 =1

x—00 X2—4x+4  x500 X2

_ 3x(x+4)
b)f(x) - (x_z)’(x_3)

. 3x%+12x . 3x%2 3
lim =lim—=-=3->y=3
x—00 X2—5x+6 x—o00 X2 1

(x+4)2
(o] X)) = —m——
)f( ) 2(x-1)-(x—4)
. x%+8x+16 . x? 1 1
lim —V———=lim-—=S=-->y==-
x— oo 2x%2-10x+8 x—00 2X2 2 2

(x+4)

d)f (x) = (—1)-(x—3)-(x-5)-(x+1)
. x+4 . X
lerrgo x*—8x3+14x2+8x—15 )ll—l;lt;lox_“ =0-y=0
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Limites

11. Determina la asintota oblicua, si existe, de cada una de las siguientes funciones:

Para resolver la A.O de cada funcion, debemos seguir el mismo procedimiento en todas las f(x):

1)A.0 > y=mx+n m = pendiente n = ordenada origen
2) Identificar si existe A.H.: si A.H existe, A.O no.
3)m= lim L& )¢+<>° 0

x—oo X

4)n = Lim (f (x) —mx)
5) Posicion i%(f(x) — (mx + n)), xl_L;r_noo(f(x) — (mx + n))

(B+3) (B-)
(@-1)

a) f(x) =

AV->ox-1=0->x=1
1) Identificar si existe A.H.: si A.H existe, A.O no.

_ 2

AH- lim GAN2) lim £ = oo A.H no existe

x—-o0o  (x—=1) x—00 X
2)m= llmf( )¢+<><> 0

x—oo X

(x+4)(x—2)
m= lim —*2— = limW— lim 2—1$m 1
X—00 X X—00 X=X x—oo X

3)n=lim(f(x) — mx)

X—00

— 2_ _Q_ 2
n=lim (20D 15y = 1y TR gy 3oy 5023
X—00 (x-1) xX—00 x—1 x—00 X

4)A.0 > y=mx+n
AO->y=x+3

5) Posicion i%(f(x) — (mx + n)), lim (f(x) — (mx + n))

— — 2 —
lim <(x+4)(x 2) . (X +3 )> — lim x%2-2x+4x-8-1x2+1x-3x+3 lim—5 -0
X— 00

X—00 (x—1) x—1 x—o0o X
lim ((x+4)(x 2) ( + 3)) _ ll —2x+4x—8—1x2+1x— 3x+3 _ -1 —_5_ 0+
xX——00 (x-1 x—1 x——00 X
_ EP@E+e)
b) f(x) = (@-2)(8-8)
AV > (x-2)(x-3)=0>x=2 x=3
1) Identificar si existe: si A.H existe, A.O no.
AH S Lim ZEC 1 32 i 32 0 A H no exist
xl—mo (x—=2)(x—3) x—)yz) x2 xl—zgc') 0o -1 No existe
2)m= llmf( )¢+<>° 0
x—oo X
3x2(x+4) ( )
_ (= 2)(x 3) _ 3x%(x+4 — Jimy X _
,gll?o ng_zg x3-3x2-2x2+6x 9£_>oo x3 =3->m=3
3)n= llm(f(x) mx)

: 3x2(x+4) e 3x3+412x%-3x3+9x% +6x% - 18x 27x? B
n= igg((x—z)(x—s) 3x) = 9%‘1—>oo x2-3x—2x+6 Lm x2 =27>n=27
4)A.0 > y=mx+n
A.O - y=3x+27
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5) Posicion Jgi_zlo(f(x) — (mx + n)), xl_L;r_noo(f(x) — (mx +n))

. 3x2(x+4) 3x3+12x2—3x3+9x2+6x2—18x—27x2+81x—54x—162 27x 4
ygl—mo <(x—2)(x (3 + 27)) x—»oo x2-3x-2x+6 yg—)oo x2 0
. 3x%(x+4) . 3x3+12x%-3x3+9x% +6x2—18x—27x% +81x—54x—162 27x
xl_l)'f_noo ((x—Z)(x—S) (3 +27 )> - xl—l>1;noo x2-3x-2x+6 xl—> 00 xz -
0-
o fx) = .(@ E)
AV->2(x—1)=0->x=1
1) Identificar si existe A.H.: si A.H existe, A.O no.
2
AH S lim = = lim £ = lim £ = oo A.H no existe
xX—co Z(x 1) x—00 2X x—o00 2
2)m= lim L& )¢+°<> 0
x—-o0o X
x2+4—
m = lim €0 _ —timZ = limlsm=1
x—00 X X0 2X2—2x - X—002X%  x5002 2
3)n= lim (f(x) — mx)
x2+4 1 . 2x2+8-2x%242x . 1 1
n= ,f‘l?o(z(x 1 2% = ,EL’Z, 4x—4 - ,{L’ll,‘ 2n=3
4)A.0 > y=mx+n
AO->y= %x + %
5) Posicion lim (f (x) — (mx + n)), lim (f(x) — (mx + n))
X—00 X—>—00
x2+4 1 1 ET x2+4-x2—x+x+1 s 5 A+
Xl—g})(Z(X—l) - (EX t2 )) - )11_)11010 2x-2 - )}1_)1210 il
x2+4 1 1 . x24+4-x2—x+x+1 . 5 _
X—1>—oo(2(x—1) - (EX t3 )) B xl—l)r—noo 2x-2 - nglwﬂ =0
d) f(x) = (@ +m)
T (@+E)
AV-S>x+1=0->x=-1
1) Identificar si existe: si A.H existe, A.O no.
(2x2+4) _ x2 .
AH-> lim——=1lim 2X" _ 0 AH no existe
x—00 (x+1) x50 X
2)m= llmf( )¢+<><> 0
x—oo X
(Zx +4) 23214
m = lim <= im 22 lm—zém 2
X—00 X x—oo X“+Xx x—o0o X
3)n=lim(f(x) — mx)
X—00
_ (2x%+4) e 2x%44-2x2-2x i _
n x—>oo( (x+1) Zx) - yél—tyc') x+1 3%—)00 x =2=on=
4)A.0 > y=mx+n
A0 > y=2x-2
5) Posicion lim (f(x) — (mx + n)), lim (f(x) — (mx + n))
X—00 X—>—00
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2 2.4 9,2
lim <M —(2x—2 )> N . e 200 2.t O PO S
X—00 xX—00

(x+1) (x+1) x—o0 X
2 2 A 942
lim <w_ (2x — 2 )> — lim 2x% +4-207 2042342 _ lim 6 _ 0-
X—>—00 (x+1) X——00 (x+1) X—>—00 X

12. Analizar el comportamiento en el infinito de cada una de estas funciones

a) f(x) = (x +4)?

lim (x + 4)% = lim (x? + 8x + 16) = limx? = (0)? = 400
X—00 X—00 X—00

b) f(0) = 5
3 3

lim —— = lim = =0
x—00 (x—2)?  x-500X%2—4x+4 (o0)2

of(x)=x3+4
Jli_r)glo(x3+4)=(00)3+4:oo

2x5+4
d —
() = 22
2x5+4 x5 . 2x*
lim —— —llm——hm—zoo
x—oo X+1 xX—00 X x—oo 1

13) Calcula el limite: llm( 1 —L)

3 \x2-9 x-3

1 1 1 11 L
2> }Cl_l‘g (x2 5~ E) = (32_9 - ;) =< — 5 = 0 — 0 > Indeterminacion
2lin (5~ 55) = m (Gremy ~5m) 2 mem =+ DG -3

. 1-(x+3) \ _ 1. 1-x-3 1-3-3 \ _ -5 _ 5 _
9}5112 ((x+3)(x—3)) ‘}}E} ((x+3)(x—3)) ((3+3)(3 3)) 0 o

T 1 1
14) Calcula el limite: lim ( — — —)
x—>1 \x4—1 x—1

1 1 1 11 o
> ylcl_r}} (xz T~ E) = (12_1 — E) =S Tg=®—® - Indeterminacién
1 . 1 _ _
> }cl—r}} (x2 1 - E) - Ll{)r% ((x+1)(x—1) x—1) > mem = (x + 1)(x 1)
. -1+ _  1-1-1 -1 _ 1 _
> ylcl_r}} ((x+1)(x—1)) T @a+n@a-1 20 0 «©
15) Calcula el limite: llm2 (xiz le 4)
x—-— -
. 1 1 1 1 1 1 o
éxlirﬁlz (m — x2_4) = (_2+2 — (_2)2_4) =< =5 = © — % > Indeterminacion
. 1 1\ _ . 1 1 _ _
> Jim (- 55) = Jim, (05— Gag) 2 mem = G+ D= 2)

. 1(x-2)-1Y\ _ .. x-2-1 \ _ —2-2-1 _ -5 _ 5 _
exll}llz ((x+2)(x—2)) - xlirflz ((x+2)(x—2)) - ((—2+2)(—2—2)) To(-4) 0 ®
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P . x—2 x
16) Calcula el limite: xli@z (x+_2 x2_4)

> lim (g - xzx 4) = (j;; ~ 2_; 4) = %4 - (— %) = —00 4 00 > Indeterminacién
x—— - - -2)2—

- lim (E— ad )=xllr£12(x—_2—;)9mcm= (x+2)(x—2)

x—>—2 \x+2 x2-4 x+2  (x+2)(x—2)

. (x=2)-x \ _ ((=2-2)*=(=2)\ _ ((=4)*+2) _ 16+2 _ 18 _
éxll)rzlz ((x+2)(x—2)) - ((—2+2)(—2—2)) - ( 0-(—4) ) T o0 o0 +oo

x2-5x+6
x2-9 )

x2—5x+6, 3%2-53+6 9-15+6 0

)= %5 "o o

17. Calcula el limite: lin;(
X—

lim
x—)3( x2-9

x2%-5x+6 = (x-3)(x-2) x2-9 = (x-3)(x+3)

. (x=3)(x=2) _ ;. x-2 _3-2 1
x—3 (x=3)(x+3)  x—3x+3 343 6
.. . x3-4x%43x
18. Calcula el limite: lim(———)
x—1 x4-1
lim (x3—4x2+3x) Cpin X(2—4x43) L x(x=3)(x=1) _ . x(x=3) _ 1(1-3) _ =2 _ 1
x1—>1 x2-1 T a1 (D (x-1)  x—o1 +DE-1)  x—1 (x+1)  1+1 2
x3 — 4x? + 3x = (x-3)(x-1) x2-1 = (x-1)(x+1)
19. Calcula el limite: lim (“r=3)
x—3° x%-9
li (\/6+x—3) W6+x-3)(6+x+3) . (W6+x)%-32 - 6+x—9 _
xl_)rn3 x2-9 x—3 (x+3)(x-3)(V6+x+3) x—3 (x+3)(x—3)(V6+x+3) - x1_>rn3 (x+3)(x—-3)(V6+x+3)
. x—3 . 1 1 1 1
911—>n13 (x+3)(x—3)(V6+x+3) 911—>n13 (x+3)(V6+x+3) (3+3)(V6+3+3) 66 36
x2-9 = (x+3)(x-3)
20. Calcula el limite: lim (272)
x—1 x-1
lim (\/3+_x—2) _ (\/Z_—z) _ ? _0
x—1 x—1 1-1 1 0
li \/3+x—2) e (VBHx=2)(VBHx+2) _ li (V3+x)2-22 li 3+x—4 - ki (x—1) _
x1—>m1( x-1 | x—>1 (-1 3+x+2) faid] (x-1)(V3+x+2) faid] (x-1)(V3+x+2) o (x-1)(V3+x+2)
1 1
Va+z 4
21. Calcula el limite lim ( 3_x_¢§)
x—0 X
. AB—x—V3, V3-V3 0 . L,
lim ( )= =—= indeterminacion
x—0 X 0 0
lim (\/3—x—\/§) — lim (\/3—x—\/§) ) V3=x+y3 _
x—0 x T x>0 x V3—x+V3
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= lim M = lim 3-x-3 — lim —X lim -1 ! ___1
Cxo0 x(VBEHB) T x-0 x (VBx+V3) | x-0 x (V3-x+V3) x-0 V3—x+V3 V3+/3 23

.y ;. . -1
Solucién= El limite cuando x tiende a 0 es NG

2-/2
22. Calcula el limite llm ( %)
x-2 x—2

lim 2—2+x) _2- V2+2 _2- \/_ 2-2 0

x—2  x-2 2-2  2-2 2-2 0
(2 2+x) lim 2—V2+x 24+V2+x

x—>2 x—2 2+V24x

x—>2

— lim 22— (,/2+x lim 4-2-x lim 2—x —lim -1 -1 -1
x-2 (x=2)2+V2+x) x-2 (x=2)(2+V2+x) x—>2 (x=2)(2+V2+x) x—>2 2+\/2+x 2+\/2+ 2+2 4

.y ;. . -1
Solucién= El limite cuando x tiende a 2 es "

23. Escribe sin hacer cdlculos el valor de los limites siguientes

. 5x243

lim ————-=
x—o0o Sx“+2x—-1
Explicacidn: En este limite, la x tiende a o por lo que se coge el monomio de mayor grado en ambas
partes de la fraccién (numerador y denominador). En este caso es 5x2 en el numerador y 5x?en
el denominador. Al ser iguales, se simplifican las x?, quedando 5/5 . De modo que la solucién es 1.

i 5x5+3 _
x—00 5x2+2x-1
Explicacidon: En este limite, la x tiende a = por lo que se coge el monomio de mayor grado en ambas
partes de la fraccién (numerador y denominador). En este caso es 5x° en el numerador y 5x?en

. . . . . , .
el denominador, al simplificar queda en el numerador x3. La fraccién final quedaria S yestoes igual

a oo,

lim 5x2+3

x>0 5x7+2x— 1

Explicacidn: En este limite, la x tiende a o por lo que se coge el monomio de mayor grado en ambas
partes de la fracciéon (numerador y denominador). En este caso es 5x2 en el numerador y 5x’en
el denominador, al simplificar queda en el denominador x°. La fraccién final quedaria en el

. . .5 .
denominador x°. El resultado final quedaria —quees igual a 0.

. 4x3+3x%2-2x45
X—00 2x%+x4—x
Explicacidon: En este limite, la x tiende a = por lo que se coge el monomio de mayor grado en ambas
partes de la fraccién (numerador y denominador). En este caso es 4x3 en el numerador y 2x3en

el denominador. Al ser iguales, se simplifican las x3, quedando 4/2 . De modo que la solucién es 2.
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24. Calcula los limites siguientes:
. 3x x+1
a) lim ( - —)

x—o00 \x2-1 X
. —-x+1 _ . —_x _ .
lim (35) = Jm( = lim(H=0 ; Jim(ZH)=lm(F)=-1
3x x+1
im (F5-5) =0-D=-1
b)lim(ﬂ—sx)
X— 00 x—1
. 3x%+2 - (3x?  /3x
lim ( —-3x)=lim|(——-3x|= hm(——3x>=oo—oo
X —00 x—1 X—00 X x—o0o \ 1

. . 3x2+2-3x(x-1 . 3x2+2-3x%+3x 3x+2
lim ( —3x)=11m(#)=11m(—)—1 (22),
X—00 x—1 X—00 x—1 X—00 x—oco \ x—1

dividimos entre x, numerador y denominador,

i (2 = i () 5 (34925 (-9 -1,
tim (22) = Jim () = 2=

¢) lim(Vx? — 1 - Va? — 3x)
lim(Vx2 —1—-+vx2—3x) =0 — o

X—00
71 o2 _ (\/xz—l—\/x2—3x)(\/x2—1+\/x2—3x)) T 3x—1 _
lim (Va2 — 1 - Vx? = 3x) = lim ( N W peo 3 = Jim (mwm) =

dividimos numerador y denominador entre x

3—— hm 3—— - -
= lim 00 hm(3——)—3 ; lim <J1——+J1__>_2
X—00 ,1——2+ 1—— llm< 1——2+ 1__) —00 X—00 %2 ¥

d) lim(Vx + 2 - Vx =3)
hm(\/x+2— Vx—3)=0—0

X—00
. _ — e (Vxt2—vVx=3)(Vx+2+ Vx—3) _
fm(Va+2 - =3) =m0 T IH,SWJr =
lim(5) 5

= X200 —=0

lim (\/x+ +Vx— 3) )
25. Calcula los limites siguientes:

) li 2

a xl—>rg Vx+4—Vx—4
lim —2 2 — lim (vx+ +/(x— 4-) — lim (Vx+ +/(x— 4) — lim 2(Vx+a+/x—4) _
x—00 VX+4—Vx x—00 (\/W \/—)(\/F+1/(x 4-) X—00 (xF7) _(\/(x—4_) x—00 8
2 -
8
b) lim (senx)

n—-oo
12 Bachillerato. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



www.apuntesmareaverde.org.es

Limites

lim (senx) = no existe
n—-oo
C) - 3x5-7x
X—>00 X34100x2
li 3x5-7x . 3x°

lim—=3

x—00 X3 +100x2 x—00 X5

d) lim (€%)

X—>+0oo
lim (€%) - (e**) =w
X—+00
e) ,}L%l(ln X)

lim (lnx) = (In0*) = —o0
x-0%

26. Determina los siguientes limites.

a) lim (x_ﬂ)2x2—1

x— oo \X—2

2x%2-1
. x+1
lim (—) =1® ;
x— 00 \Xx—2

X— 00

2_ 2_ 2_
x+1) 2% 71 . x+1+2-2\2%"~1 . x—2 3 \2X° 1
im (— = lim (———— = lim (—+ —
x— 00 \Xx—2 X— 00 xX—2 x— 0o \Xx—2 x—2
x=2_3
2x%-1 2x%2-17 3 x-2
. 1 . 1 .
lim |1+ 3= = lim |[(1+ %= = lim
(6x2—3)
ex—oo\ xX—2 = eoo = 00
2x2-1
3x“+x x
b llm( )
) x—00 \3x2-2
2x2-1 2x2-1
. 3x%+x\ «x . 3x%+x+2-2\ «x . 3x2-2 242 x
lim = lim = lim +
x—o00 \3x2-2 _x—>oo 3x2-2 _x—>oo 3x2-2 3x2-2
3x2-2 2+x
2x2%-1 2x2-17 2+x 3x2-2
X X
1 1
=lim|(1l+—— =lim||{1+—— = lim
xX—00 3x2-2 X—00 3x2-2 X—00
2+x 2+x
. (2x%2-1 24x 2
= exllg})( x 3x2—2) = e3
3x2

c) lim (x3—1)

x>0 \x3+5

2 2
. (x3-1\3¥ . (x3-1-5+5\3% . (345 -6\
lim = lim (————— = lim +
x—00 \x3+5 X—00 x3+5 x—o00 \x3+5 x3+5

2
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X—00
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24x
1
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Limites

x345 -6

—6

. 3 23
3x2 3x27 -6 x3+5 x_-gs xS
1 1
=lim {1+ = lim [{1+ = lim [{1+ =
X—00 345 X 00 x3+5 X 00 x3+5
—6 —6 -6
2
. 2 —18x )
= exllglo( x3+5) = ex—»oo(x3+5 =eV=1
x2-1
. 5x+3\ s
d) llm( ) *
x—oo \5x+1
x2-1 x2-1 x2-1 x2-1
. 5x+3\ sx . 5x+3+1-1\ s5x . 5x+1 2 5x . 2 5x
lim ( ) = lim (—) lim ( + ) lim (1 + ) =
x—oo \5x+1 X—00 5x+1 x—o00 \5x+1 5x+1 X—00 5x+1
5 2 Sx+1_ 2 x?-1 2
x“-1 x“-1 2 5x+1 5x+17 5% S5x+1
1 5x 1 5x 1 2
= lim 1+m = lim 1+m = lim 1+m =
xX—00 - X—00 - X—00 -
lim (x2_1~ z ) lim (—sz—z ) 2
= x>0\ 5% 5x+1) = px—oco\25x2+5x) = @25

27.Determina los limites siguientes (observa que no son de tipo e)

x2—1
. 5x+3\ 5x
a) lim
x—+co \ x+1
. 5x+3
lim ( ) =5; lim
x—oo \ X+1 X—00

2
b) ylcl_glo (4x3 +15)3x

. x3-1
lim
x—00 \4x3+45

3x2

x3-1

. Jdim (3x%) x3-1 . x3 1
hm( ) ;llm( )= lim (—)=—
x—00 \4x3+5 x—o00 \4x3+5 x—o00 \4x3 4

2 ——
x“-1 . 5x+3\ s
( )——00; llm( )x——5°°——oo
X x—+o00 \ X+1

; lim (3x2) = o
X—00

2
. x3-1\3% 1\®
lim =(=-) =0
x—00 \4x3+5 4
21
. 3x2+x\ 3
c) lim (==
x—oo \3x4-2
2 1 1
. 3x2+x . 3+— 3+ 3+0
hm( )=hm ; = lim (%) = -1
x—o00 \3x2-2 X—00 —2 X—00 - 3-2-0
x x
1
. 2x%-1 . —3 . 2 1
lim ( )=11m =1lim (2-5)=2-0-0=0
X—00 x3 X—00 xX—00 \X x3
lim (Zx _1
. 3x24+x\x->00\ x3
lim ( ) =1°=0
x—00 \3x2-2
x2-1
. 5x+3 \ 5.3
d)lim (52 %
x—oo \5x“+1
2 (E i) 5.3
1 (5x+3) 52)\ = fig (£22) = 3930 _
x—00 \5x2+1 X—00 xz-(5+i2) X— 00 5+xl2 5+0
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li x2-1
i (5»%)&% 7)) _ 0
x—o00 \5x2+1 -
x2-1
x2-1 inl lim (ﬂ) 5x3
R 2 1, (5x+3
. x i 5x+3 5x3 x—00\5x“+1 lm .In
Aplicamos a* = e!n(@?) lim (5x2+1) T =e = ex—c0 5x3 (5x2+1)
X—00

28. Estudia la continuidad de las funciones siguientes:

a) f(x) = 5
Domf (x)=R —{1-1} Continuaen R — {1 — 1}
GRS Indeterm1nac1on lim —~ = lim — =-1
xo—-1%2-1  (-1)2-1 0 x-—1 (x—1)(x+1) x—>—1(x—1) -2 2

Esta funcion presenta una discontinuidad evitable en x = -1

B)F GO = VX =5

Continua en R ,x = 5 porque sudominioesx —5=>0,x =5

c) f(x) = logz(x — 3);
Continua en R, x > 3 porque su dominioesx —3 > 0

2+xzsixS0}
d :{
) (x) 1+e*six>0

, llrgl_f(x) = 11m 1 (2 +x2) =2

_ _ . _ x>

1. f(0)=2+0"=2 2. }Cl_r)r(l)f(x) lim f(x) = hm (14+e*)=2
x—0% x-0t

lim f(x) = lim f(x) siexiste limf(x) = 2
x—0~ x—-0% x—0

3. f(0)=2= lingf(x) es continuaenx=0
x—

29. Determina el valor de k para que la funcidn sea continua en toda la recta real.

x? x<1
fx) = {k+x x>1

f es continua en toda la recta real salvoen x =1,
Continuidad en x=1
Pasol. f(1)=2—-1%2=1
| i £6) = i (2 =) = 1
Paso2. chlg}f(x) - {llm f(x)= lim(k+x)=k+1
x-1% x-1%

Para que exista lirqf(x) los limites laterales han de ser iguales, de donde, k+1=1; k=0
xX—

30. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

12 Bachillerato. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Limites

—2x+3 si x <-1

a)f(x) = 2 + x? si —1<x<1
3 ,
- si x>1
X
f(x) es continua en todo su dominio salvo en x = —1,x = 1, por ser una funcién definida a trozos

de funciones polindmicas y una racional cuyo denominador no se anula, que son continuas.
Continuidad en x = —1
1°f(-1) =2+ (-1)?=3
] i = 1i — =
2 L lim /0 = Jim_(-2x+3) = 5}

. _ . 2 _
{Jim () = lim (2 +2x2) =3]
Para que exista limlf(x) , los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no
xX—>—
existe el limite cuando x=-1
La funcién tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.
Continuidadenx =1
129.f(1)=2+12=3
29, {lim f(x) = lim (2 +x?) = 3}
x—1" x—1"

Uim £G) = Jim (1) = 3)

32.Como f(1) =3 = lin} f(x) fescontinuaenx =1
x=

b) f(x) =x—+Vx—-2
12 Encontrar dominio para identificar intervalos continuos
Domde: x —Vx—2;x =2
“El dominio de una funcién es el conjunto de entradas o valores de los argumentos para los cuales
la funcién es real y definida”

22Encontrar valores no negativos para las raices; x > 2
V)= fx)=20;x—220,; x=>2

Domf = x = 2 = Intervalos continuos en x > 2

of(x)=I[x-3]-1
La funcion no tiene puntos no definidos ni limitaciones de dominio.
Por lo tanto, el dominio es —co < x < ooy es continuaen —o < x < ©
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula los limites siguientes:

- x+3
a) lim-;
x—3 x*—9
. x+3 -3+3 0 .,
lim =— — ——— - Indeterminacion
xX-3X -9 9-9 0
(x+3) lim 1 1
x—3 (x+3)(x—3) x—3Xx—3 -6
2
. x“-9
b) lim
x—»—-3 x—-3
x%-9 9-9
- — =0
x—>—3 X-3 -3-3
C) x3+427
x—>—3 x243x
x3+27 -3+3 —27+427 0 . .,
— — Indeterminacién
x—>—3 x2+3x (—3)2+3-3 9-9 0
x3+27 i (x+3)(x2-3x+9) _ li (x%2-3x+9) _, 94949
x——3 x2+3x x—>—3 x(x+3) x—>—-3 -3
3
. x°—-1
d) llmz—
x-1 x“+x-2
. x3-1 1-1 0 . .,
lim — - — - Indeterminacion
x—1X“+x-2 1+1-2 0
lim x3-1 . (x=D(x%4x+1) 4. (x%+x+1) 1+1+1 1
X1 X24x—-2  xo1 (x=1)(x+2) T x5 (x+2) 3 -
3
. x°+8
e) lim
x—>—2 —X—2
. x3+8 -2)3 -8+8 0 . .,
lim o ) - — - Indeterminacion
x—>—2—XxX—2 —(-2)-2 2-2
. x3+8 . x+2)(x%2-2x+4 ) x2-2x+4
lim 28 = iy D@20ty oy, Gom2erd)
Xx—>—2 —X—2 x—>—-2 -1(x+2) x—>—-2 -
. V3+x—4
f) lim——
x-1 x-1
. \3¥x—4 2—4
lIim————— > — > —»
x-1 x—1 0
) lim x3+8x-2
g x>3 —x2-2x+3
im x3+8x—2 -98 _ 98
x—>3 —x2-2x+3 -5 5

2. Calcula los limites siguientes:
x3+8

a) lim

xX—00 —X—2
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. . x? 2
lim = lim —=lim—=——> —o0
X—00 —X— x—>oo —X x—oo —1 -1
3
x°+8
b) lim—
x>0 —X°—
3 3 . 1
1 =lim—=Ilm—=—7-0
X—00 —X7— X—>00 —X X—o00 —X -
3x3+8
c) lim—;
x—00 —X>—2
. 3x3+8 3x3 .
li = lim —=lim—=—=-3
X—00 —X°— x—oo —X x—o00 —1 -1
2

lim (S=-2)=1lim (Z-2)=lm (2 -2)=2-250-0=

—00

e) lim (25 -2

x—>+00 \x2—4 x+2

lim (3x ——)—0—1——1

x—+400 \x2—4 xX+2

f) xl_l)grnoo(\/?,x 1—Vx% - 2x)
lim (v3x —1—+/x2%2- Zx) = xl—i>I-Poo (\/ﬁ - \/ﬁ) - _

X—>+0o0

gl lim (Vx—-1-Vx-2)

X—+00
. Y — 5 Yx-I+Vx-2) _
xl—1>I-|I-loo(\/x —1- \/x - 2)_xl—1>1-|1-loo <(\/x 1 \/X 2) Vx—1+Vx—2> -
_ ((\/x—1—\/x—2)~(\/x—1+\/x—2)) - I ( x—1-x+2 ) lim ( )
x—-+00 x—1+Vx—2 T xotoo Wx—1+V2-2/ T x5+ \/_+\/—
= lim RES = lim = 0 -0

X—>+00 JE(\/l_—% +\/€) X—>+00 \/i \[: V1-0+V1-2:0

h lim (—=5=)

Jim (=) = Jim, (= gig) = Jim (- S = -

3. Determina las asintotas de las siguientes funciones:

a) f(x) ==

Asintota vertical x—3=0x=3

12 Bachillerato. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Limites

x2-2x 3 x2-2x 3
11 = — = —00 1 = — =00
x—3— Xx-3 0~ x—3t x-3 ot
Asintota horizontal
ox?-2x  x? _
lim ———— = lim — = oo no tiene AH
X—o0o X — X—> o0 X
Asintota oblicua
P2 x2-2x x2
m= lim <= = lim = lim==1
x—> oo X x—00 X2—3x x— oo X2
ox?—2x o x?2—2x—x%+3x . —2x+3x
n=Ilim————x = lim = lim ——
x—00 x2 — 3x x— x—3 x-0 x—3
X
xX—00 X
o ox%—2x x4+ 2x—x*—x+3x+3 3 3 N
lim ————x—1= lim = lim =—=90
x>0 X — 3 X—00 x—3 x> X — 3 oot
ox?—-2x o x?4+2x—x2—x+3x+3 _ 3 3 ~
lim ————x—1= lim = lim =—=0
x> -0 X —3 X——00 x—3 x—o—oX — 3 —00
]
-\ |
|
5
b) f(x) = 2_4
AV =>x%?—-4=0 x=2, x=-2
5 ) 5
hrgcl—e— x2—4 _ 0- - xll)2+ x2—4 ot oo
l 5 5 N I 5 5
1m =—QG-=T® im = = —0
x>—2"x2—4 =0~ ; x>-2tx2—4 -0t
At => fim = Jims=0 y=0
No existe AO porque hay AH
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x2-5x+6
C) f(x)_ x2-4
AV =>x?—-4=0 x=2, x=-2
y x2—5x+6_0__dt o y x*=5x+6 0
11‘;1_)2_ Z_4 "o indeterminacion xﬁg& Z_1 o
= indeterminacion

AV
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x2-5x+6 20
= = —Q0

y x2=5x+6 20 N y
= = [0'e]
x—fzrzl‘ x%—4 -0~ x_)lT_Té+ x%2—4 -0t
x2-5x+6 . x?
=> = m e =1 y=1
no tiene AO porque tiene AH
r'
[
[
s'f::
piiipl
t=i
Hl
rf
x2-5x
d) f(x) T ox21
= x*?-1=0 x=1,x=-1
i x? —5x . —4 o x2-5x -4 N
= — = —00 = — =400
it xlgl_ 0- x—>nll+ x2 -1 x—1+ 0T

x-1" x%2 —1
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. x? —5x . 6 . x?—"5x

im ——= lim —=—-» im ———

x->-1" x2 —1 x--1-—0" x>-1* x2 —1
x x?

A => Jim = lms =1 y=1

no tiene AO porque tiene AH

8

= lim
x——171 _O+

6

= —C0

&) flx) = o
asintotas verticales
Igualamos el denominador a0> (x—1)?%=0;x=1

lim f(x )—(x 1)2 ==

lm ()= = e

x—-1~ (x— 1)2 o+
AV.2>x=1

asintotas horizontales
Hacemos el limite con x — oo

. —5x . —5x -5
lim £G0) = lim == = Jim Z=7 = lim == lim =0
A.H%y—O

Asintota oblicua no tiene ya que si tiene horizontal.

0 =22
asintotas verticales

Igualamos el denominadora0 > (x —1)2=0;x=1
lim f(x) =;= -0

11m f(x)=—="-00

x—1"

A.V.9x—1

asintotas horizontales
Hacemos el limite con x = oo
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Limites

—5x2 . —5%%
>=lim ——=lim ——= lim ——=-5
(—1) x—00 X*=2x+1 x—>00 X xX—00 *¥=

—5x2

llm f(x)= hm

A.H 2y=
Asintota oincua no tiene ya que si tiene horizontal.

g) f(x) = ln 1)2

asintotas vertlcales

Igualamos la ecuacion, quitando el logaritmo neperiano, a 0.
=02>-5x=02>x=0

(x— 1)2

Averiguamos el dominio:

Ral'cesypolosde( 5) :x=1;-5x= O%x-—-O%x 0
x=-1 Es positivo
x=1 Es negativo
Xx=2 Es negativo

Por lo tanto, el dominioes {x € R | x < 0}

Solo hacemos el limite en 0~ porque f(x) no esté definida por la derecha de 0 (0™).

. L v m 45X Z5x 4+ oy
;Lrg_f(x)_)}l)ry_ln(t), six=0 yt_(x—l)z_x2—2x+1_+_0

tlirg;r In(x)=-o0

Usando la propiedad: lir(gl+ In(x)=-o0
X—

AV.2>x=0

asintotas horizontales
Hacemos el limite con x — -o00

5 . -5 -5 _5
11m f(x) 11m ln 1)2 —xL | — —xl_l)r_nm?—z—;—o
A.H 9 y=0 cuando X tlende a-oo
Asintota oblicua no tiene ya que tiene horizontal.
—5x
h = |
asintotas vertlcales
Calculamos el dominio de f(x).
Ralcesypolosde 1) :x=1;-5x= O%x-_—5=09x=0
x=-1 Es positivo
x=0,5 Es negativo
X=2 Es negativo

Por lo tanto, el dominioes {x € R | x < 0}
No tiene A.V. porque solo estd definida para x < 0.
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Limites

asintotas horizontales
Hacemos el limite con x — oo

—-5x _
llm f(x)= hm /(x o = ’x—z— V0=0

A.H 2y=0
Asintota oblicua no tiene ya que tiene horizontal.

4.- Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad:

3* six < -2
a)f(x):{4-—x2 si—-2<x<1
log, x six>1

Cuando x=-2

1.-f(-2)=4-(-22=4-4=0

lim_f(0); lim_(3%) = (379 = z
2.- lim f(x) =4 = *>727  x>-2 2

x—>=2 lim f(x); lim (4 —x3)=0@l-(-2?)=0
x—>-2% x—--2%
3.- Como no existe limzf(x), f(x) no es continua en x=2. Discontinuidad inevitable de 12 especie de
x—=—

salto finito.

Cuando x=1
1-f(1)=4—(1)2=4-1=3

| lim fGo; lim (3%) = (3%) = 27
2O = i G0 tim (8- %) = (4= (1)?) = 3

3.- Como no existe lirr} f(x), f(x) no es continua en x=1. Discontinuidad inevitable de 12 especie de
X—

salto finito.
% six<O0
b)g(x) =442 _3x sio<x<3
Vvx—3 six =3
Cuando x=0

1.-g(0)=02-3-0=0
lim f(x); 11m (1) = (%):—oo

2.-limg(x) = X0~ x
X0 lim f(x); lim (% - 3x) = ((0)2=3-0)=0
x—0% x-0%

3.- Como no existe liné g(x), g(x) no es continua en x=1. Discontinuidad inevitable de 12 especie de
xX—

salto infinito

Cuando x=3
1.-g(3)=32-3-3=0
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Jim £ lim (7) = (5) =5
lim f(x); lim (x* —3x) = ((3)*=3-3) = 0

3.- Como no existe lir% g(x), g(x) no es continua en x=3. Discontinuidad inevitable de 12 especie de
xX—

2-limg(x) =
x—3

salto finito.

c) |x% — 5x|
Es continua porque es el valor absoluto de una funcién polinédmica

5. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad

a) f(x) = |x* — 25|

Es el valor absoluto de un polinomio por tanto es continua en todo R

b)g(x) =2 -2
[ Cereies ass
g(x) = Z_G):z_1z1x>0

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto finito
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x%-2|x]|
) h(x) =—=
2_oc_ 2
( ) xx2(3x)=xx+§x x <0
h(x) = > y
x—2(x): x“—-2x x>0
x-3 x-3

En x = 0 la funcién es continua.

Estudiamos la continuidad en x = 3

f(3) no existe y los limites laterales son +oco por tanto hay una discontinuidad no evitable de 12
especie de salto infinito.

6. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de

discontinuidad.
3x+5
a)

x2-4x+3

x2—4x+3=0; x=1y x=3
Es continua en todos los numeros reales salvoen x=1 y x=3
Hay una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito, en cada valor.

7x+2
x2+x

b)

x>+x=0 ; x=0 ; x=-1
Es continua en todos los niUmeros reales salvoen x=0 y x=-1
Hay una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito, en cada valor.

C) x2-5x+4
x2-2x-3
x>?—=2x—3=0; x=3 ; x=-1
Es continua en todos los nUmeros reales salvoen x=3 y x=-1
Hay una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito, en los dos valores.
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7. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de
discontinuidad.

a)f(x)=vxZ —x—6 > x*x-6=0 > x=3 >x=-2

Se sustituyen los valores que nos ha dado como resultado la ecuacién de segundo grado en la raiz y
con ambos valores obtenemos 0.

Cogemos los siguientes valores: por ejemplo -3 /0 / 4

e Sjsustituimos con -3 nos da V6 por lo que es positivo y existe.
e Sjsustituimos con 0 nos da vV—6 por lo que no existe la raiz.

e Sjsustituimos por 4 nos da NG por lo que es positivo y existe.

Al haber calculado el dominio se calcula también la continuidad, por lo que:
Dom: (-oo, -2] U [3, =°)
Continuidad: (-e°, -2] U [3, =) en el resto no existe la funcion no existe

b) g(0= = >ZE >0 >2-x=0 Sx=2
2>x2-4=0 2 (x+2):(x-2)=0 2> x=-2
2> x=2

Vamos a sustituir con los siguientes valores: -3 / 0 / 3
e Sisustituimos con -3 nos da V1 por lo que es positivo y el dominio existe.

e Sjsustituimos con 0 nos da —, por lo que no existe la raiz y el dominio tampoco.

. - ’—1 . , -
e Sisustituimos con 3 nos da ~ por lo que no existe la raiz y el dominio tampoco.

Al no existir las dos ultimas raices:
Dom: (-o°,-2)
Continuidad: (-eo,-2)

Oh(x)= -2 >3%50 > 3x=0->x=3

x*-3x ~ x*-3x
- X2-3x= 0> x=3
2>x=0
Vamos a sustituir con los siguientes valores: -3 / 1 / 4

. - , 6 o .
e Sisustituimos con -3 nos da o Por lo que es positivo y existe.
e Sjsustituimos con 1 nos da —, por lo que no existe la raiz.

. - ,—1 . .
e Sjsustituimos con 4 nos da - por lo que no existe la raiz.

Al no existir las dos ultimas raices:
Dom: (-, -3)
Continuidad: (-e°, -3)
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8. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada casi el tipo de

discontinuidad.
4—x
) f0) =1n (=)
Como es logaritmo neperiano:
* 50

5—x

4—x=0>—x=—-4->x=4
x—5=0->x=5

Sustituimos valores de los intervalos:

4-3 1 1
X = 3 - —_—=— = — -
3-5 5—2 5
4—4, -0
x =45 =—=1
4,5-5 -0,5
4-6 -2
X=6->-—="=-2
6—5 1

Es continua en los puntos que son mayores que cero, por lo que:
Continua en (4,5) en el resto no existe la funcion

b) g(x) =In(—x* —x + 2)
Al ser logaritmo neperiano
—x%—x+

2>0-

—x% —x+

2=0->x=

~CD/CDF4CE e °
-2

1+3

2
-2, x=1

Sustituimos valores de los intervalos:
x=-3->—-(-3)2-(-3)+2=0->-9+3+2=—4
x=0-0-04+2=2

x=2->-2)?-2+42=-4

Continua en (-2,1) en el resto la funcion no existe

9—x2
c)In ((x—S)Z)
Como a) y b).

2
>0 9—-x?=0->—-x>=-9-5x?=9-5x=3;x=-3

(x—3)?2=0->x=3
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Limites

L0

Sustituimos valores de los intervalos:

9-16 1
X=-—4- (-4-32 7
9

x—0—>(0_3)2—1
9-16
x=4- @ -7

Continua en (-3,3), en el resto no existe la funcién

9. Estudia la continuidad de las funciones siguientes, indicando en cada caso el tipo de

discontinuidad

Q) f(x) = €7

Domf(x): 74+x+ 0 ; 74+x=0 —-> x=-7
Domf(x) > R —{-7}

-72-9 -72-9
lim f(x)=e7-7 = e® = lim f(x)=e7-7 =e ® =0
x—>=7% x—==7"

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito

b) g(x) = e*~*
Domg(x), x—5=0 x—=5=20 > x=5
Domg(x) - {xeR; x = 5}

Es continua ahi ya que es el dominio de definicion de la funcién

V=

¢) h(x) = 2x2—1

Domh(x), x—1>20->x2>1

Domh(x), x>—1#0>x=+1y —1
Domh(x) > {x e R; x > 1}, aqui es continua.

3—x%2 x<0
24+e* x=20
a) Estudia su continuidad

b) Representa su grafica

10. Dada la funcién f(x){
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Limites

a) lim (3 —x?)=3-02=3 lim (2 + e¥)=2+1=3
x—>0~ x—07t
La funcidn es continua
b)

.2
11. Dada la funcién f(x) {3;( +’; x> Zx <2

a) Determina el valor de k para que sea continua en toda la recta real.
b) Representa su grafica

a) lim (3—x2)=3-22=-1; lim (k+x) =k+2; k+2=-1; k=-3
x—2~ x-2%
b)
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x—3 x < -1
12. Dada la funcién f(x) xzz— 5 —-1=<x<1
" x=>1

a) Estudia su continuidad
b) Representa su grafica

a) Continuidadenx=1
lim()=2/1=2 lim (x2 —5) = 1-5=-4. No es continua
x—-1t X x-1~
Continuidad en x=-1
lim (x-3)=-1-3=-4  lim_ (x%? — 5) 1-5 = -4. Es continua
x->-1" x--1t

b)

1 3 3 : [ T ] ' 0

4—x2 x<2

13.Dada la funcié ={
ada la funcién f(x) -4 x>2

a)Estudia su continuidad

PASO 1. Estudio de la continuidad de la funcién en el punto x=2
fX)=x*-4 x=>2
fQ=22-4=4-4=0

PASO 2. Calculo los limites:
-Limite por laizquierda  f(x) =4—x? x<2 lirzn_(4 —x)=4-22=0
xX—

-Limite por la derecha fX)=x*-4 x=2 li12n+(x2 —4)=22-4=0
x—

PASO 3. Entonces f2)=0= lin%f(x)
X—

Como se cumplen las tres condiciones, la funcién es continua en x=2
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b)Representa la grafica

64
4
2]
0
-6 4 -2 0 2 4 6
-2 ]
-4 |
14. Esboza la grafica de la funcion f(x) =x2f25 indicando sus asintotas y sus puntos de
discontinuidad.
Asintotas verticales:
x+5=0 x=-5
x2—-25=0
x—5=0 xX=5
Posicion:

lim L lim a -2 —»
xo5- (x=5)(x+5) 0~ + ’ xo5+ (x=5)(x+5) 0+ +
Asintotas horizontales:

. X .

i% (x=5)(x+5) 0 ’ xl—l)1—noo (x=5)(x+5) 0 y=20

Como hay asintotas horizontales, no hay asintotas oblicuas

R

Los puntos de discontinuidad son cuando se anula el denominador, x=5 y x = -5 discontinuidad
inevitable de primera especie de salto infinito.

15. Esboza la grafica de la funcién indicando sus asintotas y sus puntos de discontinuidad.

X
x2-25
Asintotas verticales

x—5=0 x=5
x>—=25=0
x+5=0 x=-5
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Limites

x?2 25 . x2

25

= —0C0

lim

L aos)a+s) o0+ ’ xlir_cfﬁ (x—5)(x+5) _ 0% +

Asintotas horizontales

,fll?o oo — dm =1

x2

y=1
No hay asintotas oblicuas porque hay asintotas horizontales

= O

Loa puntos de discontinuidad son cuando se anula el denominador, x=5 y x=-5, hay una

discontinuidad inevitable de primera especie de salto infinito.
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Limites

AUTOEVALUACION
f s 1 1 _
1. Ellimite Jlrl_)nll (x2—1 - ;) vale:
a)-.c  b)0 «¢)1 d)2/3
. 1 1 1 1 1 1
lim (S = e = o=
. 1 T 1-(x+1) .. 1-x—-1 _ .. -x _ -1 _ -1
,lcl_r>r11 ((x—l)(x+1) _E) = e —chl_r)rll( x2-1  xo>1 x2-1  12-1 0
Soluciéon: a) —
2. Ellimite lim (x?2 —x— 2)( - )vale
a) o b)0 ¢)1 d)-1
Jim (2 = x = 2)(5)= (-2 = (-2) = () = (+DE) =2 =
Solucion: a) «
2_
3. Ellimite lim (x > 4x+3) vale
x->1 \ x4+x-2
a) o b)0 ¢)-2/3 d)-1
. X% —4x+3 12-4(1)+3, [(1-4+3 _0 . . .,
,lcl_r}f (x2+x—2) ( iz ) (1+1 2) "o indeterminacion
x2—4+3=(x—3)(x—1)
x? +x—2—(x—1)(x+2)
(x—=3)(x—1) (x—3) - _—_2
x—1 ((x 1)(x+2)) - x—>1 ((x+2)) - T3
. -2
Solucion: c) 3
4. Ellimite lim Y22 pale:
x--1 x+
a) % b)0 c)-o= d)-1
li V2+x-1 _ 0 li V2+x-1 li V2+x-1 V24x+l . (Vz#x)’-12 _
x_1>m1 x+1 0’ x_1>rP1 x+1 x_1>m1 x+1 v2+x+1 x_1>m1 (\/2+x+1)(x+1)
2+x-1 x+1

= S X |im — =
x—> 1 (\/2+x+1)(x+1) x_> 1 (V2+x+1)(x+1) x5 1 (\/2+x+1) VI-it1 141 2
.z 1
Solucidn: a) 2
5x3+7x-4

5. Ellimite lim —; vale
X—00 x“+3
a) o b)0 ¢)5 d)1
. 5x347x—-4 . 5x3 . 5x o
1 2. - 1 —=Ilim—=—=0o
X—00 xX4<+3 x—o0o X x—oo 1 1
Solucién: a) o
;. . 5x3+7x—4
6. El limite lim ale:
x—>00 x3+3
. 5x3+7x—4 . 5x3
lim ————=1lim — =5
x—>oo Xx°+3 x—00 x3
Soluciéon: ¢)5
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Limites

2x2+1
f e s 3x+1
7. El limite llm( s ) vale:

x—oo \3x—2
lim 2x2+1
. 3x+1 3 3x .
( )’“” ; 1m( )= im==1 ; lmQ2x2+1)= o
x—o00 \3x—2 x—o00 \3x—2 x—0o 3X X—00
Obtenemos: 1 = Indeterminacion
. 2 3x+1 .\ _ s 2 3x+1-3x+2\_ . 2 3 . 2x2+1. 3
Calculamos: e,}l_,%(zx +1)(3x—2 1)_3935&(” +1)( 3x—-2 )_e;}lﬂ;(zx +1) 3x-2 — e;}l—E& 1 3x-2 =
6x2+3 imﬁ lim 2x
ex—o03X—2 — @Ex-03X — ex—ow = eoo = 00

Solucion: a)

3

x°-3 .
8. Estudia la continuidad de f(x)={ — six<0 en x=0.
3x+2six=>0
1.f(0)=3:-04+2=0+2=2
2. El segundo paso es calcular los limites por la izquierda y por la derecha utilizando las dos
expresiones fijandonos en los simbolos > o <.

. ERT x3-3) _ -3 _
Jim £G) = Jim (57) = 5= o0

=

Al darnos oo no hace falta calcular el siguiente limite.

Al ser el limite = oo, tiene una discontinuidad inevitable, de primera especie de salto infinito.
Solucion: d) de un salto infinito.

x3—3six<2

: en x=2.
3x+2six>2

9. Estudia la continuidad de f(x)={

1.f(2)=3-24+2=6+2=28
2. El segundo paso es calcular los limites por la izquierda y por la derecha utilizando las dos
expresiones fijandonos en los simbolos > o <.
lim f(x) = lim (x3-3)=(8-3)=5
limf(x) — {x.—>2‘ x.—>2‘
X2 lim f(x) = lim(3x+2)=(6+2)=8
x—-2% x—-2%
Como los limites laterales son distintos, tiene una discontinuidad inevitable de primera especie de
salto finito.
Solucidn: c) con un salto finito.

x3  six<2
3x+2 six>2

10. Estudia la continuidad de f(x)={ en x=2.

1. f (2) no existe.
2. El segundo paso es calcular los limites por la izquierda y por la derecha utilizando las dos
expresiones fijandonos en los simbolos > o <.
Asi sabremos si es evitable o inevitable.

| lim f(x) = lim (%) = (2%) = 8

lim f(x) = {lim FG) = lim(Bx+2)=(6+2)=8
x—2+ x—-2%
Como los dos limites dan la misma solucidn y son finitos, al no existir f(2), tenemos una
discontinuidad evitable.
Solucidn: b) tiene una discontinuidad evitable
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Derivadas

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Halla la tasa de variacion media en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3] de las funciones siguientes:
a)y=3x—-4 b)y=-2x-3 ¢)y=05x+2 d)y=x-1

A la vista de lo que has obtenido, écrees que la tasa de variacion media de las funciones polindmicas
de primer grado es siempre constante e igual a la pendiente de la recta que la representa?

Tasa variacién media TVM [a, b] = f_(b;:i(“)
[-3, 2] [1, 5] 0,3]

a) 2=(013) _ g 1D _ 4 S-0) _
S 5-1 3-0

b ——=-2 e ) S -y _
23 5-1 3-0

C) 3-0,5 =0,5 4,5-2,5 =05 3,5-2 =05
29 51 3-0

4 =EH_g 104 2D _ 4

S 5-1 3-0

La tasa de variacion media de las funciones polindmicas de primer grado es siempre igual a la pendiente
de la recta.

2. Halla la tasa de variacion media de la funcién y = x> — 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0,3]. ¢éEs
ahora constante?

Tasa variacién media = %

Primero calculo los valores en la funcidon de cada uno de los dos extremos del intervalo

Intervalo [-3,2] Intervalo [1,5] Intervalo [0,3]
y=(-3)2-1=38 y=12-1=0 y=0-1=-1
y=122-1=3 y=5%2—-1=24 y=232.1=38
Después aplico la férmula de la tasa de variacion media

=l bl EERRERE

Ahora no es constante

3. Halla la tasa de variaciéon media de la funcién y = x3 + 1 en los intervalos [-3, 2], [1, 5] y [0, 3].

La tasa de variacién media de una funcién f(x) en un intervalo [a, b] se calcula mediante la férmula:

VM = LB =@
b—a

Para la funcién dada y = x3+1, calculemos la tasa de variacion media en los intervalos mencionados:

1. Intervalo [-3,2]:

—f(~ 341)—((=3)3 —(-
TVM, _f@-f(=3) _ (23+1)-((-3)3+1) _ 9+1-(=26+1) _ 10427 _37
2—(-3) 5 5 5 5
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2. Intervalo [1,5]:

_ 3 —(13 _
VM, _ F(5)-f(1) _ (53+1)-(13+1) _ 126-2 _ % — 31

5-1 4 4
3. Intervalo [0,3]:

_(3%+1)—(03+1) _28-1 27 _ 9
- 3 T3 3

1. Intervalo [-3,2]: TVM1 = %

TVM3

2. Intervalo [1,5]: TVM;, =31
3. Intervalo [0,3]: TVM3 =9

4. Al hacer un estudio sobre el aterrizaje de aviones se graba una pelicula desde el momento en que
el avidn toca tierra hasta que se para, y se miden los tiempos y las distancias recorridas:

Tiempo (segundos) [ 0| 2 4 6 8 10 | 12 | 14

Distancia (metro) | 0| 100 | 175|230 | 270 | 300 | 325 | 340

a) Calcula la velocidad media del avién.

-Calculas la velocidad media con la férmula de tasa de variacién media.
340 -0
14-0
b) Calcula la velocidad media en los intervalos: [0, 6], [2, 10] y [6, 14].

= 24,29m/s

-Calculas la velocidad media de los intervalos dados con la férmula de tasa de variacion media.

230—-0
W = 38,3 m/s
300 —100
qo_z " 25m/s
340 — 230
14——6 = 13,75 m/s

c) éEs constante?

-No es constante, ya que como podemos ver la velocidad varia a lo largo de su recorrido, va
disminuyendo.

5. Se estudia la posicion de un coche respecto de la salida de un tunel y se obtienen los datos
siguientes:

Tiempo (segundos) 0 5 10 15 20 25 30 35 40

0 100 | 200 | 290 | 370 | 430 | 510 | 610 | 720
Distancia (metros)

a) Calcula la velocidad media del coche en el intervalo [0, 40].

12 Bachillerato. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Derivadas

Para calcular la velocidad media se usa la “Tasa de variaciéon media”

TVM (a, b) = L=

Sustituyendo los valores en la formula nos queda

TVM (0, 40) = 1200_"()0: 18 m/s

b) Calcula la velocidad media en los intervalos [15, 25] y [20, 30]. ¢Es contante?

Para calcular la velocidad media en estos dos intervalos, volvemos a usar la “Tasa de variacion media”’.

TVM (a, b) = L2210

Sustituyes los valores del primer intervalo [15, 25]

430-290

TVM (15, 25) = ——

=14 m/s
Sustituyes los valores del segundo intervalo [20, 30]

510-370_ 14 176

TVM (20, 30) == —==

Coémo la velocidad no varia se puede decir que son constantes.

c) Si la velocidad maxima permitida es de 120 km/h, éconsideras que ha podido sobrepasarla en algun
momento? ¢Y si la velocidad maxima fuese de 80 km/h?

120 Km/h = 33 m/s. Parece dificil que la haya sobrepasado. 80 K/h = 22.2 m/s. No es posible asegurar
que no haya ido mas deprisa pues en el primer intervalo su velocidad media es de 20 m/s.

6. El tren AVE sale de la estacion y aumenta su velocidad hasta llegar a 250 km/h en 10 minutos,
mantiene entonces esa velocidad constante durante hora y media, y comienza a disminuirla hasta
pararse en otros 10 minutos.

a) Representa en una grafica la funcion tiempo - velocidad.

W16 20 2 30 35 40 45 0 55 &0 8% 70 75 80 85 80 95 100 105 10 M5

b) Ya sabes que la aceleracion nos indica la variacion de velocidad. Indica la aceleracion media en los
primeros 10 minutos.

an [0, 10] = 2= = 25 km/h?

c) Indica la aceleracion media entre el minuto 10 y el minuto 90.

250-250
90-10

am[10, 90] = = 0, velocidad constante.
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d) Determina la aceleracion en los ultimos 10 minutos.

0—-250
110-100

am[100, 110] = = —25 km/h?.

7. Al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba la altura (en metros) y, que alcanza a los x segundos
viene dada por la funcién: y = 40x - 5x2.

a) Escribe una tabla de valores y dibuja la grafica de la funcidn. é¢Tiene sentido para valores de x
menores que 0? ¢Y mayores a 8?

Ty
0|0 ==

1|35

2|60 <o

4|80 1

6 | 60 D

7|35 - - = L= ==
810 T}

No tendria sentido “para valores menores que 0, porque el tiempo no puede tomar
valores negativos.
Tampoco tiene sentido para valores mayores que 8 pues en ese instante llega al suelo.

b) Calcula la velocidad media del objeto en los intervalos siguiente: [0, 2], [0, 8], [1, 4], [4, 8] y[1, 8].

ym =L2TO _ 0 _ 39, [0,7]
2-0 2 N

Vm=w=9=oﬂ_>[0,8]
8-0 8 s

ym =LOTD -5 457, [14]
4-1 3 s

Vm _f®-f) _ 80 _ 202 5 [4,8]
8—4 4 s
8-1 7 s

c) éCual es la altura maxima alcanzada por el objeto?

La altura maxima alcanzada es de 80 metros y se alcanza a los 4 segundos.

8. Halla la derivada de las funciones siguientes en los puntos x=1,x=3yx=5:

a)y=3x—-4; b)y=-2x-3; c)y=0.5x+2;d)y=x-1

A la vista de lo que has obtenido, écrees que la derivada de las funciones polindmicas de primer
grado es siempre constante e igual a la pendiente de la recta que la representa?

12 Bachillerato. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Derivadas

- Para resolver este ejercicio, es necesaria la aplicacién de la definicidn de derivada:

f&) = f(@

lim
x-»a X—a

a)y = 3x- 4
Parax =1
. feo-fa . 3x—4+1 . 3x-3 31-3 0 . .,

lim fe-r@ _ lim—— = lim = = - Indeterminacion
x—-1 x—1 x-1 x-1 x-1 x—1 1-1 0

. 3x-3 . 3(x—1
lim—— = lim 3 _ 3
x-1 x—1 x->1 x—1
Parax =3
, x)-f(3 . 3x—4-5 . 3x—9 33-9 0 . iy
llmM =lim——=lim = = - [Indeterminacion
x—-3 x—3 x—3 Xx—3 x—3 Xx—3 3-3 0

. 3x-9 . 3(x-3
li = lim3%2 =3
x-3 x—3 x-3 Xx-3
Parax =75

. (x)-f(5) . 3x—4-11 . 3x-15 15-15 0 . .,
lim f-76) lim———=1 = = - Indeterminacion
x—5 x—5 x—-5 Xx-5 x—5 Xx—5 5-5 0

.. 3x-15 .. 3(x-5
lim = lim3%2 =3
x-5 Xx—5 x—5 X—5
b) —2x-3
Parax =1

. x)-f(1 . —2x—3+5 . —2x+2  —242 0 . .,

lim fO-F@) _ lim———— = lim——— = = - Indeterminacion
x—1 x—1 x—1 x—1 x->1 x-1 1-1 0

. —2x+2 . —2(x-1
lim =lim 2D = _p
x->1 x-1 x->1 x-1
Parax = 3

. x)-f(3 . —2x—349 . —2x—6 6-6 0 . .,

lim fC-®) _ lim——— = lim = — = - [ndeterminacion
x—3 x-3 x—-3 x-3 x-3 x—3 3-3 0

.. —2x+6 .. —2(x-3
lim =1lim 28D =
x—3 x-3 x—>3 Xx-3
Para x = 5:

) x)=f(5 . —2x-3+13 . —2x+10 —25+10 0 . .,
lim fEI=F) _ lim——— = lim = = - [Indeterminacion
x—5 x—=5 x—5 x-=5 x—3 x-=5 5-5

.. —2x+10 .. —2(x-5
lim———— = 11m¥ =-2
x—5 X—5 x—5 X-5
c)y=05x+2
Parax =1

0,5x—0,5 0,51-05 0

. x)—f(@1 . 0,5x+2-2,5 . 4 = == . y
lim fe-r) _ lim—————==1lim™ ;7 1-1 o Indeterminacion
x->1 x-1 x-1  x-1 x-3

. 0,5x-0,5 . 0,5(x—-1
lim———= = 11m¥ =0,5
x-1 x-1 x—1 x-—1
-Parax = 3
. fGO)-F(3) . 05x+2-3,5 . 05x-15 15-15 0 ] .,
lim 776 _ lim———= = lim = = - Indeterminacién
x—3 x-3 x—3 x-=3 x-3 x-3 3-3
. 05x—15 . 05(x—3
lim——= 11m¥ =0,5
x—-3 Xx-3 x—3 Xx-3
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-Parax =15

) x)—f(5) . 0,5x+2—45 . 05x-25 055-25 0 , .,
lim fEI-fG) _ lim——= = lim = = - Indeterminacién
x-5 x—-5 x—5 x—=5 x—5 X-=5 5-5 0

. 0,5x—2,5 0,5(x-5
lim (x=5) =0,5

x—-5 X—5 x—5

dy=x-1
Parax =1
lim f(x)- f(1)_1 x-1_1-

0 . . 2
——=—""=- [ndeterminacién
x-1 x—1 x—>1x 1 -1 0

ey

Parax =3
fC)-f(3) _

8
[N
Y—
8
|
w
w
|
w

0 . .,
= =S Indeterminacion

N e
15
w
><
I
8
s
w
21
w
8
s
w
iy
w
I
w

Parax =5
limf(x) f(5) _

x—5 Xx—5 x—5 XxX—5 x—55-5

=
(41
v
|
(41

—

=
K
|

0 . iy
=3 Indeterminacion

ul
|
ul

La derivada en funciones polindmicas de primer grado es siempre constante e igual a la pendiente de la
recta que la representa, seglin lo que hemos podido observar en este ejercicio.

9. Halla la derivada de la funcién y = x% - 1 en los puntos x =1, x = 3 y x = 5. ¢Es ahora constante?
1

- 2_
Parax=1; limf(x) f(1)=limx 11212
x—-1 x-1 x—1 x—1 -1 0

2_
lim 2=t = Jim &R0 lmG+ 1) =1+1=2
x—1 x—1 x—-1 x—
Parax =3

— 2_q_ —

limf(x) f(3) — limx 1-8 — 2= 0
x—3 x—3 x—3 x—3 -3 0

2_
limx 9 - lim (x+3)(x—-3)

=lim(x+3)=6
x—3

x—3 x—3 x—3 x—3

Parax =5

lim f(x)—f1(5) — lim x%-1-24 _25-25 _ 0

x—>5 x-=5 x—5 X-5 5-5 0
2— —_

lim = — =limw= lim(x +5) =

x—5 X—5 x—5 x x55

La derivada no es constante

10. Halla la derivada de la funciény = x3 + 1enlospuntosx=1,x=3yx=5.
Habras comprobado que en los dos ultimos ejercicios la derivada no es constante
Parax =1

. x)-f(1 . x341-2 2-2 0 , ..
lim fO-F@) _ lim=——— ==— = - [ndeterminacion
x—-1 x-1 x—>1 x—1 - 0

=
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3_ _ 2
lim 22 = [jm $oDOHHD) lim(x?+x+1)=3
x-1 x—1 x—1 x-1 x—-1
Parax =3
_ 3 _ _
imM = im X128 _ 2727 9Indeterrm’nacic’m
x—3 x—-3 x—3 Xx-3 3-3 0
_ 2
lim E=20T5Y9) i (x2 +3x+9) =32 +3-3+9 =27
x—3 x—-3 x—3
Parax =15
— 3 — —
limw = lim X276 7377 0 Indeterminacion
x—5 x=5 x—5 XxX—5 5-5 0
3_ _ 2
lim =% = S22 = lim (x2 4+ 5x + 25) = 75
x— - - x>

11. Al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba la altura (en metros) y, que alcanza a los x segundos
es: y = 40x - 5x°.

Calcula la velocidad alos x =0, x =2, x = 4 y x = 6 segundos. Determina también la altura de la piedra
a esos segundos.

¢Cual es la altura maxima alcanzada por el objeto?

12 Para obtener la velocidad que alcanza, realizamos la derivadade y = 40x - 5x2

Siy = 40x - 5x? entoncesy = 1-40-x1"1—2.5.x271

La derivadaesy” = 40 — 10x

29 Cuando la piedra alcanza la altura maxima, la velocidad es igual a 0 m/s, por lo que para obtener la
altura maxima debemos igualar la derivada a cero:

y=40—-10x=0 ; x=4

y = 40-4 - 5-42 = 80 la altura maxima es de 80 metros

-Parax =0
y =40—-10x y =40-10-0=40m/s La velocidad en x=0 es de 40 m/s
y=40-0—5-02=0m Laaltura es de Om cuando x=0

-Parax = 2
y =40 —10x y'=40-10-2=20m/s Lavelocidad en x=2 es de 20 m/s
y=40-2—-5-22=60m La altura es de 60m cuando x=2

-Parax =4
y = 40 —10x y = 40—-10-4 =0m/s Lavelocidad cuando x=4 es de O m/s
y=40-4—5-42=80m En x=4 la altura serd de 80 m

-Parax =6
y = 40 —10x vy =40—-10-6 =—-20m/s Lavelocidad en x=6 sera de -20 m/s
y=40-6—5-62=60m Laalturaen x=6serd de 60 m

12. En el viaje de la actividad de introduccidn el coche recorria entre la primera hora y la segunda una
distancia y dada por la ecuacion:
y = 0.2x? + 110x - 67.2. Determina la velocidad que llevaba el coche para x = 1.5.
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Primero, realizamos la derivada de la ecuacidn proporcionada:
f'(x)=2-(02)x+ 110

f'(x)=04x+110 ; f'(1,5)=04-15+110=110,6
La velocidad que llevaba el coche era 110,6 m/s

13. En dicho viaje la distancia recorrida para 2,5 < x < 3 viene dada por la ecuacién
y=110x —121,4.Ypara3 < x < 5 por y = 0,1x% + 118x — 146, 3. Para x=3 hay un cambio en
la velocidad. Calcula la velocidad antes de x=3, y la velocidad después de x=3.
Tenemos ambas ecuaciones, a las que calculamos las derivadas:
y=110x —121,4 - y' =110

y =0,1x% + 118x — 146,3 > y' = 0,2x + 118
Enx =3 - y' =110 - velocidad antes de x = 3; 110m/s
Enx=3-y"=02x+118=10,2(3) + 118 = 0,6 + 118 = 118,6 — velocidad después de x =
3 =118,6m/s

14. Al caer un cuerpo en el vacio la distancia d (en metros), recorrida a los t segundos viene dada
aproximadamente por la expresién: d = 5t2. (La expresion es d = 1/2gt?, donde g es la aceleracién
de la gravedad terrestre, aproximadamente de 9,8):
a) ¢éA qué velocidad llegara al suelo una persona que en un incendio se lance a la lona de los
bomberos y tarde 4 segundos en llegar a ella?
b) ¢A qué velocidad llegara si se lanza de una altura de 10 metros?
Hacemos antes la derivada, que es la velocidad(distancia/tiempo):
d=5t>>v=10t
a) Tenemos el tiempo (t=4s):
v=10t » v =10(4) = 40m/s
b) Calculamos el tiempo, tenemos la altura(10m):

10
d=5t2510="5t2 >t = /?=\/§

Ahora sustituimos en la derivada:
v=10t > v =10 V2 = 14,142 .. ~14m/s

15. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 50x — 0,2x% (x ey
en km). La direccion del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 2km de distancia sobre el horizonte.
La férmula de la recta tangente: f(a) + f'(a)(x — a)
f(2) =50(2) —0,2(2)2 =100 — 0,8 = 99,2
f(x) = 50x — 0,2x? f'(x) =50—0,4x
f'(2) =50-0,4(2) =50—-0,8 =498
enx =2

Ecuacion recta tg:

99,2+ 49,8(x —2) >y =99,2+49,8x —99,6 >y =49,8x — 0,4
Solucién: y=49,8x - 0,4

16. Desde un avion nodriza se suelta un avién experimental cuyo impulsor se enciende a la maxima
potencia y permanece encendido 20 segundos. La distancia que separa al avion experimental del
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avién nodriza viene dada por d = 0, 3t*. Calcula la velocidad del avién experimental a los 3,4,7 y 10
segundos de haber sido soltado.
Calculamos la derivada, que es la velocidad(distancia/tiempo):
d=03t*>d =12t3=v

Sustituimos en los valores (3,4,7,10):

v(3) = 1,2(3)® = 1,2(27) = 32,4m/s

v(4) = 1,2(4)% = 1,2(64) = 76,8m/s

v(7) = 1,2(7)3 = 1,2(343) = 411,6m/s
v(10) = 1,2(10)3 = 1,2(1000) = 1200m/s

17. Representa graficamente la funcion y = 2, y determina su derivada para x = 1,2, 3 ... {Cuanto
vale? ¢Es siempre la misma? ¢Ocurrird lo mismo para cualquier recta horizontal y = b?

1Paso: Representamos la grafica, y = 2

Solucidn de las preguntas a, b, c: y = 2 es una recta horizontal , y su derivada siempre vale 0, igual que
le ocurreay = b.

18: Dibuja una funcién cualquiera y dos puntos sobre ella, f(x) y f(a), correspondientes a las
ordenadas de x y a. Interpreta geométricamente la definiciéon de derivada a partir del dibujo.

Es la pendiente de la recta tangente en el punto (a, f(a)).

19. Dibuja una funcion y un punto cualesquiera sobre la funcidn, f(a). Dibuja también un segmento
sobre el eje de abscisas con origen de derivada en un punto basandose en dicha figura.
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tga= dy/dx

20. Calcula la derivada mediante el limite de la y = x2- x + 1 en el punto x = 1.Calcula la derivada del
limite de la funcién y = x2- x + 1 en el punto x = a mediante la expresién de f '(1).

1Paso: Calcular la derivada mediante el limite de la funcién y = x%-x+1

— 2_ - 2 — -
2Paso— f'(1).= limw — Jim & A+h)+1-1 lim (1+h%+2h)-(1+h)+1-1

h—0 h h—0 h h—0 h
. 1+h%42h-1-h—-1+1 . h?+2h 0 . . .,
3Paso— lim - lim = - Es una indeterminacion.
h-0 h h-0 h 0

4Paso: Que hay que resolver la indeterminacion que se hace asi:
h(h+2)

Limite — lim =0+2=2
h—-0

21. Caida libre de una pelota. En la figura se muestran, mediante fotografia estroboscdpica, las
posiciones de la pelota a intervalos regulares de tiempo: Para t= 1,2,3,4,5..., el espacio recorrido es
proporcional a 1, 4, 9, 16, 25... Calcula la funcion de posicion y=f (t), y, calcula la velocidad y la
aceleracion derivando de la funcion de posicion.

t 1 2 3 4 5

e 1 4 9 16 25

y=f(t)=t?; e(t) = t?

¢ v()==2-t
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v(1)=2-1=1 v(2)=2-2=4 v(3)=2-3=6 v(4)=2-4=8 v(5)=2-5=10

dv
o 3t)=—=2
dt
La aceleracidn es constante. a = cte.

22.- Completa la siguiente tabla con derivadas

Funcidon | fix)=x> | f(x)=2 fix)=x*> | f{x)=x flx)=k f(x)=2x+3 | f(x)=2x%+3x

Derivadas | f'(x)=3x* | f(x)=0 | f(x)=2x | f(x)=1 | f(x)=0 flx)=2 f(x)=4x+3

23.-Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua

| x+3| => Al ser un valor absoluto, nos encontramos ante una funcién continua, pero no derivable

24.- Escribe las funciones derivadas de las funciones siguientes
a) f(x) =x**; f(x) = 24x*

b) g(x) = 6x'°; g’(x) = 60x°

c) h(x) =6/7 x13; h’(x) = 78/7 x*?

d) j(x) = 3x*-5x2+ 7 ; j’(x) = 12x3 -10x

e)p(x)=5x3—x; p’(x) =15x* -1

25.- Calcula las derivadas de las siguientes funciones polindmicas
a)y=6+x-5x%; y =-10x+1

b)y=6x>—7x+3x>; vy =15x*+12x-7

c)y=2/3x" +8/5x> -9/4x*; y’ =14/3x%+40/5x* - 36/4x3
dy=x2-x; y=8x"-1

26.- Un determinado gas ocupa un volumen de 2m? a una presién de 5 Newtons por m?. Segtin la ley
de Boyle a cada presion ejercida sobre el gas corresponde un volumen dado por V = 10/P. ¢{Cual es la
tasa de variacién instantanea del volumen cuando la presién es de 10 Newtons por m??¢ y cuando es
de 20 Newtons por m??¢Es la mitad?

10 10, _-10 P (I C I

a)v—;->v—7,y—x2, Y(10)=- 15153 " 1o
, —_10o_ 1

b) y'(20) = 202 40

c) Claramente no es la mitad
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Derivadas

1
27. Ya hemos obtenido la derivada de y = VJx = x2. Utilizala para obtener la derivada en x =

1,4,5 ... éPuedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.
1

La derivadadey =+vxes y' = %x 2

Enx=1>y =2-172=-
2 2
, 1 -1 1
Enx=42>y =--4"72=-
2 . 4

Enx=5>y =~-572=02236
1

En x=09y’=%-0_5=%-%=%9N0 existe, puesto que cuando el 0 se encuentra en el
2

2:02
denominador no es un valor real.

28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = (x*+3)-(6x°—5)

Se aplica la formula de la derivada de la multiplicacién: y =u-v>y =u'-v+u-v
>y =2x-(6x%—5)+ (x? +3) - 36x°

b)y =(7x3—-1) - (5x*+4)
Se aplica la férmula de la derivada de la multiplicacién: y =u-v>y =u'-v+u-v
>y =21x%- 5x*+4) + (7x3 - 1) - 20x3

)y =vx-(x* - 5%)

Se aplica la formula de la derivada de la multiplicacién: y =u-v=>y =u'-v+u-v
1
>y =%x“5-(x3 —5x) +Vx - (3x% = 5)

29. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) _x-1

y x+3 . .
. , . e e e u uv-uv

Se aplica la formula de la derivada de la division: y = " 2>y = —

;1 (x+3)=(x-1)1
>y = (x+3)2

b)y=x2+§x3—2x+7
Se aplica la férmula de la derivada de la potencia: y = u¥ >y’ = k- uk~
>y =2x+5x2-2

1_u’

C) _2x3—5x2
y= 6x*—2x3

Se aplica la formula de la derivada de la division: y = % 2>y =
; _ (6x2-10x)-(6x*—2x3)—(2x3-5x2)-(24x3 - 6x2)
2 y = (6x*—2x3)2

u - v-uv’

P2

x+2  x+2
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Derivadas

uv—uv’

Se aplica la formula de la derivada de la division: y = % 2>y =

zix% S(x+2)-(Vx3) 1

(x+2)2

2>y =

30. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = \/_7—x5

1.,/

Se apllca la formula de la derivada de la potencia: y = u* > y' = k-u*"1-u
9 y = —x5
3
_ Va2 x
b)y = x3+5

uv-uv

Se aplican la formula de la derivada de la division: y = % 2>y = ; ¥ la férmula de la derivada de
la multiplicacién: y = u-v 9 y =u-v+u-v

[—x 3 (Vx)+(VaZ) - 3x 3| (x345)- (VaZ-vx) - 322

2y = (x3+5)2
-2)-vx
gy=1 J%

uv—uv’

Se aplican la formula de la derivada de la division: y = % 2>y = ; ¥ la férmula de la derivada de
la multiplicacién: y =u-v>y =u"-v+u-v

2 VR (r4-2) 3172 (V) -(4-2) R - s

2>y =
’ (=)
6/ 11 2
x x6
Dy="7 " o
Se aplica la férmula de la derivada de la division: y = % >y == 'vv_zu'v
1—x6 (x+2)— (m) 1
2y = (x+2)2
31. Calcula las derivadas de las siguientes funciones
a)y= (x° — 7x3)1%; y'=12(x> — 7x3)11 (5x*—21x?)
b)y = (3x3—5x2)7; y'=7(3x3-5x2)%(9x% — 10x)
5 3
c)y=+/(4x5-8x3)5; y= (4x>—8x3)z ; y'= g (4x>—8x3)z(20x*—24x?)
4 1
d)y = 3/ (2x2+4x7)%; y= (2x%+4x7)3; y'= 2 (2x2+4x7)3(4x+28x°)
32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones
- x*—6x3)2: - ¥ 3
A= [ ) ye (o ()
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Derivadas

(6x—5)(2x3+7)—(3x2-5x)(6x2)
(2x3+7)2

 (xt—6x?)2)7 ) (x*—6x%)%+

2(
+ (=

2x3+7

5%) 2 (xct —6x3)(4x3—18x2)

2x3+7

_ |2 43)(x2-7) _(x243)(x2-7) 2

b) y - x3-5 y_ ( x3-5 )
, 1((x2+3)(x2—7) _71 .((Zx(xz—7)+(x2+3)2x)(x3—5)—((x2+3)(x2—7))3x2)
T2 x3-5 ) (x3-5)2
5x3+3x 5x2+3x

c)y= (8x3—2x2)3; y=( 8x3— sz)
. 3(5x +3x )2 ((10x+3)(8x —2x2)—(5x%+3x)(24x2 —4x))
=2 s 22 (x3-5)2

, 1 2122 1 2 2t _
y=;3+x—-32)73 s (x—3)2(1-6x7%

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones

12 x5-7x3) " (5x*-21x?) 12(5x*-21x?)
a)y = log(x>—7x3)1%; ( (x5)7x3)12 loge = —————loge
_ . " 7(3x3 —5x2) (9x2 —10x) 7(9x 10x)

(4x5-8x3)5 (4x5-8x3)5
B8, In(—
3x-2 3x-2

;1 (.20x*-24x? 3
y = - 5 —
2 4x5-8x3 3x—2

cy= == (5[n(4x —8x%) — In(3x — 2))

4
d)y=In}/(2x2+4x7)%;  y=In(2x2+4x7): = gln(2x2+4x7)

,_ 4 4x+28x°
3 2x2+4x7

34. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) y=x*""" S5 iny = (x5 —7x3) Inx - % = (5x* — 21x¥) Inx + (x° — 7x3) G) -
-y =[(5x* = 21xH) Inx + (x* — 7x?)] - x*° 7%
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“ Derivadas

b) y = (x + 1)3*° 5% lny =(3x3*-5x)In(x+1) -
; = (9x%2 —10x) In(x + 1) + (3x3 — SxZ)( ) -

[(9x —10x) In(x + 1) + 2 ] (x + 1)3%° 5%

5
) y=e®*8°) L 1ny = (4x5 — 8x3)5 Ine » L = (5(4x° — 8x3)* - (20x* — 24x2)Ine —
y’ = [(5(4x> — 8x3)* . (20x — 24x?)] o (#x°-8x3)°

d) y= i/(x - 1)(2x24x7>“ Sy = (- DO iy = (2) @252 + 47 I — 1) -
> L= 2{(42x? + 4x7) - (ax + 28x9)) - (In(x — D) + (2x% + 427" ()| -

- % = %[(4(2x2 +4x7)% - (4x + 28x%)) - (In(x — 1)) + (Zx +4x7) ]

-y = é[(4(2x2 +4x7)3 - (4x + 28x%)) - (In(x — 1) + (2xzx++7)] Y (x = 1)@xPHaxD*

35. Utilizando que la derivada de y = ef® es y’= ef® .£(x), calcula las derivadas de las siguientes
funciones:

a) y=eX 7% 5 gyl = X5 7% (534 — 21x2)
7 6
b)y = (e3°75%")" » y' = 7(e3%*~5%%) "e3¥°-5%% (18x2 — 10x)

cy= e(4x°-8x DR y! = (s’ -8x%)° | 5(4x5 — 8x3)*(20x* — 24x?)

d)y = 3’3(2x2+4x7)4 > y= (e(2x2+4x7)4)E

2
4N\ T3 4
y'= é(e(2x2+4x7) ) ¥ e(2x%+4x7) 4(2x% + 4x7)3(4x + 28x°)

CcoSs X
36. Recuerda la definicion de cosecante: cosec(x) = T Demuestra que: (cosec(x)) = i
!
. 0-sen(x)—(1-(cosx)) 0-—cosx cos x
cosec(x))'= = = =—
( (x)) (sen(x) ) sen?x sen2x sen?x
1 senx
37.- Recuerda la definicion de secante: sec(x) = provaed Demuestra que: (sec(x)) = P
« 0-cos(x)—(1-(—senx 0+sen x sen x
(sec(x)) = )~ ) =
cos?x cos?x cos?x
38. Recuerda la definicion de cotangente: cotg(x) = T) Demuestra que: (cotg(x)) = S
) 1 ! 1 CcoSX —Senx-Ssenx—cosx-cosx 1
(Cotg(x)) = = @ = = 5 = — 5
tg(x) —_— senx sen<x sen4x
CoSx
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“ Derivadas

39. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = sen(x®> — 7x%)

d
y = cos(x® — 7x3) = [x° — 7x3]

d d
v 5 703V (e [51 — 7 . 43
y cos(x> —7x )(dx [x°]—=7 I [x°D
y = cos(x® — 7x3)(5x* — 7 - 3x?)
SOLUCION: y’ = (5x* — 21x?) cos(x®> — 7x%)

b) y = (sen(3x3 — 5x?))7
y' = 7(sen(3x3 — 5x2))(’j—x(sen(3x3 — 5x2%))

y' = 7(sen(3x3 — 5x2))%cos(3x3 — 5x%)(9x% — 10x)
SOLUCION: y' = 7sen®(3x3 — 5x%)cos(3x3 — 5x2)(9x* — 10x)

c)y = sen®(x) - cos3(x)

y' = j—x(senS(x) - cos3(x))

!

d d
y' == (sen®(x)) - cos®(x) + = (cos®(x)) - sen®(x)
y' = 5sen*(x) cos(x) cos3(x) + (—3cos?(x) sin(x))sen®(x) (simplificar)

SOLUCION: y’ = 5sen*(x)cos* — 3sen®(x)cos?(x)

d)y = i/sen(2x? + 4x7)*

, _ d
y' = Vsen(2x2 + 4x7)*

1 d
y = 5 d—(sen(sz + 4x7)%)
3(sen(2x? + 4x7)*)3 x
y' = ! 5 4(2x% + 4x7)3cos(2x? + 4x7)* (4x + 28x°®) (simplificar)
3(sen(2x2+4x7)*)3

1
4 1
_ 4(2x2+4x7)3cos(2x2+4x7) sen3(4x7+2x%)(28x%+4x)

SOLUCION: y' = 5

40. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = cos(e* + 4x3)
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“ Derivadas

d
y' = - (cos(e*” + 4x?))
5 d 5
y' = —sen(e* +4x3)a(ex + 4x3)

SOLUCION: y' = —sen (exs + 4x3) (e* - 3x* + 12x?%)

b) y = [cotg(5x3 — 3x?)]*
SOLUCION=y’' = —4[cotg(5x® — 3x?)]? - cosec?(5x3 — 3x?) - (15x? — 6x)

c) y = sen[cos(tg(7x> — 3x3)?)]

d
y' = asen[cos(tg(7x5 —3x3)?2)]

y' = (cos(cos(tg(7x® — 3x3)?) - d [cos( tg(7x% — 3x3)?)]

!

y' == cos(cos(tg(7x° — 3x3)?)(—sen(tg(7x> 3x3)2) d [tg(7x — 3x3)?]

y’= —cos(cos(tg(7x° — 3x%)?)) (sen(tg(7x5 — 3x3)2)2(7x —3x3)(1 + tg?(7x° —

3x3)2)% [7x5 — 3x3]

y' = —cos(cos(tg(7x® — 3x3)?)) (sen(tg(7x® — 3x3)2) (1 + tg?(7x> — 3x3)2)2(7x5 — 3x3)(7 -
d d

—[x°1=3-—[x*])

y' = —cos(cos(tg(7x® — 3x3)%)) (sen(tg(7x5 — 3x%)2))((1 + tg?(7x5 — 3x%)2)2(7x% — 3x3)(7 -
5x* — 3 3x?)

y' = —2(35x* — 9x2) ((1 + tg?(7x5 — 3x3)%)2(7x° — 3x3)(sen(tg(7x° — 3x3)?) -

- coS (cos(tg(7x5 - 3x3)2))

d)y = {/ch[sh(2x + 1)]* = (ch[sh(2x + 1)]4)§
y' = < [(ch[sh(2x + 1)])7]
y' = —ch3 1(sh(2x + 1)) Ch[Sh(Zx +1D]Y

—2
[sh(2x+1)]4 [[sh(2x+1) #]-(ch[sh(2x+1)]*) 3

y = 3
d -2
, sh[sh(2x+1)]4[ch(2x+1)]4~a[(2x+1)]4~(ch[sh(2x+1)]4) 3
y = 3
-2
, _ shlshx+D]*[ch(2x+1)]*4-[(2x+1)]3-2-(ch[sh(2x+1)]*) 3
y = 3
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Derivadas

sh[sh(2x+1)]*[ch(2x+1)]*-8-[(2x+1)]3

SOLUCION: y' = >
3(ch[sh(2x+1)]4)3

41. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

14e3%
1—e3x

a)y=tg

, 1+e3%

y = E(‘gl e3x)

' 2 (1+e3¥\ ) d (1+e3¥\ _ 2 (1+e3% ) 3-e3%(1-e3%)—(1+e3¥)-(-3e3¥)
Y (1 ttg (1 e3x)> dx (1—e3x) - (1 ttg (1—e3x)> (1—e3%)2
1+93x) 6e 3x
1-e3% (1 e3x)

SOLUCION: y' = 1+ tg? (1

b)y = (2 -3x)-sh(2 —3x)
SOLUCION:y' =2 - sh(2 — 3x) + (2 — 3x) - ch(2 — 3x)(-3)

C) -t V4—-9sen x
y==tg 3+2cosx

d . V4 — 9sen x
dx(g 3+2cosx)

. 2(\/4—9sen x> d <v4—9sen x)
y' = sec

3+ 2cosx E 3+ 2cosx

y' =

m) (-9 cos(x)%(4-—9senx)_%(3+2 cos(x))+4sen(x),/4—9sen(x)

ANl Ay — 2
SOLUCION: y' = sec (3+2 cosx (3+2 cos(x))?

d)y= sen x—x:cosx
y - cosx+x-senx
d /senx —x-cosx
y'= 4l )
dx \cosx + x - sen x

, (d%c[sen(x)—x cos(x)]-(x-sen(x)+cos(x))—(sen(x)—x cos(x))'di;[x sen(x)+cos(x)]

(x sen(x)+cos(x))?

(—[sen(x)] ( d [x cos(x)])(x sen(x)+cos(x))—(sen(x)—x cos(x)) (—[x sen(x)] 4 [cos(x)])

(x sen(x)+cos(x))?

)

(cos(x) (d [x]-cos(x)+x- i[x cos(x)])(x sen(x)+cos(x))—(sen(x)—x cos(x))(dx[ x| sen(x)+x-d%[sen(x)]+(—sen(x)))

(x sen(x)+cos(x))?

, _ (cos(x)—1 cos(x)—(—sen(x))x)(x sen(x)+cos(x))—(sen(x)—x cos(x))(1sen(x)+x cos(x)—sen(x))
- (x sen(x)+cos(x))?

r_X sen(x)(x sen(x)+cos(x))—x cos(x)(sen(x)—x cos(x)) x2
(x sen(x)+cos(x))? (x sen(x)+cos(x))?
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Derivadas

[x%(sen®x+cos?x)] x?

SOLUCION: y' =

(x-senx+cosx)?  (x-sen x+cos x)2

42. Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
1/2-(x+1)_1/2 _ 1/2-(x+1)_1/2 _ 1

| TRl e

-1
b) y=ln(arccos x) ; y' = %

a)y=arcsenvx+1; y' =

' ezx+3,(2)

C) y=arc tg(er+3) , y = 1+(e2x+3)2

, cos(cosx)(—sen x)

d) y=arccos(sen(cos x)) , Ve

43. Calcula las derivadas de las siguientes funciones.

1 1(1+sen x)_l/z' cosx -(1—sen x)—(1+sen x )(—cos x)
x 1+senx\2 2\1-senx (1—sen x)2
a) y=arcsen = arcsen =
1-5enx 1-senx 14+senx X 2
1_((1—senx)2)
1 _1
—=(x+3) 2
b) y= earcosvx+3 y-= earcosvx+3 2

/1—(@)2

1

1/1-x2 —x-%~(1—x2)_5~(—2x)

2
x (\/ 1-x2) x
c)y=sen |arct ; "= cos (arct —*)
)y ( g 1—x2> y 1+(\/1)_C7)2 g 1-x2
1- 9—x2—x%-(9—x2)-(—2x)
d)y=arcos — ; y'= SR
9—x2 1_( X )2
V9—x2
44, Calcula las derivadas de las siguientes funciones
1

1 —=

~(2x-3)72-2
a)y=argsh+2x +3 y's e— —

1+(V2x+3)2

5
- _ 1-(5x)2
b) y =In(argth(5x)) V= argth 65
- 4x-1 e ta
c)y=argch(e™ ") V= e
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Derivadas

1

d)y=argsh (argth(x)) VE%

45. Calcula las derivadas de las siguientes funciones

= argsh(

1+sh x
1-shx

1+shx
1-shx

)1/2

a)y=argsh

-(1—=shx)—(1+sh x)~<—

1
)

1
1/2 (1+th /2 Vi+x2

1- shx (1—sh x)?
1+shx .,
1+(\J1 shx)

b)y =+ [ eargchVx+3 _ (eargch\/x+3)1/2

1 1 -1
argch\/x+3)—5 . eargchx/x+3 L2 (x+3)" /2
1+(Vx+3)2

=1
y'=; (e

1
3 9—4x2—(3x+7)%(9—4x2)_5~8x

. 3347 (omaw?)”
dy=shargth =5)  y'=ch(argth o) ——
Vo-4x2

1
cos xv9—-senZx2 —senx%(‘)—senzxz) 2(—2senx?)-cosx?-2x
senx , (Jo—sen2x2)2

y= Senx
J9—sen?x2 __senx o
9—senZx ¢ f—g_senzxz)

d)y=argch

46. Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 7x2 + 5x — 3 en x=2

1. Tengo que aplicar la férmula de la recta tangente que es: y = f(xg) + f(xg) - (x — x¢)
2. Paracalcular f(x,) tengo que saber que x, = 2 y posteriormente sustituir 2 por x en la funcion.
f(2)=7-22+5-2-3=35

3. Paracalcular f'(x,) primero tengo que calcular f'(x)= 14x+5 (derivo) y ahora calculo f"(x,)->
f(2)=14-2+5=33

4. Por ultimo, sustituyo en la férmula del principioy = 35+ 33 - (x — 2)

5. SOLUCION:y = 33x — 31

47. El perfil de una cierta montaiia tiene la forma de una parabola y = 0.05x — 0.01x2, donde x e y
se miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangente para x=0, x=1, x=2, x=3.

1.Tengo que aplicar la formula de la recta tangente que es: y = f(xy) + f'(x) - (x — x,) para todos
los valores de x.
PARA x=0-> x, = 0

£(0)=0.05-0—0.01-02=0 f()=005-=x f(0)= 005-="-0=005
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y=0+0.05-(x—0)
SOLUCION: y = 0,05x

PARAx=1->x,=1

f(1) =0.05-1-0.01-1%2 =0.04 (1) = 0.05— 5—10- 1=0.03
y =0.04+0.03-(x—1)

SOLUCION: y = 0.03x + 0.01

PARA X=2-> x, = 2
£(2)=0.05-2-0.01-22=0.06 f(2) =0.05 —5—10- 2 =0.01

y =0.06 + 0.01- (x — 2)
SOLUCION: y = 0.01x - 0.04

PARA X=3-> x, = 3
£(3)=0.05-3-0.01-32=-0.04 f'(3) = 0.05 —%- 3=-0.01

y = —0.04 + (—0.01) - (x — 3)
SOLUCION: y =-0.01x + 0.09

48. Un coche recorre una distancia e , en km, a las t horas, siendo e = 20t + 0.5t%. Determina su
funcion velocidad y su funcion aceleracion, ¢éEs constante la aceleraciéon?, ien qué instante sobrepasa
la velocidad max. permitida 120km/h?

de

1. Para calcular su funcidn velocidad tenemos que saber que v = T 20+t km/h
. s . s dv
2. Para calcular la funcién aceleracidén tenemos que saber que a = ol 1km/h?

Para saber a qué instante sobrepasara 120km/h tengo que igualar 120 con la funcion de veloci-

dad. 120=20+t -> t=100h
SOLUCION: La aceleracién es constante, a= 1km/h?y sobrepasara los 120 a las 100 horas.

49. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y = x> + 3x. Determina
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y = x3 —3x. iCOmoesen x=0, x=2,
x=-2?

1. Calculo la derivada de y = x3 + 3x->y" = 3x? + 3, ahora igualo la derivada a 0 (y'=0)->

3x%2 43 =0->x =+v/—1 ; comoy’ es siempre positiva la funcién es siempre creciente

2. Calculo la derivada de y = x3 — 3x -> y" = 3x2 — 3, ahora igualo a cero la derivada (y'=0)-> 3x2 —
3=0>x=+V1>x=+1

y’(0) = —3 < 0/ Decreciente
y'(2) =1 > 0/ Creciente
y'(=2) =1 > 0/ Creciente
Creciente (—o0, —1) U (1, )
Decreciente (—1,1)

50- Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:
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a)y = 4x*+3 y = 8x 8x=0 x=0
y’=8>0 Enx=0hayun minimo.

b)y =5x* -2 y =20x3 ; 20x3 =0; x=0;

(—o0,0) decreciente, (0,) creciente en x = 0 hay un minimo
y=3x3+1 y = 9x% como siempre es positiva, no hay maximos ni minimos
d) y=4x*—2x>+5 y =16x3—4x >y =4x-(4x* - 1) > x, =%, xzz—%yxz
y” = 48x% — 4
SOLUCION

y” (%) = 8 > 0 Es un minimo relativo

y” (— %) = —16 < 0 Es un maximo relativo

vy”“(0) =-4 <0 Es un maximo relativo

e)y =7x3-3x y’=21x2—3—>y’:ii y” = 42x

21
SOLUCION

y” (\/%) =42 \/% = 6 -7 > 0 Es un minimo relativo
y”’ (_\/g) = 42x — 42 (—\/%) = —6 x /7 < 0 Es un maximo relativo

51. Se desea fabricar envases con forma de prisma recto cuadrangular de base cuadrada de forma
que el volumen sea de un litro y la superficie empleada sea minima.

bl

1litroes 1 dm?
Funcidn a optimizar, superficie: S(x, y) = 2:x-X + 4-x-y = 2x? + 4xy
Condicidon: x-xy=1 ,x’y=1

Despejamosy, y = x—lz sustituimos en la funcién, S(x) = 2x? + 4xxi2 = 2x? +s
. 4
Derivamos S'(x) = 4x — =
Igualamos a 0 y resolvemos, 4x — iz =0, 4x = iz L x3=1, x=1
X X

Calculamos la segunda derivada, S''(x) =4+ x% y S"(1) =4+ % =12>0
. 1

Luego en x = 1 hay un minimo, y = = 1

La minima superficie se obtiene con un cubo de 1dm de arista.
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52. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=6x3—2x2+5x+7; b)y=x3-3x+5; cy=Ix-4l; dy=Ix+1l+Ix-2l.

a)y=6x3—2x2+5x+7 ; y=18x>—4x+5 ; 18x>—4x+5=0, sinraices reales
y’'(0) =5 >0, por tanto siempre creciente, no hay maximos ni minimos

b)y=x3-3x+5 ; y=3x2-3 ; 3x*-3=0; x=-1, x=1
y'=6x ; Vy’(-1)=-6<0, maximo ; y”(1)=6>0, minimo.

cy=Ix—41 x—-4=0, x=4, minimoenx=4.

—x—1six<-1 —x+2six<?2
x—2|={

d)y= b+ 1l +1x -2l |x+1|={ x+1six>1 XxX—2s5ix>2

—2x+1 six<-1
sumando [x+ 1|+ |x—2|={3 si—1<x<2 quenotiene maximos ni minimos.
2x—1 Six>2

53. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f(x) = 2x3 — 3x? + 72x, en el

intervalo [-4, 3] y en el intervalo [0, 5].

f(x) =2x3—3x?2+72x ,f(x) = 6x%> —6x+ 72, 6X*> —6x+ 72 = 0, no tiene solucidn real
No hay mdaximos ni minimos relativos
Intervalo [-4, 3] :
f(-4)=-464 , f(3)= 243
En x =-4, hay un minimo absoluto

En x =3, hay un maximo absoluto.

intervalo [0, 5]
f(0)=0 , f(5)= 535.

En x =0, hay un minimo absoluto

En x=5, hay un maximo absoluto.

54. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 2| en el
intervalo [-3, 5].

X+2=0, x=-2 ,enx=-2hayun minimo relativo.
f(-3)=1, f(-2)=0 , f(5)=7

en x =-2 hay un minimo absoluto y en x =5 hay un maximo absoluto.
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288 Derivadas

55.- Determina las dimensiones de un cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R =
5 cm. (Ayuda: La altura del cono es igual a R + x, y el radio de la base r’= R?>- x?).

_wr’h _wr?(R+x) _ mw(RZ-x2)(R+x)  m(25-x2)(5+x) _
T3 3 3 - 3 -

\Y

g(125-+25x-5x2-x3)=

= g(- x3-5x%+ 25x + 125) , derivamos

v=§p3ﬁ-um+2a

Igualamos a 0, para resolver, (-3x2-10x+25) = 0, x=1.66cm x=-5no vdlida
V= g (-6x-10) ; V”(1,66) <0, por tanto, es un maximo.

r’=R2-x?=5%-1.66%; r=4.83cm

h=R+x=5+1.66=6.66cm
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Utiliza la definicién de derivada para calcular la derivada de la funcién y = x3 en el punto x = 2.
f(a) = hm f)-f(a)

X—a
f'(2) =lim———= [*)-7@) —hmx T =228 _ 2= indeterminacion
x—2  x=2 x>2 X=2  2-2 0

haciendo Ruffini, de ( x3 — 8), obtenemos (x? + 2x + 4)(x — 2)
2 -
lim &E2HED iy (62 +2x +4) = 22 + 4 + 4 =12
x—2 (x-2) x—-2
f'(2) =12

2. Utiliza la definicién de derivada para calcular la derivada de la funcién y = v/x en x = 1.

f'() = 1 mf(x) SD = Jim 11710 =indeterminacion

x—1 x—>1 x—1 -1 6
im (x - 1)(\/‘ XAD _ i Wx)?-12 im—l_=1
xo1 (-DEX+1)  xo1 x-1DEx +1)  xo1Vx+1 2
!
1) ==
fray =5
3. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcion y = Zenx = 4.
f( ) f®) LT e 16-x?
— X — — 16x2_ _ |; X
f (4) 1 -4 ,15_>4 x—4 }}EE} x—4 }}E} 16x2(x—4)
. 16 — x? 16 — 42 16 — 16 0 . , ..
= lim = = = —,indeterminaciéon .=
x—>4 16x3—64x2 16(43) — 64(42) 1024-1024 O

A través de ruf fini obtenemos que — x* + 16 esiguala — (x —4)(4+x)

—(x=4)(@+x) _ . 4+x _ 4+4 8 1
x—4 16x2(x—4)  x—4 16x2  16(4%2) 256 32
1
ff®)=—-%

4. Utiliza la definicién de derivada para calcular la derivada de la funcién y = 3x* — 5x + 2 en el
punto de abscisa x = 1.

2_ —(3— 2_ _ _ 2_
f (1) _ 11rnf(x) f@ — lim 3x“—5x+2 — (3 —-5+2) — lim 3x“—5x+2 -3+5—-2 — lim 3x“—-5x+2 _

x-1 x—1 x—>1 x—1 x-1 x—1 x-1 x—1
3(12)-5-1+2
1-1
Por medio de Ruffini, se obtiene (3x — 2)(x — 1) de 3x? — 5x + 2. La fraccién se veria de la siguiente

manera..
. (Bx- 2)(x 1)
=lim —————=
x-1 (x-1)

0 . .
= 6 =indeterminacion

m(B3x-2)=(3-2) =1
ffa=1

5. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funciony = x—3en x = 2.

X 2 .. x—3—(2-3 . x—3—-(-1 .. x—3+1 X—2
f' (2)—11mf()f() lim 222C=3) _ iy D~ Jim =lim—=1
x—2 x—2 x—2 x—2 x—-2 x—2 x—2 X—2 x—>1x—2
fr@2)=1
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6. Calcula las derivadas de las siguientes funciones

a)y =4x* +2x—3 ; y' =8x +2

by =2x3-3x*+7x+5 ; y' =6x2—6x+7
Oy=x2—-5x+2 ; y' =2x -5

d)y = 8x7 —9x° — 513 ; y' = 56x% — 54x°> — 15x2
7. Calcula:

a)D(5x? + 7x* — 3x) = 10x + 28x% — 3
b)D(6x> — 4x% + 7x + 5x3) = 30x* — 8x + 7 + 15x?
o)D(x% — 7x* + 2x3) = 5x* — 28x3 + 6x2

d) < (323 — 9x® — 2x®) = 9x? — 54x5 — 16x”

8. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=7x%+3x—>—>y =142 +3+

-1
b)y = 5x3 — 2x% +Vx - y' = 15x2 —4x+%x7

VX ;L %x_Tl-(x+3)(x2 —5x+2)—Vx 1 [(x2—5x+2)+(x+3)-(2x—5)]

c)y = (x+3)(x2—5x+2) -y [(x+3)(x2—5x+2)]2

-1
_ Vx(x+5) . [%xT-(x+5)+\/§-1]-(x2—5)—\/5-(x+5)-2x
dy = a2 Y (x2-5)2

9. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

7.2 ,3 8 ) _ 14 3,8 _3
Ay =-x"+-x——-2>y =—x+-+z-x
)y 3 5 3x Y 3 5 3

5 2 6 10 6 6 1 =L 3.t
b)y=2x2—-Zx3+2Vx-oy =—x—2x?+2--x7 =5x—2x% +=x2
Wy 2 3 +5\/_ Y 2 3152 ts

4 3 5 5 7 ;12 5 10 ( 1) = 52 10 7 =3
y=-x>—-zx*+=-oy =—x"——x+7-(—2)x2 =4x*——x—-x2
by 3 7 +\/E Y 3 7 + 2 7 2

10. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

_ (x-1)(2x-3)

a) y= x+2
r_ [1:@2x=3)+(x—1)-2]-(x+2)-(x—-1)(2x—3)-1 _ (4x—-8)(x+2)—(x—1)(2x—3) _ 2x%245x-19

Y= (x+2)2 - (x+2)? T (x+2)2

_ (3x%+4)-(4x-2)
b) y= 7x-1

; _ [6x-(4x—2)+(3x2+4)-4]-(7x-1)—(3x%+4)-(4x-2)-7 _ 2(84x3-39x%+6x+20)
- (7x-1)2 - (7x-1)2
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_ (8x+5x2)-(2x5-7)

C) y 4x+6

; _ [(8+10x)-(2x5-7)+(8x+5x2)-(10x)]-(4x+6)— (8x+5x2)-(2x°~7)-4 _ 60x7+185x°+144x5-35x2—-105x—84
- (4x+6)2 - (4x+6)2

_ (x+9)-(2x-3)

d) y= (x+3)-(x+2)

r_ [1:(2x+3)+2:(x+9)]-(x+3)-(x+2)—(x+9)-(2x—3)-[1-(x+2)+1-(x+3)] _ 5x%2-78x-225
y = (x+3)2(x+2)2 T (x+3)2(x+2)2

11. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=vx3+5 = (x3+5)% =>y'=%(x3+5)_zl-3x2

bly=V2x3 +4x2 —1=(2x3 +4x2 —1)s =>y = %(2x3 + 4x% — 1)73(6x% + 8x)
o)y = (5x% +2)% =>y" = 5(5x% + 2)* - 15x?
d)y = (2x* + 5x)° => y = 9(2x% + 5x)8(4x + 5)

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones

a)y = Vx3+5- (x7 + 3x%)% =>

1
y = E (x3+5)7z- 3x2] (x7 4 3x2)¢ +Vx3 + 5[6(x7 + 3x2)5(7x5 + 6x)]

2
bly — Vodrar—1 __, _ 5(2x3+4x?-1)73(6x?+8x) (x+1)- V2x3+4x7—1 1
)y - x+1 =>y = (x+1)2

Ay = (5x3 + 2)% (x° —6x8) => y = [5(5x° + 2)* - 15x2](x® — 6x%) + (5x° + 2)5(5x* — 48x7)

B (2x3—5x2)9 _ . [9(2x3—5x2)8(6x2—10x)](7x4—5x3)2—(2x3—5x2)9 [2(7x*—5x3)(28x3-10x2)]
 (7at-5x3)° - ((7x*-5x3)2)2

d)y

13. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:

a)y = 30 2 =>Iny=(x5-2x%)In3x => % = (5x* — 6x?)(In 3x) + (x5 — 2x3)% =>
y' = y(5x* — 6x?)(In3x) + (x° — 2x3)% =>

y’ = 3x*" "2 (5x* — 6x2) (In 3x) + (x5 — 2x3)%

b)y = (2x + 4)5°+ 7% =>

Iny = (5x3 + 7x?) In(2x + 4) => % = (15x%2 + 14x) In(2x + 4) + (5x3 + 7x2)2xzj =>

2
=>
2x+4

y =y (15x% + 14x) In(2x + 4) + (5x3 + 7x?)
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2
2x+4)

y' = (2x + 4)5F°+7%* (15x2 + 14x)(In 2x + 4) + 5x3 + 7x2 -

(y = e 5% =5 " = o2%°-52° L (10x% — 15x2)

d)y = 3\/(2x +5)(+65%)° = ((2x + 5)x"+6¥)’ )5 =>

1
Iny = In((2x + 5)(x4+6x5)3)5 =>Iny = %(x4 + 6x°)3In((2x + 5)

Y _lac 4 5Y2 (4,3 4 1.4 5y3_2
y—33(x + 6x°)“(4x° + 30x )ln((2x+5)+3(x + 6x>) Py

y =y- [(x4 + 6x°)2(4x3 + 30xH)In((2x + 5) +§(x4 + 6x5)3 =2 ]

2x+5

y' = (2x + 5)&*+6x%)? [(x4 + 6x°)2(4x3 + 30xM)In((2x + 5) + % (x* + 6x5)3 = ]

2x+5

14) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

x5 +4x3

“o_»n

a)y=e —> exponencial con “e
formula: y' = e*. u'

Resultado: y' = e*"*#° (5x* + 12x2)

b) y = (e2*°~7**)7 —> exponencial con “e” y potencial
Resultado: y' = 7.(e2*°~7¥*)6 (e2*°~7%% 6x2 — 14x)

5+5x3)5

“o_n

c) y=eB®* —-> exponencial con “e
formula: y' = e*. v/

3)5

Resultado: y' = eG¥*+5x°)° (5 (3x5 4+ 5x3)*.15x* + 15x2)

d) y= Ve®xs-9x92 exponencial con “e” y potencial
2
Resultado:y’ = é (e T5 (o(6x°-9x%)%) 2 (6x5 9x8)  (30x* — 72x7)

15) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y=In((7x° — 2x3)*?(2x + 3) —> funcién logaritmo
7 ol u_/
formula: y' = ”
(2x+3).(12(7x5-2x3)11,(35x*—6x2) +(7x5—2x3)12.2
((7x5-2x3)12,(2x+3)

Resultado:y’ =
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b) y=1In,/(3x3 + 2x?)3 —-> funcién logaritmo

, ur
formula: y' = =

1
%(3x3+2x2)5.(9x2 +4x) %.(9x2+4x)

vy —

Resultado: y' = 3 —

4x5-7x
6x-1

c) y=In —-> funcién logaritmo

7 !
formula: y' = %
1 4x5-7x, 21 (6x-1).(20x*-7)—6 (4x5-7x) (6x-1).(20x4~7)—6 (4x57x)
Resultado:y’ = 2Coxm ) (6x-1)? _ (6x—1)2

4x5-7x % 4x5-7x
Cox) 6x—1

1
>

d) y=1In3/(x* — 2x5)2 —-> funcién logaritmo

!

, u
formula: y' = =

2 1 2
S(x*-2x%)73.(4x3-10x%)  Z.(4x3-10x%)
Resultado:y’ = 2 5 =3

(x*-2x5)3

x4—2x5

16) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
cosx
a) f() = 55D

Resultado:f'(x) =

—senx .(3+sen(x?)—cosx.(—cos(x?)2x)
(3+sen(x2))?

b) f(x) = sen(sh32x)
Resultado: f'(x) = —cos(sh32x)3sh?2x - 2

c) f(x) = ch(sh(5x))
Resultado:f'(x) = sh(sh(5x)) - ch(5x) - 5

d) f(x) = th(2x + 3x?)
Resultado:fx’' = (1 — th?(2x + 3x%))(2 + 6x)

17) Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = 9/sen3(5x + 2) = (sen(5x + 3))2
Resultado:f"(x) = 9 % (sen(5x + 2))%- (—cos(5x + 2)(5)
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3+cosx
b) f(.X) =in 3—-2cosx
1.3+2cosx —% (3—2cosx)(—senx)—(3+cosx)(25enx))
Resultado.f/(x) _ 2(3—2cosx) ( (3—2c05x)2

3+2cosx
3—2cosx

c) f(x) = ch(sen(5x — 2)?)
Resultado:f'(x) = sh(sen(5x — 2)?)(—cos(5x — 2)?)(2(5x — 2).5)

d) f(x) = In(cos?(x — 1))

Resultado:f'(x) = —sen(x—1)2cos(x—1) _ —sen(x—1)2

cos?(x-1) T cos(x-1)

18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y= cos (x5 —7x3)-sin (x° — 7x3)

PASOS DE DERIVACION:

12 Es una multiplicacion por lo que utilizaremos: y' = u-v' +u'-v

22 Tenemos un coseno al principio, asi que también utilizaremos: y' = —u’ - sinu

32 Por ultimo también utilizaremos la del sin: y' = u' - cosu

y' =cos (x° — 7x3)(5x* — 21x?) cos (x° — 7x3) — (5x* — 21x?) sin (x° — 7x3) sin (x° — 7x3)
y' = (5x* — 21x?)(cos? (x5 — 7x%) — sen?(x° — 7x%))

b) y = cos”(3x3 — 5x2) - sin®(3x3 — 5x?)

FORMULAS:

1y=u-voy =u-v+u v
2y =uf >y =k-ukt-u
32y =cosu—y =-—u'-sinu

42y =sinu—->y' =u'-cosu
SOLUCION: y' = —7co0s®(3x3 — 5x2)(9x% — 10x) sen (3x3 — 5x2) sen®(3x3 — 5x2) +
+5sin*(3x3 — 5x2) (9x2 — 10x) cos (3x3 — 5x2) cos”(3x3 — 5x2)

c)y = cos (4x°> — 8x3)°

FORMULAS:
12y =cosu »y' = —u'-sinu
2y =uf >y =k-ukt-u

SOLUCION: y’' = —5(4x5 — 8x3)*(20x* — 24x2) sin (4x> — 8x3)

1
dy= i/cos (2x2 + 4x7)* > y=(cos (2x* + 4x7)*)3

FORMULAS:
1y=ul—>y =k-u1-v
22y =cosu—y =—-u'-sinu
1 _2
y' = -3 (cos (2x2 + 4x7)")73sin (2x2 + 4x7)* (4x + 28x°)4 (2x2 + 4x7)3
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19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = sh(2e*’ — 5x3)2

FORMULAS:

12y = sh(x) » y' = ch(f(x)) - f'(x)

220y =uk 5y =k-uk1-

ey=¢e oy =e%-u

SOLUCION: y' = ch(2e*" — 5x3)2 -2-(2e*° —5x3) - (2e*” - 5x* — 15x2)

b) y = (tan (5x3 — 3x2))*

FORMULAS:

12 y=uf>sy =k -ut-u

22 y=tanu -»y' = (1 +tan? f(x)) - f'(x)

SOLUCION: y’ = 4 - (tan (5x3 — 3x2))3 - (1 + tan? (5x3 — 3x2)) - (15x2 — 6x)

c)y = sin(cos(tan(7x> — 3x3)?))

FORMULAS:

12y =sinu—->y =u'-cosu

22y =cosu—-y =-—u'-sinu
e y=uf sy =k-ukt-u

4%y =tanu - y' = (1 + tan? f(x)) - f'(x)
SOLUCION: y' = — cos(cos(tan(7x> — 3x3)?)) sin (tan(7x° — 3x3)?) 2(7x° — 3x3)(35x*—9x2)(1 +
tan?(7x° — 3x3%)?)

d)y=3/ch(sh(2x — 1)* > y = (ch(sh(2x — 1))4)§

FORMULAS:

12y =uk >y =k-uk1-u

22y = ch(x) » y' = sh(f(x)) - f'(x)

32y = sh(x) » y' = ch(f(x)) - f'(x) i

SOLUCION: y' = %(ch(sh(Zx - 1))4)—5) - 4(ch(sh(2x — 1))3) -sh(sh(2x — 1)) - ch(2x — 1) - 2

20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
3+2e3%
3-2e3%

a) f(x) = sin
FORMULAS:
12y =sinu—->y =u'-cosu
uv'-u'v

oy =% " —
20y==-y

UZ
y=et o5y =e*-u

Sy 3+2e3% (3-2¢3%)-(2¢3%:3)-(-2e3*-3)-(3+2¢3%)
SOLUCION: y" = cos 3205 (3-2097)2

b) f(x) = (3x — 5x2) - ch(3x — 5x?)
FORMULAS:
1y=uv-oy =u-v+u-v

22y = ch(f(x)) > y" = sh(f(x)) - f'(x)
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SOLUCION: ¥’ = (3x — 5x2) - (sh(3x — 5x2))(3 — 10x) + (3 — 10x) - ch(3x — 5x?)

25—-14-sinx
¢) f(x) = tan Y2314 sinx
, 4+5-cosx
FORMULAS:
12y =tanu » y' = (1 +tan? f(x)) - f'(x)
20y = u N wy'—u'
y=ooy =
ey =uk > y =k -ukl-y

42y =sinx - y' = cosx
5%y =cosx = y' =sinx

1
V25-14 - sin x) (%-(25—14— sinx) 2:(—14 cos x))(4+5-cos x)—(,/25—14 - sin x) (-5 sin x)

4+5-cosx (4+5-cos x)?

SOLUCION: y' = (1 + tan?

shx—xchx
d) f(X) ~ chx+xshx

FORMULAS:

ley =Yy =ty
v

2y = ch(f(x)) » ¥’ = sh(f () - f' ()
32y = sh(x) = y' = ch(F () - f'(x)

__ (chx—chx—xshx)(chx+xshx)—(shx+shx+xchx)-(shx+xchx)

SOLUCION: y' = (Chx+xshx)?

21. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = In Ve2shx-1 = %ln(ezs"x‘l) = %(Zshx — 1Dlne = %(Zshx -1)

FORMULAS:
12 y = sh(x) - y" = ch(f(x)) - f'(x)
SOLUCION: y' = =+ 2chx = chx
b),f(x) =arcsin_—~;
FORMULAS:
. ;oo
12y = arcsinu » y' = —
0 _ U ;, _uv'—u'w
y=72y =77
(5+3x2)-(—6x)—(6x)(5—3x2)
SOLUCION: y' = (5+3x7)"
5-3x2)2
1_<5+3fc2)
4-sin x+3
c) f(x) = 7 arccos PRy

FORMULAS:
12y=k-u-y =k-u

-u
22y = arccosu —» y' =
y }j , 1-u?
u uv -—-u-v
30 =—s vy =
y=,2Y 2

42y =sinx - y' = cosx

12 Bachillerato. Capitulo 8: Derivadas. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Derivadas

4cosx(5—2senx)—(4senx+3)(—2cosx)

SOLUCION: y' = 7 - (5—2-sinx)2

1 (4--sin x+3)
5-2-sinx

2

. 2
d) f(x) = arcsin ———>~
4-sinx+3-cos x

FORMULAS:
12y = arcsinu » y' = W
., 1-u?
0oy =4 r_wv-ouw
22y 5> 2

32y =sinx >y =cosx
42y =cosx -y =sinx
(—2sinx)(4sinx+3 cos x)—(2 cos x)'(4 cos x—3 sin x)

SOLUCION: y' = (4sinx+3 cos x)2

1_( 2-cos x )2
4-sin x+3-'cosx.

22. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2.62x—3

ey

!

a) y = arcsen(e?*3) ; y

b) y = \/In(arccos(x) ;Y= (ln(arccos(x))%

V1-x2

y' = %(ln(arccos(x))_%

) y=arctg(lni3x—-2) ; y= arctg(% In(3x — 2))
1 3

r_ 33x—2 _ 1

y

 1+GInGx-2)2 [1+(§1n(3x—2))2](3x—2) ~ 1+ ¥BE-2|(3x-2)

sec?(sen(5x—1))cos(5x—1)5

d) y = arcsen (tg(sen(Sx - 1))) ; y' =

23. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1
_ 3+2senx _ 3+2senx
a) y = arctg 3-2senx ’ y = arctg 3-2senx

1
1 (3+Zsenx)_i 2cosx(3—2senx)—(—2cosx)-(3+2senx)
; _ 2 \3-2senx (3—2senx)?

Jl—(tg (sen(Sx—l)))2

arccos(x) o 2-y/In(arccos(x)-arccos(x)-V1—x2

2
3+2senx
1
+< 3—252nx>

s

_ 12cosx _ 6cosx CcoSXx _
= . — _
2 [1 , 3+Zsenx](3+25enx)‘§ (3—25enx)? [ 6 ] 3+2senx BH2SENX (3 com )

"3-2senx|\3-2senx 3-2senx]y3-2senx 3-2senx
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Derivadas

_ cosx _ cosx _ cosx
BH2SENX 3 o2 J(3+2senx)(3-2senx)  V9—4sen2x
3—-2senx

b) y= eacsenv2x—5
2
! acseny2x-5 , ___2V2x-5

r e [1-(vzx=5)*

acseny2x—5 1 _ eacsenv2x—s
Vi-2x+5+2x-5  /(6-2x)(2x—5)

=e

4x-5
c) y=cos (arcsen —)

v5-3x2
4/5-3x2—(4x—-5)—=0% _
2/5-3x2
2
4x-5 V5-3x2)
y' = —sen (arcsen W) . ( - =
—3X
1—(V5-3x2)

4-(5-3x2)+3x-(4x—5)

= —sen (arcsen xS V5-3x2 — _sen (arcsen =5 20-15x
- 5—3x2 2 - V5—3x2 5_3x2)3v/3x2—4
VST (53x2) 1-(V53R2) x2/ (5-3x%)%V3x
2x
d) y = arcsen —
2+/8-x2—2x— 2%
* xz-x/s—x2
2
yl _ ( 8—x2) _ 16 _ 16 _
= i — _ = _
1_(\/ = )2 B_xz.(s_xz).\ll_f:xxz (S_xz)d(s_xz)'(l_g‘t_xxz)
8—x2

16 16
T (8-x2)J(8—x2—4x2)  (8-x2)/(8—5x2)

24 Calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a) y=arctgVs5x—7
5 5

1 2(W5x=7) __ 2(5x=7) __ 5 _ 5
y = 1+(V5x=7)2  5x—6  (5x—6)2(¥5x—7)  (10x-12)(V5x—7)

b) y = In(,/arcsen(2x + 1)

2

, 1 /1—(2x+1)2 2 1

Yy = Jarcsen(2x+1) 2\/arcsen(2x+1) - J1-(2x+1)2 2 arcsen(2x+1) © J1—(2x+1)2 arcsen(2x+1)
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c) y=arcsen(e**7)
e4x—7,4_ 4e4x—7

=\/1—(e4x‘7)2 _\/1_(6896—14)2

!

y

d) y =arctg(arcos(sen(2x —1)))
’ 1 oL cos(2x—1)(2) __ —2cos(2x-1)

y = 1+arcos?(sen(2x— 1)) J1-sen?(2x+1) (1+arcosz(sen(2x—1))w/1—sen2(2x+1)

25 Calcula las derivadas de las siguientes funciones
a) y=argchVvx —2
, 1 1

1 1 1
y = (2w/x—2) ' «/ﬁz—l - 2vVx—-2 ' Vx—3 - 2./ (x=2)-(x—-3)

b) y = In(argsh(2x — 3))

. /1+(2x—3)2 _ 2 _ 2

y = argsh(2x—3) J1+(2x-3)2)-argsh(2x-3) " argsh(2x—3)VaxZ—12x+10

c) y=argth(e3?* %)
’ e3x—5,3 3e3x—5
y = 1—(e3%-5)2 - 1—(e6x-10)

d) y =argch,/argth(x)

1+x2 1+x2
r_ 2,/argth(x) _ 2yargth(x) __ 1

y_

\/(\/W)z‘l - Jargth(x)-1 - 2(1+x?) /argth(x),/argth(x)-1

26. Calcula la derivada de la siguientes funciones:

a) — arsch 3+2chx
y g 3-2chx
1
l(3+2(:hx)_i 2shx(3—2chx)—(—2shx)(3+2chx) 12shx
y, __ 2\3-2chx (3—-2chx)? _ (3—2chx)?
2 2 3+2chx 3+zchx_1

3+2chx _, 3—2chx\ 3—2chx
3—-2chx

b) y= 1/e.argsh\/Sx—Z
1

1
1 =
y' = ( arg shy/5x— ) eargshysx— 725%~2) 25 — eargshvsx=2.5
2 2 V5x—2:2+/5x—-1
1+v5x-2

2x-5
c)y=ch (arg sh m)
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Derivadas

J25—0x2 —(2x—5)-8x——02>™ (2x—
2+/25-9x4—(2x—5)-8x 2@ z'm_z}x (2x-5)
2x-5 \/—22 2x-5 225_99{2
r - 25—-9x _ 25-9x
= sh (ar sh ) = sh (ar sh )
y g V25-9x2 oxes 2 g \/25—9)62 2x—5 2
+(2) ()
25—9x2 25—9x2
COSXx
d = argth————
)y g V4—cos2x? ) )
2cosx?-senx?-2x
—senx~\/4—coszx2—cosx~m _Senx.m_wsx_cosxz-senx2~2x
i Va—cos2x?
yr — V4—cos2x2 — 4—cos?x?
1_( cosx )2 1_( cosx )
V4—cos2x2 V4—cos2x2

27. Calcula las rectas tangentes de la grafica de la funcién y= x3-3x en x=0, x=1y x=2.
Usamos: y=f(a) + f'(a) - (x-a)

-y=x3-3xenx=0,a=0

Sustituimos en la ecuacién: f(0)= 03-3-0=0

Derivada de la funcion: y'=3x>-3  ; f'(0)= 3-:0%-3=-3

Y Sustituimos en y=f(a) + f'(a) - (x-a)

y=0+(-3) (x-0) ;  y=-3x

-y=x3-3xen x=1

Sustituimos en la ecuacidn: f(1)= 13-3-1=-2

Derivada de la funcion: y'=3x>-3 ; f'(1)=3-12-3=0
Y Sustituimos en y=f(a) + f'(a) - (x-a)

y=-240(x-1) ; y=-2

-y=x3-3x en x=2.

Sustituimos en la ecuacion: f(2)= 23-3-2=2

Derivada de la funcion: y'=3x>-3 ; f'(2)=3-2%2-3=9
Y Sustituimos en y= f(a) + f'(a) - (x-a)

y=-249(x-2) ; y=9x-16

28. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
a) y=x3en x=2

Usamos: y= f(a) + f'(a) - (x-a)

f(2)=23=8

y'=3x?, f'(2)= 3-22=27

Sustituimos: y=8+27(x-2) ; y=27x-46

b) y=2x>+4x-5 en x=1

Repetimos igual que el anterior apartado.
f(1)= 2-1%+4-1-5=1

y'=4x+4; f'(1)=4-1+4=1

y=1+8(x-1) ; y = 8x-7

C) y=x3-7x%+3 en x=0
f(0)=03-7-02+3 =0
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y'=3x%-14x ; f{'(0)=3-0*-14-0=0
y=3+0(x-0) ; vy=3

29. Indica la pendiente de la recta tangente de:
a)y= x3>+3x en x=3

y'=3x2+43

Sustituimos: f'(3)=3-32+3=30 ; m=30

b)y=4x3-5x2+2 en x=1
y'= 12x2-10x
Sustituimos: f'(1)=12-12-101=2 ; m=2

30. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y=x3-3x+2 en los que su tangente sea
paralela: a) a la recta y=0; b) a la recta y=6x.

a) Cualquier recta paralela a esta tendra pendiente 0.

Hacemos la ecuacion de la derivada:

y=x3-3x+2 ; y'=3x%3 ; 3x%-3=0 ; x=1vy x=-1

Sustituimos con las x obtenidas:

f(1)= 13-3-1+2=0 ; f(-1)=(-13)-3-(-1)+2=4

Los puntos donde la tangente a la curva es paralela al eje son: (1,0) y (-1,4)

B) y=x3-3x+2

y=6xX.

pendiente, m=6

y=x3-3x+2 ; y'=3x%3 ; 3x23=6 ; 3x2=9 ; x=+3 ; x=-—3
Sustituimos con las x obtenidas:

f(v3)= (V3 )?-3V3+2=2

f(-v/3)=(- V3)*-3(-V/3)+2 =2

Los puntos son:  (v3,2) vy (—V3,2)

31. Determina la recta tangente de la funcién y = Vx3 enx = 0.

Para poder determinar una recta tangente de f(x) necesitamos:
a) Elvalorde f(x)enelpuntox = 0: f(0)

f(0) =0 =0
b) La derivada de f(x): f'(x)

3
fO) =% = ()2
Con la nueva expresion de f(x) derivamos por tabla
3
) =5x"
c) Elvalorde f'(x) enel puntox = 0: f'(0)
f’(x): %xl/z - f,(O):gol/Zzo

Con estos valores podemos calcular la recta tangente, utilizamos la férmula:
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Derivadas

y - f@ = f(@x — a)
Donde a es el valor de x donde queremos determinar la recta tangente. En este caso es 0
Remplazamos con los valores que calculamos de f(0), f'(0)y 0
y—0=0x—-0) - y=0
La recta tangente de la funcion y = Vx3 enx = Oes y=0

32.Si f'(x) = x(3 — x), écual de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?

T T
a 0 i i 3 1| il i
-1 0 1
- 3 = S V 3 3 i 3
4 - 1 -

Con la funcién f'(x) = x(3 — x) podemos determinar los puntos criticos de f(x)
Igualamos aceroa f'(x)

x(3 — x) = 0 - Tiene dos resultados

x=0 ; 3—x=0->x=3

tiene extremos relativos en los puntos x = 0y x = 3

Esta es la grafica que cumple con los requisitos:

33. Determina las rectas tangentes a la funcién f(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la pen-
diente es 12. {Cudl es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos
se alcanza?

Derivamos f(x) = 4x3—12x ; f'(x) = 12x? —12

Para saber en qué puntos de x la pendiente es 12, igualamos f'(x) a 12
+ 12x2-12=12 > 1222=24 > x2=2 > x=142

En x = +v/2 la pendiente de las rectas tangentes es 12

Utilizamos laformulay — f(a) = f'(a)(x — a) para calcular las rectas.

a=x=1V2

y =f(32) + @& - £V2)

Calculamos f(V/2)
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“ Derivadas

f(V2) = 4(V2)* - 12(V2) = =42
Remplazamos en la férmula para calcular las rectas tangentes

y =—4/2+12(x —V2) > y =—4/2+12x-12V2 > y =12x—16V2

Y repetimos el proceso con a = —/2

Calculamos f(—\/f)

f(—V2) = 4(—V2)? —12(—V2) = 42

Remplazamos en la férmula para calcular las rectas tangentes

y =42+12(x —(—V2)) » y =4V2+12x+12V2 > y =12x+16V2

Ahora, para saber cudl es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva, debemos calcular
los puntos criticos de f(x) con f'(x) =0

12x2—-12=0 - 12x?=12 - x*=1 - x=+1
Evaluar cada punto critico con la segunda derivada f''(x)
f"(x) = 24x

f"(-1) = —24 < 0, porlotanto,x = —1 esun maximo.
f""(1) = 24 > 0, porlotanto,x = 1 esun minimo.

La pendiente en el punto x = 1 es:

f'(1) = 12(1)?—-12 =0

Por lo tanto, el valor minimo de la pendiente es 0.

Para encontrar los puntos en los que la pendiente es 0, se debe evaluar la funcién f(x) en el punto
x = 1, yaque es el Unico punto critico donde la pendiente es igual a 0.

(D) = 4(1)3 - 12(1) = -8

El punto en el que la pendiente es minima y la funcién alcanza ese valor minimo es (1, —8).

34. Determina la recta tangente a la funcién f(x) = x3 — 3x enel punto A(—1,2). ¢En qué otro
punto corta la recta tangente a la funcion?

Primero calculamos la recta tangente a f (x) en A(—1,2)
Calculamos la derivada y el valorde f(—1) y f'(—1)
f)=x*-3x > f-1)=(1°-3-1) - 2
flx)=3x2-3 - f'(-1)=3(-1)*)-3 - 0
Aplicamos laformulay = f(a) + f'(a)(x — a)
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Derivadas

y =2+ 0x — 0)
Para calcular en que otro punto la recta corta la funcion, igualamos a f(x) a “y”
x3—3x=2 - x3— 3x—2 =0 Enlacalculadora nos da dos raices: x = —1; x = 2

Por ende, x = 2 es el otro punto por donde pasa la recta y = 2 en la funcion. Llamaremos a este punto
B(2,2)

35. Determina los coeficientes a, b y ¢ de la funcién f(x) = ax® + bx + c, que pasa por el pun-
to A (1,2) y es tangente a larectay = x en el punto O (0, 0).

Tenemos que utilizar la informacién a nuestra disposicién para calcular las tres incégnitas.

Primero, sabiendo que f(x) es tangente a la recta en (0,0), sabemos que cuandox =0;y =0

Por ende, sabemos quec =0

También sabemos que f’(0) = 1 porque la pendientede larectay = xes 1

f'(x) =3ax?*+b - f(0)=3-a-0+b=1 - f/(0)=b=1

Luego, para encontrar el valor de a podemos utilizar mas informacién: f(x) pasa por el punto A (1, 2).
Porende, f(1)=2 - a-134+1:14+0=2 - a=1

Enresumen,a=1,b=1,c=0

36. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) = x3 +bx +c vy
gx) =ax — x? tengan la misma recta tangente en el punto A (1,0).
Primero hacemos la derivada de ambas funciones.
fX)=x3+bx+cy ; f(x)=3x2+b
gx)=ax—x?; g(x)=a-2x

ff)=3-1+b=3+b g =a-2-1=a-2
Teniendo este resultado sabemos que:
a =5+ b puestienenla misma recta tangente
f)=0=>b+c=0
g(1)=0 a+1=0=>a=1
Sustituimos a=1 en a=5+b

1=5+b=>b=-4
Y ahora sustituimos b=-4 en b+c=0

—4+4+c=0=>c=4

37.Determina el coeficiente a , para que la funcién f(x) = x? + a sea tangente alarectay = x.
Hacemos la derivada de la funcidn

fX)=x*+a>=f(x)=2x
y=x quiere decir que la pendienteesm = 1

1 . 1
2x = 1=>x=5comoye5|gualquex y=3

o 1 .,
Ahora sustituimos S en la funcion
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Derivadas

1 1\2 1
r3)=0) +a=3
. 1
Despejamosa, a = "

. . .. - 1
38.Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = =

Para empezar, debemos hallar el dominio de la funcién.
Dom f(x) =R — {0}
Ahora tenemos que hacer la derivada de la funcién.
1 0-x2—-1-2x —2x 2
f(x)ZF ; fx) = (x2)? = 4 =—;
Una vez tenemos la derivada le damos valores a la funcion mayores y menores que 0.
f(—10) < 0 Es decreciente (—,0)

f(10) >0  Escreciente (0,)

39.Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = i

Para empezar, debemos hallar el dominio de la funcién.
Dom f(x) =R — {0}
Ahora hacemos la derivada de la funcién.
1 O-x+1-x 1
f(x)—; ; f(x)—T——x—z
Una vez tenemos la derivada le damos valores mayores y menores que 0.
f(—10) < 0 Esdecreciente (—, 0)

f(10) < 0 Es decreciente (0, o)

40.Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 3x? + 4. Calcula sus
maximos y sus minimos y haz un esbozo de su grafica.
Hacemos la derivada de la funcion.
fx) =x3=3x2+4>= f'(x) =3x% — 6x
Una vez tenemos la derivada la igualamos a 0.
3x2—6x=0=>3x(x—2)=0; 3x=0=>x=0 ; x2=0=>x=2

f'(—=10) > 0 Escreciente (—o, 0)

ff(1)<o Es decreciente (0, 2) maximo en x=0
f'(10) >0 Escreciente (2, o) minimoenx=0
Esto quiere decir que:

Es creciente (—o, 0) U (2, o)

Es decreciente (0, 2)

Para calcular el maximo igualamos la x de la funcidn sin derivar a 0
f(0O)=03-3-02+4=4 =(0,4)
Para calcular el minimo igualamos la x de la funcién sin derivar a 2
f2Q)=23-3-22+4=0 =(2,0)

41. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 6x? + 9x + 6. Calcula
sus maximos y minimos. ¢En qué punto corta al eje de ordenadas? Haz un esbozo de su grafica.
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punto de corte eje de ordenadas
Para conocer el corte con el eje de ordenadas (eje Y), tenemos que sustituir x = 0 en f(x), es decir,
tenemos que calcular f(x = 0) para saber el punto donde corta el eje Y

f(x)=x3—6x2+9x+6
F(x = 0) = 03— 6(0%) + 9(0) + 6
fx=0)=6

punto de corte eje de ordenadas (0, 6)
crecimiento, decrecimiento, maximos relativos y minimos relativos
Para calcular las siguientes caracteristicas de la funcidn seguimos estos pasos.
paso 1. calcular la derivada de f(x)

fx) =x3—6x2+9x+6

f'(x) =3x*—-12x+9

paso 2. calculamos las soluciones de f'(x) = 0
Soluciones de f'(x)

x=1 , x=3

paso 3. damos valores a los distintos tramos de la funcién dados los resultados obtenidos e
interpretamos los resultados

PASO 3.1. Determinamos los tramos
Tramo1l - (—o,1)

Tramo 2 - (1,3)

Tramo 3 — (3, )

PASO 3.2. Damos valores en f'(x)

ff(x=0)>0
ff(x=2)<0
fllx=10)>0

PASO 3.3. Interpretamos los resultados

La funcion es creciente en (—o0, 1) U (3, )

La funcion es decreciente en (1,3)

Existe un maximo relativo cuando (x = 1) pues la funcion deja de crecer y comienza a decrecer
Existe un minimo cuando (x = 3) pues la funcion deja de decrecer y comienza a crecer

Esbozo de f(x)
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42. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3 — 3x2 + 3. Calcula sus
maximos y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus maximos y minimos relativos
de la funcién, seguimos estos pasos.

paso 1. calcular la derivada de f(x)
f(x) =2x3—3x2+3 , f'(x) = 6x% — 6x

paso 2. calculamos las soluciones de f'(x) = 0
x=0 , x=1
paso 3. determinamos los tramos de la funcién dadas las soluciones
Tramo 1 - (—,0)
Tramo 2 - (0,1)
Tramo 3 - (1, )

paso 4. damos valores a los tramos en f'(x)
flx=-1)>0 , f'(x=105)<0 , ff(x=2)>0

paso 5. interpretamos resultados

Tramos crecientes (—o,0) U (1, )

Tramos decrecientes (0,1)

Existe un maximo relativo cuando (x = 0) pues la funcion deja de crecer y comienza a decrecer
Existe un minimo cuando (x = 1) pues la funcidn deja de decrecer y comienza a crecer
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43. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x3 — 9x. Calcula sus maximos
y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus maximos y minimos relativos
de la funcién, seguimos estos pasos.

paso 1. calcular la derivada def (x)
f(x) =x3—9x
f'(x) =3x2-9

paso 2. calculamos las soluciones de f'(x) = 0
x=-3 , x=3
paso 3. determinamos los tramos de la funcién dadas las soluciones

Tramo 1 - (—o0,—3)
Tramo 2 - (—3,3)
Tramo 3 - (3, »)

paso 4. damos valores a los tramos en f'(x)
fl(x=-10)>0

ff(x=0)<0

ff(x=10)>0
paso 5. interpretamos resultados
Tramos crecientes (—o0, —3) U (3, )
Tramos decrecientes (—3,3)
Existe un maximo relativo cuando (x = —3) pues la funcion deja de crecer y comienza a decrecer
Existe un minimo cuando (x = 3) pues la funcion deja de decrecer y comienza a crecer

o

44, Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 4x3 — 6x% + 72x en el
intervalo [-7, 2] y en el intervalo [0, 8].

Para calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como sus maximos y minimos relativos
de la funcién, seguimos estos pasos.

paso 1. calcular la derivada def (x)
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f(x) = 4x3 — 6x%2 + 72x
fl(x) =12x% —12x + 72
f'(x) =12(x> —x + 6)

paso 2. calculamos las soluciones de f”(x)
No tiene soluciones reales, no tiene maximos o minimos relativos

crecimiento
La funcién es siempre creciente pues la derivada es siempre positiva
maximos y minimos absolutos

Maximos y minimos absolutos en f (x)en los intervalos [-7, 2] y [0,8]
flx=-7)=4(-343) — 6(49) + 72(-7)
f(x=-7)=—-1372 - 294 — 504 - —2170

minimo absoluto de f(x) (-7, -2170)

flx =8) = 4(512) — 6(64) + 72(8)
f(x = 8) = 2048 — 384 + 576 — 2240

maximo absoluto f(x) (8, 2240)

45. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 3| en el
intervalo [-3, 3].

Escribimos f(x) de la siguiente manera:

x+3 si x>-3
fxX)=1x+3|=9—-(x+3) si x<-3
0 si x=-3

No tiene maximos ni minimos relativos

Madximos y minimos absolutos:
Sustituimos en f(x) los valores de los extremos del intervalo, es decir sustituimos las x por 3y -3
f(x=3)->3+3-6
maximo absoluto = (3,6)
f(x=-3)>—-(-3+3)-0
minimo absoluto = (0,-3)

46. El espacio recorrido, en metros por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar,
viene dado por: y = 15t + 0,8t2. ¢Qué velocidad llevba al pasar por el control? ¢Y a los 5 seg? ¢Si
continua asi, en qué momento pasara de los 5km/h?
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Derivamos la funcidn del espacio recorrido con respecto al tiempo, y asi me da la velocidad instantanea.
y = 15t + 0.8t? dy/dt =15 + 1.6t
La velocidad del vehiculo en cualquier momentotes: 15+ 1.6t m/s.

Para encontrar la velocidad del vehiculo al pasar por el control de radar, pongo que t=0 en la expresién
de velocidad.
Velocidad al pasar por el control =15 + 1.6(0) = 15 m/s

para saber la velocidad del vehiculo a los 5 s. pongo que t=5 en la expresion de velocidad.
Velocidad después de 5 segundos = 15 + 1.6(5) = 23 m/s.

para saber en qué momento el vehiculo supera los 120km/h. debo pasarlos a m/s.

120KM/H= 33,33 m/s

Resuelvo la ecuacion 15 + 1.6t = 33.33 para encontrar el momento en que el vehiculo supera los 120
km/h

1.6t =18.33t =11.46 segundos.

Por lo tanto, el vehiculo superard los 120 km/h después de 11.46 segundos de pasar por el control de
radar.

47. Sabiendo que la aceleracion es la derivada de la funcion velocidad, calcula la aceleracion del
vehiculo del ejercicio anterior a los t = 0 segundos, y a los t= 5 segundos. ¢Como es la aceleracion? ¢Es
constante o variable?

Para encontrar la aceleracion del vehiculo en cualquier momento, necesitamos derivar la funcién de
velocidad con respecto al tiempo

v=15+1.6t dv/dt=1.6

Por lo tanto, la aceleracion del vehiculo en cualquier momento t es constante y es 1.6 m/s2.

Para encontrar la aceleracién del vehiculo al momento t = 0, pongo que la expresion de aceleracién en
t=0

aceleraciéon ent=0, 1.6 m/s2.

Para encontrar la aceleracién del vehiculo después de 5 segundos, pongo que la expresidon de
aceleraciénent=5:

aceleraciéon en t=5, 1.6 m/s2.

En resumen, la aceleracién del vehiculo es constante y es igual a 1.6 m/s?, independientemente del
tiempo transcurrido.

48. La temperatura, T, en grados, de una bola de hierro que se esta calentando viene dada por T= 200
- 500/t, donde t es el tiempo en segundos. El radio, r, en mm, de la bola cuando la temperatura es de
T grados viene dado por r= 40 + 0.001T. ¢A qué velocidad varia el radio cuando la temperatura es de
50°, 75°, 100°? ¢A qué velocidad varia la temperatura a los 30 segundos? ¢Y para t= 90 segundos? ¢A
qué velocidad varia el radio a los 10 segundos, a los 30 segundos y a los 90 segundos?

Para encontrar la velocidad de cambio del radio con respecto a la temperatura, derivo la expresion del
radio con respecto a la temperatura

r=40+0.001T dr/dT = 0.001

Por lo tanto, la velocidad de cambio del radio con respecto a la temperatura es constante y es igual a
0.001 mm/°.
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Para encontrar la velocidad de cambio del radio cuando la temperatura es de 50°, 75° y 100°, uso la
expresién del radio:

Cuando T =50°: r = 40 + 0.001(50) = 40.05 mm La velocidad de cambio del radio en T = 50° es: dr/dT =
0.001 mm/°.

Cuando T = 75°: r =40 + 0.001(75) = 40.075 mm La velocidad de cambio del radio en T = 75° es: dr/dT =
0.001 mm/°.

Cuando T=100°r =40 + 0.001(100) = 40.1 mm La velocidad de cambio del radio en T = 100° es: dr/dT =
0.001 mm/°.

Para encontrar la velocidad de cambio de la temperatura en cualquier momento, derivo la expresion de
la temperatura con respecto al tiempo:

T =200 - 500/t dT/dt = 500/t>

Para encontrar la velocidad de cambio de la temperatura a los 30 segundos, pongo que la expresion de
la derivada en t = 30:

dT/dt en t=30 = 500/(30)? = 0.56 °/s.

Para encontrar la velocidad de cambio de la temperatura a los 90 segundos, pongo que la expresion de
la derivada en t = 90:

dT/dt en t=90 = 500/(90)? = 0.0617 °/s.

Para encontrar la velocidad de cambio del radio en cualquier momento, derivo la expresion del radio
con respecto al tiempo:

r=40+ 0.001T dr/dt = 0.001(dT/dt)

Por lo tanto, la velocidad de cambio del radio en cualquier momento t es igual a 0.001 veces la
velocidad de cambio de la temperatura en ese momento.

Para encontrar la velocidad de cambio del radio a los 10 segundos, pongo que la expresién de la
velocidad de cambio del radio en t = 10:

dT/dt en t=10 = 500/(10)? = 5 °/s La velocidad de cambio del radio en t = 10 es: dr/dt en t=10 = 0.001(5)
=0.005 mm/s.

Para encontrar la velocidad de cambio del radio a los 30 segundos, pongo que la expresién de la
velocidad de cambio del radio en t = 30:

dT/dt en t=30 = 500/(30)? = 0.56 °/s La velocidad de cambio del radio en t = 30 es: dr/dt en t=30 =
0.001(0.56) = 0.00056 mm/s.

Para encontrar la velocidad de cambio del radio a los 90 segundos, pongo que la expresion de la
velocidad de cambio del radio en t = 90:

dT/dt en t=90 = 500/(90)? = 0.0617 °/s La velocidad de cambio del radio en t = 90seg

49.La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los t segundos,
viene dada aproximadamente por d = 5t2. Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la
Torre Eiffel, (que esta a 57 m de altura), éa qué velocidad llegaria al suelo? ¢Y si cayera desde la
segunda plataforma (que esta a 115m)? ¢Y desde la tercera plataforma (que esta a 274 m)?

Para el primer caso, si el tornillo se cae desde una altura de 57 m, la distancia recorrida sera:
d=57m

Sustituyendo en la ecuacién de distancia, obtenemos: d=5t> , 57 =5¢t2

Despejando t: t =4.01s
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Ahora, podemos calcular la velocidad final:

d' =10t v=10-4,01=40,1m/s

Por lo tanto, el tornillo llegaria al suelo a una velocidad de aproximadamente 40,1 m/s si se cae desde la
primera plataforma de la Torre Eiffel.

Para el segundo caso, si el tornillo se cae desde una altura de 115 m, la distancia recorrida sera:
d=115m
Sustituyendo en la ecuacién de distancia, obtenemos:

d =5t 115 =5¢2
Despejando t:
t =5.09s
Ahora, podemos calcular la velocidad final:
d' =10t v=10"-5,09=50,9 m/s

Por lo tanto, el tornillo llegaria al suelo a una velocidad de aproximadamente 50,9 m/s si se cae desde la
segunda plataforma de la Torre Eiffel.

Para el tercer caso, si el tornillo se cae desde una altura de 274 m, la distancia recorrida sera:
d=274m
Sustituyendo en la ecuacién de distancia, obtenemos:

d=5¢t2 274 = 5¢?
Despejando t:
t =7.34s
Ahora, podemos calcular la velocidad final:
d'=10t v=10-7,34=73,4m/s

Por lo tanto, el tornillo llegaria al suelo a una velocidad de aproximadamente 73,4 m/s si se cae desde la
tercera plataforma de la Torre Eiffel.

50. Se ha lanzado desde la superficie de la Tierra una piedra verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 24 m/s, y alcanza una altura h= 24t - 4,9t2.

A) Determina la aceleracion de la gravedad terrestre.

Tenemos que hacer la segunda derivada de la funcién h= 24t -4,9t?:

h=24t—4,9t% ; b’ =24-2(4,9)t ; h"=2(-4.9) =

B) éHasta qué altura llega la piedra?
Para ello en la férmula sustituyes la t por el tiempo que tarda en llegar a dicha altura (que es cuando se
para, es decir, la velocidad es 0):

h'=24-2(49)t =0 = % = 2,45

h= 24t -4.9t2; h= 24(2,45) -4.9(2,45)%=29,39 metros

C) éCuanto tiempo tarda en alcanzar dicha altura?
Resuelto en B)

D) é¢Durante cuanto tiempo permanece la piedra en el aire?
2-2,45 = 4,9 segundos.

E) Se deja caer ahora la piedra por una grieta y tarda 10 segundos en llegar al fondo, équé
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profundidad tiene la grieta?
Para ello sustituimos el 10 en la férmula principal:

h= 24t -4,9t> ; 24(10) —4,9(10)2=

51. Se ha lanzado desde la superficie de la luna una piedra verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 24 m/s, y alcanza una altura h= 24t - 0,8t2

A) Determina la aceleracidn de la gravedad en la superficie de la luna.
Para ello lo primero que tenemos que hacer es la segunda derivada de la funcién h= 24t -0,8 t?

h=24t-0,8t> ; h'=24-2(0,8)t; h”=2(-0,8)=

La gravedad es de 1,6 m/s?

B) ¢Hasta qué altura llega la piedra?
Cuando la velocidad sea0; 24-1,6t=0; t = % =15

h = 24(15) -0,8(12,5)2=[175 metros

C) é Cuanto tiempo tarda en alcanzar dicha altura?

24-16t=0; t = 12—: =15 15 segundos

D) ¢ Durante cuanto tiempo permanece la piedra en el aire?

t=2:15 = [30 segundos|

E) Se deja caer ahora la piedra por una grieta y tarda 20 segundos en llegar al fondo;é qué
profundidad tiene la grieta?
Para ello sustituimos el 20 en la formula principal

h= 24t -0,8t> ; 24(20) - 0,8(10)2=

52. La distancia, d , en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la luna a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d= 0,83t2.

A)éQué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre en la luna al cabo de 1s, 4s, 8s, 30s?

Lo que tenemos que hacer es calcular la derivada de la funcién d= 0,83t?, después de esto hay que
sustituir los valores en la variable t:

d=0, 83t%; d’=2(0,83)t

.t (1)=2(0,83)1=1,66 m/s

t (4 =2(0,83)4 = 6,64 m/s

t (g =2(0,83)8 = 13,28 m/s

.t 30)=2(0,83)30 = 49,8 m/s

B) En la luna se esta construyendo una antena de transmision sobre una base de hormigon que puede
agrietarse si cayera un tonillo con una velocidad de 20m/s. Para garantizar que esto no ocurra, écual
debe ser la altura de la antena?

d=0,83t%; d’=2(0,83)t=1,66t estaes lavelocidad de caida

20
1,66t=20 ; t= 166 - 12 segundos
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Por ultimo, calculamos h:
h = 0,83 -12%= 120 metros o menos debe ser la altural

53. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la superficie de Marte a los t
segundos, viene dada aproximadamente por d= 1,86t>.

A) ¢{Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caida libre en Marte al cabo de 1s, 4s, 8s, 30s?

Lo que tenemos que hacer es calcular la derivada, una vez hecho esto, sustituimos los diferentes
valores en la variable t:

d=1,86t% d =2(1,86)t

t1)=2(1,86)1=3,72 m/s

tea) =2(1,86)4 = 14,88 m/s

.t (8)~ 2(1,86)8 = 29,76 m/s

t(z0) =2(1,86)30 = 111,6 m/s

B) Determina la aceleracion de la gravedad en Marte.
Para ello tendremos que calcular la segunda derivada de la ecuacidn principal

d=1,86t%; d’'=2(1,86)t; d”=2(1,86)=

54. La distancia d, en metros. recorrida por un objeto en caida libre en la superficie de Jupiter a los t
segundos, viene dada aproximadamente por d = 11,44t% ¢{Qué velocidad llevaria un objeto que
cayera en caida libre en Jupiter al cabode 1s,4 s, 8 s, 30 s? Determina la aceleracion de la gravedad
en Jupiter.
V(t) = d’ = 22,88t
V(1)= 22,88 (1) =22,88 m/s
V(4)= 22,88 (4) = 91,52m/s
V(8)= 22,88 (8) = 183,04 m/s
V(30)= 22,88 (30) = 686,4m/s
Aceleracion :

v _ =v' = 22,88 2

i a a=v =2288m/s
55. La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, e, en metros, por un cuerpo en el tiempo t (en
segundos). Determina en cada caso la funcion velocidad y la funcién aceleracion.

a)e=t2—4t+3 v=2t-4 a= 2 m/s?

b)e = 2t3 — 5t + 4t v=6t2-10t+4  a=12t- 10 m/s?
c)e=—t2+4t+3 v=-2t +4 a=-2m/s?
de=(3t-4)2 v=6(3t -4) a= 18 m/s?

lavesladerivadadelaeylaaesladerivadadelav

56. Un depdsito cilindrico de 10 metros de diametro se llena de agua a 0,3 m3 por minuto. ¢A qué
velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

V=nr?h; 0,3m3/min=mn-52-h h= % = 0,0038m/min
v(2) = 2-0,0038 m/min = 0,0076 m/min; v(5) = 5:0,0038 m/min = 0,019 m/min
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57. La distancia, d, en metros, recorrida por un trineo que se desliza por una pendiente helada, a los t
segundos, viene dada por d = 0,2t + 0,01t3. Determina la velocidad del trineo a los 2, 4, 7 y 15
segundos. Se sabe que si la velocidad del trineo alcanza los 60 km/h le pueden fallar los frenos,
écuando deberia comenzar a aplicar los frenos para no perder el control?
V(t) = d’ = 0,4t + 0,03t?
V(2) =0,92m/s

V(4) =2,08m/s

V(7) =4,27m/s

V(15) = 12,75m/s

Si alcanza los 60 km/h, ¢cuando deberia comenzar a aplicar los frenos para no perder

el control?

d=0.2t> + 0.01t3 d’ =0,4t+0,03t2=60 0,03t> +0,4t—-60=0 ; t=38,55s,
tiene que frenar

58. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta
en cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla. {Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x,
recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen
de las cajas en funcién de x.

V= x (25-2x) (20-2x)= 4x3-90x2+500x
Derivamos para obtener posibles maximos y minimos:
V' = 12x2-180x+500 ; 12x>-180x+500 =0
Tendriamos dos resultados:
19) 11,3 no es vdlido pues al cortar no queda cartulina
29) 3,7
Seguimos derivando, por lo cual tendriamos:
V" =24x-180
Se sustituye la x y obtenemos -91,2 por lo que es un maximo

59. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 150 litros. Si se
desea construirlos de forma que su superficie total sea minima, écuanto debe medir su altura y el
radio de su base?

V=T]-r*h
El valor de V=150 y luego despejamos h, los litros son dm?3
= TT-r2 — 150
150 =T7-r**h h e

Utilizamos la formula de superficie S= 2T]rh+2T]r?
Habiendo despejado anteriormente la h, se sustituye en la ecuacidén por lo que seria:
2TTr(150/TTr2) +2TTr =1f(r) ;  f(r) = 2(150/r?) +2T]r derivamos

f'(r) = (-150/r?)+2TTr igualamosa 0 ; 27[r3-150=0
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r=3/125—1_([) = ﬁs dm. calculamos la segunda derivada f”’(r) =(300/r3)+2]] sustituimos r y nos da

positivo por tanto para ese valor tenemos un minimo, sustituyendo en la expresion de h

150 _ 150
T 13[75., 8,29[]
|G

=5,76 dm.

60. Al hacer las pruebas de un nuevo medicamento se comprueba que, segun la dosis, x, en
- . . . . . 80 .
miligramos, que se administre, el porcentaje de curaciones, y, viene dado por: y = 100 — 5 Sin

embargo, el medicamento tiene efectos secundarios ya que perjudica al rifion. El nimero de
enfermos a los que el tratamiento produce efectos secundarios aumenta un 2 % por cada miligramo
que se aumenta la dosis. ¢ Podrias ayudar a determinar la dosis de medicamento adecuada? Razona la
respuesta.

. . 80
Las curaciones vendran dadas por y = 100 — i 2x , queremos calcular el valor de x que haga

maxima esta funcidn, para ello derivamos y'= 802 -2=— 80 — 2, igualamos a0
(x+5%) x“+10x+25

20 _2=0 80-2 (x*+10+25)= -2x2-20x+30 = 0

x“+10x+25

X1=-8,25 X2=-1,75

Cogeriamos -1,75 porque da un valor inferior a 100.
Al sustituir daria como resultado 78,88.

61. Una piedra es lanzada verticalmente hacia arriba y alcanza una altura h = 1.6t — 0.16t> metros al
cabo de t segundos. {Qué altura alcanza la piedra?

Lo que debemos hacer es derivar, para calcular la velocidad de subida, e igualar a cero, que es cuando
la piedra se para, y obtener el valor de t despejando.

h'=1,6-0,32t=0 ; t=1,6/0,32=5

Ahora sustituimos en la ecuacion original para averiguar la altura:

h =1,6-5-0,16-5%= 4 metros
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AUTOEVALUACION
. Indica cual de las S|gu|entes expresiones es la definiciéon de derivada de una funcién en x = a:
a) o SO -1) b) jim L8 =1@ 0 lim Sfla+h) - f(a) d) lim Sb+h)—f(b)
b bx —0 X—a h—0 h 0 h
C) lim f(a+h)—f(a)
h—0 h

2. Laderivadadey=v/x-(x —1) enx=1es:

a)o b) 1/2 c1 d)2
y=Vx - (x = 1)
, . 1+h)-f(1 . (Vi+h-(1+h-1))-(/1(1-1 \/1+ R-h
F(1)=lim LDy, (TR )-(1A-1) . — JiT0=1
h—-0 h h—0 h h—>0
1
. x2+1
3. Laderivadade = enx=2es:
x>+3
a) 15/11 b) -10/25 c)-16/121 d)1/3
_ x%+1
T x3+3
2+h)%2+1 2241 (4+4h+h2)+1 4+1 h2+4h+5 5 11(h%2+4h+5)—5(h3+6h2+12h+11)
f(2)= llmM S lim (8+12h+6h2+h3)+3 8+3 > lim n3+6h2+12h+11 11 > lim 11(h3+6hZ+12h+11)
h h-0 h h-0 h h-0 h
N lim 11h?+44h+55-5h3—~30h?—60h—55 S lim —5h3-19h%2-16h ENRT h(-5h?-19h-16)
h—0 h-11(h3+6h?+12h+11) h—0 h11(h3+6h%2+12h+11) h—0 h'11(h3+6h%2+12h+11)
. —5h%2-19h-16 -16 -16
lim - - —
h—0 11(h3+6h2+12h+11) 11-11 121
)‘_16
121
4. La derivadadey=eX *3 es:
a)y’ =2x-¢" b)y’'=2(e")? - & )y’ =3+e" 2 d)y’ =2¢"
Sabemos que: y=e"; y’'=e"-u’
2 , 2
Entonces:y=eX *3 y=eX*+3.2x 40 y'=2x-eX *3
’ 2
a)y'=2x-ex *3
5. La derivada y = cos(x3) es:
a)y’ = 3(cos(x))? ' (=sen(x*)  b)y’'=-sen(x*)-3x> c)y = —sen(x?) ' cos(3x?) d) ¥ = 3(cos(x)? + (—sen(x)

Sabemos que: y=cos(u); y'= -u ‘sen(u)
Entonces: y = cos(x3) y'=-(3x%)sen(x3)  y'=-sen(x3)-3x?2
b) y'= -sen(x3)-3x?2

6. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 5+2x+3x2-2x3en x = 1 es:
a)y=-2x—-6 b)y=x+8 cJy=2x+6 d)y=8+2x

1) La ecuacién de la recta tangente es:
Y =f(a) + f'(a)(x-a)
2) identificar los términos
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y = 5+2x+3x2-2x3 a=1

3) cdlculos f(1) =-243+5=8 f'(x) = -6x%+6x+2 f(1)=2
4) sustituir en la férmula

Y=8+2(x-1) y=2x+6

Respuesta: c) y=2x+6

7. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 3x%-2x3 en x = 0 es:
a)y=2x+3 b)y=x+8 c)y=6x dy=0

1) identificar los términos
y=3x>-2x3 a=0
2) cdlculos f(0)=0 f'(x) =-6x>+6x  f(0)=0
3) sustituir en la férmula
y=0+0(x-0)=0 y=0
Respuesta:d) y=0

8. La funcién y = 3x*-5x3+2x2-x+1 en x = 1 es:
a) creciente  b) decreciente  c) alcanza un minimo  d) alcanza un maximo

f'(x)=12x3-15x%+4x-1 f(1)=0

(decreciente) (creciente)

f'(-2)<0 1 f(2)>0 x=1 minimo relativo

Respuesta: c) alcanza un minimo

9. Si la derivada de una cierta funcion es y'= x(x-4) entonces los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de dicha funcidén son:

a) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente

b) x < 0, decreciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente

c) x < 0, creciente; 0 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente

d) x < 0, creciente; 0 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
Para estudiar el crecimiento o decrecimiento de una funcién debemos operar primero su derivada y a
continuacion igualarla a 0 para poder encontrar los puntos donde la funcién varié
f(x)= x(x-4)

f'(X)zo X(X-4) =0 x=4 x=0
(creciente) (decreciente) (creciente)
f'(-2)>0 0 f(2)<0 4 f'(6)>0
La funcién es creciente en (-o2,0)U(4,2°)
La funcion es decreciente en (0,4)
Respuesta: d)
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10. La funcién y = 3x2-2x3 alcanza los siguientes maximos y minimos:
a) (0, 0) maximo y (1, 1) minimo
b) (-1, 5) maximo y (1, 1) minimo
c) (6, —324) minimo y (1, 1) maximo
d) (0, 0) minimo y (1, 1) maximo

Para estudiar el maximos y minimos de una funcién debemos calcular primero su derivada y a

continuacion igualarla a 0 para poder encontrar los puntos donde la funcién varie

f'(x)= 6x — 6x° ; 6x—6x>=0 ; x=1 x=0
(decreciente) (creciente) (decreciente)
f'(-2)<0 0 £(0.5)>0 1 f'(2)<0

Para calcular los maximos y minimos relativos debemos de sustituir en la ecuacion principal

x=0  minimo f(0)=0 (0,0)
x=1  mdximo f(1)=1 (1,2)
Respuesta: d)
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Probabilidad

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Indica si son, o no, fendmenos aleatorios:

Primero explicar lo que es un fendmeno aleatorio: Un fendmeno o experimento aleatorio es aquel que,
manteniendo las mismas condiciones en la experiencia, no se puede predecir el resultado.

a) La superficie de las provincias espafiolas. No

b) Anotar el sexo del proximo bebé nacido en una clinica determinada. Si

c) El drea de un cuadrado del que se conoce el lado. No

d) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos. Si

e) Saber si el préximo afio es bisiesto. No

2. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en cinco tarjetas
cada una de las vocales y sacar una al azar”.

El conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio es: E={a, €, i, 0, u}.

Estos son los cinco Unicos resultados posibles, mutuamente excluyentes entre si, lo que significa que no
pueden salir ambas al mismo tiempo.

3. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Tirar una chincheta y anotar
si cae de punta o no”.

El conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio es: E= {punta, no punta}.

Estos son los dos Unicos resultados posibles, mutuamente excluyentes entre si, lo que significa que la
chincheta solo puede caer de una manera u otra, pero no ambas al mismo tiempo.

4. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos monedas

Dos sucesos que se pueden definir para este experimento aleatorio son:
E={CC, CX, XC, XX}

e Aparecer al menos una cara: este suceso se cumple si, después de tirar dos monedas, al menos
una de ella cae con la cara hacia arriba, Es importante destacar que este suceso también se
cumple si ambas monedas caen con la cara hacia arriba.

A= {CC, XX}

e Ambas monedas mostraran el mismo lado: este suceso se cumple si después de tirar dos mone-
das, ambas caen mostrando el mismo lado, es decir, ambas caen con la cara hacia arriba o con la
cruz.

5. En el juego de la loteria, indica dos sucesos respecto a la cifra de las unidades del primer Premio.
Espacio muestral: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Suceso A: obtener un numero par {0, 2, 4, 6, 8}

Suceso B: obtener un numero menor que 8 {0,1,2,3,4,5,6,7}

6. Escribe tres sucesos aleatorios del experimento aleatorio sacar una carta de una baraja espaiiola.
Espacio muestral: {As de bastos, As de espadas...}

Suceso A: sacar una de bastos {1b 2b 3b 4b 5b 6b 7b Sb Cb Rb}

Suceso B: sacar una carta par {2c 4c 6¢ Sc Rc 2b 4b 6b Rb 2e 4e 6e Se Re 20 40 60 So Ro}

Suceso C: sacar un As {as de oros, as de copas, as de espadas y as de bastos}
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7.Al sacar una carta de una baraja espaiola, lamamos B al suceso sacar un as y A al suceso sacar una
figura. Escribe los sucesos AUB,ANByA-B

B = { As de Oros, As de Bastos, As de Copas, As de Espadas }

A ={SO0, CO, RO, SB, CB, RB, SC, CC, RC, SE, CE, RE }

AUB= {SO, CO, RO, SB, CB, RB, SC, CC, RC, SE, CE, RE, As de oros, As de bastos, As de copas , As de
Espadas }

A N B=0;son sucesos incompatibles

A-B={S0, CO, RO, SB, CB, RB, SC, CC, RC, SE, CE, RE }

8. Sea A el suceso tirar un dado y sacar un niimero mayor que 4. Escribe el suceso contrario de A
El suceso sacar un numero mayor que cuatro es A = {5,6}

Por tanto, el suceso contrario es que se saguen numeros menores que 4 o igual a 4, luego:
A={1,2,3,4}

9. Un suceso y su suceso contrario, ¢ como son, compatibles o incompatibles? Razona tu respuesta
Ay A son sucesos incompatibles, ya que no puede ocurrir a la vez un suceso y su contario.

10. En el experimento aleatorio, sacar una carta de una baraja espanola, escribe tres sucesos
incompatibles con el suceso “ sacar un as “

Suceso sacarunas=A Suceso no sacar unas = A

Suceso sacarun 6 =B Suceso sacarunrey =C

11. Utiliza un diagrama de Venn para escribir a AUBUC como unién de conjuntos disjuntos.

C

La unién de AUBUC mediante conjuntos
disjuntos estaria formada por los conjuntos
determinados por los 7 colores

12. Considera ahora un diagrama de Venn con sélo dos conjuntos, y representa en él la
siguiente situacion: Se sabe que, en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas que toman
té, 27 que toman café y 2 personas que no toman ninguna bebida.

Café: 27 personas Té: 15 personas

A B

Cafe Ambos
18 9
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A) ¢Suman mas de 35? Eso es porque hay personas que toman té y café, ¢ cuantas?

Hay 2 personas que no toman nada, por lo tanto 33 personas en total toman alguna bebida.
27+15=42; 42-33=9

Hay 9 personas que toman té y café.

B) ¢ Cuantas personas sélo toman té y cuantas toman sélo café?
Café: 27 —9 =18
Té:15—-9=6

C) Vamos a llamar A al conjunto de las personas que toman té, y B al de las que toman café. Nombra
con letras a los conjuntos siguientes e indica de cuantas personas estan formados: a) Toman café y té.
b) No toman ni café ni té. c) Toman té o bien toman café. d) Toman té y no toman café.

Toman té: A = 15 Toman café: B = 27

a) Tomancaféyté:AnB=9

b) No toman nicafénité: ANB =2

¢) Toman té o bien toman café: AUB

d) Toman té y no toman café: toman Gnicamenteté AN B=6

D) De entre las personas que toman café, éicuantas toman también té? A este conjunto lo
nombramos A/B.

Toman café 27

Unicamente café 18

toman café y también té 9 personas

A/B =9

E) ¢ Cuantas personas no toman café? Nombrese con letras.
Toman Unicamente té: AN B=6

No toman nada: A N B=2

No toman café: B=8

F) éCuantas personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de las
personas que no toman ninguna de las dos bebidas.

No toman ninguna de las dos bebidas: A N B=2

Toman sélo café: 18

Toman solo té: 6

Tomanlas 2: 9

En total 33 personas toman una de las dos bebidas frente a las 2 personas que no toman ninguna de las
dos, que suman las 35 personas.

13. En el mismo lugar del problema anterior, con 35 personas, ahora se ha afnadido a la maquina de
bebidas el chocolate (C), y ahora se sabe que 12 personas toman solo té, que 5 personas toman té y
chocolate, pero no café, que 20 personas no toman ni té ni chocolate. Es posible saber
cuantas personas toman al menos una de las tres bebidas; cuantas, de entre las que tomaban café,
tomaban también chocolate... Investiga si tienes datos suficientes para conocerlo todo, o
debes ampliar la encuesta para conocer nuevos datos.
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Datos:
- Total: 35 personas
- Bebidas:
o Té:A
e (afé:B
e Chocolate: C
- 12 personas solo toman té
- 5 personas toman té y chocolate, pero no café
- 20 no toman ni té ni chocolate
Para ver los datos de una manera mas clara realizamos un diagrama de Venn:

Las 20 personas no pueden ser incluidas de momento ya que no
sabemos los suficientes datos y habria que hacer otra encuesta

Si sumamos el conjunto de personas obtenido de los datos
(12+5+20=37) obtenemos que el resultado total de las personas que
tendria que haber es 37 cuando el niumero real de personas que hay es
35, por lo que se deberia realizar otra encuesta ya que el resultado de la
anterior es erréneo.

14. Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.

En una baraja estdndar de 52 cartas, hay 13 cartas de espadas. Por lo tanto, la probabilidad de sacar
una carta de espadas al azar de una baraja es de 13/52, lo cual equivaldria a un 25% de probabilidad de
sacar una espada.

15. Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, éte basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o lo asignarias por simetria?
Seria preferente basarse en si serd zurdo o no mediante el estudio de las frecuencias relativas.

16. éCual es la probabilidad de no sacar un 5 al tirar el dado? ¢Y de no sacar un multiplo de 3? ¢Y de
no sacar un nimero menor que 2?

No sacarun 5

En un dado de seis caras, hay cinco caras que no muestran el nimero 5, por lo que la probabilidad de
no sacar un 5 al tirar un dado es de 5/6, esta es la probabilidad de que salga cualquier nUmero que no
sea 5, ya que todas las caras tienen la misma probabilidad de salir.

No sacar un multiplo de 3
En un dado de seis caras, los multiplos de 3 son 3 y 6, por lo que hay 4 caras que no muestran un
multiplo de 3. Por lo tanto, la probabilidad de no sacar un mdltiplo de 3 al tirar un dado es de 4/6 o 2/3.

No sacar numero menor que 2
En un dado de seis caras, el nUmero mds pequefio que 2 es 1. Por lo tanto, la probabilidad de no sacar
un nimero menor que 2 al tirar un dado es de 5/6.
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17. Al tirar una moneda dos veces, écudl es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.

E={CC, CX, XC, XX}

No sacar ninguna cara

Cuando se lanza una moneda dos veces, hay cuatro posibles resultados: cara-cara, cara-cruz, cruz-caray
cruz-cruz. De estos cuatro resultados, solo hay uno en el que no se saca ninguna cara, que es el
resultado cruz-cruz.

Por lo tanto, la probabilidad de no sacar ninguna cara al tirar una moneda dos veces es de %.

11 1
PX N X) > PX)-P(X) > 55—

Hay 0.25 de probabilidad de sacar dos veces cruz

Sacar al menos una cara

La probabilidad de sacar al menos una cara al tirar una moneda dos veces es el complemento de la
probabilidad de no sacar ninguna cara en dos lanzamientos consecutivos, es decir:

1-1/4=%

Esto significa que hay una probabilidad del 75% de sacar al menos una cara al lanzar una moneda dos
veces.

1 3
P(SacarunaC) - 1 -PX NnX) -1 211
Hay 0.75 de probabilidad de sacar al menos una C
v 1/4 C
1/2
L =
r > 1/4 X
v 1/4 C
b’
1/2
A 1/4 X

18. Dibujar un diagrama de arbol de los sucesos Ay B. A = Sacarunasy A = no sacar un as en
la primera extraccion. B = Sacar un asy B = No sacar un as en la segunda.

3
P(B/A) = 39 v ASyAs

4
P(A) =—
(4) 40'AS

36 A ASyNoAS

P(B/A) = 39

4
P(B/ﬂ:}=ﬁ v No AS y AS

36 "

- 36
P(A)=— MNoAS
(4) 40

_ 35 * NoASyNoASs
PUI/A)=3—;
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¢Cual es la probabilidad de sacar as en la segunda extraccidn condicionado a no haberlo sacado en la
primera?
La probabilidad de sacar as en la segunda extraccién condicionado a no haberlo sacado en la primera es
—~ 4
P(B/A) = —
(B/A) = =

¢Y la de no sacar as en la segunda extraccidon condicionado a no haberlo sacado en la primera?

La probabilidad de sacar as en la segunda extraccién condicionado a no haberlo sacado en la primera es

P(B/A) = %

¢éCual es la probabilidad de sacar dos ases?
Se calcula P(A N B) multiplicando P(A) por P(B/A) — 4i0 . :—9 = Flo

¢Y la de sacar un solo as?
SesumaP(AnB)+P(ANnB) -

Se calcula P(A N B) multiplicando P(A) - P(B/A) — % . % = %
Se calcula P(A N B) multiplicando P(A) - P(B/A) - z—z - 34—9 = %

P(An§)+P(KnB):%+%:g

19. En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 ases” y la de “no
sale ningun as”.

Cual es la probabilidad de “no salen 2 ases”
No sacar as es la suma de las probabilidades de sacar un solo as o ninguno, pero también el suceso

contrario de sacar dos ases.

. 1
Calculamos el suceso contrario de P(ANB) = 0

Se substrae P(A N B) de 1 para obtener su contrario
2 r@nD)
130 130

Cual es la probabilidad de “no sale ningtin as”
La probabilidad de no sacar ningun As es P(A) - P(B/A) - .34

40 39 26

20. Sacando tres cartas seguidas, ¢ Cudl es la probabilidad de sacar tres ases? Con y sin reemplazo

Con reemplazo (llamando A a la primera carta, B a la segunda y C a la tercera), basta con calcular
P(ANBNC) =P(A)-P(B/A)-P(C/BNA) = —- .2 =

40 40 40 1000

Sin reemplazo (llamando A a la primera carta, B a la segunda y C a la tercera), seria

4 3 2 1
P(ANBNC)=P(A)-P(B/A)'P(C/BNA) - = —=——
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2
P(C/BNA) =—
(CrBnd) =5

3 AS, AS y AS
P(B/A) = — v *
(BIA) 39
4 e v
ASy AS
P(A) =— v
40 , A
A AS, AS y No AS
. 36
o ASyNoAS PC/BNA) =22
! 36
P(B/A) =35
36 % pNoas

P(A) =—
=3

21. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de que salga un seis doble.
1

11
P(6N6)=P(6) P(6) ==
22. Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizas te sea

mas facil calcular la probabilidad de no sacar ningun 6, y utilizar el suceso contrario.

N = —y 5 5 25
P(al menos un 6) =1 — P(no sacar 6) = 1 —g = i

23. Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 8, y el suceso B que esos nimeros difieran
en dos unidades.

a) Comprueba que P(A)= 5/36 (casos favorables: 2+6; 3+5; 4+4; 5+3; 6+2) y que P(B)= 8/36 (casos
favorables: (1,3), (2,4), ...).

b) Calcula las probabilidades de: P(A n B); P(A U B); P(A n B¢); P( A n B); P( A°n B¢).

c) Calcula P(A/B); P(A/ BS); P( A/B).

a)
e Para calcular la P(A) primero debemos encontrar el nimero total de resultados posibles que es,
al tener ambos dados seis caras, 6:6= 36.
Todos los casos en que la suma de ambos dados sea igual a ocho son las siguientes: 2+6; 3+5; 4+4; 5+3;
6+2. Por lo que la probabilidad de A es igual a nimero de casos favorables/ nimero de casos posibles
dando como resultado: 5/36.
e Para calcular la probabilidad de B contamos con los datos que nos ofrece el enunciado; dos nu-
meros que pueden diferir en dos unidades: (1,3), (2,4), (3,5), (4,6), (3,1), (4,2), (5,3), (6,4).
Por lo que la P(B)= nimero de casos favorables/ nimero de casos posibles: 8/36.
b)
e Para calcular P(A n B), Los Unicos dos resultados que se repiten en ambos suceso, son: (3,5) y
(5,3).
Por lo tanto, la probabilidad de (A n B)= nimero de casos favorables/ nimero de casos
posibles, que es igual a 2/36. 1/18.

e Para obtener (A U B) utilizamos la formula siguiente:
P(A U B) = P(A)+P(B)- P(A n B)=5/36 + 8/36 - 2/36=11/36
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Para calcular la interseccion de A y no B; es decir, P(A n B€), apuntamos los resultados que estan
en AynoenB:(2,6), (4,4), (6,2).
P(A n B°)= nimero de casos favorables/ casos posibles= 3/36. 1/12.

Para calcular la interseccidon de no A y B; es decir, P( A°’NB), apuntamos los resultados que estan
en B pero no se cumplen en A: (1,3), (2,4), (4,6), (3,1), (4,2), (6,4).
P( A°’nB)= numero de casos favorables/ casos posibles= 6/36. 1/6.

Para calcular la interseccion de no A y no B; es decir, P( A°n B¢), notamos los resultados que no
estan nien AnienB: (1,1),(1,2), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2,5), (3,2), (3,3), (3,4), (3,6),
(4,1), (4,3), (4,5), (5,1), (5,2), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,3), (6,5) y (6,6).

Por lo que P{ A’n B’ )= niumero de casos favorables/ nimero de casos posibles= 25/36.

Para calcular la probabilidad condicional P(A/B), que es la probabilidad de que la suma de las
dos caras sea 8 dado que los numeros difieren en dos unidades, debemos considerar solo los
casos en los que ocurre B. De modo que restringimos el espacio muestral a los casos en los que
los numeros difieren en dos unidades: (1,3), (2,4), (3,5), (4,6), (3,1), (4,2), (5,3) y (6,4). De estos
solo hay dos casos en los que la suma de las dos caras es igual a 8: (3,5) y (5,3)

Por lo que P(A/B) nimero de casos favorables/ nimero de casos posibles de B=2/8. 1/4.

Para calcular P (A/ B¢), es la probabilidad de que la suma de las dos caras sea 8 ya que los nu-
meros no difieren en dos unidades. Debemos considerar los casos en los que B ocurre. Es decir,
tenemos que restringir E a los casos en los que los nimeros no difieren en dos unidades: (1,1),
(1,2), (1,4), (1,5), (1,6), (2,2), (2,2), (2,3), (2,5), (2,6), (3,2), (3,3), (3,4), (3,6), (4,1), (4,3), (4,4),
(4,5), (5,1), (5,2), (5,4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,5) Yy (6,6). De todos estos casos, solo hay
tres que su suma es igual a 8: (2,6), (4,4), (6,2).

P(A/B°) = nimero de casos favorables/ nimero total de casos posibles de B¢= 3/28.

Por ultimo, para calcular P( A%/B), que es la probabilidad de que la suma de las dos caras no sea
8 dado que los numeros difieren en dos unidades: (1,3), (2,4), (3,5), (4,6), (3,1), (4,2), (5,3), (6,4).
De todo estos, solo hay seis que no suman ocho: (1,3), (2,4), (4,6), (3,1), (4,2) y (6,4).

P(A%/B)= nimero de casos favorables/ nimero total de casos posibles de A= 6/8. 3/4.

24. La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccion es 5/8. Halla: (a)
La probabilidad de que se verifique alguno de los dos. (b) La probabilidad de que no ocurra B. (c) La
probabilidad de que no se verifique ni A ni B. (d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.

a)
La probabilidad de que se verifique alguno de los sucesos sea A o B se puede calcular mediante
la férmula de la unidn de los sucesos...
P(A UB)=P(A) + P(B) - P(An B)=2/3+3/4-5/8 =19/24.
La probabilidad de que se verifique A o B es 19/24.
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b)
e La probabilidad de que no ocurra B se puede calcular restando a la probabilidad de B (3/4) la
probabilidad total (1).
P(B°)=1-P(B)=1-3/4=1/4.
Por lo tanto, la probabilidad de que no ocurra B es 1/4.
c)

e La probabilidad de que no se verifiquen ni A ni B se puede calcular restando a la probabilidad de
la unién de Ay B la probabilidad total (1).
P(A°n BS)=1-P(A UB)= 1—-19/24=5/24.
Para concluir, la probabilidad de que no se verifiquen ni A ni B es 5/24.

d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B se puede calcular mediante la férmula de la
probabilidad condicional

P(A/B)= P(A n B)/ P(B)="5/8 | 3/4=5/6.

La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B es 5/6.

25. En un supermercado se ha estudiado el nimero de clientes que compran tres productos A, By C.
Del estudio se ha obtenido que un 14% de los clientes compra el producto A y un 12% compra el
producto B. Ademas, un 4% compra Ay B, un 2% compra A y C y ningun cliente que compre C compra
también B.

(a) éCuantos clientes compran tnicamente el producto B?

(b) Sabiendo que un cliente ha comprado A, écudl es la probabilidad de que también haya comprado
C, pero no B?

a) Para calcular el numero de clientes que compran Unicamente el producto B, utilizamos la férmula de
la suma de probabilidades:

P(B)=P(BynoAynoC)+PByAynoC)+P(BynoAy ()

P(A)=0,14 P(B)=0,12 P(AyB)=0,04 P(AyC)=0,02. P(AUBUC)= 1. De esto podemos sacar...
P(noAynoC)=1-P(A)-P(C)=1-0,14-0=0,86

P(BynoAynoC)=P(B)—P(AyB)=0,12-0,04=0,08

P(ByAynoC)=P(AyB)=0,04

P(BynoAyC)=P(B)-P(AyB)—P(CyB)=0,12-0,04 -0=0,08

Sacamos como resultado que el numero de clientes que compran Unicamente el producto B P(By no A
y no C)=0,08 que representa el 8% de los clientes.

b) Para calcular la probabilidad de que un cliente que ha comprado A también haya comprado C
pero no B utilizamos nuevamente la férmula de la probabilidad condicional:
P(Cyno B/A)= P(AnC)/ P(AUBUC)=0,02 / 1= 0,02
La probabilidad de que un cliente que haya comprado el producto A también haya comprado el
producto C pero no B es 0,02.

26. Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A)=1/3, P(B)=1/5y
P(A U B)=7/15, hallar:

(a) La probabilidad de que se verifique Ay B.

(b) La probabilidad de que se verifique A y no B.

(c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.

(d) La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B.
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e La probabilidad de que se verifique Ay B se calcula utilizando la férmula de interseccién de
eventos:
P(A 0 B)=P(A) + P(B) - P(A UB)=1/3 + 1/5 — 7/15= 1/15.
La probabilidad de que se verifique Ay B es 1/15
b)
e La probabilidad de que se verifique Ay no B se calcula utilizando la misma férmula:
P(A 0 BS)= P(A) - P(A N B)=1/3 — 1/15= 4/15.
La probabilidad de que se verifique Ay no B es 4/15

e La probabilidad de que no se verifiquen ni A ni B se obtiene mediante la regla de complemento:
P(A°n B)=1- P(AUB)=1-7/15=8/15.
La probabilidad de que no se verifiquen ni A ni B es 8/15
d)
e La probabilidad de que no se verifique A si no se ha verificado B se calcula utilizando la formula
de Bayes:
Calculamos primero P(B®) utilizando la regla de complemento:
P(B°)=1-P(B)=1-1/5=4/5
P(A°/B)= P(A°n B)/P(BS)= 8/15 / 4/5= 2/3.
La probabilidad de que no se verifique A si no se ha verificado B es 2/3

26. Sean A y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A) = 1/3,
P(B) =1/5y P(AUB) = 7/15, hallar:
a) La probabilidad de que se verifique Ay B.

P(ANB) =P (A)+P(B)-P(AUB) =1+

b) La probabilidad de que se verifique Ay no
= 1 1 4
P(ANB)=P(A)-P(ANB)=;——=—
c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.
- = -_— 1.1 1 8
PANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =1—(+:-=)= =
d) La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B

-, pANB)=—
5 15 15
B

P(ANB) _ 13_ 8
P(B) -

w1

P(A/B) =

2
12 3

N

27. Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que: P(A)= %, P(B)= %, P(A N B)= L

Calcula P(A U B), P(A N B), P(4/B), P(B/A) ;

P(Zn§)=P(AUB)=1—P(AUB)=%

PAUB)=1-— = —
20

20
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AUB) =2 +-—— ==
P(ANB) _P(B)-P(ANB) _ 3715 _2

PB  PB® 3 5
P(BNA) _P(A)-P(ANB) _ %—1% _3

P(A) P(4) % -

P(A/B) =

P(B/A) =

wu |
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28. Se considera dos sucesos Ay B tales que: P(A)= ;, P(B/A)= i, P(A U B)= %
Calcula razonadamente: a) P(A N B), b) P(B), c) P(B/A) y c) P(A/B)
a) P(ANB)=P(A) P(B/A) :% . % - 1_12
b) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)
§ = §+ P(B) - 1—12
S — S+ =P(B); P(B) =7

1 1 1
— 1 1
= P(BNA) P(A)-P(BNA) 3 12
C) P(B/A) = P(A) = P(A) = 3 112 =

_ — 1
P(ANB) 1-P(AUB) 1—5 2

4 PA/B) =G P(B)

3
4

29. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de que
al menos uno haya sido por negligencia siendo P(N) = 0.4.

0,4
) I
s 0,6
0.4 N
0,6 0.4 "
NI
0,6
0,4 I
0,4 NI
0,4 0,6

0,4

0,6 1
P (al menos 1 intencionado) = 1 — P(ninguno intencionado) = 1- (0,4:0,4-0,4) = 0,936

P (al menos 1 intencionado) = 1 — P(ninguno intencionado) = 1- (0,4:0,4-0,4) = 0,936

30. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione
correctamente cada dispositivo son: P(A) = 0.96; P(B) = 0.98 y P(C) = 0.99. a) Calcula la probabilidad de
que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.
a) P(A)=1—-P(4) =1-0,96 = 0,04;

P(B)=1—-P(B)=1-10,98 = 0,02;

P(C)=1-P(C)=1-0,99 =0,01

P(fallo) =P(AnBnC)=0,04-002-0,01=0,000008

b) P(todo bien) =1 — P(fallo) =1 —0,000008 = 0,999992

31. Una fabrica de mufiecas desecha normalmente el 0.3 % de su producciéon por fallos debidos al
azar. Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos muiiecas al azar haya que desechar ambas. b) Al
coger dos muiecas al azar haya que desechar sélo una. c) Al coger dos munecas al azar no haya que
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desechar ninguna d) Verificamos 4 muiecas, calcula la probabilidad de desechar tnicamente la
tercera muieca elegida.

Sea D...desechar mufieca , P(D) = 0,003

a) P(DnD)=0,003-0,003=0,000009

b) P(DnD)+ P(DnD)=0,003-0,997 + 0,997 - 0,003 = 0,005982

c) P(DND)=0,997-0,997 = 0,994

d PDNnDnDnD)=0,997-0,997-0,003-0,997 = 0,00297

32. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer
lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto).
A)

1° 2°

I o,
i -
e
F:rug__.,f'
Cru:

—<Car B

Cruz
P(2°lanzamiento): P(Cruz N Cruz) + P(Cara N Cara) = % -%+ %
B)

1° 2 3°

Cara

;E;i*-.__%__ Cara
T i Cara

ferua—" Cruz
Cruz

P(3°): P(Cruz N Cara N Cara) + P(Cara N Cruz N Cruz) = %%E +-- % 5= g =
)

\ \ e C-a;a

A Cara_—=Cruz
™ X .-Cru{ 33— &x Cara
Cruz Cruz
Cara Cara
| Cara™ : Cruz
lcruz - = Loy -7 S Cara
: Cruz
Cara
Cara Cruz
Cruz Cara

Cruz Cruz
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P(2°): P(Cara N Cruz N Cara N Cara) + P(Cruz N Cara N Cruz N Cruz) =

111 1,1111_ 2 1
T2 222 22 2 2 16 8

D)

Y para hacer el D es tan facil como sumar todos los resultados del A), B) y C)
1.1 1 7

ot o=2

2 4 8 8

33. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes
probabilidades en la tabla de contingencia.

Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (V) Totales
Accidente con victimas (V) 0.27 0.56
Accidente con sélo dafos
materiales (M)
Totales 0.58 1

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala. b) Determina las siguientes probabilidades: P(I" ~ C); P(V m U); P(M n C);
P(M n U);, P(V); P(M); P(C) y P(U). ¢) Calcula P(UI'V); P(CIV), P(VIU); P(VIC). Son dependientes o independientes los
sucesos: accidente con victimas y accidente en carretera?

a)
Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (U) Totales
Accidente con victimas (V) 0.27 0.29 0.56
Accidente con sélo dafios
materiales (M) 0.31 0.13 0.44
Totales 058 0.42 1
b)
P(V nC)=0,27 ; P(VNnU)=0,29 ; P(MMnC)=031 ; PMnU)=0,13
P(V)=0,56 ; P(M)=0,44 ; P(C)=0,58 : P(U)=0,42
c)
_ P(UNV) _ . _ P(CNV) _
PU V)= —va(vzl) = 0,52 ; P(C/V)= —PP(S/)C)_ 0,48
n n
PV /U)= ) 0,69 ; PV /C)= PO 0,47

34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o
Urbanos (U), pero que ahora los clasificamos en Leves (L), Grave (G) o Mortales (M). Observa que lo
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Acc en Carretera (C)  Acc en Carretera Urbana  Totales

Leve 0,27 0,29 0,56
Grave 0,29 0,14 0,44
Mortal 0,60 0,40 1

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.
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A NoAd= A
B 04 0.2 0.6
NoB= B 0.15 0.25 0.4
0.55 0.45 1
Solucion
1° 2°
X ~B-04 055-X=04-X=073
055 A~
X ~B-015 055-X=0,15->X=0,27
X ~B-0,2 045-X =02 > X = 0,44
045 A~
X ~B-025 045-X=0,25-X=0,56
1° 2°
X A-04 06-X=04-X=067
0,6 B
X A-02 06-X=02-X=033
X ~A-015 04-X=015-X =0,375
0,4 B
X A— 025 04-X=0,25—-=X=0,625

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol

- NoA= A
B 04 0.2 06
NoB= B 015 025 04
055 045 1

A0/55=8/11 s

P(A y B) = 0’4
e
15/65=3/11 No B

MNoB

diagrama de arbol.

oO's5
P(A y No B) = 0'15
B8

oras i p(NoA y B) = 0'2

AIRIAA v KRARY = V2R

<lr»
MNo A o2
A 0,15

l WAOD=3/8

!‘l() 5/8

MNoA O'25

(R l=ToN

=]
ST

2 no B
B
55
115 no B
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A noA Totales il <
B 5/35=1/7 20/30=1/3 10/21 NoA 1/
No B 2/35 4/30= 2/15 11/21
Totales 7/35=1/5 24/30 = 4/5 1 N {A e

37. Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La segunda con 4 bolas
blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta
ser negra. ¢Cual es la probabilidad de que proceda de la urna A?

s~ |P(N)=PANN)+PBNN) =
T = P(A)-P(N/A) + P(B)-P(N/B) =
=0,5-02+05-0,6 =04

P(ANN) P(A)-P(%) _ 0502 01
P(N)  P(N) 04 04

0,6 N

= 0,25

P(A/N) =

38. Se esta estudiando un tratamiento con un nuevo medicamento, para lo que se seleccionan 100
enfermos. A 60 se les trata con el medicamento y a 40 con un placebo. Los valores obtenidos se
representan en la tabla adjunta.

Medicamento (M) | Placebo (M)
Curados (C) 50 30 80
No curados (C) 10 10 20
60 40 100

Se utilizan esos valores para asignar probabilidades. Calcula:

a) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento.
. . ) __ P(MNC) _ P(C/M)-P(M)
La férmula que debemos aplicar es: P(M/C) = TG
M total 60
> PM) = ne de personas 100 0.6
SPO) =it =2 =08
n? de personas 100 ]
N P(C/M) — n2de enfermos curados con el medicamento — ﬂ — 0.833
P(C/M)-P(M) o.sngst?é%l °0
2>PM/C) = G =5 = 0.625
La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el medicamento es de un
62.5%.
b) La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo.
. . e __P(MnC) _ P(C/M)-P(M)
La formula que <_:Iebemos aplicares: P(M/C) = TG
— M total 40
> P(M) = ne de personas 100 0.4
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9P(C)= C total _ =08

n?de personas 100

N P(C/M) — nede enfermos;lu:;i(;s conelplacebo _ Z_g — 0.75
— P(C/M)-P(M) 0.75-0.4
> P(M/C) == == —=0375

La probabilidad de que un enfermo curado haya sido tratado con el placebo es de un 37.5%.

39. Se sabe que, en cierta poblacion, la probabilidad de ser hombre y dalténico es un doceavo y la
probabilidad de ser mujer y daltdnica es un veinticincoavo. La proporcion de personas de ambos
sexos es la misma. Se elige una persona al azar.

Hacemos la tabla de contingencia y el diagrama de arbol
1 1 5 1 1 23
—+x==; x=— —+x== ; =—
12 2 12 25 2 50

b}
|

T -

H M
D 112 1/25 37/300

De 5/12 23/50 263/300

D &3

12 1/2 1 M < =
1
2

o]l

a) Si la persona elegida es hombre, hallar la probabilidad de que sea dalténico.

P(DNH) _
P(D/H) = 205

NIHlN [

=1
6
b) Si la persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea daltonica.
2

P(DNM)
PO =0y =

c) éCual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?
37

1 1
PD) =5+ =50

25

N
NIHlmlH

40. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo
y se sustituye por dos del otro sabor. A continuacidn, se extrae un segundo caramelo. Hallese la
probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa

9
M| =
18

F
10 2
17 F 18

Antes de comenzar a operar realizamos el dibujo sabiendo que pueden ocurrir dos casos: Si al escoger
uno al azar sale uno de menta, tendriamos 6 caramelos de menta y 12 de fresa. Sl sale uno de fresa,
tendriamos 9 de menta y 9 de fresa.

Una vez que sabemos esto, para calcular la probabilidad de que salga de fresa utilizamos:
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P(F)=P(MNF)+P(FNF)=P(M)-P(F/M)+ P(F)-P(F/F)
P(F) =L -24+2.2 -2 _0569
17 18 17 18 51
Por lo tanto, la probabilidad de que el segundo caramelo que salga sea de fresa es del 56.9%.

b) El segundo caramelo sea de del mismo sabor que el primero.
Teniendo en cuenta todos los datos del apartado anterior podemos calcular la probabilidad de que el
segundo caramelo tenga el mismo sabor con esta ecuacién:
PIMNMYU(FNF)]=P(MMNM)+P(FNF)=PM)-P(M/M)+ P(F)-P(F/F)
PIMAM)U(FNnF)]=L-24+2.2 -2 _04314

17 18 17 18 51
Por tanto, la probabilidad de que el segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero es del

43.14%.
41. En un avion de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos
terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan en

la clase preferente saben hablar inglés y que el 40% de los pasajeros que viajan en clase turista no
saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avion al azar.

1 [
<F 0%

I ]

WM —|

W] = v

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.
11

P(I)=P(T NI +P(PNI)=P(T)-PU/T)+P(P)-P(I/P)==-06+5 1==

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, écudl es la probabilidad de que viaje en la

clase turista?

P(TnI) _ P(T)-P(I/T) _ %‘0-6 04 6
- - T

P(I) P(I) % =

P(T/I) =

42. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5 % de los clientes atendidos por el
sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los
atendidos por el sastre C. El 55 % de los arreglos se encargan al sastre A, el 30 % al By el 15 %
restante al C. Calculese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.

095 o S
NS
0.55 A 0,05
= B <225
0.1 0,08

NS= No satisfecho
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P(NS)= P(ANNS) + P(B n NS) +P(C n NS)= P(A)-P(NS/A) + P(B)-P(NS/B) + P(C) - P(NS/C) =
=0,55-0,05+0,3-0,08+0,15-0,1 = 0,0665
La probabilidad de que el cliente no quede satisfecho es de 0,0665.

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A.

P(A/NS) = 2400 = 089095 55 _ g 494
P(NS) 0,0665 133

La probabilidad de que el cliente no satisfecho haya sido atendido por el sastre A es de 0,414.

43. En un proceso de fabricacion de mdviles se detecta que el 2 % salen defectuosos. Se utiliza un
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 90 % de los méviles defectuosos, pero senala
como defectuosos un 1 % que no lo son.

Ayuda: Utiliza primero un diagrama en arbol y luego una tabla de contingencia.

089 zy DC
y FC om oo
0,02 0.1

Fabricado correcto(FC) |Fabricado defectuoso(FD) |TOTAL
Detectado como Correcto(DC) 0,9702 0,002 0,9722
Detectado como Defectuoso(DD) 0,0098 0,018 0,0278
0,98 0,02 1

A) Calcula la probabilidad de que sea correcto un movil que el dispositivo ha calificado como de-

fectuoso.
P (FC/DD)= P(FCN DD) _ 00098 _ 0,3525
P(DD) 0,0278

La probabilidad de que un mdvil sea ciertamente defectuoso es de 0,3525.

B) Calcula la probabilidad de que sea defectuoso un mavil que el dispositivo ha calificado como

correcto.
P (FD/DC)= P(FDNDC) _ 0,002 _ 0,002
P(DC) 0,9722

La probabilidad de que el movil calificado como correcto sea defectuoso es de 0,002.

44. Se tienen 3 cajas, A, B y C. La caja A tiene 10 bolas de las cuales 4 son negras. La caja B tiene 6
bolas con una bola negra. La caja C tiene 8 bolas con 3 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se
saca una bola, también al azar. Comprueba que la probabilidad de que la bola sea negra es 113/360.

0,4 N
0]
pnFA 08
13 ! N
B
576
13 o
C 3/8
N
5/8
N....negra ; O...otra 9
12 Bachillerato. Capitulo 9: Probabilidad. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



Probabilidad

P(N)=P(ANN) + P(Bn N) + P(Cn N) = P(A) - P(N/A) + P(B) - P(N/B) + P(C) - P(N/C) =

- (0a) - (2)+ (1) - 22
SOLUCION: Si se cumple.

45. Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 3/5 y la de cruz es 2/5. Si sale
cara se escoge al azar un nimero del 1 al 8, y si sale cruz, se escoge un nimero del 1 al 6. Calcula la
probabilidad de que el nimero escogido sea impar.
P
172

|
3/5 1/2
1/2 P

— 5y X <
2/5
1/2 !

Utilizamos el teorema de la probabilidad total para calcular la probabilidad de que se escoja un nimero
impar:
P(Impar) = P(Cara) - P(Impar/Cara) + P(Cruz) - P(Impar/Cruz)

1

pmpary = )0+ () + pmpar) = (3)+(2) ampar) =

46. Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como
deportistas o no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un
trabajador al azar: a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector. b) Sabiendo que el
trabajador elegido es lector, calctlese la probabilidad de que sea deportista.

Se representan las diferentes categorias de trabajadores en un diagrama de Venn

Deportistas Deportistas Lectores Ni leen ni hacen

y lectores deporte

El 55 % de los trabajadores son deportistas o lectores.

Lo que significa que el 45 % restante no son deportistas ni lectores.

Por lo tanto, el tamafio del rectangulo exterior es el 100 % y la suma de las areas de deportistas y
lectores seria el 55% del total.

También sabemos que del 55% de los lectores y deportistas:

- E1 40 % de los trabajadores son deportistas

- EI 30 % de los trabajadores son lectores

- Por lo tanto, el porcentaje de personas que leen y hacen deporte es de un 25%

Para calcular el ultimo dato se suman los porcentajes de lectores y deportistas “puros”, al hacerlo, el
porcentaje es superior a 55%, lo cual nos indica que existe un porcentaje de personas que realizan
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ambas actividades, para calcular el porcentaje de personas que realizan ambas actividades utilizamos la
siguiente formula en este caso

%Violeta = (% Azul + % Rojo) — 55%
Con los datos dichos, quedaria el siguiente diagrama de Venn

55%
L

Lectores Ni leen ni hacen

deporte

Deportistas Deportistas
y lectores

Una vez planteado el diagrama de Venn podemos contestar a las cuestiones planteadas
a) Probabilidad de sea deportista y no lector

La probabilidad de que sea deportista no lector seria la porcidn representada en azul.

Para calcular esta, debemos tener en cuenta que hay que restar el porcentaje de personas que leeny
hacen deporte al porcentaje total de personas que hacen deporte

Es decir

%Solo deportista = %Azul

Lo que significa que

%Solo deportista = %Azul — %Rosa

%Solo deportista = 40% — 15%

%Solo deportista = 25%

b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calctilese la probabilidad de que sea deportista
L = Lector D = Deportista
P(DuUlL)=055 ; P(D)=040 ; P(L)=0,30

p(p/L) =B _ 015 _ 5

p(L) 0,30

Es decir, la probabilidad para que sea deportista cuando es lector es de un 50%

47. Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0.01, de que lo sea uno fabricado en B es 0.02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0.03 En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina A,
30 de la B y 75 de la C. a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea
defectuoso. b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢Cual es la probabilidad de que haya
sido fabricado por la maquina B?

120 tornillos ; 15dela A ; 30delaB y75delaC
5 0 5

1 3 7

P(A) = o0 0,125 ; P(B) = o= 0,25 ; P(C) = 0= 0,625
12,5% de los tornillos son de la A

25% de los tornillos son de la B

62,5% de los tornillos son de la C
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a) Hacemos un arbol de probabilidad para visualizarlo de mejor manera

0,99 F
A
0,125 001
0,98 F
B <
0,02 D
0,625 0,97
] c E
0,03 D

F= Funcional D= Defectuoso
P(F)=P(ANnF)+P(BNF)+P(CNF)=P(A)-P(F/A)+P(B):-P(F/B)+P(C)-P(F/C)

P(F)=10,125-0,99 + 0,25- 0,98 + 0,625 - 0,97 = 0,975

Existe un 92,5% probabilidad de que al coger un tornillo aleatorio sea funcional

b) Para calcular la probabilidad de que un tornillo sea defectuoso, sabiendo que solo existen dos
sucesos posibles y uno es conocido podemos aplicar la siguiente formula

P(D)=1-P(F) ; P(D)=1-0925 ; P(D)=0,075

Es decir, la probabilidad de que al coger un tornillo aleatorio salga uno defectuoso es de un 7,5%
Probabilidad de que ese tornillo defectuoso haya sido creado por la maquina B

__ P(BND) _ 0,25:0,2 _
P(B/D) = P(D) 0025 0,2

48. Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacion y perfeccionamiento en las categorias
prebenjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la
informacion con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:

Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

a) éCual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacion?

b) éCual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

c) Si el nadador elegido es un benjamin, écual es la probabilidad de que esté en el curso de
perfeccionamiento?

d) Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacidn, écudl es la probabilidad de que sea benjamin?

Para comenzar el ejercicio, visualizando la tabla hacemos un diagrama de arbol con los datos que
tenemos.
Calculamos el porcentaje de personas en iniciacion y perfeccionamiento que hay

Iniciaci6 —200—0416—4160/
niciacién = -25=0, =41,6%
280
perfeccionamiento = 180 — 0,583 = 58,3%
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Ahora calculamos los porcentajes de personas que estan de las distintas categorias en ambos niveles

Iniciacion
(InPp)=22=06 ; (INB)=--=035 ; (INA)=5>=005
Perfeccionamiento
P(Perf n Pb) = % =0,142 ; P(PerfnB)= % =0,321; P(PerfnA)= % =0,57
Con los datos que tenemos ya podemos crear un diagrama de arbol
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. En un colegio se selecciona un grupo de 200 estudiantes de los cuales todos estudian francés o
inglés. De ellos 150 estudian inglés y 70 estudian francés. ¢ Cuantos estudian francés e inglés?
En otro centro escolar se estudian varios idiomas: francés, inglés, aleman, italiano. Se seleccionan
también 200 estudiantes de los cuales, 150 estudian inglés, 70 francés y 40 ambos idiomas,
écuantos estudiantes de ese centro no estudian ni francés ni inglés?

- Estudiantes-> total 200
- Inglés-> total 150 = 3/4
- Francés->total 70 = 7/20

P(IUF)=P()+P(F)—P(INF); PUNF)=PU)+P(F)—P(UF);
P(InF)=%+2—7O—%; P(InF)=1—10

Ya que la probabilidad es de 1/10, del total, 20 alumnos estudian inglés y francés.

- Estudiantes -> total 200 = 200/200
- Inglés -> total 150 = 3/4

- Francés -> total 70 = 7/20

- Ambos -> total 40 =1/5

150 — 40 = 110 solo estudian inglés

70 — 40 = 30 solo estudian francés

110 que estudian inglés mas 30 que estudian francés mas 40 que estudian ambos idiomas es igual a
180 estudiantes de inglés, francés o ambos.

200 — 180 = 20 estudiantes que hacen otros idiomas, (ni francés ni inglés).

2. Lanzamos un dado. Calcula la probabilidad de: a) Sacar un nimero impar. b) No sacar un 3. c) Sa-
car un numero mayor que 3. d) Sacar un nimero mayor que 3 y que sea impar. e) Sacar un nume-
ro mayor que 3 o bien que sea impar.

numero de casos favorables

Regla de Laplace: P =
egla de Laplace: P(suceso) numero de casos posibles

7. , numeros impares 3 1
a) probabilidad de que salga impar = P ==-==
numeros de caras 6 2

1
6

b)probabilidad que salga 3 =
c) probabilidad que salga un numero mayor que tres = % = %
d)probabilidad de que salga un numero impar mayor que 3 = %

e) probabilidad de que salga un numero mayor que 3 o impar = z

12 Bachillerato. Capitulo 9: Probabilidad. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verd



Probabilidad

3. Enuna clase hay 24 alumnos y 14 alumnas. La mitad de las alumnas y la tercera parte de los
alumnos tienen los ojos azules. Se elige un estudiante al azar. A) Calcula la probabilidad de que
sea chico y tenga los ojos azules. B) Calcula la probabilidad de que sea chico o tenga los ojos azu-
les.

C - chico al azar
4
9

a) P(CNA)=PO)PA/C); PCnA)=(2)(3); PCCna)==

b) Chicas con ojos azules%de 14 = 7 ; chicos con los ojos azulesé de 24 = 8,

en total hay 15 con los ojos azules
24 15 8 _ 31
P(CUA)=P(C)+P(A)—P(CNA) =% t% %" 3
4. Antonio, Juan y Jorge tienen una prueba de natacidn. Antonio y Juan tienen la misma probabilidad
de ganar, y doble a la probabilidad de Jorge. Calcula la probabilidad de que gane Juan o Jorge

Voy a llamar P(A) la probabilidad de que Antonio gane, P(J) la probabilidad de que Juan gane y P(G) la
probabilidad de que Jorge gane.

Se sabe que P(A) = P(J), y que P(J) = 2P(G).

Ademads, las probabilidades de ganar de los tres competidores deben sumar 1, es decir:

P(A) +P(J) +P(G) =1

Puedo utilizar estas ecuaciones para obtener las probabilidades de cada competidor:
P(A)+P(J)+P(G)=1

P(A) = P(J)

P(J) = 2P(G)

Reemplazando P(A) y P(J) en la segunda ecuacién, obtengo:

P(J) = 2P(G) = P(A) = P(J)

Lo que implica que P(G) = 1/5, P(J) =2/5y P(A) = 2/5.

Entonces, la probabilidad de que gane Juan o Jorge es la suma de las probabilidades de que gane Juany
de que gane Jorge:

P(J)+P(G)=2/5+1/5=3/5

Por lo tanto, la probabilidad de que Juan o Jorge ganen la prueba de natacién es 3/5.

5. Lanzamos dos monedas distintas, una de 50 céntimos y otra de un euro. Calcula la probabilidad de
que: A) En la moneda de un euro salga cara. B) Salga una cara. C) Salga al menos una cara. D) No salga
ninguna cara. E) Salga una cara y una cruz. Solucién: A) 1/2; B) 1/2; C) 3/4; D) 1/4; E) 1/2.
Moneda de 50 cts {C, X} moneda de 1 € {c, x}

a) P(c)=%

11,11 1

b) P(Cnx)+P(XrNC)—E~E+E-E_E S

c) P(almenoslcara):1—P(Xr1x):1—5-5:Z
11 1

) P(XHX)_E.E_Z 11,11 1

6. Lanzamos tres monedas. Calcula las probabilidades de:
A) No salga ninguna cara.
B) Salga al menos una cara.
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C) Salgan dos caras y una cruz.

1 1 1

AJP(XNnXNnX)= 233 = % probabilidades hay de que no salga ninguna cara

B) Teniendo en cuenta que, si la probabilidad de que no salga ni una cara es 1/8, la probabilidad de que
salga por lo menos una cara es el resto, es decir 1- 1/8 = 7/8 probabilidades.

COP(CNXNC)+P(CNCNX)+P(XNnXn C)=%+%+%=Z probabilidades de salir dos caras y una
cruz.

7. Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
que la suma sea 1, sea 2, sea 3, ... sea 12.

n?de casos favorables Z

Regla de Laplace: P (Z)=

ne de casos posibles
En este caso las posibilidades que tenemos en total son:

Dado 1: 6 posibilidades
Dado 2: 6 posibilidades
Total: 6x6 = 36 combinaciones totales

3 4 5 6 7 9
4 5 6 7 9 10
5 6 7 9 10

6 7 9 10 12

[~

P(1)=0; P(2)=
P(9)==; P(10)

2 3 4 5 6 5
; PB)=o; P@)=o; POz PB)=ss P(N)=gg P(8)=g;

3 2 1
— P()=—; P(12)=—

w
N

8. ¢Qué es mas probable al tirar tres dados, que la suma de sus caras superiores sea 9 o sea 10?
Escribe el suceso ““sea 9”0 el suceso ““sea 10" y calcula las probabilidades de sus sucesos
elementales.

Con tres dados, el n2 de casos posibles son63, o lo que es lo mismo 216

a)Para calcular P(9): Considerando que el tercer dado puede tomar valores del 1-6, los que pueden ser
validos para sumar 9 son representados en la siguiente tabla,en la que aparecen las sumas de los
valores de los otros dos dados (el resto de los valores se descartan ):
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| 6(+3) | 7(+2)
-+ -+
+

Por tanto, de los 216 casos posibles, se tiene que25 son favorable para P(9) y segun Laplace:

25
P(9) = m

b) Para calcular P(10): Al igual que en el caso anterior, el tercer dado toma valores del 1-6; se
representan en la tabla los posibles valores que puedan sumar 10 (Los que no cumplen dicha condicién
se descartan):

<o
-6(+4) -7(+3)
s

Por lo tanto, de los 216 casos probables, para P(10) son favorable527 y segun Laplace:

P(10) = E

SOLUCION: Lo més probable que salga suma 10

9. Lanzamos a la vez una moneda y un dado. Llama A al suceso ““Salga cara y un nimero par”’, B al
suceso 'Salga cruz y un numero primo” y al suceso CSalga un numero primo” .Calcula las
probabilidades de A, By C .¢éComo son estos sucesos? Indica cudles de ellos son compatibles y cuales

son incompatibles.
ncasos favorables

R L =
egla de Laplace n?2 casos posibles

La siguiente tabla representa tanto los valores tomados por el dado como las caras de la moneda:

1 2 3 4 5 6
C1 C2 a ca (65] C6
X1 X2 X3 X4 X5 X6
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A=(caray par); B=(cruz y par); C=(N2 primo
PA=S=7  PB=5=;  PO=5=;
a 12 4 12 4 12 2
b)P(A N B) = 0; incompatibles P(ANC) = %; Compatibles P(BNC) = 13—2 = i; Compatibles

10. Lanzamos una moneda 50 veces,éQué es mas probable, obtener 50 caras seguidas u obtener en
las 25 tiradas cara y en las 25 siguientes cruz? Justifica la respuesta.
SOLUCION:

e La probabilidad de los dos casos es la misma porque la moneda no guarda los datos de sus

tiradas,es decir,no tiene memoria.

11.Una moneda estd trucada. La probabilidad de obtener cara es doble que la de obtener
cruz. Calcula las probabilidades de los sucesos obtener cara y obtener cruz al tirar una moneda.
C (cara) X (cruz)
P(C)=2-PX) y P(C)+PX)=1
2P(X)+ P(X) =1-3P(X) =1-P(X)=3; P(O)=1-;=:

P(X) =+ P(C) =2

12.Tres chicos y dos chicas juegan un torneo de ajedrez. Todos los chicos tienen idéntica probabilidad
de ganar, y todas las chicas, también. Pero la probabilidad de ganar una chica es doble de la de ganar
un chico. Calcula la probabilidad de que un chico gane el torneo.

- Chico 1,2,3 = probabilidad x cada uno - Chica 1,2 = probabilidad 2x cada una

Por tanto, debemos calcular cuantovalex. 7x=1-x = ;
Es decir, la probabilidad de que gane un chico el torneo es 1/7.

13. Siete parejas de novios estan en una habitacion. Se seleccionan dos personas al azar. Calcula la
probabilidad de: a) Sean un chico y una chica. b) Sean una pareja de novios. Ahora se escogen 4
personas al azar. Calcula la probabilidad de: c) Haya al menos una pareja de novios. d) No haya
ninguna pareja de novios.

Chica: A; chico:O  Pareja: P; No pareja: N

~J

7/14 A

e
7/13 A

N2

/14 %0

~J

o

6/13 0

P(AN0) = P(4)-P(A/0) + P(0)-P(4/0)=—- T4 L. L= 4 = = 22 =T — (54
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b)
1/13 ¥ P
7/14 A /
/' 12/13* N
\ 1/13 » P
7/14 o/
12f>‘w
7 1 7 1 7 7 14
P(P)=P(AnP)+P(ONP)=P(A)-P(P/A)+ P(O)-P(P/O) =E'E+E'§=E+E= o7
1
—=10,08
13
. 14 12 10 8 13440 80 63
c) P(al menos una pareja)=1—ﬁ-E-E-E= EEvreyinl byt 0,44

14 . 12 . .
o S la probabilidad de sacar a una persona; 3 s la probabilidad de que la segunda persona seleccionada

. .10 - .. o
no sea la pareja de la anterior; - s la probabilidad de que la tercera persona que se elija no sea la pareja ni

. . . 8 . . .
de la anterior ni de la primera; o €S la probabilidad de que la cuarta persona escogida no sea pareja de

ninguna de las anteriores personas elegidas.

d)p(N)= 4. 12,10, 8 _ 13480 _ 80

14 13 12 11 24024 143

= 0,56

14. Tenemos un dado trucado de forma que los niimeros impares tienen una probabilidad doble a la
de los nimeros pares. Calcula las probabilidades de: A) Salga un nimero impar. B) Salga un nimero
primo. C) Salga un nimero primo impar. D) Salga un nimero que sea primo o sea impar.

I:1,3,5 P:2,4,6 PR:2,3,5

Los numeros de casos posibles no serian 6 ya que los impares tienen doble probabilidad, serian 9.
n2de casos favorables 6 2
P(I) = L =2=

n? de casos posibles 9 3
P(PR)= P(2) +P(3)+P(5) =5 +-+-=1
PUNPR)=P@3)+P(5) = +-==

PUUPR) = P(1) +PQ)+P() +P(5) =2+ +-+-=1

15.- En un grupo de 15 amigas hay 3 rubias. Se eligen dos al azar. Calcula las posibilidades de que: a)
Ambas sean rubias. b) Al menos una sea rubia. c) Ninguna sea rubia. d) Una sea rubia y la otra no
R (que sea rubia) N (que no sea rubia)

3/12 R ot N
311 R
a/12 N
8/11 "
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a) P (RNR)=P(R) P(R/R) =3/12 - 2/11 = 6/132 = 1/22

b) P (al menos una sea rubia) =1—-P(N N N)=P(N) P(N/N)=1-9/12-8/11=5/11

) P (NN N)=P(N) P(N/N)=9/12 - 8/11 = 6/11

d) P (N NR)+P(RNN)=P(N) P(R/N) + P(R) P(N/R) = 9/12 - 9/11 + 3/12 - 3/11 = 15/22

16.Lanzamos dos dados y anotamos los valores de las caras superiores. Calcula las probabilidades de
que: A) Los nimeros obtenidos sean iguales. B) Los nimeros obtenidos difieran en 3 unidades. C)

Los niimeros obtenidos sean pares.

A) Realizamos un diagrama cartesiano donde se indican los posibles valores de cada dado al lanzarlos:

Numero de casos favorables 6
P(A) = f _ 1

Numero de casos posibles - % 6
B) Realizamos un diagrama cartesiano donde se indican los posibles valores de cada dado al lanzarlos:

Numero de casos favorables 6 1
P(B) = f -6 _1

Numero de casos posibles 36 6

C) Realizamos un diagrama cartesiano donde se indican los posibles valores de cada dado al lanzarlos:
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Numero de casos favorables 9 1

Numero de casos posibles 36

17. Lanzamos una moneda hasta que salga cara. Calcula la probabilidad de que: A) Salga cara an- tes
del cuarto lanzamiento. B) Salga cara después del octavo lanzamiento.

A) Salga cara antes del cuarto lanzamiento: Serd la probabilidad de que salga cara en el primer
lanzamiento, (1/2) o que salga cara en el segundo lanzamiento, ((1/2) - (1/2)) o que salga cara en el
tercer lanzamiento, ((1/2) - (1/2) - (1/2)).

P(4) = %4_(1.1)_,_(1.1.1):%4_%4_%:2

2 2 2 2 2 8
B) Salga cara después del octavo lanzamiento: El camino seguido corresponde al que sale X en ocho
ler. 2do. Jer 4to
lanzamiento lanzamiento lanzamento lanzamiento
C
—
& ol Pt o oy
2 (o
</ — % __.:::x SREE
(&) e C —
\ E:::__._- Cc ~— X —
X R ]
172 [ X {_____ gL
|t 7 P
1/2 ¢ TH—X—
e |l —C¢——
y — % -._-:""---.X e
X < e e
e~ - © T—x—
X —  —
—— % {'_"'—--X I

lanzamientos y en el noveno sale cara. Como la probabilidad de que salga X es siempre (1/2), y la que
salga cara también es (1/2), la probabilidad de que salga cara después del octavo lanzamiento es:

111111111 1\? 1
P(B)=<%.1.1.1. 1.1 111 :(E):E

18. Un lote de 20 articulos tiene 2 defectuosos. Se sacan 4 al azar, ¢Cual es la probabilidad de que

ninguno sea defectuoso?
12 Ext: P(D) = = = — ; pP(ND) =8 =2
20 10 20 10

22 Ext: P(ND/ND) = g ; 32Ext:P(ND/ND) = % =§ ; 42 Ext:P(ND/ND) = i—j

P(NDnNDnNDnND):%-g-g-i_jzg

WIT = ND= NDXDXDND

(%] XD "—-—__‘_____‘_
< D = XDXDNDD
ND ND . \TYNT
= ND = XDXDDND
1719 5 i___‘___‘_ DNT
p = XDXDDD
. XD = XDDND XD
D ND <
D = XDDXDD
D ___————ND=NDDDND
‘]
w0

D~ DNDNDND
D -—-".___'_‘_____—
D = XDND XD XD

e ND« DNDDND

D -’_'____,_,_.d—- XD= DDXDXND
D

i

19. Se lanzan dos dados y la suma de las caras superiores es 7. ¢Cual es la probabilidad de que en uno
de los dados haya salido un 3?

2
P(3Nnsuma?) e 1
P(3/suma7) = —omsumar) _ 3¢ _ 1
P(suma?) = 3
36
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AUTOEVALUACION
1. Altirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a) 5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36

La probabilidad de no sacar un 5 en un lanzamiento de un dado es 5/6, ya que hay 5 caras del dado que
no sonun5, y 6 caras en total.
Por lo tanto, la probabilidad de no sacar un 5 en dos lanzamientos consecutivos de un dado es

5 5 25
6 6 36
La probabilidad de sacar al menos un 5 en dos lanzamientos consecutivos de un dado es
. e . ’ . 25 11
complementaria a la probabilidad de no sacar ningun 5, es decir, 1 — T 3

Respuesta: b) 11/36.

2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:

a) 1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
111 111 111 3
P(CCX) + P(CXC) + P(XCC) = 2o+ 24— =2
12 20 30

CZ:K

1/2
1.!'2<

12
1/2

1/2 12 #C <:
X 17w X
1 1/2

X * C
e

X
Respuesta: c) 3/8.

3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a) 1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8

12 20 32

m.
1/2
12 <

1/2
1/2

12 112 c<:
X < 174 X

1 1/2
X—*C

o
X

P(A) = P(CCC) + P(CCX) + P(CXC) + P(XCC) =P(C)-P(C/C)-P(C/CC)+P(C)-P(C/C)-
P(X/CC)+P(C)- P(X/C) P(C/CX)+P(X) P(C/X)+P(X) P(C/X)-P(C/XC)
1
2 22222 222 2 2 2 s_z
Respuesta: a) 1/2.
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4. Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un muiiltiplo
de 2 es:

a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4

Teniendo en cuenta que en la baraja espafiola tenemos cuatro palos, la probabilidad de obtener un oro
es de 10/40.

Como en cada palo tenemos 3 cartas multiplos de 2 (2, 4, 6), la probabilidad de sacar una carta par es
de 12/40.

Como hay 3 cartas que son tanto oros como pares tenemos que restar la probabilidad de que salgan
para que no se repitan.

P(0 Umult2) = P(0) + P(mult2) — P(0 N lt2)—10 12z 3 _19
muite) = mu MU = 20720 " 20 20

Respuesta: b) 19/40

5. Indica cual de las siguientes afirmaciones es siempre correcta.
a) P(A)+P(noA)=1; b) P(AyB)=P(A)-P(B) ; c) P(AUB) =P(A) + P(B)

La afirmacion siempre correcta es la a) P(A) + P(noA) = 1. Esto se conoce como la regla de la
probabilidad complementaria, que establece que la probabilidad de que un evento ocurra es igual a la
probabilidad de que ocurra mas la probabilidad de que no ocurra. Es decir, el conjunto de todos los
posibles resultados debe sumar una probabilidad total de 1.
La afirmacion b) P(A y B) = P(A) - P(B) es una formula que solo es cierta en el caso de que A y B sean
eventos independientes, es decir, cuando la ocurrencia de uno no afecta la ocurrencia del otro. Si los
eventos no son independientes, esta formula no se aplica.
La afirmacion c) P(A U B) = P(A) + P(B) solo es cierta si los eventos A y B son mutuamente excluyentes,
es decir, si no pueden ocurrir simultdneamente. Si los eventos no son mutuamente excluyentes,
debemos restar la probabilidad de la interseccién de ambos eventos para evitar contar dos veces las
probabilidades en comun. Por lo tanto, esta afirmacién no es siempre cierta.

Respuesta: a) P(A) + P(noA) = 1
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