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En el Real Decreto 243/2022, de 5 de abril, se establecen la
ordenacion y las ensefianzas minimas del Bachillerato.

Hemos analizado dicho BOE y comparando con lo ya escrito, se encuentra que:
BLOQUE 1: ALGEBRA
El capitulo de Determinantes no aparece en el nuevo curriculo. Quitamos este capitulo

No aparecen los sistemas lineales de dos incégnitas. Sin embargo no esta de mas revisarlo. Tampoco
aparece el Método de Cramer, por lo que también se quita

BLOQUE 2: ANALISIS

La continuidad como tal no aparece en el nuevo curriculo. Tampoco aparece el concepto de
derivabilidad como tal, pero consideramos dejarlo

BLOQUE3: ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

La axiomatica de Kolgomorov no aparece en el nuevo curriculo, pero consideramos dejarlo.

Ademas comentar los epigrafes de estos saberes bdsicos de dicho BOE
A.- SENTIDO NUMERICO

El epigrafe dos dice: “Estrategias para operar con nimeros reales y matrices: cdlculo mental o escrito en
los casos sencillos y con herramientas tecnolégicas en los casos mds complicados”.

Podria referirse al uso de calculadoras. Incluso al uso de programas informaticos
C.- SENTIDO ALGEBRAICO
1.- PATRONES

Generalizacién de patrones en situaciones diversas. Puede englobarse este epigrafe en todo el curso
haciendo ejercicios y/o problemas de la vida real para encontrar patrones de resolucion.

2.- MODELO MATEMATICO

Relaciones cuantitativas en situaciones complejas: estrategias de identificacion y determinacién de la
clase o clases de funciones que pueden modelizarlas.

También en este epigrafe hace relacién a las herramientas informaticas para el analisis e interpretacién
de funciones: Uso de aplicaciones como Desmos o GeoGebra.

En cuanto al epigrafe: Propiedades de las distintas clases de funciones: Comprensién y comparacién. Se
incluye la utilizacién de una hoja de calculo o GeoGebra que permita estudiar las funciones con
herramientas tecnolégicas.

D.- SENTIDO ESTOCASTICO

En este apartado también se hace mencidn a la utilizacion de herramientas tecnolégicas para el calculo
de probabilidades.

E.- SENTIDO AFECTIVO




Este apartado referido al sentido afectivo no incluye contenidos como tal.
Se podria incluir en cada capitulo lo que menciona en ultimo lugar:

“Valoracion de la contribucion de las matemdticas y el papel de matemdticos y matemdticas a lo largo
de la historia del avance de las ciencias sociales”.

En la revista de cada capitulo se intenta conseguir esto, tratando biografias de matematicos, anécdotas,
pasatiempos...

Si ahora repasamos la nueva ley vemos que el enfoque que presenta es muy practico. Todo encaminado
a modelizar problemas de la vida real.

Por ello, en todos los capitulos, indicamos estos
problemas con un logo

También incide en el uso de herramientas informaticas y/o tecnoldgicas, que indicamos con los logos,
que indican uso de calculadora, o uso del ordenador:
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Matrices

1. CONCEPTO DE MATRIZ
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1.3. IGUALDAD DE MATRICES

2. TIPOS DE MATRICES

3. OPERACIONES CON MATRICES

3.1. SUMA
3.2. PRODUCTO DE UN NUMERO (ESCALAR) POR UNA MATRIZ
3.3. PRODUCTO DE MATRICES
3.4. MATRIZ INVERSA
3.4.1. Definicion

3.4.2. Método de Gauss—Jordan
3.5. MATRIZ TRASPUESTA
3.6. RANGO DE UNA MATRIZ

4. GRAFOS Y MATRICES

Resumen

En la historia del Algebra podemos encontrar etapas muy diferentes: el algebra de la antigiiedad de
babildnicos, egipcios, griegos,... el dlgebra arabe o el algebra de la edad moderna, en que continda
tratadndose la resolucién de ecuaciones. En el siglo XVIIl y XIX tiene su auge el Algebra Abstracta que
trata de las estructuras algebraicas. Surgen las matrices y los determinantes, aunque se puede pensar
que su origen es mucho mas antiguo si se piensa en los cuadrados magicos que se conocen desde el afio
650 a.C.

El cadlculo matricial tiene importantes aplicaciones, como para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales que estudiaremos este curso. Otras aplicaciones se encuentran al trabajar en Fisica Cudntica o
en Teoria de Grafos, y se utilizan en computacion por la simplicidad de su manipulacién.

Las transformaciones geométricas, giros, simetrias..., se representan mediante matrices. Los vectores
son un caso particular de matriz. La informacidn se organiza usando matrices.
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Matrices

1. CONCEPTO DE MATRIZ

Actividad de introduccion

En el IES “Virgen de Covadonga” de El Entrego se esta desarrollando una actividad solidaria de recogida
de juguetes. Se han repartido las tareas por cursos, de modo que los alumnos y alumnas de 12 de ESO
recogen juguetes tradicionales, los de 22 de ESO juegos de mesa y los de 32 de ESO juegos electrénicos.
Durante la primera semana se recogieron 35 juguetes en 12 de ESO, 24 en 22 y 33 en 39; la segunda
semana los estudiantes trajeron 28 juguetes en primero, 18 en segundo y 37 en tercero. Los profesores
encargados, satisfechos por el resultado de la actividad, decidieron recompensar a los nifios y nifias
ofreciéndoles 4 caramelos por cada juguete tradicional, 2 morenitos por cada juego de mesa y un
pincho por cada juego electrénico. Cuando se enteran el resto de grupos del instituto (42 de ESO, 12y
22 de Bachiller), deciden participar, y la semana siguiente traen 18 juguetes tradicionales, 25 juegos de
mesa y 16 electrénicos. El Equipo Directivo, muy orgulloso de la implicacion de todos los estudiantes,
decide duplicar los premios.

e (Cuantos juguetes de cada tipo se recogieron?

e (Cuantos pinchos, caramelos y morenitos deben comprar como premio?

e Si los caramelos cuestan un céntimo, los morenitos 5 céntimos y los pinchos 75 céntimos,
écuanto les costard a los profesores recompensar a sus alumnos?

Sugerencia: Organiza la informacion en forma de tablas.

Juguetes Juegos
Colecta g Juegos de mesa g .
tradicionales electronicos
12 semana
22 semana
32 semana
. Juguetes Juegos
Premios g Juegos de mesa g )
tradicionales electronicos
Caramelos
Morenitos
Pinchos
Precio por unidad Coste total
Caramelos
Morenitos
Pinchos

Analiza:

e (Habrias sabido resolver el problema sin usar las tablas?

e (Te ha parecido mas facil con la informacién ordenada?

e (Conoces alguna situacién de la vida cotidiana similar al problema planteado?

e Busca otros ejemplos donde la informacidn tabulada es fundamental para entender mejor qué
estd ocurriendo.
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Matrices

% elementos, como se nombran los elementos y qué es dimension, orden o
6: tamaino de una matriz y cudles son las filas y las columnas de una matriz.
Matematicas profe Alex

Matrices Introduccién. Conceptos basicos: Qué es una matriz, cuales son sus ( \

video

https://www.youtube.com/watch?v=m6w5vLA3Lnw

1.1. Definicion

Las matrices son una de las herramientas mas usadas dentro del Algebra Lineal y estan asociadas a un
conjunto de datos numéricos ordenados. Encontramos las matrices en muchas ciencias: Sociologia,
Economia, Demografia, Fisica, Biologia, etc.

La idea intuitiva de matriz es muy sencilla, pudiéndose definir una matriz como un tabla de niimeros
ordenados, numeros que pueden provenir de experimentos, encuestas, analisis econdmicos, etc.

Por tanto:

Se llama matriz de orden m X n a un conjunto de numeros reales dispuestos en m filas y en n columnas,
de la forma:

a;;  dp a,
A= a, a.zz a,,
aml am2 amn

Las matrices se representan por letras mayusculas 4, B, C,... Los elementos de la matriz (los nUmeros)
se representan en general por aj;, donde los subindices (i, j) nos dan la posicidn que ocupa el término:

i=12,....m— fila
j=L12,..,n— columna

Asi, el término a13 es el elemento que esta en la primera fila y en la tercera columna.

1.2. Dimension de una matriz
El nimero de filas (m) y el nUmero de columnas (7) nos da la dimensidn de la matriz m x n.

3 -1 4 )
% Ejemplo: { s 9 es una matriz de dimension 2 x 3.

1.3. Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y si los términos que ocupan la misma posicién
son iguales:

bbb a,, =b;a, =by
A:(au a, alsJ Bz(“ 12 13] A=B> alzzblz;azzzbzzja“:b

ij ij
a; =b;;a, =b,y,

_ _ a -1 4 3 b 4 _
Ejemplo: Si A= y B= , para que A=B debe cumplirse que:
I vy -9 x 5 z
a = 3, b = -1, X = 1, y = 5 y z = -9.
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Matrices

Actividades resueltas

# Indica la dimensién de las siguientes matrices:

0 0 01
5 -1 4
A= ; B=(3 2 -6 0); C=|1}; D=[0 1 0
1 7 -9
2 1 00

Solucion:

La matriz 4 es de dimensién 2 x 3 porque tiene dos filas y tres columnas.

La matriz B es de dimensién 1 x 4 porque tiene una fila y cuatro columnas.

La matriz C es de dimensidon 3 x 1 porque tiene tres filas y una columna.

La matriz D es de dimensién 3 % 3 porque tiene tres filas y tres columnas.

% Determina los valores de a, b y ¢ para que las matrices A y B sean iguales

A4=(3 a -6 b) ; B=(x 2 y 0)

Solucion:

Para que dos matrices sean iguales deben tener la misma dimensidn, requisito que cumplen 4 y B.
Ademads, han de ser iguales los términos que ocupan la misma posicién. Por tanto debe serx =3, a =2,
y=-6,b=0.

Actividades propuestas

1. Utiliza matrices para representar la informacidn siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas
y melones. Durante el afio 2014 ha recogido mil lechugas, 2000 kilos de naranjas y 500 melones.
En los afios anteriores su produccién ha sido de 500, 1000 y 400 respectivamente. Por cada
lechuga recibe un céntimo, por cada kilo de naranjas 3 céntimos y por cada meldn 5 céntimos.
Escribe la matriz de sus ganancias del afio 2014.
2. Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no:
a. Un calendario.
b. La clasificacidn de la Liga de futbol (o cualquier otro deporte).
c. Eldisco duro de un ordenador.
d. Unarmario donde se guarda una coleccién de copas.
e. Los lineales de un supermercado.
f. Una pantalla de televisién.
g. Elboleto de la Loteria Primitiva, de la Quiniela y del Euromillén.
h. Los buzones de una vivienda.
i. Los pupitres de una clase.
3. Propén otros elementos de tu entorno que sea matrices o puedan representarse mediante
matrices.
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Matrices

2. TIPOS DE MATRICES

@@ Tipos de matrices. Explicacion y ejemplos de algunos tipos de matrices, como
la matriz fila o vector fila, la matriz o vector columna, la matriz nula, dentro ‘ >‘
: del curso de Matrices. Matematicas profe Alex
video https://www.youtube.com/watch?v=GyrQmbxk7ds

Si el nimero de filas es distinto del nimero de columnas (m # n) la matriz se llama rectangular. Dentro
de las matrices rectangulares tenemos los siguientes tipos:

e Matriz fila: Es aquella que sélo tiene una fila.
Ejemplo:
(1 0 -2) esunamatrizfila.
e Matriz columna: Es la que sélo tiene una columna.

Ejemplo:
_ 2 )
{ es una matriz columna.

Si el niumero de filas es igual al nUmero de columnas (m = n) se habla de una matriz cuadrada.

Dentro de las matrices cuadradas es importante destacar que los elementos a; en que los dos
subindices son iguales forman la diagonal principal, y los elementos en que i+ j =n+1 (donde n es el

orden de la matriz) forman la diagonal secundaria.
diagonal secundaria

diagonal principal
En el conjunto M, de las matrices cuadradas de orden n, cabe destacar los siguientes tipos de matrices:

e Matriz triangular: Es aquella matriz en la que los elementos situados por encima o por debajo de la
diagonal principal son nulos.

Ejemplos:
1 2 3 1 0 O
0 4 -1 2 -1 0
00 2 31 =2
Matriz Triangular Superior Matriz. Triangular Inferior

e Matriz Diagonal: Es aquella matriz en la que los elementos que no estan en la diagonal principal son
nulos: a, =0sii# j

Ejemplos:
1 0 O I 0 O
0 4 0 0 0 O
0 0 2 0 0 2
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Matrices

e Matriz Escalar: Es aquella matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son todos
iguales.

Ejemplo:

S O N
S N O
N O O

e Matriz Unidad (Identidad): Es la matriz escalar en la que los elementos no nulos son iguales a 1. Se
representa por .

Ejemplo:

I =

[
S = O
- o O

En ocasiones se afiade un subindice que indica la dimensidn de la matriz.

e Matriz Nula: Es aquella en la que todos sus elementos son cero.

Ejemplo:

Matriz nula de tamario 3.

S O O
oS O O
S O O

Actividad resuelta

“ Clasifica las matrices siguientes:

a)A = G (1) (I)J, La matriz A es rectangular de dimensién 2x3.
0 2 1
b)B=|1 0 -1|; La matriz B es una matriz cuadrada de dimensién 3x3 o simplemente 3.
0 4 2
2 -1 1 1
c)C= 0 0 10 ; La C es cuadrada de dimension 4.
2 1 11
0 0 0 1
0 0 O
dD=[{0 0 OJ; Es una matriz cuadrada 3%3, es la matriz nula de dicha dimensién
0 0 O
e)E=(1 0 4 7) La matriz £ es una matriz fila de dimension 1x4.
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Matrices

3. OPERACIONES CON MATRICES

Actividad de introduccion

La siguiente tabla muestra los resultados de la Liga de futbol espafiola 2014/2015 cuando cada equipo
juega como local y como visitante:

En casa Fuera Total
Equipo PJ| G| E | P PJ| G| E| P PJ|G|E| P
& F.C. Barcelona 19(16 | 1 | 2 19(14 | 3 | 2
= Real Madrid 1916 2 | 1 19(141 0 | 5
&0 Atlético C. Madrid 19114 3 | 2 19,9 |6 | 4
‘r’ﬁ? Valencia C.F. 19115 3 | 1 19|17 | 8| 4
® | Sevilla C.F. 191135 | 1 19110 2 | 7
&® Villarreal C.F. 19121 | 6 19| 4 |11 | 4
¥ Athletic C. Bilbao 19/ 8 | 6|5 19|17 |4 | 8
T | R.C. Celta de Vigo 19856 19577
v C.D. Mdlaga 198 | 6 |5 196|211
& R.C.D. Espanyol 19| 8 |6 |5 19| 51| 4|10
“ | Rayo Vallecano 19/ 8|2 |9 19| 7| 2 |10
2 | R.Sociedad 19/ 9 | 5|5 19|12 | 8|9
v Elche C.F. 19| 6 | 3 |10 195|519
% | LevanteC.F. 19| 6 |6 |7 19| 3 | 4 |12
) | Getafe C.F. 19| 6 | 5|8 194 |2 |13
+ | R.C. Deportivo 19/ 5|6 |38 1921|819
K Granada C.F. 19| 4 (10| 5 19| 3 | 4 |12
‘Tf S.D. Eibar 19| 5|3 |11 19| 4 | 5|10
W U.D. Almeria 193719 19| 5|1 |13
¥ Cérdoba C.F. 19|16 |12 19| 2 | 5 |12
e Completa la tabla de la derecha, fijandote principalmente en:
O Qué deberias haber hecho en caso de que los equipos hubieran estado

ordenados de diferente forma en ambas tablas.

0 Cdémo eliges trabajar con los numeros y por qué.

O Qué dimensiones tienen las tablas con los datos “En casa”/”Fuera” y la
gue obtienes.

0 Como habrias resuelto el problema inverso: dados los resultados totales y los obtenidos
“En casa”, determinar los resultados de los equipos cuando jugaron como “Visitantes”.

e El sistema de puntuacién de la Liga da O puntos por jugar un partido, 3 puntos por victoria, 1
punto por empate y O puntos por derrota.
0 Escribe una matriz que represente estos datos sobre la puntuacién

0 Utiliza dicha informacién para determinar los puntos logrados por cada equipo cuando
juega como local, como visitante y en total.

0 Observa las dimensiones de las tablas de partida y de la matriz de puntuacién, e intenta
relacionarlas con las tablas de “Puntos” que acabas de obtener.
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Matrices

3.1. Suma

Dadas dos matrices 4 y B de dimension m x n, se define la suma de matrices (4 + B) como aquella
matriz cuyos elementos son la suma de los elementos que ocupan la misma posicién:

C:A+B:>cl.j =ay +bl.j

A G A _ b, by, by, _ . a, +b, a,+b, a;+b;
A= B= C=4+B=

Gy dy Ay by by, Dby ay +by  a, +b,, ay,+by
Ejemplo:
1 2 4 2 -1 3 3 1 7
A=|-1 3 2 B=[{-2 3 4 A+B=|-3 6 6
0o -2 1 -3 -1 5 -3 -3 6

La suma de matrices es una consecuencia de la suma de nimeros reales, por lo que las propiedades de
la suma de matrices serdn las mismas que las de la suma de nimeros reales:

- Propiedad Asociativa.

- Elemento neutro (la matriz nula).

- Elemento opuesto (-4): 4+ (-4) =0

- Propiedad Conmutativa: 4+ B=B + A4

3.2. Producto de un nimero (escalar) por una matriz

El producto de un nimero real k por una matriz 4 = (a;;) es otra matriz de la misma dimensién cuyos
elementos son los productos de los elementos de la matriz 4 por el niUmero k:

kd = k(aij ) = (kaij)

ay Ap Ay ka,, ka,, ka;
A=|ay, a, ay kA =\ kay —kay, kay,
as 4d; a4y kay,  kay, kas,
Ejemplo:
1 2 4 5 10 20
Dadalamatriz 4=| -1 3 2/, elproductodelamatriz4AporSes: 54=|-5 15 10
0 -2 1 0 -10 5

El producto de un nimero por una matriz tiene las siguientes propiedades:

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de matrices. k- (A+B)=k-A+k-B

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de numeros: (k+1)-A=k-A+1-4

- Propiedad Asociativa mixta: k- (/- A)=(k-1)- 4

- 1.4A=4
El conjunto de matrices M respecto de las operaciones suma de matrices y producto por un nimero
real (Mmxn, +, k) tiene estructura de espacio vectorial.
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Matrices

3.3. Producto de matrices

El producto de matrices no es una operacion tan sencilla como la suma de matrices o el producto de
una matriz por un numero real, que no necesitan de grandes condiciones. Para poder multiplicar dos
matrices, sus dimensiones deben cumplir unas condiciones.

Sean las matrices 4 y B de dimensiones mxn y nX p (es decir, el nimero de columnas de la matriz 4

es igual al nimero de filas de la matriz B). Se define el producto A'B, y en ese orden, como una matriz
C de dimensiones 7 X p cuyos elementos son de la forma:

Il
)
&
~—
)
=
Il
£
)
B
S
X

A:(azj)}ﬁczA-B=(%)(bij)

B = (bij)
Es decir, el elemento c11 se obtiene multiplicando escalarmente los elementos de la primera fila de la
matriz A por los elementos de la primera columna de la matriz B, y asi sucesivamente.
Ejemplo:
Veamos un producto de matrices desarrollado paso a paso:

2 1

1 2 3 1:242-3+3-4 1-1+2-2+3-1) (20 8
A= B=|3 2|>4-B= =
45 6 . 4.2+5-3+6-4 4.1+5-2+6-1) (47 20

Dimensién 2x3 3x2 2x2
- /
Y
El nimero de columnas de A4 es igual al nimero de filas de B, por lo tanto se pueden multiplicar en
ese orden. La matriz producto tiene tantas filas como 4 y tantas columnas como B.

Que el producto 4-B esté definido no implica que lo esté el producto B-A.

Ejemplo:

2
1 2 2 A-B definido
Dadas las matrices A= B=|3|—>
3 2 4 B-A nodefinido

Para que estén definidos ambos productos tiene que cumplirse que si la dimensidn de la matriz 4 es
mxn, la dimensiéon de la matriz B debe ser nxm, siendo las dimensiones de las matrices
producto:

{A-B—)mxm

B-A—>nxn

De aqui se concluye que el producto de matrices NO TIENE LA PROPIEDAD CONMUTATIVA.

Si las matrices son cuadradas de orden #, el producto de matrices tiene las siguientes propiedades:
- Propiedad Asociativa: 4-(B-C)=(4-B)-C
-Elementoneutro(f): 4-1=1-A=A4
- Propiedad distributiva respecto de la suma de matrices: 4-(B+C)=A-B+ A-C
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3.4. Matriz inversa

Matriz inversa, traspuesta y adjunta Hallaremos la MATRIZ INVERSA de una
matriz a través de su matriz traspuesta y adjunta. Primero deberemos hallar el >
)

6: determinante de dicha matriz para comprobar si es invertible (su determinante

no es nulo).

video
https://www.youtube.com/watch?v=3BpGef99HEs

Entre las propiedades de las matrices no se ha nombrado la existencia del elemento simétrico o
elemento inverso, ya que no existe dicha propiedad. Sin embargo, hay matrices cuadradas para las
cuales existe otra matriz que multiplicada por ellas nos da la matriz unidad (elemento neutro).

3.4.1. Definicion

Si dada una matriz cuadrada A4 existe otra matriz B, también cuadrada, que multiplicada por la matriz 4
nos da la matriz unidad, se dice que la matriz 4 es una matriz regular o inversible y a la matriz B se le

llama matriz inversa de A y se representa por A~ AA"'=4"A=1
Si una matriz cuadrada no tiene matriz inversa, se dice que la matriz es singular.
La matriz inversa verifica las siguientes propiedades:

- Llainversa de la matriz inversa es la matriz original.

(4" =4
- Lainversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambian-
do su orden.
(4-B)' =B 4"

- Lainversa de la traspuesta de una matriz es igual a la traspuesta de la matriz inversa.
()" =(a”)
Para hallar una matriz inversa dispondremos de varios métodos distintos. En este tema veremos dos:
e Resolver un sistema de ecuaciones

e FElmétodo de Gauss —Jordan
Actividades resueltas

0 1
% Sea A= [2 OJ' Halla la matriz inversa A~' mediante un sistema de ecuaciones.

C

e AR

Debe verificarse que 4-4™' =1, por tanto:

1 c d 1 0 c=1 d=0
A-A" =1= = =
2a 2b 0 1 2a=0 2b=1

a b
Planteamos la matriz 4™ :( dj y hallamos el producto:

, a=0 b= 4 (00X
Resolviendo para a, b, cy d: 2 A =
c=1 d=0 1 0
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1 2
4 Sea A= (3 4}, halla la matriz inversa A~' mediante un sistema de ecuaciones.

. (a
De nuevo, planteamos la matriz 4" :[
c

AA_I—I 2Y (a b B a+2c b+2d
' _[3 4J'(c dj_(3a+4c 3b+4dj
Debe verificarse que 4-4™' =1, por tanto:

a+2c b+2d 1 0 a+2c=1 b+2d=0
3a+4c 3b+4dj_[0 lj:{3a+4c=0 3b+4d =1
Resolviendo paraa, b, cy d:

a+2c=1 a+2c= c:y

N N 2

{3a+4c=0 fam2hi {a=—2 {a:—Z 2’
1 -

hooNh

b+2d =0 b+2d =0 d:—12
~Roan -

b
dj y hallamos el producto:

A-A" :]:{

3b+4d =1 b=

Como hemos visto, este método resulta laborioso (y sélo lo hemos utilizado con matrices de orden 2).
Es simple imaginar que se complica enormemente si hay muchos términos no nulos y cuanto mayor es
la dimensién de la matriz.

Ademads, debemos tener en cuenta que no siempre existe matriz inversa, por lo que podriamos haber
estado trabajando en balde.

Ejemplo:

4+ Sea A= (3 6}' halla la matriz inversa A" mediante un sistema de ecuaciones.

a b
De nuevo, planteamos la matriz 4™ :[ dj y hallamos el producto:

c

AA’I—I 2Y (a b B a+2c b+2d
' _[3 6)'(c dj_(3a+6c 3b+6d}
Debe verificarse que A-4™' =1, por tanto:

a+2c b+2d) (1 0 a+2c=1 b+2d=0
3a +6¢ 3b+6dJ_(O 1}3{3a+6c:0 3b+6d =1
Vemos que cualquiera de los dos pares de ecuaciones no tiene solucion:

{a+2c=1x—3> 3a+6c=3

A-AI:I:>[

3a+6¢c=0 3a+6¢c=0
Que claramente no puede tener solucién.

1 2
Por tanto, la matriz A = (3 6) no tiene matriz inversa.

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS Il. Capitulo 1: Matrices Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es Revisores: Eduardo Cuchillo y Javier Rodrigo

Textos Marea Verde



Matrices

3.4.2. Método de Gauss — Jordan:

El método de Gauss-Jordan para hallar la matriz inversa consiste en convertir la matriz inicial en la
matriz identidad, utilizando transformaciones elementales.

Llamamos transformaciones elementales por filas a:

- Permutar dosfilasiy j. Lo escribimos como F; <> F)

- Sustituir la fila i por el resultado de multiplicar o dividir todos sus elementos por un nimero
a # 0. Lo escribimos como F, =a-F,

- Sustituir la fila i por un multiplo (no nulo) de ella mas otra fila j multiplicada por un nimero b. Lo
escribimos como F, =a-F, +b-F;, con a#0.

Ampliamos la matriz original, escribiendo junto a ella la matriz identidad, y aplicamos las
transformaciones elementales de modo que la matriz inicial se transforme en la matriz identidad.
Actividad resuelta
. . . 1
4 Calcula con el método de Gauss—Jordan la inversa de la matriz 4= 5 0
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz 4:
0 1|1 O
T:
2 0/0 1
Y vamos realizando transformaciones elementales a la izquierda, buscando convertirla en la
matriz identidad:
0O 1|1 O 2 0|0 1 1 0/0 %
T= _— —1_>
2 0(0 1) feR {o 111 0) “>2fF o 1|1 O
A*lz O %
1 0

Comparando este método con el anterior, podemos ver que es mucho mas simple y rapido.

Por tanto:

Ejemplo 2:

1 2
4 Hallala matrizinversa A" de A= (3 4] con el método de Gauss—Jordan.

1 2|1 O 1 211 0 1 21 O 1 0|-2 1
—_— —_—> —_—>
—F,— 1 —F—
34(0 1) BRPR 0 —2(=3 1) m=1n (0 1% %) 50 1| % 4
Por tanto, tenemos que:
(2
= y .
2 2
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Ejemplo 3:
#+ Halla la matriz inversa de
-1 1 2
A = 1 0 3
4 1 1
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz A y operamos como se explico antes:
-1 1 2(1 0 O -1 1 21 0 O -1 1 2|1 0 O
103101 O0)l—f5FF0 1 51 1 0)l—57=>0 1 5|1 1 0
4 1 1|0 0 1) 5H=h+A 0 5 914 0 1 0 0 —-16|-1 -5 1
1 -1 =2(-1 0 O 1 0 3]0 1 O
=T, 01 511 1 O0|—ZZFF>0151 1 0
F3=_iF3 0 0 L | As As N 0 0 1| Ys As Hs
1 0 3]0 1 0 1 0 O, M Ao
=m0 L O\ A A w01 O s As Ko
0 0 1|} As A 0 0 1|} A Ko

Por tanto, la matriz inversa queda:
_%6 s %6
A= e _%6 %6
%6 %6 N
3.5. Matriz traspuesta

Dada una matriz 4 de dimensiones m x n , se llama matriz traspuesta de A4 y se representa por 4, a la
matriz que se obtiene al cambiar las filas de A por sus columnas, por lo que la matriz A' serd de
dimension nxm .

Ejemplo:
1
1 23 ,
A= >4 =2
4 5 6 3

Una matriz cuadrada se dice que es simétrica cuando coincide con su traspuesta: 4= A".

N B~

Para que una matriz sea simétrica, los elementos simétricos respecto de la diagonal principal deben ser
iguales.

Ejemplo:
I 1 3 1 1 3
A=[1 2 4|>4"=|1 2 4
3 45 3 45
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Si una matriz cuadrada es igual a la opuesta de su traspuesta, 4 =—A4', se dice que es antisimétrica.

Para que una matriz sea antisimétrica debe cumplirse que los elementos simétricos respecto de la
diagonal principal sean opuestos, y los elementos de la diagonal principal nulos.

Ejemplo:
0o 1 -3 0o -1 3 0o 1 -3
A=|-1 0 —-4|>4 =1 0 4|>-4"=|-1 0 -4|=4
3 4 0 -3 -4 0 3 4 0

Con las matrices traspuestas se cumplen las siguientes propiedades:
- Latraspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las matrices traspuesta:

(A+B)' =4 +B

- Latraspuesta de un producto de matrices es igual al producto en orden inverso de las matrices

traspuestas:
(AB) =B"-A
Actividad resuelta
2
] 1 -1 2 ] L
4% Para las matrices: A= 4 0 3 y D=|1]|, realiza el producto D" - 4".
3
Solucion
El primer paso consiste en trasponer las matrices:
t
2 L _1 2Y 1 4
D' -4 =|1 -(4 0 3j =2 1 3) /-1 0
3 2 -3

Esdecir: D' A" =(2:1+1-(-1)+3-2  2:4+1-0+3-(-3))=(7 -1)

Y podemos comprobar la propiedad anterior:

2
1 -1 2 2-1+1-(-D)+3-2 7
A-D= 41| = =
4 0 -3 ; 2:4+1-0+3-(-3)) (-1
Por tanto: (4-D)Y =(7 -1)=D"- 4"

Galois y las matrices, ENCRIPTAN TUS DATOS EN INTERNET. Uno de los usos practicos mas comunes
% de las matematicas, es la encriptacion de datos, para que quien no queremos
que vea nuestras conversaciones, claves, fotos..., pues sencillamente, no las (’\
6: vea ¢Y qué es lo que ve? Pues un monton de signos sin sentido para que no se
video entere de nada. Hoy vamos a hablar de cdémo Galois y las matrices nos ayudan
a encriptar nuestra informacion. Eduardo Saenz de Cabezén

https://www.youtube.com/watch?v=XC45X3iEeRM
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3.6. Rango de una matriz

Se llama rango de una matriz al numero de filas o columnas de la matriz que son linealmente
independientes, es decir, que no pueden obtenerse a partir de las demas filas o columnas de la misma
matriz.

Actividad resuelta

+ Determina el rango de las matrices

0 1 -3 0 -1 3
A=|-1 0 —4| y B=[1 0 4
-1 1 -7 ~1 -2 2

La tercera fila de 4 se obtuvo sumando las dos primeras filas. Estas dos primeras filas son
independientes, por lo que el rango de 4 es 2.

La tercera fila de B se obtuvo restando la segunda fila al doble de |la primera. El rango de B es 2.

Para hallar el rango de una matriz se pueden usar las transformaciones elementales para intentar
hacer el maximo numero posible de ceros, intentando triangular la matriz (método de Gauss); sin
embargo, serd mas facil hallar el rango usando determinantes, como veremos en el capitulo siguiente.

Actividad resuelta

#* Calcula el rango de la siguiente matriz segiin los valores del pardmetro a:

a-2 a+?2
A=
1 2
Solucion

El rango de esta matriz sera como maximo 2 pues es una matriz de dimensiéon 2 x 2. Vamos
realizando transformaciones elementales hasta convertirla en una matriz triangular.

Intercambiamos filas para tener un 1 en la posicidn ai.

a-2 a+?2 1 2
A= Foh
1 2 10 a—-2 a+2

Ahora tratamos de conseguir ceros, para lo que a la segunda fila le restamos la primera fila
multiplicada por (a — 2):

1 2 1 2 1 2
TRo@R =
a-2 a+?2 2 tl(@-2)-1-(a-2) (a+2)-2-(a-2) 0 —a+6
Vemos que si (—a + 6 = 0) la segunda fila es nula, por lo que su rango seria 1. Por tanto:

—a+6=0 =>a=6

De aqui:
a=6 = rg(d)=1
az6 = rg(4)=2
22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 1: Matrices Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
www.apuntesmareaverde.org.es Revisores: Eduardo Cuchillo y Javier Rodrigo

Textos Marea Verd



Matrices

Actividades propuestas
. Escribe tres matrices fila.

. Escribe tres matrices columna.

. Escribe la matriz unidad de dimensién 2, 3y 4.

4
5
6. Escribe tres matrices cuadradas de dimensidn 2, 3 y 4 respectivamente.
7
8. Escribe la matriz nula de dimension 2, 3y 4.

9

Dadas las matrices

2 1 0 I 1 1 1 0 0
A= 9 0 -3|,B=|2 2 -2|yC=|2 4 -5
-2 0 7 -3 3 3 7 3 -3
calcula:
a)A + 3B
b)24+B-5C
10. Para las matrices
2 1 0 1 1 1
A=9 0 -3|yB=|2 2 =2
-2 0 7 -3 3 3

calcula 4By B-A. ¢Es el producto conmutativo?

11. Dadas las matrices

2 1 0 I 1 1
A= 9 0 -3|yB=|2 2 =2
-2 0 7 -3 3 3

calcula 34 — B

12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

2 1 0 I 1 1 I 11
A=9 0 -3|,B=|2 2 =2 ,C:(2 3J,D: 2 2 2
-2 0 7 -3 3 3 bo 3 3 3
13. Resuelve la ecuacién matricial M-X + N = P siendo:
2 1 0 I 1 1 1 11
M=9 0 -3|,N={2 2 =2|,P=[2 22
-2 0 7 -3 3 3 3 3 3

14. Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 1 0 1 1 1 5 3 I 1 1
A=9 0 -=-3|,B=|2 2 =2 ,C:[4 6),D: 2 2 2
-2 -1 0 -3 3 3 3 3 3
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4. GRAFOS Y MATRICES

Los grafos resultan de gran utilidad a la hora de afrontar problemas cotidianos, pues nos permiten
organizar la informacion que disponemos en tablas de forma esquematica.

Por ejemplo:
Vamos a considerar la siguiente situacion:

4+ Existen 4 pueblos situados en algun lugar de la geografia espafiola. Dichos pueblos permanecen
comunicados entre si por una red de carreteras, algunas de un solo sentido, y otras de doble
sentido, tal y como se recoge en la siguiente tabla:

NO Si Si Si
Si NO NO NO
Si Si NO Si
NO NO Si NO

Donde hemos escrito «Si» si existe carretera directa que comunique dichos pueblos, y «NO» en caso
contrario.

Vemos que la informacidn recopilada en la tabla la podemos representar de la siguiente forma:

/

Pueblo 2

Pueblo 1

Pueblo 4

Pueblo 3 /’

Este esquema recibe el nombre de grafo, y resulta muy conveniente porque nos permite visualizar la
misma informacidon que queda recopilada en la tabla pero de forma mas sencilla, y nos resulta mas
conveniente a la hora de extraer conclusiones.

Con un grafo se representan las relaciones entre objetos.
Un grafo estd formado por nodos que se relacionan con aristas.

El grafo mas sencillo que se me ocurre es una simple flecha que une el nodo A con el nodo B:

A

B
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Podemos asociar a este grafo una matriz cuadrada de dimension 2 x 2: (8 (1)), que nos indica que sdlo

A se une con B.

El grafo dado por el segmento [A, B] une A con B, y B con A. luego la matriz asociada es: (2 (1))

La matriz de un grafo no dirigido es
simétrica. O

A B
- Grafo 1: Grafo 2:
Hay grafos dirigidos, como el grafo 1, y > B
grafos no dirigidos, como el grafo 2. A / \ A
™ p C ™~ j
A cada grafo se le asocia una matriz < S
junica! /
\
0 1 0 1 0 1 1
Los vér'Fices. A, B, Cly D sgn las filas de O O 1 1 1 0 0O
la matriz. Si A esta relacionado con B
ponemos un 1 en la fila 1, columna 2. 00 0 0 1 0 O

" J

Imagina que esos grafos estan indicando personas que estan conectadas por WhatsApp.

En el grafo 1, A esta conectadacon By D.Bcon CyD.
Enelgrafo 2, AestaconBy C.Bcon Ay CconA.

Se pueden utilizar grafos para representar los caminos que unen unas casas, 0 unos pueblos, o los
vuelos (u otro tipo de conexién) que unen las ciudades. En psicologia se utilizan por ejemplo para
visualizar las relaciones de dominio entre individuos.

Actividades propuestas

15. Dibuja un grafo que conecte al vértice A consigo mismo, con By con C, dos veces. Conecte a B con C.
Conectea Ccon A, y con el mismo C. Escribe la matriz asociada a ese grafo.
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Vamos a multiplicar estas matrices por si mismas e interpretar el resultado

4 )

A podria conectar
con Cy D (pidiendo
a B que reenviara el
WhatsApp).

oS o o O
oS o o O
oS o o O

S O O =
S O O =

I
oS o o O

oS O O =
oS O = O
O O =

o O O =
el -
o o =

Gmra un WhatsApp de A podrl’a\ f \

llegar a esa misma persona A por 0 1 1 0 1 1 2 0 0
dos caminos distintos (a través de

B y de C), pero sélo sus propios 1 00 1 0 0|=|0 T 1
WhatsApp. 1 0 0/{1 0 0/ (0 1 1

A la persona B le llegarian sus

WhatsApp y los de C. \ j

\Ya C lo mismo. j

Actividades propuestas

16. Dibuja los grafos asociados a estas matrices producto.

Actividad resuelta

% En un pais A, existen tres aeropuertos internacionales (Ai, A2 y As); en otro pais B
existen cuatro (Bi, B3, Bz y B4); y en un tercer pais C existen dos (C: y Cz). Desde el
aeropuerto A; salen vuelos con destino a Bi, B, C; y dos vuelos con destino a Bs.
Desde el aeropuerto A; salen vuelos con destino a B,, B3 y dos vuelos con destino a Ba.
Desde el aeropuerto As sélo sale un vuelo con destino a Bs. Desde cada aeropuerto del
pais B, salen dos vuelos a cada uno de los aeropuertos del pais C.

Se pide, expresar mediante matrices:

a) Los vuelos del pais A al B.
b) Los vuelos del pais B al C.

c) Los vuelos del pais A al C, necesiten o no efectuar trasbordo en el pais B.
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Solucion

El esquema de los vuelos es:

a) Representamos los vuelos desde A (filas) hasta B (columnas)

1 1 0 2
X, =0 1 1 2
0 01 0
b) Representamos los vuelos desde B (filas) hasta C (columnas)
2 2
2 2
272 2
2 2
c) Representamos los vuelos directos desde A (filas) hasta C (columnas):
1 0
X;={0 0
0 0
Los vuelos desde 4 hasta C con o sin trasbordo seran:
1102 2 2 1 0) (2+2+0+4 2+2+0+4) (1 0) (8 8) (I 0} (9 8
X X,+X;=[0 1 1 2-2 §+0 0|=|0+2+2+4 0+2+2+4|+/0 O0|=|8 &8|+/0 O|=|8 8
0010 00 2 2 0 0) (2 2)10 0) (2 2
2 2
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CURIOSIDADES Y REVISTA

-

LA MATRIZ DE ADYACENCIA \

Las matrices estan estrechamente relacionadas con los grafos.

Sin entrar en demasiado rigor, y con el objetivo de presentarte una idea intuitiva, vamos a
considerar una matriz como un conjunto de numeros reales que se disponen en filas y
columnas. Su definicion es en realidad algo mds compleja, pero esto nos puede servir.

Ahora vamos a considerar el grafo del margen:

Como vemos, esta formado por un total de 5 vértices que se :
relacionan entre si por un total de 7 aristas. Si ahora

hacemos parejas de vértices (por ejemplo la pareja (],2))

podemos asignar a cada pareja un valor en funcién de la
exnstencna o no de un
F vamos a consi
ds una (genera mente

coneX|on, y el 1, si si existe).

ra o ela
asigna e

Y esta informaciéon la podemos organizar facilmente en una
matriz, resultando facil de ver y analizar.

De esta forma, podemos hacer la siguiente tabla:

La matriz de adyacencia resulta mu§/0 atil, pues ée forma abreviada podemos extraer
conclusiones sobre las relaciones entre los vértices del grafo. En este caso, la relacion mas
notable puede ser que la diagonal principal de la matriz estda compuesta en su totalidad por
\ceros, lo que indica la no existencia de ningun bucle. /

e eI}fs o sea una arista

rech
Sl no existe esa

Donde hemos escrito «Si» en caso de que ambos vértices
estén conectados por una arista, y «NO» en caso
contrario.

Con ayuda de esta tabla, vamos a asignar los valores 0y 1
segun correspondan, en funcion del criterio establecido en
el cuarto parrafo.

Tras realizar dicha asignacion, podemos armar la siguiente
matriz:

010160
10111
G=|01001
11001
L1
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/ INTERPRETACION DE LA MATRIZ DE ADYACENCIA \

La matriz de adyacencia siempre sera una matriz cuadrada (con el mismo nimero de filas que
de columnas; y es este numero, el de filas y columnas, el nimero de vértices del grafo). En
grafos dirigidos, podemos notar como el valor que se asigne a una misma pareja puede
cambiar en funcidn del orden en el que consideremos a los vértices.

Por otro lado, para leer la relacidn que existe en un determinado entre los vértices 1y 4, por
ejemplo, bastard con dirigirse a la fila 1 y columna 4 (y viceversa; si es dirigido, si importa el
orden, no es lo mismo la fila 1 y columna 4 que la fila 4 y columna 1) e interpretar el resultado.

Kl_as matrices de adyacencia también resultan utiles en el estudio de grafos ponderados. /

/ EL IMPOSIBLE ‘TREND’ DE TIKTOK \

TikTok es actualmente la red social por excelencia entre el mundo adolescente, con récord de
descargas.

En los ultimos meses se ha difundido a través de esta red social un reto que se ha llegado a
viralizar. Varios usuarios retaban de esta forma a sus seguidores a intentar dibujar la siguiente
figura sin levantar el lapiz del papel (o el dedo de la pantalla).

Las redes se llenaron de millares de usuarios que trataban de dar solucién al problema, y solo
eran unos pocos los que acertaban en la respuesta: es matemdticamente imposible. Sin
embargo, aquellos que contestaban bien argumentaban: “lo dijo mi profesora de Matemdticas
cuando le pregunté”; ya... pero, épor qué?

La respuesta la tiene la Teoria de Grafos. Estamos buscando recorrer todas las aristas desde
un vértice sin pasar dos veces por una misma arista y regresar al vértice inicial... ¢te suena de
algo? jEstamos buscando un ciclo euleriano! Sin embargo, debes notar cémo todos los
vértices del grafo tienen grado impar, concretamente, grado 3. Recuerda que para que un
grafo contenga al menos un ciclo euleriano el niumero de vértices con grado impar no debe
exceder de 2, y el resto debe tener grado par.

Como esto no sucede, podemos decir que el grafo no contiene ningun ciclo euleriano y por
tanto, la respuesta es: no se puede hacer.

o J
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RESUMEN

Definicion de
matriz

Tabla de nUmeros ordenados

5 =2 0
3 4 -7

Dimension de
una matriz

El nimero de filas (m) y el nUmero de
columnas (n)

La dimension de la matriz anterior es 2 x 3.

Igualdad de
matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma
dimensién y si los términos que ocupan la
misma posicidn son iguales

A=B=aij=b; Vij

Tipos de
matrices

-5
Matriz fila: (31 4 -5) Matriz columna: ( . J

1 -1
Matriz triangular de dimension 2 x 2: 4 :( j

20 50
Matriz diagonal: Matriz escalar:
05 0 5

0 3

1
Matriz unidad: [O

y

Suma de
matrices

Se suman los elementos que ocupan la misma
posicion: C=A+B=¢; =g, +bij

o S 2GS

Producto de
un real por
una matriz

Es otra matriz de elementos los de la matriz
multiplicados por el nimero: kA= k(aij)z ka,

BG ;]:(162 135j

Producto de

1 0) (2 1) (1:240-4 1-1+0-5)
2 3)l4 5) (22434 2.1+3.5)

c, =) a,b
matrices | B = (bij ! kzz; Y
16 17
i 2 3 -1/13  3/13
-Matrlz A A =4 4= A= > A=
inversa 5 1 5/13  -2/13
Matriz Se obtiene cambiando filas por columnas. A :(2 3} S A = (2 5]
traspuesta 51 31

Rango de una
matriz

Numero de filas o columnas de la matriz que son

linealmente independientes, es decir, que no

pueden obtenerse a partir de las demas filas o

columnas de la misma matriz.

6 3
El rango de la matriz es 1.
12 6
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Matrices

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Video de un problema de selectividad resuelto: Matrices Selectividad
CCSS Matematicas 22 Bachillerato Academia Usero Estepona >
)

61 https://www.youtube.com/watch?v=0gXLhWk-WcU

video
1 -1 4 0 -1 2
A: = C:
o ) D)

1. - Dadas las matrices

calcula:
a)A+B b)A-B-C c)34A+5B-6C
2. - Para las matrices
1 -1
4 -1 2
A=|2 3 y B=
0 5 3
0 4
calculaA-By B-A. ¢Es el producto conmutativo?
3. - Calcula los productos posibles entre las matrices
1 2 3 1
A=|1 1 1|, B=|2 yC:(2 ! OJ.
3 45
01 -1
4.- Dadas las matrices
1 3 3 1 I 2
A=|1 4 3|y B=|2 0 -1
1 3 4 -6 -1 0
calcula 3-4'— B2.
5.- Para las matrices
L1 s 2 3 0 1 2
A=( R j,B:(O 3 4},C= -5 1 4 -2|yD=|1
4 0 -3 -1 -2 3
I 0 0 -3 3
realiza las siguientes operaciones si es posible:
a)A+B b)3-4—-4-B c)AB d)A-D e)B-C f) C-D g) A-C

6. - {Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir A-By B-:A?

0 -1
A=
1 0
b) Encuentra los valores de a y b para que la matriz A conmute con la matriz

o)
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8. - Calcula 4", para n € IN, siendo 4 las siguientes matrices:

1 0 1
) 11 ) 1 1 0 1 0
a C
11 ) 0 1 )
0 0 1
9.- Se dice que dos matrices A y B conmutan si A-B = B-A. Dada la matriz

(o

10. - Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con las matrices:

11 0 00
1
0 1 Y 0 0

1 10

halla las matrices B que conmuten con 4.

11. - Sean las matrices:

afy ) ) (2] o[l e

Calcula cada uno de los productos 4-B, D-E, E-B, C-E.

-1 2 1 -1 x 1
12.- Sean A= y B= dos matrices de orden 2 x 3, en las que x, y, z
y 35 3 z x+z

denotan valores numéricos desconocidos.
a) Determina, razonadamente, los valores de x, y, z € R de manera que 4 = B.

b) éEs posible el calculo de 4-B? Razona la respuesta.

2 1 2
13.-Sealamatriz A= 2 0 —1]. Calcula, si existen, las siguientes matrices:
-5 -1 0

a) Unamatriz X, talque X -4=(1 0 -1)

1 0 1
b) Una matriz Ytalque 4-Y =

01 0
14. - Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:
0 1 - -1 1 2 2 -1 0
a)( j b)[ j |1 0 3 d|3 1 2
2 0 4 8
4 1 1 4 0 1
15.- Dadas las matrices
1 2 31
A= y B=
1 O 2 3
calcula (4B'y (4B)™".
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16.- Dada la matriz

a) Hallala matriz inversa de 4
b) Compruebaque4-A'=A4"4=1
c) Halla una matriz X tal que 4-X = B, siendo

17.- Calcula la matriz inversa de

1 1 0

A=10 1 2

1 0 1

18. - Dadas las matrices

-0 ~2 10

A=|1 =-2| y B=
0o -1 2

2 3

obtén, si procede, (B-4).

19.- Sean las matrices

1 2 1 -1
A= y B=
2 3 0 1
a) Calcula la matriz inversa de 4-B

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ¢éQué relacidn existe entre la matriz del
apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.

20. —Sea
010
A={0 0 1
1 00
comprueba que 4'= A"y calcula (A A )2003 .
21.- Sean las matrices:
-3 2 2 2 1 0
c=|1 -1 0| , D=|-11 -1
0 1 O 2 0 1
a)HallaC'yD™!
b) Calcula la matriz inversa de C-D
c) Comprueba que (C-D)™' =D '.C".
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22.- Resuelve la ecuacion matricial M- X + N = P siendo

P LT A I

23. - Sean las matrices

a) Calcula4™-(2:B + 3-])
b) Determina la matriz Xparaque X-4 =4 +1

ey 2) o)y (4 )

Resuelve la ecuacion X*4-B-X-C=2-C

24. - Sean las matrices

25. - Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 -1 1 1
0 2 1
I 0 1 ol1 0 -1 0O 0 1 0
Mo 1o ) Ny 1 11
0 4 2
0 0 0 1
26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segln los valores del pardmetro a:
2 001 2a 1 1
a)|2 1 3 1 b)| 2 a 1
al 3 2 2 1 a
27.- Determina las matrices A y B que son soluciones del siguiente sistema:
-8 7 -1 11 7 4
34-2B=| 9 -18 1 2A+B=|-8 2 17
14 9 -14 14 -1 -14

28. - Obtener las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.

15 21 301
2X -3Y = X+Y= 2X+Y =
4 2 3.0 0 -2
b) c)

-1 0 6 2 1 0
X-Y= X-Y= X +2Y =
59 o 1) )

29. - Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices:

a)

1 1 -2 1
- -1 0 1 1 2 -1 5 o 3
) )| 1 2 2 o3 -2 1 d)
3 4 -1 1 2 1
1 1 4 0 2
3 2 2
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30. - En una academia de idiomas se imparten inglés y aleman en cuatro niveles y dos modalidades:

130 160
. ) 120 80 , .
grupos reducidos y grupos normales. La matriz 4 = 210 130 expresa el nimero de personas, segun
100 60

el tipo de grupo, donde la primera columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de
aleman vy las filas, a los niveles primero, segundo, tercero y cuarto respectivamente. Las columnas de la
0,2 0,25 04 0,75
08 0,75 0,6 0,25
idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada uno de los
niveles.

matriz B:( ] reflejan el tanto por uno de estudiantes (comun para ambos

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por persona
en grupo normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los idiomas.

31. - Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla

adjunta:
Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si sélo
piensa pagar, respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor,
équé gasto tendria el editor?

32. - Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, Ay B,
en tres terminaciones: N, L y S. Produce del modelo A:
400 unidades en la terminacion N, 200 unidades en la
terminacion L y 50 unidades en la terminaciéon S.
Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacion
N, 100 en la L y 30 en la S. La terminacion N lleva 25
horas de taller y 1 hora de administraciéon. La
terminacion L lleva 30 horas de taller y 1,2 horas de
administracion. La terminacién S lleva 33 horas de taller
y 1,3 horas de administracién.

a) Representa la informacion en dos matrices.
b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracién empleadas para cada uno
de los modelos.

33.-Sean 4 y B dos matrices de igual orden, y A un nimero. Se sabe que A-(4 + B) = A4 + A*B. Justifi-
ca el resultado.

34. - Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si 4 y B son simétricas, analiza si, entonces,
también lo es su producto 4-B.

Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un contraejemplo que lo confirme.
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35.

36.

37.

38.

39.

0 r
- Sea la matriz M =( ol siendo 7y s dos numeros reales tales que r-s # 1.
S

Calcula M?, M3, M*y M* para k e IN.

- Sea el conjunto de matrices definido por:

oo fy Yo

a) Comprueba que 4, B € M, también 4+ BeMyA-Be M
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que C?=C.

- Se dice que una matriz cuadrada A4 es ortogonal si se verifica que A-4' = I donde A’ es la matriz
traspuesta de A e I es la matriz identidad. Si 4 y B son dos matrices ortogonales de igual tamafio,
analiza si A-B es una matriz ortogonal.

— Considera las matrices 4, By C definidas como:
Ay, =la, =i+j), Vi, j=123
B, =, =i-j),Vi=12j=123
Cyn = e, =2i+ ), Vi=123;,j=12
a) Construye las tres matrices.
b) Halla las traspuestas A4/, B’y C'y determina cual (o cuales) de las matrices es simétrica.
c) Analiza cuales de los productos 4-4, A-B, A-C, B-A, BB, B-C, C-A, C-B o C-C pueden realizarse.

d) Determina el rango de las tres matrices A, By C.

— Dada la matriz:
0 z -y
M=|-z 0
y —-x 0

En la que se verificax® +)* + 22 = 1.
a) Calcula M2

b) CalculaP=M?2+1.

c) Comprueba que P2 =P.

d) Comprueba que PxXM = MxP = O.

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afos y
diferentes comunidades auténomas.

También en Problemas resueltos por el alumnado tienes problemas de matrices resueltos por
estudiantes de un instituto
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AUTOEVALUACION

5 -2 0 1 3 5
Dadas las matrices 4 = . B=

3 4 -7 01 -2
1.- La dimension de la matriz 4 es:

a)3 b) 2 c)2x3 d)3x2
2.- La matriz 4 es:
a) una matriz fila b) cuadrada c) traspuesta d) rectangular

3.- La suma de las matrices A y B es:

5 -2 0 6 1 5 6 -1 5 6 1 0
a)A+ B = byA+B = c)A+B= d)A+ B =
3 4 -7 35 -9 3 4 -5 3 4 -9

4.- El producto 34 es:

15 -6 0 15 -6 0 15 -6 0 03 0
a) 34 = b)34 = ¢) 34= d) 34+ B =
3 4 -7 9 12 -9 9 12 -21 00 -21

5.- Indica qué afirmacion es cierta

a) Las matrices 4 y B se pueden multiplicar b) Las matrices 4 y B no se pueden multiplicar
¢) Ambas tienen matriz inversa d) Sus matrices traspuestas son iguales
33 3 1 00 1 2 3 1 3 1
Dadas las matrices C=|3 3 3|(;D=|0 1 O[;E=|4 0 1[(;F={0 0 1
33 3 0 0 1 2 3 4 01 4
6.- La matriz identidad es la matriz:  a) C; b) D; c) E; d) F.
7.- El producto de las matrices E'y F es:
1 6 15 1 5 13 1 6 15 1 6 15
a)EF=|0 13 8 b)EF={0 12 8 c)EF=(0 13 8 d)EF=|4 13 8
2 10 21 2 10 21 2 13 9 2 10 21
8.- La matriz inversa de la matriz F'es:
1 11 -3 -1 0 O -1 0 0 1 0 0
QF =0 -4 1 BYF'=[11 4 1| oF'=|0 4 -1| F'=[12 4 1
0 1 0 3 00 0 -1 0 3 00
9.- La matriz traspuesta de la matriz F' es:
I 11 -3 1 0 -3 1 0 0 1 0 0
a)F'=|0 -4 1 HF =31 0 OF =|0 1 1 dyF' =3 0 1
0 1 0 1 1 0 010 1 1 4
10.- El rango de la matriz C es:
a)3 b) 2 1 d) no tiene
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PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

Video de un problema de selectividad resuelto: Ejercicio selectividad
@@ (EVAU/EBAU). Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. 2022 Este (}\
6: video muestra la resolucion de un problema tipico de selectividad sobre

matrices. Susi Profe.

video https://www.youtube.com/watch?v=E-leSD4psPI

OTROS VIDEOS

https://www.youtube.com/playlist?list=PL-cpa9csvOEVrpgOCATtGkq_ 3PItEIwAJ

% Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afios y
diferentes comunidades autonomas.

=% También en “Problemas resueltos por el alumnado” tienes problemas de derivadas resueltos
por estudiantes de un instituto

MATRICES
De todas las Comunidades Auténomas y todos los aios, incluso de 2024:

https://www.ebaumatematicas.com/matematicas-ccss-ii/

De Andalucia:

https://matematicasiesoja.wordpress.com/wp-content/uploads/2018/08/ejercicios-de-selectividad-

de-matrices-y-determinantes-resueltos.pdf

https://www.emestrada.org/2023-ejercicios-resueltos-selectividad-matrices-y-determinantes-

sociales/
De Madrid:

https://jlmat.es/ datos/2bto/matrices ccss selectividad.pdf

De Santander

https://www.losagustinos.es/wp-content/uploads/2022/09/ejercicios-de-examen-2.pdf

DE SELECTIVIDAD EN GENERAL

https://www.matematicasimmm.com/matemticas-ccss-ii

https://jemiliobasfernandez.iescla.orq/?page_id=3087
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Sistemas de ecuaciones

Indice
1. REPASO: SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES

1.1. ECUACION LINEAL DE DOS INCOGNITAS
1.2. SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
1.3. EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES

2. SISTEMAS GENERALES DE ECUACIONES LINEALES
2.1. DEFINICION DE SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
2.2. SISTEMAS HOMOGENEOS
2.3. SISTEMAS EQUIVALENTES

3. RESOLUCION DE SISTEMAS
3.1. METODO DE GAUSS O DE ELIMINACIONES SUCESIVAS

4. EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

4.1. RESOLUCION DE SISTEMAS MEDIANTE LA MATRIZ INVERSA
4.2. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

4.3. METODO DE GAUSS Y EXPRESION MATRICIAL

4.4. ANALISIS DE UN SISTEMA POR EL METODO DE GAUSS

4.5. PROBLEMAS CON ECUACIONES

Resumen

Se ha considerado un milagro que las Matematicas sean tan utiles para el resto de las Ciencias. Si se
quiere estudiar un fendémeno se construye un modelo matematico que lo explique. Antes del uso de los
ordenadores estos modelos eran casi siempre lineales para hacer posibles los calculos, pues si no lo
eran se simplificaban linealizandolos.

En este capitulo vamos a aprender a resolver sistemas lineales. Lo haremos con sistemas de un numero
pequefio de incdgnitas, pero los mismos procedimientos podriamos utilizar para resolver, por ejemplo,
sistemas con un millén de ecuaciones y de variables. Ahora, de nuevo, debemos utilizar para ello los
ordenadores.

Imagina que estamos trabajando con la red eléctrica de un pais, o las redes telefdnicas, o las posibles
rutas de una compafia de transportes. Toda simplificacion que hagamos en el modelo puede
representar un buen ahorro en tiempo de computacién.

Una buena idea es sustituir los sistemas por sus coeficientes y trabajar con matrices. Otra buena idea es
simplificar esas matrices consiguiendo que muchos coeficientes sean nulos, que es en lo que va a
consistir el método de Gauss. Este método se puede implementar facilmente en un ordenador.
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1. REPASO: SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES

1.1. Ecuacion lineal de dos incégnitas

Una ecuacién lineal con dos incdgnitas, es una expresiéon de la forma
ax+by =c, donde x e y son las incognitas y @, b y ¢ son numeros reales, de
los cuales a a y b se les denomina coeficientes y a ¢ término independiente.

A todo par de numeros (xo, yo) que verifique la expresidon anterior se le
denomina solucidn de la ecuacion.

La representacion grafica de todas las soluciones de dicha expresion serd una
recta.

1.2. Sistema de ecuaciones lineales.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas es una expresion
del tipo:
ax+by=c
{a'x +by=c
Si representamos la grafica de cada ecuacién, obtendremos dos rectas. El
punto de corte de ambas rectas, si existe, serd la Unica solucién del sistema.

Actividades resueltas

x—y=3
4 Resuelve grdficamente el sistema Y
2x+y=6

Si representamos la grafica de cada ecuacidn, obtenemos dos rectas:

Y A\
\
\
\
\
N\ x
/
)4
//
///

Vemos que se cortan en el punto (3,0), que es la solucion del sistema:

(xo,yo)=<s,o>:»{x° -3
Yo =0

Ya

N

Ya

N\

] X

Un sistema de ecuaciones que tiene una Unica solucién se denomina Compatible Determinado.
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Sistemas de ecuaciones

o . x—y=-3
4 Resuelve grdficamente el sistema
2x -2y =-6
En este caso obtenemos dos rectas que se superponen:
Y A .
V4
/
4
y 4
D/ | -
// X
/7

Esto quiere decir que toda solucién de una ecuacidn es también solucién de la otra. El sistema,
en este caso, tiene infinitas soluciones, que son los infinitos puntos de la recta.

Un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones se denomina Compatible Indeterminado.

4 Resuelve grdficamente el sistema Y-y=-3
2x-2y =5
En este caso obtenemos dos rectas paralelas:
Y A
///
//
// >
// X
//
//
//
/

Las rectas NO se cortan en ningun punto, por tanto, el sistema no tiene solucion.

Un sistema de ecuaciones que no tiene solucién se denomina Incompatible.
Podemos formar el siguiente esquema para clasificar los sistemas atendiendo al nimero de soluciones:

. [Determinado (SCD)(tiene una solucién)
Compatibl

Incompatible (SI)(no tiene solucion)

Sistemas Indeterminado (SCT) (tiene infinitas soluciones)
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Sistemas de ecuaciones

1.3. Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

El curso pasado estudiamos tres formas de resolver sistemas de ecuaciones lineales: reduccion,
sustitucidn e igualacién. Resolvamos por reduccién un sistema general de la forma
ax+by=c
a,x+b,y=c,
Si multiplicamos la primera ecuacion por a2 y la segunda por ai:
ax+by=c, a,a,x+a,by =a,c,
—
a,x+b,y=c, a,a,x+ab,y=a,c,
Restamos miembro a miembro:

(a2al —alaz)-x+(a2bl _albz)'y =4a,c, —a ¢, = 0'x+(a2b1 _albz)'y =a,c —ac,

Observamos que si el factor (a,b, —a,b,) es distinto de cero, podemos despejar y como:

y= a,¢ —a,6
a,b, —a,b,
Operando del mismo modo, podemos hallar x:
_ b,c, b,
- a,b, —a,b,

Fijdndonos bien en ambas expresiones, podemos reconocer tanto en el numerador como en el
denominador la forma caracteristica de un determinante, lo que nos lleva al siguiente razonamiento:

ax+by=c

Todo sistema de la forma se puede expresar mediante el producto de matrices:

a, b, (xj_ ¢
a, b, y )

la primera formada por los coeficientes y que se denomina matriz asociada del sistema:
a, b

a,x+b,y=c,

A=

y la matriz de los términos independientes:

Si retomamos las expresiones obtenidas para x e y vemos que necesitamos una tercera matriz:

Combinando 4 e B se obtiene la matriz ampliada:
. (a b lc

A — 1 1 1

a, b,|c,

Con ellas podemos deducir la solucidn del sistema original:

¢, b a ¢
¢, b, a, €
X = e y=-—
a, b a, b
a, b, a, b,
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Sistemas de ecuaciones

2. SISTEMAS GENERALES DE ECUACIONES LINEALES

2.1. Definicion de sistema de ecuaciones lineales
En general se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de
relaciones de la forma:

a,x, + apx, + ... + a,x, = b
a,x, + apx, + .. + a,x, = b,
a,x, + an,x, + .. + a,x, = b,

donde X;,X,, "X, son las incognitas, los nimeros a; son los coeficientes de las incognitas y los b son
los términos independientes.
El conjunto de numeros reales ordenados &, &, , -, &, sera solucion del sistema si satisface todas las

ecuaciones del mismo.
Independientemente del nimero de incégnitas y ecuaciones, estos sistemas pueden clasificarse del
mismo modo que los de (2 x 2):

. [Determinad (S.C.D.)
Compatibl )
Indetermirado (S.C.L)

Incompatible (S.I.)

Sistemas

Ejemplos:
+ Elsistema
xX+y+z=3
2x—y+z=2
x+2y-3z=0
Solo tiene una solucion: x =y =z =1, y es compatible determinado.
+ Elsistema

x+y+z=3
2x—y+z=2
x=2y =-1

Tiene infinitas soluciones; aparte de la anterior: x =y =z = 1, podemos encontrar x = -1, y = 0,
z=4,0x=2,y= 3, z=—Y% y muchas mas. Es, por tanto, compatible indeterminado.
#+ Elsistema

x+y+z=3
2x—y+z=2
x+y+z=4

No puede tener solucién, ya que la tercera ecuacion se contradice con la primera (no pueden
verificarse simultdneamente). Es, por tanto, un sistema incompatible.
La diferencia fundamental estriba en la interpretacion geométrica de los sistemas. Si una ecuacién
lineal en x e y es una recta en el plano, al aumentar el numero de incdgnitas la figura geométrica
cambia, pasando a ser un plano en el espacio de tres dimensiones:
ra-x+b-y+c-z=d
y un hiperplano en dimensiones superiores.
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Sistemas de ecuaciones

2.2. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es HOMOGENEO cuando el término independiente de
todas las ecuaciones es igual a cero; es decir, b, =0 Vi:

anx, + apx, + ... + a,x, = 0
a,x, + apx, + .. + a,x, = 0
a,x, + an,x, + ... + a,x, = 0

Todo sistema homogéneo es compatible, pues tiene al menos una solucién, x; =0 V i.

Se llama solucidn trivial de un sistema homogéneo a la matriz columna:

X, 0
x| |0
X 0

En general, la solucidn trivial no suele tener interés.

Si el sistema es compatible indeterminado se suele trabajar para dejar la solucion en forma
paramétrica, es decir, haciendo que una (o mas) de las incognitas se comporte como un parametro libre
y expresando a las demas en funcién de ella.

Ejemplo:

%+ Flsistema

x+y+z=0
2x—y+z=0
x=2y =0

Tiene infinitas soluciones; aparte de la trivial: x =y = z = 0, podemos encontrar x = -2, y = —1,
z=3,0x=2,y=1,z=-3yes, como antes, indeterminado.

Para expresarlo en forma paramétrica elegimos la incdgnita que se pueda despejar mas
facilmente, en este caso x. Simplemente sumando miembro a miembro las dos primeras
ecuaciones:

x+y+z=0 x+y+z=0
2X—y+Z:0W) 3x +2z=0

x=2y =0 x=2y =0

y podemos despejar y y z en funcién de x:

Il
~

y=3-

X .
, o bien
z=—5-x

N
I
[
~

I
|
o |w
<

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il Capitulo 2: Sistemas Autora: Leticia Gonzdlez Pascual

www.apuntesmareaverde.org.es Revisor: Alvaro Valdés

Textos Marea Verde



Sistemas de ecuaciones

2.3. Sistemas equivalentes

Dos sistemas con el mismo nimero de incégnitas, aunque no tengan el mismo nimero de ecuaciones,
se dice que son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es decir, toda solucién del primero es
solucion del segundo, y viceversa.

Ejemplo:
4+ Los sistemas
x+y+z=3 3x+3y—-2z=4
2x—y+z=2 y x—y—-3z=-3
x+2y-3z=0 x+4y-3z=2

Tiene ambos la misma solucién: x =y =z = 1.

Para pasar de un sistema a otro equivalente, se pueden usar las siguientes Transformaciones de Gauss:
a) Cambiar el orden de las ecuaciones del sistema.
b) Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un mismo numero distinto de cero.
¢) Suprimir una ecuacion del sistema que sea combinacion lineal de las demds.

d) Sustituir una ecuacion por la suma de ella mds otra ecuacion multiplicada por un niumero real
cualquiera.

e) Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de ella y de las restantes, siempre que el
coeficiente de la ecuacion sustituida, en la combinaciodn lineal, sea distinto de cero.

Esta ultima transformacién se conoce como Teorema Fundamental de equivalencia de sistemas.

Ejemplo:

4+ Transformemos el sistema

x+y+z=3 x+y+z=3 x+y+z=3
— = — = - = —
2x—y+z 2TF3) x+2y-3z=0—F=5g7— y—4z=-3
x+2y-3z=0 2x—y+z=2 H2A 3y+z=4
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Sistemas de ecuaciones

3. RESOLUCION DE SISTEMAS

3.1. Método de Gauss o de eliminaciones sucesivas

% METODO DE GAUSS. Método de Gauss para sistemas de ecuaciones lineales,
6: En este video resolveremos un sistema de tres ecuaciones lineales con tres (ﬂ
) -

incognitas aplicando el método de Gauss.

video https://www.youtube.com/watch?v=RBJceTKociQ

Este método consiste en sustituir el sistema dado por otro equivalente, aplicando las transformaciones
de Gauss, hasta conseguir un sistema escalonado, en el cual los coeficientes de las incégnitas que
guedan por debajo de la diagonal del sistema sean nulos. Asi, por ejemplo, del sistema:

— ' ' ’ o
a, X, +a,x, +a;x; =b, aynx, +apx, +a;x; =b)
_ e . . ! 1 _ 1
a, X, +a,X, +a,x; =b, llegariamos al sistema: a5 X, +ayx, =b,
_ ! _ !
a3 X, + a3, X, +ayx; = b, azx; = by

Para resolver el sistema no tenemos mas que ir sustituyendo el valor de la variable obtenida en una
ecuacién en la ecuacién anterior, y asi sucesivamente. Este método nos permite saber, ademas, seguin
las ecuaciones que obtengamos, si el sistema tiene o no solucién y cuantas tiene.

Actividades resueltas
%+ Analicemos el sistema

x—y-2z=-1 x-y-2z=-1 x-y-2z=-1
2x—3y+dz=4—L2H 50 5 182=6 ~y+82=6
Sx—y+3z=16—L20 5 | 4y +13z=21—La0 45z =45

El dltimo sistema, como se ve, es escalonado. De la ultima ecuacién obtenemos que z =1, y
sustituyendo sucesivamente en la segunda y en la primera obtenemos y = 2, x = 3. Se trata de
un sistema compatible determinado (SCD).

+ Analicemos el sistema

x—y+3z=4 x—y+3z=4 x—y+3z=4
2x— y— z= 6—225 y—Tz=-2 y—Tz=-2
3x—2y+2z:10&> y—7Z:_2i) 0=0

En este caso, después de realizar las transformaciones de Gauss, resulta un sistema con dos
ecuaciones y tres incognitas, un sistema compatible indeterminado (SCI).

Se trata de un sistema uniparamétrico, donde una de las incégnitas hace de parametro y puede
tomar cualquier valor. Las otras incégnitas tomaran valores dependiendo del valor que le demos
al parametro. Las soluciones se presentan de la forma:

z=k
x=2+4z
—><x=2+4k
y==2+7z
y=-2+7k

(También podriamos haber observado que la tercera ecuacién es suma de las otras dos)
4 Analicemos el sistema

x—y+z=3 x—y+z=3 x—y+z=3
2x—y+3z=6 —L225 50 y4z=0 y+z=0
4x-2y+6z=9—L0 5 2y 42z=-3 D28 0=-3
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Sistemas de ecuaciones

Como se ve la ultima ecuacién es imposible, por tanto, el sistema no tiene solucién, es un
sistema incompatible (Sl). (También podriamos haber observado que los coeficientes de la
tercera ecuacion son el doble de los de la segunda, pero el término independiente no est3
duplicado, lo que genera un absurdo).

Se ha obtenido en los tres casos tres sistemas escalonados, pero de distinto tipo:

e En el caso A, tenemos tantas ecuaciones como incégnitas, y la ultima ecuacién tiene solucion. Se
trata pues de un sistema compatible determinado (SCD), que tendra una Unica solucion.

e En el segundo caso, sistema B, tenemos mds incdgnitas que ecuaciones. Se trata de un sistema
compatible indeterminado (SCI) y tendra infinitas soluciones. En este caso, las soluciones vienen
dadas en funcion de un solo parametro, aunque puede haber sistemas con mas de un parametro.

e En el tercer caso, sistema C, la ultima ecuacién es imposible, por tanto, el sistema no tiene solucién.
Se trata de un sistema incompatible (SI).

Para discutir el sistema tendremos en cuenta la forma de la Ultima ecuacién transformada:

a\x, +a,x, +...+a, x, =b

' i A
ayx, +...+a,,x, =b;

’ o
..t+a,x, =b

A la hora de despejar x» tenemos tres situaciones diferentes:

0 _ b
a, #0; =X, ="
nn

a x, =b —qa, =b =0, =0-x, =0

nn"n n nn

' ' . — A
a, =0,b #0,=0-x, =b

e Laprimera es trivial y no merece mas explicacion, el sistema puede resolverse.

e En la segunda vemos que cualquier valor de x, satisface la ecuacidn. Por tanto, hay infinitas
soluciones y el sistema es indeterminado.

e Vemos que la ultima es claramente imposible (ningun valor multiplicado por cero puede dar un
resultado diferente de cero) y el sistema es incompatible.

Por tanto, el andlisis de la Gltima ecuacidn queda:
! .
a,, #0; SCD
a x,=b —qa, =b =0; SCI

a, =0,b) #0; SI
Esto es precisamente lo que vimos en los tres ejemplos anteriores y que nos daban lugar a los tres tipos
de sistemas. Por tanto tendremos que ver qué hacen que el coeficiente de x» sea nulo y si esos valores
coinciden o no con los valores que hacen que el término independiente sea nulo.

Actividades propuestas

1. Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los sistemas siguientes:

-x+2y-5z=-3 x=2y+3z=-14 -x+3y—-z=-6 x=9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) 4 —x+3y—-z=10 c¢)< 3x—y+4z=7 d)x+3y—-z=-9
—5x+2y-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+2y+3z=-9 xX—y+z=5
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Sistemas de ecuaciones

4. EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

a,x, + ap,x, + ... + a,x, = b
a,x, + apx, + ... + a,x, = b,
a,x, + a,x, + .. + a,x, = b,

podemos expresarlo como producto de matrices en la forma A-X =B, es decir:

a4 4y, Xy b,
y Ayp 0 Gy || X | b,
aml amZ amn 'xn bm

que se denomina expresion matricial de un sistema.

A recibe el nombre de matriz de coeficientes o matriz del sistema:

a4y a,
A= ay Ay a,,
aml am2 amn

ay  dp a,, | b
A = Ay 4y a,,|b,
aml am2 amn bm
Actividad resuelta
. ] 6x+my=15
<% Plantea matricialmente el sistema
3x+2my =28
) . 6 m)(x 15
Simplemente escribimos: A- X =B = . =
2 2m) \y 8
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Sistemas de ecuaciones

4+ Plantea el sistema cuyas matrices de coeficientes y de sus términos independientes son:

A:[Z a__zlj g B:@

Como A4 y B son matrices de dimensiones (2 x 2) y (2 x 1), la matriz de incégnitas debe ser:

<

Planteamos la ecuacion matricial 4-X = B.
a -2 X 4
A-X=B= . =
a a-1)\y 4
a -2)(x 4 a-x+(=2)-y 4
. = - =
a a-1)\y 4 a-x+(a-1)-y 4

e igualamos los términos de las matrices para obtener el siguiente sistema:
ax— 2y=4

operamos:

A-X=B=
ax+(@-1)y=4
4.1. Resolucion de sistemas mediante la matriz inversa

La expresidon matricial de un sistema de ecuaciones lineales, nos ofrece otro mecanismo de resolucién
del sistema a partir de la matriz inversa de la matriz de los coeficientes:

A-X=B=A"'"A-X=A"B=>1-X=A"B= X=4"'B
Para ello debe cumplirse:

e m =n: el sistema tiene que tener tantas ecuaciones como incognitas, es decir, la matriz de
los coeficientes debe ser cuadrada.

° |A| # 0 : el determinante de la matriz de los coeficientes debe ser distinto de cero, para que
la matriz tenga inversa.
Estas condiciones no son triviales, pues nos muestran las condiciones necesarias para que el sistema
tenga solucién:
Para que un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas tenga solucidn, el nimero de
ecuaciones linealmente independientes debe coincidir con el nimero de incégnitas.
Actividad resuelta
+ Resuelve mediante la matriz inversa el sistema
6x+y=15
3x+2y=8

6 1) (x 15
Escribimos el sistema en forma matricial: A- X =B= . =
2 2)\y 8

Calculando el determinante de 4 vemos que vale |4| = 10, por tanto podemos hallar la inversa:

A_l :( }é _%Oj
-5 %

X - 15 X 1
Multiplicamos por A4™! por la izquierda: X=4"B= ( J =( s A)j ( J :>[ j = (AJ
v) =% % )\8 yv) %
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Sistemas de ecuaciones

4.2. Teorema de Rouche-Frobenius

Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

a,x, + apx, + .. + a,x, b,
a,x, + apx, + ... + a,x, = b,
a,x, + anx, + .. + a,x, = Db,

Para el que las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente:

a, a, - a, ay  a, -oay,|b
go| G G2 T Yo g | f G G b,
aml amZ amn aml am2 amn bm

El teorema de Rouché-Frobenius dice: "La condicidon necesaria y suficiente para que un sistema de m
ecuaciones y n incognitas sea compatible (tenga solucion) es que el rango de la matriz de los

coeficientes sea igual al rango de la matriz ampliada".
Si estudiamos los rangos de las matrices nos podemos encontrar con las siguientes situaciones:
* . . T A =n SCD
rg(A)= rg(A ):> Sist. Compatible — g( )
rg(4)<n SCI

rg(4) < rg(A* ):> Sist. Incompatib le
posible resolver cualquier tipo de sistema de ecuaciones de primer grado, en

361 funcion del rango de la matriz de coeficientes y del rango de la matriz 7/

ampliada, asociadas al sistema. Eduardo Sdenz de Cabezén

El TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS Una cumbre de las matematicas escolares que hace \

video https://www.youtube.com/watch?v=JnutYsGpKIE

Aplicacion a Sistemas Homogéneos:

Un sistema homogéneo tendra siempre solucidn, ya que el rango de A4 sera siempre igual al rango de
A* pues la ultima columna de la matriz ampliada son ceros. La solucion sera unica (la trivial) si el rango
de A es igual al nimero de incégnitas. Y tendra infinitas soluciones si el rango de 4 es menor que el
nuimero de incognitas.

a;;  dp a, |0
A = ay a4y a,,| 0
aml amZ amn 0

Un sistema homogéneo es siempre COMPATIBLE.

Un sistema homogéneo tendra sdlo la solucidn trivial si el determinante de la matriz de los coeficientes
es distinto de cero.
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Sistemas de ecuaciones

4.3. Método de Gauss y expresion matricial
Utilizando las matrices asociada y ampliada podemos simplificar el método de Gauss visto antes.
Ejemplo:

x—=2y+z=3 1 -2 13 1 -2 1] 3 1 -2 113
—x+y-2z=1=|-1 1 =21|—2f 5|0 -1 -1| 4 0 -1 114
F,-2F B+F

2x-3y+z=2 2 -3 2|2)——5|0 1 -1-4)——=—=>{0 0 -2/0
En este sistema la Ultima ecuaciéon, que corresponde a la ultima fila de la matriz, es
—2z=0=2z=0. Por tanto el sistema tiene solucién Unica:
x=2y+z=3 x=-5
—x+y-2z=1=<y=-4
2x-3y+z=2 z=0
El método de Gauss también nos permite discutir los sistemas en funcién de los distintos valores que

tome un parametro determinado ya que, como vimos, es un método para determinar rangos.
Ejemplo:

x+y+az=1 1 1 all 1 1 a 1 1 1 a 1

x+ay+z=1=|1 a 1|1|—LL510 a-1 1-a| 0 0 a-1 l-a 0

ax+y+z=1 a 1 11— 510 1-a 1-a’|l-a)—22 510 0 2-a-a’|l-a

sles . 2 . /
De la dltima ecuacién (2—a—a” )z =1—a deducimos los valores del parametro a que nos pueden

hacer que el sistema tenga o no solucidn, y en el caso de que tenga solucidon de que sea o no una
Unica solucion.
Método de Gauss Jordan para un sistema 5 x 5. MIGUEMATICAS ( \

https://www.youtube.com/watch?v=hwyNaFtZmoM

B
©-
video

4.4. Analisis de un sistema por el método de Gauss
Analicemos de forma genérica un sistema en forma matricial. Comentdbamos antes que estamos
intentando convertir el sistema:

a, X, +a,Xx, +a;x; =b,
Ay X, + 5 X, +ayx; =,
a3 X) + a3 X, + ay,X; = b,
en el sistema equivalente:
ajx, +a;,x, +a;x; =b
aynX, +ayx; =b,
ayxy = by

En forma matricial se trata de convertir la matriz ampliada en:

a, ap a, | b ay  ap a,, | b
! ! ’
x ay Ay | Dy x 0 ay a,,| b,
A = ! — A = !
! !
aml amZ amn bm O 0 amn bm
22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il Capitulo 2: Sistemas Autora: Leticia Gonzdlez Pascual

Revisor: Alvaro Valdés

Textos Marea Verde



Sistemas de ecuaciones

Antes explicamos que para discutir el sistema analizamos la ultima ecuacion. En este caso, analizamos la
ultima fila, y llegamos a dos situaciones diferentes:

e Casol:
a, a, - a,|b
0 a.,, - a |b]
* 22 2 2
A = . ! con a, #0
! !
0O 0 - a,6l|b),

Observamos que los rangos de las matrices 4 y A* son iguales, e iguales al numero de
ecuaciones y todo dependera del nimero de incégnitas.

e (aso 2:
a, a, - a,|b
. 0 a), - a |b]
A = 2 o | D2
0 0 -+ 01b

Observamos que los rangos de las matrices 4 y A* no coinciden.

Recuperemos el ejemplo anterior:

Ejemplo:
x+y+az=1 I 1 all 1 1 a 1
x+ay+z=1=|1 a 1|1|>--—>|0 a-1 l-a 0
ax+y+z=1 a 1 11 0 0 2-a-a’ll-a

. s , . .y 2 .
Analizamos el dltimo término, que corresponde a la ecuacién (2—a—a”)z=1—a, y deducimos

los valores del pardmetro a que nos pueden dar una solucién vdlida. Como vimos, todo depende
de cuando ese parametro es nulo, por tanto:

2—-a-a’=0=
a=-2
Con lo que deducimos:

o Sia#ly a#-2 el sistema es compatible determinado (SCD), ya que el coeficiente de z es
distinto de cero, y
l1-a
Z=——
2—a-a
e Si a=1, la ultima ecuacién es de la forma 0 = 0 (en este caso también la segunda ecuacién)
por lo que el sistema tiene infinitas soluciones.

En este caso se trata de un sistema biparamétrico, dos de las incognitas hacen de pardmetros y
la tercera toma valores en funcidn de ellas (SCl).

e Si a=-2, la dltima ecuacién queda 0 = 3, por lo que es imposible y el sistema no tiene
solucidn (SI)
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Sistemas de ecuaciones

4.5. Problemas con ecuaciones

Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena tienen un total de 15 000 seguidores en

una red social. Si Jimena perdiera el 25 % de sus seguidores todavia tendria ( \
en triple de seguidores de Sara. Ademas, la mitad de los seguidores de Sara >
6: mas la quinta parte de los de Cristina suponen la cuarta parte de los
seguidores de Jimena. Calcula cuantos seguidores tiene cada una de las tres amigas

https://youtu.be/p4XUvZIKANU

video

En este tema es fundamental saber plantear un problema a partir de un enunciado de texto. La clave
para ello es saber LEER y TRADUCIR adecuadamente toda la informacién que se da en un problema,
ESCRIBIENDO correctamente lo que estamos leyendo. Nunca se escribe demasiado y nunca un problema
estd demasiado explicado a la hora de intentar resolverlo.

Ejemplo:

#+ Una determinada empresa hace una prueba de seleccién que consiste en un test de 90
preguntas. Por cada acierto dan 6 puntos, por cada fallo quitan 2.5 puntos y por cada
pregunta no contestada quitan 1.5 puntos. Para aprobar hay que obtener por lo menos 210
puntos. ¢Cudntas preguntas hay que contestar
correctamente para obtener los 210 puntos y que el
numero de aciertos mds el de preguntas no
contestadas sea igual al doble del numero de fallos?

Empezamos definiendo (y lo escribimos claramente):

Xx =n?2 de preguntas contestadas correctamente
y = n2 de preguntas contestadas erréneamente
z=n2 de preguntas no contestadas

A continuacién, vamos troceando el problema:

e El test consta de 90 preguntas, por tanto
deducimos que: x + y + z = 90

e Por cada acierto dan 6 puntos, por cada fallo quitan 2.5 puntos y por cada pregunta no

contestada quitan 1.5 puntos: 6x—2.5y—-15z=210
e Para que el nUmero de aciertos mas el de preguntas no contestadas sea igual al doble del nimero
de fallos: X+z=2y=>x-2y+z=0
x+y+z=90
Planteamos el sistema: {6x — 2.5y — 1.5z = 210
x—2y+z=0

y, desde este momento, sélo tenemos que aplicar lo aprendido en el tema:
e Planteamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.

e Resolvemos con el método de Gauss.

Actividad propuesta
2. Resuelve el sistema anterior y comprueba que el aspirante deberd contestar 50 preguntas
correctamente, 30 erroneamente y dejar 10 preguntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.
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Sistemas de ecuaciones

CURIOSIDADES. REVISTA

Ferdinand Georg Frobenius

Ferdinand Georg Frobenius nacié en el lujoso
barrio berlinés de Charlottemburg el 26 de
octubre de 1849, hijo de un pastor protestante, y
murié en Berlin, el 3 de agosto 1917.

Estudié en Joachimsthal Gymnasium en 1860
donde se gradud, fue a la universidad de
Gottingen, y siguid sus estudios en la universidad
de Universidad Humboldt de Berlin donde obtuvo
su doctorado con una tesis sobre la soluciéon de
las ecuaciones diferenciales bajo la direcciéon de
Karl Weierstrass.

Fue profesor en distintos sitios, en Berlin, Zirich...

Matematico aleman reconocido por sus aportes a
la teoria de las ecuaciones diferenciales y a la
teoria de grupos; y su aportacion al teorema
F.G. FROBENIUS planteado por Eugene Rouché que conoces con el
nombre de teorema de Rouché-Frobenius.

= )8

El matemadtico Frobenius en 1905 discrepd del teorema, tanto del enunciado por Rouché
como del enunciado y demostrado por Fontené y propuso una demostracion alternativa.

o)

Otras obras suyas en el campo del algebra han contribuido a establecer la llamada ley de
reciprocidad de Frobenius y los grupos de Frobenius, versando principalmente en la teoria
algebraica de los grupos finitos y la sistematizacion del algebra mediante procedimientos de
l6gica matematica y axiomatica.

/Elnombre de teorema de Rouché - Frébeniusse\
\_/ g debe al matematico espafiol Julio Rey Pastor.

TN
/ Cuadrados magicos \ A » \

8 1 6 Se pueden usar sistemas de 17|24 @ g |15
3 ecuaciones para confeccionar
cuadrados magicos. &3 5‘- 71416
4 9 2 En un cuadro de Durero y en la 4 613|202z
Sagrada Familia de Barcelona O(12119(211] 3
tienes un cuadrado mégico. ) 7
k / 11(15|208| 2 |9
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Sistemas de ecuaciones

RESUMEN

Se denomina sistema de m ecuaciones lineales
con n incégnitas al conjunto de relaciones:

a,x, + a,x, + + a,x, = Db xX+y+z=3
Sistema de
) . a,x, + apx, + + a,x, = b, 2x—y+z=2
ecuaciones lineales . . ) .
x+2y-3z=0
a,x, + a,x, + .. + a,x, = Db,
. Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es x+y+z=0
Sistema . e .
. ) homogéneo cuando el término independiente 2x—y+z=0
omogéneo : :
de todas las ecuaciones es igual a cero. X+2y-32=0
Dos sistemas con el mismo numero de
incégnitas, aunque no tengan el mismo nimero x+y=3 X+2y=35
Sistemas de ecuaciones, se dice que son equivalentes si ) 0 y<2x—-2y=-2
. . . . X—y=
equivalentes |tienen las mismas soluciones, es decir, toda Y 3x—y=1

solucién del primero es solucién del segundo, y
viceversa.

Verificanx=1;y=2

Expresion matricial
de un sistema

Todo sistema puede expresarse como producto
de matrices en la forma 4 X = B:

a; 4y a, Xy b,
a; dp Qon || X2 | _ b,
aml amZ amn xn bm

6x+y=15
3x+2y=8

A-X=B=

( JH

Resolucion por
inversa

A X=B=A'"A4-X=A'B=I-X=A"B= x=4"'B

Teorema de
Rouché-Frobenius

El teorema de Rouché-Frébenius dice: "La condi-
cién necesaria y suficiente para que un sistema de
m ecuaciones y n incégnitas sea compatible (tenga
solucion) es que el rango de la matriz de los coefi-
cientes sea igual al rango de la matriz ampliada".

)= (507 3

rg(A) < rg(A*):> S.I.

o

Video de un problema de selectividad resuelto: Examen Selectividad UIB

Matematicas CCSS. Baleares * Junio 2020 Modelo 2 ALGEBRA. Llas
Matematicas de Jalon

®

https://www.youtube.com/watch?v=Id2LvvjBvFM&list=PL3v2dgnQ47vwZewYa_5i 4md

video

hyViN1c d&index=1
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Sistemas de ecuaciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacion o de Gauss:
-x+2y—-5z=-3 x—-2y+3z=-14 -x+3y—z=-6 x=9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) { —x+3y—z=10 «¢)4 3x—y+4z=7 d){x+3y—-z=-9
—5x+2y-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+6y—z=-9 xX—y+z=5
2. —Dados los sistemas:
2y ——
—4x+3y=-5 2x—y=-4y y+2z=-3
a ) c)y 2x+y =3
3x—4y=2 5+2y=3x

x+3y—4z=3

a) Exprésalos en forma matricial y utiliza el método de Gauss para resolverlos.
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa.

3. — Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:

—2y=-2
—2x+y=-3 —dx—6y=—6 3x=2y
a b c) {9x—6y=6
6x-3y=9 -2x+3y=-3
6x+4y=3
4. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de Gauss:
—x—2y+3z=6 2x-3y+z=-29 x+y+z=1 3x+2y+z=1
a)<3x—4y+2z=7 b)q 3x+y-5z=21 c) 2x+3y—4z=9 d)<5x+3y+4z=2
dx+y—z=-1 —-x+2y—-4z=32 x—y+z=-1 x+y—z=1
5. — Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible:
2x+3y—-4z=1 Sx+4y+2z=0
a) 4x+6y—az=2 b)2x+3y+z=0
x+y+az=10 4x—y+m22:m—l

6. —Dado el sistema
(a+2)x+(a—l)y—z =3
ax—y+z=3
x+ay—z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.

b) Resuélvelo para el caso a = —1.

7.— Dadas las ecuaciones:
6x—-9y+2z=35
{2x—3y+z =4
se pide:
a) Aflade una ecuacién para que el sistema resulte ser incompatible.

b) Afiade una ecuacién para que el sistema resulte ser compatible determinado.
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Sistemas de ecuaciones

8. —Dado el sistema de ecuaciones

2x+3y—z=-2
{x+2y+22 =1
se pide:
a) Discute y resuelve, cuando sea posible.
b) Afiade una ecuacidn lineal para que el sistema resultante tenga:
i) una solucion
ii) muchas soluciones

iii) no tenga solucién

9. — Discute y resuelve cuando sea posible los siguientes sistemas homogéneos:

x+y+3z=0 2x-y+3z=0 y=x+3z-y
a) 1 —2x—-3y+z=0 b)<2y—-z=0 C){x=z-2y+x
3x+2y+4z=0 -2x+3y—-4z=0 z=x—-2y-2z

10. — Sean las matrices

A_x 1 B 1 Co y—2 De 3x
S om) T =y) T =m ) _4x'E:(1 4

a) Calcula cada uno de los tres productos 4-B, E-D, D-E.

b) Si C—-2AB =-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incdgnitas (representadas por x, y) en
funcion de m. éPara qué valores de m el sistema tiene soluciéon? ¢Es siempre Unica?

11. — Sean las matrices

12.

13.

14.

x 0 0 1 0
x 0 z

A=[0 0|, B= ,C=|0 -y —z|,D=|1|,E=|a
0 y O

0 O 0 1 a

a) Sabiendo que (4B -C)D =2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas
(representadas por x, y, z) en funcién de a.

b) ¢Para algun valor de a el sistema tiene solucion uUnica?
¢) Paraa = 0 encuentra una solucion del sistema con z = 0

— El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10
euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7 000 €. Averigua el
nuimero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y
de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20 euros.

— Se dispone de tres billeteras A, By C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si pasamos
5 billetes de B a A, el nUmero de billetes en ésta es igual a la suma de los otros dos, pero si pasamos
10 billetes de A a C, el nimero de billetes en ésta también es igual a la suma de los otros dos.
Averigua cudntos billetes hay en cada billetera si se sabe que en total hay 1 550 euros.

— La suma de las tres cifras de un numero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las
decenas mas las centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nUmero aumenta en 594 unidades.
¢De qué numero se trata?
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Sistemas de ecuaciones

15. — Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test
de 60 preguntas. Por cada acierto se daran 5 puntos, por
cada fallo se quitaran 2 puntos y por cada pregunta no
contestada se quitara 1 punto. Para aprobar hay que
obtener por lo menos 150 puntos. éCudntas preguntas
habrda que contestar correctamente para obtener los150
puntos y que el numero de fallos mas el quintuple del
numero de preguntas no contestadas sea igual al numero
de aciertos?

16. — En el mercado podemos encontrar tres alimentos
preparados para gatos que se fabrican poniendo, por kilo,
las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

e Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura

e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura

e Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura

Si gqueremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de

alimento, équé porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para
obtener la proporcion deseada?

17. — Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70
anos, que hace cuatro afios la edad del padre era siete veces la edad de la hija y que dentro de
quince afios la edad de la hija serd la cuarta parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

18. — Una persona invirtio 72 000 € repartidos en tres empresas y obtuvo 5 520 € de beneficios. Calcular
la inversién realizada en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversidn que
en la Ay Cjuntas, y que los beneficios de las empresas fueron del 10 % en la empresa A, el 8 % en la
empresaByel5% enlaempresaC.

19. — Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el
de la clase C que cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg.
¢Cuantos kg de cada clase se deben poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo, mas
el tercero?

20. — Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 afios la edad de la
madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aguel momento, que dentro de 10 anos la
edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando el
hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afos.

21. — En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos,
mientras que los de otra mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) ¢Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?
b) Con los datos que se dan, é¢se puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
% Video de un problema de selectividad resuelto: Discutir y resolver un
sistema. En este video haremos el ejercicio B.1, del modelo #EVAU 2022 >
de Matematicas Aplicadas a las CCSS.
https://www.youtube.com/watch?v=aYqgAJQp8SRxY
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Sistemas de ecuaciones

22.

23.

— En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y
anticaspa. Se sabe que el precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3
euros. Se desconoce el precio al que se vende el anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido
por las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros y el dinero obtenido en
ventas con el champu normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto.
Ademads, el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo
que el que hubiera obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion del precio desconocido del champu anticaspa, que
puedes llamar por ejemplo m) donde las incognitas ( x, y, z) sean las unidades vendidas el mes
pasado de cada tipo de champu.

b) ¢Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la
compatibilidad del sistema?

c) Si se sabe que el numero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del
apartado (b) para calcular las unidades vendidas de los otros 2.

— En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres
estaciones de servicio (A, B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha
sido de 1.20 euros/litro y el precio de la gasolina en B de 1.18 euros/litro, pero ha olvidado el precio
en C. (Supongamos que son “m” euros/litro). También recuerda que:

- lasuma del gasto en litros de gasolina en las estaciones A y B superé en 46.80 € al gasto en C.
- el numero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.
- el gasto de litros en A super6 al de B en 12.60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de "m”) para determinar los litros consumidos en
cada gasolinera.

b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcién de “m”. {Puedes dar algun precio al que sea
imposible haber vendido la gasolina en la gasolinera C?

Video de un problema de selectividad resuelto: Se considera el siguiente sistema de ecuaciones

% dependientes del parametro real a: ( \
: ax—-2y+(a—-1)z=4 >
) -

—2x+3y—-6z=2..

video —ax+y—6z=6

a) Discuta el sistema segun los diferentes valores de a.

b) Resuelva el sistema para a = 1.

https://youtu.be/aGJuoPVALdI

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afos y
diferentes comunidades auténomas.

También en Problemas resueltos por el alumnado tienes problemas de sistemas resueltos por
estudiantes de un instituto
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Sistemas de ecuaciones

PROPUESTOS EN SELECTIVIDAD

(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

()

(3)

X+y+z=6

x-2y+2z=5

2x-y+z=11
a) Obtén su matriz de coeficientes.

b) Calcula el determinante de la matriz anterior.
c) Sin resolver el sistema, razonar si tendrd solucién uUnica.

En el primer curso de un centro de la Universidad de Oviedo se han matriculado 352 alumnos

divididos en tres titulaciones distintas. En la tercera titulacion hay la tercera parte de alumnos que

en la primera, y la diferencia de alumnos que hay entre la primera titulacién y la segunda es inferior

en dos alumnos al doble de los alumnos que hay en la tercera.

a) Establece un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del niumero de
alumnos en cada titulacién, y obtenga el nimero de alumnos que hay en cada titulacion.

b) Calcula el determinante de la matriz del sistema.

En un partido de baloncesto femenino, el equipo de la Universidad de Oviedo gand al de otra
universidad espafola con un marcador 64 a 48. El marcador obtenido por el equipo ganador se
consiguié mediante canastas de dos puntos, triples (canastas de tres puntos) y tiros libres (canastas
de un punto). El nimero de tiros libres fue dos mas que cinco veces el numero de triples. Ademas,
el numero de canastas de dos puntos fue dos mas que el nimero de tiros libres.

a) Plantea el sistema de ecuaciones resultante de lo anterior.

b) Escribe la matriz ampliada del sistema obtenido en a).

c) éCuantas canastas de cada tipo metid el equipo de la Universidad de Oviedo?

(4) Cada accién de BBA ha dado una ganancia de 6 euros y cada accion de NKO ha dado una ganancia de

m euros. Un inversor habia comprado acciones de ambos tipos, lo que le supuso una ganancia total
de 800 euros, pero esta arrepentido de su inversidn, porque si hubiese comprado la mitad de
acciones de BBA y el doble de NKO, su ganancia total habria sido de 1150 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incégnitas x e y sean el nUmero de
acciones compradas de cada tipo. Basdndote en un estudio de la compatibilidad del sistema,
éexiste algun valor de m para el que el sistema tenga mas de una solucion?

b) Si la ganancia por cada accién de NKO fue de 5 euros, écuantas acciones de NKO habia
comprado?

(5) Una tienda vende bolsas de caramelos a 2 euros cada una y bolsas de gominolas a 4 euros cada una.

La recaudacion de un determinado dia por estos dos conceptos ha ascendido a 200 euros y se sabe
gue el numero de bolsas de caramelos que han vendido ese dia es m veces el nimero de bolsas de
gominolas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcidon de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de
bolsas de cada tipo que se han vendido ese dia. Basandote en un estudio de compatibilidad del
sistema anterior, ées posible que se hayan vendido el doble de bolsas de caramelos que de
gominolas?

b) Suponiendo que se han vendido el triple de bolsas de caramelos que de gominolas, écuantas
bolsas de gominolas se han vendido?
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Sistemas de ecuaciones

(6) Un tren realiza un viaje directo entre dos capitales. El viaje lo realiza por dos tipos de vias, por la
primera circula siempre a 100 Km/h y por la segunda circula siempre a m Km/h. El recorrido total
del viaje es de 1 240 Km y la duracién del mismo es de 11 horas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funciéon de m) donde las incégnitas x e y sean el numero de
horas que circula por cada tipo de via. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema
anterior, ées posible que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via sea también de
100 Km/h?

b) Suponiendo que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via es 120 Km/h, écuanto
tiempo ha estado circulando por el primer tipo de via?

(7) Una academia de idiomas da clases de espafiol a un total de m alumnos, entre los de nivel basico y
los de nivel avanzado, con los que recauda 3000 euros. Los alumnos de nivel bdsico pagan m euros
al mes, mientras que los de nivel avanzado pagan el doble.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcidn de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de
alumnos de cada tipo en las clases de espafiol de la academia. Basdandote en un estudio de
compatibilidad del sistema anterior, ées posible que los alumnos de nivel basico paguen 40
euros al mes?

b) Si los alumnos de nivel basico pagan 50 euros al mes, ¢cuantos alumnos de nivel avanzado hay?

(8) Juan y Luis son dos amigos que en total tienen 10 hijos. Un tercer amigo, Javier, tiene m hijos mas
gue Juan y m veces los de Luis.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcidon de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de
hijos de Juan y Luis. ¢Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucidon? En caso de existir
solucion, ées siempre Unica?

b) Si Javier tiene el doble de hijos que Luis, écuantos hijos tiene Luis?
(9) Un grupo de personas se reune para ir de excursion, juntandose un total de 20 entre hombres,

mujeres y nifios. Contando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del nimero de
nifios. Ademas, si hubiera acudido una mujer mas, su niumero igualaria al de hombres.

a) Plantear un sistema para averiguar cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursion.
b) Resolver el problema.
(10) Considere el sistema
ax—ay+z=2
3x+2y-2z=a
—ax+3y—z=2
a) Estudie su compatibilidad segun los distintos valores del nimero real a.

b) Resuélvalo, si es posible, en el caso a =1.
(11) Dado el sistema

(a—l)x+2y+(a—1)z:1+a
(a+1)y—(a+l)z:2
xX+y+az=a

a) Estudie su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvalo cuando a=0.
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Sistemas de ecuaciones

(12) La matriz ampliada asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales es:

1 1 1 2
A=2 -1 40
-1 1 25

a) Obtener las ecuaciones del sistema.
b) Calcular el rango de la matriz formada por los coeficientes del sistema.

c) Sin resolver el sistema, deducir razonadamente si admite soluciones y en qué nimero.

1 2 1 1
(13) La matriz de los coeficientes de un sistemaes |1 4 ¢« |V ladetérminosindependientes | 1
1 4a 1 2a

a) ¢Para qué valor o valores de «a el sistema no tiene solucién?

b) Para cierto valor de a un individuo encontré 2 soluciones del sistema. ¢Cuanto valia a? ¢Tenia
mas soluciones el sistema?

¢) Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga solucién unica y, para dicho valor,
resuélvelo.

(14) Sean las matrices

x 1 { z 1
A=|2x -1| , B :( ] , C=2z| y D=|0
-x 1 -z %
donde x, y, z son desconocidos.
a) Calcular las matrices (4-B) + Cy 3D

b) Sabiendo que (4B )+ C = 3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrar los valores de x,
V, Z.

c) Estudiar la compatibilidad del sistema ¢ Cuantas soluciones tiene?
d) Encontrar, si es posible, una solucion.

(15) Sean las matrices

-1 2 -1 0 0
A=| 1 1 2 B=|a C=|0
3 -3 a a 0

donde a es desconocido.

a) Sea el sistema de 3 ecuaciones con tres incégnitas cuya matriz de coeficientes es 4 y de términos
independientes B. iPuede para algun valor de a no tener solucion este sistema? ¢Para qué
valores de a el sistema tiene solucién unica?

b) Si la matriz de coeficientes es 4 pero la de términos independientes es C, ées posible que para
algun valor de a el sistema no tenga solucién? Encuentra un valor de a para el que el sistema
tenga mas de una solucién y calcula dos de ellas.
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Sistemas de ecuaciones

(16) Sean las matrices

I 2 T ) R poid !
fou - ob) el - o) oo

a) Calcula cada uno de los tres productos 4B, D-E, E-B.

b) Si AB+C = D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en
funcion de m. ¢Para qué valores de m el sistema tiene solucidn? ¢Es siempre Unica?

i)+l

a) Si AB—C =D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en
funcién de a.

(17) Sean las matrices

b) éPara qué valores de a el sistema tiene solucidn? ¢Es siempre Unica? Encuentra una solucidn para
a=1lcon y=1

(18) Sean las matrices

a 1 N 1 z
A=|1 a Bz(j c={1| yv D=|z
1 0 ’ 0 p

a) Sabiendo que 4B = 2C — D, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas
por x, y, z) donde a es cierto valor desconocido.

b) Si se supiera que el sistema tiene solucidn, ¢ podriamos descartar algun valor de a?
c) Si se supiera que el sistema tiene solucién Unica, ¢ podriamos descartar algun valor de a?

d) ¢Hay algun valor de a para el que el sistema tenga mas de una solucién?

(19) Sean las matrices

1 1 x 0 0 1 0
x 0 z
A=|0 0| , B= , C=|0 -y —-z| , D=|1| , E=|a
0 y O
1 1 0O o 0 1

a) Sabiendo que (4B - C)D = 2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas
por x, y, z) en funcién de a.

b) ¢ Para algun valor de « el sistema tiene solucién Unica?

c) Para a = 0 encuentra una solucion del sistema con z # 0

(20) Halla todas las soluciones de un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas del que se
conoce que (1,0,0), (0,2,0)y (0,0,3) son soluciones y el rango de la matriz de los coeficientes es ma-

yor o igual que uno
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Sistemas de ecuaciones

AUTOEVALUACION

xX+y+z=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {x +2z+ 2y =15
2y—x+z=11

1.- Su matriz de coeficientes es:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a)|l1 -2 2 b)] 1 -2 2 g1 2 =2 d|1 2 2
2 -1 1 -1 2 1 2 -1 1 -1 2
2.- Su matriz ampliada es:
1 1 116 1 1 1]6 1 1 16 1 1 1]6
a1 -2 2|5 b)| 1 -2 2[{5]| ¢l 2 =2{5| d|1 2 2|5
2 -1 1]11 -1 2 111 2 -1 1 (11 -1 2 1|11

3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:

1 1 1|6 1 1 1/6 I 1 1]6 I 1 1|6
a)|0 3 —1]1 b){o -3 1|-1| ¢)|0 1 -=-3|-1] d)jo 1 1]|-1
0 0 0|2 0 0 316 0 0 -10/-4 0 0 -1{20

4.- El sistema es:
a) compatible determinado b) compatible indeterminado c) incompatible  d) tiene tres soluciones
2x—y=-4y
Dado el siguiente sistema de ecuaciones
5+2y+z=3x

5.- Su forma matricial es:

0 NS O IC G A W

6.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible determinado

a)3y+2x=7 b) x-—y=7 C) —x+5y+z=-5 d) -3x+2y+z=7
7.- Al aiiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible indeterminado

a)3y+2x=7 b) x—y=7 C) —x+5y+z=-5 d -3x+2y+2z=7
8.- Al afiadir la ecuacidn indicada el sistema es incompatible

a)3y+2x=7 b) x-y=7 C) —x+5y+z=-5 d x+y+z=7

9.- Indica la afirmacién que es correcta:
a) Los sistemas homogéneos tienen siempre infinitas soluciones.
b) Dos sistemas son equivalentes si coincide alguna de sus soluciones.
c) Un sistema es compatible si y sdlo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el
rango de la matriz ampliada.
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Sistemas de ecuaciones

PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

Video de un problema de selectividad resuelto: Ejercicio selectividad
(EVAU/EBAU). Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. 2019. Este ( \
video muestra la resolucion de un problema tipico de selectividad sobre >
resolucidn de sistemas. Zaragoza.

video https://www.youtube.com/watch?v=wk9nVAsCOWI

OTROS VIDEOS

https://www.youtube.com/watch?v=C-sxN8sylWA

https://www.youtube.com/watch?v=_BipxG8u-LE

https://www.youtube.com/watch?v=iMCkKatIAw8

https://www.youtube.com/watch?v=ILPcHVAqY80

https://www.youtube.com/watch?v=m5 _QOAPg4yI

https://www.youtube.com/watch?v=_or4vD8QpB0

“% Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afios y
diferentes comunidades autonomas. También en “Problemas resueltos por el alumnado”
tienes problemas de derivadas resueltos por estudiantes de un instituto

SISTEMAS DE ECUACIONES
De todas las Comunidades Auténomas y todos los aios, incluso de 2024:

http://www.sequndoperez.es/Selectividad/ccssii/01_Sistemas_ecuaciones.htm

De Aragon:

https://www.ebaumatematicas.com/wp-
content/uploads/2022/11/20BachCCSS Ejercicios EBAU Espana-Sistemas.pdf

De Madrid:

http://www.musat.net/web 2bach/Selectividad/SelectividadCSsol porMat.pdf

De Santander

https://www.losagustinos.es/wp-content/uploads/2022/06/Sistemas-de-ecuaciones-lineales-2-1.pdf
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Programacion lineal
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4.2. PROBLEMA DE DIETAS
4.3. PROBLEMA DE TRANSPORTE

Resumen

Nos adentramos en el tema mdas moderno de todos los que se imparten en la asignatura de
Matematicas en el instituto. La programacion lineal es una técnica matematica desarrollada durante la
Segunda Guerra Mundial para reducir los costes de gestion y, como tal herramienta militar, se mantuvo
en secreto hasta pocos anos después del final de la guerra. Una vez liberado a la sociedad, es empleado
por practicamente todas las grandes empresas.

En este capitulo hablaremos de problemas simples con dos variables (X e Yy), si bien en la realidad se
encuentran sistemas de mas variables. En ese caso el procedimiento es complejo y se resuelve con
medios informaticos, bien por el Método Simplex ideado por G. B. Danzig en 1951 o, mads recientemen-
te, con el algoritmo Karkamar o método del punto interior, desarrollado en 1984 por el matematico
indio Narenda Karmarkar y que suele ser mas eficiente que el Método Simplex.
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Programacion lineal

1. INECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Una inecuacidn lineal con dos incognitas es una expresion en la que dos expresiones lineales estan
relacionadas entre si por una desigualdad.

En su forma reducida podemos encontrar cuatro tipos de inecuaciones lineales:
ax+hby<c ax+hby>c ax+by<c ax+by>c
Las dos primeras se denominan desigualdades estrictas y |las dos Ultimas desigualdades amplias.

El método habitual para resolver las inecuaciones lineales es el método grafico. La ecuacion resultante
de convertir la desigualdad en una igualdad:

ax+by=c

es una linea recta, y su representacion grafica divide al plano cartesiano en dos semiplanos:
Ya

N

Es trivial deducir que una de esas dos regiones cumplird que ax+by <c o que ax+by > c, por tanto:

La solucién de una inecuacidn seran las coordenadas de los puntos (Xo, Yo) que verifican la desigualdad
algebraica, y pertenecen a uno de los dos semiplanos definidos al representar la recta cuyas
expresiones lineales a ambos lados de la igualdad coinciden con las de la inecuacién planteada.

El semiplano solucién puede ser abierto (no contiene a la recta) o cerrado (contiene a la recta) segun la
desigualdad sea estricta o no, respectivamente.

Desde el punto de vista practico existen dos formas de averiguar qué semiplano representa la solucion
de la inecuacion:

1. Tomamos un punto cualquiera del plano y vemos si sus coordenadas cumplen la inecuacion.

Si la cumplen, el semiplano donde se encuentra dicho punto serd el conjunto solucion de la
inecuacion. Si no es asi, la region solucion sera el otro semiplano.

2. Analizamos los signos de los coeficientes y el sentido de la desigualdad:

Desigualdad: ax+by<c ax+by<c ax+hby>c ax+hby>c
a>0 A laizquierda de la recta A la derecha de la recta
a<o A la derecha de la recta A laizquierda de la recta
b>0 Por debajo de la recta Por encima de la recta
b<0 Por encima de la recta Por debajo de la recta

Basta con analizar un Unico signo, siendo mas facil analizar los coeficientes positivos.
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Programacion lineal

Actividad resuelta
+ Representa la regién solucién de la inecuacion 2x —y > 3.

Dibujamos la recta 2Xx—Yy =3. Si damos dos valores cualesquiera a una de las dos incégnitas y
despejamos la otra, tenemos las coordenadas de dos puntos de la recta, y la representamos:

x - =y -y =P;:(0,-3); Py (2,1)

2x—y>32x—y=3—>{y=1_,2x_1=3_>2x=4—>x=2

Determinamos ahora el semiplano solucion:

Método 1: Tomamos un punto que no esté sobre la recta, por ejemplo (0, 0), que estd a la
izquierda de la recta. Sustituimos sus coordenadas en la inecuacién:

2.:0-0=0<3

Vemos que no cumple la inecuacidn pues deberia ser mayor que 3, por lo que este punto
no pertenece al conjunto solucién. Es decir, la solucién de la inecuacién es el otro
semiplano, en el que no esta el punto elegido (el de la derecha).

Método 2: El coeficiente de X es positivo y la desigualdad apunta hacia la derecha, por lo
gue el semiplano solucién es el de la derecha.

Finalmente, decidimos que la recta no forma parte de la solucién porque la desigualdad es
estricta y, por tanto, la regién solucion es:

Actividad propuesta

1. Representa la solucidn grafica de las inecuaciones siguientes:
X+2y<3 -X+3y>4 2X—-y <=2 -X-y=0

Indica en cada caso si el recinto solucion es abierto o cerrado.
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Programacion lineal

2. SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES

Un sistema de inecuaciones lineales con dos incégnitas es el conjunto de dos o mas inecuaciones que
deben cumplirse a la vez.
Para resolver un sistema de inecuaciones lineales se procede de la manera siguiente:

e Se resuelve cada inecuacién por separado, es decir, se encuentra el semiplano solucién de cada
una de las inecuaciones.

e El conjunto solucion del sistema, también llamado region factible, estd formado por la
interseccion o region comun de las soluciones de todas las inecuaciones.

Actividades resueltas

4+ Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:

x>0 x>0 X>0
a)<y>0 b) Jy>0 c)qy>0
X+2y<8 2X+3y>6 X+y<-1

e En cada uno de los casos representamos las rectas asociadas a cada inecuacién.

e Buscamos para cada una de las inecuaciones su semiplano de soluciones y, por ultimo, la
region comun a todos los semiplanos.

En las representaciones graficas siguientes puede verse la regién factible o region de soluciones
de los sistemas (en verde la solucién de la inecuacion lineal, en azul la regidn factible):

1

a) Solucién acotada b) Solucién no acotada c) No posee solucion.

En los ejemplos anteriores podemos ver los tres tipos de soluciones que podemos encontrar:

1. Solucién acotada. Los puntos de la region factible estan encerrados por un poligono convexo.
2. Solucion no acotada. La regidn solucidn se extiende hasta el infinito.
3. Sin solucidn. Las condiciones no pueden satisfacerse simultaneamente.

Actividad propuesta

2. Representa la regidn factible de los siguientes sistemas de inecuaciones:

X>0 X<0 X>0 X<0
y>0 y>0 y<0 y<0
X+2y2>3 X—y>-1 2x+y<l1 X+y>1

Indica en cada caso si la solucion es acotada, no acotada o no existe solucion.
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Programacion lineal

3. PROGRAMACION LINEAL
Programacion Lineal: Funcion Objetivo, Restricciones y Region Factible. En (ﬂ

% este ejercicio de programacion lineal, se pretende maximizar y minimizar una
6: funcion objetivo que estda sujeta a unas restricciones que determinan

finalmente una region factible. Mates con Andrés

video https://www.youtube.com/watch?v=6nebxpHnp9g

3.1. Definicion

Se llama programacion lineal, o también programa lineal, a la formulacidn algebraica que pretende
optimizar (maximizar o minimizar) una funcion lineal de varias variables, sujeta a una serie de
restricciones, también lineales.

La funcidn lineal a optimizar se denomina funcién objetivo, y las restricciones se expresan mediante un
sistema de inecuaciones lineales que debemos resolver.

La expresion general de un problema de programacion lineal en dos dimensiones es, por tanto:
Funcion objetivo: f(x, y) =aXx + by — Maximo o minimo
ax+by=c

o a,X+b,y#c
Restricciones: 2 2 2

aX+b.y=c,

donde la desigualdad representada por # puede ser de los cuatro tipos explicados antes (>, <, < 0 >).
Tipicamente una de las restricciones es que los valores sean positivos, es decir: x>0ey > 0.

La solucion factible que hace éptima (maxima o minima, seguin se desee) la funcion objetivo, se llama
solucidn optima, y siempre se encuentra en la frontera de la regidn factible.

3.2. Teorema fundamental de la programacion lineal

En un programa lineal con dos variables, si existe una solucién Unica que optimice la funcién objetivo,
ésta se encuentra en un punto extremo (vértice) de la region factible acotada, nunca en el interior de
dicha region.

De este teorema obtenemos dos consecuencias:

e Silafuncién objetivo toma el mismo valor éptimo en dos vértices, también toma idéntico valor en
los puntos del segmento que determinan.

e En el caso de que la region factible no sea acotada, la funcion lineal objetivo no alcanza
necesariamente un valor éptimo concreto, pero, si lo hace, éste se encuentra en uno de los
vértices de la region.

Actividad resuelta

+ Una empresa aerondutica construye dos tipos de aviones A y B.
Para ello dispone de 1 800 millones de euros, siendo el coste de
cada avion 30 y 20 millones de euros, respectivamente. Ademds
las condiciones de mercado exigen que el numero total de aviones
producidos no sea mayor de 80.
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Programacion lineal

Sabiendo que el beneficio obtenido en la venta de un avidn del tipo A es de 4 millones de euros y

en el tipo B, 3 millones de euros. (Cudntos aviones debe construir de cada clase para que el
beneficio sea mdximo?

Debemos LEER con cuidado el problema y traducirlo adecuadamente al lenguaje algebraico, tal y
como se dijo en el capitulo anterior.

La programacién lineal pretende optimizar una funcién, en este caso es hacer mdximo el
beneficio, que depende de dos variables (las escribimos):

X = nimerode avionesde tipo A
Sean . ] ]
y = nimerode avionesde tipo B

Para plantear la funcién a optimizar (la funcién objetivo), y las restricciones organizamos la
informacién del problema:

N2 aviones Coste Beneficio
Tipo A X 30 4
Tipo B y 20 3
Restricciones No sea mayor de 80 | Dispone de 1800 € Funcion Objetivo
X+Yy<80 30x+20y <1800 Z=4Xx+3y

Falta un detalle a tener en cuenta, los valores deben ser positivos (no se puede tener un nimero
negativo de aviones), es decir: X >0 ey > 0, por tanto:

Funcién objetivo: f(X, y) = 4x + 3y — Maximo (en millones de euros)
r:x+y<g80
r, :30x+20y <1800
r,:x=0
ry:y=0

Siguiendo el procedimiento explicado en la seccién (2) obtenemos la region factible:

Restricciones:

10, 801

60

s 5
-40 -20 ] 20 40 \ \\

Teniendo en cuenta el teorema anterior, se trata de encontrar los vértices de la region factible.

Para ello se resuelven todos los sistemas que se pueden formar con las ecuaciones de las
restricciones, que nos van dando los distintos puntos de corte de las rectas:
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Programacion lineal

X+Yy=280 X+Yy=280 30x+20y =1800
— (20, 60) — (0, 80) — (60, 0)
30x+20y =1800 = y=0
X=0 X+Yy =280 30x+20y =1800
— (0,0) 0 — (80, 0) 0 — (0,90)

Los puntos A(20,60), B(0,80), C(60,0), D(0,0), E(80,0)y F(0,90) son los puntos de corte de
las rectas que forman la region factible, pero no todos ellos tienen por que ser los vértices de la
region factible.

Los vértices de la regién factible cumplen todas las restricciones (y no sélo dos), por lo que
tenemos que ver cudles de estos puntos cumplen todas las restricciones. Aunque podemos verlo
en la representacion grafica, también podemos comprobar analiticamente cudles forman la
region factible sustituimos cada punto en las restricciones restantes:

e E no cumple la restricciéon 30x + 20y < 1800, ya que 30-80 + 20-0 = 2400 > 1800, por lo que
E no es un vértice de la region factible.

e F nocumple x +y < 80, ya que 0 + 90 = 90 > 80, por tanto F no es un vértice de la regidn
factible.

Es decir, que la regién factible tiene como vértices los puntos A, B, C y D, que son los que

verifican todas las restricciones:

I L I e

A:(20,60) ‘ B:(0,80) ‘ C:(60,0) ‘ D:(0,0)
El ultimo paso es ver cual de los vértices que forman la region factible hace maxima la funcién
objetivo.

3.2.1. Método algebraico

El método algebraico consiste en evaluar la funcién objetivo en cada uno de los vértices (o sea,
sustituir las coordenadas de los vértices de la region factible en la funcidn objetivo) y comprobar cual
(o cuales) de ellos proporciona el maximo o minimo de la funcién objetivo.

En el ejemplo: f(X,y)=4X+3y. Sustituimos los valores de los cuatro vértices:

Punto Funcién objetivo
A:(20,60) f (20, 60) = 4-20+3-60 = 260
B:(0,80) f(0,80)=4-0+3-80 =240
C:(60,0) f(60,0)=4-60+3-0 =240
D:(0,0) f(0,00=4-0+3-0=0

La solucidn dptima corresponde al vértice para el que la funcion objetivo toma el valor maximo.
En este caso es el vértice A:(20,60 ):

Solucion: Hay que construir 20 aviones del tipo A, 60 del tipo B y el beneficio es de 260
millones de euros.

22 de Bachillerato. Matematicas A. a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 3: Programacion lineal Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
www.apuntesmareaverde.org.es Revisora: Elena Ramirez

Textos Marea Verd



Programacion lineal

Actividad propuesta
3. Con la misma regién factible del ejemplo, optimiza las siguientes funciones objetivo:

a) z=2x+ 4y - Max b) z=4x + 3y > Min c)z=4x+ 3y > Max
3.2.2. Método grafico o de las rectas de nivel

En este método los vértices de la region factible se hallan graficamente. Una vez hallada la regién
factible se representan las rectas de nivel asociadas a la funcion objetivo (ax+by =k) y se ve cual es

la que toma un valor k éptimo (en este caso maximo).

Para realizar este paso lo que se hace es dibujar una recta de nivel cualquiera y luego trazar paralelas a
ella hasta encontrar el vértice de la regidn factible que haga 6ptima la funcién objetivo:

e Sjse pretende buscar un maximo, el punto (o puntos) mas a la derecha.
e Sise pretende buscar un minimo, el punto (o puntos) mas a la izquierda.

En el ejemplo la funcién objetivo es z = 4x + 3y. Las curvas de nivel son de la forma 4x + 3y = k. Las
representamos sobre la regidn factible empezando por la mas facil, la que pasa por el origen:

y trazamos paralelas a ella que pasen por cada vértice hasta encontrar la mas extrema:

La solucidn 6ptima es la recta de color verde, que pasa por el vértice A:(20,60) y hace que:

Z=4x+3y=2z=4-20+3-60=260

Hay que construir 20 aviones del tipo A, 60 del tipo B y el beneficio es de 260 millones de euros.

A lo largo de la explicacion hemos ido viendo que es posible combinar ambos métodos para facilitar la
obtencién de la solucidn. Representar graficamente la regidn factible ahorra tiempo al determinar los
vértices, mientras que evaluar f(X, y) es mas preciso que el trazado de paralelas.
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3.3. Tipos de soluciones en programacion lineal

Vamos a considerar las distintas situaciones que se suelen presentar en los programas lineales para dos
variables. Los programas lineales para dos variables pueden clasificarse, atendiendo al tipo de solucién
que presentan, en los casos siguientes:

- Factibles con solucion unica, cuando presentan un Unico dptimo.

- Factibles con solucién multiple, si presentan mas de una solucién dptima. En estos casos, las
soluciones suelen ser todos los puntos de un segmento, es decir, los puntos comprendidos entre
dos vértices de la regién factible.

3 [ ] 1 [ YO .

Solucién Unica o Solucién multiple

- Factible no acotada, cuando no existe limite para la funcién objetivo, es decir, la funcién
objetivo puede hacerse tan grande como se desee en la region factible.

- No factible, si no existe el conjunto de soluciones. En estas situaciones, las desigualdades que
describen las restricciones son inconsistentes.

A= (0, 25 2
“‘I *

Solucién no acotada No factible

Actividades propuestas

4. Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:

fo. f(x,y)=2x+3y fo. f(x,y)=x+3y fo.z=x+y fo.z=15x+2y
X+y=>2 2x+5y <300 2x+3y <120 3X+4y>12
2Xx+3y <6 X+y<90 X2y Xy
S.a. S.a S.a. S.a.
X=>0 X>0 0<x<45 0<x<20
y=0 y =15 y=0 0<y<I0
22 de Bachillerato. Matematicas A. a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 3: Programacion lineal Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
www.apuntesmareaverde.org.es Revisora: Elena Ramirez

1

Textos Marea Verge



Programacion lineal

4. PROBLEMAS RESUELTOS (s

Tipicamente se da un nombre genérico a los diferentes tipos de -
problemas de programacioén lineal, pero no suele ser necesario ‘
preocuparse de asociar cada problema a uno de esos tipos si
entendemos bien el enunciado.

4.1. Problema de produccion

Actividad resuelta

+ Una casa empacadora de alimentos recibe diariamente 700 kg de café tipo C y 800 kg de café
tipo K. Hace con ellos dos mezclas. La de tipo A que consta de 2 partes de café de tipo C y una
parte de café de tipo Ky en la que gana 2.2 euros por kg; y la de tipo B con una parte de café tipo
Cy dos partes de café tipo Ky en la que gana 2.6 euros por kg.

Halla la cantidad de mezcla que la casa empacadora debe hacer de cada tipo para que la
ganancia sea madxima.

En este tipo de ejercicios es conveniente hacer un cuadro donde se vean todos los datos de que se
disponen y que nos permiten escribir las restricciones y la funcion objetivo. Sean

X =kilos demezclaA
y =kilosdemezclaB

entonces:
Productos Las restricciones son:
A B Recursos
Factores : : 2x+1y <700 - 2X+y <2100
C =X 3 700
: iy 1x+2y <800 — x+2y <2400
L X <=
K 3 5y 800 >0
Productos X y
Beneficios 2,2 X 2,6y yz0

Queremos que el beneficio sea maximo, por tanto la funcién objetivoes: z=2,2-xX+2,6- y —>Max.

Hallamos la region factible: Tenemos una regién factible ACOTADA, vy los
vértices son los puntos:

A (0,0), B (1050,0), C (600,900), D (0,1200).

El siguiente paso es ver que valores toma la
funcién objetivo en cada uno de los vértices,
para saber dénde es éptima (maxima):

A:z2=220+2.60=0
B:2=22-1050+2.6-0=2310
C:2=2.2-600+2.6-900 =3 660 es el maximo
D:2=22-0+2.6-1200= 3120

o A=0.0

-1500 1000 ~500 [ 500 1% 1500

Por tanto deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el
beneficio sea maximo e igual a 3 660 euros.
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4.2. Problemas de dietas

Son tipicos los problemas de programacién lineal en los que lo que se quiere es preparar una dieta
(mezcla) que redna una serie de condiciones a partir de unos productos determinados que se
encuentran en el mercado. Se trata de saber que cantidades (X e y) debemos mezclar de dichos

productos.

Actividad resuelta

+

Una ganaderia desea proporcionar a su ganado una
dieta que contenga un minimo de 24 unidades del &
pienso A 'y un minimo de 25 unidades del pienso B. En
el mercado se comercializan dos tipos de compuestos
Ci1 y C, elaborados con ambos piensos. El paquete de
C; contiene 1 unidad de A y 5 de B, siendo su precio de
1 euro, y el de C; contiene 4 unidades de Ay 1 de B,

siendo su precio 3 euros.

¢Qué cantidades de C1 y C; deberd emplear la ganaderia para preparar su dieta con el minimo

coste?
. Mercado C G Unidades Funcion Objetivo: z = X+ 3y —minima.
Piensos X+ 4y > 24
& 1 4 24 .. 5X+y=>25
B 5 1 25 Restricciones: 0
Cantidad X y X=
Coste 1 X 3y y=0
Hallamos la regidn factible:
Se trata de una region factible no acotada, y
determinamos con exactitud los vértices:
X=0
A: — A:(0,25)
5Xx+y=25
X+4y =24
: — B:(4,5)
S5x+y=25
y=0
C: — C:(24,0)
_ X+4y =24
10 5 * o \ 10 15 N

Hallamos el valor que toma la funcidon objetivo, Z = X+3Yy en cada uno de los vértices:

2, =0+3-25=75

Zg =4+3-5=19

2. =24+3-0=24

El 6ptimo, en este caso minimo, se encuentra en el vértice B, por lo que se deben mezclar 4
paquetes de C1 y 5 paquetes de C;, con un coste de 19 euros.
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4.3. Problemas de transporte

destino.

Actividad resuelta

4+ Para abastecer de madera a tres aserraderos Ai, A y As, hay dos bosques

En estos casos se trata de resolver problemas de logistica, es
decir, transportar mercancias desde varios origenes (ofertas o
disponibilidades) hasta varios destinos (demandas o necesidades),
con un coste minimo, teniendo en cuenta las cantidades de que se
dispone en los origenes y las cantidades demandadas en los
destinos, asi como el coste de transporte entre cada origen y cada

B1 y B, que producen 26 y 30 toneladas respectivamente. Las necesida-
des de cada aserradero son 20, 22 y 14 toneladas respectivamente. Si los

precios de coste de transporte por tonelada de los bosques a los
aserraderos son (en euros) los que se indican en la tabla adjunta, propon

Al | Ay | As
B, | 10 | 30 | 10
B, | 20 | 10 | 10

el transporte con el precio minimo.

Tenemos dos origenes que son los bosques B1 y B, con sus ofertas (26 y 30 toneladas respectiva-

mente) y tres destinos que son los aserraderos Aj, A, y As con sus demandas.

La mayor dificultad consiste en manejar correctamente la informacién y plantear adecuadamente

todo en funcidn de las incégnitas elegidas. Sean

X = toneladasdemaderadesdeB, aA,
y = toneladasdemaderadesdeB, aA,

Con ellas, las expresiones correspondientes a las toneladas desplazadas entre los demas bosques y

aserraderos se recogen en la siguiente tabla:

Origlz::':inos A A; A3 Ofertas
B1 X y 26— (x+y) 26
B2 20 —x 22—y 14-[26—(x+y)] 30
Demandas 20 22 14
Costes 10x+20(20—x) | 30y +10(22—y) | 10[26—(x+ y)|+10(-12+x+y) | z

La funcién objetivo viene dada por la suma de todos los costes y ha de ser minima:

z =10x +20(20 — x)+30y +10(22 - y) +10[26 — (x + y)]+ 10(= 12+ x + y) = —10x + 20y + 760

z=-10x+20y + 760

Las restricciones son las que se deducen de tener en cuenta que todas las cantidades transportadas

deben ser mayores o iguales a cero:
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X=0

y>0
26—(x+y)>0—x+y<26
20-x>20—>x<20
22-y20—>y<22
—12+X+y20—>x+y=12

Por tanto, el problema queda planteado como:
fo. f(x,y)=-10-X+20-y+760 = min
X+Yy<26
X+y>12
0<x<20
0<y<22

Construimos la regién factible:

x=20
\( = (4, 22
A=(0,12)
10]
D = (20, 6)
" F=012,00] £ =0, 0
“10 0 1c\ 20 \30

Determinamos exactamente los vértices:

A (12,0); B (20,0); C (20,6); D (4,22); E (0,22); F (0,12)
Hallamos el valor de la funcién objetivo en cada uno de los vértices:

za=-10-12+20-0 + 760 = 640

z8=-10-20 + 20-0 + 760 = 560

zc=-10-20+20-6 + 760 = 680

Zp=-10-4+20-22 + 760 = 1160

ze=-10-0 +20-22 + 760 = 1200

Zr=-10-0 +20-12 + 760 = 1000

Por tanto, desde el bosque B1 se deben llevar 20 toneladas al aserradero A;, ninguna al A, y 6 toneladas
al As y desde el bosque B; se transportaran 22 toneladas al aserradero A, y 8 al As.
El coste de transporte sera de 560 euros.
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Video de un problema de selectividad resuelto: Programacion Lineal

% (problema resuelto tipo selectividad ebau Como en cualquier problema de
S programacion lineal, a partir de los datos del problema, debemos plantear la >
: funcion objetivo y las restricciones a las que estd sujeta. Después se Nam”

representan las restricciones dando lugar a la region factible que determinara el punto
donde la funcidén objetivo sera maxima o minima segun el caso. Mates con Andrés

video

https://www.youtube.com/watch?v=RcphNDRf7xw

Actividades propuestas

X+2y<6
5. Dibuja el recinto que cumple las restricciones: <4x+ 3y <12 y analiza si los puntos
X,y=0
(0,2), (3,0), (1,1) y (5,6) al conjunto de soluciones del sistema anterior.
X+3y<9
6. Dibuja el recinto que cumple las restricciones: < x+Yy >10 y da seis puntos que sean solucion del
X,y =0
sistema anterior
2x+3y <15
7. Maximiza la funcién f(x,y) = 3x + 2y sujeta a las restricciones: < 2X+Yy <9 vy da seis puntos que
X,y=0

sean solucion del sistema anterior

8. Sea Slaregidén del plano definida por
y>2x-4 y<x-1 2y > X X=0 y=>0
a) Representa la region Sy calcula las coordenadas de sus vértices
b) Obtén los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = x — 3y en S indicando los puntos de S en
los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.
9. Se consideran la funcion f(x;y) = 5x — 2y y la region del plano S definida por el siguiente conjunto de
restricciones: Xx—2y <0 X+Yy<6 x>0 y<3

a) Representa la region S. b) Calcula las coordenadas de los vértices de la region S y obtén los
valores maximo y minimo de la funcion f en S indicando los puntos donde se alcanzan.

10. Minimiza z=-3X — 2y sujetaa —2X+Yy <2 X=2y<2 X=0 y<3
a) Mediante la resolucidn gréfica del problema, discute si existen soluciones factibles y si existe solu-

cién éptima. b) Si se afiade la restriccion: x +y > 10, discute si existe solucion éptima y en caso
afirmativo calculala.
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CURIOSIDADES. REVISTA

GeoGebra

[ Resolucidn de problemas de Programacion Lineal con GeoGebra ]

GeoGebra es un software matematico libre que permite resolver problemas de geometria (en dos y

tres dimensiones), de algebra y de calculo. Permite el trazado
dindmico de construcciones geométricas de todo tipo asi como
la representacion grafica, el tratamiento algebraico y el calculo
de funciones reales de variable real, sus derivadas, integrales,
etc.

Al abrir el programa aparece una pantalla como la del margen,
con menus desplegables, botones, una pantalla dividida en dos
donde a la izquierda estan las ecuaciones y a la derecha hay una
cuadricula y unos ejes que es donde apareceran las gréficas. En

la parte inferior estd la “Entrada”, donde escribimos las
ecuaciones y las funciones.

Vamos a resolver el siguiente problema, que ya esta resuelto en
el capitulo:

%+ Una casa empacadora de alimentos recibe diariamente
700 kg de café tipo C y 800 kg de café tipo K. Hace con ellos dos
mezclas. La de tipo A que consta de 2 partes de café de tipo Cy
una parte de café de tipo Ky en la que gana 2,2 euros por kg, y
la de tipo B con una parte de café tipo C y dos partes de café
tipo Ky en la que gana 2,6 euros por kg. Halla la cantidad de
mezcla que la casa empacadora debe hacer de cada tipo para

que la ganancia sea madxima.

Las restricciones son:
2X+3y <700 - 2x+y <2100

IX+2y <800 — x+2y <2400
X=>0
y=>0

Podemos dibujar una tras otra las desigualdades del problema, escribiéndolas
todas en la casilla “Entrada”. Para ello, tecleamos sucesivamente:
2x+y<=2100
X+2y<=2400
x>=0
y>=0
Y el resultado es la decepcionante imagen anterior. Si alejamos y colocamos la imagen en la pantalla,
bien con los botones y menus de GeoGebra, bien con el ratén (la rueda hace zoom), llegamos a:
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}_Vista Algebraica > | b Vista Grafica
Inecuacién
® a:2x+y <2100
® b:x+2y <2400

@ x>0
®d:y>0

La regidn factible es la zona que, en la imagen,
se ve color azul mdas oscuro, donde se super-
ponen todas las desigualdades.

Sin embargo, esta no es la forma correcta de
obtener la regién soluciéon de un sistema de
inecuaciones.

GeoGebra dispone de comandos que facilitan
tanto la escritura como la observacion de la
region factible.

En este caso, nos interesa que se verifiquen todas las inecuaciones a la vez, es decir, deben verificarse la
inecuacion 1Y lainecuacion 2 Y la inecuacién 3 Y la inecuacion 4. Ese “Y” se escribe con &&.

Entonces, desde una pantalla en blanco, escribimos en la barra de “Entrada”:
2x+y<=2100 && x+2y<=2400 && x>=0 && y>=0
y, entonces, se obtiene directamente (o después de ajustado el Zoom) la regidn factible:

b Vista Algebraica o K| | b Vista Grafica

Inecuacién
L@ oar (2x4y < 2100) A

-400 -200 o 200 400 800 800 mﬂn\ 1200

Para hallar los vértices de la regidn factible debemos representar las rectas sobre el poligono obtenido.
De nuevo, en la barra de Entrada escribimos sucesivamente:

2x+y=2100

X+2y=2400

x=0

y=0
obteniendo:

. Inecuacion 1400

@ a: (2x+y < 2100) A (x
Recta

@ b 2x+y=2100 18

@ cix+2y=2400

® d:x=0

El aspecto de la imagen no es muy
atractivo, pero podemos cambiarlo
haciendo clic con el botén derecho sobre
la grafica o la ecuacion y pulsando el
botén derecho del ratén:

Recta b
FE-1

Ecuacidny=ax+b

1000

800

A
eon Forma paramétrica o [fbank
R {"X Punto en objeto
Mostrar el objeta =
400 A Mostrar etiqueta ‘/’ LimitalLibera Punto
& Rastro ]
X Interseccian
0 SEIE . . Punto medio o Centro
// Borra
. - . -Z Namero complejo
: “of Propiedades ...

-400 -200 o 200 400 800 |00 1000\

Entrando en propiedades tenemos de nuevo varias opciones: basico, color, estilo, algebra y
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avanzado. Podemos cambiar el color de las rectas, el grosor del trazo...

Para determinar los vértices, seleccionamos la opcién “Interseccion” en el botdn “Punto” y
elegimos las rectas cuya interseccion estamos buscando, en nuestro caso, b con ¢, c con d,
b con e y d con e (que proporciona el origen de coordenadas).

Tras todo el proceso, llegamos a obtener la siguiente pantalla:

Inecustién v ] 9 0
® a:(Zxdy S 200) AL "

Punia .

& A= (500, 900) s

& R=(0,1700)
& c=(0s0.0)
& 0={0,0)
Recla

& 2y = 2100
» o

& gx=0 b
. ays0

" oo c
a0 200 a ET) a0 800 ) :vi\ 1200

Como se ve, estan todos los vértices que ya obtuvimos en el problema. Podemos afiadir etiquetas,
mostrar u ocultar los objetos que no nos interesen,... pero continuemos con el proceso de resolucion.

Queremos que el beneficio sea maximo, por tanto la funcion objetivo es: - - =
q p j BiScE?
Z=22X+2,6y Max.

Trazamos, en color negro, una recta paralela a la funcidn objetivo que pase por
el origen de coordenadas. Tecleamos en la barra de “Entrada”:

2.2x+2.6y=0

é Bisectriz

Tangentes

Utilizando el botén: “Recta paralela que pase por un punto”, trazamos las
rectas paralelas a la funcién objetivo, que pasan por cada uno de los vértices:

Q
) RectaPolar o Diametral

o%  Ajuste lineal
P Vista Algebraica = | » Vista Grafica 4
- Inecuacién
L@ oa:(2x4y < 2100) A(x T
Punto
-@ A=(600,900) a
-@ B=(0,1200)
-@ C=(1050,0)
-@ D=(0,0)
Recta
b: 2x +y=2100
Cx+2

1400

L ]

& c 2y = 2400
® dx=0 S0
-@ ery=0

@ F£22x+26y=0
@ g 4.4x+52y=4620 800
@ h:d4x+52y=6240
@ i:6.6x+ 7.8y =10980

200

a D i i i A C
o -2o0 200 400 00 800 1000\

La recta mas alejada del origen es la que hace maximo la funcién objetivo. Por tanto es la que pasa por
el punto A. Hallamos el valor de la funcion objetivo en ese punto:

A:2=2.2-600+2,6-900 =3660 es el maximo

Por tanto deben producirse 600 kg de la mezcla tipo A y 900 kg de la de tipo B para que el beneficio sea
maximo e igual a 3660 euros.

Actividad propuesta

11. Intenta utilizar GeoGebra para volver a resolver los problemas de las actividades realizadas.
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RESUMEN
Sistemasde | Un sistema de inecuaciones lineales es el X+Yy<80
inecuaciones | conjunto de dos o mas inecuaciones que 30x+20y <1800
lineales deben cumplirse a la vez. Xy >0

Programacion
lineal

Se llama programaciéon lineal, o también
programa lineal, a la formulacién algebraica
qgue pretende optimizar (maximizar o
minimizar) una funcion lineal de varias
variables, sujeta a una serie de restricciones,
también lineales. sa.:

fo..f(x,y)=a-x+b-y > Maxomin
aX+by#c,
a,x+by=c,

La funcion lineal a optimizar se denomina
funcion objetivo, y las restricciones se
expresan mediante un sistema de
inecuaciones lineales que debemos resolver.

ax+b.y=c,

Teorema
fundamental

En un programa lineal con dos variables, si
existe una solucién uUnica que optimice la
funcién objetivo, ésta se encuentra en un
punto extremo (vértice) de la regién factible
acotada, nunca en el interior de dicha region.

Método
algebraico de
resolucion

El método algebraico consiste en evaluar la funcidén objetivo en cada uno de los
vértices (o sea, sustituir las coordenadas de los vértices de la regién factible en la
funcién objetivo) y comprobar cual (o cudles) de ellos proporciona el maximo o minimo
de la funcidn objetivo.

Método grafico
de resolucion

N
En este método los vértices de la region facti-

ble se hallan graficamente. Sobre la region
factible se representan las rectas de nivel
asociadas a la funcién objetivo (ax+by =k

y se ve cual es la que toma un valor k dptimo.

- Factibles con solucidon unica.

Tipos de - Factibles con solucién multiple,
soluciones - Factible no acotada.
- Nofactible.
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Programacion lineal

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. - Encuentra el conjunto de soluciones de las inecuaciones siguientes:
a) Xx+y-7<0 b) 2Xx—-y+3>0 c)y>3 d) x<5 e) X=0 f) y<0

2. - Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:
3Xx+4y <9 y+3x-7<0 X—2y <10 X=>0
{2x—y212 {y—6x+11£0 {x+y210 0<y<s
3. - Maximizar la funciéon z =3Xx+ 3y sujeta a las restricciones:
x>0
y>0
X+y>0
X—y>0
4. - Calcula el valor maximo y el minimo de la funcién f(X, y) = X+ 2y sometida a las restricciones
y<4 X<3 X—y<3 X-y=0
5. - Se quiere elaborar una dieta diaria para ganado que satisfaga unas A B C D

condiciones minimas de contenido vitaminico al dia: 2 mg de vitamina

A, 3 mg de vitamina B, 30 de la Cy 2 de la D. Para ello se mezclan| P 1 1|20 | 2

piensos de los tipos P y Q cuyo precio por kilogramo es para ambos de
30 céntimos, y cuyo contenido vitaminico por kilo se recoge en la tabla Q 1

3175] 0

adjunta.
¢Como deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo? ¢ Cual es este gasto minimo?

6. - Desde dos almacenes A y B se tiene que distribuir fruta a tres mercados de Mi | My | Ms
la ciudad. El almacén A dispone de 10 toneladas de fruta diaria y el B de 15

toneladas, que se reparten en su totalidad. Los dos primeros mercados A | 10| 15| 20

necesitan diariamente 8 toneladas de fruta, mientras que el tercero

necesita 9 toneladas diarias. El coste de transporte desde cada almacén a B | 15]10 | 10

cada mercado viene dado, en euros por tonelada, en el cuadro adjunto.
Planifica el transporte para que el coste sea minimo.

7. - Una empresa construye en dos factorias, F1 y F2, tres tipos de barcos deportivos (A, By C). La
factoria F1 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 5 del tipo B y 1 del tipo C, siendo su coste de
mantenimiento mensual cuarenta mil euros. F2 construye en un mes: 1 barco del tipo A, 1 de tipo B
y 2 de tipo C, siendo su coste mensual 20 000 euros. La empresa se ha comprometido a entregar
anualmente a un club deportivo 3 barcos tipo A, 15 de tipo By 12 de tipo C. é Cudntos meses deberd
trabajar cada factoria, con objeto de que la empresa cumpla su compromiso con el minimo coste?

8. - En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se ha de tener
almacenado un minimo de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y, ademas, el
nimero de bidones de aceite de oliva no debe ser inferior a la mitad del nimero de bidones de
aceite de girasol. La capacidad total del almacén es de 150 bidones. Sabiendo que el gasto de
almacenaje de un biddn de aceite de oliva es de 1 euro, y el de un bidén de aceite de girasol es de
0.5 euros, écuantos bidones de cada tipo habrd que almacenar para que el gasto sea minimo? ¢Y
para que el gasto sea maximo?
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Programacion lineal

9. - Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos
en una cantidad que es multiplo de 1 000. Conoce que la
demanda de ambos productos conjuntamente es mayor que
3000 unidades y menor que 6000 unidades. Asimismo,
sabe que la cantidad que se demanda de un producto es
mayor que la mitad y menor que el doble de la del otro. Si la
empresa desea vender toda la produccién:

a) ¢De cudntos modos puede organizar la produccién?

b) Para obtener los maximos beneficios, écudnto ha de
ser la produccién de cada uno de los productos si uno se
vende a un precio que es triple que el del otro?

10. - Una empresa dedicada a la fabricacién de piezas de auto- Fab.1 | Fab.2 | Fab.3
movil tiene dos factorias que producen, respectivamente,
8000 y 15000 piezas mensuales. Estas piezas han de ser | Fact. 1 6 13 2

transportadas a tres fabricas que necesitan 10 000, 7 000 y

6 000 piezas respectivamente. Fact. 2 4 4 12

Los costes de transporte, en céntimos de euro, por pieza son los que aparecen en el cuadro adjunto.
¢Cémo debe organizarse el transporte para que el coste sea minimo?

11. - Una persona va a iniciar una dieta y recibe las siguientes recomendaciones:
- Debe tomar una mezcla de dos compuestos D1y D2

- La cantidad total diaria que puede ingerir, una vez mezclados los compuestos, no debe ser superior
a 150 gramos ni inferior a 50 gramos.

- En la mezcla debe haber mas cantidad de D; que de D,
- La mezcla no debe contener méas de 100 gramos de D1

Se sabe que cada gramo de D; aporta 0.3 mg de vitaminas y 4.5 calorias y cada gramo de D; aporta
0.2 mg de vitaminas y 1.5 calorias. ¢ Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener la
maxima cantidad de vitaminas? ¢Cudntos gramos de cada compuesto debe tomar si desea el
minimo posible de calorias?

12. - Una promotora pretende disefar una urbanizacién con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y
bloques de pisos. Los bloques de pisos no deberian ser mds de un 40 % de las edificaciones que se
construyan. La urbanizacién tendria como mucho 12 chalets y como poco 2 bloques de pisos.

a) éQué combinaciones de cada tipo de viviendas son posibles? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢ Qué combinacidn hace mayor la diferencia entre el nimero de chalets y de bloques de pisos?

13. - Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre
farolas y jardineras. Hay 40 farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el nimero de
jardineras colocadas no sea superior a una tercera parte del de farolas colocadas, pero de forma
gue por lo menos un 20% de las piezas que se coloquen sean jardineras.

a) ¢Qué combinaciones de piezas de cada tipo se pueden colocar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.
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14.

15.

b) ¢Qué combinacion hace que la diferencia entre el nUmero de farolas y de jardineras colocadas
sea mayor? ¢Es la combinacidn donde mas piezas de mobiliario se colocan?

- Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1100 m? para apar-
camiento y area recreativa infantil. La superficie de drea recreativa ha de ser de al menos 150 m?. El
aparcamiento ha de tener como poco 300 m? mds que el drea recreativa, y como mucho 700 m?
mas que la misma. El aparcamiento le cuesta 15 euros por m?, y el area recreativa 45 euros por m?.

a) ¢Qué combinaciones de superficie dedicados a cada tipo de servicio se pueden adecuar? Plantea
el problema y representa graficamente las soluciones.

b) ¢ Cual es la combinacidon mas cara? ¢ Coincide con la que dedica mas espacio al aparcamiento?

- Una empresa estd seleccionando empleados con contrato eventual por un afio y con contrato fijo.
El sueldo anual (en miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15.
La empresa tiene un tope de 480 (miles de euros) para pagar los sueldos anuales de los empleados
gue contrate. Los empleados fijos han de ser por lo menos 10, y no mas de 24. Ademas el nimero
de eventuales no puede superar en mas de 14 al de fijos.

a) ¢Qué combinaciones de empleados fijos y eventuales se puede contratar? Plantea el problema y
representa graficamente el conjunto de soluciones. éPodria contratar 24 fijos y ningun eventual?

b) Si el objetivo es contratar el mayor nimero total de empleados écuantos ha de contratar de cada
tipo? ¢Y si el objetivo es contratar el mayor nimero de eventuales?

16.

17.

18.

- Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas (A y B) que puede
trabajar en ellas, a lo sumo, 300 horas mensualmente.

Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5 horas. Por otra parte, en la
linea B se deben cubrir al menos 15 servicios mensualmente y, ademas, el autobus no puede prestar
globalmente mds de 90 servicios cada mes entre ambas lineas.

a) éCuantos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de las lineas? Plantear el
problemay representar graficamente su conjunto de soluciones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado de 60 euros y 180
euros en las lineas A y B respectivamente, écudntos servicios le convendra realizar en cada una
para maximizar el beneficio total? ¢ Cudl sera su importe?

- En una fabrica de cajas de cartdn para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A
gue requiere para su construccién 4 m de papel decorado y 0.25 m de rollo de cartdn, que se vende
a 8 euros, y la caja B que requiere 2 m de papel decorado y 0.5 m de rollo de cartén y que se vende
a 12 euros. En el almacén disponen unicamente de 440 m de papel de regalo y de 65 m de rollo de
carton. Si suponemos que se vende toda la produccion de cajas, écuantas de cada tipo deberan de
fabricarse para que el importe de las ventas sea maximo? ¢ A cuanto ascendera?

- Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a

un precio de 9 000 euros y el modelo B a 12 000 euros. La oferta esta limitada por las existencias,

que son 20 coches del modelo A y 10 coches del modelo B, queriendo vender al menos tantas

unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir los gastos de esta campana,

los ingresos obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36 000 euros.

a) éCudntas unidades de cada modelo se podran vender? Plantea el problema y representa
graficamente su conjunto de soluciones.

b) ¢Cuantos coches deberd vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ¢Cudl es su
importe?
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AUTOEVALUACION
1.- Indica cudl de las inecuaciones siguientes es estricta:
a) Sx+2y<7 b) 5x+2y<7 c) SXx+2y=7 d) 5x+2y=>7
2.- Indica cuadl de las regiones factibles de los sistemas siguientes es acotado:
X+y=5 X+y<5 X+y<-=5 X+y>8
a) x>0 b) x>0 ¢ x>0 d) x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

3.- Indica cual de las regiones factibles de los sistemas siguientes no posee solucidn:

X+y=5 X+y<5 X+y<-=5 X+y>8
a) x>0 b) x>0 ¢ x>0 d) x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

4.- Indica cual de las afirmaciones siguientes es cierta:

a) La solucién de un programa lineal esta siempre en un vértice

b) La solucidon éptima de un programa lineal siempre se encuentra en la frontera de la region factible.
c) La region factible determina la funcidn objetivo.

d) En un programa lineal se optimiza la regién factible.

5.- Una nueva granja estudia cuantos patos y gansos puede albergar. Cada pato consume 3 kg de pienso
por semana y cada ganso 4 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso permite
comprar 700 kg semanales. Ademas, quieren que el nimero de patos sea mayor que el de gansos.
Denomina X al nimero de patos e Yy al de gansos. éCual es el maximo niumero de animales que podria
albergar la granja?

6.- Para este problema la funcion objetivo es:
a) 3x+4y —>Min b) X+ Y —>Mdx c) X+ Y—>Min d) 3x+4y—>Maix

7.- Para este problema las restricciones son:

3x+4y <700
3x+4y <700 3Xx+4y =700 4x+3y =700 X=>0
a) x>0 b) x>0 c) x>0 d) y>0
y>0 y>0 y>0 X>y

8.- Resuelve el problema e indica si la solucion es:

a) No tiene solucién. b) 100 patos y 100 gansos. c) 233 patos y ningun ganso. d) Ningun ganso y 175
patos.
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PROBLEMAS RESUELTOS DE SELECTIVIDAD

Video de un problema de selectividad resuelto: Ejercicio selectividad
(EVAU/EBAU). Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. 2019. Este ( \
video muestra la resolucion de un problema tipico de selectividad sobre >
Programacion Lineal. Matematicas con Juan

video https://www.youtube.com/watch?v=wYZiR9W-4P8
OTROS VIDEOS

https://www.youtube.com/watch?v=Vgi5H99q9yq

https://www.youtube.com/watch?v=urJHbv9eSzM

https://www.youtube.com/watch?v=3a26QEj7CIM

https://www.youtube.com/watch?v=Nyt KlaBbvY

https://www.youtube.com/watch?v=GVZ7TLY3Sqc

% Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afios y
diferentes comunidades autonomas. También en “Problemas resueltos por el alumnado”
tienes problemas de derivadas resueltos por estudiantes de un instituto

SISTEMAS DE ECUACIONES
De todas las Comunidades Auténomas y todos los aios, incluso de 2024:

https://www.mundoestudiante.com/examenes-
resueltos/selectividad/matematicas/?qgad_source=2&gclid=EAlalQobChMIob67p6rshQMV60FBAh1vQ
WObEAAYASAAEgIOVvD BWwWE

https://www.ebaumatematicas.com/wp-
content/uploads/2022/11/20BachCCSS Ejercicios EBAU Espana-Programacion-lineal.pdf

http://www.sequndoperez.es/Selectividad/ccssii/04 _Programacion_lineal.htm
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Limites y continuidad
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2.3. CONTINUIDAD EN UN INTERVALO

2.4. TIPOS DE DISCONTINUIDAD

Resumen

Ya conoces del curso pasado el limite de funciones, y algunas de sus muchas aplicaciones: en el estudio
de la continuidad de una funcién, de las asintotas en las graficas de funciones, en el concepto de
derivada... Podriamos decir que el “Andlisis Matematico” se basa en este concepto de limite. Hasta que
el concepto de limite no estuvo bien comprendido el Analisis no adquirié todo su rigor.

Este curso volveremos a revisar lo que ya conoces de limites y continuidad

Dentro de este estudio nos fijaremos en el significado de “tiende a infinito”. éQué es infinito? Si
reflexionas, te dards cuenta que el infinito matematico es bastante distinto de lo que ocurre en la
realidad cotidiana. La idea de infinito siempre ha planteado muchas dudas y ha costado mucho esfuerzo
comprenderlo. Para nosotros, ahora es facil. Afladimos a la recta real dos nuevos entes, el —o y el + «,
de forma que se pueda afirmar que, todo nimero real X, estd entre —oo < X < + o0,
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Limites y continuidad

LIMITES
1.1. Idea intuitiva de limite
Actividades de introduccion

4+ Vamos a estudiar el comportamiento de la funcion f(X)= X* —2X para valores proximosa X =4.

En la tabla siguiente observamos que, cuando damos a X valores proximos a
4 pero inferiores que 4, la funcidn f(X) se aproxima o tiende a 8:

X 3 13539 399 3.999 3.9999
f(X)| 3 |5.25]| 74179401 | 7.994001 | 7.99940001

Decimos que cuando X tiende a 4 por la izquierda, f(X) tiende a 8, y
escribimos:

SiXx—>4 = f(X)>8

En la tabla que figura a continuacion observamos que, cuando damos a X
valores proximos a 4 y superiores a 4, la funcion f(x) se aproxima o tiende a
8:

X 5 4.5 4.1 4.01 4.001 4.0001
f(x) | 15 | 11.25 | 8.61 | 8.0601 8.006001 8.00060001

Decimos que cuando X tiende a 4 por la derecha, f(X) tiende a 8, y
escribimos:

Six—>4 = f(x) >8

En este ejemplo los dos valores que obtenemos al acercarnos a X = 4 por la derecha y por la izquierda
coinciden, y podemos decir que, cuando X tiende a 4, f(X) tiende a 8 y podemos escribir:

Six>4= f(x)> 8
#* Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién g(x)=x—-E(x) en x = 1, donde E(X) es la

funcién “parte entera de X” que devuelve el mayor entero menor o igual que X.
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la izquierda:  g=x-ElY
X | 0]057]097]099 [ 0999 [ 0.9999 ..

e L e LEE L LR o b

gx) | 0| 0.5 ] 0.9 | 0.99 0.999 | 0.9999 | ...
Decimos que cuando X tiende a 1 por la izquierda, g(X) tiende
a 1lyescribimos: X—>1 = g(X) —>1
La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la derecha:

X | 19]1.5]1.1]1.01 [ 1.001 | 1.0001
gx)| 09]0.5]0.10.01 [0.001 |0.0001 ] ...
Decimos que cuando x tiende a 1 por la derecha, g(x) tiende a 9(x)=

0y escribimos: X—1" = g(X) >0

X sl Xe[O,l)
x—1 si xe[l,2)

Los valores no coinciden, y podemos decir que cuando X tiende a 1, g(X) no tiende a ningun valor.
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Limites y continuidad

1.2. Definicion matematica de limite

En el apartado anterior han aparecido palabras o expresiones tales como tiende a o se aproxima a.
Vamos a formalizar matematicamente el significado de estas expresiones.

Se define entorno de centro a y radio 3, y se representa por E(a,s), al intervalo abierto (a - §,a +3):
E(a,8)={xer; |x-a|<35]

Se define entorno reducido de centro a y radio 9, y se representa por E*(a,S), al entorno E(a,s)
excepto el propio punto a:
E*(a,8)={xeR; 0<|x-a|<5}
4 Hemos visto que la funcién f(X)= x> —2X tiende a 8 o tiene por limite 8, cuando X tiende a 4.
La idea de tendencia o aproximacion se traduce mediante los entornos como:

“Para cualquier E(8,¢), podemos encontrar un entorno E(4,5), de modo que para cualquier x del
entorno reducido E"(4,3), se cumple que suimagen f (x) estd en el entorno E(8,¢)”.

+ Sin embargo, g(x) = x— E(x) no tiene limite en X = 1 porque no es posible definir un entorno

Unico en el que a cualquier X del entorno reducido E*(l, 5), suimagen f(x) esté en un entorno
fijo, ya que podriamos definir E(l,e) o E(0,¢) aizquierday derecha, respectivamente.

Podemos definir el limite de una funcién en un punto de la siguiente forma:

Una funcién f(x) tiene por limite L cuando X tiende a X;, Y S&  Litgueamamomimmmummnncs it

representa como Xlir){lf(X)= L si para todo entorno E(L,e) existe un
=%

L@eemmccccnnnman
entorno E(XO,S), de modo que para todo X perteneciente al entorno | 4 .........

reducido E"(X,,3) se cumple que f(x) pertenece al entorno E(L,e):
lim f(x)=L < VE(L, &), IE(X,,8) ; VX € E(Xy,8) = f(x) € E(L,¢)

X—>Xo

L T TR

| @emmemm—————

-

e

o también: / i
lim f(X) =L Ve>0,38>0;810<|x—X, [<8=] f(x)-L|<e

X—Xg

el
e

+

on

Una funcidn f(x) que cumple esta definicion decimos que es convergente en X, .

Observamos que para que una funcién tenga limite en X, o sea convergente, no es necesario que la

funcion esté definida en X;, pues en la definicidn se habla de un entorno reducido de X; .

Ejemplo

x> —2x

x> +2x
Observamos que la funcidn no existe en el origen, pero si podemos hallar:

2
o X —2x:Hm(X—2).x: im(x—z):—_Zz_1
o0 X2 42x o0 (X+2)-x 0 (x+2) 2

4+ Halla el limite en el origen de la funcién f(x) =

1.3. Limites laterales
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Ejemplos
4 En el primer apartado hemos visto que la funcién f(X)= x> —2X tiende a 8 cuando X tiende a 4 por
la izquierda. Podemos escribir: lirA{l(X2 —2X): 8
X—>

+ Asimismo, la funcién g(x) = x - E(x) tiende a 1 cuando X tiende a 1 por la izquierda. Podemos
escribir: lim(x— E(X)) =1
X—1"
La idea de tendencia por la izquierda queda recogida mediante los entornos laterales a la izquierda de

Una funcidn f(x) tiene por limite L cuando x tiende a X, por la izquierda, y se representa como

lim f(X) =L

X%
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la izquierda de X,, E™(X,, 8) = (X, — 8, X,), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):

lim f(x)=L < VE(L, &), 3E (X, 8); VxeE (x,8)= f(x)eE(L, &)

X—=>Xo

o también
lim f(X)=L< Ve>0,38>0; si0<x,-8<x<X,=|f(x)-L|<e
X—>Xg

Ejemplos

4+ En el mismo epigrafe hemos visto que la funcion f(X)= X* —2X tiende a 8 cuando X tiende

a 4 por la derecha. Podemos escribir: Hl}}(Xz -2X)=8
X—>

4+ Asimismo, la funcién g(x) = x — E(x) tiende a 0 cuando X tiende a uno por la derecha.
Podemos escribir: 1im (x — E(x))= 0
x—>1*

La idea de tendencia por la derecha queda recogida mediante los entornos laterales a la derecha de
Xo: E(Xg, 8) = (Xg, Xg +9)

Una funcién f(x) tiene por limite L cuando x tiende a X, por la derecha, y se representa como
lim f(X)=L

XoXg
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la derecha de X, E™(X,, 8) = (Xy, X, + ), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,¢):

lim f(x)=L < VE(L, &), 3IE* (X, 8); VxeE*(x,,8)= f(x)eE(L, ¢)

X—>Xg
o también

lim f() =L Ve>0,35>0; si0<x,<x<X+5=|f(x)-L|<e
X—Xg

Es interesante notar que para que una funcidn tenga limites laterales en X, no es necesario que la
funcidn esté definida en ese punto.
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La condicion necesaria y suficiente para que una funcién f (x) tenga limite en un punto X, es que tenga

limite lateral por la izquierda y limite lateral por la derecha, siendo ambos coincidentes.
lim f(x)=L=lim f(x)=3lim f(x)=L
X—>Xg X=X

X—>Xg

Ejemplos

4 Observamos que la funcién f(X)zX2 —2X tiene limite lateral por la izquierda y limite

lateral por la derecha cuando X tiende a 4, siendo ambos iguales a 8, por lo que el limite de
la funcidn, cuando X tiende a 4, existe y vale 8:

’ 2 _
1X1£r4(x 2X)=8

#+ Sin embargo, la funcién g(x) = x— E(x) no tiene limite cuando X tiende a 1, puesto que
aungque existen los limites laterales cuando X tiende a 1, no son coincidentes.

1ir¥(x— E(x)=1

= Alim(x - E
lim (x — E(x))=0 e XLI(X (X))
x—>1*

Si una funcion tiene limite en un punto, éste es unico.
Ejemplo

X*+2x si x<0
#* Dada la funcién f(x)=1x>-x si0<x<1
X>+X si x>1
Halla los limites lateralesenx =-1,enXx=0yenXx = 1.

(1) Analizamos el punto x = —1: Los valores en torno a X =—1 no presentan problema alguno, se
evallan con el primer trozo de la funcién, y es seguro que:

Tim (1 +2x)= Tim (¢ +2x)= () +2- (1) =-1

Por tanto, existe el limite en x = —1:
lim_ f(x)= lim f(x)= lim f(x)=-1

(2) Analizamos el origen utilizando en cada caso el trozo de funcién adecuado:
im0 +2x)=0  y  lim(x*—x)=0
X—=0" x—0*
Por tanto, existe el limite en el origen:
lim f(x)= lim f(x)=0= lim f(x)=0
x—07" X—>

Xx—>0"

aungue la funcién no existe en el origen.

(3) Analizamos el punto x = 1:
lim(x2 — x): 0 1im(x2 + x): 2
X—1~ x—l*
Por tanto, no existe el limite en X =1 ya que los limites laterales son distintos, aunque la
funcidn si existe en el punto X = 1.
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1.4. Operaciones con limites

Si f(x)y g(x) son dos funciones convergentes en el punto X, cuyos limites son:

lim f (x) =L
X=X
Se tiene:
lim[ f £g]x )—hmf( )£1img(x)=L+M
X—Xg X=Xy
}H}}[f g](x)—hrxrolf( ) 1errolg(x):L-M
fim §1x) = flim £0)=+/L

y

limg(X) =M
X=Xy

limk- f|x)=k-limf(x)=k-L VkeR

X=X X=X
lim f(x)
}iIg|:E:|(X) = %g(x) = M si }in’xi g(X) #0
lim g(x)
tim| f ()]*" :[XlirP f(x)}w L
silimf(x)#0 y limg(x)=0
X=X X—Xg

Estas expresiones son validas también en el caso de limites en el infinito, por tanto:

lim [f+g]x)= lim f(x)+ lim g(x)

lim [f - g Jx)= lim f(x)- lim g(x)

X—>too

lim g/ (x) =

X—t00

o/ lim f(x)

X—>to00

lim [k- fJ(x)=k- lim f(x) Vker

lim f(x
Hm[i}(x)zu() si
x| lim g(x)

X—>+o0

tim [f (x)]*"* :Llin} f(x)]xliﬂzmgw

si lim f(x)=0 y lim g(x)=0

X—>to0

lim g(x)# 0

X—>*t0o

En el calculo de limites, es necesario operar con expresiones donde aparece infinito. Estas son algunas

expresiones cuyos resultados son conocidos:

SUMAY RESTA PRODUCTO COCIENTE POTENCIA
(+0)+k =+o0 +oo si k>0 kK _k v [+ s k>1
- e k-(+oo): ) === k™ = ]
(—o0)+k=—o0 —o si k<0 +00  —o0 0 si 0<k<l
(+00) k= +o0 o si k>0 0 _0 _, [0 si k>l
o)k =— k (_OO)_ LT T k™ = .

(—o0) 0 +o00 si k<O to -0 +o00 si 0<k<l
(+0)+ (+0) = +o0 (+ ) (+0) = +o0 +o si k>0 (+ )k +o0 si k>0

= o0 =

(_oo)+(—oo)=—oo (+oo)-(—oo)=—oo 0 -0 si k<O 0 si k<O
_(_oo)=+oo (—oo).(_oo)=+oo +TOO:+OO %:_OO (+0)™ =40 (+o0)" =

Es importante entender que el algebra del infinito es diferente a la de los niUmeros reales y mientras
trabajamos con infinitos las cosas no suelen ser cdmo parecen.
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Limites y continuidad

1.5. Limites infinitos

Limites infinitos en un punto finito

Observamos en la figura adjunta que, a medida que nos aproximamos a
X, por la izquierda, los valores correspondientes que toma la funcion son

y=f(x)

cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la izquierda, f(x) tiende a +oo: [ B S

I P —

lim f (X) =40

X=X,

x

08 X

Una funcién f (x) tiene por limite +co cuando X tiende a X, por la izquierda si para todo nimero real K

existe un entorno lateral a la izquierda de X,, E"(X,, 8) = (X, — 0, X,), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VK eR,38>0;¥xe E (X, 8)= f(x)>K
X—=>Xo
En esta figura observamos que, a medida que nos aproximamos a X, por

la derecha, los valores correspondientes que toma la funcidn son cada vez
mayores.

y=f(x)

Afirmamos que cuando X tiende a X, por la derecha, f(x) tiende a +o:

lim f (X) =400

G
X=X, Xg até

[ORY WS —

Una funcién f (x) tiene por limite +oo cuando X tiende a X, por la derecha si para todo numero real K
existe un entorno lateral a la derecha de X,, E"(X,, 8) = (X, — 8, X,), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.

lim f(x)=+0 < VK eR,38>0; Vxe E*(x,,8)= f(x)>K
En la figura de la derecha vemos que a medida que nos aproximamos a X,
los valores correspondientes que toma la funcién son cada vez mayores.

Afirmamos que cuando x tiende a X, f (x) tiende a +oo: - :
lim f (X) = +o0 ‘e e
X=X y

Una funcién f (x) tiene por limite +oo cuando X tiende a X, si para todo nimero real K existe un

entorno reducido de X, E*(X0 ,0), de modo que, para todo X que pertenece a este entorno, se verifica
que f(x) es mayor que K.
lim f(X)=+0 < VKeR,35>0; VXxeE(x),d)= f(x)>K

X=Xy
En el caso de que al aproximarnos a X, la funcion tome valores cada vez menores, tanto si nos
aproximamos por la izquierda, por la derecha o por los dos lados a la vez, decimos que la funcidn tiende

a —00,

En este caso, las figuras y definiciones correspondientes a estos tres casos son:
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Limites y continuidad

\in-f Xy
; lim f(x)=—c0<> VM eR,35>0; VxeE(x,8)= f(x)<M
X—Xo
' lim (x) =0 ¥ M eR, 35> 0;¥xeE*(x,,8)= f(x)< M
y=f(x) X—>Xg

X5 Xg Xg+b

lim f(X)=—0 <V MeR,35>0; VxeE(x,8)= f(x)<M

X=X

En ocasiones no nos importa el signo y decimos simplemente que:

lim f(X)=0<VM>0eR,38>0; VxeE (X,8)=[f(x<M

X=X

Cuando existe alguno de los seis limites que figuran en este apartado, decimos que la funcién f (x)

tiene una asintota vertical de ecuacion X=X, .
Algunas funciones que generan asintotas verticales son:

1. El cociente de funciones:

X—>Xg g X=Xy

en las que se incluyen las trigonométricas como tg(x), sec(x), cosec (x), ¥ cotg(x), ya que son

lim[i}(x) =+ si limg(x)=0

cocientes por definicidn.
2. Lafuncidn logaritmica:

}Lr)gln( f(X)=—c0 si }erlz f(x)=0

0JO: No existen la division entre cero ni el logaritmo de cero. Hablamos de que el limite cuando el
denominador o el argumento tienden a cero es infinito.
Ejemplo

+ Halla las asintotas verticales de la funcion f(x) = In(2x 1)

Como se explicé, la funcidn logaritmica tiene una asintota vertical cuando su argumento es nulo, por
tanto:

limln(ZX—l) =—00 si lim(ZX —1) =0=X —)% =X =% es una asintota vertical

X—=>Xg X—=Xg
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Limites finitos en el infinito

Observamos en la figura de la derecha que, para valores positivos ad:
muy grandes de X, los correspondientes valores que toma la funcién

. , . Lt /'-.-__.__-_—
se aproximan cada vez mds hacia un valor L. 7

y=fix)

Afirmamos que, cuando x tiende a +o, f(x) tiende a L.

Una funcién f (x) tiene por limite un nimero real L, cuando X tiende a +x, y se escribe lim f(x)=L, si
X—>+o0

para todo € positivo, existe un nimero real K, de modo que, para cualquier valor de X mayor que K, se
verifica que f(x) esta en el entorno E(L,¢).

lim f(x)=L < Ve>0,3K eR; six>K= f(x)eE(L, &)

X—>+00
En la figura de la derecha observamos que, para valores negativos muy

grandes en valor absoluto de X, los correspondientes valores que toma
la funcién se aproximan cada vez mas hacia un valor L.

y=fix}

Afirmamos que, cuando X tiende a -, f(x) tiende a L.

Una funcién f(x) tiene por limite un nimero real L, cuando X tiende a -, y se escribe lim f(x)=L,

si para todo € positivo, existe un numero real M, de modo que, para cualquier valor de X menor que M,
se verifica que f(x) esta en el entorno E(L,¢).

lim f(x)=L < Ve>0,IMeR; six<M= f(x)eE(L, &)

X——00
Cuando existe alguno de los limites anteriores decimos que la funcidn f(x) tiene una asintota
horizontal de ecuacion y = L.
Ejemplo
In(2x —1)
C2x-1
Sabemos que el dominio de la funcién logaritmica son Unicamente los reales positivos, asi que la
funcidn sélo puede tener asintota horizontal en +00. Ademds, en la gréfica adjunta:

+ Halla las asintotas horizontales, si existen, de la funcién f(X)=

glx)=2r—1

flz)=In(2z-1)

vemos que la funcién polinémica del denominador (2x — 1) crece mucho mas rdpidamente que la
logaritmica, de modo que cuando X tiende a infinito, el cociente tiende a cero:

lim In(2x —1)

=0 = Asintota horizontal y=0
x—>+0  2X —1

En el tema siguiente veremos cdmo hallar limites como el anterior de forma mas simple.
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Limites infinitos en el infinito
Cuando hablamos de limites infinitos en el infinito nos encontramos con cuatro posibilidades:

% lim f(X) =+, la funcién tiende a mds infinito cuando x tiende a mas infinito.

X—>+0o0

Una funcién f(x) tiende a +oo cuando X tiende a +oo si para todo nimero real K,
s existe un numero real M, tal que, para cualquier X mayor que M, se verifica que
f (x) es mayor que K.

lim f(x)=+0< VK eR,IM eR; x> M = f(x)> K

X—>+00
% lim f(x)= -, lafuncién tiende a menos infinito cuando X tiende a mas infinito.

X—+00

Una funcién f (x) tiende a —oo cuando X tiende a +oo si para todo nimero real K,
existe un numero real M, tal que, para cualquier X mayor que M, se verifica que
f (x) es menor que K.

yefin)

lim f(x)=—0< VK eR,IM €R; ¥x>M = f(x)<K

X—>+00
% lim f(X) =+, lafuncién tiende a mas infinito cuando X tiende a menos infinito.
X—> —0

Una funcién f (x) tiende a +oo cuando X tiende a —o si para todo nimero real K,
| existe un numero real M, tal que, para cualquier X menor que M, se verifica que
f (x) es mayor que K.

lim f(x) =40 VK eR.IM €R; vx<M = f(x)>K

X—>—00
% lim f(x)= -, lafuncién tiende a menos infinito cuando x tiende a menos infinito.
X—>—00

Una funcién f (x) tiende a —o cuando X tiende a —oo si para todo nimero
real K, existe un nimero real M, tal que, para cualquier X menor que M, se
verifica que f(x) es menor que K.

lim f(X)=—0< VK eR,IM €R; Wx<M = f(x)<K

X—>—00

En ocasiones no nos interesa fijarnos en el signo de infinito y decimos simplemente |im f(x) =, la
X—00

funcidn tiende a infinito cuando X tiende a infinito. Como ejemplo sirven

Una funcién f (x) tiende a o cuando X tiende a o si para todo niimero real
K grande y positivo, existe un nimero real grande y positivo M, tal que, para
cualquier X menor en valor absoluto que M, se verifica que f(x) es menor

en valor absoluto que K.

lim f(X) =00 < VK>0eR,IM >0eR; Vx| <M =|f(x} <K
X—>0

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 4: Limites y continuidad Autora: Leticia Gonzdlez Pascual

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones INTEF y de los autores

Textos Marea Verd




Limites y continuidad

1.6. Calculo de limites

Limites sencillos

El proceso de célculo de un limite a partir de la definicion es muy complejo, asi que en la practica
bastara con sustituir la variable por el valor al que tiende y operar, obteniendo un resultado que podra
ser un valor finito, infinito o indeterminado.

Ejemplos
4+ Calcula los siguientes limites:

limln(2x—1)= In(2-1-1) _Inl _

0
x>l 2x—1 2-1-1 1
., CcOoSX cosO 1
im = =—=-1
x>02x—-1 2-0-1 -1
Hmln(2x—1):1n(2-1—1):E:0

x>1 2x—1 2-1-1 1

Sin embargo, existen casos en los que debemos tener cuidado.

Limites en los que se anula el denominador

Ya vimos anteriormente que este tipo de limite genera un infinito, pero no sabemos si serd positivo o
negativo. Debemos, por tanto, estudiar los limites laterales fijdndonos sobre todo en los signos. Si los
limites laterales son distintos, diremos que no existe el limite pedido.

Ejemplos
4+ Calcula los siguientes limites:

x+2 1+2 3 ., x+2
—=—=—:>llm—=i°°
x-1x-1 1-1 0 x-1x-1

Debemos hallar los limites laterales para ver si existe el limite de la funcidn en ese punto.

Limite por la derecha: Tomamos valores préoximos a 1, pero mayores que 1.
, X+2 3
lim =—=
1" X—1 40
donde por “+0” representamos un niumero positivo muy cercano a cero (+0.000...001).
Limite por la izquierda: Tomamos valores préoximos a 1, pero menores que 1.
, X+2 3
lim =—-=
x—>1" X — l — O
donde por “— 0” representamos un nimero negativo muy cercano a cero (—0.000...001).

. . . . ., X+2
Como los limites laterales no coinciden, diremos que no existe lim I
X=>1 X —

400

—Q0

x+2

= 400

b) lim

x—0 x2

Este caso es diferente al anterior, sabemos que X es una funcién siempre positiva, asi que numerador y
denominador son siempre positivos.
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Limites en el infinito

Para resolver limites en el infinito es necesario conocer cémo se comportan las funciones mas comunes
para valores muy grandes de la variable Xx. Muchas de ellas ya se explicaron en cursos anteriores al
estudiar el comportamiento de estas funciones.

Funciones potenciales:

. . n . ,
Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(X) = X", siendo n un ndmero real. Para ellas:

. +00 si n>0ynpar
+00 si n>0 _ 0 y p
) —00 si N< n impar
lim x" =41 si n=0 lim x" = _ y P
X—>+00 . X—>—00 1 S1 n :O
0 si n<0
0 si n<0
Ejemplos
a) limX* =+ porquen=4> 0 b) imX* =+00 porquen=2>0y par
X—>+o0 X——00
c) Xli{nXS =+ porquen=3>0 d) Xlignf =—00 porque N =3 >0 e impar

f) limiz lim x =0 porquen=-3<0

e) limiz lim x> =0 porquen=-5<0 ;

5

X—>+00 X X—>+0 X—>—00 X
g) 1il’1’lX71 =0 porquen=-1<0 h) limXO =1
X—>+00 X——0

Funciones exponenciales:

. « X . s
Llamamos funciones potenciales a aquellas de la forma f(X)=a", siendo a un nimero real. Para ellas:

+0 si a>1 0 si a>1
lim a* =<0 si O<axl lima* =<{+ si O<acxl
X—>+00 . . X—>—® . .

noexiste si a<0 noexiste si a<0

Ejemplos

a) lim3" =+o0 porquea=3>1

X—>+0o0

b) Xl_i>1_1303x =0 porquea=3>1

X—>+o0\ 4 X—>—00

c) lim (1] =(0 porquea= ie(O,l) d) lim(%j = +o0 porqueazie(O,l)

e) lim(=2)" no existe f) lim(=2)" no existe

X—>+00 X—>—0

Funcidn logaritmica:

De la funcidn logaritmica es imprescindible conocer los siguientes limites:
lim log, X = +oo limlog, Xx=—0

X—> +o0 x—0"
No podemos cometer el error de pensar que todos los infinitos que nos aparecen al calcular un limite
son iguales. Si una funcién viene expresada mediante operaciones elementales de funciones de
diferentes tipos, debemos saber cual es el término dominante del limite planteado, es decir, qué
término crece mas rapidamente que los demas y determina el valor del limite:
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Exponencial > Polindmica > Logaritmica > Constantes
500003

Esta relacion se aprecia en la grafica del margen en la que
vemos como para valores grandes de X la exponencial
domina frente a la potencial (en este caso, X°). 400009

300003

Ejemplos

a) lim(X3 —2X2+X—3)=+00 porque el término dominante

X—>+00 200000

en un polinomio es el de mayor grado:

lim x* >> lim X* >> lim Xx>> lim3
X—>+0 X—>+00 X—>+00 X—>+00

es decir, los términos de menor grado son despreciables v,

por tanto: =

lim(x* —2x* +x—3)= lim X’ = +o0

X—>+00 X—>+00

4 5 4 4 5 )
b) 11m(2x —X ):+OO porque aunque el lim?2* =+0y limx =—00, se verifica que:
X—>+00 X—>00 X—>++0
lim2* > lim X’
X—>+00 X—>+00
y el término potencial es despreciable frente al exponencial. Entonces:
1im(2* —X°) = 1im 2" = +o0

X—>+00 X—>+00

2x* =3 + x>+ X-5 _ . .
c) lim a1 = 0 porque los términos dominantes del numerador y denominador son x*
X—>+00 X — X —

y X°, respectivamente, y los demds son despreciables frente a ellos. Entonces:

Co2xP =3 e x4+ x=-5 ., 2xt+.. . o2xt 2
lim S > = lim S = lim —= lim —=0
X—>+00 X — 3X — 1 X—>+0 X7 4. X—+0 X X—>+0 ¥
5 4 5 5
, X +2X"=X=5 , X +... , X 11
d) lim S 2 3 5 = lim ——= lim — = lim —=—
X040 X7 4+ X7+ XD+ XS+ X+ xore 2XT 4L xor0 2X7 xowe 2 2

,senx . . L, .
e) lim —— =0 porque aunque no existe el limite de la funcién seno, sabemos que es un nimero

X+ X

comprendido entre cero y uno y el término del denominador tiende a infinito:

senX _ niimero acotado

lim 0
X—>+00 X o0
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Limites y continuidad

AL\ N [\
~ & VoS V\:
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En la grafica se aprecia lo que hemos demostrado algebraicamente. Observamos que en la primera
grafica la escala es la misma, y en la segunda, la escala del eje de ordenadas es el intervalo [- 02, 1]y

cuando X > 50 el valor de los maximos de la funcién es muy préximo a cero, por ejemplo:

f(205m)

B sen(20’5 TE)

=0'01552731..
St

d) HIII(X3 'e_x)=0 porque reescribiendo el limite como:

X—>+00

lim (X3e‘x)= lim X—3

X—>+00 x—>+0 @X

el término exponencial crece mucho mas rapidamente que el potencial. Entonces:

3 7 -
lim(xe )= 1im X = 2901 _
o fuerte

X—>+00 X—>+0 eX

A la inversa, tendremos que:

e’ oo fuerte

lim—=———-=
Xt X oo débil

4

En otros casos, los resultados que obtenemos no nos permiten determinar si un limite existe y cual es
su resultado, o si no existe. Estos casos se denominan indeterminaciones.
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Limites y continuidad

1.7. Indeterminaciones

LIMITES al INFINITO Cémo Calcular Limites. Calculo de LIMITES cuando la x
: tiende a infinito. Limites de funciones con FRACCIONES, con RAICES, etc.
B

https://www.youtube.com/watch?v=5q CaFKvCFM

video

Existen siete indeterminaciones basicas:
e} ()

Ow 00 — 00 1+oo'000y00
w0’

Indeterminaciones del tipo ;

Resolveremos estas indeterminaciones analizando los términos dominantes tanto del numerador como
del denominador.

Ejemplos
, 5x* o0
a) lim =—

x>t [3X4+] o0

El numerador tiene grado 2,yel denominador tiene grado 1/2, por tanto:

5x° 5 3
Iim ——=1lm ——= hm =lim ——==lim — =40
X—>+00 ,/3X + X—>+00 ',3X+ X—>+00 / X—>+00 \/_\/_ X—>+00 \/_
VX2 =1

b) lim
x>—0 4X +2
Como antes:
3/y2 3/y2 % %*1 ’%
im T i Y i X i X im0

Xx—>-0 4X+2 x—-o 4% x—-0 4 X x—>- 4 x—>-o 4

Indeterminaciones del tipo « - «

Aparecen al calcular limites de funciones con diferencia de cociente de polinomios o diferencia de
radicales, y pueden resolverse desarrollando la resta convenientemente o multiplicando numerador y
denominador por la expresion conjugada, respectivamente.

Ejemplos

. x? -1 x3
a) lim -
x>t X+4  x241

2 3
- . . ., . xc -1 X
Observamos qué tipo de indeterminacidn aparece: lim { - ]: 0 —

X—4o0| X +4 x2+1

Desarrollamos la resta:

im [ X212 X ) (2 +1)- (2 =1)=x*-(x+4)] _ o [ X m1oxt -4
x> X+4 X7 +1 X—>+00 (X+4 (X +1) x>0l X2+ X+4x%%+4

—4x* -1 L —AXT -
= lim =lim ——=-4
xowm X3+ A4XE + X+ 4 o X4
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Limites y continuidad

b) lim(\/xz—Z—\/x2+3)

X—>+0

Observamos qué tipo de indeterminacién aparece: lim (x/x2 2 X +3): 00— 00

X—>+0

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:
2 2 2 >
lim( X2—2—\/x2+3): lim (\/X -2 -+x +3)'(\/X —2+4/x +3):

x40 X \/x —2+\/X2+3

_ lim (x/x —2)2 (x/x +3)z 2) (X +3) lim -5 _
o X -2 44X +3 H+""\/X ~2+4%3+3 X”“"\/X —2+4% +3
-5 -5

= lim =—=0
X—)+CXJ(X)+(D o0

. . . 0
Indeterminaciones del tipo 0

En ese tema sdlo resolveremos aquellas que aparecen al calcular limites con funciones polindmicas o
funciones irracionales. En ambos casos se intentara simplificar la fraccion, normalmente factorizando el
numerador y el denominador mediante la Regla de Ruffini o usando igualdades notables.

Ejemplos
. X2 =3%x+2
a) 11m2—
x->2 X =4

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacion.
. XT=3x+2 2°-3.2+42 0
lim > = > =—
2 x> —4 22 -4 0
Factorizamos los polinomios del numerador y el denominador y simplificamos:
. XE=3x+2 . (x=2)-(x=1) , x-1
lim—; =1lim = =
o2 x2—4 o2 (x=2)-(x+2) =2 x+2
Calculamos el limite de la expresion resultante:
2-1

1
2+2 4

b) lim X" -9
X—3 ,/X_3

En primer lugar, veamos si existe alguna indeterminacion.
’ X —9 3*-9 O
im
X—3 / I 3
Realizamos las siguientes transformaciones:

hm\/ - - (Xzz’) (;‘/ 3)—1im(x+3)-(x—3)%:lim(x+3)«/x— ...
X—3 X — xaB X 3 X—3 X—3

Calculamos el limite de la expresion resultante:

=(3+3W3-3=6-0=0
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Limites y continuidad

Indeterminaciones del tipo 0 -«

o0

, . © .0
Se resuelven transformandolas en las del tipo — o en las del tipo (—)

Ejemplo

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 4: Limites y continuidad
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lim(x - )=c0-0

X—>+0

Reescribiendo el limite como:

X—>+00

lim (Xse’X2 ): lim

X—+00 o X
€

X

5

ya vimos que el término exponencial es dominante frente al potencial. Entonces:

X—>+0

Actividad resuelta
+ Calcula decimales del nimero de
e.

e Escribe el texto Numero e en la celda
B2y su valor en la celda E2 con la férmula =EXP(1).
Escribe 1 en la celda A5 y Rellena en serie en la
columna A con incremento 1 hasta llegar a 100.

En la celda B5 introduce una féormula para calcular el

primer término de la sucesion (l+— en funcioén de la
n

celda A5, para obtener los 100 primeros términos de la
sucesion al copiarla con el controlador de relleno en la
columna B.

Observa que el término que ocupa el lugar 100 se
aproxima a las décimas del numero e.

En las columnas Ay B de la fila 4 introduce los textos ny
(1+ 1/n)", respectivamente y cépialos en las columnas D
y E de esafila.

Escribe 1 en la celda D5 y Rellena en serie en Ia
columna D con incremento 10 hasta 501.

Copia en E5 la féormula de B5 y arrastrala con el
controlador de relleno hasta E55.

Observa que el término que ocupa el lugar 501 se
aproxima a las centésimas del numero e.

Vuelve a repetir el procedimiento anterior en las
columnas G y H rellenando en serie en la columna G con
un incremento de 100 hasta 5001 y en las columnas J y
K con un incremento de 1000 hasta 50 001.

Textos Marea

, X2 , X
hm(xse X ): lim

5

> =

X—>+00 e X

Aproximacion del numero e con una hoja de calculo

El nUmero e

Numero e 2,71828183
n (1+1/n)" n (1+1/n)"
1 2 1 2
2 2,25 11 2,60419901
3 2,37037037 21  2,65626321
4 2,44140625 31  2,67569631
5 2,48832 41  2,68585635
6 2,52162637 51  2,69210221
7 2,5464997 61 2,6963305
8 2,56578451 71  2,69938287
9 2,58117479 81  2,70168999
10 2,59374246 91 2,7034951
11 2,60419901 101 2,70494598
12 2,61303529 111 2,70613757
13 2,62060089 121 2,70713369
14 2,62715156 131 2,70797878
15 2,63287872 141 2,70870478
16 2,6379285 151 2,70933519
17 2,64241438 161 2,70988774
18 2,64642582 171 2,71037601
19 2,65003433 181 2,71081059
20 2,65329771 191 2,71119989

Verd

llustraciones INTEF y de los autores

Autora: Leticia Gonzdlez Pascual




Limites y continuidad

Indeterminaciones del tipo 1”
Aparecen si la funcién es de la forma:
y= [f (X)]g(x)
tales que lim f(x)=1 Yy lim g(x)= o . En este caso, se verifica que:

, lim g (x)-| f (x)-1
llm[f (X)]g(x) _ glmotx [f (0-1]
X—a

Demostracion

En efecto, el nimero e se define como:

1 n
e= lim(l + —j
n—oo n

Se trata de reproducir la forma del limite “€” con nuestro limite original, asi que operamos afiadiendo
los términos necesarios:

f(x)-1
f(x)-1

9(x) g(x)
lim[ f ()]** =1lim[l+ f (x)-1]*" =1i 1+1; = 11{”1;
Jroo-1] Jreo-1]

Ya sdlo nos queda reestructurar el exponente:

U oltooa] 1 \mgeo[f0-1]
f(x)-1 f(x)-1

lim[ f (x)"™ =1i

1 | tim| 14—
X—a 1 - X—a 1
Mroo-1] Moo

El limite entre paréntesis es el nUmero e, por tanto:
lim g ()-[ f (0)-1]
lim[f ()] = e
i (0]

A la hora de resolver la indeterminacién podemos reproducir estos pasos o utilizar directamente la
férmula.

Ejemplos

2 2x+1
, [ x7=3
a) lim| —
X—>+00 X + X

Observamos qué tipo de indeterminacién aparece:
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Limites y continuidad

Aplicando la formula:

. ax) _ o limgOo{f (0-1]
lim[ f 0] = e
Calculamos f(x)-1:
f(x)-1= X'=3 X -3-(X+x)_x*-3-x*-x _-x-3
X + X x2 + X x2 + X %2 1+ X

Calculamos g(x)-[f (x)-1]:

Q(X)'[f(x)—1]=(2x+1)-_x_3 _@x+1)-(=x=3) _-2x*-6x-x-3 _-2x*-7x-3

X2 + X X2 + X X2 + X X2 + X

De aqui:

-x2+2
Observamos qué tipo de indeterminacidn aparece: 1lim ( X +;] =1
X—> —00 X_

Aplicando la formula de nuevo:
i lim g (x){ f ()-1]
hm[f (X)]G(X) —proa
X—a

Calculamos f(x)-1:

f(x)_1:X+1_1:X+1_(X_3):X+1_X+3: 4
X=3 X-=3 X-3 X-3
Calculamos g(x)-[f (x)-1]:

9(x)- [f(x)-1]=(x* +1). L 40 +1): —4x* +4

X=3 X-3 X—3
De aqui:
—Xx7+2 —4x%+4 _4x2
, X+1 I lim lim (~4x) .
llm [ ) =@ X—3 B X = @ — e+ - 10
x—>-o{ X — 3
Sin embargo:

2X 5 —-X+3
c) lim( j =27 =0, no es una indeterminacion.
x>0\ X 4+ 7

2x+1

2
[ 2XT+X—=1)*2 2 . L,
d) lim| ———— =17 =1, no es una indeterminacion.
X—>+00) 2x° —1
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Limites y continuidad

V4 0 SenX .
1.8. Calculo del valor aproximado de =— cuando x tiende a cero

X

Actividades resueltas

- . , . . Senx

Utiliza una hoja de cdlculo para aproximar lim ——
x—=>0 X

.Nos situamos en la celda Al para poner el titulo y

reservamos A3 y A4 para explicar el contenido de la

hoja.

e En la celda A6 escribimos valor inicial de x =y en
B6 su valor que en nuestro caso sera 1, ya que lo que
pretendemos es dar al angulo x valores muy
proximos a 0. En A7 escribimos factor reductor =y
en B7 un valor menor que 1 por el que vamos a ir
multiplicando los valores del angulo para obtener
numeros cada vez mas pequefios, por ejemplo 0.6.

Calculo aproximado del valor de sen(x)/x
Esta hoja de célculo estima el valor del cociente
entre el seno de un angulo y el propio angulo
e En la celda A9 escribimos valores de x; en B9
sen(x); en C9 sen(x)/x y reservamos la celda A10 | valor inicial de x= 1
para separarlos de las férmulas que vamos a | factor reductor= 0,6
introducir a continuacion.
valores de x sen(x) sen(x)/x
e En A1l introducimos el valor inicial, que como ya | =====
estd introducido en la celda B6, basta con que 016 8’2212‘712232 813313;8323
es.crlbamos =B6. Er? A12 queremos escribir este 036 0352274233 0,978539537
mismo valor reducido por el factor que hemos 0216 0214324298  0,99224212
introducido en B7. ¢éCémo lo hariamos? Puesto 0,1296 0,129237508  0,99720299
que el factor queremos que permanezca 0,07776 0,07768166  0,998992535
constante al utilizar el comando “Llenar hacia 0,046656 0,046639075 0,999637242
abajo”, introducimos la férmula =A11*$B$6. Para 0,0279936 0,027989944  0,999869398
llenar el resto de la columna es suficiente 0,01679616 0,01679537 ~ 0,999952982
. . 0,010077696 0,010077525 0,999983073
seleccionar, por ejemplo, el rango (A12:A30) y 0,006046618 0,006046581 0,999993906
activar “Llenar hacia abajo”. 0,003627971 0,003627963 0,999997806
¢Qué deberiamos escribir en. las celc.las B11 y B12? 888?;(7)2323 gggf;gggg; (?55555572116
Colocados en la celda B11 introducimos la férmula 0,000783642 0,000783642 0,999999898
=sen(All); en Cl1 =B11/All y después de 0,000470185 0,000470185 0,999999963
seleccionar el rango (B11:C30) activamos “Llenar 0,000282111 0,000282111  0,999999987
hacia abajo”. 0,000169267 0,000169267 0,999999995
0,00010156 0,00010156  0,999999998
e Observamos que cuanto mas proximos a 0 son los 6,0936E-05 6,0936E-05 0,999999999
valores de x mads cercanos estan los de x y sen(x).

. . . Senx
A pesar de que sen(x) y x tienden a 0, se tiene que: lim—— =1
x—0 X
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Limites y continuidad

2. CONTINUIDAD

Ya aparecid varias veces a lo largo de la ESO la idea intuitiva de continuidad:

La funcién f(x) se puede dibujar, en el entorno de X=1, sin

levantar el lapiz del papel. i

De manera mas formal, observamos que la funcién existe en el
punto X=1, tiene limite cuando X tiende a 1, y que el valor de

este limite coincide con el valor de la funciéon en X=1. /
Si se cumplen estas tres condiciones, afirmamos que esta funcidn Ty
es continuaen X=1. /

Analicemos ahora algunos contraejemplos:

b La funcién g(x) no se puede dibujar en un entorno de X=2 sin
levantar el lapiz del papel.
——J P Esta funcion no tiene limite finito en X=2 y tampoco esta definida
en ese punto.
Afirmamos que g(x) no es continua en X=2.
La funcién h(x) no es continua en X=3, La funcién t(x) no es continua en X=-1,
pues no existe el limite cuando X tiende a pues, aunque existen el limite y el valor de la
3, aunque si esta definida en X=3. funcién, ambos no coinciden.

: V.

y=h(x) y=t(x)

La idea de poder dibujar la gréfica de una funcién en un entorno de un punto sin levantar el lapiz del
papel, o la de una funcidén continua en ese punto se matematiza a través del concepto de limite.

Una funcién y = f(x) es continua en un punto X=X, si se cumplen las tres condiciones siguientes:
1. Existe f(X,), es decir, X, € Domf (X)

2. Existe }E}.} f(X), es decir, lim f(x)= lim f (x)

Xo

3. Los dos valores anteriores coinciden. f(X0)=}iIXIOIf(X)
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Limites y continuidad

2.1. Operaciones con funciones continuas
Si f yg son dos funciones continuas en X=X, se verifica:

e f +g escontinuaen X,

e f —g escontinuaen X,

k- f escontinuaen X;, Vk e R

e f.g escontinuaen X,

% es continua en X, , siempre que g(xo);t 0

2.2. Continuidad lateral

La funcién y = f(x) no es continua en X=0, sin embargo,
tiene limite finito cuando X tiende a 0 por la izquierda y _
coincide con el valor que toma la funcién en x=0. __ y=f(x)

Por esta razon, afirmamos que esta funcién es continua por
laizquierda en X=0.

Una funcidn es continua por la izquierda en un punto de abscisa X, si existe limite por la izquierda en

ese punto y coincide con el valor de la funcién en X, :

lim f(x)= f(x,)

X—>Xo
De la misma manera, se dice que una funcion es continua por la derecha en un punto de abscisa X, si

existe limite por la derecha en ese punto y coincide con el valor de la funcién en X;:

lhgf(x):f(x)

0

2.3. Continuidad en un intervalo

Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo abierto (a,b) si y sélo si es continua en todos los
puntos de dicho intervalo
Una funcién y = f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si y sélo si se cumplen las siguientes
condiciones:

e f escontinua en el intervalo abierto (a,b)

e f escontinua porladerechaen x=a

e f escontinua por laizquierdaen X=Db

Ejemplo | /

La funcién a la derecha es continua en el intervalo [0,2] (tramo de

color azul).

Vemos que es discontinua en X =2, que continda cuando X > 2
(linea negra) y que no existe en R™.
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Limites y continuidad

Las funciones elementales son continuas en sus respectivos dominios de definicién:

Las funciones polindmicas son continuas en todo R.

- Las funciones racionales no son continuas en los puntos que anulan el denominador.

- Las funciones con radicales con indice par no existen en los valores que hacen el radicando
negativo. Si el indice es impar, son continuas en todo R.

- Las funciones exponenciales son continuas en todo R.

- Las funciones logaritmicas no son continuas en los puntos en los que la expresién de la que
gueremos hallar el logaritmo se convierte en cero o en un nimero negativo.

- De las funciones trigonométricas no son continuas aquellas que implican un cociente, es decir:
° La tangente y secante, que no son continuas en los puntos en los que se anula el coseno
(a=2+k-m, conk € 2),
° La secante y cotangente, que no son continuas en los puntos en los que se anula el seno
(aa=Kk-m, conk € 2).
2.4. Tipos de discontinuidad

Una funcion que no es continua en un punto de abscisa X,,, decimos que es discontinua en ese punto.

Dependiendo de la condicién o condiciones de continuidad que fallen, podemos clasificar las
discontinuidades en:

1. Discontinuidad evitable

Una funcién presenta una discontinuidad evitable en un punto de abscisa X, cuando se produce una
de estas situaciones:
- El limite de la funcion en Xo existe y es finito pero no coincide con el valor de la funcién en X;.
- La funcidn no estd definida en X, .

Esta discontinuidad se evita redefiniendo la funcién en X;, haciendo que en este punto tome el valor
del limite.

Ejemplo
sen X

4+ Ya vimos cdmo se comporta la funcién f(x)= en el infinito. Analicemos ahora qué

ocurre en el punto x=0.

Vemos en la grafica, o bien dando valores cercanos a X=0,

que la funcién tiende a 1 cuando x tiende a 0.
. ;. ,_senX ..
Por tanto, existe el limite: lim =1y podemos redefinir
=0 X
senx .
., — siX#0 .
la funcion como: f(X)=< para convertirla en
1 six=0
continua.
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Limites y continuidad

2. Discontinuidad no evitable

Una funcién presenta una discontinuidad no evitable en un punto cuando no existe el limite en ese
punto. Podemos distinguir dos casos:

- Discontinuidad de primera especie: cuando existen los limites laterales pero son distintos, por
lo que no existe el limite de la funcién.

Los limites laterales pueden ser ambos finitos y se tratarad de una discontinuidad de primera
especie de salto finito, o puede ser que uno o los dos limites laterales sean infinitos,
tratandose de una discontinuidad de primera especie de salto infinito.

- Discontinuidad de segunda especie: se da cuando uno o los dos limites laterales no existen.

Podemos resumir los tipos de discontinuidad con la siguiente tabla:

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

DISCONTINUIDAD EVITABLE 12 ESPECIE

22 ESPECIE
Salto finito Salto infinito

i 1 y=Ffix)
: yfix)
y=fix) [
i\ % m Yo
:"Iu \ \ {

Actividades resueltas

x> —2Xx six<0

#+ Estudia los puntos de discontinuidad de la funcién f(X)= . .
3Xx+2 six=>0

Es una funcién definida a trozos formada por dos funciones polindmicas y por tanto, continuas en todos
los puntos. Por tanto el Unico punto dudoso es el punto de unién de los dos trozos, el O.

Para valores menores que cero, el limite lateral por la izquierda es 0, y para valores mayores que 0, el
limite lateral por la derecha es 2. Luego existen ambos limites y son finitos por lo que en cero tiene la
funcidn una discontinuidad de 12 especie de salto finito.

X —2X+3 six<0
4+ Estudia los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = 5x-3

X—-1

six>0 -

Es una funcion definida a trozos formada por una funcién polindmica y una racional. Por tanto,
continuas en todos los puntos, salvo donde se anula el denominador. Por tanto los Unicos puntos
dudosos son el punto de unién de los dos trozos, el 0, y el punto donde se anula el denominador, el 1.

Para valores menores que cero, el limite lateral por la izquierda es 3, y para valores mayores que 0, el
limite lateral por la derecha es 3 también, luego la funcidn es continua en 0.

Si calculamos el limite cuando X tiende a 1 obtenemos o« por lo que en 1 tiene la funciéon una
discontinuidad de 12 especie de salto infinito.
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Limites y continuidad

Actividades resueltas

4 Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

Y . /—/ \/ v=gm/\
) /\f 1

1/ I

£(=6) F(-3) f(-2) £(0) limg(x)  limg(x

) tim g(x)

‘ i lim f(x ; ; lim g(x lim g(x
fm t0) tmte) MK wmeeo ameto  Hmok) timel]
fmf()  Jmf0) umeey o fme®) umaco

Respuestas:
f(c6)=3 f(-3)=0 f(-2)=-3 f(0)=2  lmo()=—= limg(x)=-3 lim g(x)=
. _ : _ 5 limf(x)=1y; _ : _ limg(x)=—o0 A limg(x
lim 1()=0 tim £(x)=2 HMF0)=Tpim £(x)=1  tim g(x)= 0 Jim(x) lim g(x)
Em (=0 jim 1(9=-3 31im 1 () HmFOJ=1  Blimg) 3 1m g(x)

+ Utiliza la definicién de limite para demostrar:
. X+3 (V2 __ . IX

a) 1X1£131 5 =3 b) lxl_l’)g(X 6x+8) 1 c) 1X1£r31X+4_3

Respuestas:

La definicion de limite es:
lim f(X)=L<Ve>033>0/si0<|x—x,|<d=| f(x)-L|<e

X=Xy
asi que se trata de trabajar con desigualdades intentando acotar | f(x)-L | a partir de| X=3 | <3d.
Xx+3-6] [x-3] [x=3] &
2 2 2 2 2
por tanto, haciendo €=2 se verifica la definicién.

. X+3
a) lim
X—3

=3 :>| f(X)—L|=

X+3 ‘_

b) lxig(xz—6x+8)=—l = [ f(0-L|=|(x* - 6x+8)- (- |=]x* —6x+9|
Es facil ver que el trinomio es un cuadrado perfecto, por tanto:
[ F00-L|<|(x=3) |=|x-3[ =&

por tanto, haciendo & = &° se verifica la definicién.
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Limites y continuidad

TX
¢) im——=3=|f(X)-L|=
)X—>3X+4 | (*) |

l3‘
X+4

Tx—=3x-12

4x—12| 4-|x-3]

X+4

X+4 | |x+4]

Como se trata de acercarse lo mas posible a X=3, 8 debe ser un valor pequefio. Por simplicidad
hagamos que 8<1. Se verifica que 0 <|x—3|<1= 6 <|Xx+4|<8. De este modo:

4¢x—3|<4¢x—3|<4¢x—3

8

Buscamos un limite superior para | f(x)-

| x+4]
L

6

, por tanto elegimos la segunda desigualdad:
4-x-3| 4 |x-3] 25
< <=

| f()-L|=

| x+4] 6

. 26 . ge . e ey
por tanto, haciendo € == se verifica la definicion.

4+ Calcula las asintotas de la funcidn:

fO0)=

Respuesta:

Es una funcién racional. Los valores que anulan
el denominador son: X = =1 y X = 2, por tanto
tiene dos asintotas verticales que son las rectas
verticales:

X=—-1lyx=2

Para determinar el comportamiento en el
infinito se calcula el limite cuando X tiende a oo.
Tanto si tiende a —oo como si tiende a +w el
limite es 1:

lim £ (0 = 1im I

= =1
X300 x>0 (X+1)(X=2) x>0 X

Por tanto tiene una asintota horizontal que es la
rectay=1.

(X+3)(x-1)

(X+D(x=2)

3

Examenes de selectividad. Andalucia. Fernando Mates

Video de un problema de selectividad resuelto: Limites y continuidad. (\

6: https://www.youtube.com/watch?v=S5IVI440Qao

video
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Limites y continuidad

CURIOSIDADES. REVISTA

_

La cicloide, la “Helena” de las curvas

>

La cicloide es posiblemente la primera curva
verdaderamente moderna, en el sentido de que no figura en
las obras de Geometria de la antigua Grecia. Galileo fue uno
de los primeros en estudiarla, le dio este nombre en 1599 y
se interesé por el cdlculo de su area, pesando trozos de

Un punto P de una circunferencia,
que se desplaza horizontalmente sin
deslizarse, describe una cicloide. Es,
por tanto, la curva que describe un
punto de la rueda de un coche o de

\metal con forma de cicloide.

una bicicleta.

J

7

cicloide alargada o una cicloide acortada.

Al modificar el punto, si esta dentro del circulo, o si esta fuera, se modifica la cicloide pasando a ser una

)

/ . . .
\Iiropledades de la cicloide

El interés de la cicloide estd centrado en que es braquistdcrona, es decir, la curva de descenso mas
rapido desde un punto A a un punto B, sin estar en vertical y bajo el efecto de la gravedad y
tautocrona lo que significa que una bola que dejemos caer llega al punto mds bajo, M, en un
intervalo de tiempo que no depende del punto de partida.

La cicloide es braquistécrona

Para pasar del punto A al punto B el trayecto mas

rapido es seguir un arco de cicloide

La cicloide es tautocrona

Las dos bolas llegan a la vez al punto M.

Por la belleza de sus propiedades, o por las muchas disputas que trajo consigo se la conoce como la “Helena” de las curvas.
Otras propiedades curiosas sobre esta curva es que la longitud de un arco de cicloide es 8 veces la longitud del radio de la
circunferencia que la genera, que el area barrida por un arco de cicloide es 3 veces la del circulo generador y que es isécrona,
es decir, el periodo de un péndulo que describe una cicloide es siempre el mismo, no depende de la amplitud de la oscilacién.
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Limites y continuidad

< Las garras del leén >

Johann Bernoulli (1667 — 1748)

En 1696, Johann Bernoulli planteé ante los matematicos de la Royal
Society dos problemas matematicos y ofreci6 como premio, a
quien fuese capaz de dar las soluciones de ambos, un libro
cientifico de su biblioteca personal.

El primer problema pedia encontrar la trayectoria mds rapida para
desplazarse de un punto A a uno B. Es la braquistdocrona. En el
segundo se pedia encontrar una curva que al trazar una recta
desde O y que corte a la curva en P y Q, se mantenga la suma
constante. Ahora sabemos que la solucion de ambos problemas es
la cicloide, 1a “Helena” de las curvas.

Establecid un plazo maximo de seis meses para presentar las
soluciones, y se puso a esperar. Esperd y esperd. Esperd. Los seis
meses transcurrieron, y solo Leibniz habia encontrado la solucién a
uno de los dos problemas. Como las bases decian que el ganador
debia resolver ambos, Bernoulli extendié el plazo por seis meses

mas, en la esperanza de que alguien consiguiera la solucion al segundo. El afio transcurrid, y nadie pudo
mejorar la solucion de Leibniz al primer problema y mucho menos resolver el segundo.

Newton no habia sido informado. El 29 de enero de 1697 Halley visitd a Newton. Recuerda con asombro
la entrevista con Newton, su distraccidon extrema y su falta de concentracidn en estos términos: "Llegué

a su casa a las dos de la tarde. El estaba encerrado en su estudio,
y la servidumbre tenia estrictas drdenes de no molestarlo ni abrir
la puerta por ningun motivo. Por lo tanto, me senté afuera a
esperar que saliera. Rato después, el ama de llaves trajo el
almuerzo de Newton en una bandeja, y lo dejo en el piso, frente a
la puerta. Las horas pasaron. A las seis de la tarde, yo sentia un
hambre atroz, y me atrevi a devorar el pollo de la bandeja.
Cuando Newton por fin abrio la puerta, miro los huesos del pollo
en la bandeja, me miré a mi'y exclamo:

—jQué distraido soy! jPensé que no habia comido!".

Halley explicé a Newton la situacién y le entregd la carta con los
dos problemas. Newton dejé la carta sobre un escritorio vy
despidié rapidamente a Halley, explicando que "luego echaria

una ojeada a los problemas".

A las cuatro de la mafiana del dia siguiente los tenia listos, y a las

Isaac Newton (1643-1727).

ocho envid sus soluciones en una carta sin firma al presidente de la Royal Society. Sus desarrollos eran
tan perfectos y elegantes, que las soluciones de Newton fueron publicadas —también en forma
anénima— en el numero de febrero de 1697 de Philosophical Transactions. Newton habia resuelto en
una noche dos problemas que a cualquier otro matematico le hubiesen llevado la vida entera.

Bernoulli, impresionado por la elegancia de las soluciones de Newton, no tuvo dificultad en identificar al
autor: "Es Newton", afirmé. "éCémo lo sabe?", le preguntaron. "Porque reconozco las garras del

leon (Ex ungue leonis)".
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Limites y continuidad

RESUMEN

Entorno de un punto

Entorno de centro ay radio 8, E(a,3), es el intervalo abierto (a-§,a +3):
E(a,8)={xeRr;[x-a|<5}

Limite de una
funcién en un punto

lim f(x)=L e VE(L, &), 3E(X,,8); ¥xeE(x,,8)= f(x)eE(L,¢)
X—> Xq
o también:
lim f(x)=Le Ve>0,38>0;si0<|[x-X,|<d=|f(x)-L|<e

X— Xg

Limite lateral de una
funcion en un punto

Limite por la izquierda:
lim f(x)=Le Ve>0,38>0; si0<Xxy-d<x<X,=|f(X)-L|<e
X— Xg

Limite por la derecha:
lim f(X)=L< Ve>0,38>0;si0<x,<x<x,+8=|f(X)-L|<g

X X§

Operaciones con

lim[k-f]x)=k-lim f(x)=k-L VkeR

lim f(x)

X=X, L

lim[f +g](x)=lim f(x)+ lim g(x)=L+M
1’ —_ ==
xinx{g}(x limg(x) M

X=X
si lim g(x)= 0
X=X

lim[f -g [x)= lim f(x)-lim g(x)=L-M

limites " lim g(x)
tim[ £ (x)] =[lim f(x)} o
lim 8/ (x) = ;[lim f(x) =L o o
o o si lim f(x)#0 y lim g(x)=0
. . s . . . , . . o0 0 "
Indeterminaciones Un Ilmltelndetermlnado es aquél que |mpI|Fa X 2. 0-0,0-0, ", o y 0°
operaciones cuyo resultado no se puede precisar.| o,
Una funcion y = f (X) es continua en un punto X=X, si:
1. Existe f(x)), es decir, X, € Dom f (x)
Continuidad 2. Existe lim f(X)' es decir, lim f(X)Z lim f(X)

X=Xo X=X X—Xg

3. Los dos valores anteriores coinciden. f(Xo) = lim f(X)
X—>Xq

Tipos de discontinuidad

DISCONTINUIDAD EVITABLE

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

12 ESPECIE

22 ESPECIE

Salto finito Salto infinito

y=fix)

I |
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Limites y continuidad

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. — Calcula los siguientes limites:
14 - 1 4 1
a) lim 2 b) limx~ ¢) lim— d) lim x’ e) lim (-7)  f) lim—
Xx—0 X—>+00 X—>=3 X X—>—00 X—>—00 x—0" X
) lim —— h) lim — i) lim = j) 1imx® k) limx’ 1) Tlim ——
g X—>—00 )(10 x—0~ X13 I X—>+00 Xl3 ) x—>-1 x—0~ x—0 )(6
2. - Halla los siguientes limites:
a) lim x’ b) lim X’ o) lim¥x d) lim¥x e) lim i7 f) lim %
X—>+00 X——00 X—>+00 X—>—0 X—>+00 X X—>—00 X
1 1
g) lim 7" h lim7 ) am(7) ) im0 lm 7 ) lim 7
X—>+00 X——00 X—>+0 X—>—00 X—>+0 X—>—0
14 14 1 1
m) lim X’ n) limx’ f) lim /X2 o) lim {/x2 p) lim — q) lim —
X—>+00 X——00 X—>-+00 X—>—00 X—>+0 X X—=>-0 X
1 X 1 X 2 2
r) lim 5" s) lim 5" t) lim (—j u) lim (—J v) lim 4” w) lim 4*
X—>+00 X——00 X—>+00 3 X—>—00 3 X—>+00 X—>—00
3. — Halla los siguientes limites:
2 2 2 2
a) lim X *! b) lim * 1 ¢) fim X *! d) 1im X+
Xx—>+0 X — 3 x>—o X —3 x>+ 3X x—>—o  3X
1-x° 1-x° 1-x* 16
e) lim ———— f) lim ——— g) lim ———~ h) lim ——
x>0 3% 42X —1 x> 3% 4+ 2X —1 x>0 — Xt 4+ 2x* =5 x>t X — 2
. x> —2x+3 . x> —2x+3 1-x* .16
i) lim ~—— "2 j) lim =——=272 k) lim ———— ) lim ——
x> X2 —3%* — 5 x>0 X —3x* =5 x>0 — Xt 4+ 2x% =5 x>0 X — 2
4. - Determina el limite de estas funciones:
5 , ,
a) lim (3x +1) b) lim —— c) hm(x2 —5x+6) d) hm(3—x+x2 —x3)
X—>+00 x>0 X + | X—>+00 X——00
, X—4 A x? 2
e) lim| 3 ——j f) lim2*" g) lim (EJ h) lim 33!
X—>+ 2 X—>+00 x—>—o| § X—>+00
2
i) lim (x +3)(2x-3) j) tim X F3X=2 k) lim 3/2x° +1 |)hn&—ﬁ+&k2—x+@
X—>—0 X—>+0 X X—>—00 X—>+00
6Xx—2 2 _ _ 23
m) lim X =3x-2  n) lim -2 f) Jim SX X416 0) lim 22X ¥ =X
X+ x—>=o 3X° —TX +1 X420 35 x>0 2X2 —5x—4
5. — Determina los limites de estas funciones:
VX243 2% +x—1 . 2xP+x—1 2X* —12X+9

a) lim b) lim d) lim

JX+x TX+4/3x=2 . 2X—/6+X A1 +2x

e) lim f) lim ———  g) lim———— h) lim
X—>+00 X X—>+00 2X X—>+00 2X+4 X—>—00 6x—-73
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Limites y continuidad

6. — Calcula los siguientes limites:

a) limx™*  p) lim4x* ¢ XILT[T

1

X—>+00 X——00

X

g) Xhmm[x—zs} h) lim3™ ) lim3™

7. — Resuelve los siguientes limites

2_
a) lim(4x 1 6xj

x> 5x 0 xT+1

b) lim {

-2 5 4 —_ —
d) lim[x } e) h'm[ﬂ f) fim 2X X2

x->0| 5§

Lo 2T . } L2 3
i) hm{g} k) lim —— ) lim| —+——

X—>+00!

X2 +5 5%
1-2x x> +12

8. — Halla los siguientes limites de funciones:

a) lim(x3 —12x) b) lim ——
X—>+00 X—>+00 X
e) xlirf}o<x ~x?) f) lim(2x-3)"

9. — Calcula los siguientes limites:
a) 1im[2x3 —7x+2]

X—>+00
d) lim|-3x* +2x—4]
X—>—00
x> +7
|
g) X—>+00 2X
5
i) lim 3 =2x+1

x>0 Tx* —2x?
10. — Calcula los siguientes limites:

2 2
a) fim [ X121 1+2x
e ox o 2x-1

d) lim( 9% 43X —3x)

X—>+00

11. — Calcula los siguientes limites:

<) lim(x2 —4x) d) lim(x3 —%j

X—>—00 X—>—00l

g) lim(x’ +5x° -3) h) lim [(x2 1) + 4x]

X—>—00 X—>—00

0) lim[4x4 —TX+ 5]

b) lim —————
x>0 3X" —5X +2 X—>—o0
2
e) lim[- x> +3x 2] ) lim 22 TXHS
X+ x>i0 — 2x> +4X -3
T N
h) lim 2> —~—2 "~ = i) lim
X—>—00 3I4X2+5 X—>+oo,[2x_5
- x> =5x+1 L=
k) lim ————— [) lim
Vim0 s g

b) lim (\/x2 —2X — x)
e) lim(x—\/x2 —4x)

X—>+0

X—>—©

c) lim(2x —A/1 +4X)

X—>400
f) lim (x +UX - 4x)

1 2%-1 3 6x+2 4x —1 3Ix+2 X 3x+1
a) im| 1+— b) im|1-= ¢) im|2-——— d) lim
X—>+00 X X—>+0 X X—>—00 4X x—>-o\ X + 3
2 x-1 2 X+6 ) 1 1—x
, [ X7 +1 L[ XT=X+2 , [ X =1 , 2
e) lim > f) im| ———— g) li 5 h) lim|1-=
X—>+00! X X—>+00 X° +1 x>0 X7 4] X—>—00 X
12. — Calcula los siguientes limites:
3 , 2 3 4 _ —
a) lim [Vx? + 2x — x] b) 1im | 227 ¢) im| —-——| d) fjm| 22X =3*-1
X—>-+00 x>-3 x> —9 x>t X7 +1 X+2 x>0l x4 3
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Limites y continuidad

13. — Calcula los siguientes limites:

) x2-1 l=x 2 x> -3x
a) lim(x+4x) b) lim 3X2 > c) lim (ng d) lim w
Xm0 x>te| 3XT + X X—>—o0 X x>-o| 2X7 +3X =2
e) lim(x+37) ) fim VXX g) lim \/4x2—5—(2x—3)]
X——0 X—>+0 ,\/;_'_1 X—>+00

14. - Calcula los siguientes limites:

) lim| —2/x +1} b) lim :\/9x2 +2x—3—3x] o limp/x - (Vx+3 - Vx|

X—>+oo_ X + 1 X—>+00 X—>+00
_ x 5
(X2 +2 x*+1 .| 2x*—6x |2 . [4-3x7]"
d) 1i X+ e) im| —— f) lim
) xlgloo_ X +1 X ) x»+oo_2X2 —X-=5 ) x—+o| § —3X
15. — Resuelve los siguientes limites:
X +1 2 . N25-X° . 2x*—18
a) lim b) limw c) lim———— d) im————
x>-13X + 3 x-0 X° —3X x5 X—5 x—3 X2_9
16. — Calcula los siguientes limites:
2y 2y 3 2 3 2
a) lim x2 X—2 b) lim x2 X—2 ¢) lim 3x +25x + 6X d) lim 3x +25x + 6X
x>2 QX" —3X -2 x>l 2X° —=3X -2 x>-2 X7 4+ X7 —=8x—12 x>-3 X7 4+ X° —8x —12
17. - Calcula estos limites:
2 2 2 2
a) me 2x+1 b) me 2x+1 0 me 2X+1 d) me 2X+1
X—2" X—3 x—2* X—3 X—3" X—3 x—3* X—3
. X=3 . X=3 X*+X—6 X* +X—6
e) lim f) lim-——~— ) lim h) lim
Sl (X—l)2 X1 (X—l)2 B xX*— x> —8x+12 x>2" X3 — x> —8x +12
18. — Calcula los siguientes limites:
2 2
a) lim =3 b) lim X—3 <) Tim —! d) lim
x>3 X+ 2 x=>-2 X + 2 Hg sen X x=0 sen X
19. — Calcula los siguientes limites:
3 2 2 4
Dlim— L p XX gy X9 ) tim X1
ol X7+ 2X7 —3X x>0 X7 —2X7 + X x>3 5X° —13x-6 x—>-1 X7 +1
. Xt =3x7 . X*=5x+6 li v1-X T x> —
e) lim=——— f) lim ————— g) lim h) lim
x=0  X° + X x=2 X° —4X + 4 x>0 22X x—>1\/;_1
X3 . 3-45+x - A2-x—2+x _ x+2-2
i) 11m2— j) Iim————— k) lim 3 ) im—————
-3 X° =9 x>4 9 _ 8 —x x—0 X“+X x=>2 L\ [2x =2

m) lim 3 n) lim X_1+vx+l o) li X1 +5-3
>0 X+16 -4 X +1-4/x-1 =2 \IX+7 -3

Autora: Leticia Gonzalez Pascual
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20. — Calcula los siguientes limites:

3 2 2 2 2x2 -2
a) 1im[x +27} b) m[L} c) 1im[x 4 X +4} d) fim —————

2

x>-31 X° -9 =17 X°=2X+1 x->2| x+1 x> -2x ,,_)1+x2—2x+1
21. - Calcula los siguientes limites:
2 24X ., X+5 , EN
a) lim > +1 b) lim—-— c) lim—— d) 11m[x—1]x—2
=1 X —1 x-0 X x—3 |X—3| X2

lim X222 h) lim————
8 T2 32

: 2 x*+2x L [sx=2T" ] ! !
N el 2 1 k) lim| —| ———
“xli%[ﬁ 3 } ) inPw[SHJ )H{Xz(xﬂ X' +2

22. - Calcula los siguientes limites:

e) li
ol X+ 4

n{x2+4]H o i X+2 x—2} V2x—4 x> —1

N 3 x-1
a) lim Y1 =X b) lim (2+_1an) 1
x—>1 /1 _x? x>\ 3+ 1nX

23. — Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos que

se indican:
2X—-2 st X<3 2 _ ;
a) f(x)= _ en X=3 b) f(x)= XTAIx =1 st X<l gy yo
2x st 3<X X+2 si 1<X
24. - Halla el valor de los siguientes limites:
. 3o 3y LS 2% oy 43
a) hmy— b) hn}y— c) llm%— d) hmy—
T2 42 4% 3% -2 205X —342x T3/ —3-2x
25. - Calcula el valor de los siguientes limites:
. AX+T7 -4 2X _ 4
a) im——— b) im——————
)X—>3 2—-x+1 )x1$22X—5-2X+4
3x—-1 si x<0
26. - Dada la funcion f(x)={ 0 si  x=0 calcula:
2X+5 si x>0
a) lim f(x) b) lim f(x) ¢ lim f(x) d) lim f(x)

éTiene alguna discontinuidad?

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:
X*+1 si  x<2

2 .
a) f(x)=JX "1 sox=2 b) f(x)=12x—1 si 2<x<4
X+2 si X>2 5 i <> 4
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Limites y continuidad

28. — Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:

y=Ff(x)

[

H

d 1

"
o

- T e 1 1 1] 1] 0
1

29. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

5 .
= <
x2—4 si  x<2 w_s X<0
a) f(x)={x-2 si 2<x<4 b) g(x)=Vx+1 si 0<x<3
5 si X>4 10 si X>3
X+ 2
30. — Estudia la continuidad de las funciones:
X+1 1 si xez
a) f(x)= b) f(x)= c) f(x)=x-3
)()x2+x )(){0 si Xgz ) Hi0)=[x-3)
1
- . % 2 .
d) f(x)=13" si xer e) f(x)=1* -1 st x<2
31. - Estudia la continuidad de la funcién f(x)= 1 enel intervalo (2,5).
X
32. - Estudia la continuidad de las funciones:
) ) <1 3x-2 si x<-1
X+ S1 X< -—
a) f(x)= b) f(X)=4x>+4x-1 si —1<x<2
) 1) {x2—3 si x>-1 ) 1) ,
X+11 si X>2
4 .
g S x<0 -2 si ox<=2
) f(x)=4x-1 si 0<x<3 d) f(x)=1-x>+4 si -2<x<2
1 . .
— si xX>3 2 si X>2
X—=3
X>-9 . |X|
e) f(X)= 3 si X#3 f) f(X): B si X#0
6 si x=3 5 si x=0
3-x| si x<5
g) f(x)=|x>-6x+5 h)fx:|
(x) ‘ ‘ ) Ine* si x>5
33. — Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R:
X+1 .
f(X): T s1 X<-2
-x*+a si x>-2
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Limites y continuidad

34. — Determina el valor del parametro b para que la funcion
2x—-3 st X<Z3
f(x)= .
X+b si x>3

sea continua en todo su dominio.
35. — Halla el valor de k para que la funcidn

X" -4 si X% -2
f(X): X+2
k si X=-2

sea continuaen X =-2.
36. — Calculam, ny p para que la siguiente funcién sea continua en todo R:

i si X <=8
X .
f(X)z —2m-1|-3 s% -8<x<—-4
X—— si —4<x<2
n
px si 2<X

37. - Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.

1+[x| si x<O0

kx—3 1 x<4
a) f(x)=1 ¥ b) F(x)=1 k si x=0
—X"+10x—-13 si x>4 3X L si x>0
=X+1 si x>

2

38. — El espacio recorrido por un mavil en funcion del tiempo viene dado por la siguiente funcion:
3t si 0<t<?2
elt)=1 3t+a si 2<t<5
—t*+13t+b si  S<t
Determina los valores de ay b, para que la funcion sea continuaen t=2y t=5.
39. — Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6 € por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio

(4 c‘,{* W \ ; por unidad, y por cada x unidades cobra:
6X si 0<x<10

Cx)=
*) {\/600+ax2 si x>10

¥
AN

(S . ®
[ 2 . ’ .
@ ' a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua
S al variar el nimero de unidades que se compran.
b) éA cudnto tiende el precio de una unidad cuando se compran
Q “muchisimas” unidades?
40.- Calcula:
. AUxtP+1-1 . AUXT+1-1 . VI+X—+49-X
g lim——— lim———— 11_»1{1
; - 0 0 X
a) hm(Wj b) X X C) X— X d) 9x
n—oo
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Limites y continuidad

41. - Dada la funcién:

2
3a+3* si Xx<0
4
f(x)= si <x<1
) 24 2%
3 )
S1 X>1
bh-27*

a) Halla ay b para que la funcion sea continua.
i i lim f(x
b) Calcula: 1im f(x), lim f(x)y om (x)

c)Sia=0yb= y, estudia las discontinuidades.

42. - Dibuja la gréafica de una funcion que se ajuste a las siguientes condiciones:
a) Continuaen r — {-3,1,5,7}
b) lim f(x)=+o0, lim f(x)=-2, f(1)=0
c) Discontinuidad de salto finito en X=35 y de salto infinitoen X =7
f(-2)=0
43. - Dibuja la grafica de una funcién f (x) tal que:
a) Dom f(x)={xeR/x>-4}
b) f(-4)=2, f(0)=1, f(5)=0, f(7)=-5
lim f(x)=-3 lim f(x)=0 lim f(x)=4 lim f(x)=-1
) {lenff(x)zm Ensf F(x) = -2 11?71 F(x)=0 1;30 £ (X) = o0

X—5"

44.- Dado a € R, se considera la funcion
2x* —=3ax—6 .
=1 x-3 X<
x* -1 si Xx>3
Determina los valores de a para los que la funcién es continua.

X+1 si Xx<1 o _
v responde razonadamente a las siguientes cuestiones.

45.- Dada la funcién F(X) = { ,
3—ax” si

a) ¢Para qué valores de a la funcién F(x) es continuaen x =17

b) Si F(X) es continua cuando X — X, entonces no existe linx()l F(X), ées cierto?
—>!

46.- Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en
funcion del tiempo de entrenamiento de los deportistas (X, en dias), obteniéndose que:
300

T()= 1730 s

(x=5)-(x-15)

a) Justifica que la funcion T es continua en todo su dominio.

st 0<x<30

+2 si x>30

b) Por mucho que se entrene un deportista, éisera capaz de hacer la
prueba en menos de 1 minuto? éy en menos de 27?
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Limites y continuidad

47.- El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracién viene dado por la siguiente
expresion (f (X) representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante X, medido en horas):
o) 300x(1-x) si 0<x<06
(X)_{ 180(1-x) si 0,6<x<I
a) ¢Es el rendimiento una funcidn continua del tiempo?

b) ¢éEn qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el rendimiento? {Cuando obtiene el
mayor rendimiento y cual es ese rendimiento?

48.- La energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiempo
transcurrido desde que amanece (f(x) es la energia producida a las X horas de haber amanecido):

10x—x> si 0<x<8
f(x)=1 1024
X2
a) Estudia la continuidad de la funcidn f en su dominio.

si 8<x<12

b) ¢éEn qué momento del dia la placa produce mas energia? ¢ Cuanto produce en ese momento?
49.- El tiempo que un empleado tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de
contrato segun su experiencia. Asi, la funcion que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea con
la experiencia del operario es (f(X) representa el tiempo, en horas, que tarda en realizar la tarea un
empleado que lleva contratado un tiempo X, medido en meses):

an{ 12 - x> g 0<x<2

(x—4) +4 si 2<x<4

a) Representa graficamente la funcién f. ¢Es el tiempo necesario para realizar la tarea una funcion
continua del tiempo de experiencia?

b) ¢éEn qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea es minimo? ¢Cudnto tiempo le lleva
finalizar la tarea en ese instante? ¢ Consigue el empleado finalizar la tarea en menos de 3 horas en algun
momento durante los primeros cuatro meses de contrato?
50.- Un proveedor cobra el aceite seguin el volumen del pedido. Asi, la funcién que relaciona el importe
del pedido con el volumen del mismo es f(X) (en euros), de un pedido de X litros de aceite):
f() 3X si 0<x<30

X {2X+30 si 30<x

a) ¢éEs el importe una funcion continua del volumen del pedido?

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y represéntala graficamente.
51.- La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresién:

110+12X+6X> si 1<Xx<3
F(x)=1350_450 si X>3
X

donde X representa el tiempo, en segundos, y f(X) representa la velocidad del coche, en km/h.

a) ¢éEs la velocidad una funcién continua del tiempo?

b) ¢Disminuye la velocidad del coche en algun instante?, ése podrian alcanzar los 350 km/h de
velocidad con este coche?

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afos y
diferentes comunidades auténomas. También en Problemas resueltos por el alumnado tienes
problemas de limites resueltos por estudiantes de un instituto
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Limites y continuidad

AUTOEVALUACION

x2=3x+2 six<0

3 5 . a la izquierda de O y a la derecha de O
X>=7X"+3 six>0

1. Los limites de la funcién f(X) :{

valen:
a) 0,0 b) 3,7 c)23 d) No existen pues f(X) no esta definida en 0
X 2
2. Ellimite 1im [3 -3 ] vale:
X—>0 3X+1
a) o b) 1 c) +o0 d) 1/3.
2
3. Ellimite lim IXTAXT3 | ale:
x> X —x?+2
a) -3 b) 3 c) oo d) -5/2
4. Ellimite lim(«/x+5 —«/X—Z) vale:
X—>00
a) o b) 3 c) oo d) 7
o Ja—x-a
5. Ellimite im—————— vale:
x—0 X
a) o b) 4 c) d)-1/4
3 2 .
X’ =3x"+a si x<3
6. Para que la funcion f(X) =1, ) sea continua a debe valer:
2x° -1 si X>3
a) 3 b) -1 c)17 d) 1/2
7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
2
a) f(x)=1log(x-2) b) f(x)= X _24 c) F(X)=+x=-2 d) f(x)=sen(cos(x—2))
X —
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal y = 2.
2x* —4
a) f(x)=log(x—-2) b) f(X)= 72 c) f(X)=+x=2  d) f(x)=tag(cos(Xx—2))
9. Indica cudl de los siguientes limites NO vale 0.
. X745 5 . AX=1—4x+3 . &5 43
a) lim— b) lim c) lim d) lim
X—>too @ X_H'OO\/X—?) +\/X+2 X—>+00 X x>+ p” —§
10. Los puntos de discontinuidad de la funcién g(x) = ‘xz - 9‘ son:
a) 0y3 b)3y -3 ¢) Ninguno d)o,3y9
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Limites y continuidad

PROBLEMAS RESUELTOS DE SELECTIVIDAD

Video de un problema de selectividad resuelto: Ejercicio selectividad
(EVAU/EBAU). Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. Este video ( \
muestra la resoluciéon de un problema tipico de selectividad sobre Limites. >
Matematicas con Juan

video https://www.youtube.com/watch?v=F4NrIZpANKc

OTROS VIDEOS

https://www.youtube.com/watch?v=AhobE24ay70

https://www.youtube.com/watch?v=XSflUKZbvpE

https://www.youtube.com/watch?v=KonAEO hmus

https://www.youtube.com/watch?v=tZCRomAgvXc

https://www.youtube.com/watch?v=kY0kli QOWM

https://www.youtube.com/watch?v=i4l1JIXKLQf!

=% Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos afios y
diferentes comunidades autonomas. También en “Problemas resueltos por el alumnado”
tienes problemas de derivadas resueltos por estudiantes de un instituto

LIMITES
De todas las Comunidades Auténomas y todos los aios, incluso de 2024:

http://www.sequndoperez.es/Selectividad/ccssii/05 Limites Continuidad.htm

Andalucia

https://selectividad.intergranada.com/Bach/mate2ccss/Anaya_16/TEMA%205.pdf

Santander

https://www.losagustinos.es/wp-content/uploads/2022/01/Limites.-Ejercicios-Resueltos.pdf
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g ASOMBROSAS APLICACIONES de la DERIVADA y el CALCULO ¢Realmente son

video

tecnologia. Veremos como se utiliza

IMPORTANTES LAS DERIVADAS? En este video te mostramos algunas de

la derivada para optimizar

diferentes problemas. También exploraremos como la derivada se utiliza
en el campo de la inteligencia artificial, para entrenar modelos de aprendizaje
automatico y mejorar su rendimiento. Ademas, discutiremos la importancia de las matematicas
para la sociedad y como estas herramientas cientificas nos ayudan a comprender y resolver
problemas importantes en el mundo real. iNo te pierdas este video interesante y aprende mas

sobre las aplicaciones

6: las aplicaciones de la derivada en diversas areas de la ciencia y la (I ‘

https://www.youtube.com/watch?v=KYvTWs54EqgE

Resumen

Cuando la Ciencia ha avanzado suficientemente en un determinado
camino, en ocasiones ocurre que al mismo tiempo, pero en dos
lugares alejados, fructifica una misma idea. Eso es lo que ocurrié en el
siglo XVIl, cuando practicamente al mismo tiempo, Newton en

Leibniz

estudiar la tendencia de

Inglaterra y Leibniz en Alemania llegaron al
concepto de derivada, y con él al de
Cdlculo Diferencial. Esto motivd graves
disputas y enfrentamientos sobre quién
era el padre de la idea. Ahora se considera
gue lo fueron ambos.

El curso pasado ya has estudiado el
concepto de derivada y un buen numero
de derivadas de distintas funciones.
También se utilizd la derivada para
una funcidn, si crecia o decrecia, y para

calcular sus maximos y minimos.

Isaac Newton

Ahora, que ya tienes los conceptos adquiridos, es el momento de profundizar en ellos y formalizarlos

con mayor precision.
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Derivadas

1. CONCEPTO DE DERIVADA

1.1. Tasa de variacion media de una funcion

El curso pasado ya estudiamos los conceptos de tasa de variacién y de pasa de variacién media de una
funcién que nos sirven para determinar, por ejemplo, la tasa de variacién de una poblacién o la

velocidad media de un vehiculo.

Tasa de variacion

Se define la tasa de variacién de una funcidn f'entre los valores a y b como:
TV(a, b) =f(b) - f(a)

Tasa de variacion media

Se define la tasa de variacién media de una funcidn fentre
los valores a 'y b como:

b)— f(a

b—a
La tasa de variaciéon media determina la velocidad media,
si la funcidn fes una funcién espacio — tiempo, y determina
la pendiente o coeficiente angular de la recta secante que

(b, f(b)

+(af(a))

pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

La tasa de variacion media de una funcidn fen el intervalo (a, b) coincide con la pendiente de la recta
secante a la grafica de la funcidn que pasa por los puntos (a, fla)) y (b, f(b)).

Actividades propuestas

e TN

b

1. C(x) = x* + 5x + 1 es la funcién de costes donde C(x)
indica el coste de fabricacion de x unidades. Calcula la tasa
de variacién media entre 0 y 500 unidades, y la tasa de
variacién media entre 200 y 800 unidades.

2. La funcion de beneficios de una cierta empresa viene
dada por: B(x) = x> + 3x + 2./x, donde B(x) indica el
beneficio que obtiene la empresa cuando fabrica x
unidades. Calcula la tasa de variacibn media de los
beneficios entre 10 y 50 unidades, y la tasa de variacién
media de los beneficios entre 100 y 400 unidades.

3. Una empresa determina que los costes de

produccién por trabajador contratado son C(x) = 2x + +/x , y que los ingresos por ventas también
por trabajador contratado vienen dados por I(x) = 3x + x?. Por tanto, los beneficios B(x) por
trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas,
no se pueden contratar 3.7 trabajadores, es una funcién escalonada, pero vamos a trabajar con ellas
como si fueran continuas). Determina la tasa de variacién media si se contratan entre 400 y 4000

trabajadores.
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Derivadas

1.2. Concepto de derivada de una funcion en un punto

¢Qué son las derivadas? Seguro que has oido hablar de las derivadas y de
@@ las funciones o las has estudiado en algiin momento. Te explicamos qué ’
6: son y para qué sirven. Eduardo Saenz de Cabezdn
video https://www.youtube.com/watch?v=AzTGmJGIpI8

Del curso pasado ya conoces la definicion de derivada. Vamos a recordarla.

Recuerda que:

La derivada de una funcién en un punto responde al estudio de dos problemas aparentemente
distintos: El primero es el estudio del ritmo de variacién de la funcidn en dicho punto. El segundo es de
indole geométrica: la derivada de una funcién en un punto indica el valor de la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcién en ese punto.

El estudio de la tasa de variacién media nos resultaba insuficiente para resolver determinados
problemas.

Por ejemplo: Si un avion (o un coche) sufre un accidente, y los expertos quieren
determinar las causas, no les interesa la velocidad media del avidn, (o del
coche) sino la velocidad instantanea en el momento del accidente.

Otro ejemplo mds: Los bomberos utilizan lonas para
recoger a las personas que deben saltar de un incendio.

Para fabricar la lona y que resista deben conocer la velocidad en el momento
del impacto, no la velocidad media de caida.

Definicion:

Si X es un intervalo abierto, /> X — R una funcidén continua en a € X, se dice que f'es derivable en a si

;. X)—ja , . P
existe el limite: lim M y es un numero real (es decir, no es infinito).
x—a X—a

El valor del limite lo denominamos derivada de f'en x = a, y lo representamos por f’(a), Df(a) o por
df

—(a).

dx( )

f'(a) = DF(a) =Zl;(a) _ . SO _ . fath)-fla)

xoa  X—a h—0 h
Actividades resueltas
% Calcula la derivada en el punto x = 2 de la funcion y = x>
Sustituyendo los valores de la funcién y = x? en la definicion resulta que:
fx) =x%2) = 4;
Q) i LS 32
=2 x—2 x2 X—2
Por lo que la solucién pasa por resolver este limite.

Recordando lo aprendido sobre limites, vemos que se trata de una indeterminacion ya que parae x =2
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Derivadas

se anulan el numerador y el denominador.

De manera que, igual que en otras ocasiones, debemos dividir ambos polinomios. Mediante cualquier
método de descomposicién mediante raices, se comprueba que:

x> —4=(x=2)(x+2) (suma por diferencia, diferencia de cuadrados)

Asi que, después de sustituir, el limite seria:

2
4 Z2)-(x+2
£12) = lim X - lmwz lim (x+2) =4
x—2 X— x—>2 x—2 x—2

Si f es derivable en un punto entonces la funcién es continua en dicho punto.

Actividades resueltas

+ Las funciones cuyas grdficas aparecen a continuacién son continuas en todos los puntos, y
derivables en todos los puntos excepto en x = 0. Observa el comportamiento de la grdfica en

dicho punto.
1] 1
L) T T ¥ 1
2 - 0 1 -2 ) 0 i
Los limites laterales existen, pero no coinciden, Los limites laterales existen, pero no coinciden,
valen —1y 1 respectivamente. valen 0y 1 respectivamente.

T T 1

I A 0 I
‘_2 I_I : | : I2 /

-1

La funcién y = x¥3 es continua pero no es La funcién y = x3 es continua pero no es
derivable en x = 0. derivable en x = 0.

Actividades propuestas

4. Calcula la derivada de la funcién fix) = |x| en x = 0 teniendo en cuenta la definicién de dicha

» x six=>0 ]
funcién: f(x) = |x| =9 T six<0 y comprueba que no es derivable.

5. Utilizando la definicion de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:

a) flx)=x’enx=2=7(2)=12.
b) glx)=x+2enx=a=g’'(a)=1.
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Derivadas

6. Estudia la derivabilidad en x = 0 de f{x) = | x3].

1.3. Interpretacidon geométrica de la derivada. Recta tangente
Recuerda que:

La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f{(x) en el punto (a, f(a)) es igual a f’(a). Por tanto,
la ecuacion de la recta tangente es:

y=Aa)+f(a)x-a).

Ejemplo:

4+ Para encontrar la ecuacién de la recta tangente a la grdfica de la funcion y = 2x* + 3xenx =1
buscamos la recta de pendiente f°(1) que pase por el punto (1, f{1)):

A)=2-13+3-1=5; f(x)=06x*+3; f/(1)y=6-1>2+3=09;
Ecuacidn de una recta de pendiente 9 que pasa por el punto (1, 5):

y=5+9(x—-1)=9%x—4.

Actividades resueltas
+ Se consideran las funciones f{x) =x?> —=2x + 3, g(x) =ax?*+b
a) Calcula ay b para que las gréficas de f'y g sean tangentes en el punto de abscisa x = 2.

b) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibuja las graficas de ambas
funciones y halla la ecuacion de la recta tangente comun.

a) Calculamos las derivadasenx =2 = f’(x) = 2x — 2, g’(x) = 2ax =
f2)=2,g'2)=4a=>2=da=>a=%.

I\ Parax=2=/(2)=3=g(2)=(1/2)4+b=2+b=b=1.

b) Recta tangente en (2, 3) de pendiente 2: y=3 +2(x —2) =2x— 1.

T R0 . Las funciones son parabolas de vértices (1, 2) y (0, 1) respectivamente, que
/ | pasan por el punto (2, 3).

Actividades propuestas

7. Dada la funcion f{x) = 6x* — x3. Halla un valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f'en el
punto (a, fla)) sea paralela a la recta y = —15x.

8. Se considera la funcién f{x) = x*> + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m halla el valor @ > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f'en el punto (a, f{a))
pase por el origen de coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x).
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Derivadas

1.4. Funcion derivada. Propiedades

Recuerda que:

Si f'es derivable en X — ‘R se llama funcion derivada de fa la funcién que asocia a cada niumero real de

d
X el valor de la derivada de f'en dicho punto. A esta nueva funcidn la designamos por f°, Df o —f

dx
Por ejemplo
En el caso: fix) = x* su derivada en x = a es f’(a) = 3-a. Por lo tanto, si f{x) = x*> entonces f(x) = 3-x>.
Pero a la funcion derivada podemos volverla a derivar, y obtener asi |la derivada segunda: f”(x) = 6-x.

Y volver a derivar, obteniendo la derivada tercera: f"/(x) = 6. Y la cuarta: f(x) = 0. ¢Cudnto vale la
derivada 28 de esa funcion? ¢Sabes hacerla? iClaro que sabes! A partir de la derivada tercera todas las
derivadas valen cero.

Las derivadas sucesivas se pueden nombrar: 1, 7, £, f, .., ", o también Df, D?*f, D%, ..., D"f.

Actividad resuelta

1
+ Calcula la derivada n-ésima de f(x)=—:
X

(1)( 2) (l)n

f(x)%:»f'(x)i—zl:»f"(x)— = 7 (x) =

Actividades propuestas

9. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

_ mey_ (D'l flx )_1+_x f”)(x)zi
)= = W= 1o
Notacion diferencial
La tasa de variacion media de una funcién y = f(x) en el intervalo (a, a + h) es: f(a+h})l—f(a) siendo el

numerador el incremento de la funciéon y el denominador el incremento de la variable. Gottfried

d
Wilhelm Leibniz utilizé la notacion: d_y para denotar la derivada de la funcion y respecto de la variable
X

x, donde dy y dx no son numerador y denominador, sino un todo inseparable. Se lee, derivada de y
respecto de x.

Esta notacion es Util, sobre todo, si hay distintas variables.

Ejemplo:

ds
+ SiS=4m?entonces — =8mr.

r
dVv dVv
4+ SiV=mnar’hentonces — =2arhy — =mw?
dr dh
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Derivadas

2. CALCULO DE DERIVADAS

La funcion derivada es lineal

Recuerda que:
La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas de cada una. Es decir:

(f+g’x) =) +g'x)
La derivada de una funciéon multiplicada por una constante es igual a la constante por la derivada de la
funcion:

Si f(x) = c-g(x) entonces f’(x) = c' g '(x).
Estas dos propiedades, que ya conoces del curso pasado, nos indican que el operador derivada, D, es
lineal y permiten escribir: D(f+g)=Df+ Dg D(cf) = cDf

Operaciones con derivadas
Recuerda que:

Conoces el comportamiento de la derivada con otras operaciones, el producto, cociente, composicion....

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la primera funcién por
la segunda funcidén sin derivar mas el producto de la primera funcidn sin derivar por la derivada de la

segunda funcion: (-2’ =f"(x) - gx)+fix) g’ )

La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador sin
derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, divididos por el cuadrado del

LJ’(X) S0 80~ [() ')
g [s@F

denominador: (

La regla de la cadena expresa la derivada de la composicién de funciones (f g )x) en términos de las
derivadasdefyg:  h(x)=(fog)x) = f(g(x) = h'(x)=(fg) ()= f'(g(x) g'(x)

af _df dg
dx dg dx

0 escrito en notacion de Leibniz:

Actividades resueltas
4 Calcula la derivada de y = (x” + 2)°.

Para aplicar bien la regla de la cadena es muy importante que comprendas bien la composicidon de
funciones. En la derivada propuesta tenemos la funcién potencial “elevar a 5”, cuya derivada conoces
bien 5x*, y la funcién x” + 2 cuya derivada es 7x°.

Aplicamos la regla de la cadena, primero la derivada de la funcidon potencial en el punto x” + 2, y luego
multiplicamos por la derivada de esta funcién:  y’=5(x" + 2)* - 7x°.
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“ Derivadas

4 Sabiendo que la derivada de la funcidn y = sen(x) es y’= cos(x) utiliza la regla de la cadena para
comprobar que:

a) y = sen’(x) =y’ = 2sen(x) - cos(x) b) y = sen(x?) =y’ = cos(x*) - 2x

+ Sabiendo que la derivada de la funcién f(x)= Jx es f'(x)= # comprueba que:
X

2+ x 2 x? - 1+ 4x*
) f(x o= S'(x) = d) = S e S
/9= 2 - x4 - 7= x\/1+x2 e T 1+ 2%y
o 3(1-x) 5 X
e) f(x) (3+x) 3- x= f'(x)= m f)f(x)= x*+9 jf(x)_ x2+9

Actividades propuestas

10. Si f'y g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f{1) =2, f{2) =5, g(1) = 1, g(2) =
f(1)=3,f(2)=6,1(6) =4,g°(1) =1, g’(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de: a) (f - g)'(2); b)
(go /)y M);c)(gef)(2);d) (fof)D.

11. Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es
derivable obteniendo la expresidn de su derivada: D[u(x)-v(x)] = v (x)-v(x) + u(x)-v’(x)

Otras reglas de derivacion

Del curso pasado ya conoces algunas reglas de derivacidn de funciones. Vamos a repasar algunas y
estudiar otras nuevas.

Derivada de la funcién potencial: La derivada de la funcién f{x) = x*, para cualquier valor numérico de &,
esf (x) = ka*L.

1
Derivada de la funciéon logaritmo: Si f{x) = loga(x) entonces f ’(x) = — logue.
x

Derivada de la funcion exponencial: Si y = a* entonces y’ = a*- In(a).
Derivada de la funciéon seno: Si f{x) = sen(x) entonces f ’(x) = cos(x).

Derivada de la funcién coseno: Si f{x) = cos(x) entonces f ’(x) = —sen(x).

Actividades resueltas

4+ Observa cémo se han obtenido las derivadas siguientes:

Funcion /0=2" | =[x =" fr)= Wfx = Ao = 1x=x! ) = 1 = x2
Derivada |/'(x)=6x° () = (1/n)x(1m-1 = -1 _9
)= 1 o) =(-1)x2= ) =207 = —
2\/— (Umpovn= 1 e .
nl_ n-l1
nvx
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Derivadas

4 Calcula las siguientes derivadas y comprueba el resultado:

_ y) — 1 _x3—x2+4 , _3x2—2x
a) f(x)—&jf(X) edx b) f)="—— = ="
_3 , — 1 — 5 8 ,—1 (5¢% — 7
c) f(x)—x/;:f (x) —3%/)6—2 d) f(x) = In(x®> - 7x%) = fi(x) = R (5x™ =56x")
&) f()=VAx +x+ 2o S =t ) f = CED D’ = i< 3@ G-D
X Jx 3%/; X \/x— 2x24x
8) f(x) = 2x—1)(x>=6x+3)=>f'(x)=6x>—26x+12 h (x+4)* (x+2)(x+4)
) f() == () = T3

Derivada de la funcion logaritmo

Vamos a estudiar la derivada de una funcién muy interesante, la funcién logaritmo, y vamos a utilizar
una técnica muy util, la derivacién logaritmica, para calcular las derivadas de otras muchas funciones.

1
Si f(x) = loga(x) entonces f’(x) = —logee.
X

Demostracion

Utilizamos la definicién de derivada:

_f(x+h)=f(x) _  log,(x+h)-log,(x) _

f,(X):hl—>0 x+h—x h—0 h
Por las propiedades de los logaritmos: a) loguA — loguB = loga(A/B); b) k-logeA = logaA*.
. , <h n
f'(x)= lim Ioga(xihjh :h/inologa(1+g)h —h/gqologa 1+l )l(hlinolog“ 1+i
h h

Calculamos el limite, que es un limite tipo e.

Recuerda que € = /im (1+—j y que los limites en que la base tiende a 1, y el exponente a infinito se
n—>0 n

calculan utilizando esta definicion del niumero e.
f'(x)= % loga(e), c.q.d.
Actividades resueltas
#* Halla la derivada de f(x) = In(x® — 7x7)

Tenemos que utilizar la derivada de la funcién logaritmo neperiano (f{x) = In(x) = f'(x) = 1/x) y la regla
de la cadena f(g(x)) - £’(x), donde g(x) = x° — 7x* y su derivada: g ’'(x) = 5x* — 21x%. Por tanto:

b st oqy?
f(X)_x5—7x3 (5x" —21x7)
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Derivadas

Actividades propuestas

12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=log(x> —Tx*)12
b) y = log2(3x* — 5x2)”

d) y= ln\3l(2x2 + 4x7)4

Técnica de la derivacion logaritmica

Esta técnica consiste en aplicar logaritmos a los dos miembros de la funcién, y a continuacién, derivar.

Actividades resueltas
4 Utilizando derivacién logaritmica halla la derivada de f{x) = e** =3

1) Aplicamos logaritmos neperianos: In(f(x)) = In(e™" ~7%))
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(f(x)) = In(e® = 7)) = (x> = 7x%) - In(e) = (x* — Tx*)
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: ﬁ-f'(x) =5x* —21x?
X

4) Despejamos f7(x):
£(x) = flx)- (5x* = 21x%) = e = ") (5x* — 21x2).
+ Halla la derivada de la funcién exponencial f(x) = a*.
Utilizamos la misma técnica. Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: /n(f(x)) = In(a")
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(f(x)) = In(a*) =x - In(a)

1
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: ——-f"(x) = ln(a)

()

4) Despejamos f’(x):
f'(x)=fx) -In(a) = a*- In(a).
Siy=a*entonces y’ = a*- In(a).
Siy=e"entoncesy’ =e".

La funcidn exponencial y = e* coincide con su derivada, y’ = €~
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Derivadas

+ Halla la derivada de la funcién potencial f{(x) = x*, k eR.

Ya conoces su derivada cuando el exponente es un nimero natural. Ahora vamos a demostrarlo siendo

el exponente cualquier nimero, negativo, fraccionario... Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te
ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: In(f(x)) = In(x")
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(fix)) = Zn(xk) =k -In(x)

3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: m Sf'(x)=—
4) Despejamos f7(x):
) =fx) - (kix) = x* - (k/x) = kx*1.
Siy=xFentonces y’ = kx*!, k eR.
4 Halla la derivada de la funcién exponencial — potencial: f{x) = g(x)"™.

Utilizamos la misma técnica. Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: In(f(x)) = In(g(x)"™)
2) Utilizamos las propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este
ejemplo, el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(fx)) = In(g(x)"™) = h(x) - In(g(x))

3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: m S'(x)=h'(x)-In(g(x))+ h(x)- ﬁ g'(x)

4) Despejamos f7(x):

f'(0)=f(x)- (A (x)- In(g(x))+ A(x) . g'(x))
g(x)

Esta férmula no te la aprendas de memoria. Es preferible aplicar derivacion logaritmica en cada caso
concreto.

4+ Halla la derivada de la funcién exponencial — potencial: f(x) = x*.
Utilizamos la misma técnica. Intenta hacerlo tu solo y luego comprueba si te ha salido bien:

1) Aplicamos logaritmos: /n(f(x)) = In(x*)
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(fix)) = Zn(x") =Xx - In(x)

1
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: m S'(x)=1-In(x)+x-—=1In(x)+1
X

4) Despejamos f7(x):
' (x)=x*(n(x)+ 1)
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Derivadas

4 Ya sabes que la funcidon tangente se define como el cociente entre el seno y el coseno y que la
derivada de la funcion seno es la funcion coseno. Calcula las siguientes derivadas utilizando la
técnica de derivacion logaritmica y comprueba los resultados:

sen (x)

tg(x) J— ( sen(x) cos(x) ln(x))

Xcos (x)sen (x)

a)f(x) = ysenx) — f1(x) = xsen(x)(cos( x)-In(x) + ) | b) F - 5O = () =

Actividades propuestas

13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

4 3/ 7
a) y=5x"; b) _“ix +*7/_, c)yz—(3x3‘4)5'&;d)y:2xis.
X 7x

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y:\/zz : 7x° 2] b)y:\/(x 4 5x)(4x° —6x)

2x* —5x

d) y=1l5+ /Sx—i5
X

15. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1+e

a) f(x)= log1

4 — 9senx d) f(x) _ Senx —xXcosx

3+2cosx COS X + xsenx

b) £(x)=(2-3x)log(2-3x)

¢) f(x)=log
16. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) y = (Gx)" b) y = (2x+7)™ =)

c)y = (x + e 5 d) f(x) = ()"

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

4 + senx b) y= e\/6x+8

a)y = log, 4 — senx

Tx d) » 5x

— ) =ln—
\/1—2x2 16 — x?

¢) y = sen(In
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Derivadas

3. APLICACIONES DE LA DERIVADA

3.1. Crecimiento y decrecimiento

Recuerda que:

Si f’(a) > 0 entonces la funcién y = f(x) es creciente en x = a.

Si f’(a) < 0 entonces la funcidn y = f(x) es decreciente en x = a.

Actividades resueltas
+ Determina siy = 2x> + 5x — 8 es creciente o decreciente en x = 3.

Calculamos la derivada: y’=4x + 5; enx=3:y’(3) =4(3) + 5= 17 > 0. La funcidn es creciente.

#+ FEl departamento de “marketing” de una empresa estima que los ingresos mensuales que va a
producir el lanzamiento de un nuevo producto vienen dados por: y = 20 + 4> — 0.3#, donde ¢ es
el tiempo expresado en meses desde que el producto salga al mercado, e y son los ingresos en
cientos de euros. a) Calcula si los ingresos estan creciendo o decreciendo a los 3 meses de
lanzamiento del producto. b) ¢Durante qué periodo de tiempo aumentan los ingresos? c)
¢Durante qué periodo de tiempo disminuyen?

Solucion:

a)y=8t—0.9 ¢, y’(3)=24-8.1>0. Creciente.
b)8¢-0.92=0—->18-09)=0—->1=0,8=0.9¢f— t=28/0.9 = 8.89.
Aproximadamente a poco menos de los 9 meses empiezan a descender los ingresos.

¢) La funcidén derivada es una parabola que corta alos ejesent=0yent=8/0.9 ~ 8.89. Antesder=0y
después de r = 8/0.9 ~ 8.89 es negativa. Los ingresos antes de 1 = 0 no tienen sentido. Luego crecen
hasta 1 = 8/0.9 ~ 8.89. Y luego son decrecientes en (8.89, +o0).

Actividades propuestas

18. a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x* + 27x. b) Determina
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x* — 27x. c) ¢Como son en x = 0? d)
Yenx=3?iYenx=-3?

19. Una empresa determina que los costes de produccidon por :
trabajador contratado son C(x) = x + +/x , y que los ingresos por >
ventas, también por trabajador contratado, vienen dados por /(x)
= 3x + x%. Por tanto, los beneficios B(x) por trabajador contratado
son ingresos menos costes. La funcion beneficios B(x) respecto del
numero de trabajadores contratados, ées creciente o decreciente?
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Derivadas

3.2. Maximos y minimos
Aprende a averiguar los Maximos y Minimos de diferentes tipos de ( \

é: funciones. Susi Profe.

video https://www.youtube.com/watch?v=aQCB2HUtFMY

Recuerda que:

Una funcidén alcanza en (a, f(a)) un maximo global o absoluto si f{a) es el mayor valor que alcanza la
funcion.

Una funcion alcanza en (a, fla)) un minimo global o absoluto si f{(a) es el menor valor que alcanza la
funcion.

Una funcién alcanza en (a, f(a)) un maximo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el
que f{a) es el mayor valor de la funcién en ese intervalo.

Una funcidn alcanza en (a, f{a)) un minimo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el
que f{a) es el menor valor de la funcidn en ese intervalo.

Ejemplo:

La funcion de la grafica del margen no alcanza ni
maximos ni minimos absolutos, pero alcanza un
maximo relativo en punto 4 (0, 4) y un minimo
relativo en el punto B.

) Ejemplo:

! La funcion de la grafica del margen no tiene maximos
s absolutos, pero alcanza maximos relativos en x = —1.25 y
5 enx=0.5.

J Tiene tres minimos que son a la vez absolutos y relativos

enx=-2,x=0yenx=1.

Reflexiona:

Imagina una funcién continua y con derivada continua. Antes de que la funcién alcance un maximo,
debe ser una funcion creciente, y después del maximo debe ser la funcion decreciente. Por tanto, antes
de un maximo la derivada debe ser positiva, y después debe ser negativa.

En consecuencia, si la funcién tiene un maximo en un punto a de un intervalo y es derivable en dicho
punto, entonces la derivada en el maximo es cero.

Hacemos un razonamiento similar para un minimo.

Antes de que una funcidén alcance un minimo, debe ser una funcién decreciente, y después del minimo
debe ser creciente. Por tanto, antes de un minimo la derivada debe ser negativa, y después debe ser
positiva.

En consecuencia, si la funcién tiene un minimo en un punto a de un intervalo y es derivable en dicho
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Derivadas

punto, entonces la derivada en el minimo es cero.
Si una funcién tiene un maximo o un minimo en (q, f{a)) y existe f’(a), entonces f(a) = 0.

Se denomina punto singular o punto critico de y = f{x) a los puntos en los que se anula la derivada.

Para saber si un punto critico es un maximo, o un minimo, o un punto de inflexién de tangente
horizontal podemos utilizar alguno de los tres criterios siguientes:

Criterio 1:

Si f’(a) = 0, estudiamos los valores de x préximos a a, tanto a la derecha como a la izquierda.

Criterio 2:

Estudiar el signo de la derivada en puntos x préximos a a, con lo que sabremos si la funcién crece o
decrece en esos puntos.

Criterio 3:
Sif’(a)=0yf ’(a)> 0 entonces (a, f(a)) es un minimo.
Sif’(a)=0yf(a) <0 entonces (a, f{a)) es un maximo.

Actividades resueltas
#+ Calcula los mdximos y minimos de la funcion: y="Tx*+ 5x.

Solucion:

Calculamos la derivada y laigualamosa 0: y’=14x+5=0=x=-5/14.

Para saber si es maximo o minimo calculamos la derivada segunda: y"" = 14 > 0. Es

un minimo.
La funcion es una pardbola de vértice (—5/14, 7(-5/14)2 + 5(-5/14)) = (-0.38, —0.89).
Para x < —5/14 la funcidn es decreciente, y para x > —5/14, es creciente.

+ La funcién y = 20 + 4 — 0.37 indica los ingresos
mensuales por un nuevo producto que ha salido al mercado.
Calcula cuando los ingresos son mdximos y cuando son
minimos.

Solucion:

Calculamos la derivaday=8t—-09 2, > 8 —0.92=0 — #«(8
-09)=0—->1tr=0,8=0.9t— t=8/0.9 = 8.89. Los puntos
criticossont=0y = 8/0.9.

Calculamos la derivada segunday’ =8 — 1.8 ¢,

Ent=0—y’’(0)=8>0, es un minimo.
Ent=28/0.9~8.89 — y"'(8/0.9) =8 — 1.8(8/0.9) =8 — 16 <0, es un maximo.

Por tanto, la funcién tiene un minimo local para =0, en el punto (0, 0) y un maximo local para ¢ = 8/0.9,
en (8/0.9, 125.35).
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Derivadas

Dos observaciones importantes

1) Pueden existir maximos o minimos en puntos donde no exista la derivada.

Por ejemplo:

La funcién valor absoluto de x tiene un minimo en (0, 0).

| |_ xsix>0
i —xsix<0

Pero la derivada no se anula en (0, 0). No existe. La
derivada a la derecha de 0 vale 1, y la derivada a la
izquierda vale —1. Son distintas, luego la funcién no es
derivable en (0, 0).

2) Pueden existir puntos donde la derivada valga 0 y sin embargo no sean
ni maximos ni minimos.

Por ejemplo:

La funcidn y = x* de derivada y’ = 3x%, que se anula en (0, 0) no tiene en dicho
punto ni un maximo, ni un minimo. La funcién es siempre creciente. Va a tener
en (0, 0) un punto de inflexidon de tangente horizontal.

Para estar seguros de no perder ninguna posible solucidn conviene, para determinar todos los maximos
y minimos absolutos y relativos de una funcién, buscar:

1) Los puntos donde se anula la derivada: ’(x) = 0.
2) Los puntos donde la funcién no sea derivable.
3) Los valores de f{x) en los extremos del dominio de definicion de la funcion.

Determinar el valor de la funcién en todos estos puntos y comparamos estos valores.

Actividades resueltas

4 Determina los mdximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f{x) = x> — 9x> + 24x, en el
intervalo [1, 3] y en el intervalo [1, 5].

La funcién es derivable en todos los puntos. f’(x) = 3x*> — 18x + 24, que se anulaenx =2y en x = 4.
Ambos valores pertenecen al intervalo [1, 5], por lo que los valores a valorarson: 1, 2, 4y 5.

En el intervalo [1, 3] el punto x = 4 no pertenece, luego tenemos que valorar 1, 2 y 3.

11) = 16; f(2) = 20; f(3) = 18; f(4) = 16; f{5) = 20.
Calculamos la derivada segunda: f”’(x) = 6x — 18, en los puntos donde se anula la derivada:
f7(2)=-6<0;f’(4) = 6. En (2, 20) se alcanza un maximo relativo y en (4, 16) un minimo relativo.
Intervalo [1, 3]: Maximo absoluto y relativo es (2, 20) y minimo absoluto es (1, 16).

Intervalo [1, 5]: Maximos absolutos es (5, 20) y (2, 20), minimos absolutos son (1, 16) y (4, 16).
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Derivadas

#+ Determina los mdximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién fx) = |x| en el intervalo
[-6, 2].

La funcidn no es derivable en (0, 0). La derivada vale 1 si x es positivo y —1 si x es negativo, por lo que la
derivada no se anula en ningun punto. Estudiamos los extremos del intervalo, —6 y 2:

fl-6)= -6l =6;f2) = | 2] =2.

El minimo absoluto de la funcién se alcanza en (0, 0) y el maximo absoluto en (-6, 6). Hay un maximo
relativo en (2, 2).

Determinaremos donde una funcion polindmica es creciente o decreciente (crecimiento),
@@ sus puntos criticos (maximos y minimos), donde es céncava y/o convexa (}\
6: (curvatura) y sus posibles puntos de inflexién. Para ello, hallaremos la
primera y segunda derivada de la funcion y los puntos donde se anulan. Nt
video NOTA: Para zanjar definitivamente la polémica con respecto al concepto de CONCAVIDAD
o CONVEXIDAD, os comento que es un término relativo y depende desde donde mire la grafica. Por
eso especifico CONCAVA hacia ARRIBA o CONVEXA hacia ABAJO.

https://www.youtube.com/watch?v=5PnzLrfz0Dg

Actividades propuestas
20. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=x*-1;
b)y=3x*+9;
c)y=4x*-2x*+5;
d) y =9x> - 3x2.

21. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima cuando
estos son iguales.

22. Calcula los méaximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: fix) = 2x> — 3x*> + 72x, en el
intervalo [-5, 5] y en el intervalo [1, 4].

23. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=Ix-9l;
b) y=Ix+ 21 + Ix — 3I.

24. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 2| en el intervalo
[_41 4]

. ., e -1 six<0
25. Se considera la funcion: f(x)=
+x six>0

Contesta, razonadamente, a las siguientes preguntas:
a) ¢Es continua en el punto x = 0?
b) ¢Es derivable en el punto x = 0?

c) ¢Alcanza algin extremo?
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Derivadas

3.3. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Sea f: [a, b] > N una funcidn. f es convexa (V) en [a, b] si para toda terna xo, x, x1 del intervalo con
Xo< X < x1 se verifica que:

SO~ fx)  fO)=f(X)

fes concava (M) en [a, b] si, en las mismas condiciones, se verifica que:
UACI N ACYIAC NACTY

Convexa (V) Coéncava (N)
Observa que para esta definicién no se ha impuesto ser derivable a la funcién. Si la funcidn es derivable
dos veces en el intervalo de estudio se tiene:
= f">0
< f">0

"

fes céncava (M) en [a, b] < f~ es estrictamente decreciente = /<0

< f'"<0
Observa también que si la funcion es convexa (W), la grafica queda por encima de la recta tangente, v si
es céncava (M), por debajo.
Del mismo modo que en los puntos de la grafica de una funcidn en los que se anula la derivada primera
se produce un cambio, pasa de creciente a decreciente, o viceversa, en los puntos en los que se anula la
derivada segunda también se produce una modificacién en la gréfica, pasa de cdncava a convexa, o
viceversa.
Vamos a analizar ese cambio estudiando algunos casos:

TN\

En las cuatro gréficas de arriba hemos sefialado un punto y la recta tangente en ese punto. La derivada
segunda se anula en los puntos sefialados de las cuatro graficas. Analiza lo que ocurre. Observa que la
recta tangente deja a la grafica unas veces por arriba y otras por abajo. Diriamos que atraviesa la
grafica. Hay un cambio en la concavidad. Esos puntos se llaman puntos de inflexion.

Si la funcién y = f(x) tiene un punto de inflexiéon en x = a, y existe la segunda derivada, entonces se
anula f”’(a).

fes convexa (V) en [a, b] < f es estrictamente creciente
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Derivadas

Si ademads, como en la primera grafica y en la cuarta, se anula la derivada primera se dice que tiene un
punto de inflexidon de tangente horizontal.

Observa las graficas siguientes. Hay maximos, minimos y puntos de inflexién en el origen (0, 0).

- 1] 1]
0
L] T
- 0 1

o

0
T 0 T - 0 1 ! 1 0 ¥ 1
-1 0 1 -1
-1 A
' 7
y=x4 y =x° y = —x® y=-X
y’'(0) =y”(0)=y’”(0) = 0; y“'(0) >0 y’(0) =y”(0) =y’(0) = y“(0) = 0; y’(0) =y”(0) =y’(0) = y“(0) = y'(0)=y(0) =y (0) = y(0) =
Minimo y’(0) =0 y’(0) = 0; y")(0) < 0. y”(0) = y"'(0)= 0; y*"(0) =0
Punto de inflexion de tangente Madximo Punto de inflexion de tangente
horizontal horizontal

Las propiedades estudiadas se pueden generalizar con el siguiente teorema:
Sea f: [a, b] — R una funcién k + 1 veces derivable en [a, b] y sea ¢ un punto de (a, b). Entonces:
1) Sif'(c)=1"(c)=..=fP(c)=0, ¥V (c) #0y k es impar:
Si %" (c) < 0 entonces falcanza un méaximo relativo en c.
Si f%*0 (c) > 0 entonces falcanza un minimo relativo en c.

2) Sif(c)=..=fP(c)=0, f¥V (c) # 0y k es par, entonces f tiene un punto de inflexién en c. Si
ademas f’(c) = 0 la tangente del punto de inflexion es horizontal.

Actividades resueltas

4+ Determina los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion f{x) =

X+ 2x. :
/
Calculamos la derivada segunda f'(x) = 5x* + 2; ”/(x) = 20x>. Se anula en x /
= 0. Calculamos las derivadas sucesivas: 1]
S7() = 60x%; f(x) = 120x; £ )(x) = 120; £ **(0) = f")(0) =0 y f "(x) # 0.
La primera derivada que no se anula en x = 0 es la quinta, es impar, luego ~ g . ,1
en (0, 2) hay un punto de inflexidn, y como no se anula la derivada primera ’
no es un punto de inflexién de tangente horizontal. Ly
La derivada segunda f”(x) = 20x> es positiva si x > 0 y negativa si x < 0, por y
tanto la funcién es convexa (U) six >0y concava (M) six < 0. / 5
Actividades propuestas
26. Sabiendo que una funcioén f{x) tiene como derivada  f’(x) = (x — 4)%(x*> — 8x + 7),
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f
b) Halla los maximos y minimos relativos de f
c) éEs el punto x = 4 un punto de inflexion de f? Justifica razonadamente la respuesta.
27. Determina los maximos, minimos y puntos de inflexidn de las funciones siguientes:
a)y=x*-3x*+6x+11; b)y=x>-7x+8§;
Qy=x"+2; dyy =x*-3.
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Derivadas

3.4. Representacion grafica de una funcion

Una de las aplicaciones de la derivada es la representacion grafica de funciones. Vamos a seguir un
orden para hacerlo:

1) Puntos de interseccidn con los ejes coordenados.

2) Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito.

3) Derivada primera: crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
4) Derivada segunda: concavidad y convexidad. Puntos de inflexion.

Actividades resueltas

)= (x=1D(x+3)
(x+D(x-2)

1) Puntos de interseccion con los ejes coordenados: En ocasiones es dificil encontrarlos. En otras
es sencillo como en este caso. Para x =0 — y = 3/2, A(0, 3/2) punto de interseccion con el eje de
ordenadas. La ordenada vale 0 parax =1y para x = -3, B(0, 1), C(0, —3) que son los puntos de
interseccion con el eje de abscisas.

2) Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito: La funcién esta definida en
toda la recta real excepto en los valores que anulan al denominador, donde tenemos dos
asintotas verticales: x = —1 y para x = 2. Cuando x tiende a infinito la y tiende a 1, luego tenemos
una asintota horizontal: y = 1.

% Haz un esbozo de la grdfica de la funcion racional: f{x

En muchas ocasiones con esta informacion ya somos capaces de hacer un primer esbozo de la gréfica:

]
I
! 2
I
I

|
I
|
I
[
|
I
I

2
—2x+2
X Zexte six<0
% Haz un esbozo de la grdfica de la funcion: f{x) = xetl
— six>0
X

1. Puntos de interseccion con los ejes coordenados.

La rama | no corta al eje de abscisas. La rama Il tampoco. Si x = 0 en la rama |l tenemos que f{0) = 2, el
punto B (0, 2) de la gréfica.

2. Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito.
La funcidn f(x) es continua en todos los puntos salvo en {0, -1}

X

Comportamientoenx =0: [im ¢ —iw.Ala izquierda de 0 toma el valor 2.
x—0" X

En x = —1 tiene una asintota vertical.

2 X
. . , X" =2x+2 , e
Comportamiento cuando x tiendeao: /im ——==—0 [im — =+o..
X—>—© x+1 X+ X
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Derivadas

3. Derivada primera: crecimiento y decrecimiento. Mdaximos y minimos.’

x2+2x-4 . '
six<0 | 4.
)= (x+1) |
¢ (xz— D six>0 ! 2 A(1.e)
x : B(0,2)
En x =0 no es derivable pues no es continua. | 0
Observando el signo de la derivada tenemos que la funcion es '-6 '-4 '-2 I 0 '2
creciente en el intervalo (—o,-1-4/5), decreciente en el |_2
intervalo (-1-4/5,-1), decreciente en (-1, 0), decreciente en I
(0, 1) y creciente en (1, +x) : A
En x =1 hay un minimo: 4 (1, e). |
Enx = —1-+/5 hay un maximo, en el punto C de la grafica. :-6-
4. Derivada segunda: concavidad y convexidad. Puntos de I
inflexion. C 1-8 |
|
I
10 3 six<0 110
i) = (x+1) 1
fw=q .
e(x"=2x+2) .
3 six>0

X

La derivada segunda no se anula en la rama | ni en la rama Il. No hay puntos de inflexién. Es concava (M)
de (—o0,—1) y convexa (U) de (-1, 0) y de (0, +0).

Actividad resuelta

2x
% Representa grdficamente la funcién f(x)= 1
X+

Ahora queremos representar graficamente la funcidn, no hacer un simple esbozo. Es decir, queremos
aplicar paso a paso todo lo que hemos aprendido sobre funciones en el dibujo de la grafica.

- Dominio: Anulamos el denominador:
x+12z0=>x#-1
Por tanto, Dom f(x) = R— {1}.

- Cortes con los ejes:

0 EjelX: f(x)=2—xl=032x:03x:02>(0,0)
X+

O Eje Y:ya hemos visto que y = 0 cuando x = 0.

- Simetria: Las potencias de x son impares, pero hay un término independiente, luego no
tiene simetria. Podemos comprobarlo:

F(ex) 2-(=x) -2x  2x | = f(x)
—X) = == =
(=x)+1 —x+1 x—-1|=—-f(x)
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Derivadas

- Regiones de existencia:

Los cortes con los ejes y el dominio definen los intervalos (-, —1), (-1, 0) y (0, +x).

Intervalo (—oo, —1) (-1,0) (0, +)
£ (x) f(=2)=4 | f(-05)==-2 | f()=1
S(x) Positiva Negativa Positiva

- Asintotas:

O Horizontales: analizamos el limite en el infinito

,  2x , .
lim—— =2 = y =2 es una asintota horizontal

xom x +1
0 \Verticales: analizamos qué ocurre en x =—1:
, 2x -2
2x -2 ng_x+1=F=+w ' ;
}Lr{ll 1 = or =400 = o D2 = x = —1 es una asintota vertical

m
-1t x+1 07
0 Como tiene asintotas horizontales, no tiene asintotas oblicuas.

2x 2
- Monotonia: hallamos la derivada: f(x)=— :>f'(x) =
- x+1 (x+1)
y vemos que nunca se anula. Del dominio definimos los intervalos: (- c0,~1) y (- 1,4).

Intervalo (—o0, —1) (-1, +o0)

f'(xy) | f1(=2)=2>0 | f1(0)=2>0

Creciente Creciente

Sf(x) 7 o

Es siempre creciente.

- Maximos y minimos: Como la derivada no se anula, no hay maximos ni minimos relativos.

- Curvatura: Hallamos la derivada segunda:
’ 2 " —4
S X)=——x=1"(x)= 3
(x+1)

2

(x+1)

gque tampoco se anula en el dominio de la funcién. Consideramos, como antes, los
intervalos: (-0, —1) y (= 1,4).

Intervalo (—o0, —1) (- 1400)
M(x) | f"(=2)=+4>0 | f"(0)=-4<0
; Cdncava Convexa
v \} A

- Puntos de inflexién:

Como la derivada segunda no se anula, no hay puntos de inflexion.

Con toda la informacién recopilada podemos dibujar la gréfica de f{(x):
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Derivadas

Actividad resuelta

#+ Representa grdficamente la funcién f(x)=+x> -4 .
Si solo nos interesa hacer un esbozo rapido de la grafica de una funcion definida con una raiz cuadrada,
podemos hacer un esbozo de la funcién de dentro de la raiz, y teniendo en cuenta que no esta definida

cuando resulte negativa, aplicar la raiz a lo obtenido.

Ahora queremos hacer paso a paso la representacién grafica de esta funcion:

- Dominio: Al tener indice par, el radicando ha de ser mayor o igual que cero:

x1—4>0=x° 24:{

x<=-2

x=>+2

También podemos factorizar el radicando y analizar los signos:

x*—4=(x+2)-(x=2)

Intervalo (—o0, —2] (=2,2) [+2, +o0)
(x=2) - - +
(x+2) - + +
x4 + - +

f(x) Existe Existe

Por tanto, Dom f(x) = R — (-2,+2) = (00,2 ] U [+2,+0)

- Cortes con los ejes:

0 EjeX: f(x)= x2—4:0:>x:i2:>{

(_2a 0)
(+2,0)

O Eje Y: x =0 no pertenece al dominio, por tanto, no corta al eje OY.

- Simetria: x> — 4 es par, luego f (x) también lo es:

F(=x)=(=x)2 —4 =Vx*—4 = f(x) = f(x) es par

- Regiones de existencia:

Como f'(x) es una raiz de orden par, es siempre positiva en su dominio:
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Derivadas

Intervalo (—o0,—2] (=2,2) [+2,+0)

f(x) Positiva | ———— | Positiva

- Asintotas:

0 Verticales: No tiene, ya que x> — 4 es continua en todo R.
0 Horizontales: Analizamos los limites en el infinito

, 2 . , .
lim vx“ —4 =+00 = no tiene asintotas horizontales
x—>towo

0 Como no tiene asintotas horizontales, analizamos las asintotas oblicuas:

) N4 - |x| +1s1 x — 400
m=lim*~—"4=1lim——=lim —— = lim~—!'= :
x—>to X x—>to0 X x>+ X Xt X _1 Six — —o0

Entonces:

n=lim[f(x)—mx]= lim[vx* =4 Fx] = lim (Vx? —4F 0)(Vx’ -4 £x)
o o o (x? =4 +x)

2 2
- lim(—)x B lim(—)_4 =0
X—>Foo [x2_4ix xX—>Foo [x2_4ix
Entonces, hay dos asintotas oblicuas:

y=xcuandox >+ e y=-x cuandox —> —©

- Monotonia: Hallamos la derivada:

f@ = =4 = 10 =
N

Al intentar anularla, obtendriamos x = 0, que no pertenece al dominio. Entonces:

Intervalo (= 0,-2) (+2,40)
fx) | f13)=F<0 | fB)=2>0
Decreciente Creciente
f () Ny P

- Maximos y minimos:

Como la derivada no se anula en el dominio, no hay maximos ni minimos relativos.
- Curvatura: Hallamos la derivada segunda:
3 X
VX' —4 —x—
2
' X " VX  —4 -4
f(x)z—\/zi:f(x): =...=
x"—4 (\/)c2—4)Z ( x' -4
gue tampoco se anula en el dominio de la funcidn, y se ve facilmente que es siempre
negativa ya que el signo de la raiz cuadrada es positivo. Por tanto, f(x) es siempre

convexa m

- Puntos de inflexion:

Como la derivada segunda no se anula, no hay puntos de inflexién.

Con toda la informacion recopilada podemos dibujar la grafica de f{(x):
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Derivadas

Actividades propuestas

28. Determina el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x) = 3x° = 2x* + 5, b) f(x) = cotg x, ) f(x)= X;_?;,
e
d) J()=x+3 o f()=2, f) £(x)=log(x+1).

29. Determina el conjunto imagen (o recorrido) de las siguientes funciones:

a) f(x)=x"+2x-3, b) f(x) = 3x° — 2x2 + 5, ) f(x)=x—1.

30. Analiza la simetria de las siguientes funciones:

a) f(x)=x2, b) f(x)=x’, c) f(x)=x—6x+5.

31. Estudia las asintotas y el comportamiento en el infinito de las siguientes funciones.

1
— 31 x#0 x*+2 x2+2
a) f(x)= , b) f(x)— ;o fo)=
-2 x—2
O six=0
32. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, mdximos y minimos y la concavidad de:
3
a) f(x)=2x"-9x* +12x+5, b) f(x)=x", c) f(x)— 1 "y
1

33. Se considera la funcién f{(x) = 5

a) Indicar el dominio de definicion de la funcidn fy sus asintotas
b) Hallar los extremos relativos de la funcidn f'y sus intervalos de concavidad y convexidad.
c) Dibujar la grafica de f'y hallar su maximo y su minimo absoluto en el intervalo [—1, 1]. selectividad. Opcién A
34. Sea la funcion f(x) = 2x ‘ 4 —x|
a) Estudia su continuidad y derivabilidad
b) Dibuja su gréfica.
35. Se considera la funcion

(2x—1)*

TO="0a 4x* +1

Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funciéon f{x).
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Derivadas

3.5. Problemas de optimizacion

A los problemas de maximos y minimos se les suele denominar problemas de optimizacion.

Actividades resueltas

+ Cortando un mismo cuadrado de las cuatro esquinas de una hoja rectangular de dimensiones
a 'y b se puede construir una caja abierta por la parte superior. Calcula el lado del cuadrado
que hay que cortar para que la caja tenga mdxima capacidad.

El volumen de la caja es el producto de los tres lados. Si cortamos las esquinas el rectdngulo de longitud
b tendrd ahora una longitud » — 2x. Lo mismo el de longitud a. La altura es x.

V=(b-2x)(a—2x)x = 4x* — 2bx* — 2ax* + abx.
Para obtener el volumen maximo, derivamos e igualamos a cero.

_b+a—\/b2+a2—ab

V'=12x>-4(b+a)+ab=0 = x= c

Por consideraciones geométricas, el valor obtenido es un maximo, pues si el lado del cuadrado vale 0, o
si vale la mitad del lado, el volumen de la caja es minimo, ya que vale 0 pues no se forma caja.

4+ Entre todos los cilindros de volumen V dado determina el radio y la altura del de mayor
superficie.
El volumen de un cilindro es igual a: ' =nrh, y su superficie total es igual a S = 2nrh + 2172
La superficie depende de dos variables, el radio y la altura. Como nos dicen que el volumen es dado,
despejamos de su expresién por ejemplo la altura, y la sustituimos en la superficie:

V V 2V
h =—F = S = 21tr—2+21tl"2 == 1o
T r r
Derivamos la superficie respecto a r, e igualamos a cero la derivada:

2V 2V V
S'=——+4wr =0 =2 4wr=— = =
r r 271
Para saber si ese valor del radio conduce a un maximo o a un minimo. Hallamos el signo de la derivada
segunda:

S"=4—I3/+4n=4—V+47t=127c >0
r v
2n

La solucién obtenida nos da una superficie minima.

vV 2 VTC 21
ol
()

Actividades propuestas

36. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea de
dos litros y la superficie empleada sea minima.

37. Determina las dimensiones de un cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R =5 cm.
(Ayuda: La altura del cono es igual a R + x, y el radio de la base 7* = R? — x?).

38. Calcula la base y la altura del triangulo isdsceles de perimetro 8 y drea maxima.

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Derivadas Autora: Maria Molero Aparicio

www.apuntesmareaverde.org.es @ @@@ g Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Vera



Derivadas

Optimizacion de funciones con una hoja de calculo

Vamos a utilizar una hoja de cdlculo para aproximar
un problema de optimizacidon, en este caso para
calcular cuando un volumen es maximo. De forma
similar puedes resolver otros problemas similares.

Actividades resueltas

4+ En una pasteleria es necesario construir cajas
con unas planchas de 60 cm de largo por 40 cm
de ancho, cortando un cuadrado en cada una
de las cuatro esquinas. Si llamamos e al lado
de cada uno de los cuadrados que recortamos.
¢Para qué valor de e se obtiene una caja de
volumen mdximo?

e Abrimos en una hoja de calculo la hojal, dejamos
las primeras filas para poner titulo a la hoja y explicar su contenido. Activamos la celda A9 y
escribimos Volumen: y en B9 la expresion que nos da el volumen de la caja (60-2*e)*(40-2*e)*e. En
la celda A10 escribimos e y en B10 su significado. En A12 escribimos valor inicial de e, en A13 valor
final de e y en A14 incremento, en B12 escribimos el valor 0, en B13 el valor 20 y en B14 la formula
=(B13-B12)/20.

e Enla celda D11 escribimos valor de e y en E11 valor de V, en D12 insertamos la férmula =B12, en D13
=D12+$B$14 y situados en esta celda arrastramos el controlador de relleno hasta D32 para copiar
esta formula.

e En el rango E12:E32 escribimos las férmulas que nos permiten obtener el valor del volumen de la
caja en funcién de los valores del rango D12:D32, para esto es suficiente escribir en E12 la férmula
=(60-2*D12)*(40-2*D12)*D12 y situados en esta celda arrastrar el controlador de relleno hasta E32.

e Seleccionamos el rango E12:E32 y activamos el menu contextual de la barra de estado de la ventana
de la aplicacién y elegimos Maximo (MAX) aparece en esta barra el mayor valor del rango
seleccionado que en este caso es 8448 y estd en la celda E20, la celda D20 contiene el valor 8 lo que
significa que la solucion del problema esta entre 7y 9.

e Cambiamos el valor 0 de B12 por 7 y el de B13 por 9 y repetimos el apartado anterior. Ahora el valor
maximo es 8450,208 y el valor de e correspondiente 7,8 que esta entre 7,7 y 7,9.

e Repetimos este proceso hasta obtener la solucidn con tres decimales exactos.

e En algin momento serd necesario cambiar el formato de los rangos D12:E32 y B12:B14 para
aumentar el nimero de decimales que visualizamos. Para ello es suficiente seleccionar uno de los
dos rangos y activar en el menu Formato en comando Celdas elegir la pestafia Nimero y en ella la
categoria Numero aumentando los decimales hasta 6 en Posiciones decimales. Una vez establecido
el formato en uno de los rangos utilizamos la opcidon Copiar formato de la barra de herramientas
estandar para copiarlo en el otro. También podemos seleccionar ambos rangos a la vez pulsando la
tecla <Control> antes de terminar la primera seleccion y manteniéndola pulsada hasta comenzar la
otra.
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Derivadas

e El resultado de la hoja de célculo después de ponerle titulo y comentarios debe ser muy similar a la
imagen que se muestra a continuacion:

MAXIMO DE UNA FUNCION

PEPEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Esta hoja de calculo permite determinar entre que valores

se encuentra el maximo de una funcién.

PROBLEMA DE LA CAJA

VOLUMEN: (60-2*e)*(40-2%e)*e

e: esquina
valor de e valor de V

valor inicial: 7,846000 7,846000 8450,446927

valor final: 7,848000 7,846100 8450,446958

incremento 0,000100 7,846200 8450,446986
7,846300 8450,447012
7,846400 8450,447037
7,846500 8450,447059
7,846600 8450,447079
7,846700 8450,447097
7,846800 8450,447112
7,846900 8450,447126
7,847000 8450,447138
7,847100 8450,447147
7,847200 8450,447154
7,847300 8450,44716
7,847400 8450,447163
7,847500 8450,447164
7,847600 8450,447163
7,847700 8450,447159
7,847800 8450,447154
7,847900 8450,447146
7,848000 8450,447137
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Derivadas

CURIOSIDADES. REVISTA

Interés de las derivadas

El Analisis y el Cdlculo Infinitesimal han sido
durante trescientos afios una de las ramas mas
importantes de la Matematica, y las derivadas
constituyen su parte central, ya que permiten
comprender las ciencias fisicas y la técnica. Las
cuestiones que plantean proporcionan una
fuente de teoria e ideas que permiten avanzar
al pensamiento.

La razén de esta gran cantidad de aplicaciones
se debe a que la derivada se puede interpretar
como el indice de cambio de una variable
respecto de otra, y las variables que explican
los fendmenos se relacionan entre si por sus
indices de cambio.

Las derivadas sirven como modelo matematico
para el estudio de problemas que surgen en
disciplinas muy diversas. Desde sus comienzos
han contribuido de manera muy notable a
solucionar muchas cuestiones y a interpretar
numerosos fendmenos de la naturaleza. Su
origen histérico es inseparable de sus
aplicaciones a las ciencias fisicas, quimicas,
medicina, ciencias sociales e ingenieria, ya que
para resolver muchos problemas significativos
se requiere la determinacion de una funcién
gue debe satisfacer una ecuacidon en la que
aparece su derivada.

Isaac Newton G. W. Leibniz

\

Antecedentes

Lo infinitamente pequefio tenia para
Galileo Galilei (1564 - 1642) una
importancia mas inmediata que lo
infinitamente grande, puesto que lo
necesitaba en su dinamica. Galileo
analizo el comportamiento del
movimiento de un proyectil con una
componente horizontal y uniforme, y una
componente vertical uniformemente
acelerada, consiguiendo demostrar que
la trayectoria del proyectil, despreciando
la resistencia del aire, es siempre una
pardbola. Estudié el problema del espacio
recorrido por un cuerpo en caida libre y
se puede considerar que utilizd para su
resolucion las derivadas.

En 1638 aparecid el problema de la
tractriz, propuesto por René Descartes
(1596 — 1650) a Fermat, que realmente
es un problema de tangentes a una
curva, (no pudo resolverlo pues no se
conocia todavia el concepto de derivada),
y fue resuelto en 1674 por Leibniz y en
1690 por Jakob Bernoulli, cuando ya se
conocian los trabajos de Newton vy
Leibniz.

El concepto de derivada comienza con
Isaac Newton (1642 - 1727) y Gottfried
Withelm Leibniz (1646 — 1716). Dice este
ultimo “Considerando la matemdtica
desde el comienzo del mundo hasta la
época de Newton, lo que él ha hecho es,
con mucho, la mitad mejor”. Muy pronto
los cientificos se dan cuenta de que las
derivadas son la expresién matematica
de las leyes naturales.
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Derivadas

/ Newton \

Isaac Newton (1642 — 1727) nacié el mismo afio en que murid Galileo. Los problemas que
motivaron sus descubrimientos fueron el estudio de la dindmica del punto y del sdélido rigido. Sus
primeros descubrimientos matematicos datan de 1665 en que expresd funciones en series de
potencias, y empezd a pensar en la velocidad del cambio de magnitudes que varian de manera
continua tales como areas, longitudes, distancias, temperaturas, etc. asociando de manera
conjunta ambos problemas, las series infinitas y las velocidades de cambio.

Su primera obra impresa: “Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica” fue en 1687
siendo el trabajo cientifico mas admirado de
todos los tiempos, donde es plenamente
consciente del papel de la derivada. Escribid, en
la segunda ley de los principios, la ecuacion de
una piedra que cae por accion de la gravedad
en diferentes medios: aire, agua, aceite... Indica
como evoluciona el sistema.

La influencia cultural fue tremenda. La
naturaleza obedece a leyes generales. Da
origen a la concepcién filosofica de Kant, al
pensamiento de la llustracién y al
determinismo cientifico por el que el
conocimiento de estas leyes llevaria a conocer
completamente el pasado y el futuro. Este
concepto de que las leyes fisicas se pueden
expresar mediante derivadas es el Unico
concepto de Newton que, en opinidon de
Einstein, sigue hoy totalmente vigente.

Actualmente esta claro que el descubrimiento de Newton precedid al de Leibniz en unos diez
afos, asi como que Leibniz hizo sus descubrimientos de forma paralela a los de Newton, aunque
a Leibniz le corresponde la prioridad de su publicacién, pues lo publico en la revista “Acta
Eruditorum” en 1684.

Entre sus intereses mas profundos se encontraban la alquimia y la religion, temas en los que sus
escritos sobrepasan con mucho en volumen a sus escritos cientificos. Entre sus estudios
alquimicos se encontraban temas esotéricos como la transmutacion de los elementos, la piedra
filosofal y el elixir de la vida.

En 1693 sufrié una gran crisis psicoldgica, causante de largos periodos en los que permanecio
aislado, durante los que no comia ni dormia. En esta época sufrié depresion y arranques de
paranoia. Tras la publicacién en 1979 de un estudio que demostréd una concentracidon de
mercurio (altamente neurotéxico) quince veces mayor que la normal en el cabello de Newton,
la mayoria opina que en esta época Newton se habia envenenado al hacer sus experimentos
alquimicos, lo que explicaria su enfermedad y los cambios en su conducta.
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Derivadas

/ Leibniz \

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) leyd con atencién las obras de Pascal sobre la cicloide, y
se dio cuenta, hacia 1673, de que la determinacién de la tangente a una curva depende de la
razon entre las diferencias entre las ordenadas y las abscisas, cuando estas diferencias se hacen
infinitamente pequefas. Se hacia pues necesario crear un lenguaje y una notacidon adecuados para
tratar estos problemas, y lo elegido fue especialmente afortunado ya que facilité el razonamiento
l6gico. Utilizé la notacidon que hoy dia se emplea de dx y del signo de integral, fue el primero en
\introducir el término “derivar” en el sentido de “deducir’ (en una carta de Leibniz a Newton). /

/EI problema crucial que resolvid el calculo de Newton y Leibniz fue el siguiente. Si una\
variable y depende de otra x, y se conoce la tasa de variacidon de y respecto de x para
cambios muy pequefios de la variable x, lo que Leibniz ya denoté: dy = f(x)-dx, entonces la
determinacion de y respecto de x se puede realizar mediante el calculo de un area, lo que es
conceptualmente mucho mds simple. Esta idea de generalizar las operaciones de derivacién
e integracién como inversas la una de la otra, es el nucleo fundamental de sus
descubrimientos. Ya en el siglo XVII se habian resuelto muchos problemas particulares: la
tractriz, la braquistécrona, la catenaria y algunos problemas isoperimétricos, pero el interés

\del trabajo de Newton y Leibniz reside en la generalizacion. /
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Derivadas

Madame de Chatelet

Gabrielle Emilie de Breteuil, (1706 - 1749), marquesa de Chatelet fue una dama francesa que
tradujo los "Principia" de Newton y divulgo los conceptos del Calculo en su libro "Las instituciones
de la fisica". Era una dama de la alta aristocracia y facilmente podia haber vivido una vida
inmersa en los placeres superficiales, y no obstante fue una activa participante en los
acontecimientos cientificos que hacen de su época, el siglo de las luces, un periodo excitante.

En sus salones, ademas de discutir de teatro, literatura, musica, filosofia... se polemizaba sobre
los ultimos acontecimientos cientificos. ¢Podéis imaginar una marquesa estudiando
matemadticas? ¢ Podéis imaginar unos salones dorados y cubiertos de tapices en cuyas tertulias, en
lugar de hablar de cotilleos y frivolidades, se discutiera con ardor sobre Ciencia? ¢Se deliberara
acaloradamente sobre el concepto de fuerza, de masa, de derivada o de funcién?

Mme. de Chatelet, al traducir y analizar la obra de Newton, propagé sus ideas desde Inglaterra a
la Europa continental. Quizas, gracias a ella, el determinismo cientifico de Newton permanecié
como idea filosofica hasta mediados del siglo XIX.

Madame de Chatelet era marquesa y se dedicaba
con pasion al estudio. Un crater del planeta Venus
lleva el nombre de Chatelet en su honor.

Se conserva un retrato al dleo de ella pintado por
Maurice Quentin la Tour, y comentado por un
viajero con estas palabras “adornada, cargada de
diamantes que parecia una Venus de la Opera..., a
diferencia de aquella, ésta estaba en la mesa de
trabajo, con sus instrumento y sus libros de
matemadticas...”. En ese retrato podemos verla
vestida con su traje de época, pues disfrutaba
maquilldndose y vistiéndose para la corte, pero con
un libro delante, estudiando, y con un compas en la

\ mano.

Escribid Las instituciones de la fisica. Convencida de muchas de las ideas de Descartes, Leibniz y \
Newton escribio su libro intentando explicarlo todo mediante el razonamiento cartesiano. Asi supo
aunar en lo principal las teorias de los tres grandes sabios, y sin embargo estaba en contra de todas

las corrientes, porque siempre encontraba algo en sus teorias con lo que no estaba de acuerdo.

Escribié también un interesante Discurso sobre la felicidad, en el que opinaba que la felicidad se
conseguia entre otras cosas con el estudio. Escribié que el amor al estudio era mas necesario para la
felicidad de las mujeres, ya que es una pasion que hace que la felicidad dependa Unicamente de
cada persona, “iquien dice sabio, dice feliz!”.

Hacia 1745 comenzd a traducir los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica de Newton del
latin al francés, con extensos y validos comentarios y suplementos que facilitaban mucho la
comprensién. Gracias a este trabajo se pudo leer en Francia esa obra durante dos siglos, lo que hizo
avanzar la Ciencia.
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Derivadas

RESUMEN

Definicion de
derivada

o . Jx)—f(a)
f(a)— lim P

x—a X —

fv(a): lim f(a+h2_f(a)

h—0

Recta tangente

Crecimiento y
decrecimiento

y=Ma)+f (a)x L a)

Tangenteay=x*+2xenel
punto (0, 0):
y=0+2(x—0)="2x.

Sif” (a) > 0 entonces y = f{x) es creciente enx = a.
Sif” (a) <0 entonces y = f(x) es decreciente enx = a.

y=x-3x >y’ =3x>-3=0

—x=1,x=-1.

® Parax<-1,y'>0->y
creciente.

® Para-1<x<1,y'<0->
y decreciente

® Parax>1,y'>0->y
creciente

Maximos y
minimos

Si (a, fla)) es un maximo o un minimo de y = f{x) y existe
f’(a) entonces f” (a) = 0.

Si f” (a) = 0 entonces (a, f{a)) es un punto critico.
Sif"(a)=0vyf"’ (a) >0 entonces (a, f{a)) es un minimo.
Sif (a@)=0vyf" (a) <0 entonces (a, fla)) es un maximo.

Si (a, fla)) es un punto de inflexidn de y = f(x) y existe f"'(a)
entonces 7’ (a) =0.

/"’ (a) <0 = concava. /"’ (a) > 0= convexa

y=x*-3x—>y'=3x*-3—>

y'(-1)=0,y(-1) <0, luego
(—1, 2) es un maximo relativo.
¥’ (1)=0,y”’(1) >0, luego

(1, —2) es un minimo relativo.
(0, 0) es un punto de inflexion

Video de un problema de selectividad resuelto: Optimizacion ejercicios

) oo resueltos selectividad PAU. Optimizacion de funciones ejercicios resueltos ( \
: aplicaciones de las derivadas, Determinar de entre todos los triangulos >

video

isosceles de perimetro 6 , los de drea maxima. Profesor10

https://www.youtube.com/watch ?v=EVXJfvdSwF4
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Derivadas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Concepto de derivada
1. Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.

2. Utiliza la definicién de derivada para calcular la derivada de la funcién y = Jx en x = 1, 4, 5...
¢Puedes obtener la derivada en x = 0? Razona la respuesta.

(x-1)* si x<I

] , indica cudl o cudles de las siguientes afirmaciones
2 six>1

3. Se considera la funcidn f{x) = {

son ciertas, razonando la respuesta.
a) f'es derivable en x = 1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.

b) f'ni es continua en x = 1 ni derivable en dicho punto

4. ¢Cuantos puntos hay en la funcién flx) = |x2 + 6x + 8| qgue no tengan derivada? Justifica la
respuesta.

5. Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 5x*> + 3x — 2 en el punto x =
5.

6. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 30x — 0.5x* (x e y en
km). La direccién del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.

7. Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:
a) y=x*+5enx=2.
b) y=3x2+7x—-2enx=1.

c) y=2x*-5x*+4enx=0.

8. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x> — 3x + 2 en los que su tangente sea
paralela: a) alarectay=0;b) alarectay=2x.

9. Determina la recta tangente de la grafica de la funcion y = {4x* enx=0.

10. Determina las rectas tangentes a la funcidn f{x) = 4x> — 12x en los puntos en los que la pendiente es
12. ¢ Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? éEn qué puntos se alcanza?

11. Determina los coeficientes a, b y c de la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, que pasa por el punto 4(1, 2) y es
tangente a la recta y = x en el punto O(0, 0).

12. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f{x) = x3 + bx + a y g(x) = cx — x? tengan la
misma recta tangente en el punto A(1, 0).

13. Determina el coeficiente g, para que la funcién f{x) = x? + a, sea tangente a la recta y = x.
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“ Derivadas

Calculo de derivadas

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=3x*+5x—7 b) y =5x*—4x* +3x + 2
c)y=6x*—4x+7 d) y=9x7 — 4x°® — 2x3
15. Calcula:
a) D(3x2 + 6x* — 9x) b) D(7x° — 5x2 + 3x + 2x3)
c) D(5x° — 4x* + 3x3) d) %(7)5‘ — 8x% — 9x?%)

16. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=5x2+4x—3/x b)y=7x3-5x%+4x

6+/x g _x-(x+3)

x+2)-(x2—3x+1) d ix2—3i

C)y=(

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 . —

oy a3 y 253} (7x-3)
x+5 5x—8

2xr30?)-(ax° =) 4y Sx+2)-(4x=6)

)T e DY =y (+5)(6x +3)

18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(+5) (8x°=7); b) y=(9x°=3) * (Tx*+6); )

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

xX— 3742 24x°
a) y=—-; b) y=vx=2:(6x=3x); ) =X Tx, d)y=
x+2 8x*t —4x° 3x+4

20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y = (x* - 5x%’° b) y = (2x* — 7x%)°
c)y= \l(2x7 —6x5)3 d) y= 15/(3)64 + 6x9)7
21. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

3 3 2
3 2
a)y= 22 +3 - (4x7 + 6x%)° Sl

b =
)y 3x+ 4

5x° —7x?

(9x4 - 3x3)z

c)y=(7x3+3)>- (4x° — 8x8) d) y=

22. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:
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Derivadas

a) y = (5x)" 3" b) y = (3x+6)!*+2)
s s 3 3xt—4x°
c)y = el -62) d) yz\/(5x+1)( )3
23. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y= X’ +7x° b)y= (e3x3—5x2)7
3/ (5x°-3x8
cy= el4x® +8x%)° d) y = e( )Z

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=In((5°— 32 (3x +1)  b) y=Iny/(2 +5x2f

7x° —5x 3 4 5
c) y=In,|—— d) y=1Iny/\3x" —5x
)y 3 )y ( )z
25. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
3x
a) f(x):1n5+363 b) £f(x)=(2x-3x*)In(5x-7x2)
5-3¢>
c) f(x)=1n164_—93senx d) y =./In(5x)
+3x

26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y = 4/In(arccos5x) b) ¥ = In(7¢2*3)

3senx+5

c) f(x)=5In— d) y = In(ln Y4x-5)
5—3senx
27. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) y = log(x’* — 5x°)8 b) y = log2(8x* — 3x°)?
6 2
c) y=In £3x2—7)lci d) yzln\4/(3x3+5x9)7
x_

Aplicaciones de la derivada
28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 1/(x — 2)%.
29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = (x + 3)/(x — 4).

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x*> — 3x% + 5. Calcula sus maximos
y minimos y haz un esbozo de su grafica.

31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x> — 3x? + 3. Calcula sus maximos
y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

32. Si f’(x) = x(3 —x), écudl de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?
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Derivadas
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33. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = x> — 6x. Calcula sus méaximos y
minimos. Haz un esbozo de su grafica.

34. Calcula los méaximos y minimos relativos y absolutos de la funcion f{x) = 4x® — 6x2 + 72x en el
intervalo [-5, 3] y en el intervalo [1, 5].

35. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcidn f(x) = |x + 4] en el intervalo

Problemas

36. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t
' " segundos de pasar por un control de radar, viene dado por: y = 8t +
0’3t%. ¢Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 3
segundos? Si continlda asi, éen qué momento
pasara de los 120 km/h?

37. La distancia, d, en metros, recorrida por
un objeto en caida libre en la Tierra a los ¢
segundos, viene dada aproximadamente por d =
5. Si se cae un tornillo desde la primera
plataforma de la Torre Eiffel, (que estd a 57 m de altura), éa qué velocidad
llegaria al suelo? ¢Y si cayera desde la segunda plataforma (que estd a 115m)? y?
¢Y desde la tercera plataforma (que estd a 274 m)? Torre Eiffel

38. Un depdsito cilindrico de 10 metros de didametro se llena de agua a 0’3 m? por
minuto. ¢A qué velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

39. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25
cm. Para ello se corta en cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla.
¢Qué valor debe tener el lado del cuadrado, x, recortado para que las cajas
contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen
de las cajas en funcion de x.

40. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si se desea
construirlos de forma que su superficie total sea minima, écuanto debe medir su altura y el radio de
su base?
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Derivadas

AUTOEVALUACION
1. Latasa de variacion media de la funcion y = 3x® + 3x> —x + 5 en el intervalo [0, 3] es:
a) 15 b) 70 c) 35 d) -35

L
2. Laderivada de la funcién f(x) = enx=1
X

a) no existe b)O c)-1 d1

X

e
3. Lladerivada de la funcién f(x) :T enx=1es
X

a)e/2 b) no existe c)—e/2 d)e
—-bx x<I1

) es continua y derivable en toda la recta real si:
3x“+d x>1

4. Lafuncién {

a)b=-6,d=3 b)b=3,d=-1 c)b=6,d=-3 db=-3,d=2
5. Laecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y =x*—2x*enx =0 es:
a)y=2x b)y=x-6 c)y=0 d)y=2+6x
6. Lafunciony=—7x3+3x>—x+5enx=0es:
a) concava b) tiene un punto de inflexién de tangente horizontal
c) convexa d) tiene un punto de inflexion de tangente oblicua

7. Lafunciony=3x+3x2-x+5enx=0es:
a) creciente b) decreciente c) alcanza un minimo d) alcanza un maximo

8. Si la derivada de una cierta funcion es: y” = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de dicha funcién son:

a) x < -2, decreciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
b) x < -2, decreciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
c) x < —2, creciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
d) x < -2, creciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente
9. Lafuncién y = 3x?— 2x3 tiene un punto de inflexién en:
a)x=1/2 b)x=-1/2 c)x=1 d)x=0

10. Si la derivada de una cierta funcidn es: y” = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:

b) I c) d) /‘J

a)
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Derivadas

PROBLEMAS RESUELYOS DE SELECTIVIDAD
Video de un problema de selectividad resuelto: Ejercicio selectividad (\

@@ (EVAU/EBAU). Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales. Madrid 2019.

: Este video muestra la resolucidon de un problema tipico de selectividad, en

6 el que se realiza el andlisis de una funcion, estudiando sus extremos y
WdEO curvatura. Ademas de lo anterior, también pide calcular la funcién primitiva, que atin no

siendo necesaria para efectuar dicho analisis, es pedida en el primer apartado.
Derivadas encantadas

https://www.youtube.com/watch?v=ErvbaRSpx-w

OTROS VIDEOS

https://www.youtube.com/watch?v=NmEy9p1x5-I

https://www.youtube.com/watch?v=5EocMnliFac4

https://www.youtube.com/watch?v=pz8yjIEL6jq

EXAMENES RESUELTOS

https://www.alfonsogonzalez.es/asignaturas/2 bach ccss/ejercicios propuestos 2 bach ccss/6 deriva
das.pdf

Santander

https://www.losagustinos.es/wp-content/uploads/2020/01/Derivadas-2020.pdf

Regla de la cadena

https://www.youtube.com/watch?v=eHLZyRxhVF0

Andalucia

https://blogsaverroes.juntadeandalucia.es/ccss2/4-derivadas-y-aplicaciones/

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos aios y
diferentes comunidades autonomas. También en “Problemas resueltos por el alumnado” tienes
problemas de derivadas resueltos por estudiantes de un instituto
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Derivadas

OTROS PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

1. La rampa de un tobogan, de esos que descienden los
ninos en los parques infantiles, esta fabricado empalmando
dos tramos, dos piezas metalicas. ¢Qué precaucion hay que
tomar al empalmar las dos piezas para que el descenso no
ofrezca dificultad a los nifios?

Se sabe que un tal tobogan tiene un tramo recto en su parte
alta y un segundo tramo curvo. El tramo recto es el segmento
AB, donde A(-3, 4) y B(0, 1). El tramo curvo empieza en By
desciende hasta el suelo (v = 0) al que llega con tangente
horizontal. Si este tramo curvo es una parabola y = ax? + bx +
¢, hallar ésta.

2. Demuéstrese que si f{x) es una funcién derivable en un punto x = g, entonces también es
derivable en a la funcién F(x) = f{x)?, y su derivada es F’(a) = 2fla)f"(a). (Se pide una
demostracion directa, no debera recurrirse a resultados similares, como la derivada de un
producto)

3. Se sabe que y = f{x) e y = g(x) son dos curvas crecientes en x = a. Analicese si la curva y = f{x) —
g(x) ha de ser entonces creciente en x = a. (Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso
contrario, dese un contraejemplo que lo confirme).

4. Defina derivada de una funcién f'en un punto a. Aplicando la definicién de derivada, demostrar
que si f'es derivable y periddica, de periodo 7, entonces su derivada f” también es periddica de
periodo T.

5. En la figura se representa una escalera AB, cuyo extremo inferior A
recorre el suelo (recta OA4) y cuyo extremo superior B recorre una
pared vertical (recta OB). La longitud de la escalera es AB = 1. El punto
A se aleja de O con velocidad constante c. Se pide:

a) Sin hacer ningun célculo, indicar cuanto vale la velocidad de B en el
momento en el que OA4 = OB.

b) Hallar la velocidad v del punto B en funcidn de la distancia x (OA4)

c) La velocidad con la que B llega al punto O.
6. Dibujese la grafica de una funcion de R en ‘R, que cumpla las siguientes condiciones:
f(0)=0
f(x)>0 para -1<x<0
f(x)>0 para O0<x<¥%

Sefalense otras propiedades de la curva que se dibuje.

2
7. Hallar los maximos y los minimos de la funcién y =¢* .
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Derivadas

8. Dos lineas férreas se cortan perpendicularmente. Por cada linea avanza una locomotora (de
longitud despreciable) dirigiéndose ambas al punto de corte; sus velocidades son 60 km/h y 120
km/h y han salido simultdneamente de estaciones situadas, respectivamente a 40 y 30 km del
punto de corte.

a) Hallar la distancia a la que se encuentran las locomotoras, en funcién del tiempo que pasa desde
gue inician su recorrido.

b) Hallar el valor minimo de dicha distancia.

9. La aceleracidon de un mavil que describe una trayectoria rectilinea es (formulada en funcién del

t
tiempo 7) a(t)=4 Y Se sabe que para ¢t = 0 el mévil estd parado en la posicién x =5

a) éPara qué valores de ¢ es 0 la velocidad del movil?

b) Hallar la variacidn de la velocidad en el intervalo de tiempo [4, 8] y el espacio recorrido en ese
intervalo

c) Hallar la funcidén de posicidn de este movil.

3senx —cosx Six=>0

mx +n six<0

10. Sea f{x) la funcién definida por las expresiones f(x) = {

a) Calcular n para que f{x) sea continua en el punto x = 0.
b) Calcular m y n para que f{x) sea derivable en el punto x = 0.

11. Se considera una caja sin tapadera (consta de cuatro caras laterales y el fondo). Sabiendo que el
fondo es un cuadrado y conociendo que el area total (de las cinco caras) es de
12 cm?, hallar sus dimensiones para que tenga la mayor capacidad posible.

12. Se considera una ventana como la que se indica en la figura (La parte inferior es
rectangular, la superior una semicircunferencia). El perimetro de la ventana
mide 6 m. Hallar las dimensiones x e y para que la superficie de la ventana sea
maxima. Y

13. Sea la funcidn f{x) = (x — 1)e*. Representar la grafica de la funcién f{x) indicando
monotonia, extremos, puntos de inflexion y ramas asintdticas.

14. Sea la funcién f{x) = x |x—1] se pide:
a) Hacer un dibujo aproximado de la funcién.
b) Estudiar la derivabilidad de la funcién en x = 1.

c) Estudiar la derivabilidad de la funcidn f{x) = |x2 —5x+6 | .

15. Sea la funcion X . Estudiar el dominio, las asintotas, los posibles puntos de maximo y
minimo y hacer un dibujo aproximado de la gréafica de la funcidn.

16. Calcular la base y la altura del triangulo isdsceles de area maxima que puede inscribirse en una
circunferencia de 12 cm de didmetro.
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Derivadas

17. Sea f: R — R una funcién derivable en ‘R; sean a y b dos raices de la derivada f'(x) tales que
entre ellas no hay ninguna otra raiz de f'(x). Razonar debidamente si puede ocurrir cada una de
las siguientes posibilidades:

1.- Entre a y b no existe ninguna raiz de f(x)
2.- Entre a y b existe una sola raiz de f(x)
3.- Entre a y b existen dos o mas raices de f(x).

18. La grafica de la figura corresponde a la primera derivada de una funcién f{x). ¢éQué puede decirse
sobre los posibles maximos y minimos relativos de la funcién f{x)? Razonar la respuesta.

A 543 km B

«—
19. Dos avionetas se encuentran situadas a las 9 de la 'B*l_n
manana a una distancia de 543 kildmetros, en las
posiciones que se indican en la figura. La avioneta AlBe
mueve hacia el sur a una velocidad de 270 km/h,
mientras que la avioneta B se dirige hacia el oeste (en
direccion a A), a 300 km/h.

a) (1 punto) Escribir las funciones que indican las posiciones
de A y B en cada instante, asi como la distancia entre
ambas.

b) (1 punto) ¢A qué hora sera minima dicha distancia)

20. Se considera un triangulo isésceles cuya base (el lado desigual) mide 10 cm y cuya altura mide 6
cm. En él se inscribe un rectangulo, cuya base esta situada sobre la base del triangulo.

a) Expresar al area A4 de dicho rectangulo en funcidn de la longitud x de su base.
b) Escribir el dominio de la funcién A4(x) y dibujar su gréfica.
c) Hallar el valor maximo de dicha funcion.

21. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm3. Averiguar las
dimensiones de la caja para que la superficie exterior sea minima.
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Derivadas

senx .
22 Sea fx) = T+2 si x=#0
k si x=0
a) ¢Hay algun valor de k para el cual f{x) sea continua en x = 0?
b) ¢Hay algun valor de k para el cual f{x) sea derivable en x =0?
c) Determinar sus asintotas.

23. Dados tres numeros cualesquiera r1, 72 y 3, hallar el nimero real x que minimiza la funcion
D(x)=(r, - x)°+ (r -x)* + (r3 -x)°
24. Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d un polinomio que cumple f{1) = 0, /(0) = 2, y tiene dos extremos
relativos parax=1yx = 2.
a) Determinara, b, cy d
b) éSon maximos o minimos los extremos relativos?

25. a) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién continua en el intervalo [0, 4]
gue tenga al menos un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el punto (3, 4)

b) Si la funcién fuese polinédmica, écudl ha de ser como minimo su grado?
26. Sea la funciodn f(x) = 2x + senx

a) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.

b) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos

27. Sea la funcion flx) = x* — 4x3 + x? + 6x

a) Determinar los puntos de corte de su grafica con los ejes y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

b) Esbozar la grafica de la funcion

28. Sea la funcidn real de variable real definida por

2-x° & x=1

f(x}={ 2

x s ox=l
a) Razonar sila funcién es continua en toda la recta real.
b) Razonar si f'es derivable en toda la recta real.
29. a) Determinar los extremos relativos de la funcidn f{x) = x2 - 4x + 2. Dibujar su gréfica.
b) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica de f'que pasan por el punto P(3,- 5).

30. Sea P(x) un polinomio de grado 4 tal que:

i) P(x) es una funcién par.
i) Dos de sus raices sonx = 1, x = /5
iii}) P0)=5

a) Hallar sus puntos de inflexion.

b)  Dibujar su grafica.
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Derivadas

1

31. Se considera la funcion real de variable real definida por: f(x) = — 3
x4+

a) Hallar la ecuacidn cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién de abscisa positiva de
la grafica de f.

32. Se considera la funcidn real de variable real definida por:

Ax=2 si x>2

S(x)=
x(x—=2) si x<2

a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad

b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la grafica de fen el punto (3,1)

33. Sea f{x) una funcidn real de variable real, derivable y con derivada continua en todos sus puntos
y tal que: f{0) = 1; f{1) = 2; f'(0) = 3; /(1) = 4. Se pide:
a) Calcular g'(0), siendo g(x) = flx+£(0))
.2 P f(x+1
b) Calcular lim (SO = fe+D) .

x—0 ex -1

34. Determinar los valores de las constantes A, B, C y D para los cuales la grafica de la funcion real
de variable real flx) = A senx + B x> + C x + D tiene tangente horizontal en el punto (0, 4) y
ademas su derivada segunda es f"'(x) = 3 senx -10.

35. Se considera la funcién real de variable real definida por:

f(x)=3%x+1-3%x.Sepide:
a) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas
b) Hallar los puntos donde la gréfica de f'tiene tangente horizontal

c) Representar graficamente la funcién

A-B
Nota: Para obtener las asintotas puede utilizarse la igualdad: 4—B = S
A"+ AB+B
36. a) Dibujar la grafica de la funcién g(x) = e* - x
b) Calcular el dominio de definicidon de f(x) = % y su comportamiento cuando x tiendea oy

cuando tiende a -.

c) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f{x) en su dominio de definicion.
37. Dada la funcion f{x) = 1 - x?, se pide:

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f'en el punto P(a, f{a)), donde 0 <a < 1.

b) Halla los puntos 4 y B en la que la recta hallada en el apartado a) corta a los ejes vertical y
horizontal respectivamente.

c) Determina el valor de a €(0, 1) para el cual la distancia entre el punto 4 y el punto P(a, f(a)) es el
doble de la distancia entre el punto By el punto P(a, f(a))
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Derivadas

41.

42.

2x+1
38. Sea la funcion f(X)=———
(x"+x+1)
a) Halla sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) Dibuja la grafica de la funcidn utilizando la informacién obtenida en el apartado anterior,
teniendo en cuenta, ademas que f'tiene exactamente tres puntos de inflexion cuyas abscisas son

—1-43 -1 —1+43
:—, x2 :—, x3 = —
2 2

X1 5

, respectivamente.

39. Se considera la funcion f{x) = In (1 + x2), donde In significa Logaritmo Neperiano.

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de concavidad y
convexidad.

b) Dibuja la grafica de f.

c) Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f'en sus puntos de inflexidn.
. 1 .
40. Dada la funcién f(x) = — se pide:
X

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto (a, f(a)).
b) Halla los puntos de corte de la recta tangente del apartado a) con los ejes de coordenadas.

c) Halla el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados en el apartado b)
sea minima.

. ., e .,
Se considera la funcion f{x) = (l—x)z Calcula los extremos locales y globales de la funcidn f{x).
+e

Dada la funcién: f{x) = 5 . Halla sus méximos y minimos locales y/o globales.

(1+x%)

43. a) Halla el punto P en el que se cortan las graficas de las funciones:
2
f) == glx)= +vx* =3
X

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a cada una de las curvas anteriores y
demuestra que son perpendiculares.

2x
44. Dibuja la grafica de la funcién f(x) = —1 indicando su dominio, intervalos de crecimiento y
X+

decrecimiento y asintotas.

1

45. Estudia y representa graficamente la funcion f(x) = W
x_
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Derivadas

46. a) Calcular los valores de a y b para que la funcién:

3x+2 six<0
SIX)=1x? +2acosx si0<x<m

ax* +b SiX2>T
sea continua para todo valor de x.

c) Estudia la derivabilidad de f{x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.

47. Dada la funcién f{x) = xe?, se pide dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, intervalos
de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad vy
convexidad y puntos de inflexion.

48. Dibuja la grafica de la funcion fx) = 2| | indicando su dominio, intervalos de crecimiento y
- X
decrecimiento y asintotas.
‘. .. . . ., ., 3x7 +x+43
49. Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcién: f{x) = —Q=.q
X°+

50. Sea g(x) una funcién continua y derivable para todo valor real de x, de la que se conoce la
siguiente informacion:

i) g’'(x) >0 para todo x € (- e, 0) U (2, +=°), mientras que g’(x) < 0 para todo x € (0, 2)
ii) g”’(x) >0 paratodox e (1,3)yg’(x) <0 paratodox € (- =, 1) U (3, +oo).
i) g(-1) =0, g(0) = 2, g(2) = 1.
iv) limg(x)=-coy limg(x)=3.
x>0 x>+
Teniendo en cuenta estos datos se pide:

a) Analiza razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales, horizontales
u oblicuas.

b) Dibuja de manera esquematica la grafica de la funcién g(x).
51. Se considera la funcion f{x) = ix
e

a) Halla sus asintotas y sus extremos locales.
b) Calcula los puntos de inflexidn de f{x) y dibuja la grafica de f{x).
ax* +b  si |x| <2
52. Se considera la funcion f(x) = 1 )
— Si |x| >2

x2

Se pide:
Calcula a y b para que f'sea continua y derivable en todo R.
53. Obtén los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

f(x) = x (In(x))?, siendo In(x) el logaritmo neperiano de x.
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Derivadas

54. Dada la funcidn f(x) = e*(x? + 1). Se pide:
Dibuja la grafica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexién y asintotas.
55. Sea:

2
X

. 3
1-— Six <=
S(x) = 4 2

7 2 . 3
—(1=-(x-2 >
12( (x—=2)") six 5

a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f{x).

b) Halla los maximos y minimos locales de f{x).

c) Dibuja la grafica de f(x).

56. Si la derivada de la funcidn f{x) es: /' (x) = (x — 1)3(x — 5), obtén:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Los valores de x en los cuales ftiene maximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexién.
c) La funcidn f'sabiendo que f{0) = 0.

57. Dada la funcioén:

w si l+ax>0 y x=#0

f(x)= x se pide:

—l six=0

2
a) Halla los valores de los pardmetros a y b para los cuales la funcion f'es continua en x = 0.

b) Para a = b = 1, estudia si la funcion f'es derivable en x = 0 aplicando la definicién de derivada.

58. a) Dada la funcién f(x)zliz, halla el punto o los puntos de la grafica de f{x) en los que la
-X

pendiente de la recta tangente sea 1.
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f{x) en el punto x = 0.

c) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal que g(0) = 0, g(2) = 2.
Demuestra que existe al menos un punto c en el intervalo (0, 2) tal que g’(c) = 1.

59. Dada la funcion: flx) =x3 - x
a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica en el punto (-1, f{-1))

b) Determina los puntos de interseccién de la recta hallada en el apartado anterior con la grafica
de f

60. Dada la funcidn f{x) = e* + a e™, siendo a un numero real, estudia los siguientes apartados en
funcion de a:

a) Halla los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Estudia para qué valor, o valores, de a la funcién tiene alguna asintota horizontal.
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Derivadas

X +2

61. Dada la funcion f(x)= . Se pide:

X +1
a) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funciéon f{x).
b) Halla los puntos de inflexion de la grafica de f(x).

c) Halla las asintotas y dibuja la grafica de f{x).
x/;lnx
2X
x+k si x<0

62. Dada la funcidn f(x)= si x>0 (]n significa logaritmo neperiano de x), se pide:

a) Determina el valor de k para que la funcion sea continua en R.

b) Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

c) Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de la funcidn en el punto de abscisa x = 1.
63. Dada la funcidn: f{x) = In (x? + 4x -3), donde In significa logaritmo neperiano de x, se pide:

a) Determina el dominio de definicidn de f{x) y las asintotas verticales de su grafica.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x).

64. Los puntos P (1,2,1), O(2,1,1)y 4 (a, 0, 0) con a > 3, determinan un plano 1 que corta a los
semiejes positivos de OY y OZ en los puntos B y C respectivamente. Calcula el valor de a para
que el tetraedro determinado por los puntos 4, B, C'y el origen de coordenadas tenga volumen
minimo.

2 —_—
65. Dada la funcion f(x):Lxszo, se pide
x+

a) Estudia y obtén las asintotas.
b) Estudia los intervalos de concavidad y convexidad.

c) Representa graficamente la funcion.

66. Dada la funcion f(x)lez, se pide:
(x+1)

Obtén, si existen, los maximos y minimos relativos y las asintotas de f.

67. Halla los valores minimo y maximo absolutos de la funcién f(x)=+/12-3x"

Demuestra que la ecuacion 4x° + 3x + m = 0 sélo tiene una raiz real cualquiera que sea el nimero m.
Justifica la respuesta indicando qué teoremas usas.

4
68. Dada la funcion f(x)= @ 3+1 , se pide:
X

a) Determina el valor de a para el que la funcidn posee un minimo relativo en x = 1. Para ese valor de g,
obtén los otros puntos en que f'tiene un extremo relativo.

b) Obtén las asintotas de la grafica de y = f{x) paraa = 1.

c) Esboza la gréfica de la funcién paraa = 1.

22 de Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 5: Derivadas Autora: Maria Molero Aparicio

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

: |

Textos Marea Verd



Derivadas

2 f—
69. Dada la funcién f(x)= w, se pide:
X+

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion y = f(x)

b) Halla los intervalos donde f crece y aquellos en que f decrece. Determina todos los maximos vy
minimos locales.

c) Esboza la gréfica de y = f(x) a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

70. Hallar el dominio de definicidn de la funcién f(x) =.v/x* —9x+14 . Hallar el conjunto de puntos en
los que la funcion f tiene derivada

71. Dado el polinomio P(x) = x> + ax? + bx + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se
verifiquen las condiciones siguientes:

e El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas x =—1/3, x =—1.

e Larecta tangente a la grafica de P(x) en el punto (0; P(0)) seay = x + 3.

72. Hallar a; b; ¢ de modo que la funcidn f(x) = x> + ax? + bx + ¢ alcance en x = 1 un méaximo relativo
de valor 2, y tenga en x = 3 un punto de inflexidn.

3x+Iin(x+1)

Jx? =3

a) Hallar el dominio de f(x) y ZZZOf(X)

73. Dadas las funciones f(x)= , g(x)=(Inx)", h(x)=sen(x —x) se pide:

b) Calcular g’(e).

c¢) Calcular, en el intervalo (0; 2m), las coordenadas de los puntos de corte con el eje de abscisas y las
coordenadas de los extremos relativos de h(x).

3x+ A4 six<3

s ) , se pide
—4+10x—x" six>3

74. Dada la funcién f(x):{

a) Halla el valor de A para que f(x) sea continua. ¢Es derivable para ese valor de A?
b) Halla los puntos en los que f’(x) = 0.
¢) Halla el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en el intervalo [4, 8]

75. Dada la funcidn f(x )= x’senx, se pide:

a) Determina, justificando tu respuesta, si la ecuacién f(x) = 0 tiene alguna solucion en el intervalo
abierto (r/2, ).

b) Obtén la ecuacidon de la recta normal a la gréfica de y = f(x) en el punto (m, f(rt)).

Recuérdese que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto.
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2x% +3x

_ x<0

x—1

76. Dadala funcion f(x)=9 a si x=0 ;sepide:
1

e” si x>0

a) Determinar el valor de a para que f'sea continua en x = 0.
b) Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de fen x =0.

c) Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(x).

3

X
77. Dada la funcién f{x) = ———,
f( ) (x_2)2

se pide:

a) Halla las asintotas de su grafica.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f{x) en el punto de abscisa x = 2
78. Dada la funcidn f{x) = 2 cos®x se pide:

a) Determinar los extremos absolutos de f{x) en [;” z}
2°2

b) Determinar los puntos de inflexion de f{x) en [—j g}
2°2

4 7
+
x—4 2x+2

a) Halla las asintotas de su grafica.

79.Dada la funcion f(x)= , se pide:

b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus puntos de inflexion.
c) Esboza la gréfica de la funcién.

X
x? +1

80. Dada la funcion f(x)= , se pide:

Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen x = 0.
1
81. Dada lafuncion f(x)=e*, se pide:
a) Calcula fim f(x), lim f(x) y estudia la existencia de lim f(x).
X0 X——0 x—0

b) Esboza la grafica de y = f{x) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) y sus
asintotas.
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2x*+6 .
six<0
82. Dadalafuncién f(x)= x2—1 , se pide:
adi six=>0
x+1

a) Estudiar su continuidad.
b) Estudiar la existencia de asintotas de su grafica y, en su caso, calcularlas.
c) Hallar los extremos relativos y esbozar de su grafica.

83. a) Sea f: R = R una funcién dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa x = -2 es un
punto de inflexion de la grafica de f{x) y que la recta de ecuacién y = 16x + 16 es tangente a la
grafica de f(x) en dicho punto, determina: f{-2); f(-2) y f"(-2).

84. Dada la funcidn f(x)=i+ d
X+

x+1

, se pide:
) p

a) Determina el dominio de f'y sus asintotas.

b) Calcula f’(x) y determina los extremos relativos de f{x).

Ssenx 1 |
+— si x<0
2x
85. Dada la funcién f(x)= a si x=0 ,sepide:

xe* +3 si x>0

a) Hallar, si existe, el valor de a para que f{x) sea continua.

b) Decidir si la funcidn es derivable en x = 0 para algun valor de a.
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Resumen

A estas alturas de tu vida estudiantil has aprendido muchos simbolos matematicos. Posiblemente este
sea el ultimo que aprenderds en el instituto, el simbolo de integral:

J

Fue introducido por el matemdtico alemdan Gottfried Leibniz en 1675, basandose en la palabra latina
summa, ‘suma’, escrito [lumma, tomando sélo la inicial. Por tanto, este simbolo es una S, y la integral no
deja de representar una suma.

El término “Calculo integral”, por su parte, fue introducido por Jakob Bernoulli en 1690.
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Actividades de introduccion

%+ Calcula el drea de la regidn limitada por la funcién f(X) = X entre el origen de coordenadas y un
punto genérico de abscisa X.

Solucion:
| %

Si representamos la funcién f(X)=X y dibujamos la superficie ¢ f@)=a

entre ella y el eje OX, obtenemos el triangulo rectangulo de la
figura.

. . ‘ base - altura
Sabemos que el drea del tridngulo es: Area = — "

Tanto la base como la altura valen X unidades, por tanto: RS

2 -
, XX X
Area=—=—

2 2

2

X
Por tanto, el area bajo la curva f(X) = X se calcula como A(x) =

#+ Calcula el drea de la regién limitada por la funcién f(X) =3+ X entre el origen de coordenadas y
un punto genérico de abscisa X.

Solucion:

Como antes, representamos la funcion f(x)=3+x y ef() - /
7 €Tr) = €T
dibujamos la superficie entre ella y el eje OX. Ahora

obtenemos el trapecio rectangulo de la figura.

Si dividimos la figura en un rectangulo de altura 3 U y un
tridngulo, el area se calcula como:

2
Area:3~x+ﬂ:3x+x— :
2 2

Por tanto, el area bajo la curva f(X) =3+ X se calcula como: .

X2 /3 2 M o 1 2 3 A ops ‘
A(x):3x+7. '

Actividades propuestas

1. Calcula el drea de la region limitada por cada una de las funciones f(x):a, g(x)za-x y

h(X)z a-X+b (conayb e R) entre el origen de coordenadas y un punto genérico de abscisa X.

Analiza:
e Deriva las expresiones obtenidas en los ejercicios anteriores y razona qué relacién hay entre las
funciones A(x) y f(x).
e Recuerda la interpretacion de area como “suma de las unidades cuadradas encerradas por una
figura”. Aplicala para determinar el drea de la funcion f(X)=16—X2, representandola en una
cuadricula y contando el nimero de cuadrados bajo ella para diferentes valores de Xx.

e Razona qué ocurre con el area cuando la funcién f(X) es negativa en el intervalo analizado.
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1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

1.1. Definicidn de primitiva

Se llama funcién primitiva de una funcion f(X) a otra funcién F(X) tal que la derivada de F(X) es
f(x), es decir, F'(x)= f(x)

Ejemplo:

% La funcion F(x)=x° —%Xz +3X es una primitiva de f(x)=3x* —x+3, ya que F'(x)= f(x).

Teniendo en cuenta las propiedades de la derivada, se verifica que si F(X) es una funcién primitiva de
f(X), cualquier otra funcién primitiva de f(X) es de laforma F(X)+C, con CeR.
En efecto; consideramos la funcién F(x)+C, tal que F’(X) = f(x) y CeR. Si derivamos:
(F(X)+C) = F'(x)+C' = f(x)+0= f(x)
Por tanto, F(X)+C es primitiva de f(x).

1.2. Definicidn de integral indefinida

La integral indefinida de una funcién f (X) es el conjunto de todas sus primitivas, y se representa como
I f(x)dx. Se lee “integral de f(x) diferencial de X"

Por tanto, si F(X) es una primitiva de f(X):
_[ f(x)dx = F(x)+C

A C se la denomina constante de integracion, y el dx nos indica que estamos integrando respecto de X.

Esto que ahora no parece tener demasiada importancia, si la tendrd mas adelante, ya que esta
relacionado con la regla de la cadena que vimos en el capitulo anterior y, en el futuro, aprenderas a
realizar integrales en varias variables.

Por otro lado, si recordamos lo visto en la actividad inicial y lo explicado en el “Resumen” acerca del
origen del simbolo de integral, la expresion de la integral indefinida es la estilizacién de la expresion:

Sumade f(x) por AX cuando Ax — 0,
es decir:

[ f(x)dx significa “la suma del drea de todos los rectdngulos de altura f(X) y base infinitesimal (dx)”

Ejemplos:
* I4X3dx =x* +C porque (X4 +C)' =4x°.
+ J.ldX:lnX+C porque (lnX+C)' :l

X

X
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“ Integrales

1.3. Propiedades de la integral indefinida

Las propiedades de las derivadas justifican muchas de las propiedades de las integrales.

Suma (y resta) de integrales
Sabiendo que si h(x)= f (x)+g(x)=h'(x ): ( )+9'(x):

j[f +9g(x _[ xdx+jg(x)dx

Producto por un nimero real
Sabiendo que si h(x)=k- f (x)= h'(x)=k - f'(x):

[l F(x)dx =k [ f(x)dx

Ejemplos:
+ j(Sx“ +2x)dx = I5x4dx+I2xdx = X* + x> +C porque (X* + x> +C)’ =5x* +2x.

+ I7cos XdX:7Icos xdx = 7sen x+C porque (7sen x+C) =7 cos X

Actividades resueltas
% Determina los valores de a, b y ¢ para los que F(x)=ax3 +be* +cx es una primitiva de la
funcion f(x)=7x>—5e* +3.
Como F(X) es una primitiva de f(x):
F'(x)=f(x)=3ax*+be* +c=7x*-5e*+3=>{a=2,b=-5,c=3}

& Determina ay b para que F(x)=alnx® +bx sea una primitiva de f(x)=Inx* -5.

Como F(X) es una primitiva de f(X):

F'(x)= f(x)=

+ Six representa el volumen de produccion de una fdbrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcién f (X) =3+8X+15x>. Encuentra la funcion del coste total, F(X), si se sabe que

dicha funcidn viene dada por la primitiva F de f que verifica que F(O) =100.

Como F es una primitiva de f(X)=3+8X+15X2:
F(x):J‘ f(x)dx:.|.(3+8x+15x2)dx:5x3 +4x* +3x+C

Nos dicen que F(0)=100:
F(0)=100=5-0° +4-0> +3-0+C =100=C =100
Entonces el coste total es:
F(x)=5x> +4x> +3x+100
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Integrales

Actividades propuestas

2. Calcula las siguientes primitivas:

a) J.4x3dx b) j3x2dx

c) j 5x*dx

d) j(Sx4 —4x° +3x2)dx

3. Dada f(x)=x>-3x*+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.

4. Comprueba si F(X)=4X3 +2X* —X+5 es una primitiva de f(X):12X2 +4X+3. En caso negativo,

explica por qué.

5. Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(x)=ax’ +bx> +cx+d es una primitiva de la

funcién f(x)=4x> —5x+3.

6. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar,
han obtenido expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningln error
en los calculos, le llevan el problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio.

Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen bien el problema. ¢Cdmo es posible?

7. Razona por qué la grafica siguiente:

\

/
/

/

i /E(:c)da:

es una primitiva de la funcién “parte entera de

donde no es derivable):

f)

X", E(X), (salvo en los puntos de discontinuidad

= F(x)
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“ Integrales

2. INTEGRALES DE FUNCIONES ELEMENTALES

2.1. Integral del diferencial de X. Integrales inmediatas

El término dx esta relacionado, como su propio nombre indica, con el concepto de diferencial visto en el
capitulo anterior. Teniendo en cuenta que la derivada y la integral son operaciones inversas una de la
otra, es inmediato deducir que:

IdX=X+C con CeR.

Esta idea nos permite definir las integrales inmediatas:
Integrales inmediatas son las que se obtienen directamente por la propia definicién de integral.
Si recordamos la regla de la cadena para la derivacion:
F(x)= f(u)=F'(x)= f'(u)-u’
podemos reescribirla en forma diferencial como:

F(x)= f(u)=dF = f'(u)-du
y, calculando su integral:
_[ f'(u)-du :.[dF =F(x)+C

Ejemplos:
* j(s x* +6x)-e" ¥ dx = J'exs”xz d(x* +3x%)= je“ du=e"+C=e"*+C

* Iﬁdx:J(x+3)“3d(x+3)=ﬂ+C:%%/(x+3)4 +C

3

2
* jthde=Jlnx-d—):(:Ilnxd(lnx):@+c=%ln2x+C

2.2. Integral de la funcidn constante

La integral de una constante es igual a esa constante multiplicada por Xx.

Ikdx=k-X+C con CeR.

En efecto; consideramos la funcién F(X) =kx+C, con CeR. Si derivamos:
F'(x)=(kx+C) =k +0=k

También podriamos demostrarlo utilizando la propiedad del producto por un nimero (1.3) y con lo

visto en 2.1:
[kdx=k-[dx=k-x+C
Ejemplos:
+ [3dx=3x+C + [idc=3ix+C
* j(—8)dx=—8x+C * sz/gdx:zﬁx+c
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Integrales

2.3. Integrales de funciones potenciales
Ya conocemos la derivada de la funcion potencial:
f(X)=x"= f'(x)=n-x"" conneR
También conocemos que:
f(x)=Inx= f’(x):l: X!

X
Es facil razonar el proceso inverso:

n+1

jX”dX=X +C sin#—-lyconCeR.
n+1
Ejemplos:
X5+1 X6
* ijdx: +C="+C
5+1 6
1/3+1 3
+ J‘\/_dx jx1/3dx_ +C= _—%/x_4+C
—3+1 X 1
+ J'—dx _|.x*3dx— +C="—+C= +C
-3+1 -2 2x°

El caso n =—1 corresponde al logaritmo neperiano:
1 o
I—dX:IX dX:ln| X|+C con CeR.
X

Donde el valor absoluto se debe a que tenemos que plantear todas las posibles funciones cuya derivada
sea la funcién del integrando, y se cumple que:

19-1x|-

8 . — six<0
Il S0 gt x = t)=L wxzo

In X six>0 six>0

X

Estas dos formulas se pueden generalizar a partir de la regla de la cadena, como vimos antes:

I[f dX—&+C sinz—1 vy j )dx—1n|f |+C con CeR.
n+1 f(x)

Ejemplos:

+ j dx In|9—4x|+C

6 6
* J'(xz +2)5 -xdx = ﬂ.(x2 +2) - 2xdx =§j[f(x)]5 S fr(x)dx = %[f(;()] +C = %*—C
+ deX:ln|senx+cosx|+C
sen X + cos X
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“ Integrales

2.4. Integrales de funciones exponenciales
Partiendo de la derivada de las funciones exponenciales:

f(x)=e*= f'(x)=¢* y f(x)=a*= f'(x)=Ina-a*
deducimos:

X

IeXdX:ex+C y jade:a +C con CeRya=l.

Ina
Y su generalizacion con la regla de la cadena:
f(x)
'[ef(x)-f’(x)dx=ef(x)+c y ja (X)dx=2—4C con CeRyazl.
Ina
Ejemplos:
‘*— ) 5% iy 72)(Z
IS dx=—-+C + I7 4xdx = +C
In5 In7
+ jSegxdx=e8X+C + J'9exdx=9jexdx:9ex+c
+ je 5dx=ljesx-5dx=le5x+c
5 5

Necesitamos la derivada del exponente. Lo solucionamos multiplicando y dividiendo por 5
2 %
3 X -e" -3 1 3 1 -
+ sz X dx = j—dx:—_[eX 3x*dx==e* +C
3 3 3

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, 3x>. Tenemos el X*,

pero nos falta el 3. Para solucionarlo, multiplicamos y dividimos por 3
X X

¢j23dx j )dx_—sj——23dx_—3 £+c

In2

Necesitamos la derivada del exponente, es decir, —%.
Para ello, dividimos y multiplicamos por —3.

2.5. Integrales de funciones trigonométricas directas
IsenXdX:—cosx+C y Isenf(x)- f'(x)dx = —cos f(x)+C conCeR.
jcostX:senX+C y Icosf(x)- f'(x)dx =sen f(x)+C con CeR.
Jseczxdx=th+C y Isecz f(x)- f'(x)dx=tg f(x)+C  conCeR.

Ejemplos:
* .[sen(x ~7)dx = —cos(x—7)+C
+ J-4x : sen(2x2)dx = —cos(ZX2 )+ C

“ J'de = J-cos(ln2X)'%dX =sen(In2x)+C
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Actividades resueltas
+ Calcula las siguientes primitivas:
0 IxVsz +50dx.

Observamos que la derivada del radicando es 4X, asi que multiplicamos y dividimos entre 4:

_[xVsz +5dx:%.|.4x-\/2x2 +5dx:%J-\/2x2 +5-4xdx

3
1 24U
Entonces, esta primitiva es equivalente a I«/Udu = juz du = /2 +C = 3 +C

Ix\/,zxz +5dx:%-2—“(zx32+5)3+c :—“2)(26+5)3+C

o [B3

2x

dx.

Cos

La funuén mds importante es el coseno, y vemos que la raiz de tres no tiene nada que ver
con ella. Lo sacamos fuera de la integral:

[PRT RN P

COosS

COS

La derivada del argumento del coseno es 1, asi que multlplicamos por 2y por 1 dentroy
fuera de la integral para obtener una integral inmediata:

Bl =2 [ =2t S T2 e e

COS

COS

eX
o] _[ —dx.
l+e
De todas las primitivas que hemos visto, sélo el logaritmo y las potenciales con exponente

negativo generan una fraccidn. Es una integral logaritmica si en el numerador tenemos la
derivada del denominador. Lo comprobamos:

!

(l+e") =e"

N . du
Entonces, esta primitiva es equivalente a .[— =1In|u|+C,y resulta:

-[1+e dx = ln‘1+eX +C

° (1o}

1+e
Ahora el numerador NO es la derivada del denominador, sino sdlo de la expresion entre

o - I . du _ u -1
paréntesis. Es facil ver que la primitiva es equivalente a I—z = Iu *du = — +C=—+C,
u — u
y resulta:
X
e -1
J' dx = ~+C

(1 +e l+e
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Integrales

3. METODOS DE INTEGRACION
3.1. Integracidon por cambio de variable

La integracion por cambio de variable busca transformar la primitiva dada en una mas sencilla, y puede
hacerse de dos formas diferentes:

Caso 1. Identificar una parte del integrando con una nueva variable t.
Ejemplo:
* J(3X + 2)4 dx . No es necesario un cambio de variable, pero vamos a mostrar el mecanismo:

Hacemos el binomio igual a t y diferenciamos ambos términos:
IX+2=t

3dx = dt — dx = it = [(3x+2) dx= It ——jt dt

Resolvemos la primitiva en la forma habitual:

5 5
ljt“dt—l Uic-tic
3 35 15

Finalmente, deshacemos el cambio:

I(3x+2)4dx =

5
Bx+2)
15

El caso mds frecuente es aquél en el que observamos una funcién complicada y su derivada:

J fla(lg (x)ex

Una vez identificada, el cambio de variable consiste en llamar a dicha funcion t y diferenciar:

[ latlatyoc| 00

La integral se transforma en otra que integraremos: I ( )dt = ( )

Para, finalmente, deshacer el cambio:

[ flo()]g’(x)dt = F[g(x)]+C
Ejemplo:
+ J.(e2X +2e" +1)-e*dx.
Podriamos desarrollar el producto e integrar las exponenciales individualmente:
J.(e2X +2¢€" +1)-exdx=J‘(e3X +2e” +e*)-dx=1e¥ +e¥ +e* +C
Pero si hacemos la exponencial igual a t, integraremos un polinomio:
e’ =t
e*dx =dt
Deshacemos el cambio y obtenemos:
j(ezx +2e" +1)-exdx =le™+e™+e*+C

>:I(e2x +26" +1)~exdx:.|‘(t2 +2t+1)dt=§t3 +t> +t+C

Muchas veces se convertird en una integral inmediata y, como en los ejemplos, no habria sido
necesario dicho cambio.
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“ Integrales

Caso 2. El cambio serd de la forma X:g(t), donde g(t) se elegird de forma adecuada para
simplificar el integrando. Se diferencia la igualdad:

I f(x)dx — x=glt)
dx = g'(t)dt
Sustituimos en la integral, integramos y deshacemos el cambio hallando la funcién inversa de Q:
X =
[flamg'tydt=F(t)+C —>‘ :S’ Lo > = [ f(x)dx= Flo"(x)]+c

Ejemplo:
J. 1 ' 6X
1+ln(x2 +1) x> +1

dx. La derivada del logaritmo es:

[ln(x2 +1)]': 2X

2
X“+1
gue se encuentra en la fraccién que precede al diferencial de x. Hacemos el cambio:
ln(x2 + 1):t
2xdx j— 3dt=3-In|1+t|+C =3 In|1+In(x* +1)|+C
X2 +1

Hay muchos cambios ya estudiados, de uso frecuente para casos concretos, pero superan los
contenidos de este curso.

Actividades resueltas

+ j«/5x+3 dx. Como antes, es una integral inmediata, pero vamos a repetir el procedimiento:

Hacemos el binomio igual a ty diferenciamos:
S5x+3=t
>:>J«/5x+3dx:j\/f-§dt:gj\/f-dt

5dx = dt —» dx =1dt
1 2 2 \/—
——= = +C
5 3
Y deshacemos el cambio: j\/SX +3dx = E\/(SX + 3)
4 Resuelve J.X2 -A/X+1-dx haciendo el cambio de variable x+1=t>
Hacemos el cambio que nos indican:

IXz'\/m-dXZ X+1:t2:>X:t2_l>=J.(t2—1)2'\/t_2'2tdt

dx =2tdt
Desarrollamos el cuadrado, simplificamos e integramos:
[ -1 Ve 2tdt = [(t* - 22 +1)-t-2tdt = 2] (t° - 2t* + 2 )dt =2 (17 —2t° +16°)+C

Y, finalmente, deshacemos el cambio:

X T k= :j;ﬁ%(m)? ) <2 o

Resolvemos la primitiva: —J\/_ dt = —jt/dt—
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Integrales

Actividades propuestas

8. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:

X —3/X
a) —dx haciendo x = t'2.
4
b) I haciendo e*=t.
e* +e

haciendo 1+2Xx =t?

—d
2 I,/l+2x §
dx
d | —————
J.x+\/x2 -1

e) I(Z sen’ X+3sen’ X—sen X+3)cos x dx haciendo sen x =t

haciendo x++/x*—1=t

9. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:

2%° +1 g In(In x)
——d b d ——d
a)J. x +2x)3 ” )Icoszx X 2 j x-Inx

s 3 X+1 X
d) | 2x°4/x* =49 -d f) | —2——
)j X X e)jm+2 )I 1—4x2 ox

3.2. Integracidn por partes

@@ INTEGRALES por PARTES. En este video se calculan dos integrales (}\

é: mediante el método de INTEGRACION por PARTES.
video https://www.youtube.com/watch?v=woFlz6wPblU

La integracion por partes es un método que nos permite calcular la integral del producto de dos
funciones de naturaleza diferente, una facilmente derivable y otra facilmente integrable.

En este curso nos limitaremos a los productos de funciones logaritmicas, polindmicas, exponenciales y
trigonomeétricas (senos y cosenos), que se recogen en la regla mnemotécnica A—L—P-E-S.

Con el método de integracidon por partes transformaremos integrales de la forma

Iu(x)- v/(x)dx

donde V'(X) es la funcion facil de integrar, en otra expresién mas sencilla en la que aparece una nueva
integral mas facil de calcular que la de partida.

Se utiliza la siguiente férmula: ju(x) v'(x)dx = u(x J.V
gue se suele escribir de forma abreviada como:
Iu~dv:u~v—jv-du
Existen muchas reglas mnemotécnicas para recordar esta formula, recogemos tres de ellas:
Salieron Unidos De Viaje Y Un Viajero Menos Se Vino De Ujo. Ujo es un hermoso pueblo asturiano
- Susanita Un Dia Vio Un Valiente Soldado Vestido De Uniforme.

- Sergio Un Dia Vio Una Vaca Sorda Vestida De Uniforme.
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Integrales

Demostracion:

Consideramos el producto de funciones U(X)-V(X) y calculamos su derivada:
[u)-v)] = u(x)- v(x)+ u(x)-v'(x)
Integramos ambos miembros de la igualdad:
I[u(x)-v(x)]ldx =I[u'(x)-v(x)+ u(x)-v'(x)]dx :j[u ) dx = Iu x)dx+Iu(x)-v'(x)dx

De donde:

= [u'(x)-v(xJax+ [u(x)-v'(x)x
Iu(x) v/(x)dx = u(x .[v

Aunque suele escribirse en la forma anterior:

Iu-dv:u-v—jv-du

Despejando, resulta:

Observaciones:

1. Como norma general, se elige como “U” a la primera funcién de la palabra ALPES y como dv al
resto del integrando, pudiendo darse el caso de tener que plantear dv = dx.

Ejemplo:
u:lnx—>du=% dx
+ Ilnxdx: X :lnx-x—Jx-—:x-lnx—jdx:x-lnx—x+C
dv:dx—>v:jdx:x X

2. Sabremos que estamos aplicando correctamente el método si obtenemos una integral mas
simple que la inicial.
Ejemplo:

u=X—du=dx

+* Ix-senx-dX=
dV=senXdX—>V=Isenxdx=—cosx

J s - conn -

:—X-cosX+J.costX:—X-cosx+senX+C

3. El proceso de integracidn por partes puede aplicarse varias veces. En ese caso se debe mantener
la eleccidn inicial de Uy Vv. Si se invierte, volveremos a la integral de partida.

Ejemplo:
+ sz e*dx =

u=x>—du=2xdx
dv:exdx—>v:'[exdx:eX

>:x2 .e* —'[ex 2xdx = x? -ex—2jx-exdx:

u=Xx-—du=dx
B dv=exdx—>v=jexdx:e

x>:X2 ef—=2-[x-e” —J.exdx]:x2 ef —2x-e* +2Iexdx=
=x>-e*—2x-e* +2.¢e* +C:(x2 —2x+2)-eX +C
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Integrales

4. Silaintegral inicial es el producto de una exponencial por una trigonomeétrica, se obtiene lo que
se denominan integrales ciclicas. Al aplicar por segunda vez el método de integracion por partes,
se obtiene la integral de partida, y se debe resolver como una ecuacion:

Ejemplo:
u=e” —du=2e"*dx

+ jezx-cos.%x-dx: -

dv=cos3xdX—)V:J.cos3XdX:§~sen3X

=e”* -Lsen 3x —I%sen 3x-2e¥dx =1-e*sen 3X—%-J-ezxsen 3x-dx =

u=e* - du=2e"*dx

Repetimos:
P dv=sen3xdx—>v=Isen3xdx=—§~c053x

Iezx -cos 3x-dx =1-e™sen 3X—%-[ezX (~4cos 3X)—j(—§cos 3x)- 2e* ‘dx]:>
Jezx -cos3X-dx =1-e*sen3x+2-e™cos 3X—§Iezxcos 3x-dx
Observamos que obtenemos la integral de partida. Si denotamos | = jezx -cos 3X-dx:

-e**sen 3x +2-e*cos 3x

| =1-e™sen3x+2-e¥cos3x—41 = 1 +41 =1
I

=1.esen3x+2-e”cos3x= | :%-(%-ezxsen3x+%-ezxcos3x)

Entonces, sustituyendo | por su expresion y desarrollando las fracciones:
2x

jez" -cos3x-dx=el—3-(3-sen3x+2-cos3x)+C

5. El método de integracion por partes no es excluyente. Podemos utilizarlo después de vernos
obligados a realizar un cambio de variable, o tener que realizar un cambio de variable después
de haber aplicado la integracion por partes.

6. Existen otras integrales que se resuelven por partes y que no estan recogidas en “la regla de los
ALPES”. La estrategia general es buscar una funcién “facilmente integrable” y otra “facilmente
derivable” para simplificar la primitiva inicial.

Actividad resuelta

* J'x%/x2 —1dx.

Esta primitiva puede resolverse de varias formas diferentes:
1. Por partes:
La dificultad es encontrar la funciéon fdcilmente integrable. En este caso, la eleccién es:

dv:x\/xz—1dx—>v:§(x2—1)3/2 =>J‘X3mdx=§xz(xz—1)3/2—§Ix(x2—1)3/2dx
u=x>—du=2xdx

La segunda primitiva es mas simple que la primera, asi que estamos en el buen camino:

jx3\/x2 —1dx :éxz(x2 —1)3/2 —%J.x(x2 —l)mdx :§x2(x2 —1)3/2 —%%(xz —1)5/2 +C
Es decir: J‘x3\/x2—1dx:§x2(x/x2—1)3 —%(\/x2—1)5+C
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2. Por cambio de variable:
El cambio de variable que buscamos es el que permite eliminar la raiz del integrando:

ol=Uo =t >:>jx Jidx—jx VX2 —Txdx = [ +1)-totdt = [ (£ + 2 )t

2xdx =2tdt —» xdx =tdt

Resolvemos la primitiva: J.(t4 +t2)dt:§t5 (\/X - )5 ( )3+C

Las dos expresiones son diferentes, pero es sencillo manipularlas para hacerlas iguales.

Actividades propuestas
10. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:

1
a) _f[4x3 +3x° ——2+«/;jdx b) J.lnx c) jseanostX
X
x* -1 x* —2x? +1y
d) | In{x+1) e) | dx f[———
X V1-x? X* ~1
g) J'xz-exzdx h) Iexzdx
11. Resuelve las siguientes integrales:
a) j e +e* +e )exdx b) Ix-cosexz .e¥ dx c) jln(cosx)tgxdx
x dx e*dx dx
d i j) |(Inx+2)—
)J.1+x4 )Il+ezx J)I( )x
12. Resuelve las siguientes integrales:
a) J.(x2 + x+1)exdx b) Ilnxdx c) jXCOSXdX
d) Curiosidad — idea feliz: Resuelve la primitiva Icos (In x)dx.
para ello, multiplica y divide el integrando por x: [ 1)y gx = 502(?13)(1“:'”
ara ello, multiplica y divide el integrando por J. =l dy = dX v
X

13. Sea f(X) =e®* —2x? +8, justifica si es primitiva de alguna de las siguientes funciones:
g(x)=e™ —4x+8  h(x)=2e" —4x
14. Dada la funcién f(x)=(x+1)-(3x-2).
a) Calcula una primitiva de f(X).
b) Justifica que la funcién F(x)= x> +2x* +2 no es primitiva de f(x).
15. Dada la funcién f(X) = (X+a)COSX, donde a es una constante,
a) Encuentra una primitiva de f.
b) Si F es una primitiva de f, ¢puede serlo también G(x)= F(x)+2x?
16. Sea f(X)z x> +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f
con F(O) =2y F(3) =20. Encuentra también la expresion de F.

Ny a Lo
17. Dada la funcién f(x)z 25-x’ +— (X # 0), donde a es una constante, encuentra una primitiva
X

de f. Posteriormente, encuentra a para que si f' es la derivada de f, entonces f '(1) =-2.
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4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA

4.1. Area bajo una curva

Dada una funcioén f(X) continua y no negativa en un intervalo [a, b], su
grafica determina una regién del plano que vendra limitada por la funcién,
el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=D.

Veamos como podemos calcular de forma aproximada el area de dicha
region:

Tomamos una particion del intervalo [a, b]. Consiste en dividir el intervalo

en n partes, tomando para ello los puntos X,,X,,X,,...,X, verificando
a=X, <X <X, <...<X, =b.

, . a X X X X
Asi, tenemos los intervalos [a, Xl],[xl, XZ],...,[Xn_l, b]. e T s o B
A continuacion, denotamos por M; al minimo valor que toma la funcién en el intervalo [Xi_l, Xi] y por

M; al maximo valor que toma la funcién en el mismo intervalo.

Asi, en cada intervalo [Xi_l, Xi] consideraremos dos posibles figuras, la creada con rectangulos de base

X; —X,_, yaltura m; y la creada con rectangulos de base X, —X;_, y altura M, . Sumando las areas de los
N rectdngulos, obtenemos:

Suma inferior Suma superior

En el primer caso obtenemos una aproximacion por defecto del drea encerrada bajo la curva:
s=m, (X, =X, )+ m, (X, =%, )+...+m (X, =X, )= an:mi (% —X,)
-
Esta suma se denomina suma inferior de la particion en el intervalo [a, b].
En el segundo caso obtenemos una aproximacién por exceso del area encerrada bajo la curva.
S=M, (X, =X, )+M,(x, =% )+...+ M (x, —xm):an:Mi(xi ~X,)
=

Esta suma se denomina suma superior de la particion en el intervalo [a, b].

Hemos obtenido dos aproximaciones del area A, una por defecto Sy otra por exceso S. Se tiene que
S<ALS
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Si tenemos una particién P, del intervalo [a, b], con suma inferior S, y suma superior S,, diremos que

otra particiéon P, del intervalo [a, b] es mas fina que P, si contiene todos los puntos de la particién P, y
ademas otros puntos nuevos.

Para dicha particion P,, tenemos una suma inferior S, y una suma superior S, . Se verifica que:

s, <s, <ALS, <

Es decir, al tomar una particion mas fina, la suma inferior aumenta (siendo todavia menor o igual que el
valor del drea) y la suma superior disminuye (siendo mayor o igual que el valor del area).

¥ ¥ ¥

Particion P, Particion P, Particion P, Particion P,
Esto significa que cuanto mas fina sea la particién, mas nos acercamos al verdadero valor del area.
Considerando una sucesién de particiones cada una mas fina que la anterior, B, P,,...,P,, Pyys---,

obtendremos S;, S,,...,S,, Sp.»--- la sucesion de dreas por defectoy S, S,,...,S,,, Sp.y,--. 1a sucesion
de dreas por exceso.

Cuando N — o0, la longitud de los intervalos de la particion se hace cada vez mas pequeia, luego
X, —X;_;, = 0 . Asi, cuando la funcion sea integrable, las sumas inferiores y superiores tenderan al area:

S,—-s, >0

Esto significa que 1im(S, —s,)=0= limS, =lims,,yde aqui: lim$S, = lims, = A

n—oo n—o nN—o nN—o

Area

Suma inferior y superior con la particion P; Suma inferior y superior con la particion P,
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4.2. Integral definida
Sea una funcién f(X) continua y no negativa en un intervalo [a, b].
Definimos la integral definida entre ay b de f (X) como la expresion
b
L f(x)dx
Su valor es el drea comprendida entre la grafica de f(X), el eje de abscisasy lasrectas x=a y X=D.
Los valores ay b se llaman limites de integracion.

Hemos visto que dada una sucesion de particiones P, P,,...,P,, P,,;,... del intervalo [a, b], cada una
mas fina de la anterior, con sumas inferiores S;,S,,...,S,,Sp45--- Y Sumas superiores

$1555,-.4,5,, Spyys- - -, Se verifica que dichas sumas tenderan al verdadero valor del rea.

b
Se tiene que: I f(x)dx =limS, =lims_, es decir, que la integral se puede interpretar como:
a

n—oo nN—o
“la suma del drea de todos los rectangulos de altura f (X) y base infinitesimal (dx) comprendidos entre ay b”
Propiedades:

a
1. - Si los limites de integracion son iguales, la integral definida vale cero. I f(X)dX =0
a

b
2. = Si la curva estd por encima del eje X (f(x)> 0), la integral es positiva, L f(X)dX >0, mientras que
si la curva esta por debajo del eje X (f(x)<0), se puede definir también la integral definida, que

sera negativa: I f(x)dx<0.

fix)

: :
| a b fix)

3.-Sea Ce (a, b), entonces podemos descomponer la integral de la forma:
j X)dx = I dx+j
4. - Si intercambiamos los limites de integracidn, la integral cambia de signo. La f(X)dX = —j
5. — Dadas dos funciones f(X) y g(x) continuas en el intervalo [a b] se tiene que:
.[:[f(x)+ g(x)]dx:j;D f(x)dx+j:g(x)dx _[ [f(x)—g(x)]dx = .[ )dx—.[:g(x)dx
6. — Dada una funcion f(X) continua en el intervalo [a, b] y una constante k € R, se tiene que:
[k # () =k f (x)ax
7. - Dadas dos funciones f(x)y g(x) continuas en [a,b], verificando (x)<g(x) Vx e[a,b], se tiene:
J.: f(x)dx < I: g(x)dx
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4.3. Teorema del valor medio del calculo integral

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto C € (a, b) tal que
I: f(x)dx= f(c)-(b—a).

Interpretacion geométrica:

Siendo la integral un area, la interpretacion geométrica es simple: fo A,

i , _'_'_'_“"“""""'_:_'.:-‘-""‘" P—
Existe un punto C € (a, b) tal que el area encerrada entre la curva, el A=
eje de abscisas y las rectas x=a y X=Db es igual al drea de un /

A1=A;
rectangulo de base la amplitud del intervalo, b—a, y altura el valor
que toma la funcién en el punto intermedio, f(C).

[0 T S R S—

Ejemplo:
# Encuentra los valores de ¢ que verifican _[: f(x)dx= f(c)-(o—a) siendo f(X) la semicircunferencia

de centro el origen y radio 1, y ay b los puntos de corte de la misma con el eje OX.
Sabemos que la ecuacién de la circunferencia en el plano es X’ +y2 =r?, asi que para el

problema que se nos plantea tenemos que f(X)z +1-x y los puntos de corte con el eje son

(-1,0) y (+1,0). fz) =|v/1—a?
Se trata de encontrar el rectdngulo (azul) cuya area
coincide con la de la semicircunferencia (roja),
sabiendo que la base para ambas figuras estd

comprendida entre los puntos (—1, 0) y (+1, O).

Entonces, siendo:
2

A.=bh vy A, . =nr

Debe verificarse: N
lnr’=b-h=in>=2-h= h:%
El valor de h corresponde a la variable y, pero nos piden un valor de X. Por tanto:
X +y?=r’=>x*+h? =12 = x=+,/1- () =+0.61899
Que son los valores de € que nos piden.

4.4. Funcion integral o funcion area

Dada una funcién f continua en el intervalo [a, b], para cualquier punto X € [a, b] se define la funcién

integral o funcién area como: 00
F:[a,b] >R
X
X — F(X)= j f(t)dt
(x)=] f(t)
a X
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4.5. Teorema fundamental del calculo integral
Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b] y sea
F(x)=[ f(t)dt

con X € [a, b] la funcion integral. Entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)= f(x)

para cualquier punto X € (a, b).

Demostracion:

jh f(t)dt— [ f(t)dt

Aplicando la definicién de derivada tenemos:
a

F(x) = tim PN FO) =

h—0 h h—0 h

Separando la primera integral en dos sumandos (propiedad 3):

o~ J; f@or+ [ f@at— [ t@)at . [

h—0 h h—0 h

Aplicando el teorema del valor medio del célculo integral, dC e (X,X+ h) tal que

Lx+h f(t)dt = f(c)-(x+h-x)=f(c)-h

x+h
F'(x)= Hmm - 1imM = lim f(c)
h h

—0 h h—0 h—0

Asi:

Como C € (x,x+h) y fes continua entonces lim f(c)= f(x)y, por tanto: F'(x)= f(x).

Actividad resuelta

x dt
* Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f '(X) Si f(X) = L ( ; )3
I+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:

f(x):jox(d—t3:> F/(x)=—

3
1+t2) (1+ xz)
Generalizacion (1):
Si en lugar de valores reales, los limites de integracién son funciones reales de variable real, se aplica la
regla de la cadena para obtener:
Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] en Ry sea
h(x)
F(x)=[" f(t)dt

con X€ [a, b] la funcién integral. Si h(x) es derivable, entonces F es derivable en (a,b) y

F'(x)=f [n(x)]-h'(x)

para cualquier punto X € (a,b).
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Generalizacion (2):

Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] en Ry sea
(x)
F(x)= j:(x) £ (t)dt
con Xe [a,b] la funcién integral. Si h(x) y g(x) son derivables, entonces F es derivable en (a,b) y
F'(x)= f [h(x)]-h'(x)- f [g(x)]- g'(x)
para cualquier punto X € (a,b).
Actividad resuelta

o dt
* Sin efectuar el cdlculo de la integral indefinida, calcula f '(X) si f(X) = I , ( ; )3
AL+t

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral:
dt 3x? 2X

o (0= LS FC S —
B T e YT P S T RS

4.6. Regla de Barrow

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y F(x) es una primitiva de f(x), entonces:

[ £(x)dx=F(b)- F(a)

y suele representarse como:

Demostracion:
Se tiene que F(X) es una primitiva de f(x). Por otro lado, aplicando el teorema fundamental del

X
calculo integral, G(X)zL f(t)dt también es una primitiva de f(X). Al ser dos primitivas de la misma

funcidn, sélo se diferencian en una constante:
G(x)-F(x)=C = G(x)=F(x)+C
Evaluando las dos expresiones anteriores en el punto X = a, tenemos:
G(x)=F(x)+C=G(a)=F(a)+C
6()=[ (t)dt = G(a)= [ 1 (1) =0 = F@)*C=0=C=-F(a)

Evaluando ahora dichas expresiones anteriores en el punto X =0, tenemos:
G(x)=F(x)+C = G(b)= F(b)+ C = G(b)= F(b)- F(a)

G(x)= [ f(t)dt = G(b)= [ f(t)at }3 J, @)t = F(o)-F(a)
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Entonces, para aplicar |la Regla de Barrow se siguen los siguientes pasos:

1. Calculamos una primitiva F(X) de f(X)
2. Hallamos los valores de esa funcién entre a y b: F(a) y F(b)

b
3. Calculamos la integral j dX ( (X)] = F(b)— F(a)
a
Ejemplos:
5
2
* .[1 (= X2 +6x—5)dx.
La funcién f(X):—X2 +6X—35 es una funcién polindmica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [1, 5].
1. - Calculamos una primitiva de f(X):
I(— x> +6X—5)dx = —1x* +6-Lx* —5x
2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo: F(x)= — 1% +3x? - 5%

3 3
Fl)=-t 43 -5.1=-243-5--L | F(5)=-2+3.52-5.5-2
3 3 3 3 3

3. —Aplicamos la regla de Barrow:

f(_ X +6x— 5)dx = F(5)- F(1):?_(_9 :?% :3_32
+ _ﬁ(x2 —4)dx,

La funcion f(X) =Xx*> -4 es una funcién polindmica, luego es continua en todo R, y por tanto es
continua en el intervalo [-2, +2].

1. - Calculamos una primitiva de f(X):

ﬁ(xz —4)dx:§x3 —4x

2. - Hallamos el valor de esa primitiva para los extremos del intervalo y restamos:

[0 —a)ax= (b -ax]? =2 -4 2)- o2y -4 (-2) -0 -0 =2

Actividades propuestas

18. Resuelve las siguientes integrales definidas:

6 1
a) _[0 (x2 +x+1)dx b) f (x2 + x+1)dx
V3 X+1
c)j XA/ x> +1dx )'[
0 1’ +2x+2
e) J:senxdx f) L In x dx
. e 5 . .z 7 .
19. Halla el valor de ¢ que verifica J.O (2X + l)dX = f(c)- (5 —0) y razona su interpretacion geométrica.
. . : e "y o ¢ dt
20. Sin efectuar el célculo de la integral indefinida, calcula f (X) si f(x)= : Tox
n X
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4.7. Aplicaciones de la integral definida
Area encerrada bajo una curva

Para calcular el area comprendida entra la grafica de una funcion f(X) y el eje de abscisas en un

intervalo en el que la grafica aparece por encima y por debajo del eje X, es necesario hallar cada una de
las areas por separado.

En los subintervalos en los que la gréfica estd por debajo del eje X, la integral serda negativa, y
tomaremos el valor absoluto en toda la integral.

) b
[ 00|+ [ £()x] =| F(x)- Fla)|+] ()~ F(x)|+ [ Fb)- F(x.)

Area = ‘ J:l f(x)dx +

fi(x)

+

a\/’(:l x\/h

Desde el punto de vista practico, si tenemos la representacion grafica de la funcion se puede plantear el
area como suma o resta de las regiones donde la funcién es positiva o negativa, respectivamente.

Ejemplo:

4 Halla el drea encerrada entre la grdfica de la funcion f(X): x> —2x—3, el eje X y las rectas
X=-3y X=4.

La funcion f(X): x> —2X—3 es una funcién polindmica, luego es continua en todo R, y por
tanto es continua en el intervalo [-3, 4].

La grafica de f(X) es una pardbola céncava (V).
Calculamos el vértice:
:__bzgzl Six:1:>f(1)212_2.1_3:_4 f(x)=x2-2x-3
2a 2
Tenemos: V (1, —4)
Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X.
Para ello, resolvemos la ecuacién f(X) =0: i
2 Zi 4_4‘1‘(_3) 6 -5 -4 5 13 7 L] g 10 1
f(x)=0= x> -2x-3=0=x="—" o =
2444412 24416 2+4 [ 3—(3,0) BN o
2 2 2 |-1-(~1,0)

Representando la funcién f(X): X* —2X—3 vy las rectas X=—3 y X =4 observamos que el
area que queremos calcular se divide en tres regiones.

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 7: Integrales
www.apuntesmareaverde.org.es

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
llustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP

Textos Marea Verd



Integrales

Hallamos una primitiva de f(X):
3

_[(xz —2x—3)dx :X?—x2 —3x

Hemos obtenido tres regiones. El drea total sera la suma del area de cada region:

Area :“;(x2 —2x—3)dx‘+“31(x2 —2x—3)dx‘+‘f(x2 —2x—3)dx‘ =

~[F(-1)= F(3)| | FG)- F(1)| +| F@)-F ()] :E_(_% _9_§‘+‘_§_(_9)1 _

3
32 032 7 71,

3 3 3 3

. . . 71
Por tanto, el drea de la regidén es igual a 3 u?

También podriamos plantear, ya que tenemos la representacion grafica de la funcion:
Area = Area, — Area, + Area, = JFl(X2 —2X— 3)dX - r (X2 —2X— S)dx + r (X2 —2X— 3)dX
1 2 3 3 -1 3

Es decir:

) X3 -1 X3 +3 X3 +4
Area=| " —x>-3x| —|=—=x*>=3x| +|—-x>=-3x| =...
3 -3 3 -1 3 +3

=(E_(_g)j_(_9_2}(_@_(_9)):2+2+Z:ﬂ 2

3 3 3 3
Propiedades:
1. - Sila funcidén es impar, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es nula:

Si f(x) esimpar, raf(x)dx=0

-a
2. - Sila funcidn es par, la integral definida en un intervalo simétrico respecto al origen es:

J‘j:f (x)dx = 2-_[: f(x)dx

Para entender estas dos propiedades nos basta con ver las graficas de cada tipo de funcion.

- Sila funcién es impar, es simétrica respecto al origen de coordenadas y define dos recintos de signo
opuesto e igual area a ambos lados del origen. Al sumarla, el resultado es nulo.

- Sila funcién es par, es simétrica respecto al eje OY y define dos recintos de igual signo e igual area.

A

Funcidn impar Funcién par
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Actividad resuelta
% Calcula el drea de un circulo de radio .

Podemos elegir la ubicacidn de la circunferencia, asi que la centramos en el origen. Para este
caso, la ecuacion de una circunferencia de radio r es:

X*+y’=r’=>y=4Jr’—x’

Podemos aprovechar la simetria del problema y calcular el drea a partir del recinto del primer

cuadrante:
I I o r
+ y=+vri—=z A:4'_[0 /rz_xzdx

La primitiva se resuelve con el cambio:
X=r-sent= dx =r-cost-dt
y proporciona:

j\/r2 —xzdx:l-(rzarcsen§+x-\/r2 —x2j+C

2 r
Aplicando la regla de Barrow obtenemos:

A=4. ' r’—x*dx=2- rzarcsen§+x- r’—x?| =
i V

r 0

A=2. r"’arcsen£+r-\/r2 —r? —rzarcsen9+0-\/r2 —Oj:2-(r2 -g—Oj
r

r
Es decir, llegamos a la conocida féormula:

A=mn-r

Area comprendida entre dos curvas

El drea comprendida entre las graficas de las funciones f(X) y g(x) en el intervalo [a, b] es igual que

al drea que se encierra entre la funcién diferencia (f - g)(x) y el eje X en ese intervalo.

A= [T (x)-g(x)Jox

Siendo f(X)> g(X). Si no se determina qué funcidn estad por encima de la otra, podemos escribir la
expresion general:

A=['] £(x)-g(x)] dx

Sin embargo, desde el punto de vista practico, en el caso en el que las funciones f(X) y g(x) tengan

varios puntos de corte, serd conveniente hallar las diferentes regiones y determinar las dreas por
separado.
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Ejemplo:

4 Halla el drea comprendida entre las grdficas de las funciones f(X) =—X* +4x y g(x) =X entre
las rectas X=—1y Xx=3.

Las representaciones graficas de f(x) y g(x) son una parabola y una recta, respectivamente,
asi que es de esperar que haya dos cortes entre ellas y, por tanto, es posible que haya varias
regiones diferenciadas a tener en cuenta.
La gréfica de f(X) = —X” +4X es una parabola convexa. Hallamos su vértice:

x=—P_ =% 24 5 Gyoas f(2)=—2"+4-2=-4+8=4=V (2,4)

2a 2-(-1) -2

Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X,
resolviendo la ecuacién f(x) =0:

g(x)=x

f(x):0:>—x2+4x:0<:>x-(—x+4):0<:>{xzO 1 A
X=4 1 f(x)=-x"+4x

La grafica de g(x): X es una recta. Para dibujarla, basta con

obtener dos puntos: ‘x=-1|d" ' x=3 P
x | o | 3 :
y 0 E Y.

-4

Para determinar la regién de la que queremos calcular el
area, la representamos, junto con los limites de integracion:

5

Buscamos los puntos de corte entre las dos funciones, resolviendo la ecuacion f(X) = g(x):
x=0
3

f(x):g(x)<:>—x2+4x:x<:>—x2+4x—x:0<:>—x2+3x:0<:>x(—x+3)=0<:>{x_

Por tanto, el area que queremos calcular sera:
Area = fl| (f—g)x)|dx
Hallamos una primitiva de (f —g)(x):
(f—g)x)= f(x)-g(x)=—x* +4x—x = X" +3x =

_[(f —QXX)dxz.[(_Xz+3X)dX:_x?3+%

Hemos obtenido dos regiones. El drea total sera la suma del area de cada region:

0 3
Area:“_ol(_xz +3x)dx‘+“§(—xz +3x)dx‘= (—§+%L + [_§+3>;2 L -

11 9 11 9 19
=|F(0)-F(-1)|+|FB3)-F(0)|=|0-—|+|=—-0|=—+==— u?
6 2 6 2 3
, L 19 ,
Por tanto, el drea de la regién es igual a ? u
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CURIOSIDADES. REVISTA

<Eudoxo de Cnido (390 aC — 337 aC)>

(Eudoxo demostré que el volumen de una piramide es la tercera\
parte del de un prisma de su misma base y altura; y que el
volumen de un cono es la tercera parte del de un cilindro de su
misma base y altura.

Para demostrarlo elabord el lamado método de exhauscion.

. J

Método de exhauscién >

El método de exhauscion es un
procedimiento geométrico de
aproximacion a un resultado, con el cual
el grado de precision aumenta en la

medida en que avanza el cdlculo. El \
nombre proviene del latin exhaustio \
(agotamiento, exhausto)

Se utiliza para aproximar el area de un '

circulo, o la longitud de una
circunferencia, inscribiendo y
circunscribiendo poligonos regulares

Q cada vez mayor numero de lados.
< Arquimedes >

un:medes escribid su tratado sobre “El método de teoremas
mecdnicos”, que se consideraba perdido hasta 1906. En esta obra,
Arquimedes emplea el calculo infinitesimal, y muestra cdmo el método
de fraccionar una figura en un namero infinito de partes infinitamente
pequefiias puede ser usado para calcular su drea o volumen. Fue escrito
en forma de una carta dirigida a Eratdstenes de Alejandria.

Observa como es la base de los conceptos que en el siglo XVl
permitieron a Isaac Newton y a Leibniz unificar el cdlculo diferencial con
el calculo integral, y cémo es el precursor del concepto de integral

Qﬁfinida como las sumas inferiores y las sumas superiores de Riemann./ \ /
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¢Has pensado alguna vez en la historia de los simbolos matematicos?

Al principio las matematicas eran retdricas, es decir, todos los cdlculos se explicaban con palabras. Poco
a poco empezaron a usarse abreviaturas, simbolos para representar las operaciones. Hoy las
matematicas estan llenas de simbolos.

Por ejemplo, para indicar sumas y restas, primero se usaron letras
como p y m, pero en el siglo XV comenzé a usarse los simbolos + vy
—. Para el producto se uso el aspa, x, de la cruz de San Andrés, pero
Leibniz escribid a Bernoulli que ese simbolo no le gustaba pues se
confundia con la X, y comenzd a usar el punto, -. Para el cociente, la
barra horizontal de las fracciones es de origen darabe, y los dos
puntos, de nuevo se los debemos a Leibniz, que los aconseja
cuando se quiere escribir en una sola linea.

El simbolo de infinito, o, se debe a John Wallis y, a pesar de
su parecido, no esta relacionado con la cinta de Mdebius,

% sino con la Lemniscata.

En 1706 se empezd a usar m, como inicial de la palabra
griega “perimetro” y se popularizé con Euler en 1737.

T=31416

El simbolo de la integral se lo debemos, de nuevo, a Leibniz, y es una estilizacién de la
letra S, inicial de suma. También le debemos la notaciéon dx, dy para el calculo
diferencial.

A Euler le debemos la invencién de muchos simbolos y la popularizacidon de otros: No

sabemos por qué uso la letra

€ para representar al nUmero

e, base de los logaritmos e
neperianos, la letra i, para la unidad e I X
imaginaria compleja, 2 para el sumatorio, y la

notacién f(X) para las funciones.

En logica y teoria de conjuntos se usan muchos y nuevos simbolos, como N, U, D, &, <, €, &, {, }, A, V,
=, ... que podemos deber a George Boole.

N,UD &G €, & LhA vV,
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RESUMEN

CUADRO DE PRIMITIVAS

jdx:x+C
j(f(x)ig() ..)dx=j de_rJ.g dx +
.[f =—[f( 7 +C,n=-1

fe' ™t/ (x)dx=e""+C

Jeos[f(x)]# (x)dx = sen [f (x) ]+ C
Jseelf(x)]-tg[f (x)]f(x)dx = sec[ f (x)]+C
Icosecz[f(X)]fTX)dX==-*Xﬁg[f(X)]+-C

If’(x)dx =

Ia- f(x)dx=a'j f(x)dx

F(%) gy
j ) dx = In| f (x)|+C
210
Iaf(x)f’(x)dx: +C,a=1,a>0
Ina

Isen[f(x)]f '(x)dx = —cos [f(x)]+C
jsecz [f(x)]f'(x)dx =tg[f(x)]+C

1Igf

Método de integracion
por cambio de variable

x)dx — t = f(x)= dt = f'(x)dx
jgtmzeapmszoo:Ghuﬂ+c
2. If(x)dx — x=g(t)= dx = g'(t)dt

J 1l0()]g 00t = 6()+C = F(x

)=Glg™(x)]+C

Método de integracion
por partes

ju-dv=u-v—_|'v-du

Regla de Barrow

[ {(x)ax=(FX)L = F(b)-F(a)

a

Area entre una curvay
el eje OX

A:I:|f(x]dx

f\rea entre dos curvas

A=[7]1(x)- g(x)]dx

Video de un problema de selectividad resuelto: Se considera la funcion

s

video

_(senx si x <0,
f(x)_{x-e" six=>0"

a) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.

®

b) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m,2).
Demuestre que existe un punto x, € [0, 1] de manera que f(x,) = 2.

c) Calcule f_lzf(X) - dx.

https://youtu.be/py-Zo0AzgW0
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“ Integrales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. - Sabiendo que J.X"dX= :i:ll +Cy I f7(x) f'(x)dx :%(1)()+C , calcula:
S 4 dx 7
1) Ix dx 2) IFdx 3) vl 4) j37dx 5) I6x dx
6) ij%dx 7) J'Sx/Fdx 8)J'(3—2x—x4)dx 9)j 2x5 —5x+3)dx
10) [ (2+3% ) dx 1 26 +2fax 12 [(-xfox  13) [ X+2dx
; L e
14) j(—4x +2dex 15) .[(3a—3?+2x de 16) I[—7+2—W)dx
17) I[3x5 —;%+2§/x—2de 18) I(l—dox 19) J‘#dx
. 2x*=3x*+5 1+x)° 1 2
20)](5e +%}dx 21) .[(JFT;()dX 22) j{&—5x+ﬁjdx
23) [Jx(x +1)d 24) | \/x_s—%/_]dx 25) [Vx(3-5x)dx
26) jwdx 27) j (3x+4) 28) _[(3x—7)4dx
29) [ x(x* — 4 dx 30) [3x(¢ +2f dx  31) [(¢+2fxdx  32) [(x +3)Cax
33) [ (x-2)"dx 34) [ (a+x) dx 35) [|(x+2)° ~(x+2)" Jox
dx d T
36) I\/3x+12 dx 37) Im 38) Im 39) _[(x x)*(2x —1)dx

1 5 3 x dx
40) J‘ﬁ(pm/;) dx 41) I()(“)(T)de 42) Im 43) '[x\/xz —7dx

3
44) I(X—l)(xz —2X+3)4dX 45) I\/ﬁdx 46) J.(X +2) dx
3xd X’
47) J.%/X)Z(——):?) 48) J.X.éil—x2dx 49) J‘mdx 50) J-XZ(X3 —1)%dX
51) jx/xz—zx“dx 52) j e +13e dx 53) Isen3XCosxdx
54) J.Xcos4 x*senx’dx 55) IM 56) jsen))((
X"+ COS
' 58) j tg’X-sec’ x dx  59) | Sf;’;ix dx 60) j Inx .
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Integrales

2. - Sabiendo que I dx = 1n| X|+C y_[ dX 1n| f |+C, calcula:
dx x dx x> 2
1)Ix+2 Z)sz—3 3) Iﬁ 4)Ix2—1 5)11—2x3OIX 6)jl—x3dx
3x dx X+1 1
e 9 I 5s P D e
3 2 dx
11)[[—;+—v+d§jdx 12)jXth 13)Iiﬁﬂiiiﬁ3
1 e* e’
) J‘[2x 1 2x+1jdx ) I dx o) -[e2X +3 17)IthdX
18) [ cotg xdx 19)j 20) [*RZTEOSE
X IlX Ccos X
21) J-ZSGanosX 29 J~senx cos X 23) IXcotgxde
1+sen’x sen X + cos X
) 21
3.-Si Ie dx=e*+C, _[e )dx ef +C _[a dx—E+C y_[a )dx— oa +C, calcula:
1) _[3 dx ja“xdx 3) Je‘xdx 4) J4e3xdx
5)j3x2exs*2dx 6) J'4e4‘xdx 7) szexsdx 8) j(eX +1)2 dx
1Y ) o
*+—1|d 10 “+x°)d 11 “*2xd
9)j(e +exj X )I(e +x) X )Je xdx
R
x? sen x2 2 3cos2x . 2 d
13)," : dx 14).[)(8 cos X“dx 15) Ie sen 2 X dx
Jx /
16) I:&dx 17)Ie°°sx-senXdX 18)][ L+e’ ”3de
X 2X +5x2 X _5x2
19) jetg2 sec” 2x dx 20) j?-f % dx 21)j5-23 < dx

4. - Sabiendo que Jsen Xxdx=-cosx+C, I f'(x
jcos f(x)f'(x)dx =sen f(x)+C calcula:

X
1 2x+8)d 2 —d
)Isen( X + 8 )dx )jsen2 X

5) .[(3 sen X;Zcos XJdX

8) J.X cos(2x2 ) sen(2x2 )dx

4) IX sen X dx

7)jexcos e”dx
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Integrales

5—S|I

cos’ x (
1) Ix 1+tg xz)dx 2) j(1+tgx) dx 3) Itg 3xdx
6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:
1) [(2+5x)"dx 2) [(3+4x)° d 3) [6x(3+x*) dx
3 3 et —4
4 d 5 3+2x +3/3+2x]/d 6 d
)J{5+4X+(5+4x)3} X )I(J T+ 2x +43+2x )dx )J.( . j X
7) jsen3x~cosx~dx 8) Isenx 9) .[ COS X 4
cos X sen X

10) [xv/x* +4 dx 11) j(ee;fjdx 12) j(e e;zjdx

7. - Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracién por partes:

1) I3XCOSXdX 2) .[Xz-senxdx 3) .[xz In x dx
4) j&lnxdx 5) jlnx 6) J.2ex~cosx~dx
8. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:
3 dx 5n u
1) 3 senxdX 4sen3x dx !
I 3) IZ sen 4) jgsen 5)_[_4| x| dx

6) [ (3x ~2x+ jdx 7) ﬁ[é_ﬁj dx 8 [ (___j

b
9. — Halla el valor de b para que se cumpla L (2bX—3X2 )dX =-12

10. — Halla el area entre la funcion f(X) =X’ —4X, el eje de abscisas y las rectas X=1y X=6.

11. — Halla el area de la regién limitada por la funcion f(X) =X’ —x* —6X y el eje de abscisas.
12. - Halla el area delimitada por las graficas:
1
a) y:EX2 —X+ley—-x-1=0.
b) f(x)=+x y g(x)=

) F(x)=x>+x+4y g(x)= x> +2x+5

j(1+tg2x)jx:tgx+c Vj&dx ”1+tg f(x ] f'(x)dx = tg f(x)+C, calcula:
Cos

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las CCSS II. Capitulo 7: Integrales Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Ver

llustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP



Integrales

AUTOEVALUACION

1. Los valores de a, b y ¢ para los que F(x):ax3 +be* +csenx es una primitiva de la funcion

f(x)=3x>-7e* +5cosx son:

a)1,-7,5; b) 3, 7, —5; ¢)1,-7,-5; d)3,-7,5
2. Laintegral inmediata [Xv2x* +3 dx vale:

3 3 3
V2x? +5 Vi2x? +3 Vi2x? +5 Jx? +5
a)—( ) +C; b)—( ) +C c)—( ) +C; d)—( )Z+C
6 6 4 6
3. Laintegral I dx vale:
1-x*
a) In[ X4 b) In =%+ ot ie, g Lo i=X|ic
- I+X 2 - 2 1+ X

4. Al integrar por partes J.X-sen X-dXx se obtiene:

a) x-sen X—cosX+C; b) x-cosx—sen Xx+C ) —X-cosX+sen X+C; d) —x-sen X+cosXx+C
5. Laintegral I(XZ +4X+13)dX vale:

a) (x2 +4x+13)+C; b) X* +4x> +13x+C; ¢) +x* +2x> +13x; d) 1x’ +2x*> +13x+C
6. Laintegral Iex cose’dx vale:

sene”

a) sene* +C; b) —sene” +C c) — +C; d) e*-sene* +C
7. Laintegral definida [fcos xdx vale:

a)L; b) m c) 0; d) -1
8. El area comprendida entre la grafica de la funcion f(X)z—X2 +4X, el eje de abscisas y las rectas

X=0yX=4vale:

a) 128/3; b) 32/3 c) 64/2; d) 64/3
9. El area comprendida entre las graficas de las funciones f(X)= —Xx* +4x y g(x): X vale:

a) 9/2; b) 19/3 c) 27/2; d) 3
10. La regla de Barrow sirve para...:

a) ...calcular determinantes de orden 3;

c) ...resolver integrales definidas;
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b) ...resolver sistemas de ecuaciones;

d) ...calcular la probabilidad de sucesos.

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
llustraciones: Creadas con GeoGebra y el GIMP

soda
LU

Textos Marea Verae




Integrales

PROBLEMAS RESUELTOS DE SELECTIVIDAD

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos en SELECTIVIDAD, de distintos anos y

diferentes comunidades auténomas.

También en “Problemas resueltos por el alumnado” tienes problemas de integrales resueltos por
estudiantes de un instituto. Algunos problemas resueltos por el alumnado.

EXAMENES

https://www.ebaumatematicas.com/matematicas-ccss-ii/

https://www.masmates.com/mm180802.htm

https://www.matematicasimmm.com/matemticas-ccss-ii

Andalucia

https://www.emestrada.org/2020-ejercicios-resueltos-selectividad-integrales-matematicas/

VIDEOS

Video de un problema de selectividad resuelto: Integrales. 22 Bach CCSS. Integrales

®%= indefinidas. Espacio matematico

https://www.youtube.com/watch?v=JoulncYunqU

video
https://www.youtube.com/watch?v=Ec-cGjhOFr0

https://www.youtube.com/watch?v=7jp7 KWHmJw

https://www.youtube.com/watch?v=o0gKgzt6W d0

https://www.youtube.com/watch?v=Rp94H7KG-0Q&list=PL256A26E3F9DFEESD

https://www.mundoestudiante.com/examenes-resueltos/selectividad/matematicas/
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PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD

X* —3X+5

3x

(1) Calcula una primitiva de la funcién f(x)=

(2) Calcula haciendo el cambio de variable * =t:

eX eX _4e2X
dx b) | ———dx
a)je“—l )j 1+e*

(3) Calcula J.Og(e“ +Xc0sx)dx

(4) Considera la funcién —3 y = x> —=3x> +1
a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcion alcanza su maximo relativo.
b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior.

c) Halla el 4rea del recinto del apartado (b).

(5) Considera la funcién f(x)= % —sen X

a) Dibuja el recinto acotado por la gréfica de f(X), eleje OXylasrectasx=0y X=7.

b) Calcula el area del recinto anterior.

(6) a) Dibuja el recinto plano limitado por la pardbola y = 4x — X y las tangentes a la curva en los puntos
de interseccion con el eje de abscisas.

b) Halla el area del recinto dibujado en (a).

(7) Sea la funcionf: R — R definida por
{ 4x+12  si x<-1

f(x)=
(x) x> —4x+3 si x>-1
a) Haz un dibujo aproximado de la grafica de la funcién f.

b) Calcula el drea del recinto limitado por la funcion f, el eje de abscisas y la recta X = 2.
(8) Sea la pardbola y = X* —3X+6
a) Halla la ecuacidn de la tangente a la gréfica de esa curva en el punto de abscisa X = 3.

b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la grafica de la parabola, el eje OY y la recta
tangente hallada anteriormente.

c) Calcula el area del recinto anterior.
(9) Considera las curvas f(X)z x> -3x-2y g(X): X —x-2,
a) Encuentra sus puntos de interseccion.

b) Representa el recinto limitado que encierran entre ellas.

¢) Encuentra el area del recinto limitado por las dos curvas.
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(10) Dada la funcién f(X) = (X —a)cosX, busca el valor del numero real a sabiendo que
z T
2 -
L f(x)dx_-2 2
(11) Lascurvas y=¢€*, y=e " ylarecta X=1 limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
(12) Se considera la curva de ecuacion y = X —2x* +X
a) Calcula la ecuacién de la recta tangente a la grafica de esa curva en el origen.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la curva y la recta hallada.
c) Calcula el area de ese recinto.
(13) La derivada de una funcién f(x)es f'(x)=(x+2)- (X2 —9)
a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de f (X)
1
b) Determina la funcién f sabiendo que f(0)= 3
(14) La gréfica de la pardbola Yy =2x divide al cuadrado de vértices A(0,0), B(2,0), C (2,2) y
D (0,2) en dos recintos planos.
a) Dibuja la grafica de la funcion y los recintos.
b) Calcula el area de cada uno de ellos.
(15) a) Calcula la funcion f(x) sabiendo que su derivada es f'(x)=(x—1)e* y que f(2)=e.
b) Demuestra que f(X) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es
maximo o minimo.
(16) Las graficasdelacurva y = X’ y de la parabola y= X* +2X encierran un recinto plano.
a) Dibuja ese recinto.
b) Calcula su area.
x> si x<0
(17) Seaf:R — R lafuncién definida por f(x)=mx+n si 0<x<l1
2 Si 1<x
a) Calcula my n para que f sea continua en todo su dominio.
b) Para esos valores hallados, calcula el area del recinto limitado por la graficadef ylarectay = 1.
(18) Sealafuncién f: R — R definida por
2x+4 si x<0
f(X): 2 .
(x=2) si x>0
a) Dibuja la grafica de la funcién.
b) Halla el area del recinto limitado por la grafica de f y el eje de abscisas.
(19) Lacurva y= x> —3X y la recta y = X limitan un recinto finito en el plano.
a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.
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(20) La pardbola X = y2 +1 ylarecta X=3 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(21) Lacurva y= X* +3 ylarecta y = 2X+ 3 limitan un recinto finito en el plano.

a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(22) Se considera la parabola y = 6X— X

a) Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la grafica de la parabola en los puntos de corte con
el eje OX.
b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la pardbola y las rectas halladas
anteriormente.
c) Calcula el area de ese recinto.
(23) dera |a funcié f() 2X—=2 si X<2
e considera la funcién T(X)=
e*?+k* si x>2
a) Determina el valor de k > 0 para que la funcidn sea continua en el intervalo [0,4].
b) Suponiendo que K =1, halla la recta tangente en X=3.
c) Suponiendo que kK =1, halla el 4rea que la funcién determina con el eje OX, para X 6[0,4].

(24) a) Resuelve por partes la siguiente integral: jx(l —In x)dx

b) De todas las primitivas de f(X)z X(l—lnx) calcula la que pasa por el punto (1,3).

(25) La grafica de la parabola y* =8X vy la recta X =2 encierran un recinto plano.
a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.

4
(26) La grafica de la curva f(x)= 2— ylasrectas y =4 y X =0 encierran un recinto plano.
—X

a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.

. , 2 , ., .
(27) Esboza la gréfica de la pardbola y =—X" + x+Z y halla el drea de la regién del plano determinada

por la parabola y la recta que pasa por los puntos (0,%) y (%,0).

(28) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regién del plano determinada
por la parabola y = —X* +4 ylarecta y=1.
a) Representa graficamente la chapa y calcula su area.
b) Determina las dimensiones del rectangulo de drea maxima que se puede obtener a partir de
dicha chapa con la condicién de que uno de sus lados esté enlarecta y=1.
(29) Representa graficamente las pardbolas y2 —4x=0y X —4y =0 y calcula el area que encierran.
X
x> +1
a) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexidn.
b) Para x < [0, 5], esboza la grafica de la funcién y calcula el drea comprendida entre ella y el eje X.

(30) Se considera la funcion f(x)=2-
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X
x* +1
a) Halla sus asintotas, maximos y minimos.

(31) Se considera la funcion f(x) =

b) Representa graficamente la funcidn.
c) Halla el area delimitada por la funcion y el eje OX, para -1<x<1.

(32) Si X representa el volumen de produccién de una fébrica, el coste marginal de la misma viene
dado por la funcion f(x)=3+8x+15x>. Se pide:
a) Encuentra la funcion del coste total F, si se sabe que dicha funcidn viene dada por la primitiva
Fde f que verificaque F(0)=100.
b) Estudiay representa graficamente la funcién f en el intervalo [0, 00). Calcula el area limitada por
lacurvayelejeXentre x=0y x=1.

(33) La funcion de costes marginales de una empresa es f(x) = Se pide:

10
(x+1)°
a) Encuentra la primitiva F de f verificando que F(4) =0.

b) Estudia y representa graficamente la funcién f . Calcula el area limitada por la curva y el eje X
entre x=0y x=1.

(34) Sea la funcién f(x) =5 —i—L2 (x>0).Si f'representa su derivada,
X

a) Calcula '(2).

b) Dibuja la funcion f . Halla el drea limitada por lacurvay el eje Xentre x=1y x=2.
, a
(35) Dada la funcién f(x)=—:+Xx (x > 0), donde a es una constante,
X

a) Sise supieraque f '(2)=1 donde f' esladerivadade f,écudnto valdriaa?

b) Dibuja la funcion f si a =16 y halla el area limitada por la curvay el eje Xentre x =2 y x = 3.

(36) Seala funcién f(x)=3x2 —6X.Si f' representa su derivada,
a) Encuentra una primitiva F de f verificando F(2)= f'(3).

b) Dibuja la funcién f . Calcula el drea limitada por la curvayeleje Xentre x =1y x=3.

(37) Dada la funcién f(x) =x’ —81x°,
a) Si f' representaladerivadade f, encuentra una primitiva F de f tal que F(4)= f'(4)
b) Dibuja la funcién f . Halla el drea limitada por la curvay el eje Xentre x=—-4 y x = 4.

. a
(38) a) Dada la funcion f(x):25—xz+—2 (x#0), donde a es una constante, encuentra una
X

primitiva de f y halla el valor de a para que si f' esla derivada de f, entonces f’(l)z 2.
b) Dibuja la funcion f(X): 25-x2, y halla el area limitada por la curva y el eje de abscisas entre

los puntos de abscisas x =1y x=6.
(39) Determina la funcién primitiva y el area bajo la curva en el intervalo [l,e] de la funcién

f(x)=1Inx.

(40) Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcion f(x)= eX(X+1) en el intervalo [0,11
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Las leyes del azar. Desde la mas remota antigiiedad el ser humano se ha

% sentido preocupado por lo que le deparara el futuro. En este capitulo se (’\
6: esbozan, entre otros temas, algunos de los principios del cdlculo de
probabilidades poniendo ejemplos practicos de los tes principales soportes

video de la Teoria de la Probabilidad: Variaciones, permutaciones y combinaciones. Mas por
menos. La aventura del saber. Antonio Pérez.

https://www.rtve.es/play/videos/mas-por-menos/aventura-del-saber-serie-mas-menos-leyes-del-
azar/1296423/

Resumen
El curso pasado ya estudiamos probabilidad. En este curso vamos a profundizar en la Teoria de la
Probabilidad. EI motivo es el de sus muchas aplicaciones en las Ciencias Sociales, en todas las ciencias,
pero, como comprobaras en los enunciado de los problemas, en Medicina, Psicologia, Sociologia...

Los medios de comunicacion, televisidon, periddicos, utilizan todos los dias la Estadistica y la
Probabilidad: “el 40 % de los incendios son por negligencia”, “el 30 % de los muertos en accidente de
carretera no llevaban el cinturén de seguridad puesto”, “hoy lloverd” ... e incluso nosotros la usamos
aunque sea de forma intuitiva, para tomar decisiones (como llevar el paraguas).

Como ya has estudiado Estadistica y Probabilidad en ESO y el curso pasado, vamos a revisar los
conceptos mas importantes y terminaremos aprendiendo cosas nuevas, como el Teorema de Bayes en
probabilidad.

El Teorema de Bayes nos va servir para resolver problemas como:

“Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo amarillo, ¢ calcula
la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”.

La Probabilidad y la Estadistica es unirdn en el préximo capitulo, en el que estudiaremos la inferencia
estadistica. Los intervalos de confianza y contraste de hipdtesis se utilizan, como su nombre indica para
inferir de los datos que nos suministra una muestra, conclusiones sobre la poblacidn. Por ejemplo:

Preguntamos a una muestra a qué partido politico tiene intencion de voto, e inducimos, con
una cierta probabilidad, el partido que ganard las elecciones.
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Probabilidad

1. PROBABILIDAD

% PROBABILIDAD en 10 minutos, desde CERO hasta el teorema de probabilidad ( \
total y Bayes. El mejor resumen de probabilidad desde cero hasta llegar al >
6: teorema de la probabilidad total y teorema de Bayes, paso a paso.
video Lasmatematicas.es

https://www.youtube.com/watch?v=hHhjvAOcJAk

1.1. Algebra de sucesos

Experimento aleatorio

Un fendmeno o experimento aleatorio es aquel que, manteniendo las mismas condiciones en Ia
experiencia, no se puede predecir el resultado.

Ejemplos:
4+ Son experimentos aleatorios:
a) Lanzar un dado y anotar el nimero de la cara superior.
b) Lanzar tres dados y anotar los nimeros de las caras superiores.
¢) Sienuna urna hay bolas blancas y rojas, sacar una al azar y anotar el color.
d) Tirar una moneda tres veces y anotar el nimero de caras obtenido
e) Sacar, sin reemplazamiento, cinco cartas de la baraja.

f) Abrir un libro y anotar la pagina por la que se ha abierto.

Sin embargo, soltar un objeto y comprobar que cae, calcular el coste de la fruta que hemos comprado
sabiendo el peso y el precio por kg, calcular el coste del recibo de la compaiiia telefénica sabiendo el
gasto... no son experimentos aleatorios.

Actividades propuestas
1. Indica si son, o no, fendmenos aleatorios:
a) El numero de habitantes de las provincias espafiolas.
b) El area de un cuadrado del que se conoce el lado.
c¢) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.

d) Saber si el proximo afio es bisiesto.
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Suceso, suceso elemental, espacio muestral

Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles resultados o sucesos posibles. Siempre se
obtendra uno de los posibles resultados.

Se llama suceso elemental a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio.
El conjunto de los posibles resultados de un experimento aleatorio se denomina espacio muestral, E.
Un suceso S es un subconjunto del conjunto de posibles resultados, es decir, del espacio muestral:

ScE.

Ejemplos:

4+ Los posibles resultados al tirar una moneda son que salga cara o salga cruz. El conjunto de
sucesos elementales es {cara, cruz}.

+ El conjunto de posibles resultados de los experimentos aleatorios siguientes:
a) Extraer una bola de una bolsa con 9 bolas blancas y 7 negras es E = {blanca, negra}.

b) Sacar una carta de una baraja espafiola es E = {As de Oros, 20, 30,..., SO, CO, RO, As de Copas, ..., RC,
As de Bastos, ..., RB, As de Espadas,..., RE}

+ Al lanzar un dado, el conjunto de posibles resultados es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, el suceso A obtener par
es A={2, 4, 6}, el suceso B obtener impar es B ={1, 3, 5}, el suceso C obtener multiplo de 3 es C = {3,
6}, el suceso D sacar un nimero menor que 3 es D ={1, 2}.

+ Al lanzar dos monedas el conjunto de posibles resultados es E = {(C, C), (C, +), (+, C), (+, +)}. El suceso
sacar cero caras es A = {(+, +)}, el suceso sacar una cara es B = {(C, +), (+, C)} y el suceso sacar dos
caras C ={(C, C)}.

Actividades propuestas

2. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en seis tarjetas cada
una de las letras de la palabra MONEDA y sacar una al azar”.

3. Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Sacar una bola de una bolsa
que tiene bolas negras, rojas y blancas”.

4. Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos dados.
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Operaciones con sucesos

Dados dos sucesos Ay B:

La union: A U B se verifica si bien se verifica A o bien se verifica B.

La interseccion: A N B se verifica si se verifica A y ademas se verifica B.

La diferencia: A — B se verifica si se verifica A y no se verifica B.

La unidn, interseccion y diferencia de dos sucesos aleatorios, son también sucesos aleatorios, pues son
subconjuntos del espacio muestral.

Las operaciones con sucesos verifican las mismas propiedades que las operaciones con conjuntos:

Asociativa: (AuB)uC=Au(BuUCQC) (AnB)nC=ANn(BNC)
Conmutativa: AuB=BUA AnB=BnA

Distributiva: AuBnC)=(AuB)n(AuUC) ANn(BuUC)=(AnB)U(ANC)
Simplificativa: AU(BNA)=A ANn(BUA)=A

Leyes de Morgan: (AN B)¢=A®UB® (AUB)c=Ac~BC

Todas ellas puedes comprenderlas representando conjuntos usando
diagramas de Venn.

Ejemplos:

+ Al lanzar un dado, hemos llamado A al suceso obtener par: A = {2, 4, 6},
y B al suceso obtener multiplo de 3: B = {3, 6}. Entonces AU B=1{2,3,4,6}, AnB={6}, A—-B={2,
4}.

Actividades propuestas

5. Comprueba, utilizando el ejemplo anterior, que se verifican las 10 propiedades del Algebra de
Sucesos. Por ejemplo: Vamos a comprobar la Ley de Morgan: (A n B)¢ = A® U B®:

ANB={6}—>(ANB)C=1{1,2,3,4,5.
A=1{2,4,6} >AC={1,3,5;B={3,6}—>BC={1,2,4, 5;ACUBC={1,2,3,4, 5.

6. Al sacar una carta de una baraja espafiola, llamamos B al suceso sacar un oro y A al suceso sacar un
rey. Escribe los sucesos: AU B, A B, A-B, A%, (AU B)¢, AU BC.
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Suceso seguro, suceso imposible y suceso contrario
Se considera un suceso al espacio muestral, E, y se le denomina suceso seguro.

Observa que al realizar el experimento aleatorio es seguro que sale uno de los posibles resultados,
luego es seguro que se verifica E.

El conjunto vacio es un subconjunto de E luego es un suceso aleatorio. Como suceso al conjunto vacio,
¢, se le llama suceso imposible. Observa que como no tiene elementos es imposible que se verifique.

Dado un suceso A, se denomina suceso contrario (0 suceso complementario) de A, y se escribe A, (o
A’, 0 AC, 0 noA), al suceso E — A, es decir, estd formado por los elementos del espacio muestral que no
estdn en el suceso A.

Sucesos incompatibles

Dos sucesos A y B son incompatibles si A " B = . En caso contrario se llaman sucesos compatibles.

Ejemplos:

*+ Al sacar una carta de una baraja, si A = “Sacar un as” y B = “Sacar bastos” y C = “Sacar un rey”.
Entonces los sucesos Ay B son compatibles pues podemos sacar el as de bastos, pero los sucesos Ay
C son incompatibles pues AN C =, ninguna cartaes alavezasy rey.

Actividades propuestas

7. Utiliza un diagrama de Venn para escribir a AW B U C como unién de conjuntos disjuntos.

8. Considera ahora un diagrama de Venn con sélo dos conjuntos, y representa en él la siguiente
situacion: Se sabe que en un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas A que toman té, 27
que toman café B y 2 personas que no toman ninguna bebida: (A U B)C. A) ¢Suman mas de 35? Eso
es porque hay personas que toman té y café, écudntas? Escribelo en funcion de Ay B, y represéntalo
en el diagrama de Venn. B) ¢ Cudntas personas sélo toman té y cuantas toman sélo café? C) Nombra
con letras a los conjuntos siguientes e indica de cudntas personas estdan formados: a) Toman café y
té. b) No toman ni café ni té. c) Toman té o bien toman té. d) Toman té y no toman café. D) De entre
las personas que toman café, éicuantas toman también té? A este conjunto lo nombramos A/B. E)
éCudntas personas no toman café? Nombralo con letras e indicalo en el diagrama. F) éCuantas
personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el resultado con el de las personas que
no toman ninguna de las dos medidas.
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1.2. Asignacion de probabilidades

éExiste alguin truco matematico para ganar la loteria? Experimento con una Primitiva. No
@@ existe ninguna formula matematica que te permita ganar a la loteria, ilo >
a: sentimos! Pero hoy queremos hacer un experimento real apostando (jgratis!)

en la Primitiva o Euromillones para explicaros qué es la esperanza
videe matematica. Eduardo Siaenz de Cabezén:

https://www.youtube.com/watch?v=0Il0uJalUPi4

Existe una definicién axiomatica de probabilidad debida a Kolmogorov relativamente reciente (1930),
pero antes ya se habia sido usado este concepto por ejemplo por Fermat y Pascal en el siglo XVII que se
escribieron cartas reflexionando sobre lo que ocurria en los juegos de azar. Cuando no comprendian
como asignar una determinada probabilidad, jugaban muchas veces al juego que fuese y veian a qué
valor se aproximaban las frecuencias relativas. Asi, la probabilidad de un suceso podria definirse como
el limite al que tienden las frecuencias relativas de ese suceso cuando el nimero de experimentos es
muy alto. Si los sucesos elementales son equiprobables, es decir, a todos ellos les podemos asignar la
misma probabilidad, (si la moneda no esta trucada, si el dado no estd trucado...) se puede usar la Relgla
de Laplace: Por tanto:

Para calcular probabilidades se usan dos técnicas, una experimental, a posteriori, analizando las
frecuencias relativas de que ocurra el suceso, y la otra por simetria, a priori, cuando se sabe que los
sucesos elementales son equiprobables, entonces se divide el nimero de casos favorables por el
numero de casos posibles.

Esto ultimo, cuando se puede usar, simplifica la forma de asignar probabilidades y se conoce como
Regla de Laplace que dice que:

Regla de Laplace

“Si los sucesos elementales son equiprobables, la probabilidad de un suceso es el numero de casos
favorables dividido por el numero de casos posibles”:
numero de casos favorablesal suceso A

P(A) = - :
numero de casos posibles

La regla de Laplace esta basada en el principio de razdn insuficiente: si a priori no existe ninguna razén
para suponer que un resultado se puede presentar con mds probabilidad que los demds, podemos
considerar que todos los resultados tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Ley de los Grandes NUmeros

Jakob Bernoulli, en 1689, definid probabilidad utilizando la Ley de los Grandes Numeros, que dice que la
frecuencia relativa de un suceso tiende a estabilizarse cuando el nimero de pruebas tiende a infinito.

A ese numero al que tienden las frecuencias relativas lo Ilamé probabilidad.

Puedes comprender que esta definicién tiene graves inconvenientes. No sabemos cudntas pruebas
debemos realizar. Hay que hacer muchas y en las mismas condiciones. Se obtiene un valor aproximado
de la probabilidad.
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Actividades resueltas

+

La probabilidad de que salga un 3 al tirar un dado es 1/6, pues hay seis casos posibles {1, 2, 3, 4,
5, 6}, un unico caso favorable, 3, y suponemos que el dado no esta trucado. Si sospechdramos
gue el dado estuviera trucado, para asignar esa probabilidad habria que tirar el dado un montén
de veces para observar hacia qué valor se acerca la frecuencia relativa de obtener un 3.

La probabilidad de sacar un niumero par al tirar un dado es 3/6 = 1/2 pues hay seis casos posibles
{1,2,3,4,5, 6}, ylos caso favorables son 3, {2, 4, 6} y suponemos que el dado no esta trucado,
luego todos ellos son equiprobables, por lo que aplicamos la Regla de Laplace.

La probabilidad de que al cruzar la calle te pille un coche NO es 1/2, aunque sélo hay dos casos
posibles, que te pille el coche y que no te pille, pues ya te habria pillado un montdn de veces.
Para calcular esa probabilidad se recogen datos de peatones atropellados y se calcula utilizando
las frecuencias relativas.

Si consideramos una baraja espafiola de 40 cartas y elegimos una carta, algunos de los sucesos
gue pueden ocurrir son “sacar una copa”, o “sacar un caballo”, o “sacar el caballo de copas”...
Como de antemano no sabemos lo que va a ocurrir decimos que estos sucesos son aleatorios o
de azar. Antes de sacar ninguna carta todas ellas son igualmente factibles, y como puede salir
una cualquiera de las 40 cartas decimos que la probabilidad, de por ejemplo, sacar el caballo de
copas es 1/40, la de sacar una copa es 10/40, y la de un caballo es 4/40.

¢Cual es la probabilidad de sacar un rey o bien una copa? ¢Y de sacar un rey y ademas una copa?
Debemos calcular P(rey U copa), hay 40 cartas (caso posibles), 4 reyes y 10 copas, pero esta el
el rey de copas (que lo estariamos contando dos veces), luego los caso favorables son 13, y
P(rey U copa). Debemos calcular P(rey m copa), como hay un Unico rey de copas, es 1/40.

En una clase hay 15 chicos y 14 chicas. Como no se presenta nadie para ser delegado y
subdelegado se hace un sorteo al azar. é¢Cudl es la probabilidad de que en la clase tanto la
delegada como la subdelegada sean chicas? Los casos posibles son 29-28, épor qué? y los casos
favorables son 14-13, épor qué?, de acuerdo con la Ley de Laplace, la probabilidad pedida es
P(A) = numerodecasos favorablesal sucesoA  14-13

nGmerodecasos posibles 0 29.28

\J

Actividades propuestas

Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.

Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, ¢te basarias en el estudio de las
frecuencias relativas o la asignarias por simetria?

9.

10.

11.
12,
13.
14.

15.

16.

Calcula la probabilidad de, al tirar un dado dos veces, sacar un 6 doble.

Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 o bien un multiplo de 3.

Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 y ademas un multiplo de 3.

Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 o bien un nimero mayor
que 2.

Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 y ademds un nimero
mayor que 2.

Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores sea 7.

17.

Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores menor que 7.
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Probabilidad

1.3. Axiomatica de Kolmogorov

El matematico ruso Andrey Kolmogorov (1903, 1987) basdandose en las propiedades del algebra de
suceso y en las propiedades de las frecuencias relativas dio una definicién de probabilidad basada en un
sistema de axiomas.

La definicidn axiomatica de Ko/mogorov es mas complicada que la que viene a continuacion. Pero esta
simplificacion puede servirnos:

Definicion
La probabilidad es una aplicacion (funcién) que asigna a cada suceso A de un espacio muestral E un
ndimero real que debe verificar las siguientes propiedades:

E—->R

A — P(A)
1.- La probabilidad del suceso seguro es 1:

P(E) = 1.
2.- La probabilidad de cualquier suceso siempre es un nimero no negativo:

P(A) >0, para todo A.

3.- Si dos sucesos son incompatibles entonces la probabilidad de la unién es la suma de sus
probabilidades:

Si AN B = entonces P(A U B) =P(A) + P(B).

Las dos ultimas las verifican todas las medidas. La probabilidad es una medida.

Consecuencias de los axiomas
De estos axiomas se deducen las siguientes propiedades:
a) La probabilidad del suceso contrario es 1 menos la probabilidad del suceso:
P(A)=1-P(A).
Demostracion:

En efecto, un suceso y su suceso contrario son incompatibles, y su unién es el suceso seguro. Por lo que
usando los axiomas 1y 3 se tiene:
1=P(E)=P(AU A)=P(A)+P(A)=P(A)=1-P(A).
b) La probabilidad del suceso imposible es 0:
P(D) =0.
Demostracion:

En efecto, el suceso imposible es el suceso contrario del suceso seguro, por lo utilizando la propiedad
anterior y el axioma 1, se tiene:
P(@)=P(E)=1-P(E)=1-1=0.

a) La probabilidad de un suceso (finito) es la suma de las probabilidades de los sucesos elementales
que lo componen.
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Demostracion:

En efecto, los sucesos elementales son incompatibles entre si, luego si A = {ai, a,, ..., an} por el axioma 3
se tiene que:

P(A) = P{ay, a, ..., an} = P(a1) + P(a2) + ... + P(an).

Si los sucesos elementales son equiprobables de esta propiedad se deduce la regla de Laplace.

Actividades resueltas

+ ¢Cudl es la probabilidad de sacar al menos un 6 al tirar dos dados?
El suceso sacar al menos un 6 es el suceso contrario al de no sacar ningun 6. La probabilidad de no sacar
un 6 en el primer dado es 5/6, luego la probabilidad de no sacar ningtin 6 es (5/6)-(5/6). La probabilidad
de sacar al menos un 6, al ser el suceso contrario es:

P(Sacar al menos un 6) =1 — P(No sacar ningun 6) =1 — (5/6)-(5/6) = 11/36.

Actividades propuestas

18. ¢Cudl es la probabilidad de no sacar un 6 al tirar un dado? ¢éY de sacar un 7? ¢Y de sacar un numero
menor que 5 o bien un nimero mayor que 37?

19. Al tirar una moneda tres veces, écual es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ¢Y de sacar al
menos una cara? Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna
cara.

Sucesos compatibles e incompatibles
Ejemplo:

% Al tirar un dado, ¢cudl es la probabilidad de sacar un nUmero menor que 2 o bien un ndimero
mayor que 57
A = {1}, B = {6}. Debemos calcular P(A U B) = P(1, 6) = 2/6. Los sucesos A y B son incompatibles, no se
verifican a la vez, luego P(A U B) = P(A) + P(B) =1/6 + 1/6...,Hay 10 copas y 10 oros, y ninguna carta es
a la vez copay oro, luego la probabilidad es 20/40.

% Al tirar un dado, ¢cudl es la probabilidad de sacar un multiplo de 2 o bien un multiplo de 3?
A = {2, 4, 6}, B = {3, 6}. Debemos calcular P(A U B) = {2, 3, 4, 6} = 4/6. Los sucesos A y B son
compatibles, pues el nUmero 6 es a la vez multiplo de 2 y de 3. Ahora no se verifica que la probabilidad
de la unidn sea igual a la suma de probabilidades, pues: P(A) + P(B) =3/6 + 2/6 = 5/6.

Llamamos sucesos incompatibles a los que no pueden realizarse a la vez, por lo que su interseccion es
el suceso imposible, y sucesos compatibles a los que pueden realizarse a la vez.

Designamos P(A U B) a la probabilidad del suceso “se verifica A o bien se verifica B”. Hemos visto en el
ejemplo que si los sucesos son incompatibles su probabilidad es igual a la suma de las probabilidades,
pues se verifica el axioma 3 de Kolmogorov.

P(A U B) =P(A) + P(B), si Ay B son incompatibles.
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Pero si A y B tienen una interseccidn no vacia, pueden verificarse a la vez, habrd que restar esos casos,
esas veces en que se verifican Ay B a la vez.

P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A n B), si Ay B son compatibles.

Esta segunda expresion es mas general que la primera, ya que en el caso en que A y B son
incompatibles entonces P(A N B) = 0.

Actividades resueltas

%+ Calcula la probabilidad de los sucesos siguientes: a) Sacar una sota o una figura; b) No sale una
sota o sale un sota; c) Sacar un oro o una figura.

a) Hay 4 sotasy hay 4 - 4 = 16 figuras (as, sota, caballo y rey), pero las cuatro sotas son figuras, por
tanto P(Sota U Figura) = 4/40 + 16/40 — 4/40 = 16/40 = 0.4.

b) Hay 40 — 4 = 36 cartas que no son sotas, y hay 4 sotas, luego P(no sota U sota) = 36/40 + 4/40 =
1. Esta conclusién es mas general. Siempre:

P(AUA)=1,
pUES Un SUCeso y su contrario ya vimos que verificaban que P(A) + P(A) = 1.

c) Hay 10 oros y hay 16 figuras, pero hay 4 figuras que son a la vez oros (as, sota, caballo y rey),
luego P(Oro U Figura) = 10/40 + 16/40 - 4/40 = 22/40 = 11/20.

Sucesos dependientes e independientes
Ejemplo:

#+ Tenemos una bolsa con 7 bolas rojas y 3 bolas negras. éCudl es la probabilidad de sacar una bola
roja? Si sacamos dos bolas, éicual es la probabilidad de sacar dos bolas rojas?
La probabilidad de sacar una bola roja es 7/10. Pero la de sacar dos bolas rojas, idepende!

Depende de si volvemos a meter en la bolsa la primera bola roja, o si la dejamos fuera.
En el primer caso decimos que es con reemplazamiento y en el segundo, sin reemplazamiento.

Si la volvemos a meter, la probabilidad de sacar bola roja volvera a ser 7/10, y la probabilidad de sacar
dos bolas rojas es 7/10 - 7/10 = 0.49. La probabilidad de esta segunda bola no depende de lo que ya
hayamos sacado, y en este caso la probabilidad se obtiene multiplicando.

Si los sucesos Ay B son independientes: P(A N B) = P(A) - P(B).

o Pero si la dejamos fuera, ahora en la bolsa sélo hay 9 bolas y de
oja

P(Roja y Roja) = 7/10°6/9 ellas sélo quedan 6 bolas rojas, luego la probabilidad de que esa
segunda bola sea roja es 6/9, y estad condicionada por lo que
710
( No Roja antes hayamos sacado.

P(Roja y No Roja) = 7/10*3/9 ] ) ] - ]
Se escribe: P(Roja/Roja) y se lee “probabilidad de Roja
Roja condicionada a haber sacado Roja”.

P(NoRoja y Roja) = 3/110°7/9

310

La probabilidad de sacar dos bolas rojas es ahora: 7/10 - 6/9 =

NoRoja

42/90 = 0.46.
219 NoRoja
P(MNoRoja y NoRoja) = 3/10*2/¢
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Observa el diagrama de arbol y comprueba que la probabilidad de sacar primero una bola roja y luego
una bola negra (no Roja) es 7/10 - 3/9 = 21/90 pues después de sacar una bola roja en la bolsa quedan
s6lo 9 bolas y de ellas 3 son negras. La probabilidad de sacar primero una bola negra (no Roja) y luego
bola Roja es 3/10 - 7/9 = 21/90, y la de sacar dos bolas negras es: 3/10 - 2/9 = 6/90.

Los sucesos son dependientes. El que ocurra A, o no ocurra A, afecta a la probabilidad de B. Por eso se

dice que B esta condicionado a A.
B
plAyB)=p(A)*p(BIA)

Si los sucesos A y B son dependientes entonces:

P(A n B)=P(A) - P(B/A)

noB
, plAynoB)=p(A)*p(noB/A)
Pero observa mas cosas.

P(A) +P(A)=1:7/10+3/10=1;6/9+3/9=1;7/9+2/9 = 1.
P(E) = P(A1)+P(A2)+ ... +P(An) = 1: 42/90 + 21/90 + 21/90 + 6/90 = 1

B
p(noAyB)=p(noA)*p(BmoA)

no B
plnoAynoB)=p(noA)*p(noB/noA)

Actividades resueltas

+ Sacamos dos cartas de una baraja de 40 cartas sin reemplazamiento. ¢Cudl es la probabilidad de
sacar dos oros?
Si fuera con reemplazamiento la probabilidad seria 10/40 - 10/40, pero al ser sin reemplazamiento la
probabilidad del segundo oro viene condicionada por que hayamos sacado un oro previamente. Ahora
en la baraja ya no quedan 40 cartas sino 39, y no quedan 10 oros sino sélo 9, luego la probabilidad es:

10/40 - 9/39 = 3/52.
Observa que:
Si dos sucesos son dependientes entonces: P(B/A) = P(B).
Pero si dos sucesos son independientes entonces: P(B/A) = P(B/ A) = P(B).

Por tanto la expresiéon: P(A n B) = P(A) - P(B/A) es general, ya que si los sucesos son independientes
entonces P(B/A) = P(B) y por tanto P(A N B) = P(A n B) = P(A) - P(B/A) = P(A) - P(B).

Resumen:
Suceso contrario: P(A)+P(A)=1
Interseccion: P(ANB)=P(A) - P(B/A) Si Ay B son independientes = P(A N B) = P(A) - P(B)
Uniodn: P(A u B) =P(A) + P(B) - P(AnB) Si Ay B son incompatibles = P(A U B) = P(A) + P(B)

% PROBABILIDAD en 10 minutos, desde CERO hasta el teorema de probabilidad
: total y Bayes. El mejor resumen de probabilidad desde cero hasta llegar al }
6 teorema de la probabilidad total y teorema de Bayes, paso a paso.

video Lasmatematicas.es

https://www.youtube.com/watch?v=hHhjvAOcJAk
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Actividades propuestas

20.

21.

22.

23.

24.

25.

27.

En tu cuaderno haz un diagrama en arbol similar al anterior con los sucesos Ay B: A = sacar un oro

en la primera extraccién, A = no sacar oro, y B = sacar un oro en la segunda extraccién, B = no
sacar oro en la segunda extraccion. ¢(Cual es la probabilidad de sacar oro en la segunda extraccién
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Y la de no sacar oro en la segunda extraccion
condicionado a no haberlo sacado en la primera? ¢Cudl es la probabilidad de sacar dos oros? ¢Y la
de sacar un solo oro? ¢Y la de sacar al menos un oro?

En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 oros” y la de “no sale
ningun oro”.

Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizds te sea mas
facil calcular la probabilidad de no sacar ningun 6, y utilizar el suceso contrario.

Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior.
Consideramos el suceso A que la suma de las dos caras sea 10, y el suceso B que esos numeros
difieran en dos unidades. a) Calcula P(A) y P(B). b) Calcula las probabilidades de: P(An B); P(A U B);

P(AN B); P(A nB); P(A N B). c) Calcula P(A/B); P(A/B); P(A/B).

La probabilidad del suceso A es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccion es 5/8. Halla:
(a) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos.

(b) La probabilidad de que no ocurra B.

(c) La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.

(d) La probabilidad de que ocurra A si se ha verificado B.

En un supermercado se ha estudiado el nimero de clientes que compran tres productos A, By C.
Del estudio se ha obtenido que un 14 % de los clientes compra el producto Ay un 12 % compra el
producto B. Ademas, un 4 % compra Ay B, un 2 % compra Ay C y ningun cliente que compre C
compra también B.

(a) éCudntos clientes compran Unicamente el producto B?

(b) Sabiendo que un cliente ha comprado A, éicudl es la probabilidad de que también haya
comprado C pero no B?

.Sean Ay B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(A) =1/3, P(B) =1/5y

P(AUB) = 7/15, hallar:
La probabilidad de que se verifique Ay B.
La probabilidad de que se verifique Ay no B.
La probabilidad de que no se verifique ni A ni B.
La probabilidad de que no se verifique A, si no se ha verificado B.
3 1

Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) = e P(B) = %, P(ANB)= P

Calcular: P(AUB), P(ANB), P(A/B), P(B/A).

28.

Se considera dos sucesos A y B tales que: P(A) = %, P(B/A) =%, P(AUB)= %

Calcula razonadamente: (a) P(A N B). (b) P(B). (c) P(B/A) (d) P(A/B)
Nota. S denota el suceso complementario del suceso S. P(S/T) denota la probabilidad del suceso S
condicionada al suceso T.
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1.4. Tablas de contingencia y diagramas de arbol

Diagramas de arbol

Ejemplo:

+ Se hace un estudio sobre energias alternativas y en un pais el 30 %
de la energia alternativa es energia solar, el 50 % edlica y el resto a
otros tipos de energias. Representa esta situacion con un diagrama
de drbol.

Actividades resueltas

Solar

Edlica

OtrasEnergias

+ Se considera que el 40 % de los incendios forestales se deben a negligencias, tomando este dato
como una probabilidad, écudl es la probabilidad de que al considerar dos incendios, al menos
uno se deba a negligencias?

N
p(NyN)=04*04=016

no N
p(NynoN)=04"06=024

N
pinoMyMN)=06"*04=024

no N
p(noM y noN) = 0'6 * 0'6 = 0'36

Llamamos N al suceso “incendio debido a negligencia” con
P(N) = 0.4, y N = noN al suceso “incendio debido a una causa
distinta a una negligencia” con P(N ) = 0.6. Representamos la
situacién en un diagrama de darbol. La causa de un incendio se
considera independiente de la causa del segundo incendio,
por lo que tenemos que:

P(N,N)=0.4-0.4=0.16

gue es la probabilidad de que tanto en el primer incendio
como en el segundo la causa sea una negligencia

P(N, N)=0.4-0.6=0.24

gue es la probabilidad de que el primer incendio se deba a una negligencia y el segundo no.

P(N,N)=0.6-0.4=0.24 P(N,N)=0.6-0.6=0.36

La probabilidad de que al menos uno haya sido por negligencia la podemos calcular sumando las
probabilidades de (N, N), (N, N )y (N, N) que es 0.16 + 0.24 + 0.24 = 0.64. Pero mas sencillo es
calcular la probabilidad del suceso contrario P(no N, no N) = P(N, N ) = 0.36 y restarla de 1:

Actividades propuestas

29. Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y
calcula la probabilidad de que al menos uno haya sido por

negligencia siendo P(N) = 0.4.

30. Una fabrica de modviles desecha normalmente el 0,02 % de su
produccidn por fallos debidos al azar. Calcula la probabilidad de
que: a) Al coger dos mdviles al azar haya que desechar ambos. b) Al
coger dos moviles al azar haya que desechar sélo uno. c) Al coger
dos mdviles al azar no haya que desechar ninguno. d) Verificamos 3

P(al menos uno por negligencia) = 1 — P(ninguno por negligencia) =1 —-0.36 = 0.64.

moviles, calcula la probabilidad de desechar los tres. e) Calcula la probabilidad de al verificar 3
moviles rechazar sdlo el tercero.
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31. En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: A, B y C. Si falla A se pone B en
funcionamiento, y si también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione
correctamente cada dispositivo son: P(A) =0.99; P(B) =0.96 y P(C) = 0.97. a) Calcula la probabilidad
de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de que todo vaya bien.

32. Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las
probabilidades de que: A) La experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer
lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que
termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento).

Tablas de contingencia
Ejemplo:

%+ Se han estudiado mil enfermos del hepatitis C analizando por un procedimiento mas barato si
las lesiones son graves o leves. Luego se les volvié a analizar por el procedimiento usual
determinando qué diagnodsticos habian sido correctos y cudles incorrectos. Los valores
obtenidos se representan en la tabla:

Diagndstico correcto Diagndstico incorrecto Totales
Lesion maligna 412 24 436
Lesion benigna 536 28 564
Totales 948 52 1000

Determinamos la tabla de frecuencias relativas:

Diagndstico correcto (C) Diagndstico incorrecto (l) Totales
Lesidon maligna (M) 0.412 0.024 0.436
Lesion benigna (B) 0.536 0.028 0.564
Totales 0.948 0.052 1

Actividad resuelta

+ Imagina que estas frecuencias relativas pudieran tomarse como probabilidades. Interpreta
entonces el significado de cada uno de estos valores.
0.412 seria la probabilidad de que el diagnéstico de lesion maligna fuese correcto: P(M n C).

0.024=P(M N 1);0.536 =P(B " C); 0.028 =P(B N I).

¢Y 0.4367 El numero de lesiones malignas es 218, luego 0.436 = P(M).

Del mismo modo: 0.564 = P(B); 0.948 = P(C); 0.052 = P(l).

Observa que P(M) + P(B) =1y que P(C) + P(l) = 1. Son sucesos contrarios.
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ﬂ Probabilidad

En general se denomina tabla de contingencias a:

A NoA= A
B P(A N B) P(A N B) P(B)
NoB=B P(An B) P(ANB) P(B)
P(A) P(A) 1

En una tabla de contingencia figuran todas las probabilidades o contingencias de los sucesos
compuestos.

Observa que:

Como sabemos por la probabilidad del suceso contrario:
P(A)+P(A)=1yP(B)+P(B)=1.

Observa también que:

P(A)=P(ANB)+P(AN B), del mismo modo que P(B) =P(A~B)+P(A N B)
pues se obtienen sumando respectivamente la primera columna y la primera fila.
También: P(A)=P(A nB)+P(A n B)yP(B)=P(An B)+P(A n B).

Actividad resuelta

+ Dada la tabla de contingencia determina si los sucesos A y B son, o no, dependientes

A NoA= A
B 2/9 5/9 7/9
NoB=B 1/9 1/9 2/9
3/9=1/3 6/9=2/3 1

P(AnB)=P(A) - P(B/A), por tanto: 2/9 =1/3 - P(B/A), lo que nos permite obtener:
P(B/A) = (2/9)/(1/3) = 2/3 = 0.6667

que es distinto de 7/9 ~ 0.7778 que es la probabilidad de B.

Se puede afirmar que Ay B son dependientes ya que P(B/A) = P(B).

Actividades propuestas

33. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes
probabilidades reflejadas en la tabla de contingencia:

Accidente en carretera (C) | Accidente en zona urbana (U) | Totales

Accidente con victimas (V) 0.3 0.4

Accidente con sélo daios
materiales (M)

Totales 0.7 1
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a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: P(V n C); P(V mn U); P(M n C); P(M n U); P(V); P(M);

P(C)y P(U).

c) Calcula P(U/V); P(C/V); P(V/U); P(V/C). éSon dependientes o independientes los sucesos:
accidente con victimas y accidente en carretera?

34. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o
urbanos (U), pero que ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo
fundamental para confeccionar la tabla es que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

Diagramas de arbol y tablas de contingencia

Los diagramas de arbol y las tablas de contingencia estan relacionados. Dado un arbol puedes obtener
una tabla de contingencia, y viceversa. Tiene interés esta relacion pues con los datos del problema a
veces es mas sencillo construir uno de ellos y dar la solucion pasando al otro.

Actividad resuelta

4 Dada la tabla de contingencia, obtener el diagrama de drbol que comienza con Ay noA= A.

A NoA= A
B 0.4 0.3 0.7
NoB=B 0.2 0.1 0.3
0.6 0.4 1
Conocemos la P(A) = 0.6, P(A)=0.4, P(B)=0.7yP(B)=0.3.
También conocemos P(A N B) =0.4; P(An B)=0.2; P(A nB)=03yP(A n B)=0.1.
Nos falta conocer P(B/A) que podemos obtener
dividiendo P(A N B) entre P(A): B
P(B/A) = P(A A B)/P(A) = 0.4 0.6 = 4/6 = 2/3. "7 PayB)=04
Del mismo modo calculamos: . A
P(B/A)=P(An B)/P(A)=0.2:0.6 =2/6=1/3. - 2/6 No B
P(B/A)=P(A NB)/P(A)=03:0.4=3/4, P(AyNoB) =02
P(B/A)=P(A N B)/P(A)=0.1:04=1/4.
El arbol es el del margen: B
04 3/4 _~p(NoAyB)=073
NoA
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Actividad resuelta

4 Reciprocamente, dado el diagrama de drbol del margen obtener la tabla de contingencia:

Ahora conocemos P(A) =4/9 y P(A) = 5/9. Ademds conocemos:

B
3/5 _ _ _
R P(B/A)=3/5;P(B/A)=3/7;P(B/A)=2/5yP(B/A)=4/7.
4/9 > Calculamos, multiplicando:
No B P(A N B)=(4/9)-(3/5) =12/45 = 4/15;
P(A N B) = (4/9)-(2/5) = 8/45;
o 37 _h P(A nB)=(5/9):(3/7)=15/63=5/21y
NoA P(A n B)=(5/9)-(4/7) = 20/63.
ar7
NoB
Rellenamos con estos datos una tabla de contingencia:
A NoA= A
B 12/45 15/63
NoB=B 8/45 20/63
20/45=4/9 35/63=5/9 1
Calculamos, sumando, las casillas que nos faltan,
P(B) = (12/45) + (15/63) = 159/315 y
P(B) = (8/45) + (20/63) = 156/315
A NoA= A
B 12/45 15/63 159/315
NoB=B 8/45 20/63 156/315
4/9 5/9 1
Puede ser muy interesante pasar de un diagrama de arbol a la 28/53 _. A 12/45
tabla de contingencia y de ésta, al otro diagrama de arbol, con
el que podemos conocer: B
P(A/B) = (12/45)/(159/315) = 28/53; 25/5
_ 159/315 No A 15/63
P(A/B) = (15/63) / (159/315) = 25/53
P(A/B) = (8/45)/(156/315) = 14/39 156/315 & GOuE
_ 14/39
P(A/B)=(20/63)/.(156/315) = 25/39 oF
25/39
NoA 20/63
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Actividades propuestas

35. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

A NoA= A
B 0.3 0.1 0.4
NoB=B 0.5 0.1 0.6
0.8 0.2 1

36. Dado el diagrama de arbol del margen, complétalo calculando las
probabilidades de las intersecciones, construye la tabla de
contingencia asociada, y después el otro diagrama de arbol.

37.Se sabe que en cierta poblacidn, la probabilidad de ser hombre y
dalténico es un doceavo y la probabilidad de ser mujer y daltdnica es
un veinticincoavo. La proporcién de personas de ambos sexos es la o4
misma. Se elige una persona al azar.

HNoB

(a) Si la persona elegida es hombre, hallar |a probabilidad de que sea dalténico.
(b) Sila persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.
(c) éCual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?

iy 38. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de
:_' %) fresa. Se extrae al azar un caramelo y se sustituye por dos del otro sabor. A
ey - continuacién se extrae un segundo caramelo. Hallese la probabilidad de
' que:
a) El segundo caramelo sea de fresa.

b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero.

39. En un avidn de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos
terceras partes del pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan
en la clase preferente saben hablar inglés y que el 40 % de los pasajeros que viajan en clase turista
no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avién al azar.

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, icual es la probabilidad de que viaje en la
clase turista?

40. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5 % de los clientes atendidos por el
sastre A no queda satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los
atendidos por el sastre C. El 55 % de los arreglos se encargan al sastre A, el 30 % al By el 15 %
restante al C. Calculese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A.

41. Tenemos dos urnas, Ay B. La primera con 10 bolas blancas y 8 bolas negras. La segunda con 5 bolas
blancas y 3 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta
ser negra. ¢Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna A?
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1.5. Teoremas de la probabilidad total y teorema de Bayes

®%= CERO. Susi Profe

https://www.youtube.com/watch?v=Aj2xJuDTyO4

Probabilidad CONDICIONADA y DIAGRAMA en ARBOL. PROBABILIDAD desde ( \
S’

video

Thomas Bayes en 1763 enuncié el teorema que lleva su nombre. Sirve para resolver problemas del tipo
de la pagina inicial: “Conocemos la probabilidad de que un enfermo que tiene hepatitis esté algo
amarillo. Calcula la probabilidad de que alguien que esté algo amarillo, tenga hepatitis”. Es decir
permite calcular la probabilidad de A/B conociendo la probabilidad de B/A (o mejor, las probabilidades
de B condicionado a un conjunto de sucesos Ai tales que son incompatibles dos a dos y cuya union es
todo el espacio muestral). Vamos a enunciarlo, pero ino te asustes! jYa sabes resolver problemas en los
gue se usa el Teorema de Bayes! iNo hace falta que te aprendas la formula!l

Previamente vamos a enunciar un teorema que también ya has usado, el teorema de la probabilidad
total, que es como un paso intermedio del teorema de Bayes.

Enunciado del teorema de la probabilidad total

Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/A)). Entonces:

P(B)=§1P(B/Ak)-P(Ak)

Enunciado del teorema de Bayes
Sean {Ai, Ay, ..., An} un sistema completo de sucesos incompatibles dos a dos, con probabilidades no
nulas, suma de probabilidades 1. Sea B otro suceso del que conocemos las probabilidades
condicionadas: P(B/Ai). Entonces:

oA /By~ PBIA)VP(A) __P(BIA)P(A)

P(B) S P(B/A)-P(A)
k=1

Vamos a comprobar que ya lo sabes con un ejemplo sencillo, que ya has resuelto en las actividades
propuestas del apartado anterior.

Para resolver problemas tipo Bayes basta construir un diagrama de arbol, luego la tabla de contingencia
asociada, y a continuacion el otro diagrama de arbol.

Actividades resueltas
Antes de comprobar que Si sabes resolver problemas tipo Bayes, vamos a trabajar un poco la
nomenclatura de las probabilidades condicionadas.

# Escribe con simbolos las siguientes probabilidades:

a) Sabemos que se ha verificado B, écual es la probabilidad de A? — P(A/B) = P(A " B) : P(A).

b) Probabilidad de By A — P(AnB)=P(BnA)=P(A)-P(B/A) = P(B)P(A/B)

c) Ha salido una bola negra (A), probabilidad de que sea de la segunda urna (B) — P (B/A)

d) ProbabilidaddeBoA —>P(AuUB)=P(BUA)

e) Elaccidente ha sido en carretera (A), probabilidad de que haya sido mortal (B) — P (B/A)
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#+ Tenemos un conjunto de sucesos {A;, A,, As} tales que E = A; U A, U A3z, y son incompatibles dos
a dos. Conocemos sus probabilidades: P(A:) = 0.3, P(A2) = 0.5, P(As) = 0.2. Tenemos otros dos
sucesos incompatibles, A y B, de los que conocemos las probabilidades condicionadas
P(A/A1) =0.4, P(B/A1) = 0.6, P(A/A2) = 0.5, P(B/A2) = 0.7, P(A/A3) = 0.5, P(B/A3) = 0.5.
Queremos calcular P(Ay/B).

Confeccionamos un arbol con los datos que tenemos.

Ahora podemos

calcular

las

intersecciones. Ya sabes que:

P(A1 N A) =P(A1) -
P(A1 N B) =P(Ay) -
P(A2 " A) =P(A) -
P(A2 " B) =P(Ay) -
P(As N A) =P(As) -
P(As n B) = P(As) -

Llevamos estos resultados a la tabla de contingencia asociada:

P(A/A1)=0.3-
P(B /A1) =0.3-
P(A/Az) =05
P(B/Az)=0.5 -
P(A/A3)=0.2-
P(B/As3)=0.2 -

probabilidades

0.4=0.12
0.6=0.18
0.3=0.15
0.7=0.35
0.5=0.10
0.5=0.10

de las

0'3

0'5

0'2

0'4 A
A1 <

08~ g

0'3_» A
A2 <

o B

o5 o
&

0 B

A1

Az

Az

P(A1nA)=0.12

P(A2nA) =0.15

P(AsnA)=0.10

P(A) = 0.12+0.15+0.1= 0.37

P(A1nB)=0.18

P(A2nB)=0.35

P(As nB)=0.10

P(B)= 0.18+0.35+0.10=0.63

P(A1) =0.12+0.18 = 0.3

P(A2) = 0.15+0.35 = 0.5

P(As) = 0.10+0.10=0.2

1

Sumando columnas comprobamos que no nos estamos equivocando en los calculos pues las
probabilidades que obtenemos: P(A1) =0.12 + 0.18 = 0.3; P(A2) =0.15+ 0.35=0.5y P(A3) =0.10 + 0.10

=0.2 son las conocidas.

Sumando por filas obtenemos las probabilidades:

P(A)=0.12 +0.15+0.1=0.37 y P(B) =0.18 + 0.35 + 0.10 = 0.63.

Con estas probabilidades podemos construir el otro arbol.

A1P(AyA1) =012

A A2 P(AyA1)=015
A3 P(AyA3)=010

0'37
0'63 A1P(ByA1)=018
B A2 P(ByA2)=0135

A3 P(By A3) =010

Ahora ya es posible calcular

las otras probabilidades

condicionadas, utilizando las probabilidades de la interseccién

y dividiendo:

P(A1/A)=P(A1 "N A):
P(A2/A) =P(A2n A) :
P(As/A)=P(As " A):
P(A1/B)=P(A1 " B):
P(A2/B) =P(A2n B):
P(As/B)=P(As " B):

P(A) = 0.12/0.37 = 12/37
P(A) = 0.15/0.37 = 15/37
P(A) = 0.10/0.37 = 10/37
P(B) = 0.18/0.63 = 18/63
P(B) = 0.35/0.63 = 35/63
P(B) = 0.10/0.63 = 10/63

La probabilidad pedida P(A1/B) = 18/63 = 2/7.
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Observa que:
Vamos a repasar los calculos, para comprender mejor los teoremas de la probabilidad total y de Bayes.
Si miramos la tabla hemos obtenido P(B) sumando la fila como:
P(B) = P(A1 n B) + P(A2 " B) + P(A; N B)
Y las probabilidades de las intersecciones las hemos obtenido multiplicando en el arbol:
P(A1 N B) =P(A1) - P(B /A1)... luego:
P(B) =P(A1 " B) + P(A2 n B) + P(As n B) = P(B /A1) - P(A1) + P(B /A2) - P(A2) + P(B /A3) - P(As).

Teorema de la probabilidad total: P(B) = Zn) P(B/A)-P(A)
k=l

En el segundo arbol hemos obtenido P(A1/B) dividiendo P(A; n B) : P(B). Para tener el teorema de
Bayes basta sustituir de nuevo la probabilidad de la interseccion por el producto, y utilizar el teorema
de la probabilidad total:

P(BAA) _P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)
P(E) P®)  3P®/A)PA)
k=1

P(A/B)=

Teorema de Bayes: P(A/B) = P(B/A)-P(A) _ nP(B/Ai)' P(A)
P® SP@/A)-P(A)

% Tenemos dos urnas, A y B. La primera con 8 bolas blancas y 2 bolas negras. La sequnda con 4
bolas blancas y 6 bolas negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar
y resulta ser negra. ¢ Cudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Debemos calcular P(Negra/B). Para que se parezca mas al
Blanca = A1

enunciado del teorema vamos a llamar a Blanca = A1 y a Negra = P(Ay Blanca) = P(A y A1) =2/5

A,. El conjunto de sucesos {A1, Ay} verifica las condiciones del
teorema de Bayes. Por tanto queremos calcular P(A,/B). 3

Negra = A2
P(A y Negra) = P(A y A2) = 1/10
Podemos construir el arbol del margen. Por el enunciado

conocemos las siguientes probabilidades. SRR
1" 4110,/ P(ByBlanca) = P(By A1) =1/5

Nos dicen que la eleccion de urna es al azar, por tanto P(A) = B
P(B) =1/2.

Negra = A2
P(By Negra) = P(B y A2) = 3/10
Si sacamos una bola de la urna A sabemos que P(Blanca/A) =

P(Ai1/A) = 8/10, pues en la urna A hay 10 bolas de las que 8 son

bolas blancas.
Del mismo modo sabemos:
P(Negra/A) = P(A2/A) = 2/10;
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P(Blanca/B) = P(A1/B) =4/10, y
P(Negra/B) = P(A,/B) = 6/10.

Multiplicando calculamos las probabilidades de los sucesos compuestos:

P(A A1) =2/5, P(AN A;) =1/10,
P(B A1) =1/5, P(B n A;) =3/10.
Estos datos nos permiten construir la tabla de contingencia asociada:
Blanca = A; Negra=A;
P(AN A1) =2/5 P(ANA;)=1/10 P(A)= 2/5+1/10=1/2
B P(BN A1) =1/5 P(B " A;)=3/10 P(B)=1/5+3/10=1/2
P(A1)=2/5+1/5=3/5 P(A;) =1/10+3/10=4/10=2/5 1

Comprueba como se verifica el teorema de la probabilidad total:
P(B)=1/5+3/10=1/2=P(B n A1) + P(B n A2) = P(B/A1)-P(A1) + P(B/A2)-P(A2)
Lo mismo para P(A), P(Blanca) y P(Negra).

Y ahora construimos el otro diagrama de arbol. Conocemos P(A:) = 3/5 y P(A;) = 2/5, ademas de las
probabilidades de las intersecciones, por lo que podemos calcular las probabilidades condicionadas,
dividiendo:

Por ejemplo: P(A/A1) = P(A n A1)/P(A1) = (2/5)/(3/5) = 2/3.

Con lo que tenemos resuelto nuestro problema pues:

P(B / Negra) = P(B /A;) = 3/4.

Vamos a comprobar que es el mismo resultado (y los mismos calculos) que hubiéramos obtenido
usando la expresion del teorema de Bayes:

P(A,/B)-P(B) _ P(A,/B)-P(B) ~ P(A, N B) _3/10
P(A,) " P(A,/A)-P(A)+P(A,/B)-P(B) P(A,nA)+P(A,nB) 1/10+3/10

P(B/A)=

3
4

Actividades propuestas

42. En un proceso de fabricacion de bombillas se detecta que el 1 % salen defectuosas. Se utiliza un
dispositivo para detectarlos que resulta que detecta el 95 % de las bombillas defectuosas, pero
sefiala como defectuosas un 2 % que no lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcta una
bombilla que el dispositivo ha calificado como defectuosa. B) Calcula la probabilidad de que sea
defectuosa una bombilla que el dispositivo ha calificado como correcta. Ayuda: Utiliza primero un
diagrama en arbol y luego una tabla de contingencia.

43. Se tienen 3 cajas, A, B y C. La caja A tiene 20 bolas de las cuales 5 son negras. La caja B tiene 10
bolas con una bola negra. La caja C tiene 15 bolas con 10 negras. Se coge una caja al azar y de esa
caja se saca una bola, también al azar, y es negra. Calcula la probabilidad de que se haya sacado de
la caja C.
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44,

45.

46.

47.

Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 0.4. Si sale cara se escoge al
azar un numero del 1 al 10, y si sale cruz, se escoge un numero del 1 al 5. Calcula la probabilidad de
que el numero escogido sea impar.

Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como deportistas
0 no deportistas y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un
trabajador al azar:

a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector.
b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calculese la probabilidad de que sea deportista.

Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo
fabricado en la maquina A sea defectuoso es 0.01, de que lo sea uno fabricado en B es 0.02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C es 0.03 En una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina
A, 30delaBy75delaC.

a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea defectuoso.

b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢ Cudl es la probabilidad de que haya sido fabricado
por la maquina B?

Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciaciéon y perfeccionamiento en las categorias pre-
benjamin (7-8 afios), benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la
informacidén con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:

Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.

a)
b)
c)

d)
48.
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¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacion?

¢Cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

Si el nadador elegido es un benjamin, écual es la probabilidad de que esté en el curso de
perfeccionamiento?

Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacion, ¢cudl es la probabilidad de que sea benjamin?
En un tribunal de la prueba de acceso a las ensefianzas universitarias oficiales de grado se han
examinado 80 alumnos del colegio A, 70 alumnos del colegio B y 50
alumnos del colegio C. La prueba ha sido superada por el 80 % de los
alumnos del colegio A, el 90 % de los del colegio B y por el 82 % de
los del colegio C.

(a) éCual es la probabilidad de que un alumno elegido al azar
haya superado la prueba?

(b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, é¢cual es
la probabilidad de que pertenezca al colegio B?
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CURIOSIDADES. REVISTA

Juan Caramuel Lobkowitz

(Madrid, 23 de mayo de 1606 — Vigevano, Lombardia, 8 de septiembre de 1682)

Juan Caramuel fue un personaje extrafio y prodigioso, tan
fascinante como olvidado. Fue matemadtico, filésofo, ldgico,
linguista y monje cisterciense, que se gano el sobrenombre de
«Leibniz espafol» por la variedad y vastedad de sus
conocimientos. Lo traemos aqui, por ser un matematico espafiol
del siglo XVII, que ya es raro, y porque nacié en Madrid, donde
una calle lleva su nombre, asi como un centro de salud y un
parque.

Era hijo del ingeniero luxemburgués Lorenzo Caramuel y de la
bohemia Catalina de Frisia. De inteligencia superdotada, a los
doce afios componia tablas astrondmicas, siendo su padre su
primer maestro en esta disciplina.

Estudid humanidades y filosofia en la Universidad de Alcal3,
ingresd en la Orden Cisterciense en el Monasterio de la Santa
Espina (cerca de Medina de Rioseco Valladolid); se formd en

filosofia en el monasterio de Montederramo, Orense, y en teologia en el de Santa Maria del Destierro,
en Salamanca. Amante de las lenguas, llegd a dominar y hablar una veintena como latin, griego, arabe,

siriaco, hebreo, chino, etc..

Fue abad, obispo coadjutor en Maguncia y agente del rey de
Espafia en Bohemia.

Obra

Mantuvo activa relacion epistolar con los eruditos mas célebres
de su época. Se rebelé contra la autoridad de Aristételes y
adoptd, por ejemplo, el mecanicismo cartesiano.

Nada escapd a su omnimoda curiosidad, de suerte que por su
espiritu enciclopédico ha llegado a Ilamarsele el Leibniz espafiol.
Fue ante todo un generalista y nunca abordé un tema,
cualquiera que este fuese, sin replantearse sus fundamentos
tedricos desde todas las perspectivas posibles como un tipico
homo universalis: Caramuel se interesd y escribid sobre Ia
lengua, la literatura en general y el teatro y la poesia en
particular, la pedagogia, la criptografia, la filosofia y la teologia,

la historia y la politica de su tiempo, la musica, la pintura, la escultura, la arquitectura, las matematicas,
la fisica, la astronomia, etc. La obra de Caramuel fue cuantiosa, variada y dispersa (se le atribuyen
doscientos sesenta y dos titulos, entre ellos sesenta impresos).

Trabajo en teoria de la probabilidad, dando pasos en la direccién correcta hacia la formulacion de
Pascal, quien seguramente se inspird en su «Kybeia, quae combinatoriee genus est, de alea et ludis
Fortunae serio disputans» (1670), un tratadito de veintidds paginas incluso en su Mathesis biceps que
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representa el segundo tratado sobre calculo de probabilidades de la historia después del tratado de
1656 de Huygens. En el tratado de Caramuel se estudian distintos juegos y el problema de la divisidon de
las apuestas.

También se le debe la primera descripcion impresa del sistema binario en su Mathesis biceps en lo que
se adelantd treinta afos a Leibniz, su mas famoso divulgador. Explicé alli el principio general de los
numeros en base n, destacando las ventajas de utilizar bases distintas de la 10 para resolver algunos
problemas. Fue también el primer espaifiol que publicé una tabla de logaritmos. El sistema de
logaritmos que desarrollé fue en base 1009, donde log 1010=0y log1=0.

Otra de sus aportaciones cientificas fue, en astronomia, un método para determinar la longitud
utilizando la posicién de la Luna.

En trigonometria, propuso un método nuevo para la trisecciéon de un angulo.

Sobre arquitectura escribié en espaiol su Architectura civil, recta y obliqua (Vigevano, 1678). Se trata
de una obra especulativa y destinada al lector entendido en los temas objeto de debate; por eso es
dificil de llevar a la préactica por mds que la obra se halle ilustrada con calcografias que el autor agrupa
en el Ultimo tomo y que él mismo disefid y tardd mas de cuarenta afios en hacerlas esculpir y grabar. Su
origen se encuentra en una obra suya anterior, la Mathesis architectonica, publicada en latin, que
constituye la tercera parte de su Cursus mathematicus (1667-1668), que tradujo al castellano en una
version ampliada en 1678. Disefid ademas la fachada de la catedral de Vigevano (1680), transformando
el conjunto renacentista de la Piazza Ducale.

Galileo

En el siglo XVI planteé el siguiente problema: Al tirar tres dados, épor qué
es mas probable obtener que la suma de las caras superiores sea 10, que
sea 9?

Continuaba la reflexion con las posibles descomposiciones en esas sumas:

(

\

9=3+3+3 10=4+3+3 f
\ 9=4+3+2 10=4+4+2

\

El inicio de la

5 A z Teoria de la

| ier rm 3
Si quieres saber mas, busca 0-2+4+1 10=54+342 |
http://www.m|scelaneamatemaU_ca.org/Ml 92542+ 10=54+44+1 como sabes,
sc34/caballero.pdfhttp://www.miscelanea fueron los
matematica.org/Misc34/caballero.pdf 9=5+3+1 10=6+2+2 juegos de azar.

9=6+2+2 10=6+3+1

En ambos casos hay 6 descomposiciones posibles, sin embargo, tirando
muchas veces los 3 dados comprobaba que es mas probable sacar un 10.

Si haces un diagrama en arbol comprobards que todas esas
descomposiciones no son igualmente probables.

Por ejemplo: (3, 3, 3) tiene una probabilidad de 1/216, mientras que la
suma 6 + 2 + 2, puede salir con tres sucesos (6, 2, 2), (2, 6, 2) y (2, 2, 6),
luego su probabilidad es 3/216.
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William  Jaggers llegd a
Montecarlo con wunos pocos
francos en el bolsillo y, durante
un mes anoté los nimeros que
salian en cada ruleta, y en cuatro
dias gand  dos millones
cuatrocientos mil francos.
Jaggers consiguié quebrar a la
banca en Montecarlo analizando
las frecuencias relativas de cada
nimero de la ruleta vy
observando que se habia
desgastado algo del mecanismo
de una de ellas, con lo que todos
los valores no tenian igual
probabilidad. Aposté a los

/ Estadistica \

El nombre de Estadistica
proviene del s. XIX, sin
embargo ya se utilizaban
representaciones graficas vy
otras medidas en pieles,
rocas, palos de madera y
paredes de cuevas para
controlar el numero de
personas, animales o ciertas
mercancias desde la
Prehistoria. Los babilonios
usaban ya envases de arcilla
para recopilar datos sobre la
produccién  agricola.  Los
egipcios analizaban los datos
de la poblacién y la renta del
pais mucho antes de construir
las pirdmides. Los antiguos
griegos realizaban  censos
cuya informacién se utilizaba
hacia 600 aC.

/ La ruleta \

Qmeros mas probables y gané/-

www.apuntesmareaverde.org.es

%ﬁiencias So
[erecle)]

Caballero de la Meré

Al Caballero de la Meré le gustaba jugar y era un gran
jugador, por eso sabia que era favorable apostar, al tirar
un dado “sacar al menos un 6 en 4 tiradas de un dado” y
gue no lo era al tirar dos dados el “sacar al menos un 6
doble en 24 jugadas”.

Se ve que habia jugado mucho para saber que las
frecuencias relativas le decian que el primer suceso tenia
una probabilidad superior a 0,5, y el segundo la tenia
inferior. Pero no lo comprendia. No era matemadtico y
sélo se sabia la regla de tres. jEsto no es una
proporcionalidad! Dijo 6 : 4 = 36 : 24. Pero las frecuencias
relativas le decian que no era asi, por lo que escribié a
Pascal para que le solucionara el problema.

Tu ya sabes lo suficiente para soluciondrselo. Antes de
seguir leyendo, intenta resolverlo.

En lugar de calcular la probabilidad de sacar al menos un
6 en 4 tiradas, calcula la probabilidad de no sacar un 6,

4
que es su suceso contrario, y es (g) . Por tanto la

probabilidad de sacar al menos un 6 en 4 tiradas es:

4
5
1—(gj =0,5177 >0,5.

Calculamos del mismo modo la probabilidad de sacar al
menos un seis doble al tirar dos dados 24 veces,
calculando la de su suceso contrario, la de no sacar

24
35
ningun seis doble: (%j , por lo que sacar al menos un

6 doble es:
(35)24
l1-| —| =0,4914<0,5.
36

iCuanto debié de jugar el Caballero de la Meré para darse

riienta de oca neniiena diferencia en lac nrnhahilidadecl
dia
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Tijf)(i.l_lii Marea Vet J'




Probabilidad

RESUMEN
Sucesos Al realizar un experimento aleatorio existen varios |Tiramos un dado.
posibles resultados o sucesos posibles. Posibles resultados =
Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles 2,3, 4 5 6} ~
Suceso obtener mdltiplo de 3 =
resultados.
{3, 6}
Asignacién de |Una medida P(5) = 1/6.
probabilidades | Limite al que tienden las frecuencias relativas. P(sacar mditiplo de 3) = 2/6
Regla de Laplace: Si los sucesos elementales son equiprobables
entonces: p = casos favorables / casos posibles.
Axiomaticade |1. P(E) =1. 2. P(A) >0, para todo A.
Kolmogorov |3 ; A ~ B = & entonces P(A U B) = P(A) + P(B).
Propiedades de | Suceso contrario: P(X) + P(noX) = 1. P(no5)=1-1/6 =5/6.
la Probabilidad Sucesos dependientes: P(A A B) — P(A) . P(B/A) P(5 w mal. 3) =1/6 + 2/6 =3/6

P sacar primero un 5y luego
Sucesos compatibles: P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B) maltiplo de 3 =1/6-2/6 = 2/36

Teorema de la

P(B) = é]P(B/A()-P(Ak)

probabilidad
total
Teorema de P(A/B):P(B/A‘)'P(A): nP(B/A)-P(Ai)
Bayes P®) SP(B/A)-P(A)
k=1

Video de un problema de selectividad resuelto: Una estacidon de medicion de calidad del
@@ aire mide niveles de NO, y de particulas en suspension. La probabilidad de
6: que en un dia se mida un nivel de NO, superior al permitido es 0.16. En los (’\
dias en los que se supera el nivel permitido de NO,, la probabilidad de que se
video supere el nivel permitido de particulas es 0.33. En los dias en los que no se
supera el nivel de NO,, la probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0.08.

a) éCual es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?
b) éCual es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) éSon independientes los sucesos “en un dia se supera el nivel permitido de NO,"” y “en un dia se
supera el nivel permitido de particulas”?

d) éCual es la probabilidad de que en un dia se supere el nivel permitido de NO,, sabiendo que no se
ha superado el nivel permitido de particulas?

https://www.youtube.com/watch?v=VIK1B2007Bg
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AUTOEVALUACION
1. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a)5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36
2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a)1/
2 b)3/4 c) 3/8 d) 5/8
3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
4, Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un multiplo
de 2 es:
a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4
5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:

a) P(A)+P(noA)=1
b) P(AyB)=P(A)-P(B)
c) P(AuB)=P(A)+P(B)
6. El enunciado del teorema de Bayes es:
P(C/A)-P(A) __P(CC/A)-P(A)
PO IPerA) P

a) P(A/C)=

) P(A/B) =P/ ) P(A)
2P(B/A)-P(A)

c) P(A/B) = P(B/If“(g)P(%)

P(B/A)-P(A) __P(B/A)-P(A)
P(B) SP(B/A)-P(A)
k=1

d) P(A/A) =

7. En una urna hay 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se sacan dos bolas. Llamamos A al suceso sacar
una bola roja, y B a sacar una bola negra. Los sucesos Ay B son:

a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes

8. Sacamos una carta de una baraja. Llamamos A al suceso sacar un rey y B a sacar una sota. Los
sucesos Ay B son:

a) Contrarios b) Incompatibles c¢) Independientes d) Dependientes
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
Video de un problema de selectividad resuelto: Probabilidad - Modelo EVAU ( \

Madrid 2020. Correspondiente al modelo de Selectividad de 2020 de Madrid,
resolveremos un ejercicio de probabilidad en el que tendremos que recurrir a
la primera Ley de Morgan y a probabilidad condicionada, dados una serie de

e —

> &

¥ideo  datos sobre los sucesos A y B. También deberemos discutir si los sucesos A y B son
compatibles.

https://www.youtube.com/watch?v=EbOibs07TIM

PROBLEMAS PROPUESTOS EN SELECTIVIDAD

Puedes ver muchos problemas de selectividad resueltos, de distintos anos y diferentes comunidades
autonomas, en la web de Marea Verde, en SELECTIVIDAD.

También en “Problemas resueltos por el alumnado” tienes problemas de probabilidad resueltos por
estudiantes de un instituto. Algunos problemas resueltos por el alumnado.

1. Se lanza dos veces un dado equilibrado con seis caras. Hallar la probabilidad de que la suma de los
valores que aparecen en la cara superior sea multiplo de tres.

2. En cierto instituto se ofrece informatica y teatro como asignaturas optativas. El grupo A consta de
30 estudiantes, y los grupos By C tienen 35 cada uno. El 60 por ciento del grupo A ha elegido teatro,
asi como el 20 por ciento del grupo By el 40 por ciento del resto han elegido informatica.

(a) Sise pregunta a un estudiante elegido al azar, hallar la probabilidad de que haya optado por
informatica.
(b) Siun estudiante ha elegido teatro, calcular la probabilidad de que pertenezca al grupo B.

3. Se sabe que se han eliminado varias cartas de una baraja espafiola que tiene cuarenta. La
probabilidad de extraer un as entre las que quedan es 0.12, la probabilidad de que salga una copa es
0.08 y la probabilidad de que no sea ni as ni copa es 0.84.

(a) Hallar la probabilidad de que la carta extraida sea as o copa.
(b) Calcular la probabilidad de que la carta sea el as de copas. é{Se puede afirmar que entre las
cartas que no se han eliminado esta el as de copas?

4. Enuna ciudad en la que hay doble numero de hombres que de mujeres, hay una epidemia. El 6 % de
los hombres y el 11 % de las mujeres estan enfermos. Se elige al azar un individuo. Calcular la
probabilidad de:

(a) que sea hombre.
(b) que esté enfermo.
(c) que sea hombre, sabiendo que esta enfermo.

5. Una persona despistada tiene ocho calcetines negros, seis azules y cuatro rojos, todos ellos sueltos.
Un dia con mucha prisa, elige dos calcetines al azar. Hallar la probabilidad de:
(a) que los calcetines sean negros.
(b) que los dos calcetines sean del mismo color.
(c) que al menos uno de ellos sea rojo.
(d) que uno sea negro y el otro no.
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6. Tres personas viajan en un coche. Si se supone que la probabilidad de
nacer en cualquier dia del afio es la misma y sabemos que ninguno ha nacido en
un afo bisiesto,

(a) hallar la probabilidad de que solamente una de ellas celebre su
cumpleaiios ese dia.

(b) calcular la probabilidad de que al menos dos cumplan afios ese dia.

7. Enuna bolsa hay siete bolas numeradas de 1 al 7, y en otra bolsa B hay cinco bolas numeradas del 8
al 12. Se realiza la experiencia compuesta consistente en tomar una bola al azar de A, anotar su
paridad e introducirla posteriormente en la bolsa B, a continuaciones extrae al azar una bola de By
se anota también su paridad.

(a) Calcular la probabilidad de que las dos bolas extraidas tengan la misma paridad.
(b) Hallar la probabilidad de que la bola extraida de B correspondan a un ndmero impar.

8. Una urna contiene 6 bolas blancas y 4 negras una segunda urna B contiene 5 bolas blancas y 2
negras. Se selecciona una urna al azar y de ella se extraen 2 bolas sin reemplazamiento. Calcular la
probabilidad de que:

(a) Las dos bolas sean blancas. (b) Las dos bolas sean del mismo color. (c) Las dos bolas sean de
distinto color.

9. De una baraja de 40 cartas se eligen al azar simultdaneamente 4 cartas. Hallar:

(a) Probabilidad de que se halla elegido al menos un rey.
(b) Probabilidad de que tres de las cuatro cartas sean del mismo palo.

10. La cuarta parte de las participantes en un congreso son espafolas. La probabilidad de que una
congresista desayune té si es espafola es un octavo y la probabilidad de que tome té si es
extranjera, es un tercio. Si se elige una congresista al azar:

(a) écual es la probabilidad de que desayune té?
(b) écual es la probabilidad de que no sea espafiola si desayuna té?
(c) écual es la probabilidad de que sea espaiola si no desayuna té?

11. Para realizar un control de calidad de un producto se examinan 3 unidades del producto extraidas al
azar y sin reemplazamiento de un lote de 100 unidades. Las unidades pueden tener defectos de dos
tipos, Ay B. Si en el lote de 100 unidades existen 10 unidades con defectos del tipo A Unicamente, 8
unidades con defecto del tipo B Unicamente, y dos unidades con ambos tipos de defecto, se desea
determinar la probabilidad de que en la muestra de tres unidades extraidas se obtengan en total:

(a) Cero defectos.
(b) Una unidad con defecto del tipo A y otra con defecto del tipo B, o bien una unidad con ambos
tipos de defecto.
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12. Se realiza la experiencia compuesta consistente en lanzar al aire un dado y a continuacién introducir
una nueva bola en una urna que contiene 2 bolas blancas y 4 negras de modo que si el nimero
obtenido en el dado es par, se introduce en la urna una bola blanca, y si es impar, se introduce una
bola negra.

(a) Calcula la probabilidad de obtener, al azar, bolas blancas al realizar dos extracciones sucesivas y
sin reemplazamiento de la urna, sabiendo que al lanzar el dado hemos obtenido un ndmero par.

(b) Si se sacan simultdneamente dos bolas al azar de la urna después de haber lanzado el dado,
écudl es la probabilidad de que ambas sean blancas?

13. Tras un estudio realizado sobre los taxistas de una ciudad espafiola, se ha observado que el 70 tiene
mas de 40 afos y de estos el 60 % es propietario del vehiculo que
conduce. También se ha averiguado que el porcentaje de taxistas
gue no superando los 40 afios, es propietario del vehiculo que
conduce se reduce al 30 %. Se pide:

(a) La probabilidad de que un taxista, elegido al azar, sea
propietario del vehiculo que conduce.

(b) Se elige un taxista al azar, y se comprueba que es propietario
del vehiculo que conduce, ¢Cudl es la probabilidad de que tenga mas
de 40 afos?

14. En dos urnas A y B, se introducen dos bolas blancas y una negra, y tres bolas negras y una blanca,
respectivamente. Se selecciona una urna al azar, y se extrae también una bola de dicha urna. ¢Cual
es la probabilidad de que la urna escogida sea la A, si la bola escogida resulté ser blanca?

15. Se dispone de dos urnas A y B, de idéntico aspecto externo. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2
amarillas, mientras que B contiene 5 bolas rojas y 3 amarillas. Un individuo se dirige a una de las
urnas y extrae sin reemplazamiento, dos bolas de la misma. Hallar la probabilidad de que:

(a) Ambas bolas sean rojas.
(b) Las dos bolas sean del mismo color.
16. Se lanza un dado de seis caras, numeradas del 1 al 6, dos veces consecutivas.
(a) Calculese la probabilidad de que la suma de los resultados sea igual a 4.
(b) Calculese la probabilidad de que en el primer lanzamiento haya salido un 1, sabiendo que la suma es 4.

17. En un examen hay 3 temas de maxima dificultad, 5 de dificultad media y 2 de escasa dificultad, de
los cuales se elige uno al azar. La probabilidad de que un alumno apruebe el examen si el tema es de
maxima dificultad es de 1/3, si es de dificultad media, 2/5, y si es de escasa dificultad, 3/4.

(a) Hallese la probabilidad de que el alumno apruebe el examen.

(b) Hallese la probabilidad de que el tema elegido haya sido de maxima dificultad, si el alumno
lo aprobd.

18. De una urna con cinco bolas, dos blanca y tres negras, extraemos dos bolas sin reemplazamiento.
Calcula la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:

a) A =Llas dos bolas extraidas son del mismo color.

b) B = Extraemos al menos una bola blanca.
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19. Tomamos cuatro cartas diferentes de una baraja, dos cincos, un seis y un siete. Las cartas se ponen
boca abajo sobre una mesa y las mezclamos al azar. Determina la probabilidad de que al darles la
vuelta, todas las cartas estén ordenadas en orden creciente, si los dos cincos son indistinguibles.

20. Se escuchan tres discos y se vuelven a guardar al azar ¢Cudl es la probabilidad de que al menos uno
de los discos haya sido guardado en el envoltorio que le correspondia?

21. Se considera una célula en el instante t = 0. En el instante t = 1 la célula puede: o bien reproducirse,
dividiéndose en dos, con probabilidad 3/4; o bien morir, con probabilidad 1/4. Si la célula se divide,
entonces, en el tiempo t = 2 cada uno de sus dos descendientes puede también subdividirse o morir,
con las mismas probabilidades de antes, independientemente uno de otro.

(a) éCudntas células es posible que haya en el tiempo t = 2?

(b) éCon qué probabilidad?
22. Se lanzan dos dados. Calculese la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:
(a) A =Se obtiene cinco en alguno de los dados.

(b) B = Se obtiene un doble (los dos dados presentan la misma puntuacion).
(c) A8 (d) Ao 8

23. Se dispone de tres urnas, la A que contiene dos bolas blancas y cuatro rojas, la B con tres blancas y
tres rojas, y la C con una blanca y cinco rojas.
(a) Se elige una urna al azar y se extrae una bola de ella, é¢cudl es la probabilidad de que esta
bola sea blanca?
(a) Sila bola extraida resulta ser blanca, ¢cual es la probabilidad de que proceda de la urna B?

24. Si se escoge un numero al azar de cierta ciudad espafiola, la probabilidad de que figure a nombre de
un hombre es 0.7 y de que figure a nombre de una mujer es 0.3. En dicha ciudad, la probabilidad de
que un hombre trabaje es 0.8 y de que lo haga una mujer es 0.7. Se elige un numero de teléfono al
azar.

a) ¢Cual es la probabilidad de que corresponda una persona que trabaja?

b) ¢éCudl es la probabilidad de que corresponda a un hombre, sabiendo
que pertenece a una persona que trabaja?

25. Un examen consiste en elegir al azar dos temas de entre los diez del
programa y desarrollar uno.

a) ¢Qué probabilidad tiene un alumno, que sabe seis temas de aprobar el
examen?

b) ¢éQué probabilidad tiene el mismo alumno de saberse uno de los dos
temas elegidos y el otro no?

26.De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin
reemplazamiento, dos bolas.

(a) éCudl es la probabilidad de que las bolas extraidas sean blancas?

(b) Si la segunda bola ha resultado ser negra, écual es la probabilidad de que la primera también
lo haya sido?
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27.
(a) Calculese

(b) Calculese

28.

29.

30.

Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio talas que P(A) =0.6; P(B) =0.2y P(AuE)=07

FlANB) y razonese si los sucesos Ay B son independientes.

P(AUB)

La probabilidad de que en un mes dado un cliente de una gran superficie compre un producto A es
0.6; la probabilidad de que compre un producto B es 0.5. Se sabe también que la probabilidad de
gue un cliente compre el producto B no habiendo comprado el producto A es 0.4.

(a) ¢éCudl es la probabilidad de que un cliente haya comprado sélo el producto B?

(b) éCudl es la probabilidad de que un cliente no haya comprado ninguno de los
productos?

Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales. La probabilidad de que
un caso se deba remitir al bufete A es 0.3; de que se remita al bufete B es 0.5 y de que se remita al
bufete C es 0.2. La probabilidad de que un caso remitido al bufete A sea ganado en los tribunales es
0.6; para el bufete B esta probabilidad es 0.8 y para el bufete Ces 0.7.

(a) Calculese la probabilidad de que la empresa gane un caso.

(b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado
el bufete A.

En una ciudad, la probabilidad de que uno de sus habitantes censados vote al partido A es 0.4; la
probabilidad de que vote al partido B es 0.35 y la probabilidad de que vote al partido C es 0.25. Por
otro lado, las probabilidades de que un votante de cada partido lea diariamente algun periddico
son, respectivamente, 0.4; 0.4 y 0.6. Se elige una persona de la ciudad al azar:

a) Calculese la probabilidad de que lea algun periddico.

b) La persona elegida lee algln periddico, écual es la probabilidad de que sea votante del partido B?

31.

Una urna contiene 7 bolas blancas, 3 bolas rojas y 2 bolas negras. Se considera el experimento
aleatorio consistente en extraer tres bolas de la urna, de forma sucesiva y sin reemplazamiento.
Sean los sucesos B1: La primera bola es blanca, B2: La segunda bola es blanca y B3: La tercera bola
es blanca.

a) Exprésese con ellos el suceso Las bolas extraidas en primer y tercer lugar son blancas, y la extraida en
segundo lugar no.

b) Calculese la probabilidad del suceso Las tres bolas son del mismo color.

32.

Una fabrica produce tres modelos de coche: A, By C. Cada uno de los modelos puede tener motor
de gasolina o diesel. Sabemos que el 60 % de los modelos son de tipo Ay el 30 % de tipo B. El 30 %
de los coches fabricados tienen motor diesel, el 30 % de los coches del modelo A son de tipo diesel y
el 20 % de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las
probabilidades de los siguientes sucesos:

(a) El coche es del modelo C.

(b) El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel.

(c) El coche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C.
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33. Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos. En una hora, la maquina A fabrica 600 tornillos, la B 300 y
la C 100. Las probabilidades de que las maquinas produzcan tornillos defectuosos son,
respectivamente, de 0.01 para A, de 0.02 para B y de 0.03 para C. Al finalizar una hora se juntan
todos los tornillos producidos y se elige uno al azar.

(a) éCudl es la probabilidad de que no sea defectuoso?
(b) éCual es la probabilidad de que lo haya fabricado la maquina A, sabiendo que no es defectuoso?

34. En un videoclub quedan 8 copias de la pelicula A, 9 de la B y 5 de la C. Entran tres clientes
consecutivamente y cada uno elige una copia al azar. Calculese la probabilidad de que:

(a) Los tres escojan la misma pelicula.
(b) Dos escojan la pelicula Ay el otro la C.

35. Con el objetivo de recaudar fondos para un viaje, los alumnos de un instituto realizan una rifa con
500 numeros. Un alumno compra dos nimeros.

(a) Si solo hay un premio, ¢qué probabilidad tiene el alumno de que le toque a él?
(b) Si hay dos premios, équé probabilidad tiene el alumno de que le toque al menos uno de ellos?

36. Un proveedor suministra lotes de materia prima y el 5 % de ellos resulta defectuoso. Seleccionando
al azar 3 lotes

(a) ¢Cual es la probabilidad de que al menos 2 sean defectuosos?
(b) éCual es la probabilidad de que el maximo de lotes defectuosos sea 2°?

37. Una prueba para determinar cierta contaminacién en el agua
presenta los siguientes resultados en probabilidad: 0.05 de falsos positivos,
esto es, casos en los que estando el agua libre de contaminacion, el test
dice que el agua se encuentra contaminada. Si el agua esta contaminada, el
test lo detecta con probabilidad 0.99. El agua estd libre de contaminacién
con probabilidad 0.99. Si se realizar una nueva prueba y el test indica que
hay contaminacién, calcular la probabilidad de que el agua esté libre de
contaminacién.

38. Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene 3 bolas blancas, 4 negras; la segunda contiene 5
bolas negras y, la tercera 4 blancas y 3 negras.

a) Se elige una caja al azar y luego se extrae una bola, icudl es la probabilidad de que la bola extraida
sea negra?

b) Si se extrae una bola negra de una de las cajas, écual es la probabilidad de que proceda de la segunda
caja’?

39. Se lanzan dos dados equilibrados de seis caras tres veces consecutivas:
a) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga el seis doble.

b) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga un doble distinto del seis doble.
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40. Una persona desea jugar en una atraccion de feria, donde regala un peluche, si al tirar un dardo se
acierta en un blanco. Si solo se permite tirar tres dados y la probabilidad de acertar en cada tirada
es 0.3.

a) ¢Cudl es la probabilidad de llevarse el peluche?
b) ¢éCudl es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente en el tercer lanzamiento?
c) ¢Y de llevarselo exactamente en el segundo?

41. Un dia determinado, en una tienda de ropa joven, se han realizado 400 ventas pagadas con la
tarjeta de crédito V y 350 ventas pagadas con la tarjeta MC. Las ventas restantes del dia han sido
abonadas en metalico. Se comprueba que 150 de las ventas pagadas con la tarjeta de crédito V
superan los 150 euros, mientras que 300 de las compras pagadas con MC superan esa cantidad. Se
extrae al azar un comprobante de las ventas del dia pagadas con tarjeta de crédito.

a) ¢éCuadl es la probabilidad de que corresponda a una compra superior a 150 euros?

b) Si la compra es inferior a 150 euros, écudl es la probabilidad de que haya sido pagada con la
tarjeta MC?

42. Un rosal no estd en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de mantenerse
gue de secarse. La probabilidad de que se mantenga si no se riega es 0.25. La probabilidad de no
regar el rosal es 2/3. Si el rosal se ha secado, écudl es la probabilidad de no haberlo regado?

43. Sobre los sucesos Ay B se conocen las siguientes probabilidades:
P(A)=0.7 P(B)=0.5 P(AnB)=0,45
Calcular a) P(B/A) b) P(A° N B°® ): Afrepresenta el suceso complementario del suceso A.

44. El 45 % del censo de cierta ciudad vota al candidato A, el 35 % al candidato B y el resto se abstiene.
Se elige al azar tres personas del censo. Calcular la probabilidad de los siguientes sucesos:

(a) Las tres personas votan al candidato A.
(b) Dos personas votan al candidato Ay la otra al candidato B.
(c) Al menos una de las tres personas se abstiene.

45. De una baraja espafiola de cuarenta cartas se extraen sucesivamente tres cartas al azar. Determinar
la probabilidad de obtener:

(a) Tres reyes.
(b) Una figura con la primera carta, un cinco con la segunda y un seis con la tercera.
(c) Un as, un tres y un seis, en cualquier orden.

46. Un test para detectar una sustancia contaminante en el agua
presenta los siguientes resultados: si el agua no esta contaminada, suceso
gue ocurre con una probabilidad igual a 0.99, el resultado del test es que el
agua esta contaminada con una probabilidad igual a 0.05. Cuando el agua
estd contaminada, el test lo detecta con una probabilidad igual a 0.99. Se
ha realizado una prueba y el test indica que hay contaminacién. Calcular la
probabilidad de que el agua no esté realmente contaminada. Interpretar el
valor numeérico obtenido.
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47. En un L.E.S. hay 156 alumnos matriculados en segundo de Bachillerato, de los cuales 120 utilizan el
transporte escolar. De estos ultimos, la mitad hace uso del comedor del centro, mientras que sélo
12 de los que no utilizan el transporte escolar acuden al comedor.

(a) Se elige al azar un alumno de segundo de bachillerato, éicudl es la probabilidad de que no asista al
comedor?

(b) Si el alumno elegido utiliza el transporte escolar, ¢cudl es la probabilidad de que asista al comedor?

48. En una clase, el 20% de los alumnos aprueba lengua, el 30% aprueba matematicas y el 40% aprueba
lengua extranjera. Se sabe ademas que el 12% aprueba matematicas y lengua extranjera y el 7%
aprueba lengua y lengua extranjera. ¢Son independientes los sucesos "aprobar lengua extranjera" y
"aprobar lengua”? ¢Son independientes los sucesos "aprobar matematicas" y "aprobar lengua
extranjera"?

49. Dos expertos, E1 y E», realizan peritaciones para una cierta compaiiia de seguros. La probabilidad de
gue una peritacién haya sido realizada por E; es 0.55 y por E; es 0.45. Si una peritacion ha sido
realizada por E;, la probabilidad de que dé lugar al pago de una indemnizacién es 0.98 y si ha sido
realizada por E», la probabilidad de que dé lugar al pago de una indemnizacién es 0.90. Un siniestro
ha supuesto a la compaiiia el pago de una indemnizacién. Hallar la probabilidad de que la peritacién
haya sido realizada por E.

50. En una empresa se producen dos tipos de bombillas: haldgenas y de bajo consumo, en una
proporciéon de 3 a 4, respectivamente. La probabilidad de que una bombilla halégena sea
defectuosa es 0.02 y de que una de bajo consumo sea defectuosa es 0.09. Se escoge al azar una
bombilla y resulta no defectuosa, éicudl es la probabilidad de que sea halégena?

51. Una cierta sefializacion de seguridad tiene instalados dos indicadores. Ante una emergencia los
indicadores se activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer indicador
es 0.95 y de que se active el segundo es 0.90.

(a) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active sélo uno, de los indicadores.
(b) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active al menos uno de los indicadores.

52. En una poblacion, el 40 % son hombres y el 60 % mujeres. En esa poblacién el 80 % de los hombres y
el 20 % de las mujeres son aficionados al futbol.

(a) Calcular la probabilidad de que una persona elegida al azar sea aficionada al futbol.

(b) Elegida al azar una persona resulta ser aficionada al futbol, icudl es la probabilidad de que sea
mujer?

53. En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultdneamente tres dados equilibrados de seis
caras, se pide calcular la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos: "Obtener tres uno”,
"Obtener al menos un dos”, "Obtener tres numeros distintos" y "Obtener una suma de 4”.
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54. En un centro de ensefianza hay 240 estudiantes matriculados en 22 curso de Bachillerato. La
siguiente tabla recoge su distribucion por sexo y por opcidn que se cursa:

Chicas Chicos
Tecnoldgica 64 52
Humanidades y C. Sociales 74 50

Si se elige un estudiante al azar de entre los que cursan 22 de Bachillerato en ese centro, calcular la
probabilidad de que:

(a) No curse la opcidn Cientifico-Tecnoldgica.
(b) Si es chico, curse la opcion de Humanidades y Ciencias Sociales.

55. Un ajedrecista gana una partida con probabilidad 0.6, la empata con probabilidad 0.3 y |a pierde con
probabilidad 0.1. El jugador juega dos partidas.

(a) Describir el espacio muestral y la probabilidad de cada uno de los resultados de este experimento
aleatorio.

(b) Calcular la probabilidad de que gane al menos una partida.

56.Una caja con una docena de huevos contiene dos de ellos rotos. Se extraen al azar sin
reemplazamiento (sin devolverlos después y de manera consecutiva) cuatro huevos.

(a) Calcular la probabilidad de extraer los cuatro huevos en buen estado.
(b) Calcular la probabilidad de extraer de entre los cuatro, exactamente un huevo roto.

57. En un colectivo de inversores bursatiles, el 20 % realiza operaciones via Internet. De los inversores
que realizan operaciones via Internet, un 80 % consulta InfoBolsaWeb. De los inversores bursatiles
que no realizan operaciones via Internet sélo un 20 % consulta InfoBolsaWeb. Se pide:

(a) Obtener la probabilidad de que un inversor bursatil elegido al azar en este colectivo consulte
InfoBolsaWeb.

(b) Si se elige al azar un inversor bursatil de este colectivo y resulta que consulta InfoBolsaWeb, écudl es
la probabilidad de que realice operaciones por Internet?

58. Sean Ay B dos sucesos, tales que P(A) :% P(E) :% P(ﬂug):% Calcular:

(a) P(B/A). (b) P(R/ B) Nota: A representa el suceso complementario del suceso A.
59. Se dispone de la siguiente informacidn relativa a los sucesos A y B:
P(A)=0.6 P(B)=0.2 P(A N B)=0.12.
(a) Calcular las probabilidades de los sucesos (A U B) y (A/(A U B)).
(b) ¢Son incompatibles? ¢Son independientes?

60. Una urna contiene dos bolas. La urna se llend tirando una moneda equilibrada al aire dos veces y
poniendo una bola blanca por cada cara y una bola negra por cada cruz. Se extrae una bola de la
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urna y resulta ser blanca. Hallar la probabilidad de que la otra bola de la urna sea también blanca.

61. Una persona cuida de su jardin pero es bastante distraida y se olvida de regarlo a veces. La
probabilidad de que se olvide de regar el jardin es 2/3. El jardin no estda en muy buenas condiciones,
asi que si se le riega tiene la misma probabilidad de progresar que de estropearse, pero la
probabilidad de que progrese si no se le riega es de 0.25. Si el jardin se ha estropeado, écual es la
probabilidad de que la persona olvidara regarlo?

62. Se considera el experimento consistente en lanzar una moneda equilibrada y un dado equilibrado.
Se pide:
a) Describir el espacio muestral de este experimento.

b) Determinar la probabilidad del suceso: Obtener una cara en la moneda y un nimero par en el dado.

63. Los tigres de cierto pais proceden de tres reservas: el 30 % de la primera, el 25 % de la segunda y el
45 % de la tercera. La proporcién de tigres albinos de la primera reserva es 0.2 %, mientras que
dicha proporcidn es 0.5 % en la segunda y 0.1 % en la tercera. ¢Cual es la probabilidad de que un
tigre de ese pais sea albino?

64. Una urna contiene 10 bolas blancas y 5 negras. Se extraen dos bolas al azar sin reemplazamiento.
¢Cual es la probabilidad de que sean del mismo color?

65. Segun cierto estudio, el 40 % de los hogares europeos tiene contratado el acceso a Internet, el 33 %
tiene contratada la television por cable, y el 20 % disponen de ambos servicios. Se selecciona un
hogar europeo al azar.

(a) ¢Cual es la probabilidad de que sélo tenga contratada la televisidon por cable?
(b) éCual es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?

66. Los pianistas de Isla Sordina se forman en tres conservatorios, C1, C2 y C3, que forman al 40 %, 35 %
y 25 % de los pianistas, respectivamente. Los porcentajes de pianistas virtuosos que producen estos
conservatorios son del 5 %, 3 % y 4 %, respectivamente. Se selecciona un pianista al azar.

(a) Calcular la probabilidad de que sea virtuoso.

(b) El pianista resulta ser virtuoso. Calcular la probabilidad de que se haya formado en el primer
conservatorio (C1).

67. En el departamento de lacteos de un supermercado se encuentran mezclados y a la venta 100
yogures de la marca A, 60 de la marca B y 40 de la marca C. La probabilidad de que un yogur esté
caducado es 0.01 para la marca A; 002 para la marca B y 0.03 para la marca C. Un comprador elige
un yogur al azar.

(a) Calcular la probabilidad de que el yogur esté caducado.
(b) Sabiendo que el yogur elegido esta caducado, écudl es la probabilidad de que sea de la marca B?

68. En un juego consistente en lanzar dos monedas indistinguibles y equilibradas y un dado de seis
caras equilibrado, un jugador gana si obtiene dos caras y un numero par en el dado, o bien
exactamente una cara y un nimero mayor o igual que cinco en el dado. a) Calculese la probabilidad
de que un jugador gane.

Se sabe que una persona ha ganado. ¢Cudl es la probabilidad de que obtuviera dos caras al lanzar
las monedas?
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69. Se consideran dos sucesos A y B de un experimento aleatorio, tales que: P(A) = 1/4, P(B) = 1/3,
P(AUB)=1/2

a) éSon Ay B sucesos independientes? Razénese.
b) Calculese P(K/E).Nota.— La notacién A representa al suceso complementario de A.

70. Se consideran dos actividades de ocio: A = ver televisién y B = visitar centros comerciales. En una
ciudad, la probabilidad de que un adulto practique A es igual a 0.46; la probabilidad de que
practique B es igual a 0.33 y la probabilidad de que practique Ay B es igual a 0.15.

a) Se selecciona al azar un adulto de dicha ciudad. {Cudl es la probabilidad de que no practique ninguna
de las dos actividades anteriores?

b) Se elige al azar un individuo de entre los que practican alguna de las dos actividades. ¢Cudl es la
probabilidad de que practique las dos actividades?

71. Se supone que las senales que emite un determinado telégrafo son punto y raya y que el telégrafo
envia un punto con probabilidad 3/7 y una raya con probabilidad 4/7. Los errores en la transmision
pueden hacer que cuando se envie un punto se reciba una raya con probabilidad 1/4 y que cuando
se envie una raya se reciba un punto con probabilidad 1/3.

a) Si se recibe una raya, écual es la probabilidad de que se hubiera enviado realmente una raya?

b) Suponiendo que las senales se envian con independencia, é¢cual es la probabilidad de que si se recibe
punto-punto se hubiera enviado raya-raya?

72. Se consideran tres sucesos A, B, C de un experimento aleatorio tales que:

P(A)=1/2; P(B)=1/3; P(C) =1/4, P(AuUB U C) =2/3; (AN BN C) =0: P(A/B) = P(C/A)=%.

(a) Calctlese P(C A B). (b) Calcdlese P( AL B U C).

73. Para la construccién de un luminoso de feriase dispone de un contenedor con 200 bombillas
blancas, 120 bombillas azules y 80 rojas. La probabilidad de que una bombilla del contenedor no
funcione es igual a 0.01 si la bombilla es blanca, es igual a 0.02 si la bombilla es azul e igual a 0.03 si
es roja. Se elige al azar una bombilla del contenedor.

(a) Calculese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione. (b) Sabiendo que la bombilla
elegida no funciona, calculese la probabilidad de que dicha bombilla sea azul.

T 74. La probabilidad de que a un habitante de un cierto pueblo de la
(3 h'f x A Comunidad de Madrid le guste la musica moderna es igual a 0.55; la
g ! ) probabilidad de que le guste la musica clasica es igual a 0.40 y la

. = probabilidad de que no le guste ninguna de las dos es igual a 0.25. Se elige
al azar un habitante de dicho pueblo. Calculese la probabilidad de que le
guste: a) Al menos uno de los dos tipos de musica. b) La musica clasica y

también la musica moderna. c) Sélo la musica clasica. d) Sélo la musica
moderna.
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75. Una bolsa contiene diez monedas equilibradas. Cinco de dichas monedas tienen cara y cruz otras
tres son monedas con dos caras y las dos restantes son monedas con dos cruces. Se elige al azar una
moneda de la bolsa y se lanza.

a) Calculese la probabilidad de que salga cara en dicho lanzamiento. b) Si en el lanzamiento ha salido
cara, écudl es la probabilidad de que la moneda elegida tenga cara y cruz?

76. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) =0.2 y P(B) = 0.4.

a) Si A y B son mutuamente excluyentes, determinese P(A B). ¢Son ademads A y B independientes?
Razdénese. b) Si Ay B son independientes, calculese P(A n B). éSon A y B ademas mutuamente
excluyentes? Razénese.

c) Si P(A/B) = 0, calculese P(A m B). éSon Ay B mutuamente excluyentes? ¢Son A y B independientes?
Razdénese.

d) Si A — B, calculese P(A n B). éSon Ay B independientes? Razénese.

77.Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0.5; P(B) = 0.4 ; P(ANn B) =
0.1.

Calculense cada una de las siguientes probabilidades:

a) P(A UB) b)P( ZUE) c) P(A/B) d) P( ANB ). Nota. A representa al suceso complementario de A.

78. Se dispone de un dado equilibrado de seis caras, que se lanza seis veces con independencia.
Calculese la probabilidad de cada uno de los sucesos siguientes: a) Obtener al menos un seis en el
total de los seis lanzamientos. b) Obtener un seis en el primer y ultimo lanzamientos y en los
restantes lanzamientos un nimero distinto de seis.

79. Se consideran tres sucesos A, By C de un experimento aleatorio, tales que:

P(A/C) > P(BIC), P(A/C)=P(B/C).
Razdnese cudl de las siguientes desigualdades es siempre cierta: a) P(A) < P(B); b) P(A) > P(B).
80. Se consideran los siguientes sucesos: Suceso A: La economia de un cierto pais estd en recesion.
Suceso B: Un indicador econdmico muestra que la economia de dicho pais estd en recesion.
Se sabe que P(A) = 0.005; P(B/A) = 0.95; P(B/ A ) = 0.96.

a) Calculese la probabilidad de que el indicador econédmico muestre que la economia del pais no esta en
recesion y ademads la economia del pais esté en recesion.

b) Calculese la probabilidad de que el indicador econdmico muestre que la economia del pais estad en
recesion.

81. En una residencia universitaria viven 183 estudiantes, de los cuales 130 utilizan la biblioteca. De
estos ultimos 70 estudiantes hacen uso de la lavanderia, mientras que sélo 20 de los que no usan la
biblioteca utilizan la lavanderia. Se elige un estudiante de la residencia al azar.

a) éCudl es la probabilidad de que utilice la lavanderia?

b) Si el estudiante elegido no utiliza la lavanderia, ¢cudl es la probabilidad de que utilice la biblioteca?
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Probabilidad

82.Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que P(A) = 0.6. Calculese P( Amg) en
cada uno de los siguientes casos:

a) Ay B son mutuamente excluyentes. b) A —B.
c¢)B cAyP(B)=0.3. d)P(A~B)=0.1.

83.Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que la probabilidad de que ambos
ocurran simultaneamente es igual a 1/6 y la probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos es
igual a 7/12. Se sabe ademas que P(A/B) = 1/2.

a) Calcula la probabilidad de que ocurra A o B. b) Calcula la probabilidad de que ocurra A.

84. En una cierta poblacion, la probabilidad de que un habitante elegido al azar siga una dieta de
adelgazamiento es igual a 0.2. Entre los habitantes que siguen dieta de adelgazamiento, la
probabilidad de que uno de ellos elegido al azar practique deporte regularmente es igual a 0.6.
Entre los habitantes que no siguen dieta de adelgazamiento la probabilidad de que uno de ellos
elegido al azar practique deporte regularmente es igual a 0.3. Se elige al azar un habitante de la
poblacion.

a) Calcula la probabilidad de que practique deporte regularmente.

b) Si se sabe que dicho habitante practica deporte regularmente, écudl es la probabilidad de que esté

siguiendo una dieta de adelgazamiento?

85. En un edificio inteligente dotado de sistemas de energia solar y edlica, se sabe que la energia
suministrada cada dia proviene de placas solares con probabilidad 0.4, de molinos edlicos con
probabilidad 0.26 y de ambos tipos de instalaciones con probabilidad 0.12. Elegido un dia al azar,
calcula la probabilidad de que la energia sea suministrada al edificio: a) por alguna de las dos
instalaciones, b) solamente por una de las dos.

86. En un cierto punto de una autopista estd situado un radar que controla la velocidad de los vehiculos
gue pasan por dicho punto. La probabilidad de que el vehiculo que pase por el radar sea un coche es
0.5, de que sea un camion es 0.3 y de que sea una motocicleta es 0.2. La probabilidad de que cada
uno de los tres tipos de vehiculos supere al pasar por el radar la velocidad maxima permitida es 0.06
para un coche, 0.02 para un camién y 0.12 para una motocicleta. En un momento dado un vehiculo
pasa por el radar.

a) Calcula la probabilidad de que este vehiculo supere la velocidad maxima permitida.

b) Si el vehiculo en cuestion ha superado la velocidad méxima permitida, écudl es la probabilidad
de que se trate de una motocicleta.
87. Se supone que la probabilidad de que nazca una nifia es 0.49 y de nazca un nifio es 0.51. Una familia
tiene dos hijos:
a) ¢Cual es la probabilidad de que ambos sean nifnos, condicionada porque el segundo sea nifio?
b) ¢Cual es la probabilidad de que ambos sean nifios, condicionada porque al menos uno sea nifio?
88. Se disponen de tres urnas A, B y C. La urna A contiene 1 bola blanca y 2 bolas negras, la urna B
contiene 2 bolas blancas y 1 bola negra y la urna C contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negras. Se
lanza un dado equilibrado y si sale 1, 2 o 3 se escoge la urna A, si sale el 4 se escoge la urna By si
sale 5 0 6 se elige la urna C. A continuacioén, se extrae una bola de la urna elegida.

a) éCudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

b) Se sabe que la bola extraida ha sido blanca, écudl es la probabilidad de que la bola haya sido extraida
de laurna C?
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Probabilidad

89. La probabilidad de que el jugador A de baloncesto consiga una canasta de tres puntos es igual a 7/9,
y la probabilidad de que otro jugador B consiga una canasta de tres puntos es 5/7. Cada uno de
estos jugadores realiza un lanzamiento de tres puntos.

a) Calculese la probabilidad de que solamente uno de los dos jugadores consiga un triple.
b) Calculese la probabilidad de que al menos uno de los dos jugadores consiga un triple.

90. Los datos de la tabla siguiente se han extraido de las estadisticas oficiales de la prueba de acceso a
estudios universitarios (fase general) de la convocatoria del curso 2009/2010, en el Distrito Unico de
Madrid:

Chico | Chica
Apto 12109 | 9863
No apto | 1717 | 1223

Se elige un alumno al azar de entre los que se presentaron a dicha prueba.
1. ¢Cudl es la probabilidad de que el alumno elegido sea chica o haya resultado apto?
2. Si el alumno elegido es chico, éCudl es la probabilidad de que haya resultado no apto?

91. Una bolsa contiene dos monedas equilibradas. Una de las monedas tiene cara y cruz y la otra tiene
dos caras. Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces consecutivas con
independencia, observandose dos caras. ¢Cual es la probabilidad de que la moneda elegida sea la
moneda de dos caras?

92. Sean Ay B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que: P(ANB)=0.1 p(ANB )=0,6 P(A[B)
= 0.5.Calcula: (a) P(B). (b) P(AUB). (c)P(A). (d)P(B/ A)

93. Se disponen de 5 cajas opacas. Una contiene una bola blanca, dos contienen una bola negra y las
otras dos estan vacias. Un juego consiste en ir seleccionando al azar y secuencialmente una caja no
seleccionada previamente hasta obtener una que contenga una bola. Si la bola de la caja
seleccionada es blanca, el jugador gana; si es negra, el jugador pierde.

(a) Calcula la probabilidad de que el jugador gane.
(b) Si el jugador ha perdido, écudl es la probabilidad de que haya seleccionado una sola caja?

1 — 3 2
94. Sean Ay B dos sucesos aleatorios tales que P(A) 25 P(B):Z P(AUB) :E

a) Determinese si son compatibles o incompatibles los sucesos Ay B.
b) Determinese si son dependientes o independientes los sucesos A y B.

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
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Resumen
Para conocer la opinién de una poblacion sobre el partido politico al que piensan votar, se selecciona
una muestra adecuadamente, se estudia, y se induce lo que va a votar toda la poblaciéon. La inferencia
estadistica, intervalos de confianza y contraste de hipdtesis se utilizard para, de los datos que nos
suministra una muestra, ser capaces de inducir conclusiones sobre la poblacion. Por ejemplo:
Preguntamos a una muestra a qué partido politico tiene intencion de voto, e inducimos el
partido que ganard las elecciones.

Para hacer control de calidad en un proceso de produccidn, para ajustar y programar los semaforos en
un cruce, para determinar la capacidad curativa de un medicamento... se usa el mismo sistema, se
selecciona una muestra. Las conclusiones no pueden ser del tipo: “Esto va a ser asi” sino que seran
probabilisticas: “Esto va a ser asi con tal probabilidad” o “Esto va a ser a ser con tal nivel de confianza”.

En los capitulos anteriores has utilizado frecuencias, ahora vamos a asignar probabilidades y al estudiar
las distribuciones de probabilidad podremos construir modelos que reflejen la realidad y afirmar, con
tal probabilidad, tal nivel de confianza o tal certeza, lo que va a ocurrir.
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Estimacion. Intervalos de confianza

1. MUESTREO ESTADISTICO

Mediante la inferencia estadistica se intenta conocer algo acerca de las caracteristicas de la poblacion
en su conjunto mediante la generalizacién de lo obtenido en la muestra. Pero es necesario ser
consciente de que, en la mayoria de los casos, la verdadera naturaleza y caracteristicas exactas de la
poblacién van a ser desconocidas, y nunca van a poderse conocer con exactitud. A lo mas que se puede
llegar es a un conocimiento aproximado, que se pretenderd que sea lo mas exacto y objetivo posible,
dado el nivel de informacidn empirica del que se disponga. Es por ello por lo que la inferencia
proporciona conclusiones sin certeza total, sino en términos de probabilidad o de nivel de confianza.

Algunas de las caracteristicas desconocidas de la poblacion pueden ser su distribucién de probabilidad
y, en muchos casos, el valor de los pardmetros que definen dicha distribucién. Asi, muchos de los
procedimientos basicos de la inferencia estadistica cldsica estdn centrados alrededor del valor de dichos
parametros. A continuacion desarrollamos la metodologia de estimacion de pardmetros.

En muchas ocasiones se desea estimar un resultado. Resolver la forma mejor de hacerlo es toda una
parte de la Estadistica, la Teoria de Muestras, que nos indica varios detalles a tener en cuenta:

» ¢Como se deben elegir los elementos de la muestra?
» ¢Cual debe ser el tamario de la muestra?
» ¢Hasta qué punto la muestra es representativa de la poblacién?

Si se da como resultado de la estimacion un valor numérico concreto se habla entonces de estimacion
puntual, mientras que si se da un conjunto de valores, entre los cuales se espera que se encuentre el
verdadero valor del pardmetro con un cierto grado de confianza, se habla entonces de estimacion por
intervalo.

Poniendo otro ejemplo, supongamos que en una estacidon de ferrocarril se encuentra una maquina
automatica de café regulada de tal forma que se estd interesado en conocer la “cantidad media de café
gue la maquina suministra en cada taza”. Esa “cantidad media de café” es un pardmetro poblacional vy,
por tanto, su valor exacto es desconocido y siempre lo serd. Sin embargo, mediante la informacion
muestral, es posible estimar, esto es, ofrecer una aproximacién numérica a dicho valor paramétrico
desconocido. En este caso, un posible estimador puntual de la media de la poblacidon puede ser la
media de la muestra. Si se realiza la estimacién por intervalo se obtiene con una confianza
determinada, que la “cantidad media de café” suministrada por taza estara entre dos valores numéricos
determinados.

A la hora de estimar parametros poblacionales, parece una buena estrategia inicial utilizar el que aqui
se denominara criterio de analogia. Segun este criterio, se elige como estimador de un parametro
poblacional (con significado conocido) su correspondiente analogo en la muestra.

En esta primera seccion de este capitulo vamos a estimar el valor de un estadistico de una muestra
conociendo la poblacion.

En la siguiente haremos algo mas util, estimar el valor de un pardmetro de una poblacién, la media o la
proporcién, a partir del obtenido en una muestra. Conocer el valor exacto va a ser imposible, por eso
estudiaremos los intervalos de confianza que nos dirdn, con un nivel de confianza un intervalo en el que
puede estar el parametro de la poblacion.

En la tercera seccion estudiaremos el contraste de hipétesis.

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 8: Estimacion. Intervalos de confianza Autora: Raquel Caro

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

T':_!Xi.lﬂi Marea Vera



Estimacion. Intervalos de confianza

1.1. Poblacion y muestra

En cursos anteriores ya has estudiado lo que se entiende por muestra y por poblacién:

Definicion:

Poblacion estadistica, colectivo o universo es el conjunto de todos los individuos (personas, objetos,
animales, etc.) que contengan informacién sobre el fendmeno que se estudia.

Ejemplos:

#+ Si estudiamos el precio de la vivienda en una ciudad, la poblacidn sera el total de las viviendas
de dicha ciudad.

+ Se va a realizar un estudio estadistico sobre el porcentaje de personas casadas en la peninsula.
Para ello no es factible estudiar a todos y cada uno de los habitantes por razones de coste y de
rapidez en la obtencién de la informacion. Por lo tanto, es necesario acudir a examinar sélo una
parte de esta poblacidn. Esa parte es la muestra elegida.

Definicion:

Muestra es un subconjunto representativo
gue se selecciona de la poblacién y sobre el
que se va a realizar el analisis estadistico.

Muestreo es el proceso mediante el cual se
selecciona la muestra de la poblacién.

El tamano de la muestra es el nUmero de sus
elementos.

Cuando la muestra comprende a todos los elementos de la poblacidn, se denomina censo.
Ejemplo:

* Si se estudia el precio de la vivienda de una ciudad, lo normal sera no recoger informacién sobre
todas las viviendas de la ciudad (ya que seria una labor muy compleja y costosa), sino que se
suele seleccionar un subgrupo (muestra) que se entienda que es suficientemente
representativo.

+ En control de calidad, por ejemplo, si se estudia la vida de un electrodoméstico, y para ello
deben funcionar hasta que se estropeen, es absurdo estudiar todos los electrodomésticos

(poblacién) pues nos quedamos sin fabricacién, por lo que es imprescindible seleccionar una
muestra que sea representativa de la poblacidn.

Actividades propuestas

1. Seiala en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacidn o una muestra:

a) El didmetro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.

b) La altura de un grupo de seis amigos.

2. Se puede leer el siguiente titular en el periédico que publica tu instituto: “La nota media de los

alumnos de 29 de Bachillerato de la Comunidad de Madrid es de 7'9”. ¢Cémo se ha llegado a esta

conclusién? ¢Se ha estudiado a toda la poblacidn? Si hubieran seleccionado para su célculo solo a las
mujeres, éseria representativo su valor?
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Estimacion. Intervalos de confianza

Recuerda que:
La media muestral la representamos por x o por la letra m, y se define como:

La media muestral y la desviacidn tipica muestral son los estadisticos de la muestra que vamos a usar.

La media poblacional, o la media de una distribucidn, la representamos por la letra griega 1 y se define:
p=EX)=2X-p(x)
1

= E(x)=j:x- f(x)-dx=0

La desviacidn tipica poblacional, o de una distribucion, la representamos por la letra griega o y se

define:
o> =T (% - p(x) = E(F)—E*(X) o= JE(x})— EX(x)

o = [(x—w? F(x)-dx=0

La media poblacional y la desviacién tipica poblacional son los parametros de la poblacién que vamos a
usar.

Recuerda que:

Estadistico: valor obtenido de la muestra.

Parametro: valor de la poblacidn.

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD. Distribucién y tipos de distribuciones. (\

@%1 Estadistica. Yasuri May

https://www.youtube.com/watch?v=AJt01UoVWZc

video
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.2. Tipos de muestreos aleatorios

La forma de seleccionar la muestra, muestreo, debe reunir unas determinadas caracteristicas para que
pueda caracterizar a la poblacidn, ser representativa de la poblacién. Debe ser un muestreo aleatorio,
es decir, al azar. Todos los individuos de la poblacién deben tener las mismas posibilidades de ser
seleccionados para la muestra.

Ejemplos:

+ Se quiere estudiar el nivel adquisitivo de los personas de una ciudad, para lo que pasamos una
encuesta a la puerta del Corte Inglés, éte parece un muestreo aleatorio?

No lo es. Las personas que entran en un determinado establecimiento no representan a toda la
poblacién.

+ Vas a hacer un estudio sobre los gustos musicales de los jévenes, y para ello, preguntas a cinco
de entre tus amistades, ite parece un muestreo aleatorio?

No lo es. Tus amistades pueden tener unos gustos diferentes a los del resto de la poblacidn.

Si la muestra estd mal elegida, no es representativa, se producen sesgos, errores en los resultados del
estudio.

Hay muchos tipos de muestreo, que darian para analizar en un libro sobre “Muestreo”. Pero es
conveniente conocer alguno:

Muestreo aleatorio simple
Todos los individuos de la poblacidn tienen la misma probabilidad de ser elegidos en la muestra.
Muestreo aleatorio sistematico

Se ordenan los individuos de la poblacidén. Se elige al azar un individuo, y se selecciona la muestra
tomando individuos mediante saltos igualmente espaciados.

Muestreo aleatorio estratificado

Se divide la poblacién en grupos homogéneos de una determinada caracteristica, estratos, por ejemplo
edad, y se toma una muestra aleatoria simple en cada estrato.

Ejemplo:

#+ Se estudia el estado de los huesos de la poblacién de un pais, y se divide la poblacién en “nifios”,

n u

“jévenes”, “edad media” y “tercera edad”. En cada grupo se hace un muestreo aleatorio simple.
Muestreo por conglomerados o areas

Se divide la poblacién en conglomerados o areas, selecciona al azar uno o varios conglomerados y se
estudia.

Ejemplo

+ Se estudia la incidencia de enfermedades cardiacas en la poblacién rural espafiola. Para ello se
hace un censo de pueblos y se eligen varios al azar, donde se estudia a la poblacién

Muestreo no aleatorio

A veces también se usa. Por ejemplo, conoces la estimacidon de voto que suele hacerse a pie de urna. Es
cémodo, barato pero no es representativo.
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1.3. Tamaio y representatividad de una muestra

Cuando se elige una muestra los dos aspectos que hay que tener en cuenta son, el tamafio y la
representatividad de la muestra. Por tanto, es importante elegir una muestra adecuada que represente
fielmente la poblacidon de interés y tenga un tamano suficiente para obtener resultados fiables

Si la muestra es demasiado pequena, aungue esté bien elegida, el resultado no sera fiable.
Ejemplo:

+ Queremos estudiar la estatura de la poblacién espafiola. Para ello elegimos a una persona al
azary la medimos.

Evidentemente este resultado no es fiable. La muestra es demasiado pequena.

Si la muestra es demasiado grande los resultados serdn muy fiables, pero el gasto puede ser demasiado
elevado. Incluso, en ocasiones, muestras demasiado grandes no nos proporcionan mejores resultados.
Vamos a aprender a encontrar cual es el tamafo adecuado para que podamos afirmar que la poblacidon
tiene tal caracteristica con una probabilidad dada, grande.

Cuando una muestra tenga el tamafio adecuado, y haya sido elegida de forma aleatoria diremos que es
una muestra representativa.

Si la muestra no ha sido elegida de forma aleatoria diremos que la muestra es sesgada.

Actividad resuelta

+ Indica si es poblacién o muestra:

1) Enuna ganaderia se mejora el pienso de todas las ovejas con un determinado tipo de grano.

2) En otra ganaderia se seleccionan 100 ovejas para alimentarlas con ese tipo de grano y estudiar
su eficacia.

En el primer caso, todas las ovejas, son la poblacién. En el segundo se ha elegido una muestra.

% En una serie de television tienen dudas sobre qué hacer con la protagonista, si que tenga un
accidente o si debe casarse. Van a hacer una consulta. ¢A toda la poblacion o seleccionado una
muestra representativa?

Observa que no sabemos bien cudl seria la poblacidn, élos que ven esa serie? o étoda la poblacién
espaiola? Si son los que ven la serie, écdmo los conocemos? ¢Cémo preguntar a todos? Parece mas
operativo preguntar a una muestra.

+ El estudio de la vida media de unas bombillas, ése puede hacer sobre toda la poblacion?

El estudio es destructivo. Si se hiciera sobre toda la poblacion nos quedamos sin bombillas. Es
imprescindible tomar una muestra.

Actividades propuestas

3. Para estudiar el numero de accidentes de una poblacién de mil conductores, de los cuales la mitad
tiene carnet de conducir entre 5 y 20 aios, la cuarta parte lo tiene mas de 20 afios y la otra cuarta
parte lo tiene menos de 5 afios. Se quiere elegir por muestreo aleatorio estratificado proporcional,
50 conductores, é¢cuantos seleccionarias de cada grupo?
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.4. Teorema central del limite

Cuando el curso pasado estudiamos la distribucién normal ya comentamos que se pensé que todos los
fendmenos se ajustaban a esa distribucion, con la broma de que los matematicos pensaban que los
fisicos lo habian comprobado experimentalmente, y los fisicos que los matemadticos lo habian
demostrado.

Este ajuste de los fendmenos a la distribucién normal se conoce como Teorema Central del Limite, que
fue enunciado por primera vez por el matematico francés que ya conoces por el calculo de
probabilidades, Pierre Simon Laplace (1749 — 1827) y demostrado por el matematico ruso Alesksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857 — 1918).

Teorema Central del Limite:
Sean Xn unas variables aleatorias independientes de una poblacién de media p finita y desviacion tipica

c finita. Entonces: La distribucion de la media muestral de tamafio n tiene de media p y desviacion
c

tipica —=, y se aproxima a una distribucién normal a medida que crece el tamafo de la muestra.
Jn
El problema es que no especifica qué se entiende por “crecer el tamafio”.

Aunque si sabemos que si la poblacion de partida es normal, entonces la distribucién de las medias
muestrales es también normal.

Si la poblacion de partida no es normal entonces la distribucion de la media muestral se aproximara a
una normal cuando el tamaio de la muestra sea suficientemente grande y las variables aleatorias sean
independientes. Vamos a considerar que ese tamafio es grande si es mayor que 30.

Actividad resuelta

#+ Los pardmetros de una distribucién son p = 10 y desviacion tipica o = 20. Se extrae una muestra
de 100 individuos. Calcula P(8 < x < 12).

Por el teorema Central del Limite sabemos que la media muestral de una poblacion normal se

c
distribuye segun otra distribucién normal N(”'ﬁ) =N(10, 20/10) = N(10, 2).

Para calcular la probabilidad pedida, tipificamos y buscamos en la tabla de la normal.

) 8—-10 12 -10
P(B<x<12) =P( > <Z<T)=P(—1<Z<1)=P(Z<1)—P(Z<—1)=
2P(z<1)—1=2(08416) — 1 = 0’6832

Debes recordar para hacerlo las propiedades de la curva normal, el uso de la tabla y cdmo se calculan
probabilidades con ella.

Actividades propuestas

4. Los parametros de una distribucidn son p = 20 y desviacion tipica ¢ = 3. Se extrae una muestra de
400 individuos. Calcula P(19.9 < x < 20.3).
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Estimacion. Intervalos de confianza

1.5. Distribucién de la media muestral

De una poblacion se selecciona una muestra y se calcula su media X y su desviacidn tipica, s.

Elegimos otras muestras de la misma poblacion, y de cada una obtenemos su media y desviacion tipica.
¢Como es la distribucion de esas medias? ¢Y de esas desviaciones tipicas?

Las diferentes medias dan lugar a una variable aleatoria que la vamos a representar por X .

El Teorema Central del Limite nos garantiza que, si las variables son independientes:

La media de la variable aleatoria X es la media poblacional p.

_ c
La desviacion tipica de la variable aleatoria X es T, donde c es la desviacidn tipica poblacional y n es
n

el tamano de las muestras elegidas.

Para valores de n suficientemente grandes, (n > 30) la distribucion de X se aproxima a una normal:
N(s, )
W=
Jn

Esta afirmacién es cierta, sea cual sea la distribucidon de la poblacion de partida, tanto si es discreta
como si es continua, tanto si es normal (entonces se aproxima a esta normal para valores de n menores
gue 30) como si no lo es.

Actividad resuelta

+ Control de las medias muestrales: En el control de calidad de una fébrica de latas de atun, se
envasan latas de 100 gramos con una desviacion tipica de 2 gramos. Se empaquetan en cajas de
50 latas. Calcula la probabilidad de que la media de las latas de una caja sea menor que 99
gramos.

Los datos que nos dan son la media poblacional, p = 100, la desviacidn tipica poblacional, o = 2, y el
tamafio de la muestra, n = 50.

c
Sabemos que la media muestral se distribuye segin una N(“'ﬁ) = N(100, 0.28). Vamos a recordar

como calculdbamos esas probabilidades.
Queremos calcular P(x <99).

Lo primero tipificamos para pasar a una distribucién N(O, 1).

99-100
0.28

P(x <99)=P(z < )= P(z < —3.54) =1 — P(z < 3.54)
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Estimacion. Intervalos de confianza

Recuerda:

La distribucién normal es simétrica, por eso en la tabla no aparecen valores negativos, pues los
calculamos usando los positivos. Buscamos en la tabla 3.54 y obtenemos que P(z < 3.54) = 0.9998.

P(x <99)=1-P(z<3.54)= 1-0.9998 =0.0002, una probabilidad muy pequefa.

Actividad resuelta

#+ Control de la suma: En el mismo ejemplo anterior determina la probabilidad de que un lote de
400 latas pese mds de 40100 gramos.
n

2% ;
Como la media muestral es igual a Y=%, entonces Y x, =nx, por lo que su distribucion es una

i=1
| d d- d . .7 t/ . n G
normal de media nu y desviacion tipica N—=
Jn

=N N(ny, o ).

En nuestro caso N(ng, s+/n ) = N(400-100, 2+/400 ) = N(40000, 40)

Queremos calcular

40100—-40000

P(y x, >40100)=P(z > =) = P(z > 2.5) = 1 - P(z < 2.5) = 1 - 0.9938 = 0.0062
i=1

Unas 6 cajas de cada mil pesaran mas de 40.1 kg.

Actividades propuestas

5. Los pesos de las ovejas de una cierta ganaderia
tienen una media de 50 kg con una desviacidn tipica
de 4. Elegimos al azar una muestra aleatoria simple
de 100 ovejas. A) Determina la probabilidad de que
su media sea superior a 51 kg. B) Sea inferior a 56
kg. C) Sea superior a 48 kg. D) Esté entre 48 kg y 52

kg.

6. Una poblacién tiene una media p = 400 y una
desviacion tipica o = 20. Extraemos una muestra de
1000 individuos. Halla el intervalo caracteristico,
para una probabilidad de 0.95, de la media muestral. Lo mismo para una probabilidad del 0.99.

7. El peso de una poblacion se estima que tiene de media p = 70 kg y una desviacion tipica ¢ = 10. Se
elige una muestra aleatoria simple de 100 individuos y se pesan todos juntos. Calcula la probabilidad
de que dicho peso sea superior a 7010 kg.
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1.6. Distribucion de una proporcion muestral

Hemos estudiado el curso pasado la distribucion binomial. Era una situacién en que las unicas
posibilidades eran “éxito” y “no éxito”. Queremos saber cdmo se distribuye la proporcion muestral
(nimero de éxitos entre el niumero de veces que se repite el experimento). Cada muestra que
obtengamos de tamafo n se distribuye segun una distribucion binomial B(1, p), por tanto la suma de n
variables B(1, p) es una binomial B(n, p) por el principio de reproductividad de la distribucién.

Por el Teorema Central del Limite se puede afirmar que la distribucidn de la proporcidon muestral p:

Media: n=p.

Desviacion tipica: g = /P(ln‘l’)

q q q ., . A X q
A medida que crece n la distribucion de la proporcién muestral, p = —, Se aproxima a una normal

N <p, @), siempre que p no tome valores proximosa 0o a 1.

Actividad resuelta

+ Una envasadora detecta que el 5 % de los paquetes de kilo de arroz tienen exceso de peso.
Toman una muestra de 50 paquetes. {Qué distribucion sigue la proporcion de paquetes con
exceso de peso? Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida existan mds de un paquete
con exceso de peso.

La proporcidn sigue, para n grande, una distribucién:

N (p, @) =N (0.05, °'°‘:§'95> = N(0.05, 0.03)

Como nos piden que haya mds de 1 paquete con exceso de peso en la muestra, la proporcion de
paquetes con exceso de peso es % = 0.02 . Calculamos la probabilidad y tipificamos:

0.02 - 0.05

P(p > 0.02) =P(z> 003

) —Pz>-1)=P(z< 1) = 0.8413

Actividades propuestas

8. Enlos examenes de selectividad la proporcién de aprobados es del 98 %. Un centro escolar presenta
a 78 estudiantes al examen.

a) ¢Qué distribucion sigue la proporcién de aprobados?

b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 3 suspensos.
c) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya mas de 10 suspensos.
d) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida no haya ningun suspenso.

9. En una fabrica de bombillas de bajo consumo hay que rechazar por defectos al 2 % de la produccion.
Se toma una muestra aleatoria simple de 100 bombillas.

a) ¢Qué distribucidn sigue la proporcion de bombillas defectuosas?

b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 5 bombillas defectuosas.

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 8: Estimacion. Intervalos de confianza Autora: Raquel Caro

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

T':_!Xi.lﬂi Marea Vera



Estimacion. Intervalos de confianza

2. INTERVALOS DE CONFIANZA
2.1. Estimadores puntuales

En el apartado anterior hemos obtenido informacién sobre las muestras aleatorias extraidas de una
poblacién conocida. Pero es mas usual querer obtener informacion de la poblacidn a partir de la
informacién suministrada por una muestra.

Son varios los procesos posibles a seguir: estimacion puntual o por intervalos de pardmetros, contraste
de hipotesis...

Deseamos conocer algo sobre la poblacién, por ejemplo, la media... y para ello se selecciona de forma
aleatoria una muestra. En ella podemos calcular esa media... A ese valor lo denominamos estimador o
estimador puntual, y al hecho de hacerlo, una estimaciéon puntual, es decir, cuando tenemos la
muestra concreta ese estimador tomara un valor concreto.

Con dicha estimacion podremos inferir esa media sobre la poblacidn. Ya sabemos que no se puede
asegurar que la poblacion tenga esa media, sino que la tiene con una cierta probabilidad. Pero al
hacerlo asi se dice que hemos hecho una estimacién puntual.

Todo pardmetro poblacional, media, desviacién tipica, varianza... tiene un estadistico paralelo en la
muestra.

Decimos que un estimador es insesgado o centrado si su media coincide con el valor del parametro que
se quiere estudiar. La media muestral y la proporcidon muestral son estimadores centrados.

Sino lo es, al error cometido de le denomina sesgo.
Un estimador es eficiente si su varianza es minima.

Para medir la eficiencia de un estimador centrado se utiliza la inversa de la varianza.

Ejemplos:

#+ La media muestral es un estimador centrado de la media poblacional de eficiencia: n/c?.
#+ La proporcidn muestral es un estimador centrado de la proporcién de la poblacion de eficiencia:
n
pl-p)
#+ Al aumentar el tamafio de la muestra aumenta la eficiencia de la media muestral y de la
proporcién muestral.

Actividades propuestas

10. Determina la eficiencia de la media muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la desviacidn tipica
poblacional es 2.

11. Determina la eficiencia de la proporcion muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la proporcion
poblacional es 50 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.2. Intervalos de confianza

Ahora queremos, a partir de una muestra de tamano n, estimar el valor de un parametro de la
poblacién dando un intervalo en el que confiamos que esté dicho pardmetro. A este intervalo lo
denominamos, intervalo de confianza, y se calcula la probabilidad de que eso ocurra a la que se
denomina nivel de confianza.

Este curso Unicamente estudiaremos estimaciones para la media y para la proporcién.

Antes de concretarse en un valor para una muestra determinada, cualquier estadistico puede ser
tratado como una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidad dependera de la distribucion de
la variable que represente el comportamiento de la poblacién objeto de estudio. Parece razonable
aprovechar la distribucién de probabilidad del estadistico utilizado como estimador puntual de un
parametro para, basandose en ella, llegar a determinar un intervalo de confianza para el parametro que
se desea estimar. El método que se utiliza para la obtenciéon del intervalo se conoce como método del
estadistico pivote y consta basicamente de los siguientes pasos:

Se elige un estadistico t(X), denominado estadistico pivote, que cumpla los siguientes requisitos:

o Suexpresion debe depender del parametro 6 que se quiere estimar.
o Por ultimo, su distribucion de probabilidad ha de ser conocida (y en muchos casos tabulada) y
no debe depender del valor de 6.

Para un determinado nivel de confianza, y, utilizando la distribucién de probabilidad de t(X;0) se
calculan los valores Kk; y k2, conocidos como valores criticos.

En el siguiente apartado se muestran los desarrollos necesarios con vistas a obtener intervalos de
confianza para estimar uno de los parametros de distribucién normal, es decir, la media. También se
detalla el cdlculo de intervalos de confianza para la proporcidn de éxitos en pruebas binomiales (1, p).

Conceptos:
Intervalo de confianza: Si P(a < X <b)=0'95 tenemos el intervalo de confianza (a, b)

Nivel de confianza o coeficiente de confianza: 1 — o =y, en nuestro ejemplo, 0.95
Nivel de significacién o de riesgo: o, en nuestro ejemplo, 0.05

Valor critico: k; y k2, que dejan a la derecha (o a la izquierda) un area o./2.

Enla N(0, 1) son—1.96 y 1.96 para a = 0.05.

Margen de error: Diferencia entre los extremos del intervalo de confianza.

Maximo error admisible: Valor prefijado que no puede superar el valor absoluto de la diferencia entre
el estimador y el parametro.

Otros conceptos ya los hemos trabajado:
Poblacion. Parametro de la poblacién (media, proporcién)

Muestra. Estadistico de la muestra. Tamano de la muestra.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Actividad resuelta

+ Sabemos que en una distribucion normal estdndar P(—1.96 < z < 1.96) = 0.95. Determina un
intervalo de confianza con un nivel de confianza del 0.95 de una N(2, 0.1). Determina el margen
de error.

P(-1.96 <Z <1.96)=0.95 = P(—1.96 <" — < 1.96) =1 —a =y = 0.95 =
P((0.1-(-196)+2<X<(01-196)+2)=095=P(1.8<X<22)=095
La variable aleatoria X estara en el intervalo (1.8, 2.2) con un nivel o coeficiente de confianza de 0.95.

El margen de error viene dado por la amplitud del intervalo:

Margen de error: 2.2 -1.8 =0.4.

ejercicio de selectividad de junio de 2010. En este caso, resolveremos un

6: ejercicio de distribucién normal

W-dEO https://www.youtube.com/watch?v=_08yRdSDbRY

Distribucion Normal BACHILLERATO Selectividad Tipificar. Haremos el cuarto ( \

Actividades propuestas

12. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95 % de una N(5, 0.01).
Determina el margen de error.

13. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 99 % de una N(100, 4). Determina
el margen de error.

2.3. Intervalo de confianza para la media poblacional con desviacion tipica

conocida
Cuando se quiere construir un intervalo de confianza para estimar la media p de una poblacién normal
en la que se supone que la desviacién tipica de la distribucion, o, es conocida, se utiliza como estimador
la media muestral, es decir, se recurre a una muestra de tamafio n de la que se obtiene la media
muestral.

- c
Ya sabemos que la media muestral, X sigue una distribucion normal de media p y desviacidn tipica T
n

si la poblacidn de partida es normal, o si, aunque no lo sea, el tamafno de la muestra es suficientemente
grande, n > 30.

Para obtener, entonces un intervalo de confianza con 040 1
un nivel de confianza 1 — a = y debemos buscar dos
valores tales que dividan el area bajo la curva normal
en tres zonas, de dreas, a/2, 1 — oy o/2.

M0 = W202)=1-7
La siguiente figura ilustra la localizacion de estos
valores Z1.q/2 Y —Z1-0/2.
Sabemos que

0.30 -

0.20

0.10 +
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Estimacion. Intervalos de confianza

= KNS . z: X1 N1
X n (H\/ﬁ)' 7\/5 O, 1)

Se observa que el estadistico depende del parametro p que se va a estimar y que su distribucidon de
probabilidad (normal tipificada) es conocida y no depende de dicho parametro.

Asi pues, dado un nivel de confianza 1 — a =y se buscan dos valores Z1.4/2 Y —Z1-4/2 que verifiquen:

P2 2z )=l-a

/fz

Llamamos Z1.4/2 al valor de la N(O, 1) que deja un area a la derecha de valor a/2. Entonces, por la
simetria de la distribucién normal, a la izquierda de —z1.o/> quedara un area igual a o/2. Por tanto:
P(—Z1 @ <Z <Zl_g)=1—a=y

(Recuerda: Si (1 — a)-100 % = 95 %, entonces Z1-4/2 = 1.96).

A continuacién se puede despejar la media poblacional para obtener el intervalo de confianza:

- e
2 2 2

P(-2 ,<Z<z ,)=1-a=P(Z <—<Z_,) e
%fn

(&) (&) (&)
P(-z - <X-p<Z ,—)=l-a_ P(X-f<z ,—)=Il-a
( 1% (n H 1% [n) = (] “‘ l% [n)

Una vez obtenida la media muestral determinamos, con un nivel de confianza 1 — o =y el intervalo de
confianza. La media poblacional u, puede pertenecer o no a dicho intervalo.

Por tanto, se obtiene para la media poblacional el intervalo al (1 — a)-100 % de confianza:

(@)

he 1—7 J_ 1—7 ﬁ

Por ultimo, es interesante recordar que el intervalo de confianza se interpreta de la siguiente manera: si
tuviésemos un numero infinito de muestras de la poblacién, y construyésemos con cada una un
intervalo, entonces el 100-y % de dichos intervalos contendria al verdadero valor del parametro p. En la
practica, sélo tenemos una muestra, y por eso solo podemos construir un intervalo. No tiene entonces
sentido interpretar el intervalo como la region en la que estara p con probabilidad vy, puesto que en el
intervalo calculado, la media p estara o no estard. Por eso, para expresar nuestra incertidumbre sobre si
el intervalo calculado con nuestra muestra contiene o no al parametro pu emplearemos la expresion
nivel de confianza.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Actividad resuelta

+ Sise puede realizar la hipétesis de que el consumo de combustible sigue una distribucién normal,
veamos el intervalo de confianza para la media al 95 %, suponiendo conocida la varianza (igual a
7684.3 I°). Se recoge una muestra aleatoria simple de tamafio 20, y se obtiene una media
muestral de 3937.9 I.

Para un nivel de confianza del 95 % la tabla de la normal estandar nos dan que 7142 = 1.96.

g 87.66

- o -
(F-zpeZ ®4z e 7)) = (39379196 2%, 3937.9+ 196 - 7F) =
(3899.5, 3976.3).

Actividad resuelta

+ El tiempo de renovacion de un teléfono movil, expresado en afios, se puede aproximar mediante una
distribucion normal con desviacion tipica 0.4 afios. Se toma una muestra aleatoria simple de 100
usuarios y se obtiene una media muestral igual a 1.5 afios. Determinese un intervalo de confianza al
95 % para el tiempo medio de renovacion de un teléfono maovil.

Buscamos en la tabla de la normal estandar y se obtiene que Z1.4/2 = 1.96 para un nivel de confianza del
95 %. Conocemos la desviacidn tipica poblacional ¢ = 0.4, y la muestra nos da una media X = 1.5.

El intervalo de confianza pedido es:

c 0'4 0'4
15-196-———, 1I'5+196- 15-00784 1'5+00784) = (14216 1'5784)
1—— J— 1—— Jn ( J100° \/100] ( E )= (14216 )

Tenemos la confianza de que el 95 % de los casos la media poblacional pertenecera al intervalo:

(1.4216, 1.5784).

Actividades propuestas

14. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 95 % de
una poblacién de desviacion tipica conocida, ¢ = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria simple
de tamafio 400 y calculado la media muestral que es 50.5.

15. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 98 % de
una poblacién de desviacion tipica conocida, o = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria simple
de tamano 400 y calculado la media muestral que es 50.5. Compara con el anterior intervalo de
confianza.

16. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 16 pacientes y se ha anotado el nimero de dias que
han recibido tratamiento para los trastornos del suefio que sufren. Los resultados han sido:

280; 285; 295; 330; 290; 350; 360; 320; 295; 310; 300; 305; 295; 280; 315; 305.

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media n desconocida y desviacidn tipica 34.5 dias. Determina un intervalo de
confianza con un nivel del 95 % para la media poblacional.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.4. Relacion entre nivel de confianza, error admisible y tamano de la
muestra

— (e)
Hemos visto que P(]X_Fl‘ < le ﬁ) :1_(1, es decir, el (1 — a)-100 % de las muestras cumplen que:
2

— ()
X—p| < 2 o=

o
5 VN
Definicion:
- o c
Se llama error maximo admisible al valor E=2 _ -—.
-2 A/n

Observa que depende del tamafio de la muestra y del nivel de confianza. Al aumentar el tamaiio de la
muestra disminuye el error maximo admisible, y al aumentar el nivel de confianza también aumenta el
error maximo admisible. Puedes comprobarlo con la tabla de la normal estandar, y los niveles de
confianza mas usados:

1-a a 21_2
2
0.90 0.10 1.645
0.95 0.05 1.96
0.99 0.01 2.575

Si nos fijan el error maximo admisible, E, y el nivel de confianza 1 — a, podemos determinar el minimo
tamafiio que debe tener la muestra simplemente despejando:

2

(e}
:>n: Z - —_

(&)
E=z ,-—==+VJn=1z o
- E

c
o o
-2 -
; vn 2 E

Observa que el tamafio de la muestra debe ser mas grande cuanto menor sea el error maximo
admisible:

v' Para estimaciones mas precisas se debe aumentar el tamafio de la muestra.
Al aumentar el nivel de confianza 1 — oo aumenta el tamarfio de la muestra, luego:

v' Para aumentar el nivel de confianza se debe aumentar el tamafio de la muestra.

Actividad resuelta
+ ¢Cudl es el nimero minimo de estudiantes que debemos elegir de una poblacién de c = 2, para una
muestra aleatoria simple si el error minimo admisible es de 0.1, y el nivel de confianza del 95 %?
2

2
=z 2| =n2(196 1) =153664
I,E E 0.1

La muestra debe tener al menos 1 537 estudiantes.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Conocido el tamafio de la muestra y el error maximo admisible, despejando y buscando en la tabla,
también podemos determinar el nivel de confianza.

E=z - —>17 ,=E-—

1—% Jn -

W

Actividad resuelta

#+ FEl otorrino conoce que la desviacion tipica del tiempo de respuesta a un sonido es de un seqgundo.
Desea estudiar dicho tiempo de respuesta con un error mdximo admisible de 0.1 haciendo un
estudio con 100 pacientes: Determina con qué nivel de confianza obtendrd el intervalo de
confianza.

Buscamos en la tabla:

P(Z<z ,)=1-a =P(Z<1)=08413
2

es decir que el nivel de confianza es del 84.13 %.

Actividad resuelta

+ En la poblacién de estudiantes de desviacion tipica ¢ = 2, se quiere pasar una prueba a 100
estudiantes para determinar sus conocimientos de Matemdticas con un error minimo del 0.5. ¢ Cudl
es el nivel de confianza obtenido?

n v100
A a=E-£=O.5-—=2.5
1-7 o 2

Buscamos en la tabla:

P(Z<z ,)=1-0 = P(Z < 25) = 0.9938
2

es decir que el nivel de confianza es del 99.38 %.

Actividades propuestas

17. ¢Qué tamaifio minimo debe tener una muestra para que
el error maximo cometido en la estimacion de la media
sea menor de 0,1 unidades, con un nivel de confianza
del 95 %, sabiendo que la desviacion tipica poblacional
es conocida y vale 4?

18. Determina el tamafo muestral minimo necesario para
qgue el valor absoluto de la diferencia entre la media
muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.02
anos con un nivel de confianza del 90 % sabiendo que la
poblacién se distribuye segin una normal de desviacion
tipica 0.4.
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Estimacion. Intervalos de confianza

19. En el estudio anterior se toma una muestra de 49 individuos. Queremos que el error maximo
admisible sea de 0.02. ¢ Cudl sera el nivel de confianza?

El intervalo sobre el valor del pardmetro, que se construird utilizando las propiedades del estimador, se
denomina intervalo de confianza.

v" Cuanto mas estrecho sea dicho intervalo, menos incertidumbre existird sobre el verdadero valor
del parametro.

v" Ademds del concepto de confianza, que se acaba de analizar, en los intervalos aparecen los
conceptos de precision y de amplitud.

La amplitud es, la diferencia entre los extremos del intervalo, es decir, ts(X) — t/(X).

Para una muestra concreta, la amplitud del intervalo construido a partir de ella sera: ts(X°) — t,(X9).

La precision es una forma de evaluar el grado de eficacia del intervalo, y esta inversamente relacionado
con el concepto de amplitud. En principio sera deseable que los intervalos construidos tengan la
maxima precision posible, aunque el tamafo muestral siempre serd una limitacidn, ya que si es muy
pequeiio, no se puede conseguir una precision elevada.

Ya se ha dicho que entre precision y amplitud existe una relacidén inversa: a mayor precision deseada,
menor ha de ser la amplitud del intervalo construido. Por ello, en principio lo deseable es que el
intervalo presente la menor amplitud posible.

Si se obtiene un intervalo a partir de una muestra de tamafio 100, {cdmo puede mejorarse este
intervalo?

v" Una posibilidad es aumentar la precisién. Pero para aumentar la precision (lo que equivale a
disminuir la amplitud), manteniendo el tamafio muestral el Unico instrumento que existe es el
nivel de confianza. Asi, es necesario disminuir la confianza (ya que la precision ha mejorado). Es
decir, si la confianza pasa del 99 % a ser, por ejemplo, del 95 %, se puede obtener una amplitud
menor.

v' Otra posibilidad es aumentar la confianza. En tal caso, de manera andloga, deberia disminuirse
la precision (lo que equivale a aumentar la amplitud).

Si existe la posibilidad de aumentar el tamafio muestral (es decir, si se puede disponer de mas
informacién, lo que supone una situacién mejor), se puede aumentar la precisién sin modificar la
confianza o aumentar la confianza sin modificar la precision.

Por ejemplo, si se aumenta el tamafo muestral a 200, se puede aumentar la precisién o aumentar la
confianza del intervalo, sin modificar |la otra caracteristica. Realmente, aumentando el tamafo muestral
siempre mejorard el intervalo construido, pero dicho aumento suele tener un coste. Por lo tanto,
cuando se quiere construir un intervalo de confianza para un pardmetro, antes de obtener la muestra,
puede ser interesante realizar un estudio previo para obtener el valor de n éptimo en términos de
relacion coste-beneficio.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.5. Intervalo de confianza para la proporcion en muestras grandes

La construccion de un intervalo de confianza para la proporcidn de éxitos en una prueba de Bernoulli se
puede llevar a cabo utilizando el estimador puntual que se ha visto en el apartado de estimacion
puntual. Entonces, se habia demostrado que el estimador de la proporcién poblacional es un estimador
insesgado p.

Sabemos por el teorema central del limite que la proporcién muestral se distribuye segun una
o, [pd- -
distribucién normal N(p, u) para n suficientemente grande.

n

Tipificando la variable obtenemos una distribucion N(0, 1), por lo tanto:

Dado un nivel de confianza 1 — a. =, se pueden buscar dos valores Z1.,/2 Y —Z1-4/2 que verifiquen:

0(~2,_2) =§; ¢<zl_a/2>=1—§

De manera que construimos el intervalo de confianza para la proporcion de éxitos p. La varianza es

. - N . [p-(1-p
desconocida y por tanto se utiliza como desviacion tipica su estimador puntual, M :
n

pP—p

[P-(1-p)
n
- [p-(1-p _ [p-(1-p
P{_p_zl—q/Z' w<_p<_p+zl—a/2' wjzl—a:

Multiplicamos por -1, y cambiamos el sentido de la desigualdad:

_ fﬁ- 1-p _ [p-(1-p
P(p_zla/Z' ¥<p< P+Z_q/n- szl—a:

Tenemos el intervalo para la proporcién poblacional:

_ p-(1-p) p-(1-p
p[p [p-0-D) ., /Mj
n n .

Con lo que se obtiene el intervalo de confianza para la proporcidn de éxitos al nivel de confianza, y. Se
puede demostrar que es el intervalo de menor amplitud dado un nivel de confianza.

Pl =242 < <Ly [Flra=

Actividad resuelta

+ Determina el intervalo de confianza al 99 % para la proporcién de componentes defectuosos que
se producen en una fdbrica. Para ello se ha elegido una muestra aleatoria simple de 1000
componentes y en ella se ha obtenido que la proporcion de defectuosos es del 3.7 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

Buscamos en la tabla de la normal el valor de z para una probabilidad de 0.99, y se obtiene 2.58, es
decir Z1.472 = 2.58. Conocemos p =0.037, n = 1000, por lo que el intervalo de confianza pedido es:

99%

0.037-0.963
1000 ’

0.037-0.963

0.037 — 2.58 1000

0.037 + 2.58 = (0.0216, 0.0524)900,

99%
Con un nivel de confianza del 99 % la proporcidn de defectuosos poblacional esta entre 2.16 % y 5.24 %.

Actividad resuelta
+ Determina el intervalo de confianza al nivel de confianza del 90 % y del 99 % para estimar la

proporcion enfermos de la gripe en la poblacion si de una muestra de 120 personas hay 20 con
gripe. Determina en cada caso el margen de error.

Buscamos en la tabla de la normal los valores de z1.,/2 para esos niveles de confianza y obtenemos para
90 %, Z1-0/2 = 1.645, y para el 99 %, Z1.4/> = 2.575. Conocemos N = 120, p =20/120=1/6. Calculamos:

5(1— p) ’1 5
/p —P)_ 6 6_
" =120 = 0.034

Por tanto, los intervalos de confianza pedidos son:

90 % = (23 —Zyay, - LG D 2y ay, ﬁﬁ—ﬁ)) -
90%

n n

1 1
(— — 1.645 - 0.034, —+ 1.645 - 0.034) = (0.111, 0.223)999y
6 6 90%

Margen de error =0.223 -0.111 =0.112.
Podemos interpretarlo como que habrd entre un 11 % y un 22 % de personas con gripe.

99 % = (;3 ey, PR g ﬁ(1n—ﬁ)> _
99%

1 1
(— —2.58-0.034, —+2.58- 0.034) = (0.079, 0.254)gqq,
6 6 99%
Margen de error =0.254 -0.079 = 0.175.

Podemos interpretarlo como que habrad aproximadamente entre un 8 % y un 25 % de personas con
gripe.
Observa que:

Al aumentar el nivel de confianza, aumenta la amplitud del intervalo y por lo tanto aumenta el margen
de error.

Actividades propuestas

20. Determina el intervalo de confianza para la proporcién de arboles enfermos en Madrid con un nivel
de confianza del 95 %, si se ha elegido una muestra aleatoria simple de 100 arboles de los que hay
20 enfermos.

21. Se quiere estudiar la proporcion de estudiantes que hacen actividades extraescolares. Para ello se ha
seleccionado una muestra de 400 estudiantes de los cuales 100 hacen actividades extraescolares.
Determina el intervalo de confianza para la proporcién con un nivel de confianza del 95 %.
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Estimacion. Intervalos de confianza

2.6. Determinacion del tamaio de la muestra para una proporcion
Para determinar el tamafio partimos de dos situaciones diferentes

1. Que se conozca la media o la proporcién poblaciones
2. Que no se conozca

Ya hemos determinado el tamafio de la muestra para la media poblacional, ahora veremos algun
ejemplo para la proporcion.

El procedimiento es el mismo que antes. La diferencia va a estar en despejar el tamano pues vamos a
tener una desigualdad con raices cuadradas. Como el tamafio buscado también es una desigualdad
podremos simplificar esa desigualdad.

Vedmoslo con unos ejemplos:

Actividad resuelta

+ (Cudl debe ser el tamafio de la muestra en una poblacién de 8 millones de votantes para conocer si
tienen la intencion de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de acierto del
0.95 y un margen de error inferior a 0.02? Se conoce la proporcion poblacional: 35 %.

Utilizamos intervalos de confianza:

Es una distribucién binomial, pues un votante o vota a dicho partido, o no lo vota.

Llamamos n al tamafio de la muestra, p al nimero de los que votaran al partido en la poblacién, X a los
gue votan al partido en la muestra.

X
P(=0.02 <= ~p < 0.02) = P((~0.02+p) -n <X < (0.02+p) - n) 2 0.95

En la distribucion binomial tenemos que la media es np y la varianza npq = np(1-p). Pasamos de la
distribucién binomial a la distribucidn normal, afiadiendo 0.5 de la longitud de los intervalos:

X
P(=0.02 < =~ p < 0.02) = P(~0.02n +pn— 0.5 < X < 0.02n + pn + 0.5) > 095

Tipificamos:
—-0.02n-0.5 X-np 0.02n+0.5
P < > 0.95

(an(l—p) — Jnp(1-p) T an(l—p)) - =

0.021n+0.5
<——)—-1=20.
2P(z < np(l—p)) 1>095=
0.02n+ 0.5
P(z < ) = 0.975

ynp(1—p)

Buscamos en la tabla de la normal estandar y obtenemos que

0.02n+0.5

— > 1.96. (2)
Vnp(1-p)
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Estimacion. Intervalos de confianza

La proporcidén es conocida p = 0.35, q = 0.65,

0.02n+ 0.5 =2 1.96,/np(1 —p) = 0.02n + 0.5 = 1.96vVn - 0.35 - 0.65

Podemos resolver la desigualdad pero también podemos simplificarla, pues se seguira verificando para
este caso (aunque no en el otro sentido):

0.02n = 1.96vn - 0.35- 0.65

Elevamos al cuadrado y despejamos:
n>2184.91=n2>2185.

Por tanto se debe pasar la encuesta a 2 185 votantes o mas.

Actividad resuelta

+ ¢Cudl debe ser el tamafio de la muestra en una
poblacion de 8 millones de votantes para conocer si
tienen la intencion de votar a un determinado partido
politico con una probabilidad de acierto del 0.95 y un
margen de error inferior a 0.02? Se desconoce la
proporcion poblacional.

Es el mismo problema anterior, pero desconocemos la
proporcion.

Partimos de la desigualdad (1):
0.02n+0.5
— = 1. . S5 =1 —
TG = 1.96 = 0.02n + 0.5 = 1.96,/np(1 — p)

Donde tenemos dos variables n'y p. Vamos a acotar p(1 — p). Dibujamos la parabola y = X(1 — X) que
alcanza su valor maximo, 1/4, para X = 1/2, por lo que p(1 —p) < 1/4. Sustituimos este valor.

n
0.02n + 0.5 > 1.96,/np(1 — p) > 1.96\E

Eliminamos 0.5 (para simplificar calculos), elevamos al cuadrado, y obtenemos que: n > 2 401.
La encuesta debe de realizarse para mas de 2 401 votantes.

Hemos calculado el tamafo de la muestra con un margen de error no superior a 0.02 y una certeza del
95 %.

Actividades propuestas

22. iCuantas veces se debe lanzar una moneda para que la proporcién de caras no se aparte de la
tedrica, 1/2, mas de una centésima, con un grado de certeza no inferior al 95 %? ¢Cuantas, con el
mismo margen de error y una certeza no inferior al 99 %? éLo mismo con 99.9 % de certeza?
(Soluciones: n>9504,n>16412,n> 26 632)

Volvemos al problema de las encuestas de votos.
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Actividad resuelta

+ En una poblacién de 8 millones de votantes elegimos
una muestra aleatoria de 2000 de la que 700
personas nos afirman que van a votar a un
determinado partido. ¢ Qué podemos asegurar sobre el
numero de votos que recibird dicho partido?

Como 700/2000 = 35, una primera respuesta podria ser
que 0.35-8000000 = 2800000 votos, pero déqué
confianza podemos tener de ese resultado.

Fijamos un nivel de significacién o, o un grado de
confianza,1 —a=7.Seaa=0.05yy=1-a =0.95.

Sea p la proporcién de votantes al partido estudiado. Tenemos una distribucion binomial de media p =
np = 2000-p y o = \/npq = \/2000 -p(1 —p). Calculamos la probabilidad de que el niumero de
votantes al partido estudiado de la muestrasea: P(u—ko <X<pu+ko)>0.95

Pasamos de la distribucion binomial a la normal para calcular Ky p:

P(u—ko—-0.5<X<pu+ko+0.5)>0.95

Tipificamos: P("’“’U"O'Ss Z< +’“’:°'5) >0.95

+ko+0.5

Obtenemos que z = >1.96, por lo que ko + 0.5 > 1.96c. Debemos sustituir uy a en funcién de p

como se hizo anteriormente y se obtiene que: 0.3280 < p < 0.3719, es decir que la proporcion de
votantes debe estar entre el 33 % y el 37 %.

Actividades propuestas
23. Rehaz los calculos de la actividad anterior para un nivel de confianza del 99 %

24. Se investigan los habitos de consumo de una poblacién de dos millones de personas. Se pasa una
encuesta a mil personas y se les pregunta si en su domicilio se cocina con gas, de los que 600
responden afirmativamente. Qué puedes afirmar sobre el nimero de personas en las que en su
domicilio se usa gas con un nivel de confianza del 95 %.

Video de un problema de selectividad resuelto: El tiempo de vida de los individuos de
cierta especie animal tiene una distribucion normal de media 8.8 meses y una { »‘

Eaaq desviacion tipica de 3 meses.

a) éQué porcentaje de individuos de esta espacie supera los 10 meses? ¢Qué

video porcentaje de individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) Si se toman al azar 4 especimenes, écudl es la probabilidad de que el menos uno no supere los 10
meses de vida?

c) éQué valor de c es tal que el intervalo (8.8 — ¢, 8.8 + ¢) incluye el tiempo de vida (medido en
meses) del 98 % de los individuos de esta especie?

https://www.youtube.com/watch?v=E08i7gHUeaw
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Estimacion. Intervalos de confianza

3. CONTRASTE DE HIPOTESIS
3.1. Test de hipotesis. Contraste de hipotesis para la proporcion poblacional

Empecemos con un ejemplo.

Actividad resuelta

+ La probabilidad de curarse una enfermedad con un cierto
medicamento es 0.68. Se investiga un nuevo medicamento que
queremos mejore el numero de curaciones. Se tratan 200
enfermos de los que se curan 150. ¢ Podemos estar seguros de
que el nuevo medicamento es mejor que el antiguo?

En primer lugar vamos a calcular la probabilidad de que con el primer
medicamento se hubieran curado 150 enfermos. Tenemos una distribucidon binomial de media p=np =
200-0.68 = 136,y 0 = /npq = V200 - 0.68 - 0.32 = V43.52 = 6.6

Ajustamos la binomial con una normal, tipificamos y buscamos en la tabla:

P(z> 150.5 — 136

Z = ——————————————————————
6.6

La probabilidad ha salido muy pequefia. Rechazamos la hipdtesis. Aunque es posible que si hubiera con
el primer medicamento 150 curaciones, pero sélo en el 1.39 % de los casos.

=22)=1-P(z<22)=1-09861= 0.0139

Nivel de significacion

En el ejemplo hemos partido de considerar cierta una hipdtesis, que los medicamentos fueran iguales.
Si la probabilidad sale menor que un cierto valor, llamado nivel de significacion, rechazamos la
hipotesis.

Se suelen tomar como niveles de significacion 5%, 1 %, 0.1 % ... segun la naturaleza del problema.

En la actividad anterior diriamos que rechazamos la hipétesis de que ambos medicamentos sean igual
de efectivos con un nivel de significacion del 5 %, pero no podriamos rechazarla con un nivel de
significacion del 1 % por ser 1.39 > 1.

Actividad resuelta

+ En la actividad anterior, el nimero de curaciones observadas, 150, ies compatible con que el
medicamento sea efectivo en el 69 % de los casos, con un nivel de significacion del 5 %? ¢Y en el
70 % con igual nivel de significacion?

Repetimos el proceso para estos nuevos valores:

p 1) c YA P(x > 150)
0.69 | np=200-0.69=138 | ¢ =./npq =+200-0.69-0.31 =6.49 15057138_; g5 1-0.9726 = 0.0274
6.5
0.7 np=2000.7=140 | ¢ = \/npq =+/200-0.7 - 0.3 =6.48 1505-140_; 5 1-0.9474 = 0.0526
6.48

Rechazamos la hipétesis con un nivel de significacion del 5 % de que el porcentaje de curaciones sea del
68 %, y del 69 %. Esperamos que el porcentaje de curaciones del segundo medicamento sea superior al
70 %.
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Test unilateral y test bilateral

Hemos considerado en las actividades anteriores la hipdtesis de que ambos medicamentos tienen un
porcentaje de curaciones iguales, y la hipdtesis contraria de que el segundo medicamento tiene un
mayor porcentaje de curaciones. Hemos calculado P(x > 150), es decir, la probabilidad de que la
variable aleatoria tome valores a la derecha de 150. Este tipo de test se denomina unilateral.
Si debemos calcular probabilidades simétricas a ambos lados, se denomina bilateral.

Actividad resuelta

+ Queremos comprobar si una moneda no estd trucada, con un nivel de significacién del 5 %.
Lanzamos la moneda al aire 100 veces y obtenemos 60 caras. ¢Aceptamos la hipdtesis de que la
moneda no estd trucada?

Tenemos las siguientes hipotesis:

Ho = la moneda tiene una probabilidad de salir cara de 1/2.

H1i: La moneda esta trucada, la probabilidad de cara es distinta de 1/2.

Es una distribucién binomial de media p = 100-(1/2) = 50, y varianza 62 = 100-(1/2)-(1/2) =25 — ¢ = 5.

La hipétesis H1 indica que p podria ser mayor que 1/2 o menor que 1/2, por lo que debemos considerar

tanto que se obtengan mas de 50 caras como que se obtengan menos. Hemos obtenido 60 caras, que

supera en 10 al valor medio, 50, luego vamos a calcular: P( | X—50 \ > 10), es decir,
P(x—50>10)+P(x+50<-10)

De nuevo aproximamos la binomial con la normal:

P(x>60.5)+P(x<39.5)=P(z>2.1)+P(z<-21)=(1-P(z<£21))+ (1 -P(z<£2.1)=2(1-P(z£2.1))
=2(1-0.9821) =2(0.0179) = 0.0358
Como 3.58 < 5, podemos rechazar la hipdtesis de que la moneda esté equilibrada (tenga una

probabilidad de 1/2, sea de Laplace:..) al nivel de significacion del 5 %.

En ambos ejemplos tenemos duda sobre si el parametro poblacional toma un valor determinado. Para
salir de esa duda hacemos un test estadistico, tomando una muestra aleatoria que nos permita sacar
conclusiones de la poblacidn, y aceptar o rechazar la hipotesis previamente emitida

Caso Ho Hq
Curaciones p=69 % p>69%
Moneda p=1/2 p=#1/2

Actividades propuestas

25. Repite los célculos de una actividad anterior para comprobar si una moneda s
no estd trucada, con un nivel de significacion del 5 %. Para ello lanzamos la ‘3 g5y
moneda al aire 100 veces y obtenemos 65 caras. ¢Se puede asegurar que sea o ®
una moneda de probabilidad 1/2?

26. Se ha calculado que entre los deportistas que juegan al futbol hay un porcen-
taje de accidentes del 22 %. Se han estudiado el nimero de accidentes entre
400 personas que practican la natacion y han resultados accidentadas 36 personas. ¢Es la nataciéon
igual de peligrosa que el futbol?
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Estimacion. Intervalos de confianza

3.2. Contraste de hipdtesis para la media poblacional

Podemos encontrar dos casos, que la hipdtesis nula Ho sea del tipo p = po, 0 que sea con una
desigualdad: p > o, o bien p < po.
Paso 1: Hipotesis Ho: 1 = o, Hi: 1L # po.

Paso 2: Zona de aceptacion.

. . . . , (o) . . . . . .
Consideramos que la media se distribuye segun N (u,, T%) lo que es cierto si la distribucidén poblacional
es normal o si el tamano de la muestra es suficientemente grande. La zona de aceptacion de la hipotesis

. g g
es elintervalo: u € ( —Z, a-— +2zZ a- —)

u Ho 1_5 \/ﬁ' Ho 1_5 N
Paso 3: Verificacion: Se extrae la muestra y se calcula X.

Paso 4: Decision: Se acepta o se rechaza la hipédtesis.

Actividad resuelta

+ Se piensa que el tiempo de renovacion de un teléfono mévil, expresado en
afos, se puede aproximar mediante una distribucion normal de media 2 y
con desviacion tipica 0.4 aios. Para contrastar esta hipdtesis se pasa una
encuesta a 100 personas, y el tiempo medio de renovacion de sus
teléfonos mdviles ha sido de 1.8 afios. ¢Se puede aceptar la hipdtesis con
un nivel de significacion del 5 %?

Paso 1: Hipotesis Ho: L= pg =2, Hi: p# 2.

Paso 2: Zona de aceptacion:

a a 0.4 0.
(Ho—zia F otz e F)=(2-196 75, 24196 7

4
= — m) = (1.92, 2.08)

Paso 3: Verificacion:
Al extraer la muestra la media ha sido 1.8 que no pertenece al intervalo de aceptacién.

Paso 4: Se rechaza la hipdtesis de que la media sea 2.

Para el contraste unilateral la zona de aceptacion no sera simétrica.

Actividad resuelta
+ En la actividad anterior se quiere contrastar la hipétesis de que la media es superior a 2.

Paso 1: Hipotesis Ho: L= pg >2, Hi: p < 2.

Paso 2: Zona de aceptacién: (,uo -z, a: \%, +°<>) = (2 —1.96- \/%, °<>) =(1.92, +x).
2

Paso 3: Verificacion: Al extraer la muestra la media ha sido 1.8 que no pertenece al intervalo de
aceptacion.

Paso 4: Se rechaza la hipétesis de que la media sea superior a 2.
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Estimacion. Intervalos de confianza

3.3. Hipotesis nula. Error de primera y segunda especie

Hemos visto ejemplos en los que hemos hecho una hipétesis, (que ambos medicamentos eran iguales,
gue la moneda no estaba trucada...).

La hipdtesis, Ho, de que no hay cambios se llama hipétesis nula.

La hacemos con la intencién de rechazarla, y aceptar la hipdtesis contraria, Hi, de que si hay cambios (el
segundo medicamento es mejor, la moneda esta trucada...).

Para decidir si rechazamos Ho hemos fijado un nivel de significacién, o, hemos realizado un test que nos
suministra una zona critica D en la que:

Si suponiendo que Ho es verdadera ocurre que P(Xx € D) < o, entonces rechazamos Ho.
Si suponiendo que Ho es verdadera ocurre que P(x € D) > a, entonces NO rechazamos Ho.

Podemos cometer dos tipos de errores, el error de tipo 1, es rechazar Ho siendo verdadera; y el error
del tipo 2, de aceptar Ho siendo falsa.

La probabilidad de cometer un error del primer tipo es el nivel de significacion o.

Actividades propuestas

27. La tasa de natalidad de una regidn ha sido del 8.7 por mil habitantes durante un cierto afo.
Suponemos que la tasa de natalidad es la misma al afio siguiente, éhasta qué numero de
nacimientos entre 3 000 habitantes estarias dispuesto a confirmar dicha hipdtesis?

3.4. Analogia entre intervalos de confianza y contraste de hipdtesis

Existe una gran relacidén entre el intervalo de confianza para un parametro de una distribucion y el
contraste de hipdtesis sobre el mismo. Si al construir el intervalo de confianza, el estimador muestral no
pertenece a él, se rechaza la hipdtesis nula de que la poblacién tenga dicho parametro.

El nivel de significacién a de un contraste de hipétesis es el complementario del nivel de confianza de
una estimacion: 1 — a..
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Estimacion. Intervalos de confianza

CURIOSIDADES. REVISTA

EL EFECTO PLACEBO Y EL EFECTO NOCEBO

Antes de que un medicamento pueda comercializarse debe superar una
serie de estrictas pruebas que arrojen seguridad acerca de su eficacia
curativa.

Una de las pruebas mds comunes consiste en seleccionar una muestra
de enfermos y dividirlos aleatoriamente en dos grupos; un grupo recibe

el medicamento, y el otro, sin saberlo, una sustancia en apariencia igual,
pero sin ningun poder terapéutico: un placebo.

De esta forma, al final del ensayo pueden compararse los resultados
entre los dos grupos y determinar la eficacia del medicamento. Para ello

se emplean herramientas estadisticas como la correlacién.

Sorprendentemente, hay un ndmero significativo de pacientes que,
habiendo recibido el placebo, mejoran de forma ostensible. Por
ejemplo, esta contrastado que, en muchas enfermedades relacionadas
con el dolor, entre el 10 % y el 15 % de los pacientes experimenta un
alivio notable habiendo seguido un tratamiento exclusivamente de
placebo.

Distribucion Normal

La importancia de esta distribucidén se debe a que se utiliza para modelar
numerosos fendmenos naturales, médicos y sociales. Son fendmenos en los
que influyen muchas variables dificiles de controlar, por lo que podemos
suponer que es suma de distintas causas independientes.

Ejemplos clasicos de fendmenos que se distribuyen segin una normal son:

Moivre

Fendmenos morfolégicos como la estatura o el peso

Fisiolégicos como los efectos de un farmaco
Socioldgicos como los de consumo
Psicoldgicos como el cociente intelectual

El ruido en las telecomunicaciones

Los errores cometidos al medir una magnitud...

VVVYVVYY

La historia de la distribucién normal. Aparece por primera vez con

Abraham de Moivre en un articulo publicado en 1733, sobre la distribucion
binomial para valores grandes de n.

El resultado fue trabajado por Laplace en su libro sobre la Teoria de las
probabilidades trabajando sobre errores.

También sobre errores la utilizé Gauss, analizando datos astrondmicos. En
su honor también se denomina a la curva normal, campana de Gauss.

Gauss
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Estimacion. Intervalos de confianza

RESUMEN

Muestra
aleatoria simple

Todos los individuos de la poblacién tienen la misma
probabilidad de ser elegidos en la muestra.

Se numera la poblacion y se usan
numeros aleatorios para elegir la
muestra.

Teorema central
del limite

Si X es una variable aleatoria de una poblacidn de media p finita y
desviacion tipica o finita. Entonces: La distribucion de la media

(e}
-—Y
Vn
se aproxima a una distribucién normal a medida que crece el
tamafio de la muestra

muestral de tamafio n tiene de media p y desviacién tipica

Poblacién N(10, 2)
Muestra de tamafio n = 100.
-

Distribucién de la media muestral;
N(10,0.2)

Media muestral

(¢

7

N(X,

PB<X<12)=P(-1<z<])=
2P(z<1)-1=0'6832

Proporcion

N(p,,/@)

Proporcion: 5 %. Muestra de tamaio
n =100 — N(0.05, 0.03)

muestral
Intervalo de confianza: Si P(a< X <b)=0'95 tenemos el intervalo de confianza (a, b)
Nivel de confianza o coeficiente de confianza: 1 — o =y, en nuestro ejemplo, 0.95
Intervalo de | njvel de significacién o de riesgo: o, en nuestro ejemplo, 0.05
confianza Valor critico: K; y K, que dejan a la derecha (o a la izquierda) un area o/2.
Enla N(0, 1) son —1.96 y 1.96 para o = 0.05.
Margen de error: Diferencia entre los extremos del intervalo de confianza.
Intervalo de G - N(2,1),1—a=y=0.95;
i ME|X=2 o =, X+Z o — P(~1.96 < (X-2)/1 <1.96) =0.95
confianza parala = =< ( (X-2) )
media 2 2 =>P(1.8<X <22)=0.95
Error maximo 2 N(2,1),1—a=0.95; n=100
admisible. E=z o — =>n=|7 ¢ — E = 1.96:(1/10) = 0.196.
-2 Jn 2 E

Tamaiio minimo
de la muestra

SiE=0.5—n=(1.96-(1/0.5))?%~ 16

Intervalo de
confianza para la
proporcion

_ p-(1-p _ p-(1-p
pE[p—Zl—a/r‘I—p (n p)’ p+21—a/2"f—p (n p)]
Y

Proporcidn:1/6. Muestra de tamafio
N=120.1-0=0.95—>Z1.qp=
1.645;s=0.034 —(0.111, 0.223)

Contraste de
hipétesis

Paso 1: Hipotesis Ho: | = o, Ha: p # po.

— (e} — (e}
Paso 2: Zona de aceptacion. L€| X—=Z ¢ T X+2 o —
n 1-> Jn

2

1-=
2
Paso 3: Verificacion: Se extrae la muestra y se calcula X .
Paso 4: Decision: Se acepta o se rechaza la hipdtesis.
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Estimacion. Intervalos de confianza

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Utiliza las tablas de la normal estandar y comprueba las probabilidades siguientes:
a)P(z<1)=0.8413; b)P(z<£0.7)=0.7580;c)P(z>1)=1-0.8413=0.1587; d)P(z>1.86)=0.0314;
e)P(-1.83<z<-1)=0.1251; f) P(z > 1.38) = 0.0838; g) P(-1.83 <7< 0.75) = 0.7398.

2. Utiliza las tablas de la normal estandar para calcular las probabilidades siguientes:
a)P(z<0.72); b) P(z<1.21); c) P(z>0.93); d) P(z>-1.86);
e) P(-1,02 <7< -0.85); f)P(0.65<2<1.42); g)P(1.76 >2>0.72); h) P(-0.9 >z >-0.51).

3. Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 5 y desviacidn tipica 0.5. Calcula
las siguientes probabilidades:

a) P(X<6); b) P(X <4); c) P(X>3); d) P(X>5.5);
e) P(-3<X<-1); f) P(X > 2); g) P(3<X<7); h) P(6 > X>2).

4. En un centro escolar hay 900 estudiantes, que son 600 de ESO y 300 de Bachillerato. Se quiere
tomar una muestra aleatoria por muestro estratificado proporcional de tamafio 50. ¢Cuantos
estudiantes se deben escoger de forma aleatoria de ESO y cudntos de bachillerato?

5. El niumero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una
compafia de telefonia moévil se aproxima por una
distribucién normal con media 4 Mb y desviacion tipica igual
a 1.5 Mb. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio
64.

a) ¢éCudl es la probabilidad de que la media muestra sea
inferior a 3.5 Mb?

b) ¢Sea superior a 4.5 Mb?

1/

@ c) Se supone ahora que la media poblacional es
= desconocida y que la media muestra toma el valor 3.7 Mb.
Obtén un intervalo de confianza al 95 % para la media de la
poblacién. Obtén también un intervalo de confianza al 99 %
para la media de la poblacién. ¢Es mayor o menos que el anterior? Explica este resultado

6. La duracién en horas de un cierto tipo de bombillas de bajo consumo se puede aproximar por una
distribuciéon normal de media p y desviacion tipica igual a 3600 horas. Se toma una muestra
aleatoria simple.

a) ¢Qué tamano muestral se necesitaria como minimo para que, con un nivel de confianza del 95
%, el valor absoluto de la diferencia entre u y la duracién media observada X de esas bombillas
sea inferior a 100 horas?

b) Si el tamafio de la muestra es 121 y la duracién media observada X es de 4000 horas, obtén un
intervalo de confianza al 95 % para la media poblacional .
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Estimacion. Intervalos de confianza

7. La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada plantacidon de mejillones se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida p y
desviacion tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 mejillones y se obtiene una media muestral igual a
70 mm. Determina un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud de los
mejillones con un nivel de confianza del 99 %. Determina también un intervalo de confianza
para la media poblacional de la longitud de los mejillones con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el error maximo cometido en la

estimacion de p por la media muestral sea menor o igual que 5 mm con un nivel de confianza
del 95 %.

8. El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion tipica ¢ = 3
litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16; 20) para
estimar p, con un nivel de confianza del 95 %. Calcula la media muestral y el tamafio de la
muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 81. Calcula el error maximo cometido en la
estimacion de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

9. El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta
ciudad se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p = 6.3 kW y desviacion tipica 0.9 kW.
Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 100. Calcula:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre
6 kWy 6.6 kW.

b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de
confianza (6.1; 6.6) para la media del consumo familiar diario.

10. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 9 pacientes y se ha anotado el nimero de dias que
han recibido tratamiento para trastornos digestivos que sufren. Los resultados han sido:

100, 98, 75, 103, 84, 95, 105, 82, 107.

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica 9 dias.

a) Determina un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p.

b) ¢Qué tamafio minimo debe tener la muestra para que el error maximo cometido en la
estimacion de la media sea menor de 5 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

22 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. Capitulo 8: Estimacion. Intervalos de confianza Autora: Raquel Caro

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Estimacion. Intervalos de confianza

11. El tiempo de renovacion de un teléfono mdvil, expresado en afios, se puede aproximar mediante
una distribucién normal con desviacidn tipica 0.2 afos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 81 usuarios y se obtiene una media muestral igual a 1.8
anos. Determina un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacién de un
teléfono mavil.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre
la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.03 afios con un nivel de
confianza del 95 %.

12. Se considera una variable aleatoria con distribucidn normal de media | y desviacidn tipica igual a
1.2. Se toma una muestra aleatoria simple de 100 elementos.

a) Calcula la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y u sea
mayor o igual que 4.

b) Determina un intervalo de confianza del 90 % para p; si la media muestral es igual a 50.

13. La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacidn se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion normal de media pu y desviacién tipica ¢
=15cm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 individuos obteniéndose una media muestral X =
174 cm. Determina un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) éCudl es el minimo tamafio muestral necesario para que el error mdximo cometido en la
estimacioén de p por la media muestral sea menor que 5 cm, con un nivel de confianza del 90 %?

14. El minimo tamafio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de
una poblacién que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucion normal de
desviacidn tipica o, con un error maximo de 2.27 y un nivel de confianza del 90 %, supera en 1000
unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del 95 % y el error maximo fuera de
5.23. Expresa los tamafios muestrales en funcidén de la desviacidn tipica o y calcula la desviacidon
tipica de la poblacion y los tamafios muestrales respectivos.
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AUTOEVALUACION

1. Indica cual de los siguientes motivos no es por el que se recurre a una muestra:

a) El proceso de medicidn es destructivo

b) La poblacion es muy numerosa

c) La poblacion es imposible o dificil de controlar
d) La poblacién tiene mal caracter

2. Una ganaderia tiene diez mil ovejas de diferentes razas. Queremos extraer una muestra de 100
ovejas. Indica el tipo de muestreo mas adecuado:

a) muestreo aleatorio sistematico b) muestreo aleatorio estratificado
c) muestreo no aleatorio d) muestreo aleatorio por conglomerados
3. Indica cual de las siguientes afirmaciones es falsa en una distribuciéon N(0, 1):
a)P(z<0)=1 b) P(z<0)=0.5 ¢)P(z=0)=0 d)P(z>0)=0.5.
4. De una poblacion de media 69 y desviacion tipica 8 se toma una muestra de tamafio 12. La
probabilidad de que un individuo de la muestra tenga un valor mayor que 93 es:
a) P(x>93)=0.9987 b) P(x>93)=0.6501 c) P(x>93)=0.1293 d) P(x >93) =0.0013.
5. Los parametros de una distribucidn son p = 10 y desviacion tipica ¢ = 20. Se extrae una muestra
de 100 individuos. El valor de P(8 < X< 12) es:
a)P(z<1)=0.8416 b) 0.6838 c) 0.3168 d) 0.1584.
6. En el control de calidad de una fabrica de chocolate, se envasan tabletas de 100 gramos con una

desviacion tipica de 2 gramos. Se toma una muestra de 50 tabletas. Calcula la probabilidad de que el
peso medio de las tabletas sea menor que 99 gramos:

a) 0.0002 b) 0.9998 c) 0.3541 d) 0.0023.

7. En el control de calidad de una envasadora de estuches de jamdn, se envasan en estuches de
100 gramos con una desviacion tipica de 2 gramos. La probabilidad de que un lote de 400 estuches pese
mas de 40100 gramos es de:

a) 0.9938 b) 0.0062 c) 0.0002 d) 0,9998
8. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 0.95 de una N(2, 0.1):
a)P(1.8<X<22)=095 b)P(19<X<21)=095 Cc)P(1.8<X<22)=099 d)P(1<X<2) =090

9. Se ha elegido una muestra aleatoria simple de 1000 componentes y en ella se ha obtenido que
la proporcidon de defectuosos es del 3.7 %. Determina el intervalo de confianza al 99 % para la
proporcién de componentes defectuosos que se producen en una fabrica:

a) (0.0371,0.0375) b) (0.0258, 0.0351) c) (0.0216, 0.0524) d) (0.0111, 0.0222)
10. ¢Cual debe ser el tamafio de la muestra en una poblacion de 8 millones de votantes para
conocer si tienen la intencion de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de
acierto del 0.95 y un margen de error inferior a 0.027?:

a) 2401 b) 1959 c) 2502 d) 3026
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Estimacion. Intervalos de confianza

AREAS BAJO LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL ESTANDAR, N(0, 1)

Tabla de la uam: Universidad Autonoma de Madrid

0,0( 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141

d 0,6554 0,6591 10,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
m 0,7257 0,7291 10,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549

ﬁ 0,7881 0,7910 10,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133

0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621

|
0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 10,8962 0,8980 0,8997 0,9015

lﬂ
Iﬂ
I!i
Ei

|
0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890

ﬁ 0,9918 0,9920 10,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964

ﬁ 0,9974 10,9975 10,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990

0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995 0,9995
ﬁ 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999

ﬁ 0,9999 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999

4,0] 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

29 Bachillerato. Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales II. Capitulo 8: Estimacidn. Intervalos de confianza Autora: Raquel Caro

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

1
Textos Narea Verde



Estimacion. Intervalos de confianza

PROBLEMAS PROPUESTOS EN SELECTIVIDAD

Puedes ver muchos problemas de selectividad, de distintos ainos y diferentes comunidades

auténomas, resueltos en la web de Marea Verde, en SELECTIVIDAD.

También en “Problemas resueltos por el alumnado” tienes problemas de estimacion resueltos por

estudiantes de un instituto. Algunos problemas resueltos por el alumnado.

1. El nimero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una
compania de telefonia mévil con la tarifa AA se puede aproximar por una distribucion normal con
media 3.5 Mb y desviacidn tipica igual a 1.5 Mb. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio
49. a) ¢Cual es la probabilidad de que la media muestral sea inferior a 3.37 Mb? b) Supdngase ahora
que la media poblacional es desconocida y que la media muestra toma el valor 3.42 Mb. Obténgase
un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacion.

2. Laduracién en horas de un cierto tipo de bombillas se puede aproximar por una distribucién normal
de media p y desviacion tipica igual a 1940 horas. Se toma una muestra aleatoria simple.

a) ¢éQué tamafio muestral se necesitaria como minimo para que, con un nivel de confianza del 95

%, el valor absoluto de la diferencia entre p y la duracién media observada X de esas bombillas
sea inferior a 100 horas?

b) Si el tamafio de la muestra es 225 y la duracién media observada X es de 12415 horas,
obténgase un intervalo de confianza al 90 % para p.

3. La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada colonia de gusanos de seda
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media desconocida p y
desviacioén tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 48 gusanos de seda y se obtiene una media muestral
igual a 36 mm. Determinese un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud
de los gusanos de seda con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el error maximo cometido en la
estimacion de p por la media muestral sea menor o igual que 1 mm con un nivel de confianza
del 90 %.

4. El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media 1 y desviacidn tipica o = 3
litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16.33; 19.27) para
estimar p, con un nivel de confianza del 95 %. Calculese la media muestral y el tamafo de la
muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 64. Calculese el error maximo cometido en la
estimacion de p mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

5. El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacién tipica 1.2 kW. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamafio 50. Calculese:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6.6 kW, si u = 6.3 kW.
b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6.1; 6.9) para la media
del consumo familiar diario.
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Estimacion. Intervalos de confianza

6.

10.

Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez pacientes y se ha anotado el nimero de dias
gue han recibido tratamiento para los trastornos del sueiio que sufren. Los resultados han sido:

290; 275; 290; 325; 285; 365; 375, 310; 290; 300.

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica 34.5 dias.

a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p.

b) ¢Qué tamafio minimo debe tener la muestra para que el error maximo cometido en la
estimacion de la media sea menor de 10 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

El tiempo de renovacion de un teléfono mévil, expresado en afios, se puede aproximar mediante
una distribucion normal con desviacion tipica 0.4 afos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 400 usuarios y se obtiene una media muestral igual a
1.75 afios. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacion de un
teléfono movil.

b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia
entre la media muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0.02 afos con un nivel de
confianza del 90 %.

Se considera una variable aleatoria con distribucion normal de media p y desviacion tipica igual a
210. Se toma una muestra aleatoria simple de 64 elementos.

a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y 1 sea
mayor o igual que 22.

b) Determinese un intervalo de confianza del 99 % para L; si la media muestral es igual a 1532.

La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacién se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de media pu y desviacién tipica ¢
=16 cm.

a) Se tomd una muestra aleatoria simple de 625 individuos obteniéndose una media muestral X =
169 cm. Hallese un intervalo de confianza al 98 % para p.

b) ¢Cudl es el minimo tamafio muestral necesario para que el error maximo cometido en la
estimacioén de p por la media muestral sea menor que 4 cm, con un nivel de confianza del 90 %?

El minimo tamafio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de
una poblacidn que puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de
desviacion tipica o, con un error maximo de 3.290 y un nivel de confianza del 90 %, supera en 7500
unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del 95 % y el error maximo fuera de
7.840: Exprésense los tamanos muestrales en funcion de la desviacion tipica ¢ y calculense la
desviacion tipica de la poblacién y los tamafos muestrales respectivos.

Nota: Utilicese zo,05 = 1.645.
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EXAMENES RESUELTOS COMPLETOS DE SELECTIVIDAD
VIDEOS

Madrid 2022

video
Andalucia 2022

Examen MATEMATICAS CCSS EvAU Madrid junio 2022 -
RESUELTO COMPLETO (’\

https://www.youtube.com/watch?v=NieNn1QYu_4

EXAMEN EVAU Completo Selectividad Andalucia. En este video

: resolvemos PASO A PASO y con explicaciones el EXAMEN

i COMPLETO de PEvVAU 2022 de Junio en Andalucia de
Wdeo Matematicas CC.SS. Numerable.

PEVAU de Matematicas CCSS [JUNIO 2022] SOLUCION del (\

https://www.youtube.com/watch?v=KuRnD2qVf1M

Examen Selectividad PEVAU P Andalucia Junio 2022 p» Matematicas
CCSS Il. Mates con Andrés.

https://www.youtube.com/watch?v=1hOpvDeYPwY

B2
O+
video

Murcia

Examen resuelto selectividad. Matematicas CCSS. EBAU
Septiembre 2017 A. Murcia. Examen resuelto de matematicas (’\
aplicadas a CCSS de selectividad (EBAU) de la Region de Murcia

del afo 2017, convocatoria, Septiembre, Opcidn A.

B
O~

video https://www.youtube.com/watch?v=GnpNpSNUDIw

Selectividad 2019 MURCIA junio matematicas CCSS opcion A. No
todo es mate

®e
O
video

Extremadura 2021:

EBAU Matematicas CCSS junio 2021 Extremadura (h
)

https://www.youtube.com/watch?v=iFEW622HWVE

B
O

video



Asturias

EBAU Matematicas CCSS junio 2022 Asturias. Guy Maupassant

6: https://www.youtube.com/watch?v=6niC1G4nYj4

video

SELECTIVIDAD DE CCSS EN GENERAL

https://www.matematicasimmm.com/matemticas-ccss-ii

https://jemiliobasfernandez.iescla.org/?page_id=3087
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