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��� ����������� �� ���������� ����� ������ ��������� ����� �� A,B,C ����� ���������� A� = f(A)�

B� = f(B)� C � = f(C) ⇒ d(A,B)

d(A,C)
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�������� f �� ��� ������� �����

�� �������� ����� ����� ��������� �� ������ �� ��������� ������

��� �������� ����� ����� ���������

��� ���� ������������� ���� �� ��� ������� �����

��� �� ��� ������� ���� �� ��������� �������� �� ������������� �����

�� ��������� �� �� ������� ����������� �� ���������������� ������

�������

�� A,B,C ��� ���� ������ �� ���������� � A�, B�, C � ��� ���� ������ �� ��������� �����������

�������� ������ ��� ����� �������������� ���� f : R2 −→ R2 ��� ��� A� = f(A)� B� = f(B)�

C � = f(C)�

������������

� ����������

���� A =

�
a1

a2

�
� B =

�
b1

b2

�
� ��� ��������������

������ ������ �������� � �������� �����



����������� ��������� �

���� ���





MA+N = A�

MB +N = B�

MC +N = C �

�������� ���� ���

�
M(B −A) = B� −A�

M(C −A) = C � −A�

�������� ���� Γ =

�
b1 − a1 c1 − a1

b2 − a2 c2 − a2

�

���� �� ����� ���������� |Γ| �= 0 � |Γ�| �= 0� �� ������� �� ������ �� MΓ = Γ�� �������

��������� � M ���� M = Γ� Γ−1 � ������� ��������� � N ���� N = A� −MA�

������ ��� ������������� �� �������

�� ������� |M | = |Γ�| |Γ−1| �= 0� MA+N = A� ��� ������������� MB +N = M(B −A) +

MA+N = B� −A� +A� = B��

������������� MC +N = C ��

� ��������

���� f(x) = MX +N � f̃(x) = M̃X + Ñ � ������� ��� ��� f = f̃ �

f(A) = f̃(A) ⇒ MA+N = M̃A+ Ñ

f(B) = f̃(B) ⇒ MB +N = M̃B + Ñ

f(C) = f̃(C) ⇒ MC +N = M̃C + Ñ

�������� ������� MΓ = M̃Γ ⇒����
|Γ|�=0

M �= M̃

M = M̃

MA+N = M̃A+ Ñ

�
⇒ N = Ñ
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�� Ω ⊆ R2 �� �� �������� �������� �
f : R2 −→ R2

x −→ MX +N
��� |M | �= 0 ��������

µ[f(Ω)] = µ(Ω) · |M |� ��� µ �� ������ �� ��������� �� ����� ��������� ��� ����� �� �����������

��� |M |�

������������

��� x� = f(x) = MX +N � �� ��������� �� ��������� |Jf | = |M |�
dx� = |M |dx

µ[f(Ω)] =

�

f(Ω)

1 · dx� =
�

Ω

|M |dx = |M |
�

Ω

dx = |M |µ(Ω)
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x� = x

a

y� = y
a

f(x, y) =
�x

a
,
y

a

�
⇒ f(Ω) =

�
(x�, y�) ∈ R2/ (x�)2 + (y�)2 ≤ 1
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�
x�

y�

�
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�
1
a 0

0 1
b

� �
x

y

�
⇒ |M | = 1

ab

f(Ω) �� ��� �������������� �� ����� 1� �����

π · 12 = µ[f(Ω)] =
1

ab
µ(Ω) ⇒ µ(Ω) = πab

������� ����� �� ����������� �� ��������� ��� ����������� ����������� ������

����������� A� = f(A) � ������������ ������� �� ��������� �������� � ����� �� �������

�����������

���� ����������� �����

��� ���������� �� ������

�� A,B,C ����� ��������� A�, B�, C � ��������

��� ����������

f [Ω ∩ Θ] = f(Ω) ∩ f(Θ)� �� ����������� �� ��� ������ �� ������ �� �� ������ ��� ��������

�� �� ����� �������

��� �����������

�� r � s ��� ������ ���������� f(r) � f(s) ��� ����������

��� ����� ������

�� A,B,C ����� ��������� � ��� ���������
d(A,B)

d(A,C)
=

d(A�, B�)
d(A�, C �)

��� ���������

�� Ω � Θ ������ �� ����� ����� �� ������ f(Θ) � f(Ω) ������ �� ����� ����� �� ������ ��

������ ��� ����� �� ������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��� ���������� �� �����

�� Ω � Θ ��� ��� ��������� ��������
µ[f(Ω)]

µ[f(Θ)]
=

µ(Ω)

µ(Θ)

��� ������ �� �����

��� ������������� ��������

f(λP + (1− λ)Q) = λf(P ) + (1− λ)f(Q)

������������

��� f(x) = MX +N ��� |M | �= 0

��� ���������� �� ������

���� A,B,C ������ ���������




A� = MA+N

B� = MB +N

C � = MB +N

��� ����� �A�B� = M · �AB� �A�C � = M · �AC�

�� ����� ��������� ∃λ ∈ R/ �AC = λ �AB�

���� �������� �A�B� = M · �AC = M · λ �AB = λ ·M · �AB = λ �A�B� ����� ����� ����������

��� ����������

�� ������ ��������� f ����������

��� �����������

���� r � s ����������

�������� r ≡ {(x, y) = (x0, y0) + λ �(v1, v2)} � s ≡ {(x, y) = (x1, y1) + λ �(v1, v2)}� ����������

��� �������� ���������� �� f(r) � f(s)�

��� ������ �� f(r) ��� P �
1,r = M

�
x0

y0

�
+N � P �

2,r = M

�
x0 + v1

y0 + v2

�
+N ����� �� ������

�� M

�
v1

v2

�
�

������������ � �� ������ �� f(s) �� M

�
v1

v2

�
� ���� ������ �� ����� ������ ��� ����������

��� ����� ������

���� ����� ����� �� ��� �A�B� = M · �AB � �A�C � = M · �AC�

���� ��� ���������� �AC = λ �AB ����� �A�C � = λ �AC�

d(A,B)

d(A,C)
=

|| �AB||
|| �AC||

=
|| �AB||
||λ �AC||

=
1

|λ|

d(A�, B�)
d(A�, C �)

=
|| �A�B�||
|| �A�C �||

=
|| �A�B�||
||λ �A�C �||

=
1

|λ|

���������� ��� ��������

��� ���������

�� �� ���� ���������� �� ����

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��� ���������� �� �����

µ[f(Ω)]

µ[f(Θ)]
=

|M |µ(Ω)
|M |µ(Θ)

=
µ(Ω)

µ(Θ)

��� ������ �� ����� ������������� �����������

�� ��� ����� ������ � �� ����� �� ��� ������ �� ����� ����� �� ����� ������������ �������

������ � �� ����� ������������ �� ��� ������ �� ����� ����� ����� ����� ��� ������ ��� ���

��������� ���� ��� ��� �� ������ �� ����� �� ���������

��� ������������� ��������

�� �������� � ������ �� ��� � ����

� ������������ �� ��� ����������������

������ ������� ������������ �� ��� ���������������� ���� ��������

������� �

������ ��� �� ������� ������ � �� ��������� �� ��� �� ����� �����

��������

��� �� ���������

�� ������� ��� �� ������� �������� �� �� ����� {x = 0}� ��� ��� ���������� ��� ��������� ������

���� ������ ��� ����� �� ��������� PQR ����������� ������ ��� �������������� ���� ��� ���������

ABC �� PQR� ��� f(B) = Q� �� ������� ��� Q �� �� ����� ��� ���� ��� Q � �� ����� �����

�� P � R� ���� ���� Q = f(B) � f �� �������� ������ ������ �� f({x = 0})� ���� ��������

������������� �� ������ f({x = 0}) ������ � PQR �� ��� �� ����� �����

������� �

�������� �� �������� � �� �������� (x− y)2 = x+ y − 2 ��� �� ����� (2, 1)�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��������

���

�
x� = x− y

y� = x+ y − 2
��� ����������� �

�
x�

y�

�
=

�
1 −1

1 1

� �
x

y

�
+

�
0

−2

�

�� �������� ���� � ��� y� = (x�)2�

f(2, 1) =

�
1 −1

1 1

� �
2

1

�
+

�
0

−2

�
=

�
1

1

�

�� �������� � y� = g(x�) �� y� − y�0 = g�(x�
0)(x

� − x�
0)� g

�(x) = 2x�� ����� ��

y� − 1 = 2 · 1(x� − 1) ⇔ y� − 1 = 2x� − 2 � y� = 2x� − 1

������������ (x+ y − 2) = 2(x− y)− 1 �� ����� x+ y − 2 = 2x− 2y − 1

3y = x+ 1 � y =
x+ 1

3

������� �

���� �� ��������� ABC ����������� �������� ��� ���� ��������� � ��� ����� ��� �� ������� �������

���� ��������� �� ��������� PQR� �������� �� ���������� �� ��� ����� �� ����� �����������

��������

�� ������������ �� ���������� � �� ����������� �� ����� ��� ����������� ������ ��� �������

�� ������������ ����� ������� ��������� ��������� ABC� ��� ������� A ≡ (0, 0)� B ≡ (1, 0) �

C ≡ (0, 1)�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ���������� ��

1 · 1
2

2 · 2
2

=
1

4

� �������� �� ���������� ��������

�� ��������� ���������� �� ���� �� ������ �� ������� �� ����������� ��� �������� ��� ��� �����������

�� ��������� ��� ����� ������� ���� ������ �������������� ���� �� ������ �� �� ������� n−�����������

�� ����������� ������

��� ������������ ������� ��� �� ��� �������� �� ���������� ���� �� ��������� {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}�
���� ����� �� ����� ���������� P � ��� �������� ����������� �������������� v1 � v2� ��������

��� ������ P1 = P + v1 � P2 = P + v2�

��������� �� ����������� ��������

���� �� ����� Q ���������� ��� ������ ��� ����������� �� �� ������� �� ���������� B = {P, v1, v2}
�� ������ ���� ��� ��� ������ ������� ������ (x, y)B ����� ���

PQ = xv1 + yv2

�� v1 �� �� ������������� � v2 �� ����� �� ������� �� ���������� ������� � �����������

���������

������ ����� �� �������� ��� ��� ���������������� ������

�����������

��� �� ������� �� ���������� B = {P, v1, v2} � ��� �� ���������� f : R2 −→ R2 ���� ���

f(x, y) = (x�, y�)B

�� ����� ��������� �� ���������� ��� ��������� ��� ����������� ��������� �� ����������� ���������

�������� f �� ��� �������������� �����

������������

���� P = (p1, p2)�v1 = (v11, v12) � v2 = (v21, v22)� �������� ��� ���������

M =

�
v11 v21

v12 v22

�
� N =

�
P1

P2

�

������ ��� |M | �= 0 ���� ��� �������� ��� ����������� ���������������

��� ����� �� ����� Q =

�
x

y

�
� ��� ��������� �� ����������� ��������

PQ = x�v2 + v2

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ������� �� ����� ����������

�
x− P1

y − P2

�
=

�
v11 v21

v12 v22

� �
x�

y�

�

�� ����� �������� �
x

y

�
= M

�
x�

y�

�
+N

����� ������� ���� ��� �� ������� �� f �� ��� �������������� ����� ��� ����� f ������� �� ���

��� ��� ������� �������� ����� ��� ���������� ��� ������� ���� ���������������� ������ �� �����

�������� ���� ��������� ���� �� �������� ��� ������ �� �������

�� ����������� ��� ������ ����� ��� �������� ���������� ������� ������� ������ �� ����

�������� ��������� �� ������� �� �����������

����� � ����������� �� �� ��������� ����������

���������

����� ��� ���������� ����������� �� ��������� ��� ������� �� ������� �� ����������� ���� �����

�������� � �������

��� ���������� �� ������

��� ����������

��� �����������

��� ����� ������

��� ���������

��� ���������� �� �����

��� ������ �� �����

��� ������������� ��������

������������

����� �������� ��� �� ������ �� ������� �� ���������� �� ��� �������������� ���� � ��� ����� ��������

���� �� ���������

���� ��

������� �� ������������ �� ������

�� �������� �� ����� ����� �� ��� �� ������ ������� ���� �������� �� ��� ����� �� ����������� � ���

��� ������ ��������� � �� ����� ��������� �� ���� ��� ��� � ������������ � ��� ��� ������� �� �����

�� ������� ����� ��� �� ����� ��� ����� ��������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ������ �� �������� ���������

�� ������ ����������

�� ������ �� ���������

�� ������ ���������

�� �������� �� ����

� ������ �� �������� ���������

��� �����
�

an �� �� �������� ��������� �� an ≥ 0 ∀n ��� ��������� �� �������� ������ �������������

�����������

�� ��� ����� �� �������� ���������� �������� �� ����������� � ���������� ��� ����� ��� �����������

�������� C ���� ����������� � D ���� �����������

���������

���� ��� ���������� ������ ���������� ��� ������ � ������������� �� ������� ����� ���� ������ �����

��������� ���� �������� ������� � ����� � �� ����� ���� ����� ��� ������

� �������� �� �������� ������������

�� lim
n→∞

Ln(1/an)

Ln(n)
= lim

n→∞
−Ln(an)

Ln(n)
= L ���������

�� �� L > 1 ����� ������� L = ∞� �� ����� ��������

�� �� L < 1 ����� ������� L = −∞� �� ����� �������

�� �� �� ���� �� ��� ����� � �� ��� �� ������ �� ������� �� ������� ����� ����

� �������� �� �������� �� ����������� ��� ���� �� �������

�� lim
n→∞

an
bn

= L ∈ (0,+∞) ��� ���� �� 0� �� +∞� ��������
�

an �
�

bn ������ �� �����

��������� �� ������

�
an C ⇔

�
bn C y

�
an D ⇔

�
bn D

��������

�� ��� ������ ������ �� ����� �������� �� ����������
�

an ∼ �
bn�

� �������� �� �������� ��� ���������

���������� ��� ∃ lim
n→∞

an+1

an
= L� ���������

�� �� L < 1 ����� ������� L = 0� �� ����� �� ������������

�� �� L > 1 ����� ������� L = +∞� �� ����� �� �����������

�� �� �� ���� �� ��� ����� � �� ��� �� ������ �� ������� �� ������� ����� ����

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

� �������� �� �������� �� ������������ �� �������

�� an+1 ≤ an ∀n� �������� ��� ������ �
an �

�
2n a2n ������ �� ����� ���������

�� ������ �� ��������� n ��� 2n � ������������� ��� 2n� �� �������� �� ������

������ ������� �������� ���� ��������� ��� ������� ������ ��������� ���������� ������ �����

������������� ������ ������ ��� �������������

�������� ��� ����� �����������

�������� �� �������� ��
∞�

n=0

�
1 +

1

n3

�n

��������

���� �� ��� ����� ������������ ������� �� ������� �� ��� ����� ��� �� ������� ����������

lim
n→∞

−Ln(an)

Ln(n)
= lim

n→∞
−nLn(1 + 1

n3 )

Ln(n)

�� ������ �� ������������ ��� ��������� ���

lim
n→∞

−n 1
n3

Ln(n)
= lim

n→∞
−1

n2Ln(n)
= 0

��� �� ��� ���������� ��� �� ����� ��������

�������� �� ����� �����������

��� x ∈ (0,+∞)� �������� �� �������� ��
∞�

n=0

xn �� ������� �� x�

��������

��� �� �������� ��� ���������

lim
n→∞

xn+1

xn
= x

�����

�� x < 1 ⇒ �
xn C

�� x > 1 ⇒ �
xn D

�� ��� ���� ��� x = 1�

���� �� 1 + 1 + 1 + . . .+ . . . ���������� �����������

����� �������� �� x ∈ (0, 1)� ������� �� x ∈ [1,+∞)�

�������� �� ����� ���������

�������� �� ������������ ��
∞�

n=1

1

nα
��� α ∈ (0,+∞)�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��������

�������� �� �������� ��� ��������� �������

lim
n→∞

1
(n+1)α

1
nα

= lim
n→∞

�
n

n+ 1

�α

= 1α = 1 ������������

��� ����� ��� ��� ������ �� �� ������������ ��� �������� ��� ������ �������� ���� ����� � �� �������

���� ��� �� ��������� ������� ��� ��� ��� �� ���������

an+1 =
1

(n+ 1)α
<

1

nα
= an si α > 0

��� ������ �� ����� �� ����� n ↑ ⇒ nα ↑ ⇒ 1
nα ↓

�����
�

1
nα ∼ �

2n 1
(2n)α =

�
(2n)1−α

������ �� �������� ��� ���������

lim
n→∞

(2n+1)1−α

(2n)1−α
= 21−α

21−α < 1 ⇔ (1− α)log 2 < log 1 = 0 ⇔ 1− α < 0 ⇔ α > 1

������

�� �� α > 1 C

�� �� α < 1 D

�� �� α = 1 �����
�

(2n)1−α =
�

(2n)0 =
�

1 ����������

������ ��� �� ����� ���
�

1
nα ∼ �

(2n)1−α =
�

(21−α)n ��������� ����� ����� x = 21−α �

������� ��� �� �����������

������ ����� �� ������ ��������

������ �������

�� �� �� ��� ����� ������������ ������� �� �������� ������������ �� ���� ���������� ������ �� ����

��

�� ���� �� �������� ��� ������ ���� ����������� �� ��� ����� ���������

�������� ��� ������ �� ��������� log n << nα << βn << n! << nn�

�� ������ �� �������� ��� ���������

�� �� �� ����� �������� �� �������� �� ������������ � ������ �� ���� ��
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�������� �� �������� ��
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1

n(n+ 1)
=

1

n2 + n
� �� � ��� ����

1

n2
�

�� �������

lim
n→∞

1
n(n+1)

1
n2

= 1

���� � 1

n2
D ⇒

� 1

n(n+ 1)
D

���� ������ �������� � ���������� ��� ��������� � ������� �� ������ ������

������� �

∞�

n=1

Ln

�
1 +

1

n

�

��������

������� ��� Ln
�
1 + 1

n

�
∼ 1

n � ��� ������

lim
n→∞

Ln
�
1 + 1

n

�
1
n

= 1

���� � 1

n
D ⇒

�
Ln

�
1 +

1

n

�
D

������� �

�������� �� �������� ��
� n2 − 5

3n4 + n3 + Ln(n)
�

��������

�� �� ������ �� ���� n2� �� �� ����� �� ���� 3n4� ����� ���� ����
�

1
n2 C� ����� � ������

lim
n→∞

n2−5
3n4+n3+Ln(n)

1
n2

= lim
n→∞

n4 − 5n2

3n4 + n3 + Ln(n)
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n→∞
n4

�
1− 5

n2

�

n4


3 +

1
n +

Ln(n)

n2� �� �
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=
1
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∈ (0,+∞)

��� ����� �� ����� �� ������������
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1

nαLn(n) + 5n
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�� ������ ������ ��� ��� ����� � ��� �� ������ nα � n� ������� ��������� ��� ������

� �� α < 1 ������ 5n�

�� ���� 1
n � ���������

lim
n→∞

1
nαLn(n)+5n

1
n

= lim
n→∞

n

n



Ln(n)

n1−α� �� �
0
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=
1
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����� �� ����
�

1
n �����������

� �� α ≥ 1 ������ nαLn(n)�

������ �� �������

lim
n→∞

1
nαLn(n)+5n

1
nαLn(n)

= lim
n→∞

nα Ln(n)

nαLn(n)


1 +

5

nα−1Ln(n)� �� �
0




= 1

�� ������ ��� �������� �� ���� ������

lim
n→∞

1
(n+1)αLn(n+1)

1
nαLn(n)

= lim
n→∞

�
n

n+ 1

�α

� �� �
1α=1

lim
n→∞

Ln(n)

Ln(n+ 1)

�� ���� ��

lim
n→∞

Ln(n+ 1)

Ln(n)
= lim

n→∞

1
n+1
1
n

= 1

���� 1� �������������

����
n ↑ ⇒ nα ↑
Ln(n) ↑

�
⇒ nαLn(n) ↑ ⇒ 1

nαLn(n) ↓� ������� ������� �� �������� �� �������

�������

� 1

nαLn(n)
∼

� 2n

(2n)αLn(2n)
=

� (21−α)n

nLn 2

Ln 2 ���� �������� �� ���������� � ��
� (21−α)n

nLn 2
∼ � (21−α)n

n
��� �� ��������� ��� ���������

lim
n→∞

(21−α)n+1

n+1

(21−α)n

n

= lim
n→∞

n

n+ 1
· 21−α = 21−α

�� α < 1 �� 21−α > 1 �����������

����� α = 1� ���� ��� ��
� (21−α)n

n
=

� 1

n
D
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� 1

nαLn(n) + 5n
�������� �� α > 1� ������� �� α ≤ 1�

� ������ ����������

��� ������ ���������� ��� �� �� �����
�

(−1)n an ��� a ≥ 0 ∀n�
����� ���������� ��������� �������� � ����� ������ �� ��������� ���������

�������� �� �������

�� an ↓ 0 ��������
�

(−1)n an ���������

�������

�������� �� �������� ��
∞�

n=1

(−1)n+1

n
�

��������

����� � ������� �� ��� �������� �� ������ ������ ���������� ������� ������� ���� 1− 1
2 +

1
3 −

1
4 + . . .+ 1

2n+1 − 1
2n+2 ��� ��

∞�

k=1

(a2k+1 − a2k) =

∞�

k=0

1

2k + 1
− 1

2k + 2
=

∞�

k=0

1

(2k + 1)(2k + 2)

�����
� 1

(2k + 2)(2k + 1)
��� �� ����

1

k2
������������

�� ������� ������ ��� �� �������� �� �������� �� ����� ����� ��� n ↑ ⇒ 1
n ↓ � ���

1

n
→ 0 �����

��� �� �������� �� ������� ���������

� ������ �� ���������

��� ������ ��� ����
�

an x
n ��� x ∈ C �������� �����������

������� ��� �� ������������ �� ������ an �� ����� ������ ��� ��������� ����� ����� ��� ���������

�������� ��� �������� ���� ������ �� ���������

��� L = lim
n→∞

����
an+1

an

���� ���������� ��� �������

�� �� L = 0 �������� ∀x ∈ C�

�� �� L ∈ (0,+∞) �������� �� |x| < 1/L� � �� �������� �� |x| > 1/L� �� |x| = 1/L �� �������

�����

�� �� L = +∞ ���� �������� ���� x = 0�

� 1
L �� �� ����� ����� �� ������������� ��� ������� ������� ���� L = 0 �� ����� �� ����� ��

������������ �������� � ���� L = +∞ �� ����� ����� �� ������������ �����

������ ������ �������� �� �������� �����
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n=0

xn

n2 + 5
�� ������� �� x ∈ R�
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lim
n→∞

��������

xn+1

(n+ 1)2 + 5
xn

n2 + 5

��������
= lim

n→∞
n2 + 5

(n+ 1)2 + 5� �� �
1

− |x|n+1

|x|n� �� �
|x|

= |x|

��� ����� �������� �� |x| < 1 � �� �������� �� |x| > 1�

�� ��� ���� �� |x| = 1�

������� ��������� ��� ������

� x = −1 ��
� (−1)n

n2 + 5
� ��� �� �������� �� �������� ���������

� x = 1 ��
� 1n

n2 + 5
=

� 1

n2 + 5
∼ � 1

n2
������������

����� �������� �� |x| ≤ 1� � �� �������� �� ���� �����

� ������ ���������
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�
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�� ����� ����� �� ��� ����� �� ���������� ����� � � ������� �� ��������� ��� �� ��������� ��� �����

���������� �� ����� �� �������� ����������

�����������

��
� |an| �������� ��������

�
an ��������� �� ����� ��������� �� �� ����� �������� �������� ��

�������� ��������

�� ��������� �� ������

��������
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n2
�� ����������� ������ �� ��
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i

n2
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(−1)n

n
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(−1)n
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n
��� �� ������
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�
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n→∞

|an| = 0� �� ����� ��������� �� ��� ����� �������� �� �������

������� ������ � �� �� ��������� �� ������

������ ��� lim
n→∞

|an| = 0 ⇔ lim
n→∞
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1
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n
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�� ��� ������� ������ ��������� ������� ���
∞�

n=0

n− 2

n+ 1
(−1)n �� ����� ���������� ����

lim
n→∞

����
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(−1)n

���� = 1 �= 0

�� ������ ������� ���� ������

�� ���������� �� �����
� |an|�

��� ��
� |an| �������� ⇒ �

an ��������� ����� ��������

��� �� lim
n→∞

|an| �= 0 �� �� ������ �� ������� �� ����� �� ��������� ����� ��������

�� ��� ��� ����� �� ���������� ������� ��� ����������
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e(a+ib)n �� ������� �� a � b ���������

��������

�� ��� � ����� �� ��� �������� ������� ���� ����� �������� � ����� ���� ����� �� ����������

� ����� �������

��� Cn =
���e(a+ib)n

��� =
��ean

�� ��eibn
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� �� �
1

= ean�

����� � ��������
�

Cn�

���������� ��� �� �������� ��� ���������

lim
n→∞

ea(n+1)

ean
= ea ea < 1 ⇔ Ln(ea) < Ln(1) ⇔ a < 0

����� �������� �� a < 0� ����� ��� �� ����� Cn =
���e(a+bi)n

��� ������� �� ������ ���
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e(a+bi)n
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lim
n→∞
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n→∞

(ea)n =





+∞ ea > 1

1 ea = 1

0 ea < 1

����� ea ≥ 1 ⇒ �� ����� �� ��������� ���� ��� �� a ≥ 0�

����� ������ ������ ��� ������ ����� ������ �� �������� ������ ���������� ���� ��������

����� ��� ������
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e(a+ib)n ���������
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� ����� �� ���������
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∞�

n=0
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�� ����� ��
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αn z
n ��� αn = 1 ∀n ∈ ℵ ∪ {0}�

�� ������ ��� �������� �� ����� ��� ��� ���������

lim
n→∞
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���� = lim
n→∞

1

1
= 1

����� �� ����� �� ������������ �� 1
1 = 1� �������� �� |z| < 1 � �� �������� �� |z| > 1�

�� ��� ���� �� |z| = 1�
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αn z
n� � �� ������ ��

��αn z
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�� = |αn| |z|n = 1 · 1n = 1 ���� ����������� �� ������ � 0�
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�
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n→∞

sen
�

1
n+1

�

5n+1 + 4
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1
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�������� �� |x| < 5� � �� �������� �� |x| = 5�
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�
1
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�
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1
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�
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n
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� x = −5
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� �� ������� an =
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1

1− x
=

∞�

n=0

xn

��� �� ������ �� ������� �� ������ ��� ���� ���

(x+ y)N =
N�

n=0

�
N

n

�
xnyN−n

����� �� ��� �������� �� ����������� �� ���� �� ������� �� ������

�� ������ ��� ����� �� ���� ������ �� �����������

�� ����������� �� ����� �������� ��� ����������� ��� ���������� ����

��� ������� �� ������ �� ��������� ��� �������� ��� ���� ��� ����� �� ���������� ���� ����

n2 = n(n− 1) + 1�

��� ��������

��� ���������

��� ������� �� ���������

�� ���������� ���� ����� ��� �� ����� ���������

����� ���������

���� ��� ������ ����� �� ������ � ����� ������ ��� �� ������ �������� ������������� ��� �����

��� ��������� � ������������� �� ������ ���� ����� P (n) ������ �� ����������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ����������� � ���������� ��� ���� P (n)
xn � �� �� �������� ��� �� �� ���� ��� ������ ���� ���

|x| < 1�

�� ����������� � ���������� ��� ���� xn P (n)
n! � x � P ������ ��� �������������

�� ���������� ��� ����
N�

n=0

�
N

n

�
xnyN−n

�� ���������� �������� ��� ���� 1
P (n) ��� ���� (P ) > 1�

�� �����������

�������� f(r) =

∞�

n=0

rn� �� |r| < 1� �� ���� �� ���� ����� ����� f(r) = 1
1−r � �� ���� �����

���������� ���� ������� �������� �� f(r) =
N�

n=0

rn =
1− rN

1− r
��� �� ���� ���� ���� �������� r �= 1�

�� ���� r = 1 �� �������� ���� N �

����� ����� ���� ��� ��� ���������� ���������� �� 1 �� ����� ��� ��������� f �(n) =
∞�

n=1

n rn−1�

f ��(n) =
∞�

n=2

n(n− 1) rn−2�

��� ���� �� ������ �� ������

�� ������ f(r) =
∞�

n=0

rn

�� ������� ������ ����� ���� �� ����� ��� ����������

�� ������� �� ����� ��� �� ���������

�� ��������� f �(r) = 1
(1−r)2 , . . . , f

(k)(r) = k!
(1−r)k+1

��������

�� ����� 1
2 + 1

8 + 1
32 + . . .+ 1

22n+1 =

∞�

n=0

1

22n+1

∞�

n=0

1

22n+1
=

1

2

∞�

n=0

1

(22)n
=

1

2
· 1

1− 1
4

=
1

2
· 4
3
=

2

3

�� �����
∞�

n=0

n2

5n

f(r) =

∞�

n=0

rn =
1

1− r

f �(r) =
∞�

n=1

n rn−1

f ��(r) =
∞�

n=0

n(n− 1) rn−2 =

∞�

n=0

n2 rn−2 −
∞�

n=0

n rn−1

��� ����� ������ �������������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

f ��
�
1

5

�
=

∞�

n=0

n2

5n−2
−

∞�

n=0

n

5n−1
= 25

∞�

n=0

n2

5n

� �� �
suma

−
∞�

n=0

n

5n−2

� �� �
f �( 1

5 )

�����

∞�

n=0

n2

5n
=

1

25
f ��

�
1

5

�
+

1

25
f �

�
1

5

�

f ��
�
1

5

�
=

1
�
1− 1

5

�3 =
125

64
f �

�
1

5

�
=

1
�
1− 1

5

�2 =
25

16

�� ���� ��

1

25
· 125
64

+
1

25
· 25
16

=
5

64
+

25

16
=

105

64

�� �����
∞�

n=1

(−1)n

n · 2n

f(r) =

∞�

n=0

rn =
1

1− r

� ��������� r = − 1
2 ���� �� ���� ���� �������������

� r

0

f(t)dt =

∞�

n=0

rn+1

n+ 1

�� ����� ������� �� ��������

∞�

p=1

rp

p
=

∞�

n=0

rn+1

n+ 1
=

� r

0

1

1− t
dt = [−Ln(1− t)]

r
0 = −Ln(1− r)

��� �� ��� ���������� ������� r = −1
2

∞�

n=1

(−1)n

n · 2n = −Ln

�
1 +

1

2

�
= −Ln

�
3

2

�
= Ln(2)− Ln(3)

��������� ��� �� ���� �� ��������� ����� ��� �� ������ �������� �� ��� ����� � ������ ����

��� ��� ����� ��� �������� ��������� � ��������� ����� ���������

���� ����� ������ �� �� ������� �� ������� �� ����

�� ����������� ����� ���� �� ���� �� ������� �� �� ������ �� |r| = 1� �� ������� ��� �� �����
∞�

n=0

an

�� ����������� � �� ������� f(r) =

∞�

n=0

anr
n �� �������� �� r = 1 ��������

∞�

n=0

an = f(1)

���� ������� �� ��� �� ������ ������ �������� �� ������������ ����� ����� �� �� ������

�������

����� �� ����� 1− 1
2 + 1

3 − 1
5 + ... ����������� ����������� �� �������������

������ ������ �������� �� �������� �����
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�� ����� ��
∞�

n=1

(−1)n−1

n
� �� ����������� ��� �� �������� �� ��������

��������� f(r) =

∞�

n=1

(−1)n−1rn

n
�� ����� ��� �� ����� �� ������������ �� �� ��������� �������

f �(r) =
∞�

n=1

(−1)n−1rn−1 =

∞�

n=1

(−r)n−1 =
1

1 + r
������ ����� �� ������ �� �������� k = n− 1��

��� ���� ����� f(0) = 0 �� ����� f(r) = f(0) +
� r

0
dx
1+x = Ln(1 + r)�

���� ������� �� �������� �� r = 1 �� �����

∞�

n=1

(−1)n−1

n
= f(1) = Ln(1 + 1)

��� �� ���� ���������

1− 1

2
+

1

3
− 1

5
+ ... = Ln(2)

����������� �� ������� �� ���� �� ��� ������ �� ���� ��������� ��������� ������� ����� ���

f(r) =
∞�

n=1

−rn

n
� ������� r = −1�

�� ����������� � ���������

��� ��� ����
∞�

n=0

P (n)xn

n!
� �� ������ �� �������� ���� �� ����� �� ���������� �� f(x) =

∞�

n=0

xn

n!
= ex�

� �� �� ��������� �������� ����� ����������� ��������������

�� �������� P (n) ���� ���� �� 1, n, n(n− 1), n(n− 1)(n− 2), . . .�

�� ����������� ��� ��� �� �� ������ �� ����� ����������� �� ��� �����

�� ����� ����� �� ��������� �� x � �� ���������� ������������� � ���������� ��� x�

�� ����������� �� ������� ��� ���� �������� ��������

��������

�� �����
∞�

n=0

n 2n

n!

��������� ��� n
n! =

n
n(n−1)! � ���� �� ����� � 1

(n−1)! �� n �= 0�

∞�

n=1

n 2n

n!
=

∞�

n=1

n 2n

n(n− 1)!
= 2

∞�

n=1

2n−1

(n− 1)!

������� �� ������ k = n− 1� ��� n

�������

∞
⇒ k

1

�������

∞

0

2

∞�

k=0

2k

k!
= 2 e2

������ ������ �������� �� �������� �����
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�� �����
∞�

n=0

n2 2n

(n− 1)!

������� �� 1� ������� k = (n− 1)! n

�������

∞
⇒ k

1

�������

∞

0

∞�

k=0

(k + 1)2 2k+1

k!
=

∞�

k=0

k2 + 2k + 1

k!
2k+1

��� ��� ������ �� ������������

k! = k(k − 1)(k − 2)! = (k2 − k)(k − 2)!

∞�

n=0

k2 − k

k!
2k+1 +

∞�

n=0

3k

k!
2k+1 +

∞�

k=0

2k+1

k!

�� ������� ��
∞�

k=2

k(k − 1)

k(k − 1)(k − 2)!
2k+1 = 23

∞�

k=2

2k−2

(k − 2)!
= 8 e2

�� ������� ��
∞�

k=0

3k

k!
2k+1 = 3 · 22

∞�

k=1

2k−1

(k − 1)!
= 12 e2

�� ������� ��
∞�

k=0

2k+1

k!
= 2

∞�

k=0

2k

k!
= 2 e2

�� ����� �� 8 e2 + 12 e2 + 2 e2 = 22 e2�

�� �������� �� ����������

��� ������ ��� ���� 1
P (n) ��� ���� (P ) ≥ 2� �� �������� �� �� ���� �� ������ ������� ��������

�� ������ �� �� ����������

�� ����������� 1
P (n) =

A1

n−a1
+ . . .+ Ak

n−ak
�� ���������� ��������

�� ������ SN = 1 + 1
2 + . . . + 1

N � �����
� 1

P (n)
�� ������� �� ������ SN � ��� ����� ���� ���

���� 1
2SN − 1

2SN+2�

�� �� �� ��������� �� ����� ������������ �� ��� �� ������ ������� ��� SN+p = SN + rN ���

limN→∞ rN = 0

�� ���������� � ����� ��������

��������

�� ����� 1 + 1
3 + 1

8 + 1
15 + ... =

∞�

n=2

1

n2 − 1

1

n2 − 1
=

A

n− 1
+

B

n+ 1
⇒ An−A+Bn−B

n2 − 1
=

1

n2 − 1
⇒ A+B = 0

A−B = 1

A = 1
2 B = − 1

2 ���� �� ������ �� ������� �����������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

∞�

n=2

1

n2 − 1
= lim

N→∞
1

2

�
N�

n=2

1

n− 1
−

N�

n=2

1

n+ 1

�

N�

n=2

1

n− 1
= 1 +

1

2
+ . . .+

1

N − 1

N�

n=2

1

n+ 1
=

1

3
+

1

2
+ . . .+

1

N + 1

��� �� ���

N�

n=2

1

n2 − 1
=

1

2

��
1 +

1

2
+ . . .+

1

N − 1

�
−

�
1

3
+

1

2
+ . . .+

1

N + 1

��
=

1

2

�
1 +

1

2
− 1

N
− 1

N + 1

�

� ���������

∞�

n=2

1

n2 − 1
=

1

2
lim

N→∞
1 +

1

2
− 1

N
− 1

N + 1
=

1

2

�
1 +

1

2

�
=

3

8

�� �����
∞�

n=1

n+ 1

n(n+ 2)(n+ 4)

n+ 1

n(n+ 2)(n+ 4)
=

A

n
+

B

n+ 2
+

C

n+ 4

A(n2 + 6n+ 8) +Bn(n+ 4) + Cn(n+ 2) = n+ 1

(A+B + C)n2 + (6A+ 4B + 2C)n+ 8A = n+ 1

8A = 1 ⇒ A =
1

8

�
−2 ( 18 +B + C) = 0

6
8 + 4B + 2C = 1

�
− 2

8 − 2B − 2C = 0
6
8 + 4B + 2C = 1

4
8 + 2B = 1

⇒ 2B =
4

8

1

8
+

2

8
+ C = 0 ⇒ C = − 3

8

������� ����� ������� �������������

A(n+ 2)(n+ 4) +Bn(n+ 4) + Cn(n+ 2) = n+ 1

n = 0 ⇒ A− 2− 4 = 1 ⇒ A = 1
8

n = −2 ⇒ B(−2)− 2 = −2 + 1 ⇒ −4B + 1 = −1 ⇒ B = 1
4 = 2

8

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

n = −4 ⇒ C(−4)(−2) = −4 + 1 ⇒ C(−8) = −3 ⇒ C = − 3
8

�� ��������� �����

∞�

n=1

n+ 1

n(n+ 2)(n+ 4)
=

1

8

�
N�

n=1

1

n
+ 2

N�

n=1

1

n+ 2
− 3

N�

n=1

1

n+ 4

�

N�

n=1

1

n
= SN

N�

n=1

1

n+ 2
= SN+2 − 1− 1

2
= SN + rN − 3

2

N�

n=1

1

n+ 4
= SN+4 − 1− 1

2
− 1

3
− 1

4
= −12 + 6 + 4 + 3

12
+ SN + r∗N = SN + r∗N − 25

12

1

8

�
SN + 2SN − 3 + 2 rN − 3SN − 3 r∗N +

25

4

�
=

1

8


13

4
+ 2rN����

0

− 3r∗N����
0


 → 13

32

�� ����� ������

����������

N�

n=1

P (n) ������ P (n) �� ��������� �� ����� K�

�����������

��� P �� ��������� �� ����� K� �������� ������ �� ��������� Q �� ����� k + 1 ��� ���

∀ N ∈ �, Q(N) =
N�

k=1

P (n)�

������������

��� f(N) =

N�

k=1

P (n)� �� ������� ���� �������� ��� Δ �� �������� ������� ��� Δ f(x) = f(x�) −

f(x− 1)�

������� ��� Δ f(N) = P (N) � ��� Δk+2 f(N) = Δk+1 P (N) = 0 ����� f �� �� ��������� ��

����� k + 1 �� �� ������

������

������ ��� Q(N) =

N�

n=1

P (N) �� �� ���������� ������� ���������� ����

Q(N) = A0 +A1 N +A2 N(N − 1) + . . .+An N(n− 1) . . . (N −K)�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

���� ������� ������ ����

A0 = Q(0) = 0

A0 +A1 = Q(1) = P (1)

A0 + 2A1 + 2A2 = Q(2) = P (1) + P (2)

��������� ����������� ��������� �� ��������

�������

Q(N) = 12 + 22 + . . .+ k2 �� ����� �� A0 +A1N +A2N(N − 1) +A3N((N − 1)(N − 2))

Q(0) = 0 ⇒ A0 = 0

Q1(1) = 1 ⇒ A1 = 1

Q(2) = 12 + 22 = 5

Q(2) = 2A1 + 2A2 ⇔ 5 = 2 + 2A2 ⇒ 3 = 2A2 ⇒ A2 = 3
2

Q(3) = 12 + 22 + 32 = 14

Q(3) = 14 = 3A1 + 6A2 + 6A3 ⇔ 14 = 3 + 9 + 6A3 ⇔ A3 = 1
3

�� ������� ��

N�

k=1

k2 = N +
3

2
N(N − 1) +

1

3
N((N − 1)(N − 2))

�� ��� �������� ������� ������

N+
3

2
N(N−1)+

1

2
((N−1)(N−2)) =

6N + 9N2 − 9N + 2N3 − 6N2 + 4N

6
=

2N3 + 3N2 +N

6
=

N(N + 1)(2N + 1)

6

��� ��� ��� ����� ������ ����� � N � ����� ��� −1 �� ����� � ������� ��� ������

� � �

−1 −2 −1

� � �

������� �������������

����� ��� ����
n�

k=0

P (N)xK � �� ���� �� ���� �� ������� �� ������
n�

k=0

�
n

K

�
xk = (1 + x)n�

�� �������� P (n) ���� P (k) = a0 + a1 K + a2 K(K − 1) + . . .� ����� ���� ��� ��� ���������

�� ���� �����
n�

k=0

�
n

K

�
n(n− 1) . . . (n− q)xK �� ���������� ����

�
n

K

�
XK K(K − 1) . . . (K − q) = K(K − 1) . . . (K − q) · n!

K!(n−K)!x
K

�� ��� �������� q + 1 �������� ��� ������ ������� �� ������

K = 1 + q + r � r = K − q − 1 K

�����
n

p
→ r

�����
n− q

p− q

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

����� ��

n−q−1�

r=0

n!

r![n− (r + q + 1)]
· xr+q+1 = n(n− 1) . . . (n− q)xq+1

n−q−1�

r=0

(n− q − 1)!

r![(n− q − 1)− r]!
· xr =

= n(n− 1) . . . (n− q)Xq+1[1 + x]n−q−1

�� �� ��
n�

k=p

�
n

K

�
xk ����� � ������ ��� p ���������

�������

�����
n�

k=0

�
n

K

�
xk+3(K2 −K)

n�

k=0

�
n

K

�
xk+3K(K − 1) =

n�

k=0

n!

K(K − 1)(K − 2)[(n−K)!]
xk+3 K(K − 1) =

=����
r=k−2

n−2�

r=0

n(n− 1)
(n− 2)!

r![n− (r + 2)]!� �� �
[(n−2)−r]

xr+5 = n(n− 1)x5
n−2�

r=0

�
n− 2

r

�
xr = n(n− 1)x5 (1 + x)n−2

���� ��

����������� ���������

�� ������� �� ���������� ������������ ���������� �� ��������� ��� �������� ���� �� ������� �������

�� ��� ��������� ��� �������� �� �� �������� �� �������� ��� ��� ����� ������

������� �������������� � �� ��� ������ �������� ��� ���������� �� ��� �� ������� ��� �������� ��

������� � ����� �������� ���� �� ������� ���������� � ���� ������ ��� ������ ������� �������������

�� ����� �� ���� ���� �������� ����������

�� ������������� ��� ��������

���� ��� ������� f � �������� ���� ������� F ��� ��� F � = f � �� ������� F �� ���� ��������� �� F �

����

� ��� ���������� ������� � �� ���� �� ��� ���������� ��� ������� ���� ������ ������� �������

��� ������ ��� ������ ����������� ���������� ��������� ���� ��� ��� ��������� ����� ����������

� �� ������� ���� �� ������� �� �� �� ������ �� ���� ��������� �� �� ������� �� �� ��������� ����

���������

�� �������� �����������

� ����������� ��� ������ �� ��������
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���
�
f(x)dx� �� x = g(t) ��������

�
f(x) dx =

�
f [g(t)] g�(t) dt

� ����������� ��� ������
�

u dv = uv −
�

v du

� ��������� ����������� ��������������

��

�
xα dx = → xα+1

α+1 + C si α �= −1

→ Lnx+ C si α = −1

��
�
ex dx = ex + C

��
�
sen x dx = −cos x+ C

��
�
cos x dx = sen x+ C

��
�

dx
1+x2 = arc tg x+ C

������� ���� � ��������� ��� ������� ����������

�� ���������� ����������

���� ������� �������� �� ����� ��������� ��� ������������ �� ������ �� �������� � �������

�������

�� ��� f(x) = P (x)
Q(x) � ��������

P (x)
Q(x) = R(x) + A11

x−x1
+ A12

(x−x1)2
+ . . .+

A1n1

(x−x1)n1
+ A21

(x−x2)
+ . . . ���

��� ����������� �� ������� ����������

�� �� ������� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ����������� ���������� �� �������� �� ���� �����

������ ������ ����� �� �����������

��� �������� ����������
�
R(x) dx

�
anX

n + . . .+ a1x+ a0dx =

� n�

k=0

akX
k dx =

n�

k=0

ak ·Xk+1

k + 1
+ C

��� �������� �� �������� Aij

�
dx

(x−xi)j

�
dx

(x− a)n

������� �� ������ t = x− a → dt = dx � �����

�
dt

tn → Ln t+ C = Ln(x− a+ C) si n = 1

→ t−n+1

−n+1 + C = (x−a)−n+1

−n+1 + C si n �= 1

��� �������� �� ����� � ��������
�

Mx+N
X2+Bx+C dx ��� x2 + Bx + C ��� ������

����������

�
Mx+N

X2 +Bx+ C
dx

������ ������ �������� �� �������� �����
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���� �� ����� ������� ���� ���

�
Mx+N

(x− a)2 + b2
dx

������� �� b�

�
Mx+N

(x− a)2 + b2
dx =

1

b2

�
Mx+N

�
x−a
b

�2
+ 1

dx

������� �� ������ t = x−a
b dt = dx

b ⇒ dx = b dt

1

b

�
ct+ e

t2 + 1
=

c

b

�
t dt

t2 + 1
+

e

b

�
dt

t2 + 1
=

c

2b
Ln (t2 + 1) + arc tgt+ C

��� �������� �� ����� � � ����� n ��������
�

x
(X2+Bx+C)n

��� x2 + Bx + C ���

������ ����������

�� �������� ��� ��� ����� ��� �� �� P (x)
(X2+Bx+C)n �� ����� ������� ����

P (x) = Q(x)(X2 +Bx+ C) +Mx+N ��� �� ��� ��

P (x)

(X2 +Bx+ C)n
=

Q(x)

(X2 +Bx+ C)n−1
+

Mx+N

(X2 +Bx+ C)n

� ��� ��������������

�� ���� �� ������ ��� �� ��������� ����� ������� �� ����� �� � �� ������ �� �����

������� �� �� ���������������

��� ����� ��� ������������� �
�

Mx+N
(X2+Bx+C)n � ���� ������ �� ����� �������� ����

�
ct+ e

(t2 + 1)n
dx

�� ����������

c

2

�
2t

(t2 + 1)n
+ e

�
dt

(t2 + 1)n
=

c

2

�
(t2 + 1)−n+1

(1− n)
+

�
dt

(t2 + 1)n

����� ����� ���� ������� �� ������ ����� ������� �� ������ ���� ���� n = 1 �� ��

������� ������

��� In =
�

dt
(1+t2)n � ������� � ���������

�
t2 + 1− t2

(1 + t2)n
dt =

�
dt

(t2 + 1)n−1
−

�
t2

(1 + t2)n
dt

��� �������

u = t dv = t
(1+t2)n

du = dt v = 1
2 · (1+t2)1−n

1−n

�
t2

(1+t2)n =
� t(1+t2)1−n

2(1−n) − 1
2(1−n)

�
dt

(1+t2)n−1

������ ������ �������� �� �������� �����
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�������

��� ��� f(x) = P (x)
Q(x) � ��������

P (x)
Q(x) = R(x) + A11

x−x1
+ A12

(x−x1)2
+ . . .+

A1n1

(x−x1)n1
+ A21

(x−x2)
+ . . . ��� ��� �����������

�� ������� ����������

��� �� ������� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ����������� ���������� �� �������� �� ���� ����� ������ ������

����� �� �����������

���� �������� ����������
�
R(x) dx

���� �������� �� �������� Aij

�
dx

(x−xi)j

���� �������� �� ����� � ��������
�

Mx+N
X2+Bx+C dx ��� x2 +Bx+ C ��� ������ ����������

���� �������� �� ����� � � �������� ��������
�

x
(X2+Bx+C)n ��� x2 +Bx+ C ��� ������ ����������

�� ����������� �� �������������

�� ��
� P (ex)

Q(ex) dx ����� �� ������ t = ex dt = ex dx ⇒ dx = 1
t dt

�������
�

ex

ex − 1
dx =

�
t2

t− 1
· dt
t

=

�
t

t− 1
dt =

�
t− 1

t− 1
+

�
1

t− 1
= t+ Ln(t− 1) =

�� t = ex� dt = ex dx

= ex + Ln(ex − 1) + C

�� ����������� ��������������

�� ������� ��� ������� �������� �� ����� � �������� ������� ���������� ��������

��� ������ ������� ��������� ��� ��������������� � ��������� �� ������� ����� ������� �������

��� ���������� ��������������� � ����������� ��� �� ������ ����� ��������

�� ���� �� ��� ����� ��� ���������� ��� ������������ sen x� cos x � dx�

��� f(x) = R(sen x, cos x)

������ �������

t = tg x
2

dt = (1 + tg2 x
2 )

1
2dx ⇒ dx = 2

1+t2 dt Racional

cos x = cos 2(x2 ) = cos2 (x2 )−sen2 (x2 ) = 2 cos2 (x2 )−1 = 2
1+tg2 x

2
−1 = 2−(1+t2)

1+t2 = 1−t2

1+t2 Racional

sen x = 2sen x
2 cos x

2

Pero cos x
2 = 1√

1+tg2( x
2 )

= 1√
1+t2

sen x = 2
�

1− cos2 x
2 cos x

2 = 2
�
1− 1

1+t2 · 1√
1+t2

= 2
√
t2

1+t2 = 2t
1+t2 Racional

����� ������� ������������ ��� ����� �� � ���� ���

���� dt

t = tg x → dt = 1 + tg2 x dx ⇔ dx = dt
1+t2 Racional

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

cos x = 1√
1+tg2 t

= 1√
1+t2

Irracional

sen x =
√
1− cos2 x =

�
1− 1

1+t2 = t√
1+t2

Irracional

���� ���� �� sen x � cos x �������� ������������� � ��� ��������� ������ �� ������ ��R(−sen x, cos x) =

R(sen x, cos x)

���� sen x

t = sen x → dt = cos x dx ⇔ dx = dt√
1−t2

cos x =
√
1− t2

���� ���� �� ����� �� cos x ������ ���� �������� �� ���� �� dt� �� ������ �� �� ����� �� cos x�

���� cos x

t = cos x � �� �������� ���� ������ �� sen x� �� ��� �����������

�������

Cambio t = tg x
2 t = tg x t = sen x t = cos x

sen x 2t
1+t2

t√
1+t2

t
√
1− t2

cos x 1−t2

1+t2
1√
1+t2

√
1− t2 t

dx 2dt
1+t2

dt
1+t2

dt√
1−t2

dt√
1−t2

Uso Siempre Par en sen x cos x Impar en cos x Impar en sen x

�������

� π

0
dx

1+cos u sen x

��������

�� cos u = 0 �� x�

�� ������ �� ������ ������� t = tg x
2

� dt
1+t2

1 + cos u 2t
1+t2

=

�
dt

1 + t2 + 2t cos u
=

�
dt

(t+ cos u)2 + 1− cos2 u
=

�
dt

(t+ cos u)2 + sen2 u
=

�
1

1− sen u sen x
dx

�� tg x
2 = t

dt = (1 + tg2
x

2
)dx ⇒ dx =

1

1 + t2

sen x = 2sen
x

2
cos

x

2
=

2

1 + t2

������ ������ �������� �� �������� �����
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cos2
x

2
=

1

1 + tg2 x
2

⇒ cos
x

2
=

1√
1 + t2

sen
x

2
=

�
1− cos2

x

2
=

�
1− 1

1 + t2
=

�
t2

1 + t2
=

t√
1 + t2

� dt
1+t2

1− sen u 2t
1+t2

=

�
dt

1 + t2 − sen u 2t
=

�
dt

t2 − 2t sen u + 1
=

=

�
dt

(t− sen u)2 + 1− sen2 u
=

�
dt

(t− sen u)2 + cos2 u
=

1

cos2 u

dt
�
t−sen u
cos u

�2
+ 1

=

�� s = t−sen u
cos u ds = dt

cos u ⇒ cos u ds = dt

1

cos u

�
ds

s2 + 1
=

1

cos u
arc tg s+ C =

1

cos u
arc tg

�
t− sen u

cos u

�
+ C =

= 1
cos uarc tg

�
tg x

2−sen u

cos u

�
+ C

�� ����������� ����������

���� ���� �������

��� ������� ��� ���� R
�

q1
√
xP1 , . . . ,

qk
√
xPk

�
� ����� ��������� �� ����������� �� ���������� ��� ��

������ tQ = X ������ Q = mcm (q1 . . . , qk)�

�������
�

3
√
x

4
√
x− 3

6
√
x5

dx

�� ������ t12 = x ��� �� 12t11dt = dx �

� 3
√
t12

4
√
t12 − 3

6
√
t12·5

· t11dt =
�

t4 · t11
t3 − 3t10

dt racional

���� ���� ������

��������� ��� ���� R

�
q1

��
ax+b
cx+e

�p1

, . . . , qk

��
ax+b
cx+e

��
�

�� ���� ����� ������� �� ������ t =
�

ax+b
cx+e

�
� ����� �������� �� ���� ���������

���������

���������� R
�

q1

�
ax+b
cx+e , . . .

�
= R

�
t
Q p1

q1

�
= R∗(t) ������� ���������

����� ��� ��� dx �� ��������� �������������� ���� ������

�� a = 0

�������� �� t = b
cx+e ⇒ dt = − b

(cx+e)2 c dx ⇒ dt = − c
b

�
b

cx+e

�2

dx = − c
b t

2dx ⇒ dx =
−b dt
c t2 Racional

������ ��� �� b �= 0 ���� �� ��� �� ����� ��������

������ ������ �������� �� �������� �����
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�� a �= 0, c = 0

�������� �� t = a
dx+ b

e ⇒ dt = a
edx ⇒ dx = e

adt Racional

�� a �= 0, c �= 0

�������� �� t = ax+b
cx+e =

a
c (cx+b)+b− bq

c

cx+b = a
c +

b−b q
c

cx+e

� ������������� A = a
c � B = b− bq

c ��

t = A+
B

cx+ e
⇒ dt = − B

(cx+ e)2
dx ⇒ dt =

−(A− t)2

B
dx

dx =
−B

(A− t)2
dt Racional

������ ��� �� ������� ���� ��� ������� �� ������ ��� �������
� √

x√
x+1−2

dx �� �� �����

�������� ����

���� ����������� ���������� �� ����� �

���� �� ������� ���� ������ ��������� R(
√
ax2 + bx+ c)� �� ����� ���� �� ����������� �� ���

�������������� � ������������

�� �� a = 0 ������� �� �� ���� ���������

�� �� a �= 0

�� �������� ������� ����� ������� ����
�
±f2(x− e)2 ± g2� �� ������� ������� ���

� ����� f→
�
±f2(x− e)2 ± g2 = |f |

�
±(x− e)2 ± g2

� ����� g→|f ||g|
�
±

�
x−e
g

�2

± 1

� ����� �� ������ t = x−e
g � ��� ����� R

�√
±t2 ± 1

�
���� dt = dx

g

�� ����
√
−1− t2 �� ����� ������� �� ��� �������

������ ���� ������

��� R(
√
1− t2)

�� ������ t = sen u ��� �� dt = cos u du
√
1− t2 =

√
1− sen2 u = cos u

��� ������� R(sen u, cos u) ��������

���
√
1 + t

�� ������ t = Shu ��� �� dt = Chudu
√
1 + t2 =

√
Ch2 u = Chu

���� Chu = eu+e−u

2 ⇒ R(
√
1− t2) → S(eu) ��������

���
√
−1 + t2

�� ������ t = Chu ��� �� dt = Shu du
√
t2 − 1 =

√
Sh2 u = Shu

���� ������ �� S(eu) ��������

������ ������ �������� �� �������� �����
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���� ����� ������������

�� �� �������� �� ��������� �� ������� ��� ArcShu� ����� ������� ��� �������

y = ArcShu ⇔ Sh y = u ⇒ ey−e−y

2 = u ⇔ e2y−1
2 = ey u ⇔ e2y − 2eyu − 1 = 0 ⇔ ey =

2±
√
4u2+4
2 = 1± 2

√
u2 + 1

����� �� y = Ln (1 +
√
u2 + 1) �� �� ����� �� �� ������� ⇒ ArcShu = Ln(1 +

√
u2 − 1)�

������������ ArcShu = Ln(1 +
√
u2 − 1)

���� �

���������� ��� ���������� �������

����������� ������������

�� ������������

��� ���������� ����������� ��� �������� ����� �� ����� ��� ��� ���������� ���� �������� ������� ��

������ �� �������� �� ����������� �� ���������� ��� �� �� ���� ���� ���� �������� ������� �����

��� �������� �� �������� ���������� ������������ �� ����������� ������� ���������� �����������

���� ��� ���������� �������������� �� ������� �� ������ ����������� ���������� ���� ���� ���

����� ��������� ����� �� �� ������ ���� ������� �� ���� ���������� �� ����� ������������� � ��

������ �� �������� �� ������ ����� ���������� �� �� ������� ������� �� ��������� ����������

������� ������� ����� � ���� �� �� ������ ��� ������� ������� ������ ������������ ��� ��������

�������� ��������

�� ������������ ��� �������� � ��������

��� �������� ���������� n �������� �� ��� ��������� F (x1, . . . , xn) = 0 ����� F : Zn → Z�
�������� �� ��� �������� ���������� �� ��� ������� (x∗

1, . . . , x
∗
n) ��� F(x∗

1, . . . , x
∗
n) = 0�

�� �������� ���������� ������

�� �������� ���������� ������ �� ������� ����� F �� ��� ������� ������ � ����� �� ����� α1x1 +

. . .+ αnxn − β = 0 ��� αi ∈ZZ, β ∈ Z�

���� �������� �� ����� ���������� ��������������� ���� ��������

���� �������� �����������

�� �������� ������������ �� ����� �� α1x1 − β = 0� �� ������ α1x1 = β� ����� ��������� �� �

���� ���
β

α1
∈ Z� �� ������ �� α1|β�

�� ��������� �� ������� �� ������� ����� ���������� �� ���� ������� 0x = 0��

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

���� �������� ����������

�� �������� ����������� �� ����� �� α1x1 + α2x2 − β = 0� ����� ���������� ax+ by = c�

���� �������� ��� ���������� �� �� ��������� ����� � ��� �� ���� ���������� �������� �� �� ���������

�������� � �� �� ��������������

������� �

�� �������� ���������� ������ ���������� ax+ by = c ����� ��������� �� � ���� ��� mcd(a, b)|c�

��� �������� ��� ������� ������� ��� a � b ������ ����� ��� ���� ��������

����

�� �� �������� ax+by = c ����� ��������� ��� mcd(a, b)� �������� ����� ������� ���� a�x+b�y = c�

���





a� = a
d

b� = b
d

c� = c
d

������ �� ����� �� �� ��������� ��� �� �������� ���� �� �� ��������������

�����������

��� �� �������� ax + by = c ��� a � b ������ ����� ��� �� (x0, y0) �� ��� �������� ����������� ���

���������� ���

�
x = x0 − tb

y = y0 + ta
��� t ∈ Z�

������������

������ ������� ��� ���� ��������� �� ��� ����� �� ��������

a(x0 − tb) + b(y0 + ta) = ax0 + by0 − tab+ tab = c+ 0 = c

������ ����� ��� ���� �������� �� �� ��� ������

��� x1� y1 ���� ��������

�
ax0 + by0 = c

ax1 + by1 = c
⇒ a(x1 − x0) + b(y1 − y0) = 0

a(x1 − x0) = −b(y1 − y0)

mcd(a, b) = 1 ⇒ {a|− b(y1 − y0) ⇒ a|(y1 − y0)}

������������ b|(x1 − x0)�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��� ������

y1 − y0 = t1a

x1 − x0 = t2b

�
⇒ at2b = −bt1a ⇒ t2 = −t1

�������� t = t1 ������� �� ����������

������ ���� �� �������� ����������

������������ �� �������� ������� ax+ by = c

��� ������� ��� �� ��� �� a � b�

��� �� |a| = 1 �� �������� �� x0 =
c

a
� y0 = 0� �� ����� ��� |b| = 1�

��� �� 1 < |a| � 1 < |b| ��������� �� ��� ������ ����� �� ��� �������� � ������� �� ������ ��

��������� ��� ������ �� ������ ����� ��� ��� ��� 0 � 1� � ��������� ����������� �������������

�� �� �������

��� �������� �� ������ �� �� ��������� �� ������� ��� �������� ���������� (x0, y0)

��� �� �������� ������� ��

�
x = x0 − tb

y = y0 + ta
t ∈ Z

�������

�������� �� ����� R ∈ N �� ���� ��� ���� �� �������� ���������� 15x + 65y = R ����� �������� �

������ ����� ���������

��������

25 = 52� 65 = 13 · 5� ��� �������� ⇔ 5|R� ����� R = 5�

�� �������� �� 15x+ 65y = R ⇔ 5x+ 13y = 1�

13 = 5 · 2 + 3 ⇒ {5x+ 13y = 1 ⇔ 5x+ (5 · 2 + 3)y = 1 ⇔ 5(x+ 2y) + 3y = 1}

������� ���� �� ������ x� = x + 2y ��� �� ��� �� �������� ����� 5x� + 3y = 1� �����������

�������������

5 = 3 · 1 + 2 ⇒ {5x� + 3y = 1 ⇔ (3 · 1 + 2)x� + 3y = 1 ⇔ 2x� + 3(x� + y) = 1}

������� ���� �� ������ y� = x� + y ��� �� ��� �� �������� ����� 2x� + 3y� = 1� ���������

������ ������������ ����� ��� ��� ��� �� ���� �� �������� ������������ �� ����� ��� ��� ��������

�� x� = −1, y� = 1�

����� ����� ������

x� = −1, y� = 1, y� = x� + y ⇒ 1 = −1 + y ⇒ y = 2

x� = −1, y = 2, x� = x+ 2y ⇒ −1 = x+ 2 · 2 ⇒ x = −5

������������� �� ������ ������� ��� �� ��� ���������� ��� ������ �� �������� ������� ���������

������� ������� � �� ��������

5x+ 13y = 1, y = 2 ⇒ 5x+ 13 · 2 = 1 ⇒ 5x = −25 ⇒ x = −5

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ��������� ����� �� ������� ��� �������� ���������� x = −5, y = 2� ��� ����� �� �������� �������

����

�
x = −5− 13t

y = 2 + 5t
t ∈ Z

���� �������� �������������

��� �� �������� α1x1 + . . . + αnxn = c� �� �������� �������� ����� �� ������� ���� ��� �� ���

��������� ���� ����������� ������ ������� �� ������� �� ���������� �� ���������

������� �

�� �������� α1x1 + . . .+ αnxn = c ����� ��������� �� � ���� ��� mcd(α1, . . . ,αn)|c�

������ ���� �� �������������

������������ �� �������� ������� α1x1 + α2x2 + ...+ αnxn = c

������� ��� �� ��� �� a � b�

��� ������� ��� �� ������ ����� ��������

��� �������� ����� ��� ���������� �� mcd(α1, . . . ,αn−1) · x+ αnxn = c�

��� ���� ���� �������� xn� �������� α1x1 + . . .+ αn−1xn−1 = c− αnxn�

�� ����� ��� ����� ��� �� ��������

�������

���������� �� 4x+ 6y + 9z = 1�

��������

mcd(4, 6, 9) = 1� �� ��� ��� ��������

mcd(4, 6) = 2� ���������� 2x� + 9z = 1�

��� �������� �� (−4, 1)� �� �������� �������

�
x� = −4 + 9t

z = 1 + 2t

����� ���� 4x+ 6y + 9(1 + 2t) = 1�

4x+ 6y = −18t− 8 ⇔ 2x+ 3y = −9t− 4

���������� 2x+ 3y = 1� ����� x = −1� y = 1� ��� �������� ��

�
x = (−1)(−9t− 4)

y = 1 · (−9t− 4)

�������������� �� �������� �� 2x+ 3y = −9t− 4 ����

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

x = 9t− 4− 3s y = −9t− 4 + 2s

� ��������� �� �������� ��





x = 9t− 3s− 4

y = −9t+ 2s− 4

z = 1 + 2t

con t, s ∈ Z

�� ���������� �� ��������

����� �� �� �������� ������� �� ��� ������� ���������� ���� �� �� ������� �� ���������� ��������

������� �� ��� ��� ��� ���������� ����������� ����� � ��� �� ����������� ��� �� ��� ���� ������� �

�� ����������� ��� ������ �� �� �������� �� ����� ����������� ��� �� ������

���� �� �������� ����������

�� ��� �������� ���������� �� ����� ����� ���� y = f(x) �������� ��� ���������� ������� ��� ���

������ ��� ��� ������ ������������ y = ������� �� ����� ���������� ��� ������� �� ������ � ��������

�� ������ ����� �� ���������� ������������

�������

�������� x2y + 5y − 12 = 0�

��������

�� ����� �������� y =
12

x2 + 5
�

�� f(x) =
12

x2 + 5
�

���� f �(x) = − 24x

(x2 + 5)2
����� �� (−∞, 0) � ������� �� (0,∞)� �� ������ ���

�� ������ � ��� ����������
12

x2 + 5
= 1�

12

x2 + 5
= 2�

12

x2 + 5
= 1 ⇔ x2 − 7 = 0

��� ��������

12

x2 + 5
⇔ 2x2 − 2 = 0 ⇔ x = ±1

���������� (−1, 2)� (1, 2)�

�� ���� �������� �� �������� ���������� �� �� �������� ���������� ���������� ax2+bxy+cy2+

dx+ ey + f = 0� ���� ������� �������� y� � ������� f1(x)y
2 + f2(x)y + f3(x) = 0�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

���� �� �������� ����������

�� ����� �� x2 + y2 = z2� ����� �������� ����������� �� �������� �� ��������� ����������� �� ����

���� ����� ���� ����������� ����������� ��� ������� �� ������������ x ≤ y�

������� x2 = z2 − y2 = (z − y)(z + y)�

��������

�
A = z + y

B = z − y

�������� z =
A+B

2
� y =

A−B

2
��� ��� �������� �� � ���� ��� A � B ��� �� �� ����� ��������

�� ������� ���� �� �� ���������� ���� ���� ����� �� x�

��� ���������� x2 �� �������� �������

��� ����������� ��� �� �������� x2 = A ·B ��� A � B �� �� ����� �������� � A < B ��� �� �� 0��

��� x �� ����� y =
A−B

2
� z =

A+B

2
�� �� ����� ��������

������ ��� �������� ������� ���� �������� �� �� ���������� ������� �� x� ���� �������� �� ��������

x x2 A B ��������

0 0 NE NE −−
1 1 NE NE −−
2 4 NE NE −−
3 9 1 9 (3, 4, 5)

4 16 2 8 (4, 3, 5)

5 25 1 25 (5, 12, 13)

6 36 2 18 (6, 8, 10)

7 49 1 49 (7, 24, 25)

8 64
2

4

32

16

(8, 15, 17)

(4, 6, 10)
���

���
���

���
���

���� ��

����������� ������

�� ����� ��������� ����� ���������� �� �����������

������� ������ ������������� ��� �������� �� ����������� ���� �� �������� �� �������� ���

�������� ����� �� ������ ������� �� ������ �������� ��� ������� ��� ���������� �� �����������

�������� �� ��������� ���������� ����� �� ������ �������� �� ����� ��������� �� �� ����� ������

�� ��������� �� �� ����� � ���� � �� ��� �������� ����� ������ �� ��� �������� � ��� ���������

��� ��������� �� ���������� �� ����� ����� �� ������� ��� ��������� ����������� ���� ����� �� ��

������� ������� �� ��� ��� ���������� ������� �� ��� ���������� �� ������������ ����� �� ���

������ � ������� ��������� ��� ���������� �� �������� �� ���� ������

�� ������ �� ����� ����� ��� ���� ��� �������� ����� �� ����������� ���������� �� ����� ��

�������� �� ��������� �� ���� ����� ��� ��� ���������� �� ����������� �� ����� ��� �� ����� �� ���

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��� ���������� �������������� �� ����������� ��� ��� �� ����� ����� �� ����� �� ����� � ���� ���

�� ������������������ ��� ��� �������� ��� ��� ������ ��� ������ �� ��� ������ �� �� �����������

���� ���������� ������� � ������� ��������

�� ����� ����� �� ��� ����� ������� ��� ������� ����� �� �� ���� �� ������ ���� �� �� ������� ��

��� ���� ��� ��� ��������������� ���� ��� ������� � ����� ��� ����������� � ���������� �� �� �����

�� ����������� �� �������

����������� � �������� ����� ����������

�� ������� �� ����� ������ ��� �������� �� �� �������� E ���������� �� ��� ���������� �� ���

��������� �� ����� ��������� � �������� ��� ���� ������������ �� ���������� ���������� ��� ��

�������� ���� ������� ���������� ��� ������ ����� � ������� �� ���� �� �������� �� �������� ���

�������������

��� �������� ��������� �� ��� ���������� ��� �������� Z �� ��� ������ ������� �� �� ��������

E� ��� �������� ���������� �� ���������� ��� �������� N ∪ 0 �� �� �������� E� �� �������� ��

�������� ������ �� ����� �������� �� ��������

�� �� �������� E �� �� �� ��� ������� ������ �R� � ��� ������� ��������� �C� � ���������� ��

�������� ���� � �������� �������� ���������������� ������ �� �������� ��� �� �������� ��

�������� ���� ����C3 ��� �������� �� ������� �� �������� ��������� � ���� R � C�

���� �� �������� x0 = i, x1 = i2, ... �� ��� �������� ���������� ������� �������� �� ����� �� ��������

..., x−1 = (1,−1), x0 = (0, 1), x1 = (−1, 3) �� ��� �������� ���������� ��������� ����� ������ �����

����� ��� �� ��������� ������� ����������� ���������

�� ����������� ���������� ���� �� ��������� �� S �� �� �������� �� ������� � E �� �� �������� ��

�������� ES �� �� �������� �� �� �� �������� �� ��� ���������� �� E ��� ������� S�

���� CZ ��� ��� ���������� ����������� ��������� ��������� �������� ��� (Rp)
N ��� ��� ����������

������������ ������ ����������� �� ��������� p� ��������� ������ �� ��������� �� ���������

��� �������� �� ����������� ������ �� ����� k �� ��� ��������� ��� ���� xn+1 = f(n, xn,xn−1, ..., xn−k+1)

����� ���� xi ∈R � f �� ��� ������� �� Rk+1 �� (R)� �� ����� ���� �� ��������� ������� ��� ���

��� ������� �� ��������� �� �� �������� ��� �������� �� ���� �������� �� f �� ������� �� n�

�� �������� �� ����� ������� �� ��� �������� �� ����������� ����� �� ���������� ��� ��������

������� a0, ..., ak−1� �
xn+1 = f(n, xn, xn−1, ..., xn−k+1)

x0 = a0, ..., xk−1 = ak − 1

�����������

���� �������� �� ����� ������� ����� ������� ��� ����� �������� ���������� ���� ��������� �����

�������

���� ��� ����������

�������������� ����� ���������� �������� �� Z. ��� H = CZ �� ������� ��������� �� ����� ���

���������� ������������������� ��� ���������� �������� � ������� ��� H �� H� ���� F � L

���������� � ����� ���������������� �������� ���� F (xn) = xn+1 � L(xn) = xn−1� �� ��������

��� ��� ���������� � �������� ����� ��� �� ����� F−1 = L� L−1 = F �

�������� � �� ��� �� �������� ���������� ������� �������� Δ ���� Δ = F − I ��� �� ���

Δxn = xn+1 − xn�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ���������� ��� ������ ����� �� ��������� ����������� �� �������� F � ���������� �������������

���� �� ����� ������� ����� �� zn = F (xn) ���������� z0 = x−1 � x−1 �� ���� �������� ����

���������� �� ��� ���� ��� x−1 �� �� ��������� ��������

��� ���� ��������� ��� �������� �� ����������� ����� ���������� ���� F (xn+1) = f(xn,xn−1, ..., xn−k+1)�

��� ��� ��������� � ����� �� ���������� ��� ���������� ���� Δxn = f(xn, ..., xn−k+1) − xn� � ��

������� ��������� ���� �� �������� F � �� �� ����� ����� ���������� � � �� ������� ���� ��

�������� ������ ����� ��������

���� ��������� � �������� �� ����� ���

����� ��� ���������� �� ������ �������� ���� ��� �������� �������� �� ����� �� �� ������ ��

��� ��������� ��������� ��� �� ��������

�������

���� �� �������� xn+1 = n+ 2xn−1 + x2
n � ����� ��������

�������� yn =




xn

xn−1

n




�� ������




xn+1

xn

n+ 1


 =




n+ 2xn−1 + x2
n

xn

n+ 1




�������� G(a, b, c) = ((a2 + 2b+ c), a, (c+ 1)) �� ������ yn+1 = G(yn)

������ �������

� �� ��� n� ������ n � �� ��������

�
n

xn

�

� �� ��� ������ ��������� �������� �� ������ ���� �����������

�� ���������� ��� �������� ������

������������

�� ���� ��� ������ �� �������� ���������� �� ����� �� �� ��� �� ������ ������� �� �����������

������ �� ��� ����������� �� ����� �������� �� ����������� ������� ������� ������ ���������� ���

������� ������������� ������ ������� ���� ���������

���� ���������� �� ���������� ����������� ��������

��� �������� �� ����������� ������ �k− ������������ �� ������� ��� ����� ���������� ���� xn+1 =

Axn ��� xn ∈ Rk � xn ∈ Ck� ����� � ��� ���� �����������

��� ��� �������� ��� ���� �
xn+1 = Axn

x0 ∈ Cp

��� ������������� �� �������� �� ����������� xn = Anx0� �� ��������� ����� �� ������ � ��������

��� ��������� �� ��� ������� ���� ����� ��� �� ��������� ������� ��� A �� ����� k�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��� J �� ����� �������� �� ������ A = P−1JP ⇒ An = P−1JnP �

�� ����� �������� �� ����� �������� ����

J =




d1 0 . . . 0

l21 d2 . . . 0
���

���
� � �

���

lk1 lk2 . . . dk




=




d1 . . . . . . 0

0
� � �

� � �
���

���
���

� � �
���

0 0 . . . dk




+




0 0 . . . 0

l21 . . . . . .
���

���
� � �

� � � 0

lk1 lk2 . . . 0




�� ����� J = D����
diagonal

+ R����
nilpotente de orden a lo sumo k−1

�

������ �� n ≤ n�

Jn = (D+R)n = Dn+

�
n

1

�
Dn−1R+. . .+

�
n

k − 1

�
Dn−(k−1)Rk−1+ 0����

las otras potencias de R son 0

������ ���� ��� ������������� D � R ���������

�����

xn = P−1

�
Dn +

�
n

1

�
Dn−1R+ . . .+

�
n

k − 1

�
Dn−(k−1)Rk−1

�
Px0

�������

�������� �� �������� ����������������





xn+1 = xn

yn+1 = yn + zn

zn+1 = xn + 2yn + zn

��� ����������� ��������� x0 = 1, y0 = 0� z0 = 3

��������

an =




xn

yn

zn




an+1 =




xn+1

yn+1

zn+1


 =




1 0 0

1 1 0

1 2 1







xn

yn

zn


 =




1 0 0

1 1 0

1 2 1


 an

a0 =




1

0

3




������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

A =




1 0 0

1 1 0

1 2 1


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




� �� �
B=I

+




0 0 0

1 0 0

1 2 0




� �� �
C

C2 =




0 0 0

0 0 0

2 0 0




C3 = 0

��������� ���� ���� �������� ������ BC =




0 0 0

1 0 0

1 2 0


� CB =




0 0 0

1 0 0

1 2 0


 = BC

��� An = (B + C)n = Bn +

�
n

1

�
Bn−1C +

�
n

2

�
Bn−2C2 + 0 ���� ��� ����� ��������� ��� ��

�� �������� �� ���� an = Ana0� ����� ���� ������� �� ��������� �������� �� ����

a0 =




1

0

3




an =




1

0

3


+n




0 0 0

1 0 0

1 2 0







1

0

3


+

�
n

2

�


0 0 0

0 0 0

2 0 0







1

0

3


 =




1

n+ 1

3 + n+ 3n(n+ 1)




��� �� ��� �������������� xn = 1, yn = n, zn = 3 + n+ 3n(n+ 1)�

���� ��������������� �� �� �������� ������� �� �������� ��������������

�� ��������������� �� ��� ������ ����� ��� ��������� � ����������� �� ����������� �������� ���

������������ �� J �� ��� ���� �� ������� �� �� �� ������

J =




d 0 . . . 0

1 d . . . 0

0 1 . . . 0
���

���
� � �

���

0 0 . . . 0




�����

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

J = dn




0 . . . 0 0

1 . . . 0 0
���

� � �
���

���

0 . . . 1 0




+

�
n

1

�
dn




0 . . . 0 0

0 . . . 0 0

1 . . . 0 0
���

� � �
���

���

0 . . . 1 0




+ . . .

�
n

k − 1

�



0 . . . . . . 0
���

� � �
� � �

���

0 . . . . . . 0

1 . . . . . . 0




��� ������ �� �������� �� ����������� �� dn� ndn−1� n(n− 1)dn−2� . . .� n(n− 1) . . . (n− k + 1)dn�

�� ���� �� ������ �� ��������� ���������� ��������������

�����������

��� �� �������� �
xn+1 = Axn

x0 ∈ Cp

����� A ����� ����������� λ1, . . . ,λr ��� ��������������� k1, . . . , kr� �������� �� �������� �� ���

���� ����������� ��� ����������� ������ �� λn
1 , nλ

n
1 , . . . , n

k1−1λn
1 ,λ

n
r , nλ

n
r , . . . , n

kr−1λn
r

���������� ����������������

�� ������� ��� �������� ���� ���� �� ���� xn+1 = a0xn + a1xn−1 + . . . + anxn−k� �������� ���

����������� ������ ���������� ���� ��� ������ �� �� �������� λk − a0λ
k−1 − . . .− λak−1 − ak = 0�

���� �������� ������ �� ������ �� �������� �������������� ��� ������ �� �������� ���� ��

������ ���������� ���� λn� �� ���������

λn+1 = a0λ
n+. . .+akλ

n−k ⇔ λn+1−a0λ
n−. . .−akλ

n−k = 0 ⇔ λn−k−(λk−a0λ
k−1−. . .−ak) = 0

���� ������ ����� ����� ��� �� �� �������




xn+1

xn

���

xn−k




=




a0 a1 . . . ak

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
���

���
� � �

���

0 0 . . . 0







xn

���
���

xn−k−1




�� ��������� �������������� �� �� ������ �������� �� ����������� �� �������� ���������������

�������� �� �������� �� ���������

��� a1 = a2 = 1� an+1 = an + an−1� ������ �� ������� ��������

������

a2 = a1 + a0 ⇒ F0 = a2 − a1 = 1− 1 = 0

�� ��� ������ ���� ����� a0 � a1 �� ��� �� a1 � a2 �� �������� �������������� ���

xn+1 = xn + xn ⇔ x2 − x− 1 = 0

����� ���� ������ x1 = 1+
√
5

2 � x2 = 1−
√
5

2

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� �������� ��

an = A(
1 +

√
5

2
)n +B(

1 +
√
5

2
)n

0 = a0 = A+B

1 = a1 = A 1+
√
5

2 +B 1−
√
5

2

�
A = −B

A 1+
√
5

2 −A 1−
√
5

2 = 1 ⇒
√
5A = 1 ⇒ A = 1√

5

�� �������� �� an = 1√
5

��
1+

√
5

2

�n

−
�

1+
√
5

2

�n�

���� ���������� �������� ��� ������� �������������

� ����� �� ��� ������������ �� �������� xn+1 = n2+xn �� ������� � ����� ������ ����� ������� ����

��� �������� ������� �� ������ ��������� �������� ��� ���� xn+1 = P (n) + Axn ����� ������������

���� ��������� ����� ��� ��������� P � � ������� ������� ����

���� ���������� ��� �������� ����������� ��� ���� �� �������� ���������� ��� ����������� ���� � ���

����� ��� �������� ��� ������ ���������� �� ������ ���� ��������� � ��������� ���� ��� ��������

�� ������ ��������

���������� ��� ������� ��� ������� ��� ���� xn+1 = Axn +Hun ���� ������� ��� un �� �����

�� ��� �������� ������ ��� �������� �� ����������� ������ ��� ����

�
un+1

vn+1

�
=

�
B11 B12

B11 B12

� �
un

vn

�

�� ���� ����� �� ������ �� �������

�� ������ �� ������ �� ������ ����

yn =




xn

un

vn




�� �� �������� �� ����������� ���� ��������




xn+1

un+1

vn+1


 =




A H 0

0 B11 B12

0 B11 B12







xn

un

vn




�� �������� �� �������� �� ����������� ����������� �� �� ���������� ��� ������� ��������� �� ���

������ ������� �� ������ ��� ���� ��� �������� xn �� ���� ���� �� �� ���� ���������������

����� ��� �������� ��� ����������� � �������� �� ��������

�����������

�� ��� ����� ����� ��� �
n+ 1

1

�
=

�
1 1

0 1

� �
n

1

�

� ��� 


(n+ 1)2

n+ 1

1


 =




1 2 1

0 1 1

0 0 1







n2

n

1




������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ���� ��� ������� ������� ���������� �� n �� ��� �������� �� �� ���������

�������

�������� xn+1 = 2xn + n

yn =




n

1

xn


 A =




1 1 0

0 1 0

1 0 2




��� ����������� ��� �� � � �� ����� yn = A · 1n +B · n1n + C · 2n

x0 = 0

x1 = 2 · 0 + 1 = 1

x2 = 2 · 1 + 2 = 4



A+B · 0 + C · 20 = 0

A+B · 1 + C · 21 = 1

A+B · 2 + C · 22 = 4





A+ C = 0

A+B + 2C = 1

A+ 2B + 4C = 4



1 0 1 0

1 1 2 1

1 2 4 4


 �������� �� ������� ����� �� ����� �� �� �������




1 0 1 0

1 1 2 1

−1 0 0 2




A = −2

C = 2

B = −1

xn = −2− n+ 2 · 2n ⇒xn = 2n+1 − n− 2

�������� ������ �� ��������� �� ��������� ����

�� �������� �� ������� ������� an ������ a1 = 2 � an = 5 an + 3� �������� limn→∞
an

5n

�� ������� ����� ��� ��������� ���� �� ������������ � ���� ���������

��������

��� yn =

�
1

an

�
� yn+1 =

�
1

an+1

�
=

�
1 0

3 5

� �
1

an

�
�y1 =

�
1

2

�

�
λ− 1 0

−3 λ− 5

�
= (λ− 1)(λ− 5) ⇒ an = A− 1n +B − 55 = A+B5n

a1 = 2� a2 = 5 · 2 + 3 = 13

�
A+ 5B = 2

a+ 25B = 13

�

20B = 11 ⇒ B =
11

20

A = 2− 5 · 11
20

= −15

20

an = −15

20
+

11

20
5n

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

lim
n→∞

an
5n

= lim
n→∞

− 15
20 + 11

20 ·5n
5n

=
11

20

�� ���������� ��� �������� ��� ��� �������� �� ���� �� ��������� ����������

����

�� A �� �� �� ����� A =

�
B1 0

BR B2

�
�������� | A |=| B1 | | B2 |� �� ������� ��� A =

�
B1 BR

0 B2

�
��� ��� ��� ����� �������������

������������

��� ��������� �� n � ��������� �� B

�� n = 1� B1 = b1 � A =




b1 0 . . . 0

b2
��� B2

b1




����� ����� ����������� �� ������� ����

���� n+ 1�

| A |=




b11 . . . b1n 0 . . . 0

B∗
1 0

BR B2




� ������������� ��� �� ������� ��� ���

b1


B11 0

B̃R B2

 − b2


B12 0

B̃R B2

 − . . . = b1 | B11 | | B2 | + . . . =| B1 | | B2 |

��� ����������

�������� ������ �� ��������� �� ������ ����

��� ������ �������� �������� �� �� �������� an ��� a0 = a1 = a2 = a3 = 0 � ������� �� ���

�� ����������� an+4 + an+3 + an+2 + an+1 + an = 12n� �������� an � a90� �����������

x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 = (x2 + 1)(x2 + x+ 1)�

��������

yn =




n+ 1

1

an+4

an+3

an+2

an+1




=




1 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

12 0 −1 −2 −1 −1

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0
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A




n

4

an+3

an+2

an+1
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| λI −A | =


λ−1 1

0 λ−1





λ+ 1 2 1 1

1 λ 0 0

0 1 λ 0

0 0 1 λ



=

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

= (λ−1)2(λ4 + λ3 + 2λ+ λ+ 1) = (λ−1)2(λ2 + 1)(λ2 + λ+ 1)

�� �������� λ2 + λ+ 1 = 0 �� ���� �������

λ1 = −1+
√−3
2 = −1+i

√
3

2 � λ2 = −1−√−3
2 = −1−i

√
3

2

������ � {1, 1, Ii, −1+i
√
3

2 , −1−i
√
3
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�� �������� �� �� �� ������

an = A+Bn+ Cin +D0(−i)n + E1

�
−1 + i

√
3

2
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+ E2

�
−1− i

√
3

2
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a1 = 0 ⇒ B + (C −D)i+
�
E+F

2

�

�� ������� ��





B · 1 + Ci0 +D(−i)0 + E
�

−1+i
√
3

2

�0

+ F
�

−1−i
√
3

2

�0

= a0
���

�� �������� �� A = 4, B = 2, C = −3, D = 3, E = 2 + 1�15i, F = 2− 1�15i����� a90 = 180 �

���� ������� �� ��� ���������� �� �������� � �� �� �������� ��� ���������� ������� �� �� ��������

��������� ���� ������� �� ��� ������ �������

�� ������ �� ��� ����������

�� ������ �� ��� ���������� �� �� ��������� �� ��� ��������� ���������������� ����� �� ���� �����

��������� ��� ��������� � ������ ���������� �� ����������� �� ��� �������� �� �������� �� �������

����� ��� ������� ��� �������� ���������

�� ��������� �� �� ���� �������������� �� ��� ��������� ����� ��� �������� ������� ����� ��

����� �� ����� ��������� ������ ���������� �� ���������� ���������� ������ ����������

���� ��������� ���������

��������

���������� �� �������� ��� �������� �� �������������� ����� ���������� �������� �� Z. ���

H = CZ �� ������� ��������� �� ����� ��� ���������� ����������

��� ���������� �������� � ������� ��� H �� H� �� ��������� F � L ���������� � ����� �����������

������ � ������� ���� F (xn) = xn+1 � L(xn) = xn−1� ��� ��������� ���������� � �������� ����� ���

�� ����� F−1 = L� L−1 = F �

�����������

��� �������� �� ����������� �������������� �� �� ����� xn+1 = a0xn+ ...+akxn−k ����� ����������

���� F (xn) = a0I(xn)+...+akL
k(xn)� �� ��������� F k � ��� ��� ����� �� ������� ������� ������

�� ����������� ������� �� ��������

F k+1(xn) = a0F
k(xn) + ...+ akI(xn) ⇔ (F k+1 − a0F

k(xn)− ...− akI)(xn) = 0P (F )(xn) = 0

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

���� �� ��������� P (x) = xk+1−a0x
k − ...−ak� �� ������ ��������� �������� �� ����� ����� ����

�� ����������

���������

������� ��� �� ��������� �� P (x) ����� � ��� �������� an �� P (F )(an) = 0� �� ����� ���������

�� �� ��������� �� �������� ��� �� �������� F � ��������� � �� �������� ���� �� ������� ������� ���

�� �������� P (F ) ����� � �� �������� � �� ��������� ���� ������ ����� �� ������������� ��� ��

��������� P (F ) ����� � �� ���������

��������

� x− 1 ����� � xn = 1 ���� (F − I)(1) = 1− 1 = 0�

� (x − 1)2 ����� � xn = n ���� (F − I)2(n) = (F − I)(F − I)(n) = (F − I)(n + 1 − n) =

(F − I)(1) = 0�

� �� r �� �� ������ ��� ����������� (x−r) ����� � xn = rn ���� (F −rI)(rn) = rn+1−r ·rn =

rn+1 − rn+1 = 0�

����� � ��� �� ������ ����� ��� ����������� �� ��� ����������� ����� ��� �� ���� �������������� ��

���������� �������������� ��� ���������� � ��� ���������� �� H = CZ� ������������ ��� ����������

(F − rL) ����� r ∈ C� ���������� ��� �� ��� ������� �� �������� Δ = (F − I)�

��������

����������� ��� ������� �������������

�
n

k

�
��� k ≥ 0 ����

�
n

k

�
=

�
1, k = 0

n(n−1)...(n−k+1)
k! , k > 0

�

��������� ��� ���� ��������� �� ������ ���� ��������� n ������ � �������� ��� �� �������� ���������
n!

(n−k)!k! �� n ≥ k ≥ 0�

�������� ����������� �� Δ

�� Δc = 0 �� �� c �� ����������

�� �� P (n) ����� ����� k� ΔP (n) ����� ����� k − 1�

�� �� k > 0 �������� (F − rI)

�
n

k

�
=

�
n

k − 1

�
� �� �� ���� k = 0 �� ����� �� ��� ���������

� �� ������ �� �������� ��

�� (F − rI)knkrn = k!rn+k � (F − rI)k+1nk = 0

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

������������

�������� �� Δc = c− c = 0

�������� �� �������� ��� ���������� ���� k = 1 �� ����� ����Δ(an+b) = a(n+1)+b−an−b = a

�� ����� ��

������������ ������ ���� n−1 � �������� ���� n� ��� P (n) = dkn
k +Q(n) ��� grad(Q) = k−1�

ΔQ ����� ���������� ����� � �� ���� k − 2 ��� ����������

���� Δnk = (n+ 1)k − nk �� ��� �� ����� ��

�
nk +

�
k

1

�
nk−1 + . . .

�
− nk =

�
k

1

�
nk−1 +

�
k

2

�
. . .

�� ����� ����������� k − 1�

����� ΔP (n) = dkΔnk

� �� �
grado k−1

+ ΔQ����
grado k−1 a lo sumo

�������� �� Δ

�
n

k

�
= (n+1)n(n−1)..(n+1−k+1)

k! − n(n−1)..(n−k+1)
k! � ��������� �� �� ��� �������

������ ������ �� ��������

n(n− 1)..(n+ 2− k)

k!
[(n+1)−(n+1−k)] =

n(n− 1)..(n+ 2− k)

k!
·k =

n(n− 1)..[n+ 1− (k + 1)]

(k − 1)!
=

�
n

k − 1

�

��� �� �� ��������� ��������

�������� �� ������� ��� Δ �� ��������� �� � ����� ��������� �������������� �� � �������

Δk+1nk = 0 � �� ����� �� ������� ΔiPi(n) = 0 �� Pi(n) �� �� ��������� �� ����� � �� ���� i�

����� �����

nk = k!

�
n

k

�
+ Pk−1(n)

������ P (n) �� ��������� �� ����� � �� ���� k − 1� ������

Δknk = Δkk!

�
n

k

�
+ΔkPk−1(n) = k!Δk

�
n

k

�
+ 0 = k!Δk−1

�
n

k − 1

�
= ... = k!

�� ���� ��� �������� �� �������� Δ� ����� � ��� ��� ���������� F − rI� ���� �� �� ���������

������� ����� ��� ��������������

�����������

�� P (n) �� �� ��������� � r ∈ C �������� (F − rI) [P (n)rn] = [ΔP (n)] rn+1�

������������

(F−rI) [P (n)rn] = P (n+1)rn+1−r ·P (n)rn = [P (n+ 1)− P (n)] rn+1 = [ΔP (n)] rn+1

�������� ����������� �� F − rI

�� P (n) �� �� ��������� � r ∈ C ���������

�� (F − rI)rn = 0 �� �� c �� ����������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� �� P (n) ����� ����� k� (F − rI)P (n)rn �� �� �� ����� ����� Q(n)rn+1 ��� Q ��������� ��

����� k − 1�

�� �� k > 0 �������� (F − rI)

�
n

k

�
rn =

�
n

k − 1

�
rn+1� �� �� ���� k = 0 �� ����� �� ���

��������� � �� ������ �� �������� ��

�� (F − rI)knk = k!rn+k � (F − rI)k+1nkrk = 0

������������

�� �������� � �� �� �������� ������ ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ��� ������� �� �������

(F − rI) [P (n)rn] = [ΔP (n)] rn+1

� ��� ����������� �� ����������� ��� �������� Δ�

�� �� �������� �� ������ ��� �� �������� (F − rI)k ����� � ��� �������� ��� ���� nk−1rn� ����

������� ��� ���� �������� �� ��� �������� ������ �� ����������� ������ �� ����� ��������� �������

������ �������������� ������ �� �� ��������� �� ����� ������ �� ��� ���� �� ��� �� ������� � ���

����� ������� ��� �� ��� �������� �� �������� �� ����������

�������

�������� �� �������� �� ���������� a1 = a2 = 1� an+1 = an + an−1�

�� ������� �� ������� ���������

an+2 − an+1 − an = 0

� �� ��� ��������� ��� �� �������� �������������� �� r2 − r − 1 = 0 � �� �������� ��� �������� ��

F 2 − F − I = 0�

����������� �� �������� �� ����� ��� ��� ���������� ��� r1 = 1+
√
5

2 � r2 = 1−
√
5

2 � ��� ����� ��

�������� �� ��� ���� an = Arn1 + Brn2 � ����� ���� �� ���� ������ �������� ���� ������ ��������

����� ������ ����� � ���������� a0 = 0�

����� ����� �� ��� �� �������� �� ������� ����� � �������� ��� ����������� �� �������� �� �� ��������

�� ����� ���������� ���� F 2 − F − I = (F − r1I)(F − r2I)0� �������� ���������

xn = (F − r1I)(an)

���� �������� ������������ ��� �� ��� ������������ ��� ����������� ��������� �� ������ ��������

������������ ���� x0 = a1 − r1a0 = 1− r1 · 0 = 1�

���� �� ��� ������ ������� ����

xn = (F − r1)(an) = (F − r1)(Arn1 +Brn2 ) = B(rn+1
2 − r1 · rn2 )

������������ �� � �������

1 = B(r2 − r1) ⇒ B =
1

r2 − r1
=

1
1−

√
5

2 − 1+
√
5

2

= − 1√
5

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ������� ��� �� ��� ������������ �� ���� �� ����� �������� ��� ��������� ���������� 0 = a0 =

A− 1√
5
� ���� ��������� �� ����� ������� ���� ���� � �� ��������� ����� �������

A =
1√
5
⇒ an =

1√
5

��
1 +

√
5

2

�n

−
�
1−

√
5

2

�n�

��� �� �� ����� ��������� ��� �������� �������� ������

���� ������ ��� �����

���������� ��� an = Axn +Byn � ��� �� ��������� P (x) ����� � yn� �������� ����� ����������

A ��� ��������� �����

�� �������� bn = P (F )(an)� ������� ���������

bn = P (F )(an) = AP (F )(xn) +BP (F )(yn) = AP (F )(xn)

�� �� ��� ��� ������� ����������� ���������� ����� ��������� �� n �� �� �������� �������� ��� ��

�� ����

����� � ��� ����� ��� ���������� �������� ��� ��� ��������� �������� ������������ ������� �� ���

������������� �� �� ���������

�����������

��� �� ��������

�
P (F )(an) = 0

a0, ..., ak1
∈ �

����� P (L) = 0 �� �� ��������� �� ����� k ��� �����������

������� �������� �� r �� �������� �� ���� � ����� �� �� ��������� �� �����an = Anprk + Bnpr̄k +

...������ �������� ��� ������ ��� ��� n �� ����� ����� � ������ �� ������ ��� A � B ���

�����������

�� ����� ��������� �� �� ��������� �� ���� � ��� ����������� ��������� ��� ������ ��� ����������� ��

��� ������ ���������� ��� �����������

������������

�������� ������� ���� ����� �� ����� ������� �� ���� �������� �� �������� ��� ��� ������ ���

�� ��������� ����� ������ ���������� ����������� �� ���� ���� ����

�
(F − rI)(F − r̄I)(an) = 0

a0, a1 ∈ �
�� �������� �� ��� ����� ��� ���� an = A1r

n + A2r̄
n� ���� A1 = a1 + ib1 � A2 = a2 + ib2�

������������ �� �������� �� �� �������

A1r
0 +A2r̄

0 ∈ � ⇒ (a1 + ib1) + (a2 + ib2) ∈ � ⇒ b2 = −b1

����� ������� ����� A2 = a2 − ib1� ����������� �� ��

A1r
1 +A2r̄

1 ∈ � ⇒ (a1 + ib1)r + (a2 − ib1)r̄ ∈ � ⇒ a1r + a2r̄ + ib1(r − r̄) ∈ �

����� ����� r− r̄ �� ���������� ����� ��� ����� ib1(r− r̄) �� ����� �� ���� �� ������ ��� a1r+ a2r̄

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ���� �������� �� ������� r = c+ id ������� ���������

a1r + a2r̄ ∈ � ⇒ a1(c+ id) + a2(c− id) ∈ � ⇒ i(a1 − a2)d ∈ � ⇒ a1 = a2

���� d �= 0 ��� ����������

���� �������� ��������������� �� ������ ���������

���������� ����� ��� �������� ��� ���� P (L)(an) = xn� �� �������� ����� ���� �������� �������

�� ������ �� ���� �� ��� �� ���� ������� � ���������� �� ������ �� ���������� ���� �����

�� ���� �� ��� ������� �� xn �� ��� ���� nkrn �������� �� �������� (F − rI)k+1 ����� � xn� �� ��

��� ����������� ������ �� ��������� �� ��� ����� �� �� �������� �� ������ �� ������ ������� �� ��

����������

������ ������� �� ����������

���������� ��� �������� �������� �� �������� �� ��� �������� �������������� ��� ���� P (F )(an) =

xn ��� ������P � = k � ����������� ��������� a0, ..., ak−1� ��� ����� � ������ ��� ��� �����������

�� ������ �� ��������� ��� ����� � xn� ���� ����� xn ���� ��� �� ���� �� ��������� ��� ����

nkirni �������� ���� ��� �� ����� ������ � �� ��������� ��� �� ����� ��

Q(L) =
�

i

(F − riI)
ki+1

�� �� �������� ���� � ��� �������� P (F )Q(F )(an) = 0� ��������� F ��� r ������� �� ��������

���������������

�� �������� �� �������� P (r)Q(r) = 0� �� �� ���� �� ri �� ������� �������� ��� �������� �� rni � ��

����� ������������� ki ��� rni �����n
ki−1rni �

�� �������� �� �������� ���� ���� �� ��� �����������

an = A01r
n
1 +A11nr

n
1 + ...Ak11n

k1−1rn1 + ...+Akppn
kp−1rnp

�� �������� ��� ������������ ���������� ��� ����������� ���������� ����� ������� ����������� ��

������� ������ �������� ��� ����� � ���������� ����� ��������

�������

�������� �� �������� �
an+1 = 2an + 3 + 2n+1

a0 = −1

������� �� ������� �� ������ ������ ������� �� ���� ������� � ���������� ���� �� �������� ��

�� ���������

an+1 − 2an = 3 + 2n−1 ⇔ (F − 2I)(an) = 3 + 2n−1

������� ��� ������ �� �������� ��� ����� � � � ���� ��� ����� � 2n+1� ������� ��� F − I �����

� � � ��� F − 2I ����� � 2n� ���� ����� ��� ������ ����������� ���� ��� ���������� ��� ���

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��������

(F − I)3 = (F − I)3 · 1 = 3(F − I)1 = 3 · 0 = 0

(F − 2I)2n+1 = (F − 2I)2 · 2n = 2(F − 2I)2n = 2 · 0 = 0

���� �� F − I ����� �� ������ ������� � F − 2I �� ������� �������� �� �������� (F − I)(F − 2I)

����� � ������ �� �������� ���� � ��� ���������

(F − 2I)(F − I)(F − 2I)(an) = 0 ⇔ (F − 2I)2(F − I)(an) = 0

�� �������� �������������� �� ���� (r− 2)2(r− 1) = 0 � ��� ���������� ��� ������������� � �������

� � ��������� ��� ����� �� �������� ���� ��� �� �� ������

A2n +Bn2n + C · 1

����� � �� ���������� ������ �� �������� (F − I)(F − 2I) ����� � ���� ������� � �� ����� �� B�

��� ����� ���������

xn = (F − I)(F − 2I)(an) = (F − I)(F − 2I)(an) = (F − I)(an+1 − 2an) =

(an+2 − 2an+1)− 2(an+1 − an) = (an+2 − 3an+1 + 2an)

������� ����� ������� ������������� �� ���������

(F − I)(F − 2I) = F 2 − 3F + 2I

��� ����� �������� ��������� � Bn2n ���� ����� ��� �� �� ��������

xn = B(n+ 2)2n+2 −B3(n+ 1)2n+1 +B2n2n = B[4(n+ 2)− 6(n+ 1) + 2n]2n = 2B · 2n

���� �������� B ����������� ��� ����������� ���������� �������� �����

a1 = 2(−1) + 3 + 2 = 3

a2 = 2(3) + 3 + 4 = 13

�� ���� ��� ������� ���

x0 = a2 − 3a1 + 2a0 = 13− 3(3) + 2(−1) = 2

�� �� ��� ��������� �� �������� ������������ �� ��

2 = x0 = 2B2n ⇒ B = 1

�� ��� ������ ��� ��������� ����� � ����� �� ����� ���� �������� C� �� �������� ��� ����� ��

����� �� (F − 2I)2 = F 2 − 4F + 4� ��������� yn = (F − 2I)2(an) �������

yn = (F − 2I)2(C · 1) = C(1− 4 + 4) = C

y0 = (a2 − 4a1 + a0) = 13− 4(3) + 4(−1) = −3

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� �� ��� �� ������ C = −3�

���� �� ��������� �� ������ �� ��� ����� �� �������� ������������� ������ ��� a0 = −1 � �� ������

an = A2n + 1n2n + (−3)1 = A2n + n2n +−3

��������� �� ��������� �� � �������

−1 = a0 = A20 + 1 · 0 · 2n − 3 = A− 3 ⇒ A = 2

��� �� ��� ��������� �� �������� ��

an = 2n+1 + n2n − 3

������������� �� �������� ��� �� ������ ������� ����� ��� ����������� ��� �� ����� ����� ���

������������ �� �� ������ �� ����� �� �������� �� ����� ���� ���������� ��� �� ������� �� ��� �� ���

������� ������������ �� �������� ���������� �� ���������

������� ������� �� ��������� �� ������ �����

�������� �� �������� �� �����������

an+4 + an+3 + 2an+2 + an+1 + an = 12n

������ a4 = a3 = a2 = a1 = a0 = 0� �������� a90�

����� x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 = (x2 + 1)(x2 + x+ 1)

��������

�� �������� �� ���������� ���� �� ���������� (F 4 + F 3 + 2F 2 + F + I)(an) = 12n� ���� ��� ��

�� ����� � � �� ���� ��� ��� ��� ������ �� ������� �������� �� ���� ��� ��������

(F − I)2(F 4 + F 3 + 2F 2 + F + I)(an) = 0

��� ���������� ������ �� ��� ������ ��� ��������� (x− 1)2(x4 + x3 + 2x2 + x+ 1) ��� �� ��� �� ��

�������� ���� ���� ��� �� (x− 1)2(x2 + 1)(x2 + x+ 1)�

��� ������ ���� � �������� i� −i�−1+i
√
3

2 � −1−i
√
3

2 � ��� ��� ������� ������ ������ ������ � �

���������� ���� � ���� ���������������� �� ������ ��� e
2π
3 i � �� ��������� e−

2π
3 i � e

4π
3 i�

��� ����� �� �������� �� �� �� �����

an = A+Bn+ Cin +D(−i)n + E1

�
−1 + i

√
3

2

�n

+ E2

�
−1− i

√
3

2

�n

��� ��� ����������� ��������� ������ ������ E2 ���� �� ��������� ��� �� �������� �� ��������

F ��

����� ��������� �������� ��� ����������� ��������� ���� �������� ��� ������������ ����������� �����

��� ��� ���������� a5 ��� �� �������� �������� �������� n = 1� ���� a5 = 12� ���� �� ��� �������

����� �� �� ������� �� � ���������� ��� � ����������� ��� �����������

������� ���� ��� ���������� ���� ������ ����������� �� �������� xn = (F 4+F 3+2F 2+F+I)(an)

��������� ���

xn = A(F 4 + F 3 + 2F 2 + F + I)(1) +B(F 4 + F 3 + 2F 2 + F + I)(n)

������ ������ �������� �� �������� �����
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���� ��� ��������� ����� � ��� ����� ���� �� ������ � ��� ����������� ��������� ����� ������� ��

����� ������ �� ��� xn = an+4 + an+3 + 2an+2 + an+1 + an ������� x0 = 0 � x1 = 1�

��� ���� ����� (F 4 + F 3 + 2F 2 + F + I)(n) = n + 4 + n + 3 + 2(n + 2) + n + 1 + n = 6n + 12 �

(F 4 + F 3 + 2F 2 + F + I)(1) = 1 + 1 + 2(1) + 1 + 1 = 6� ��� ����� ������� ���������

�
xn = 6A+ (6n+ 12)B

x0 = 0, x1 = 1

������������ ��� ��������� A = −4 � B = 2� ������ ��� �� ��������� �� xn = 12n ���� ��� ������

�� ����������

����� � ����� ��� ����� �� ��� ������ �� ���� ��������� �� �������� (F − I)2(F 2 +F + I) �����

����� ��� ���������� �� ��� �� ���������� an ����� ��� �� ����������� C � D� ��������� �������

�� �������� ������������ ���� ����� � ������������ �� ����� ����� ��� ���������� �� ������ ��� ��

�������� (F 2+ I)� ����� ����� ����� F 2 = −I� ������� ���������� ���� ���� ������� ��� �������

(F−I)2(F 2+F+I) = (F 2−2F+I)(F 2+F+I) → (−I−2F+I)(−I+F+I) = (2F )(F ) = 2F 2 → −2I

��� ������ ����� ��� ���������� �� −2I� ����� � ������� ����� �� �������� � in ������������ ���

(F + iI) ��� ����� �� ������

(F + iI)(F − I)2(F 2 + F + I)(an) = C(F + iI)(F − I)2(F 2 + F + I)(in) = C(F + iI)(−2I)(in) =

= −2C(in+1 + in+ 1) = −4iCin

�� ��������� ������� ���� �� ������� (F + iI)(F − I)2(F 2 +F + I)(an) � ��������� ��� �� ���� �� ���

������������� ����� ������ ����� ��� � ������� �� a5 ��� ����������� � F 5�� ��� ����� ��������

�
yn = −4iCin

y0 = 12

������������ y0 = 12 ������� −4iC = 12 ⇒ C = 12
−4i = −3i�

�� D �� ������� �� ���� ������� � ���� 3i ��� ����� �� ����� ������ �� �� ��������� �� C�� �������

����� ���������� �� ��������� �� ���� �� �� �������� �� ������ � ��� �������� ��� ���� hn �� ���������

�� �� ����� �������� ������������ ��� ��� ��������� ��� �� ��������� F ��� h� �� ���� ����

(F − iI)(F − I)2(F 2 +F + I)(an) = D((−i)− iI)((−i)− I)2((−i)2 + (−i) + I)[(−i)n] = 3iD(−i)n

�� ����� �� ����� � �� ��������� ������� ������� �� ���

��� ����� ������� ���

an = (−4) + 2n+ (−3i)in + (3i)(−i)n + E1

�
−1 + i

√
3

2

�n

+ E2

�
−1− i

√
3

2

�n

���� ����� �������� �������� ��� ��� ������� ������������ ��������� ������ ��� ����� �������� ����

�� �������� �� ��� ��� ������ ��� ������ ��� ������������ �� ����� ��� ��� ��� ����� ������ ����

�� ����� ��� ��� ��� ����������� � ���������� ���� �� �� ����������� �� ��������� �� ��� �������

�������� r = −1+i
√
3

2 � �� ���� �� �� ���������� r̄

������ ������ �������� �� �������� �����
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0 = a0 = (−4) + 2 · 0 + (−3i)i0 + (3i)(−i)0 + E1r
0 + E2r̄

0 = E1 + E2 − 4 ⇒ E1 + E2 = 4

0 = a1 = (−4)+ 2 · 1+ (−3i)i1 +(3i)(−i)1 +E1r
1 +E2r̄

1 = rE1 + r̄E2 +4 = 0 ⇒ rE1 + r̄E2 = −4

��� �� ��� ������� �� ������� �
E1 + E2 = 4

rE1 + r̄E2 = −4

���� ����������� ������������� ������ ��� −r � �������� ������� ����

�
−rE1 − rE2 = −4r

rE1 + r̄E2 = −4
⇒ (r̄ − r)E2 = −4(1 + r) ⇒ E2 =

−4(1 + r)

r̄ − r

���� ������ ����� ��� ��������� �� �� ���� ����� ����� � ������� ��� �������

r̄ − r =
−1− i

√
3

2
−

�
−1 + i

√
3

2

�
= −i

√
3

−4(1 + r) = −4

�
1 +

−1 + i
√
3

2

�
= −2(1 + i

√
3)

������� ���� ����� �� �� ��������

−2− 2i
√
3)

−i
√
3

=
2

i
√
3)

+ 2 = 2− i
2
√
3

3

�� ���� �� ������� ����������� ���������� �� �

E1 = 4− E2 = 2 + i
2
√
3

3

�� ���� ��� �� �������� �� �� ����������

������� ��� ������ �� ������� ��� ����� ����������� ��� ����������� �� ��� ����� �� ��������

E1 = a+ bi ������� �� �� ������� ��������

(a+ bi) + (a− bi) = 4 ⇒ 2a = 4 ⇒ a = 2

���������� � �� ������� �� ����� �������� ����

(2 + bi)

�
−1 + i

√
3

2

�
+ (2− bi)

�
−1− i

√
3

2

�
= −4

��� �������� �������

−2 + bi · i
√
3 = −4 ⇒ −

√
3b = −2 ⇒ b =

2
√
3

3

������ ������ �������� �� �������� �����
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�� �������� ����� �� ��������� ����� ���

an = (−4) + 2n+ (−3i)in + (3i)(−i)n +

�
2 + i

√
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� �
−1 + i

√
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+

�
2− i

√
3

3

� �
−1 + i

√
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��� ����� ����� a90� ��� ��� ����� ��� ��������� ���� ��������������� �� �� ������� ���� �� i�

������ ��� i2 = −1 �� ������ i90 = (i2)45 = (−1)45 = −1� ������������ (−i)90 = (−1)90 · i90 =

−1� ���� ��� ����� �� ��������� ����� � ����� ����� �������� ������ ������� ���� �� i� �������

−1 + i
√
3

2
= 1120 = ei

2π
3 ⇒

�
−1 + i

√
3

2

�90

= ei·2π·30 = 1

−1− i
√
3

2
= 1240 = ei

4π
3 ⇒

�
−1− i

√
3

2

�90

= ei·120π = 1

��� ����� ��������

a90 = (−4) + 2(90) + (−3i)(−1) + (3i)(−1) +

�
2 + i

√
3

3

�
(1) +

�
2− i

√
3

3

�
(1) = 180

��������� ��� �� �� �������� �������� ��� �������� �� �������� �������� �� ������ �� ���� � ���

������������ �� ����� �����

2 + i

√
3

3
≈ 2 + 1�15i, 2− i

√
3

3
≈ 2− 1�15i

���� ���

����������� �� ������

�� �� ������� �� ������ �� ����������� �� ������� ��� �� ����������� � ������ ������� ����

������� ��� �� ��� ���������� �� �������� �� ���� ��������������� �� ���� ����������� ������ �����

������������� �� �����������������

�������������

��� �� ��������

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ R
� �� ���� �������� �� �������������� �� �� �������� �� ������� ��

x0�

������� ��� �������� ������������ �� ������� ��� ����� ��� �� ������ � �� ������� ������� ��

����������� �� ������� �� ���� ���������� ����� ����� �� �� ������� � ��� �������������� ���

���������� ���� ��������

�� ����� ���������

������� ��� ����� ��� �� ������

�� f �� ����������� �������� ��� �������� �� �������� �� �������� ���������� xn = f(xn) ��������

���������� ��� ��� x0� � ������ �� ������ �� �� ����� ����� ��� �� f �

������ ������ �������� �� �������� �����
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������� ������� �� ����������� �� ������

��� �� �������� ������� ��������������� ����

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ �
������ f �������� � �� ������

������� ���������

�� �� xn �������� � �� ����� L ∈ � �������� f(L) = L�

�� �� x0 ≤ f(x0) �� �� ��� �� �� ����� x0 ≤ x1� �������� �� �������� xn �� �������� ���������

��� �������������� ��������������� �������

��� �� ��� ����� ����� ��� �� [x0,+∞)� xn �������� �� ����� �� ����� ����� ��� �����

��������� �� ������� ��� �� ��������� �� ��������

��� �� �� ��� ������ ����� ��� �� [x0,+∞)� xn ������ � ��������

�� �� x0 ≥ f(x0) �� �� ��� �� �� ����� x0 ≥ x1� �������� �� �������� xn �� �������� �����������

��� �������������� ��������������� �������

��� �� ��� ����� ����� ��� �� (−∞, x0]� xn �������� �� ����� �� ����� ������

��� �� �� ��� ������ ����� ��� �� (−∞, x0]�xn ������ � ����� ��������

�� ������������ �� ���� ������� �� ������ ����������� �� ���� ��������� �� ��������� �� ���

��������� ��� ������������� ��������� �� f � xn �� ������� �� ����� ���������� � �� ����� ��

���������� �� ������������ �� ������������� ��������

�� ������� ��� ����� � ��� ��� �� �� ���� �� ��� ������ ������� ��� ������ ����� ���� � �� ����� ��

������� �������� �� ����� ��� ����� �� �� ��� ����� ������� � ������� ������

�� �� �������� � ����� ��� �� ���� �� ���������� f �� ������ ���������

�������

��� xn ������� ��� ����������� ����

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ R

������ f ��������� ��������

lim
n→∞

xn = L ⇒ f(L) = L

������������

lim
n→∞

xn = L = lim
n→∞

xn+1

���� xn+1 = f(xn)

�����

L = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn = f(L)//

��� �������� ��� ������� ����� ����� ��� �������� ������� ������ �� ��� �������� �����������

������ �� ������� ��������

������ ������ �������� �� �������� �����
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�������

��� �� �������� xn+1 = 2
1+x2

n

�� ������� ������ ��������� �� x0 ���� �� ����� ��� ��������� ����� �� ������� �� f(x) = 2
1+x2 �

��� ������� ������ ������� f(L) = L� ��� ����� ���� ��� ��� �������� �� �� �������� L = 2
1+L2 ⇒

L+ L3 = 2 ⇒ L3 + L− 2 = 0�

���������� ��� �� ����� �� ������ � ���������

L3 + L− 2 = (L− 1)(L2 + L+ 2)

L2 + L+ 2 = 0 ⇒ L = −1±√
1−8

2 � ∃
����� �� ������ ������� �� ����

�� ��� ���� ��� �� ��������

���� ���� �������� ���� �� ��� �������� ���������� �� ��������� �� ������ �� ����������

��������� �� ������ �� ���������

������� ��� f(x) ����� �� ������ �� ��������� L �� a �� ������ ��� �������� xn �= a, xn → a ��� ���

f(xn) → L� ����� a ���� L ������ ��� ���������

�����������

��

lim
x→a

f(x) = L

�������� �� ����� ������ �� ��������� �� a �� L�

�����������

��� f �������� � ��� � �� ��������

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ �
�� xn → +∞ �������� f ����� �� ������ �� ��������� +∞ �� +∞�

������������ xn → −∞ ���� ��� �� ������ �� ��������� �� f �� −∞ ��� −∞�

������������

xn → +∞ ⇒ xn+1 → +∞ ⇒ f(xn) → +∞

����� ��� ��������� +∞ �� ������ �� ��������� �� +∞�

�� −∞ �� ����������

������ ������ �������� �� �������� �����
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�������

lim
x→∞

1

1 + x2
= lim

x→−∞
1

1 + x2
= 0

����� �� ����� ������ ������� �� �
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ R

�� ��

����

���� �� �� ��������� ��� ������ ��� ����� ���������� ���� �� �� ����� �������� ��� �� ������ �������

���� ������ ������������ �� ��������� ���������
�

xn+1 = (xn + 2π)cos(xn)

x0 = 0

�� ����� ��� xn = 2πn� �� ������� ���� n = 0 �� ������ � ��

xn = 2πn ⇒ xn+1 = (2πn+ 2π)cos(2πn) = 2π(n+ 1)

���� ���������

lim
n→∞

xn = lim
n→−∞

2πn = +∞

��� ��������

� ∃ lim
n→∞

(x+ 2π)cos(x)

���� ����� ����� yn = π
2 + 2πn � zn = 2πn ���� ��� ������ ��������� � 0 � +∞ �����������������

����� ���� ����� ����� ��� ������� �������� ���� ���� ��� �� ����� �� ����� �� �� ������� ������

�� �������� �������� � ������ ��������

��� ��� ������� �������� ������������� ���� ����� ���� �� �� ������������� �� ������� �� ��

���������� ��� ������� ��� ����� ��� �� ������� ��� �� ��� ��������� ����������� ��� ���������

� �� ��������� �������

��������� �� ������� �����������

��� ������� ���� �� �������� ���� f �� ���� ����������� �� ∃M ∈ (0, 1) ��� ��� ∀x, y ∈ R �� ������

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|�

����

���� ������� ����������� �� ��������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

������������

��� x0 ∈ R� ����� � ��� ��� �� �������� �� ��� ������ ��� � > 0� ������� δ = �
M � ��������� ��

|x− x0| < δ �� ������

|f(x)− f(x0)| ≤ M |x− x0| < Mδ < M
�

M
= �//

������� ��� ����� ��� �� ������

�� f �� ������������ �������� �� �������� ���������� xn = f(xn) �������� ���������� ��� ��� x0� �

������ �� ������ �� �� ����� ����� ��� �� f �

������������

��� x0 ����������� ����� � ��� ��� �� �������� xn+1 = f(xn) �� �� ������� ��� � > 0� ��� n0 > 0

� ���� q > p > n0�

������� ������� |xq − xp| � �������� �������

|xq − xp| = |xq − xq−1 + xq−1 + ...+ xp+1 − xp| ≤ |xq − xq−1|+ |xq−1 − xq−2|+ ...+ |xp+1 − xp|

����� � ������ ���� ������� ��� ��������� ����������� �������������� �� ��������� ������� ���

|xp+1−xp| = |f(xp)−f(xp−1)| ≤ M |xp−xp−1| = M |f(xp)−f(xp−1)| ≤ M2|xp−1−xp−2| ≤ ... ≤ Mp|x1−x0|

�� ���� ���

|xq − xp| ≤ |xq − xq−1|+ |xq−1 − xq−2|+ ...+ |xp+1 − xp| ≤ Mq−1|x1 − x0|+ ...+Mp|x1 − x0|

��� ���������� ������� � �������� ��� �� ����� �������� ��� ���

|xq−xp| =≤ |xq−xq−1|+|xq−1−xq−2|+...+|xp+1−xp| ≤ Mq−1|x1−x0|+...+Mp|x1−x0| =
q−1�

k=p

Mk|x1−x0| ≤ |x1−x0|
∞�

k=

� �� ���� ���� ����� �� ����� �����

∞�

k=p

Mk = Mp
∞�

r=0

Mk =
Mp

1−M

��� �� ��� ������� �� ����

|xq − xp| =≤ Mp

1−M

����� ��� ����� ����� n0 ��� ��� Mp

1−M < � � ���������������� ���� ������������ q > p > n0 ��

������

|xq − xp| =≤ Mp

1−M
<

Mn0

1−M
< �

�� ��� �� ������ ��� �� �������� �� �� ������ � ��� ����� ������������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

������� ������ ��� f �� ������������ �� �������� � �� ������ �� �� ����� ��� ������� ��� �� �����

��� ������� ������ ��� ���������� �� ������ ��������� � ������� ��������

���� ����� ��� ��� �� ����� ��� �� ������ ���� ���� �� ������ ���� �� L1 � L2 ������ ��� ������

���� ��������� ����������

|L1 − L2| = |f(L1)− f(L2)| ≤ M |L1 − L2| < |L1 − L2|

�� ��� �� �������� ��

�����������

�� f �� ��������� � ������ �� M ��� ��� |f �(x)| ≤ M < 1∀x ∈ R �������� f �� ������������

�������

�������� �� �������������� �� �� �������� xn+1 = cos(xn)−1
2 �� ������� �� x0�

�� �������� �� xn+1 = f(xn) ������ f(x) =
cos(x)−1

2 � ���� ������� �� ���������� ��������� ������

�� ����������� ������ ���

|f �(x)| =
����
−sen(x)

2

���� ≤
1

2
< 1

�� ��� ��� ������ ���� ������������������ ��� ����� ������� �� � ��������� �� ����� ����� ����

�� ���� �� ��� ����� ���� �� ��������

f(x) = x ⇔ x =
cos(x)− 1

2

����� ���� �������� �� ����� � x = 0� �� �� ��������������� ���� �� ������� ��� ����������� ��

������ ������ ������ ��� �� ������� �� ������ ��� ���� ��� ����� ����� ��� �� ������

�� ����������� �� �������� �������� � � ������������������ ��� ����� ������� x0�

���� �� ��� ������ ��������� ��� ���� ������������ �� ���� R� ������ ��� ��� ������ ��� �����

��� ���� ������ ���� ����������� �� ������� ��

������� �� ����������� �������������� �� ����������

��� f : R → R � ��� I �� ��������� �� �� ����� [a, b]�[a,∞) � (−∞, b] �� �� ��� �� �������

�� f �� ����������� �� I

�� f(I) ⊂ I

�������� �� �������� ���������� xn = f(xn) �������� ���������� ��� ��� x0� � ������ �� ������ ��

�� ����� ����� ��� �� f �� �� ��������� I�

������������

�� ������������� �������� � �� ��� ������� ��� ����� ��� �� ������� ������ ��� ������ � �����

�� ����� � ���������� ��� ����� �������� ��� x0 ����������� ����� � ��� ��� �� ��������

xn+1 = f(xn) �� �� ������� ��������� �� ����� ������������ ��� ���� �� ������� ��� ����� ���

�� ������� ������� �� ����

|xq − xp| =≤ Mp

1−M

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� ���� ��� ������������� �� �������� �� �� ������� ��� ����� �� ����������� � �� ����� L ∈ I

����� ����� �� f �� ����������� �� I ������� �� �������� �� I ����� xn → L ⇒ f(L) = L� ����

��������� ��� ������������� �� ����� �� ������� ���� �� �� ������� ��� ����� ��� �� �������

����

���� ���� ������������ ������ �������� ��� ��� ��� ����� ��� �� ��������� �� �� ����� [a, b]�[a,∞)

� (−∞, b] �� �� ������� �� �������

������� �� ���� ����������������

��� f : D ⊆ Rk → Rk � ��� L �� ����� ���� ���������� ��� ∃ δ > 0/ f �� ����������� ��

B̄(L, δ) ≤ D ����������� B̄(L, δ) = {x ∈ Rk/ ||x−L|| ≤ ε}�� ��������� �� ������������ �� ��������

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ Rn ����

�� ������ ����� n0 ∈ N/ xn0
∈ B̄(L, ε) �� �������� xn �� ����������� � xn −→ L�

������������

��� ������� �� ������������ ����������� x0 ∈ B̄(L, δ)� �� �� ����� ��� ������������� ��� �����������

��� A = B̄(L, δ)�

������� ��� ��������� �� n� ��� xn ∈ A� ��� M �� ��������� n = 0 ��� �������������

���� n+ 1�

�� ||xn+1 − L|| = ||f(xn) − f(L)|| ≤ M ||xn − L|| < ||xn − L|| ��� ��� f ������������ �� A �

xn, L ∈ A�

����� ||xn+1 − L|| ≤ δ ⇒ xn+1 ∈ A�

��� ε > 0� ∃n0 ∈ N/ ∀n > n0� Mn||x0 − L|| < ε�

����� ����

||xn − L|| = ||f(xn−1)− f(L)|| ≤ M ||xn−1 − L|| ≤ . . . ≤ Mn||x0 − L|| < ε

���������

��� �� ����������� ��������������

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ R ����
� ���������� ��� ������� ��� ������� �������

������ xn � xn+1� � �� ����� L ����� ����

�� f �� ����������� �� [xn, xn+1] (� [xn+1, xn] si xn+1 < xn)�

�� f(L) = L

�� xn ≤ L ≤ xn+1 (� xn+1 ≤ L ≤ xn si xn+1 < xn)

�������� xn −→ L�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

������������

����������� xn ≤ xn+1� �� ���� �� ������������� ��������

��� δ = |xn+1 − L|� ������ x ����������� �� B̄(L, δ)�

���� ����� ������ B̄(L, δ) ⊂ [xn, xn+1]�

|xn+1 − L| = |f(xn)− f(L)| ≤ M |xn − L| < |xn − L|

��� ������ xn+1 − L < xn − L�

��� x ∈ B̄(L, δ) = [L− δ, L+ δ]� ������� ��� ������

� �� x ≥ L� L ≤ x ≤ L+ δ = xn+1 ⇒ x ∈ [xn, xn+1]

� �� x < L ⇒ L− δ ≤ x < L� ���� δ < L− xn ⇒ xn ≤ x ≤ L�

��� ���� xn ∈ B̄(L, δ) � f �� ����������� �� B̄(L, δ)� ��� �� ������� �������� xn −→ L�

�������

������ ��� �� ��������� ��������� ���� �� ������ ������ φ = 1 + 1
1+ 1

1+ 1
1+...

�� ��� �������� ��� ��������� �� ��� �� ��������

�
xn+1 = 1 + 1

xn

x0 = 1

�������� �� ������ ������

��� ���� f(x) = 1 + 1
xn

� ��� ������ ���� ��� ��� ���������� �� �� �������� f(L) = L �� �����

L = 1 +
1

L
⇒ L2 = L+ 1 ⇒ L =

1±
√
5

2

�

������ ��� 1−
√
5

2 �� �������� � �� �������� �� ���������� ��������� ���� ����� ��� 1+
√
5

2 = φ� �����

��� ��� �� ������������

|f �(x)| = |− 1
x2 | = 1

x2 ��� �� ����� ��� ��� ��������� ����� ��� ��� �� ��������� ��������� �� ��

����� [a,∞) ��� a > 1 ���� �� �� [1,+∞)�

�� ��������� f(I) ⊂ I ������� ���� ��� ������ ��� �������� ������� ��� φ = 1+
√
5

2 ≈ 1�6 ���

��� ����� � �������

x0 = 1 ⇒ x1 = 1 +
1

1
= 2 ⇒ x2 = 1 +

1

2
=

3

2

��� �� ��� ������� ��� x2 < φ < x1 � f �� ����������� �� [x2, x1] = [3/2, 2] ��� �� ���� ���������

�� ��������� ��������� �������� �� ����� ����� ��� ��� ��������� [3/2, 2] ��� �� φ

�� ��� ������� �� �� �� ����������� �� �������� ��� ��� ������ ������������� ������� ����

������ �� ���� ��������� ��� �� �������� ��� ��������� ��� �� ��������������� ��� ��������� � ��

���������� ��� ��� ����� �� �������� ����������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� �������� �� ������������

����� � ������� �� ������� � �� ��������� � �� ������������ �� ��� ���������� �� ������� �� x0�

������� ������� ������� ����������

���������

f �� ���� ��������� �� ������� ������ � �� ����������� �� x < y ⇒ f(x) ≤ f(y)�

�����������

��� f �� ����������� � ��������� ���� L1 � L2 ������ ���� ��� −∞ < L1 < L2 < +∞ � f(x) �= x

∀ x ∈ (L1, L2) � ��� x0 ∈ (L1, L2) � �� �������� xn+1 = f(x)� �������� ��� ��� ����� ���������

�� �� f(x0) > x0 �������� xn �� �� ������������ � limn→∞ xn = L2

�� �� f(x0) < x0 �������� xn �� �� ���������� � limn→∞ xn = L1

������������

����� � ����� �� �������� ����� �� �������� ���� �� ������� �� �� �����������

������ �������� ��� ���������� ��� ���� ���� n �� ������ xn+1 ∈ L1, L2, xn+1 ≥ xn� ���� n = 0

��� ��������� �� ������ x1 = f(x0) > x0 > L1�

������ x1 ≤ L2� f �� �������� ����� f(x0) ≤ f(L2)� ������ ���� n� ���� n+ 1�

�� xn = L2 �������� xn+1 = f(xn) = f(L1) = L2 ����� xn+1 ≥ xn, xn+1 ∈ (L1, L2)�

�� xn < L2 �������� f(xn) �= xn�

����� ����� f �� �������� ����� g(x) = f(x)− x �� �������� g(L1) = g(L2) = 0, g(x) �= 0 �� L1, L2�

� g(x0) > 0� ��� ������ g �� �������� �� (L1, L2) ⇒ g(xn) > 0�

���� ��� �������� f(xn)− xn > 0 ⇒ xn+1 = f(xn) > xn�

������� ��� xn+1 �= L2� ���� ��� �� ������� ������ ��� xn �= L2 ⇒ xn+1 = f(xn) �= f(L2)− L2�

����� xn �� ��������� � �������� ����� ������������ �� ������ ���� ��� �� ����� ��� ����� ��� L1

� ����� � ����� ��� L2� ��� ��� �� L2��

����������� �

�� f �� ������������� ��������� �������� xn �� ������������� ��������� �� ������������ �� ����

���������� ��������

����������� �

�� �� ������� �������� �� ����� ��� ����� ��� f ��� �� ����������� �� (L1, L2)�

������ ����� �� ���� �������� ������� ���� �� ������ ����� �� ���� �� �������

�����������

��� f �������� � �� ����������� �� (L,+∞) ������ f(L) = L� ��� �� �������� xn+1 = f(xn) ���

x0 ∈ (L,+∞)� ��� f(x) �= x∀x ∈ (L,+∞)� ���������

�� �� f(x0) > x0 limn→∞ f(xn) = +∞� xn �� ������������

�� �� f(x0) < x0 limn→∞ f(xn) = L� xn �� ����������

������������

�� �������� ���� �� �������� �� �������� ���� ��� ������� ���� ���������� ������� ������ �� �����

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

����� � ��� ��� xn �� ��������� � ����� ��� L�

���� n = 0, x1 = f(x0) = x0 > L�

���� n+ 1, xn+1 = f(xn)� �� �� ��������� (L,+∞) f �� �������� � �� ����� ������ ����� ������

g(x) = f(x)− x �� �� ���� �� (L,+∞)� ������ g(x0) > 0 ����� g(x) > 0 �� (L,+∞)� �� ���

g(xn) > 0 ⇒ xn+1 = f(xn) > xn > xn−1 > ... > L� ��� ����� xn �� ���������� �� ��������� �������

����� ����������� � �� ����� L∗ > L� ���� �������� L∗ ����� ����� ��� � �� (L,+∞) �� ��� ������

����� �� ����� ����������� ��� ��� ����� xn → +∞�

�� ������������ ��� ���� −∞ �� �������� ��� ����������� �� ��������� �� �� ��������� ������

�������

�����������

��� f �������� � �� ����������� �� (−∞, L) ��� ��� f(L) = L � f(x) �= x∀x ∈ (−∞, L)� ���

xn+1 = f(xn) ���������

�� �� f(x0) > x0, xn ↑ L

�� �� f(xn) < x0, xn ↓ −∞
����� ���������� ������ ����������� �� �� ���������� �� ������������ �������� ����������� ��

������ ��� �������������� �����������

������� ������� �� ����������� �� ������

��� �� �������� ������� ��������������� ����

�
xn+1 = f(xn)

x0 ∈ �
������ f �������� � �� ������

������� ���������

�� �� xn �������� � �� ����� L ∈ � �������� f(L) = L�

�� �� x0 ≤ f(x0) �� �� ��� �� �� ����� x0 ≤ x1� �������� �� �������� xn �� �������� ���������

��� �������������� ��������������� �������

��� �� ��� ����� ����� ��� �� [x0,+∞)� xn �������� �� ����� �� ����� ������

��� �� �� ��� ������ ����� ��� �� [x0,+∞)� xn ������ � ��������

�� �� x0 ≥ f(x0) �� �� ��� �� �� ����� x0 ≥ x1� �������� �� �������� xn �� �������� �����������

��� �������������� ��������������� �������

��� �� ��� ����� ����� ��� �� (−∞, x0]� xn �������� �� ����� �� ����� ������

��� �� �� ��� ������ ����� ��� �� (−∞, x0]�xn ������ � ����� ��������

������� ������� �� ��������� �� �������� �����

��� �� ��������

�
xn+1 = 1

7 (x
3
n + 6)

x0 = a
�������� �� �������������� �� ������� �� a�

�� �������� �� xn+1 = f(xn) ��� 1
7 (x

3
n + 6) f �(x) = 3

7x
2 ≥ 0�

�� ��������� ��� ������ ������������� ����������� ��� ������ ���� ������� f(x) = x ⇔ x = 1
7 (x

3 +

6)�

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� �������� �� 7x = x3 + 6 ⇔ x3 − 7x+ 6 = 0�

��� ���� �� x = 1� ���������� ��� ����� ����� (x− 1)(x2 + x+ 6) = (x− 1)(x− 2)(x+ 3)�

���� ��� ���� �������� ������� �� � � ���

����� �������� �� ����� ��� ���������� ������� ������

f(−4) = 1
7

�
(−4)3 + 6

�
= −58

7 ≈ −8 < −4� ��������

f(0) = 1
7

�
(0)3 + 6

�
= 6

7 > 0� ������

f(1�5) = 1
7

�
( 32 )

3 + 6
�
= 75

56 < 1�5 ���������

f(3) = 1
7

�
33 + 6

�
= 33

7 > 3 �������

����� a < −3 ⇒ xn ������������ xn → −∞

a = −3 ⇒ xn = −3 ∀ n

a ∈ (−3, 1) ⇒ xn ↑ 1

a = 1 ⇒ xn = 1 ∀ n

a ∈ (1, 2) ⇒ xn ↓ 1

a = 2 ⇒ xn = 2 ∀ n

a ∈ (2,+∞) ⇒ xn ↑ +∞

������� �� ����� �������� ������������ ����� ������� ������ y = f(x) � y = x� �� �������� �����

� �� ������� � �� ���������� ����� �� ������ ���� �� �������������� �� �� �������� �� x0 ∈ (−3, 1)�

���

� ����� ����� ��� ������� ��� �������� � �� ���� �������� ������ ���������� �� �������� �������

�� ������� ����������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

������ ������� ���� �������� �� ��������������

��� �������� f(x) = x� ���� ��� ��� ������ ���� � ��� �������� ��������

��� ��������� �� f �� ������������ �� �� ��� �� ���� ���������

��� �� �� �� ������ �������� �� ��������� ����� f(x) > x � ����� f(x) < x�

�� x < f(x) ⇒ xn ≤ xn+1 � ��� ����� xn �� ���������� �� ���� ���������� �� ������������

��� ������� �� ������� � �� ����� y = x� ��� ��� �� ��� ���� �� ���� �� ������ ������ ���������

�� �����������

��� ������� ��� �������� ���� ��������� ������������� �� ��� �� �� �� �� �������

�������

��� f(x) = x2� �������� �� ��������

�
xn+1 = f(x)

x0 ∈ R
�� ������� �� x0� ���� �� ����� � ��������

������������

��� f(x) = x ⇔ x2 = x ⇔ x(x− 1) = 0 ⇔ x = 0 o x = 1

��� f �(x) = 2x� �� �� ������������

��� f(x) > x ⇔ x2 > x ⇔ x(x− 1) > 0⇔ x ∈ (−∞, 0)∪ (0,+∞) �� �������� �� ��� �� �������

���� �� ��������� �� (0,+∞)� �� ���� ��� ����� � ��� ������� ��� ���� ���� x0 ≥ 0�

��� �� ���������� ������� �� ��������� �������

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

�� �� ������ �� �� �� ��� x0 > 1� xn → ∞ � ��� �� 0 < x0 < 1�xn → 0� ������� �� ��� ����������

���������� ���� ��� ��������� � �� ��

���� �� x0 = 1 �������� f(x0) = x0 = 1 ⇒ xn ��������� ����� � �

���� �� x0 ∈ (0, 1) �������� f(x0) < x0 ��� ����� xn ↓ 0

���� �� x0 > 1� �������� f(x0) > x0 ��� ����� xn ↑ 0

���� �� x0 = 0� �������� x0 �� ��������� ����� � 0�

�� �������� ���� ��� ��������� �� �� ����� ������� ��� ����� ����� ��� ��� ������ �� �������

����� ��� ��������� � ��� ������ �� ������������� ����� ����� �� x < 0 �������� f(x) = x2 > 0

��� �� ��� �� �� ���� �� ������� �� ��� ������ ��� ��� ��������

���� �� x0 < 0� x1 = x2
0 > 0� ����� ���� ������� ����� ������� ����� ��� x1��

���� �� x0 = −1 �������� x1 = x2
0 = 1 ⇒ xn → 1

���� �� x0 ∈ (−1, 0) ⇒ x2
1 ∈ (0, 1) ⇒ xn → 0

���� �� x0 < −1 ⇒ xn → +∞
�����������

� x0 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) ⇒ xn → +∞

� x0 = −1 o x0 = 1 ⇒ xn → 1

� x0 ∈ (−1, 1) ⇒ xn → 0

������ ���� ��������

�������� ������ �� �������� ���� ������� �� ������

��� x > 0� �������� ��� �������������
2xn+1 = 1

2 + x2
n

x1 = x

�������� �� ������������ �� ������� �� x�

��������

xn+1 = 1
4 +

x2
n

2 ⇒ f(x) = 1
4 +

x2
n

2

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

���f(x) = x ⇔ 1
4+

x2

2 = x ⇔ 1 + 2x2 − 4x ⇔ 2x2 − 4x+ 1 = 0x = 4±√
16−8
4 = 4±

√
8

4 = 1±
√
2
2

���� ��� ��� ������ ������ ����� ������� 1−
√
2
2 ≈ 0�3 � 1 +

√
2
2 ≈ 1�7

��� f �(x) = x� �� �� ������������

��� ��� ��� �������� ���� ����������� (0, 1−
√
2
2 )� (1−

√
2
2 , 1 +

√
2
2 ) � (1 +

√
2
2 ,+∞)�

� f(0�1) = 1
4 + 0�01

2 > 0�1 ⇒ xn ��������� �� (0, 1−
√
2
2 )�

� f(1) = 1
4 + 1

2 < 1 ⇒ xn ����������� �� (1−
√
2
2 , 1 +

√
2
2 )

� f(2) = 1
4 + 4

2 > 2 ⇒ xn ��������� �� (1 +
√
2
2 ,+∞)

��� �� ����� �� �� �� �� ������

�� �����������

� �� x ∈ (0, 1−
√
2
2 ) ⇒ xn ↑ 1−

√
2
2

� �� x = 1−
√
2
2 ⇒ xn = 1−

√
2
2 ∀n

� �� x ∈ (1−
√
2
2 , 1 +

√
2
2 ) ⇒ xn ↓ 1−

√
2
2

� x = 1 +
√
2
2 ⇒ xn = 1 +

√
2
2 ∀n

� �� x ∈ (1 +
√
2
2 ,+∞) ⇒ xn ↑ +∞

������������� �� �������� ��� �� ��������

�������� ���� ������� �� �����

������ ��� ���� ��������� a > 0�
�

a+
√
a+ . . . < 1+

√
4a+1
2 �

��������

������������ �� �������� ������� ��� ����������� ����

�
xn+1 =

√
a+ xn

x0 = 0

������ ������ �������� �� �������� �����



����������� ��������� ��

��� x0 = 0� ������� x0 = 0� x1 =
√
a� x2 =

�
a+

√
a�. . . �� ���� ��� ��� ��� ����� �������� ��

��� ����������� ��� xn < 1+
√
4a+1
2 �

��� ������������ �� f(x) =
√
a+ x� ���������� ��� ������ �����

f(x) = x ⇔ √
a+ x = x ⇔ x2 = a+ x ⇔ x2 − x− a = 0 ⇔ x = 1±√

1+4a
2 �

�� ����� ���� �� ����� ��� ������������ �� f �(x) = 1√
a+x

> 0 �� ���� ��� �� ��� �� ���������

�� ����������� ����� �� ������� ������� ���� ����� �� ��� ���� ��� x0 = 0� �� ���

0 ∈
�
1−

√
4a+ 1

2
,
1 +

√
4a+ 1

2

�

����� ����� �� ����� ��� ����� �� � �� ������ f(0) =
√
a > 0 ��� �� ��� xn ↑ 1+

√
4a+1
2 �

��� ���� xn ≤ 1+
√
4a+1
2 ∀n� ���� �� ����� ��� ����� ������ ��� �� �� ��������� �� ����� �����

�� n ������� ��� ����� ���� ������� ��� ������ �� ���� ��� ���������� �� ��� ��� ����� xn <
1+

√
4a+1
2 ∀n�

���� ���� �� ����� ��������� L = 1+
√
4a+1
2 ��� ���� �� ��� f ��������� ��������������

xn = L ⇒ f(xn−1) = f(L) ⇒ xn−1 = L

� ����������� �������������� ���������� x0 = L� ���� ��� �� ������� ���� x0 = 0�

������ ������ �������� �� �������� �����


