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La educacion de personas adultas corresponde a las Comunidades Auténomas, y en
cada una de ellas han establecido sus programaciones.

En este texto se pretende dar una versién adaptada al programa de la Comunidad
Valenciana, para que las personas adultas obtengan el graduado escolar.

Las ensefianzas para la obtencién del titulo de Graduado en Educacién Secundaria
Obligatoria por personas adultas tienen la finalidad de permitirles la adquisicidn de las
competencias, los objetivos y los contenidos de esta etapa y la obtencién del titulo de
Graduado en Educacién Secundaria Obligatoria.

Este documento ha sido realizado por la profesora Ana Zarco para el alumnado que
cursa el Ambito Cientifico Tecnolégico del nivel Il de Educacién Secundaria para
Personas Adultas concretando y desarrollando el curriculo establecido para la
obtencién del titulo de Graduado en Educacion Secundaria Obligatoria por personas
adultas en la Comunidad de Madrid (BOCM de 16 de mayo de 2017).

La autora del documento agradece al equipo de Matematicas de Marea Verde por
compartir los archivos de sus apuntes. Para la elaboracion de este documento se han
utilizado partes del siguiente capitulo de los textos elaborados por el equipo de
Matematicas de Marea Verde (www.apuntesmareaverde.org.es):

Unidad didactica 5: Capitulo 5 Ecuaciones y Sistemas de 32 A, autora Raquel Hernandez

Unidad didactica 6: Capitulo 7 Geometria del plano de 32 A, autor Pedro Luis
Suberviola

Unidades didacticas 7 y 8: Capitulos 10 y 11 Funciones y gréficas de 42 B, Autores:
Andrés Garcia y Javier Sanchez. Revisores: Javier Rodrigo y José Gallegos.

Unidad didactica 9: Capitulo 11 Estadistica y probabilidad de 32 A, de autor Fernando
Blasco
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Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Unidad Didactica 1 Niumeros naturales y enteros

1. Los numeros naturales

Los numeros naturales surgieron de la necesidad de contar colecciones o conjuntos.
Denotamos por N el conjunto de los nimeros naturales, admitiendo el 0 como numero

natural.
N={0,1,23,-}

En este conjunto las operaciones suma y producto de nimeros naturales son internas,
es decir, si sumamos o multiplicamos dos nimeros naturales entonces el resultado es un
numero natural. Sin embargo, no ocurre lo mismo con las operaciones resta y divisién. Por
ello, necesitamos ampliar este conjunto de nimeros.

Sabias que...
Codigos de barras

Los productos vendidos al por menor fuera de EEUU y Canada tienen el cddigo de
barras EAN estandar. La sigla “EAN” significa NUmero Europeo de Articulo. Los productos en
venta al por menor vendidos dentro de EEUU y Canada tienen el cddigo de barras UPC, que

significa cédigo universal de producto.

Codigo de barras real

CAMISA TIPO POLO
R88230 - $ 85,00

MR

Tl L2004| |0035018

PAIS CODIGO CDDIGO DlGlTO
EMPRESA PRODUCTO VERIFICACION

Cddigo de barras ficticio

Mumero del | Nimero Empresa | Numero del | Cardeter de
pais producto control

84 12345 67890 0

Empresa, 5.4, Melocotdn en | Codigo de
Espafia Flaza Espafia, &/H | almibar 500 seguridad

Zaragoza g
Crigen A sociacidn Asociacidn Industtial o Algotitmo
del guropea de espafiola de fabticante matemdtico
mimero | codificacidn codificacidn
de productos comercial
EAN (AECOC)

https://www.codigoean.com/calculadora del digito control.php
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Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

CODIGO DE BARRAS. EAN 13

Posicion 13 (12 11 ] 10 ] 9 8 | 7 |6 [ 5 | 4|3 |2 1
Valores 8 | 4 1 213|456 |7 |89 ‘ 0
Corrector 1331|313 1]3]1]3 [sm
Valor x corrector 8 [ 121 6 ‘ 3| 125 |18 7 | 24|09 ‘ 0 (tcr?:]-

1.- Multiplicamos por 1 las posiciones impares y por 3 las posiciones pares del cddigo,
empezando de izquierda a derecha.

2.- Sumamos los valores resultantes.

8+12+1+6+3+12+5+18+7+24+9+0=105

3.- Restamos de la decena superior el valor de la suma de los valores resultantes. El resultado
de esta operacion es el valor del cédigo de control (primera posicion de la derecha del cédigo
de barras). Si el resultado es 0 el digito de control serd 0.

En nuestro ejemplo la decena superior a 105 es 110, por tanto:
110-105 =5 ==>5 es el valor del cédigo de control.
Otra posibilidad es dividir la suma resultante (105) entre 10, siendo el
resto de esta divisidn el valor del digito de control: 105/ 10 = 10 de cociente y 5 de resto.
El resultado final del cédigo es: 84
12345 67890 5 (EAN-13).

Sabias que...

El sistema de matriculas actual en Espafia es una combinacién de cuatro nimeros (del
0000 al 9999) y tres letras (comenzado por BBB y terminando por ZZZ), excluidas las vocales, la

85776 CNS|

Ejercicios

NylaQ.

1 . Comprueba el digito de control del siguiente cédigo de barras:

8"437013"764001

2. Jerarquia de las operaciones

Cuando mezclamos las operaciones, éstas se deben resolver en un orden.

Primero. Paréntesis, corchetes y llaves. (Se simplifica al maximo las operaciones que
estan dentro).

Segundo. Potencias
Tercero. Multiplicaciones y divisiones

Cuarto. Sumas y restas.

PROFESORA: ANA ZARCO -



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Las expresiones se leen de izquierda a derecha. Es decir, si tenemos una multiplicacién y
una divisién se realizara primero la operacidn que esta mas a la izquierda. Sitenemos sélo
sumas y restas se realizara en primer lugar la operacion que quede mas a la izquierda.

Ejemplo:
Resuelve
3:5—4:2+52-3+4.2

Solucién:

Efectuamos en primer lugar la potencia
3:5—4:24+25-3+4-2

Realizamos las multiplicaciones y divisiones.
15—-2+25-3+8

Y por ultimo, las sumas y las restas
43

Ejercicios
2 . Calcula

) 30-2-(5+7)

3. Los numeros enteros

En la vida cotidiana utilizamos el signo negativo. Por ejemplo en los botones del
ascensor, para indicar temperaturas y para indicar que debemos una cierta cantidad de dinero.

Por tanteo intenta calcular el valor de x que satisface la igualdad:
x+8=5

Habras observado que no existe ningin numero natural que sumandole 8 dé como

resultado 5.
Esta ecuacidn tiene soluciéon en el conjunto de nimeros enteros.

Denotamos por Z el conjunto de nimeros enteros.

Z={,-3,-2-10123, )

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Los niumeros enteros se utilizan para contar o medir magnitudes con signos. Por
ejemplo, la temperatura, la velocidad, la aceleracion, el nUmero de planta,...

Asi, el conjunto de nimeros enteros esta formado por enteros positivos, negativos y el
cero. Los enteros no negativos se identifican con el conjunto de nimeros naturales.

Representacion grdfica

Los numeros enteros se representan sobre la recta graduada de forma que un niumero
mayor que otro se representa a la derecha.

Mumeros enteros negativos MNUmeros enteros positivos
- | 4
| ] | | | ] | ] [
I I I I I | | | |

| |
| |
5 4 3 2 -1 0 41 42 43 +4 45

Ejercicios

3. En la siguiente tabla se muestran algunas situaciones descritas con nimeros enteros.
Asigna el nimero entero correspondiente.

Situacion N2 Entero

La temperatura ambiente es de 22 bajo cero

La temperatura ambiente es de 22 sobre cero

La ciudad se encuentra a 800 m sobre el nivel del mar

El buzo esta nadando a 20 m de profundidad

Estamos justo al nivel del mar

Julidn tiene una deuda de $5.000

El avion esta volando a 9.500 metros de altura

El saldo deudor de la libreta de ahorro es de $12.356

Los termémetros marcaron una temperatura de 32 bajo cero

Latitud de la linea del ecuador

La altura del monte Aconcagua es de 7.010 metros

La profundidad de la fosa marina es de 10.882 metros

PROFESORA: ANA ZARCO n



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Marisa debe 11.650 €

Andrés tiene 3.580 €

El submarino esta a 35 metros bajo el nivel del mar.

Conceptos

1) ¢Qué significa valor absoluto de un nimero entero?
2) ¢éQué significa opuesto de un numero entero?

Se llama valor absoluto de un nimero a la distancia de dicho nimero al punto de origen
o cero en la representacién en la recta numérica. Para representar el valor absoluto se utilizan
dos barras verticales.
El valor absoluto de -8 es igual a 8
|-8| =8
El valor absoluto de +4 es igual a 4
|[+4| = 4
El opuesto de un numero entero es su simétrico respecto del nimero cero en la recta
numérica. Por ejemplo, a distancia de tres unidades comenzando en la posicién del cero
tenemos dos numeros 3y -3.

Por lo tanto, decimos que 3 es el opuesto de -3 y que -3 es el opuesto de 3.
Escribimos:

—(-3)=3
Por lo tanto, el opuesto del opuesto de un nimero es el mismo nimero.

4, Operaciones con numeros enteros
Suma de numeros enteros

Para sumar valores del mismo signo se suman los valores absolutos de los niUmeros y se deja
el mismo signo.

Ejemplos:
(+2) + (+3) =45
(-2)+(-4)=-6
Para sumar valores de distinto signo se restan los valores absolutos y se pone el signo del que
tenga mayor valor absoluto.
Ejemplos:

(—4) + (+10) = +6

PROFESORA: ANA ZARCO ﬂ



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

(—17) + (+10) = -7
Forma reducida de una suma de numeros enteros:

Cuando tengamos (-3)+(+1) podemos escribir simplemente -3+1 que es la forma reducida de la
expresion anterior.

Ejercicios
4. Expresa en la forma reducida y calcula:
(-3)+(+1)= (+6 9)=
(+4)+(+7)= (+5}+( 8) =
(-23) +(10) = (-2)+(+1)=
(+3)+(+3)= (+9)+(-2)=
(-3)+(+7)= (+5)+(+8)=

Resta de numeros enteros

La resta de nimeros enteros es el resultado de sumar al primer entero el opuesto del segundo
entero. Es decir,

H) -+ =H3)+(-4)=3-4=-1
La forma reducida de (+3) — (+4) es 3 — 4

Ejercicios
5. Expresa en la forma reducida y calcula:
(+9)-(+5)= (+8)-(-5)=
(-15)- (- 3) = -1)-(-13)=
(-8)-(+4)= (+#7)-(+3)=
(+3)-(-7)= (-3)-(+8)=
-11)-(+6) = (+9)-(-9)=

Producto de nimeros enteros
Se multiplican los valores absolutos de los nUmeros y se afade el signo + o — segln la regla de
los signos:

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad didactica 1.

NuUmeros naturales y enteros

(+) . (+) = (+)
(+) . () =()
(). (+) = ()
() . () = (+)

Division de nimeros enteros

Se dividen los valores absolutos de los nimeros y se afiade el sigho + o — segln la regla de los

signos:
La division de dos numeros enteros no es siempre un numero entero.
B Lag
(+) (+)
6. BRI - 4
7 il -
Ejercicios
6. Calcula:
(+4)-(-2)= (-8):(+2)=
(-7)-(+3)= (-15): (- 3) =
(+5)-(+1)= (+4) :(+1)=
(-3)-(+8)= (+10):(-2) =
7. Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta la jerarquia de las operaciones.

Haz el calculo en varios pasos. Fijate en la posicion de los paréntesis.

2 6-(G5-(2-3+5-1)

b) 16—(6+(G-7)-(B-1)

o 6-(G-(2-3)+5-1)

d 16—-(6+5+(-7-3)-(3-1))

e) 7—(6-(-5+4)—2)+1

f) —(4-3)+2—-(1—(4+2)—5)

8 . Calcula:
af 3-4-(243)
3-4-5 < | Paréntesis
< | Producto
— | Suma/Resta

PROFESORA: ANA ZARCO
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Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

9. Calcula
P Y P | 1 P ! \
al 4+6:7-3-2+5-(-4) | 4+6:(7-3-2)+5-(-4)
|
1
1 1.0 .a 0 A 4 = Al -~ [ « = AV AN 4 i Y]
G —1"0+3'"\—<£)4—2" 2|+ 0 I ai =1+ —-2) 4—3’1\.54—(),]'!
|
|

Potencia de base un niimero entero y exponente un niumero natural

La potencia de base un nimero entero a y exponente un nimero natural n distinto de
cero es el nimero entero que resulta de multiplicar la base por si misma n veces, es decir,

an=a.a. e
S~———_—

nveces
Cuando la base es distinta de cero, entonces

Sabias que...
09 es una indeterminacién matematica

Ejemplos:

(+3)* =181 (+6)° = 216 (=5)* = 625 (—4)3 = —64

Observa que si la base es un nimero entero positivo, el signo del resultado de la

potencia es siempre positivo.
Si la base es un niimero entero negativo, el signo del resultado depende del exponente.
*Cuando el exponente es par el resultado es positivo y cuando el exponente es impar el

resultado es negativo

Ejercicios
10 Calcula:
a) (—4)? b) (=3)°
c) (-4)° d) (-2)°
5. Divisibilidad

Multiplos y divisores
Un ndamero entero a es multiplo de otro nimero entero b si existe un nimero entero n tal que

a=n-b.

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Cuando b es distinto de cero se dice que b es divisor de a.
Por ejemplo, 3 es divisor de 12 y 12 es multiplo de 3.

Criterios de divisibilidad
Un namero es divisible por 2 si y s6lo si acaba en 0 o cifra par.
Un namero es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus cifras es multiplo de 3
Un namero es divisible por 5 si y s6lo si acabaen 0 0 en 5
Un namero es divisible por 11 si y solo si la suma de las cifras que ocupan los lugares impares menos
la suma de las cifras que ocupan los lugares pares es multiplo de 11.

Ejemplo:

El nimero 10890

Es divisible por
2 — Acabaen0
3 - 1+0+8+9+0=18
5 — Acabaen 0
11 | - | (1+8+0)-(9+0)=0 |
Ejercicios

¢;Divisible por 37

940 430 115 124 264 517 956
244 925 977 487 867 725 907
11. 949 941 322 426 677 169 995

¢Divisible por 8 y 6?

712 134 209 796 540 731 442 757
108 282 979 782 182 649 430 132
161 816 831 673 673 486 579 737

12 . Inventa un niumero que sea divisible por 11 que tenga 5 cifras.

13 Busca el criterio de divisibilidad del nimero 7 y del nUmero 13.**

Numero primo es un numero distinto de la unidad que solamente es divisible por el mismo y la
unidad. Si un nimero tiene mas de dos divisores se le llama compuesto.

Ejercicios

14 éQué es la criba de Eratdstenes?**

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Descomposicion factorial.
Factorizar un nimero consiste en expresarlo como producto de factores primos.

Ejemplos:
120 | 2 108 2 495 | 3
601 2 41 2 1o o
il It 165 3
30 2 271 3 55| 5
151 3 91l 3 4 s
702 11| 11
515 31 3 1 ’
I 1
120=2%-3-5 108 =2%.3° 495=132.5-11
Ejercicios
15 Descompdn en factores primos:
252 132 81
252= 132= 81=
189 144 54
189= 144= 54=

16 Encuentra un método para hallar de forma rdpida la descomposicion en factores
primos de numeros que acaben en muchos ceros.

6. Maximo comun divisor

El maximo comun divisor (M.C.D) de dos 0 mas numeros es el mayor de sus divisores

comunes.

Para calcular el M.C.D. de dos o mas nimeros, se descomponen éstos en sus factores
primos y se multiplican los factores comunes elevados a su menor exponente.

Si los numeros no tienen divisores primos comunes entonces el M.C.D. es la unidad.

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Ejemplos: Calcula el M.C.D. de 1225 y 490

1225 | 5 490 |2
245 | 5 245 | 5
49 |7 49 |7
707 717
1 1
1225 = 5% .72 2:5.72

M.C.D.(1225,490)=5 - 72 = 245

Observa que 245 es divisor de ambos niumeros y es el mayor posible.

Ejercicios

17 . Calcula el maximo comun divisor de 40 y 50.

18 . Calcula el maximo comun divisor de 42 y 70.

19 Calcula el maximo comun divisor de 100 y 150.
20 Calcula el maximo comun divisor de 50, 300 y 180.

21 . Calcula el maximo comun divisor de 38808 y 847
Indicacion:
38808 = 3%2.23.72.11
847 =11%2-7

7. Minimo comun miiltiplo

El minimo comun muiiltiplo (m.c.m.) de dos 0 mds niumeros es el menor de sus multiplos
comunes distintos de cero.

Para calcular el m.c.m. de dos 0 mds nimeros, se descomponen éstos en sus factores
primos y se multiplican los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

Ejemplos: Calcula el m.c.m. de 1225 y 490

1225 | 5 490 |2
245 | 5 245 |5
49 |7 49 | 7
717 717
1 1
1225 = 52 . 72 2-5.72

m.c.m.(1225,490)=2 - 5% - 72 = 2450

Observa que 2450 es multiplo de ambos nimeros y es el menor posible no nulo.

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Ejercicios

22 . Calcula el minimo comun multiplo de 40 y 50.

23 . Calcula el minimo comun multiplo de 42 y 70.

24 Calcula el minimo comun muiltiplo de 100 y 150.
25 Calcula el minimo comun multiplo de 50, 300 y 180.

26 Calcula el minimo comun multiplo de 38808 y 847
Indicacion:
38808 = 32-23.7%2.11
847 =112 -7

27 Se quieren envasar en una fabrica de alimentos lacteos 350 litros de leche desnatada,
300 litros de leche semidesnatada y 450 litros de leche entera en envases iguales de la
mayor capacidad posible. ¢Qué capacidad deben tener estos envases?

28 En dos calles de 144 m y 168 m cada una se quieren plantar arboles que estén
igualmente espaciados. ¢ Cual es la mayor distancia posible entre cada arbol?

29 Maria quiere comenzar a vender bombones con lo que aprendié en su taller de
chocolateria. Hizo 32 bombones de trufa, 24 de frambuesa y 28 de manjar. ¢Cuantos
paguetes con la misma cantidad de bombones de cada tipo puede hacer?

30 Diego ha iniciado un tratamiento médico para su alergia. Debe tomar tres
medicamentos distintos: unas pastillas, un jarabe y una crema. Las pastillas las debe tomar
cada tres horas, el jarabe cada cuatro y la crema aplicarla cada dos horas. Si Diego tomé
todos los medicamentos a las 8:00 de la mafiana, éa qué hora los volvera a tomar todos a
la vez?

31 En el aeropuerto existen dos lineas aéreas que realizan vuelos a Isla de Pascua durante
todo el dia. Los aviones de la primera linea aérea, despegan cada 10 minutos y los de la
otra despegan cada 15 minutos. Si el primer vuelo de ambas lineas aéreas se realiza a las
7:00 a. m., éa qué hora vuelven a despegar juntos los aviones?

32 En el almacén tenemos 100 cartones de zumo, 60 piezas de fruta y 40 bocadillos.
Queremos guardarlos en cajas con el mismo numero de objetos. ¢ Cuantos articulos habra
en cada caja? ¢Cudntas cajas haran falta?

Sabias que...

LETRA DEL D.N.I. O DEL N.I.F.

La letra de tu D.N.I. no se pone al azar. A cada nimero del D.N.I. le corresponde
una letra segln un algoritmo que veremos a continuacion. Para saberla haz lo siguiente:

Algoritmo para hallar la letra del D.N.I.

1. Haz la division entera del namero del D.N.I. entre 23.
2. A cada resto se le asocia una letra segun la tabla siguiente.

REST001234567891011\

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

LETRA| T R W | A G M Y F P D X B

RESTO | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22

LETRA| N J Z S Q \Y H L C K E

Ejercicios

33 Calcula la letra de tu NIF.
Ejercicios finales

34 Encuentra la descomposicién en factores primos de los siguientes nimeros:
a) 8820 b) 16 100 000

35 Calcula el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de 60 y 80. Comprueba
gue se verifica la siguiente propiedad: “El producto de dos nimeros es igual al producto de
su maximo comun divisor por su minimo comun multiplo”.

36 Completa:

15345 8085 1155

WEF Olww
P ~NO1Ww

AN
P NN 0w

M.C.D.=

m.c.m.=

37 Almudena y Carlos quieren construir una torre con las piezas cubicas de un juego de
construccion de su hermano pequefo. Quieren que la torre tenga 50 cm de alto, 30 de
largo y 20 de ancho. ¢{Cuanto ha de medir el lado de los cubos para que sean de la mayor
dimensidn posible? ¢ Cudntas piezas necesitaran?

38 Enuncia y pon un ejemplo sobre:
a) Elcriterio de divisibilidad por 9.
b) El criterio de divisibilidad por 7

39 Calcula, escribiendo los pasos intermedios:
a) |(-4F-(-4Ff-100:50-4-9+5
b) —5-(-3+4)+64:(-8)—-49-(-2)-(-1)

2
2 2
40. ¢Eslomismo 5 +2-4-5+4 que (5+4) ? Razona la respuesta.

41 Enuncia y pon un ejemplo del criterio de divisibilidad:

a) Del nimero 3.

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

b) Del nimero 11.

42 Calcula, escribiendo los pasos intermedios:

a)  100:20-3-(4-5+6)- (-1 +[(-5°]" 3
b) (-114+6-2)-3—(—4)-(-6) + (-2)3
Vocabulary
+ The exponent of a number says how many times to use the number in a
multiplication.
+ "Operations" mean things like add, subtract, multiply, divide, squaring, etc.
£ Least Common Multiple
+ Greatest Common Factor

PROFESORA: ANA ZARCO



%

APUNTES DE
PROCESOS E
INSTRUMENTOS

MATEMATICOS
GES |l

Textos Marea Verde

UNIDAD DIDACTICA 2

Fracciones.
Proporcionalidad

Ana M€ Zarco

Educacion de adultos




Unidad diddctica 2. NUmeros racionales

Unidad Didactica 2. Numeros racionales e irracionales y sus
operaciones. Proporcionalidad y porcentajes

1. Numeros racionales

Una fraccién es una divisidon entre dos nimeros enteros, teniendo en cuenta que el

divisor no puede ser un nimero cero. Se denota por:
a

b

Al nimero a se le llama numerador y al nimero b se le llama denominador.
Si el numerador es menor que el denominador, la fraccidon es menor que la unidad, y
se llama fraccién propia.
Si el numerador es mayor que el denominador, la fraccidon es mayor que la unidad, y
se llama fraccién impropia.
Los numeros enteros también se pueden expresar como fraccion, por ejemplo:
12 6

2 1
El conjunto de todas las fracciones se llama conjunto de nimeros racionales y se

designa por Q.
Observa la interpretacién geométrica:

feeee
I
g
.
<

2. Fracciones equivalentes

Si el numerador y el denominador de una fraccidn se pueden dividir por un mismo
numero, al hacerlo diremos que hemos simplificado o reducido la fraccidn. La nueva fracciéon
que se obtiene es equivalente a la primera, pues ambas representan el mismo numero
racional.

Cuando una fraccién tiene el denominador positivo y no se puede reducir mas porque el
numerador y el denominador son primos entre si, diremos que es irreducible.

Dos fracciones se llaman equivalentes cuando al simplificarlas dar lugar a la misma fracciéon
irreducible.

. . a c . . , .
Propiedad: Dos fracciones 5V zson equivalentes si y solo si
a-d=b-c
Ejemplo:
L ., 15
Simplifica la fracciéon —
200

Solucioén. Dividimos numerador y denominador por 5:
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15 3
200 40
Ejercicios
1 . Simplifica las siguientes fracciones:
80 10 150 90
a) — b) — 0 — d) —
60 14 250 120
21 60 1500 500
¢ - s g 1200 h) 2500
3. Representacion en la recta

Las fracciones se pueden representan en la recta numeérica. Para obtener su posicién
podemos hacer la division entre el numerador y el denominador y obtener el decimal y
también podemos utilizar el teorema de tales** (ver contenidos de ampliacién).

—2.40 —2.36 -2.09 = =
i l | | I I ¥ I ln..
I I I | Ll
-2 -1 0 1 2
Ejercicios
2. Representa, aproximadamente, sobre una recta:
4 —4 3 18
6’64’5
4, Reduccion a comun denominador

Reducir dos o mas fracciones a comun denominador consiste en encontrar otras
fracciones equivalentes a las primeras que tengan el mismo denominador.

El denominador comun puede ser un multiplo culquiera de todos los denominadores.
Por ejemplo podemos tomar el producto de todos los denominadores y también el m.c.m. de
los denominadores. Es preferible tomar el m.c.m por ser el menor multiplo comun no nulo de
los denominadores.

Ejemplo:
Reduce a comun denominador las fracciones

1 -1
6" 2
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Solucion.

El m.c.m de los denominadores es 12.

3 9 -5 =20 1 2 -1 -6
4 12 37 12 6 12 2 12
El nimero 9 resulta de | El nimero -20 resulta El nimero 2 resulta de | El nimero -6 resulta de
dividir 12 entre 4 (el de dividir 12 entre 3 (el | dividir 12 entre 6 (el dividir 12 entre 2 (el
denominadory denominador y denominadory denominadory
multiplicar por 3 (el multiplicar por -5 (el multiplicar por 1 (el multiplicar por -1 (el
numerador). numerador). numerador). numerador).
Ejercicios
3. Reduce a comun denominador las fracciones:
11 5 2
6’4’5
4. Reduce a comun denominador las fracciones:
-78 5
6’9’12
5. Ordena de mayor a menor estas fracciones:
7 45313
12°6’9°4’18
5. Operaciones con fracciones

Suma de fracciones con igual denominador

Para sumar fracciones con el mismo denominador, se suman sus numeradores y se
mantiene el denominador.

Ejemplo:

Calcula la suma

45 4 48 4 50
60 60 60
Solucion.
45+48+50_45+48+50_ 143
60 60 60 60 "~ 60
Ejercicios
6. Calcula:
10 4 5 4 3
9 9 9
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Suma de fracciones con distinto denominador

onales

Para sumar fracciones con distinto denominador, en primer lugar hallamos fracciones
equivalentes a las dadas que tengan el mismo denominador y después sumamos los nuevos

numeradores manteniendo el denominador comun.

Ejemplo:
Calcula la suma:

Solucion. El m.c.m. de los denominadores es 60,

3 4+5_45+48+50_45+48+50_143
4 5 6 60 60 60 60 ~ 60
Ejercicios
7. Calcula:
11 5 2
9 4 5
Ejemplo:
Calcula la suma:
3 +5
. 4
Solucion. Escribiendo 5 como 1
+5_3+5_3 20_23
4 41 4 4 4
Ejercicios
8. Calcula:
46 bya+o
Ol )4+

Resta de fracciones

El calculo de la resta se hace de la misma forma que la suma teniendo en cuenta los

signos de los nimeros enteros que aparezcan.

Ejemplo:
Calcula:
3 4 5
17576
Solucion. El m.c.m. de los denominadores es 60,

3 4 5 45 48 50 45-48+50

2 576760 6060 60

Ejercicios
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9. Calcula:
1 1 g3 7
Y 35775 )30720 80

Producto de fracciones

El producto de dos fracciones es otra fraccién cuyo denominador es el producto de

sus denoninadores y cuyo numerador es el producto de sus numeradores.

ac a-c
b'd b-d
Ejemplo:
Calcula:
35
46
Solucién.
35 15 5
46 24 8

.. 5 . . ., 15
La fraccion 5 se obtiene simplificando la fraccién o2

Ejercicios
10 Calcula y simplifica:
)2 ) b 11 3 5
“375 )63 10

Cociente de fracciones:
. ., a ., b a b
La inversa de la fraccion no nula 5 €s la fraccion —porque - — = 1

El cociente de dos fracciones es el producto de la primera por la inversa de la

segunda.
ac a-d
b'd bc
Ejemplo:
Calcula:
7 2
2’5
Solucion.
7 2 35
45 8
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Ejercicios
11 . Calcula y simplifica:

5 11 e 4.,
a)3.5 ) ‘3 c)3.

Operaciones combinadas con fracciones:

Cuando aparecen varias operaciones y también paréntesis entre fracciones tenemos

que aplicar la jerarquia de las operaciones.

Ejercicios
12 Calcula y simplifica:
1 (3 ) (2 4) 7
=—_(2-1 Z_2).2
A D\3735)3
3
27t 1
6. Potencias de fracciones. Propiedades

. ..o a P .« 4.
La potencia de base una fraccién 5V exponente un nimero natural n distinto de cero es el

P . T .. a , . .
namero racional que resulta de multiplicar la fraccion 5 por si misma n veces, es decir,

/N
S| Q
N—
1]
S| Q
Sl a
S| Q

Cuando la base es distinta de cero, entonces

-

(7>2 49
4) 16

(45)0 _1
11/

Ejemplo:

. . a . ’
La potencia de base una fraccién no nula 5 Y exponente -n siendo n un nimero natural n

n
o g , . ./ . a
distinto de cero es el nimero racional que resulta de calcular la fraccién inversa de (;) ,es

decir,
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Ejemplos:
(5)’3 _ 64
4) 125

(2)‘4 81
3/ 16

Propiedades de las potencias con base una fraccion no nula y exponente entero

R . . a\" a"
% Potencia de un cociente (Z) = b_n

a m a n m+n
% Producto de potencias con la misma base (E) . (; = (—)

a m a n m-n
¢+ Cociente de potencias con la misma base (Z) : (;) = (—)

+ (f) =1

o . a c\™M
+» Potencia de un producto (E . E) = (
m

S|
N—"

+* Potencia de base otra potencia ((

Ejercicios

13 Expresa como potencia de base 10 el resultado de la operacién:
0,0 000 001:10 000 000 000

14 Expresa con una sola fraccién irreducible:

) 23 b) 271 9 a? d)x t.y?
a ? F
= L KR U]

15 Reduce a un solo numero racional:
1\ 7% —1\7?

g (?) ) (?)
1\° (1)’

9\z) 5

7. Decimales y fracciones. Nimeros irracionales

Para obtener la expresién decimal de una fraccidn, se efectda la division entre el numerador y
el denominador. El cociente puede ser:

Cociente Ejemplos

Ndmero entero 72 _g8-80 Cociente entero
9 1
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Decimal exacto 197 Cociente decimal exacto

Decimal peri6dico puro 11 o Hay una o varias cifras
N decimales que se repiten
indefinidamente. Estas cifras
que se repiten se llaman
periodo.
Hay una o varias cifras
decimales que no forman parte
del periodo

- ——— - 87 _
Decimal perioédico mixto == 13181818 - = 1,318

Sabias que...

Una fraccion irreducible cuyo denominador solo tenga los divisores primos 2 y 5 da lugar a un
decimal exacto y en el caso de que tenga otros divisores primos dara lugar a un decimal

periddico.
Ejercicios
16 Calcula la expresidn decimal de las siguientes fracciones:
10 b 3 8
93 )7 2

17 . Sin hacer la divisién, di si estas fracciones daran lugar a decimales exactos o periddicos.

313 ) 122 505
Y 550 ) T50 ) To24
Numeros irracionales

Existen nimeros decimales que no son exactos ni periddicos a estos nimeros se les
llama numeros irraciones. Tienen infinitas cifras decimales que no son periddicos y no se
pueden expresar como un cociente de dos enteros.

Son irracionales: m, \/Z e,

Observa que no todas las raices de niUmeros enteros son irracionales. Por

ejemplov4 =2 es un nimero entero.
Sabias que...

El inteligentisimo y brillante Mr. Spock, de la serie futurista Star Trek, consiguid salvar
a la tripulacion de la maldad de una diabdlica computadora. Le ordend que calculara el valor
de m, y como este es irracional, la computadora se quedd presa del proceso y...ellos escaparon.

Sabias que...

1+V5

El nimero adreo ¢ = = 1,618 --- es unirracional.

Mas informacion en:

https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero %C3%Alureo
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https://es.wikipedia.org/wiki/Sucesi%C3%B3n de Fibonacci

8. Proporcionalidad y porcentajes. Repartos

Una razoén es el cociente indicado de dos numeros que corresponden a valores de
diferentes magnitudes:

a
b
Una proporcidn es una igualdad de dos razones

Q| o

a
b
Por su colocacidn, los nimeros a y d se llaman extremos y los nimeros b y ¢ medios.

En una proporcién se cumple que el producto de extremos es igual al producto de medios.

Dos magnitudes son directamente proporcionales con razén de proporcionalidad k cuando el

. a . .
cociente - es siempre igual a k.

Observa, que en este caso al aumentar una magnitud también aumenta el valor de la otra.

Tk
’

Dos magnitudes son inversamente proporcionales con razén de proporcionalidad k cuando el
producto a - b es siembre igual a k.

Observa que al aumentar el valor de una disminuye el valor de la otra.

Ejemplos:

El peso es directamente proporcional a la masa.

En un movimiento rectilineo y uniforme el espacio recorrido es directamente
proporcional a la velocidad.

En un movimiento rectilineo y uniforme el tiempo empleado es inversamente
proporcional a la velocidad.

En una factura de compra de patatas el precio total es directamente proporcional al
numero de kilogramos que se han comprado.

9. Regla de tres simple directa e inversa

Problema 1. Para transportar 120000 litros de agua se necesitan 8 camiones cisterna.
éCuantos camiones se necesitaran para transportar 315000?
Solucién. A mas volumen de agua, mds camiones. Es evidente que se trata de una

proporcionalidad directa.
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En el método de la regla de tres tenemos que colocar en cada columna los valores de una
misma magnitud

120 000 litros —————— - 8 camiones}
315000 litros — ————— - X

Como la relacién entre litros y camiones es constante, la ecuacion que tenemos que plantear
es:

120 000 315000

8 x
Es equivalente a plantear:

120000 8

315000 x

Basta con recordar que en una proporcion, el producto de medios es igual al producto de
extremos.

Ahora aplicamos la regla del cuadrado y sus diagonales para despejar x:

_ 8315000
= 120000’

x = 21 camiones

También podemos calcular los litros que puede llevar un camién y después divir el total de
litros que se tienen que transportar por la capacidad de un camion. Este método se llama
reduccion a la unidad de la magnitud.

En este caso,
120 000: 8 = 15 000 litros caben en cada camién
315 000:15 000 = 21 camiones se necesitan
¢Cudl es la constante de proporcionalidad entre litros y camiones?
La respuesta es 15 000

Problema 2. Seis pintores tardan 8 dias en pintar una casa. ¢ Cuanto tardaran 4
pintores en realizar la misma tarea?
A menos pintores, mas tiempo Se trata de una proporcionalidad inversa.

Planteamos el problema con el esquema de regla de tres.

6 pintores ———— —— - 8 dias}
4 pintores —————— - X
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El producto del nimero de pintores por el nimero de dias es constante.

Por lo tanto la ecuacién que tenemos que plantear es

4 8
6 x
pintores por dias
.z . ~—
Esta ecuacién es equivalente, 4-x = 6-8
N——

pintores por dias

Por lo tanto, x = %; x = 12 dias.
Ejercicios
18 El duefio de una papeleria ha abonado una factura de 670 € por un pedido de 25 cajas
de folios. ¢A cudnto ascendera la factura de un segundo pedido de 17 cajas? ¢Cudntas
cajas recibira en un tercer pedido que genera una factura de 938 €?

19 Cinco carpinteros necesitan 21 dias para entarimar un suelo. éCudntos carpinteros
seran necesarios si se desea hacer el trabajo en 15 dias?

20 Una locomotora, a 85 km/h, tarda tres horas y dieciocho minutos en realizar el viaje de
ida entre dos ciudades. ¢ Cuanto tardara en el viaje de vuelta si aumenta su velocidad a 110
km/h?

10. Repartos proporcionales directos.

En los problemas de repartos tenemos una cantidad que tenemos que repartir con
unas condiciones.

Los repartos directamente proporcionales a unas cantidades iniciales se resuelven de
la siguiente forma:

1. Sesuman los valores iniciales
2. Sedivide la cantidad a repartir entre el resultado del paso 1.
3. Se multiplica cada valor inicial por el resultado del paso 2.

La suma de los valores obtenidos en 3 da la cantidad a repartir.

Ejemplo:

Dos amigas juntan 1,2 y 1,8 € que tenian para comprar un paquete de pegatinas de
una serie de dibujos animados. El paquete contiene 120 pegatinas. ¢Como deben
repartirselas de forma justa?

Solucion.
Se suman los valores iniciales 1,20+ 1,80 = 3
Se divide 120 entre 3 % — 40
Se multiplican los valores iniciales por 40 1,20 - 40 = 48 pegatinas
1,80 - 40 = 72 pegatinas
Comprobacion: 48+72= 120 pegatinas
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Ejercicios

21 Los dos camareros de un bar se reparten un bote con 544 € de propina de forma
proporcional al numero de dias que han trabajado, que han sido respectivamente 60 y 100
dias. ¢Cudnto le corresponde a cada uno?

22 . Por un reportaje fotografico realizado por tres fotdgrafos me cobraron 6720 euros. Del
reportaje, 140 fotos eran del primer fotégrafo, 180 del segundo y 240 del tercero. ¢Qué
cantidad de euros le corresponde a cada uno?

23 Modeliza algebraicamente el problema del reparto proporcional directo.
Indicacion.
Sea M la cantidad a repartir directamente proporcional a las cantidades a, b, ¢

Sean x, y, z las cantidades que corresponden a cada uno entonces se tiene:
xX y z M

a b ¢ a+b+c
Completa: La constante de proporcionalidad es

Las cantidades que corresponden a cada uno son

11. La fraccion como operador
En este apartado calculamos la fraccién de una cantidad.

Ejemplo:

60

2 2

2
Calcula los — de 360 €: — §-360 = 3

i_,_]

De igual forma, el producto de las fracciones se puede encadenar:

42
53

Ejercicios
2 . L .
24 En una clase de 35 alumnos, los ~son chichas, écudntos chicos hay?

25 Unos amigos hacen un trayecto de 210 km en bicicleta. En la primera etapa hacen % del

2 . o
trayecto, en la segunda los R dejan el resto para la tercera etapa. {Cuantos km han
recorrido en cada etapa?

12. Calculo de la fraccion que queda
Todas las fracciones en que se divide un todo suman 1.

Ejemplo:
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S ) o .
De un viaje en tren llevo recorridas ; partes. ; Qué fraccion del viaje me

queda por recorrer?.

5 2
Queda por recorrer: — 1-===
. 7 7

5 2
Es decir, llevo recorridas —7— partes y me quedan ? . En total deben sumar 1.
Sabias que...
La herencia y el Cadi.

La herencia de tres hermanos consistia en 17 camellos que se debian repartir de la
siguiente forma: al mayor le correspondia la mitad, al mediano la tercera parte y al menor la
novena parte.

Como no podian partir ningin camello, acudieron al Cadi para que los ayudara a
resolver el problema. El Cadi tomd uno de sus camellos y lo afiadid a la herencia. Ahora habia
18 camellos que se repartieron asi:

18 . 18 18
mayor — = 9 camellos, mediano 5 = 6 camellos y menor — = 2 camellos

Se han repartido 17 camellos y ha sobrado el del Cadi. {Podrias explicar qué ha
pasado?
Ejercicios
. . 1 2 . .
26 . Una empresa tiene tres socios. Dos de ellos poseen 3 Y £ partes respectivamente. éQué
parte de la empresa posee el tercer socio?

.3 . 7 . -
27 Una persona realiza : partes de un viaje en tren, los 3 del resto en autobus y la ultima
parte en taxi. ¢ Qué parte del trayecto ha recorrido en taxi?

13. Calculo del total a partir de la fraccion

En ciertos problemas se conoce la parte que representa una fraccién dada y se busca
calcular la cantidad total.

Ejemplo:

Una piscina esta llena hasta sus % partes. Si tiene 3600 litros de agua,

¢ Cual es su capacidad total?.

El enunciado dice... — % del total son 3600
| [f A ) |
Que en matematicas se escribe — \i l x+ =/36OOJ
7
Para calcular la x se invierte la 7 25200
fraccién y se multiplica - x = 3600‘5 T3 = 8400 |
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Ejercicios
3 . -
28 Los m de los alumnos de la escuela llevan gafas, si llevan gafas 72 alumnos, écuantos

alumnos son en total?

3 . . ,
29 . He gastado las , partes de mi dinero y me quedan 900 euros. ¢Cuanto tenia?

30 Elabora un método grafico para resolver el problema 29.
. L, , . , 1
31 Unos amigos hacen una excursion en tres dias. El primer dia recorren " del trayecto, el

segundo dia 7Y dejan los ultimos 25 km para el tercer dia. ¢Cudntos kildmetros han

recorrido en total?
14. Porcentajes

Porcentaje mediante regla de tres.

Cuando tenemos 100 unidades y r de ellas tienen una cierta propiedad decimos que
el r% tienen dicha propiedad.

Ahora, si tenemos una cantidad T, {cuantas tienen esa propiedad?

Planteamos la regla de tres

Parte Total
7 eee=== - 100
p ————- - T

Las magnitudes parte y total son directamente proporcionales porque el cociente entre la
parte y el total es constante. Observa que a mayor parte mayor total.

De donde deducimos que el r% de una cantidad T se calcula mediante la férmula:

Porcentaje como fraccion de una cantidad. Observa que % de la cantidad T es igual al r% de

dicha cantidad.

Ejercicios

32 El 25 % de los socios de un club son menores de 20 anos. Si el club tiene 180 socios,
écuantos socios menores de 20 anos tiene el club?

33 De 600 personas encuestadas, 396 dicen que leen con frecuencia. ¢Qué porcentaje
representan?

34 En la compra de un producto he pagado con antelacidn 528 euros que supone el 48%
del total que cuesta. ¢Cual es el precio total del producto?

35 El censo electoral de una poblacién es de 2200 personas. En unas elecciones un partido
politico ha obtenido el 40,5 % de los votos. ¢ Cuantos votos ha obtenido?
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36 Una maquina fabrica al dia 650 piezas de las que 26 presentan algun defecto. ¢Qué
porcentaje de piezas defectuosas fabrica la maquina?

15. Aumentos Porcentuales

Aumentar el r% una cantidad C significa realizar el siguiente calculo:
CH+elr%deC

Observa que si C es igual a una unidad entonces el resultado del calculo anterior es:

A

Pc -
indice de variacion, es decir:

Ejemplos:

El precio de un libro es de 32 euros. A este precio hay que afadirle el 7% de I.V.A. é Cual
es el precio final?
Resolucién mediante la féormula:

Datos: r=7; C=32 . Nos piden la cantidad final

Co=32-(1+--)=34,24

Planteamiento mediante regla de tres.

Sin IVA Con IVA 29l
1y —=—=== > 107 {C,=——"=34724
N e S ¢ 100

Planteamiento como fraccion de una cantidad.

C 1107d 32
o es el oo de

Un ordenador cuesta con el IVA (21%) incluido 472 €. ¢ Cuanto cuesta sin IVA?
Planteamiento mediante la férmula

Datos: r=21; C,=472. Aqui nos piden la cantidad.
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s72=c-(1+20)
- 100

Ahora, despeja C y termina el ejercicio

Planteamiento con regla de tres

SinIVA ConlIVA 472 -100
100 @ ————— - 121 C= T = 390,08
C =—==== - 472

Planteamiento cémo calculo del Total a partir de conocer la parte.

472-100
121

Sabemos que el % de una cantidad C es 472. De donde, la cantidad C =

Ejercicios

37 Completa

100

40

16

50

100

200

25

Ejemplos:

De una superficie edificada de 750 m” se ha pasado a una superficie edificada de 1200
mZ. ¢Cudl es el porcentaje de crecimiento que ha habido?
Planteamiento mediante la férmula

Datos C=750 m?; C,=1200 m>. Nos pidenr.

1‘)=>1200=1 r

1200=750-(1+100 =0 = 1+7100

1200 .
Como . esigual a 1,6 entonces r=60

Planteamiento mediante regla de tres

Cantidad Cantidad aumentada 1200 - 100
750 @0 0————— - 1200 x = ~ 750 =160
100 -—--—--- - x
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Por lo tanto el porcentaje es del 60%

Ejercicios
38 El precio de un portatil que costaba 490 €, ha subido el 14%. ¢ Cuanto cuesta ahora?

39 Al subir el precio de unos zapatos un 25 %, el precio final es ahora de 35 euros. éCudl
era el precio inicial?

40 Al aumentar el precio de un televisor ha pasado de 350 a 392 €. { Qué tanto por ciento
ha subido?

41 Se prevé una subida de la bombona del gas propano para el afio que viene del 8 %. Si
ahora cuesta 67,5 €, éicuanto costara?
16. Disminuciones Porcentuales

Disminuir el r% una cantidad C significa realizar el siguiente calculo:
C—elr%deC

Observa que si C es igual a una unidad entonces el resultado del calculo anterior es:

1 T
100

A este numero se le llama indice de variacidn para una disminucion del r%.

Por lo tanto, para disminuir el r% a una cantidad C podemos multiplicar dicha cantidad por el
indice de variacion, es decir:

Cd=C-(1—ﬁ)

Ejemplos:
El precio de un libro es de 32 euros. Si tiene una rebaja del 7%, écual es el precio final?
Planteamiento mediante la férmula

Datos: r=7; C=32. Nos piden la cantidad disminuida

Cq=32-(1---)=2976

Planteamiento mediante regla de tres.

Precio Precio Descontado 32.93
100 @ ———-—-— - 93 Cq = = 29,76
39— __ 5 e 100

Planteamiento como fraccion de una cantidad.

93
Cyjesel — de 32
100

Un ordenador cuesta con una rebaja del 15% incluido 540 €. ¢ Cuanto cuesta sin rebaja?
Planteamiento mediante la férmula
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Datos: r=15; C4=540. Aqui nos piden la cantidad C.

540 = C (1 15 )
- 100

Despejando, nos queda C = %%35,29

Planteamiento mediante regla de tres

Precio Precio Descontado 540 - 100
100 ————-— - 85 C= BT 635,29
c —-————- - 540

Planteamiento como célculo del Total a partir de conocer la parte

85

100 de una cantidad C es igual a 540

Ejercicios

42 Completa

=700

40

16

50

100

20

25

Un vestido que costaba 240 €, cuesta en rebajas 168 €. {Qué porcentaje de descuento

han hecho?
Planteamiento mediante la formula:

Datos C=240 €; C4=168 €. Nos piden r.

168 = 240 - (1 r)=>168—1 r
- 100/ 240 100

168 .
Como 220 &5 igual a 0,7 entonces r=30

Planteamiento mediante regla de tres:

Precio Descuento 72 - 100
100 ————-— - r X=—F7=
240 @ ————— - 240 — 168 2
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Planteamiento con fracciones

T
100 de 240 es 72

Ejercicios

43 El precio de un ordenador que costaba 490 ha sido rebajado un 18 %, éicuanto cuesta
ahora?

44 El precio de unos zapatos estd rebajado un 25%. El precio rebajado es ahora de 36
euros. ¢Cual era el precio antes de la rebaja?

45 Un televisor que costaba 390 ha sido rebajado a 315,9 €. ¢Qué tanto por ciento de
rebaja tiene?

46 Se prevé una bajada del precio del jamén para el afo que viene del 8 %. Si ahora
cuesta 17,5 €/kg. ¢ Cuanto costara?

Ejercicios finales

47 El sueldo mensual de un representante de informatica consta de una parte fija de 500
€ mas un 4% del dinero de las ventas que formalice.
a) Si durante un mes ha vendido 54 ordenadores a un precio por unidad de 450 €,
écuanto le corresponde cobrar dicho mes?
b) Si su sueldo durante un mes ha sido 1300 €, ia cudnto asciende el importe de las
ventas realizadas durante dicho mes?

48 Reparte 1485 € entre tres nifios en partes directamente proporcionales a sus edades
que son 12,11y 10 afios.

49 . Una mezcla de café estd compuesta por 3/8 de café de Brasil, 5/12 de café de
Colombia y el resto de café de Arabia.
a) ¢éQué parte de café de Arabia tiene la mezcla?
b) Side café de Arabia hay 70 gramos, ¢ Qué cantidad hay de los otros tipos de café?

50 Aumenta 1 euro el 2 por ciento. Disminuye la cantidad resultante el 2 por ciento.
éQueda un euro?

51 Una factura con L.V.A. incluido asciende a 345 euros. Si el impuesto que se aplica es del
21%, calcula el valor de la factura sin I.V.A.

52 Seis pintores tardan 8 dias en pintar una casa. ¢ Cuanto tardaran 4 pintores en realizar
la misma tarea?

53 En una granja, 16 conejos consumen 100 kg de alfalfa en 12 dias. ¢Cuantos dias
pueden comer 6 conejos con 100 kg de alfalfa?

54 Tres socios pusieron 2, 3 y 6 millones, respectivamente, para crear una empresa.
a. ¢Qué parte de las ganancias correspondera a cada uno?
b. Si las ganancias del primer afio fueron de 75900€, écuanto correspondera a cada
uno?
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Unidad didactica 3.Polinomios

Unidad Didactica 3.Polinomios.

1 Introduccidn

2 Monomios, grado de un monio, monomios semejantes, operaciones con monomios.

3 Polinomios, grado de un polinomio, valor numérico, operaciones con polinomios.
3.1 Regla de Ruffini
3.2 Teorema del resto.

4. Identidades notables.

5. Operaciones combinadas con polinomios.

6. Traduce al lenguaje algebraico.

Ejercicios de Refuerzo

Ejercicios Finales

Ejercicios de Ampliacidn

1 Introduccién

En este tema generalizamos el modelo numérico introduciendo el lenguaje algebraico
y las operaciones entre expresiones algebraicas de una variable.

La palabra algebra se debe al matemdtico darabe AL-KHOWARIZMI, que murié en la
primera mitad del siglo IX. Su obra mas importante se titula AL-JABR WA’L MUQABALAH.

Una expresion algebraica es un conjunto de numeros y variables (letras) entre las
cuales existen las operaciones de suma, resta, producto, divisién, potencia o raiz.

Significado

“AL-JABR"= dlgebra=restauracién o complementacion.

“MUQABALAH"= reducciéon o compensacion.

Ejemplo:
3xy2 +Vx +5—-5
Observa que la operacion producto no suele escribirse entre las variables y los nimeros.

Debemos entender:

3-x-y24+Yx+5-5
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2 Monomios, grado de un monomio, monomios semejantes, operaciones con monomios.

Un monomio en la variable x con coeficiente real es una expresién algebraica de la
forma:

ax™

donde a es un nimero real y n es un niUmero entero positivo o es cero.

. 0 . e ,
El monomio X se identifica con el nimero 1.

. - - . n
Al nimero a se le llama coeficiente o parte numérica del monomio. A X'~ se le llama parte
literal del monomio.

Si a es distinto de cero entonces se dice que n es el grado del monomio.
Si a es cero entonces el grado del monomio se dice que es infinito.

Ejemplo de monomio:

3x°>

¢éLa expresion algebraica v/2x es un monomio? Razona la respuesta.

¢éY la expresion i?

éEs razonable que el grado del monomio nulo sea infinito?
Ejercicios

1. Completa la tabla:

Monomio Coeficiente Grado

-3X

0

(6]

Dos monomios en la indeterminada x se dice que son semejantes si tienen la misma
parte literal.

Operaciones con monomios:

Dos monomios que sean semejantes se pueden sumar o restar. Para sumar dos
monomios semejantes se suman los coeficientes y se deja igual la parte literal.
Para restar dos monomios semejantes se restan los coeficientes y se deja igual la parte literal.

Ejemplo 1:

4x5 + 6x5 = 10x°
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Ejemplo 2:
14x7 — 6x7 = 8x”
Ejercicios
2 . Realiza las siguientes operaciones con monomios:

3.Polinomios

a) x+2x—4x+8x

b) 3x —4x + 7x + 4x

c) —2x2 + x?

e) 2x—§x+x

f) 3x°+ 6x°

El producto de dos monomios no nulos en la indeterminada x es igual a un monomio cuyo
coeficiente es el producto de los coeficientes y el grado es la suma de los grados.
El producto de un monomio por el monomio nulo es el monomio nulo.

Ejemplo 1 :

4x° - 6x% = 24x7
Ejemplo 2:

0-6x7 =0
Ejercicios

3. Realiza las siguientes operaciones con monomios:
a) x-1 b) 1-x c) —1-x?
d) x-x e) x-x? f) x%-x8

¢La expresion algebraica 14x/(2x°) es un monomio?

3 Polinomios, grado de un polinomio, operaciones con polinomios.

e Un polinomio es la suma o resta de varios monomios no semejantes.

e (Cada uno de los monomios que componen un polinomio se llama término.

e Los coeficientes de un polinomio son todos los coeficientes de los términos que
componen el polinomio.

e Sellama polinomio nulo al polinomio que tiene todos sus coeficientes iguales a cero.

e El grado de un polinomio no nulo es el maximo de los grados de los términos que
componene el polinomio.

e Elgrado del polinomio nulo es infinito.

e Eltérmino de grado cero se llama término independiente.
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Grado Término independiente
X "
51x3 - 2x+11

Coeficientes

Los coeficientes son 5,0,-2,11.

Un polinomio se dice que esta completo cuando todos los términos del grado cero al
grado mayor tienen coeficientes distintos de cero.

Un polinomio se dice que esta ordenado en orden creciente si en primer lugar
escribimos el término independiente (en el caso de que tenga) y a continuacidn escribimos el
resto de términos ordenados de menor a mayor grado.

Ejemplo :
2+3x—7x% +x3

Un polinomio se dice que estd ordenado en orden decreciente si escribimos los términos de
grado distinto de cero ordenados de mayor a menor grado y a continuacién el término
independiente en el caso de que tenga.

Ejemplo 1:
6x° +9x* —5x3+x+1
Ejemplo 2:
3x%2 —x
Ejercicios
4. Completa la tabla. Fijate en el ejemplo.
[ Coeficientes | Grado | | Coeficientes | Grado |
l 3x’ —5x+1 I 3,0,-5,1 l 3 f I xt+2x% -3x | 1,2,0,-3,0 l 4 |
[ sy’ —x?+2x—7 | | | —4x*+9 j | I
| x'—2xe1 ] I ] [ex*+2¢ -5 +x | | ]
| —2x 43¢t +52° =2 | | | | =52 +7 , | —|
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5. Completa la tabla. Fijate en el ejemplo.
L Ordenado Cocficientes Grado |
| % +3x°-5+6x 3% +x° + 615 3,1,6,5 3|

r 3x-2x° -5+x°

[ 2+xt-x

| X r—x+x’+1+x' —x
| —2+43x-4x*+5%°

f
| |
| |
| |

3 ] ]
l |

El valor numérico de un polinomio P(x) en nimero real dado es el resultado de
sustituir la variable por dicho nimero y realizar las operaciones.

Ejemplo: Calcula el valor de 3x* + 7x — 1 para x = 2

Calcula el valor de 3x° + 7x—1 para x =2 y para x = -4

Sustituimos la x 3.22 4+7-2-1

Potencias 3-4+7-2-1
X = 2 = =

Productos 12+14-1

Sumas/restas 25 '

Ejercicios

0. Calcula el valor de x345x% —4x + 3 parax = 2yparax = —1

Sustituye la x

Potencias

Produétos

Sumas/restas

Sustituye la x

Potencias

Productos

Sumas/restas
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7. Calcula el valor numérico de los polinomios en los valores indicados
Polinomio x=-] x=0 x=2
Oongras || G2 (1f 43 0°~2-0% +3= 2°-2:2"43=
' -1-2+3=0
x*=3x+1
2x° - 8x
-x*+3x+4

Operaciones con polinomios

Suma:

La suma de dos polinomios es el polinomio que resulta de sumar los términos semejantes de
ambos polinomios.

Ejemplo:
P(x) =6x°+9x* —5x3+x+1
Q(x) =7x°+2x* +3x3 +2x + 4
P(x)+Q(x) =13x° +11x* — 2x3+3x+5

Producto de un numero por un polinomio

El producto de un ndmero por un polinomio es el polinomio que resulta de multiplicar por
dicho nimero todos los coeficientes de los términos del polinomio.

Ejemplo:
P(x) =6x°+9x*—5x3+x+1
3-P(x) =18x% +27x* — 15x3 + 3x + 3

Opuesto de un polinomio

El opuesto de un polinomio es el resultado de cambiar de signo todos los términos de dicho
polinomio.
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Ejemplo:
P(x) =6x°+9x*—5x3+x+1
—P(x) = —6x°> —9x* +5x3 —x—1
Resta

La resta de dos polinomios es el polinomio que resulta al sumar al primer polinomio el opuesto

del segundo.
Ejemplo :
P(x) =5x*+8x+4
Q(x) =3x2+5x+5
P(x)—Q(x) =5x2+8x+4—(3x>+5x+5) =
5x2+8x+4—3x2—-5x—5=
2x2+3x—1
Ejercicios
8. Dados los polinomios

P(x) =5x* —2x+3
Q(x) =-3x>+2x -4

calcula
a) P(x)+Q(x)
b) P(x) -Q(x)

Producto de un monomio por un polinomio

El producto de un monomio por un polinomio es el polinomio formado por los términos que

Observa
—(x*—6x3+4x?—-5x+1) =

—x*+6x3—4x2+5x—-1

El resultado es el mismo que si multiplicamos por (-1) el

polinomio:
(-1 - (x*—6x3+4x2—5x+1) =

—x*+6x3—4x2+5x—1

PROFESORA: ANA ZARCO n



Unidad didactica 3.Polinomios

resultan al multiplicar dicho monomio por todos los términos del polinomio dado.

Fjemplo
4-(5x% +3x-5) - 20x +12x-20
3x-(~2x7 —5x+3) - —6x —15x7 +9x
—2x* - (x? - x=7) E ~2x" 4+ 2% +14x2f

Fjereicioss

9. calula

~3-(x* +2x-2) -
x-(-2%% +x+6) -
~2x*-(2x% - 4x -1) -
5-(-x? +3x+1) -
4x-(3x* +3x - 2) -~
3x% (257 + 6x - 8) -
4x* (-9x% - 6x-3) -
_3x-(-5x% +3x - 4) —
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Producto de polinomios

El producto de dos polinomios es el polinomio cuyos términos resultan de multiplicar
todos los términos del primer polinomio por todos los términos del segundo polinomio y
agrupar los monomios semejantes.

1 1|
(—3x2+7)- 5x” +3x—5)

Ejemplo : Calcula el producto
(—3x2+7)-(5x2+3x—5) =

monomios semejantes

—15x* —9x3 4+ 15x2 +35x2 +21x—35=

s |
€ agrupan os —15x* — 9x% + 50x% + 21x — 35 =
monomios

Ejercicios

10 Calcula

- Calcula: (—x+5)-(3x2 +x+2)

Multiplica todos los términos del primero _

por los del segundo

Agrupa términos semejantes —
Calcula: (x2 +3x- 2) . (2)«:2 -3x- 1)

Multiplica todos los términos del primero -

por los del segundo

Agrupa términos semejantes —
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Sabias que...

Paolo Ruffini (Valentano, 22 de septiembre de 1765 —
Mddena, 10 de mayo de 1822) fue un matematico,

profesor y médico italiano.

3.1 Regla de Ruffini

Es un método que sirve para hallar los coeficientes del polinomio cociente y el resto de
la divisidon de un polinomio cualquiera entre otro de la forma x + a.

En el siguiente enlace encontraras un video que explica el algoritmo:

https://www.youtube.com/watch?v=nLhT2jET7WY

y en esta pagina encontrar ejercicios interactivos:

http://www.vitutor.com/ab/p/a 8e.html

Explicacion del método mediante un ejemplo:

Consideramos los polinomios P(x) = —3x + 2x* + x2 + 5y Q(x) = x — 2.
Hallaremos el cociente y el resto de la division P(x): Q(x)

Primero: Escribimos P(x) en orden decreciente, es decir, P(x) = 2x* + x?2 — 3x + 5. Con
este orden los coeficientes son: 2,0,1,-3,5.

2 0 1 -3 5

Hemos colocado a la izquierda el término independiente de Q(x) cambiado de signo.

Segundo: Bajamos el primer coeficiente de P(x)

2 0 1 -3 5
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Tercero: Multiplicamos el término independiente de Q(x) por el nimero que hemos bajado y
colocamos el resultado debajo del segundo coeficiente de P(x) y sumanos.

2 0 1 -3 5

Cuarto: Multiplicamos el término independiente de Q(x) por el tltimo ndmero que tenemos
en la parte inferior y colocamos el resultado debajo del siguiente coeficiente de P(x) y
sumamos.

Los numeros que nos aparecen en la ultima fila excepto el Ultimo son los coeficientes del
polinomio cociente C(x) en orden decreciente y el ltimo nimero es el resto de la division.

Es decir:
C(x) = 2x3 + 4x? + 9x + 15
R =235
Comprobacidn:
Tenemos que comprobar que se verifica la igualdad:
Dividendo = divisor - cociente + resto

En efecto, 2x* + x> —3x + 5= (x — 2) - (2x3 + 4x? + 9x + 15) + 35.
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Ejercicios

11 . Calcula el cociente y el resto de las siguientes divisiones:

A) 3x* +2x3 — 5x + 8): (x — 3)
B)(x®—4x%2+9+6x):(x+3)

3.2 Teorema del resto: El valor numérico de un polinomio P(x) en un nimero real a

coincide con el resto de la division P(x): (x — a).
El valor numérico del polinomio P(x) en el nimero real a se denota por P(a).

Ejemplo :
Dado el polinomio P(x) = —3x + 2x* + x? + 5, calcula P(2).

En el apartado anterior hemos visto que el resto de la divisién P(x): (x — 2) es 35. Aplicando
el teorema del resto deducimos que P(2) = 35

Ejercicios

12 Dado el polinomio P(x) = 2x* 4+ 9x — 3, calcula P(—1) utilizando el teorema del
resto.

4. Identidades notables.

Una identidad es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que se verifica para cualquier
valor que tengan las variables.

En esta unidad didactica estudiamos tres identidades: El cuadrado de la suma, el cuadrado de
la diferencia y suma por diferencia.

Cuadrado de la suma:

(a+b)?=a*+2-a-b+b?

Ejemplo:
Desarrolla: (2x + 5)2

Solucion: (2x)? +2-2x -5+ 5% = 4x% + 20x + 25

Ejercicios
13 . Desarrolla:
a) (3x +5)?
b) (2x + 4)?
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Cuadrado de la diferencia:

(a—b)2=a*-2-a-b+ b?

Ejemplo:
Desarrolla: (2x — 5)?

Solucion: (2x)%> — 2 -2x -5+ 5% = 4x% — 20x + 25

Ejercicios

14 Desarrolla:
a) (1 - 3x)?
b) (x — 2)?

Suma por diferencia:

(a+b)-(a—b) = a?® — b?

Ejemplo:
Desarrolla: (2x + 5) - (2x — 5)

Solucion. 2x +5) - (2x — 5) = (2x)? — 5% = 4x%2 — 25

Ejercicios

15 Desarrolla:

a) Bx+4)-(3x—-4)

b) (x—=5)-(x+5)

5. Operaciones combinadas con polinomios.

Ejemplo:

Calcula: 3x-(—3x+7)+3-(2x—3!2—4-(x—1)

(x+1)

Y
Potencias — | 3x- (— 3x+ 7) +3- (4-):2 -12x + 9)— 4- (x - 1)* (x + 1)

N NN

-

u "
—ox? +21x +12x* —=36x+27 -4~

Productos — |

—9x? +21x +12x* -36x+27 - 4x" +4

(1)
1)

Sumas/restas | —» -x? -15x+31
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Ejercicios
16 Calcula
a) (x+1f +(2-x) | b) (x—2)2+3-(x2+x+1)
c) (3x+4)-(3x—4)—(x+i)-(9x—1) d) (2x+4)2+(2x+4)-(2x—4)
17. Calcula
a) E:’:J;";-Z_j'(3x-—2)+(x+3)z b) - 3x-[x—4)+(3—2x)2—(4x+2)-[2x,+1)
c) 4-(—.1|c2+2)+(2.):+3]z ' '. . d) (x+2)'(2x—3)~—(1—3x)2
o (x+1f —(x-1F . N @x+3f —(2x-3)- 2x+3)
g) (x—S)-(x+5]+3x-(x%—~l)w hy  (x+3)(x=3)-x(x=1)+9
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6. Traduce al lenguaje algebraico.

Traducir al lenguaje algebraico significa expresar con variables, nimeros vy
operaciones el lenguaje natural.

Ejemplos:

Cuatro menos un numero: 4 —x

El cuadruplo de un nimero: 4x

La cuarta parte de un numero: f

Dos numeros se diferencian en 4 unidades: x—y=4%

El quintuplo de un ndmero divido entre 3: 5x:3
Ejercicios

18 . Traduce al lenguaje algebraico:
a) La mitad de un nimero menos su tercera parte.
b) Numero de personas casadas después de celebrarse x matrimonios.
¢) Repartir una fortuna entre 7 hermanos.
d) Contenido de 12 botellas de agua de igual capacidad.
e) Duplo de la edad mas 25 afios.
f) Dos quintos de un nimero.
g) Eltriple de un nimero mas 1.
h) Un nimero menos 3.
i) Tres octavos de un nimero.
j) Laedad de Juan dentro de 16 afios.
k) Laedad de Pedro hace 4 afios.

Ejercicios finales

19 Calcula:

(=3x2+7)-(5x2 +3x—5) — (7x2 +3x = 5)

20 Escribe tres identidades notables sobre binomios.

21 Desarrolla utilizando identidades notables:
a) (4x —1)2
b) (x + 5)?
) (x> +8)-(x2-18)
d) (x*—2)?

22 . Traduce al lenguaje algebraico:
a. Una cantidad aumentada el 67%.
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Una cantidad disminuida el 6%

La suma de dos numeros por su diferencia es igual a cinco.

Un ndmero menos su precesor.

La suma de tres numeros consecutivos es mayor o igual a veinte.

El triple de un nimero mas su mitad es igual a veintiséis.

Dos tercios de la suma de dos numeros mas trece veces su diferencia.
Una cantidad aumentada el 7%.

Una cantidad disminuida el 30%

La suma de dos numeros por su diferencia es igual a ocho.

ep = - B B S o N @ B o

23 Desarrolla:
a) (x2+4)-(x—-1D)+2—-x)-(2+x)
b) (x+6)?—3x-(x2-1)

24 Calcula el cociente y el resto de la division
P(x): (x + 3),siendo P(x) = —2x°> + x* —x? + x — 1.
Realiza la prueba de la division.

25 Calcula el valor numérico del polinomio:
P(x) =x*—x>+x—4en x=-2yenx=0.

26 . Calcula el valor numérico del polinomio:
P(x) =x®—x?+x—4en x=-1yenx=0.

27 . ¢Eslo mismo (1000+6000)2 que 10002+600027 Justifica la respuesta.

28 Halla el valor de m para que la division sea exacta:

(x? =12x+m): (x+4)

29 Factoriza los polinomios siguientes:

a) 5x*+20x+20 b) x°—4x*+Xx+6

PROFESORA: ANA ZARCO
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Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Unidad Didactica 4. Ecuaciones de primer grado
1. Introduccion

Una ecuacién es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que es cierta para
ciertos valores de las variables. Si es cierta para cualquier valor que pongamos en las variables
o incégnitas entonces se dice que es una identidad.

Por lo tanto, una ecuacion consta de dos lados o miembros separados por el signo de
igualdad.

Ejemplo:
3xy2 +Vx +5-5=8xz+9

Es una ecuacion de varias variables.

2. Definiciones:

Solucion de una ecuacion:

Es un numero tal que al sustituir en la ecuacién la variable x por dicho valor y realizar las
operaciones indicadas nos queda en ambos lados de la igualdad el mismo nimero.

Ecuaciones equivalentes:

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones.
Operaciones elementales en una ecuacion:

Son aquellas operaciones que transforman una ecuacién en otra equivalente.

1. Sumar (o restar) a ambos lados de la igualdad un mismo ndmero.
2. Multiplicar (o dividir) a ambos lados de la igualdad por un nimero distinto de cero.

Términos de una ecuacion.
Son las expresiones de cada miembro que estdn separadas por los signos mas y menos.
Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion de primer grado con una incégnita en su forma reducida es una ecuacién
de la forma

ax+b=0
siendo ay b numeros reales con a # 0, es decir, tenemos en el primer lado de la igualdad un
polinomio de grado 1.

Ejemplo:

5x4+15=0

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

3. Resolucion de ecuaciones de primer grado

La solucidn de la ecuacion

ax+b=0
es
-b
x =—
a
Por lo tanto la soluciéon de la ecuacion 5x + 15 =0esx = —3.
Ejercicios 1
Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2x+6=0 b)5x —10=10
c)—3x+9=0 d—-x+8=0
e) —2x = —14 f) —2x =14

PROFESORA: ANA ZARCO



Unidad diddctica 1.

Ejemplo: Ecuaciones con paréntesis

Numeros

naturales y enteros

Resuelve:3 - (x —2)+4-(x—1)=2x—-(x—-3)+ 11

3x—-6+4x—-4=2x—x+3+11

Aplicamos la propiedad distributiva

3x+4x—-2x+x=3+114+4+6

Colocamos los términos con x en el primer lado
de la igualdad, teniendo en cuenta que
cambiamos el signo si hacemos un cambio de
lado. Este procedimiento se llama_trasposicién de
términos.

6x = 24 Simplificamos en los dos lados de la igualdad
24 .
x = - Despejamos la x.
x=4 Simplificamos
Ejercicios 2

Resuelve las siguientes ecuaciones siguiendo las instrucciones del ejemplo:

1) 2-(x+1)-3-x—2)=x+4

Sol:x =2

2) 3-(x—5)=4-2x-3)+7

Sol:x = =2

3) 7x—3-(2x+4)=5x—-8-3x—-1)

Sol:x =1

Recuerda que el calculo del opuesto de un
polinomio es equivalente a multiplicar por -1.:

—(Bx—6)=-3x+6
PROFESORA: ANA ZARCO
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Ejemplo: Ecuaciones con denominadores.

La estrategia consiste en multiplicar todos los términos por el minimo comun multiplo
de los denominadores y a continuacién simplificar.

Resuelve:

13x_5x+13
*T92 T187 12

Calculamos el minimo comun multiplo de 1, 12, 18 y 12.
m.c.m.=36
Multiplicamos por el minimo comun multiplo y simplificamos.
Observa que 36/1*1=36, 36/12*13=39, 36/18*5=10, 36/12*13=39
36x —39x = 10x + 39

Colocamos en un lado de la igualdad los términos con la variable y en otro lado los términos
independientes, cambiando de signo los términos que cambiamos de lado, es decir realizamos
el procedimiento llamado trasposicion de términos.

—13x =39

x=-3

Ejercicios 3

Resuelve las siguientes ecuaciones, simplificando la soluciéon cuando sea posible:

x+1  x+3

1) — 5 = -1

Sol:x =5
2) x+211 _ 2x5+3 _5

Sol:x =1
3) 3x2+5 _ 7x6+1 _ 4x3—5 _s

Sol:x =9
2) xzi _ 2x3+3

Sol:x =9
5 x— XTH = xzﬁ -2

Sol:x = -1

PROFESORA: ANA ZARCO n
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naturales y enteros

Ejemplo: Ecuaciones con denominadores y paréntesis en los numeradores

En primer lugar simplificamos los numeradores para que nos quede una ecuacion

como la del caso anterior. A continuacién procedemos de la misma forma que antes,

calculando el minimo comudn mdltiplo.

Resuelve:

10x — 2 2'(x+5)_2'(11—x)+

xX—6

12 8 9

10x-2 2x+10 22-2x
- = +x-6
12 8 9

Simplificamos los numeradores

m.e.m.=23 .32 =172

Calculamos el minimo comn
maultiplo de los denoninadores

6-(10x—2)—9-(2x + 10) = 8- (22 — 2x) + 72x — 432

Multiplicamos por 72 y
simplificamos

60x —12 —18x—-90 =176 —16x + 72x — 432

Aplicamos la propiedad distributiva
en los paréntesis

60x — 18x + 16x — 72x =176 — 432 + 12 + 90

Trasposicion de términos

—14x = —154 Simplificamos
_ —154 Despejamos x

T s (Fijate en el signo)
x =11 Simplificamos

Ejercicios 4

Resuelve las siguientes ecuaciones, simplificando la solucién cuando sea posible:

1) 2:(2-x) _ 4(2x+3) _ —4-(3x-2)
3 9 6
Sol:x =3
2) 3x-1 2-(x+3) _ 4x+2 5
20 5 15
Sol:x =7

PROFESORA: ANA ZARCO
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Ejercicios Finales

Resuelve las siguientes ecuaciones:

1) Z+x=24+10

15 5
Sol:x = 15
2 Seieg=ae
Sol:x =2
3x+3 3x-2 1 x+3
3) % % Tst w2
Sol:x =3
) XD 2. 2-30)=8r—1-2-(x+3)
Sol:x = =5
2 1 3
5) 5'(X+3)—5'(X+1):1—1‘(X+3)
Sol:x = -3
6) 5 __3

R BN
Sol:x =5

8) Laura tiene 5 afios mas que su hermano Antonio, y su padre tiene 41 afios. Dentro
de 6 anos, entre los dos hermanos igualaran la edad del padre. ¢ Qué edad tiene cada
uno?

Sol: Laura tiene 20 afios y Antonio tiene 15 afios.

9) La suma de tres nimeros naturales consecutivos es igual al cuadruple del menor. ¢De
gué nimeros se trata?
Sol:3,4y5.

10) Se han mezclado 30 litros de aceite barato con 25 litros de aceite caro, resultando la
mezcla a 3,2 €/L. Calcula el precio del litro de cada clase, sabiendo que el de mas
calidad es el doble de caro que el otro.

€ €
Sol: El barato a 2,2 Zy el caroa44 T

11) Inventa una ecuacién de primer grado que no tenga solucién.

12) Inventa una ecuacidon de primer grado que tenga infinitas soluciones, es decir una
igualdad que sea una identidad.

PROFESORA: ANA ZARCO



1)
a)

b)

d)
e)
f)

g)
h)

j)

2)

3)

Unidad diddctica 1. NUmeros naturales y enteros

Ejercicios de pruebas libres

Resuelve las siguientes ecuaciones:
1) 9-(x+4)=5-4x—-4)+1

5 15
2) —=—=
x+5 x+7

3) -3 (—x—2) =Z+22

3x—1  2:(x+3) _ 4x+2
4 2 3

4) 15

Ejercicios de refuerzo

Resuelve las siguientes ecuaciones:

5x+9 =44
4x+1 _ 12x-3

3 7
2x—5_ﬁ=_3
3 2
2x-5_ x5
12~ 4 3
X X
sts~ 173
9-(x—1)=81

3-(x+7) = 240

5:3x—-1)=2-(4x—-3)+15

8 13

3x+17  1-4x 1-x  9+x
4 6

2:(3x—4) 3-(x+1) 5-2x
3 4 2

1
—5+§

Comprueba si x = 8 es solucién de la ecuacién 3x — 22 = 2.

Sol:x =5
Sol:x = —4
Sol:x =5
Sol:x =7
Sol:x =2
Sol:x = -3
Sol:x =5

La suma de tres nUmeros consecutivos es igual a 60. Calcula dichos nimeros.

La suma de las edades de los cuatro miembros de una familia es 104 afios. El padre
tiene 6 aflos mas que la madre, que tuvo a los dos hijos gemelos a los 27 afios. ¢Qué

edad tiene cada uno?

PROFESORA: ANA ZARCO
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Unidad didactica 5. Sistemas

Unidad didactica 5: Sistemas de ecuaciones lineales
1. Concepto de sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas se puede expresar de la forma:
ax+hby=c
a'x+by=c
Donde g, b, a'y b' son numeros reales que se denominan coeficientes y c y ¢’ también
son numeros reales llamados términos independientes.

Llamamos solucion del sistema al par de valores (x, y) que satisfacen las dos
ecuaciones del sistema.

Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes, cuando tienen la misma
solucion.

Ejemplo:

Son sistemas de ecuaciones lineales, por ejemplo:

3X—-4y=-1 SX+2y =17 X+2y=3 4y +2 =3X
2X+5y=7" X—y=0"' 7x-3y=4’ 7x—-3=5y
Ejemplo:
3xy+5y=7
No es un sistema lineal porque tiene términos en xy.
4x —8xy =9

3x*+5y=7
4x -8y =9

Tampoco lo es { porque tiene un término en x°.

Actividades propuestas
1. Razona si son o no sistemas de ecuaciones lineales los siguientes sistemas:

{xy+2y:6 {Sy—x:4
a b

2x—-3y =1 2x—-3y=-1
4x -2 = 2 _

0 y d) | * +y=2
3X+5y=2 3x+y?=4

2. Clasificacion de sistemas de ecuaciones

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
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Unidad didactica 5. Sistemas

En un sistema de ecuaciones lineales con dos incdgnitas, cada una de las ecuaciones
representa una recta en el plano.

Estas rectas pueden estar posicionadas entre si de tres maneras distintas, lo que nos ayudard a
clasificar nuestro sistema en:
1) Compatible determinado: el sistema tiene una unica solucidn, por lo que las rectas

son SECANTES, se cortan en un punto.

2) Compatible indeterminado: el sistema tiene infinitas soluciones, por lo que las
rectas son COINCIDENTES.

3) Incompatible: el sistema no tiene solucién, por lo que las rectas son PARALELAS.

44 o
5 4] \
N I ) r+y=3
~ . v
. 24
N .
. N
o \\ B
! ¢ ’\‘\: : ° = i o 1 2 3 .
\\\-\\ N 3 1 o 1 ] L L
™~ 22 4 2y =
2 \‘\ -24
Compatible determinado Compatible indeterminado Incompatible
Rectas secantes Rectas coincidentes Rectas paralelas

Actividades resueltas
e Afiade una ecuacion a x — 2y = 2 para que el sistema resultante sea:
a) Compatible determinado
b) Incompatible

c) Compatible indeterminado

Solucion:

a) Para que el sistema sea compatible determinado, afiadiremos
una ecuacién que no tenga los mismos coeficientes que la que nos ——

dan. Por ejemplo, x +y = 1.

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
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Unidad didactica 5. Sistemas

b) Para que sea incompatible, los coeficientes de las incdgnitas tienen que ser los mismos (o
proporcionales) pero tener diferente término independiente. Por ejemplo x— 2y =-3, (0 2x —

4y =0). "

c¢) Para que sea compatible indeterminado, pondremos una ecuacién proporcional a la que

tenemos. Por ejemplo 2x — 4y = 4. -

Actividades propuestas
2. Representa los siguientes sistemas y clasificalos:

X+3y=4 5 2X—-y=3 x—-3y=3
C
—2X+y=-1 -y+2x=1 2X -6y =6
Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF 67
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Unidad didactica 5. Sistemas

3. Resolucion de sistemas por el método de sustitucion

El método de sustitucion consiste en despejar una incégnita de una de las ecuaciones
del sistema y sustituir la expresion obtenida en la otra ecuacion.

Asi, obtenemos una ecuacién de primer grado en la que podemos calcular la incégnita
despejada. Con el valor obtenido, obtenemos el valor de la otra incégnita.

Ejemplo:

2x—-3y=-1
Vamos a resolver el sistema por el método de sustitucién:

X+2y=3
Despejamos x de la segunda ecuacién:

2x-3y=-1
X+2y=3=>x=3-2y

y lo sustituimos en la primera:
23-2y)-3y=-1=6-4y-3y=-1=-4y-3y=-1-6=>-7Ty=-7T=y=(-7)/(-7)=1
Con el valor obtenido de y, calculamos la x:

x=3-2y=>x=3-21=1.

Solucion:
x=1
y=1

Actividades propuestas
3. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

3X+4y=-7 ) 2Xx+4y =0 3X-2y=2
° x—-2y=1 3X+y=5 ‘ 2x+3y =10

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
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4. Resolucion de sistemas por el método de igualacion

El método de igualacion consiste en despejar la misma incdgnita de las dos ecuaciones
gue forman el sistema e igualar los resultados obtenidos.

Asi, obtenemos una ecuacién de primer grado en la que podremos calcular la incégnita
despejada. Con el valor obtenido, calculamos el valor de la otra incdégnita.

Ejemplo:

2x—-3y=-1
Vamos a resolver el sistema por el método de igualacion:

X+2y=3
Despejamos la misma incognita de las dos ecuaciones que forman el sistema:

2x—3y:—1:>x=3yT_1

X+2y=3=>x=3-2y
Igualamos ahora los resultados obtenidos y resolvemos la ecuacion resultante:

3y2—1:3—2y:>3y—1:2(3—2y) =6-4y=3y+4y=6+1=7y=7= y:;:1
Con el valor obtenido de y, calculamos la x:

x=3-2y=>x=3-2:(1)=1

Solucion:

x=1
y=1
Actividades propuestas
4. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacion:

) 3X+y=2 ) 2x—-3y=-5 X—4y=3
° -2x+3y=-5 4x+2y =14 ‘ 3X+2y=5

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF
LibrosMareaVerde.tk www.apuntesmareaverde.org.es



Unidad didactica 5. Sistemas

5. Resolucion de sistemas por el método de reduccion

El método de reduccion consiste en eliminar una de las incdgnitas sumando las dos
ecuaciones. Para ello se multiplican una o ambas ecuaciones por un nimero de modo
que los coeficientes de x o y sean iguales pero de signo contrario.

Ejemplo:

2x-3y=-1 . )
Vamos a resolver el sistema por el método de reduccion:

X+2y=3

Multiplicamos la segunda ecuacion por -2 para que los coeficientes de la x sean iguales pero de
signo contrario y sumamos las ecuaciones obtenidas:

2x—-3y=-1 2x-3y=-1 sumamos
(-2) —> “Ty=-T=y=(-7)/(-7)=1
X+2y=3 ———> |-2x-4y=-6

Con el valor obtenido de y, calculamos la x:
2x—31=-1=2x=-14+3=2=>x=2/2=1

Solucion:

x=1
y=1
Actividades propuestas
5. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccién:

3X+y=4 ) 5x+3y =2 2x+3y=0
*lox-5y =14 Ax+y=T “3x—2y=13

6. Resolucion de problemas mediante sistemas de
ecuaciones

Para resolver problemas por medio de sistemas de ecuaciones, primero tendremos
que pasar a lenguaje algebraico el enunciado del problema y luego resolverlo
siguiendo los siguientes pasos:

1.- Comprender el enunciado

2.- Identificar las incdgnitas

3.- Traducir el enunciado al lenguaje algebraico
4.- Plantear el sistema y resolverlo

5.- Comprobar la solucién obtenida

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF 70
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Actividades resueltas
Vamos a resolver el siguiente problema:

e La suma de las edades de un padre y su hijo es 39 y su diferencia 25. (Cudl es la edad de
cada uno?

Una vez comprendido el enunciado, identificamos las incégnitas que, en este caso, son la edad
del padre y el hijo

2.- Edad del padre = x

Edad del hijo=y

3.- Pasamos el enunciado a lenguaje algebraico:

La suma de sus edades es 39:
x+y=39
Y su diferencia 25:

x—y=25

4.- Planteamos el sistema y lo resolvemos por el método que nos resulte mas sencillo. En este
caso, lo hacemos por reduccioén:

X+ y = 39 sumamos
——— > 2x=64=x=64/2=32
X—y=25

X+y=39=32+y=39=y=39-32=7.

Solucidn: El padre tiene 32 afios y el hijo tiene 7 afos.
5.- Comprobacion: En efecto, la suma de las edades es 32 + 7 = 39 y la diferenciaes 32 -7 =

25.

Actividades propuestas
6. La suma de las edades de Raquel y Luis son 65 afos. La edad de Luis mds cuatro
veces la edad de Raquel es igual a 104. ¢Qué edad tienen cada uno?

7. lasuma de las edades de Maria y Alberto es 32 afios. Dentro de 8 afios, la edad de
Alberto serd dos veces la edad de Maria. {Qué edad tiene cada uno en la
actualidad?

8. Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 24 y su suma sea 123.

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF 71
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.
1. Resuelve los siguientes sistemas por el método de sustitucion:

2x—5y =—4 3X+y=4 6X+5y =7
M ax—y=7 2x+5y=7 |2x+3y=1
2. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacién:
—-2x+3y =13 X SX—-2y=-3 9x-5y=4
"ax—7y=-27 4x—y=0 ' |-8x+3y=-5
3. Resuelve los siguientes sistemas por el método de reduccién:
3x-5y=1 X 4x+3y =14 9x -5y =4
? 2X+y=5 —-X—6y=7 ‘ —7X+5y=-2
4. Resuelve de forma gréfica los siguientes sistemas
X+y=7 X 4x+3y =4 9x -5y =13
) x—-y=1 X—-6y=1 ‘ —7X+5y=-9

5. Resuelve los siguientes sistemas por el método que creas mas apropiado:

ax-1 2y+2_ 3x—1_y+3__3 x+1+y+2_2
Ay 2, 4y5_1 b1 2 5 9y 2 3
TJFT:7 x+y=-1 3x-2y=1

6. Copia en tu cuaderno y completa los siguientes sistemas incompletos de forma que
se cumpla lo que se pide en cada uno:

Compatible indeterminado Incompatible Su soluciénseax=2e
y=1
( x+3y=() —BX+y=2
a) b) c)
2x-y=3 (x+y=6

Incompatible Su soluciénseax=-1ley=1 Compatible
indeterminado

Autoras: ANA ZARCO y Raquel Hernandez llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF 72
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Unidad didactica 5. Sistemas

2x -5y =-1 x+( )y=-1
d) e) f)
ax+()y=() (Jx+3y=5
( x+6y=()
2X+3y=-2
7. Escribe tres sistemas lineales que sean incompatibles.
8. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles indeterminados.
9. Escribe tres sistemas lineales que sean compatibles determinados.
10. Resuelve los siguientes sistemas por el método de igualacién y comprueba la
solucion graficamente. ¢De qué tipo es cada sistema?
—-2X+6y=13 X—y=-3 X-y=4
b C
X—3y =38 4x -4y =-12 -X+3y=-5
Problemas
11. En una tienda alquilan bicicletas y triciclos. Si tienen
51 vehiculos con un total de 133 ruedas, écuantas
bicicletas y cuantos triciclos tienen?
12. iCual es la edad de una persona si al multiplicarla por
15 le faltan 100 unidades para completar su
cuadrado?
13. Descompdn 8 en dos factores cuya suma sea 6
14. El triple del cuadrado de un niumero aumentado en su duplo es 85. ¢éQué numero
es?
15. La suma de los cuadrados de dos nimeros impares consecutivos es
394. Determina dichos numeros.
16. Van cargados un asno y un mulo. El asno se quejaba del peso que
llevaba encima. El mulo le contestd: Si yo llevara uno de tus sacos,
llevaria el doble de carga que tU, pero si tu tomas uno de los mios,
los dos llevaremos igual carga. ¢ Cuantos sacos lleva cada uno?
17. ¢(Qué numero multiplicado por 3 es 40 unidades menor que su
cuadrado?
18. Calcula tres numeros consecutivos cuya suma de cuadrados es 365
19. Dentro de 11 afios, la edad de Mario serd la mitad del cuadrado de la edad que
tenia hace 13 afios. ¢Qué edad tiene Mario?
20. Dos numeros naturales se diferencian en 2 unidades y la suma de sus cuadrados es
580. ¢ Cuadles son dichos numeros?
21. La suma de dos numeros es 5 y su producto es —84. ¢ De qué niumeros se trata?
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Unidad didactica 5. Sistemas

Maria quiere formar bandejas de un kilogramo con mazapanes
polvorones. Si los polvorones le cuestan a 5 euros el kilo y los
mazapanes a 7 euros el kilo, y quiere que el precio de cada bandeja sea
de 6 euros, é¢qué cantidad deberd poner de cada producto? Si quiere
formar 25 bandejas, ¢ Qué cantidad de polvorones y de mazapanes va a
necesitar?

Determina los catetos de un tridngulo rectdngulo cuya sumaes 7 cmy
la hipotenusa de dicho tridngulo mide 5 cm.

El producto de dos numeros es 4 y la suma de sus cuadrados 17. Calcula dichos
nameros

La suma de dos numeros es 20. El doble del primero mas el triple del segundo es
45. iDe qué numeros se trata?

En un garaje hay 30 vehiculos entre coches y motos. Si
en total hay 100 ruedas, ¢ cuantos coches y motos hay en
el garaje?

La edad actual de Pedro es el doble de la de Raquel.
Dentro de 10 afios, sus edades sumaran 65. ¢Cuantos
anos tienen actualmente Pedro y Raquel?

En mi clase hay 35 personas. Nos han regalado a cada

chica 2 boligrafos y a cada chico 1 cuaderno. Si en total
habia 55 regalos. ¢ Cuantos chicos y chicas somos en clase?

Entre mi abuelo y mi hermano tienen 56 afios. Si mi abuelo tiene 50 afios mas que

mi hermano, iqué edad tiene cada uno?

Dos bocadillos y un refresco cuestan 5€. Tres bocadillos y
dos refrescos cuestan 8€. ¢Cual es el precio del bocadillo
y el refresco?

En una granja hay pollos y vacas. Si se cuentan las
cabezas, son 50. Si se cuentan las patas, son 134.
¢Cuantos pollos y vacas hay en la granja?

Un rectangulo tiene un perimetro de 172 metros. Si el
largo es 22 metros mayor que el ancho, écudles son las dimensiones del
rectangulo?

En una bolsa hay monedas de 1€ y 2€. Si en total hay 40 monedas y 53€, {cuantas
monedas de cada valor hay en la bolsa?

En una pelea entre arafas y avispas, hay 70 cabezas y 488 patas.
Sabiendo que una arafa tiene 8 patas y una avispa 6, écudntas
moscas y aranas hay en la pelea?

Una clase tiene 32 estudiantes, y el nimero de alumnos es triple
al de alumnas, écudntos chicos y chicas hay?

. Yolanda tiene 6 afios mas que su hermano Pablo, y su madre
tiene 50 anos. Dentro de 2 afios la edad de la madre serd doble
de la suma de las edades de sus hijos, ¢ Qué edades tiene?
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Unidad didactica 6. Geometria

Unidad Didactica 6 Geometria
1. LUGARES GEOMETRICOS

Muchas veces definimos una figura geométrica como los puntos del plano que
cumplen una determinada condicién. Decimos entonces que es un lugar geométrico
del plano.

? 1.1. La circunferencia
La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya distancia a un punto del mismo (el centro) es un valor
determinado (el radio).

Todos los puntos de la circunferencia tienen una distancia igual al radio
(r) del centro (0).

1.2. Mediatriz de un segmento

La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de los extremos del mismo.

Un punto P de la mediatriz verifica que estd a la misma distancia de A
gue de B. Cualquier otro punto que lo cumpla pertenece a la mediatriz.

La mediatriz es una recta perpendicular al segmento y pasa por el
punto medio del mismo.

1.3. Bisectriz de un angulo

Dado un angulo delimitado por dos rectas, la bisectriz del
angulo es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de las mismas.

Un punto P de la bisectriz verifica que esta a la misma distancia de
las dos rectas que forman el angulo. Cualquier otro punto que lo
cumpla pertenece a la bisectriz.

La bisectriz pasa por el vértice del angulo y divide a éste en dos angulos iguales.
Actividades propuestas

1. Un agricultor encuentra en su campo una bomba de la Guerra Civil. Las autoridades
establecen una distancia de seguridad de 50 metros. ¢Como se debe acordonar la
zona?

2. Un juego de dos participantes consiste en que se sitlan a una distancia de dos
metros entre si y se ponen varias banderas a la misma distancia de ambos. La
primera a 5 metros, la segunda a 10 metros, la tercera a 15 y asi sucesivamente.
éSobre qué linea imaginaria estarian situadas las banderas?

3. Cuando en una acampada se sientan alrededor del fuego lo hacen formando un
circulo. ¢Por qué?

4. Utiliza regla y compds para dibujar la bisectriz de un angulo y la mediatriz de un
segmento.
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1.4. Rectas y puntos notables de un triangulo

Recuerda que:

En cualquier tridngulo podemos encontrar sus mediatrices, bisectrices, alturas y medianas.

Mediatrices. Circuncentro.

Circuncentro O

Medistriz

f,.r’BC

Las mediatrices se cortan en el circuncentro.

El circuncentro esta a la misma distancia de los
tres vértices. Es el centro de la circunferencia
circunscrita.

Alturas. Ortocentro.

Altura
desde A

/ Alguras desde B

Ortocentro H

Las alturas son las perpendiculares a un lado
trazadas desde el vértice opuesto. Se cortan en el
ortocentro.

Autores: ANA ZARCO y Pedro Luis Suberviola
LibrosMareaVerde.tk

Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF

Bisectrices. Incentro.

Incentro |

Bisectriz del

Bisectriz del
angulo C

Las bisectrices se cortan en el Incentro.
El incentro esta a la misma distancia de los tres
lados. Es el centro de la circunferencia inscrita.

Medianas. Baricentro.

Baricentro M

Las medianas son las rectas que pasan por un
vértice y por el punto medio del lado opuesto.
Dividen al tridngulo en dos tridngulos de igual
area.

Se cortan en el baricentro. La distancia del mismo
a cada vértice es el doble de su distancia al punto
medio del lado opuesto correspondiente.

www.apuntesma reaverde.org.es
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Si la mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los
extremos del segmento, cada mediatriz de un tridngulo equidistara de dos de los vértices del
triangulo y es la mediatriz de uno de sus lados. Las tres mediatrices se cortan en un punto, el
circuncentro, que, por tanto, distard lo mismo de cada uno de los tres vértices del tridngulo, y
es el centro de una circunferencia circunscrita al tridngulo, que pasa por sus tres vértices.

Si la bisectriz de un dangulo equidista de los lados del angulo, ahora cada una de las tres
bisectrices de un triangulo equidistara de dos de los lados del tridngulo. Las tres bisectrices se
cortan en un punto, el incentro, que, por tanto, equidista de los tres lados del triangulo y es el
centro de la circunferencia inscrita al tridngulo.

En cualquier tridngulo el circuncentro, ortocentro y baricentro estan sobre una misma linea
recta, a la que se denomina Recta de Euler. Esta recta contiene otros puntos notables. El
incentro esta en dicha recta sélo si el triangulo es isdsceles.
Actividades propuestas
5. Dibuja en tu cuaderno un triangulo de lados 7, 6 y 4 cm. Traza en él las
circunferencias inscritas y circunscritas.

6. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo de lado 8 cm y angulos adyacentes al mismo de
409 y 302. Encuentra su ortocentro y su baricentro.

7. Dibuja en tu cuaderno un tridngulo con un angulo de 402 comprendido entre dos
lados de 6 y 4 cm. Obtén su circuncentro y su incentro.

8. ¢Qué pasa con las rectas y los puntos notables en un tridngulo equildtero?

9. Dibuja un triangulo isdsceles con el angulo desigual de 402. Traza las rectas
notables para el lado desigual y para uno de los lados iguales. ¢ Qué pasa?

10. Una hormiga anda por una mediana de un tridangulo partiendo del vértice. Cuando
llega al baricentro ha recorrido 8 centimetros. ¢Qué distancia le falta para llegar al
punto medio del lado opuesto al vértice de donde partid?

11. Queremos situar una farola en una plaza triangular. ¢ Donde la pondriamos?

12. Tenemos un campo triangular sin vallar y queremos atar una cabra de forma que no
salga del campo pero que acceda al maximo de pasto posible. ¢Dénde pondriamos
el poste?

13. A Yaiza y a su hermano Aitor les encanta la tarta. Su madre les ha hecho una
triangular. Yaiza la tiene que cortar pero Aitor elegird primero su pedazo. éCémo
deberia cortar Yaiza la tarta?

14. El ortocentro de un tridngulo rectangulo, ¢édénde esta?

15. Comprueba que el circuncentro de un tridangulo rectangulo esta siempre en el
punto medio de la hipotenusa.

16. El baricentro es el centro de gravedad. Construye un triangulo de cartulina y dibuja
su baricentro. Si pones el triangulo horizontalmente en el aire sélo sujetado por la
punta de un lapiz en el baricentro comprobaras que se sujeta.

17. Calcula el lado de un triangulo equildtero inscrito en una circunferencia de 10 cm
de radio. [Ayuda: Aplica que en este caso el circuncentro coincide con el baricentro
y que éste Ultimo esta al doble de distancia del vértice que del lado opuesto.]

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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1.5. Uso de Geogebra para el estudio de los puntos y rectas
notables de un triangulo

Se utiliza el programa Geogebra para determinar el circuncentro, el incentro y el baricentro de
un tridngulo, estudiar sus propiedades y dibujar la recta de Euler.

Actividades resueltas

Una vez abierto el programa en la opcidn del menu Visualiza, oculta Ejes y activa Cuadricula.

Circuncentro:
+« Dibuja las tres mediatrices de un tridngulo y determina su circuncentro.

e Define tres puntos A, Dy E, observa que el programa los
define como A, By C, utiliza el botén derecho del ratén vy la
opciéon Renombra para cambiar el nombre.

e Con la herramienta Poligono activada dibuja el tridngulo
gue tiene por vértices estos puntos. Observa que cada lado
tiene la misma letra que el dngulo opuesto con minuscula.

e Con la herramienta Mediatriz dibuja las mediatrices de
dos lados, los segmentos ay d.

e Determina con Interseccion de dos objetos el punto
comun de estas rectas y con Renombra llamalo C. Dicho
punto es el circuncentro del tridangulo.

e Dibuja la Mediatriz del segmento e y observa que pasa por el punto C.

e Activa circunferencia por centro y punto que cruza para dibujar la circunferencia
circunscrita al tridangulo.

e Utiliza el Puntero para desplazar los vértices A, D o E y comprobar que la circunferencia
permanece circunscrita al tridngulo.

Ortocentro:

+ Dibuja las tres alturas de un tridngulo y
determina su ortocentro.
e En el mismo tridngulo cambia el color de las
mediatrices y la circunferencia situandote con el
ratén sobre el trazo o sobre su ecuacién y con el
botén derecho elige en Propiedades, Color un azul
muy proximo al blanco.
e Dibuja dos alturas con la herramienta Recta
Perpendicular. Observa que el programa te pide que
el punto por el que vas a trazarla y la recta o el
segmento respecto al que es perpendicular.
e Determina con Interseccion de dos objetos el ortocentro como el punto de corte de las dos
alturas y con Renombra denominalo O.
e Dibuja la tercera altura y comprueba que pasa por el ortocentro, desplazando con el
Puntero los vértices del tridangulo.

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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Incentro:

+ Dibuja las tres bisectrices de un
triangulo y determina su incentro.
e Cambia el color de las alturas como en la
construccion anterior, ahora con color rosa palido.
e Con Ila herramienta Bisectriz dibuja dos
bisectrices. Observa que para determinar Ia
bisectriz de un angulo es suficiente sefalar tres
puntos que pueden ser los vértices del triangulo en
el orden adecuado.
e Determina el incentro con Interseccion de dos
objetos como el punto de corte de las dos
bisectrices y con Renombra denominalo /.
e Dibuja la tercera bisectriz y comprueba que
siempre pasa por el incentro, desplazando con el

Puntero los vértices del tridangulo.

e Traza desde el punto / una Recta perpendicular a uno
de los lados y con Interseccion de dos objetos calcula el
punto de corte entre esta recta y el lado del tridngulo y
con Renombra lldmalo M.

e Activa Circunferencia por centro y punto que cruza
para dibujar con centro en / y radio el segmento /M la
circunferencia inscrita al tridngulo.

e Desplaza con el puntero los vértices del triangulo para
comprobar que la circunferencia permanece inscrita al
triangulo.

Baricentro:

+ Dibuja las tres medianas de un tridngulo y
determina su baricentro.

e Cambia el color de las bisectrices, del punto My de
la circunferencia inscrita, con gris muy palido, como en
las construcciones anteriores.

e Con la herramienta Punto medio o centro calcula
los puntos medios de dos lados. Si el programa
nombra alguno con la letra B, utiliza Renombra para
llamarlo H.

e Con la herramienta Segmento entre dos puntos e
dibuja dos medianas y con Interseccion de dos
objetos, su punto de corte, el baricentro, que
llamaras B.

e Traza la tercera mediana y verifica que el
baricentro pertenece a este segmento desplazando
con el Puntero los vértices del tridngulo.

e Activa Segmento entre dos puntos y determina
los dos segmentos determinados por el baricentro
en una de las medianas.

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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e Activa Distancia para medir estos segmentos.

e Desplaza los vértices del triangulo con el Puntero y observa la relacidén que existe entre las
medidas realizadas.

Recta de Euler
+ Dibuja la recta que pasa por el circuncentro y el ortocentro.

e Cambia el color de las medianas, de los puntos medios
de los lados y de los dos segmentos de la mediana, con
amarillo muy palido.

e Con la herramienta Recta que pasa por dos puntos
dibuja la recta de Euler que pasa por el circuncentro y

el ortocentro y utiliza Renombra
para llamarla Euler. Comprueba que
el baricentro pertenece a la recta
de Euler y que el incentro no

siempre pertenece.

Actividades propuestas
18. Repite las actividades resueltas con Geogebra. Modifica a tu gusto colores y lineas.

19. Mueve uno de los vértices originales del triangulo e indica qué cosas permanecen
invariantes.

20. Comprueba que se verifican las propiedades de circuncentro, como centro de la
circunferencia circunscrita, del incentro, como centro de la circunferencia inscrita.

21. En baricentro divide a la mediana en dos parte, siendo una dos tercios de la otra.
Compruébalo.

22. La recta de Euler pasa por el circuncentro, el baricentro y el ortocentro, y qué el
incentro no siempre pertenece a la recta de Euler. ¢Cédmo debe ser el triangulo para
gue pertenezca?

23. Mueve los vértices del triangulo para determinar si es posible que sus cuatro
puntos notables coincidan.

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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2. SEMEJANZA

2.1. Figuras semejantes

Dos figuras semejantes tienen la misma forma. Es muy util saber
reconocer la semejanza para poder estudiar una figura e inferir asi
propiedades de una figura semejante a ella que es mas grande o

inaccesible. La semejanza conserva los angulos y mantiene la

proporcidn entre las distancias.

Dos poligonos son semejantes si sus lados son proporcionales y sus angulos son
iguales.

2.2. Triangulos semejantes. Criterios de semejanza.

Dos triangulos son semejantes tienen todos los angulos iguales y los lados
proporcionales.

Para reconocer dos triangulos semejantes no es necesario conocer todos los lados y
angulos, es suficiente con que se cumpla alguno de los siguientes criterios de
semejanza.

Dos tridngulos son semejantes si:
Primero: Tienen dos angulos iguales.
Segundo: Tienen los tres lados proporcionales.
Tercero: Tienen dos lados proporcionales y el angulo que forman es igual.

La demostracién se basa en los criterios de igualdad de tridangulos. Ya sabes que dos
tridngulos son iguales si tienen sus tres lados iguales y sus tres angulos iguales, pero no
es necesario que se verifiquen esas seis igualdades para que lo sean. Basta por ejemplo
que tengan un lado y dos angulos iguales. Asi, se puede construir un tridngulo igual a
uno de los dados en posicion Tales con el segundo y deducir la semejanza.

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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Ejemplo
A A
A
A 700 A _
600 500
B C 60° 507 B 5 (&
B © B 10 c

Actividades propuestas
24. Indica si son semejantes los siguientes pares de tridngulos:

a) Un angulo de 802 y otro de 402. Un angulo de 802 y otro de 60°.

b) Tridngulo isésceles con angulo desigual de 709. Triangulo isdsceles con dngulo igual
de 509.

c)A=309, b=7cm,c=9cm.A’=309,b'=3.5cm, ¢’ =4.5cm

d)a=4cm,b=5cm,c=7cm.a’=10cm, b’=12.5cm, ¢’=24.5cm

25. Calcula el valor desconocido para que los tridngulos sean semejantes:

a)a=9cm,b=6cm,c=12cm.a'=6cm, b'=4cm, éc”?

b)A=452, b=8cm,c=4cm.A’=45%,b'=8cm, éa?

26. Un tridngulo tiene lados de 6 cm, 7 cm y 7 cm. Un tridngulo semejante a él tiene un
perimetro de 60 cm. ¢ Cudnto miden sus lados?

2.3. Triangulos en posicion de Tales

Decimos que dos triangulos estan en posicion de

Tales cuando dos de los lados de cada uno estan
sobre las mismas rectas y los otros lados son
paralelos.

Los angulos son iguales. Uno porque es el mismo.

Los otros por estar formados por rectas paralelas.

Por lo tanto, por el primer criterio de semejanza de
tridngulos, los tridngulos son proporcionales y se

cumple:
A'B' _B'C' _A'C
AB BC AC
Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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2.4. Teorema de Tales

son cortadas por varias rectas paralelas.

En la segunda figura se puede apreciar cdmo se

por lo tanto se establece que:
A'B'_B'C'_AC
AB BC AC

Observacidn: En este caso no relacionamos los
segmentos AA', BB'y CC' que se forman sobre los
lados paralelos.

Actividades propuestas

27. Calcula los valores de x e y en las siguientes figuras.

El teorema de Tales establece una relacién entre los
segmentos formados cuando dos rectas cualesquiera

forman en este caso tres tridngulos semejantes y que

a)
24 cm

b)

\

8cm

4cm

28. Un poste muy alto se sujeta con cables de acero que van de su extremo superior al
suelo. La distancia del anclaje de uno de los cables a la base del poste es 6 metros.
Ponemos una barra de 120 centimetros de forma que esta perpendicular al suelo y
justo toca el suelo y el cable. Su distancia al anclaje del cable es 90 centimetros.
Calcula la longitud del poste y la longitud del cable de acero.

29. Maria mide 160 cm. Su sombra mide 90 cm. En ese mismo instante se mide la
sombra de un edificio y mide 7,2 m. {Cuanto mide el edificio?

30. Calcula las longitudes que se indican:

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola
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3. ANGULOS, LONGITUDES Y AREAS
3.1. Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectangulo, la hipotenusa al cuadrado es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos.

22 2
h” =c; +c,

€2 ' Utilizando el teorema de Pitdgoras podemos obtener el valor de la
hipotenusa de un triangulo rectangulo si conocemos lo que miden

los catetos: h = 1/cf + c22 , 0 también podemos obtener el valor de

cl un cateto a partir de los valores de la hipotenusa y del otro cateto:
c, =4/h?—c;}
Ejemplo:

e Sjlos catetos de un tridngulo rectdngulo miden 10 cm y 24 cm, su hipotenusa
vale 26 cm, ya que:

h=+/10> +24% =+/100+576 =/676 =26 cm.

Interpretacion del teorema de Pitagoras

I-"'H.H-‘
I. .H‘"-\.H
/ 7
", K r
IIJ-’ Sy . /
d Fi — - r — — .I
e, r o
- ; I | r -
; .,

—
o

-"‘-._ s

¥

— o R

Si dibujamos un cuadrado de lado la hipotenusa h de un tridngulo rectangulo, su drea es h?
(ver el primer ejemplo de 1.1). Si dibujamos dos cuadrados de lados los catetos ¢, y ¢, de ese

. . . 2 .2 o . .
triangulo rectangulo, sus dreasson C;, C, . Entonces el teorema de Pitagoras dice que el drea

del primer cuadrado (cuadrado gris de la figura de la izquierda) es igual a la suma de las areas
de los otros dos (cuadrados azul claro y amarillo de la figura de la izquierda).

Existen mas de 367 demostraciones diferentes del Teorema de Pitagoras.

Una comprobacién grafica consiste en dibujar dos cuadrados iguales de lado la suma de los
catetos a y b (figuras del centro y de la derecha). En uno se dibujan los cuadrados de lado a y b,
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en amarillo y azul en el dibujo. En el otro el cuadrado de lado la hipotenusa (en gris en el
dibujo). Observa que quitando 4 tridngulos iguales al de partida nos queda que el cuadrado
gris es igual a la suma de los cuadrados amarillo y azul.

Por tanto:

31.

32.

02 + bZ — CZ
Actividades propuestas
¢Es posible encontrar un triangulo rectangulo cuyos catetos midan 5y 12 cm y su
hipotenusa 24 cm? Si tu respuesta es negativa, halla la medida de la hipotenusa de
un triangulo rectdngulo cuyos catetos miden 5 y 12 cm. Utiliza calculadora para
resolver esta actividad si te resulta necesaria.

Calcula la longitud de la hipotenusa de los siguientes triangulos rectangulos de
catetos:

a)écmy8cm b)dmy3m c)8dmy 15dm d) 13,6
kmy 21,4 km.

33. Calcula la longitud del cateto que falta en los siguientes tridangulos rectangulos de
hipotenusa y cateto:
a)26cmy 10cm b)17my8m c¢)37dmy35dm d) 14,7 kmy 5,9
km
K 34. Calcula el lado del cuadrado de la figura del margen:
5cm
> cm 35.  Calcula el drea de un tridngulo equilatero de lado 9
m.
5cm
36. Calcula el area de un hexdgono regular de lado 2
cm.

37.
38.
39.
40.

41.

42,

Calcula el volumen de un tetraedro regular de lado 7 dm.
Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 3 m.
Calcula la longitud de la diagonal de un rectangulo de base 15 cm y altura 8 cm.

Una porteria de futbol mide 7,32 m de ancho por 2,44 m de alto. El punto de
penalti estda a 10 metros. Calcula la distancia que recorre el baldn en:

a) Un tiro directo a la base del poste.
b) Un tiro directo a la escuadra.

Demuestra que el didmetro de un cuadrado de lado x es d = V2 x .

Demuestra que la altura de un tridangulo equildtero de lado x es ¢ = X .

V3
2
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3.2. Suma de angulos de un poligono

La suma de los angulos interiores de un tridngulo es 180°.

A+B+C=180°
» &
BAXA

"

o>

L N

A e

+»
-

La suma de los angulos interiores de un poligono de n lados es (n —2)-180¢9.

Para comprobarlo basta con trazar las diagonales de un poligono desde un vértice y lo
habremos dividido en tridngulos.

Por lo
tanto:
Poligono Suma de angulos Poligono Suma de angulos
Triangulo 18092 Cuadrilatero 1802 - 2 = 3602
Pentagono 18092 - 3 = 5409 Hexagono 1802 -4 =720°

Si el poligono de n lados es regular, todos los angulos interiores son iguales y para
calcular el valor de su angulo interior se divide entre n la suma de los angulos
interiores.

Ejemplo:

e Enun pentdgono la suma de los dngulos centrales es 180
-3 =5400.

) . 5400

A Por lo tanto el dngulo interior: B= =108°

5
A También es muy comun calcular el angulo central:

Actividades propuestas
43. Calcula los angulos central e interior del tridngulo equilatero, cuadrado, pentdgono
regular, hexagono regular y eneagono regular.

44, Justifica que un hexdagono regular se puede descomponer en 6 triangulos
equilateros.

45. Dos angulos de un tridangulo isdsceles miden 362 y 722, icuanto puede medir el
angulo que falta?
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46. Dos angulos de un trapecio isdsceles miden 1082 y 722, écuanto miden los angulos
que faltan?

47. ¢Cudnto mide la suma de los dngulos interiores de un decagono irregular?

3.3. Longitudes y areas de figuras poligonales

Recuerda que:

Cuadrado Rectangulo Romboide
| h
b b
Perimetro: P = 4/ Area: A = I* P=2b+2h A=b-h [2b+2a A=b-h
w2 : Poligono regular
Tridngulo Trapecio Rombo de n lados
b
d |
B
P=a+b+c Azbz;h P=a+B+b+cA=—B+b-h 1 Azd'TD P=n-/A=PZ;a

Actividades propuestas
48. Calcula el area y el perimetro de un trapecio isésceles de bases 50 cmy 26 cm y
altura 5 cm.

49. Calcula el area y perimetro de un trapecio rectangulo de bases 100 cm y 64 cm, y
de altura 77 cm.

50. Calcula el area y el perimetro de un trapecio isésceles de bases 100 cmy 60 cm y
lados laterales 29 cm.

51. Utiliza el teorema de Tales para determinar el area y el perimetro de la zona
sombreada de la figura.

52. Teniendo en cuenta que un hexdgono regular se puede dividir en seis tridngulos
equilateros (cuya altura es la apotema del hexagono regular), calcula el drea de un
hexagono regular de 5 cm de lado.

53. Queremos cubrir el plano con poligonos regulares de 100 cm?. Las Unicas opciones
posibles son el tridngulo equildtero, el cuadrado y el hexagono. Calcula cudl de
estas tres figuras tiene menor perimetro. ¢Qué animal aplica este resultado?
[Utiliza la relacion entre lado y altura de un tridangulo equildtero obtenida
anteriormente]
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3.4. Angulos de la circunferencia

Geometria

En una circunferencia tienen especial importancia los angulos centrales (tienen su vértice en el

centro de la circunferencia) y los angulos inscritos (tienen su vértice en un punto de la

circunferencia).

Angulo central

Angulo inscrito

Se verifica ademas que un angulo inscrito mide la mitad que un dngulo central que
abarca el mismo arco de circunferencia.

Demostracion de la propiedad

Debemos comprobar que el

angulo B eslamitad de A.

2B=A

Vamos a estudiar el
cuadrilatero BCOD y aplicar en
el ultimo paso que sus angulos
suman 36089.

BOy OD son radios de la
circunferencia. Por lo tanto

BDO es isésceles y éz y D son

iguales.

Lo mismo para B, y

Entonces C+l§ =

Ademas el dngulo O del

cuadrilatero mide 3602 — A.

B +(C+D)+ O =360e.
B+(B)+3602 — A=3602. 2
B=A

Actividades propuestas

Autores: ANA ZARCO y Pedro Luis Suberviola
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54. Tales observd que en cualquier triangulo
rectangulo el circuncentro siempre estaba en el punto
medio de la hipotenusa. Observa la figura y razona la
afirmacion.

55. Un angulo inscrito en la circunferencia que abarca
un didmetro es un angulo recto. éPor qué? Razona la
respuesta.

56. ¢En qué posiciones tiene un futbolista el mismo
angulo de tiro que desde el punto de penalti?

57. Otra demostracion. Intenta comprenderla. Trazamos un dangulo inscrito en la

circunferencia CAB que tenga un lado que pase por el centro O de la
circunferencia. Trazamos su central COB. El tridngulo OAC es isdsceles pues
dos de sus lados son radios de la circunferencia. Trazamos por O una recta
paralela a AC. El dngulo CAO es igual al angulo DOB pues tienen sus lados
paralelos. El angulo ACO es igual al angulo COD por alternos internos entre
paralelas, y es igual al angulo CAO por ser el triangulo isésceles. Por tanto el
central mide el doble que el angulo inscrito.

3.5. Longitudes y areas de figuras circulares

Ya sabes que:

El niumero n se define como el cociente entre la longitud de la circunferencia y su
diametro.

1t = Longitud de la circunferencia / Diametro

Ya sabes que es un numero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas. Una
aproximacién de m es 3,14, otra 3,1416, y otra 3,141592. Desde la antigliedad mas lejana hasta
hoy en dia los matematicos siguen investigando sobre él.

Si una circunferencia tiene un radio r, entonces su didmetro mide 2r, y su longitud, por
la definicion de i, mide 2-m-r.
Longitud de la circunferencia = 2-it-r.

Para calcular la longitud de un arco de circunferencia que abarca un dngulo de o grados,
debemos tener en cuenta que la circunferencia completa abarca un angulo de 360 2. Por tanto:

L=2-1t-r-a/360.
El drea del circulo es igual al producto del nimero 1t por el cuadrado del radio.
A=

El drea de una corona circular es igual al area del circulo mayor menos el area del
circulo menor.

A=m-R*—m-r’=m(R* - r’)
El area de un sector circular que abarca un angulo de n grados es igual a:

2
A =mr-n/360.

Para hallar el area del segmento circular restamos al area del sector circular el area del

triangulo.

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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En resumen

Longitud de la circunferencia

Area del circulo

Area de la corona circular

L=2-1t-r

A=m-r

A=n-R-n-r*=n-(R*-

1t es la razon entre el la longitud de una circunferencia y su diametro.
Es un nimero irracional, con infinitas cifras decimales no periddicas.

Una aproximacién de 1t es 3,14, otra 3,1416 y otra 3,141592

Longitud del arco de circunferencia

Area del sector circular

Area del trapecio circular

(T

_no%m-r?
360°

_nem-(R*=r?)
360°

Actividades resueltas

4+ La circunferencia de radio 5 cm tiene una

longitud L=2-1t.r=2-t:5 =10t~ 31,416.

%+ las ruedas de un carro miden 60 cm de

didmetro, y tienen 16 radios. La longitud del arco entre
cada radio es:

L=2-r-0/360 = 60-/16 ~ 11,78 cm.

# El drea de un circulo de radio 8 cm es A = 64 1t ~ 201,06 cm”. Y el de un circulo

del0cmderadioesA=m~

Autores: ANA ZARCO y Pedro Luis Suberviola
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El 4rea de un circulo de didmetro 10 m es A = 251 ~ 78,54 m®.
El drea de la corona circular formada por las circunferencias concéntricas de
radios 9 cm y 5 cm es igual a: A = -(R* — r?) = (9% — 5%) = (81 — 25) = 1:56 ~
175,93 cm’.
Para hallar el adrea del sector circular de radio 10 m que abarca un angulo de
909, calculamos el area del circulo completo: m10° = 100 m, y hallamos la
proporcién:

4 As=100m-90/360 = 251 ~ 78,54 m”.
Para hallar el area del segmento circular, restamos al drea anterior el area del
triangulo rectangulo de base 10 m vy altura 10 m, Ar = 10-10/2 = 50 m*. Luego el
area del segmento es:

A=As—Ar=78,54—50=28,54 m".

Actividades propuestas
58. Las circunferencias de tamafio real de la ilustracién
del margen tienen como radio, la menor 1 cm, la
siguiente, un poco mas oscura 2 cm, la clara siguiente 3
cm, y asi, aumenta un centimetro. Calcula las longitudes
de las 10 primeras circunferencias.

59. La Tierra es aproximadamente una esfera de radio
6.379 km. ¢ Cuanto mide el Ecuador?

60. Antiguamente se definia un metro como: “la diez millonésima parte del cuadrante

del meridiano terrestre que pasa por Paris”. Segun esta definicion, écuanto mide
(en metros) el didmetro terrestre?

61. Un faro gira describiendo un arco de 1709. A una distancia de 5 km, écudl es la

longitud del arco de circunferencia en el que se ve la luz?

62. Determina el area del tridngulo equilatero de 10 cm de radio.

63. Calcula el drea encerrada por una circunferencia de radio 9 cm.

64. Calcula el drea de la corona circular de radios 12

y5cm.

65. Calcula el area del sector circular y del segmento
circular de radio 6 cm y que forma un angulo de 609.

66. Calcula el area del sector de corona circular de
radios 25 cmy 18 cm y que forma un angulo de 609.

67. Calcula el area encerrada entre estos circulos de
5 cm de radio.

68. Queremos construir una rotonda para una

69. Una figura tipica de la arquitectura gética se dibuja a partir de

Li

carretera de 9 metros de ancho de forma que el circulo interior de la rotonda tenga
la misma area que la corona circular que forma la carretera. ¢ Qué radio debe tener
la rotonda?

un tridngulo equildtero trazando

arcos de circunferencia con centro
en cada uno de sus vértices y que

rviola Ilustraciones: Banco de Imagen
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pasan por los dos vértices restantes. Calcula el drea de una de estas figuras si se
construye a partir de un tridangulo equildtero de 2 metros de lado.

70. Calcula el drea y el perimetro de la figura formada por un triangulo equildtero de
8 cm de lado sobre el que se construye un sector circular.

Hay 5 circunferencias inscritas en una circunferencia de 12 cm de
radio tal como indica la figura. ¢ Cuanto vale el area sombreada?

Ques,

{Q\)\; riCo

area del queso esta visible?

73. A partir de un tridangulo rectangulo isésceles de 3 cm
de cateto construimos un sector circular. Calcula el cm

area de la figura.

3cm

Zem

75. Trazamos tres arcos circulares desde tres vértices de
un hexdgono de 5cm de lado. Calcula el area vy el
perimetro de la figura.

Autores: ANA ZARCO Yy Pedro Luis Suberviola
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71. Un queso cilindrico
tiene una base circular de
14cm de didmetro y una
etiqueta circular de 8 cm de
didmetro. Se corta una cuna
de 7092. {Qué area tiene el

trozo de etiqueta cortada?

72. De un queso de 18 cm de didmetro cortamos
una cufia de 509. La etiqueta tiene 7 cm de radio. ¢Qué

3cm

74. En dos rectas
qgue forman 602 se inscriben dos circunferencias
tangentes entre si. La primera tiene el centro a
2 centimetros del vértice y el radio de 1 centimetro. La
segunda tiene de radio 3 centimetros. {Cuanto vale el
area sombreada?

Ilustraciones: Banco de Imdgenes de INTEF
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.
1. La sombra de un edificio mide 15 m, y la del primer piso 2 m. Sabemos que la altura
de ese primer piso es de 3 m, ¢cuanto mide el edificio?

2. En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que aparece dibujado un
triangulo rectangulo ABC, de lados a = 60, b = 45
y ¢= 75, subdividido en 4 tridngulos rectangulos
menores ACD, CDE, DEF y EFB, y el escriba
calcula la longitud del lado AD como 27. ¢{Ha
utilizado la semejanza de tridngulos? ¢Cémo se
podria calcular? ¢Qué datos necesitas? Calcula
el area del tridngulo ABC y del triangulo ACD.
Determina la longitud de los segmentos CD, DE

y EF.
3. Demuestra que en dos triangulos semejantes las medianas son proporcionales.

4. Un triangulo rectangulo isdsceles tiene un cateto de longitud 7 cm, igual a la
hipotenusa de otro tridngulo semejante al primero. ¢Cuanto valen las areas de
ambos triangulos?

5. El mapa a escala 1:3000000 de un pueblo tiene un drea de 2500 cm?, écuanto mide
la superficie verdadera de dicho pueblo?

6. Uniendo los puntos medios de los lados de un tridangulo se obtiene otro triangulo.
¢Como son? ¢Qué relacidn hay entre sus perimetros? ¢Y entre sus areas?

7. Laalturay la base de un tridngulo rectangulo miden respectivamente 4y 7 cm; y es
semejante a otro de base 26 cm. Calcula la altura del nuevo tridangulo y las areas de
ambos.

Angulos, longitudes y areas
8. Construye un tridangulo conociendo la altura sobre el lado g, el lado a y el c.
9.

Calcula la longitud del lado de un octdgono regular inscrito en una circunferencia
de radio 5 cm.

10. Calcula la apotema de un hexagono regular lado 7 cm.
11. Calcula el 4drea de un circulo cuya circunferencia mide 50 cm.

12. Calcula la longitud de una circunferencia cuya circulo tiene una superficie de mide
2
50 cm”.

13. La Tierra da una vuelta cada 24 horas, ¢a qué velocidad se mueve un punto del
Ecuador?

14. i Qué relacién hay entre las areas un tridngulo inscrito en un circulo y la del circulo?

15. Los griegos conocian las dos siguientes posibles formas de construir un triangulo
rectangulo con sus tres lados de longitud un nimero natural, sin mas que dar
valores a n. Comprueba si se verifican para n = 1, 2, .... a) Catetos: 2n y n® — 1,
hipotenusa: n + 1. b) Catetos: 2n + 1y 2n” + 2n, hipotenusa: 2n* + 2n + 1.
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16. Al aumentar en 3 cm el lado de un cuadrado su drea aumenta 32 cm? ¢ Cuénto mide
el lado de dichos cuadrados?

17. Se quiere cubrir un terreno circular de 25 m de diametro con gravilla, echando 10
kg por cada metro cuadrado. ¢ Cuanta gravilla se necesita?

18. Una escalera de 4 m de longitud estd apoyada sobre una pared. El pie de la
escalera dista 1,5 m de la pared. ¢Qué altura alcanza la escalera sobre la pared?

19. Calcula el area de la circunferencia circunscrita a un rectangulo de lados 7y 9 cm.

20. Calcula el area de un hexagono regular de 3 cm de lado. Prolonga los lados del
hexagono y dibuja un hexagono estrellado. Calcula su area.

21. La seiial de trafico de STOP tiene forma de octégono regular. Su altura mide 90 cm,
y su lado 37 cm, écudnto mide su superficie?

22. Calcula el drea de un triangulo equildtero de lado 10 cm.
23. Calcula el drea de un hexagono regular de perimetro 60 cm.

24. Calcula el drea de un trapecio isosceles de base menor 5 cm, lado 3 cm y altura 4
cm.

25. Calcula el area de un trapecio isdsceles de bases 8 y 6 cm y lado 3 cm.

26. Calcula el area y el perimetro de un rectangulo de lado 4 cm y diagonal 7 cm.

27. Calcula el area y el perimetro de un cuadrado de diagonal 9 cm.

28. Calcula el area y el perimetro de un triangulo isésceles de base 8 cm y altura 6 cm.
29. Un tridngulo mide de altura mty de base i + 1. ¢ Es rectangulo?

30. Dibuja un tridangulo rectangulo isdsceles de catetos de longitud 1, écuanto mide la
hipotenusa? Tomando dicha hipotenusa como cateto y con el otro cateto igual a 1
dibuja un nuevo tridngulo rectdngulo. ¢Cudnto mide la nueva hipotenusa?
Continua el proceso 4 veces, éicuanto mide la ultima hipotenusa?

31. Dibuja un triangulo rectdngulo de catetos de longitud 1 y 2 cm, écudnto mide la
hipotenusa? Tomando dicha hipotenusa como cateto y con el otro cateto de
longitud 1 cm dibuja un nuevo tridngulo rectangulo. ¢(Cuanto mide la nueva
hipotenusa? Continua el proceso 3 veces, icuanto mide la ultima hipotenusa?

32. Calcula la altura de una piramide regular cuadrangular de lado de la base 10 m y de
arista 15 m.

33. Calcula la generatriz de un cono de radio de la base 5 m y de altura 7 m.

34. Dos ascetas hindues viven en lo alto de un acantilado de 10 m de altura cuyo pié
estd a 200 metros del pueblo mas cercano. Uno de los ascetas baja del acantilado y
va al pueblo. El otro, que es mago, asciende una distancia x y viaja volando en linea
recta al pueblo. Ambos recorren la misma distancia. ¢Cudnto ha ascendido el
mago?

35. ¢Cuanto mide la arista de la base de la pirdmide de Keops si mide 138 m de alturay
227 m de arista?
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Unidad Didactica 7 Funciones y graficas
1. FUNCIONES REALES

1.1. Concepto de funcidn

Una funcion es una relacién o correspondencia entre dos magnitudes, tales que a cada valor de la variable
independiente, x, le corresponde un solo valor de la dependiente, y.

Para indicar que la variable (y) depende o es funcion de otra, (x), se usa la notacion y = f(x), que se lee “y es
funcion de x”.

Las funciones son como madquinas a las que se les mete un elemento, x, y devuelve otro valor,
y = f(x). Por ejemplo, en la funcidn f(x) = X%, se introduce valores de x, y nos devuelve sus
cuadrados.

Es MUY IMPORTANTE que tengamos un solo valor de y (variable dependiente) para cada valor
de x (variable independiente). En caso contrario no tenemos una funcién.

Las funciones se introdujeron para estudiar procesos. Si haciendo lo mismo nos pueden salir
cosas distintas, no se puede estudiar del mismo modo.

Ejemplos:

Pensemos en la factura de teléfono. Si sabemos cudntos minutos hemos hablado
(suponiendo, claro, que cuesten lo mismo todos) también sabemos cudnto nos toca
pagar. El dinero que pagamos es funcion del tiempo.

Vamos al casino y apostamos a rojo o negro. Si apostamos un euro, podemos ganar dos o
no ganar nada. Si decimos cudnto apostamos no sabemos cudnto vamos a ganar. Por
tanto, las ganancias en un casino NO son una funcidn de la apuesta.

Actividades resueltas

Indica si las siguientes situaciones representan una funcién o no
a) El espacio recorrido por un coche y el tiempo.
b) Las ganancias en la Bolsa en funcién de lo invertido.

c) Elcuadrado de un nimero.

Solucion:
Son funciones la a) y la c). La b) no lo es porque no sabemos cuanto ganamos.

PROFESORA: ANA ZARCO n
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1.2. Grafica de una funcion

En muchas ocasiones, la manera mas sencilla de ver cdmo se comporta una funcion es
dibujarla en el plano cartesiano. Vamos a recordar muy brevemente qué era el plano
cartesiano (cartesiano, viene de Cartesio, que era el nombre con el que firmaba su inventor,
Reneée Descartes).

Un sistema de referencia cartesiano consiste en dos rectas numéricas perpendiculares,
llamadas ejes. El punto en el que se cortan los ejes es el origen del sistema, también
llamado origen de coordenadas.

Normalmente lo representamos con un eje
vertical y el otro horizontal. Al eje horizontal lo )

denominamos eje de abscisas o también eje X y [Ortnacas
al vertical eje de ordenadas o eje Y. :

¥

Segundo cuadrante Primer cuadrante
Al cortarse los dos ejes, el plano queda dividido en 2] 7
cuatro zonas, que se conocen como cuadrantes: 3
N
- Primer cuadrante: Zona superior derecha N — L ek

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 L] 7

- Segundo cuadrante: Zona superior izquierda

Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

- Tercer cuadrante: Zona inferior izquierda

-3

- Cuarto cuadrante: Zona inferior derecha. Sistema de referencia cartesiano

Para representar puntos, sélo hay que recordar que la primera componente (o abscisa) es x,
por lo que debe ir al eje X (eje de abscisas). La segunda componente (u ordenada) es y, por
tanto va al eje Y (eje de ordenadas).

El sentido positivo es a la derecha y arriba. Si alguna de las componentes es negativa, entonces
se coloca en sentido contrario.

Para representar una grafica, lo que debemos hacer es simplemente tomar valores (x, y) o, lo
que es lo mismo (x, f(x)) puesto que y = f(x). Luego los unimos, bien con lineas rectas, bien
ajustando “a 0jo” una linea curva. Naturalmente, ahora nos aparecen dos cuestiones:

e (Cuantos valores hay que dar?

e ¢Qué valores le damos?

En general, no hay una respuesta clara a esas preguntas, aparte de la obvia “cuanto mas,
mejor”. Si una grafica se dibuja con ordenador, normalmente se le da un intervalo y el nimero
de valores que queremos que represente. Tipicamente, un ordenador da MUCHOS valores:
500, 1000, ....

PROFESORA: ANA ZARCO ﬂ
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Ejemplo:

[ 2 . L .
Dibujamos la funcion Y=X en el intervalo [-2, 2] con un ordenador (este dibujo estd
hecho con el programa Octave, que es cédigo abierto y puedes descargar libremente).

Hacemos dos graficas, una dando 5 valores y la otra 500. Observa la diferencia entre los dos
dibujos. Observa también que el ordenador une los puntos con segmentos de rectas.

Dibujo con & valores Dibujo con 500 valores

4 ——————————— 4y ————————————

35T

05

0
25 105 0 05 1 185 2 2 1A 1 05 0 05 1T 15
Actividad resuelta

Dibujar la funcion

En el capitulo siguiente indicaremos los valores que es recomendable tomar. De
momento, nos limitaremos a dar unos pocos y unir puntos. Por ninguna razén en especial,
tomamos —3, —1, 0, 1 y 3. Recordemos que al sustituir se usan SIEMPRE paréntesis. Es

2
obligatorio en el caso de que el valor de x sea negativo. Asi, (—3) +1=10. obtenemos

entonces la tabla de valores y basta unir los puntos (dandoles “a o0jo” un poco de curva).

-3 10
-1 2
0 1
1 2 :'J
55 43 20| 123 48 878
3 10 Una cuestion a resefiar de las graficas es el hecho de que,
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directamente a partir de un dibujo podemos ver si corresponde a una funcién o no. Para verlo,
basta fijarse en si a alglin valor de x le corresponde mas de un valor de y. Si NO lo hay, es una
funcién. Observamos que el ejemplo anterior es una funcion.

Actividad resuelta

Indica cudles de las siguientes representaciones corresponden a la grdfica de una funcion:

a) b)

La grafica a) es una funcion. La grafica b) NO lo es porque, por ejemplo, para x = 0 hay dos
valores de y.

Actividad propuesta
1. De las siguientes graficas indica cudles de ellas corresponden a funciones.

a) b)

c) d)
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1.3. Diferentes maneras de expresar una funcion

Recordemos, una vez mas, que una funcién es la descripcién de cdmo se relacionan dos
magnitudes. Asi pues, esta descripcidn la podemos saber de varias maneras.

Funciones dadas por tablas

Probablemente, la manera mas sencilla en la que se puede dar una funcién es con una tabla de
valores. Es ademas la manera mads experimental: observamos un proceso y medimos las
cantidades que nos salen. Asi tenemos una idea de cdmo se relacionan.

Dibujar su grafica no puede ser mas sencillo. Basta poner los puntos y, en su caso, unirlos.
Ejemplo:

Soltamos una pelota desde 10 m de altura y medimos el espacio recorrido (en sequndos).
Obtenemos entonces la tabla siguiente:

Espacio (m)

0 0,2 0,5 0,8 1 1,2 1,4 1,43

Tiempo (s) 0 0,2 1,13 3,14 4,9 7,06 9,16 10,00

Es muy sencillo dibujar su grafica. Basta representar los puntos y

unirlos (esta grafica esta hecha con el programa Geogebra, también 10 ((:-:3511‘2)
de cdédigo abierto): o
_ ) ] 1 12 7.08)

Date cuenta que tiene sentido “rellenar” el espacio entre puntos. Aunque
no lo hayamos medido, la pelota no puede teletransportarse, por lo que 6+
seguro se puede hablar de dénde esta en el instante 0,7, por ejemplo. Y i i
obviamente, el espacio recorrido estara entre 1,13 (que corresponde a 0,5 “1 (0.8, 3.14)
segundos) y 3,14 (que corresponde a 0,8 segundos).

1 J05, 1.13)
La cuestidn que nos planteamos es la siguiente: ées siempre asi?, o L/02,02)
épuede haber funciones donde NO TENGA SENTIDO poner valores ~5 (0 0)]o 2 %
intermedios?

A poco que pienses, te daras cuenta de que si las hay. Veamos un ejemplo:
Ejemplo:

En una libreria, han puesto la siguiente tabla con el precio de las fotocopias, dependiendo
del numero de copias:

N2 de copias

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,2 0,24 0,28

Precio (euros)
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03 Se puede construir la

(7. 0.26)

o020 representacion grafica dibujando
L]
Je02 602 estos puntos.

(3,015
L

La cuestidn de si podemos

201
i dibujar puntos intermedios entre
(1, 0.05)

° los anteriores se responde por si
o0 J(0. 0)

] 1 2 3 K 5 5 7 sola.

No se pueden hacer 1,5 copias.
Solamente puedes hacer un nimero entero de copias.
Por tanto, no tiene sentido plantearse siquiera dar valores intermedios ni dibujarlos.

Funciones dadas por una expresion

En muchisimas ocasiones, sabemos suficiente de la relacion entre dos magnitudes como para
conocer exactamente una expresion que las relaciona. Vamos a empezar con un ejemplo.

Ejemplo:

Supongamos que el salario de un comerciante es de 700 euros fijos mds el 15 % de las
ventas. Se supone que si no venda nada solamente ganard 700 €. Esto significa que el
salario f(x) para unas ventas x viene dado por la expresion:

La grafica de esta funcidn es:

3500

3000
Fijate que no tiene sentido

representar puntos en el segundo
cuadrante pues no puede hacer un

1500 . .
/ ndmero negativo de ventas.
1000

- Las graduaciones que se toman en

los ejes no siempre tienen que ir de
=500 O 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 S50 1 en 1
=500

2500

2000

-1000

Actividades propuestas

2. Un ciclista bebe 1/2 litro de agua cada 10 km de recorrido. Si en el coche de
equipo llevan un bidén de 40 litros, haz una tabla que indique su variacién y
escribe la funcién que la representa.

3. Un ciclista participa en una carrera recorriendo 3 km cada minuto. Teniendo en
cuenta que no partié del origen sino 2 km por detrds representa en una tabla el
recorrido durante los tres primeros minutos. Escribe la funcidon que expresa los
kildmetros en funcién del tiempo en minutos y dibujala.
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Funciones definidas a trozos

Piensa en la siguiente situacion para la tarifa de un teléfono mavil. Se paga un fijo de 10 €
al mes y con eso son gratis los 500 primeros minutos. A partir de alli, se paga a 5
céntimos por minuto.

Es evidente que es diferente el comportamiento antes de 500 minutos y después.

Una funcidn definida a trozos es aquella que viene dada por una expresion distinta
para diferentes intervalos.

En el ejemplo del mévil, la factura viene dada por
( )_ 10 si x <500
10+0,05-(x—500) si x>500"

Veamos brevemente por qué. Para valores menores que 500, el gasto es siempre 10 €. Para

valores mayores, los minutos que gastamos POR ENCIMA DE 500 son (x—500) y por tanto lo

que pagamos por los minutos es 10 + 0,05 - (x — 500), pues lo medimos en euros. Hay que
sumarle los 10 € que pagamos de fijo.

Actividades propuestas
4. Representa las siguientes funciones a trozos. Se indican los valores que has de
tomar para la variable x.

x-1 si  x<-3
a). f{(x)=q—x+1 si —-3<x<0 Puntos: —5; -3,1; -3; -1; -0,1; 0; 1.
3 si 0<x

X+3 si X< -2
b). g(x)=9 3 si —-2<x<l1 Puntos: —3; -2,1; =2; 0; 0,9; 1; 4; 9.
2 si 1<x

PROFESORA: ANA ZARCO 104



Unidad didactica 7. Funciones y graficas

1.4. Dominio y recorrido de una funciéon

Hasta ahora, no nos hemos preocupado de qué valores pueden tener la x y la y. Pero es
evidente que no siempre pueden tomar todos los valores de la recta real. Por ejemplo, si una
funcién nos da la altura con respecto del peso no vamos a poder tener valores negativos. Para
ello existen los conceptos de dominio y recorrido.

El dominio de una funcién es el conjunto de valores que la variable independiente (x)
puede tomar. Se escribe Dom f o Dom(f).

El recorrido, rango o imagen de una funcidn es el conjunto de valores que la variable
dependiente (y) puede tomar. Se escribe Rgf o Rg(f). También Im f o Im(f).

El dominio de una funcién que viene dada por un polinomio es el conjunto de los nimeros
reales.

Normalmente, el recorrido es mas directo de calcular. Simplemente, miramos la grafica y
vemos qué valores puede tomar la variable dependiente (y).

El dominio suele ser un asunto bastante mds complicado. En general, existen dos razones por
las que un valor de x NO pertenezca al dominio.

1. La funcién no tiene sentido para esos valores. Por ejemplo, si tenemos una funcidon que
represente el consumo de electricidad a cada hora del dia, es evidente que x debe estar
entre 0 y 24. jiUn dia tiene 24 horas!! De ninguna manera podemos hablar siquiera de lo
gue hemos gastado la hora 25.

2. La operacién que nos da f(x) no puede hacerse. Por ejemplo, no se puede dividir entre O,
1

por lo que la funcién f(X)=— tiene como dominio el conjunto {X eR; X # 0}, es decir
X

(— oo,O)U (0,-|—oo).

El primer caso viene dado por la aplicacidn practica y nuestro sentido comun. El segundo es el
que tiene mas dificultad y por eso vamos a dedicarle un poco mas de tiempo.
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Calculo de dominios

Existen dos operaciones que NO estan permitidas.

a. Dividir entre 0.

b. Hacer raices cuadradas o de indice par de numeros negativos. Ten en cuenta que la raiz
cuadrada de 0 Si esta definida (vale 0).

En capitulos futuros veremos alguna operacién mas, pero por ahora, sélo esas dos
operaciones. Vamos a ver un método sistematico para calcular el dominio.

Método para calcular el dominio
1. Recuadra TODAS las operaciones problematicas.

2. Para TODAS esas operaciones, plantea una ecuacién igualandola a 0. Resuelve
dicha ecuacién.

3. Representa en una recta todas las soluciones de todas las ecuaciones.

4. Da valores a la funcion. Un valor en cada intervalo y los valores limite. Si la
operacion se puede hacer, es que el punto o el intervalo pertenece al dominio. Si
no, pues no. Puedes ver si una operacion vale, o no, haciéndola con la calculadora.
Si sale error, es que no se puede. Marca con una X los valores que no valen y con
un tick (V) si se pueden hacer.

5. Representa la solucidn con intervalos. Si el punto del extremo esta, es un corchete
como [] y si no, un paréntesis.

Asi visto, puede parecer un poco complicado. Vamos a ver un par de ejemplos.
Actividades resueltas

Calcula el dominio de las siguientes funciones:

X+ 2X+4 b 1
) )«/x 2-1

Apartado a
Vamos a seguir el procedimiento punto por punto.

El Unico posible problema es la raiz cuadrada de 2X+4
lgualamos a 0y resolvemos: 2X+4=0=>2X=-4=>x=-2

Representamos en la recta los valores. 2
Tenemos que dar un valor a la izquierda de —2, el valor —2 y un valor
a la derecha. Por ejemplo, el —3, el -2 y el 0. Los marcamos en la recta

PN e
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X -3 -2 0

éEs vélido? NO Si Si

5. El dominio es [— 2,+oo) (el infinito SIEMPRE es abierto, nunca llegamos).

Apartado b

1. Tenemos dos posibles problemas. La raiz cuadrada de X+ 2 vy el denominador
VX+2-1.

2. Tenemos que igualar LOS DOS a cero. X+2=0=>x=-2.

Por otra parte VX+2—-1=0=+/X+2 =1. Elevando al cuadrado X+ 2 =1?> = x = -1.

3. Representamos en la recta los valores.

o 2
4. Tenemos que dar un valor a la izquierda de —2, el valor =2, un
valor entre —2 y —1, el valor —1 y un valor a la derecha de —1. Por ejemplo, el -3, el -2, el

—1,5, el =1y el 0. Los marcamos en la recta

-2 |-15| -1 0

éEs valido? Si | si |NO| si

5. Eldominioes [-2,-1)u (~1,4)

Actividades propuestas
5. Indica el dominio de las siguientes funciones:

1 1 1
a) —,—X2_4 b) X+—X+2 C) y—m

6. Indica el dominioy el recorrido de las siguientes funciones:
a)y =14x+2 b)y=vx+9
7. Representa las siguientes funciones e indica su dominio y recorrido:
_(x si x€[-3,0)
a) f(x) = {2 si x €10,2] b)
_(—x si x€[-21]
g9(x0) = { x si x€(1,.2]
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2. CARACTERISTICAS DE UNA FUNCION
2.1. Continuidad

Intuitivamente, una funcidn es continua si su grafica se puede dibujar sin levantar el lapiz del
papel. En caso contrario, se producen “saltos” en determinados valores de la variable
independiente que reciben el nombre de discontinuidades.

Una discontinuidad puede ser de tres tipos:

1. Evitable: En la funcién sélo “falla” un punto, que “no esta donde
deberia estar”. Mas formalmente, si nos aproximamos al punto
por la derecha y por la izquierda, nos aproximamos a un valor
gue no es el de la funcién. En este caso, la funcién seria continua q I
sin mas que cambiar la definicion de la funcién en el punto que Discontinuidad evitable en =2
nos da problemas.

2. De salto finito: En un punto, la funciéon tiene dos ramas N
diferentes a derecha e izquierda del punto. Estas ramas se
aproximan a valores distintos (pero finitos) para cada lado. El
punto de discontinuidad puede estar en una cualquiera de las N
ramas o incluso fuera de ellas. Da lo mismo, la discontinuidad
sigue siendo de salto finito. a U T T

3. De salto infinito: Como en salto finito, en un punto la funcidn
tiene dos ramas diferentes. Pero en este caso, al menos una de
las dos ramas (posiblemente las dos) se hace inmensamente
grande o inmensamente negativa (en términos mas informales
“se va a infinito”).

Actividades resueltas

Discontinuidad de salto infinito en x = -1

Indica en estas funciones el/los valor/es de la variable independiente
donde se produce la discontinuidad e indica el tipo de discontinuidad.

a) - b)

,775,5,4,34&//;3555739

Salto infinito en x = -1 Salto finito en x = -1y en x=1.
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2.2. Monotonia: Crecimiento y decrecimiento, maximos y
minimos
Una funcién es constante en un intervalo (x;, Xx,) cuando tome el valor que tome la

variable independiente, la dependiente toma siempre el mismo valor. En simbolos,
X, < X, = f(x,)= f(x,), paratodo x; y x,.

Una funcion es estrictamente creciente en un intervalo (x1, x;) cuando al aumentar el
valor de la variable independiente aumenta también el de la dependiente. En simbolos
x, <X, = f(x)< f(x,), para todo x;y X,.

Una funcion es creciente (en sentido amplio) en un intervalo si es estrictamente
creciente o constante. En simbolos x, < x, = f(x,)< f(x,), para todo x; y x,. Puede
también decirse que, al aumentar el valor de la variable independiente, el valor de la
dependiente NO disminuye.

Una funcidn es estrictamente decreciente en un intervalo cuando al aumentar el valor
de la variable independiente disminuye también el de la dependiente. En simbolos
X, <X, = f(x,)> f(x,), paratodo x; y x,.

Una funcion es decreciente (en sentido amplio) en un intervalo si es estrictamente
decreciente o constante. En simbolos x, < x, = f(x,)> f(x,) para todo x; y x,. Puede
’

también decirse que, al aumentar el valor de la variable independiente, el valor de la
dependiente NO aumenta.

Una funcion es estrictamente mondtona en un intervalo cuando es estrictamente
creciente o decreciente en dicho intervalo.

Una funcidn es mondtona (en sentido amplio) en un intervalo cuando es creciente o
decreciente (en sentido amplio) en dicho intervalo.

Como indican las definiciones, la monotonia o no de una funcion se da en un intervalo, es
decir, para un conjunto de niumeros reales. Por tanto, una funcién puede ser creciente para
una serie de valores, para otros ser decreciente o constante, luego puede volver a ser
creciente o decreciente o constante...
Ejemplos:

En las funciones siguientes estudia el crecimiento y el decrecimiento.

CONSTANTE hasta x =1
CRECIENTE CRECIENTE desde x = 1 DECRECIENTE hasta x = 2 CRECIENTE hasta x=0

siempre CRECIENTE (EN SENTIDO DECRECIENTE desde x = 2 DECRECIENTE desde x =0
AMPLIO) siempre
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Extremos: maximos y minimos
Una funcién presenta un maximo relativo en un punto cuando la imagen de la funcién

en dicho punto es mayor que en cualquiera de los valores que estan a su alrededor (en
su entorno).

Si, ademas, la imagen es mayor que en cualquier otro punto de la funcién, se dice que
la funcidon alcanza un maximo absoluto en él.

Una funcién presenta un minimo relativo en un punto cuando la imagen de la funcidn
en dicho punto es menor que en cualquiera de los valores que estan a su alrededor (en
su entorno).

Si, ademas, la imagen es menor que en cualquier otro punto de la funcién, se dice que
la funcién alcanza un minimo absoluto en él.

Si una funcién presenta un maximo o un minimo en un punto, se dice que tiene un
extremo en dicho punto, que podrad ser relativo o absoluto.

Ejemplo:

Maximo absoluto

Minimo relativo

o |[no absoluto

0 2 4
Minimo absoluto
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2.3. Curvatura: concavidad, convexidad y puntos de inflexion

Una funcién es convexa si al unir dos puntos de su gréfica el segmento queda por
encima de dicha gréfica. Se dice cdncava si al hacer la misma operacidon queda por
debajo. Un punto donde se cambia de céncava a convexa o viceversa se llama punto
de inflexidn.

Una imagen vale mas que mil palabras. Asi que vamos a dibujar los cuatro tipos de funciones

que tenemos:

Creciente convexa Decreciente convexa

Creciente concava

Decreciente concava

Puedes comprobar facilmente que se cumple la definicidn. Si unes dos puntos,
el segmento que forman esta por encima o por debajo de la grafica, segln
corresponde. Aqui a la derecha puedes ver un ejemplo con un tramo 2
decreciente y convexo. Observa como el segmento queda por encima de la
grafica de la funcion.
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2.4. Simetrias
Una funcion par es aquella en la que se obtiene lo mismo al sustituir un nimero y su
opuesto:

F(=x)=1(x)
Esta propiedad se traduce en que la funcion es simétrica respecto al eje de ordenadas, es
decir, si doblamos el papel por dicho eje, la grafica de la funcidn coincide en ambos lados.

Ejemplo:

La funcién cuadrdtica f (X) =X es par:

Una funcidn impar es aquella en la que se obtiene lo opuesto al sustituir un nimero y
su opuesto:

f(=x)==f(x)

Esta propiedad se traduce en que la funcidn es simétrica respecto al origen de coordenadas, es
decir, si trazamos un segmento que parte de cualquier punto de la gréfica y pasa por el origen
de coordenadas, al prolongarlo hacia el otro lado encontraremos otro punto de la graficaala
misma distancia.

Ejemplo:

La funcién de proporcionalidad
1

inversa f(x)== esimpar
X

porque:
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2.5. Periodicidad

Una funcidn periddica es aquella en la que las imagenes de la funcién se repiten
conforme se le afiade a la variable independiente una cantidad fija, llamada periodo.

Ejemplo:
Es muy claro que la siguiente funcién es periddica de periodo 2. Observa que el

periodo se puede medir entre dos “picos” o entre dos “valles”. De hecho, se puede
medir entre dos puntos equivalentes cualesquiera.

1
/-\ / Periodo
. \ . ; 6
-2 -1

-
-

Periodo

2.6. Comportamiento en el infinito

El infinito es, por propia definicidn, inalcanzable. Pero nos dice mucho de una funcién saber
como es para valores muy grandes. Por eso, se recomienda, al dibujar una grafica, dar un valor
(o varios) positivo muy grande y un valor (o varios) muy negativo.

En algunas funciones simplemente ocurre que obtenemos valores muy grandes y “nos
salimos de la tabla”. Esto simplemente nos da una idea de hacia dénde va la funcién.

Pero en otras, y esto es lo interesante, nos aproximamos a un numero finito. Eso
significa que, para valores muy grandes de x, la funcién es aproximadamente una recta
horizontal. Esta recta se llama asintota.

Actividad resuelta

X2 +2

2

1 dando valores muy grandes y muy negativos.
X"+

Dibuja la funcion f (x) =

Damos valores muy grandes y vemos que nos aproximamos a 1:
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2 2
110)=22 "2 _10099, f(100)=222 2 _ 10001,
0% +1 1002 +1
2
(1000) = 299" +2 _4 500001
1000 +1
Si damos valores muy negativos, pasa lo mismo:
2 2
f(-10)= w 10099, f(~100)= w ~1,0001,
(-10)° +1 (-100)* +1
2
f (~1000) = W ~1,000001
(-1000)* +1

Podriamos haber visto directamente que los valores iban a ser los mismos porque la
funcion es claramente par f (— X) = f (x) y por tanto f (— 10) = f (10),
f(~100)= f(100) etc.

Eso nos da una idea de que la recta a la que nos aproximamos (asintota) es la recta
horizontal y = 1.

Vamos a dar unos valores mas y dibujamos la funcién. Los valores negativos son iguales
que los positivos. Hemos redondeado 1,0099 a 1,01

-2 0 2 10
1,2 2 1,2 1,01
0,2)
R N — (:2 ________________ ( f'_1_2_} ______ (10, 1.01)
y=1
0
10 8 6 4 2 0 2 4 6 10

Observa la linea horizontal que es la asintota dibujada en rojo a trazos.

Ten en cuenta que para dibujar correctamente una funcidn, primero tenemos que
estudiar los elementos principales que la caracterizan dependiendo de su expresion. En
el proximo capitulo estudiaremos las funciones que vienen dadas por polinomios de
primer y segundo grado.
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x 2.7. Descripcion de una funcion

Si nos dan la grafica de una funcién y nos piden describirla, es sencillo:

1. Miramos los valores de x donde cambia el comportamiento.
2. Describimos cada uno de los tramos

3. Describimos los maximos y minimos indicando si son relativos o absolutos.

Actividad resuelta

Describe la funcion

La funcidn es continua. Los puntos donde “pasa algo” sonx=-1,x=1,x=3 y x=4. Pasamos a
describir los tramos:

En (-0, —1) decreciente concavo. En (-1, 1) decreciente convexo. En (1, 3) creciente convexo.
En el intervalo (3, 4) decreciente convexo. En (4, +o0) creciente convexo.

A veces se pone separado el crecimiento y la curvatura:
Creciente en (1, 3) U (4, +x)

Decreciente en (-, 1) U (3, 4)

Céncava en (— oo,—l). Convexa en (-1, 3) U (3, +x)

Finalmente hay un maximo relativo en x = 3 (3, 1). Hay minimos relativosenx=1(1,-3)yx=4
(4, 0). No hay maximo absoluto y en x = 1 hay un minimo absoluto. Hay un punto de inflexién
en (-1, 1).

No hay asintotas. Cuando x se hace muy grande la y tiende a +, y cuando la x se acerca a —©
la y tiende también a +oo.
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Actividades propuestas

8. La grafica que se da a continuacidn indica la evolucidn de un valor de la bolsa
(en el eje vertical en miles de euros por accién) durante una jornada. Estudia su
dominio, recorrido, puntos de corte, simetria, periodicidad, crecimiento,
continuidad, maximos y minimos.

55 |€lace

I5-10 50| 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50, 55 60 65 7P 75 80 65 9
-5
-10

9. Estudia la siguiente gréfica, indicando: dominio, recorrido, puntos de corte con
los ejes, simetria, periodicidad, crecimiento, continuidad, maximos y minimos.
¥

10. La grafica que se da a continuacién representa el volumen de combustible en el
depodsito de una gasolinera al cabo de un dia. Estudia su dominio, recorrido,
puntos de corte, simetria, periodicidad, crecimiento, continuidad, maximos vy

minimos.
20 | miles de litros
151 o0
10
5
L hora
-10 =50 5 10 15 20 25 30 35 40
&~
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3. VALORES ASOCIADOS A LAS FUNCIONES

Muchas veces, nos interesa el comportamiento de una funcién en un valor concreto y alguna
medida sobre ella. Por ejemplo, si consideramos el espacio que recorre un coche, lo que nos
puede interesar no es todo el recorrido, sino sélo la velocidad al pasar junto a un radar. Las
medidas mas importantes vamos a describirlas ahora.

3.1. Tasa de variacion y tasa de variacion media (velocidad)
La tasa de variacidon de una funcion entre dos puntos a y b es la diferencia entre el
valor de la funcion para x = a y el valor para x = b. En simbolos:

TV [a,b]=f(b)-f(a)
La tasa de variacion media (velocidad media) de una funcién entre dos puntos ay b es

el cociente entre la tasa de variacion entre los mismos y la diferencia a y b. En
simbolos:

TM[a,b]= T\t/)[f';] - f(bg:;(a)

Estos conceptos pueden parecerte raros al principio. Pero realmente son cosas que se aplican
mucho en la vida diaria. Pensemos en un coche que se mueve. El espacio que recorre entre
dos momentos de tiempo es la tasa de variacién. La velocidad media a lo que los ha recorrido
es la tasa de variacién media.

Actividad resuelta

El coche en que circulamos recorre 100 Km a 50 Km/h y luego otros 100 Km a 100 Km/h. En
consecuencia, el espacio  recorrido viene dado por la  funcion

f(t):{ 50t, t<?2

100+100-(t-2), t>2’

Se pide:
1. Justificar la funcion que da el espacio recorrido.

2. Calcular e interpretar las tasas de variacion TV[O, 3], TV[1, 2], TV[2’5, 3]

3. Calcular e interpretar las tasas de variacion medias TVMI[O, 3], TVM[1, 2],
TVM[2’5, 3]

4. ¢Por qué la velocidad media NO ha sido 75 Km/h, que es la media de las
velocidades?
Apartado 1.

Para justificar la funcién, sélo tenemos que recordar la conocida férmula e=VL. Lo tnico que
hay que ver es cuando cambia la velocidad.
Si el coche va a 50 km/h, obviamente en 2 h llega a los 100 km y cambia la velocidad. Hasta

entonces, el espacio recorrido es 50t (velocidad por tiempo). A partir de alli, seria 100(t — 2)
puesto que contamos el tiempo desde el instante 2. A ello se le debe sumar el espacio ya
recorrido, que son 100.

Apartado 2. La tasa de variacién no es mas que el espacio recorrido. Basta con aplicar la
definicion. Como ya hemos dicho antes, no nos tiene que dar ningn miedo las funciones
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definidas a trozos. Simplemente sustituimos donde corresponda y punto.

7v[0,3]= F(3)- f(0)=[100 +100 -(3-2)]-50-0 = 200 . Entre 0 y 3 horas hemos recorrido
200 Km.

Tv[1,2]= f(2)- f(1)=50-2-50-1=50. Entre 1y 2 horas hemos recorrido 50 Km.

TV[2,5, 3]= f(3)- f(2,5)=[100 +100 - (3 - 2)]- [L00 +100 - (2,5~ 2)] =100 - (3 - 2,5) = 50
. Hemos recorrido 50 Km entre las 2,5 horas y las 3.

Apartado 3. La tasa de variacion media es lo que en el lenguaje de la calle se llama velocidad
(media). Y para calcularla se divide el espacio entre el tiempo.

TVM|[0,3]= f@)-10) = [100+100-(3-2)|-50-0 =66,67 Km/h. Entre 0y 3 horas
3-0 3-0

nuestra velocidad media ha sido de 66’67 Km/h, una media (ajustada por el tiempo) de las

velocidades.

rvmp,2]= f(2)-f(@)_ 50
2-1 2-1
Km/h, como planteaba de hecho el problema.

=50. Entre 1y 2 horas nuestra velocidad ha sido de 50

t(3)- f(25) 50
™M [25, 3]= (3)—2§ ):3—25

sido, como era de esperar, de 100 Km/h

=100 . Entre 2,5y 3 horas nuestra velocidad ha

Apartado 4. Porque hemos pasado mas tiempo circulando a 50 Km/h que a 100 Km/h y por
tanto nuestra velocidad media debe estar mas cerca de 50 que de 100.

Actividades propuestas

S 11. Dada la funcién f(X)=(X—1)3, calcula la tasa

de variacion media en el intervalo [0, 1]. éEs creciente o
decreciente la funcién en dicho intervalo?

3
12. Dada la funcion f(X)=—, calcula la tasa de
X

x  variacion media en el intervalo [-3, —1]. ¢Es creciente o

\/ ‘ 3 decreciente la funcién en dicho intervalo?
13. Calcula la TVM de esta funcion f(x) en los
siguientes intervalos: a) [-3, -1] y b) [0, 2].
x? -1

. Halla la

14. Consideremos la funcién f(x) =

tasa de variacion media en el intervalo [0, 2] e indica si es creciente o
decreciente en ese intervalo.

15. Halla la tasa de variacion media de la funcién f(X) =2X* —3X en el intervalo
[1, 2] e indica si f(x) crece o decrece en ese intervalo.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Pablo salidé de su casa a las 8 de la mafiana para ir al instituto. En el recreo,
tuvo que volver a su casa para ir con su padre

1500 . L - .

al médico. La siguiente grafica refleja Ia
FeeoT situacion. Las distancias vienen dadas en
5001 metros.

a) ¢éA qué hora comienzan las clases
y a qué hora empieza el recreo?
b) ¢A qué distancia de su casa estd el instituto? ¢Qué velocidad lleva cuando va a
clase?
c) ¢éA qué distancia de su casa estd el consultorio médico? ¢Qué velocidad llevan
cuando se dirigen alli?
d) ¢Cuanto tiempo ha estado en clase? ¢Y en el consultorio médico?
2. Dada la funcién a través de la siguiente grafica:

8h | oh | 10n | 1{h | 12h | 13n | 12h

a) Indica cual es su dominio de definicion.

’ b) éEs continua? Si no lo es, indica los puntos de
/2\ discontinuidad.
2
_:4 _Z U 4 6 c) ¢Cuales son los intervalos de crecimiento y cudles los de
1 5 decrecimiento de la funcién?
1—4 d) éQué ocurre en el intervalo (-, —2]?

X si x<1

3. Dibujala graficade f(x)= 1- y explica si es continua en X =1.

x?—4x si 1<x

4. Tres kilos de peras nos han costado 4,5 €; y, por siete kilos, habriamos pagado 10,5

o, n

€. Encuentra la ecuacién de la recta que nos da el precio total, “y”, en funcién de
los kilos que compremos, “x”. Haz una tabla de valores y represéntala
graficamente.

5. Asigna las gréficas al recorrido efectuado por los siguientes estudiantes en su

camino diario a su escuela de adultos:

A s 4 € Adstanda a) Emilio es el que vive mas lejos de la
P & escuela.
// o .
- S— — — b) Ana debe recoger a dos amigas por el
tiempo tiempo i i
camino y siempre le toca esperar.
B jdistancia c D Adistancia D
// ~ c) Felipe es el que menos tiempo tarda.
. Tilempo Tiempo d) Isabel es dormilona; siempre le toca

correr en el Ultimo tramo, aunque es la
gue vive mas cerca de la escuela.
6. El precio del viaje de fin de curso de un grupo de alumnos es de 200 euros por
persona si van 30 alumnos o menos. En cambio, si viajan mas de 30 y menos de
40, rebajan un 5 % por cada alumno que sobrepase el nimero de 30, y si viajan 40
0 mas, el precio por persona es de 100 euros. Halla la expresién y de la funcién
que hace corresponder al nimero de viajeros el precio del viaje.
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7. Halla el dominio de las siguientes funciones:

F(x) = o9X—3
a) Ax—1 c) f(x)=~/3x+6 e).
4x% —3x
f(X)=—
) 1+5x—6X°
3
f)=2-——>

b) @) T=2-7— f).

F()=1 +2x

8. La siguiente grafica muestra los viajes hechos por una furgoneta y un coche
saliendo desde Teruel hacia la poblacién de Alcafiiz, ida y vuelta.

a) ¢Cuanto tiempo se detuvo la

1007+ — -=\ furgoneta durante el trayecto?
£ g0 ’ \ b) éA qué hora adelantd el coche a
2 \
g 0 ' la furgoneta?
g 6011 WA ¥ . .
§ o |Fimoneta, ¥ /1T \ c) éQué velocidad llevaba la
Z 404" i
8 |4 | | | h furgoneta entre las 9:30 y las 10:007?
| ¢ Coche, \ . , .
2 rai Y] d) éCudl fue la mayor velocidad
— : . - alcanzada por el coche durante el viaje?
08:00 09:00 10:00 11:00 12:00

e) ¢Cual fue la velocidad media del
coche en el viaje completo?

Tiempo

9. Lasiguiente grafica corresponde a la funcién:

2

Estudia las zonas de crecimiento-
decrecimiento, los extremos (maximos-
minimos) y su continuidad.

10. Representa graficamente una funcién f, que cumpla las siguientes condiciones:

a) Dom (f)=[-5, 6]
b) Crece enlosintervalos (-5, -3) y (0, 6); decrece en el intervalo (-3, 0).
c) Escontinua en su dominio.
d) Cortaal eje OX enlos puntos (-5, 0), (-1, 0) y (4, 0).
e) Tiene un minimoen (0,-2) y maximosen (-3, 3) y (6, 3).
11. Construye una grafica que represente la audiencia de una determinada cadena de
televisidn durante un dia, sabiendo que:

a) Alas 0 horas habia, aproximadamente, 0,5 millones de espectadores.
b) Este niUmero se mantuvo practicamente igual hasta las 6 de la mafiana.
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c) Alas 7 de la mafiana alcanzo la cifra de 1,5 millones de espectadores.

d) La audiencia descendid de nuevo hasta que, a las 13 horas, habia 1 millon de
espectadores.

e) Fue aumentando hasta las 21 horas, momento en el que alcanzd el maximo: 6,5
millones de espectadores.

f) A partir de ese momento, la audiencia fue descendiendo hasta las 0 horas, que
vuelve a haber, aproximadamente, 0,5 millones de espectadores.

12. El consumo de gasolina de un coche por cada 100 km viene representado
mediante la grafica.

CONSLIMO
{en M 00 km)

walocidad
(en kmiih)

a) ¢éCual es la variable dependiente?

b) ¢Ylaindependiente?

c) ¢Cudl es el consumo para una velocidad de 60 km/h?
d) ¢éA qué velocidad el consumo es de 6 1/100 km?

13. Utiliza la gréfica para explicar cdmo varia el consumo de gasolina dependiendo de
la velocidad del coche.Joaquin ha llegado a un acuerdo con su padre para recibir
su paga. Cobrara 20 euros al mes el primer afio, y 5 euros mas por cada afio que
pase. éCuanto le corresponderd dentro de 7 afios? Haz una tabla de valores y
representa su grafica. ¢Es continua? Indica los puntos de discontinuidad y su tipo.
Busca una férmula que permita calcular la paga cuando hayan pasado n aiios.

14. Al entrar en el aparcamiento de un centro comercial encontramos un letrero con
los precios que nos indican que 1 hora o fraccion cuesta 1,20 € y las dos primeras
horas son gratis para los clientes con tarjeta de compra del centro. Haz una tabla
gue relacione el tiempo con el importe pagado durante una jornada completa (12
horas) en los casos de un cliente con tarjeta o sin ella. Esboza la gréfica y contesta
a las preguntas:

a) ¢éQué valores toma la variable dependiente? ¢Y la independiente?

b) ¢Puedes unir los puntos de la grafica? ¢Como se debe hacer?

c) ¢éExisten puntos de discontinuidad? Si la respuesta es afirmativa, seialalos y explica
su significado.
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Unidad didactica 8: Funciones polindmicas y funciones definidas a trozos
1. FUNCIONES POLINOMICAS DE PRIMER GRADO

1.1. Proporcionalidad directa

Recuerda que dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar o dividir a la
primera por un numero, la segunda queda multiplicada o dividida por el mismo nimero.

Al realizar el cociente de cualquiera de los valores de una variable y los correspondientes de la otra,
obtenemos la razén de proporcionalidad directa k.

Ejemplo:
+ Cuando viajamos a velocidad constante, las magnitudes espacio y tiempo son directamente
proporcionales

o 1 2 5 10
0 5 10 25 50

. . ) 5 10 25 50
y la razon de proporcionalidad es kK =—=—=—=—=5
1 2 5 10
Si observamos su grafica, podemos comprobar que se trata de una semirrecta cuyo origen es el origen
de coordenadas. En esta situacion no es interesante considerar tiempos negativos, razéon por la cual la

representacidon es una semirrecta.

La representacion grafica en el plano cartesiano de dos magnitudes directamente proporcionales es
una recta que pasa por el origen de coordenadas.

Se puede escribir la relacidn entre la magnitud A (a) y la magnitud B (b) como b=k-a donde k es la
razén de proporcionalidad.

Para representar estas relaciones de proporcionalidad directa, basta con situar los valores de cada

magnitud en el plano cartesiano y unirlos mediante una recta.

Actividades resueltas

+ Representa grdficamente la siguiente relacion de :
proporcionalidad dada en la siguiente tabla:

-5 -2 0 1 3

b=1.5-a

a
7 6 5 4 3 2 -1/ 1 2 3 4 5 6 7

-7,5| -3 0 15 45

Al calcular la razén de proporcionalidad se obtiene:
(_~75_-3_15_45

-5 -2 1
b=15-a.

VOO BORHEN rrvwsT o

=15. La relacion se define asi:
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+ La siguiente tabla nos muestra el peso de un bebé los primeros meses de crecimiento. Utilizando
una grdfica, decide si son magnitudes directamente proporcionales.

1 3 7 12
44 6,2 8,4 105

LS
PN W

Al representar los puntos en el plano, se observa que la grafica
no es una recta, entonces no son directamente proporcionales.

N R R - - Rk )

a

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14

Actividades propuestas
1. El consumo medio de agua al dia por habitante (en 2011) es de 142 litros. Representa graficamente
el consumo de una persona en una semana.

2. El agua virtual es el agua necesaria para crear un producto. Representa graficamente las siguientes
relaciones:

a) 71 litros para producir una manzana.
b) 10.850 litros para producir unos vaqueros.

c) 4.000 litros para producir una camiseta.

3. La tabla siguiente corresponde a los datos de la altura en cm de un nifio segun el nUmero de meses.
Representa los puntos e indica si la magnitud nimero de meses y altura son magnitudes
directamente proporcionales.

2 4 12 24 | 36
58 64 |76 | 87 | 96
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1.2. Funcion lineal. Rectas de la formay=m - x

Una funcion lineal es una funcidn polindmica de primer grado de la forma y = m - X. Su representacién
en el plano cartesiano es una recta que pasa por el origen.

La representacién grafica de dos magnitudes directamente proporcionales es una recta que pasa por el
origen. Luego la relacion de proporcionalidad directa es una funcion lineal.

Ejemplo:
+ Las proporciones se representan como rectas de la forma b=k-a

. . . b
0 dondek es larazén de proporcionalidad, k =—
a

0 avybsonlos valores que toman las magnitudes A y B respectivamente.

4+ La relacién peso — coste de cualquier producto, es una
-2 -1 0 1 2 | proporcionalidady se representa con rectas de la formay = mx.

|
-4 -2 0 2 4 * Muchas de las relaciones en fisica son proporcionales y se
representan mediante rectas como espacio — tiempo, peso —
densidad, fuerza — masa, ...

Actividades resueltas

+ Representa larectay = 2X. 5P
. 4
Para ello, hay que construir una tabla de valores y 3
representar los puntos. La recta es Ia 2
consecuencia de unir los puntos. L
Se puede observar, que la variable y se define ® * * 2 1 /I 1 2 3 4 5
dando valores a la variable x . Por esta razén X es -2
la variable independiente (puede ser cualquier 3
valor que se le dé) e Y es la variable dependiente :

(depende del valor de la x ).

Nota: para definir una recta es suficiente con dar dos puntos de ella.
Las rectas Y = m X tienen los siguientes componentes:

- Xeslavariable independiente.
- Yy eslavariable dependiente.
- mes la pendiente de la recta, y es lo que diferencia una recta de otra.

Las caracteristicas mas importantes:

- Pasan por el origen de coordenadas, es decir, el punto (0, 0) pertenece a la recta.
- Su dominio y su recorrido son todos los reales: tanto x la como la y aceptan cualquier valor.
- Son simétricas respecto al origen, o lo que es lo mismo, son funciones impares.
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Actividades resueltas

4+ Estudia el dominio, mdximos y minimos y simetrias de la funcidn lineal y =1,25-x

4y

71.25) X
o1l 2 3 45 6 7 8 9

8 7 -6 -5 4 -3 -2 -

OUSTALOLERN PvWRT O~ ®

Al tratarse de una recta, se puede observar que el dominio son todos los reales, puesto que se
admite cualquier valor de la x.

Si no se considera ningun intervalo, la recta no tiene maximos ni minimos absolutos y relativos.
Para ver la simetria, tomamos la funcién y = f(x) =1,25-x
f(—x)=125-(—x)=-1,25-x=-f (X) < f esimpar

Es decir, es simétrica respecto al origen de coordenadas.

+ Estudia la funcién y = g X en el intervalo [-5, 7]. '

El dominio es todo el intervalo [-5, 7].

T N W S T~

3 T

f(—x):g-(—x):—g-x:—f(x)afesimpar, simétrica | - R

(-5:-3)

respecto al origen.

S dnb o s

En los extremos del intervalo, existen minimo (-5, -3) y

maximo (7,21/5).
Actividades propuestas
4. Halla el dominio, maximos y minimos y la simetria de las siguientes rectas:

a) y=4-x b) y= c) y=2,65-x

o W x

d) yz—%x e) y=——x f) y=-5x
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1.3. Estudio de la pendiente
Como hemos visto con anterioridad, la pendiente m es lo que diferencia unas rectas de otras. Mide la
inclinacion de la recta respecto al eje de abscisas.

En las relaciones de proporcionalidad directa, la pendiente viene dada por la razén de proporcionalidad
k.

Observa en el siguiente grafico como varia la recta segin vamos aumentando o disminuyendo la
pendiente. Partimos de la recta y = X, donde m=1.

"

- Si aumenta m, entonces la recta se hace cada vez
mas vertical, hasta casi convertirse en el eje Y.

- Sidisminuye m, entonces la recta se hace cada vez
mas horizontal, hasta casi convertirse en el eje X

Ahora observa lo que ocurre cuando la pendiente m
toma valores negativos.

- Si aumenta m, entonces la recta se hace cada vez
mas horizontal, hasta casi convertirse en el eje x.

- Si disminuye m, entonces la recta se hace cada vez
mas vertical, hasta casi convertirse en el eje y.

Como se puede observar, al variar la pendiente la
inclinacién de la recta también varia, seglin se van
dando valores m.

La pendiente de la recta es el valor que mide la inclinacion de la recta, es decir, mide el crecimiento o
decrecimiento de la funcion lineal:

- Si m>0, larecta es creciente.
- Si m<0, la recta es decreciente.

La pendiente es el coeficiente que acompafia a la variable independiente x .
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Interpretacion geométrica de la pendiente

La pendiente de la recta no solo indica el crecimiento y decrecimiento de la funcién, sino que también
mide cudnto crece o cuanto decrece. Se puede decir que la pendiente mide el crecimiento de la recta
en funcién de lo que avanza:

4+ Sim>0:

0 Paravalores altos de m la recta crece con mayor rapidez, esto es, la recta “sube” mucho
y avanza poco.

0 Para valores pequefios de m la recta crece con menos rapidez, es decir, “sube” poco y
avanza mucho.

% Sim<0:

O Paravalores altos de m la recta decrece con menos rapidez, es decir, baja poco y avanza
mucho.

0 Para valores pequefios de m la recta decrece con mayor rapidez, esto es, la recta “baja”
mucho y “avanza” poco.

Una manera de calcular la pendiente, es dividiendo el valor de lo que sube la recta entre lo que avanza,
como se muestra en el siguiente dibujo:

-
Dados dos puntos cualesquiera de la recta, la
(x2.y. pendiente se calcula de la siguiente forma:
Y2¥1 = y2 ~ yl
X=X
(xoy es decir,
X2-X1
_loque sube
lo que avanza
Ejemplo:
y
(412 La recta sube 12 —3 =9y avanza 4 —1 = 3, entonces
12—
4-1 3
2-3
(13
4-1
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Actividades resueltas

+ Calcula la pendiente de la siguiente recta y su expresion algebraica.

’ Tomamos dos puntos cualesquiera que pertenezcan

alarecta, el (0,0) y el (4, 6).

6)
En este caso, la altura del tridngulo sombreado nos
indica el valor que sube la recta, 6, y la base es el

valor que la recta avanza, 4.

« Al dividir estos valores, obtenemos la pendiente y la

0) (4,0) 1 [ expresion algebraica de la recta.
m= E =15
4
y=15-X

En estos ejemplos, la recta siempre sube, es decir, la funcidn es creciente. ¢ Qué ocurre si la recta fuese
decreciente? Para no equivocarnos con los calculos, siempre evaluamos la funcién de izquierda a
derecha, es decir, el primer punto estara mas a la izquierda, sera mas pequefio.

Esto es asi porque la pendiente mide la cantidad de crecimiento (o decrecimiento) segun la funcién va
aumentando o lo que es lo mismo, avanzando.

Actividades propuestas
5. Hallala pendiente y la expresion algebraica de las siguientes rectas:

a) b) c)
Otra expresion de la pendiente

Para hallar la pendiente se toma como referencia la base y la
altura del triangulo rectangulo que forman los vértices de los
puntos de la recta.

El cociente entre la altura y la base es la pendiente. Como el
tridngulo construido es un triangulo rectangulo, la pendiente es
el cociente entre sus dos catetos, o lo que es lo mismo, la
pendiente es la tangente del dngulo que forma la recta con el
eje horizontal.

La tangente de un dangulo de un tridngulo rectdngulo es el
cociente entre la longitud del cateto opuesto al angulo y el
cateto contiguo al angulo (el cateto que forma parte del angulo).

C c C
I = dom=tanag=-"1

contiguo C2 CZ
La pendiente es la tangente del angulo que forma la recta con el eje de abscisas, es decir, la horizontal
con la recta (dngulo en el sentido contrario a las agujas del reloj).

tana =
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1.4. Rectas delaformay=m-x+n

Ahora, consideremos un movimiento rectilineo y uniforme. En este tipo de movimiento la trayectoria es
una linea recta y la velocidad es constante. Supongamos que previamente se ha recorrido una distancia.

Actividades resueltas

+ Representa la grdfica s-t del movimiento rectilineo uniforme que lleva un ciclista que se ha

trasladado 2 km antes de empezar el recorrido y se desplaza con una velocidad de 5 m/s.
4+ En este caso, la férmula del MRU, como tenemos un espacio inicial, es S=S§; +V-t . Con los
datos del ejercicio, la expresion queda: s= 2000+5t .

Construimos la nueva tabla y dibujamos la grafica:

2085

Tiempo (t) Espacio (s) Siida
2075

0 2000 2070
2065

1 2005 it
2 2010 B
2040

5 2025 2035
2030

10 2050 203
2020

2015

2010

2005

20008

5 00152025 2030

Podemos observar que hemos tenido que adaptar los ejes para poder pintar la grafica, ya que la recta
se ha desplazado 2.000 posiciones en el eje y.

La grafica de esta recta tiene como expresion algebraica y=5-x+2.000, donde x corresponde al

tiempo t e Yal espacio s,y 2.000 es el espacio inicial §;.

La pendiente es 5 pero la recta no pasa por el punto (0, 0), sino que corta al eje de ordenadas en el
punto (2000, 0). Se dice que la ordenada en el origen es 2000.

Las rectas de la forma Y=M-X+N tienen la misma pendiente que las rectas Yy = m - X pero se
desplazan en el eje de abscisas (eje y) n posiciones. Por esta razén, a n se le llama ordenada en el
origen, ya que es el valor de la recta en el punto de partida, es decir, cuando X=0 .

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente.
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Ejemplo:

P yE1/2:x+3
6
+ Comparemos la recta y =1/2-x con la recta 5
y=1/2-x+3 !

. . . 2 e y=1/2-x
Las dos rectas tienen la misma forma, es decir, la .

misma inclinacién o la misma pendiente. En ambos —=—————=— v

-1
casos m = 1/2. Son dos rectas paralelas. ”
. . 7 -3
La diferencia estd en el valor de la n: la recta 4
-5

y=1/2.x (donde Nn=0) se ha desplazado 3
posiciones en el eje y, para convertirse en larecta y =1/2- x + 3 (donde n=3)

Las funciones polindmicas de primer grado, o afines, se describen algebraicamente de la forma
Y =mM-X+N y sus gréficas son rectas que pasan por el punto (0, n).

Ademas de la variable independiente x, la variable dependiente y, y la pendiente m, se afiade el valor
n que es la ordenada en el origen.

La recta Y=M-X+N es paralela a la recta y = m - X (tienen la misma pendiente, m) desplazada
verticalmente n posiciones. Por esta razon, el crecimiento o decrecimiento de estas funciones se
comportan de la misma manera:

e Si m>0, lafuncidn es creciente.
e Si m<O0, lafuncién es decreciente.

e Si m=0, la funcién es constante, ni crece ni decrece. Es paralela al eje x, y pasa por el punto
y=n.

y=m-x
m>0
y=mex+n
m<0

<
ﬁll
&4
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Observa que no todas las rectas corresponden con la grafica de una funcion. Este es el caso de las rectas
verticales.

Actividades propuestas
6. Representa las siguientes funciones:
a)y=3-x+4 b)y:—%-x—z c) 2x+-4y =5
d)y=>5 e)y=0 f)y=-3
7. Halla la expresidon de las siguientes rectas:
a) b)
c) d)
/ X
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2. FUNCIONES POLINOMICAS DE SEGUNDO GRADO

o
2.1. Funciones polindmicas de segundo grado. Parabola y =l X

En el apartado anterior hemos representado las graficas de las funciones polinémicas de primer grado.
Ahora, vamos a estudiar la representacién de las funciones polindmicas de segundo grado. La gréfica de
este tipo de funciones sera semejante a la representacién de la situacion 2 al principio del capitulo.

Las funciones polinémicas de segundo grado son aquellas que tienen como expresién algebraica un

polinomio de grado 2, es decir, su expresion es de la forma Y=a- X +b-x+c.
Se representan mediante parabolas.
Ejemplo:
4 La representacion de la situacion 2 es una parabola.

+ En Fisica, la trayectoria de muchos movimientos se representan mediante parabolas, y por eso
recibe el nombre de tiro parabdlico: lanzar un proyectil con cierto angulo, el aterrizaje de un
avion en un portaviones, etc.

Parabola y =a- x°

. 2 .
Vamos a representar la parabola Y=X". Para ello, construimos una tabla

de valores y representamos los pares de puntos en el plano cartesiano.

-10 100

-5 25

-2 4

-1 1

0 0

1 1 8
6
51

2 4 §
2

15-14-13-12-11-109 8 7 6 543211} 1 2 3 45 6 7 8 91011121314 1516 17

10 100 .
-3
-4
-5
-61
-7
-8
-9
-104
-11

En la tabla y en la grafica se pueden observar algunas caracteristicas:
® E| dominio es toda la recta real. El recorrido son los reales positivos y el cero.
® |afuncidn es continua, porque no presenta saltos.

® Essimétrica respecto al eje Y, es decir, es una funcidn par:

y=f()=x", f(=x)=(%)"=x"=f(x)
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® Esdecreciente hasta el 0, y después creciente, luego tiene un minimo absoluto en el (0, 0).

En este caso, a=1, y sabemos que si @a=—1, la pardbola tiene la misma forma pero esta abierta hacia
abajo, y en vez de un minimo, tiene un maximo en el (0, 0).

Veamos lo que sucede cuando aumentamos o disminuimos el coeficiente a:

P

y=x2  y=0,5x2 g
y=2x2 y=0,1x?
y=0,01x?
y=- X2 y=- 10x2
y=-0,1x?

e Sia>0:
O alaumentar a, la pardbola se hace mas estrecha, y se va acercando al eje y.
0 al disminuir a, la parabola se hace mas ancha (plana), y se va acercando al eje x.
e Sia<oO:
0 alaumentar a, la parabola se hace mds ancha (plana), y se va acercando al eje x.
0 aldisminuir a, la parabola se hace mas estrecha y se va acercando al eje y.

En general, las parabolas cuya expresion algebraica es Y=a- X", tienen las siguientes caracteristicas:
- Son continuas en todo el dominio-

- El dominio es toda la recta real.

- Si a>0, la parabola estd abierta hacia arriba, el recorrido son los reales positivos y el cero, y

tiene un minimo absoluto en el punto (0, 0)
Si a<0, la parabola esta abierta hacia abajo, el recorrido son los reales negativos y el cero, y

tiene un maximo absoluto en el punto (0, 0)

A este punto se le llama vértice de la parabola

- Son funciones pares, es decir, simétricas respecto al eje Y.
Actividades propuestas

8. A partir de la parabola y=x2, dibuja la grafica de las siguientes parabolas:

a) y=§x2 b) y=-3% o) y=—%x2
_ 2

PROFESORA: ANA ZARCO 134



Unidad didactica 8. Funciones polindmicas y funciones definidas a trozos

2.3. Traslaciones en el plano

Utilizando como plantilla la grafica de y=X2, se pueden obtener las graficas de otras parabolas mas
complejas, dependiendo del tipo de desplazamiento que utilicemos.

Desplazamientos verticales: traslaciones en la direccion del eje Vy:
y=x"+Kk.
En este caso, se trata de mover la pardbola en direccion vertical, es decir, hacia arriba o hacia abajo.

Comparemos las parabolas Y = x> +6 y Y= X* —6 con nuestra plantilla:

Se puede observar, que al sumar 6 a la parabola x?, la grafica es idéntica pero desplazada 6 unidades
en sentido positivo en el eje Y, es decir, la pardbola ha subido 6 unidades. El nuevo vértice pasa a ser el
punto (0, 6).

Algo parecido ocurre cuando se resta 6 unidades a X°. En este caso la grafica se ha desplazado 6
unidades en sentido negativo hasta el vértice (0,-6), es decir, baja 6 unidades.

En general, la pardbola Y= X*+K tiene la misma grafica que y=X2 pero trasladada k unidades
verticalmente en el eje Y. Si K es positivo, la traslacion es hacia arriba y si k es negativo, hacia abajo.

El vértice de la parabola se sitia en el punto (0, k).
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Desplazamientos horizontales: traslaciones en la direccion del eje x:
2

y=(x-q)".

Ahora trasladamos la parabola en direccion horizontal. Hacia la derecha o hacia la izquierda.

Comparemos las parabolas Y =(X+5)° y y=(X—=5)" con la plantilla:

(x +5)2 y=x2 y=(x - 5)2

y

En este caso, al aumentar la variable que se eleva al cuadrado, es decir, sumar 5 unidades, la grafica se
traslada horizontalmente hacia la izquierda 5 unidades, siendo el nuevo vértice el punto (-5, 0). Al
disminuir dicha variable, es decir, restar 5 unidades, la pardbola se desplaza hacia la derecha siendo el
nuevo vértice el punto (5, 0).

En general, la parabola y=(x—q)2 tiene la misma grafica que y=X2 trasladada ( unidades en el eje x
hacia la derecha si g > 0 y hacia la izquierdasi g <0 .

El vértice de la pardbola se situa en el punto (q,0).

Desplazamientos oblicuos: traslaciones en ambos ejes: y = (x—q)* + k..

El Ultimo movimiento es el que combina los dos anteriores, es decir, movemos la plantilla K posiciones
de manera vertical y g posiciones de manera horizontal, resultando un movimiento oblicuo en el plano.

Comparemos la parébola Y = (X—5)>+6 y y=(X+5)*—6 con la plantilla Y=X'.

y

y=(x +5)%-6 y=x? y=(x -5)2+ 6

(5,6)

(0]0)

(-5,-6)
La parabola Y= (X—5)2 +6 se traslada 5 unidades a la derecha y 6 unidades hacia arriba, mientras que
la parabola Y= (X—i—5)2 —6 se traslada 5 unidades hacia la izquierda y 6 unidades hacia abajo.
Es decir, es la combinaciéon de los dos movimientos anteriores.
En general, la parabola y:(x—q)2+k tiene la misma grafica que y=x2 trasladada de la siguiente

forma:
hacia arriba si k >0

hacia abajo si k <0

hacia la derecha siq >0
hacia la izquierda si g >0

El vértice de la parébola se sitda en el punto (q,K) .

q unidades{ i unidades{
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Representacion de parabolas de laforma y = x> +r-x+s
Sabemos representar las parabolas de la forma y=(x—q)2+k mediante traslaciones. ¢Como

podemos pintar la grafica de las parabolas cuya expresidn algebraica es Y=X +I-X+S? Basta con
convertir esa expresidon en una cuya funcién sepamos representar:
Actividades resueltas

+ Representa la grdfica de la funcién cuadrdtica Y = x> +6-x—4

La funcién viene dada de la forma Y =X>+T-X+S, y queremos convertirla en Yy =(X—0)* +k.
y=X+r-X+s<y=(x—0q)* +k

Sabemos que (X+3)2 =X +6X+9, donde ya nos aparece x> + 6x. Ahora tenemos que ajustar el

resto:

y=X+6X—4=(Xx+3)°+K=x"+6x+9+K =K =-13=|y =(x+3)*-13

Con la parabola expresada de esta manera, basta con ™

trasladar la grafica de y=X2, 3 unidades a la izquierda
y 13 unidades hacia abajo, siendo el vértice el punto Yo
(-3, —-13).

En general, el vértice de la parabola se encuentra en el

-r . ‘y:‘x24‘-6x‘-4 /
punto X:?. La otra coordenada se obtiene ytx b 3213

sustituyendo X en la expresion de la funcién.
Ejemplo:

(-3:13)

4+ En el caso anterior, y=x2+6-x—4, el vértice
estd en el punto (-3, —13).

) _— r -6 .
Como r = 6, la primera coordenada del vértice es x:7:7:—3. Sustituyendo el valor en Ia

expresién: Y =(-3)° +6-(-3)-4=9-18-4=-13
Actividades propuestas
9. Representa la grafica de las siguientes parabolas y localiza el vértice:

a) y=(x+4)?*-5 b) y=—(x—g)2+6 ) y=x*-5
d) y=x"—6x+16 e) y=x2+4X+g f) y=—x+12x—26
g) y=x-10x+17 h) y=—Xx"+2x—4 i) y:—x2+%x—1
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Cav2ih.
2.3. Funcién cuadritica. Parabolas de la forma ¥ =8 X tD-X+C

Las funciones polinédmicas de segundo grado reciben el nombre de funciones cuadraticas.

. . . 2 . .
Hasta ahora solo hemos estudiado las funciones de tipo Y =X +IX+S, que es una parabola abierta
hacia arriba, o y=—X2 +IX+S, abierta hacia abajo.

Sabemos coémo afecta el valor del coeficiente a en la grafica de la parabola Y =4a- X", haciéndola mas
estrecha o mas ancha.

Para representar las funciones cuadraticas Y =a-X" +Db-X+C se convierte dicha expresiéon en una mas
familiar que sabemos representar:

b c
y=a-x’+b-x+c=a- (X’ +=-Xx+=)=y=a-(X*+r-x+s)
a a

Actividades resueltas

y=x2+4/3x - 813
+ Representa la pardbola Y =3X* +4x—8:

Convertimos la funcién en una expresion mas facil

de representar:

y:3x2+4x—8:3~(xz+%X—%) N A

4 8
y la comparamos con X’ +§x—§.

X2+£X—§=(X+£)2—@. y=3x2+4x-8
3 3 6 9

Las dos parabolas tienen el vértice en el mismo punto de abscisa, y la coordenada Y queda
multiplicada por 3.

En cuanto a la forma, la pardbola es mas estrecha, como se puede ver en el punto 2.1.

En general, la representacion de la funcién cuadratica y=a-x2+b-x+c se puede aproximar

. 2 . _ . .
representando la pardbola Y =X +IX+S, teniendo el vértice en el mismo punto de abscisa y la forma
dependerd del valor absoluto del coeficiente a, siendo mas ancha para valores grandes mas estrecha
para valores mas pequenos.

La orientacion de la parabola sera:
- hacia arriba si a>0

- hacia abajo si a<0
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Elementos de la parabola

Los elementos mads caracteristicos de la pardbola ayudan a representar su grafica en el plano
cartesiano.

Coeficiente a:
Si a>0 la pardbola estd abierta hacia arriba.
Si a<0 la pardbola esta abierta hacia abajo.
Vértice:
- , , -b -b*+4-a-c
El vértice de la pardbola esta enel punto | —,—— |:
2a 4a

, . . . —r
Habiamos visto que para la parabola de la forma y:x2+rx+s, la primera coordenada es 5 (En

este caso d es igual a 1). La parabola en el caso general es:

b C : b .
y=a-X>+b-x+c=a-(xX*+—-x+=-)=a-(xX*+r-x+s), es decir, r=— , entonces la abscisa del
a a a

_-b
2a

N‘m\c',

-— —r
vértice es — =
2

i -b - ”
La segunda coordenada sale al sustituir X :2— en la funcién cuadratica.
a

Puntos de corte con el eje OX:

Son los puntos donde la parabola corta al eje X, es decir, es la interseccion de la parabola con la recta
y =0. Indica cuando la parabola es positiva o negativa.

L, 2
Para calcularlos, se resuelve la ecuacién de segundo grado Y =a-X" +b-x+c=0.

Punto de corte con el eje OY:

Es el punto donde la parabola corta al eje y, es decir, es la interseccién de la parabola con la recta x = 0.
Cuando X=0, la parabola toma el valor de ¢, luego el punto de corte es el punto (0, C).

Eje de simetria:

La parabola es simétrica en la recta paralela al eje Y que pasa por el vértice de la parabola, es decir, el

eje de simetria de la pardbola es la recta x :2—.
a

El eje de simetria también pasa por el punto medio del segmento formado por los dos puntos de corte
con el eje X.

A partir de estos elementos, se puede representar la grafica de una funcion cuadratica.
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Actividades resueltas

4 Determina los elementos de la pardbola Y =—2X° —12x—10
0 a=-2, entonces la parabola esta abierta hacia abajo.

b1 1
0 Vértice: 2a 2-(-2) 4 = Vertice:V (-3,8)
y=-2-(-3)"-12-(-3)-10=-18+36-10=8

O Puntos de corte:

N, — =-5 -5,0
u EjeOX:y:_2x2_12x_10:0@xzw: % :>( )
-4 X, =-1=(-1,0)

y =-2x*-12x-10
&

x=0

La parabola también pasa por su simétrico: (-6,—10).

" Eje OY:{ y=-2.0°-12.0-10 = —10 = (0,~10)

0 Eje de simetria: recta X=—-3.

1y 1y

““““““““““““““

T [y 50) |10)

o(6-10) (0-10) (-6,10) | (0-10)

Actividades propuestas
10. Halla los elementos caracteristicos y representa las siguientes parabolas:

a) y=2x"+4x-6 b) y=6x—24x ¢ y=-2X+4x-2
d) y=2x*+5x-12 e) y=3x"+6x-9 f) y=-2xX*+7x+3
g) y=7x"+21x—28 h) y=5x—9x+4 i) y=—4x"—4x-1
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4. FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Hay graficas que no podemos representar con una Unica férmula, como la del margen:

Actividades resueltas

- .- 1001
Distancia g,

4+ La grdfica del margen representa una excursion (km) 80
en autobus de un grupo de Personas Adultas de 701

nivel Il a Toledo, pasando por Aranjuez. Busca :g
una expresion que la represente. 401
Este tipo de funcion se denomina funcion definida a 23
trozos pues cada trozo tiene una expresion algebraica 10
diferente. Observa que esta formada por 5 tramos de | |feo’ -120" 60  To' 60 ' 120 ' 180 ' 240 ' 300 ' 360
rectas, distintos. Podemos calcular sus ecuaciones 20 Tiempo (min)
pues conocemos los puntos por los que pasan: (0, 0),

(30, 45), (75, 45), (90, 120), (90, 300) y (0, 360).

Su expresion es:

gx si0<x<30

45 si30<x<75
f(x)={ 5%x-330 si75<x<120

90 51120 < x <300
—%x+360 si 300 < x < 360

2x-1 six<0

+ Representa grdficamente la funcion f(x)=1 , . .
Xx“=1 six>0
Esta definida de distinta manera antes de 0, que es una recta, que después

de 0, que es una parabola. Simplemente dibujamos estas funciones en los
intervalos indicados.

Actividades propuestas
2x—-1 six<0 2

x-1 six>0

11. Representa graficamente la funcion f(x) :{

o g x2+2 six<0
12. Representa graficamente la funcién f(X) =

2X+2 sSix>0

o y 2x+1 six<l1
13. Representa graficamente la funcion f(x) = . .
X+3 six>1
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4. APLICACIONES A CONTEXTOS Y SITUACIONES REALES

#+ Interpretacion de prospectos. Cantidad de paracetamol. Interpolacion

Tenemos paracetamol para nifios con una concentracion de 100 mg/ml. El prospecto nos indica que la
dosis recomendada es de 15 mg por kg de peso del nifio cada 6 horas.

Llamamos a la variable kilogramos del nifio y consideramos la funcién f(x) que es la cantidad en m/ de
paracetamol que tenemos que administrar.

Como 15X es el nimero de mg y en 1 ml de nuestro frasco hay 100 mg entonces tenemos que

administrar % ml. Por lo tanto, la funcidn viene dada por f(x) = 0,15x.

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1,5 165 18 1,95 2,1 2,25 2,4 2,55 2,7 2,85 3

Con la funcién definida a partir de la expresion f(x) = 0,15x podemos calcular facilmente la cantidad de
mililitros exactamente para cualquier peso.

Por ejemplo, para un nifio de 12,7 kg, la cantidad de mililitros es f(12,7) = 1,905 cada 6 horas.

ml

= K W A o

kg,
32 —11 1.2 83 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 26 26 27 28 29

#+ Interpretacion de prospectos. Cantidad de ibuprofeno. Interpolacion

Leemos en el prospecto de una cierta marca de ibuprofeno para nifios que viene en un frasco con
concentracion de 40 mg/ml que la dosis administrada de ibuprofeno depende de la edad y del peso del
nifio. Para nifios de 3 meses hasta 12 afos, la dosis diaria recomendada es de 20 a 30 mg por cada kg de
peso, repartida en tres o cuatro tomas.

Llamamos X a la variable kg de peso del nifio. Consideramos las funciones f(X) y g(x) que determinan las
cantidades en ml minima y maxima que deben administrarse en total al dia.

Si se hace cada 6 horas, es decir, 4 tomas, entonces se divide la cantidad resultante entre 4.
Si se hace cada 8 horas, es decir, 3 tomas, entonces se divide la cantidad resultante entre 3.

20x 30x
Por lo tanto, f(x) =—— , g(X) = — .
or lo tanto, f(x) 20 g(x) 20

Simplificando, f(x) = 0,5x, g(x) = 0,75 X
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Para 14,5 kg la dosis oscila entre f(14,5) y g(14,5), es decir entre 7,25 mly 10,875 ml.

Al dia
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
minimo 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10
maximo 7,5 8,25 9 9,75 10,5 11,25 12 12,75 13,5 14,25 15
En 3 tomas
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
minimo 1,67 1,83 2,00 2,17 2,33 2,50 2,67 283 3,00 3,17 3,33
maximo 2,5 2,75 3 3,25 3,5 3,75 4 4,25 4,5/ 4,75 5
En 4 tomas
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
minimo 1,25 1,38 1,50 1,63 1,75 1,88 2,00 2,13 2,25 2,38 2,50
maximo 1,88 2,06 2,25 2,44 2,63 2,81 3,00 3,19 3,38 3,56 3,75

Graficas para la cantidad de ml en un dia

16 [ mi al dia

15

14

13

12 max
11

10

9

8 min

kg
-5 -4 -3 -2 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 12 20 21 22232425262?2829(
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Actividad propuesta
14. A) Si la concentracion del frasco de ibuprofeno es de 20 mg/ml y mi nifio pesa 16 kg, écuantos ml
tendré que administrarle cada 6 horas?

B) Determina la expresion de la funcidn cantidad de ml cada 6 horas en funcién del peso de un nifio.
4+ Grdfica del nivel de estradiol en mujeres adultas
Este es un ejemplo de funcién periddica. El periodo en este caso es 28 dias.

En el eje horizontal se han representado los dias y en el vertical los picogramos/mililitro en sangre.

Nivel de estradiol en mujeres adultas

450

400
350
300
250
200
150
100
" ._/_\/\
0
0 10 20 30 40 50 60
—&—minimo —@—maximo
1 5 12 14 28 29 33 40 42 56

19 19 110 110 19 19 19 110 110 19
140 140 410 410 160 140 140 410 410 160

En hembras adultas -

Fase Folicular - 19 a 140 pg/ml

Momentos antes de la ovulacién - 110 a 410 pg/mL
Fase Luteal - 19 a 160 pg/ml

Después de la menopausia - Menos de 35 pg/ml
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Actividad propuesta
15. De acuerdo con el grafico, éen qué intervalos la funcidn nivel de estradiol es creciente.

¢En qué intervalo es convexa?
¢En qué dias se alcanzan los valores minimos?

#+ Nivel de Testosterona en el hombre en funcion de la edad

nmol/L

20

10

(W]

0 20 40 60 80 100

EDAD-nml/L

La tabla muestra los rangos referenciales para la testosterona libre en hombres, de acuerdo a su edad.

25 35 45 55 65 75 85 95
21 23 21 19 18 16 13 10
606 663 606 548 519 461 375 288

Actividad propuesta
16. De acuerdo con el grafico anterior sobre la testosterona, éa qué edad

se alcanza la maxima concentracion de testosterona? ¢En qué 80 I
intervalo la funcidn es decreciente?
70
#+ Lanzamiento vertical 60
Supongamos que se lanza hacia arriba desde el suelo un objeto con 50
una velocidad inicial . Nos proponemos encontrar expresiones
matemadticas que determinen las posiciones y velocidades en cada 40
segundo transcurrido, tomando
30
Tomamos el sentido positivo hacia arriba y como origen de coordenadas
el punto de lanzamiento. Como se trata de un Movimiento Rectilineo 20
Uniformemente Acelerado (MRUA) con aceleracién negativa, las
ecuaciones del movimiento son: 10
V=V —g1t 0 1l
5 |10 15 20 25 30 35
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h=vot — (1/2)g 4
Supongamos que la velocidad inicial es de 40 m/s . En este caso, tenemos:
v =40 -101; h=40t —54°

La grafica de la velocidad dependiendo del tiempo es una recta mientras que la grafica de la altura
dependiendo del tiempo es una parabola.

50

30
20

10
A=(4,0) t
40 -30 -20 -10 O 10,1120 1200 a0 e R0

=10

Actividad propuesta
17. Calcula el vértice de la parabola correspondiente a un lanzamiento vertical. ¢éQué relacidn tiene con
la altura este punto? Observa la grafica anterior v-t. ¢ Cuanto vale la pendiente de la recta? ¢Cuanto
vale la ordenada en el origen? ¢ Qué relacién existe entre la pendiente y el tipo de movimiento?

+ La energia cinética.

La energia cinética que tiene un cuerpo viene dada por la formula Ec = (1/2) m V2,

Para un cuerpo de masa 10 kg que va a una velocidad de X m/s, la Ec es de (1/2) 10 %% Julios.
Podemos escribir la funcion f(x) =5 X2,

Observa que en este fendmeno fisico no puedes aplicar reglas de tres simples ya que la energia no
es directamente proporcional a la velocidad sino al cuadrado de la velocidad.
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Actividad propuesta
18. Encuentra la funcién que determina la energia cinética de un cuerpo de masa 12 kg. Representa esta
funcion y calcula la energia cinética para una velocidad de 8 m/s.

+ La energia mecdnica.
La energia mecdanica de un cuerpo es la suma de la energia cinética mas la energia potencial.
Ep=m-g- h
Ec = (1/2)-m -V?

El principio de conservaciéon de la energia mecanica establece que la energia mecdnica de un cuerpo
en el que sélo interviene su peso se conserva.

Supongamos que la energia mecanica de un cuerpo es constante igual a 1000 Julios y tiene una
masa de 100 kg. Suponiendo que la aceleracién de la gravedad es de 10m/s?, la altura f(x) en funcién

de la velocidad X viene dada por f(x) = 1—%% .

¢éA qué velocidad va cuando se encuentra en el suelo?
Las abscisas de los puntos de corte con el eje OX corresponden a las velocidades donde la altura es
igual a cero.

Resolvemos la ecuaciénl—%x2 = 0. Las soluciones son: X, =—+/20, X, =+v20.

El signo significa que las velocidades tienen sentido opuesto. Por ejemplo, si se trata de un
lanzamiento de un cuerpo hacia arriba con una cierta velocidad, cuando vuelve a caer al suelo lo
hace con la misma velocidad, pero el sentido es el contrario.

altura en metros

velocidad en metros/segundos
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 6 7 8 9

—
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Funcion lineal

1.

10.

Representa graficamente la siguiente relacién de proporcionalidad dada en la siguiente tabla
y escribe su ecuacion. Describe qué tipo de relacién es.

-5 -2 0o 1 3
-15 ) 0 3 9

Representa las rectas: a) y = 5x, b) y = —5x, c) y = (1/2)x, d) y = 2'3x.

Estudia el dominio, maximos y minimos y simetrias de las funciones lineales:
a)y=1'5x, b) y=—-0'5x.
Estudia la funcion y = 0,7x en el intervalo [-2, 5].

Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, 4) y (0, 0) y determina su
expresion algebraica.

Representa las siguientes funciones lineales:

a)y=2x+3 b)y=—x+5 c)y=3x-2 d)y=-2x-3.
Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, 4) y (2, 1) y determina su
expresion algebraica.

Calcula la pendiente de las rectas que pasa por los puntos que se indican y determina su
expresion algebraica.

a) (5,1),(3,-2) b) (-3, 4), (4, -1) c) (1, 4), (0, 6) d) (-2, -4),(-1,0)
Dos empresas de telefonia movil lanzan sus ofertas: la empresa StarTel ofrece por cada
llamada pagar 50 céntimos mas 2 céntimos por minuto hablado; Tel-Hello ofrece 75
céntimos por llamada y minutos ilimitados. {Qué oferta es mas econdmica? Para dar la
respuesta, realiza los siguientes pasos, expresando los resultados analitica y graficamente:

a) ¢éHay algun momento en que las dos ofertas sean iguales?
b) Si hablo una media de 15 minutos al dia, ¢ qué oferta me conviene?
c) Sihablo una media de 35 minutos al dia, ¢qué oferta me conviene?

d) Si hago una media de 10 llamadas al dia de 3 minutos de duracién, équé oferta me
conviene?

e) Si hago una media de 2 llamadas al dia de 30 minutos de duracidn, iqué oferta es la
mejor?
f) éQué oferta es mas econdmica?

El escritor Jaime Joyce tiene distintas ofertas editoriales para publicar su ultima novela. La
editorial Dole le ofrece 100 €, ademas del 20 % de cada libro que venda; la editorial Letrarte
le ofrece 350 €; y la editorial Paco le ofrece segun la venta de libros: 50 € si vende hasta 250
libros, 100 € si vende hasta 500 libros, 300 € si vende hasta 1000 libros y 500 € si vende mas
de 1000 libros. Entre todas las editoriales, écual crees que es mejor oferta para Jaime?
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Funciones cuadraticas
11. A partir de la pardbola y = x°, dibuja la grafica de las siguientes parabolas:
a)y=x*+3 b)y=—x*+5 o) y=(x-2)* d)y = (—x — 3)%
12. A partir de la parabola y = x°, dibuja la grafica de las siguientes parabolas:
a)y =2,5x> b)y=-1,2x" c)y=(1/2)x* d) y=-0,7x".
13. Representa la gréfica de las funciones parabdlicas siguientes e indica el vértice:
a)y=x"+3x+2 b)y=—x"+5x—4 c)y=(x—2)°+4 d)y=—x*+x-3.
14. Determina los elementos de las parabolas siguientes

a)y=3x"+2x+5 b)y=—2x*+4x-1 c)y=4(x—2)°+9 d) y = —5x* + 2x — 6.

Funciones definidas a trozos

2X+1 six<-1
15. Representa graficamente la funcién f(x)= 2 . )
Xx“°=1 six>-1

16. Determina los puntos de interseccion con los ejes coordenados de la funcion

Xx+1 six<?2
f(x)= ) .
2X+1 six>2

2 -
. . L, X“+1 six<2 )
17. Indica los intervalos donde la funcién f (x) = { es creciente.

—x2+4 six>2

3X-2 six<l
18. Representa graficamente la funcién f(x)= ) .
1/x six>1
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AUTOEVALUACION

1.

10.

La recta y = 4x + 2 tiene de pendiente m y ordenada en el origen b:

aym=4,b=0 b)m=1/2,b=6 c)m=2,b=4 dm=4,b=2

La recta que pasa por los puntos (1, 6) y (-2, 4) tiene de pendiente m y ordenada en el origen b:
aym=2,b=4 bym=3/2,b=6 c)m=2/3,b=16/3 dm=6,b=2/3
Indica cual de las siguientes funciones lineales es simétrica respecto del origen de coordenadas:
a)y=(-10/17)x b)y=3x+1 c)y=4x+2 dy=-x+3

Indica cual de las siguientes funciones cuadraticas es simétrica respecto del eje de ordenadas:
a)y = (-10/17)x* + 3x b)y=3x"+2x+1 c)y = 4ax* d)y=—x*+3x+2
Indica el vértice de la funcién cuadratica y = 3x* + 1:

a) (o, 1) b) (1, 2) c) (0, 2) d) (0, 3)

Sefiala cudl de las siguientes funciones cuadraticas es mds estrecha que y = x*:

a)y = (-10/17)x* + 3x b)y=3x"+2x+1 c)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=—x*+3
Indica cual de las siguientes parabolas abre hacia arriba:

a)y = (-10/17)x* + 3x b)y=3x*+2x+1 c)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=—x+3
Indica cual de las siguientes pardbolas no corta al eje OX:

a)y = (-10/17)x* + 3x b)y=3x"+2x+1 c)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=-x*+3
Indica cual de las siguientes funciones es siempre decreciente:

a)y =-5x+1 b) y = 5x*+6Xx c)y=3x-8 d)y=—x
Sefiala cual de las siguientes funciones cuadraticas alcanza un minimo absoluto:

a)y = (-10/17)x* + 3x b)y=3x"+2x+1 c)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=—x*+3
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Unidad didactica 9.

1. LA TOMA DE DATOS

Estadistica y probabilidad

1.1. Un ejemplo para realizar un analisis

Ejemplo:

La Casa de la Moneda quiere estudiar cuantas monedas debe emitir, teniendo en cuenta las
que estan en circulacidn y las que se quedan atesoradas (bien en casas particulares, o en
magquinas de refrescos, o depositadas en un banco). Se ha hecho una encuesta a pie de
calle a 60 personas y se ha apuntado cuantas monedas llevaba cada una de ellas en el
bolsillo. Hemos obtenido estos datos:
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El primer paso consiste en hacer un esquema para el recuento: usaremos una tablay
marcaremos palotes cada vez que aparezca ese nimero.

Pasar de ese recuento a una tabla de frecuencias absolutas es muy sencillo: solo hay que

o \///
1 |/

2 |//

3 |/

4

5 |/

6 |///]

7 /T 14 |///
8 |/ 1] 15 |/
9 |/l 16 |///
10 \//11] 1] 17

11 |//// 18 |///
12 \//11] 1] 19

13 |/ 20

sustituir los palotes por el nimero que representan.

Es mucho mejor analizar los datos de modo visual. Estamos mds acostumbrados a trabajar de
esa manera. Podemos representar los datos de la tabla de frecuencias en un diagrama de

N | A~ W|IN R O

AP, |lOoOlRP|IN|FP|W

7

8

9

10

11

12

13

N I N | P NP0

14

15

16

17

18

19

20

O|lo0oO|lWwW| O |W |k, |Ww

barras, donde la altura de cada barra representa la frecuencia de aparicion.
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w A O o N

N

[EY

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

El procesamiento de datos estadisticos se utiliza mucho. Obviamente no se hacen las
operaciones a mano, sino que se utilizan calculadoras u hojas de calculo. Disponer de esos
medios tecnoldgicos sera un buen complemento para el capitulo, aunque recordamos que lo
mas importante es comprender qué se hace en cada momento.

Comenzaremos introduciendo algo de nomenclatura. Casi todos estos nombres los has
escuchado puesto que los medios de comunicacién los utilizan muchisimo

Poblacidn es el colectivo sobre el que se quiere hacer el estudio.

Muestra es un subconjunto de la poblacién de modo que a partir de su estudio se
pueden obtener caracteristicas de la poblacion completa.

Individuo es cada uno de los elementos de la poblacién o la muestra.

Ejemplo:

Se quiere hacer un estudio sobre habitos alimenticios de los estudiantes de 32 de ESO de todo
Madrid. Pero como es muy costoso entrevistar a todos los estudiantes se decide tomar un
IES por cada distrito y entrevistar a los alumnos de 32 de ESO de esos colegios elegidos.

La poblacidén objeto del estudio serdn todos los estudiantes madrilefios matriculados en 32
de ESO.

La muestra son los estudiantes de 32 de ESO matriculados en los institutos elegidos.

Cada uno de los estudiantes de 32 de ESO es un individuo para este estudio estadistico.

Actividades propuestas
1. Queremos hacer un estudio de la cantidad de monedas que llevan en el bolsillo los
estudiantes de tu clase. Pero para no preguntar a todos elige 10 companieros al azar
y anota en tu cuaderno cuantas monedas lleva cada uno.

a) éCual es la poblacidn objeto del estudio?
b) ¢Cual es la muestra elegida?
c) Especifica 5 individuos que pertenezcan a la poblacién y no a la muestra.
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1.2. Variables estadisticas
Ejemplo:
En un estudio estadistico se puede preguntar cosas tan variopintas como

¢Qué frutas comes a lo largo de una semana?

¢Cuantas piezas de fruta comes al dia?

¢Cudntas monedas llevas en el bolsillo?

éCudl es tu altura?

¢Cudntas marcas de chocolate recuerdas?

éCuales son las marcas de chocolate que recuerdas?

éCudntos hermanos tienes?

¢Cual es tu color favorito para un coche?

¢Cuanto tiempo pasas al dia viendo la televisién?

¢Cuantos seguidores tienes en twitter?

Esas preguntas pueden corresponder a estudios de salud, econdmicos, publicitarios o
socioecondmicos. Algunas se responden con un nimero y otras se responden con un nombre o
un adjetivo. Incluso hay diferencias entre las que se responden con nimeros: el nimero de
monedas que llevas o el nUmero de seguidores de twitter se contestan con numeros enteros,
mientras que para hallar tu altura o las horas que pasas delante del televisor necesitamos
utilizar nimeros reales (normalmente con representacién decimal).

VVVVYVYVYVYVYVYY

Una variable se dice cuantitativa si sus valores se expresan con nimeros.
Las variables cuantitativas pueden ser
» discretas si solo admiten valores aislados
» continuas si entre dos valores pueden darse también todos los intermedios

Una variable estadistica es cualitativa cuando sus valores no se expresan mediante un
numero, sino con una cualidad.

Actividades propuestas
2. Clasifica en variables cualitativas y cuantitativas las que aparecen en el primer
ejemplo de esta seccion. Para las cuantitativas indica si son continuas o discretas.

1.3. Las fases de un estudio estadistico

En un estudio estadistico hay 6 fases fundamentales:

1. Determinacion del objeto del estudio. Esto es, saber qué queremos estudiar.
Seleccién de las variables que se van a estudiar.
Recogida de los datos.
Organizacién de los datos.
Representacion y tratamiento de los datos.
6. Interpretacidny analisis.
En este libro empezaremos los ejemplos a partir del punto 4, con datos ya proporcionados en
los enunciados.

e WwN
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2. REPRESENTACION DE LA INFORMACION

2.1. Ejemplos para trabajar

En la seccidn anterior lo comenzdbamos analizando una variable discreta: el nUmero de
monedas que se llevan en el bolsillo. Puedes repasar qué haciamos alli: cdmo recontabamos
los datos, como los llevdbamos después a una tabla de frecuencias y cémo representabamos la
informacién en un gréfico.

Haremos ahora el mismo proceso con una variable continua.

Ya sabes que:

Podemos distinguir entre frecuencias absolutas, si, como en este ejemplo, hacemos un
recuento del nimero de veces que aparece cada dato. Frecuencias relativas, que
estudiaremos con mas detenimiento al final del capitulo, y que consiste en dividir cada
frecuencia absoluta por el nimero total de observaciones. Frecuencias acumuladas, tanto
frecuencias absolutas acumuladas como frecuencias relativas acumuladas si se calculan todos
los valores menores o iguales a él.

Ejemplos:

£ Se estad realizando un control del peso de un grupo de nifios. Para ello, se
contabilizan el nimero de veces que comen al dia una chocolatina 13 nifios
durante un mes, obteniendo los siguientes numeros: 2,5, 3,2,0,4,1,7,4,2,1,
0, 2.

La informacién obtenida se puede resumir en una tabla de frecuencias absolutas y
frecuencias absolutas acumuladas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7
Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1 0 1
Frecuencia absoluta acumulada 2 4 8 9 11 | 12 | 12 | 13

También se puede resumir en una tabla de frecuencias relativas y frecuencias
relativas acumuladas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia relativa 0’154 | 0’154 | 0’307 | 0’077 | 0’154 | 0’077 0 0’077

Frecuencia relativa acumulada | 0154 | 0’308 | 0’615 | 0’692 | 0’846 | 0’923 | 0’923 1
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+ En una fabrica se realiza un estudio sobre el espesor, en mm, de un cierto tipo
de latas de refresco. Con este fin, selecciona una muestra de tamafno N = 25,
obteniendo los siguientes valores: 7’8, 8’2, 7’6, 10’5, 7°4, 8’3, 9’2, 11’3, 7’1, 8’5,
10'2,9'3,9'9,8'7,8'6,7'2,9'9, 86, 10’9, 7’9, 111, 8’8, 9°2, 8’1, 10’5.

Esta informacion se puede resumir haciendo cinco intervalos y haciendo una tabla
de frecuencias absolutas, frecuencias absolutas acumuladas, frecuencias relativas
y frecuencias relativas acumuladas

Intervalos de clase (7, 8] (8, 9] (9, 10] (10, 11] (11, 12]
Marcas de clase 7’5 8’5 9’5 10’5 11’5
Frecuencia absoluta 6 8 5 4 2
Frecuencia relativa 024 0’32 02 0’16 0’08
Frecuencia relativa acumulada 024 0’56 0’76 0’92 1

Ejemplo:

& Las alturas de los 12 jugadores de la Seleccidon Espafiola de Baloncesto (en
metros) que participaron en la Eurocopa 2013 se recogen en la siguiente tabla:

2’03 1’96 1’91 2’11 1’91 1’93 2’08 1’99 1’90 2’16 2’06 2’03
Como los datos son continuos, para hacer el recuento fijaremos intervalos de altura:
e entre 1’895y 1’945 i
e entre 1’945y 1’995 //
e entre 1’995y 2'045 //
e entre 2’045y 2'095 //
e entre 2’095y 2’145 /
e entre2’145y 2’195 /
Ahora llevamos los datos del recuento a un diagrama de frecuencias:
entre 1’895 y 1’945 4
entre 1’945y 1’995 2
entre 1’995 y 2045 2
entre 2’045 y 2’095 2
entre 2’095y 2’145 1
entre 2’145y 2'195 1
En este caso la representacion grafica la hacemos con un histograma de frecuencias.
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254

0.5 4

Observa la diferencia entre este grafico (correspondiente a una variable continua) y el que
hicimos para el recuento de monedas (que representaba una variable discreta). Este grafico se
denomina histograma de frecuencias y es similar a un diagrama de barras pero ahora
representamos unas barras pegadas a otras, para recordar que se trata de intervalos de clase y
no de valores aislados de las variables. En nuestro ejemplo todos los intervalos tienen la misma
longitud, 0’05 cm. Si las longitudes de los intervalos fueran diferentes las alturas de los
rectangulos deberian ser proporcionales al area.

2.2. Diagramas de barras

Se utiliza para representar datos de variables estadisticas discretas o variables
estadisticas cualitativas.

Al principio del capitulo estudiando el nimero de monedas que se llevan en el bolsillo.
Podemos utilizar este tipo de grafico en otras situaciones.

NuUmero de asignaturas suspensas en la 1° evaluacion

25

20
15
10
nh
0 . I I I
0 1 2

El grafico anterior representa el nimero de alumnos (de una clase de 35) que han aprobado
todo, el de alumnos con 1 asignatura suspensa, con dos asignaturas suspensas, etc. Lo bueno
de la representacidn grafica es que de un solo vistazo sabemos que 20 alumnos han aprobado
todo y que hay un alumno que tiene 7 asignaturas suspensas.
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También podemos utilizar diagramas de barras para representar variables cualitativas, como la
elecciéon de la modalidad de bachillerato que cursan los alumnos de un IES o las preferencias
politicas de los ciudadanos de un municipio.

NuUmero de votos obtenidos por diferentes partidos
politicos en las elecciones municipales

600
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200

- I L

: = —

Partido A Partido B Partido C Partido D Partido E Partido F

2.3. Histograma de frecuencias

Este tipo de grafico lo hemos utilizado antes para representar las alturas de los jugadores de la
Seleccion Espafiola de Baloncesto.

Es similar a un diagrama de barras pero la altura de cada barra viene dada por el
numero de elementos que hay en cada clase.

Otras variables que podemos considerar como variables continuas son el numero de horas que
los jovenes de una poblacion dedican a internet en sus ratos de ocio o la cantidad de dinero
que se lleva en el bolsillo (ojo, esto no es el nUmero de monedas).

Horas de ocio dedicadas a internet

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

En el grafico que incluimos a continuacidn las marcas del eje de las x se refieren a los tramos
de dinero expresados de 5 en 5 euros. La altura del grafico se corresponde con la cantidad de
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alumnos que llevan esa cantidad de dinero. De un simple vistazo se ve que hay algo mas de
150 alumnos que llevan entre 5 € y 10 € al instituto y que poco mas de 40 alumnos llevan entre
25€y30¢€.

Dinero que llevan los estudiantes al instituto

180
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80
60

40

20 _l
0

Las barras son mas anchas y aparecen unas a continuacidn de otras para destacar que estamos
representando una variable continua y que las alturas se corresponden con individuos dentro
de un intervalo de datos. Pero recuerda, si los intervalos fueran distintos, las alturas de los
rectangulos serian proporcionales al area.

2.4. Poligono de frecuencias

Se utiliza en los mismos casos que el histograma. Pero da idea de la variacién de la tendencia.
La linea poligonal se construye uniendo los puntos medios de los lados superiores de los
rectangulos.

Horas de ocio dedicadas a internet
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2.4. Diagrama de sectores

En algunas ocasiones nos interesa hacernos a la idea de la proporcidén que tiene cada resultado
en relacion con los demas. Se utiliza mucho con variables cualitativas. Por ejemplo, esta
representacion se utiliza para mostrar los resultados de unas las elecciones cuando queremos
comparar los votos obtenidos por los diferentes partidos.

En un diagrama de sectores aparecen representados sectores circulares. El angulo de
estos sectores es proporcional a la frecuencia absoluta.

Retomando el ejemplo de los resultados obtenidos por diferentes partidos politicos vamos a
representar esos mismos resultados mediante un diagrama de sectores:

Votos obtenidos por los diferentes
partidos politicos

MW Partido A
W Partido B
Partido C
M Partido D
W Partido E
Partido F

Actividades propuestas
3. Reune a 10 amigos. Recuenta cuantas monedas de cada valor (1céntimo, 2
céntimos, 5 céntimos, ...) tenéis entre todos. Representa mediante un grafico
adecuado el nUmero de monedas de cada clase que hay. ¢Hay algun otro diagrama
gue te permita ver qué tipos de monedas son mas abundantes en la muestra que
has tomado?

4. En la clase de Educacién Fisica el profesor ha medido el tiempo que tarda cada
alumno en recorrer 100 metros. Los resultados estan en esta tabla:

14’92 13’01 |12°22 |16’72 |12°06 |10’11 |10’58 |18'58 |20'07 |13’15 (20’10 |12'43 (17’51 |11’59

1179

16’94 16’45 |10'94 |16'56 (14’87 |17°59 |13'74 |19°'71 |18'63 |19'87 |11’12 (12’09 |14’20 |18’30

17’64

Agrupa estos resultados por clases’ comenzando en 10 segundos y haciendo intervalos de
longitud 1 segundo. Realiza una tabla de frecuencias y representa adecuadamente estos datos.
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3. PARAMETROS ESTADISTICOS

3.1. Introduccion

Seguro que sabes qué es la media de dos nimeros y probablemente sabes calcular la media de
una serie de datos. Pero ademas de esa medida estadistica hay otras medidas que pueden ser
interesantes para conocer propiedades de los datos que tenemos.

Ahora estudiaremos las medidas de centralizacién (media, mediana y moda) que nos
proporcionan un valor de referencia en torno al que se distribuyen los datos y las medidas de
dispersidn (recorrido, desviacién media, varianza y desviacidn tipica). Estas medidas nos
indican como estan de separados los datos en torno a la media.

Ejemplo:

Imagina que en dos examenes de matemadticas obtienes un 6 y un 5. La media es 5.5. Supdn
ahora que las notas que has tenido son 10 y 1. La media también es 5.5 pero deberas
estudiarte la parte en la que has sacado 1 para recuperar. Las medidas de dispersién nos
van a servir para detectar cuando tenemos valores extremos, alejados de la media.

3.2. Medidas de centralizacion

La media se calcula sumando todos los valores y dividiendo entre el nimero de datos.

Si X1, X2, ..., X» son los valores que toma la variable estadistica que estamos considerando, la
media se representa por x y se calcula mediante la formula:

X, +X, +.+X,

X =
n

X

i

Esa suma se puede escribir abreviadamente como X = . El simbolo Y se utiliza

n
habitualmente para representar sumas de varios sumandos. Lo utilizards mucho a partir de
ahora.

Para calcular la mediana se ordenan todos los datos de menor a mayor y nos
guedamos con el que ocupa la posicidn central. Si tenemos un nimero par de datos,
tomamos como mediana la media de los dos numeros que ocupan las posiciones
centrales. La representaremos por Me.

La mediana Me es un valor tal que el 50 % de las observaciones son inferiores a él.

Los cuartiles Q;, Q, y Qs son los valores tales que el 25 %, 50 % y 75 % (respectivamente) de los
valores de la variable son inferiores a él. Por tanto la mediana coincide con el segundo cuartil.

Usamos el término moda para referirnos al valor que mas se repite. La denotamos por
Mo.

Actividades resueltas

£ Continuamos utilizando los datos de estatura correspondientes a los 12
jugadores de la Seleccion Espafiola de Baloncesto (ver seccion 2.1 de este
capitulo).

La estatura media se calcula sumando todas las alturas y dividiendo entre el nimero de datos.

Z X;=203+2°06+2'16+1'90+1'99+2°08 + 1’93 + 1’91 + 2’11 + 1’91 + 196 + 2’03 = 24’07
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_ DX 2407
X= = 2227 - 2/0058.
n 12

En este ejemplo no podemos hablar de moda, puesto que no hay un Unico valor que sea el que
mas se repite.

La mediana en este caso es 2°01. Para calcularla ordenamos todos los datos de menor a mayor
y nos quedamos con el que ocupa la posicidn central. Como en este caso tenemos un nimero
impar de datos, tomamos como mediana la media aritmética de los 2 que ocupan las
posiciones centrales.

Los datos, tras ordenarlos, quedarian asi:

1’90

1’91 |1’91 |1'93 |1'96 1’99 (2’03 |2'03 |2’06 |2°08 (2’11 (2’16

D —

Media de ambos = 2'01

Para calcular los cuartiles tenemos que dividir el total de datos, en este ejemplo 12, entre 4, (o
multiplicar por 0’25 que es lo mismo) y obtenemos 3. Luego el primer cuartil observamos que
estd entre 1’91 y 1’93, hacemos la media y obtenemos que Q; = 1’92. Para calcular el tercer
cuartil multiplicamos por 3 y dividimos por 4, (o multiplicamos por 0’75) y en este caso se
obtiene el valor que estd entre 9, 2'06, y 10, 2’08, por lo que Q3 = 2°07.

3.3. Medidas de dispersion

Recorrido es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor. También se denomina
rango.

Desviacion media es la media de las distancias de los datos a la media de los datos de
los que dispongamos.

X, ~ X+, ~ %+, —X S~

DM=
n n

Varianza es la media de los cuadrados de las distancias de los datos a la media.

(x1 —)_()2 +(x2 —)_()2 +...+(xn —)_()2 _ Z(X,- —2_()2

n n

Varianza =

Equivalentemente (desarrollando los cuadrados que aparecen en la expresidn) se puede
calcular mediante esta otra expresién:

Zi_)—(z

n

Varianza =

Desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza.

Se representa por c.
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Recorrido intercuartilico o intervalo intercuartil es la distancia entre el tercer y el primer
cuartil:

R = Recorrido intercuartilico = Qz — Q.

Estas formulas provienen de diferentes modos de medir las distancias. Para el calculo de la
desviacion media se usan valores absolutos, que es como se mide la distancia entre nimeros
en la recta real. La desviacion tipica tiene que ver con la forma de medir distancias en el plano
(recordemos que la hipotenusa de un tridngulo es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados
de los catetos). No hace falta que comprendas ahora de donde salen estas férmulas pero si es
conveniente que sepas que no es por capricho de los matematicos que lo inventaron. Cada
cosa a su tiempo...

Actividades resueltas

£ Volvemos a usar los datos del ejemplo de la Seleccidén Espafiola con los que
venimos trabajando.

Recorrido: 2’16 — 1’90 = 0’26 (metros). Esto es la diferencia de alturas entre el jugador mas
alto y el mas bajo.

Para calcular la desviacion media primero calcularemos la suma que aparece en el numerador.
Después dividiremos entre el nimero de datos.

|2'03 — 2°0058| + | 206 — 2'0058| + | 2’16 — 20058 | + | 1’90 — 2’0058 + | 1’99 — 2’0058 +
|2°08 — 2’0058 + |1'93 — 2’0058 | + |1'91 — 2’0058 | + | 2’11 — 2’0058 + | 191 — 2’0058 +

1’96 — 2’0058 + | 2’03 — 2’0058 | = 0'0242 + 0’0458 + 0’0958 + 0’1042 + 0’0958 + 0’0758 +
0’0742 + 0°0158 + 0’1058 + 0’1542 + 0’9458 + 0’0242 = 0’87

Asi la desviacién media es 0°'87/12 = 0’0725

Para calcular la varianza primero calcularemos la suma que aparece en el numerador, de modo
similar a como acabamos de hacer. Después terminaremos dividiendo entre el nimero de
datos.

(2’03 — 2’0058)% + (2’06 — 2’0058)? + (2’16 — 2'0058)? + (1’90 — 2°0058)? + (1’99 — 2°0058)* +
(2’08 — 2’0058)% + (1’93 — 2’0058) + (1’91 — 2°0058)% + (2’11 — 2’0058)% + (1’91 — 2°0058)* +
(1’96 — 2’0058)? + (2’03 — 20058)? = 008934

Asi la varianza es 0°'08934/12 = 0°'00744

La desviacion tipica es la raiz cuadrada de la varianza: 6 =+/0'00744 =0'08628.

Recorrido intercuartilico o intervalo intercuartil se calcula restando Qs —Q;=2'07-1'92 =
0'15.

Las medidas de posicién nos permiten realizar otro tipo de grafico estadistico que se
llama el grdfico de caja.
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3.5. Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica

Hemos visto que la desviacidn tipica nos mide la distancia de los datos respecto de la media.
Nos da mucha informacidn. Informa sobre cdmo se agrupan los datos alrededor de la media.

La media y la desviacidn tipica estan relacionadas.

1. Aproximadamente el 68 % de los datos distan como mucho una desviacion

tipica de la media.

2. Aproximadamente el 95 % de los datos distan como mucho dos desviaciones

tipicas de la media.

3. Aproximadamente mas del 99 % de los datos distan como mucho tres

desviaciones tipicas de la media.

Si los datos que hemos recogido tuvieran una distribucion normal (de momento no sabemos lo

gue esto significa exactamente dentro de la Estadistica, pero
puedes suponer que significa eso, que son normales, que no les
pasa nada raro) resulta que en el intervalo entre la media
menos una desviacion tipica y la media mas una desviacién
tipica estdn mas del 68 % de los datos. En el intervalo entre Ia
media menos 2 desviaciones tipicas y la media mas 2
desviaciones tipicas estdn mas del 95 % de los datos, y entre la
media menos 3 desviaciones tipicas y la media mas 3
desviaciones tipicas estan mas del 99'7 % de los datos.

0.0 A1 02 03 0.4

p=3F N—2¢ HN—F n [LE R T o T B

Media y desviacion tipica. Imagen de wikipedia

Se podria decir que algo, por ejemplo la inteligencia de una persona, la altura de una planta o
el peso de un animal... es normal si estd dentro de ese intervalo (X —c, X +0), que es
inteligente, alto o pesado si estd entre (X +c, X +20), 0 que es un genio, gigante o muy

pesado si estd en el intervalo (X + 20, X +30).

Observa que estamos diciendo que practicamente todos los datos distan de la media menos de
tres desviaciones tipicas y que mas del 68 % distan menos de una desviacidn tipica. Esto va a
ser de gran utilidad pues conecta con otras ramas de la Estadistica. Hasta ahora hemos estado
describiendo lo que ocurre. Ahora vamos a poder tomar decisiones, inferir o predecir con una
cierta probabilidad lo que va a ocurrir. Por eso vamos a estudiar a continuacion las

probabilidades.
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3.5. Calculo detenido de los parametros estadisticos

Lo mas cdmodo para calcular parametros estadisticos es utilizar una hoja de célculo. Las
calculadoras cientificas también incorporan funciones para obtener los principales pardmetros
estadisticos. Para saber como usar tu calculadora puedes leer el manual que viene con ella.

Ahora veremos como se pueden utilizar las tablas de frecuencias para calcular la media y la
varianza.

Cuando hay valores repetidos en vez de sumar ese valor varias veces podemos
multiplicar el valor por su frecuencia absoluta. También, el nimero de datos es la suma
de las frecuencias.

De este modo obtenemos la siguiente férmula para la media

:z.fi'xi
21

X

Andlogamente, la varianza se puede calcular mediante

Varianza =G’ = Zﬁz(:xj%_"?)

o0, alternativamente, mediante la expresién

DRI
>of

(Estas dos férmulas son equivalentes. La segunda expresion se obtiene desarrollando los
cuadrados de la primera y simplificando).

2
(@)

Por tanto la desviacidn tipica se calcula:

DI/ STt O D) /R T
2/ > f
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Actividades resueltas

Las notas de 15 alumnos en un examen de matematicas se reflejan en la siguiente tabla

7 6 6 10 1 4 5 5 3 9 5 5 8 6

Queremos calcular su media y su varianza.
En primer lugar, elaboramos una tabla de frecuencias con esos datos:

Xi fi

V| I IN|oo|lu | DM|lw| IN|FR
Rl |N WP, |O|PF

10 1

Afadimos una columna en la que escribiremos el resultado de multiplicaremos la frecuencia y
el valor, esto es, Xi - fi.

Xi fi Xi. fi
1 1 1
2 0 0
3 1 3
4 1 4
5 4 20
6 3 18
7 2 14
8 1 8
9 1 9
10 1 10
2 fi=n=15 2 X fi=87

Sumando las frecuencias (columna central) obtenemos el nimero de datos.
Asi la media es el cociente entre la suma de la columna de la derecha entre la suma de la
columna central.

x=2L_s58
1
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Para calcular la varianza afladiremos una columna mas a la tabla anterior. En esa columna
escribiremos el producto de la frecuencia por el cuadrado del valor.

Xi f, xi. f; xi 2 fi
1 1 1 1
2 0 0 0
3 1 3 9
4 1 4 16
5 4 20 100
6 3 18 108
7 2 14 98
8 1 8 64
9 1 9 81
10 1 10 100
>fi=n=15 | Xx-fi=87 |Xx? fi=577

Asi la varianza es G° = % —5'8% =14'4433

Y la desviacién tipica es 6 =+/14'4433=38004.
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3.6. Diagrama de cajas o de bigotes

El diagrama de cajas es una representacion grafica en la que se utilizan los cuartiles, la
mediana, los valores maximos y minimos... intentando visualizar todo el conjunto de datos.

Se forma un rectangulo (o caja) cuyos lados son los cuartiles (Q; y Qs) y donde se sefiala en el
centro, la mediana (Me). Se afiaden dos brazos (o bigotes) donde se sefialan los valores
maximo (Mdx) y minimo (Min).

Se pueden calcular, ademas, unos limites superior e inferior. El inferior, L; es Q; — 1’5 por el
intervalo intercuartil, y el superior Ls es Q3 + 1’5 por el intervalo intercuartil.

Ejemplo

4+ Nieves ha tenido en Matematicas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10.
Calcula su recorrido, la varianza, la desviacién tipica, los cuartiles y el
intervalo intercuartil.

Ordenamos los datos: 4 <6 <8 <10< 10, y calculamos que:

Mediana = Me = 8. Max  — Ls
Q, = 6. Qs = 10. i

Q3 .
Intervalo intercuartil = 10 — 6 = 4. " Intervalo

e . .

Los bigotes nos indican: @ intercuartil
Max = 10. Min = 4. !
Ls=Q3 +4*1’5 = 16. Li=Ql-4*1'5=0. Min L

En este ejemplo el maximo es igual a 10, que es menor que el posible
extremo superior, igual a 16. El minimo es 4, mayor que el extremo inferior, luego no hay
valores atipicos que sean mayores que el limite superior o menores que el limite inferior. Los
extremos de los bigotes, en nuestro ejemplo son 10y 4.

El diagrama de caja es el de la figura del margen.
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4. INTRODUCCION AL CALCULO DE PROBABILIDADES

4.1. Conceptos basicos en probabilidad

Todos los dias aparecen en nuestra vida hechos que tienen que ver con la probabilidad. Si
jugamos al parchis, intuimos que mds o menos una de cada 6 veces saldrd un 5, con lo que
podremos sacar una ficha a recorrer el tablero. En el 'Monopoly' sacar un doble tres veces
seguidas nos manda a la carcel (“sin pasar por la casilla de salida”). Esto no ocurre muchas
veces; sin embargo, todos los que hemos jugado a esto hemos ido a la carcel por ese motivo.

La probabilidad es una medida de lo factible que es que tenga lugar un determinado
suceso.

Para estudiar la probabilidad, debemos introducir algunos nombres. Lo vamos a hacer con
ayuda de un caso concreto.

Ejemplo

Imaginemos que tenemos una bolsa con 5 bolas: 2 blancas, 2 rojas y una negra. Hacemos el
siguiente experimento aleatorio: meter la mano en la bolsa y mirar el color de la bola que
ha salido.

n u

Hay 3 casos posibles: “que la bola sea blanca”, “que la bola sea roja” o “que la bola sea negra”.
Abreviadamente los representaremos por blanca, roja o negra (también podremos
representar los colores o escribir B, R o N; recuerda que en matematicas siempre se debe
simplificar, incluso la manera de escribir).

El espacio muestral es el conjunto de todos los casos posibles: {B, R, N}.

Los diferentes sucesos son los subconjuntos del espacio muestral. En nuestro ejemplo los
sucesos posibles son {B},{R}, {N}, {B,R}, {B,N}, {R,N}, {B,R,N}.

Es seguro que en nuestro experimento la bola que sacamos es “blanca”, “negra” o “roja”. Por
eso al espacio muestral se le llama también suceso seguro.

Recuerda estos nombres:

Un experimento aleatorio es una accidn (experimento) cuyo resultado depende del
azar.

A cada uno de los resultados posibles de un experimento aleatorio le llamaremos caso
o suceso individual.

El conjunto de todos los casos posibles se llama espacio muestral o suceso seguro.

Un suceso es un subconjunto del espacio muestral.
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Ejemplos
1. Baraja espafiola de 40 cartas. Experimento: sacamos una carta al azar y
miramos su palo.

Espacio muestral {oros, copas, espadas, bastos}

2. Experimento: lanzamos simultdaneamente 1 moneda de euro y una de 2 euros
al aire.

Espacio muestral:{Cara-Cara, Cara-Cruz, Cruz-Cara, Cruz-Cruz}
3. Experimento: lanzamos simultdneamente 2 monedas de 1 euro (indistinguibles)
Espacio muestral: {Salen 2 caras, Salen 2 cruces, Sale 1 cara y una cruz}

4. Experimento: lanzamos una moneda de 1 euro y apuntamos qué ha salido; la
volvemos a lanzar y apuntamos el resultado.

Espacio muestral: {CC, CX, XC, XX}

5. Experimento: lanzamos simultaneamente dos dados y sumamos los numeros
que se ven en las caras superiores.

Espacio muestral:{2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12}

6. Experimento: lanzamos un dado usual y sumamos los nUmeros que aparecen
en la cara superior y la cara inferior (la que no se ve, que estd sobre la mesa).
Espacio de sucesos: {7}

En los ejemplos anteriores, (2) y (4) son equivalentes: los posibles resultados del
lanzamiento de 2 monedas que se distinguen son los mismos que los del lanzamiento
de una misma moneda dos veces (por ejemplo, equiparamos el resultado del
lanzamiento de la moneda de 1 euro del ejemplo 3 con el primer lanzamiento de la
moneda del ejemplo 4 y el resultado del lanzamiento de la moneda de 2 euros con el
segundo lanzamiento).

En el experimento 6 siempre sale el mismo resultado (por alguna razén los puntos en
los dados usuales se distribuyen siempre de modo que las caras opuestas suman 7).
Técnicamente éste no es un experimento aleatorio, puesto que el resultado no
depende del azar.

Actividades propuestas

5. Para cada uno de los ejemplos 1 a 5 anteriores indica 3 sucesos diferentes que no
sean sucesos individuales.

6. En una bolsa tenemos 10 bolas rojas numeradas del 1 al 10. Se hacen los dos
experimentos siguientes:

EXPERIMENTO A: Se saca una bola de la bolsa y se mira su color.
EXPERIMENTO B: Se saca una bola de la bolsa y se mira su nimero.

¢Cudl de estos experimentos no es un experimento aleatorio? ¢Por qué?

Para el experimento que si es un experimento aleatorio indica su espacio muestral.

7. Una baraja francesa tiene 52 cartas, distribuidas en 13 cartas de picas, 13 de
corazones, 13 de tréboles y 13 de diamantes. Las picas y los tréboles son cartas
negras mientras que los corazones y los diamantes son cartas rojas. Se mezcla la
baraja, se corta y se hace el siguiente experimento: coger las dos cartas que han
quedado arriba del todo y observar de qué color son.

Describe el espacio muestral.
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4.2. Calculo de probabilidades

Ya hemos indicado que la probabilidad es una medida que nos indica el grado de confianza de
gue ocurra un determinado suceso.

La probabilidad se expresa mediante un nimero comprendido entre Oy 1.

Si ese nimero esta proximo a 0 diremos que es un suceso improbable (ojo, improbable no
quiere decir que sea imposible), mientras que si esta préximo a 1 diremos que ese suceso sera
mucho mas probable.

Ejemplo

En una bolsa que contiene 20 bolas blancas introducimos una bola negra (indistinguible al
tacto). Mezclamos bien las bolas de la bolsa, y realizamos el experimento consistente en
meter la mano en la bolsa y sacar una bola.

Sin que hayamos estudiado nada formalmente sobre probabilidad. ¢ Qué piensas que es mas
probable, que la bola sacada es blanca o que es negra? Estaremos de acuerdo en que es mas
probable sacar una bola blanca.

Ahora ya si que podemos plantearnos una pregunta: ¢En qué medida es mas probable sacar
una bola blanca?

No es dificil de calcular. Los datos que tenemos son los siguientes
e labolsa tiene 21 bolas
e 1 bolaesnegra
e 20 bolas son blancas

La probabilidad de sacar la bola negra es 1 de entre 21. La probabilidad de sacar una bola
blanca es de 20 entre 21.

Lo que acabamos de utilizar es conocido como Ley de Laplace. Si todos los casos de un espacio
muestral son equiprobables (esto es, tienen la misma probabilidad de ocurrir), y S es un
suceso de ese experimento aleatorio se tiene que
numero de casos favorables al suceso S

nuimero de casos posibles

P(S)=
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Ejemplo

Mezclamos una baraja espafiola de 40 cartas (los palos son oros, copas, espadas y bastos y en
cada palo hay cartas numeradas del 1 al 7 ademas de una sota, un caballo y un rey).

Se realiza el experimento consistente en cortar la baraja y quedarnos con la carta superior.
Consideraremos los siguientes sucesos:

1) Obtener una figura

2) Obtener una carta con un niumero impar

3) Obtener una carta de espadas

4) Obtener una carta de espadas o una figura

5) Obtener la sota de oros

En principio las cartas no van a estar marcadas, con lo que la probabilidad de que salga cada
una de ellas es la misma. Esto es, estamos ante un experimento aleatorio con todos los casos
equiprobables.

1) Enla baraja hay 12 figuras (3 por cada palo). Asi
Casos favorables: 12
Casos posibles: 40
Probabilidad: 12/40=3/10
2) Por cada palo hay 4 cartas con nimeros impares: 1,3,5y 7.
Casos favorables: 16
Casos posibles: 40
Probabilidad: 16/40=2/5
3) Hay 10 cartas de espadas en la baraja
Casos favorables: 10
Casos posibles: 40
Probabilidad: 10/40=1/4

4) Hay 10 cartas de espadas y ademas otras 9 figuras que no son de espadas (claro, las 3
figuras de espadas ya las hemos contado).

Casos favorables: 19
Casos posibles: 40
Probabilidad: 19/40

5) Solo hay una sota de oros
Casos favorables: 1
Casos posibles: 40
Probabilidad: 1/40
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El que es capaz de calcular probabilidades rdpidamente tiene ventaja en algunos
juegos en los que se mezcla azar con estrategia. Por ejemplo, juegos de cartas o de
domind. Si sabemos qué cartas o fichas se han jugado podemos estimar la probabilidad
de que otro jugador tenga una determinada jugada. Obviamente en esos casos no
cuantificamos (no hacemos los cdlculos exactos) pero si que estimamos si tenemos la
probabilidad a nuestro favor o en nuestra contra.

Para aprender mas...

Jerénimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademas de dedicarse a
las matematicas era médico, pero también era un jugador. De hecho él fue quien escribio el
primer trabajo que se conoce sobre juegos de azar. Un siglo después el Caballero de Meré, un
conocido jugador, planted a Blas Pascal diversos problemas que le aparecian en sus partidas.
Uno de los problemas que le planted es el del reparto de las ganancias cuando una partida se
tiene que interrumpir. Este problema ya habia sido tratado con anterioridad por Luca Pacioli
(el matematico que invento la tabla de doble entrada para ayudar a los Medici a llevar la
contabilidad de su Banca).

El problema enunciado y resuelto por Pacioli es éste:

Dos equipos juegan a la pelota de modo que gana el juego el primer equipo que gana 6
partidos. La apuesta es de 22 ducados, que se los llevara el ganador. Por algin motivo hay
que interrumpir el juego cuando un equipo ha ganado 5 partidos y el otro 3. Se quiere
saber cémo repartir los 22 ducados de la apuesta, de un modo justo.

iPiénsalo!

A pesar de haber pasado a la historia de las matematicas, la solucién que dio Pacioli a este
problema hoy no se consideraria correcta por no tener en cuenta la probabilidad. ¢Qué
propones tu? Este es un problema curioso, porque no tenemos todos los datos ni conocemos
las probabilidades que intervienen en su resolucién, pero es un bonito ejemplo para pensar en
equipo y discutir sobre el tema. Decir qué es y qué no es justo es muy complicado.

Actividades resueltas

Una bolsa de bolas contiene 26 negras y 26 rojas. Se mezcla el contenido de la bolsa, se mete
la mano y se saca una bola, se mira el color y se devuelve a la bolsa. A continuacidn se saca
otra bola y se mira el color. ¢Cual es la probabilidad de que hayan salido una bola roja y
una bola negra?

Antes de seguir leyendo, piénsalo. Si te equivocas no pasa nada: el sentido de probabilidad no
lo tenemos demasiado desarrollado, pero este es el momento de hacerlo.

Este problema lo hemos planteado muchas veces a otros estudiantes. Algunos dicen que la
probabilidad es 1/3 porque hay 3 casos posibles: Roja-Roja, Negra-Negra y Roja-Negra. Esa
respuesta no es correcta.

En realidad el suceso sacar una bola de cada color consta de 2 casos Roja-Negra y Negra-Roja.
Dependiendo de cémo hubiésemos escrito el espacio muestral o de cémo hubiésemos
planteado el problema ese detalle se podria ver con mayor o menor claridad.

Asi, la probabilidad de sacar una bola de cada color es, en realidad 1/2.
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Roja
(1/2)*(1/12)=1/4

Roja

26/52=1/2

Negra

26/52=1/2 (1/2)*(1/12)=1/4

Roja
(1/2)*(1/12)=1/4

26/52=1/2

26/52=1/2
Negra

26/52=1/2 Negra

(1/2)*(1/2)=1/4

Si no te lo crees puedes hacer un experimento: serd dificil que tengas 26 bolas negrasy 26
bolas rojas, pero si que es facil que tengas una baraja francesa. Mézclala, corta y mira el color
de la carta que ha quedado arriba en el montdén. Apuntalo. Vuelve a dejar las cartas en el
mazo, vuelve a mezclar, corta de nuevo y mira el color de la carta que ha quedado arriba
ahora. Apunta los colores. Repite este experimento muchas veces: 20, 50 o 100.

Si tienes en cuenta los resultados veras que, aproximadamente, la mitad de las veces las dos
cartas son del mismo color y la otra mitad las cartas son de colores diferentes. Con eso, hemos
podido “comprobar” que la probabilidad de ese suceso era 1/2.

Otra forma que te puede ayudar a razonar sobre este problema, y otros muchos de
probabilidad, es confeccionar un diagrama en arbol. La primera bola que sacamos tiene una
probabilidad de ser Roja igual a 26/52 = 1/2. Ese niumero lo escribimos en la rama del arbol. Si
devolvemos a la bolsa la bola y volvemos a sacar otra bola de la bolsa, la probabilidad de que
sea Roja vuelve a ser 26/52 = 1/2. Completamos con idéntico razonamiento el resto de las
ramas.

La probabilidad de que las dos bolas que hayamos sacado sean rojas es el producto de sus
ramas: (1/2)-(1/2) = 1/4. Igual probabilidad obtenemos para los sucesos Negra-Negra, Negra-
Roja y Roja-Negra. La probabilidad de Roja-Negra es por tanto 1/4, igual a la de Negra-Roja.
Como son sucesos elementales la probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color es la
suma: 1/4 +1/4=1/2.
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4.3. Probabilidad y frecuencia relativa

Al principio del capitulo, cuando introduciamos los principales conceptos estadisticos,
hablabamos de la frecuencia. A esa frecuencia se le llama frecuencia absoluta para distinguirla
de otro concepto, que es mucho mas préximo a la probabilidad.

Llamaremos frecuencia relativa de un resultado de un experimento aleatorio a su
frecuencia absoluta dividido entre el nUmero de repeticiones del experimento.

Ejemplo

Tira un dado 60 veces, copia esta tabla en tu cuaderno y apunta lo que sale:

Si dibujas un diagrama de barras con los resultados del experimento obtendras algo parecido a
esto:

Simulacidon del lanzamiento de un dado

14

12

| I I I I
0 I I
1 2 3 4 5 6

La frecuencia relativa de cada uno de los casos es bastante parecida a la probabilidad de ese
caso (que es 1/6).

(o]

[e)]

N

N
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Ejemplo.

Haz ahora otro experimento: tira 2 dados 60 veces y apunta la suma de los valores de los dos
dados en esta tabla.

Dibuja ahora un diagrama de barras. Lo que obtendrds sera algo parecido a esto:

Suma de los puntos en dos dados
16
14

12

10 ‘ |
. I I | I I I O
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Si la probabilidad “se tiene que parecer” a las frecuencias relativas, en este caso vemos que el
suceso que la suma dé 7 es mas probable que cualquiera de los demas. Y mucho mas probable
gue que la suma dé 2 o que la suma dé 12.

(o]

)]

I

N

La ley de los grandes numeros nos dice que cuando se repite muchas veces un
experimento aleatorio la frecuencia relativa de cada suceso S se aproxima a su
probabilidad. Cuanto mas grande sea el nimero de repeticiones, mejor va siendo la
aproximacion.

En este caso lo util es utilizar las frecuencias relativas para estimar probabilidades cuando
éstas no son conocidas.
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Actividades propuestas
8. En algunos lugares de Espaiia se sigue

jugando a la taba. La taba es un hueso

de cordero que no es regular. Puede “
caer en cuatro posiciones distintas. T ) .
Podemos pensar en ella como si fuese Jete (hoyos) Panza (tripas)

un dado “raro”.

Considera el experimento “lanzar la taba al
aire y ver lo que marca su cara superior: hoyo,

panza, rey y verdugo”. Rey (carneros) Verdugo (Lisos)

Aproxima la probabilidad de cada uno de los (Imagen: Wikimedia Commons)
casos de este experimento aleatorio.

9. Tu calculadora probablemente tendra una funcidn que sirve para generar nimeros
aleatorios. Normalmente da un nimero comprendido entre Oy 1.

Realiza el experimento aleatorio “genera un nimero aleatorio y apunta su segundo decimal”.
Haz 40 repeticiones de este experimento. Dibuja un histograma de frecuencias.

10. La probabilidad no es un concepto intuitivo. Para ello vamos a hacer una prueba.
Consideraremos el experimento aleatorio lanzar una moneda. Copia la tabla en tu
cuaderno

e Escribe en la 12 fila de esta tabla lo que tu crees que saldria al repetir el
experimento 30 veces. Piénsalo y rellena la tabla. Como tu quieras (invéntatelo,
pero “con sentido”).

e En la 22 fila de la tabla escribe el resultado real de 30 lanzamientos de la
moneda.

¢Qué observas en ambos casos? ¢Alguna pauta? Presta atencion a estas cuestiones para cada
una de las filas de la tabla.

¢Hay mas o menos 15 caras y 15 cruces?

¢Aparecen grupos seguidos de caras o de cruces?

¢Cual es el mayor numero de caras que han salido seguidas? ¢Y el de cruces?

Normalmente cuando “te inventas” los resultados si sueles poner la mitad de caras y la mitad
de cruces. En un experimento aleatorio estos nimeros estan cerca de la mitad pero no suelen
ser la mitad exacta.

Cuando te lo inventas, en general pones pocos grupos seguidos de caras o cruces.

El cerebro nos engana y en temas probabilisticos tenemos que educarlo mucho mas.
Por eso este tema es muy importante, aunque sea el que muchas veces se queda sin
dar. Nos ayuda a que, como ciudadanos, no nos engainen. Ni con loterias, ni con cartas,
ni con estadisticas electorales.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Estadistica

1. Se han recogido los datos sobre el nimero de hijos que tienen 20 matrimonios.
éComo es la variable utilizada? Escribe una tabla de frecuencias de los datos
recogidos y representa los datos en un diagrama de sectores:

3,1,1,2023,1,1,1,1,0,3,2,1,2,1, 2, 2, 3.

2. Con los datos del problema anterior calcula la media, la mediana, la moda y los
cuartiles.

3. Con los datos del problema anterior calcula el rango, la desviacion media, la
varianza, la desviacion tipica y el intervalo intercuartilico.

4. Representa esos datos en un diagrama de cajas.

5. Lasiguiente tabla expresa las estaturas, en metros, de 1000 soldados:

Talla 1,50 — 1,56 — 1,62— |1,68-1,74]1,74-1,80| 1,80-1,92
1,56 1,62 1,68
N2 de soldados 10 140 210 340 210 90

a) Representa los datos en un histograma.
b) Calcula la media y la desviacidn tipica.
c) Determina el intervalo donde se encuentran la mediana.

6. Se pregunta a un grupo de personas por el niumero de televisores que hay en su
hogar y los resultados son:
Numero de televisores 0 1 2 3 4 | 5
Numero de hogares 2 |27 15| 4 2 |1

¢Qué tipo de variables es? Representa los datos en la representacién que te parezca mas
adecuada.

Calcula la media y la desviacidn tipica-

7. Con los datos del problema anterior calcula la mediana y el intervalo
intercuartilico.

8. En un centro escolar se ha recogido informacion sobre el nimero de ordenadores
en las casas de 100 familias y se han obtenido los siguientes resultados:

Numero ordenadores 0 1 2 3 4

Numero de familias: 24 60 14 1 1

Representa los datos en un diagrama de barras y calcula la media, la mediana y la moda.

9. Con los datos del problema anterior calcula el rango, la desviacion media, la
varianza y la desviacion tipica. Haz un diagrama de cajas.

10. Se pregunta a un grupo de personas por el nUmero de veces que han visitado al
dentista en el ultimo afio. Las respuestas obtenidas se recogen en la siguiente
tabla:

Numero de visitas: 1 2 3 4 5

Numero de personas: 13 18 7 5 7

Representa los datos en un diagrama de sectores y calcula la media, la mediana y la moda.
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11. Se pregunta a un grupo de personas por el nimero de veces que han visitado al
dentista en el ultimo afio. Las respuestas obtenidas se recogen en la siguiente
tabla:

Numero de visitas: 1 2 3 4 5

Numero de personas: 13 18 7 5 7

Calcula el rango, la desviacidon media, la varianza y la desviacion tipica.

12. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes
escafios por grupo parlamentario (DM: demdcrata — cristianos; S: socialistas; L:
Liberales; V: verdes; C: conservadores; |: izquierda unitaria; LD: Libertad y
democracia; NI: No inscritos; Otros).

Partidos DM S L \' C | LD NI Otros | Total

Escaios 213 190 64 52 46 42 38 41 65 751

¢Qué representacion de los datos te parece mds adecuada? ¢ Puedes calcular la media o el
rango? ¢Qué tipo de variables es la de la tabla?

13. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes
escafios por alguno de los estados miembro:

Estado

Alemania | Espaiia | Francia | Italia | Polonia | Reino Unido Portugal | Grecia

Otros

Total

Escanos

96 54 74 73 51 73 21 21

751

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢ Puedes calcular la media o el
rango? ¢Qué tipo de variables es la de la tabla? Determina el nimero de escaios de los
otros paises miembros de la Unién Europea.

14. En las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los
siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espaia | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica %
Unido total
2004 43 45’14 42’76 | 71’72 | 38’52 38’6 63’22 90’81 | 45’47
2009 43’27 44’87 | 40’63 | 65’05 | 34’7 36’77 52’61 | 90'39 43
2014 47'6 45’9 43’5 60 36 34’5 58’2 90 43'09

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢ Puedes calcular la media o el
rango? ¢Qué tipo de variables es la de la tabla? Ordena a los paises de mayor a menos
porcentaje de votantes en las elecciones de 2014.
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15. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004’ 2009’ 2014 al

Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos
de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espafa | Francia | Italia 5?.3?, Portugal | Grecia | Bélgica %
total
2004 43 45’14 42’76 | 71’72 | 38’52 38’6 63’22 90’81 | 45’47
2009 43’27 44’87 40’63 | 65’05 | 34’7 36’77 52’61 90’39 43
2014 47'6 45’9 43’5 60 36 34’5 582 90 43’09

Representa en un poligono de frecuencias los porcentajes de participacion del total de los
estados miembros.

16. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004, 2009, 2014 al

Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos
de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espaia | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica %
Unido total
2004 43 45’14 42'76 | 71’72 | 38’52 38’6 63’22 90’81 | 45’47
2009 43’27 44’87 40’63 | 65’05 | 347 36’77 52’61 | 90’39 43
2014 47’6 45’9 43’5 60 36 34’5 582 90 43’09

Separa los Estados Miembros en dos grupos, los que tuvieron un porcentaje superior al

porcentaje medio y los que lo tuvieron menor en 2004. Haz lo mismo para 2014. éSon los
mismos? Analiza el resultado.

17. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004, 2009, 2014 al

Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos
de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espafa | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica %
Unido total
2004 43 45’14 42'76 | 71’72 | 38’52 38’6 63’22 90’81 | 45’47
2009 43’27 44’87 | 40’63 | 6505 | 34’7 36'77 52’61 | 90’39 43
2014 47’6 45’9 43’5 60 36 34’5 58’2 20 43’09

Calcula el porcentaje de participacién medio para Alemania en esas tres convocatorias y la
desviacidn tipica. Lo mismo para Espafia, para Bélgica y para Portugal.

18. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo los resultados de Espafia han

sido:
Censo Total de votantes Abstencion Votos nulos Votos en blanco
35.379.097 15.920.815 19.458.282 290.189 357.339

Representa en un diagrama de sectores estos datos. Haz una tabla de porcentajes: el

censo es el 100 %. Determina los otros porcentajes. ¢ Consideras que ha ganado la
abstencién?

19. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo los resultados de Espafia han

sido:
PP PSOE Izquierda Podemos UPyD Otros Total de
plural votantes
4.074.363 8.001.754 1.562.567 1.245.948 1.015.994 15.920.815

Determina el nUmero de votos de los otros partidos. Representa en un diagrama de

barras estos datos. Haz una tabla de porcentajes para cada partido. Tienes que distribuir
54 escaios, écomo los distribuirias por partidos?
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Probabilidad

20. Se considera el experimento aleatorio de tirar un dado dos veces. Calcula las

probabilidades siguientes:
a) Sacar algun 1.
b) La suma de los digitos es 8.
c) No sacar ningun 2.

d) Sacar algun 1 o bien no sacar ningun 2.

21. Se considera el experimento aleatorio sacar dos cartas de la baraja espafiola.

Calcula la probabilidad de:
a) Sacar algun rey.
b) Obtener al menos un basto.
c) No obtener ningun basto.
d) No obtener el rey de bastos.
e) Sacar alguna figura: sota, caballo, rey o as.

f) No sacar ninguna figura.

22. Se considera el experimento aleatorio de tirar una moneda tres veces. Calcula las

probabilidades siguientes:

a) Sacar cara en la primera tirada.
b) Sacar cara en la segunda tirada.
c) Sacar cara en la tercera tirada.
b) Sacar alguna cara.

c¢) No sacar ninguna cara.

d) Sacar tres caras.

23.Con una baraja espafiola se hace el experimento de sacar tres cartas, con
reemplazo, écuadl es la probabilidad de sacar tres reyes? Y si el experimento se hace

sin reemplazo, écudl es ahora la probabilidad de tener 3 reyes?

24.En una urna hay 6 bolas blancas y 14 bolas negras. Se sacan dos bolas con

reemplazo. Determina la probabilidad de que:
a) Las dos sean negras.
b) Haya al menos una negra.
c) Ninguna sea negra.

25.En una urna hay 6 bolas blancas y 14 bolas negras. Se sacan dos bolas sin

reemplazo. Determina la probabilidad de que:

a) Las dos sean negras.

b) Haya al menos una negra.

¢) Ninguna sea negra.

d) Compara los resultados con los de la actividad anterior.

26. Al lanzar cuatro monedas al aire,

a) écual es la probabilidad de que las cuatro sean caras?
b) éCudl es la probabilidad de obtener a lo sumo tres caras?
c) éCudl es la probabilidad de tener exactamente 3 caras?
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Unidad diddctica 9. Estadistica y probabilidad

Dos tiradores al plato tienen unas marcas ya conocidas. El primero acierta con una
probabilidad de 0,7 y el segundo de 0,5. Se lanza un plato y ambos disparan.
Expresa mediante un diagrama de arbol y las distintas posibilidades: a) ¢Qué
probabilidad hay de que uno de los tiradores dé en el plato? b) Calcula la
probabilidad de que ninguno acierte. c) Calcula la probabilidad de que los dos
acierten.

Se lanza una moneda hasta que aparezca cara dos veces seguidas. a) Calcula la
probabilidad de que la experiencia termine en el segundo lanzamiento. b) Calcula
la probabilidad de que termine en el tercer lanzamiento.

En el lanzamiento de naves espaciales se han instalado tres dispositivos de
seguridad A, By C. Si falla A se pone automaticamente en marcha el dispositivo B, y
si falla este, se pone en marcha C. Se sabe que la probabilidad de que falle A es 0,1,
la probabilidad de que B funcione es 0,98 y la probabilidad de que falle C es 0,05.
Calcula la probabilidad de que todo funcione bien.

Se hace un estudio sobre los incendios forestales de una zona y se comprueba que
el 40 % son intencionados, el 50 % se deben a negligencias y el 10 % a causas
naturales. Se han producido tres incendios, a) écual es la probabilidad de que al
menos uno haya sido intencionado? b) Probabilidad de que los tres incendios se
deban a causas naturales. c) Probabilidad de que ningun incendio sea por
negligencias.

Se lanza dos veces un dado equilibrado con seis caras. Hallar la probabilidad de que
la suma de los valores que aparecen en la cara superior sea multiplo de tres.

Se sabe que se han eliminado varias cartas de una baraja espafiola que tiene
cuarenta. La probabilidad de extraer un as entre las que quedan 0,12, la
probabilidad de que salga una copa es 0,08 y la probabilidad de que no sea ni as ni
copa es 0.84.

Calcular la probabilidad de que la carta sea el as de copas. éSe puede afirmar que entre las
cartas que no se han eliminado esta el as de copas?

Una persona despistada tiene ocho calcetines negros, seis azules y cuatro rojos,
todos ellos sueltos. Un dia con mucha prisa, elige dos calcetines al azar. Hallar la
probabilidad de:

a) que los calcetines sean negros.

b) que los dos calcetines sean del mismo color.
c) que al menos uno de ellos sea rojo.

d) que uno sea negroy el otro no.

Tres personas viajan en un coche. Si se supone que la probabilidad de nacer en
cualquier dia del afo es la misma y sabemos que ninguno ha nacido en un afo
bisiesto,

a) hallar la probabilidad de que solamente una de ellas celebre su cumpleafios
ese dia.
b) calcular la probabilidad de que al menos dos cumplan anos ese dia.
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Unidad diddctica 9. Estadistica y probabilidad

AUTOEVALUACION

1. Se hace un estudio sobre el color que prefieren los habitantes de un pais para
un coche. La variable utilizada es:

a) cuantitativa b) cualitativa c) cuantitativa discreta d) cuantitativa
continua
2. En un histograma de frecuencias la altura de los rectangulos es:
a) proporcional al area b) igual a la frecuencia absoluta

c) proporcional a la frecuencia relativa d) proporcional a la frecuencia acumulada

3. Ana ha obtenido en Matematicas las siguientes notas: 7, 8, 5, 10, 8, 10,9y 7. Su
nota media es de:
a) 7,6 b) 8,2 c)8 d)9
4, En las notas anteriores de Ana la mediana es:
a)9 b) 8 c)7,5 d) 8,5
5. En las notas anteriores de Ana la moda es:
a) 10 b) 8 c)7 d)7,8y10
6. El espacio muestral de sucesos elementales equiprobables del experimento
“tirar dos monedas y contar el nimero de caras” es:
a) {2C, 1C, 0C} b) {CC, CX, XC, XX} c) {XX, XC, CC} d) {CC,
CX, XC, CC}
7. Tiramos dos dados y contamos los puntos de las caras superiores. La
probabilidad de que la suma sea 7 es:
a)1/6 b) 7/36 c) 5/36 d) 3/36
8. Al sacar una carta de una baraja espafola (de 40 cartas), la probabilidad de que
sea un oro o bien un rey es:
a) 14/40 b) 13/40 c) 12/40 d) 15/40
9. En una bolsa hay 7 bolas rojas, 2 negras y 1 bola blanca. Se sacan 2 bolas. La
probabilidad de que las dos sean rojas es:
a) 49/100 b) 42/100 c) 49/90 d) 7/15

10. Tiramos tres monedas al aire. La probabilidad de que las tres al caer sean caras
es:

a)1/5 b) 1/7 c)1/8 d) 1/6
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