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1. GRAFICAS EN UN SISTEMA DE REFERENCIA CARTESIANO

Un sistema de referencia cartesiano esta formado por dos ejes perpendiculares entre si llamados ejes
de coordenadas: el eje horizontal recibe el nombre de eje de abscisas o eje X, y el eje vertical se llama
eje de ordenadas o eje Y. El punto de corte de ambos ejes es el origen de coordenadas O. Para dar la
posicion de un punto en el plano necesitamos ademas de los ejes de coordenadas una unidad de
medida en cada eje, con lo que cada uno de los ejes se convierte en una recta numérica en la que
pueden representarse todos los nimeros reales (El nombre cartesiano viene de Cartesio, que era el

nombre con el que firmaba su inventor, René Descartes)

coad¥e ... Lascoordenadas de un punto son un par ordenado de
' ' ' numeros reales (x, y), siendo x el nimero real que se
N ik s _ _ lee en el eje X al realizar la proyeccién vertical del punto
= ;_:':1_7 ; : : sobre este eje e y el nUmero real que se lee en el Y al
:D=(-22) 3 : . .z .
s e 21 o) ; realizar la proyeccidn horizontal del punto sobre este
i J=(1,3) : . . .
} \ 3 = o —_— eje. La primera coordenada del punto, x, recibe el
! = g - .
H § e f““’, R nombre de abscisa y la segunda coordenada, y, recibe
! ’ 1 ! :
1E=(2,0) | oJo=(0.0} ! 5= x €l nombre de ordenada.
-3 D -1 -1 o 1 ) 3 4
; 2 ! : Observa que el orden en el que se dan las coordenadas
Uit L | S, SO Y ool es esencial para definir el punto y que, por ejemplo, son
puntos distintos (0,3) y (3,0).
24 .
Las coordenadas del origen O son (0,0).
G=(D,-3 . . . .
Y 0 Los puntos que estan en el eje Y tienen su abscisa cero.

Los puntos que estan a la derecha del eje Y tienen su
abscisa positiva y los que estdn a la izquierda tienen su abscisa negativa.

Los puntos que estan en el eje X tienen su ordenada cero. Los puntos que estan por encima del eje X
tienen su ordenada positiva y los que estan por debajo tienen su ordenada negativa.

Algunos tipos de informacidn se pueden representar en un sistema de referencia cartesiano en el que
los ejes X e Y tienen un significado concreto.

Ejemplo:
La grafica de la derecha representa la b
temperatura de un enfermo, tomada cada
dos horas de un dia. %1

En la grafica podemos ver los valores de la
temperatura (y) en funcion de la hora (x)

38 1

para contestar las siguientes preguntas: 3
éQué temperatura tenia a las 18:00? 38° %1
. s s . X
¢Cual fue la maxima temperatura que tuvo T 2 5 & 5 & 7 5 5 10 11 1213 14 15 ds 17 fa s 20 31 2 B
en el dia? 39° e

¢A qué hora alcanzé la temperatura maxima? A las 14:00
¢éCual fue la temperatura minima que tuvo en el dia? 37°

¢A qué hora alcanzé la temperatura minima? A las 8:00 y a las 24:00
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2. FUNCIONES REALES

2.1. Concepto de funcion

Utilizamos funciones para describir la relacién de dependencia entre dos magnitudes. Decimos que una
magnitud Y es funcién de otra magnitud X, cuando fijado un valor de la magnitud X podemos hallar, con
arreglo al criterio que se establezca en la definicién de la funcidn, el valor correspondiente de la
magnitud Y, y este valor es unico. Asi, por ejemplo, decimos que el precio de un viaje en taxi es funcién
de los kildmetros recorridos o que la longitud de cualquier circunferencia es funcidon de su radio. La
variable que se fija previamente recibe el nombre de variable independiente, y la variable que se
deduce de la anterior se llama variable dependiente.

Una funcion es una relacidon o correspondencia entre dos magnitudes, tales que a cada valor de la
variable independiente, x, le corresponde un solo valor de la variable dependiente, y.

Para indicar que la variable y depende o es funcidn de otra, x, se usa la notacion y = f(x), que se lee “y es
funcidn de x”. En la expresidn anterior, f es el nombre que le ponemos a la funcién, (podriamos llamarla
usando otras letras, las que se usan mas frecuentemente son “f”, “g” y “h”). También pueden usarse
otras letras para las variables independiente y dependiente, pero las mas utilizadas en matematicas son

X para la variable independiente e y para la variable dependiente.

Es MUY IMPORTANTE que tengamos un solo valor de y (variable dependiente) para cada valor de x
(variable independiente). En caso contrario no tenemos una funcion.

Ejemplos:
+ Pensemos en el precio de una llamada telefénica. Si sabemos cudntos minutos hemos hablado
también sabemos cudnto nos toca pagar. El dinero que pagamos es funcion del tiempo.

+ Vamos al casino y apostamos a rojo o negro. Si apostamos un euro, podemos ganar dos o no
ganar nada. Si decimos cudnto apostamos no sabemos cudnto vamos a ganar. Por tanto, las
ganancias en un casino NO son una funcion de la apuesta.

Para determinar completamente una funcién es necesario conocer:
= El conjunto inicial, donde toma valores la variable independiente.
= El conjunto final, donde toma valores la variable dependiente.
* La regla que permite asociar a cada elemento del conjunto inicial su correspondiente en el
conjunto final, que llamamos imagen del primero, generalmente definida con un férmula
algebraica o una tabla de valores.

Ejemplo:

4+ Un kilo de tomates cuesta 0,8 €/kg. La funcidn que establece cudnto debemos pagar en funcién
de la cantidad de tomates que nos llevamos es y = f(x) = 0,8 x .

La variable x representa el nimero de kilos que compramos, es la variable independiente
puesto que nosotros elegimos la cantidad de tomates que queremos. La variable y representa el
precio que debemos pagar, es la variable dependiente puesto que “depende” de cuantos kilos
nos llevamos, es decir, de x. La expresion, f(x), que se lee “f de x”, se usa con frecuencia para
designar a la variable dependiente, en lugar de usar la letra y, para indicar la imagen de un valor
concreto de la variable independiente, por ejemplo, para expresar el coste de 5 kg de tomates,
escribimos f(5) “f de 5” y calculamos su valor sustituyendo x por 5: f(5)=0,8-5 =4 €.
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Las funciones son como maquinas a las que se les mete un valor, x, y
devuelve otro valor, y = f{x). Por ejemplo, en la funcién f(x) = x?, se
introduce un valor de x, y nos devuelve su cuadrado. . f@_—,-xz |~—-—--.

Actividades resueltas
Dada la funcion f de R en R, definida por f(x) =x* -9
= Calcular las siguientes imagenes: f(0) y f(-5)
£f(0)=0"-9=-9 (-9 eslaimagen de 0 por la funcién f)
f(—5)=(-5)>-9=25-9=16 (16 eslaimagen de —5 por la funcién f)
= Hallar los valores de x que tienen imagen 0

fx)=x"-9=0 & x’=9 = x=-3 0 x=3 (f(-3)=f(3)=0)

2.2. Grafica de una funcion

Para apreciar el comportamiento de una funcion, esta se representa graficamente en un sistema de
referencia cartesiano. La grafica de una funcion y=f(x) esta formada por todos los puntos del plano

cartesiano (X, y) que verifican la relacion y = f(x). z

Ejemplo:
La grafica de la funcidén definida analiticamente por la féormula
f(x) =x’ —6x” +9x que puedes ver a la derecha se ha hecho con W

el programa Geogebra (software libre)

En cualquier punto de la grafica se verifica que la ordenada es la
imagen de la abscisa por la funcién. Por ejemplo, el punto de

abscisa x =1 tiene ordenada y=f(1)=1"-6-1" +9-1=4 : of .

Solamente esta dibujada la parte central de la grafica que entra en
el trozo de plano cartesiano utilizado para la representacién. Por
ejemplo, el punto de la grafica de abscisa x = —1 no entra en el
espacio reservado porque tiene la ordenada muy abajo, y =
f(-D)=(-1)2*-6-(-1)?>+9-(—1)=-16; el punto de
abscisa x = 5 tampoco se ve porque su ordenada estd muy arriba,
y=f(5)=5-6-524+9-5=20

2.3. Descripcion del comportamiento de una
funcion

Para describir las variaciones de una funcién tenemos que mirar su grafica de izquierda a derecha y ver
como varia la variable dependiente, y, cuando la variable independiente, x, aumenta.

Siguiendo con el ejemplo anterior, describimos el comportamiento que vemos en la grafica de Ila
funcionf(x) = x* —6x” +9x de la siguiente manera:

En el intervalo (—o,1)la funcion es creciente porque al aumentar el valor de x aumenta el valor de y.

En el intervalo (1,3) f(x) es decreciente porque al aumentar el valor de x disminuye el valor de y.
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En el intervalo (3,+ o) la funcion vuelve a ser creciente.

En el punto de abscisa x=1, donde pasa de ser creciente a decreciente, la funcion alcanza un maximo
relativo (la ordenada de este punto es mayor que la ordenada de los puntos que lo rodean).

En el punto de abscisa x=3, donde pasa de ser decreciente a creciente, la funcién alcanza un minimo
relativo (la ordenada de este punto es menor que la ordenada de los puntos que lo rodean).

2.4. Dominio y recorrido de una funcion

El dominio de una funcion o campo de existencia es el conjunto de valores que la variable
independiente puede tomar. Se escribe Dom f o Dom(f).

El recorrido, rango o conjunto imagen de una funciéon es el conjunto de valores que toma la variable
dependiente. Se escribe con diversas notaciones: Rgf, Rg(f), Im f o Im(f).

En general, existen dos razones por las que un valor de x NO pertenezca al dominio de una funcion:

1. La funcidn no tiene sentido para esos valores. Por ejemplo, si tenemos una funciéon que represente
el consumo de electricidad a cada hora de un dia, es evidente que x debe estar entre 0y 24.

2. La operacidn que nos da f(x) no puede hacerse. Por ejemplo, no es posible dividir entre 0 o calcular
raices cuadradas o de indice par de niumeros negativos.

Ejemplos:
El dominio de cualquier funcidn cuya expresion analitica sea un polinomio es R = (-0, + )

La funcién f(x):l tiene como dominio el conjunto {x e ®;x = 0}, es decir (- «,0)u (0,40 ) .
X

El recorrido de esta funcién es el conjunto (- «,0)u (0,+ ), como puede verse en la gréfica.

La funcién f(x)=+/x tiene como dominio y como recorrido el conjunto [0, + ).

En los siguientes apartados se estudian dos tipos de funciones polindmicas que debes conocer y saber
representar bien, las funciones polindmicas de primer grado, con graficas que son lineas rectas, y las de
segundo grado, con graficas que se llaman parabolas.
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3. FUNCIONES POLINOMICAS DE PRIMER GRADO

3.1. Funcidn lineal. Rectas de la formay =m - X

Recuerda que dos magnitudes son directamente proporcionales cuando al multiplicar a la primera por
un numero, la segunda queda multiplicada por el mismo numero, de forma que el cociente de
cualquiera de los valores de una variable y los correspondientes de la otra es una constante que recibe
el nombre de razén de proporcionalidad directa.

Las funciones en las que las dos variables son directamente proporcionales se llaman funciones lineales
y tienen una expresion algebraica de la forma y = m - x, donde m es la razén de proporcionalidad. Las
funciones lineales se representan mediante rectas que pasan por el origen de coordenadas.

Ejemplos: o
Cada una de las dos rectas dibujadas en el mismo sistema de referencia
cartesiano representa el coste (€) de un producto en funcién de la
cantidad comprada (kg). La variable independiente x (cantidad) y la

variable dependiente y (coste) son directamente proporcionales.

x(kg)|1[2|3] 4 .
La expresién algebraica de la funcién coste para |
y (€) | 316|912 |35 alubias, cuyo precio es 3€/kg es y = f(x) =3x ) alubias
x(kg) | 24|68 La expresion algebraica de la funcién coste para las ‘ o atas
y (€) |1]2 3|4 | patatas, cuyo precio es 0,5 €/kg es y= g(x)= 0,5x I N
0 1 2 3 4 5 [ 7 8

Una funcion lineal es una funcién polindmica de primer grado de la forma y = m - x. Su representacién
en el plano cartesiano es una recta que pasa por el origen. El coeficiente m se llama pendiente de la
recta y es una medida de su inclinacién. Si m es un numero positivo la funcion es creciente y si es
negativo es decreciente.

Actividades resueltas T

., . N 4

» Representa la funcion lineal f(x)=2-x. 3

Para ello, hay que construir una tabla de valores 2

y representar los puntos. La recta es la 1
consecuencia de unir los puntos. A s A Sy 4 N SR AU SR

2 -1 0 1 2 §

4 2 0 2 4 .

Para obtener cada uno de los puntos de la tabla se da el valor que se quiera a la variable
independiente x y se calcula su imagen y haciendo el producto indicando en la expresion
algebraica de la funcién: f(-2)=2-(-2)=—4, f(-1)=2-(-1)=-2, f(0)=0, f(1) =2, etc.

¢Pertenece a la recta el punto (10, 20)? Si, porque sustituyendo x por 10 e y por 20 en la
ecuacioén de la recta se verifica la igualdad: 20=2-10
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» Representa la recta y:—%x ]
x[-3]/0|3 |6 .
Sflx) I
yl1]o]-1]-2 , .

¢Pertenece a la recta el punto (10, -3)?
No, porque sustituyendo x por 10 e y
por -3 en la ecuacién de la recta no se

verifica la igualdad: -3 # —;10 3

1. Representa las siguientes funciones lineales: (a) y=4-x (b) y=-5x (c) y=0,5x

1

Indica a cual de las rectas anteriores pertenece cada punto: P(12, 6), Q(15, 60), R(9, -45)

3.2. Relacidn entre la pendiente y el crecimiento o decrecimiento

En las funciones de proporcionalidad directa, la pendiente es la razén de proporcionalidad entre la
variable dependiente y la variable independiente. La pendiente de una recta mide su inclinacion
respecto al eje de abscisas, o lo que es lo mismo, la rapidez o lentitud con la crece o decrece la funcién.

1

Observa en el siguiente grafico cémo varia la recta segln
vamos aumentando o disminuyendo la pendiente. Todas
la rectas tienen pendiente positiva y son funciones
crecientes (al aumentar el valor de x aumenta también el
valor dey)

Al aumentar el valor de m aumenta la inclinacidon, el
angulo que la recta forma con el eje de abscisas, y la recta

se aproxima cada vez mas a la vertical. Si disminuye m,
entonces disminuye la inclinacion, la recta se aproxima
cada vez mas a la horizontal.

El valor de la pendiente m indica cudnto aumenta el valor

de la ordenada y al aumentar una unidad el valor de la abscisa x, o dicho de otra forma, las unidades
gue subimos por cada unidad que avanzamos hacia la derecha (desplazandonos por la recta).

Ahora observa lo que ocurre cuando la pendiente m toma
valores negativos. Todas las rectas con pendiente negativa
son funciones decrecientes (al aumentar el valor de x
disminuye el valor de y)

Cuanto mayor es el valor absoluto de la pendiente mayor es
la inclinacion de la recta (como las pendientes son negativas,
el valor absoluto es mayor cuanto menor es el nimero).
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3.3 Obtencion de la pendiente de una recta a partir de dos puntos
Una manera de calcular la pendiente de una recta a partir de
su grafica es dividiendo la variacion de la variable y entre la
variaciéon de la variable x entre dos cualesquiera de sus

(x2,y:
pu ntos:

Dados dos puntos cualesquiera de una recta Yoy

(x;,¥,) Y (X,,¥,), la pendiente de la recta es: by,

X2-X1
m=22"N
X, =X

Ejemplo:
Para calcular la pendiente de la recta representada a la derecha tomamos los i+ 13]y-iiivifoioivnd
puntos (1,3) y (4,12) RN

La variacién de la variable dependiente y al pasar del primer punto al segundo N
es 12 — 3 = 9 (unidades que se sube al pasar del primer punto al segundo) y la . g{

variacion de la variable dependiente x es 4 — 1 = 3 (unidades que se avanza ;
hacia la derecha), entonces, la pendiente es el
_12-3 9 i
4-1 3 21

0

La expresion algebraica de la funcidn lineal es y =3x (ecuacion de la recta)

2-1001.2.3 4.5 8 ;
Podemos comprobar que otros puntos, como (2, 6) y (3,9) estan en la recta porque verifican la ecuacién

(la ordenada es el triple de la abscisa)

Actividades resueltas \
Calcula la pendiente y escribe la ecuacion de la recta representada.

Tomamos dos puntos cualesquiera que pertenezcan a la recta, por N
ejemplo, el (0, 0) y el (4, -6). Y
(6-0_-6

Calculamos la pendiente: m =
4-0 4

=15

Como la recta pasa por el origen de coordenadas es una funcion lineal y
su ecuaciénes y =-1,5x

Podemos comprobar que las coordenadas de cualquier otro punto de la
recta verifican la ecuacidn, por ejemplo el punto (-2, 3) de abscisa
X =—2y ordenaday =3 es una solucion de la ecuacién: 3=-1,5-(-2)

2. Representa y halla la expresién algebraica de la recta de cada apartado, sabiendo que pasa por el
origen de coordenadas y por el punto que se indica:
a) A(3,2) b) B(2, -3) c) C(2, -5)

¢A cual de las rectas anteriores pertenece cada uno de los puntos: P(10, -15), Q(21, 14) y R(30, -75)?
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3.4. Funcidn afin. Rectas de laforma y=m-x+n
Las funciones polindmicas de primer grado, o afines, se describen algebraicamente con una ecuacién de
la forma y=m - x + n y sus graficas son rectas que pasan por el punto (0,n)

Ademas de la variable independiente x, la variable dependiente y, y la pendiente m, cuyo significado
es el mismo que para las funciones lineales, se afiade el valor n que recibe el nombre de ordenada en
el origen porque es la ordenada del punto de corte de la recta con el eje de ordenadas. En el caso
particular de que sea n = 0 la funcién es también lineal (tipo particular de funcidn afin)

Como en las funciones lineales, el crecimiento o decrecimiento de una funcién afin viene determinado
por el signo de la pendiente:

e Si m>0,lafuncidon es creciente.

y=m-x+n
e Si m<0, lafuncidn es decreciente. <0
n
e Si m=0, la expresién de la funcién afin toma la v
forma particular y = n, en la que no aparece la
variable independiente X, indicando que sea cual \
sea el valor de x la imagen y es siempre n. Este

tipo de funciones, cuya grafica es una recta
horizontal que pasa por el punto (0, n), se llaman
funciones constantes.

Todas las rectas que tienen la misma pendiente son rectas paralelas entre si
Ejemplo:
Comparemos la recta y=0,5x con las rectas
y=05x+3e y=0,5x-3

Las tres rectas tienen la misma pendiente o inclinacidn.
En los tres casos es m =0,5. Son rectas paralelas.

La diferencia entre las rectas estd en el valor de n: la
segunda recta (con n = 3) se obtiene desplazando todos
los puntos de la primera recta (con n = 0) 3 unidades
hacia arriba y la tercera recta (con n = —3) es el
desplazamiento de la primera 3 unidades hacia abajo.

Actividades resueltas

1. Representa en el mismo sistema de coordenadas cartesianas las
siguientes funciones:

a) f(x) = 2x+2 b) g(x) = 0,5x+2 ¢) h(x) = —3x+2

X |—2101]2 | Todas las graficas son rectas que pasan por el

fx) | —2 6 punto (0,2) porque en todasn =2

2
) |1 23 ¢A la grafica de que funcion pertenece el punto
(20, 12)? A y=g(x) porque g(20)=0,5-20+2=12
2

h(x) | 8
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2. El alquiler de una bicicleta cuesta 2€ de entrada mds 0,5€ por cada hora. Escribe la expresion
algebraica del coste en funcion del tiempo que se alquila la bicicleta y representa la funcion.

El enunciado dice que, una vez pagada la cantidad
inicial de 2 €, el coste afadido es proporcional al
tiempo que tenemos la bicicleta alquilada.

y
COSTE (en €)

Hacemos una tabla de valores para situar algunos

puntos de la recta en el sistema de referencia: 4
x(hy|o]|2|4]6 N
y(€)|2|3|4]|5 24
La expresion algebraica de la funcidén es 1
y=2+0,5x TIEMPO (en h) x
’ 0 1 2 3 4 5 8 7 8 ’

3.Representa la grdfica s-t del movimiento rectilineo uniforme que lleva un ciclista que se ha
trasladado 2 km antes de empezar el recorrido y se desplaza con una velocidad de 5 m/s.

La férmula del MRU, con un espacio inicial, es s =5, +V-f . En este caso: 5 = 2000 +5¢

Construimos una tabla de 20s5)®
0 1 2 5 10 | valores y dibujamos la

2075
grafica: 010
2000 2005 2010 2025 2050 s

2060

2035

. . . . o 2050

Observa que hemos tenido que adaptar los ejes para poder dibujar la grafica. 20;5
2040

La pendiente de la recta 5, es la velocidad (el espacio recorrido por cada o35
. . 2030
unidad de tiempo). sl
2020

2015

2010

2005
3. Representa las siguientes funciones afines y determina si alguna de las
rectas pasa por le punto P(50, —24):

a. y=3-x+4 b. y=2x-3 c.y=——x+1

d. y=5 e. y=0 f. y=-3
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3.5. Distintas formas de dar la ecuacion de una recta

La ecuacion de una recta en la forma y = mx + n recibe el nombre de ecuacion explicita de la recta

Otra forma de expresar la ecuacién de una recta, de la que conocemos un punto (X,,y,) Y su

pendiente, m,es y=y, +m(x—X,), que recibe el nombre de ecuacién punto-pendiente.

Cualquiera de las ecuaciones anteriores se puede transformar en una ecuacién equivalente de la forma
ax+by=c, que recibe el nombre de ecuacioén general de la recta.

Se pasa de la ecuacion punto-pendiente a la ecuacidn explicita quitando paréntesis y simplificando. Sea
cual sea el punto de la recta elegido para dar la ecuaciéon punto-pendiente se obtiene una unica
ecuacioén explicita, que es la definicion de la recta como funcion.

Actividades resueltas
Escribir, en forma punto pendiente, explicita y general, las ecuaciones de las rectas que pasan por el

punto (2,1) y cuyas pendientes son

a) m=2 b) m= —%

a) La ecuacion punto-pendiente de la recta es
y=1+2(x-2)

Paso a la forma explicita:y =1+2x -4

S y=2x-3

Ecuacion general: 2x -y =3

b) Ecuacidén punto-pendiente: y =1 —%(X -2)

s - 1 2
Paso a la ecuacion explicita: y =1 _EX + 3

|
S y=——x+=
YT,

Paso a la forma general quitando denominadores:

dy=—x+5<x+3y=5

Para hallar la ecuacién de una recta que pasa por dos puntos podemos calcular primero la pendiente y
escribir después la ecuacién punto-pendiente.

Si de una recta conocemos dos puntos (x,,y,) Y (X,,Y,), la pendiente de la recta se puede calcular
dividiendo la variacion de la ordenada entre la variacion de la abscisa:

m=22"N

X, =X
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Actividades resueltas

Obtener la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(-1,5) y B(7,3) y escribirla en las tres formas
(punto-pendiente, explicita y general)

Calculamos la pendiente: m = 305 -2 -1
7-(-1) 8 4

Ecuacion punto-pendiente: y =15 —i(x +1)

. . . 1 |
Quitamos paréntesis y =5 _ZX _Z y simplificamos.

. - 1 19
Ecuacién explicita: y =——x+—
4 4 SRR S TP ISR N SRR SN N SHOE S A
Quitamos denominadores: 4y = —x +19 it tg] ro X
4 3 2 1 o1 2 3 4 5 & 1 8
Ecuacion general: x+4y =19 Lt =

4. Halla la ecuacidn explicita de cada una de las siguientes rectas:

(a) | (b) (c) (d)

N

/ EpEmms:

Razona a cual de las rectas anteriores pertenece cada uno de los puntos siguientes:
P(-40, 65) Q(-40,-9.5) R(-40,-57) S(-40, 1.5)
3.6. Posiciones relativas entre rectas
Las posibles posiciones relativas entre dos rectas, en el plano, se definen con los siguientes términos:
= Rectas secantes, tienen un Unico punto en comun. Las pendientes son distintas.

= Rectas paralelas, no tienen ningln punto en comun. Las pendientes son iguales y las ordenadas
en el origen distintas.

= Rectas coincidentes, tienen todos sus puntos comunes porgue son la misma recta. Las pendientes
y las ordenadas en el origen son iguales.

Para hallar las coordenadas del punto de corte de dos rectas se resuelve el sistema formado por sus
ecuaciones. Si las rectas son secantes, el sistema es compatible determinado (la solucion es el punto
comun a las dos rectas), si son paralelas distintas el sistema es incompatible (no tiene solucidn), y si son
rectas coincidentes el sistema es compatible indeterminado (las dos ecuaciones son equivalentes y las
infinitas soluciones del sistema son los puntos de la Unica recta que forma el sistema).
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Actividades resueltas

Representa las rectas de cada sistema (pasando previamente cada ecuacion a forma explicita), di si el
sistema tiene una solucion, infinitas soluciones o ninguna, y da la posicion relativa entre las dos rectas:

{x+2y:4
a)

X=2
; o y= —§X+2 La unica solucion es{ . Son rectas secantes en el punto (2,1)
X+y=

=1
y=—-x+3 4

x+2y=4 y:—lx+2 . »
b 2 Ninguna solucion. Son rectas paralelas

1@

X+2y=

x+2y=4 y:—lx+2 o ] o
c) 2 Infinitas soluciones. Son rectas coincidentes

2x +4y=8<
y=—5x+2

rectas secantes recta paralelas

rectas coincidentes

a) b) 2 1 o 1 2 3 4

3.7. Rectas que no son funciones o

Las rectas verticales, paralelas al eje y no son funciones, ya que a un
Unico valor de x le corresponden infinitos valores de y. "

Las ecuaciones de estas rectas verticales son de la forma x = k (el __ 0 N S
valor de la abscisa de todos los puntos de la recta es k)
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4. FUNCIONES POLINOMICAS DE SEGUNDO GRADO

Las funciones polindmicas de segundo grado, también llamadas funciones cuadraticas son aquellas que
tienen como expresion algebraica un polinomio de segundo grado, es decir, su expresion es de la forma

2
y=a-x +b-x+c.
La grafica de una funcion polindmica de segundo grado es una curva llamada parabola.

Parabola de ecuacién y=a-x’

Se han representado en el mismo sistema cartesiano de coordenadas las

graficas de la funcién y = x? (a=1) y de la funcién y= —x? (a=-1)

Para dibujar las graficas de estas funciones
construimos una tabla de wvalores vy
representamos los puntos en el plano
cartesiano.

Observa que ambas funciones tienen la
propiedad de que valores opuestos de x
tienen la misma imagen, por esta razon las
graficas son simétricas respecto al eje y:
todo punto de la parabola tiene su punto
simétrico también en la pardbola (el punto
que estd a la misma distancia del eje de
simetria y)

El Unico punto de la parabola que estd en el
eje de simetria (es el simétrico de si mismo)
recibe el nombre de vértice de la parabola.

X | y=x
-4 116
-319
-2 4
11
010
1|1

2 |4
319

4 |16

3
L4

-
-

_,Ir'.'.-" i

= MW BR O3

=1

w

- MW B~ @

X | y=-x?
4 -16
39
2|4
11
0|0

1 -1

2 |4

3 1-9

4 | -16

En las tablas y en las graficas se pueden observar algunas caracteristicas de estas funciones:

y=x*

y=-x

DOMINIO

Domf(x) =

R = (—00,+ )

RECORRIDO [0,+ o)

(_OO')O]

CRECIMIENTO Y
DECRECIMIENTO

decreciente en el intervalo (—,0),
creciente en (0,+ o)

creciente en el intervalo (—0,0),

decreciente en (0,+ )

EXTREMOS

Minimo relativo y absoluto en (0,0)

Maximo relativo y absoluto en (0,0)

#+ Representando en el mismo sistema de coordenadas varias parabolas con distintos valores del
coeficiente a, vemos que cuanto mayor es el valor absoluto de a mas estrecha es la parabola,
mientras que al disminuir el valor absoluto de a, la parabola se va ensanchando.
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o
4

y=x?  y=0,5x?
y=2x2 y=0,1x*
y=0,01x2
y=- xz Yy=- lOXZ
y=-0,1x?

En general, las parabolas cuya expresion algebraica es y=a- X, tienen las siguientes caracteristicas:

e El dominio son todos los numeros reales.

e Sia>0, la pardbola estd abierta hacia arriba, el recorrido es [0,+ ) y tiene un minimo
absoluto en el punto (0,0)

e Sia <0, la pardbola esta abierta hacia abajo y tiene un maximo absoluto en el punto (0, 0)

e El vértice de la parabola es el punto (0,0)

e Son funciones simétricas respecto al eje y porque nimeros opuestos tienen la misma imagen (
a(—x)* =ax’). Si una funcién verifica que f(—x) = f(x) se dice que es una funcién par

5. Dibuja la grafica de las siguientes pardbolas en el mismo sistema de coordenadas:

3 2 5 2 1 2
a) y==x b =—X c =—X
)y n )y n )y 5

d) y=-0,5x> e) y=-125x’ f) y=-075x>

Parabola de ecuacion yY=a-x’>+b-x+c

La grafica de la funcién cuadratica es una parabola con el mismo
aspecto que la de ecuacién y:axz, pero con el vértice
desplazado a otro punto del plano distinto del (0,0).

Para representar bien una pardbola hay que situar en primer lugar
el eje de simetria y el vértice, después los puntos de corte de la
pardbola con los ejes cartesianos y por ultimo completar con
algunos puntos obtenidos con una tabla de valores.

EJE DE SIMETRIA DE LA PARABOLA: La recta vertical de ecuacién
_-b
2a

X
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VERTICE: Es un punto del eje de simetria de la pardbola, por lo que tiene abscisa x:_z—b y por
a

. . . -b . "
ordenada la imagen, y, que se obtiene al sustituir x = BN en la funcién cuadraticay =ax” +bx +c
a

-Si a>0 la parébola esta abierta hacia arriba y en el vértice estd el minimo absoluto de la funcién.

-Si a<0 la pardbola esta abierta hacia abajo y en el vértice esta el maximo absoluto de la funcién.

PUNTO DE CORTE CON EL EJE DE ORDENADAS:

Es el punto donde la parabola corta al eje y, es decir, es la interseccion de la parabola con la recta x = 0.
Cuando x=0, la parabola toma el valor ¢, luego el punto de corte es el punto (0,c).

PUNTOS DE CORTE CON EL EJE DE ABSCISAS:

Son los puntos donde la parabola corta al eje x, es decir, es la interseccidon de la parabola con la recta
. s 2
y=0. Para calcularlos, se resuelve la ecuacion de segundo grado ax” +bx+c=0.

(Pueden ser dos puntos, uno o ninguno, segun el nimero de soluciones de la ecuacién)

Actividades resueltas
* Representar la funcion cuadrdtica 81
(-3, 7) (5.7)
y=f(x)=x*-2x-8 a=lb=-2c=-8 o
= Hallamos el eje de simetria: x = _—b = (=2) =1 - Eﬂ:gf;m

2a 2-1 2]

(parabola)

El eje de simetria es la recta vertical de ecuacion x =1

= El vértice esta en el eje de simetria, por lo que su abscisa es x =1
y la ordenada se calcula hallando la imagen de la abscisa.

f()=12-2-1-8=-9

El vértice es el punto V(1,-9)y es el punto mds bajo (minimo)
porque a>(

= El punto de corte con el eje de ordenadas (x =0) es (0,—8)

= Los puntos de corte con el eje de abscisas (y=0)se obtienen resolviendo la ecuaciéon

x> —2x—-8=0:
—(—Z)i\/(—Z)Z —4.1(-8) 246 [-2 La parabola corta al eje X en dos puntos:(—2,0)y(4,0),
X= 2.1 ~ Ty T {4 ambos a la misma distancia del eje de simetria.
. . Xx|3 |5
= Representamos algunos puntos mas a partir de una adecuada tabla de valores y
aprovechamos la simetria con respecto al eje. y|-5|7

= El recorrido o conjunto imagen, como puede verse en la grafica es el intervalo [— 9,+oo)
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4 Representar la pardbola y =-2x> —12x —10
-b —(-12 12
* Eje de simetria: x =— = (=12) =——=-3.El eje de simetria es la recta vertical x=-3.
2a  2-(-2) -4
b 12 12
= Vértice: 2a 2-(-2) 4 = Vértice:V(-3,8)
y=-2-(-3>-12-(-3)-10=-18+36-10=38
a=-2, entonces la parabola estd abierta hacia abajo y el vértice es el punto mas alto (8 es el ma-
ximo absoluto de la funcion)

* Puntos de corte con los ejes de coordenadas:

" EjeOX: y=-2x"-12x-10=0< x

12+4144-80 {xl =-5=(-5,0)

4 x,=—1= (~1,0)

—_— 2_ —_
= Eje OY: {y‘oz" 12x=10 y=-2.02-12-0-10=-10= (0,-10)
X =

La parabola también pasa por su simétrico: (—-6,—10).

2y 1y

V(38) V(38)

“(-‘5,0‘)‘(-1‘.0)‘ N B ““““‘-5,‘0)‘(-1‘,0)

o(-6,-10) : (0,-10) (-6,-10) | (0,-10)

= Elrecorrido o conjunto imagen, como puede verse en la grafica es el intervalo (—o0, §]

6. Halla los elementos caracteristicos y representa las siguientes parabolas:

a. y=2¢+4x—6 b. y=6x—24x c. y=-2x+4x-2
d. y=2"+5x-12 e. y=3x+6x-9 f. y=-2x"+Tx+3
g. y=T7x +21x-28 h. y=5¢-9x+4 i, y=—4—dx—1
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5. FUNCIONES DE PROPORCIONALIDAD INVERSA : y=k/x

Recuerda que:

Dos magnitudes, A y B, son inversamente proporcionales cuando al multiplicar a la primera por un
numero, la segunda queda dividida por el mismo nimero. La razén de proporcionalidad inversa k es el
producto de cualquier par de valores correspondientes de ambas magnitudes: k=a-b=a’-b’.

Ejemplo

+ La ley de Boyle-Mariotte establece que “a temperatura constante, el volumen de una masa fija
de gas es inversamente proporcional a la presidén que este ejerce”.

La formula que describe esta ley es P - V = k. Si despejamos V, obtenemos la siguiente
expresion para el volumen como funcion de la
k

presion: V=—.
P

Tumen en litros

La grafica describe una curva que a medida que
aumenta la presidon disminuye el volumen, y al %wu

contrario, si disminuye la presion, el volumen : - -~ - n
au menta . Prezidn en newtons por centimetro cuadrade

b
1
t
X

1234567891011

Compresidn
del gas

—_

—WANRI0OD

Actividades resueltas
+ Representa la funcién y = 1
X
Completamos una tabla de valores 'y

representamos los puntos en un sistema de
coordenadas.

109 8 -7 -6 5 4 3=

d
—

-8
-9

-10 -3 -2 -1 -1/2 -01 0,1 1/2 1 2 3 10

-0,1 -1/3 -1/2 -1 -2 -10 10 2 1 1/2 1/3 0,1

Se puede observar que la grafica nunca corta a los ejes de coordenadas, ya que ni la x ni la y pueden
valer 0. El 0 no estd en el dominio y tampoco en el recorrido de la funcién (no se puede dividir por
0). El dominio y el recorrido de esta funcion es R—{0}.

Las funciones y=— se llaman funciones de proporcionalidad inversa . Su grafica es una curva
X

formada por dos ramas infinitas, simétricas respecto al origen de coordenadas, llamada hipérbola. Su
dominio estd formado por los tramos (—,0) y (0,+)

UNIDAD 7. Funciones y sucesiones Pag. 201



Maddulo de Matematicas Académicas. Nivel I

Y

-

O= M WA D~ 0D O -

-10-9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -

En el primer sistema de
coordenadas cartesianas
estdn  representadas tres
funciones de proporcionalidad
inversa con el valor de k
positivo, y en el segundo otras
tres con el valor de k
negativo. Observa que en el
primer caso son funciones
decrecientes en su dominio,
mientras que en el segundo
caso son crecientes.

En estas funciones, cuando x toma valores grandes en valor absoluto las imagenes son muy préoximas a
cero, por lo que la curva se aproxima mucho al eje de abscisas. Por esta razén se dice que el eje X es

una asintota horizontal de funcion.

Ninguna de estas funciones estd definida para x=0 (no se puede dividir entre 0), pero cuando x toma
valores muy proximos a 0, las imagenes son muy grandes en valor absoluto, por lo que la curva se
aproxima mucho al eje de ordenadas. Por esta razén se dice que el eje Y es una asintota vertical de la

funcion.

7. Representa las funciones f(x) :2 y g(x)=—
X X

8. Se quiere abrir una ventana en una pared que tenga 2 m? de 4rea. Da la expresidn algebraica de la
funcion que da la altura de las ventanas segun la longitud elegida para la base y representa la
funcion después de completar la tabla de valores:

base en metros (b)

0,25

0,5

altura en metros (a)
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6. FUNCIONES EXPONENCIALES: y=b*

Hay dos tipos de funciones cuya expresidon analitica o formula es una potencia:

» Si la variable independiente estd en la base y el exponente es un niumero, por ejemplo ¥y =Xx", se
llama funcion potencial, y si ademas el exponente es un nimero natural es una funcién polinémica.

> Si la variable independiente estd en el exponente y la base es un nimero, por ejemplo y=3%, se
llama funcién exponencial.

Ejemplo:
#+ Para representar las funciones exponenciales

f0=2" y gk =@

calculamos unas cudntas imagenes para la tabla de

valores:
X 2(1-1/0(1 |2
1 1 5 4 1 1] 3 4 L]
f =2 - =112 |4
(x) 4|2

1 X 1 -n b n
() o2 23] 3] e w0l ()Y
a" b a

Aunque en la tabla solamente se han dado valores enteros a x, cuya imagen se puede calcular
mentalmente, x puede ser cualquier niumero real. Usando la calculadora podriamos haber

calculado, por ejemplo, f(=0,5) =2""° ~ 0,707
En ambos casos el dominio es (—o0, + o)

En ambos casos las imagenes son todas positivas, el recorrido es (0, + o).

La funcién de expresion algebraica y=Db" , siendo la base b un numero real positivo y distinto de 1,
recibe el nombre de funcién exponencial de base b.

El dominio es R = (—0,+) y el recorrido es (0,+x)
La gréfica de la funcién pasa por los puntos (0,1) y (1, b)
Puede ser una funcion creciente o decreciente, dependiendo de que la base sea mayor o menor que 1

-Si b >1 lafuncidn es creciente. -Si 0 <b <1 lafuncidn es decreciente.
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En el caso en el que b = 1 no se trata de una funcién exponencial, sino de la funciéon constantey = 1,
cuya grafica es una recta horizontal.

El crecimiento exponencial es muy frecuente en la naturaleza (cultivos de microorganismos,
poblaciones vegetales y animales,...). También sirve para describir fendmenos econémicos y otros.

Actividad resuelta

+ Si la cantidad de bacterias de una determinada especie se multiplica por 1,4 cada hora, podemos

o n

escribir la siguiente férmula para calcular el numero “y” de bacterias que habra al cabo de “x” horas

(comenzando por una sola bacteria): y =1,4".

Numero de bacterias en cada hora Grafica de la funcion
(Tabla de valores de la funcién): 81
Horas Num. 7]
transcurridas | bacterias 6
(x) (v) o)
0 1 n
1 1,4 3]
2 1,96
3 2,74 2
4 3,84 14
5 5,38 0 I S S S
6 7,53 0o 1 2 3 4 5 6 7

9. Representa conjuntamente las graficas de las funciones f(x) =3" y g(x) =4"

10. Representa conjuntamente las graficas de las funciones f(x)=0,1" y g(x) =0,8"
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7. FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Es frecuente encontrarse con graficas formadas por trozos de otras funciones.

Ejemplo:
La grdfica del margen representa la distancia al
punto de partida de un automévil Distancia g, |
Este tipo de funcién se denomina funcion definida a (km) gg
trozos pues cada trozo tiene una expresion a0
algebraica diferente. 501
404
Observa que estd formada por 5 tramos de rectas, 304

. . . 204
distintos. Podemos calcular sus ecuaciones pues i)

conocemos los puntos por los que pasan: (0, 0), (30, e D T s g

180 ' 120 | -60 0 60 | 120 @ 180 |

T T T T TwT
240 | 300 | 360

45), (75, 45), (90, 120), (90, 300) y (0, 360). ;2 Tiempo (min)
1,5x si0<x<30
45 si30<x <75
Su expresidn es f(x) =< 5x—330 si75<x <120
90 s1120<x <300
-1,5x+360 si1300<x <360

Actividades resueltas

2x—1 six<0

* Representa grdficamente la funcion f(x)=q , .
x*=1 six=0

Esta definida de distinta manera antes de 0, que es una recta, que después
de 0, que es una parabola. Simplemente dibujamos estas funciones en los
intervalos indicados. En este caso los dos trozos que forman la gréfica
empalman bien en el punto de abscisa x=0 (en el que cambia la expresiéon

algebraica de la funcién) y no se produce ninguna discontinuidad o
interrupcion en la funcion
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o » 05x+1 six<4
+ Representa grdficamente la funcion f(x) = . .
1 six=>4

| T | En este caso los dos trozos no empalman y se produce

una discontinuidad en la grafica.

En el primer tramo, para valores de x menores que 4, la
grafica es el trozo correspondiente de la recta y=0,5x+1,
pero el punto (4,3) de la recta ya no es un punto de la
grafica de la funcidén, lo que indicamos rodeando el punto
S LU . SO et con un redondel hueco.

En el segundo tramo, para valores de x igual o mayores
que 4, la grafica e un trozo de la recta horizontal y=1. En punto de la recta (4,1) ahora si pertenece a la
grafica de la funcidn, lo que indicamos marcando bien el punto. Esta es la forma de ver en la gréfica que
laimagende 4 es1yno3.

11. Representa graficamente la funcién f(x) =

2x -1 six<0
x—1 six>0

- » 2x+1 six<1
12. Representa graficamente la funcién f(x) = ]
x+3 six>1

13. Representa graficamente la funcién f(x) = ‘
2x+2 six=0

2 six <1

14. Representa graficamente la funcién f(x) =1 | )
X —4x+3 six2>1

{x2+2 six<0
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8. TASA DE VARIACION MEDIA

La tasa de variacion de una funcidn y= f(x) en un intervalo [x1, x2] es lo que aumenta o disminuye una
funcién entre los extremos del intervalo. Se define como: TV = f(x2) — f(x1), (x2>x1)

Si la funcidén es creciente en el intervalo la tasa de variacion es positiva y si es decreciente es negativa.
Dividiendo la tasa de variacion entre la longitud del intervalo, tenemos el concepto de tasa de variacion
media, que es mas significativo, porque no es lo mismo que una funcidn varie su valor una misma
cantidad en un intervalo pequefio que en un intervalo grande

La tasa de variacion media de una funcion y= f(x) en un
intervalo [xi, x2] es el cociente entre la variacion de f(x) y la
variacion de x en el intervalo:
_0x) —f(x))

X, — X, f(x1) f-—ooz=
La TVM de f(x) en [x1, X2] es la pendiente del segmento que une / y= 1) i - E
los puntos A(x1, f(x1)) y B(x2, f(x2)) : {

f(x2) — f(x1)

TVM

En una funcidn afin, f(x)=mx-+n, la tasa de variacién media en
cualquier intervalo es igual a la pendiente de la recta, como puede verse facilmente a partir de la
f(x,)—f(x,) _ (mx, —n)—(mx, —n) _ m(x, —x,) _

definicion: TVM= m

X, =X X, =X X, — X
Actividad resuelta
La grafica representa el precio (en miles de euros) de un coche en
funcion del tiempo transcurrido desde su compra. La tasa de variacidon
media en un intervalo de tiempo es lo que se ha depreciado el coche
en dicho intervalo. El decrecimiento de la funcién es muy répido al
principio y se hace mas lento con el tiempo.

i (miles de euros)

o\ f(x) =24:0,8

Calculamos la TVM en el intervalo [0,2]:

f(2)-1£(0) _ 24.0,8* —24-08° _1536-24 -8,64
2-0 2-0 2

El valor disminuye 4320 euros por afo durante los dos primeros afios.

Calculamos la TVM en el intervalo [10,12]: w ~—0,725

=-432

1 2 3 4 5 6 7 B 8 10 11 12 13 14

Entre los afios 10 y 12 la depreciacion es de 725 euros por afio.

15. Para comparar la rapidez de crecimiento de la funcién
potencial f(x)=x’y de la funcién exponencial g(x)=2%,
calcula las tasas de de variacién media de cada una de las dos

funciones en los intervalos indicados y observa cual de las dos
funciones crece mas deprisa en cada intervalo:

a)[0,2] b)I[2,3] c)[3,4] d)[4,5] e)[5,6] f)[10,20]
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9. SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Una sucesion de nimeros reales es una funcion con dominio N*, que hace corresponder a cada nimero
natural (excluido el cero) un nimero real.

Para las sucesiones se usa generalmente una notacién especial N* 1 2 3 4 ... n
gue consiste en representar las imagenes de los numeros
naturales 1, 2, 3, 4, ..., n, .., con una letra mindscula con un R A

subindice que indica el nimero natural del que es imagen. R a a a3 as ... an
Se acostumbra a representar la sucesidn por sus imagenes, (ai, a2, a3, a4, ..., an,...). Asi, vemos una
sucesion como una secuencia ordenada de numeros reales. Los nimeros reales ai, a2, ..., an,...Se

[laman términos de la sucesién. Los subindices indican la posicion de cada término en la sucesién.

La representacion grafica de una sucesién esta formada por un conjunto de puntos aislados que tienen
por abscisas los nimeros naturales 1, 2, 3, 4, ..., y por ordenadas los nimeros reales ai, az, a3, a4, ...

Ejemplos:
& Enlasucesion (an)=( 2,4,6,8,10,...) 1] ey
0.94
los primeros términos son sl
104 ® 35
0.74
a,=2,a,=4,a,=6,a,=8,a,=10 ol A il
51 72
+ En la sucesion 61 oa; Zj ;
4 a
1111 . 3] g
b)H)=|L—,—,—,—.. los primeros i il M_ oa
n 2345 0.2 ..ﬁa?aa
) 2{ ea, 5 ® o3 30
términos son ,
T uiéél'sis‘réé{u'(b)
1 1 1 1 (an) n
bzl,b :—’b :—'b :_b —-
1 2 2 3 3 4 4 5 5

Una forma de definir una sucesién es dando la expresidon del término general de la sucesion, a,, es
decir, la expresion algebraica que define la sucesion como funcidon de N* en R. La expresion algebraica
del término general en funcién de n permite calcular cualquier término de la sucesion.

Ejemplos:
£ Se define la sucesion de término general an =n?+ 3
Podemos construir los términos de la sucesion sin mas que sustituir n:
al=12+3=4, a=22+3=17, az=32+3=12, as=4>+3=19, ...

Podemos hallar cualquier otro término, por ejemplo el 502: a,, = 50° +3 = 2503

% En la sucesion de término general d_ =(-1)" — los primeros términos son

n
1 1 1 1 -1 1 1
A=) ==-1 d=(1P2=2  d=(1P2="" di=(-1)= ==
1()1 2()22 3()33 4()44
El término 752 es a., = (-1)” 1 -1 y el término 1002 es a,,, = (-1)'" 1_1
» 75 75 00 75 75
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Algunas sucesiones se definen por una ley de recurrencia, es decir, una expresion que permite calcular
un término cualquiera a partir de los anteriores.

Ejemplo:

# Lasucesion: 1,1, 2,3,5,8, 13, 21, 34,..., conocida como sucesién de Fibonacci se obtiene con la
siguiente ley de recurrencia: al=az=1, an=an-1+ an2

Es decir, cada término, salvo los dos primeros, se obtiene como suma de los dos anteriores.
4+ Dada la sucesién definida por la ley de recurrencia: ai=1, an = an-1 + 3

Sus cuatro primeros términosson: a1=1,a2=1+3=4,a3=4+3=T7,as=7+3=10

16. Escribe los cuatro primeros términos de las siguientes sucesiones:

a) an = 2n2+1 b) bn = 4n -1
3n
C) C1= 1, cn=3cCn1+5 d) dl=2, d2=5, dn =2dn-1+ dn2
17. Escribe la expresidn del término general de las siguientes sucesiones:
a) (-1,1,-1,1,-1,1,-1, 1,...) b) (2,4,6,8,10,...)
c) (1,4,9,16,25,...) d) l,g,z,i,é,...
23456

9.1. Progresiones aritméticas

Una progresion aritmética es una sucesion de numeros reales en la que la diferencia entre dos
términos consecutivos de la sucesidn es constante: ai+1—ai=d.

A esta constante se le llama diferencia de la progresion y se suele denotar con la letra d.
En una progresion aritmética cada término se obtiene sumando al anterior la diferencia, ai+1= ai+ d:

a,=a,+d,a;=a,+d=a,+2d,a, =a,+d=a, +3d, ...

La expresion algebraica del término general de una progresion aritmética es: ‘an =a;+(n-1) d‘

La grafica de una progresion aritmética es un conjunto de puntos aislados que estan sobre una recta.

e Sid>0Ilaprogresion es creciente

(cada término es mayor que los 0] o3 12] ea
anteriores). Ej. (2,4, 6,8, 10, ...) &t
84 ®3y 9 ea,
e Sid<0laprogresion es 4
i Armi 65 o2 6- ea a, i@y 8y :8; ‘4
decreciente (cada te.rmlno es 3 sl o0 N Ny
menor que los anteriores). iy d
. 3 5y 24
Ej. (12,9,6,3,0,-3, ...)
24 .ai o as 14
H HPE4 T
e Sid=0Ilaprogresion es 0123456
constante (todos sus términos 01 53 45 @ o6 0 1 2 3 4 5

soniguales). Ej. (3,3,3,3,3,...)
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Ejemplos:

4 La sucesion formada por los nimeros naturales: (1, 2, 3, 4, 5,...) es una progresion aritmética,
ya que cada término se obtiene sumando 1 al término anterior.

4+ La sucesion formada por los nimeros impares: (1, 3, 5,7, 9,...) es una progresion aritmética, ya
que cada término se obtiene sumando 2 al término anterior. El término general se obtiene

sustituyen los valores a, =1y d = 2 en la férmula y simplificando:

a, =l+(n-1)2=1+2n-2=2n-1.
Podemos comprobar que la férmula a, =2n—1 devuelve los primeros términos de la sucesion
a,=2-1-1=2-1=1,a,=2-2-1=4-1=3, a,=2-3-1=6-1=5,a,=2-4-1=8-1=7

Con la férmula del término general podemos calcular el valor de cualquier término, por ejemplo
del que ocupa la posicion 1002:  a,,, =2-100—1=200-1=199

+ Lasucesion (20, 15, 10, 5, 0, -5, ...) es una progresion aritmética de diferencia d = -5.

Calculamos el término general: a, =20+ (n—-1)-(-5)=20-5n+5=25-5n= a_  =25-5n

1 3 5
4+ La sucesidn (O,E,l ’5’ 2,—, j es una progresién aritmética porque la diferencia entre dos
términos consecutivos cualesquiera es constante: 1_ 0=1 L = 3_ = _3 = S 2=d= 1
2 2 2 2 2 2
L 1 n-1
Término general: a = 0+(n—1)-5 = a, -

Sia;,a,,a;,..,a, ,a, sonlosn primeros términos de una progresion aritmética, se puede calcular su
- , (a,+a,)n
suma S, =a, +a, +a,+..+a, _, +a, con lasiguiente formula:S, = ———

2

Ejemplos:

+ Para calcular S,; =1+2+3+4+5+6+7+8+9+10, como los sumandos son términos de una

progresién aritmética podemos aplicar la férmula anterior en la que n=10,a, =1,a,, =10:

1+10)-10 11-10
2 2

4+ Para hallar la suma de los nimeros impares menores que 1000, tenemos en cuenta que los

numeros impares forman una progresion aritmética de diferencia 2 y podemos aplicar la

férmula de la suma enla que n=500,a, =1, a,, =999:

(I+999)-500 1000 -500
Ssoo = B =

Puedes observar en lo ejemplos anteriores una propiedad importante de las progresiones
aritméticas finitas: la suma de dos términos equidistantes de los extremos es siempre la misma. En
el primer ejemplo: 1+10=2+9=3+8=4+7=5+6=11; en el segundo: 1+999=2+997=...=1000. Esta
propiedad es facil de demostrar y de ella se deduce la formula de la suma

= 250000
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9.2. Progresiones geomeétricas

Una progresion geométrica es una sucesion de niumeros reales en la que el cociente entre cada término
y el anterior es constante. A esta constante se denomina razon de la progresién y se suele denotar con

ai+1

la letra r. Es decir, =71 (siempre que ai sea distinto de cero).

i
En una progresidon geométrica cada término se obtiene multiplicando el anterior por la razén, ais1 = a; °'r

_ _ _ 2 _ _ 3
a,=a,'r, a;=a,-r=a,-r, a,=a,-r=a; -r,..

La expresion algebraica del término general de una progresion geométrica es: m

Ejemplos: ] i il
08
+ Lasucesion (an)=(1, 2, 4, 8, 16,...) es una progresién ' 0s
s . 7 .« . 124 i
geométrica de razén 2. Es una sucesion creciente, = )
1 1
. 1 111 ] 3, IS . °
mientras que (b, )=(1,~,—,—, —,...) €suna ? ? [
2 4°8 116 ;i o 03 LS
progresién geométrica de razén —y es una sucesion ] 2 | b
2 ’ .a‘ ? Bt i o5

decreciente.

* La sucesion (a,)=(2,-2,2,-2,2,-2,...) es una progresion geométrica,
ya que cada término se obtiene multiplicando el término anterior por -1. El
término general se obtiene sustituyen los valores a, =2y r=-len la
formula :

W oM = 8 = MW

a, =2-(-)"".

+ Comprobamos que la sucesion (2, 3, 4.5, 6.75, 10.125, ...) es una progresion geométrica dividiendo

cada término entre el anterior: i = ﬂ = ﬂ = 10.125 =r=1.5.
2 3 4.5 6.75

El término general de la sucesiénes: a, =2-1.5""

Con la formula del término general podemos calcular el valor de cualquier término, por ejemplo
del que ocupa la posicién 302:  a,, =2-1.5°° =383502.1185

* La formula del interés compuesto C; = C, (1+1/100)" que da el capital final, C;, en el que se
transforma un capital inicial, C,, depositado en un banco al r%, puede interpretarse como una
progresion geométrica de razén 1+ /100 . Si hemos depositado en el banco 6000 € al 2% anual el
capital disponible transcurridos n afios viene dado por la férmula C, =6000-1.02"y los valores, en
euros, para los primeros afios serian: C, = 6120, C, =62424, C, =6367.25,.., C,, =7313.97

Sia;,a,,a,,...a,,,a, sonlosn primeros términos de una progresion geométrica de razén r, se puede

a,-(r" -1

calcular susuma S, =a, +a, +a; +...+a, , +a, con lasiguiente férmula:S, = i
r_
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Ejemplos:

+ Para calcular la suma de los cinco primeros multiplos de 3, S, =3+9+27+81+ 243, como los

sumandos son términos de una progresion geométrica podemos aplicar la férmula anterior en la
quer=3,n=5,a,=3:

_3:3°-1_3-(243-1)

_ =363
> 3-1

18.

19.

20.

21.
22.
23.

24.

Calcula la expresion del término general de cada progresion aritmética. Escribe los cinco primeros
términos y el 202 término de cada sucesion:

a) De diferencia d =3y de primer término 3.

b) De diferencia d =-2y de primer término 0.

c) De diferencia d =1/3y de segundo término 1.

Calcula la expresion del término general de cada progresién geométrica. Escribe los cinco primeros
términos y el 202 término de cada sucesién:

a) Derazénr=3ydeprimertérmino 3.

b) Derazénr=0,1y de primer término 1000.

c) Derazénr=1/3yde segundo término81.

Para cada una de las siguientes sucesiones, indica si es una progresidén aritmética, una progresion
geométrica, o de ninguno de los dos tipos; obtén el término general y calcula el 152 término.
a) (a, ):(32 25,18,11,4..)

1 1 1
b) (b,)= (E g Z E,l,...)
11 1 1
o (c,)=0, e 5 6 2—53---)
d) (d.)=(=5;-0,5;-0,05;-0,005;.)
9 5 11
e) (e,)= (—lgzg )

Calcula la suma de los cien primeros numeros pares.
Calcula la suma de los ocho primeros multiplos de 5.

Para devolver el dinero que Teresa ha prestado a Julio han acordado hacerlo en 6 pagos mensuales
de la siguiente manera: el primer mes le pagara 1000€ y cada uno de los meses siguientes % partes
de lo pagado el mes anterior. Calcula cuanto pagd el ultimo mes y la suma de todos los pagos
mensuales.

Imagina que pudieras elegir entre las dos formas de cobro siguiente por realizar cierto trabajo
durante los siete dias de una semana:

a. Cobrar 100€ el primer dia y cada uno de los dias siguientes 10€ mas que el dia anterior.
b. Cobrar 10€ el primer dia y cada uno de los dias siguientes el doble que el anterior.

Calcula la ganancia semanal total en cada caso para saber qué tipo de contrato es mas ventajoso.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Representa las rectas: a) y = 5x, b) y = —5x, c) y = (1/2)x, d) y = 2,3x.

Representa las siguientes funciones, justificando si son crecientes o decrecientes:

a)y=1,5x b) y =-0,5x.
Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos (1, 4) y (0, 0) y determina su expresion
algebraica. ¢Es una funcidn creciente o decreciente?

Representa las siguientes funciones lineales y determina los puntos de cortes con los ejes:
a)y=2x+3 b)y=—x+5 c)y=3x-2 d)y=-2x-3.
Representa las rectas que pasa por los puntos que se indican y escribe su expresion algebraica en
forma punto-pendiente, explicita y general.
a) (5,1),(3,-2) b) (-3,4),(4,-1)  ¢)(1,4),(0,6) d) (-2, -4),(-1,0)

Un transportista cobra por cada trabajo 30 euros fijos mas 1,50 euros por km recorrido.
Completa la siguiente tabla con el coste del transporte para viajes con el recorrido dado:

km 100 | 200 | 300 | 400 | 500

Euros

Escribe la expresidn algebraica de la funcidn que da el coste de un transporte en funcion de los
kildmetros recorridos y representa la funcién en un sistema de ejes cartesianos.

Dibuja la grafica de las siguientes parabolas:
a)y=2,5x? b)y =-1,2x? c)y=(1/2)x? d) y=-0,7x%.

Representa la grafica de las funciones cuadraticas siguientes vy determina el recorrido, los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, y el maximo o minimo absoluto:

a)y=x*+3x+2 b)y=—x*+5x—-4 ¢)y=-5x*>+2x-6 d)y=—-x2+x-3
e)y=3x>+2x+5 fly=-2x>+4x-1 g)y=(x—-2)*+4 h)y=4(x-2)?>+9

Se lanza una pelota hacia arriba. Después de t segundos, se encuentra a h metros de altura. La
expresion algebraica de la altura en funcidn del tiempo es h= 40t-5t%. Representa la gréfica.

a) ¢A qué altura se encuentra al cabo de 1 segundo?, ¢y de 2 segundos?
b) ¢En qué momento la pelota volverd a estar en el suelo?
c) ¢Cual es la altura maxima y en qué momento se alcanza?

El nUmero de personas atacadas cada dia por una enfermedad viene dado por la funcién
f(x) = —x* +20x + 62, donde x representa el nimero de dias desde que se descubrid la
enfermedad. Representa la funcidn (no tienen sentido valores negativos de x ni de y)

a) ¢Cuando deja de crecer la enfermedad?
b) ¢ Cual es el nUmero méximo de personas atacadas por la enfermedad en un dia?

¢) ¢Cudndo desaparecera la enfermedad?
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Una asociacidn de senderistas va a contratar un autocar para realizar una excursion por 540 €.
Completa la siguiente tabla que relaciona los valores de las variables “nimero de personas que
pagan la excursion” y “precio por persona”:

X (numero de personas que pagan la excursion) | 10 | 20 40 | 45

y (precio por persona) 18 9

¢Qué relacioén existe entre las variable x e y? Escribe la expresién algebraica de la funcién que
relaciona ambas variables.

Representa la grafica de la funcién f(x) =1,5" y calcula la tasa de variacién media en los siguientes
intervalos: (a) [0,1] (b) [2, 3] (c) [5, 6]

Escribe la expresion algebraica de la funcidn a trozos representada
en la grafica.

Escribe los diez primeros términos de la sucesidon definida con las
siguiente ley de recurrencia: a, =1, a, =a, _, +n

Escribe la expresion algebraica del término general de cada sucesion:

(@) 1,-2,3,-4,5,-6,.. (b) -2,4,-6,8,-10, 12, ...
El primer término de una progresién aritmética es 3,73 y la diferencia es 0,04. Escribe los ocho
primeros términos, la expresion algebraica del término general y el valor del término a,,

El primer término de una progresion geométrica es 125 y la razén es 0,04. Escribe los ocho
primeros términos, la expresién algebraica del término general y el valor del vigésimo término
redondeado a millonésimas.

Se depositan 4000 € en un banco que ofrece un 3% anual de interés compuesto. Escribe la férmula
general que da el capital final después de n afos y calcula el capital disponible al final de cada afio,
durante los 5 primeros ainos.

Escribe los cinco primeros términos de las sucesiones cuyos términos generales son:

n’ -1 2n-1
n+l1

(@) a,=10-5n  (b) b, = (c)c, =3"" (d)d, =

Entre las sucesiones anteriores hay una progresidén aritmética. Senala cudl es y da el valor de la
diferencia. También hay una progresidon geométrica. Indica cual es y da el valor de la razén.

Escribe el término general y calcula el valor del vigésimo término de las siguientes sucesiones:
(a) 3,3;4.4;5,5;6,6; ...

1 5 9 13
(b) Ty T T 5 e
4°4° 4 4

(c) 0,25; 0,75; 2,25; 6,75; ...
(d)3,-6,12,-24, ...
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AUTOEVALUACION
1) La rectay = 4x + 2 tiene de pendiente m y ordenada en el origen n:
ajm=4,n=0 b)m=1/2,n=6 c)m=2,n=4 dm=4n=2
2) La recta que pasa por los puntos (1, 6) y (-2, 4) tiene de pendiente m y ordenada en el origen n:
aym=2,n=4 b)m=3/2,n=6 c)m=2/3,n=16/3 dm=6,n=2/3
3) Indica el vértice de la funcidn cuadratica y = 3x? + 1:
a) (0, 1) b) (1, 2) c) (0, 2) d) (0, 3)
4) El Unico punto que pertenece a la rectay = 2x +5 es:
a) (0, 2) b) (-1, 3) c) (1, 5) d) (-5, 0)
5) Indica cual de las siguientes pardbolas abre hacia arriba:
a)y =(-10/17)x? + 3x b)y=3x2+2x+1 c¢)y=(-1/2)x*+3x+2 dy=-x*+3
6) Indica cual de las siguientes parabolas no corta al eje OX:
a)y = (-10/17)x? + 3x b)y=3x*+2x+1 c)y=(-1/2)x? +3x +2 dy=—x*>+3
7) Indica cual de las siguientes funciones es siempre decreciente:
a)y =-5x+1 b) y = 5x?+6x c)y=3x-8 d)y=-x?
8) Sefiala cudl de las siguientes funciones cuadraticas alcanza un minimo absoluto:
a)y = (-10/17)x? + 3x b)y=3x>+2x+1 c)y=(-1/2)x? +3x +2 dy=-x*>+3
9) La bajada de bandera en un taxi es de 1,50 € y cobra 50 céntimos por km recorrido. Se ha
pagado 9,50 € por un trayecto de:
a) 8 km b) 10 km c) 9,5 km d) 16 km

10) Un vendedor de pdlizas de seguro tiene un sueldo base (fijo) de 700 € al mes y un incentivo
variable de 30 € por pdliza contratada. Si un mes ha cobrado 1150 € el numero de pélizas que ha
contratado en dicho mes es:

a) 20 b) 10 c)12 d) 15

SOLUCIONES:
1d 2c 3a 4b 5b 6b 7a 8b 9d 10d
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SOLUCIONES DE ACTIVIDADES PROPUESTAS

P (c),Q (a),R (b)

yz%x Punto Q (2b) y=_73x Punto P

(2c)y = _TSX Punto R

(1) ol
]
(:ZE!) y b s
7
L]
5
4
3
0

0 L] 8 T ] 4 3 2 0 1 2 3
2
. 3
Y X

. 4
yrdse | ;

(3) La recta c pasa por P

(4a) Recta y = %x + 3 contiene aR

(4b) Recta y = _—3x +5 contienea P

(4c) Recta y = 1.5contienea S

(4d) Recta y=(1/4)x+1/2 contiene a Q

(5)

Pag. 216

...... -84
-84
104
it
L2+
a4
44
1154
'.15.
bebked=d=d e
h.JI -
U}"' 1 (6b)
.\' &
8 |
of -]
|
S e
2. 1 .
0 | X
s 2 Jo 2 6 8
-24 4
!
-4 |
-6 |
|
_B. ]
-104 i
sl L.
|
_14_ | 4
164 |1
-184 !
|
-204 i
i = 2 _
2] i - 2%
244 Basaiside
V=(2 -24)
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L (6d) ef | V= (175, 9.13)
1 61 g
ly=-2¢+4c-2 i : 44
e
x;
s o J2 &
2
y=2x" + 5x-12
= (-1.25, -15/13)
L)
X
10 ; — V .
H | 4 8 e o et [ e T A T
I
i : 38 i
eadl 36 i 3(
l_ 34 I 2
!3. 32 :
! 3 i
_12_ 8 i
| 26 L
. I
e g 2 |
[ : 22 |
- 2 :
304 ; 18 [T oo e oo | [ FRRSRPOU TOR POUCRRI (8 DR RN RN R
! i |
_i4- 5 . 14 :
| 12 I
L 1 I
—I81 2 i
M 06 |
| yEhd-Ox+d
04 |
02 1
] i X,
402 {002 04 08 DAT1 12 14 16 18
02 V =(0.9,-0.06)
y = TxE+ 21 < 28] J
Y 5(-1.5, -43.75)

e _‘{.3: 02.2.5).
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 _
base (m) b
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glz) = 0.8°

0l
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(15)
TVM en cada intervalo | [0,2] | [2,3] | [3.4] | [4,5] | [5,6] | [10,20]
f(x)=x? 2 5 7 9 11 30
g(x)=2% 1,5 4 8 16 32 | 104755,2
(16) (a) a, =3, a, =9, a, =19, a, =33 (b) b, =1, bzzz, b3=£, b4=E
6 9 4
(c)c, =1, ¢,=8, ¢;=29, ¢, =92 (d)d, =2, d,=5, d,;=12, a,=29
(17) (@) a, =(-1)" (b)b,=2n (c)c,=n> (d)d =——
n+1

(183) an:3n;alz3, a2:6, a3:9, a4:12, 35:15; 320:60
(18b) b, =2-2n; b, =0, b,=-2, b,=-4, b,=-6, b, =-8; b, =-38

n+1l

2
(18¢c) c, = ,0125, c,=1, ¢c;=—, 0422, Cs=2; Ch=7

(19a) a, =3";a,=3, a,=9, a, =27, a, =81, a;=243;a,, =3486784401

(19b) b, =1000-0,1""; b, =1000, b, =100, b, =10, b, =1, b, =0,1; b, =107
(19¢) ¢, =3°"; ¢, =243, ¢, =81, ¢,=27, ¢,=9, c,=3; =3 ~2:107
(20a) Progresion aritmética; a, =39—-7n; a,; =66

(20b) Progresion geométrica; b, = 2", a,; =1024

(20¢c) c, = Lz; a5 = %5 =0,004; No es progresion aritmética ni geométricas.
n
(20d) Progresion geométrica; d, = —5-0,1""; ds=-5-10"
(20e) Progresion aritmética; e = n+6 ;€ =2
8 8
(21) 10100
(22) 488280

(23) El sexto y ultimo mes pagd 31,25€. En total pagd una suma de 1968,75€

(24) Con el primer tipo de contrato se ganaria en la semana un total de 910€, con el segundo tipo de
contrato se ganaria un total de 1270€
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(2)

y = -0.5x

y =1.5x

(2a) Creciente

(2b) Decreciente

(3)y =4x

Funcion
creciente

Ecuaciones expli
aly = 3%~

=5
7

(b)y= —x+

citas
13
5
13
7

8 -1 6

(d)y = 4x + 4

b

(c)y=—-2x+6

10004
900+
800
7004
600
500+
4004

3004

Y(€)

(6)

(500, 780)

(km) x

= T

0

100 200 300 400 500 600 700
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(8a) y ’ (8¢) o]
(8b) 4 : | Recorrido: (-0, 2.25] AL L oy R (R ):I ’
El ma'xlm3q absoluto e_sjzzsysealcanza en x=2.5 -2 _1_1 | !U W= & 3 4 5 6 7
Z) AN G20 2] 'Recorrido: (-, —5.8]
l y=-x*+5¢-4 l ”
14 ! -34|El maximo-absoluto es —5.8
il L T 5 -4 '[y se alcanza en x=0.2
2 1 |o |3 6 7 :
Recorrido: [ —0.25, +c0) 1 i _5_! -
Decreciente en (—oo, —=1.5) - I Ve (0.2. —5.8)
Creciente en (—1.5, +a) 3 ]l y= S5x2+2%-6
i | Creciente en (—o0, 0.2)
2 11 10 % 8 7 8 5 -4 V-a( : ;5:’-;; 01 2 | Creciente eih (-, 2.5) Decreciente en (0.2, +o)
2 (-1.5,0.25) |
El minimo absoluto es —0,25 y se alcanza en xn:-i..':_z_ J Decmciamf an {2'5' +m]
(8d) oy X .
4 =32 -1 (@ 2.8 4 6 7
-14..1L..x=0.5 :
Recorrido: (—o0, —2.75]
2171V = (0.5, 12.75)
imo absoluto es —2.75
yi se alganza en x=0.5
y=-¢+x-3 Pe)
{ Decrecierite en (0.5, +o0)
y=3@+2x+5
favsid oenct 3
Recorrido : [3 v 4o0) V=(-113, 1413)
To. V=(1,1) ot
s den abaa aubae o 1_. & Jas . - .
(Bf) Recorrido: (—oo, 1] Y AN Decreciente en (—oc, 3] k'
ol JXF X, 1 |
—'6 :‘5 '_'4 _'3 _'2 _'1 f ; ‘2 a ” Creciente en (— i-+9c) F,
: : T
El maximo absoluto es 1 l A < | ( )
& -2\ 4x - 1 244
y se alcanza en x=1 yi A | Decrfacierte en (—oc,2)
' : i ol Crcierfte en (2, +0c)
Creclemg en (_—oo._ﬂ | 20| < xp=-2 [
Decreciente en (1, +o0) - I 18 !
| 4 | :
i 164 :
64 1Y Yeae-16x+25
<7 I 144
| J
124
104
o] TV=129)
EHminimo absoluto es 9
@:se alcanza en x=2
». El minimo absoluto es 4 & B SRt T
1] v sejalcanza en x=2 5 Reeorrido-:- {2, 4-00)
i X, i R :
T T T T T T T T T 7 0 X
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»
B0
(9)
T0my
som (2..60)
a) Al cabo de 1 segundo se encuentra a 35 m de alturay
después de 2 segundos a 60 m de altura. Somy
b) Alos 8 segundos 40m,
(1..35)
c) Laaltura maxima es 80 metros y se alcanza a los 4 30m
segundos.
20m h(t)=40t- 5¢% .-
10m
t 3
( 1 0) 0s Ils is 3'5 4ls 5‘5 és ?Is és

1?0: ¥ (nuevos enfermos) oo b it
160 V = (10, 162)
150
140
130
1204
110+
100+

a) A los 10 dias
b) 162 personas
c) En el 232 dia

f(x)=-x% + 20x + 62

(22Y3, 0) x (dias)
0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20 22 24 26

(11) Relacidon de proporcionalidad inversa

x (niUmero de personas que pagan la excursién) | 10 | 20 | 30| 40 |45 |60 y = f(x) = 540
y (precio por persona) 5412718 13,50 (12| 9
ok ]y
(12) LaTVMen|[0,1] es0,5 ’::
LaTVMen [2,3] es 1,125 :
La TVM en [5,6] es aproximadamente 3,8 :
Jix) = 1,5
_// x
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1-2x six<0

(13) f(x) ={

x+1 six>0
(14) 1,3,6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55
(15) (@) a,=(-D""-n  (b) b, =(-1)"-2n
(16) 3,73; 3,77, 3,81; 3,85; 3,89; 3,93; 3,97; 4,01 a, =3,69+0,04n
(17) 125; 50; 20; 8; 3,2; 1,28; 0,512; 0,2048 a, =125-0,4""
(18) Formula del capital final después de n afios: C. =4000-1,03"
Capital final después del 1°" ano: 4120 €
Capital final después del 22 afio: 4243,60 €
Capital final después del 3¢ afo: 4370,91 €
Capital final después del 42 afio: 4502,04 €
Capital final después del 52 afio: 4637,10 €
(19) (a) 5,0, =5, —10, —15 . Es una progresién aritmética de diferencia -5

(b)o, >, 8 1524
2 3 4 5

1 . . .
(c) 3 1,3,9,27. Es una progresion geométrica de razéon 3

1

(d)_lllirzli
2 45

2
(200 (a)a,=LIn+22 a,=132
3 37
(b) bn:n—z blO:T

(c) ¢, =0,25-3""  ¢,, =4920,75

(d)d,=3-(-2"" d,,=-1536
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ay, =517

a,, ~0,000001
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