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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucha de evaluacion de Bachillerato flnrav:l
Universidi Jd'Toiéu acceso 4 la Universidad (EBAU
CONVOCATORIA
A ORDINARIA DE
MATEMATICAS I JUNIO
El examen presenta dos opeiones: Ay B. Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios de
gue consta dicha opcoidn.
OPCION A
mr + § — =z =l
1. Dado &l sistema de ecuaciones 2r + my =m} m e IR
T + mz =m
a) Estudia y clasifica el sistema segin los valores de m. ({1.25 puntos)
b) Resmélvelo, si es posible, para el caso m = 1. (0.75 puntos)
¢) Para qué valores de m se tiens la solucidn z=0, y=1, z2=1L (L5 puntos)
2. Dada la funcidn  f(z) = 11
a) Celeula su dominio de definicion y sus asintotas. (I punta)
b) Mediante el cambio de vanable ¢ =¢%, caleula Jfﬁ-l-ir:‘ dx (1.5 puntos)

2. Sean los plancs 7y 1 r4+y+z =0 y 7. Buinterseccion es la recta r:{ rHu+z =g . Caleula:

r4z=
a) La ecuacion del plano Ty sabiendo que A{l,l,l]Eﬂi. {1.25 puntos)
b) La eruacion de un plano ".IT; patalelo a ;v que esté & una distancia de V3 unidades de le recta r.
({1.25 puntos)

4. Un monitor de tenis compra un canon para lanzar bolas. En las especificaciones del canon se indica que
falla ] lanzamiento el 10% de la veces.

a) pCuil ez la probabilidad de que, de 20 bolas lanzadas, se tengan exactamente 5 fallos?  (1.25 puntos)
b) ;Cundl es la probabilidad de que como mucho falle 2 veces de los 20 lanzamientos? (1.25 puntos)
Nota: Se pueden dejar indicedas las operaciones en potencias, sin necesided de realizarlas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucha de evaluacién de Bachilkerato para el
Urniiversidd d'Uvién acceso i la Universidad (EBAU
University of Oviedo Curso 2018-2019
CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
OPCION B JUNIO

1 00 10 1
1. Sean las metrices 4 = 201 3 B = 23 N O = 2 " D:I:]-I]l]-
110 0 G 1

a) Razona, sin hacerlos, =i son posibles los siguientes productos matriciales y, si & ol caso, indica las
dimenziones de las matnees resultantes. (1 pumto)

A-A, A-B, A.B.C, C-D

b) Cealculs las inversas, s existen, de las matrices cuadradas posibles del apartedo anterior. (1.5 puntos)

1
2. Dads la curve =—
V=a3rs
a) Expresa la funcidn m(z) que da la pendiente de la recta tangente & la curve en cada punto =, (1 punto)
b) Calculs el valor ¢ donde se alecanza la maxima pendiente. (1.5 puntos)

3. Sean los puntos A(1,1,1), H(1,-1,-1). Calcula:
a) Le ecuacidn del plano « gque hace que los puntos 4 y B sean simétricos respecto a 6l (1.5 puntos)
b) Los puntos © v D' que dividen el segmente AR en tres partes iguales. (1 punto)

4. Pedro y Lus son aficionsdos & los derdos. Pedro aclerta en el centro el 10% de las veces v cada vex que
acterta gana 400€. Luis acterta en el centro el 20% de las veces y cadsa vez que acterta gana 100€. Cuando
fallan no ganan ni pierden nada. Tira cads uno dos derdes. Caleuls las sipmientes probabilidedes:

a) Que Luis acierte en el centro las dos veces. (0.75 puntos)

b) Que Pedro acerte en el centro une sola wex (1 punto)

¢} (me entre los dos hayan ganado GO0E. (0.75 puntos)

Univarsitan de Owisdo
Prueba da avaluacion d8 Bachileraio para el eccaso a la Universidad
2018-2018

Matemdticas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Andrés Garcia Mirantes
Comunidad Auténoma de Asturias Revisado con las soluciones de la Universidad de Oviedo
www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk : E Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

Textos Marea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA A CONVOCATORIA ORDINARIA CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNIO
mr 4+ ¥y — =z =1
1. Dado el sistema de ecuaciones 2r 4+ my =1m } m e L
T + mz =m

a) Estudin y clesifica el sistema segin los valores de m.
b) Hesuélvelo, si es posible, pars el caso m = L.
c) Para qué valores de m se tiene la solucion =0, y=1, z=1

Solucion:

Apartado a

m 1 -1 m 1 -1 0

Llamamos 4 = (2 m 0 ) yB = <2 m 0 m) a las matrices de coeficientes y ampliada
1 0 m 1 0 m m

respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz del sistema y lo igualamos a O.

m 1 -1
2 m 0[=0
1 0 m

Operando resultam® —m =0

Dicha ecuacién se resuelve sin dificultad factorizando como m(m? — 1) = 0 de modo que obtenemos
las soluciones: m = {0,—1, 1}.

Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusion:
Sim & {—1,0, 1} el sistema es compatible y determinado.
Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.
-1 1 -1 -1 1 -1 0
Sim=-1,4A=(2 -1 O0);B=(2 -1 0 -1]
1 0o -1 1 0o -1 -1

Haciendo operaciones por filas (F, + 2F;y F; + F1) tenemos que la ultima fila es igual que la segunda,
podemos eliminarla y resulta:

-1 1 -1 0
rango(B) = rango( 0 1 -2 —1) = 2 =rango (_01 1 :%) = rango(A).
0O 1 -2 -1

Como rango(A) = rango(B) < 3 el sistema es compatible indeterminado.

0 1 -1 01 -1 0
Sim=O,A=(2 0 O),B=<2 0 0 0).LaL’JItimacqumnasoncerosporloquesepuede

1 0 0 1 0 0 O
0 1 -1
eliminar. rango(B) = rango (2 0 O ) =rango(A) = 2.
1 0 0

Como rango(A4) = rango(B) < 3 el sistema es compatible indeterminado.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 1 -1 1 1 -1 0
Ssm=1,A=(2 1 0 |);B=|2 1 0 1]

1 0 1 10 1 1
Haciendo operaciones por filas (F, — 2F,y F; — F1) tenemos
1 1 -1 0
rango(B) = rango (0 -1 2 1> = 2. Como antes, la ultima fila es igual que la segunda,
0o -1 2 1
podemos eliminarla y resulta:
_ -1 1 -1 0\_,_ -1 1 -1\_
rango(B) = rango( 0 -1 2 1) =2= rango( 0 -1 2 ) =rango(4).

Como rango(A4) = rango(B) < 3 el sistema es compatible indeterminado.
En resumen:

° Sim & {—1,0, 1} el sistema es compatible y determinado.

o Sim € {—1,0, 1} el sistema es compatible indeterminado.
Apartado b

En el caso m = 1 ya vimos que es compatible indeterminado y por tanto tiene infinitas soluciones.
Vimos ademads que su matriz ampliada es equivalente a

O 42 )

de modo que el sistema tiene las mismas soluciones que:

{x +y—z=0

-y+2z=1

Hay que poner una de las variables como parametro. Lo mas comodo es z, de modo que hacemos z = A
x+y—A=0 N _ ,
y4+21=1 De la segunda ecuacidn obtenemos directamente y = 2A — 1 que, llevdndola a la

primeranosdax + (2A— 1) —A = 0y se obtienex =1 — A.
La solucidn general es pues: (1 —A, 22— 1, &) con A € R arbitrario.

Apartado ¢
0=0
Sustituimos x =0,y =1,Zz=1 en las ecuaciones del sistema. El sistema es {m = m de donde
m=m
deducimos que es solucién PARA TODO m.
x=0,y=1,z =1 essolucion PARA TODO m.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

2. Dada la funcion  f(zx) = 1 e

a) Calcula su dominio de definicion y sus asintotas.
b) Mediante el cambio de vanable t = ¢®, caleula f 2 dr

p

Solucion:

Apartado a

La funcién f(x) =
f) =5
funcién exponencial es valida para todos los reales.

solo puede no estar definida si se anulara el denominador, puesto que la

Pero 2 + e* = 0 solamente si e* = —2 lo que es imposible porque la exponencial es siempre positiva.
Por tanto, su dominio son todos los reales.

Como es una funcién continua y su dominio es R no tiene asintotas verticales. Veamos las horizontales.

2 2

2 , . , .
im = — = — = () Asintota horizontal en 0. Por tanto, no hay asintota oblicua en ese lado.
x—+00 2+e¥ 2400  +oo

2 2

im ~ = — = 1 Asintota horizontal en —o0. Asi pues, tampoco no hay asintota oblicua en ese lado.
x——oo 2t+e 2+0

En resumen, el dominio es todo el campo real, no hay asintotas verticales ni oblicuas. Las rectasy = 0 e
y = 1 son asintotas horizontales en 400 y —oo respectivamente.

Apartado b

. . . dt . .
Nos sugieren el cambio t = e* y tenemos pues dt = e*dx es decir dx = — Sustituyendo en la integral

2 2 dt . .
f dx = [ ==, Descomponemos en fracciones simples:
2+eX 24+t t

2=A(t+2)+Bt=(A+B)t+24

Como 2A = 2 tenemos A = 1yalser A+ B = 0 concluimos B = —1. De este modo
2 1 1 2 1 1 .
preyr e f Py dat = [ ;dt —f Edt = In|t| — In|t + 2| + C donde In es el logaritmo

neperiano y C es la constante de integracion.

Deshaciendo del cambio es

2 = l —_ i = —_ —_ X| X
| ot = 7dt— [ —-dt =In¢| ~In|t + 2| + C = Inje*| ~ In|e* +2| + C.

Noétese que los valores absolutos son superfluos porque ambas funciones son positivas. Podemos
X
escribir In(e*) — In(e* + 2) + C o bien ln(ej?) +C.

=2 dr= -y +c
2t+er X7 n(e"+2)

2
2+eX

Otra posibilidad es usar que In(e*) = x y quedaria [ dx =x —1In(e* +2) + C.

Es facil comprobar, derivando, que todas son primitivas validas.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
JUNIO
3. Sean los plance 7, : r+y+z =0 y w,. Suinterseccion eslarecta r: { * _ﬁ :i : g . Caleula:
a) La ecuacién del plano My sahiendo que A(1,1,1) £ T - (1.25 puntos)
b) La ecuacidn de un plano .17; paralelo a ;¥ que esté & uns distancia de +v3 unidades de la rects r.
(1.25 puntos)
Solucion:
Apartado a

Tres puntos determinan un plano. Tenemos uno, el punto A(1, 1, 1) y una recta contenida. Solo
necesitamos dos puntos de la recta y nos valen dos cualesquiera.

Hay muchas maneras. Por ejemplo, dandole valores a una variable y resolviendo para las demas. Si el
problema se complica con una variable, podemos probar con otra.

Haciendo z = 0 obtenemos x = y = 0, el punto B(0, 0, 0).
Haciendo z = 1 obtenemos x = —1,y = 0, el punto C(—1,0,1)

Ya solo tenemos que hacer el plano que pasa por tres puntos.
Tenemos pues dos vectores del plano BA=(1,1,1)y BC = (-1, 0, 1).

x—0 y—0 z-0
1 1 1
-1 0 1

Desarrollando, se obtiene sin dificultad la ecuacion implicita:

El plano, en ecuacidn de determinante, es: nz:{

.

My x—2y+z=0.

Apartado b

Si es paralelo a Ty, serd de la forma m'y: x + vy + z = D. El problema consiste, pues, a calcular D.

Como una de las ecuaciones de la recta r es la del plano ;ambos son paralelos y a su vez paralelos a
!
™.

La distancia de la recta al plano es pues la distancia de un punto cualquiera de la recta al plano. El punto
mas facil de la recta es el origen.

0+0+0-D D
= d(r, = —|.
VB=d(rmy) = | T | = | |
Hay dos soluciones, 3y —3.
Por tanto, son dos los planos 'y 4:x+y+z=3ynz:x+y+2z=-3.

Lo cual es légico, habrd uno a cada lado.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

4. Un momtor de temis compre un candn para lanzar boles. En las especificaciones del candn se indics que
falla el lanzamiento el 10% de la veces.

a) ;Cudl es la probabilidad de que, de 20 bolas lanzadas, se tengan exactamente 5 fallos?
b) ;Cuil es la probabilidad de que como mucho falle 2 veces de los 20 lanzamientos?

Nota: Se pueden dejar mndicadas las operaciones en potencias, sin necesdad de realizarlas,

Solucion:

Apartado a
Llamemos X a la variable aleatoria “nimero de fallos”.

10

Se trata de una variable binomial de pardmetros 20y % que se denota [3(20, E)

P(5 fallos) = P(X = 5)= (250) : (%)5 : (%)15 — 15504 - (0.1)° - (0.9)5 ~ 0.0319

P(5 fallos) = (250) : (%)5 : (%)15 ~ 0.0319

El problema no pide calcular el resultado. Es ambiguo si hace falta desarrollar el nUmero combinatorio.

Apartado b
Es la suma
por =0+ = =2 = ()-8 (27 (3)- )G+ () ot o

=(0.1)°-(0.9)* + 20 - (0.1)*- (0.9)*° + 190 - (0.1)? - (0.9)*®
que aproximadamente es 0.677.

La probabilidad de que como mucho falle 2 veces en 20 lanzamientos es 0.677

Textos Marea Verde
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

PRUEBA B: CONVOCATORIA ORDINARIA CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNIO
1 00 1 0 1
l.Snmlumatﬁch:('El]l), ﬂ‘:(ﬂ ﬂ), E‘=(E): ,l_',l=[1l]1]
110 0 & 1

a) Razona, sin hacerlos, =i son posbles los siguientes productos matriciales y, sl es el easo, mdu:a ]aﬂ
dimensiones de las matrices resultantes.

A-A, A-B, A-B.C, oD
b) Celeuls las inversas, =i existen, de las matrices cuadradas posibles del apartedo anterior.
Solucion:

a) Dos matrices con los érdenes de AxB y CxD se pueden multiplicar si y solamente si el orden de B es
igual al de C. En tal caso la matriz resultante tiene el orden de AxD.

Asi pues, como A es de orden 3x3 se puede hacer A-A y el resultado es de orden 3x3. Como B es de
orden 3x2 se puede también hacer A-B y el resultado es de orden 3x2. A su vez, C es de orden 3x1 de
modo que no se puede hacer B-C y por tanto tampoco AB-C. Si se puede hacer CD y el resultado es

de orden 3x3.
A4 = @3[B)x(3]3= (33
A-B = @[3)x(3]l2=
A-B-C = .x(.?) 3.2) = (3) (3]1) No
¢-D = E)x(l3)=

b) Las Unicas matrices cuadradas son A-Ay C-D.

1 0 0
La primeraes A-A = (3 1 0) y su determinante, por la regla de Sarrus es 1:
3 01
1 0 0
31 0=1+04+0-(0+0+0) =
3 0 1
1 -3 -3 A=, adj(A)’ 1 0 0
Su matriz adjunta es (O 1 0 )y usando la férmula Al lainversa es (—3 1 O)
0 0 1 -3 0 1
1 0 1

Asuvez, CD = (2 0 2) cuyo determinante es obviamente 0 (tiene una columna de ceros) de

1 0 1
modo que no tiene matriz inversa.
1 0 0
(A-A)'=1-3 1 0
-3 0 1

C-D no tiene matriz inversa.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.2:
2. Dada ls curve g — ﬁ
a) Expresa la funcidn m(z) que da la pendiente de la recta tangente & la curve en cada punto z. {1 punto)
b) Celculs el valor » donde se alcanza la maxima pendiente. (1.5 puntoa)

Solucion:

a) Basta derivar:

mixl=yiixi=———rs
d (3+x°)

b) Para calcular el valor de una funcién, derivamos e igualamos a 0.

—2(3+x7 P42 x2(3+x°)2x_ (3+x7) —2(3+x7)+8X|  —6-2x*+8x* _ 6x°—6 _

(3+x°)° (3+x°)° (3+x°  (3+x'F

m'ix)=
De ahi obtenemos X = +1 y X = —1. Nétese que el denominador es siempre positivo y que tanto la

funcién m como su derivada son continuas en todos los reales.

Para ver si es maximo o es minimo, debemos resolver la inecuacion m’ > 0. Damos valores
m'(—2)=18/343>0  m'(0)=—6/27<0 m'(2)=18/343>0

Por tanto, m es creciente en (—oc, —1), decrece en (—1, 1) y vuelve a crecer en (1, +oc). De ello deducimos
gue el maximo se alcanza en x = —1, (el otro valor que anula a m' es un minimo).

Como m(X) tiende a 0 cuando X tiende a infinito y m(-1) = 1/8:
(-1, 1/8) es maximo absoluto.

Es mas claro dibujando la funcién, para lo que damos los valores donde se anula la derivada y los
extremos del dominio: m(—oc) = 0; m(—1) = 1/8; m(1) = —1/8; m(+oc) = 0.

Como m(1) =-1/8, el punto (1, —1/8) es un minimo absoluto.

0.4

0.2 4

-0.2 1

-0.4 1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.3:

3. Sean los puntos A(1,1,1), H(1,-1,-1). Calcula:
a) La ecuacion del plane & que hace que los puntos 4 y 0 sean simétricos respecto a él. (1.5 puntos)

b) Los puntos © v [ que dividen el segmento AH en tres partes iguales. (1 punto)
Solucion:
a) Calculamos el punto medio de ambos, al que llamaremos M.
M=(A+B)/2=[(1,1,1)+(1,-1,-1)]/2=(1, 0, 0). El plano 1t debe pasar por ese punto.
A su vez, el vector perpendicular debe ser el vector AB, que es (0, -2, —2).

El plano es, por tanto —2y —2z = D y pasa por M. Sustituimos M con lo que —2(0) —2(0) = D = 0. El plano
es —2y —2z = 0, o, multiplicando por —1/2:

Nny+z=0

b) Ya tenemos el vector AB. Basta sumarlo.

1 _ 1, .11
C=A+=AB=(1,1,1)+=(0,-2,-2)=[1,=,=
Y por tanto
1 1 1)1, ; 1 1
D=C+=AB=|1,=,=|+=(0,—2,-2)=[1,-=,-=
"3 37373 - ( 3 3)

Si volviéramos a sumar AB, obtendriamos B, como debe ser.
C=(1,1/3,1/3)
D = (11 _1/31 _1/3)

Textos Marea Verde
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema B.4:

4. Pedro y Lws son aficionsdos & los derdos. Pedro aclerta en el centro el 10% de las veces v cads vez que
acierta gans 400€. Luis acterta en el centro el 20% de las veres v cade ver que scterta pane 100€. Cuando
fallan no genan mi plerden nada. Tira cade uno dos derdos. Calenls las sipmentes probabilidedes:

a) Que Luis acderte en el centro las dos vece. (0.75 puntoa)

b) Que Pedro acierte en el centro uns sola vez [1 punto)

c) Que entre los dos hayan ganado GO0€. (0.75 puntos)
Solucion:

Llamamos P a la variable aleatoria “numero de veces que acierta Pedro” y L a la variable aleatoria
“numero de veces que acierta Luis”. Por el enunciado del problema, sabemos que son binomiales, mas

10 20
concretamente P = B(Z,E)yL = B(Z,E).

2 0
a) Nos piden P(L = 2) = P(B(2,0.2) = 2), que por definicion es (2) . (ﬂ) . (80) =L igual a:

2 100 100 25’

P(L=2)=1/25=0.04.

1 1 ]
b) Es P(P = 1) = P(B(2,0.1) = 1), que por definicién es (i) : ( 10) : (90) 2% _ 9 iguala

100 100/ ~ 1010 _ 50

P(P=1)=9/50=0.18.

c) Ahora ambos tiran de manera independiente. Nos piden la probabilidad de que Pedro acierte una vez
y Luis 2, que, como son sucesos independientes, es el producto de las probabilidades.

P(ganar 600 € entre losdos) =P(L=2)-P(P=1)
La primera era 1/25 y la segunda 9/50, ambas ya calculadas.
El producto es 9/1250 = 0.0072.
P(ganar 600 € entre los dos) =P(L=2)-(P=1)=9/1250 = 0.0072.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucba de evaluacidin de Bachillerato para el
Universidd d Uviéu acceso a la Universidad (EBAU
University of Owiedo Curso 20182019

CONVOCATORIA

EXTRAORDINARIA
MATEMATICAS I

El examen presenta dos opeiones: Ay B Elige una de ellas y responde razonadamente a los cuatro ejercicios de

que consta dicha opoidn.
OPCION A
r + Yy + az = a
1. Dado &l sistema r + (g—1l)ly + az = 2
—T + z = 2
a) Estudia y clesifica el sistema segin los valores de a € L (1.5 puntos)
b) Hesuélvelo, =i es posible, para el caso a = 2. (1 punto)
e—!
2. Dads la funcio =
n  f(z) e
a) Estudia su dominio de definicion y caleula sus asimtotas. (1 punto)
b) Halla, & existen: miximos y minimos & intervalos de erecimiento y decrecimiento. (1 punto)
¢) Haz un esbozo de su grafica. (0.5 puntos)

3. Senn A(3,1,0) ¥ B(1,3,0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano 7: 2 =10
a) Calcula un vector director @, ¥y la ecuacion de la recta v & la que

pertenecen loa otros dos veértices del rombo C y DL (1.5 puntoa)
b) Determina dichos vértices O y [ sabhiendo que estén & una distancia de

+v2 unidades del punto medio M. {1 puntao)

Caracteristicas de un rombo: Ledos ipuales paralelos dos & dos. Dhaponsles perpendiculares que se cortan
en el centro de ambes,

4. Alicia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas ¥ en el otro las faldas. La tabla muestra el nimero
de todas las prendes que guards en los dos cajones agrupadas en tres tipoa: lisss, dibujos o reyes.

Lisas | Thbugos | Hayes
Uamizetas 10 ] L1
| Faldes h 15 ]

Se elipe al azar una prends de cada eajon. Caleuls la probabalidad de que:

a) Les dos sean de rayas. (0.75 puntos)

b) Les dos sean del mismo tipo. (1 punto)

¢) Al menos una de ellas no sea de rayas. (0.75 puntos)

Univarsidad da Cwiado
Prusba de evaluacion 48 Bechileraio para el eccass a la Uinkersidan
2018-2018
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prucba de evaluacion de Bachillerato Famcl
Universidd d'Uviéu acceso a la Universidad (EBAU
University of Oviedo Curso 2018-2019
CONVOCATORIA
OPCION B EXTRAORDINARIA

01 =
a) Estudia para qué valores de = se cumple rl:t — =0 (I matrz identidad ¥ @ matrz nula). {1 punto)

b) Caleuls A" pars los valores de = que verifiean la eondicién anterior. (0.75 puntos)
c) Para r = 0 y aabiendo que ese valor verifica la condicion del primer apartado, caleula, =i existe, s inverss
de A. {0.75 puntos)

x 0 -1
1. Smln.mn.triz.:l:(—l 0 [I) rei

2. Dadas las curves  y=2/2, y=4/r

a) Caleula sus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza une grifica de las curvas en el intervalo [1,3]. {1 pumto)
c) Caleula el dres que delimitan entre ellas en el intervalo [1, 3]. (1 punta)

3. Dados el plano w: x4+ 3y =1 ¥ la recta r gQue pess por el punto A(1,1,1) con vector director
i, =(0,1,1). Caleula:

a) El punto P inteseccion del plano = y de la recta . {1.25 puntos)
b) El punto A’ smétrico de A respecto al plano . {1.25 puntos)

4. Les calificaciones de un examen en una clase sipuen una distnbuecion normel de media g = 20 ¥y
desviacion tipica o = 10. Caleula:

a) La probabilided de que un alumno obtenge una calificacidén entre 15 y 25. (1.25 puntoa)

b) La calificacion que sdlo superan o igualan € 20% de los alumnos. {1.25 puntos)
Alpunca valores de la funcion de distnbucon de la distnbucidn normel de media 0 y desviscion tipica 1:
F(r) = P(Z < ), F[-08416) = 0.2, F(0.8416) = (0.8, F{0.4) = 0.6554, F(0.5) = L6915, F{0.6) = 0.7257

Uinivarsidad da Onwiado
Prueia de avaluacion 48 Bachilermaio para el eccass ala Universidad
20208
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA

PRUEBA A CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA SXTRAORDINARIA

Problema A.1:

T + ¥y + az = o
1. Dado el sistema { r + (a—-1l)y + az = 2
—r + z = 2

a) Estudis y clasifica el sistema segin los valores de a € R
b) Resuélvelo, si es posible, pars el caso o = 2.

Solucion:
Apartado a)
1 1 a 1 1 a a
A=l1 a-1 a B={1 a-1 a 2
Llamamos -1 0 1 y -1 0 12 a las matrices de coeficientes y ampliada a

respectivamente.

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 a

1 a-1 a

-1 0 1
Operando resulta (A= 1+0- a)- (- a+a+1)=a2- a- 2

a’—a-2=0dacomo solucionesa=-1ya=2.
Como el sistema es cuadrado, ya tenemos la primera conclusion:
Sia ¢ {-1, 2} el sistema es compatible y determinado.

Lo mas sencillo es hacer cada caso por separado, asi trabajamos con nimeros en vez de letras.

1 1 -1 -1
B={1 -2 -1 2

Sia=-1, 2 . Haciendo operaciones por filas (F2 =F,- F, y F'3:F1+F3)

tenemos

F'',=F',+3F’ 0 0 0 12

Finalmente, haciendo ceros en la ultima fila con 3 queda

La submatriz de los coeficientes tiene rango 2 y la ampliada, rango 3, con lo que el sistema es
incompatible.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Otro modo de verlo es que, tras hacer operaciones por filas queda una ecuacién como 0 = 12. Esta es
obviamente una ecuacién imposible y por tanto el sistema no tiene solucidn.

1
B=(1

Sia=2, -1 . La segunda fila es igual que la primera y la podemos eliminar. Queda

s
— NN
NN

1 1 2 2)
pues (_ 1o 12 y tanto la matriz total como la submatriz de las primeras tres columnas tienen

rango 2. En consecuencia, el sistema es compatible indeterminado.

En resumen:

o Siag {-1, 2} el sistema es compatible y determinado.
e Sia=-1 el sistema es incompatible.

e Sia=2 elsistema es compatible indeterminado.
Apartado b)

Ya hemos visto que en el caso 2, la matriz del sistema es equivalente a \~ 1012 y tiene
infinitas soluciones.

0 1 3 4

-1 0 1 2

FUL=F T, y nos queda (

Operando un poco mas, hacemos ) que, en forma de

sistema queda

y+3z=4
-x+z=2

Llevamos el z al otro lado y despejamos

y=4-3z
x=z-2

En forma de tripla, seria (z — 2, 4 — 3z, z) donde z puede tomar cualquier valor real. Es costumbre poner
otro pardmetro distinto A de modo que quede (L —2,4 —3A, A).

Las infinitas soluciones del sistema son de la forma (A - 2,4 - 3X,A) con A € R.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

—z
e

2. Dads ls funcién  f(z) =

r+1
a) Estudia su dominio de definicidn ¥ caleula sus asintotas,
b) Halla, = existen: miximos y minimos @ intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢} Haz un eshozo de su gréfica.

Solucion:
Apartado a)

El Unico problema que puede existir en esta funcion es que se divida por 0. lgualando a 0 el
denominador tenemos X+ 1 =0es x =-1.

El dominio es R — {-1}.
Eso ya nos da la Unica asintota vertical, la recta x = -1.
Los limites laterales a izquierda y derecha de —1 son respectivamente —oc y +oc.
Para las asintotas horizontales hacemos los limites en ambos infinitos.

lim & =1 R S
x-o X+1  e*(x+1)

- X
. e
lim ==
x—- X+1

que es indeterminado

Aplicando la regla de L'Hépital:

xo-w X+1 xoiw 1

En +oc hay una asintota horizontal y por tanto no hay oblicua. En —oc no la hay, pero podria haber una
oblicua. Veamos si es asi.

f(x) . e " e

lim = lim = lim
omw X xemw X(XH1)  xeiw X2HX

Aplicamos dos veces la regla de L’'Hopital

-e " e’
lim = lim
xo-o0 2X+X xo-e 2

=400

Este limite es infinito luego no hay asintota oblicua.
En resumen:
e Hay una asintota vertical, la recta x =-1.
e Hay una asintota horizontal en +oc (pero no en —x), la rectay = 0.

e No hay ninguna asintota oblicua.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Apartado b)
Derivamos la funcion.

—e "(x+1)- e'x__e,x x+2
(x+1) (x+1)°

f(x)=

El dnico valor donde se anula es X = -2. El denominador es siempre positivo, por lo que en este caso no
hay que considerarlo. No esta de mds recordar que, si no fuera asi, habria que tener en cuenta los ceros
del denominador. El Unico es el valor x =-1.

Dando valores:
f'(-3)>0 f'(0)<0

La funcion crece en (—oc, —2) y decrece en (-2, —1) U (-1, +). En —1 no esta definida

-2
Con estos datos, haciendo f(‘ 2) qgue vale — € ademads sabemos:

El punto (-2, —2) es un maximo relativo y no hay minimos relativos.

Para ver el estudio de maximos y minimos absolutos esperaremos al estudio de la grafica, que es el
apartado c.

Apartado b)

Normalmente, “esbozo” quiere decir dibujo sin asintotas, curvatura ni cortes con los ejes. Pero las
asintotas ya las tenemos y el resto no cuesta mucho, asi que vamos a hacer el estudio completo.

Cortes con los ejes:

El numerador no se anula nunca, asi que no hay cortes cony = 0.
Cuandox=0,y=1.

Curvatura:

Derivamos la funcion otra vez.

o :efx(x+2)(x+1)2— e X(x+1)+2e *(x+2)(x+1)
() et

gue simplificado resulta

iy :efx(x+1)(x2+4x+5):efx(x2+4x+5)
i (x+ 1) (x+1)

El denominador ya no es positivo, de hecho, tiene cambios de signo, asi que hay que considerar el
punto X =-1.

=2 4+\£ 4
- X 2 = . . 2 = . -
Igualando a 0 el nhumerador es € (x2+4 x+5)=0 que implica X**4X+5=0 o5 gecir 2 con
lo que no hay raices reales.
Matematicas Il. Curso 2018 — 2019. Autor: Andrés Garcia Mirantes

Comunidad Auténoma de Asturias visado con las soluciones de la Universidad de Oviedo
www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

Textos Marea Verd
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Dando valores, [''(=2)<0 y {"(0)>0 con lo que hay curvatura negativa (forma de M) en (=, =1) y
curvatura positiva (forma de U) en (-1, +).

Falta la tabla de valores

X -0 -2 -1 -1 -1 0 -0
f(x) 00 —e? -0 No existe | T

Los valores —1" y —1*representan los limites laterales en —1 (a izquierda y derecha respectivamente).

La grafica completa es:

—

y=0 -2 -30 -20 -10

-2

-3

-a

f

Las asintotas estdn marcadas en rojo rayado. Se observa que el punto (-2, —€2) es maximo relativo,
pero no absoluto y que no hay minimos relativos ni absolutos.

Textos Marea Verde
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Problema A.3: CONVOCATORIA
EXTRAORDINARIA

3. Sean A(3,1,0) y B(1,3,0) los vértices opuestos de un rombo situado en el plano 7: z =0

a) Caleula un vector director @, y la ecuacion de la recta r & la que
pertenecen loa otros dos vertices del rombo O y D. (1.5 puntos)
b) Determina dichos vértices C y [ sabiendo que estdn a una distancia de

+2 umidades del punto medio M. (1 punto)

Caracteristicas de un rombo: Ledos ipusles paralelos dos a dos. Dhagonales perpendiculares que se cortan
en el centro de ambes.

Solucion:

Apartado a)

La recta que nos piden pasa por el punto medio de A y B y es perpendicular al vector que los une.
Ademas, debe estar contenida en el plano =. Eso significa que es perpendicular al vector AB y al vector
perpendicular de . Con eso ya estamos en condiciones de calcular un vector vr.

El vector normal al plano {z = 0} es (0, O, 1). Se puede ver porque son los coeficientes de X, y, Z en la
ecuacién o bien, tomando tres puntos del plano [como (0, 0, 0), (1, 0, 0) y (O, 1, 0)] y calculando el
producto vectorial de dos vectores que formen:

El vector AB se calcula sin dificultad, es (2, =2, 0)

Asi pues, cualquier vr es perpendicular a los dos vectores anteriores. Calculamos un vector
perpendicular a ambos con el producto vectorial.

ik
o o 1/=(2,2,0)
b -2 0

No es la unica solucién, cualquier vector paralelo vale. Es decir, las soluciones serian 7\(2;2:0) con
LeR,A20 pe hecho, el vector mas sencillo es (1, 1, 0)

La recta pasa por el punto medio de Ay B. Este se calcula sin problemas:

M= A;-B _ (3,1,0);(1,3,0) ~(220)

En forma vectorial seria rE{(2,2,0)+7\(2,2,0)} También puede expresarse en otras formas como
X=2+2A\
y=2+2A X=y

z=0 . = . ,
o, despejando A como (% 0 . pero nétese gue el problema no pedia una forma concreta

asi que cualquiera es perfectamente vdlida.

Un vector director de la recta es (2, 2, 0) [vale cualquier multiplo no nulo] y la recta es:

X=Yy

r={(2, 2, 0) + A(2, 2, 0)} que puede expresarse también como {z -0
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Apartado b)

Ya hemos calculado el punto medio y el vector de la recta. Los puntos C y D por tanto son de la formay

C:M+M(2:2,O) D=M- u(2,2,0) para un valor concreto p que deberemos calcular [no usamos A para no
confundir con la recta del apartado anterior, pero seria perfectamente valido].

¢Y cudnto vale p? Pues faltaba un dato, que es el que nos dan en este apartado, es decir, que la distancia de

d(M,C) esx/i

d(M,C)=+Z luego IMClI=u(2,2,0)|= 72

2 2 .

Es decir, hay dos posibilidades

c:(2,2,0)+1(2,2,0):(3,3,0) D=(2,2,0)- l(2,2,0):(3,3,0) )
2 y 2 D=(2,2,0)-5(2,2,0)=(1,1,0)
o bien
1
Cc=(2,2,0)- %(2,2,0):(1,1,0) D=(2,2,0)- (— 5)(2,2,0)=(3,3,0)

y
Son los mismos puntos y esto no es sorprendente, pues no se especifica el lado en el que estan.

En resumen

Los otros dos puntos del rombo sonC =(3,3,0)yD =(1, 1, 0) o viceversa: [D=(3,3,0)yC =(1, 1, 0)]
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Problema A.4:

4. Abcia tiene dos cajones. En uno tiene las camisetas v en el otro las faldas. Le tabla muestra el nomero
de todas las prendss que guards en los dos cajones sprupsdas en tres tipos: lisss, dibujos o reyas.

Lisas | Lhbujos | Hayas
Camisetas 1l 5 11
bBaldas o L 4

Se elige al sear una prends de cads cajon. Caleuls la probahilidad de que:
a) Las dos sean de rayas.
b) Las dos sean del mismo tipo.
c) Al menos una de ellas no sea de rayas.

Solucion:

Apartado a)
C1Cp y Cr a los sucesos “extraer camiseta lisa”, “extraer camiseta de dibujos” y “extraer

Fp,Fy y Fy a los sucesos “extraer falda lisa”, “extraer falda de dibujos”

Llamamos

camiseta de rayas”. Llamamos
y “extraer falda de rayas”.

10 5 _ 2

P(CRﬁ FR)—E 2—5—2—5

Las extracciones de cada cajon son independientes. Nos piden
que es 0.08 o el 8 %.

La probabilidad de que Alicia saque dos prendas de rayas es 2/28 = 0.08 — 8 %.
Apartado b)
Sacar liso, de dibujos y de rayas son mutuamente incompatibles. Asi pues:

P[(Cyn F,)u (Cpn Fp)u (Cen Fg)|=P(Cy 0 F)+P(Cpn Fpp)+P(Crn F)
Sustituyendo cada uno por su valor
10 5,515 10 5 _2+3+2_ 7

25 25 25 25 25 25 25 25

que es 0.28 o el 28 %.
La probabilidad de que sacar dos prendas del mismo tipo es 7/25 = 0.28 — 28 %.
Apartado c)

Denotamos con raya superior el complementario Cr .
P(Cgu F)=P(Cp)+P(Fg)- P(Cpn Fy)
Todas se obtienen sin dificultad y resulta:
15,20 1520_35 12_23
25 25 25 25 25 25 25
quees0.920el92 %

La probabilidad de que Alicia no saque dos prendas de rayas es 23/25=0.92 —» 92 %
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PRUEBA B CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema B.1:

¢ 0 —1
1. Seplamatriz A= -1 0O 0 reR
01 T

a) Estudis para qué valores de r se cumple A _1-0 (I matriz identidad y O matnz nula). (1 punto)

b) Calculs a® para los valores de r que venifican la condicidn anteror. (0.75 puntos)

c) Para r = 0 y aabiendo que ese valor venifica la condicion del primer apartado, caleula, s exdste, la inversa

de 4. (0.75 puntos)
Solucion:

a) Calculamos las potencias de la matriz:
2

x 0 -1}[x 0 -1} [x -1 -2x

A’=AA=|-1 0 0]-1 0 0 F|-x © 1
O 1 x/\0 1 x -1 x x
xX* -1 -2x|[x 0 -1 x’+1 -2x -3x°
A’=A’A=|-x 0 1 -1 0 ol=l-x¥ 1 2 x
-1 x x° 0 1 x _2x X X +1

A’-I=0s A’=I de modo que igualamos ambas matrices
x’+1 -2x -3x° 10
-x> 1 2x |F|l0 1
-2x x> X+1/ \0 0

— O O

Vale casi cualquier elemento. Por ejemplo, el (1, 2) nos da —2X = 0, es decir X = 0. Si sustituimos X por 0
en la primera matriz obtenemos la identidad.

El Unico valor que hace que se cumpla la ecuacién matricial es x= 0.
3_ . 12_( A3\4__ s4__
b) Puesto que A =1  setiene 4 =(A%)'=I'=1I

1 0 0
Para los valores que cumplen el apartado a), es A2 = = (0 1 0)

0 0 1
c¢) Podria hacerse sin problemas por cualquiera de los métodos habituales (el de Gauss o el de

adjuntos). Pero vamos a aprovechar los calculos anteriores.
2

X -1 -2x
A=l-x 0 1

2

Sabemos que A3 = I, luego A - A% = |, por tanto: Y -1 X X gue la teniamos calculada de
antes. Sustituyendo X por O se tiene la inversa:

0 -1 0
A'=A’=l0 0 1

-1 0 O

0 -1 0
Enelcasox=01Ilainversaes| 0 0 1
-1 0 O
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Problema B.2:

2. Dadas las curvas  y =22, y=4/r

a) Calcula mus puntos de corte. (0.5 puntos)
b) Esboza una grafica de las curvas en el intervalo |1, 3]. (1 punto)
c) Calcula el drea que delimitan entre ellas en el intervalo [1,3). (1 punto)
Solucion:
Apartado a)
y=x2/2

Los puntos de corte son las soluciones del sistema y=4/x que resolvemos por igualacion como
x2/2=4/x

Multiplicando por X se tiene x3=8= x=2
Sustituyendo day = 2.

El Unico punto de corte es (2, 2).

Apartado b):

Llamamos f(x)=x2/2 y g(x)=4/x . La primera es una funcién cuadratica (parabola) con vértice en

0
—~ =0
21

2

X

Ademas f(0)=0 . Las ramas van hacia arriba pues el coeficiente de ** es 1/2, que es positivo.

Para los valores, damos los extremos del intervalo y el 2, pues es el punto donde se corta con g. Los

1/2=0.5 2 9/2=4.5 aspactivamente.

valores 1, 2 y 3 resultan en

En cuanto a la segunda, tiene una
discontinuidad en X =0, lo que no
nos afecta pues nos piden en
[1, 3]. Alli es pues continua.
gl=F

gue es siempre
negativo en el intervalo de interés
por lo que es decreciente. Y su

O g=3
segunda derivada es X
positiva por lo que tiene curvatura
positiva (en forma de M).
g(1)=4  g(2)=2
g(3)=4/3~1.33

La gréafica conjunta es pues:
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Apartado c):

x2/2

En el intervalo [1, 2], 4/X esta por encima de y es al revés en el intervalo [2, 3].

Por tanto, el drea comprendida entre ambas funciones es:

3 2 3

[ Ix2/2—- 4/x|dx=[ 4/x- x2/2dx+ [ x2/2- 4/xdx

1 1 2
Es mas facil hacer la integral indefinida y sustituir. La primera es
[ 4/x-x2[2dx=[ 4/xdx- | x2/2dx=41n(x)- x3/6

en tanto la segunda es la primera cambiada de signo:

2

[ 4/x- x2/2dx=[4In(x)- x3/6],=[41n(2)- 8/6)- [41n(1)- 1/6|=41n(2)- 7/6
1

3

[ x2/2- 4/xdx=[x3/6- 4In(x)}=[27/6- 41n(3)]- [8/6- 4In(2)}=19/6- 41In(3)+41n(2)

Sumando queda:

28

12/6+81n(2)- 41n(3)=2+In (—)z 3.15
34

Es costumbre escribirlo como unidades cuadradas, si bien esto presupone que la unidad de cada eje es
la misma.

El drea es aproximadamente 3.15 u2.
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CONVOCATORIA
Problema B.3: EXTRAORDINARIA

3. Dados el plano w: z+y =1 vy larecta r que pasa por el punto A(1,1,1) con vector director
#, =(0,1,1). Caleula:

a) El punto P interseccion del plano = y de la recta r. (1.25 puntos)
b) El punto A’ smmétrico de 4 respecto al plano . (1.25 puntos)
Solucion:
Apartado a)

Necesitamos la interseccidén de la recta con el plano. Una posibilidad es pasar la recta a ecuacion de
interseccion de dos planos. Pero es mas sencillo tomar un punto genérico y despejar el valor.

La ecuacion vectorial es:

(x,y,2)=(1,1,1)+1(0,1,1)

x=1
y=1+A
z=1+A

con lo que tenemos
Insertandolo en la ecuacidén del plano tenemos:
(1)+(1+2)=1 queda A=-1
De modo que
(x,y,z)=(1,1,1)+(- 1)(0,1,1)=(1,0,0)

El punto de corte de la recta y el plano es (1, 0, 0).
Apartado b)

Calculamos la recta perpendicular al plano que pasa por A. El plano es X + y = 1 por lo que su vector
perpendicular es (1, 1, 0) [los coeficientes de X, Y, z]. Otra manera es dar tres puntos, calcular sus
vectores y el producto vectorial de estos nos da el vector perpendicular.

En cualquier caso, ya tenemos un punto y un vector, luego la recta perpendicular es:
r=1{(x,y,z)=(1,1,1)+1(1,1,0)}
Exactamente igual que antes, calculamos la interseccién de ry m.

(140)+(1+A)=1 gue da 22=-1 gs decir »=- 1/2

P=(1,1,1) (— l)>\(1,1,0)
Asi pues, el punto de corte es 2 y el simétrico es sumarle dos veces el vector

(1,1,1)+2(- %)(1,1,0):(0,0,1)

que une A con P es decir

El punto A’ simétrico de A respecto awes (0, 0, 1).
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Problema B.4:

4. Las calificaciones de un examen en una clase sipuen una distobocion normal de media p = 20 ¥
desviecion tipice ¢ = 10. Caleula:

a) La probabilidad de que un alumno obtengs una calificacion entre 15 y 26. (1.25 puntos)
b) La calificacion que sdlo superan o igualan el 20% de los alumnos. (1.25 puntos)

Alpuncos valores de le funcidn de distnibumon de le distnbucidn normal de medis 0 y desviscion tipica 1:
F(zr)= P(Z < ), F(—0.8416) = 0.2, F(0.8416) = 0.8, F(0.4) = 0.6554, F(0.5) = 0.6915, F{0.6) = 0.7257

Solucion
Apartado a)
si X~ N(20,10) entonces X =20+10Z con Z= N(0,1)
P(15<X<25)=P(15<20+10Z<25)=P(- 5<10 Z<5)=P(0.5<Z<0.5)
Y eso es, usando la funcion de distribucion:
P(-0.5<Z<0.5)=F(0.5)- F(- 0.5)
No tenemos F(-0.5) pero sabemos que F(-x)=1- F(x) de modo que:
F(-0.5)=1- F(0.5)=1- 0.6915=0.3085
Sustituyendo es:
F(0.5)- F(-0.5)=0.6915- 0.3085=0.383
La probabilidad de estar entre 15y 25 es 0.383 o el 38.3 %.
Apartado b)

Como antes, si X~ N(20,10) entonces X =20+10Z o Z= N(0,1) | Nos piden ahora calcular M para
que P(X>M)=0.2

P(20+1OZ>M)=0.2=P(Z>M_ 20 ):0.2

Sustituyendo 10

Pasando al suceso complementario:

0.2:P(Z>M1_020):1— P(Zs M- 20)

10

de donde, despejando

M-20
P(Zs ):1— 0.2=0.8
- M-2
F(M 20 ):o.s - 0—0.8416
Es decir, 10 . Buscando en la tabla es F(0.8416) = 0.8 de donde que
resulta en M=10 0.8416+20=28.416
La calificacion de 28.416 solo la supera el 20 % de los alumnos.
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