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PRUEBA A 

Problema A.1: 

 

Solución:  

Escribimos la matriz de los coeficientes:        𝐶 ൌ ൭
𝑎  2 െ1 െ𝑎

െ𝑎 െ 2 2 𝑎ଶ െ 𝑎
𝑎  2 െ2 2 െ 2𝑎

൱  

|𝐶| ൌ อ
𝑎  2 െ1 െ𝑎

െ𝑎 െ 2 2 𝑎ଶ െ 𝑎
𝑎  2 െ2 2 െ 2𝑎

อ,   |𝐶| ൌ 0 ⇔ െ𝑎ଷ  3𝑎 െ 2 ൌ 0 ⇔ 𝑎 ൌ  2, 𝑎 ൌ  1, 𝑎 ൌ  െ2  

Si  𝑎 ≠ 1,   𝑎 ≠ 2 y   𝑎 ≠ 2,   RgሺCሻ = 3,  por tanto,  RgሺCሻ = 3 = nº incógnitas, luego es un Sistema 
Compatible Determinado. 

Lo resolvemos por Gauss: 

ቐ
ሺ𝑎  2ሻ𝑥 െ 𝑦 െ 𝑎𝑧         ൌ െ𝑎
       𝑦  𝑎ሺ𝑎 െ 2ሻ𝑧 ൌ 2𝑎 െ 1

             ሺ𝑎 െ 1ሻሺ𝑎 െ 2ሻ𝑧 ൌ 𝑎 െ 1
   

Obtenemos 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑧 ൌ ିଵ

ሺିଵሻሺିଶሻ
ൌ ଵ

ିଶ

   𝑦 ൌ 2𝑎 െ 1 െ 𝑎ሺ𝑎 െ 2ሻ ଵ

ିଶ
ൌ 𝑎 െ 1    

            ሺ𝑎  2ሻ𝑥 ൌ െ1  𝑎 െ 1 െ 

ିଶ
→ 𝑥 ൌ ଶ

మିସ

  Por tanto, 

x =  ଶ

మିସ
,   y = 𝑎 െ 1,  z =  ଵ

ିଶ
 

Si a = 2 el sistema queda ൝
െ𝑦  2𝑧 ൌ 2
𝑦  8𝑧 ൌ െ5

12𝑧 ൌ െ3
, sumando las dos primeras filas obtenemos 

 ൝
െ𝑦  2𝑧 ൌ 2

10𝑧 ൌ െ3
12𝑧 ൌ െ3

, el sistema es Incompatible. 

Si a = 1 el sistema queda ൝
3𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1

𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
0 ൌ 0

, es compatible indeterminado, obtenemos  ൝
𝑥 ൌ 2/3ሺ𝑧ሻ
𝑦 ൌ 1  𝑧

𝑧 ൌ 𝑧
 

Si a = 2 el sistema queda ൝
4𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ െ2

𝑦 ൌ 3
0 ൌ 1

, es Incompatible. 
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Problema A.2: 

 

Solución:  

El plano π al ser paralelo a r,  tendrá como vector de orientación del plano el vector director de r   𝒖ሬሬ⃗ . 
Para  que  diste  de  la  recta  s  3  unidades  también  debe  ser  paralelo  a  s,  ya  que  ni  lo  corta  ni  es 
coincidente, y tener como vector de orientación el vector director de s  𝒗ሬሬ⃗ . 

𝑢ሬ⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
2 1 െ2
0 1 1

ቮ ൌ 3𝚤 െ 2𝚥  2𝑘ሬ⃗       ;        �⃗�  ൌ  ሺ1, 2, 2ሻ 

El vector ortogonal al plano π es, por tanto: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ∧ �⃗�  ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
3 െ2 2
1 2 2

ቮ ൌ െ8𝚤 െ 4𝚥  8𝑘ሬ⃗  

Luego la ecuación del plano es: π: 2x + y  2z +D = 0 

Imponemos que diste de la recta s  3 unidades, para lo que buscamos un punto de s: P(2, 1, 1). 

𝑑ሺ𝜋, 𝑠ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ 3 ൌ
|2ሺെ2ሻ  1 െ 2ሺ1ሻ  𝐷|

√4  1  4
ൌ

|െ5  𝐷|
3

→ 9 ൌ |െ5  𝐷| → 5 െ 𝐷 ൌ േ9 → 

D =െ4, D = 14. 

La solución del ejercicio nos da dos planos: 

π: 2x + y  2z ‐ 4 = 0,   π’: 2x + y  2z + 14= 0. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.  Autora: Cristina Vidal Brazales 

Comunidad Autónoma de Navarra    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es     LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)376 

Problema A.3: 

 

Solución:  

Trabajamos con la función 𝒇ሺ𝒙ሻ: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
1
2

𝑙𝑛
1 െ 𝑐𝑜𝑠2𝑥

𝑠𝑒𝑛 2𝑥
ൌ

1
2

ሺ𝑙𝑛ሺ1 െ 𝑐𝑜𝑠2𝑥ሻ െ  𝑙𝑛ሺ𝑠𝑒𝑛 2𝑥ሻሻ 

Derivamos:  

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ
ଵ

ଶ
ቀ

ଶ௦ ଶ௫

ଵି௦ ଶ௫
െ

ଶ௦ ଶ௫

௦ ଶ௫
ቁ ൌ

௦ ଶ௫

ଵି௦ ଶ௫
െ

௦ ଶ௫

௦ ଶ௫
ൌ

௦మଶ௫ି௦ ଶ௫ ା ௦మଶ௫

ሺଵି௦ ଶ௫ሻ ௦ ଶ௫
ൌ

ଵି௦ ଶ௫

ሺଵି௦ ଶ௫ሻ ௦ ଶ௫
ൌ

ଵ

௦ ଶ௫
ൌ  𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐 2𝑥. 

 

𝒇´ሺ𝒙ሻ ൌ
𝟏

𝒔𝒆𝒏 𝟐𝒙
ൌ  𝒄𝒐𝒔𝒆𝒄 𝟐𝒙. 

 

Trabajamos con la función 𝒈ሺ𝒙ሻ: 

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ൬
1
𝑥

൰
ି௫

 

Utilizamos derivación logarítmica:  

𝑙𝑛ሺ𝑔ሺ𝑥ሻሻ ൌ 𝑙𝑛 ൬
1
𝑥

൰
ି௫

ൌ െ𝑥ሺ𝑙𝑛
1
𝑥

ሻ ൌ െ𝑥ሺ𝑙𝑛 1 െ  𝑙𝑛 𝑥ሻ ൌ െ𝑥ሺെ 𝑙𝑛 𝑥ሻ ൌ  𝑥𝑙𝑛𝑥 

Derivamos:  

𝑔´ሺ𝑥ሻ
𝑔ሺ𝑥ሻ

ൌ 1 ∙ 𝑙𝑛 𝑥  𝑥 ∙
1
𝑥

ൌ 𝑙𝑛 𝑥   1 

 

Por lo que: 

𝒈´ሺ𝒙ሻ ൌ ൬
𝟏
𝒙

൰
ି𝒙

ሺ𝒍𝒏 𝒙   𝟏ሻ ൌ 𝒙𝒙ሺ𝒍𝒏 𝒙   𝟏ሻ 
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Problema A.4: 

 

Solución:  

El teorema de Lagrange o del valor medio dice: Si una función es: 

  Continua en [a, b]   y  

  Derivable en (a, b) 

Entonces existe un punto   (a, b) tal que  

f'() = 𝒇ሺ𝒃ሻି𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒃ି𝒂
. 

 

La  función  es  composición  de  funciones  continuas  y  derivables  en  toda  la  recta  real:  polinómicas, 
logarítmica (que no se anula en ningún punto),  raíz cúbica, exponencial… La parábola y = x2 – 2x + 7 
tiene su vértice en el punto (1, 6).  

La función f es continua y derivable en todo R, ya que x2 – 2x + 7 > 1. 

Por lo que se verifica el teorema del valor medio o de Lagrange en el intervalo (–1, 3): 

Existe un valor  en dicho intervalo, tal que: 

𝒇´ሺ𝜶ሻ ൌ 𝒇ሺ𝟑ሻି𝒇ሺି𝟏ሻ

𝟑ିሺି𝟏ሻ
ൌ ሺ𝟗ା𝒍𝒐𝒈ሺ𝟗ି𝟔ା𝟕ሻሻ

ට𝟑ష𝟑
𝟒

𝟑

ିሺ𝟏ା𝒍𝒐𝒈ሺ𝟏ା𝟐ା𝟕ሻሻ
ට𝟑షሺష𝟏ሻ

𝟒
𝟑

ሻ

𝟒
ൌ ሺ𝟗ା𝒍𝒐𝒈ሺ𝟏𝟎ሻሻ𝟎ିሺ𝟏ା𝒍𝒐𝒈ሺ𝟏𝟎ሻሻ𝟏ሻ

𝟒
ൌ

ሺ𝟏𝟎ሻ𝟎ିሺ𝟐ሻ𝟏ሻ

𝟒
ൌ 𝟏ି𝟐

𝟒
ൌ ି𝟏

𝟒
. 

 

𝒇´ሺ𝜶ሻ ൌ
ି𝟏

𝟒
. 
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PRUEBA B 

Problema B.1: 

 

Solución:  

Despejamos: 

𝑋 ∙ 𝐴ଷହ ൌ 𝐴ଶହ → 𝑋 ൌ 𝐴ଶହ ∙ 𝐴ିଷହ ൌ 𝐴ିଵ 

Calculamos  𝐴ଶ  y  𝐴ଷ :  

𝐴ଶ ൌ ቀെ1 െ1
1 0

ቁ ∙ ቀെ1 െ1
1 0

ቁ ൌ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ, y 

𝐴ଷ ൌ ቀെ1 െ1
1 0

ቁ ∙ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ, por tanto 

 𝐴ଷ  ൌ  𝐴ଶ  𝐴 ൌ  𝐼, 𝑙𝑢𝑒𝑔𝑜  𝐴ଶ  ൌ  𝐴ିଵ   de donde   𝐴ିଵ ൌ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ. 

Calculamos las potencias de 𝐴ିଵ: 𝐴ିଶ ൌ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ  ∙ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ  ൌ ቀെ1 െ1
1 0

ቁ  ൌ A;  

𝐴ିଷ ൌ ቀെ1 െ1
1 0

ቁ ∙ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ  ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ  ൌ 𝐼; 

Por lo que:  

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ିሺଷ∙ଷሻିଵ ൌ 𝐼 ∙ 𝐴ିଵ ൌ ቀ 0 1
െ1 െ1

ቁ 

 

𝑿 ൌ ቀ 𝟎 𝟏
െ𝟏 െ𝟏

ቁ 
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Problema B.2: 

P  (1,  –1,  1),  Q  (5,  –3,  5)  y  R  (7, –7,  1)  son  tres  vértices  de  una  cara  de  un  cubo.  Calcula  las 
coordenadas del centro de dicho cubo.                                                                                                  (3 puntos)  

Solución:  

Analizamos la posición de los puntos dados 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  = Q – P = (5, –3, 5) – (1, –1, 1) = (4, –2, 4)  ห𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √16  4  16 ൌ √36 ൌ 6  

𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗  = R – Q = (7, –7, 1) – (5, –3, 5) = (2, –4, –4)  ห𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √4  16  16 ൌ √36 ൌ 6 

𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗  = R – P = (7, –7, 1) – (1, –1, 1) = (6, –6, 0)  ห𝑃𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √36  36 ൌ 6√2 

Por  lo  que  sabemos  que P  y R  son  vértices  opuestos  en  la  cara  del  plano π  que  contiene  a  los  tres 
puntos. 

Buscamos la ecuación de π: อ
𝑥 െ 1 𝑦  1 𝑧 െ 1

4 െ2 4
2 െ4 െ4

อ ൌ 0 ⇒ 2ሺx - 1ሻ  2ሺy  1ሻ – ሺz - 1ሻ ൌ 0 ⇒  

π: 2x + 2y – z + 1 = 0. 

Buscamos un vector 𝑅𝑆ሬሬሬሬሬ⃗  perpendicular al plano, (2, 2, ‐)  

y de módulo 6,     ඥሺ2ሻଶ  ሺെ2ሻଶ  ሺെሻଶ = 6, obtenemos  = 2 y   = െ2, hay dos soluciones,  

 luego 𝑅𝑆ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ  ሺ4, 4, െ2ሻ  ൌ  𝑆 –  𝑅 = (x, y, z) െ (7, –7, 1),    por lo que     S = (11, –3, –1). 

El centro del cubo será el punto medio, M, entre P  y S:   M = ቀଵାଵଵ

ଶ
, ିଵିଷ

ଶ
, ଵିଵ

ଶ
ቁ = (6, –2, 0)    

También 𝑅𝑆′ሬሬሬሬሬሬ⃗  ൌ  ሺെ4, െ4, 2ሻ  ൌ  𝑆′ –  𝑅 = (x, y, z) െ (7, –7, 1),    por lo que     S’ = (3, –11, 3) 

El centro del cubo será el punto medio, M’, entre P  y S’:   M’ = ቀଵାଷ

ଶ
, ିଵିଵଵ

ଶ
, ଵାଷ

ଶ
ቁ = (2, –6, 2) 

M = (6, –2, 0)   y    M’ = (2, –6, 2) 
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Problema B.3: 

 

Solución:  

Para probarlo vamos a utilizar el teorema de Bolzano. 

El teorema de Bolzano dice: 

Si una función f: 

Es continua en un intervalo cerrado [a, b], y 

Toma valores de signo contrario en los extremos, entonces 

Existe al menos un punto del interior del intervalo,   (a, b), tal que f() = 0. 

En nuestro caso, [a, b] = [1, 3]. 

La función tiene distinto signo en los extremos del intervalo: 

𝑓ሺ1ሻ ൌ
ሺଵିଵା௦మቀഏ∙భ

ర
ቁሻ

ସ∙ଵିሺଵሻమ ൌ
൬√మ

మ
൰

మ

ଷ
ൌ ଵିଶ

ଷ
ൌ ିଶ

ଷ
൏  0. 

𝑓ሺ3ሻ ൌ
𝑙𝑛ሺ3 െ 1  𝑠𝑒𝑛ଶ ቀ𝜋 ∙ 3

4 ቁሻ

4 ∙ 3 െ ሺ3ሻଶ ൌ
𝑙𝑛ሺ2  ቆ√2

2 ቇ
ଶ

ሻ 

3
  0 

La función es composición de funciones continuas en el intervalo [1, 3]:  

El  denominador  es  una  función  polinómica  que  se  anula  en x  =  0  y  en x  =  4,  que  no  pertenecen  al 
intervalo.  

La función seno es siempre continua y derivable. 

La función logaritmo no está definida para el cero ni para valores negativos, pero: 

 ℎሺ𝑥ሻ  ൌ 𝑥 െ 1  𝑠𝑒𝑛ଶ ቀగ∙௫

ସ
ቁ es siempre positiva para x > 1. 

Por tanto, la función f(x) es continua en [1, 3] y tiene distinto signo en los extremos del intervalo, por lo 

que existe un valor   (1, 3), en el interior del intervalo, en el que se anula: 

𝑓ሺ𝛼ሻ ൌ
𝑙𝑛ሺ𝛼 െ 1  𝑠𝑒𝑛ଶ ቀ𝜋 ∙ 𝛼3

4 ቁሻ

4 ∙ 𝛼 െ ሺ𝛼ሻଶ ൌ  0 
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Problema B.4: 

 

Solución:  

Buscamos los puntos de intersección: 

5 െ 𝑥 ൌ  ଶ

௫ିଶ
→ ሺ5 െ 𝑥ሻ ∙ ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 2 → 𝑥ଶ െ 7𝑥  12 ൌ 0 → 𝑥 ൌ  3;  𝑥 ൌ  4. 

La  función  f es una recta decreciente que corta al eje de ordenadas en y = 5, y al eje de abscisas en           
x = 5;     f(3) = 2;      f(4) = 1. 

La función g es una hipérbola, g(0) = –1. 

Calculamos un valor del intervalo (3, 4); x = 7/2, f(7/2) = 1.5 = 3/2, g(7/2) = 4/3. Por lo que la función f 
va por encima de la función g. 

El área pedida es, por tanto: 

න ሺ𝑓 െ 𝑔ሻ𝑑𝑥 ൌ න ሾሺ5 െ 𝑥ሻ െ
2

𝑥 െ 2
ሿ𝑑𝑥 ൌ 

ସ

ଷ
න ሺ5 െ 𝑥 െ

2
𝑥 െ 2

ሻ𝑑𝑥 ൌ ቈ5𝑥 െ  
𝑥ଶ

2
െ 2 𝑙𝑛ሺ𝑥 െ 2ሻ

ଷ

ସ

 
ସ

ଷ

ସ

ଷ

ൌ ሺ20 െ 8 െ 2 𝑙𝑛ሺ2ሻሻ െ ሺ15 െ ሺ9/2ሻ െ 𝑙𝑛ሺ1ሻሻ ൌ ሺ3/2ሻ  െ  𝑙𝑛 ሺ4ሻ  

 

Área = ሺሺ𝟑/𝟐ሻ  െ  𝒍𝒏 ሺ𝟒ሻሻ u2 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.  Autora: Cristina Vidal Brazales 

Comunidad Autónoma de Navarra    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es     LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)382 

 

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA 



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.  Autora: Cristina Vidal Brazales 

Comunidad Autónoma de Navarra    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es     LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)383 

 

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA 



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.  Autora: Cristina Vidal Brazales 

Comunidad Autónoma de Navarra    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es     LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)384 

 

   

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA 

CONVOCATORIA 
EXTRAORDINARIA 



 

Matemáticas II. Curso 2018 – 2019.  Autora: Cristina Vidal Brazales 

Comunidad Autónoma de Navarra    Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo 

www.apuntesmareaverde.org.es     LibrosMareaVerde.tk 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EvAU)385 

OPCIÓN A 
Problema A.1: 

 

Solución:  

Escribimos la matriz de los coeficientes:        𝐶 ൌ ൭
𝑎  1 െ1 1 െ 𝑎

െ𝑎 െ 1 𝑎  1 𝑎ଶ  𝑎 െ 2
𝑎  1 െሺ𝑎  1ሻ 1 െ 𝑎ଶ

൱  

|𝐶| ൌ อ
𝑎  1 െ1 1 െ 𝑎

െ𝑎 െ 1 𝑎  1 𝑎ଶ  𝑎 െ 2
𝑎  1 െሺ𝑎  1ሻ 1 െ 𝑎ଶ

อ,   |𝐶| ൌ 0 ⇔ 𝑎 ൌ  0, 𝑎 ൌ  1, 𝑎 ൌ  െ1  

Si 𝒂 ≠ 1, 𝒂 ≠ 0 y   𝒂 ≠ 1, RgሺCሻ = 3, por tanto, RgሺCሻ = 3 = nº incógnitas, luego es un Sistema 
Compatible Determinado. 

Lo resolvemos por Gauss: 

ቐ
ሺ𝑎  1ሻ𝑥 െ 𝑦  1 െ 𝑎𝑧         ൌ 𝑎  1

       𝑎𝑦  ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎
             ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑧 ൌ െ1

 

Obtenemos 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑧 ൌ ିଵ

ሺିଵሻ

   𝑎𝑦 ൌ 𝑎 െ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ିଵ

ିଵ
ൌ 𝑎  𝑎  1   → 𝑦 ൌ ଶାଵ


 

            ሺ𝑎  1ሻ𝑥 ൌ 𝑎  1  ଶାଵ


െ 1  𝑎 ିଵ

ሺିଵሻ
ൌ ሺାଵሻమ


→ 𝑥 ൌ ାଵ



  Por tanto, 

x = ାଵ


, y = ଶାଵ


, z =  ିଵ

ሺିଵሻ
 

Si a = 1 el sistema queda ൝
െ𝑦  2𝑧 ൌ 0

െ𝑦 ൌ െ1
െ2𝑧 ൌ െ1

, el sistema es compatible indeterminado, ൝
𝒙 ൌ 𝝀
𝒚 ൌ 𝟏

𝒛 ൌ 𝟏/𝟐
, 

Si a = 1 el sistema queda ൝
2𝑥 െ 𝑦 ൌ 2

𝑦 ൌ 1
0 ൌ െ1

, es Incompatible. 

Si a = 0 el sistema queda ൝
𝑥 െ 𝑦  𝑧 ൌ 1

െ𝑧 ൌ 0
െ𝑧 ൌ െ1

, es Incompatible. 
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Problema A.2: 

 

Solución:  

Llamamos C al vértice buscado. Como debe estar en la recta r sus coordenadas son:  

C = (3 + 2, 4 – , 4 – 2) 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  = B – A = (0, 1, –2) – (2, –3, 2) = (–2, 4, –4)  ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ √4  16  16 ൌ √36 ൌ 6  

Por lo que la base del triángulo mide 6 u. Como el área mide 18 u2, la altura debe medir 6 u. por lo que 
la distancia de C al punto medio, M (1, –1, 0), entre A y B debe ser 6.  

dሺ𝐶, 𝑀ሻ  ൌ ห𝐶𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺ3   2 –  1ሻଶ  ሺ4 –    1ሻଶ  ሺ4 –  2ሻଶ = 6 ⇒ 

36 = 4 + 42 + 8+ 25 + 2 – 10 + 16 + 42 – 16 = 45 – 18 + 92 ⇒ 92 – 18 + 9 = 0 ⇒ 

 2 – 2 + 1 = ( – 1)2 = 0, por lo que  = 1 y C = (5, 3, 2). 

 

C = (5, 3, 2) 
 

Ahora  bien,  estamos  en  el  espacio,  conviene  cerciorarse  que  ese  punto  equidista  de  A  y  de  B.  Si 
hubiéramos calculado el plano que equidista de A y B , hubiéramos visto que contiene a la recta r, por 
lo que todos los puntos de r equidistan de A y B. 
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Problema A.3: 

 

Solución:  

El teorema de Lagrange o del valor medio dice: Si una función f es: 

  Continua en [a, b] 

  Derivable en (a, b) 

Entonces existe un punto   (a, b) tal que  

f'() = 𝒇ሺ𝒃ሻି𝒇ሺ𝒂ሻ

𝒃ି𝒂
. 

 
La función es composición de funciones continuas y derivables en toda la recta real, excepto en x = 0, 
en  que  se  anula  el  denominador  del  exponente:  Es  una  función  exponencial  de  base  una  función 
polinómica, y de exponente un cociente de polinomios que, como hemos dicho, se anula en x = 0. 

Por tanto, la función es continua en [1, e]. Es derivable en (1, e). 

Por lo que existe un punto   (a, b) tal que  

f'() = 
ሺሻିሺሻ

ି
ൌ ሺା∙ିሻభିሺଵାିሻ

ିଵ
ൌ మିଵ

ିଵ
ൌ 𝑒  1. 

 

f'() = 𝒆  𝟏. 
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Problema A.4: 

 

Solución:  

Buscamos los puntos de intersección: 

1  𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൌ  ିଶ௫మ

గమ  2 → 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൌ  ିଶ௫మ

గమ  1 → 𝒙 ൌ  𝟎;  𝒙 ൌ  𝝅;  𝒙 ൌ  െ𝝅. 

 

Las gráficas se cortan en 𝒙 ൌ  𝟎;  𝒙 ൌ  𝝅;  𝒙 ൌ  െ𝝅. 

 

Las raíces las hemos obtenido sin necesidad de cálculos. 

Observamos la posición relativa de las dos funciones en (െ𝝅, 𝟎ሻ, y (0, 𝝅ሻ: 

    f g 

(െ𝝅, 𝟎ሻ െ𝝅/𝟐  1  3/2 

(0, 𝝅ሻ  𝝅/𝟐  1  3/2 

Ambas funciones son funciones pares. 

El área pedida es, por tanto: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ  2 න ሺ𝑔 െ 𝑓ሻ𝑑𝑥 ൌ 2 න ሾ
െ2𝑥ଶ

𝜋ଶ  2 െ ሺ1  𝑐𝑜𝑠 𝑥ሻሿ𝑑𝑥 ൌ 
గ


2 ቈ

െ2
𝜋ଶ

𝑥ଷ

3
 𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑥



గగ



ൌ  2 ቈቆ
െ2
𝜋ଶ

𝜋ଷ

3
 𝜋 െ 𝑠𝑒𝑛 𝜋ቇ െ ሺ0ሻ ൌ 2 

െ2𝜋
3

 𝜋൨ ൌ
2𝜋
3
 

 

Área = 
𝟐𝝅

𝟑
 u2 
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OPCIÓN B 
Problema B.1: 

 

Solución:  

|𝐴 ∙ 𝐵| ൌ |𝐴  𝐵| → |𝐴| ∙ |𝐵| ൌ |𝐴  𝐵| 

Calculamos:  

|𝐴| ∙ |𝐵| ൌ อ
0 0 𝑡 െ 1
0 െ𝑡 𝑡

𝑡  1 1 െ 𝑡 1
อ ∙ อ

𝑡 0 0
𝑡  1 𝑡 𝑡  1

1 𝑡 െ 1 𝑡  1
อ ൌ |𝐴  𝐵| ൌ อ

𝑡 0 𝑡 െ 1
𝑡  𝑎 0 2𝑡  1
𝑡  2 0 𝑡  2

อ ൌ 0,  

ሺ𝑡ሺ𝑡  1ሻ ∙ ሺ𝑡 െ 1ሻሻ ∙ ሺ𝑡 ∙ ቚ 𝑡 𝑡  1
𝑡 െ 1 𝑡  1

ቚሻ ൌ 𝑡ଶ ∙ ሺ𝑡  1ሻଶ ∙ ሺ𝑡 െ 1ሻ ൌ 0,  

por tanto, verifican la igualdad si t = 0, o si t = 1 o si t = െ1. 

 

𝒕 ൌ 𝟎, 𝒕 ൌ  𝟏, 𝒕 ൌ  െ𝟏 
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Problema B.2: 

 
Solución:  

De la recta t conocemos un punto P. Buscamos el plano  que contiene a r y a t, del que conocemos 
que pertenece al haz de plano que pasa por r.  

 = (–x + y – z – 1) + (3y – 2z + 3) = 0 

Imponemos que contenga al punto P: 

(–1 – 2 + 1 – 1) + (–6 + 2 + 3) = 0 = (–3) + (–1) = 0 

 = 1,  = –3   = 1(–x + y – z – 1) – 3(3y – 2z + 3) = –x – 8y  5 z –10 ൌ 0 

Buscamos ahora un punto Q que sea la intersección del plano  con la recta s: 

Por estar en s: x = 3, 1 – y = z + 1  z = –y. Imponemos que esté en : 

–3 – 8 y + 5(–y) – 10 = 0 = –13 – 13 y  y = –1, z = 1. 

Q ൌ ሺ3, –1, 1ሻ 

La recta t pedida pasa por Q, pasa por P, luego tiene como vector de dirección:  

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  = Q – P = ሺ3, –1, 1) – (1, –2, –1) = (2, 1, 2), luego la ecuación de t es: t = ሺ3 + 2, –1 + , 1 + 2) 
 

t = ሺ3 + 2, –1 + , 1 + 2) 
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Problema B.3: 

 

Solución:  

 

La función f(x) está definida en dos trozos.  

En (, 1), la función logaritmo es siempre continua pues x2 + 9 es siempre mayor que cero. 

En (1, +), la otra rama es cociente de dos funciones. El numerador es siempre una función continua. El 
denominador no lo es en x = 1.  

Para que la función sea continua en x = 1, calculamos el valor de la función y los límites laterales: 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑙𝑜𝑔ሺ1   9ሻ  ൌ  𝑙𝑜𝑔 10 ൌ  1. 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵష

𝑙𝑜𝑔ሺ1   9ሻ ൌ  𝑙𝑜𝑔 10 ൌ  1. 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵశ

𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥
2

𝛼ሺ1 െ 𝑥ሻ
ൌ

0
0
 

 

Tenemos una indeterminación. Aplicamos L’Hôpital: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵశ

𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥
2

𝛼ሺ1 െ 𝑥ሻ
ൌ 𝑙𝑖𝑚

௫→ଵశ

െ 𝜋
2 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥

2
െ𝛼

ൌ
െ𝜋

2ሺെ𝛼ሻ
ൌ

𝜋
2𝛼

 

 

Imponemos que los dos límites laterales sean iguales, e iguales al valor de la función: 

𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ గ

ଶఈ
. 

Por lo que  debe valer: 𝛼 ൌ గ

ଶ
. 

 

𝜶 ൌ
𝝅
𝟐
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Problema B.4: 

 

Solución:  

Una  función  puede  alcanzar  un  máximo  (o  un  mínimo)  relativo  en  los  extremos  del  intervalo  de 
definición o en los puntos en que se anule la derivada. 

Analizamos la función dada. Es producto de dos funciones, la función coseno que es continua en toda la 
recta real, y la función logaritmo que sólo está definida para valores positivos: x2 – 3x + 2 vale cero para 
x = 2 y x = 1. x2 – 3x + 2 = (x – 1)(x – 2), y es negativa en (1, 2). En resumen, la función dada es continua 

en (‐, 1)  (2, +), por lo tanto, es continua en el intervalo dado: (–1, 0). 

Derivamos e igualamos a cero: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ሺെ𝜋 𝑠𝑒𝑛 𝜋𝑥ሻ ∙ 𝑙𝑛ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥  2ሻ  𝑐𝑜𝑠 𝜋𝑥 ∙
2𝑥 െ 3

𝑥ଶ െ 3𝑥  2
ൌ 0 

En el intervalo (–1, 0), 𝑓′ሺ𝑥ሻ  verifica las condiciones del teorema de Bolzano: 

a) Es  continua,  pues  es  composición  y  producto  de  funciones  continuas.  La  función 
ଶ௫ିଷ

௫మିଷ௫ାଶ
  es 

continua es ese intervalo, (–1, 0), pues ya vimos que se anulaba fuera del intervalo, en 1 y en 2. 

 

b) Tiene distinto signo en los extremos del intervalo: 

𝑓′ሺെ1ሻ ൌ ሺെ𝜋 𝑠𝑒𝑛 ሺെ𝜋ሻሻ ∙ 𝑙𝑛ሺ1  3  2ሻ    𝑐𝑜𝑠 ሺെ𝜋ሻ ∙
െ2 െ 3

1  3  2
 ൌ 0 

ሺെ1ሻሺെ5ሻ
6

 ൌ
5
6

 0 

𝑓′ሺ0ሻ ൌ ሺെ𝜋 𝑠𝑒𝑛 ሺ0ሻ ∙ 𝑙𝑛ሺ2ሻ    𝑐𝑜𝑠ሺ0ሻ ∙
െ3
2

 ൌ 0 
െ3
2

 ൌ
െ3
2

൏ 0 

Luego existe al menos un valor   (–1, 0) donde se anula la derivada, por lo que es un posible máximo 
o mínimo. 

Y es un máximo relativo ya que la derivada pasa en 1 de ser positiva a ser negativa en 0. 

 

Utilizamos el teorema de Bolzano para probar que al menos existe un valor   (–1, 0) donde se anula 
la derivada, y por el signo en los extremos ese valor es un máximo relativo. 


