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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2019-2020 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

a) Duracién: 1 hora y 30 minutos.

b) Este examen consta de 8 ejercicios.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se realizan mas de cuatro ejerci-
cios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios que aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficien-
temente justificados.

f)  Enla puntuacion maxima de cada ejercicio estdn contemplados 0.25 puntos para valorar la expresion correcta de
los procesos y métodos utilizados

Problema 1:

2_ox—
Considera la funcidn f definida por f(x) = % parax #1,—1

a) Estudiay halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Problema 2:

Calcula a > 0 sabiendo que el drea de la regién determinada por la gréfica de la funcién f(x) = xe3%,
. . 1
el eje de abscisas y la recta x = a vale p (2.5 puntos)

Problema 3:

1 -1 m+2
Considera la matriz A = (O 1 m+ 1)
m 0 5
a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Param = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

Problema 4:

Siendo a # 0, considera las rectas

z-1 x-3 -3 z+1
r=x—1=y—-2=— y s=2=2=7

a -a -1 2

a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corteder y sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)
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Problema 5:

senx

Sea f:[0,2m] — R la funcidn definida por f(x) =

2—cosx

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
(2 puntos)

b) Determina la ecuacidn de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = g (0.5 puntos)

Problema 6:

., 3x2+4
Sea f la funcién dada por f(x) = Gz Parax # 2.

a) Calcula [ f(x) dx. (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos)

Problema 7:

1 1 1 a X
Considera A = (1 0 1); B = <2a> yX = (y)
4 1 4 3a z

a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucién en la que
y + z = 4. (1.25 puntos)

Problema 8:

x+y=0

y—3z+2=0

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,—2,0) ylarectar = {
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RESPUESTAS OPCION A
Problema 1:

x2-2x-3
&, Parax #=1,—1

Considera la funcidn f definida por f(x) =

a) Estudiay halla las asintotas de la gréfica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Como x # 1,—1, se deduce que el dominio de la funcién es: Dom(f) = R — {—1,1}.
Empezamos el estudio de las asintotas:

Asintota vertical (Son rectas x = a tal que a € Dom(f) y lim f(x) = )
X—a
x=1

2 5y 3 —
lim f(x) = lim~ G i
x—1 x—1

x2-1 0

Luego f (x) tiene asintota verticalen x = 1

Estudiamos el signo del infinito a la derecha y la izquierda de 1:

. . x?-2x-3 -4
= = — = —00
xlg{l+f(x) xll)r{l+ x?-1 ot
2-2x-3 -4
lim f(x) = lim < =—=+40
x—)l‘f( ) x-1" x?-1 0~
2-2x-3 0
lim f(x) = lim = =—-=IND.
x—>—1f( ) x--1 x2-1 0
Aplico la regla de L'Hopital
2x—2 -4 . . .
o S5 2 = f(x) no tiene asintota verticalen x = —1
X—— -

Asintota horizontal (Son rectas y = b tal que lirJP f(x) =b)
X—>100

2_2x— %}
lim 22223 -2 _ IND,

x-+o x%-1 )

Como el grado del polinomio del numerador es el mismo que el grado del polinomio del deno-
x%-2x-3
> = 1.
x“-1

minador (grado 2), se deduce que lilll
x—+oo

Luego y = 1 es asintota horizontal

Asintota oblicua

No hay asintota oblicua porque la funcién ya tiene asintota horizontal por ambos lados.
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b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, primero derivo la funcién:
2x% + 4x + 2
fle) = 2 2
(x?—1)
Estudio el signo de f'(x)

, . 2x2+4x+2 2 _ _
f(x)—O(z)—(xz_l)2 =0e2x*+4x+2=0ox=-1
Este resultado no nos sirve pues x = —1 & Dom(f)
Por tanto:
Intervalos (—=o,-1) | (-1,1) | (1,+x)
Signo de f'(x) + + +
7 7 7
Crece Crece Crece

Luego f(x) es creciente en los intervalos (—oo, —1), (—1,1) y (1, +0)
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Problema 2:

Calcula a > 0 sabiendo que el drea de la regién determinada por la grafica de la funcién f(x) = xe3,
. . 1
el eje de abscisas y la recta x = a vale p (2.5 puntos)

Solucion:

En el intervalo (0, a) la funcidn es positiva luego, el area determinada por la grafica de f(x), el eje de
abscisas y larecta x = a es:

a
A=J xe3* dx
0

Resolvemos usando el método por partes:

@ u=x du = dx 1
A=Jyxe?de =g, - paxgy p=lenx =[§

1 1 1 1 1 1
= (—ae3a ——e3a) — (——) =e3¢. (—a——) + -
3 9 9 37 o) 9

. . 1. .
Como el area tiene que valer 7 igualamos el resultado a dicho valor:

1 1\ ,1_1 11 11 1
e3“-(—a——)+—=—<:>e3a(—a——)=O<:>—a——=0<:>a=—
37 9/ 9 9 37 9 37 9 3

1 , 1
Por tanto, @ = 3 paraque el drea valga 5 u?
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Problema 3:

1 -1 m+2)

Considera la matriz A = (O 1 m+1

a)
b)

m 0 5

Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
Param = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

Solucion:

a)

b)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
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Calculamos el determinante de la matriz e igualamos a 0 para ver qué valores de la m anula el
determinante:
[A|]=5-m?-m-m?-2m=-2m?—-3m+5

—2m2—3m+5=0@m=1,m=—§

e Sim#+lym= —§=>|A|iO.Portanto,rg(A)=3
. Sim=10m=—§=>|A|=0.Portanto,rg(A)<3
Como en ambos casos el menor |(1) _11| =1+ 0, se deduce querg(4) =2

En resumen

5
Sim#1ym# —- rg(4) =3

Sim=1om=—; rg(A) =2

1 -1 4
Param = 2, se tieneque A = (0 1 3)

2 0 5
La inversa de 20204 es:

1
-1 = -14-1 = — -1
(20204) ! = 202071 A7 = oo A

Calculamos A~ 1:

Recordemos que A1 existe si |A| # 0 y ademas, para su célculo, utilizaremos la siguiente ex-
presion:
! Adj(AY)
=149
|Al )
Por el apartado a) sabemos que comom # 1y m # — > entonces |A| # 0, por tanto A~ texiste.

A—l
Al =-2(2)?-3-2+5=-8—-6+5=-9

1 0 2
Calculamos la traspuesta: At = (—1 1 O)
4 3 5
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Calculamos los menores adjuntos:
1 0

Ay =5 ol=5s
t ___1 0=
A12_ 14_15 5
4 =7, 3|=—7
e _ |0 2]_
A21_1325| 6
At =, 5|=—3
e _ 1o __
A23_0423 3
ay =, o|=-2
1 2
Ay =—|, 0|=—2
e _ |1 0_
As=|, 4|=1
5 5 -7
LuegoAdj(At)=<6 -3 -3
-2 -2 1
(5 5 -7
AsiqueA‘1=5- 6 -3 -3
-2 -2 1
L 1 5 5 =7 X 5 5 -7
Portanto(ZOZOA)_1=M';' 6 -3 -3|=gZm |6 -3 -3
-2 -2 1 -2 -2 1
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Problema 4:

Siendo a # 0, considera las rectas

z—-1 x-3 y-3 z+1
r=x—1= —2=— S=—=—=—
y a Y -a -1 2

a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)

b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte dery sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)

Solucion:

a) De larectar obtenemos el punto A(1,2,1) y el vector director dT =(1,1,a)
De la recta s obtenemos el punto B(3,3,—1) y el vector director d_,; =(—-a,-1,2)

Construyo el vector AB = (2,1,-2)

Construyo las siguientes matrices:

M=<Cg’>=(—1a —11 g)

d, 1 1 a
M =|q |=(-a -1 2
Il 2 1 =2

Para ver la posicion relativa de ambas rectas debemos de estudiar el rango de la matriz en fun-
cion del pardmetro a.

Calculo del determinante de M*
IM*|=—-a’+4=0a=142
Por tanto:

e Sia # t2,setienequerg(M*) = 3 pues |M*| # 0.
Comorg(M) < 2, se deduce querg(M) # rg(M*) = r y s se cruzan.
e Sia=2,setienequerg(M*) < 3. Luego:

1 1 2
(2o 2]y w=(l L)
2 1 -2
1 1] _ _ _ o
Como el menor |_2 _1| =—-1+2=1=+0,sededucequerg(M) =rg(M*) =2

Por tanto, r y s son secantes en un punto.
e Sia=—2,setienequerg(M*) < 3. Luego:

1 1 =2

M*=<2 ~1 2) y m=(3 1 7F)
2 1 =2

Como el menor |% _11| =—-1—-2=-3+0,sededuce querg(M) =rg(M*) =2

Por tanto, r y s son secantes en un punto.
Resumiendo
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Sia+-2ya+2 Ty s secruzan.

Sia=-20a=2|ryssecortan en un punto.

b) Para a = 2 las paramétricas de las rectas son:
x=1+2 x=3-2pB
r=jy=2+21 y s={ y=3-p
z=14+2 z=-1+4+2p
Para construir una recta t que pasa por el punto de corte y sea perpendicular ary s, en primer

lugar, hallaremos dicho punto de corte. Para ello, igualo las ecuaciones paramétricas y resuelvo
el sistema para sacar los valoresde A y 8

242 3-8 o] 14p 1 eo1=0p=1

{1+/’1 = 3-28 {/1+2ﬂ = 2
1+22 —-1+2p 24 =28 -2

Por tanto, sustituyendo A =0enr (o f = 1 en s), obtendremos las coordenadas del punto de
corte: P(1,2,1)

Como la recta que queremos construir debe de ser perpendicular a las rectas r y s, el vector di-

— — e
rector de t, d;, debe de ser perpendicular a d,- y d,. Para hallarlo, calculamos el producto vecto-
rial de ambos vectores.

di=d,xds=|1 1 2(=41-6/+k=(4-61)
-2 -1 2

Por tanto, la recta que me piden, escrita en paramétrica, es:

x=1+4u
t=3iy=2-6u
z=1+pu
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Problema 5:

senx

Sea f:[0, 2] —» R la funcién definida por f(x) =

2—Ccosx

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
(2 puntos)

b) Determina la ecuacidn de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto de
abscisa x = g (0.5 puntos)

Solucion:

a) Para ver los extremos absolutos de la funcion vamos a derivar f(x) después estudiaremos el
signo de la primera derivada.

() = 2cosx —1
f1x) = (2 — cosx)?
Estudio el signo de f'(x)
=021 _ha) 1=0e cosx =
f'(x) = 2 —cosn)? cosx = cosx =
T 51
= - = — = —
COS X > X 3 X 3
T w 51 5
©,5) <_ _) (— 2 )
Intervalos 3 3’3 3 T
Signo de f'(x) + - +
Va N Va
Crece Decrece Crece

., T 51 T 5m . ;.
Como la funcién crece en (O,;) y en (?, 27‘[) y decrece en (E'?)' los posibles maximos son

T , .
xX=gyx= 21. Veamos cual de estos puntos es mas alto:

T\ _ sen(g) _ ¥3 _E
f (3) - 2—cos(§) - Zi% K
_ sen(2m) __

f(Zﬂ) - 2—cos(2m) -

3
Como f (g) > f(2m), el mdximo absoluto se da en el punto P4 (g, \/?—)

. . 5T . . .
Los posibles minimossonx =0y x = 5 Veamos cudl de ellos es el mas bajo:
sen 0

f(O) :2—0050:0 %
sty sen(3) -2 3
FG) === 5
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5 3
Como f (5?”) < f(0), el minimo absoluto se da en el punto P (?n, = \g—_)

.z e T . . . .z
b) La ecuacién de la recta tangente a la graficade f en x = 5 sigue la siguiente expresion:

=3 =rEeE-3)

Sustituyendo: y — g =0- (x — g) >y= ‘/3_§
. " ™ V3
La ecuacion de la recta tangente a la graficaen x = S es y = 5

.z e s .
Como la ecuacidn de la recta normal a la grafica en x = 3 €s una recta perpendicular a la recta

. . V3 .
tangente en dicho punto y esta tangente es la recta horizontal y = Y la recta normal serd una

. . T
recta vertical de ecuacion x = 3

3

. ‘e T
La ecuacion de la recta normal a la grafica es X = 2
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Problema 6:

Sea f la funcion dada por f(x) =

2
Zf_;; parax # 2.

a) Calcula [ f(x) dx. (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (3,5). (0.5 puntos)

Solucion:

a) I=f3x_2—+4dx=f LIRS

b)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

x2—4x+4

Al tratarse de una division de polinomios del mismo grado, vamos a dividir y a separar dicha

. . . resto
funcién racional como "cociente + ——"

divisor
3x24+ 0x +4|x*—4x+4
—3x2+12x—-12 3
12x — 8
12x-8 12x-8
Por tanto, I = f3 dx + fx2—4x+4 dx = 3x + fx2—4x+4 dx
Iy

Resolvemos I; expresando la funcion racional en suma de fracciones simples:

12x—-8 A B
m_xj+(x—2)2:>12x_8_(x_2).A+B
Hallo Ay B:

Six =2—[16 = B|
Six=0—>-8=-2-A4+16=>[A=12
12 16 16
Luego I, =f;dx+f(x_2)2dx= 12-1n|x—2|—E+C, CeR

Sustituyendo en I, tengo que:

3x% 4+ 4
(x —2)2

16
dx=3x+121n|x—2|—xTz+C, CeER

SeaF(x) =3x+ 12In|x — 2| — ;762 + C. Aplicando la condicion, se deduce que F(3) = 5.
F(3)=9+12-In1—-16+C=5 = C = 12

Luego,

16
F(X)=3X+1211’1|X—2|—m+12
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Problema 7:

1 1 1 a X
ConsideradA=(1 0 1|;B= <2a> yX = <Y>
4 1 4 3a A

a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucién en la que
y + z = 4. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Escribimos el sistema equivalente a la ecuacién matricial AX = B:

x +y + z = a
{x + z = 2a
4x + y + 4z = 3a

Por tanto, la matriz ampliada del sistema es:

1 1 1ja
A* = (A|B) = (1 0 1 2a>
4 1 4l3a

(donde A es la matriz de los coeficientes y B la matriz de los términos independientes)

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes para calcular el rango de A:
[Al=14+4-1-4=0=1rg(A) <3

Como el menor H (1)| =-1+¥0=>

Calculamos el rango de A* en funciéon del parametro a:

1 1 a
1 0 2al=a+8a—-2a—3a=4a=0=a=0
4 1 3a

Por el teorema de Rouché — Frobenius:
e Sia+0=rg(A) #rg(A*) = Sistema incompatible

e Sia=0=1rg(Ad) =rg(4A") =2 <n = Sistema compatible indeterminado
(n es el nUmero de incégnitas del sistema)

b) Si a = 0 sabemos que el sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas solucio-
nes.
Resolvemos por el método de Gauss:

1 11 0
(1 0 1 0)
0

4 1 4

Fy—F.
0 F32— 41}1 1 1 1
0)]—10 -1 0

0 -3 0

0
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Expreso el sistema de forma analitica:
{x +y+z=0
y=0
Tomando como pardmetro z = t y sustituyendo en la primera ecuacién, obtenemos:

x=—t
Solucién del sistema: (—t,0,t),Vt € R

Una solucidn para que y + z = 4, sustituyendo adecuadamente cada variable, obtenemos que
t=4

Por tanto, una solucién paraquey + z = 4 es: (—4, 0, 4)
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Problema 8:

x+y=0

y—3z+2=0

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,—2,0) ylarectar = {

Solucion:

Antes de comenzar, vamos a pasar la recta r a paramétricas resolviendo el sistema.

sustituyendo
en la 2% ecuaciom

Seazzt=y=—2+3t

De la primera ecuacién obtenemos que x = 2 — 3t

x=2-3t

Luego r ={y = —2 + 3t donde se deduce que un punto de r es P(2,—2,0) y su vector director es
z=1

d, = (-3,3,1)

a) Para construir el plano vamos a tomar el punto A(1,—2,0) por el que pasa y al ser perpendicu-
lar a la recta r, el vector normal del plano, 7, coincide con el vector director de la recta d,

Luego—3x+3y+z+D =0
Sustituyo por el punto A para obtener D:
—-3—-6+D=0=D=9

Por tanto, el plano es:
=-3x+3y+z+9=0

b) El plano que queremos construir estara definido por el punto A(1,—2,0) y al contener a la rec-

ta, sus vectores directores serdn d_; =(-3,3,1)y AP = (1,0,0)
Calculamos la ecuacion del plano:

x—1 y+2 z
n=| 1 0 0[=0=—-y+3z—-2=0
-3 3 1
=—-y+3z-2=0
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA

CURSO: 2019-2020 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

a) Duracidn: 1 hora y 30 minutos.

b) Este examen consta de 8 ejercicios.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se realizan mds de cuatro ejerci-
cios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios que aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficien-
temente justificados.

f)  Enla puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0.25 puntos para valorar la expresién correcta de
los procesos y métodos utilizados

Problema 1:

Considera la funcién f: R — R dada por f(x) = e¥*(x? — 5x + 6). Determina los intervalos de conca-
vidad y de convexidad de f y los puntos de inflexidn de su grafica. (2.5 puntos)

Problema 2:

Calcula fonx - sen?(x) dx. (2.5 puntos)

Problema 3:

Considero el sistema de ecuaciones dado por AX = B siendo

1 -2 1 X 2
A=<m 4 —2), X=<y> y B=<2m>
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = —2, {existe alguna solucién son z = 0? En caso afirmativo, calculala. En caso negati-
vo, justifica la respuesta. (1 punto)

Problema 4:

4x—-3y+4z=1

Con5|deraelpIanonEx—y+aZ=Oy|areCtaTE{3x_2y+Z=0

a) Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r. (1.5 puntos)
b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, 3). (1 punto)
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Problema 5:

Sea la funcidn derivable f: R — R definida por

_( e?ax—4b i x <1
f(x)_{l—x-lnx si x=1

(In denota la funcién logaritmo neperiano)

a) Determina los valores de ay b. (1.75 puntos)
b) Halla la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
(0.75 puntos)

Problema 6:

Considera las funciones f, g: R = R definidas por f(x) = |x|y g(x) = x? — 2

a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
b) Determina el drea del recinto anterior. (1.5 puntos)

Problema 7:

1 2 3 X
ConsideraA=|0 0 2| vy X= <3’>
0 1 1 z

a) Halla los valores de A tales que |A — AI| = 0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
(1.25 puntos)

b) Para A = 1, resuelve el sistema dado por (A — AI)X = 6. iExiste alguna solucion tal que z = 1?
En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos)

Problema 8:

Consideraelplanonzx—y+z=2y|arectarE§=—=

a) Calcula la distancia entre r y 7. (1 punto)
b) Halla la ecuacién general del plano perpendicular a T que contiene a r. (1.5 puntos)
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Problema 1:

Considera la funcién f: R - R dada por f(x) = e*(x? — 5x + 6). Determina los intervalos de concavi-
dad y de convexidad de f y los puntos de inflexién de su gréfica. (2.5 puntos)

Solucion:

Para estudiar la curvatura de la grafica de f, calculamos la segunda derivada:
f'(x) =e*(x?—5x+6) +e*(2x —5) = e*(x* —3x + 1)
f'"(x) =e*(x? —-3x+1)+e*(2x —3) = e*(x? —x — 2)

Estudiamos el signo de f"'(x)

flx)=0ese*(x?—x-2)=0=x?—x—-2=0x=—-1;x =2
Intervalos (—o0,—1) | (-1,2) (2, +0)

Signo de ' (x) + - +

V) N U
convexa | céncava | convexa

f(x) es convexa en los intervalos (—oo, —1) y (2, +)

f(x) es céncava en los intervalos (—1, 2)

Los puntos de inflexion se dan en x = —1 y x = 2. Veamos el valor de la funcion en ambos puntos.

feD ==
f@2)=0

12
,—
e

Por tanto, los puntos de inflexion de f(x) son P4 (—1 ) yP,(2,0)
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Problema 2:

Calcula fonx - sen?(x) dx. (2.5 puntos)
Solucion:

Sabemos por trigonometria que sen?(x) = 1_%5(2’0, por tanto:

T P _(m_ 1—cos(2x) 1 m 1w At 1w
Jo x-sen?xdx = [ x-———dx =3[ xdx—;fox-cos(Zx)dx—[T]O—Efox-cos(Zx)dx

I

Resolvemos I usando el método por partes:

u=x du = dx

I'= fOnx + cos(2x) dx = [dv =cos(2x) v = %sen(Zx) - Exsen (Zx)]z B %fon sen(2x) dx =
= Exsen (Zx)]: + E cos(Zx)]Z = Ex - sen(2x) + icos(Zx)]Z
Luego, sustituyendo en la integral principal obtenemos:
f:x -sen®(2x) dx = ExZ — %x -sen (2x) — %cos(zx)];r =
= (”T2 — %sen (2m) — %cos(Zn)) — (—%cos(o)) = ”Tz — % + % = %z

Por tanto,

T 71'2
j x - sen’(2x) dx = —
0 4
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Problema 3:

Considero el sistema de ecuaciones dado por AX = B siendo

1 -2 1 x 2
A=<m 4 —2), X=<y> y B=<2m>
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = —2, éexiste alguna solucién son z = 0? En caso afirmativo, calculala. En caso negati-
vo, justifica la respuesta. (1 punto)

Solucion:

a) Expresamos el sistema en forma analitica
X—2y+z=2
{mx+4y—22= 2m
(m+2)y—-3z=1

La matriz ampliada del sistema es:

1 -2 1]2
A" =(A|B) = (m 4 —2 Zm)
0 m+2 -=-3I1

Donde A es la matriz de los coeficientes y B es la matriz de los términos independientes.

Calculo el determinante de A e igualo O
Al = —124+m?*+2m+2m+4—-6m=m?-2m—-8=0=m=4ym= -2

Usando el teorema de Rouché — Frébenius:
e Sim#4;-2=|Al#0=1rg(4) =3 =rg(A*) =n = S. compatible determinado
(n es el nUmero de incégnitas)
e Sim=4 =|A|=0=1rg(4) <3

1 -2 12
A*=(4 4 -2I8
1

0 6 -3
0 Calculamos el rango de A:

ComoelmenorLlL _42|=4+8=12¢O=>rg(A)=2

0 Calculamos el rango de A*

1 -2 2
Comoelmenor(4 4 8[=4+48—-48+8=12+0=rg(4")=3
0 6 1

Comorg(A) # rg(A*) = S. incompatible.

e Sim=-2 =|A|=0=1rg(4) <3
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1 -2 1
A*=(—2 4 =2

0 0 -3

2
—4
1

0 Calculamos el rango de 4

Como el menor|_02 _13| =6+0=rg(A) =2

0 Calculamos el rango de A*

-2 1 2
Comoelmenor| 4 —2 —4| =0, pues las dos primeras filas son proporciona-
0 -3 1

les, luegorg(A*) =2
Comorg(A4) = rg(4*) < n = S. compatible indeterminado.
(n es el nUmero de incégnitas)

Resumiendo
Sia#-2ya+4 Sistema compatible determinado
Sia=4 Sistema incompatible
Sia=-2 Sistema compatible indeterminado
b) Param = —2 la forma analitica del sistema es:
x—2y+z=2 _ 1
{ 3z=1 %773

Tomamosy = 4
Dela léecuacién:x—Zy—§= 2=x =§+2/1

Luego, la solucion del sistema es: (g + 24, 4, —%),VA eER

. . . 1
No hay solucion para z = 0, pues z es una constante fija que vale siempre — 3
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Problema 4:

Consideraelplanomr=x —y+az=0ylarectar = {

a)
b)

4x —3y+4z=1
3x—=2y+z=0

Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r. (1.5 puntos)

Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, 3). (1 punto)

Solucion:

a)

b)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Para que m y r sean paralelos, el vector director de r y el vector normal de @ tienen que ser
perpendiculares, es decir, su producto escalar debe de ser 0.

El vector normal del planomes7n = (1,—1,a)

El vector director de la recta r viene definido por el producto vectorial de los dos vectores nor-
males de los dos planos que la definen:

i)—)
— ]

dr=n1XTl2= 4 -3 =5?+8_)+ =(5,8,1)
3 -2

_ b X

luegor lre=d, Lied, -7=0
d -7=(581)-(1,-1l,a)=5—-8+a=0<a=3

rimte a=3

Como el plano, ', que queremos construir es perpendicular a r, el vector normal de este coin-

—

cide con el vector director de r. Luego n = d,
Por tanto,

5x+8y+z+D=0
Sustituyo el punto P(1, 2, 3) en la ecuacidn para obtener D

5+16+3+D=0 D =-24

Portanto, ' =5x+8y+2z—-24=0
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Problema 5:

Sea la funcidn derivable f: R — R definida por
e?ax=4b g x<1
X) =
f& {1—x—1nx si x=>1

(In denota la funcién logaritmo neperiano)

a) Determina los valores de ay b. (1.75 puntos)
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
(0.75 puntos)

Solucion:

a) Como f esderivable en R = f es continuaen R

e Calculamos la continuidad en el punto de rupturax =1
f)=1-1-In1=1

xli_)1111+(1 —xlnx) =1

lim e2ax—4b — p2a—4b
x-1"

Para que f(x) sea continua en x = 1 debe de cumplirse que e?¢~*? =1
eza““’=1(:>2a—4b=0<:)2a=4b(:>b=%a
2a-e23 4 i x <1

—Inx—-1 si x=>1
Calculamos la derivabilidad en el punto de rupturax = 1

f'at) = xli—>n11+(_ Inx —1)=-1

(1) = lim 2a - e?ax=4b = 2q . g2a-4b
xX—

e Derivamos la funcion: f'®) = {

Para que f(x) sea derivable en x = 1 debe de cumplirse que 2a - e2¢7*? = —1
e2a—4b_q 1
2q - e2a~4b =-le—22a=-loa=—;
Comob=:a=>b=—-
2 4
. 1 1
Para que f(x) sea derivable @ = — P b=— n

b) La ecuacién de la recta tangente a la graficade f enx = 2 es:
y=f'2x-2)+f(2)
Calculamos f(2) y f'(2):
f2)=1-2In2
f'2)=-In2-1
Sustituyendo en la ecuacién obtenemos:
y=(-h2-1D)x-2)+1-2In2=y=(—-n2-1)x+2In2+2+1—-2In2

Luego la ecuacién de la recta tangentees: y = (—In2 — 1)x + 3
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Problema 6:

Considera las funciones f, g: R = R definidas por f(x) = |x|y g(x) = x? — 2

a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
b) Determina el drea del recinto anterior. (1.5 puntos)

Solucion:

—x Ssi x<0
x si x=20

a) Lafuncién f la puedo expresar como: f(x) = |x| = {

Calculo los puntos de corte de f(x) con g(x)

e Parax <0
f)=gx)e=x=x*-2ox*+x—-2=0=x=-2yx=1
(descartamos x = 1 por no pertenecer al conjunto de todas las x < 0)
Luego el punto de corte de f(x) con g(x) parax < 0es P,;(—2,2)

e Parax=0
f=gx)eox=x!-2ox*-x—-2=0x=—-1yx=2
(descartamos x = —1 por no pertenecer al conjunto de todas las x = 0)
Luego el punto de corte de f(x) con g(x) parax > 0 es P,(2,2)

Por tanto, los puntos de corte de las gréficas f y g son: P1(—2,2) y P5(2,2)

Para dibujar el recinto limitado por ambas funciones, sabemos que f son dos rectas que son la
bisectriz del I cuadrante y II cuadrante; y ademads, pasa por los puntos P;(—2,2) y P,(2,2)

De la grafica de g(x) se sabe que tiene su vértice en V(0,2) y corta al eje OX en los puntos
(—VZ,0)y (v2,0)

Por tanto, el recinto que determinan se puede observar en la siguiente representacion grafica:

b) El drea del recintoes: 4 = f_zz(f(x) - g(x)) dx

Pero simetria del dibujo, el area se puede expresar como:
2

2 2 2 P x3  x?
A=2-[Jlx—G2-2ldx=2- [ +x+2dx=2- |- T+ 5 +2x| =
=2-[(-3+2+4)-(0) | =22

20
Por tanto, A = ?uz
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Problema 7:

1 2 3 X
ConsideraA=|0 0 2| vy X= <3’>
0 1 1 z

a) Halla los valores de A tales que |A — AI| =0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
(1.25 puntos)

b) Para A =1, resuelve el sistema dado por (A — AI)X = 6. iExiste alguna solucidén tal que z = 1?
En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Calculamos A — AI:
1 2 3 A 0 0 1-1 2 3
A—/11=<0 0 2)—(0 A O)=< 0 -1 2 )
0 1 1 0 0 A 0 1 1-2
A=A =-2-1-21)?-201-D)=0-1DN-P-21-2)= 1=1,1=-1,1=2

Lluego [A—AI|=0siA=1,A=—-1,1A=2

0 2 3
b) ParaAd = 1seobtienequed—AI=(0 -1 2

0 1 0
2y+3z=0
Por tanto, el sistema dado por (A — AI) - X = 0 se puede expresar como:{—y + 2z =10
y=0

De donde obtenemosquey =z =0yx =t
Luego la solucidn del sistema viene dada por (t,0,0),Vt € R

No hay soluciéon para z = 1, pues z es una constante fija que vale siempre 0

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Autor: Ismael Montero Penido

www.apuntesmareaverde.org.es

1

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 8:

Consideraelplanonzx—y+z=2ylarectarE§=—=

a)
b)

Calcula la distancia entre r y . (1 punto)
Halla la ecuacién general del plano perpendicular a T que contiene a r. (1.5 puntos)

Solucion:

a)

b)

Para hallar la distancia entre r y m voy a tomar un punto de la recta r y calcular la distancia de
ese punto al plano.
Sea A(0,—1,-2) € r,setiene que d(r,m) = d(A, )

[0-(-D+(=2)-2| __ |-3|

_ =31 _ 3
dAm ="Frcme — B -V

=+V3u

Por tanto, d(r, ™) = V3 u

Sea rr’el plano que nos piden construir se deduce lo siguiente:

Como 1t’ es perpendicular a 7, el vector normal de 7 es el vector director de 7’
Por tanto, d; = (1,—1,1)

Como 1’ contiene a , tendra al punto A(0,—1, —2) y como vector director el mismo que el de
la recta r, es decir, d_z) =(2,1,-1)

La ecuacion general del plano ' es:

x y+1 z+2 3
1 -1 1 |[=0=3y+32+9=0y+2z+3=0
2 1 -1

Portanto, T =y+z+3 =0
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