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RESPUESTAS  

Ejercicio 1: 

 

RESPUESTA. 
 

a) Calculamos el determinante de A 

ቮ

1 𝑎  1
 0 2

2 1
1 𝑎

𝑎 0
𝑎  0

1 0
2 0

ቮ   , 𝐹´ସ ൌ  െ𝐹ଷ  𝐹ସ ,   ቮ

1 𝑎  1
 0 2

2 1
1 𝑎

𝑎 0
0  0

1 0
1 0

ቮ = , desarrollando por la 4ª fila,  

 

= െ อ
1 𝑎  1 1
0 2 𝑎
𝑎 0 0

อ ൌ, 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑟𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 3ª 𝑓𝑖𝑙𝑎, ൌ  െ𝑎  ቚ𝑎  1 1
2 𝑎

ቚ ൌ  െ𝑎  ሺ𝑎ଶ  𝑎 െ 2ሻ  

 
Igualamos a 0 y resolvemos   െ𝑎  ሺ𝑎ଶ  𝑎 െ 2ሻ ൌ  0 ,   𝑎 ൌ 0, 𝑎 ൌ 1, 𝑎 ൌ െ2 
 

Para los valores  𝒂 ൌ 𝟎, 𝒂 ൌ 𝟏 𝒚  𝒂 ൌ െ𝟐    la matriz A no tiene inversa 
 
 

b)  𝐶  𝐷 ൌ  ൬
𝑥 1
𝑦 𝑧൰  ቀ3 1

1 െ1
ቁ ൌ ൬

3𝑥  1 𝑥 െ 1
3𝑦  𝑧 𝑦 െ 𝑧൰ 

 

𝐷  𝐶 ൌ ቀ3 1
1 െ1

ቁ  ൬
𝑥 1
𝑦 𝑧൰ ൌ ൬

3𝑥  𝑦 3  𝑧
𝑥 െ 𝑦 1 െ 𝑧൰, igualando elemento a elemento, 

 

൞

3𝑥  1 ൌ 3𝑥  𝑦
𝑥 െ 1 ൌ 3  𝑧

3𝑦  𝑧 ൌ 𝑥 െ 𝑦
𝑦 െ 𝑧 ൌ 1 െ 𝑧

 agrupando, ൞

           𝑦      ൌ 1
𝑥         െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 4𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
          𝑦         ൌ 1

    sustituyendo el valor de y   ൞

𝑦      ൌ 1
𝑥 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑧 ൌ 4
    𝑦   ൌ 1

 

 

haciendo z = λ,   ൝
𝑥 ൌ λ  4

𝑦 ൌ 1
𝑧 ൌ λ

 nos queda la matriz     𝐶 ൌ ቀλ  4 1
1 λ

ቁ 

 
Para cualquier valor real de 𝛌  las matrices C y D conmutan 
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Ejercicio 2: 

 
RESPUESTA. 

a) Escribimos la matriz de coeficientes C y la ampliada A 

𝐶 ൌ ൭
𝑎 െ𝑎 െ1
𝑎 െ𝑎 0
𝑎 2 െ1

൱  ,    𝐴 ൌ ൭
𝑎 െ𝑎
𝑎 െ𝑎
𝑎 2

െ1 𝑎
0 𝑎

െ1 1
൱ , calculamos el determinante de C, 

 

|𝐶| ൌ อ
𝑎 െ𝑎 െ1
𝑎 െ𝑎 0
𝑎 2 െ1

อ ൌ  െ𝑎ଶ െ 2𝑎,  െ𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0 , obtenemos  𝑎 ൌ 0  𝑦  𝑎 ൌ െ2. 

 

Para 𝒂 ൌ 𝟎  , sustituimos,  𝐶 ൌ ൭
0 0 െ1
0 0 0
0 2 െ1

൱  ,    𝐴 ൌ ൭
0 0
0 0
0 2

െ1 0
0 0

െ1 1
൱  

 

Como ቚ0 െ1
2 െ1

ቚ ് 0, r(C) = 2;      como  อ
0 െ1 0
0 0 0
2 െ1 1

อ ൌ 0, r(A)= 2 < 3 = nº incógnitas. 

 

Para 𝒂 ൌ െ𝟐  , 𝐶 ൌ ൭
െ2 2 െ1
െ2 2 0
െ2 2 െ1

൱  ,    𝐴 ൌ ൭
െ2 2
െ2 2
െ2 2

െ1 െ2
0 െ2

െ1 1
൱   

 

r(C) = 2;     y อ
2 െ1 െ2
2 0 െ2
2 െ1 1

อ ൌ 8 ് 0, por tanto, r(A)=3. 

En resumen, 

Si 𝒂 ് 𝟎 y 𝒂 ് െ𝟐  𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑   Compatible Determinado (Única solución) 

Si 𝒂 ൌ െ𝟐  𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝟐 ് 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑  Incompatible (No hay solución) 

Si 𝒂 ൌ 𝟏  𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐   Compatible Indeterminado (Infinitas sol.) 

 

b) Para 𝑎 ൌ 2,   𝐴 ൌ ൭
2 െ2
2 െ2
2 2

െ1 2
0 2

െ1 1
൱ , 

𝐹´ଶ ൌ െ𝐹ଵ  𝐹ଶ
𝐹´ଷ ൌ െ𝐹ଵ  𝐹ଷ

      ൭
2 െ2
0 0
0 4

െ1 2
1 0
0 െ1

൱   

 

Tenemos ൝
2𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2
                    𝑧 ൌ 0

             4𝑦        ൌ െ1
        ൞

𝑥 ൌ ଷ

ସ

𝑦 ൌ ିଵ

ସ
𝑧 ൌ 0

 

𝒙 ൌ
𝟑

𝟒
,    𝐲 ൌ െ

𝟏

𝟒
,       𝒛 ൌ 𝟎         
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Ejercicio 3: 

 
RESPUESTA. 
a) Comenzamos estudiando la continuidad de la función 𝒇 en todo ℝ.  

‐ Para 𝑥 ൏ 2,  la función 𝑓 es continua ya que tenemos una función racional, cuyo denominador 
no se anula donde está definida.  

‐ Para 2 ൏ 𝑥 ൏ 3, la función 𝑓 es continua ya que es una trigonométrica, continua en ℝ  

‐ Para 𝑥  3  la  función 𝑓  es  continua  ya  que  es  una  racional,  cuyo  denominador  no  se  anula 
donde está definida y el numerador es una función logarítmica continua para x>2 

‐ Para 𝑥 ൌ 2, utilizamos la definición de continuidad en un punto.  

Primero calculamos el  lím
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ y para ello tenemos que tomar  límites  laterales, ya que por  la 

izquierda del 2 tenemos una función y por la derecha del 2 tenemos otra función.  

lím
௫→ଶష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lím
௫→ଶష

ଷ

௫ିଶ
ൌ െ∞ , por tanto, f es discontinua en x = 2. 

‐ Para x=3 igual que anteriormente 

𝒍í𝒎
𝒙→𝟑ష

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒍í𝒎
𝒙→𝟑ష

𝒄𝒐𝒔ሺ𝝅𝒙ሻ ൌ െ𝟏 

lím
୶→ଷశ

fሺxሻ ൌ lím
୶→ଷశ

୪୬ ሺ୶ିଶሻ

ଷି୶
ൌ 


 ,     indeterminación, aplicamos la regla de L`Hôpital 

 

lím
௫→ଷశ

୪୬ ሺ௫ିଶሻ

ଷି௫
ൌ lím

௫→ଷశ

భ
ೣషమ

ିଵ
ൌ െ1  como los límites laterales son iguales a ‐1 y, además 

 
     f(3)= 𝑐𝑜𝑠ሺ3𝜋ሻ=‐1,     f es continua en x=3. 

f es continua en ℝ െ ሼ𝟐ሽ, en x=2 discontinuidad inevitable de 1ª especie de salto infinito 
 

b)   lím
௫→

୶షೣ

ଵାଶ௫ିୡ୭ୱ ሺ௫మሻ
ൌ 


 , indeterminación, aplicamos la regla de L`Hôpital 

lím
௫→

x  𝑒ି௫

1  2𝑥 െ cos ሺ𝑥ଶሻ
ൌ lím

௫→

1  𝑒ି௫ െ 𝑥  𝑒ି௫

2  2𝑥𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ଶሻ
ൌ

1
2
 

Luego,   𝐥í𝐦
𝒙→𝟎

𝐱𝒆ష𝒙

𝟏ା𝟐𝒙ି𝐜𝐨𝐬 ሺ𝒙𝟐ሻ
ൌ 𝟏

𝟐
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Ejercicio 4: 

 

RESPUESTA. 

a) Calculamos la derivada de f, 𝑓ᇱሺ௫ሻ ൌ
ሺଶ௫ିଶሻ൫௫మାଵ൯ିଶ௫൫௫మିଶ௫ାଵ൯

ሺ௫మାଵሻమ ൌ ଶ௫యିଶ௫మାଶ௫ିଶିଶ௫యାସ௫మିଶ௫

ሺ௫మାଵሻమ ൌ  

 

ൌ ଶ௫మିଶ

ሺ௫మାଵሻమ ,  igualamos a 0,  por tanto,   2𝑥ଶ െ 2 ൌ 0 ,   obtenemos   x = 1   y   x = ‐1  

 

Calculamos la segunda derivada  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ସ௫ሺ௫మାଵሻమିଶଶ௫ሺ௫మାଵሻሺଶ௫మିଶሻ

ሺ௫మାଵሻర   

 
simplificando ሺ𝑥ଶ  1ሻ en numerador y denominador 
 

 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ସ௫ሺ௫మାଵሻିଶଶ௫ሺଶ௫మିଶሻ

ሺ௫మାଵሻయ ൌ ିସ௫యାଵଶ௫

ሺ௫మାଵሻయ   sustituyendo los valores que anulan la derivada 

 
𝑓ᇱᇱሺ1ሻ  0 , luego en x = 1 f tiene un mínimo relativo,  (1, 0) 

 
𝑓ᇱᇱሺെ1ሻ ൏ 0 , luego en x=‐1 f tiene un máximo relativo,  (‐1, 2) 

 
Máximo relativo (‐1, 2),             Mínimo relativo (1,0)   

 
 

b) Ecuación recta tangente:   y = f(a) +f’(a)∙(x‐a),    para a=0,    f(0)=1,    f’(0)=‐2,    de donde 
 
         y = 1 ‐2∙(x‐0),    𝑦 ൌ 1 െ 2𝑥 
 
Ecuación recta normal:       y = f(a) ‐1/f’(a) ∙ (x‐a),    de donde 
 

        y = 1 +1/2 ∙(x‐0),  𝑦 ൌ 1  ௫

ଶ
     

 

Recta tangente: 𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝟐𝒙          Recta normal:   𝒚 ൌ 𝟏  𝒙

𝟐
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Ejercicio 5: 

 

RESPUESTA 

a) 
𝟑𝒙ି𝟐

𝒙𝟐ି𝟐𝒙ା𝟏
𝒅𝒙  ,      𝒙𝟐 െ 𝟐𝒙  𝟏 ൌ 𝟎 ,     𝒙 ൌ 𝟏  doble, luego 

 

𝟑𝒙ି𝟐

𝒙𝟐ି𝟐𝒙ା𝟏
ൌ  𝑨

𝒙ି𝟏
 𝑩

ሺ𝒙ି𝟏ሻ𝟐   de donde,   𝟑𝒙 െ 𝟐 ൌ 𝑨 ሺ𝒙 െ 𝟏ሻ  𝑩 dando a x los valores, 1 y 0  

 

Si x=1,        3‐2 = B,    B = 1;                         si x = 0,      ‐ 2 = ‐A + B   luego,   A = 3              sustituyendo, 
 
 


ଷ୶ିଶ

୶మିଶ୶ାଵ
dx ൌ 

ଷ

୶ିଵ
dx  

ଵ

ሺ୶ିଵሻమ dx   =  3𝑙𝑛|𝑥 െ 1| െ ଵ

୶ିଵ
 C  

 


𝟑𝐱ି𝟐

𝐱𝟐ି𝟐𝐱ା𝟏
𝒅𝒙 ൌ 𝟑𝒍𝒏|𝒙 െ 𝟏| െ 𝟏

𝐱ି𝟏
 𝐂         

 
b) Calculamos los cortes con el eje X 

                                    െ𝑥ଷ  2xଶ  3x ൌ 0  obtenemos,   x =0,    x= ‐1,   x = 3 
 

La gráfica de la función es  

 

 
Luego el área pedida será: 
 

A = ቚ ሺെ𝑥ଷ  2xଶ  3xሻ𝑑𝑥


ିଵ ቚ +  ሺെ𝑥ଷ  2xଶ  3xሻ𝑑𝑥
ଷ

   =  

 

=  ฬቂെ ଵ

ସ
𝑥ସ  ଶ

ଷ
𝑥ଷ  ଷ

ଶ
𝑥ଶቃ

ିଵ


ฬ  ቂെ ଵ

ସ
𝑥ସ  ଶ

ଷ
𝑥ଷ  ଷ

ଶ
𝑥ଶቃ



ଷ
= 

 

= 


ଵଶ
 ସହ

ସ
ൌ  ଵ


 u.a. 

   
El área pedida es 71/6 u.a.         
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Ejercicio 6: 

 
RESPUESTA 

a) Calculamos los vectores normales a los planos: 𝒏𝝅𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟐, 𝟏, 𝟏ሻ 

 nమ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ ∧ ሺെ1, 1, 0ሻ ൌ อ

i j k
1 െ1 2

െ1 1 0
อ ൌ ሺെ2, െ2, 0ሻ 

         cos(πଵ, πଶሻ ൌ
|ሺଶ,ଵ,ଵሻሺିଶ,ିଶ,ሻ|

√ସାଵାଵ√ସାସା
ൌ

|ି|

√ସ଼
ൌ 

ସ√ଷ
ൌ ଷ

ଶ√ଷ
ൌ √ଷ

ଶ
 , luego el ángulo es de 30°, 

గ


 radianes. 

 

El ángulo es de 30°, 
𝝅

𝟔
 radianes 

 

b) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes: 

Para x=0, y=0, z=2;   x=0, z=0, y=2;     y=0, z=0, x=1; luego los puntos son: 

A(0, 0, 2),   B(0, 2, 0) y C(1, 0, 0) que junto al punto dado P(3, ‐3, 2), 

formamos los vectores: 

        𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ3, 0ሻ       𝐵𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ5, 2ሻ         𝐶𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ3, 2ሻ 

 

Por tanto, el volumen es 

V ൌ ଵ


หൣ APሬሬሬሬሬ⃗ , BPሬሬሬሬሬ⃗ , CPሬሬሬሬ⃗  ൧ห ൌ ଵ


ቮอ

3 െ3 0
3 െ5 2
2 െ3 2

อቮ ൌ ଵ


|െ6| ൌ 1 uଷ. 

𝑽 ൌ 𝟏𝒖𝟑 
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Ejercicio 7: 

 
RESPUESTA 

a) Para que la recta esté contenida en el plano el sistema formado por la ecuación implícita del 

plano y las 2 ecuaciones implícitas de la recta ha de ser compatible indeterminado. 

Calculamos la ecuación implícita del plano, อ
𝑥  1 0 1
y െ 1 1 ª
z െ 1 2 െ1

อ ൌ 0 , ሺെ2𝑎 െ 1ሻ𝑥  2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2  2𝑎 

 

Tenemos el sistema: ൝
ሺെ2𝑎 െ 1ሻ𝑥  2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2  2𝑎

𝑥               െ 2𝑦         ൌ 1 െ 𝑏
                              𝑧 ൌ െ3

 , el determinante de la matriz de coeficientes ha  

 

de ser 0, ya que  ቚ 2 െ1
െ2 0

ቚ ൌ െ2 ് 0 ,  อ
െ2𝑎 െ 1 2 െ1

1 െ2 0
0 0 1

อ ൌ 4𝑎 → 4𝑎 ൌ 0 → 𝑎 ൌ 0.  

Para que el rango de la matriz ampliada también sea 2, อ
2 െ1 2

െ2 0 1 െ b
0 1 െ3

อ ൌ 𝑏 → 𝑏 ൌ 0   

Los valores son,      a = 0    y     b = 0 
   b)  Para a = 0 la ecuación del plano 𝜋 es :  െ𝑥  2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2   

  Para b = 3 las ecuaciones de la recta son:     x – 2y = – 2 ,      z = – 3 
  Como la recta r pedida ha de ser paralela al plano 𝜋, debe estar contenida en un plano 

paralelo a éste y que contenga al punto P dado 
𝜋′ ≡ െ𝑥  2𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝐾 , y pasa por P(1, ‐1, ‐8),   luego,     െ1  2ሺെ1ሻ െ ሺെ8ሻ ൌ 𝐾   →    K = 5,   

de donde  𝜋′ ≡ െ𝑥  2𝑦 െ 𝑧 ൌ 5  
Como la recta r pedida ha de ser perpendicular a la recta s, debe estar contenida en un plano 

perpendicular a ésta y que contenga al punto P dado 
 Calculamos el vector director de la recta s 

ሺ1, െ2, 0ሻ ∧ ሺ0, 0, 1ሻ ൌ อ
i j k
1 െ2 0
0 0 1

อ ൌ െ2𝑖 െ 𝑗 →  vୱሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, െ1 , 0ሻ luego la ecuación de un 

plano perpendicular a la recta será 𝜋′′ ≡ െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝐾  como debe pasar por el punto P(1, ‐1, ‐8),    
െ2  1 െ ሺെ1ሻ ൌ 𝐾 → 𝐾 ൌ െ1 de donde,   𝜋′′ ≡ െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1   
La recta r pedida viene dada por la intersección de los 2 planos, es decir, 

Sus ecuaciones implícitas son: 𝑟 ≡ ൜
െ𝑥  2𝑦 െ 𝑧 ൌ 5
െ2𝑥 െ 𝑦     ൌ െ1 

𝒓 ≡    െ𝒙  𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟓,    െ 𝟐𝒙 െ 𝒚 ൌ െ𝟏   
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Ejercicio 8: 

 

 

RESPUESTA 

 

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de árbol, pero antes tenemos que 
escribir una leyenda: 
 

 
 
 
A: código amarillo            F: falsa alarma 
 
N: código naranja             𝐹ത: no falsa alarma     
  
R: código rojo 

a.1)    Aplicamos el teorema de la probabilidad total:  

PሺFሻ ൌ PሺA ∩ Fሻ  PሺN ∩ Fሻ  PሺR ∩ Fሻ ൌ 

ൌ PሺAሻ  Pሺ𝐹/𝐴ሻ  PሺNሻ  Pሺ𝐹/𝑁ሻ  PሺRሻ  PሺF/Rሻ ൌ 0,6  0,03  0,3  0,02  0,1  0,01 ൌ 0,25 
 

P(F) = 0,25 
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          a.2)   El suceso que sea código naranja o rojo es el contrario del suceso el código es amarillo 

Luego P(N∪R/𝐹ത) = 1 – P(A/𝐹ത) aplicando el Teorema de Bayes = 1 െ ሺሻሺிത/ሻ

ሺிതሻ
   

P(𝐹ത) = 1 – P(F) = 1 – 0,25 = 0, 975,   1 െ ሺሻሺிത/ሻ

ሺிതሻ
ൌ 1 െ ,,ଽ

,ଽହ
ൌ 1 െ 0,597 ൌ 0,403 

P(N∪R/𝑭ഥ)  = 0,403  
 

b) P(N) = 0,3 y  9 avisos. Se trata de una distribución Binomial donde n=9 y p=0,3   B(9,  0,3) 
 

b.1)   P( x ≤ 2 ) = P(x=0) + P(x=1) + P(x=2), mirando la tabla k=0 k=1 k=2 y p=0,3, 

  P( x ≤ 2 ) = 0,4040 + 0,1556 + 0,2668 = 0,4628 

 

P( x ≤ 2 ) = 0,4628 
 

  b.2) Si todos los avisos son amarillos o naranjas es porque ninguno es rojo. 

Consideramos P(R)=0,1 p=0,1 y tenemos una Binomial B(9,  0,1) 

Queremos calcular ninguno rojo, es decir, P(x = 0) = 0,3874, mirando en la tabla k=0 y p=0,1 

 

Probabilidad de todos amarillos o naranjas = 0,3874 
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Ejercicio 8: 
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RESPUESTAS 

Ejercicio 1: 

 

RESPUESTA 

a) 𝐴ିଵ ൌ ଵ

||
 𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ,   |𝐴| ൌ อ

0 1 1
1 0 െ2
0 െ1 0

อ ൌ െ1  , luego existe la inversa, 

 

    𝐴௧ ൌ ൭
0 1 0
1 0 െ1
1 െ2 0

൱ ,          𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ൌ ൭
െ2 െ1 െ2
0 0 1

െ1 0 െ1
൱, de donde 

 

       𝐴ିଵ ൌ ଵ

ିଵ
 ൭

െ2 െ1 െ2
0 0 1

െ1 0 െ1
൱ ൌ ൭

2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱  

  

𝑨ି𝟏 ൌ ൭
𝟐 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 െ𝟏
𝟏 𝟎 𝟏

൱ 

 
 

b) 𝐴  𝑋  𝐼ଷ ൌ 𝐵  𝐶  →   𝐴  𝑋 ൌ 𝐵  𝐶 െ 𝐼ଷ    →    𝑋 ൌ 𝐴ିଵሺ𝐵  𝐶 െ 𝐼ଷሻ   
 

𝑋 ൌ ൭
2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱  ቌ൭
1 2
0 െ1
1 െ1

൱  ቀ1 1 1
2 0 െ2

ቁ െ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ቍ ൌ  

  

ൌ ൭
2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱  ቌ൭
5 1 െ3

െ2 0 2
െ1 1 3

൱ െ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ቍ ൌ ൭
2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱  ൭
4 1 െ3

െ2 െ1 2
െ1 1 2

൱ 

 

𝐗 ൌ ൭
𝟒 𝟑 𝟎
𝟏 െ𝟏 െ𝟐
𝟑 𝟐 െ𝟏

൱ 

 
 
 
 

Ejercicio 2: 
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RESPUESTA 

a) Escribimos la matriz de coeficientes C y la ampliada A 

𝐶 ൌ ൭
1 2 𝑎
1 𝑎 2

െ1 1 1
൱  ,    𝐴 ൌ ൭

1 2
1 𝑎

െ1 1

𝑎 𝑎
2 𝑎
1 1

൱ , calculamos el determinante de C, 

 

|𝐶| ൌ อ
1 2 𝑎
1 𝑎 2

െ1 1 1
อ ൌ  𝑎ଶ  2𝑎 െ 8 →  𝑎ଶ  2𝑎 െ 8 ൌ 0 , obtenemos  𝑎 ൌ 2  𝑦  𝑎 ൌ െ4. 

Para 𝒂 ൌ 𝟐  sustituimos,  𝐶 ൌ ൭
1 2 2
1 2 2

െ1 1 1
൱  ,    𝐴 ൌ ൭

1 2
1 2

െ1 1

2 2
2 2
1 1

൱   

 
La 1ª y 2ª filas son iguales luego,  r(C) = 2= r(A)= 2 < 3 = nº incógnitas. 
 

Para 𝒂 ൌ െ𝟒   𝐶 ൌ ൭
1 2 െ4
1 െ4 2

െ1 1 1
൱  ,    𝐴 ൌ ൭

1 2
1 െ4

െ1 1

െ4 െ4
2 െ4
1 1

൱ ,  

 

 ቚ1 2
1 െ4

ቚ ൌ െ6 ് 0 → r(C) = 2;     y อ
1 2 െ4
1 െ4 െ4

െ1 1 1
อ ൌ െ18 ് 0, por tanto, r(A)=3. 

En resumen,  

Si 𝒂 ് 𝟐 y 𝒂 ് െ𝟒 𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑 Compatible Determinado ሺÚnica soluciónሻ
Si 𝒂 ൌ െ𝟒 𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝟐 ് 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑 Incompatible ሺNo hay soluciónሻ 
Si 𝒂 ൌ 𝟐, 𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐 Compatible Indeterminado ሺInfinitas sol.ሻ

 

b) Para a=2 el sistema que nos queda, suprimiendo la 1ª ecuación es: 

൜
𝒙  𝟐𝒚  𝟐𝒛 ൌ 𝟐
െ𝒙  𝒚  𝒛 ൌ 𝟏       haciendo 𝒛 ൌ 𝝁          ൜

𝒙  𝟐𝒚 ൌ 𝟐 െ 𝟐𝝁
െ𝒙  𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁        sumando las ecuaciones 

൜
𝒙  𝟐𝒚 ൌ 𝟐 െ 𝟐𝝁

𝟑𝒚 ൌ 𝟑 െ 𝟑𝝁      de donde,    𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁,    sustituyendo,     𝒙 ൌ 𝟎 

𝐱 ൌ 𝟎,    𝐲 ൌ 𝟏 െ 𝛍,       𝐳 ൌ 𝛍 
 

 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020    Autor: Luis Carlos Vidal Del Campo  

Comunidad Autónoma de CASTILLA LA MANCHA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)186 

Ejercicio 3: 

 

RESPUESTA 

a) 𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

ቀ𝟏

𝒙
െ 𝟏

𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ
ቁ ൌ ∞ െ ∞ ,      indeterminación, operamos, 

𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

ቀ𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻି𝒙

𝒙𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ
ቁ ൌ 𝟎

𝟎
 ,       indeterminación, aplicamos regla de L’Hôpital,  

             derivamos numerador y denominador,  

𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

ቀ 𝟐𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙ሻି𝟏

𝟏𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻା𝒙𝟐𝒄𝒐𝒔 ሺ𝟐𝒙ሻ
ቁ ൌ 𝟐ି𝟏

𝟎ା𝟎
ൌ 𝟏

𝟎
ൌ ∞  

 

𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

൬
𝟏
𝒙

െ
𝟏

𝐬𝐞𝐧ሺ𝟐𝐱ሻ
൰ ൌ ∞ 

 
b) En x = 1,  f(1) = 21‐1 = 1 

 

𝑙í𝑚
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
𝑙í𝑚

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚

௫→ଵష
2௫ିଵ ൌ 1

𝑙í𝑚
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚
௫→ଵశ

ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ െ1
 como los límites laterales son distintos ∄ 𝑙í𝑚

௫→ଵ
𝑓ሺ𝑥ሻ , 

 
en x = 1 f presenta una discontinuidad inevitable de 1ª especie de salto finito. 
 
            En x = 2 ,   f(2) = 2‐2 = 0 
 

𝑙í𝑚
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
𝑙í𝑚

௫→ଶష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚

௫→ଶష
ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0

𝑙í𝑚
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚
௫→ଶశ

ln ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 0
→   𝑙í𝑚

௫→ଶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

 
Como 𝑙í𝑚

௫→ଶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ൌ 𝑓ሺ2ሻ f es continua en x = 2. 

 
En x = 1 f presenta una discontinuidad inevitable de 1ª especie de salto finito y en x = 2 es continua 
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Ejercicio 4: 

 

RESPUESTA 

a)  

                                                𝑉 ൌ  𝑥ଶ  𝑦 ,             𝑥ଶ  𝑦 ൌ 108  , despejando  𝑦,   𝑦 ൌ ଵ଼

௫మ  

                                            

                    Y                          𝑆 ൌ 𝑥ଶ  4𝑥𝑦 , sustituyendo, 𝑆 ൌ 𝑥ଶ  4𝑥 ଵ଼

௫మ ൌ  𝑥ଶ  ସଷଶ

௫
  

 

                                                 Llamando 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ  ସଷଶ

௫
       deseamos calcular el mínimo, si existe. 

                           X                    Calculamos la derivada 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ ସଷଶ

௫మ    igualamos a 0 

 

        2𝑥 െ ସଷଶ

௫మ ൌ 0,     2𝑥 ൌ ସଷଶ

௫మ  ,   2𝑥ଷ ൌ 432 ,   𝑥ଷ ൌ 216,     𝑥 ൌ 6 . 
 

                                               Calculamos la segunda derivada       𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 2  ଼ସ

௫య      de donde 

 

𝑓′′ሺ6ሻ  0, por tanto, es un mínimo,    𝑦 ൌ ଵ଼

మ ൌ 3 
 

Las dimensiones han de ser 6 dm de lado de la base y 3 dm de alto 
 

b) Ecuación recta tangente:   y = f(a) +f’(a)∙(x‐a),    
  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ  𝑥 െ 1  ,                   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  2𝑥  1 
 

para a=1,    f(1)=1,    f’(1)=3,    de donde 
 
y = 1 + 3∙(x–1) ,  y = 1 + 3x – 3    ,    y = 3x – 2  

 
 

Recta tangente:   𝒚 ൌ 𝟑𝒙 െ 𝟐 
 
 
 
   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020    Autor: Luis Carlos Vidal Del Campo  

Comunidad Autónoma de CASTILLA LA MANCHA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)188 

Ejercicio 5: 

 

RESPUESTA 

a) Hacemos   𝒆𝒙 ൌ 𝒕,    𝒆𝒙𝒅𝒙 ൌ 𝒅𝒕 ,     𝒅𝒙 ൌ 𝒅𝒕

𝒆𝒙 ൌ 𝒅𝒕

𝒕
 ,   sustituyendo, 


𝒅𝒙

𝟏ା𝒆𝒙 ൌ 
𝒅𝒕
𝒕

𝟏ା𝒕
ൌ 

𝒅𝒕

𝒕ሺ𝟏ା𝒕ሻ
  ,  es  una  integral  de  una  función  racional  con  grado  del  numerador 

menor que el grado del denominador, descomponemos en fracciones simples, 
𝟏

𝒕ሺ𝟏ା𝒕ሻ
ൌ 𝑨

𝒕
 𝑩

𝟏ା𝒕
 , de donde,  1 = A∙(1+t) + B∙t, sustituyendo t por las raíces 

t = 0  →  1 = A;        t = ‐1 →  1 = ‐B →  B = ‐1 , luego,  


𝒅𝒕

𝒕ሺ𝟏ା𝒕ሻ
ൌ 

𝟏

𝒕
𝒅𝒕  

ି𝟏

𝟏ା𝒕
𝒅𝒕 ൌ 𝒍𝒏|𝒕| െ 𝒍𝒏|𝟏  𝒕|  𝑪   deshaciendo el cambio, 

න
𝒅𝒙

𝟏  𝒆𝒙 ൌ 𝒍𝒏|𝒆𝒙| െ 𝒍𝒏|𝟏  𝒆𝒙|  𝑪 ൌ 𝒍𝒏 ฬ
𝒆𝒙

𝟏  𝒆𝒙ฬ  𝑪 

 

න
𝐝𝐱

𝟏  𝐞𝐱 ൌ 𝒍𝒏 ฬ
𝐞𝐱

𝟏  𝐞𝐱ฬ  𝐂 

 

 

b) Calculamos donde se cortan las gráficas,   െ𝒙𝟐  𝟐𝒙  𝟒 ൌ 𝒙  𝟐  →   𝒙𝟐 െ 𝒙 െ 𝟐 ൌ 𝟎 

Obtenemos    x = ‐1    y     x = 2,    por tanto, el área será  

 ቀሺെ𝒙𝟐  𝟐𝒙  𝟒ሻ െ ሺ𝒙  𝟐ሻቁ 𝒅𝒙 ൌ
𝟐

ି𝟏  ሺെ𝒙𝟐  𝒙  𝟐ሻ𝒅𝒙 ൌ
𝟐

ି𝟏    

ൌ ቈെ
𝒙𝟑

𝟑


𝒙𝟐

𝟐
 𝟐𝒙

ି𝟏

𝟐

ൌ ቆെ
𝟐𝟑

𝟑


𝟐𝟐

𝟐
 𝟐  𝟐ቇ െ ൭െ

ሺെ𝟏ሻ𝟑

𝟑


ሺെ𝟏ሻ𝟐

𝟐
 𝟐ሺെ𝟏ሻ൱ ൌ

𝟗
𝟐

ൌ 𝟒, 𝟓 𝒖. 𝒂. 

 

El área pedida es 4,5 u.a. 
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Ejercicio 6: 

 
RESPUESTA 

 

a) Dado un punto P(x0 , y0 , z0) y un plano 𝝅 ≡ 𝑨𝒙  𝑩𝒚  𝑪𝒛  𝑫 ൌ 𝟎 la distancia es 

𝒅ሺ𝑷, 𝝅ሻ ൌ
|𝑨  𝒙𝟎  𝑩  𝒚𝟎  𝑪  𝒛𝟎  𝑫|

√𝑨𝟐  𝑩𝟐  𝑪𝟐
ൌ

|𝟏  𝟏  𝟐  𝟐  ሺെ𝟏ሻ  ሺെ𝟏ሻ െ 𝟒|

ඥ𝟏𝟐  𝟐𝟐  ሺെ𝟏ሻ𝟐
ൌ

𝟐

√𝟔
ൌ

√𝟔
𝟑

𝒖. 

𝐝ሺ𝐏, 𝛑ሻ ൌ
√𝟔
𝟑

𝐮. 

 

b) Calculamos el punto intersección de la recta y el plano resolviendo el sistema formado por sus 

ecuaciones implícitas  ൝
𝒙 െ 𝟐𝒚       ൌ 𝟐
        𝒚 െ 𝒛   ൌ 𝟐
 𝒙  𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟒

 , hacemos F’3 = െF1 + F3  ൝
𝒙 െ 𝟐𝒚       ൌ 𝟐
        𝒚 െ 𝒛   ൌ 𝟐
        𝟒𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟐

   , 

hacemos F’’3 = െF2 + F’3   ൝
𝒙 െ 𝟐𝒚       ൌ 𝟐
        𝒚 െ 𝒛   ൌ 𝟐
        𝟑𝒚        ൌ 𝟎

  , resolviendo, y = 0 ,  z = ‐2 ,  x = 2,  tenemos   A(2, 0, ‐2) 

El área del triángulo definido por los 3 puntos es: á𝒓𝒆𝒂 ൌ
ฮ𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧𝑨𝑪ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ

𝟐
ൌ

‖ሺି𝟏,   ି𝟏,   𝟒ሻ∧ሺି𝟐,   𝟏,   𝟑ሻ‖

𝟐
 

ሺെ𝟏, െ𝟏,   𝟒ሻ ∧ ሺെ𝟐,   𝟏,   𝟑ሻ ൌ อ
𝒊 𝒋 𝒌

െ𝟏 െ𝟏 𝟒
െ𝟐 𝟏 𝟑

อ ൌ െ𝟕𝒊  𝟓𝒋 െ 𝟑𝒌 → ሺെ𝟕, 𝟓, െ𝟑ሻ 

á𝒓𝒆𝒂 ൌ
‖ሺെ𝟕, 𝟓 , െ𝟑ሻ‖

𝟐
ൌ

ඥሺെ𝟕ሻ𝟐  𝟓𝟐  ሺെ𝟑ሻ𝟐

𝟐
ൌ

√𝟖𝟑
𝟐

 𝒖. 𝒂. 

á𝐫𝐞𝐚 ൌ
√𝟖𝟑

𝟐
 𝐮. 𝐚 
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Ejercicio 7: 

 
RESPUESTA 

a) Tomamos un punto de r, damos valores a x = 0   y   z = 0, de donde,  y = ‐2,      A(0, ‐2, 0) 

y otro punto de s,  B(0, ‐2, 1), hacemos el vector 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟎, 𝟎, 𝟏ሻ, calculamos el vector director de r, 

𝑽ሬሬሬ⃗ 𝒓 ൌ ሺ𝟐, െ𝟐, 𝟎ሻ ∧ ሺ𝟎, 𝟎, 𝟏ሻ ൌ อ
𝒊 𝒋 𝒌
𝟐 െ𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

อ ൌ െ𝟐𝒊 െ 𝟐𝒋 ൌ ሺെ𝟐, െ𝟐, 𝟎ሻ ൌ ሺ𝟏, 𝟏, 𝟎ሻ , 

Calculamos  el  determinante  formado  por  los  vectores,  𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  𝑽ሬሬሬ⃗ 𝒓  y  𝑽ሬሬሬ⃗ 𝒔  para  ver  su  dependencia  o 

independencia    อ
𝟎 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎
𝟑 െ𝟐 𝟏

อ ൌ  െ𝟓 ് 𝟎  ,  los  3  vectores  son  independientes,  por  tanto,  las  rectas  se 

cruzan. 

Las rectas r y s se cruzan 
 

b) Para  que  el  plano  sea  paralelo  a  las  2  rectas,  tomamos  sus  vectores  directores,  que  junto  al 

punto P va a quedar determinado, 

P(‐1, 0, 2),  𝑽ሬሬ⃗ 𝒓 ൌ ሺ𝟏, 𝟏, 𝟎ሻ , 𝑽ሬሬ⃗ 𝒔 ൌ ሺ𝟎 𝟎 , 𝟏ሻ , de donde, 

𝝅 ≡ อ
𝒙  𝟏 𝒚 𝒛 െ 𝟐

𝟏 𝟏 𝟎
𝟑 െ𝟐 𝟏

อ ൌ 𝟎,   𝒙  𝟏 െ 𝟐𝒛  𝟒 െ 𝟑𝒛  𝟔 െ 𝒚 ൌ 𝒙 െ 𝒚 െ 𝟓𝒛  𝟏𝟏 ൌ 𝟎   

 

La ecuación del plano es   x – y – 5z +11 = 0 
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Ejercicio 8: 

 

 
RESPUESTA 

 

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de árbol, pero antes tenemos que 
escribir una leyenda: 

 
 
A: menos de 34 años         I: acceden 
 
B: entre 34 y 54 años        𝐼:̅ no acceden      
  
C: más de 54 años 

 
a.1)                   𝑃ሺ𝐼ሻ̅ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ  𝑃ሺ 𝐼/̅𝐴ሻ  𝑃ሺ𝐵ሻ  𝑃ሺ 𝐼/̅𝐵ሻ  𝑃ሺ𝐶ሻ  𝑃ሺ 𝐼/̅𝐶ሻ ൌ 

ൌ 0,7  0,02  0,25  0,6  0,05  0,9 ൌ 0,79   
La probabilidad de no acceder a diario es  𝑷ሺ𝑰തሻ ൌ 𝟎, 𝟕𝟗 

 

a.2)   PሺB/Iሻ ൌ ሺሻሺ୍/ሻ

ሺ୍ሻ
  ,   como P(I) = 1 െ PሺIሻ̅ ൌ 1 െ 0,79 ൌ 0,21  entonces 

 

 PሺB/Iሻ ൌ ,ଶହ,ସ

,ଶଵ
ൌ 0,13 

La probabilidad de pertenecer al grupo de entre 34 y 54 cuando accede es   𝐏ሺ𝐁/𝐈ሻ ൌ 𝟎, 𝟏𝟑 
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b) El tiempo que un usuario pasa conectado a la red es una variable aleatoria, X, que sigue una dis‐
tribución normal, 𝑋 → 𝑁ሺ53, 10ሻ  
 
b.1)   P(X > 30) ൌ                                     , tipificando,  

         ൌ 𝑃 ቀ𝑍  ଷିହଷ

ଵ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍  െ2,3ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2,3ሻ ൌ , mirando en la tabla,   ൌ 0,9893      

La probabilidad de que se conecte más de 30 minutos es 0,9893 

 

b.2)  𝑃ሺ40 ൏ 𝑋 ൏ 67ሻ ൌ 𝑡𝑖𝑝𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑛𝑑𝑜 ൌ 𝑃 ቀସିହଷ

ଵ
൏ 𝑍 ൏ ିହଷ

ଵ
ቁ ൌ 𝑃ሺെ1,3 ൏ 𝑍 ൏ 1,4ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1,4ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1,3ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1,4ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1,3ሻሿ ൌ 

Mirando en la tabla ൌ 09192 െ 1  0,9032 ൌ 0,8224       

El 82,24% de usuarios  se conecta entre 40 y 67 minutos 

 

 


