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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ﬂ UNIVERSIDAD uacidn de Bachillerato para Acceso a la Universidad
DELARIIA Cyurso Académico 2019-2020
SIGNATURA: MATEMATICAS 11

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios do entre los plan-
teados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contes-
tado primero,

Todas las preguntas tienen la misma puntuacidin. Es necesario jus-
tificar las respuestas.

Se permite el uso de caleuladorss cientificas siempre que no sean programables ni

grificas ni calculen integrales, Si algin alumno s sorprendido con una calculadora
no autorigada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le refirard la

calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.— (2 puntos)

e
1 —mms:)—-

n) Caloular el signiente limite: Hﬂ (l g

b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfagn |n siguiente
igualdad:

tg((3+1)vT-2) 1
E I'ﬁ—lﬁ+ﬂr ~3

2.~ (2 puntos) Determinar los valores de los pardmetros realos a ¥ b para que las
funciones f{z) = az? + by g{z) = 27 + £ + a, sean tangentes en el punto de abeisa
x = —1. Para los valores obtenidos de a y b, calcular s recta tangente a las curvas

onrm -],
3.~ (2 puntos) Calcular &l Area del recinto limitado por lns rectas £ = -2, .= 2,
el gje OX vy la funcidn

=, z<0,

T,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

4.- (2 puntos) Sea la matriz

) m e R\ {0}

- 9

|
3 9 w
=T =
[ — -

a) Hallar o y 8 de tal forma que 4* = ad + A7, siendo [ la matriz identidad.
b) Calcular A* utilizando la anterior identidad.

5.~ (2 puntos) Dado el sistema de scunciones lineales:

ay+(a+1)z =g,
axr -+ z =a,
T = 0F = =,
a) Discutir y resolver segin el valor del par&metro real a.

b) Detarminar la inversa de ln matriz asociada al sistema para a = 2.

6.~ (2 puntos) Sean A y B las matrices;

-13 5 5 =2
"1'(1:1 —5)' B=(—4 2)'
a) Hallar X e Y, matrices salucionss del sistema de ecuaciones:

X —5¥Y = 4,
-X+2¥ =8

b} Caleular si existen las matrices inversas do X ¢ ¥.
T.— (2 puntos) Determinar en funcién del pardmetro real g, la posicidn relativa

de los siguientes planos:

[a—1lz + i — z = @
fa+1lz + (a+lly + z = —a,

ar -+ gy =+ & = =—qa.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

B.—~ (2 puntos) Dados los vectores & = (1,2,3) vy ¥ = (0, 1,1).
a) Hallar un vector f de médulo uno, que sea perpendiculsr & & v a ¢

b) Calcular el Area del paralelogramo determinado por 4 y 7.

8.~ (2 puntos) En uns clase de primero de primaria el 50% de loa nifios practica
natacidn, el 20% practica baloncesto v el 5% ambos deportes

a) Caloular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique ni nata-
clén ni baloneesto.

b) Caleular In probabilidad de que un nifio practique natacidn si juegs al balon-
cesto.

10.~ (2 puntos) Se sabe que dos poblaciones distintas X e ¥ se distnbuyen segin
una Normal de media 25. Ademis P(X > 27) = P(Y > 30) = 0,1587. Calcular sus
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Tabla simplificad s de la distribuciin normal tipiboada

P 0 001 002 OpP3 004 D06 006 007 008 009
0 0,5000 0,5040 05080 0,6120 0,6160 0,5109 0,6239 05279 05310 0,5350
0,1 05398 05438 05478 0,6517 05567 05506 05636 056765 05714 05753
0,2 05793 0,5832 05871 0,5910 0,5948 05087 0,0026 0,0064 06103 06141
03 06179 06217 06255 0,6293 06331 06368 08406 06443 08480 08517
04 06554 06501 05628 06664 06700 06736 06772 06808 08844 06879
05 06016 06050 06985 0,7019 0,7054 O,7088 07123 0,7157 07190 0,7224
06 07257 07201 07324 07357 07380 07423 0,745 0,7486 07617 0,7549
0,7 07580 0,611 0,7642 07678 0,7704 07734 07764 0,7794 0,7823 0,7852
08 07881 0,7010 0,7939 07967 0,7995 0,8023 0,8051 08078 08106 08133
09 08159 08186 08212 08298 08264 O0B289 08315 08340 03365 08380
1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 08621
11 08643 08665 0,8680 08708 08729 08749 0,8770 0,5790 08810 08830
1,2 08840 08860 08888 08007 08025 08944 08062 08980 08097 0,0015
13 09032 09049 09066 09082 09099 08115 09131 (9147 09162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09270 09292 09308 09319
15 08332 09345 09357 09370 09382 00304 09406 08418 05420 09441
1,6 08452 00463 09474 09484 09495 00505 09516 080526 09535 09545
1,7 09554 00564 00573 (9582 00501 00500 09608 0,9616 0,9625 09633
18 09641 09649 09056 09664 09671 09678 0,9680 0,0603 09699 09706

19 00713 00719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
4 09172 09778 09783 09788 09793 00798 00803 09808 09812 08817
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E UNIVERSIDAD unaciin de Bachillerato para Acceso a la Universidad
BE LA RIGIA Académico 20182020
GNATURA: MATEMATICAS 11

CRITERIOS GENERALES

(1) Como norma general se deben valarar positivamente la exposicidn ldgiea, or-
denada v coherente de las respusstas,

(2} Bi en &l desarrollo de un probleme pe detecta un ervor numérico, que Do sen
manifiest mente inconsistente con I cusstiin, y ol desarrllo posterior es cohe-
rente con dicho arror, no se debe dar sspocial relevancin ol orror, siompee y
euando & problema no haya quedsdo reducids & uno trivial o & resultado ses
manifiestamente [nconsistents con of problems & resolver.

{3) Si un alumno da una respuests acertnda o un ejercicio escribiando sélo los
resultados, sin o desarrollo lgico de olmo los ha obtonide, la pustuacidn en
esle aparlado no podres ser superior al 10% de Ia nota mixima prevista.

(4) La puntuacidn de cada ejercicio oo de dos puntos v eitd sefislada en lu copin
del exnmen que ae entregs al alamne, 5i algin ejercicio tiens sabapartados,
se deberd distribule rasonsdamente o mlmero do pustos colre los misinos.

(5) Lacalificasitn seri 1n suma de lss puntuacicnes obtenidas en los cineo primerps
ejorcicios contostndon
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020
Problema 1:

1

P ;o . l-sen x-cos x
12) a) Calcula el siguiente limite: lim (—)Senx.

x—0

b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfaga la siguiente desigualdad:

x—4 x<—16+ax 32

1+sen x-cos x

Solucion:

1 1 1

. 1-sen x-cos X \sen x 1-sen 0-cos 0\sen o 1-0\o
@) lm (LSenxcosxyins _ (1sen0cosoyens _ (1-0)0 _ g0 -, gy, =
x—0 \1+sen x-cos x 1+sen 0-cos 0 1+0

1

. 1—sen x-cos X \sen x . 1 1—-sen x-cos x
S A = lim (LSS g g (L )=
x-0 \1+sen x-cos x x—0 \senx 1+sen x-cos x

i L(1—%~sen 2x)—L(1+%-sen 2x) L(l—%-sen 0)—L(1+%~sen 0) I1-I1
= l1im = = =

x—0 senx sen x 0

% = Indet.=

— COS2X COS2Xx -1 1

1 1 1 1
—i-sen 2x 1+§~sen 2x . . 1—5'5671 2Xx 1+E~sen 2x
= lim cos 2x - lim =

Cos X x—-0 x—-0 CcCos X

= {L'Hopital} = 1in(1) .
xX—

—1—%'5611 2x—1+%~sen 2x

(1—1~sen 2x)~(1+1-sen 2x)

. . -2 -2 -2
=1-lim-—2 2 = lim ; = - ===_2.
x—0 cosx x—0 cos x-(l—z~sen22x) cos O~(1—Z'sen20) 11

1
. (1l —senx-cos x\senx P
lim =e = -
x-0\1 + sen x - cos x e

b)
fER)Ee] o () o w(e) 4w
m---————-— ——--="— — = — — = —
x—>4 x%-16+ax 32’ 42-16+a-4 32’ 4a 32’ 4a 32’
th 1 1 1
4
—_— = == D =
a 8’ a 8 a=8
a=28
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Problema 2:

29) Determinar los valores de los parametros reales a y b para que las funciones f(x) =ax?+ by

g(x) = x? + x + a, sean tangentes en el punto de abscisa x = —1. Para los valores obtenidos de a y b,
calcular la recta tangente a las curvas en x = —1.
Solucion:

La pendiente de la tangente a una funciéon en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto: f'(—1) = g'(—1).

f'(x) =2ax > f'(-1) = —2a.
gx)=2x+1>= g'(-1)=-2+1=-1.

ff(-1D)=g'(-1)=-2a=-1=a= %

Las funciones resultan f(x) = %xz +bygx) =x*+x+ %

En el punto de corte tiene que cumplirse que f(—1) = g(—1):
1 2 1

f(=1) =" (-1D*+b =E+b'

gD = (12 -1+;=1-

N |-

N |-

fD)=g(-1)=>s+b=5=>b=0

“Lb-o
a=; b=

El punto de tangencia es P (—1, %) y la pendiente m = g'(—1) = —1.
La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — y, = m(x — x,):
y—%:—l-(x+1)=—x—1; 2y—1=—2x—2.

Recta tangente:t =2x+2y+1=0
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Problema 3:

39) Calcular el area del recinto limitado por la funcion f(x) = {3;2 ;><00' lasrectas x = —2,x = 2 yel
eje OX. T

Solucion:

La representacién grafica de la funcién, aproximada, se expresa en la figurea adjunta.

\ 415
La superficie a calcular es la siguiente: 6
\
S=f_02x2-dx+f02x-dx= \ 4 ) ,
[ ] -0 [+ 20
=S+2="7 — —

14
S=—u?=4.67u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:
2 0 0

49 SealamatrizA=|0 2 0]|,meR\{0}.
m 0 2

a) Hallar a y B de tal forma que A? = aA + f31, siendo I la matriz identidad.
b) Calcula A® utilizando la igualdad anterior.

Solucion:

a)
2 0 0 2 0 0 4 0 O
A2=4A-A=(0 2 o]-(o 2 o)l]=(0 4 o)
m 0 2 m 0 2 4m 0 4

4 0 0 2a¢ 0 0 g 0 0
A2=aA+pBI=>| 0 4 o)= 0 2a o>+ 0 B 0):
4m 0 4 ma 0 2a 0 0 pB

4 0 0 2a+ P 0 0
(0 4 0):( 0 2a + 0 >:>a=4. 4=8+p;, f=—-4.
4m 0 4 ma 0 2a+p
a=4,06=—4.
b)

4 0 O 4 0 O 2 0 0
A5=A2-A2'A=<O 4 0)-(0 4 0)‘(0 2 O>=
4m 0 4 4m 0 4 m 0 2

16 0 O 2 0 0 32 0 O
=<O 16 O)-(O 2 0>=>A5=(O 32 0).
32m 0 16 m 0 2 80m 0 32
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Problema 5:

ay+(a+1)z=a
59) Dado el sistema de ecuaciones lineales ax+z=ag
x+az=-—a

a) Discutir y resolver segun el valor del pardmetro real a.
b) Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a = 2.
Solucion:
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
0 a a+1 0 a a+1 a
M=(a 0 1 >yM'=(a 0 1 a)_
1 0 a 1 0 a —a
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

0 a a+1 a, =0
IM|=|a 0 1 |=a—-a®*=0; al—a?®)=0={a, =—1.
10 a as =1
a+0
Para {a # —1; = Rang M = Rang M' = 3 = n2inc6g.= S.C.D.
a*l

0 0 10
Paraa=0:M’=(0 0 1 0>=>RangM’=2.
1 0 0O
o -1 0 -1
Paraa=—1:>M’=<—1 0 1 —1>:>{F2=—F3}:>RangM’=2.
1 0o -1 1

Para {aa_=_01} = Rang M = Rang M' = 2 < n2inc6g.= S.C.I

01 2 1
Paraa=1=>M’=<1 0 1 1)=>RangM’=>{C1,C2,C4}=>
1 0 1 -1
0 1 1
=1 0 1|=14+41=2+*0= RangM' =3.
1 0 -1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve el sistema para los diferentes casos compatibles.

Paraa # 0,a + —1,a # 1 se resuelve por el método de Gauss:

0O a a+1 a 1 0 a —a
(a 0 1 a>:>{F1<—>F3}:><a 0 1 a>:>

1 0 a —a 0 a a+1 a
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1 0 a —a
=>{F2—>F2—aF1}=><0 0 1-a? a+a2>=>(1—a2)z=a+a2;
0 a a+1 a

ata? _ a(l+a) _ a

z= 1-a2 = (1+a)(1-a) 1-a’

2 2

—q2—q— — —
ay+@+1)z=a ay=a—(1+a)-é=aa1_za =12_aa:>y:£.
a? -a+a?-a? -a
x+az=-a, x=—aa—-az=—-Q——=———=—,
1—a 1-a 1—a
Solucic’m:x=_—a,y=ﬂ,z=L,VaeR—{—1,O,1}.
1-a 1-a 1-a
0 010
Paraa=0=>M=(0 0 1 0}
1 0 0 O
Solucion:x =0,y =1,z=0,VA1 €ER.
o -1 0 -1
Paraa=-1=>M=(-1 0 1 -1|=2-y=-1,y=1
1 0o -1 1
x—z=1=2z=1, x=1+ A
Solucion:x =1+ A4, y=1,z=AVAER.
Va € R — {—1,0, 1}, Sistema compatible determinado: x = i,y = %,z = ﬁ.Para a=0,
sistema compatible indeterminado: x =1+ A4,y =1,z = 1,VA € R. Para a = —1, sistema compatible
indeterminado: x =1+ A,y =1,z=A,VA € R.Para a = 1, sistema incompatible.
b)
0 2 3 0 2 3
Paraa=2=>M=(2 0 1) [M|=|2 0 1/=2-8=-6.
1 0 2 1 0 2
|O 0 _|2 0 |2 0
0 21 12 21 03 12 30 12
Mt=(2 0 o). Adj.de Mt = —| | —|
3 1 2 1 2 3 2 3 1
2 1 _|O 1 0 2
0 0 2 0 2 0

0 -4 2
= (—3 -3 6 )
0 2 -4

0o -4 2
Adj. de M* <_3 > 6> , (9 4 2
M—1 — j. de — O 2 -4 = M—l — g 3 3 —6 .

M| -6
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Problema 6:

62) Sean las matrices 4 = (_13 > ) yB = ( > _2):

10 -5 -4 2
. . . . 3X-5Y=A4A
a) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: x40y = B}'
b) Calcular, si existen, las matrices inversas de X e Y.
Solucion:
a)

3X—5Y=A} 6X —10Y =24

_X+2Y =8B —5X+10Y=SB}:>X=2A+SB'

X:z-(_13 5)+5.(5 —2):(—26 10)+(25 —10)_

10 -5 -4 2 20 -10 -20 10
x=(5 o
CXvav—5) —axter_sp) =Y =AT3E
r=( +3(C D=0 5 D)
r=(4 )

b)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1X| = |_01 8| = 0 = X no es invertible.

Y] = |_22 _11| =2—2=0 =Y noes invertible.

No existen. No son invertibles.
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Problema 7:

792) Determinar, en funcién del parametro real a, la posicidn relativa de los siguientes planos:
m=@—-Dx+y—z=a
m,=(@+Dx+QRa+1y+z=—a.

My =ax+ay+z=-a
Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema que determinan los tres planos son las siguientes:

a—1 1 -1 a—1 1 -1 a
M=|la+1 2a+1 1 |yM=|a+1 2a+1 1 -—a].
a a 1 a a 1 —a
Segun sean los rangos de estas matrices, la posicién relativa de los planos son las siguientes:
19, -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.
29, -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
32, -- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
49, -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

52, -- Rang M = Rang M' = 1 = Los planos son coincidentes.

a—1 1 -1
RangM = la+1 2a+1 1|=
a a 1

=(a-1)QRa+1)—a(a+1)+a+aRa+1)—ala—1)—(a+1) =
=2a’°+a—-2a-1—-a*—a+a+2a°+a—-a*+a—-a—-1=2a*>-2=0;
2@*-1)=0; a?—-1=0>aqa, =-1,a, = 1.

Si {aai_ll} = Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

-2 1 -1 -1
Paraa=—1=>M’=<0 -1 1 1>:>{C3=C4}=>RangM’=2

-1 -1 1 1
0 1 -1 1
Paraa=1=>M =2 3 1 -1|={C;=-CJ}=RangM =2.
1 1 1 -1
St {aaz_—ll} = Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.

Por diferenciar los casos, las rectas que determinan son las siguientes:

-2 1 -1 -1 o —
a=—1:>M’:<0 -1 1 1>:>rz{x Y 1

-1 -1 1 1 xty-—z=-1
01 -1 1

—z=1
11 1 -1 4
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Problema 8:

82) Dados los vectores 4 = (1,2,3) y v = (0,1, 1).

@) Hallar un vector W de médulo uno, que sea perpendiculara i y v.
b) Calcular el area del paralelogramo determinado por i y .
Solucion:

a)

Un vector perpendicular a los vectores 1 y ¥ es cualquiera que sea linealmente dependiente de
su producto vectorial:

. i j k
w=uxv=|[1 2 3(=204+k-3i—-j=—i—j+k=(-1,-1,1).
0 1 1

g
Para obtener un vector unitario linealmente dependiente de w’ basta con dividir sus
componentes por su mdédulo:

W|=J/1D)2+(1)2+12=VI+1+1=+3,

b)

El drea del paralelogramo determinado por dos vectores es el médulo de su producto vectorial:

Area = |U x D| = V3 u?.
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Problema 9:

99) En una clase de primero de primaria el 50 % de los niflos practica natacién, el 20 % practica
baloncesto y el 5 % ambos deportes.

a) Calcular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique natacidn ni baloncesto.
b) Calcular la probabilidad de que un nifio practique natacidn si juega al baloncesto.

Solucion:

Datos: P(N) = 0.50; P(B) =0.20; P(N nB) = 0.05.

P=P(NNnB)=1-P(NUB) =

=1—[P(N)+P(B)—P(NNB)]=1-(0.5+ 0.2 — 0.05) =

=
>
|

=1-(NUB)

=1-(0.70—-0.5) =1-0.65 = 0.35.

La probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique natacion ni baloncesto es 0.35.

b)

_P(NNB) _ 005 _ 5 _1_
P(NIB) = P(B) _0,20_20_4_%'

La probabilidad de que un nifio practique natacién si juega al baloncesto es 0.25.
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Problema 10:

109) Se sabe que dos poblaciones distintas, X e Y, se distribuyen segin una Normal de media 25.
Ademas P(X = 27) = P(Y = 30) = 0.1587. Calcular sus respectivas varianzas.

Solucion:

Datos: u = 25; o.

X - N(u; o) = N(25,0). Tipificando la variable: Z = X;zs.

Para P(X > 27) = 0.1587.

P=P(X227)=01587 = P(2 > =5) = P (2 2 2) = 0.1587;

o
1-P(z<2)=01587; P(z<2)=1-01587; P(z<2)=08413.
Buscando en la tabla N(0, 1) de forma inversa, a 0.8413 le corresponde 1, por lo cual:
Z=1s0=2>02=4

Para P(Y = 30) = 0.1587.

P=P(Y 230)=01587 = P(2 2 22%) = P (2 2 2) = 0.1587;

ag
1-P (z < g) — 0.1587; P (z < g) —1-0.1587; P (z < g) = 0.8413.

§=1=>a=5:>02=25.
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DELARIOIA Curso Académico 2019-2020

ﬂ UNIVERSIDAD EBv.uJu&r_'Ldu de Bachillerato para Acceso a la Universidad
SIGNATURA: MATEMATICAS 11

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los plan-
teados.

En caso contrario, el corrector corregird los einco que haya contes-
tado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario jus-
tificar las respuestas.

Se permito el uso de caleuladorss clentifices Sempre que no sean programahles ni
gritficas nl caleulen integrales. Si alglin alumno e sorprendido con una caleuladora
no autorizada, poded ser expoleado del examen; en todo caso, se le retirard la
calculadora sin que tenga derecho & que le proporcionen otra

-

1.~ (2 puntos) Calcular los valores de los pardmetros reales a y b para que la
b
u{r'-EI]+T—EI. z<3

funcidn: fiz) = sea derivahle.
2.~ (2 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de la funcida

x+4d

Jr['t.:': {I+2_:|?-

Caleular la recta tangente en su punto de infexidn.
3.— (2 puntos) Caleular el drea del recinto limitado por las funciones f y g, siendo
éstas: o

fR)=5+3-2 o) =(-2"-1,
yimrectasr =3, r=5.
4.— (2 punmtos) Discutir y resolver segin el valor del pardmetro real a, el sistema
de ecuaciones lineales:

fa-1z + ¥ + Bz = 1,

ar + ay - B = a,

{fa-1)z + y + (a—1)s ~2a+ 1.
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b~ (2 puntos) Calcular el siguiente deferminante
I I I 7

o = ¥
v oy
il o
6.~ (2 puntoa) Dada la mairiz
1 00
A=| 0 10} meR
m 0 1

Hallar A~' y A0

T- (2 puntos) Hallar la ecuncidn del plano que contiene a I recta

s r+dy—=4z+9 = 0,
T | —e=Iy+2+1 = 0,
y ea perpendicular al planc s =z +3p+z+1=10
8.~ (2 puntos) Duadas las rectas r y &
i r4+y—z = I, L E+3 _y+2 -1
" liz-p+2zs = 0, *~71 - 2 ¥

y ol plano # ™ ¢ o4y — 2+ 6 = (. Hillar la posicidn relativa eotee
a) las rectas v y 3,
b} el plano = ¥ la rects &

8.~ (2 puntoa) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una dis-
tribucidn Normal, do medin 15 dins ¥ desviacidn tipica 4 diss.
a} Calenlar la probabilidad de que |s estancis de una familia sea mferior a 10
dias.

b} Calculnr |s probabilided de que la estancis esld comprendids entre 11 v 19
dims,

10.— (2 puntos) En une clase de 35 alumnos, asisten 30 de ellos, Se asbe gue
aprueban todas las asignaturas ¢l B0 % de los alumnos que asisten a clase y el 10%
de log que no asisten. Se elige un alumno al azar.

a) Calcular ¢l procentaje de alumnos que sprueba la asignatura.

b} Sabiendo que el alumno ha suspendido, caleular la probabilidad de que un
alumno haya asistido a clase.
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Tabla simplificada de | distribucidn normal tipificads

= 0 00002 003 004 005 006 007 008 008
00,5000 10,5040 0,5080 0,120 05160 05100 05239 05270 05310 0,550
0,1 05308 05438 05478 0,5517 05557 05586 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 05871 0,5010 05048 05987 06026 00064 06103 0,6141
03 06179 06217 06255 06293 0,6331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04 06554 06591 06528 0,6664 06700 06736 06772 08808 06844 06579
0,6 06015 0,6050 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 07123 07157 07190 0,724
0,6 07357 07291 07334 07357 07389 07423 07454 07486 07517 07540
0,7 07580 0,7611 0,7642 0,7673 07704 0,7734 0,7764 0,7794 07823 0,7852
08 07881 07910 0,7939 O0,7967 0,7995 0,8023 08051 08078 08106 05133
0,9 05159 08186 08212 08238 08364 08389 05315 08340 08365 08580
1 08413 03438 08461 08485 08508 08531 08654 08577 08509 0862
11 08643 08665 058686 08708 08729 08740 OBT70 08790 08810 03830
1,2 0,840 08560 08888 0,8907 08925 08044 08062 089680 08997 09015
13 09032 09040 00066 00082 0,9099 09115 09131 09147 09162 09177
14 00192 09207 0,922 00236 0,9251 0,9265 09279 09202 09306 09319
15 08332 08345 09357 08370 09382 09304 09408 09418 09429 0941
16 D9452 09483 00474 09484 09405 09505 09515 09525 09535 09545
1,7 D9564 09664 00571 09582 00501 09500 09608 09616 09625 09633
18 09641 09640 00656 09604 00671 09678 09686 0,9693 09699 09706
19 08713 09719 09726 00732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
2 09772 09778 09783 DOTEE 0,0793 0,0758 08803 09808 09812 08617
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‘ w UNIVERSIDAD ﬁvﬂuui&n de Bachillerato para Acceso a la Universidad
i ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

CRITERIOS GENERALES

(1} Como norma general se deben valorar postivamente |a exposicidn dgica, or-
denada v coberenie de las respuestas

{2) 5l en el desarrollo de un problema se detecta un error numérico, que no sea
manifiestamente inconsistente con la caestidn, v ¢l desarrollo postenor es cohe-

rente con dicho error, no se debe dar especial relevancia al error, siempre v
cuando o problema ne hayva guedado reducido & uno trivial o o resultado sea
manifiestamente inconsstente con el problema a resolver.

(4] 81 un alumno da una respussta acerfads & un ejercieio sonbiendo sdlo los
resultados, sin &l desarrollo Wgico de edmo los ha obtenido, Ia puntusciin en
este apartado no podrd ser superior al 10% de 14 nota méxima prevista

(#4) Lo puntuscidn do cadi ejerciclo i de dos pontos ¥ estd sefislnds en la copia
del exnmen que s entréga al alumno. Si algin ejercicio lene subapartados,
e deberd distribuie rasonsdaments el pimero de puntos entre los mismos

(5) Laealificactém sord la suma de Ins puntusciones ohtenidas en los cineo primeros
ejercicios contestndos.
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SOLUCIONES CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE SEPTIEMBRE 2020

Problema 1:
19) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la funcién f(x) sea derivable, siendo

) :{a(x2—9)+”3—x—b. x<3
LIb(x—=2)], x=3

Solucion:

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 3, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) = lim|la(x?2 —=9) +Z —p| =0
Pa'ra X = 3 = x—>3—f( ) x—-3 [ ( ) 3 ] =
liIglJr f(x) = lirr; LIb(x —2)] =Lb = f(3)
X— xX—>

= lim f(x) = lim f(x) =f(3)=>0=Lb=>b=1.
x—3~ x—3% -
a(x2—9)+§—1.x<3

L(x—2), x=>3

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 3 cuya derivabilidad se va a forzar
determinando el correspondiente valor de a.

La funcion resulta: f(x) = {

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

1
2ax+ = six <3 1
fx) = 1 3 >x=3 :>f'(3):{6a+3 Slx<3:>
s si x=3 1six=>3

- f’(3—)=f'(3+)=>6a+§=1; 18a+1=3; 18a = 2; 9a=1=>a=§.

1
La funcién es derivable para @ = oY b=1.
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Problema 2:

29) Determinar el dominio y las asintotas de la funcion f(x) =

2)2 Calcular la recta tangente en su
punto de inflexién.
Solucion:

Por ser una funcién racional su dominio en el conjunto de los numeros reales, excepto los
valores reales de x que anulan el denominador.

(x+2)2=0=>x+2=0; x=-2 = D(f) >R —{-2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

k = 11m f(x) = hm =0 = Larectay = 0 es asintota horizontal.

2)2

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

(x+2)2=0; x=-2= Larectax = —2 es asintota vertical.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Asintota vertical: X = —2. Asintota horizontal: y = 0

Para que una funcién tenga un punto de inflexién es condicidon necesaria que se anule su
segunda derivada en ese punto:

f’( ) = 1-(x+2)2—(x+3)-[2-(x+2)-1] _ (x+2)-2-(x+3) _ x+2-2x-6 _ —x—4
X) = (x+2)* T (423 (x+2)3 (x+2)¥
" (x) = (-1)-(x+2)3—(—x-4)[3-(x+2)%-1] _ —(x+2)-3-(-x—4) _ —x—2+3x+12 _ 2x+10 _ 2:(x+5)
frx) = (x+2)6 - (x+2)% T (x42)t T (x4t (x+2)4
y _ 2:(x+5) _ . . . _ —
f(x)—0=>(x+2)4—0,2 (x+5)=0; x+5=0=x=-5.
f(=5) = = 5+2)2 = (__32)2 = —g = Punto de tangencia: P (—5,—%).

El valor de la pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su
primera derivada en ese punto.

_ ey _ —(=5)-4__5-4 1
m=f'(=5) = (-5+2)3 (=33 27

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =

m(x — xy), que aplicada al puntoP( 5, ——) conm = —ies
y+§=—%-(x+5); 27y +6=—-x—5

La recta tangente pedidaest = x+ 27y + 11 = 0.
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Problema 3:
2
39) Calcular el area del recinto limitado por las funciones f(x) = % + g —2ygx)=(x—-2)>—1ylas
rectasx = 3,x = 5.
Solucion:

Los puntos de corte de las dos funciones (parabolas) tienen por abscisas las raices de la ecuacién
que resulta de la igualacién de sus expresiones:

2
f(x)=g(x):>%+§—2=(x—2)2—1; x24+3x—18=9(x —2)2 - 09;
x>+3x—9=9- (x> —4x +4) =9x? — 36x + 36; 8x?—39x + 45 =0;

39+v1.521-1.440 39++v81 3949 30 15 48
X = = = =>X1=_=_,2=_=3
16 16 16 16 8 16

15\ _ (15 2 _( 1\? 1 63 15 63
9 =(F-2) —1=(-5) ~1=5-1=-5=4(5-2)
(Este punto no se marca en el grafico por estar muy préximo a V,)

g3)=0B-2)2-1=12-1=1-1=0= B(3,0).

Las dos funciones son parabolas convexas (U) por ser positivos sus correspondientes
coeficientes de x? cuyos vértices (minimos) son los siguientes:

"(x) = 2x 4= "(x)=0=2x+1=0 0 =3
fle) =5x+2 fle)=0=x+-=0; 2x+3=0; x=—.
(3)_(_§)2+__%_2_1_1_2—1_2_8—_E:V(_z _2)
f(=5) = 3 T4 2 T4 T a7 I 20 )

gx)=2-x—-2). g9x)=0=22-(x—2)=0; x—2=0; x=2.
g(2)=2-2%2-1=-1>1,(2-1).
f(3) =gkx) =0= B(3,0).

52 5 25+15-18 22 22
f8)=S+2-2=20 =25 0 (5, Z) x (5, 244).

Los puntos de corte con el eje X de la parabola f (x) son los siguientes:

_ —3#V9+72 _ —3+V81 _
= . =——-=

2
f(x)=0=>%+§—2=0; x2+3x—18=0; x

- %ig == x, = —6; P(—=6,0),x, =3 = B(3,0).

Los puntos de corte con el eje X de la parabola g(x) son los siguientes:
gx)=(x—-2)2—-1=x?—4x+4—-1=x%—4x+3.

= BACE _HE 2, 0 =1 E(1,0),x, =32 B(3,0).

El punto de corte con el eje Y de la pardbola g(x) es el siguiente:
g(0)=(0-2)?2-1=4-1=3>F(0,3).
g)=(5-2)2-1=9-1=8>=D(5,8).

La representacion grafica de la situacion, con los datos obtenidos, es, aproximadamente, la que
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indica la figura adjunta.

7(x)

()

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S = f35[g(x) —f(x)]-dx = f35 [(x2 —4x + 3) —(§+§—2)] cdx =

3 2 5
=f35(§x2—2x+5)-dx=[81—13—9(+5x] =
9 3 27 6 3
.53 .52 .23 22
=(ﬂ_135 +5.5)_(ﬂ_ﬁ+5.3)=M_ﬁ+25_8+§_15=
27 6 27 6 27 6 2
:2+1000_E+£:108+2000—2925+1053:@:£u2 ~ 43742 =S
27 6 2 54 54 27
A 118 2 4.37 u?
rea = —u- = 4. u
27
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Problema 4:

(a—Dx+y+3az=1
49) Discutir y resolver el sistemasax +ay —z=a segun el valor del parametro a.
(a-Dx+y+(@a—1)z=-2a+1
Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a—1 1 3a a—1 1 3a 1
M=| a a -1 |yM=| a a -1 a .
a—1 1 a-1 a—1 1 a—-1 —-2a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a—1 1 3a
IM|=| a a -1]|=
a—1 1 a-1

=ala—1)?%?+3a°-(a—1)—-3a?(a-1)+(@—-1)—ala—1) =
=a(@a®—-2a+1)+3a?-3a®+3a*>—-a’+a=
=a®—-2a’+a—-3a®+5a*+a=-2a%+3a*>+2a=-a(a’*—-3a-2)=0;

a, =0; 2a2—3a—2=0;a=3i:+16=3i2/ﬁ=%:>a2=—%,a3=2.
a+0
Para aqt—% = Rang M = Rang M' = 3 =n%incég.= S.C.D.
a+* 2
-1 1 0 1
Paraa=0=>M =0 0 -1 0]={C,=C}=RangM' =2.
-1 1 -1 1
Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbég.= S.C.I.
21 =21
2 2
Paraa=—§=>M’= -5 -5 —1 -2 ]= A efectos de rango, la matriz M’ equivale a la
21 3 2
-3 2 =3 2
matrizM" = -1 -1 -2 —1]=RangM" = {C,,C,,C,} =
-3 2 -3 4
-3 2 2
>|-1 -1 -1|=12-4+6—-6—-6+8=10%# 0= Rang M' = 3.
-3 2 4
11 6 1
Paraa=2=>M =(2 2 -1 2 |=RangM' = {C,,(5,C,} >
11 1 -3
1 6 1
=22 -1 2|=6+24+124+1-24+36=55+#0= RangM' =3.
1 1 =3
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1
Para {a = _E} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
a=2

a#0

1
Para { a = — > = Sistema Compatible Determinado.

a+2
1
Para a = 0 > Sistema Competible Indeterminado. Para {a - _E} = Sistema incompatible
a=2
Se resuelve en primer lugar paraa # 0,a # —% ya+2:
(a—1)x ++y +3az=1 {F3 > F; — F1}
ax+ay—z=a; > 1 =
F, - -F.
(a—Dx+y+(a—1z=-2a+1 27572

(a—Dx+y+3az=1

> x+y—iz=1 =z=—2
a 2a+1
—R2a+1)z=-2a

(a—Dx+y=1-3az (a—2)x=—3az—lz

= 1}${F1_>F1_F2}=> ? =
x+y=1+-z x+y=1+-z
a
- — —202, — 5 — (202 _ —(3a*+1) 2a _  -2(3a%+1)

sala—2)x=-3a*z—z=—-Ba*+1)z=>x = w2 2t aa—p@arD

. i 1 2a 2(3a2+1) _ a(a-2)(2a+1)+2a(a—2)+2(3a%+1)
Y= 1+ aZ x=1+ a 2a+1  a(a-2)(2a+1) - a(a-2)(2a+1) -

__a(2a’+a-4a-2)+2a?-4a+6a’+2 _ a(2a’-3a-2)+8a?-4a+2 _ 2a3-3a%-2a+8a’-4a+2 _

a(a—2)(2a+1) ala-2)(2a+1) o ala-2)(2a+1)

__2a3+5a%-6a+2 _
T a(a-2)(2a+1)

-2(3a%+1)  _ 2a3+5a%-6a+2 _ _ 2a

Solucién: x = a(a-2)(2a+1)’ y= a(a-2)(2a+1) ’ z= 2a+1’

Va € R —{o,—%,z}.

—x+y=1
Resolvemos ahora para a = 0; el sistema resulta {—z =0 , que es compatible
—x+y—z=1

x+y=1

indeterminado y equivalente a } Haciendo y = A:

Soluciéon:Paraa=0 - x=1—14, y=1;, z=0, VAER.
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Problema 5:
1 1 1 1
59) Calcular el siguiente determinante: D = | 5 2, - ©
9) Calcular el siguiente determinante: D = X2 y? 2 g2
X3 y3 23 83

Solucion:

Restando a cada fila la anterior multiplicada por x:

1 1 1 1
0 y—x Z—x t—x
D = 2 =
0 y"—xy z22—xz t?>—nxt
0 y3—xy? z3—xz? t3—xt?

y—Xx zZ—Xx t—x y—x Z—X t—x
=|y?i—-xy z?—-xz t’—xt|=|yly—x) z(z—x) tlt—x)]|=
y3 —xy? z3 —xz? t3— «xt? y2(y—x) z%(z—x) t*(t—x)

1 1 1
=-0-0)t-x)-|y 2z t|=D. (¥
y2 72 2
Restando en el determinante a cada fila la anterior multiplicada por y:
1 1 1 zZ—y t—y zZ—y t—y
0 zZ — t — = = =
Y YTl —yz 2=yt Tlzz—y) ey

0 z2—yz t?—yt

=@-ne-»-| {|=e-ne-ne-2.

Sustituyendo el valor hallado en la expresion (*):

D={y—-xz-—x0)t-—x)(z-—y)t—-yt-2z2).
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Problema 6:
1 0 O

62) DadalamatrizA=(0 1 0|,m € R.Hallar A1y A,
m 0 1

Solucion:

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

1 0 01 0 O 1 0 o)1 O O
(Al = (O 1 0j0 1 0) = {F; » F; —mF,;} = (O 1 000 1 0) =
m 0 110 0 1 0 0 1l-m 0 1
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Problema 7:

x+3y—4z+9=0

0 L . _
72) Hallar la ecuacion del plano que contiene a larectar = {—x 2y +z4+1=0

y es perpendicular al
planom=x+3y+z+1=0.

Solucion:

La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_x+3y—4z+9=0 _ x+3y=-9+44 _ _
7‘=—x—2y+z+1=O}Z}'Z_)‘L:>—3c—2y=—1—/1}=>y__1()-|_3’1’
x=21-51
x=—2y+1+/’1=20—61—1+/1=21—5/1=>r5{y=—10+3)L.
z=2A

Un punto y un vector director de r son P(21,—10,0) y v, = (=5,3,1).
Un vector normal del planoes 71 = (1,3, 1).

La expresidn general del plano S pedido es la siguiente:

x—21 y+10 z
B(P; v,m) =| -5 3 1| = 0;
1 3 1

3(x — 21) + (¥ + 10) — 15z — 3z — 3(x — 21) + 5(y + 10) = 0;
6(y+10)—18z=0; (y+10)—-3z=0.

B=y—3z+10=0.
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Problema 8:

x+y—z=1 _x+3 _ y+2 _ z-1
Ax — 2y + 2z = 10V S == ==, =~ vyelplano de ecuacion:

892) Dadas las rectas r = {
m=x+y—2z+ 6 =0.Hallar |la posicion relativa entre:
a) Lasrectasr y s.

b) El plano T y la recta s.

Solucion:
a) La expresidn de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_x+y—z=1 _ x+y=1+/1} .
r_Zx—y+z=5}=>Z_A=>2x—y=5—A 53x=6 x=2;
x =3
y=1+A—x=1+/1—2=—1+/1=>r5{y:—1+ﬂ.
z=A

Un punto y un vector director de la rectar son A(3,—1,0) y v, = (0,1, 1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(—3,—2,1) y v, = (1,2, 3).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB =[B—-A]l=[(-3,-1,1) — (3,-2,0)] = (—6,1,1).

Segun que los vectores {v,, V;, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

0o 1 1
Rang {v;,ve,w}=>|1 2 3|=1-184+12—-1+#0>
-6 1 1

— —> —> — — —> .
= Rang {v,, v, W} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy S Se cruzan.

b) La expresion de la recta s = GAE YT“ = % por unas ecuaciones continuas es las siguiente:
2x+6=y+2 _ 2x—y=-4
=>s= .
3x+9=z—1} S 3x—z=—10}
2x —y =—4
La recta s y el plano 7 determinan el sistema 3x —z = —10}.
x+y—z=-6

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
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2 -1 0 2 -1 0 -4
M=|3 0 -1|yM=(3 0 -1 -10).

1 1 -1 1 1 -1 -6
Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.

2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larecta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

2 -1 0
RangM = (3 0 -1|=>1+2-3=0=RangM = 2.
1 1 -1

2 -1 0 -4 1 1 -1 -6
M = (3 0 -1 —10) > {F, o F} = (3 0 -1 —10) =
1 1 -1 -6 2 -1 0 —4
{FZ - F, — 3F,

1 1 -1 -6
f%ﬁ&—aﬂ}:<0'8 2 8 |=>{F,=F}>RangM' =2.

0 -3 2 8
Rang M = Rang M' = 2 =

La recta s esta contenida en el plano
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Problema 9:

99) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribucién Normal, de media 15 dias y
desviacion tipica 4 dias.

a) Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias.
b) Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 dias.
Solucion:

Datos: u =15; o = 4.
a)

X-15
T

)=P(z2<Z) =Pz <-125)=

X - N(u; 0) = N(15,4). Tipificando la variable: Z =

10-15
4

=1-P(Z<125)=1-0.8944 = 0.1056.

P=P(X<10)=P(Z<

La probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias es 0. 1056

b)

P=P11<X<19)=P( <z ) =p (225 =

—P(-1<Z<1)=PZ<1)-[1-PZ<D]=PZ<1)-1+P(Z<1)=
—2.P(Z<1)—1=2-08413—1=1.6826 — 1 = 0.6826.

La probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11y 19 dias es 0. 6826
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Problema 10:

109). En una clase de 35 alumnos asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban una determinada asignatura
el 80 % de los alumnos que asisten a clase y el 10 % de los que no asisten. Se elige un alumno al azar.

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueban dicha asignatura.
b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que haya asistido a clase.

Solucion:

Llamamos As al suceso asistir a clase, NOAS al suceso, no asistir. Llamamos Ap al suceso aprobar la
asignatura, y S al suceso haber suspendido.

Nos dan los siguientes datos: P(As) = 30/35; P(A/As) = 80/100; P(A/NoAs) = 10/100.
Los llevamos a un diagrama de arbol:

A (BM0.8

0E
As
I0/I5=6/T
0z s (601
01 A (1mo.
5/35=117 Nokg
09

s (1Mpa

a) Para calcular los alumnos que aprueban debemos recorrer dos ramas del arbol, y tenemos:

48401 4.9

P(A) = P(As) - P(A/As) + P(NoAs) - P(A/NoAs) = (g) .(0.8) + (;) (0.1 == .

= 0.7

Aprueban esa asignatura el 70 % del alumnado.

b) Nos piden ahora P(As/S). Sabemos que:

As\ _ P(AsnS) _ (3)-02 2,
P (?) PGS (g)-O.Z +(%)_0_9 = T2409 T 5, T 0.5714.

Sabiendo que el alumno ha suspendido, la probabilidad de que haya asistido a clase es de 0.57.
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