
289 

 

 

 

 

 

 

 

 

www.apuntesmareaverde.org.es 

 

Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

MATEMÁTICAS II 
Selectividad 2020 

Comunidad autónoma de

LA RIOJA 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)290 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)291 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)292 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)293 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)294 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)295 

SOLUCIONES CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020 

Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Calcula el siguiente límite: lim
௫→଴

ቀଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ

భ
ೞ೐೙ ೣ

. 

𝑏ሻ Determinar el valor de la constante real 𝑎 para que se satisfaga la siguiente desigualdad:  

lim
௫→ସ

௧௚ ቂቀഏ
ఴ

ାଵቁ൉√௫ିଶቃ

௫మିଵ଺ା௔௫
ൌ ଵ

ଷଶ
. 

Solución: 

𝑎ሻ lim
௫→଴

ቀଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ

భ
ೞ೐೙ ೣ ൌ ቀଵି௦௘௡ ଴൉௖௢௦ ଴

ଵା௦௘௡ ଴൉௖௢௦ ଴
ቁ

భ
ೞ೐೙ బ ൌ ቀଵି଴

ଵା଴
ቁ

భ
బ ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ 𝐴 ൌ lim
௫→଴

ቀଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ

భ
ೞ೐೙ ೣ ;   𝐿𝐴 ൌ lim

௫→଴
ቀ ଵ

௦௘௡ ௫
൉ 𝐿 ଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ ൌ  

ൌ lim
௫→଴

௅ቀଵିభ
మ

൉௦௘௡ ଶ௫ቁି௅ቀଵାభ
మ

൉௦௘௡ ଶ௫ቁ

௦௘௡ ௫
ൌ

௅ቀଵିభ
మ

൉௦௘௡ ଴ቁି௅ቀଵାభ
మ

൉௦௘௡ ଴ቁ

௦௘௡ ௫
ൌ ௅ଵି௅ଵ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→଴

ష ౙ౥౩ మೣ

భష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

ି ౙ౥౩ మೣ

భశ
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

௖௢௦ ௫
ൌ lim

௫→଴
cos 2𝑥 ൉ lim

௫→଴

షభ

భష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

ି భ

భశ
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

௖௢௦ ௫
ൌ  

ൌ 1 ൉ lim
௫→଴

షభష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣషభశ

భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

ቀభష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣቁ൉ቀభశ

భ
మ൉ೞ೐೙ మೣቁ

௖௢௦ ௫
ൌ lim

௫→଴

ିଶ

௖௢௦ ௫൉ቀଵିభ
ర

൉௦௘௡మଶ௫ቁ
ൌ ିଶ

௖௢௦ ଴൉ቀଵିభ
ర

൉௦௘௡మ଴ቁ
ൌ ିଶ

ଵ൉ଵ
ൌ െ2. 

 

lim
௫→଴

൬
1 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥
1 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥

൰

ଵ
௦௘௡ ௫

ൌ 𝑒ିଶ ൌ
𝟏
𝒆𝟐 

 

𝑏ሻ  

lim
௫→ସ

௧௚ ቂቀഏ
ఴ

ାଵቁ൉√௫ିଶቃ

௫మିଵ଺ା௔௫
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

௧௚ ቀഏశఴ
ఴ

൉√ସିଶቁ

ସమିଵ଺ା௔൉ସ
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

௧௚ ቀഏశఴ
ర

ିଶቁ

ସ௔
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

௧௚ ഏశఴషఴ
ర

ସ௔
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

 

௧௚ ഏ
ర

௔
ൌ ଵ

଼
;  ଵ

௔
ൌ ଵ

଼
 ⇒  𝑎 ൌ 8. 

𝒂 ൌ 𝟖 
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Problema 2: 

2º)  Determinar  los  valores  de  los  parámetros  reales 𝑎 𝑦 𝑏  para  que  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏  y 
𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑎, sean tangentes en el punto de abscisa 𝑥 ൌ െ1. Para los valores obtenidos de 𝑎 𝑦 𝑏, 
calcular la recta tangente a las curvas en 𝑥 ൌ െ1. 

Solución: 

  La  pendiente  de  la  tangente  a  una  función  en  un  punto  es  igual  que  el  valor  de  su  primera 
derivada en ese punto: 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑔ᇱሺെ1ሻ. 

 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑎𝑥 ⇒  𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ െ2𝑎. 

 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 1 ⇒  𝑔ᇱሺെ1ሻ ൌ െ2 ൅ 1 ൌ െ1. 

 

  𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑔ᇱሺെ1ሻ ⇒ െ2𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑎 ൌ ଵ

ଶ
. 

 

  Las funciones resultan 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଶ
𝑥ଶ ൅ 𝑏 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ ଵ

ଶ
. 

 

  En el punto de corte tiene que cumplirse que 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑔ሺെ1ሻ: 

 

  𝑓ሺെ1ሻ ൌ ଵ

ଶ
൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
൅ 𝑏. 

 

  𝑔ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1ሻଶ െ 1 ൅ ଵ

ଶ
ൌ 1 െ ଵ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
. 

 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑔ሺെ1ሻ ⇒ ଵ

ଶ
൅ 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
 ⇒  𝑏 ൌ 0. 

𝒂 ൌ
𝟏
𝟐

;   𝒃 ൌ 𝟎 

   

El punto de tangencia es 𝑃 ቀെ1, ଵ

ଶ
ቁ y la pendiente 𝑚 ൌ 𝑔ᇱሺെ1ሻ ൌ െ1. 

  La ecuación de la recta punto‐pendiente es 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ: 

  𝑦 െ ଵ

ଶ
ൌ െ1 ൉ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ െ𝑥 െ 1;   2𝑦 െ 1 ൌ െ2𝑥 െ 2. 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝒕 ≡ 𝟐𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎 
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Problema 3: 

3º) Calcular el área del recinto limitado por la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜𝑥ଶ, 𝑥 ൏ 0
𝑥, 𝑥 ൒ 0

, las rectas 𝑥 ൌ െ2, 𝑥 ൌ 2 y el 

eje OX. 

Solución: 

  La representación gráfica de la función, aproximada, se expresa en la figurea adjunta. 

 

  La superficie a calcular es la siguiente: 

 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑥ଶ଴
ିଶ ൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ 𝑥

ଶ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 

 

ൌ ቂ௫య

ଷ
ቃ

ିଶ

଴
൅ ቂ௫మ

ଶ
ቃ

଴

ଶ
ൌ 0 െ ቂ

ሺିଶሻయ

ଷ
ቃ ൅ ଶమ

ଶ
െ 0 ൌ  

 

ൌ ଼

ଷ
൅ 2 ൌ ଵସ

ଷ
. 

 

𝑺 ൌ
𝟏𝟒
𝟑

 𝒖𝟐 ≅ 𝟒. 𝟔𝟕 𝒖𝟐 

 

   

15𝑌

𝑂  𝑋െ2

4 

𝑆 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

6 

2 

2 
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Problema 4: 

4º) Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ , 𝑚 ∈ 𝑅 ∖ ሼ0ሽ. 

𝑎ሻ Hallar 𝛼 𝑦 𝛽 de tal forma que 𝐴ଶ ൌ 𝛼𝐴 ൅ 𝛽𝐼, siendo 𝐼 la matriz identidad. 

𝑏ሻ Calcula 𝐴ହ utilizando la igualdad anterior. 

Solución: 

𝑎ሻ  

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ൉ ൭
2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ൌ ൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱. 

 

𝐴ଶ ൌ 𝛼𝐴 ൅ 𝛽𝐼 ⇒ ൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൌ ൭

2𝑎 0 0
0 2𝑎 0

𝑚𝑎 0 2𝑎
൱ ൅ ൭

𝛽 0 0
0 𝛽 0
0 0 𝛽

൱ ;  

 

൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൌ ൭

2𝑎 ൅ 𝛽 0 0
0 2𝑎 ൅ 𝛽 0

𝑚𝑎 0 2𝑎 ൅ 𝛽
൱ ⇒ 𝑎 ൌ 4.    4 ൌ 8 ൅ 𝛽;  𝛽 ൌ െ4.  

𝒂 ൌ 𝟒; 𝜷 ൌ െ𝟒. 

 

𝑏ሻ  

𝐴ହ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൉ ൭

4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൉ ൭

2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ൌ  

 

ൌ ൭
16 0 0
0 16 0

32𝑚 0 16
൱ ൉ ൭

2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ⇒ 𝐴ହ ൌ ൭
32 0 0
0 32 0

80𝑚 0 32
൱.  

 

𝐴ହ ൌ ൭
32 0 0
0 32 0

80𝑚 0 32
൱ 
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Problema 5: 

5º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 
𝑎𝑦 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎
              𝑎𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
           𝑥 ൅ 𝑎𝑧 ൌ െ𝑎

ൡ: 

𝑎ሻ Discutir y resolver según el valor del parámetro real 𝑎. 

𝑏ሻ Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para 𝑎 ൌ 2. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

    
𝑎
𝑎

െ𝑎
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

อ ൌ 𝑎 െ 𝑎ଷ ൌ 0;   𝑎ሺ1 െ 𝑎ଶሻ ൌ 0 ⇒ ൝
𝑎ଵ ൌ 0   
𝑎ଶ ൌ െ1
𝑎ଷ ൌ 1   

.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝
𝑎 ് 0

𝑎 ് െ1
𝑎 ് 1

ൡ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 0 1
0 0 1
1 0 0

    
0
0
0

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

        𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 െ1 0

െ1 0 1
1 0 െ1

    
െ1
െ1
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ െ𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ 𝑎 ൌ 0
𝑎 ൌ െ1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 2
1 0 1
1 0 1

    
1
1

െ1
൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
0 1 1
1 0 1
1 0 െ1

อ ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

  Se resuelve el sistema para los diferentes casos compatibles. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ് 0, 𝑎 ് െ1, 𝑎 ് 1 se resuelve por el método de Gauss: 

൭
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

    
𝑎
𝑎

െ𝑎
൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭

1 0 𝑎
𝑎 0 1
0 𝑎 𝑎 ൅ 1

    
െ𝑎
𝑎
𝑎

൱ ⇒  
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⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝑎𝐹ଵሽ ⇒ ൭
1 0 𝑎
0 0 1 െ 𝑎ଶ

0 𝑎 𝑎 ൅ 1
    

െ𝑎
𝑎 ൅ 𝑎ଶ

𝑎
൱ ⇒ ሺ1 െ 𝑎ଶሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 𝑎ଶ;  

𝑧 ൌ ௔ା௔మ

ଵି௔మ ൌ ௔ሺଵା௔ሻ

ሺଵା௔ሻሺଵି௔ሻ
ൌ ௔

ଵି௔
. 

  𝑎𝑦 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎;   𝑎𝑦 ൌ 𝑎 െ ሺ1 ൅ 𝑎ሻ ൉ ௔

ଵି௔
ൌ ௔ି௔మି௔ି௔మ

ଵି௔
ൌ ିଶ௔మ

ଵି௔
⇒ 𝑦 ൌ ିଶ௔

ଵି௔
. 

  𝑥 ൅ 𝑎𝑧 ൌ െ𝑎;   𝑥 ൌ െ𝑎 െ 𝑎𝑧 ൌ െ𝑎 െ ௔మ

ଵି௔
ൌ ି௔ା௔మି௔మ

ଵି௔
ൌ ି௔

ଵି௔
. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ ି௔

ଵି௔
, 𝑦 ൌ ିଶ௔

ଵି௔
, 𝑧 ൌ ௔

ଵି௔
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼെ1, 0, 1ሽ. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 0 1
0 0 1
1 0 0

    
0
0
0

൱. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ 0, 𝑦 ൌ 𝜆, 𝑧 ൌ 0, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 െ1 0

െ1 0 1
1 0 െ1

    
െ1
െ1
1

൱ ⇒ െ𝑦 ൌ െ1;   𝑦 ൌ 1. 

𝑥 െ 𝑧 ൌ 1 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆;   𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆.  

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆, 𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼെ1, 0, 1ሽ, 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜: 𝑥 ൌ ି௔

ଵି௔
, 𝑦 ൌ ିଶ௔

ଵି௔
, 𝑧 ൌ ௔

ଵି௔
. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0, 

sistema compatible indeterminado: 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆, 𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1, sistema compatible 
indeterminado: 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆, 𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1, sistema incompatible. 

𝑏ሻ  

  Para 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑀 ൌ ൭
0 2 3
2 0 1
1 0 2

൱.  |𝑀| ൌ อ
0 2 3
2 0 1
1 0 2

อ ൌ 2 െ 8 ൌ െ6. 

𝑀௧ ൌ ൭
0 2 1
2 0 0
3 1 2

൱.    𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝑀௧ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

ቚ0 0
1 2

ቚ െ ቚ2 0
3 2

ቚ ቚ2 0
3 1

ቚ

െ ቚ2 1
1 2

ቚ ቚ0 1
3 2

ቚ െ ቚ0 2
3 1

ቚ

ቚ2 1
0 0

ቚ െ ቚ0 1
2 0

ቚ ቚ0 2
2 0

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ 

ൌ ൭
0 െ4 2

െ3 െ3 6
0 2 െ4

൱.  

𝑀ିଵ ൌ ஺ௗ௝.  ௗ௘ ெ೟

|ெ|
ൌ

൭
଴ ିସ ଶ

ିଷ ିଷ ଺
଴ ଶ ିସ

൱

ି଺
 ⇒  𝑀ିଵ ൌ ଵ

଺
൉ ൭

0 4 െ2
3 3 െ6
0 െ2 4

൱. 

𝑀ିଵ ൌ
1
6

൉ ൭
0 4 െ2
3 3 െ6
0 െ2 4

൱ 
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Problema 6: 

6º) Sean las matrices 𝐴 ൌ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀ 5 െ2
െ4 2

ቁ: 

𝑎ሻ Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: 
3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ𝑋 ൅ 2𝑌 ൌ 𝐵

ቅ. 

𝑏ሻ Calcular, si existen, las matrices inversas de X e Y. 

Solución: 

𝑎ሻ  

3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ𝑋 ൅ 2𝑌 ൌ 𝐵

ቅ     6𝑋 െ 10𝑌 ൌ 2𝐴
െ5𝑋 ൅ 10𝑌 ൌ 5𝐵

ቅ ⇒ 𝑋 ൌ 2𝐴 ൅ 5𝐵.  

 

𝑋 ൌ 2 ൉ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ ൅ 5 ൉ ቀ 5 െ2
െ4 2

ቁ ൌ ቀെ26 10
20 െ10

ቁ ൅ ቀ 25 െ10
െ20 10

ቁ. 

 

𝑋 ൌ ቀെ1 0
0 0

ቁ. 

 

3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ𝑋 ൅ 2𝑌 ൌ 𝐵

ቅ   3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ3𝑋 ൅ 6𝑌 ൌ 3𝐵

ቅ ⇒ 𝑌 ൌ 𝐴 ൅ 3𝐵.  

 

𝑌 ൌ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ ൅ 3 ൉ ቀ 5 െ2
െ4 2

ቁ ൌ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ ൅ ቀ 15 െ6
െ12 6

ቁ. 

 

𝑌 ൌ ቀ 2 െ1
െ2 1

ቁ. 

𝑿 ൌ ቀെ𝟏 𝟎
𝟎 𝟎

ቁ. 𝒀 ൌ ቀ 𝟐 െ𝟏
െ𝟐 𝟏

ቁ 

 

𝑏ሻ  

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

 

  |𝑋| ൌ ቚെ1 0
0 0

ቚ ൌ 0 ⇒ 𝑋 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

  |𝑌| ൌ ቚ 2 െ1
െ2 1

ቚ ൌ 2 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑌 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

No existen. No son invertibles. 
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Problema 7: 
7º) Determinar, en función del parámetro real 𝑎, la posición relativa de los siguientes planos: 

ቐ
𝜋ଵ ≡ ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑎                    
𝜋ଶ ≡ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑥 ൅ ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ𝑎
𝜋ଷ ≡ 𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ𝑎                          

. 

Solución: 
Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema que determinan los tres planos son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
𝑎 െ 1 1 െ1
𝑎 ൅ 1 2𝑎 ൅ 1 1

𝑎 𝑎 1
൱  𝑦 𝑀ᇱ ൌ ൭

𝑎 െ 1 1 െ1
𝑎 ൅ 1 2𝑎 ൅ 1 1

𝑎 𝑎 1
    

𝑎
െ𝑎
െ𝑎

൱. 

Según sean los rangos de estas matrices, la posición relativa de los planos son las siguientes: 

1º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 

2º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑎 𝑑𝑜𝑠. 

3º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 

4º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠. 

5º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ อ
𝑎 െ 1 1 െ1
𝑎 ൅ 1 2𝑎 ൅ 1 1

𝑎 𝑎 1
อ ൌ 

ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻሺ2𝑎 ൅ 1ሻ െ 𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൅ 𝑎 ൅ 𝑎ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ െ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ  

ൌ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2𝑎 െ 1 െ 𝑎ଶ െ 𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 𝑎 െ 1 ൌ 2𝑎ଶ െ 2 ൌ 0;  

2ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ൌ 0;  𝑎ଶ െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ െ1, 𝑎ଶ ൌ 1. 

𝑆𝑖 ቄ𝑎 ് െ1
𝑎 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ2 1 െ1
0 െ1 1

െ1 െ1 1
    

െ1
1
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଷ ൌ 𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 െ1
2 3 1
1 1 1

    
1

െ1
െ1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଷ ൌ െ𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑆𝑖 ቄ𝑎 ൌ െ1
𝑎 ൌ 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 

  Por diferenciar los casos, las rectas que determinan son las siguientes: 

  𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ2 1 െ1
0 െ1 1

െ1 െ1 1
    

െ1
1
1

൱ ⇒ 𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1       
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1. 

𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 െ1
2 3 1
1 1 1

    
1

െ1
െ1

൱ ⇒ 𝑠 ≡ ൜
𝑦 െ 𝑧 ൌ 1           
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1.  
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Problema 8: 

8º) Dados los vectores 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ 𝑦 𝑣⃗ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ. 

𝑎ሻ Hallar un vector 𝑤ሬሬ⃗  de módulo uno, que sea perpendicular a 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗. 

𝑏ሻ Calcular el área del paralelogramo determinado por 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  Un vector perpendicular a los vectores 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗ es cualquiera que sea linealmente dependiente de 
su producto vectorial: 

 

  𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 3
0 1 1

อ ൌ 2𝑖 ൅ 𝑘 െ 3𝑖 െ 𝑗 ൌ െ𝑖 െ 𝑗 ൅ 𝑘 ൌ ሺെ1, െ1, 1ሻ. 

 

  Para  obtener  un  vector  unitario  linealmente  dependiente  de  𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗   basta  con  dividir  sus 
componentes por su módulo: 

 

  ห𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ √1 ൅ 1 ൅ 1 ൌ √3. 

 

𝑤ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ
ିଵ

√ଷ
,

ିଵ

√ଷ
,

ଵ

√ଷ
ቁ  𝑦 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ

ଵ

√ଷ
,

ଵ

√ଷ
,

ିଵ

√ଷ
ቁ. 

 

𝑏ሻ  

El área del paralelogramo determinado por dos vectores es el módulo de su producto vectorial: 

 

𝐴𝑟𝑒𝑎 ൌ |𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗| ൌ √3 𝑢ଶ. 
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Problema 9: 

9º)  En  una  clase  de  primero  de  primaria  el  50  %  de  los  niños  practica  natación,  el  20  %  practica 
baloncesto y el 5 % ambos deportes. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que un niño elegido al azar no practique natación ni baloncesto. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de que un niño practique natación si juega al baloncesto. 

Solución: 

  𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 0.50;   𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0.20;   𝑃ሺ𝑁 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0.05. 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃൫𝑁 ∩ 𝐵൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑁 ∪ 𝐵ሻ ൌ 

 

ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝑁 ∩ 𝐵ሻሿ ൌ 1 െ ሺ0.5 ൅ 0.2 െ 0.05ሻ ൌ  

 

ൌ 1 െ ሺ0.70 െ 0.5ሻ ൌ 1 െ 0.65 ൌ 0.35. 

 

La probabilidad de que un niño elegido al azar no practique natación ni baloncesto es 0.35. 

 

𝑏ሻ  

𝑃ሺ𝑁|𝐵ሻ ൌ ௉ሺே∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
ൌ ଴,଴ହ

଴,ଶ଴
ൌ ହ

ଶ଴
ൌ ଵ

ସ
ൌ 0.25. 

 

La probabilidad de que un niño practique natación si juega al baloncesto es 0.25. 

   

𝑁 

𝐵

𝑁 ∩ 𝐵 ൌ 1 െ ሺ𝑁 ∪ 𝐵ሻ 
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Problema 10: 

10º)  Se  sabe  que  dos  poblaciones  distintas,  X  e  Y,  se  distribuyen  según  una  Normal  de  media  25. 
Además 𝑃ሺ𝑋 ൒ 27ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൒ 30ሻ ൌ 0.1587. Calcular sus respectivas varianzas. 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 25;   𝜎. 

 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ25, 𝜎ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶହ

ఙ
. 

 

  Para 𝑃ሺ𝑋 ൒ 27ሻ ൌ 0.1587. 

 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 27ሻ ൌ 0.1587 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ଻ିଶହ

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;  

 

1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 08413. 

 

  Buscando en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ de forma inversa, a 0.8413 le corresponde 1, por lo cual: 

   

 
ଶ

ఙ
ൌ 1 ⇒ 𝜎 ൌ 2 ⇒ 𝜎ଶ ൌ 4. 

 

  Para 𝑃ሺ𝑌 ൒ 30ሻ ൌ 0.1587. 

 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൒ 30ሻ ൌ 0.1587 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଷ଴ିଶହ

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ହ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;  

 

1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ఙ
ቁ ൌ 0.8413. 

 

 
ହ

ఙ
ൌ 1 ⇒ 𝜎 ൌ 5 ⇒ 𝜎ଶ ൌ 25. 

 

𝝈𝑿
𝟐 ൌ 𝟒:  𝝈𝒀

𝟐 ൌ 𝟐𝟓 
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SOLUCIONES CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE SEPTIEMBRE 2020 

Problema 1: 

1º) Calcular los valores de los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ sea derivable, siendo 

 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑎ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൅ ௕௫

ଷ
െ 𝑏.  𝑥 ൏ 3

𝐿ሾ𝑏ሺ𝑥 െ 2ሻሿ, 𝑥 ൒ 3
. 

Solución: 

Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 3, cuya continuidad es dudosa y se van a 
determinar los valores reales de 𝑎 𝑦 𝑏 para que lo sea. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 3 ⇒ ቐ
lim

௫→ଷష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଷ
ቂ𝑎ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൅ ௕௫

ଷ
െ 𝑏ቃ ൌ 0

lim
௫→ଷశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଷ

𝐿ሾ𝑏ሺ𝑥 െ 2ሻሿ ൌ 𝐿𝑏 ൌ 𝑓ሺ3ሻ
⇒ 

⇒ lim
௫→ଷష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଷశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ3ሻ ⇒ 0 ൌ 𝐿𝑏 ⇒ 𝑏 ൌ 1. 

  La función resulta: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑎ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൅ ௫

ଷ
െ 1.  𝑥 ൏ 3

𝐿ሺ𝑥 െ 2ሻ, 𝑥 ൒ 3
. 

  La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  derivable  en  R,  excepto  para  𝑥 ൌ 3  cuya  derivabilidad  se  va  a  forzar 
determinando el correspondiente valor de 𝑎. 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቐ
2𝑎𝑥 ൅ ଵ

ଷ
  𝑠𝑖 𝑥 ൏ 3

ଵ

௫ିଶ
      𝑠𝑖  𝑥 ൒ 3   

 ⇒ 𝑥 ൌ 3 ⇒ 𝑓ᇱሺ3ሻ ൌ ቊ6𝑎 ൅ ଵ

ଷ
  𝑠𝑖  𝑥 ൏ 3

1  𝑠𝑖  𝑥 ൒ 3
 ⇒  

⇒  𝑓ᇱሺ3ିሻ ൌ 𝑓ᇱሺ3ାሻ ⇒ 6𝑎 ൅ ଵ

ଷ
ൌ 1;   18𝑎 ൅ 1 ൌ 3;   18𝑎 ൌ 2;   9𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑎 ൌ ଵ

ଽ
. 

 

La función es derivable para 𝒂 ൌ
𝟏

𝟗
 y 𝒃 ൌ 𝟏. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)311 

Problema 2: 

2º) Determinar el dominio y las asíntotas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ. Calcular la recta tangente en su 

punto de inflexión. 

Solución: 

Por  ser  una  función  racional  su  dominio  en  el  conjunto  de  los  números  reales,  excepto  los 
valores reales de 𝑥 que anulan el denominador. 

ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ2 ⇒  𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼെ2ሽ. 

  Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ஶ

௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ ൌ 0 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ 0 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

  ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൌ 0;   𝑥 ൌ െ2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑥 ൌ െ2 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙. 

𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑜𝑏𝑙𝑖𝑐𝑢𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠. 

Asíntota vertical: 𝒙 ൌ െ𝟐. Asíntota horizontal: 𝒚 ൌ 𝟎 

Para  que  una  función  tenga  un  punto  de  inflexión  es  condición  necesaria  que  se  anule  su 
segunda derivada en ese punto: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ൉ሺ௫ାଶሻమିሺ௫ାଷሻ൉ሾଶ൉ሺ௫ାଶሻ൉ଵሿ

ሺ௫ାଶሻర ൌ
ሺ௫ାଶሻିଶ൉ሺ௫ାଷሻ

ሺ௫ାଶሻయ ൌ ௫ାଶିଶ௫ି଺

ሺ௫ାଶሻయ ൌ ି௫ିସ

ሺ௫ାଶሻయ. 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ሺିଵሻ൉ሺ௫ାଶሻయିሺି௫ିସሻ൉ൣଷ൉ሺ௫ାଶሻమ൉ଵ൧

ሺ௫ାଶሻల ൌ ିሺ௫ାଶሻିଷ൉ሺି௫ିସሻ

ሺ௫ାଶሻర ൌ ି௫ିଶାଷ௫ାଵଶ

ሺ௫ାଶሻర ൌ ଶ௫ାଵ଴

ሺ௫ାଶሻర ൌ ଶ൉ሺ௫ାହሻ

ሺ௫ାଶሻర   

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ଶ൉ሺ௫ାହሻ

ሺ௫ାଶሻర ൌ 0;   2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 5ሻ ൌ 0;   𝑥 ൅ 5 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ െ5.  

𝑓ሺെ5ሻ ൌ ିହାଷ

ሺିହାଶሻమ ൌ ିଶ

ሺିଷሻమ ൌ െ ଶ

ଽ
⇒ Punto de tangencia: 𝑃 ቀെ5, െ ଶ

ଽ
ቁ. 

El valor de  la pendiente de  la  tangente a una  función en un punto es  igual que el valor de su 
primera derivada en ese punto. 

  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺെ5ሻ ൌ ିሺିହሻିସ

ሺିହାଶሻయ ൌ ହିସ

ሺିଷሻయ ൌ െ ଵ

ଶ଻
. 

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ

𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝑃 ቀെ5, െ ଶ

ଽ
ቁ con 𝑚 ൌ െ ଵ

ଶ଻
 es: 

  𝑦 ൅ ଶ

ଽ
ൌ െ ଵ

ଶ଻
൉ ሺ𝑥 ൅ 5ሻ;   27𝑦 ൅ 6 ൌ െ𝑥 െ 5 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑝𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑠 𝑡 ≡ 𝒙 ൅ 𝟐𝟕𝒚 ൅ 𝟏𝟏 ൌ 𝟎. 
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Problema 3: 

3º) Calcular el área del recinto limitado por las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 1 y las 

rectas 𝑥 ൌ 3, 𝑥 ൌ 5. 

Solución: 

  Los puntos de corte de las dos funciones (parábolas) tienen por abscisas las raíces de la ecuación 
que resulta de la igualación de sus expresiones: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2 ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 1;  𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 18 ൌ 9ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 9; 

𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 9 ൌ 9 ൉ ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 4ሻ ൌ 9𝑥ଶ െ 36𝑥 ൅ 36;   8𝑥ଶ െ 39𝑥 ൅ 45 ൌ 0;  

𝑥 ൌ ଷଽേ√ଵ.ହଶଵିଵ.ସସ଴

ଵ଺
ൌ ଷଽേ√଼ଵ

ଵ଺
ൌ ଷଽേଽ

ଵ଺
⇒ 𝑥ଵ ൌ ଷ଴

ଵ଺
ൌ ଵହ

଼
, 𝑥ଶ ൌ ସ଼

ଵ଺
ൌ 3. 

  𝑔൫భఱ
ఴ

൯ ൌ ቀଵହ

଼
െ 2ቁ

ଶ
െ 1 ൌ ቀെ ଵ

଼
ቁ

ଶ
െ 1 ൌ ଵ

଺ସ
െ 1 ൌ െ ଺ଷ

଺ସ
⇒ 𝐴 ቀଵହ

଼
, െ ଺ଷ

଺ସ
ቁ. 

   (Este punto no se marca en el gráfico por estar muy próximo a 𝑉ଶ) 

  𝑔ሺ3ሻ ൌ ሺ3 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 1ଶ െ 1 ൌ 1 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

  Las  dos  funciones  son  parábolas  convexas  ሺ∪ሻ  por  ser  positivos  sus  correspondientes 
coeficientes de 𝑥ଶ cuyos vértices (mínimos) son los siguientes: 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

ଽ
𝑥 ൅ ଵ

ଷ
.    𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ଶ

ଽ
𝑥 ൅ ଵ

ଷ
ൌ 0;   2𝑥 ൅ 3 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ ଷ

ଶ
. 

  𝑓൫ିయ
మ
൯ ൌ

ቀିయ
మ

ቁ
మ

ଽ
൅

ିయ
మ

ଷ
െ 2 ൌ ଵ

ସ
െ ଵ

ଶ
െ 2 ൌ ଵିଶି଼

ସ
ൌ െ ଽ

ସ
⇒ 𝑉ଵ ቀെ ଷ

ଶ
, െ ଽ

ସ
ቁ. 

𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൉ ሺ𝑥 െ 2ሻ.  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2 ൉ ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0;   𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2. 

  𝑔ሺ2ሻ ൌ ሺ2 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ െ1 ⇒ 𝑉ଶሺ2, െ1ሻ. 

  𝑓ሺ3ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

  𝑓ሺ5ሻ ൌ ହమ

ଽ
൅ ହ

ଷ
െ 2 ൌ ଶହାଵହିଵ଼

ଽ
ൌ ଶଶ

ଽ
⇒ 𝐶 ቀ5, ଶଶ

ଽ
ቁ ൎ 𝐶ሺ5, 2.44ሻ. 

  Los puntos de corte con el eje X de la parábola 𝑓ሺ𝑥ሻ son los siguientes: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2 ൌ 0;  𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 18 ൌ 0;  𝑥 ൌ ିଷേ√ଽା଻ଶ

ଶ
ൌ ିଷേ√଼ଵ

ଶ
ൌ  

ൌ ିଷേଽ

ଶ
⇒⇒ 𝑥ଵ ൌ െ6;   𝑃ሺെ6, 0ሻ, 𝑥ଶ ൌ 3 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

  Los puntos de corte con el eje X de la parábola 𝑔ሺ𝑥ሻ son los siguientes: 

  𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 4 െ 1 ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3. 

𝑥 ൌ ସേ√ଵ଺ିଵଶ

ଶ
ൌ ସേ√ସ

ଶ
ൌ ସേଶ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ 1;   𝐸ሺ1, 0ሻ, 𝑥ଶ ൌ 3 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

El punto de corte con el eje Y de la parábola 𝑔ሺ𝑥ሻ es el siguiente: 

𝑔ሺ0ሻ ൌ ሺ0 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 4 െ 1 ൌ 3 ⇒ 𝐹ሺ0, 3ሻ. 

  𝑔ሺ5ሻ ൌ ሺ5 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 9 െ 1 ൌ 8 ⇒ 𝐷ሺ5, 8ሻ. 

  La representación gráfica de la situación, con los datos obtenidos, es, aproximadamente, la que 
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indica la figura adjunta. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ହ

ଷ ൌ ׬ ቂሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3ሻ െ ቀ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2ቁቃ ൉ 𝑑𝑥

ହ
ଷ ൌ 

ൌ ׬ ቀ଼

ଽ
𝑥ଶ െ ଵଷ

ଷ
𝑥 ൅ 5ቁ ൉ 𝑑𝑥

ହ
ଷ ൌ ቂ଼௫య

ଶ଻
െ ଵଷ௫మ

଺
൅ 5𝑥ቃ

ଷ

ହ
ൌ   

ൌ ቀ଼൉ହయ

ଶ଻
െ ଵଷ൉ହమ

଺
൅ 5 ൉ 5ቁ െ ቀ଼൉ଷయ

ଶ଻
െ ଵଷ൉ଷమ

଺
൅ 5 ൉ 3ቁ ൌ ଵ ଴଴଴

ଶ଻
െ ଷଶହ

଺
൅ 25 െ 8 ൅ ଷଽ

ଶ
െ 15 ൌ  

ൌ 2 ൅ ଵ ଴଴଴

ଶ଻
െ ଷଶହ

଺
൅ ଷଽ

ଶ
ൌ ଵ଴଼ ା ଶ ଴଴଴ ି ଶ ଽଶହ ା ଵ ଴ହଷ

ହସ
ൌ ଶଷ଺

ହସ
ൌ ଵଵ଼

ଶ଻
 𝑢ଶ ≅ 4.37 𝑢ଶ ൌ 𝑆.  

 

Á𝒓𝒆𝒂 ൌ  
𝟏𝟏𝟖
𝟐𝟕

 𝒖𝟐 ≅ 𝟒. 𝟑𝟕 𝒖𝟐 

   

െ2
𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑃 

𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑌

𝑋 
𝑂

𝐵

𝐶 

6 െ2െ6  െ4 

𝑉ଵ

6

4

2

2

8

𝑆

4

𝑉ଶ

𝐸

𝐹

𝐷 
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Problema 4: 

4º) Discutir y resolver el sistema ቐ
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑎𝑧 ൌ 1                       
𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑎                                     
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑧 ൌ െ2𝑎 ൅ 1

 según el valor del parámetro 𝑎. 

Solución: 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
𝑎 െ 1 1 3𝑎

𝑎 𝑎 െ1
𝑎 െ 1 1 𝑎 െ 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
𝑎 െ 1 1 3𝑎

𝑎 𝑎 െ1
𝑎 െ 1 1 𝑎 െ 1

    
1
𝑎

െ2𝑎 ൅ 1
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
𝑎 െ 1 1 3𝑎

𝑎 𝑎 െ1
𝑎 െ 1 1 𝑎 െ 1

อ ൌ  

ൌ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൅ 3𝑎ଶ െ ሺ𝑎 െ 1ሻ െ 3𝑎ଶሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ െ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻ ൌ   

ൌ 𝑎ሺ𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 1ሻ ൅ 3𝑎ଶ െ 3𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ െ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൌ  

ൌ 𝑎ଷ െ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 3𝑎ଷ ൅ 5𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൌ െ2𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ ൅ 2𝑎 ൌ െ𝑎ሺ2𝑎ଶ െ 3𝑎 െ 2ሻ ൌ 0;  

𝑎ଵ ൌ 0;  2𝑎ଶ െ 3𝑎 െ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ ଷേ√ଽାଵ଺

ସ
ൌ ଷേ√ଶହ

ସ
ൌ ଷേହ

ସ
⇒ 𝑎ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
, 𝑎ଷ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቐ
𝑎 ് 0

𝑎 ് െ ଵ

ଶ
𝑎 ് 2

ቑ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ1 1 0
0 0 െ1

െ1 1 െ1
    

1
0
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ 𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ

ିయ
మ

1 ష
య
మ

ష
భ
మ ష

భ
మ െ1

ష
య
మ 1 ష

య
మ

    
1
ష

భ
మ

2
ቍ ⇒  A  efectos  de  rango,  la  matriz  𝑀ᇱ  equivale  a  la 

matriz 𝑀ᇱᇱ ൌ ൭
െ3 2 െ3
െ1 െ1 െ2
െ3 2 െ3

    
2

െ1
4

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒   

⇒ อ
െ3 2 2
െ1 െ1 െ1
െ3 2 4

อ ൌ 12 െ 4 ൅ 6 െ 6 െ 6 ൅ 8 ൌ 10 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 6
2 2 െ1
1 1 1

    
1
2

െ3
൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଶ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒   

⇒ อ
1 6 1
2 െ1 2
1 1 െ3

อ ൌ 6 ൅ 2 ൅ 12 ൅ 1 െ 2 ൅ 36 ൌ 55 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  
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𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝𝑎 ൌ െ
1
2

𝑎 ൌ 2
ൡ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ൞

𝑎 ് 0

𝑎 ് െ
1
2

𝑎 ് 2

ൢ ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑒𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜.  𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝𝑎 ൌ െ
1
2

𝑎 ൌ 2
ൡ ⇒  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

 

Se resuelve en primer lugar para 𝑎 ് 0, 𝑎 ് െ ଵ

ଶ
 𝑦 𝑎 ് 2: 

                       ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑎𝑧 ൌ 1
                                     𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑎
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑧 ൌ െ2𝑎 ൅ 1

ቑ ⇒ ቊ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଵ

𝐹ଶ → ଵ

௔
𝐹ଶ

ቋ ⇒  

⇒  

ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑎𝑧 ൌ 1

                𝑥 ൅ 𝑦 െ ଵ

௔
𝑧 ൌ 1

         െሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ െ2𝑎

ቑ ⇒ 𝑧 ൌ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
.  

⇒  
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 െ 3𝑎𝑧

                𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
𝑧

ቋ ⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝐹ଶሽ ⇒
ሺ𝑎 െ 2ሻ𝑥 ൌ െ3𝑎𝑧 െ ଵ

௔
𝑧

              𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
𝑧

ቑ ⇒  

⇒ 𝑎ሺ𝑎 െ 2ሻ𝑥 ൌ െ3𝑎ଶ𝑧 െ 𝑧 ൌ െሺ3𝑎ଶ ൅ 1ሻ𝑧 ⇒ 𝑥 ൌ
ି൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻ
൉ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
ൌ

ିଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
. 

 𝑦 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
𝑧 െ 𝑥 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
൉ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
൅

ଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻାଶ௔ሺ௔ିଶሻାଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ 

ൌ
௔൫ଶ௔మା௔ିସ௔ିଶ൯ାଶ௔మିସ௔ା଺௔మାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

௔൫ଶ௔మିଷ௔ିଶ൯ା଼௔మିସ௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ ଶ௔యିଷ௔మିଶ௔ା଼௔మିସ௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ  

ൌ ଶ௔యାହ௔మି଺௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ 𝑦.  

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ
ିଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
;   𝑦 ൌ ଶ௔యାହ௔మି଺௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
;   𝑧 ൌ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ቄ0, െ ଵ

ଶ
, 2ቅ. 

 

  Resolvemos  ahora  para  𝑎 ൌ 0;  el  sistema  resulta  ൝
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1       
െ𝑧 ൌ 0                
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1

,  que  es  compatible 

indeterminado y equivalente a 
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
        𝑧 ൌ 0

ቅ. Haciendo 𝑦 ൌ 𝜆: 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 → 𝑥 ൌ 1 െ 𝜆;   𝑦 ൌ 𝜆;   𝑧 ൌ 0, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 
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Problema 5: 

5º) Calcular el siguiente determinante: 𝐷 ൌ ተተ

1 1
𝑥 𝑦

1 1
𝑧 𝑡

𝑥ଶ 𝑦ଶ

𝑥ଷ 𝑦ଷ
𝑧ଶ 𝑡ଶ

𝑧ଷ 𝑡ଷ

ተተ. 

Solución: 

  Restando a cada fila la anterior multiplicada por 𝑥: 

  𝐷 ൌ ተተ

1 1
0 𝑦 െ 𝑥

1 1
𝑧 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥

0 𝑦ଶ െ 𝑥𝑦
0 𝑦ଷ െ 𝑥𝑦ଶ

𝑧ଶ െ 𝑥𝑧 𝑡ଶ െ 𝑥𝑡
𝑧ଷ െ 𝑥𝑧ଶ 𝑡ଷ െ 𝑥𝑡ଶ

ተተ ൌ 

ൌ ቮ
𝑦 െ 𝑥 𝑧 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥

𝑦ଶ െ 𝑥𝑦 𝑧ଶ െ 𝑥𝑧 𝑡ଶ െ 𝑥𝑡
𝑦ଷ െ 𝑥𝑦ଶ 𝑧ଷ െ 𝑥𝑧ଶ 𝑡ଷ െ 𝑥𝑡ଶ

ቮ ൌ ቮ
𝑦 െ 𝑥 𝑧 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥

𝑦ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ 𝑧ሺ𝑧 െ 𝑥ሻ 𝑡ሺ𝑡 െ 𝑥ሻ
𝑦ଶሺ𝑦 െ 𝑥ሻ 𝑧ଶሺ𝑧 െ 𝑥ሻ 𝑡ଶሺ𝑡 െ 𝑥ሻ

ቮ ൌ  

ൌ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻሺ𝑧 െ 𝑥ሻሺ𝑡 െ 𝑥ሻ ൉ ቮ
1 1 1
𝑦 𝑧 𝑡

𝑦ଶ 𝑧ଶ 𝑡ଶ
ቮ ൌ 𝐷.  (*) 

  Restando en el determinante a cada fila la anterior multiplicada por 𝑦: 

  ቮ
1 1 1
0 𝑧 െ 𝑦 𝑡 െ 𝑦
0 𝑧ଶ െ 𝑦𝑧 𝑡ଶ െ 𝑦𝑡

ቮ ൌ ฬ
𝑧 െ 𝑦 𝑡 െ 𝑦

𝑧ଶ െ 𝑦𝑧 𝑡ଶ െ 𝑦𝑡ฬ ൌ ฬ
𝑧 െ 𝑦 𝑡 െ 𝑦

𝑧ሺ𝑧 െ 𝑦ሻ 𝑡ሺ𝑡 െ 𝑦ሻฬ ൌ 

ൌ ሺ𝑧 െ 𝑦ሻሺ𝑡 െ 𝑦ሻ ൉ ቚ1 1
𝑧 𝑡

ቚ ൌ ሺ𝑧 െ 𝑦ሻሺ𝑡 െ 𝑦ሻሺ𝑡 െ 𝑧ሻ. 

  Sustituyendo el valor hallado en la expresión (*): 

 

𝑫 ൌ ሺ𝒚 െ 𝒙ሻሺ𝒛 െ 𝒙ሻሺ𝒕 െ 𝒙ሻሺ𝒛 െ 𝒚ሻሺ𝒕 െ 𝒚ሻሺ𝒕 െ 𝒛ሻ. 
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Problema 6: 

6º) Dada la matriz 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ , 𝑚 ∈ 𝑅. Hallar 𝐴ିଵ 𝑦 𝐴ଵ଴. 

Solución: 

Se obtiene la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

   ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝑚𝐹ଵሽ ⇒ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
1 0 0
0 1 0

െ𝑚 0 1
൱ ⇒ 

𝐴ିଵ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

െ𝑚 0 1
൱. 

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ ൉ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

2𝑚 0 1
൱.  

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

2𝑚 0 1
൱ ൉ ൭

1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

3𝑚 0 1
൱.  

∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ 

𝐴ଵ଴ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

10𝑚 0 1
൱. 

 

𝑨ି𝟏 ൌ ൭
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎

െ𝒎 𝟎 𝟏
൱; 𝑨𝟏𝟎 ൌ ൭

𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎

𝟏𝟎𝒎 𝟎 𝟏
൱ 
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Problema 7: 

7º) Hallar la ecuación del plano que contiene a la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൅ 9 ൌ 0
െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0 y es perpendicular al 

plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0. 

Solución: 

  La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

        𝑟 ≡
𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൅ 9 ൌ 0
െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0ൠ ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ9 ൅ 4𝜆
െ𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆ൠ ⇒ 𝑦 ൌ െ10 ൅ 3𝜆; 

𝑥 ൌ െ2𝑦 ൅ 1 ൅ 𝜆 ൌ 20 െ 6𝜆 െ 1 ൅ 𝜆 ൌ 21 െ 5𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 21 െ 5𝜆   
𝑦 ൌ െ10 ൅ 3𝜆
𝑧 ൌ 𝜆                

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑃ሺ21, െ10, 0ሻ 𝑦 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ5, 3, 1ሻ. 

  Un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 1ሻ. 

  La expresión general del plano 𝛽 pedido es la siguiente: 

  𝛽ሺ𝑃; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑛ሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 21 𝑦 ൅ 10 𝑧

െ5 3 1
1 3 1

อ ൌ 0;  

 3ሺ𝑥 െ 21ሻ ൅ ሺ𝑦 ൅ 10ሻ െ 15𝑧 െ 3𝑧 െ 3ሺ𝑥 െ 21ሻ ൅ 5ሺ𝑦 ൅ 10ሻ ൌ 0;  

6ሺ𝑦 ൅ 10ሻ െ 18𝑧 ൌ 0;  ሺ𝑦 ൅ 10ሻ െ 3𝑧 ൌ 0.  

 

𝛽 ≡ 𝒚 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟏𝟎 ൌ 𝟎. 
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Problema 8: 

8º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1         
4𝑥 െ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 10 y 𝑠 ≡ ௫ାଷ

ଵ
ൌ ௬ାଶ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଷ
 y el plano de ecuación: 

 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 6 ൌ 0. Hallar la posición relativa entre: 

𝑎ሻ Las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑏ሻ El plano 𝜋 y la recta 𝑠. 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡
  𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5ൠ ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆
2𝑥 െ 𝑦 ൌ 5 െ 𝜆ൠ ⇒ 3𝑥 ൌ 6;   𝑥 ൌ 2; 

𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆 െ 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆 െ 2 ൌ െ1 ൅ 𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3           
𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ3, െ1, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺെ3, െ2, 1ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ. 

Los  vectores  𝑣௥ሬሬሬ⃗   y  𝑣௦ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝐵 െ 𝐴ሿ ൌ ሾሺെ3, െ1, 1ሻ െ ሺ3, െ2, 0ሻሿ ൌ ሺെ6, 1, 1ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

      𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
0 1 1
1 2 3

െ6 1 1
อ ൌ 1 െ 18 ൅ 12 െ 1 ് 0 ⇒ 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 3 ⇒  𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   

 

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 

 

𝑏ሻ   La  expresión  de  la  recta  𝑠 ≡ ௫ାଷ

ଵ
ൌ ௬ାଶ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଷ
  por  unas  ecuaciones  continuas  es  las  siguiente: 

2𝑥 ൅ 6 ൌ 𝑦 ൅ 2
3𝑥 ൅ 9 ൌ 𝑧 െ 1

ቅ ⇒ 𝑠 ≡   2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ4
3𝑥 െ 𝑧 ൌ െ10

ቅ.  

  La recta 𝑠 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
     2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ4
   3𝑥 െ 𝑧 ൌ െ10
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ6

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
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  𝑀 ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

     
െ4

െ10
െ6

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

อ ⇒ 1 ൅ 2 െ 3 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2. 

𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

     
െ4

െ10
െ6

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭
1 1 െ1
3 0 െ1
2 െ1 0

     
െ6

െ10
െ4

൱ ⇒  

⇒ ൜
𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 3𝐹ଵ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 2𝐹ଵ

ൠ ⇒ ൭
1 1 െ1
0 െ3 2
0 െ3 2

     
െ6
8
8

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 
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Problema 9: 

9º) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribución Normal, de media 15 días y 
desviación típica 4 días. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 días. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 días. 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 15;   𝜎 ൌ 4. 

𝑎ሻ  

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ15, 4ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵହ

ସ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ଴ିଵହ

ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିହ

ସ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1.25ሻ ൌ   

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1.25ሻ ൌ 1 െ 0.8944 ൌ 0.1056. 

 

La probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 días es 𝟎. 𝟏𝟎𝟓𝟔 

 

𝑏ሻ  

𝑃 ൌ 𝑃ሺ11 ൑ 𝑋 ൑ 19ሻ ൌ 𝑃 ቀଵଵିଵହ

ସ
൑ 𝑍 ൑ ଵଽିଵହ

ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀିସ

ସ
൑ 𝑍 ൑ ସ

ସ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ1 ൑ 𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ  

ൌ 2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0.8413 െ 1 ൌ 1.6826 െ 1 ൌ 0.6826. 

 

La probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 días es 𝟎. 𝟔𝟖𝟐𝟔 
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Problema 10: 

10º). En una clase de 35 alumnos asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban una determinada asignatura 
el 80 % de los alumnos que asisten a clase y el 10 % de los que no asisten. Se elige un alumno al azar. 

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueban dicha asignatura. 
b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que haya asistido a clase. 

Solución: 

Llamamos As  al  suceso  asistir  a  clase, NoAs  al  suceso,  no  asistir.  Llamamos Ap  al  suceso  aprobar  la 
asignatura, y S al suceso haber suspendido.  

Nos dan los siguientes datos: P(As) = 30/35; P(A/As) = 80/100; P(A/NoAs) = 10/100. 

Los llevamos a un diagrama de árbol: 

 

a) Para calcular los alumnos que aprueban debemos recorrer dos ramas del árbol, y tenemos: 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴𝑠ሻ ∙ 𝑃ሺ𝐴/𝐴𝑠ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁𝑜𝐴𝑠ሻ ∙ 𝑃ሺ𝐴/𝑁𝑜𝐴𝑠ሻ ൌ ൬
6
7

൰ ∙ ሺ0.8ሻ ൅ ൬
1
7

൰ ∙ ሺ0.1ሻ ൌ
4.8 ൅ 0.1

7
ൌ

4.9
7

ൌ 0.7 

Aprueban esa asignatura el 70 % del alumnado. 

 

b) Nos piden ahora 𝑃ሺ𝐴𝑠/𝑆ሻ. Sabemos que: 

𝑃 ቀ஺௦

ௌ
ቁ ൌ ௉ሺ஺௦∩ௌሻ

௉ሺௌሻ
ൌ

ቀభ
ళ

ቁ ∙ ଴.ଶ

ቀల
ళ

ቁ ∙ ଴.ଶ ା ቀభ
ళ

ቁ ∙ ଴.ଽ
ൌ

బ.మ
ళ

భ.మశబ.వ
ళ

ൌ ଴.ଶ

ଶ.ଵ
ൌ 0.5714. 

Sabiendo que el alumno ha suspendido, la probabilidad de que haya asistido a clase es de 0.57. 


