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RESPUESTAS OPCIÓN A 
Problema A.1:  
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes 
del parámetro real a   

 1
 2 

x a y z a
a x y z a
y z a

+ + = + 
− + − = 
− + = 

 

Se pide: 
a) Discutir el sistema según los diferentes valores de a . 
b) Resolver el sistema para 0a = . 
Solución 
Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/UvoHnpmFQkI 

a) Si llamamos A  a la matriz de coeficientes, se cumple que: 

 ( )2 2

1 1
1 1 1 1  1 0 0,  1

0 1 1

a
A a a a a a a a a a= − − = + − + = + = + = ⇔ = = −

−
 

Entonces si 0,  1a ≠ − , 0A ≠  y el sistema es compatible determinado. Si 0a = , como 
1 0

1 0
0 1

= ≠ , 

tenemos que ( ) 2rg A = . Por otro lado, 
1 0 1
0 1 0 0
0 1 0

=
−

 ( 3 2F F= − ), por lo que ( ) 2rg A∗ = y el sistema es 

compatible indeterminado. 

 Si 1a = − , como 
1 1

1 0
0 1

= − ≠
−

, tenemos que ( ) 2rg A = . Por otro lado: 

 �
1 −1 1
1 1 −2
0 −1 −1

� = −1 − 1 − 2 − 1 ≠ 0 , por lo que ( ) 3rg A∗ = y el sistema es incompatible.   

b) Para 0a = , como las dos primeras filas son independientes (apartado a), el sistema queda 
𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 1
𝑦𝑦 − 𝑧𝑧 = 0�. Si  z α= , tenemos que 

𝑥𝑥 + 𝛼𝛼 = 1
𝑦𝑦 − 𝛼𝛼 = 0� ⇒ 𝑥𝑥 = 1 − 𝛼𝛼, 𝑦𝑦 = 𝛼𝛼, por lo que la solución es: 

(1 − 𝛼𝛼,𝛼𝛼,𝛼𝛼), con 𝛼𝛼 ∈ ℝ. 

Si 𝑎𝑎 ≠ 0,𝑎𝑎 ≠ −1, el sistema es compatible determinado. Si 𝑎𝑎 = −1, el sistema es incompatible. 

 Si 𝑎𝑎 = 0, el sistema es compatible indeterminado, de solución: (1 − 𝛼𝛼,𝛼𝛼,𝛼𝛼), con 𝛼𝛼 ∈ ℝ. 
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Problema A.2:  

Dadas las funciones 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 3 𝑥𝑥2 − 1 y 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 6 𝑥𝑥, se pide: 

a) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algún punto en el intervalo [ ]1,  10  en el que 
ambas funciones toman el mismo valor.  

b) Calcular la ecuación de la recta tangente a la curva 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) con pendiente mínima.  

c)  Calcular ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

2
1 𝑑𝑑𝑥𝑥  

Solución 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/PqoWet9AiGY 

a) Si consideramos la función continua (polinomio) ℎ(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 + 3 𝑥𝑥2 − 6 𝑥𝑥 − 1, 
tenemos que ℎ(1) = 13 + 3 12 − 6 − 1 = −3 < 0, ℎ(10) = 103 + 3 102 − 60 − 1 > 0, por lo 
que por el teorema de Bolzano, existe un 𝑥𝑥0 ∈ (1, 10) tal que ℎ(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥0) = 0 ⇔
𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥0) y en 𝑥𝑥0 las dos funciones toman el mismo valor. 

 

b) La pendiente de la recta tangente a 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) es 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3 𝑥𝑥2 + 6 𝑥𝑥, luego hay que hallar el mínimo 
de esta función. Se cumple que 𝑓𝑓″(𝑥𝑥) = 6 𝑥𝑥 + 6 = 0 ⇔ 𝑥𝑥 = −1. Como la función es una parábola con 
las ramas hacia arriba, en este punto crítico tiene el mínimo absoluto. Entonces la mínima pendiente es 
𝑓𝑓′(−1) = 3 (−1)2 + 6 (−1) = −3 y la recta pedida es: 

𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(−1) − 3 (𝑥𝑥 + 1) = (−1)3 + 3 (−1)2 − 1 − 3 (𝑥𝑥 + 1) = 1 − 3 𝑥𝑥 − 3 = −2 − 3 𝑥𝑥  

𝒚𝒚 = −𝟐𝟐 − 𝟑𝟑 𝒙𝒙 
 

c) Se cumple que: 

( )
( )

[ ] [ ]

3 2 22 2 2 2 2 22

1 1 1 1 1 1

2 23 2 3 3 2 2
2

1
1 1

3 1 1 1 1 1 1         
6 6 2 6 6 2 6

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 7 3 1 41 1   ln    ln 2 ln1  ln 2  ln 2
6 3 2 2 6 6 3 3 2 2 2 6 18 4 6 36 6

f x x x x xdx dx dx x dx x dx dx
g x x x x

x x x

 + −
= = + − = + − = 

 

       
= + − = − + − − − = + − = −       

       

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

�
𝒇𝒇(𝒙𝒙)
𝒈𝒈(𝒙𝒙) 

𝟐𝟐

𝟏𝟏
𝒅𝒅𝒙𝒙 =

𝟒𝟒𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑 −

𝟏𝟏
𝟑𝟑  𝒍𝒍𝒍𝒍𝟐𝟐 
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Problema A.3: 

Dadas las rectas 𝑟𝑟 ≡ � 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 2
3𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = −1 , 𝑠𝑠 ≡ �

𝑥𝑥 = −1 + 2𝜆𝜆
𝑦𝑦 = −4 − 𝜆𝜆 
𝑧𝑧 = 𝜆𝜆              

, se pide: 

𝑎𝑎) Calcular la posición relativa de las rectas 𝑟𝑟 𝑦𝑦 𝑠𝑠. 

𝑏𝑏) Hallar la ecuación del plano perpendicular a la recta 𝑟𝑟 y que pasa por el punto 𝑃𝑃(2,−1, 5). 

𝑐𝑐) Encontrar la ecuación del plano 𝜋𝜋 paralelo a la recta 𝑟𝑟 que contiene a la recta 𝑠𝑠. 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/OQDV6pBP99Y 

a) r se puede expresar como 
2

,  2,  3 1
3 1

y x
r x y z

z x
λ λ λ

= − 
≡ ⇒ = = − = += + 

, por lo que pasa por: 

( )0,  2,  1rP = −  y tiene como vector director ( )1,  1,  3rv = . 

s pasa por ( )1,  4,  0sP = − −  y tiene como vector director ( )2,  1,  1sv = − . 

Entonces ( ) ( ) ( )1,  4,  0 0,  2,  1 1,  2,  1r sP P = − − − − = − − − , por lo que: 

1 2 1
1 1 3 1 12 1 2 3 2 11 0
2 1 1

− − −
= − − + + − + = − ≠

−
 y r y s se cruzan. 

Las rectas se cruzan. 
 

b) Como es perpendicular a r, el plano es 3 x y z C+ + = .  

Como pasa por (2, −1, 5), 2 1 3 5 16 C− + × = = , por lo que el plano pedido es 3 16x y z+ + =  

𝒙𝒙 + 𝒚𝒚 + 𝟑𝟑 𝒛𝒛 = 𝟏𝟏𝟑𝟑 
 

c) Como el plano es paralelo a r, un vector director es ( )1,  1,  3rv = , y como contiene a s, el otro vector 

director es ( )2,  1,  1sv = −  y pasa por ( )1,  4,  0sP = − − , por lo que el plano pedido es: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  z 1,  4,  0  1,  1,  3  2,  1,  1 1 2 ,  4 ,  3 x y λ µ λ µ λ µ λ µ= − − + + − = − + + − + − +  

𝟒𝟒𝒙𝒙 + 𝟓𝟓𝒚𝒚 − 𝟑𝟑𝒛𝒛 + 𝟐𝟐𝟒𝟒 = 𝟎𝟎 
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Problema A.4: 

Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una diana. La 
probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30 %. En los lanzamientos sucesivos la 
puntería se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el tercero del 50 % y en el cuarto 
del 60 %. Se pide: 

𝑎𝑎) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto disparo. 

𝑏𝑏) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo. 

𝑐𝑐) En una exhibición participan diez arqueros profesionales, que aciertan el 85 % de sus lanzamientos. 
Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/YBTkGMOWli8 

a) Se cumple que: 

𝑃𝑃({acierte antes del cuarto disparo}) = 
= 𝑃𝑃({acierte en el primer disparo}) + 𝑃𝑃({acierte en el segundo disparo}) + 
+𝑃𝑃({acierte en el tercer disparo}) = 𝑃𝑃({acierte en el primer disparo}) + 
+𝑃𝑃({falle el primer disparo} ∩ {acierte el segundo disparo}) + 
+𝑃𝑃({falle el primer disparo} ∩ {falle el segundo disparo} ∩ {acierte el tercer disparo}) = 

= 3
10

+ 7
10

 2
5

+ 7
10

 3
5

 1
2

= 79
100

= 0.79. 

La probabilidad de que el globo haya explotado es 
𝟕𝟕𝟕𝟕
𝟏𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎

= 𝟎𝟎.𝟕𝟕𝟕𝟕 

b) Se cumple que: 𝑃𝑃({no acierte en los cuatro disparos}) = 

= 𝑃𝑃({falle en el primer disparo} ∩ . . .∩ {falle en el cuarto disparo}) = 
= 𝑃𝑃({falle en el primer disparo})𝑃𝑃({falle en el segundo disparo}/{ha fallado en el primer disparo}). . . 
𝑃𝑃({falle en el cuarto disparo}/{ha fallado en los tres primeros disparos}) 

=
7

10
6

10
5

10
4

10
=

7
10

 
3
5

 
1
2

 
2
5

=
21

250
= 0.084 

La probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo es 
𝟐𝟐𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟓𝟓𝟎𝟎

= 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟒𝟒 

c) Se cumple que: 𝑃𝑃({exploten 6 globos}) = 𝑃𝑃({6 arqueros acierten y 4 fallen}) = 

= �10
6 �  𝑃𝑃({el primero acierte} ∩ . ..  ∩ {el sexto acierte} ∩ {el séptimo falle} ∩ . ..  ∩ {el décimo falle})

=
10 × 9 × 8 × 7

4!
 �

17
20
�
6

 �
3

20
�
4

=
210 × 81 × 176

2010
= 0.0400957. 

(En la penúltima igualdad hemos utilizado que los sucesos son independientes) 

La probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo es 

𝟏𝟏𝟎𝟎 × 𝟕𝟕 × 𝟎𝟎 × 𝟕𝟕
𝟒𝟒!  �

𝟏𝟏𝟕𝟕
𝟐𝟐𝟎𝟎�

𝟑𝟑

 �
𝟑𝟑
𝟐𝟐𝟎𝟎�

𝟒𝟒

=
𝟐𝟐𝟏𝟏𝟎𝟎 × 𝟎𝟎𝟏𝟏 × 𝟏𝟏𝟕𝟕𝟑𝟑

𝟐𝟐𝟎𝟎𝟏𝟏𝟎𝟎 = 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟒𝟒𝟎𝟎𝟎𝟎𝟕𝟕𝟓𝟓𝟕𝟕 
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RESPUESTAS OPCIÓN B 
Problema B.1: 

Según informa la Asociación Empresarial de Acuicultura de España, durante el año 2016 se 
comercializaron en España doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275.8 millones de euros. En 
dicho informe figura que se comercializaron un total de 13 740 toneladas de doradas y 
23 440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7 400 toneladas por un valor de 
63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos más caro que el kilo de lubina, 
se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/QDXJKu6827E 

Si llamamos x  al precio del kilo de la dorada, y al precio del kilo de la lubina (en euros), tenemos que 

𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 0.11
13740000𝑥𝑥 + 23440000𝑦𝑦 + 63600000 = 275800000� ⇔

𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 0.11
1374 𝑥𝑥 + 2344 𝑦𝑦 + 6360 = 27580� 

⇔ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 0.11
687 𝑥𝑥 + 1172 𝑦𝑦 + 3180 = 13790� ⇔

𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 0.11
687 𝑥𝑥 + 1172 𝑦𝑦 = 10610� ⇒ 

⇒ 687 (𝑦𝑦 + 0.11) + 1172 𝑦𝑦 = 687 𝑦𝑦 + 75.57 + 1172 𝑦𝑦 = 

= 1859 𝑦𝑦 + 75.57 = 10610 ⇒ 𝑦𝑦 =
10610 − 75.57

1859
=

10534.43
1859

≈ 5.67 € 

Entonces 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 + 0.11 ≈ 5.67 + 0.11 = 5.78 € 

Por otro lado, como se vendieron 7 400 toneladas de rodaballo por un valor de 63.6 millones de euros, 
el precio por kilo de rodaballo es 

63600000
7400000

=
636
74

=
318
37

≈ 8.59 € 

El precio de venta del kilo de dorada fue de 5.78 euros, el de kilo de la lubina de 
5.67 euros y el kilo de rodaballo fue de 8.59 euros. 
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Problema B.2: 

Sea la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �(𝑥𝑥 − 1)2  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 ≤ 1
(𝑥𝑥 − 1)3  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 > 1

: 

𝑎𝑎) Estudie su continuidad en [−4, 4]. 
𝑏𝑏) Analice su derivabilidad y crecimiento en [−4, 4]. 
𝑐𝑐) Determine si la función 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) está definida, es continua y es derivable en 𝑥𝑥 = 1. 
Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/ID6rZo5mr5Q 

a) La función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) está definida a trozos por dos funciones polinómicas, continuas y derivables en toda 
la recta real. El único problema está en 1x = , punto de cambio de rama. Se cumple que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 3

1 1 1 1
lim lim 1 1 1 0 lim lim 1 1 1
x x x x

f x x f x x
− − + +→ → → →

= − = − = = = − = − , por lo que ( ) ( )
1

lim 0 1
x

f x f
→

= =  y 

( )f x  es continua en 1. Por tanto: 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) es continua en [−4, 4] 
b) El único problema vuelve a estar en 1x = , punto de cambio de rama. Si 𝑥𝑥 < 1, tenemos que 

( ) ( )2 1f x x′ = − , por lo que, al ser ( )f x  continua en [ ]4,  4− , tenemos que ( ) ( )1 2 1 1 0f−′ = − = . Si 

1x > , tenemos que ( ) ( )23 1f x x′ = − , por lo que, al ser ( )f x  continua en [ ]4,  4− , tenemos que 

( ) ( )21 3 1 1 0f+′ = − = , por lo que ( ) ( ) ( )1 1 1 0f f f− +′ ′ ′= = =  y ( )f x  es derivable en 1, siendo además 

0 1x =  punto crítico de ( )f x . Por tanto, ( )f x  es derivable en ( )4,  4− .   

Si 1x < , tenemos que ( ) ( )2 1 0f x x′ = − <  y ( )f x  es estrictamente decreciente, si 1x > , tenemos que 

( ) ( )23 1 0f x x′ = − >  y ( )f x  es estrictamente creciente. En 1x =  hay un mínimo relativo. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) es derivable en [−4, 4], estrictamente decreciente para 𝑥𝑥 < 1 y estrictamente 
creciente para 𝑥𝑥 > 1.  

c) Se cumple que ( ) ( )1 1 0g f ′= =  (apartado b), por lo que g  está definida en 1. Entonces: 

( ) ( )
( )
( )2

2 1  si 1

3 1  si 1

x x
g x f x

x x

− ≤′= = 
− >

. 

De nuevo es una función definida a trozos por dos funciones polinómicas. El único problema para la 
continuidad está en 1x = , punto de cambio de rama. Se cumple que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 1 1
lim lim 2 1 2 1 1 0 lim lim 3 1 3 1 1
x x x x

g x x g x x
− − + +→ → → →

= − = − = = = − = − , por lo que: 

( ) ( )
1

lim 0 1
x

g x g
→

= =  y ( )g x  es continua en 1. 

Si 1x < , tenemos que ( ) 2g x′ = , por lo que, al ser ( )g x  continua en 1, tenemos que ( )1 2g−′ = .  

Si 1x > , tenemos que ( ) ( )6 1g x x′ = − , por lo que, al ser ( )g x  continua en 1, tenemos que: 

( ) ( )1 6 1 1 0g+′ = − = , por lo que ( ) ( )2 1 1 0g g− +′ ′= ≠ =  y ( )g x  no es derivable en 1.  

La función 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =  𝑓𝑓ʹ(𝑥𝑥) está definida y es continua, pero no es derivable en 1. 
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Problema B.3: 

Dados los puntos 𝑃𝑃(−3, 1, 2) 𝑦𝑦 𝑄𝑄(−1, 0, 1) y el plano 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 − 3𝑧𝑧 = 4, se pide: 

𝑎𝑎) Hallar la proyección de Q sobre 𝜋𝜋. 

𝑏𝑏) Escribir la ecuación del plano paralelo a 𝜋𝜋 que pasa por el punto P. 

𝑐𝑐) Escribir la ecuación del plano 𝛽𝛽 perpendicular a 𝜋𝜋 que contiene a los puntos P y Q. 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/GyyXBReLhSI 

a) La recta perpendicular a π  que pasa por Q  tiene como vector director el vector característico de π : 

( )1,  2,  3− , luego es  ( ) ( ) ( ) ( ),  ,  1,  0,  1  1,  2,  3 1 ,  2 ,  1 3 x y z λ λ λ λ= − + − = − + − .  

La proyección de Q sobre 𝝅𝝅 es la intersección de esta recta con π :  

( ) ( ) 8 42 3 1 2 2 3 1 3 14 4 4
14 7

x y z λ λ λ λ λ+ − = − + + − − = − = ⇔ = = , luego la proyección pedida es: 

4 8 4 3 8 51 ,  ,  1 3 ,  ,  
7 7 7 7 7 7

   − + − = − −   
   

 

 

b) Al ser paralelo a π , será 2 3 x y z C+ − = . Para que pase por P: 3 2 3 2 7 C− + − × = − = .  

Entonces el plano pedido es 2 3 7x y z+ − = −  

 

c) El plano será    A x B y C z D+ + = . Como es perpendicular a 𝜋𝜋, los vectores característicos son 
perpendiculares y ( ) ( ),  ,  1,  2,  3 2 3 0A B C A B C− = + − = . Como contiene a P y Q: 

( ) 3  2 3 2 A B C A B C D− + + = − + + = , ( ) 1A C A C D− + = − + = , por lo que tenemos el sistema: 

2 3 0
3 2 

A B C
A B C D

A C D

+ − = 
− + + = 
− + = 

. Despejando en la última ecuación: 

( )
( )

2 3 2 2 3 0 2 2 3 
3 2 2 

3 0,  ,  
2

A B A D A B D A B D
C A D

A B DA B A D A B D D

DA B D D B A C A D A

+ − + = − + − =  − + = = + ⇒ ⇒ ⇒ − + = −− + + + = − + + = 

⇒ − + = − = ⇒ = = = + =

 

Entonces el plano pedido es    0 0A x A y A z x y z+ + = ⇔ + + =  
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Problema B.4: 

Se consideran dos sucesos A y B tales que 𝑃𝑃(𝐴𝐴) = 0.5;𝑃𝑃(𝐵𝐵) = 0.25;𝑃𝑃(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) = 0.125. Responder de 
manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos: 

𝑎𝑎) Con C otro suceso, incompatible con A y con B. ¿Son compatibles los sucesos C y 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵? 

𝑏𝑏) ¿Son A y B independientes? 

𝑐𝑐) Calcular la probabilidad 𝑃𝑃�𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵�. 

𝑑𝑑) Calcular 𝑃𝑃�𝐵𝐵/𝐴𝐴�. 

Solución:   

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/GyLjgzoJnmw 

a) Se cumple que: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 0 0 0 0P A B C P A C B C P A C P B C P A B C∪ ∩ = ∩ ∪ ∩ = ∩ + ∩ − ∩ ∩ = + − =  (ya que 

C es incompatible con A y con B, luego ( ) ( ) 0P A C P B C∩ = ∩ =  y: 

( ) 0A B C A C P A B C∩ ∩ ⊂ ∩ ⇒ ∩ ∩ = ), por lo que C y 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 son incompatibles. 

Los sucesos C y 𝑨𝑨 ∪ 𝑩𝑩 son incompatibles 
 

b) Se cumple que ( ) ( ) ( )0.125  0.5 0.25P A B P A P B∩ = = = × , luego los sucesos son independientes. 

Los sucesos A y B son independientes  
 

c) Se cumple que: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 0.5 0.25 0.125 0.375cP A B P A B P A B P A P B P A B∩ = ∪ = − ∪ = − + − ∩ = − + − =

 

𝑃𝑃(�̄�𝐴 ∩ �̄�𝐵) = 0.375 

 

d) Se cumple que: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) 0.5 0.125 0.375 375 75/ 0.75
0.5 0.5 0.5 500 100

P B A P A P A B
P B A

P A
∩ − ∩ −

= = = = = = =  

𝑃𝑃(�̄�𝐵/𝐴𝐴) = 0.75 
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RESPUESTAS OPCIÓN A 
Problema A.1: 

Sea A una matriz de tamaño 3 × 4 tal que sus dos primeras filas son (1, 1, 1, 1) y (1, 2, 3, 4), y sin 
ningún cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un ejemplo de 
matriz A que verifique la condición, justificándolo apropiadamente: 
𝑎𝑎) La tercera fila de A es combinación lineal de las dos primeras. 
𝑏𝑏) Las tres filas de A son linealmente independientes. 
𝑐𝑐) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado. 
𝑑𝑑) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado. 
𝑒𝑒) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible. 

Solución: Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo:  https://youtu.be/OkSjXFjUihU 

a) Podemos tomar A de manera que la tercera fila sea la suma de las dos primeras: 
1 1 1 1
1 2 3 4
2 3 4 5

A
 
 =  
 
 

  

b) Variamos ligeramente la matriz A del apartado anterior cambiando el 4 de la tercera fila por un 5: 
1 1 1 1
1 2 3 4
2 3 5 5

A
 
 =  
 
 

. Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que las 3 filas son l. i.: 

1 1 1
1 2 3 10 6 3 4 9 5 19 18 1 0
2 3 5

= + + − − − = − = ≠  

c) La matriz del apartado anterior corresponde a un sistema cuya matriz de coeficientes tiene 
determinante no nulo, luego es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado. 
d) La matriz del apartado a) tiene la tercera fila combinación lineal de las 2 primeras, luego ( ) 2rg A ≤  

Tenemos que 
1 1

2 1 1 0
1 2

= − = ≠ , por lo que  ( ) 2rg A = . Como el menor está dentro de la matriz de 

coeficientes del sistema asociado a A el rango de dicha matriz de coeficientes es 2, menor que el 
número de incógnitas (3), luego la matriz del apartado a) corresponde a un sistema compatible 
indeterminado. 

e) Variamos ligeramente la matriz A del apartado a) cambiando el 5 por un 6: 
1 1 1 1
1 2 3 4
2 3 4 6

A
 
 =  
 
 

. 

Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que ( ) 3rg A = : 

1 1 1
1 2 3 12 6 3 4 9 6 15 13 2 0
2 3 6

= + + − − − = − = ≠ . La matriz de coeficientes del sistema asociado a A es la 

misma del apartado anterior, luego tiene rango 2, y entonces el sistema asociado a A es incompatible.  
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Problema A.2: 

Dada la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �
𝑥𝑥−1
𝑥𝑥2−1

  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 < 1, 𝑥𝑥 ≠ −1
𝑥𝑥2+1
4𝑥𝑥

  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 ≥ 1                
, se pide: 

𝑎𝑎) Calcular 𝑓𝑓(0) 𝑦𝑦 (𝑓𝑓 ∘ 𝑓𝑓)(0). 

𝑏𝑏) Estudiar la continuidad y derivabilidad de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) en 𝑥𝑥 = 1 y determinar si en dicho punto existe un 
extremo relativo. 

𝑐𝑐) Estudiar sus asíntotas. 

Solución: 

 Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo:  https://youtu.be/eEPwmBTpgwY 

a) Se cumple que ( ) 2

0 10 1
0 1

f −
= =

−
, por lo que  ( )( ) ( )( ) ( )

21 1 10 0 1
4 2

f f f f f +
= = = =  

b) Tenemos que: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

21 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1lim lim lim lim lim lim
1 1  1 1 2 4 4 2x x x x x x

x x xf x f x
x x x x x− − − − + +→ → → → → →

− − + +
= = = = = = = =

− − + +
, por lo que 

( ) ( )
2

1

1 1 1 1lim 1
2 4 2x

f x f
→

+
= = = =  y ( )f x  es continua en 1. 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 22

2 21 1 1 1

2

21 1

1 1
1 2 2 1 2 11 21 lim lim lim lim

1 1 2 1  1 2 1  1

1 1 1lim lim
2 1 42 1  1

x x x x

x x

x
f x f x x x xxf

x x x x x x

x
xx x

− − − −

− +

−
→ → → →

→ →

−
−− − − + − + −−′ = = = = =

− − − + − +

− − −
= = −

+− +

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2
22

1 1 1 1

1

1 1
1 11 24 21 lim lim lim lim

1 1 4  1 4  1
1 1 1lim 0

4 4

x x x x

x

x
f x f xx xxf

x x x x x x
x

x

+ + + +

+

+
→ → → →

→

+
−− −+ −′ = = = = =

− − − −

− −
= =

 

Como ( ) ( )11 1 0
4

f f− +′ ′= − ≠ = , ( )f x  no es derivable en 1. 

Si 1x <  , ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

22 2

2 2 22 2 2

1 1  2 12 1 0
1 1 1

x x x xx xf x
x x x

− − − +− − −′ = = = − <
− − −

, luego ( )f x  es estrictamente 

decreciente. 

Si 1x >  , ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 2

2  4 1  4 1  14 4 0
16 16 4 

x x x x xxf x
x x x

− + − +−′ = = = > , luego ( )f x  es estrictamente 

creciente.  
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Como además ( )f x  es continua en 1, ( )f x  tiene un mínimo relativo en 1 

c) Tenemos que: 

( ) 2 2

1 1 1lim lim lim lim 0
1x x x x

x xf x
x x x→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

−
= = = = =

− −∞
, luego 0y =  es una asíntota horizontal de ( )f x  en 

−∞  y ( )f x  no tiene asíntota oblicua en −∞  

( )
2 21lim lim lim lim
4 x x x x

x xf x x
x x→∞ →∞ →∞ →∞

+
= = = = ∞ , luego ( )f x  no tiene asíntota horizontal en ∞  

( )
2

2 2

2 2

1
1 14 lim lim lim lim

4 4 4x x x x

x
f x x xxm

x x x x→∞ →∞ →∞ →∞

+
+

= = = = = , 

( )
2 2 21 1 1 1 1 1 1lim  lim   lim  lim 0

4 4 4 4 4x x x x

x x xn f x x x
x x x→∞ →∞ →∞ →∞

 + + − = − = − = = =  
   

, luego 
1  
4

y x=  es una 

asíntota oblicua de ( )f x  en ∞  

Tenemos que: 

( ) ( ) ( )21 1 1 1

1 1 1 1lim lim lim lim
1 1  1 1 0x x x x

x xf x
x x x x− − − −→− →− →− →−

− −
= = = = = −∞

− − + + −
, por lo que 1x = −  es una asíntota 

vertical de ( )f x  

Asíntotas: 
1  
4

y x=  es una asíntota oblicua. 1x = −  es una asíntota vertical. 
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Problema A.3: 

Dado el punto 𝑃𝑃(3, 3, 0) y la recta 𝑟𝑟 ≡ 𝑥𝑥−2
−1

= 𝑦𝑦
1

= 𝑧𝑧+1
0

, se pide:  

𝑎𝑎) Escribir la ecuación del plano que contiene al punto 𝑃𝑃 y a la recta 𝑟𝑟. 

𝑏𝑏) Calcular el punto simétrico de 𝑃𝑃 con respecto a 𝑟𝑟. 

𝑐𝑐) Hallar dos puntos A y B de 𝑟𝑟 tales que el triángulo ABP sea rectángulo, tenga área 3
√2

 y el ángulo recto 
en A. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo:  https://youtu.be//tfld94oli44 

a) Como contiene a 𝒓𝒓, contiene al punto de 𝒓𝒓: ( )2,  0,  1Q = −  (lo que acompaña a ,  ,  x y z ) y a su vector 

director: ( )1 1,  1,  0v = − , siendo su otro vector director  

( ) ( ) ( )2 2,  0,  1 3,  3,  0 1,  3,  1v PQ= = − − = − − −  Por tanto, la ecuación del plano es: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2,  ,    3,  3,  0  1,  1,  0  1,  3,  1 3 ,  3 3 ,  x y z P v vλ µ λ µ λ µ λ µ µ= + + = + − + − − − = − − + −  

(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) = (𝟑𝟑,𝟑𝟑,𝟎𝟎) + 𝝀𝝀 (−𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟎𝟎) + 𝝁𝝁 (−𝟏𝟏,−𝟑𝟑,−𝟏𝟏) 

b) Un plano perpendicular a r que pasa por 𝑷𝑷 tendrá como vector característico ( )1 1,  1,  0v = −  (vector 

director de r), luego será x y C− + =  y para que pase por P  ha de ser 0x y y x− + = ⇒ = , luego su 

intersección con r cumplirá que 2 1y x x x y= = − ⇒ = = , 1 0 1z z+ = ⇒ = − , por lo que será ( )1,  1,  1−   

Entonces el simétrico ( ),  ,  x y z  de 𝑷𝑷 con respecto a 𝒓𝒓 ha de cumplir que: 

𝟏𝟏
𝟐𝟐

 �(𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) + (𝟑𝟑,𝟑𝟑,𝟎𝟎)� = �
𝒙𝒙 + 𝟑𝟑
𝟐𝟐

,
𝒚𝒚 + 𝟑𝟑
𝟐𝟐

,
𝒛𝒛
𝟐𝟐
� = (𝟏𝟏,𝟏𝟏,−𝟏𝟏) ⇒

𝒙𝒙 + 𝟑𝟑
𝟐𝟐

= 𝟏𝟏,
𝒚𝒚 + 𝟑𝟑
𝟐𝟐

= 𝟏𝟏,
𝒛𝒛
𝟐𝟐

= −𝟏𝟏 ⇒ 𝒙𝒙 = 𝒚𝒚 = −𝟏𝟏, 𝒛𝒛 = −𝟐𝟐 

Por tanto, el punto simétrico es: (−𝟏𝟏,−𝟏𝟏,−𝟐𝟐) 

c) Si tomamos como A la proyección ortogonal de P sobre r hallada en el apartado anterior, sabemos 
que AP es perpendicular a r, por lo que el triángulo ABP será rectángulo y con ángulo recto en A para 
cualquier punto B de r. 

Elegimos entonces un punto genérico de r: ( ) ( ) ( )2,  0,  1 1,  1,  0 2 ,  ,  1B λ λ λ= − + − = − − , por lo que: 

( ) ( ) ( )3,  3,  0 1,  1,  1 2,  2,  1AP = − − = , ( ) ( ) ( )2 ,  ,  1 1,  1,  1 1 ,  1,  0AB λ λ λ λ= − − − − = − −  y: 

á𝑟𝑟𝑒𝑒𝑎𝑎 =
1
2

 ‖𝐴𝐴𝐵𝐵‖ ‖𝐴𝐴𝑃𝑃‖ =
1
2

 �22 + 22 + 1 �(1 − 𝜆𝜆)2 + (𝜆𝜆 − 1)2 =
3 √2

2
 |𝜆𝜆 − 1| =

3
√2

⇔ |𝜆𝜆 − 1| = 1 

⇔ 𝜆𝜆 − 1 = ±1 ⇔ 𝜆𝜆 = 2, 𝑜𝑜 𝜆𝜆 = 0 

𝐴𝐴 = (𝟏𝟏,𝟏𝟏,−𝟏𝟏). Esto proporciona dos valores para 𝐵𝐵:  

𝐵𝐵 = (2 − 2, 2,−1) = (𝟎𝟎,𝟐𝟐,−𝟏𝟏), 𝐵𝐵 = (2 − 0, 0,−1) = (𝟐𝟐,𝟎𝟎,−𝟏𝟏).   
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Problema A.4: 

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas 
blancas y 3 negras y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen de ellas dos 
bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide: 

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraída sea roja 

b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraída sea roja y la segunda sea negra 

c) Sabiendo que la primera bola es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea negra 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://www.youtube.com/watch?v=UNaAmHB5BJc 

a) 𝑃𝑃({extraer roja en la primera}) = 𝑃𝑃({elegir urna A} ∩ {extraer roja}) + 𝑃𝑃({elegir urna B} ∩ {extraer roja}) = 

= 𝑃𝑃({elegir urna A})𝑃𝑃({extraer roja}/{elegir urna A}) + 𝑃𝑃({elegir urna B})𝑃𝑃({extraer roja}/{elegir urna B}) 

=
1
3

 
4
6

+
1
3

 
3
6

=
2
9

+
1
6

=
7

18
 

La probabilidad de que la primera bola extraída sea roja es 
𝟕𝟕
𝟏𝟏𝟎𝟎

 

 

b) 𝑃𝑃({extraer roja en la primera} ∩ {extraer negra en la segunda}) = 
= 𝑃𝑃({extraer roja en la primera}∩ {extraer negra en la segunda} ∩ {elegir urna A}) + 
𝑃𝑃({extraer roja en la primera} ∩ {extraer negra en la segunda} ∩ {elegir urna B}) = 
= 𝑃𝑃({extraer roja en la primera}∩ {extraer negra en la segunda}/{elegir urna A})𝑃𝑃({elegir urna A}) + 
𝑃𝑃({extraer roja en la primera} ∩ {extraer negra en la segunda}/{elegir urna B})𝑃𝑃({elegir urna B}) = 

=
4
6

 
2
5

 
1
3

+
3
6

 
3
5

 
1
3

=
4

45
+

1
10

=
17
90

 

(ya que en la urna A quedarían 5 bolas de las que 2 son negras y en la urna B quedarían 5 bolas de las 
que 3 son negras) 

La probabilidad de que la primera bola extraída sea roja y la segunda sea negra es 𝟏𝟏𝟕𝟕
𝟕𝟕𝟎𝟎

 

 

c) Utilizando la información de los apartados anteriores, tenemos que: 

 𝑃𝑃({extraer negra en la segunda}/{extraer roja en la primera}) = 

= 𝑃𝑃({extraer roja en la primera}∩{extraer negra en la segunda})
𝑃𝑃({extraer roja en la primera})

=
17
90
7
18

= 17
35

  

Sabiendo que la primera bola es roja, la probabilidad de que la segunda sea negra es 
𝟏𝟏𝟕𝟕
𝟑𝟑𝟓𝟓

 

  

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
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RESPUESTAS OPCIÓN B 
Problema B.1: 

Sean las matrices 𝐴𝐴 = �
0 −1 2
2 1 −1
1 0 1

� , 𝐼𝐼 = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� ,𝐵𝐵 = �
2 −1
1 0
0 1

�, se pide: 

𝑎𝑎) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A. 
𝑏𝑏) Calcular la matriz 𝐶𝐶 = 𝐴𝐴2 − 2𝐼𝐼. 
𝑐𝑐) Calcular el determinante de la matriz 𝐷𝐷 = 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐵𝐵𝑡𝑡 (donde 𝐵𝐵𝑡𝑡 denota la matriz traspuesta de B). 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/uByp3Ut7b0s 

a) Ya que 
0 1 2
2 1 1 1 2 2 1 0
1 0 1

A
−

= − = − + = ≠ , entonces A tiene inversa. Tenemos que: 

11

1 1
1

0 1
A

−
= = , ( )12

2 1
2 1 3

1 1
A

−
= − = − + = − , 13

2 1
1

1 0
A = = − , 21

1 2
1

0 1
A

−
= − = , 22

0 2
2

1 1
A = = − , 

23

0 1
1

1 0
A

−
= − = − , 𝑨𝑨𝟑𝟑𝟏𝟏 = �−𝟏𝟏 𝟐𝟐

𝟏𝟏 −𝟏𝟏� = 𝟏𝟏 − 𝟐𝟐 = −𝟏𝟏, 32

0 2
4

2 1
A = − =

−
, 33

0 1
2

2 1
A

−
= = , por lo que: 

( )
1 3 1
1 2 1
1 4 2

adj A
− − 

 = − − 
 −   y 

( )1

1 1 1 1 1 1
1 1  3 2 4 3 2 4

1
1 1 2 1 1 2

tA adj A
A

−

− −   
   = = − − − = − −   
   − − − −     

𝑨𝑨−𝟏𝟏 = �
𝟏𝟏 𝟏𝟏 −𝟏𝟏
−𝟑𝟑 −𝟐𝟐 𝟒𝟒
−𝟏𝟏 −𝟏𝟏 𝟐𝟐

� 

b) Se cumple que 

2

2

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 3
2 1 1 2 1 1  2 1 1 1 1 2
1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 3

A
− − − −       

       = − = − − = −       
       −       

, por lo que: 

2

0 1 3 2 0 0 2 1 3
2 1 1 2 0 2 0 1 3 2

1 1 3 0 0 2 1 1 1
C A I

− − −     
     = − = − − = −     
     − −     

 

𝑪𝑪 = �
−𝟐𝟐 −𝟏𝟏 𝟑𝟑
𝟏𝟏 −𝟑𝟑 𝟐𝟐
𝟏𝟏 −𝟏𝟏 𝟏𝟏

� 

 
c) Se cumple que |𝑫𝑫| = |𝑨𝑨 𝑩𝑩 𝑩𝑩𝒕𝒕| = |𝑨𝑨| |𝑩𝑩 𝑩𝑩𝒕𝒕| = |𝑩𝑩 𝑩𝑩𝒕𝒕|, ya que 1A =  (apartado a). Tenemos que: 

𝑩𝑩 𝑩𝑩𝒕𝒕 = �
𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟏𝟏

�  � 𝟐𝟐 𝟏𝟏 𝟎𝟎
−𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟏𝟏� = �

𝟓𝟓 𝟐𝟐 −𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝟏𝟏 𝟎𝟎
−𝟏𝟏 𝟎𝟎 𝟏𝟏

�, por lo que 
5 2 1

 2 1 0 5 1 4 0
1 0 1

tB B
−

= = − − =
−

   

|𝑫𝑫| = 𝟎𝟎 
  

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
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Problema B.2: 

La potencia generada por una pila viene dada por la expresión 𝑃𝑃(𝑡𝑡) = 25𝑡𝑡𝑒𝑒−
𝑡𝑡2

4 , donde 𝑡𝑡 > 0 es el 
tiempo de funcionamiento. 

𝑎𝑎) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento 
indefinidamente. 

𝑏𝑏) Determinar la potencia máxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza. 

𝑐𝑐) La energía total generada por la pila hasta el instante t, 𝐸𝐸(𝑡𝑡) se relaciona con la potencia mediante 
𝐸𝐸′(𝑡𝑡) = 𝑃𝑃(𝑡𝑡), con 𝐸𝐸(0) = 0. Calcular la energía producida por la pila entre el instante 𝑡𝑡 = 0 y el 
instante 𝑡𝑡 = 2. 

Solución: Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo https://youtu.be/Pb2F9NAuVKI 

a) Hay que hallar ( )
2

2 2
4

4 4

1 1lim lim 25  25 lim  25 lim  25 0
2 
4

t

t tt t t t

tP t t e
te e

−

→∞ →∞ →∞ →∞
= = = = =

∞
, luego la potencia 

tiende a 0 (en la tercera igualdad hemos aplicado L’Hôpital puesto que es una indeterminación  ∞
∞

) 

La potencia generada tiende a cero 
b) Se cumple que: 

( ) ( )
2 2 2 22

2 2 24 4 4 42 2525 25   25  1   2 0 2 0 2 2
4 2 2

t t t tt tP t e t e e e t t t t
− − − −  ′ = + − = − = − = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =  

   

(Ya que  0t > ), con ( ) ( )
2

2 2 2425   2 0 2 0 2 0 2
2

t

P t e t t t t
−

′ = − > ⇔ − > ⇔ < ⇔ < < , por lo que ( )P t  es 

estrictamente creciente si 0 2t< < , ( )P t  es estrictamente decreciente si 2t >  y ( )P t  tiene el 

máximo absoluto en 2t = , siendo dicha potencia máxima: 

( )
( )22 1

4 2 22 25 2  25 2  25 P e e
e

− −
= = =  

Para 𝒕𝒕 = √𝟐𝟐 se alcanza la potencia máxima, que es de 𝑷𝑷�√𝟐𝟐� = 𝟐𝟐𝟓𝟓 �𝟐𝟐
𝒆𝒆

 = 21.444 

c) Como 𝑬𝑬′(𝒕𝒕) = 𝑷𝑷(𝒕𝒕), con 𝑬𝑬(𝟎𝟎) = 𝟎𝟎, se cumple que ( ) ( )
0

 
t

E t P t dt= ∫ , por lo que hay que hallar: 

𝑬𝑬(𝟐𝟐) = � 𝑷𝑷(𝒕𝒕) 𝒅𝒅𝒕𝒕
𝟐𝟐

𝟎𝟎
= � 𝟐𝟐𝟓𝟓 𝒕𝒕 𝒆𝒆−

𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟒𝟒  𝒅𝒅𝒕𝒕

𝟐𝟐

𝟎𝟎
= 𝟐𝟐𝟓𝟓 � 𝒕𝒕 𝒆𝒆−

𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟒𝟒  𝒅𝒅𝒕𝒕

𝟐𝟐

𝟎𝟎
= −𝟓𝟓𝟎𝟎 � −

𝒕𝒕
𝟐𝟐

 𝒆𝒆−
𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟒𝟒  𝒅𝒅𝒕𝒕

𝟐𝟐

𝟎𝟎
= −𝟓𝟓𝟎𝟎 �𝒆𝒆−

𝒕𝒕𝟐𝟐
𝟒𝟒 �

𝟎𝟎

𝟐𝟐

= −𝟓𝟓𝟎𝟎 �𝒆𝒆−
𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟒𝟒 − 𝒆𝒆−

𝟎𝟎𝟐𝟐
𝟒𝟒 � =  𝟓𝟓𝟎𝟎 �𝟏𝟏 −

𝟏𝟏
𝒆𝒆
� = 𝟓𝟓𝟎𝟎 

𝒆𝒆 − 𝟏𝟏
𝒆𝒆

 = 𝟑𝟑𝟏𝟏.𝟑𝟑𝟎𝟎𝟑𝟑 

La energía producida por la pila es 𝟓𝟓𝟎𝟎 𝒆𝒆−𝟏𝟏
𝒆𝒆

 = 𝟑𝟑𝟏𝟏.𝟑𝟑𝟎𝟎𝟑𝟑  
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Problema B.3: 
Del paralelogramo 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷, se conocen los vértices 𝐴𝐴(1, 0,−1),𝐵𝐵(2, 1, 0) y 𝐶𝐶(4, 3,−2), se pide: 
𝑎𝑎) Calcular una ecuación de la recta 𝑟𝑟 que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular 
a los segmentos AC y BC 
𝑏𝑏) Hallar las coordenadas del vértice D y el área del paralelogramo resultante. 
𝑐𝑐) Calcular el coseno del ángulo que forman los vectores 𝐴𝐴𝐵𝐵�����⃗  𝑦𝑦 𝐴𝐴𝐶𝐶�����⃗ . 

Solución: Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo https://youtu.be/ahwHNlcQUBw 

a) El punto medio del segmento AC es: 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 5 3 3  1,  0,  1 4,  3,  2  5,  3,  3 ,  ,  
2 2 2 2 2 2

A C  + = − + − = − = − 
 

.  

Como es perpendicular al vector ( ) ( ) ( )4,  3,  2 1,  0,  1 3,  3,  1AC C A= − = − − − = −  y a: 

( ) ( ) ( )4,  3,  2 2,  1,  0 2,  2,  2BC C B= − = − − = − , su vector director ( ),  ,  a b c  cumple: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,  ,  3,  3,  1 3 3 0 ,  ,  3,  3,  1 3 3 0

,  ,  2,  2,  2 2 2 2 0 ,  ,  2,  2,  2 0

a b c a b c a b c a b c

a b c a b c a b c a b c

− = + − = − = + − =  ⇔ 
− = + − = − = + − =  

 

 
.  

Dando el valor 1a = , tenemos  
3 3 0 3 3

2 2 1
1 0 1

b c b c
b b

b c b c
+ − = − = − 

⇒ ⇒ = − ⇒ = − + − = − = − 
, por lo que: 

1 1 1 0c b= + = − + =  y un vector director es ( )1,  1,  0− , siendo la recta pedida: 

Recta 𝒓𝒓: (𝒙𝒙,𝒚𝒚, 𝒛𝒛) = �𝟓𝟓
𝟐𝟐

, 𝟑𝟑
𝟐𝟐

,−𝟑𝟑
𝟐𝟐
� + 𝝀𝝀 (𝟏𝟏,−𝟏𝟏, 0) 

b) El vector que une B, C es ( ) ( ) ( )4,  3,  2 2,  1,  0 2,  2,  2C B− = − − = − .  

Al ser paralelogramo, es el mismo que une A y D, luego: 

( ) ( ) ( ) ( )1,  0,  1 2,  2,  2 3,  2,  3D A C B= + − = − + − = −  

El vector que une B, A es ( ) ( ) ( )1,  0,  1 2,  1,  0 1,  1,  1A B− = − − = − − − , por lo que: 

Á𝒓𝒓𝒆𝒆𝒓𝒓 = ‖(𝑪𝑪 − 𝑩𝑩) × (𝑨𝑨 − 𝑩𝑩)‖ = ‖(𝟐𝟐,𝟐𝟐,−𝟐𝟐) × (−𝟏𝟏,−𝟏𝟏,−𝟏𝟏)‖ = ��
�̄�𝒊 𝒋𝒋̄ �̄�𝒌
𝟐𝟐 𝟐𝟐 −𝟐𝟐
−𝟏𝟏 −𝟏𝟏 −𝟏𝟏

�� = ‖−𝟒𝟒 𝒊𝒊 + 𝟒𝟒 𝒋𝒋‖

= √𝟏𝟏𝟑𝟑 + 𝟏𝟏𝟑𝟑 = 𝟒𝟒 √𝟐𝟐 

𝑫𝑫 = (𝟑𝟑,𝟐𝟐,−𝟑𝟑); Á𝒓𝒓𝒆𝒆𝒓𝒓 = 𝟒𝟒 √𝟐𝟐 

c) Se cumple que 
( ) ( )
( ) ( ) 2 2 2

1,  1,  1 3,  3,  1 3 3 1 5cos
 1,  1,  1  3,  3,  1 3 193 3 3 1

AB AC
AB AC

α
− + −

= = = =
+ +


 

𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝜶𝜶 = 𝟓𝟓
√𝟑𝟑 √𝟏𝟏𝟕𝟕
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Problema B.4: 

En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que 𝑃𝑃(𝑋𝑋) = 0,4 y que 
𝑃𝑃�𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌� = 0,08 (donde 𝑌𝑌 es el suceso complementario de Y). Se pide: 

𝑎𝑎) Calcular 𝑃𝑃(𝑌𝑌). 

𝑏𝑏) Calcular 𝑃𝑃(𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌). 

𝑐𝑐) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento es un éxito 
cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la probabilidad de haber tenido 
éxito al menos 2 veces. 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo https://youtu.be/KY16wgel438 

a) B(n, p) = B(8, 0.6) 

Se cumple que: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0.4 0.08 0.4 0.08 0.32P X P X Y P X Y P X Y P X Y= = ∩ + ∩ = ∩ + ⇒ ∩ = − = .  

Como X, Y son independientes, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.32 40.32  0.4 0.8
0.4 5

P X Y P X P Y P Y P Y= ∩ = = ⇒ = = =  

𝑷𝑷(𝒀𝒀) =  𝟒𝟒
𝟓𝟓

= 𝟎𝟎.𝟎𝟎  

b) Se cumple que: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0.4 0.8 0.32 0.88P X Y P X P Y P X Y∪ = + − ∩ = + − = . 

𝑷𝑷(𝑿𝑿 ∪ 𝒀𝒀) = 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎  

c) Como { }( ) ( )éxito 0.6P P X= = , { }( ) ( )fracaso 0.4P P X= = , será: 

{ }( ) { }( ) { }( )( )
{ }( ) { }( ) { }( )( )

( ) ( )8 7

1 tener éxito 0 veces ó 1 vez 1 tener éxito 0 veces tener éxito 1 vez

1 tener éxito 0 veces tener éxito sólo en la repetición 1 ... tener éxito sólo en la 8

1 0.4 8 0.4  0.6

P P P

P P P

− = − + =

= − + + + =

= − −
 

La probabilidad de haber obtenido éxito dos veces es: 0.9915 
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