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CONVOCATORIA ORDINARIA 

Problema.1: 

1º) Considere el sistema de ecuaciones lineales ቐ
𝑥  𝑦 െ 𝑧 ൌ 4             
𝑥  𝑎ଶ𝑦 െ 𝑧 ൌ 3 െ 𝑎
𝑥 െ 𝑦  𝑎𝑧 ൌ 1          

 en función del parámetro 𝑎. 

𝑎ሻ Determine para qué valores de 𝑎, el sistema tiene solución única. Si es posible, calcule dicha solución 
para 𝑎 ൌ 0. 

𝑏ሻ Determine para qué valor de 𝑎 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑐ሻ Determine para qué valor de 𝑎 el sistema no tiene solución. 

Solución:  

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 1 െ1
1 𝑎ଶ െ1
1 െ1 𝑎

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 1 െ1
1 𝑎ଶ െ1
1 െ1 𝑎

    
4

3 െ 𝑎
1

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

 

|𝑀| ൌ อ
1 1 െ1
1 𝑎ଶ െ1
1 െ1 𝑎

อ ൌ 𝑎ଷ  1 െ 1  𝑎ଶ െ 1 െ 𝑎 ൌ  

=𝑎ଷ  𝑎ଶ െ 𝑎 െ 1 ൌ 0. 

  Resolviendo por la regla de Ruffini, las raíces son: 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଷ ൌ െ1. 

𝑎ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ 𝑎 ് 1
𝑎 ് െ1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

Si 𝒂 ് 𝟏 y 𝒂 ് െ𝟏 el sistema es compatible determinado. 

 

  Para 𝑎 ൌ 0 el sistema resulta ൝
𝑥  𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑧 ൌ 3         
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1        

, que es compatible determinado. Resolviendo por 

Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ
ସ ଵ ିଵ
ଷ  ିଵ
ଵ ିଵ 

อ

อ
ଵ ଵ ିଵ
ଵ  ିଵ
ଵ ିଵ 

อ

ൌ ଷିଵିସ

ଵିଵିଵ
ൌ ିଶ

ିଵ
ൌ 2.  𝑦 ൌ

อ
ଵ ସ ିଵ
ଵ ଷ ିଵ
ଵ ଵ 

อ

ିଵ
ൌ ିଵିସାଷାଵ

ିଵ
ൌ ିଵ

ିଵ
ൌ 1. 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଵ ସ
ଵ  ଷ
ଵ ିଵ ଵ

อ

ିଵ
ൌ ିସାଷାଷିଵ

ିଵ
ൌ ାଵ

ିଵ
ൌ െ1. 

𝑆𝑖 𝒂 ൌ 𝟎: 𝒙 ൌ 𝟐, 𝒚 ൌ 𝟏, 𝒛 ൌ െ𝟏 
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𝑏ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 െ1
1 1 െ1
1 െ1 െ1

    
4
4
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ൌ 𝐹ଶሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

  Para 𝑎 ൌ െ1 el sistema resulta ൝
𝑥  𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥  𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1

, que es compatible indeterminado y equivalente 

al sistema 
𝑥  𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1ൠ. 

  Para resolverlo se hace 𝑧 ൌ 𝜆:  
𝑥  𝑦 ൌ 4  𝜆
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1  𝜆ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ 5  2𝜆;   𝑥 ൌ ହ

ଶ
 𝜆. 

  𝑥  𝑦 ൌ 4  𝜆; ହ

ଶ
 𝜆  𝑦 ൌ 4  𝜆;   𝑦 ൌ 4 െ ହ

ଶ
ൌ ଷ

ଶ
. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ ହ

ଶ
 𝜆, 𝑦 ൌ ଷ

ଶ
, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

Si 𝑎 ൌ െ1 el sistema es compatible indeterminado, de solución: 𝒙 ൌ 𝟓

𝟐
 𝝀, 𝒚 ൌ 𝟑

𝟐
, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝜆 ∈ 𝑅 

 

𝑐ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 െ1
1 1 െ1
1 െ1 1

     
4
2
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 1 4
1 1 2
1 െ1 1

อ ൌ 1 െ 4  2 െ 4  2 െ 1 ൌ െ4 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

Si 𝑎 ൌ 1 el sistema es incompatible 
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Problema.2: 

2º) Considere las matrices 𝐴 ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ. 

𝑎ሻ Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices inversas. 

𝑏ሻ Resuelve la ecuación matricial 𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵, donde 𝐴௧ denota la matriz traspuesta de A. 

Solución:  

𝑎ሻ   Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ ቚ 2 3
െ1 െ2

ቚ ൌ െ4  3 ൌ െ1 ് 0. 

|𝐵| ൌ ቚെ1 െ3
1 2

ቚ ൌ െ2  3 ൌ 1 ് 0. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠 𝐴 𝑦 𝐵 𝑠𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 ሺ𝑜 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠ሻ. 

|𝐴| ൌ െ1.    𝐴௧ ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ.  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀെ2 െ3
1 2

ቁ. 

  𝐴ିଵ ൌ ௗ.ௗ 

||
ൌ

ቀିଶ ିଷ
ଵ ଶ

ቁ

ିଵ
ൌ ቀ 2 3

െ1 െ2
ቁ. 

Se obtiene la inversa de 𝐵 por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐵|𝐼ሻ ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቚ1 0
0 1

ቁ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଶሽ ⇒ ቀ 1 2
െ1 െ3

ቚ0 1
1 0

ቁ ⇒  

⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ  𝐹ଵሽ ⇒ ቀ1 2
0 െ1

ቚ0 1
1 1

ቁ ⇒ ሼ𝐹ଶ → െ2ሽ ⇒ ቀ1 2
0 1

ቚ 0 1
െ1 െ1

ቁ ⇒   

⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 2𝐹ଶሽ ⇒ ቀ1 0
0 1

ቚ 2 3
െ1 െ1

ቁ ⇒ 𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ. 

𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ; 𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ 

 

𝑏ሻ 𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵;  𝐴ିଵ  𝐴  𝑋  𝐵  𝐵ିଵ ൌ 𝐴ିଵ  ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ  𝐵ିଵ;  

𝐼  𝑋  𝐼 ൌ 𝐴ିଵ  ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ  𝐵ିଵ ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ  ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ  𝐵ିଵ.     (*)  

        𝐴௧ െ 3𝐵 ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ െ 3  ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ െ ቀെ3 െ9
3 6

ቁ ൌ ቀ5 8
0 െ8

ቁ. 

  Sustituyendo en (*) los valores obtenidos anteriormente: 

  𝑋 ൌ 𝐴ିଵ  ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ  𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ  ቀ5 8
0 െ8

ቁ  ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ൌ 

ൌ ቀ10 െ8
െ5 8

ቁ  ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ⇒ 𝑋 ൌ ቀ 28 38
െ18 െ23

ቁ. 

 

𝑋 ൌ ቀ 28 38
െ18 െ23

ቁ 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de MURCIA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)358 

Problema.3: 

3º) De entre todos los triángulos rectángulo cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las dimensiones 
de aquel cuya área es máxima. ¿Cuál es el valor de dicha área máxima? 

Solución:  

 

Solución:   Superficie: 𝑆 ൌ 

ଶ
⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑎. 

   

       Por el teorema de Pitágoras: 4ଶ ൌ 𝑏ଶ  𝑐ଶ. 

 

  𝑐 ൌ √16 െ 𝑏ଶ. Sustituyendo en la superficie: 

𝑆ሺ𝑏ሻ ൌ √ଵିమ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
 √16𝑏ଶ െ 𝑏ସ.   

La superficie será máxima cuando se anule su primera derivada: 

𝑆ᇱሺ𝑏ሻ ൌ ଵ

ଶ
 ଷଶିସయ

ଶ√ଵమିర ൌ 0 ⇒ 32𝑏 െ 4𝑏ଷ ൌ 0;   4𝑏ሺ8 െ 𝑏ଶሻ ൌ 0 ⇒  

𝑏ଵ ൌ 0;   8 െ 𝑏ଶ ൌ 0;   𝑏 ൌ േ√8 ൌ േ2√2 ⇒ 𝑏ଶ ൌ െ2√2, 𝑏ଷ ൌ 2√2. 

  La solución 𝑏 ൌ 0 es para mínimo. 

  El valor negativo carece de sentido lógico, por lo cual: 𝑏 ൌ 2√2. 

  𝑐 ൌ √16 െ 𝑏ଶ ൌ √16 െ 8 ൌ √8 ൌ 2√2. 

  𝑆 ൌ 

ଶ
ൌ ଶ√ଶଶ√ଶ

ଶ
ൌ 2  2 ൌ 4. 

𝑇𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜𝑠 𝒃 ൌ 𝒄 ൌ 𝟐√𝟐 𝒄𝒎 𝑦 𝟒 𝒄𝒎𝟐 𝑑𝑒 á𝑟𝑒𝑎 

   

 𝑎 ൌ 4 𝑐𝑚 
𝑏 

𝑐 
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Problema.4: 

4º) 𝑎ሻ Calcule la siguiente integral indefinida: 𝐼 ൌ  √௫

ଵା√௫
 𝑑𝑥. 

𝑏ሻ Determine el área del recinto limitado por el eje OX, la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √௫

ଵା√௫
 y la recta 

vertical 𝑥 ൌ 1. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐼 ൌ  √௫

ଵା√௫
 𝑑𝑥 ⇒ ൝

1  √𝑥 ൌ 𝑡 → √𝑥 ൌ 𝑡 െ 1
ଵ

ଶ√௫
 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 ൌ 2ሺ𝑡 െ 1ሻ  𝑑𝑡

ൡ ⇒  

⇒ 
௧ିଵ

௧
 2ሺ𝑡 െ 1ሻ  𝑑𝑡 ൌ 2  

௧మିଶ௧ାଵ

௧
 𝑑𝑡 ൌ 2   ቀ𝑡 െ 2  ଵ

௧
ቁ  𝑑𝑡 ൌ  

ൌ 2  ቀ௧మ

ଶ
െ 2𝑡  𝐿𝑡ቁ  𝐶 ൌ 2  

൫ଵା√௫൯
మ

ଶ
െ 2  ൫1  √𝑥൯  𝐿൫1  √𝑥൯൨  𝐶 ൌ  

ൌ 1  2√𝑥  𝑥 െ 4 െ 4√𝑥  2𝐿൫1  √𝑥൯  𝐶. 

𝐼 ൌ  √௫

ଵା√௫
 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 െ 2√𝑥 െ 3  2𝐿൫1  √𝑥൯  𝐶. 

𝐼 ൌ න
√𝑥

1  √𝑥
 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 െ 2√𝑥  2𝐿ห1  √𝑥ห  𝐶 

 

𝑏ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √௫

ଵା√௫
 corta al eje OX, únicamente, en el origen de coordenadas y, en el intervalo 

ሺ0, 1ሻ todas las ordenadas de la función son positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente: 

𝑆 ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻଵ
  𝑑𝑥 ൌ ൣ𝑥 െ 2√𝑥 െ 3  2𝐿൫1  √𝑥൯൧



ଵ
ൌ  

ൌ ൣ1 െ 2√1 െ 3  2𝐿൫1  √1൯൧ െ ൣ0 െ 2√0 െ 3  2𝐿൫1  √0൯൧ ൌ  

ൌ െ2 െ 2  2𝐿2  3 െ 2𝐿1 ൌ 2𝐿2 െ 1 െ 0. 

𝑆 ൌ ሺ𝟐𝑳𝟐 െ 𝟏ሻ 𝒖𝟐 ≅ 0.38629 𝑢ଶ. 
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Problema 5: 

5º) Se llama mediana de un triángulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triángulo y 
por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. 

𝑎ሻ  Calcule  las  ecuaciones  de  las  tres  medianas  del  triángulo  de  vértices  𝐴ሺെ1, 2, 3ሻ,  𝐵ሺ3, െ4, 1ሻ  y 
𝐶ሺ1, െ4, 5ሻ. 

𝑏ሻ Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto. 

Solución:  

𝑎ሻ   Punto medio de AB ⇒ 𝑀ሺ1, െ1, 2ሻ.     

Punto medio de AC ⇒ 𝑁ሺ0, െ1, 4ሻ. 

Punto medio de BC ⇒ 𝑃ሺ2, െ4, 3ሻ. 

Vector director de 𝑟ெ ⇒  𝑣ெሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝑀 െ 𝐶ሿ ൌ ሾሺ1, െ1, 2ሻ െ ሺ1, െ4, 5ሻሿ ൌ ሺ0, 3, െ3ሻ. 

Vector director de 𝑟ே ⇒  𝑣ேሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝑁 െ 𝐵ሿ ൌ ሾሺ0, െ1, 4ሻ െ ሺ3, െ4, 1ሻሿ ൌ ሺെ3, 3, 3ሻ. 

Vector director de 𝑟 ⇒  𝑣ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝑃 െ 𝐴ሿ ൌ ሾሺ2, െ4, 3ሻ െ ሺെ1, 2, 3ሻሿ ൌ ሺ3, െ6, 0ሻ. 

 

  Las ecuaciones paramétricas de las tres medianas son las siguientes: 

𝑟ெ ≡ ൝
𝑥 ൌ 1             
𝑦 ൌ െ4  3𝜆
𝑧 ൌ 5 െ 3𝜆   

.  𝑟ே ≡ ൝
𝑥 ൌ 3 െ 3𝜇   
𝑦 ൌ െ4  3𝜇
𝑧 ൌ 1  3𝜇   

.  𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ1  3𝛿
𝑦 ൌ 2 െ 6𝛿   
𝑧 ൌ 3              

. 

 

𝑏ሻ   Punto de corte de las medianas 𝑟ெ 𝑦 𝑟ே:  ൝
1 ൌ 3 െ 3𝜇                 
െ4  3𝜆 ൌ െ4  3𝜇
5 െ 3𝜆 ൌ 1  3𝜇      

ൡ.  

  1 ൌ 3 െ 3𝜇;   3𝜇 ൌ 2 ⇒ 𝜇 ൌ ଶ

ଷ
. 

  െ4  3𝜆 ൌ െ4  3𝜇;  െ4  3𝜆 ൌ െ4  2;   3𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝜆 ൌ ଶ

ଷ
. 

  Punto de corte de las medianas 𝑟ெ 𝑦 𝑟ே  ⇒ 𝐷ሺ1, െ2, 3ሻ. 

  Punto de corte de las medianas 𝑟ெ 𝑦 𝑟:  ൝
1 ൌ െ1  3𝛿           
െ4  3𝜆 ൌ 2 െ 6𝛿
5 െ 3𝜆 ൌ 3              

ൡ.  

  1 ൌ െ1  3𝛿;   3𝛿 ൌ 2 ⇒ 𝛿 ൌ ଶ

ଷ
. 

  5 െ 3𝜆 ൌ 3;   3𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝜆 ൌ ଶ

ଷ
. 

  Punto de corte de las medianas 𝑟ெ 𝑦 𝑟  ⇒ 𝐷ሺ1, െ2, 3ሻ. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐷ሺ1, െ2, 3ሻ. 
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Problema 6: 

6º) Considere la recta 𝑟 ≡ ௫ାଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ିଵ


 y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4: 

𝑎ሻ Estudie la posición relativa de la recta y el plano. 

𝑏ሻ  En caso de que  la  recta corte al plano,  calcule el punto de corte y el ángulo que  forman. En caso 
contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano. 

𝑐ሻ Determine el plano que contiene a la recta 𝑟 y es perpendicular al plano 𝜋. 

Solución:  

𝑎ሻ La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ௫ାଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ିଵ


⇒ 𝑥  1 ൌ 2𝑦 െ 4

           𝑧 െ 1 ൌ 0
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ5

𝑧 ൌ 1              
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
    𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ5
                  𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 െ2 0
0 0 1
1 െ2 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ2 0
0 0 1
1 െ2 െ1

   
െ5
1
4

൱. 

  Según sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 െ2 0
0 0 1
1 െ2 െ1

อ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ െ2𝐶ଵሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 0 െ5
0 1 1
1 െ1 4

อ ൌ 4  5  1 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 

𝑏ሻ   La distancia entre 𝑟 𝑦 𝜋 es  la misma que  la distancia de un punto de  la recta 𝑟 al plano 𝜋. Un 
punto de la recta 𝑟 es 𝑃ሺെ1, 2, 1ሻ. 

La  distancia  de  un  punto  𝑃ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ  al  plano  𝐴𝑥  𝐵𝑦  𝐶𝑧  𝐷 ൌ 0  viene  dada  por  la 

fórmula 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|௫బା௬బା௭బା|

√మାమାమ . 

          Aplicando la fórmula al punto 𝑃ሺെ1, 2, 1ሻ y al plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 െ 4 ൌ 0: 

𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ଵሺିଵሻିଶଶିଵଵିସ|

ඥଵమାሺିଶሻమାሺିଵሻమ
ൌ

|ିଵିସିଵିସ|

√ଵାସାଵ
ൌ

|ିଵ|

√
ൌ ଵ√


ൌ ହ√

ଷ
 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠.  

𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ିଵ|

√
ൌ

ଵ√


ൌ

𝟓√𝟔

𝟑
 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 ൌ 𝟒. 𝟎𝟖𝟑 𝑢. 
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𝑐ሻ   Un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, െ1ሻ. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑣ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ y 𝑃ሺെ1, 2, 1ሻ. 

  El plano 𝛽 que contiene a  la recta 𝑟 y es perpendicular al plano 𝜋  tiene  la siguiente expresión 

general: 𝛽ሺ𝑃; 𝑛ሬ⃗ , 𝑣ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥  1 𝑦 െ 2 𝑧 െ 1

1 െ2 െ1
2 1 0

อ ൌ 0; 

െ2ሺ𝑦 െ 2ሻ  ሺ𝑧 െ 1ሻ  4ሺ𝑧 െ 1ሻ  ሺ𝑥  1ሻ ൌ 0; െ2𝑦  4  5𝑧 െ 5  𝑥  1 ൌ 0. 

𝛽 ≡ 𝑥 െ 2𝑦  5𝑧 ൌ 0. 
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Problema 7: 

7º) Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Consideramos la variable aleatoria que cuenta el 
número de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento: se saca una 
bola de la urna y, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna. 

𝑎ሻ ¿Qué tipo de distribución sigue dicha variable aleatoria y cuáles son sus parámetros? 

𝑏ሻ ¿Cuál es la media y la desviación típica de esta distribución? 

𝑐ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el número de bolas anotado sea menor o igual que 4? 

Solución:  

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

𝑎ሻ 

𝑆𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑐𝑖ó𝑛 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟á𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑛 ൌ 9; 𝑝 ൌ ଶ

ହ
ൌ 0.4 𝑦 𝑞 ൌ ଷ

ହ
ൌ 0.6. 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ9
𝑘

ቁ  0.4  0.6ଽି ൌ
9!

𝑘!  4ሺ9 െ 𝑘ሻ!
 0.4  0.6ଽି 

 

𝑏ሻ   La  media  y  la  desviación  típica  en  una  distribución  binomial  vienen  dadas  por  las  siguientes 
expresiones: 

  𝜇 ൌ 𝑛  𝑝 ൌ 9  0.4 ⇒ 𝜇 ൌ 3.6. 

  𝜎 ൌ ඥ𝑛  𝑝  𝑞 ൌ √9  0.4  0.6 ൌ √2.16 ⇒ 𝜎 ≅ 1.4697. 

Media: 𝜇 ൌ 𝟑. 𝟔. Desviación típica: 𝜎 ≅ 𝟏. 𝟒𝟕 

 

𝑐ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋  4ሻ ൌ 𝑃ሺ0ሻ  𝑃ሺ1ሻ  𝑃ሺ2ሻ  𝑃ሺ3ሻ  𝑃ሺ4ሻ ൌ 

ൌ ቀ9
0

ቁ  0.4  0.6ଽ  ቀ9
1

ቁ  0.4ଵ  0.6଼  ቀ9
2

ቁ  0.4ଶ  0.6  ቀ9
3

ቁ  0.4ଷ  0.6   

 ቀ9
4

ቁ  0.4ସ  0.6ହ ൌ 1  1  0.0101  9  0.4  0.0168  ଽ!

!ଶ!
 0.16  0.0278   

 ଽ!

!ଷ!
 0.064  0.0467  ଽ!

ହ!ସ!
 0.0256  0.0778 ൌ  

ൌ 0.0101  0.0605  36  0.0045  84  0.0030  126  0.0020 ൌ  

ൌ 0.0101  0.0605  0.1612  0.2508  0.2508 ൌ 0.7334.  

𝑷ሺ𝑿  𝟒ሻ ൌ 𝟎. 𝟕𝟑𝟑𝟒 
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Problema 8: 

8º)  En una determinada población,  el  40 % de  los  individuos  lee diariamente  la  prensa  y  el  75 %  ve 
diariamente las noticias en la televisión. Además, el 25 % de los individuos lee la prensa y ve las noticias 
en la televisión diariamente. 

𝑎ሻ ¿Son  independientes  los sucesos “leer diariamente  la prensa” y “ver diariamente  las noticias en  la 
televisión”? 

𝑏ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la 
televisión? 

𝑐ሻ Si un individuo lee la prensa diariamente, ¿cuál es la probabilidad de que también vea las noticias de 
la televisión? 

Solución:  

  𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 𝑃ሺ𝑝𝑟ሻ ൌ 0,40;   𝑃ሺ𝑡𝑣ሻ ൌ 0,75;   𝑃ሺ𝑝𝑟 ∩ 𝑡𝑣ሻ ൌ 0,25. 

 

𝑎ሻ   Dos sucesos A y B son independientes cuando 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ  𝑃ሺ𝐵ሻ: 

  𝑃ሺ𝑃𝑟ሻ  𝑃ሺ𝑇𝑣ሻ ൌ 0.4  0.75 ൌ 0.3 ് 0.25 ൌ 𝑃ሺ𝑃𝑟 ∩ 𝑇𝑣ሻ. 

𝐿𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑠𝑜𝑠 ሺ𝑃𝑟ሻ 𝑦 ሺ𝑇𝑣ሻ 𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

𝑏ሻ 

 𝑃 ൌ 𝑃൫𝑃𝑟 ∩ 𝑇𝑣൯ ൌ 𝑃ሺ𝑃𝑟ሻ െ 𝑃ሺ𝑃𝑟 ∩ 𝑇𝑣ሻ ൌ 0.40 െ 0.25 ൌ 0.15. 

 

La probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la televisión 

es 0.15. 

𝑐ሻ  

𝑃ሺ𝑇𝑣|𝑃𝑟ሻ ൌ ሺ்௩∩ሻ

ሺሻ
ൌ ,ଶହ

,ସ
ൌ 0,625. 

Si un individuo lee la prensa diariamente, la probabilidad de que también vea las noticias de la 

televisión es 0.625. 

 

   

𝑃𝑟

𝑇𝑣
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

1º) Considere el sistema de ecuaciones lineales ቐ
𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2               
𝑥 െ 𝑎𝑦  𝑎ଶ𝑧 ൌ െ1    
െ𝑎𝑥  𝑎ଶ𝑦 െ 𝑎ଷ𝑧 ൌ 2

 en función del parámetro 𝑎. 

𝑎ሻ Compruebe que el sistema nunca tiene solución única. 

𝑏ሻ Determine para qué valores de 𝑎 el sistema tiene infinitas soluciones. 

𝑐ሻ Si es posible, resuélvalo para el valor de 𝑎 ൌ 2. 

Solución:  

𝑎ሻ   Según el  teorema de Rouché‐Fröbenius, un sistema tiene solución única cuando  los rangos de 
las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al número de incógnitas, que en este caso es 
tres. 

  La matriz de coeficientes es 𝑀 ൌ ൭
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
൱, cuyo rango es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
อ ൌ 𝑎ସ  𝑎ଶ െ 𝑎ଷ െ 𝑎ଶ െ 𝑎ସ  𝑎ଷ ൌ 0 ⇒   

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൏ 3, ∀𝑎 ∈ 𝑅.   El sistema no puede ser compatible determinado. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑛𝑢𝑛𝑐𝑎 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 ú𝑛𝑖𝑐𝑎. 

 

𝑏ሻ   La matriz ampliada es 𝑀′ ൌ ൭
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
    

2
െ1
2

൱, cuyo rango, en función del valor de 𝑎, es el 

siguiente: 

  𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
    

2
െ1
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 1 2
1 െ𝑎 െ1

െ𝑎 𝑎ଶ 2
อ ൌ െ2𝑎  2𝑎ଶ  𝑎 െ 2𝑎ଶ  𝑎ଶ െ 2 ൌ 𝑎ଶ െ 𝑎 െ 2 ൌ 0;  

𝑎 ൌ ଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ଵേ√ଽ

ଶ
ൌ ଵേଷ

ଶ
⇒ 𝑎ଵ ൌ െ1, 𝑎ଶ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝑎 ൌ െ1
𝑎 ൌ 2

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼.  

𝐸𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 𝑦 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2. 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ് െ1 𝑦 𝑎 ് 2 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 
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𝑐ሻ   Para 𝑎 ൌ 2 el sistema resulta 

          𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2
  𝑥 െ 2𝑦  4𝑧 ൌ െ1
െ2𝑥  4𝑦 െ 8𝑧 ൌ 2

ൡ, equivalente al sistema 
        𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2
𝑥 െ 2𝑦  4𝑧 ൌ െ1ൠ, 

que es compatible indeterminado. Haciendo 𝑧 ൌ 𝜆: 

𝑥  𝑦 ൌ 2 െ 𝜆   
𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1 െ 4𝜆ൠ  

     𝑥  𝑦 ൌ 2 െ 𝜆  
െ𝑥  2𝑦 ൌ 1  4𝜆ൠ ⇒ 3𝑦 ൌ 3  3𝜆;   𝑦 ൌ 1  𝜆. 

  𝑥  𝑦 ൌ 2 െ 𝜆;   𝑥 ൌ 2 െ 𝜆 െ 1 െ 𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ 1 െ 2𝜆. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝟐𝝀;   𝒚 ൌ 𝟏  𝝀;   𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 
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Problema 2: 

2º) Considere la matriz 𝐴 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ. 

𝑎ሻ Calcule las potencias sucesivas 𝐴ଶ, 𝐴ଷ, 𝐴ସ, 𝐴ହ 𝑦 𝐴 

𝑏ሻ Calcule 𝐴ଶ ଶ. 

𝑐ሻ Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa. 

Solución:  

𝑎ሻ   𝐴ଶ ൌ 𝐴  𝐴 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ  ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀെ2 െ3
1 1

ቁ. 

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ  𝐴 ൌ ቀെ2 െ3
1 1

ቁ  ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀെ1 0
0 െ1

ቁ ൌ െ𝐼. 

𝐴ସ ൌ 𝐴ଷ  𝐴 ൌ െ𝐼  𝐴 ൌ ቀ 1 3
െ1 െ2

ቁ. 

𝐴ହ ൌ 𝐴ସ  𝐴 ൌ െ𝐴  𝐴 ൌ െ𝐴ଶ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ. 

𝐴 ൌ 𝐴ଷ  𝐴ଷ ൌ െ𝐼  ሺെ𝐼ሻ ൌ 𝐼ଶ ൌ 𝐼 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ. 

𝐴ଶ ൌ ቀെ2 െ3
1 1

ቁ ; 𝐴ଷ ൌ ቀെ1 0
0 െ1

ቁ ൌ െ𝐼; 𝐴ସ ൌ ቀ 1 3
െ1 െ2

ቁ ; 𝐴ହ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ; 𝐴 ൌ 𝐼 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ  

 

𝑏ሻ 𝐴ଶ ଶ ൌ 𝐴  ଷଷ ା ସ ൌ 𝐴  ଷଷ  𝐴ସ ൌ ሾ𝐴ሿଷଷ  𝐴ସ ൌ 𝐼ଷଷ  𝐴ସ ൌ 𝐼  𝐴ସ ൌ 𝐴ସ. 

𝐴ଶ ଶ ൌ 𝐴ସ ൌ െ𝐴 ൌ ቀ 1 3
െ1 െ2

ቁ. 

 

𝑐ሻ   Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ ቚെ1 െ3
1 2

ቚ ൌ െ2  3 ൌ 1 ് 0 ⇒ 𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

𝐴௧ ൌ ቀെ1 1
െ3 2

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ. 

  𝐴ିଵ ൌ ௗ.ௗ 

||
ൌ

ቀ ଶ ଷ
ିଵ ିଵ

ቁ

ଵ
 ⇒  𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 3

െ1 െ1
ቁ. 

𝑨ି𝟏 ൌ ቀ 𝟐 𝟑
െ𝟏 െ𝟏

ቁ 
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Problema 3: 

3º) Calcule los siguientes límites: 

𝑎ሻ lim
௫→

ሺଷା௫ሻିሺଷି௫ሻ

ଶ௫
. 

𝑏ሻ  lim
௫→ାஶ

൫√𝑥  1 െ √𝑥  2൯. 

Solución:  

𝑎ሻ lim
௫→

ሺଷା௫ሻିሺଷି௫ሻ

ଶ௫
ൌ ଷିଷ


ൌ 


⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→

భ
యశೣ

ି షభ
యషೣ

ଶ
ൌ 

ൌ lim
௫→

భ
యశೣ

ା భ
యషೣ

ଶ
ൌ lim

௫→

యషೣశయశೣ
వషೣమ

ଶ
ൌ lim

௫→



ଶሺଽି௫మሻ
ൌ lim

௫→

ଷ

ଽି௫మ ൌ ଷ

ଽିమ ൌ ଵ

ଷ
. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝑳ሺ𝟑ା𝒙ሻି𝑳ሺ𝟑ି𝒙ሻ

𝟐𝒙
ൌ

𝟏

𝟑
. 

 

𝑏ሻ  lim
௫→ஶ

൫√𝑥  1 െ √𝑥  2൯ ൌ ∞ െ ∞ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ lim
௫→ାஶ

൫√௫ାଵି√௫ାଶ൯൫√௫ାଵା√௫ାଶ൯

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

൫√௫ାଵ൯
మ

ି൫√௫ାଶ൯
మ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

௫ାଵିሺ௫ାଶሻ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ  

ൌ lim
௫→ାஶ

௫ାଵି௫ିଶ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ ିଵ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ ିଵ

ஶାஶ
ൌ ିଵ

ஶ
ൌ 0.  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

൫√𝒙  𝟏 െ √𝒙  𝟐൯ ൌ 𝟎. 
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Problema 4: 

4º) 𝑎ሻ Calcule la integral indefinida: 𝐼 ൌ  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ  𝑑𝑥. 

𝑏ሻ Calcule la integral definida: 𝐼 ൌ  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻଵ
  𝑑𝑥. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐼 ൌ  𝐿 ሺ1  𝑥ଶሻ  𝑑𝑥 ⇒ ቊ𝑢 ൌ 𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ → 𝑑𝑢 ൌ ଶ௫ௗ௫

ଵା௫మ

𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ 𝑥
ቋ ⇒  

⇒ 𝑥  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ െ  𝑥  ଶ௫ௗ௫

ଵା௫మ ൌ 𝑥  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ െ 2 
௫మ

ଵା௫మ  𝑑𝑥 ൌ  

ൌ 𝑥  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ െ 2 
ଵା௫మିଵ

ଵା௫మ  𝑑𝑥 ൌ 𝑥  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ െ 2 
ଵା௫మ

ଵା௫మ  𝑑𝑥  2 
ଵ

ଵା௫మ 𝑑𝑥.  

𝑰 ൌ  𝑳 ሺ𝟏  𝒙𝟐ሻ  𝒅𝒙 ൌ 𝒙  𝑳ሺ𝟏  𝒙𝟐ሻ െ 𝟐𝒙  𝟐  𝒂𝒓𝒄 𝒕𝒈 𝒙  𝑪. 

 

𝑏ሻ   𝐼 ൌ  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻଵ
  𝑑𝑥 ൌ ሾ𝑥  𝐿ሺ1  𝑥ଶሻ െ 2𝑥  2  𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑥ሿ

ଵ ൌ 

ൌ ሾ1  𝐿ሺ1  1ଶሻ െ 2  1  2  𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 1ሿ െ ሾ0  𝐿ሺ1  0ଶሻ െ 0  2  𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 0ሿ ൌ  

ൌ 𝐿2 െ 2  2  గ

ସ
െ 0 ൌ 𝐿2 െ 2  గ

ଶ
. 

𝑰 ൌ  𝑳ሺ𝟏  𝒙𝟐ሻ𝟏
𝟎  𝒅𝒙 ൌ 𝑳𝟐 െ 𝟐 

𝝅

𝟐
≅ 𝟎. 𝟐𝟔𝟑𝟗. 
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Problema 5: 

5º) Considere los puntos 𝑃ሺ5, 6, 1ሻ 𝑦 𝑄ሺെ3, െ2, 5ሻ y la recta 𝑟 ≡ ௫

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ସ
. 

𝑎ሻ Determine el punto R de  la  recta 𝑟 para el  cuál el área del  triángulo PQR  tiene el valor de 18√2 
unidades cuadradas. 

Observación: Hay dos puntos R que son solución del apartado 𝑎ሻ; basta con encontrar uno de ellos. 

𝑏ሻ Calcule la ecuación de la recta 𝑠 que pasa por los puntos P y Q y comprueba que dicha recta corta 
perpendicularmente a la recta 𝑟. 

Solución:  

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆             
𝑦 ൌ 1  𝜆     
𝑧 ൌ െ1  4𝜆

. 

  Un punto genérico de 𝑟 es 𝑅ሺ𝜆, 1  𝜆, െ1  4𝜆ሻ. 

  Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores: 

𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ5, 6, 1ሻ െ ሺെ3, െ2, 5ሻሿ ൌ ሺ8, 8, െ4ሻ. 

𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝜆, 1  𝜆, െ1  4𝜆ሻ െ ሺെ3, െ2, 5ሻሿ ൌ ሺ3  𝜆, 3  𝜆, െ6  4𝜆ሻ. 

El  área  del  triángulo  que  determinan  tres  puntos  no  alineados  es  la  mitad  del  módulo  del 
producto vectorial de los dos vectores que determinan: 

  𝑆ொோ ൌ ଵ

ଶ
 ห𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ଵ

ଶ
 ะ

𝑖 𝑗 𝑘
8 8 െ4

3  𝜆 3  𝜆 െ6  4𝜆
ะ ൌ 18√2; 

ะ
𝑖 𝑗 𝑘
2 2 െ1

3  𝜆 3  𝜆 െ6  4𝜆
ะ ൌ 9√2;  

ൌ |ሺെ12  8𝜆ሻ𝑖 െ ሺ3  𝜆ሻ𝑗  ሺ6  2𝜆ሻ𝑘 െ ሺ6  2𝜆ሻ𝑘  ሺ3  𝜆ሻ𝑖  ሺ12 െ 8𝜆ሻ𝑗| ൌ  

ൌ |ሺെ9  9𝜆ሻ𝑖  ሺ9 െ 9𝜆ሻ𝑗| ൌ 9  |ሺെ1  𝜆ሻ𝑖  ሺ1 െ 𝜆ሻ𝑗| ൌ 9√2;   

|ሺെ1  𝜆ሻ𝑖  ሺ1 െ 𝜆ሻ𝑗| ൌ √2;  ඥሺെ1  𝜆ሻଶ  ሺ1 െ 𝜆ሻଶ ൌ √2;  

1 െ 2𝜆  𝜆ଶ  1 െ 2𝜆  𝜆ଶ ൌ 2;   2𝜆ଶ െ 4𝜆 ൌ 0;  𝜆ଶ െ 2𝜆 ൌ 0;   𝜆ሺ𝜆 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 2.    Cumplen la condición pedida los siguientes puntos: 

𝑹𝟏ሺ𝟎, 𝟏, െ𝟏ሻ 𝒚 𝑹𝟐ሺ𝟐, 𝟑, 𝟕ሻ. 

 

𝑏ሻ   𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ8, 8, െ4ሻ ⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 2, െ1ሻ. 

  Considerando,  por  ejemplo,  el  punto 𝑄ሺെ3, െ2, 5ሻ,  la  expresión  de  la  recta  𝑠  dada  por  unas 
ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝒔 ≡
𝒙ା𝟑

𝟐
ൌ

𝒚ା𝟐

𝟐
ൌ

𝒛ି𝟓

ି𝟏
. 

  Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores. 
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  Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero. 

  𝑣ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 4ሻ. 

  𝑣ሬሬሬ⃗  𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 4ሻ  ሺ2, 2, െ1ሻ ൌ 2  2 െ 4 ൌ 0. 

  Las rectas 𝑟 𝑦 𝑠 son perpendiculares. 

  Para  verificar  que  las  rectas  se  cortan  consideramos,  por  ejemplo,  el  vector  𝑄𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  que  tiene 
origen en un punto de 𝑠 y extremo en un punto de 𝑟: 

  𝑄𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, െ1ሻ െ ሺെ3, െ2, 5ሻሿ ൌ ሺ3, 3, െ6ሻ. 

  Para  que  𝑟 𝑦 𝑠  se  corten  es  necesario  que  los  vectores  𝑣ሬሬሬ⃗  𝑣௦ሬሬሬ⃗  𝑦 𝑄𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   sean  linealmente 
dependiente  (estén en un mismo plano), para  lo cual es necesario que se anule el determinante que 
forman: 

  อ
1 1 4
2 2 െ1
3 3 െ6

อ ൌ െ12  24 െ 3 െ 24  3  12 ൌ 0. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑦 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠. 
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Problema 6: 

6º) Considere las rectas 𝑟 ≡ ൜
5𝑥  3𝑦 ൌ 19
𝑦 െ 5𝑧 ൌ 3     𝑦 𝑠 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ିହ


. 

𝑎ሻ Estudie la posición relativa de ambas rectas. 

𝑏ሻ En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el ángulo que forman. En caso de que 
las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta 𝑟 y es paralelo a la recta 𝑠. 

Solución:  

𝑎ሻ   La expresión de la recta 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ൜
5𝑥  3𝑦 ൌ 19
𝑦 െ 5𝑧 ൌ 3    ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆;   𝑦 ൌ 3  5𝜆.     5𝑥  3𝑦 ൌ 19; 

5𝑥  9  15𝜆 ൌ 19;   5𝑥 ൌ 10 െ 15𝜆;   𝑥 ൌ 2 െ 3𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 3𝜆
𝑦 ൌ 3  5𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

.  

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ2, 3, 0ሻ y 𝑣ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, 5, 1ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺ1, 0, 5ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 1, 0ሻ. 

Los  vectores  𝑣ሬሬሬ⃗   y  𝑣௦ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 0, 5ሻ െ ሺ2, 3, 0ሻሿ ൌ ሺെ1, െ3, 5ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
െ3 5 1
െ1 1 0
െ1 െ3 5

อ ൌ െ15  3  1  25 ൌ 14 ് 0 ⇒ 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 3 ⇒  𝑣ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒓𝒖𝒛𝒂𝒏. 

 

𝑏ሻ   El plano 𝜋 que contiene a 𝑟 y es paralelo a 𝑠 tiene la siguiente expresión general: 

  𝜋ሺ𝐴; 𝑣ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 2 𝑦 െ 3 𝑧

െ3 5 1
െ1 1 0

อ ൌ 0; െሺ𝑦 െ 3ሻ െ 3𝑧  5𝑧 െ ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0; 

െ𝑦  3  2𝑧 െ 𝑥  2 ൌ 0.  

𝝅 ≡ 𝒙  𝒚 െ 𝟐𝒛 െ 𝟓 ൌ 𝟎. 
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Problema 7: 

7º) El peso de los recién nacidos, medido en kg, sigue una distribución normal de media 𝜇 ൌ 2.8 kg y 
desviación típica 𝜎. Se sabe que solo el 20.05 % de ellos pesa más de 3 kg. 

𝑎ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido pese más de 2.6 kg? 

𝑏ሻ Calcule la desviación típica de esta distribución normal. 

𝑐ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg? 

Importante: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 2.8;   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋  3ሻ ൌ 0.2005. 

El gráfico adjunto facilita la comprensión del apartado. 

 

 

 

 

 

La  gráfica  de  la  Normal  es  simétrica  con  respecto  a  la  media  𝜇,  por  lo  cual  las  superficies 
sombreadas de las figuras ① y ② son iguales. 

La gráfica de la Normal expresa la probabilidad 𝐹ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍  𝑎ሻ, por lo cual: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋  3ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋  2.6ሻ ൌ 1 െ 0.2005 ൌ 0.7995. 

La probabilidad de que un recién nacido pese más de 2.6 kg es de 0.7995. 

 

𝑏ሻ 𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ2.8;  𝜎ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ିଶ.଼

ఙ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋  3ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍  ଷିଶ.଼

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍  .ଶ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 𝑃 ቀ𝑍  .ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.2005;   

𝑃 ቀ𝑍  .ଶ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 0.2005 ൌ 0.7995. 

Mirando de forma inversa en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ a 0.7995 le corresponde 0.84: 

 
.ଶ

ఙ
ൌ 0.84 ⇒  𝜎 ൌ .ଶ

.଼ସ
ൌ 0.24. 

𝜎 ൌ
20
84

ൌ
5

21
ൌ 𝟎. 𝟐𝟒 

 

𝑐ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋  2.9ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍  ଶ.ଽିଶ.଼

.ଶସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍  .ଵ

.ଶସ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍  0.42ሻ ൌ 0.6628. 

La probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg es de 0.6628. 

   

𝜇  3 
2.8 

2.2 2.4 2,6  3.43.2 𝜇 3
2.8

2.2 2.4 2.6 3.4 3.2 

① ② 0.2005 0.2005
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Problema 8: 

8º) Dos urnas A y B contienen bolas con la siguiente composición: La urna A contiene 3 bolas blancas, 4 
negras y 3 rayadas, la urna B contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Además, se tiene un dado que 
tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una 
bola al azar de la urna que indique el dado. 

𝑎ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola sea blanca? 

𝑏ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola sea rayada? 

𝑐ሻ Si la bola extraída es blanca, ¿cuál es la probabilidad de que proceda de la urna B? 

Solución:  

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ ଶ


ൌ ଵ

ଷ
;   𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ସ


ൌ ଶ

ଷ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵𝑙ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 → 𝐵𝑙ሻ  𝑃ሺ𝐵 → 𝐵𝑙ሻ ൌ ଵ

ଷ
 ଷ

ଵ
 ଶ

ଷ
 

ଵ
ൌ ଵ

ଵ
 ଶ

ହ
ൌ ଵାସ

ଵ
ൌ  

ൌ ହ

ଵ
ൌ ଵ

ଶ
ൌ 0.5. 

La probabilidad de que la bola sea blanca es 0.5. 

 

𝑏ሻ      𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴 → 𝑅𝑎ሻ  𝑃ሺ𝐵 → 𝑅𝑎ሻ ൌ ଵ

ଷ
 ଷ

ଵ
 ଶ

ଷ
 

ଵ
ൌ ଵ

ଵ
 0 ൌ ଵ

ଵ
ൌ 0.1. 

La probabilidad de que la bola sea rayada es 0.1. 

 

𝑐ሻ  

𝑃ሺ𝐵/𝐵𝑙ሻ ൌ ሺ∩ሻ

ሺሻ
ൌ

మ
య

 ల
భబ
భ
మ

ൌ
మ
ఱ
భ
మ

ൌ ସ

ହ
ൌ 0.8.  

Si la bola extraída es blanca, la probabilidad de que proceda de la urna B es 0.8. 

 

ሻሻ ሻ

𝐴

ሻሻ
ሻሻ ሻ

𝐵

ሻሻ
ሻሻ

ሻሻ


