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Azterketa honek BOST atal ditu, bakoitza 2,5 puntukoa. Horietako LAUri
erantzun behar diezu. Atal bakoitzeko galdera bati erantzun soilik.

Jarraibideetan adierazitakoei baino galdera gehiagori erantzunez gero, eran-
tzunak ordenari jarraituta zuzenduko dira, harik eta beharrezko kopurura
iritsi arte.

Ez ahaztu azterketako orrialde guztietan kodea jartzea.

Kalkulagailuak erabil daitezke baina ezaugarri hauek dituztenak ez:

» pantailla grafikoa, datuak igortzeko aukera, programatzeko aukera,

ekuazioak ebazteko aukera, matrize-eragiketak egiteko aukera,

determinatzaileen kalkulua egiteko aukera,

deribatuak eta integralak egiteko aukera,

datu alfanumerikoak gordetzeko aukera.

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder
a CUATRQO de ellas. En cada parte debes responder a una lJnica pregunta.

En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas
se corregiran en orden hasta llegar al mimero necesario.

No olvides incluir el codigo en cada una de las hojas de examen.

No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

s pantalla grafica, posibildad de transmitir dates, programable,
s resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices,

s cileulo de determinantes,

» calculo de derivadas e integrales,

s almacenamiento de datos alfanuméricos.
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PRIMERA PARTE (2.5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio Al
Discutir el sistema S(a) en funcion de a, siendo
ar—y+2z= 2
Sa)=qz—-2y—z= 1
r+2ytaz= 3.

Resolver en funcidn de a, mediante ¢l método de Cramer, en los casos en que sea
posibile.

Ejercicio Bl

I @ 1
Sea M (i) la matriz dada por M{a) = [ 1 o
0 w1

a) Determinar para qué valores de « la matriz no tiene inversa.

b) Caleular, si es posible, la matriz inversa para o = (), v en caso de que no sea
posible razonar por qué no es posible.

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (—1,2,3) v es paralelo a
los vectores o = (—1, -2, —3) y w = (1,3,5).

b) Mallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y
Az — y + 5z = 8 sean perpendiculares.
Ejercicio B2
dr — 3y + 4z = 1
dr—2y+z= -3

Hallar A para que r ¥y 7 sean paralelos. Ademas, obtener el plano perpendicular
a1y que pase por el origen.

Seaw el plano 2e—y+Az — (. Sear la recla dada porr = {
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TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3

Dada la funcion f(x) = ax® + bx® + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ para que su
grifica pase por (0,2) v tenga un extremo en (1, —1). jTiene f mis extremos ?

Ejercicio B3

Sea f(x) = x* + 9, v P el punto exterior a su grifica de coordenadas P = (0,0).
Caleular razonadamente la (o las) tangentes a la grifica de [ que pasan por el
punto P.

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde 5610 a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A4

Dibujar la regién encerrada por f(z) = x* — 2z + 1 v g(z) = —x* + 5, v calcular
el drea de dicha region.

Ejercicio B4
Caleular las integrales indelinidas T v J explicando los métodos usados para su

resolueion.

i
I = cosl2x)dr J=] —
fl‘ (2x)dz, f1;2+2.1:—3

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A5

Fn una empresa el 70 por ciento de sus trabajadoras estin satisfechas con su
contrato, y entre las satisfechas con su contrato el 80 por ciento gana més de 1000
euros. Entre las no satisfechas solo el 20 por ciento gana méas de 1000 euros. Si se
elige una Lrabajadora al aear:

a)j, Cual es la probabilidad de que gane mas de 1000 euros?

b) 5i gana mas de 1000 euros, j cudl es la probabilidad que esté satisfecha con
su conbrako?

¢) ;. Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1000 euros y esté satisfecha
con su contrato? ]
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Ejercicio B5

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no
un automéwvil, con independencia de lo gque ocorra en los obros. Sila probabilidad
de que un aparcamiento esté ocupado es de 0,4, se pide:

a) ldentificar v describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 antomdviles aparcados.

¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya enbre 10 y 20 antomoviles aparcados.
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020
PRIMERA PARTE

Ejercicio A1l

ax—y+2z=2

Discutir el sistema de ecuaciones lineales { x — 2y —z =1 en funcién del parédmetro a. Resolver, en
xX+2y+az=3

funcion de a, mediante el método de Cramer, en los casos en que sea posible.

Solucion:

Escribimos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada, y determinamos sus rangos. La matriz de
los coeficientes es cuadrada, por lo que calculamos su determinante, y es: —2a% + 3a + 9, que se anula
para a =3,y para a = —3/2. Por tanto el rango de la matriz de los coeficientes es 3 siempre que a sea
distinto de 3 y de —3/2. Y el rango de matriz ampliada no puede ser mayor que 3.

Resolvemos por Cramer:

2 -1 2
1 -2 -1
13 2 al _ —2a+ 22
T —2a?+3a+9 —-2a2+3a+9
a 2 2
1 1 -1
11 3 a _ a’+a+2
YT 22 +3a+9 —2a2+3a+9
a —1 2
1 -2 1
1 2 3 —2a+ 10

2T 002 +3a+9 —2a2+3a+9

El sistema es compatible determinadosia # 3 o a # —3/2.

—2a+22 _  a’+a+2 _ _ —2a+10
—2a?2+3a+9’ —2a%+3a+9’ —2a2+43a+9’

Las soluciones son: x =

Calculamos el rango de la matriz ampliada para esos dos valores.

Para a = —3/2 el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero,
vale 22, luego su rango es 3. El sistema es incompatible.

Para a = 3 el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, vale
—14, luego su rango es 3. El sistema es incompatible.

Por tanto:
El sistema es incompatiblesia=3 o a =-3/2.

Observamos que sia =3 o a=-3/2, se anulan los denominadores, luego NO hay solucién.

. -2a+22 a’+a+2 —2a+10
Paratodo a distintode30de-3/2, x =————,;y=———; 2 = ———
-2a?+3a+9 —2a?+3a+9 —2a%+3a+9
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Ejercicio B1:

1 a 1
SealamatrizM(@)={a 1 a
0 a 1

a) Determina para qué valores de a la matriz tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por
qué no lo es.

Solucion:

a) Para que una matriz tenga inversa sabemos que su determinante debe ser distinto de cero.
Calculamos el determinante de la matriz y se obtiene que vale 1 — a?, que vale cero si a vale 1 o vale
-1.

Por tanto, la matriz M es invertible si a es distinto de 1 y de —1.

M es invertible Va € R—{1, -1}

1 0 1
b) Cuando a =0, entonces M(0) = (0 1 O>, de determinante 1. Calculamos su inversa:
0 0 1
1 0 -1
M1(0) = (o 1 0 )
0 0 1

Comprobamos multiplicando ambas matrices que no nos hemos equivocado:

1 0 1 1 0 -1 1 0 —-1+1 1 0 O
0 1 0){0 1 0 J=({0 1 0 =[{0 1 0|, queeslamatrizidentidad

0 0 1 0 0 1 o0 1 0 0 1
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SEGUNDA PARTE
Ejercicio A2:

a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (-1, 2, 3) y es paralelo a los vectores v = (-1, =2, —3)
yw=(1,3,5).
b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y el plano AX—Y +52 = 8 sean
perpendiculares.

Solucion:

a) Calculamos el vector normal al plano pedido calculando el producto vectorial de los vectores

dados:
i j k
vxw=|-1 -2 =-3|=-i+2j—-k
1 3 5

El vector normal es, por tanto, (-1, 2, —1) luego el plano pedido en paralelo a: X + 2y —z = d.
Imponemos ahora que pase por el punto (-1, 2, 3):

—(-1)+2(2)-3=2=d.

Por tanto, el plano es:

-X+2y—-z=2.

b) Para que dos planos sean perpendiculares sus vectores ortogonales deben ser también
perpendiculares. El vector ortogonal al primer plano ya hemos visto que es (-1, 2, —-1), y el
vector ortogonal al segundo plano es (A, —1, 5). Para que sean perpendiculares imponemos que
su producto escalar sea cero.

(-1,2,-1)-(A,-1,5)=-A-2-5=-A-7=0, luego A=-7.
A=-7
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Ejercicio B2:
4x —3y+4z=-1

3x—2y+z=-3
1T sean paralelos. Ademas, obtener el plano perpendicular a r y que pase por el origen.

Seaelplanomr = 2x —y + Az = 0. Sea r la recta dada por{ . Hallar A paraque ry

Solucion:

Para que la recta y el plano sean paralelos, no deben tener ningin punto en comun, y por tanto el
2x—y+A4z=0

sistema formado por sus ecuaciones debe ser incompatible: {4x — 3y + 4z = —1, por lo que el rango
3x—2y+z=-3

de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada debe ser distinto.

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: -6 —8A =12 + 9A + 16 + 4 = A + 2, que vale cero
para A =-2. En la matriz ampliada el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta
es distinto de cero. Luego el rango de la matriz de los coeficientes vale 2 para A = -2, y el rango de la
matriz ampliada vale 3, por lo que el sistema es incompatible y la recta es paralela al plano.

Para A =-2 la recta y el plano son paralelos.

Buscamos ahora un plano perpendicular a la recta que pase por el origen. Podemos hacerlo de varias
formas, por ejemplo, buscando la ecuaciéon paramétrica de la recta y con ello, su vector director. O
buscando un vector que sea ortogonal a los dos vectores perpendiculares a los planos que forman la
recta. Para ello calculamos el producto vectorial de los vectores (4, -3, 4) y (3, -2, 1):

i j k
4 -3 4|=5i+8j+k
3 -2 1

Obtenemos que el vector director de la recta es (5, 8, 1), que tomamos como vector ortogonal al plano
pedido: 5z + 8y + z = d. Imponemos ahora que pase por el origen, por lo que d = 0. El plano es:

52+8y+z=0
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TERCERA PARTE
Ejercicio A3:

Dada la funcién f(x) = ax3 + bx? + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ para que su grdfica pase por el
punto P(0, 2) y tenga un extremo relativo en Q(1, —1). ¢ Tiene mds extremos?

Solucion:

Imponemos en primer lugar que pase por el punto P(0, 2), con lo que f(0)=c =2

Imponemos también que pase por Q (1,-1):f(1) =a(1)3+b(1)2+c=a+b+2=-1, luegoa+ b =-3.
Para que haya un extremo relativo en Q (1, —1) se debe anular la derivada en ese punto:

f'(x) = 3ax® + 2bx, f'(1) = 3a(1)> + 2b(1) =3a+ 2b =0, por lo que b =-3a/2,ya+b=a-3a/2 =-a/2 =-3.
Luegoa=6yb=-9.

La funcion pedida es:

f(x)=6x3-9x2+2

Para determinar si tiene mas extremos, como es una funcién polinémica definida en toda la recta real,
es derivable en toda la recta real, luego los extremos deben estar en punto dénde se anule la derivada.

Derivamos e igualamos a cero:
f'(X) = 18x?— 18x = 18X(X—1)=0,six=0ysi X = 1.

Hay otro extremo parax =0,y = 2. En (0, 2).

No lo piden, pero vamos a determinar si son maximos o minimos. Calculamos la derivada segunda:
f’(x) =36x—18;f’(1) = 36(1) — 18 = 18 > 0, que es un minimo. f’’(0) = 36(0) — 18 =— 18 < 0, que es un
maximo.

El punto Q(1, —1) es un minimo y el punto (0, 2) es un maximo.
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Ejercicio B3:

Sea f(x) =x2 + 9y O(0, 0) un punto exterior a la grdfica. Calcula razonadamente la (o las) tangentes
a la grdfica que pasen por O

Solucion:
Las rectas que pasan por el origen tienen de ecuacion y = mx.

Para que sean tangentes a la funciéon debe ser su pendiente en el punto de tangencia igual a la
derivada: f(x) = 2x.

Buscamos los puntos de interseccion entre la funcién y las rectas y = mx, imponiendo que sean puntos
de corte dobles: X2 + 9 = mx. X2 —mx + 9 = 0. Imponemos que se anule el discriminante:

b’?—4ac=m?-4-9=m?-36, luegom = 6.
Las rectas tangentes buscadas son y = +6X.

Las rectas tangentes son y = 6x 0 y = —6x.

Observamos que la funcion es una parabola de eje de simetria el eje de ordenadas, luego tiene sentido
esas rectas tangentes.

El problema no lo pide, pero vamos a calcular los puntos de tangencia:
+6X =X2+9, X =+6/2 = +3; y = +18.
Los puntos de tangencia son: (3, 18) y (-3, —18).
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CUARTA PARTE
Ejercicio A4:
Dibujar la regién encerrada por f(x) = x> — 2x + 1 y g(x) = —x? + 5, y calcular el drea de dicha region.

Solucion:

Las funciones dadas son dos parabolas, una con las ramas hacia arriba (convexa) y la otra con las ramas
hacia abajo (cdncava). La primera corta al eje de abscisas en el vértice (1, 0) y al eje de ordenadas en
(0, 1). La segunda corta al eje de ordenadas en (0, 5), es simétrica respecto a ese eje, y corta al eje de
abscisas en (i\/g, 0))

Buscamos los puntos de interseccion de ambas gréficas: f(X) = g(X), X2 —=2x+1=-X?+5,2x2 - 2x -4 =0,
X2 — X — 2 = 0, resolvemos la ecuacién de segundo grado y obtenemos —1 y 2, luego los puntos de
interseccion son (-1, 4) y (2, 1).

Dibujamos la gréfica:

'
r

El area de la regién viene dada por la integral:
2 2
J (9(x) — f(x))dx = f (—x2+5— (x2 = 2x + 1))dx
-1 -1

—2x3 _I_Zx2 4 2
3 2

—(_2'8+4+8) 2D ) 28 s
N 3 3 3 N

El drea de la region encerrada es de 9 u?.

2
= f (—2x% 4+ 2x + 4)dx = I
-1
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CUARTA PARTE

Ejercicio B4:

dx
x2+2x-3"’

Calcular las integrales indefinidas I = [ x - cos(2x)dxy] = [ explicando los métodos usados

para su resolucion.

Solucion:

La primera integral se resuelve por partes.

El método de integracidn por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:
(uv) =v-u +u-v' =u-v' +v-u,luego integrando término a término:

[wv)'dx =uv = [((u-v)dx+ (v-u)dx) = [(u-dv +v-du).

La férmula de la integracion por partes queda, por tanto:

fu-dv=uv—fv-du

Buscamos las funciones U y v teniendo en cuenta que U lo debemos derivar y v, integral.

Llamamos u = X, luego du = dx; dv = cos(2x)dx, luego v = (1/2) sen(2x)

I — fx . Cos(Zx') dx =x- % . Sen(zx) _ fsenz(Zx) dx =X'Se727-(2x) _ COSin) + C

x-sen(2x) cos(2x)
— C
2 4 +

I = Jx-cos(Zx)dxz

La segunda integral es una integral racional. Para calcularla hallamos las raices del denominador
resolviendo la ecuacién de segundo grado, que son: 1y -3. Descomponemos en fracciones simples:

1 1 A B A(x —1)+B(x +3)
x2+2x—3:(x+3)(x—1):x+3+x—1: (x+3)(x-1)
Igualamos los numeradores:
1=A(x-1)+B(x+3)
De donde
A+B=0,luegoA=-B
1=-A+3B=B+3BporloqueB=1/4,yA=-1/4

—f 4 —f(_1/4+ 1/4)01 Lot -tk rc=22 e
J= vz | Gaztrog) =7 x ~ 4L|x + 3|

_f dx _LIx—1|+ _ Llx—1]
/= x2+4+2x—3 4L|x + 3| " Llx + 3|4

+C
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

QUINTA PARTE
Ejercicio A5:

En una empresa en 70 % de sus trabajadores estdn satisfechos con su contrato, y entre las satisfechas
con su contrato el 80 % gana mds de mil euros. Entre las no satisfechas sélo el 20 % gana mds de mil
euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a. ¢Cudl es la probabilidad de que gane mds de mil euros?
b. Sigana mds de mil euros, écudl es la probabilidad de que esté satisfecha con su contrato?
c. ¢Cudles la probabilidad de que gane menos de mil euros y esté satisfecha con su contrato?

Solucion:

Representamos la situacién en un diagrama en drbol y en una tabla de contingencia:

. Mas do mil 0.7°08=056 Satisfecha | No satisfecha
Més de mil 0.56 0.06 0.62
o7 o2 Menos de mil 0.14 0.24 0.38
Mas de mil 0.3°0.2=0.06 0.7 0.3 1

nos

Menos de mil  0.3°0.8=0.24

a) La probabilidad de que gane mas de mil euros es 0.62.

b) Nos piden P(satisfecha/ganar mas de mil euros) = P(de la interseccion)/P(mas de mil) =
0.56/0.62 = 0.9032

Si gana mas de mil euros la probabilidad de que esté satisfecha con su contrato es de 0.9032.

c) Ahora nos piden de nuevo una probabilidad de la interseccion que ya tenemos calculada en la
tabla:

La probabilidad de que gane menos de mil euros y esté satisfecha con su contrato es de 0.14.
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Ejercicio B5:

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automovil, con

independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado es
del 0.4, se pide:

a. lIdentificar y describir este modelo de probabilidad.
b. Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automoviles aparcados.
c. Hallar la probabilidad de que cierto dia haya entre 10 y 20 automoviles aparcados.

Solucion:

a) En una plaza puede haber un automévil aparcado, o no, luego es una distribucién de
probabilidad binomial, siendo p = 0.4, g = 0.6, n = 30. Por lo que es la distribucion B(30, 0.4).

Distribucién binomial B(30, 0.4)

b) La probabilidad de tener X éxitos es:

—_oy— (M —x _ (30 8.0 £30-8 _ 30 8.0 22 048 . (0 £22
P(x=8)=])pq" " = ( A )0.48-0.6%0°8 = o7 047 0.67% = 5852925 - 0.4° - 0.6
= 5852925 - 0.00065536 - 0.6%2 = 0.0505

También se puede aproximar pasando de la binomial a la norma con la correccion de Yatres:

P_P(B_8)_P(75<X<85)—P<7'5_12<Z<8'5_12)
SO Ty e = = el 268 —“=",68

La probabilidad de que haya 8 automdviles aparcados es de 0.0505.

c) Se observa que los numeros se complican, asi que es preferible transformar la binomial en una
normal, de media np=30-0.4 =12, y varianza npg =30 - 0.4 - 0.6 = 7.2, con desviacidn tipica la
raiz, 2.68.
B(30, 0.4) = N(12, 2.68)

P =P(10 < B < 20)

Consideramos la correccidn de Yates:

P=P(10<B<20)=P((9.5<X<205)
Tipificamos la variable normal: Z: Xow_ X712
o 2.68

9.5-12 20.5—-12
568 <Z< W) =P(-093<Z7Z<317)=P(Z <3.17) - (1 —P(Z< 0.93))

=0.9992 — 1+ 0.8238 = 0.8230

P=P<

La probabilidad de que haya entre 10 y 20 automdviles es de 0.8230
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2020ko EZOHIKOA EXTRACRDINARIA 2020
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del Pals Vascao Unibertsitatea

MATEMATIKA N MATEMATICAS If

Azterketa honek BOST atal ditu, bakoitza 2,5 puntukoa. Horietako LAUri
erantzun behar diezu. Atal bakoitzeko galdera bati erantzun soilik.

Jarraibideetan adierazitakoei baino galdera gehiagori erantzunez gero, eran-
tzunak ordenari jarraituta zuzenduko dira, harik eta beharrezko kopurura
iritsi arte.

Ez ahaztu azterketako orrialde bakoitzean kodea jartzea.

Kalkulagailuak erabil daitezke baina ezaugarri hauek dituztenak ez:

» pantailla grafikoa, datuak igortzeko aukera, programatzeko aukera,

ekuazioak ebazteko aukera, matrize-eragiketak egiteko aukera,

determinatzaileen kalkulua egiteko aukera,

deribatuak eta integralak egiteko aukera,

datu alfanumerikoak gordetzeko aukera.

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responde
a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una lJnica pregunta.

En caso de responder a mGs preguntas de las estipuladas, las respuestas
se corregirGn en orden hasta llegar al nlJmero necesario.

No olvides incluir el codigo en cada una de las hojas de examen.

Mo se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

» pantalla grafica, posibildad de transmitir datos, programable,
» resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices,

s cileule de determinantes,

» calculo de derivadas e integrales,

s almacenamiento de datos alfanuméricos.
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2020k EZOHIKOA, EXTRAORDINARIA 2020
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MATEMATIKA NI MATEMATICAS If

N0, 1) kurbak —oc-tik z-raino mugatutako azalerak
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

e UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
ﬁ’ EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2020ko EZOHIKOA EXTRAORDINARIA 2020

Univarsidad Euskal Herriko
del Pals Vasco Unibertsitatea i
MATEMATIKA I MATEMATICAS NI

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio Al

Discutir, en funcion de A, el sistema que sigue y resolver cuando sea posible:

T+ytz= 24,
S=82r+4+3y+dz= 2,
Az + 4y + Az = 4A.

Ejercicio B1

1

Dada la malre M (l

?), cacular razonadamente M0
SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde silo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2
Dada la recta
Jrt+y—2= 2
r= elplano 7=3z+ (a+1 Fl)+az=1,
{‘g:r+y+d:.— 1§74 L (@t Diy+1)

a) hallar a para que la recla y el plano sean paralelos,

b) determinar si el punto P = (1,1, 2) pertenece al plano hallado en a).

Ejercicio B2

Hallar ¢l punto ¢, simétrico de P = (1, 2, 3) respecto al plano de ecuacion: x
y+ z = 0, explicando los pasos seguidos para su cileulo.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

et UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
ﬁ’ EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
Universidad | Euskal Horriko 2020ko EZOHIKOA EXTRAORDINARIA 2020
Pals Vasca  Unibarisitatea .
MATEMATIKA I MATEMATICAS I

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Hesponde silo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3
sea [ la funcion definida como sigue:

f(x) = {af* + 3z, <32,

x br —4, = =2.

Calcular & v b razonadamente, sabiendo que f es derivable en toda la recta real.
Ejercicio B3
Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la luncion [{x) = 2%,
Encontrar sus extremos.

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A4

Representar la region finita del plano limitada por la curva y = 3 — 2% v por la
recta y = 2z, Caleular su area.

Ejercicio B4

Explicar en qué consiste el mwétodo de intepracion por partes y aplicarlo para
calcular la integral
firm.w{:j:::]fizr.

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde silo a uno de los dos ejercicios,
Ejercicio A5

Una maquina produce reciplentes cuyas capacidades se distribuyen segin una
distribucién normal N(10;0,1). Un [abricante considera que un recipiente es de
fectuoso si su capacidad no esta entre 9,8 v 10, 1. Calcular:

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso.

b) Si se han fabricado 1500 recipientes, ;cudntos se esperan defectuosos?
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e UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
w EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2020ko EZOHIKOA EXTRAORDINARIA 2020

Universidad Euskal Herriko
del Pals Vasco Uniberisitalaa .
MATEMATIKA N MATEMATICAS Nl

Ejercicio BS

En un instituto el 40 por clento de sus alumnos tiene el cabello castano, el 35 por
ciento tiene los ojos azules v el 15 por cienlo Liene el cabello castano y los ojos
azules. Se cscoge una persona al azar:

a) Si tiene los cabellos castanos, jeial es la probabilidad de que tenga los ojos
avules?

b) Si tiene los ojos aznles, jenal es la probabilidad de que no tenga el cabello
castafio?
¢) ;Cial es la probabilidad de que no tenga el cabello castano ni los ojos azules?

d) ;Cial es la probabilidad de que tenga el cabello castano o los ojos azules?
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE 2020
PRIMERA PARTE

Ejercicio A1l

x+y+z=24
Discutir en funcion de A el sistema que sigue y resolver cuando sea posible { 2x +3y + 4z =2 .
4x + 4y + Az = 44

Solucion:

Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. El determinante de la
matriz de los coeficientes, que es cuadrada, vale: A — 4, luego si A es distinto de 4, el rango vale 3, asi
como el rango de la matriz ampliada, luego en ese caso el sistema es compatible y determinado.

Para A = 4 estudiamos el rango de la matriz ampliada y encontramos que el determinante formado por
las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, por lo que su rango vale 3, y el sistema es
incompatible.

Si A # 4 el sistema es compatible y determinado. Si A = 4, el sistema es incompatible.

Podemos resolver el sistema por Gauss o por Cramer. Po el método de Gauss llegamos al sistema:
x+y+z=24
Ox+ y+2z=2-44A
Ox+0y+(A—4)z=—4A
En ambos casos se obtiene que:

. 6A4%2-38A4+4A —4A%+304-8 —4A
SiAz4,x = ;Y = 1z = —.,
A—4 A—4
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Ejercicio B1

Dada la matriz M = (1 0

1 1), calcular razonadamente M?2929,

Solucion:

Calculamos M? y las potencias sucesivas:

M2=M-M=G (1))(1 (1))=(é (1))

3 _aronroms— 2.0 (1 0y (1 0y_(1 O
M= =M-M-M=M M_(z 1) (1 1)_(3 1)
Se observa que todos los términos permanecen invariantes: 1, 0, 1, salvo el que se obtiene de sumar la

primera fila, por lo que podemos afirmar que:

M0 = (20120 (1))
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SEGUNDA PARTE
Ejercicio A2

3x+y—z=2

2x_l_y_|_42=1yelplano7t:3x+(a+1)(y+1)+az=1

Sea la recta {
a) Hallar a para que la recta y el plano sean paralelos
b) Determinar si el punto P (1, 1, 2) pertenece al plano del apartado anterior

Solucion:

a) Para que larectay el plano sean paralelos debe verificarse que el vector de direccion de la recta
y el vector ortogonal al plano sean perpendiculares.

El vector normal al plano es: (3, a+ 1, a).

Para determinar el vector director de la recta podemos escribir la ecuaciéon paramétrica de la misma
resolviendo el sistema y dejando la solucién en funcién de un parametro, u obtenerlo directamente
calculando el producto vectorial de los dos vectores ortogonales a los planos que la forman:

i j k
v=|3 1 —-1|=5i—14j+k
2 1 4

El vector director de la recta es: (5, —14, 1).

Imponemos que ambos vectores sean perpendiculares anulando su producto escalar:

(3,a+1,a)-(5-14,1)=15-14(a+1)+a=-13a+1=0, luegoa=1/13.
Sia=1/13, larectay el plano son paralelos.

b) Para ese valor del parametro el plano resulta:

1 1 14 1 1
7r.3x+(§+1)(y+1)+ﬁz—1 —>3x+Ey+Ez+E—0—>39x+14y+z+1—O

Para que el punto pertenezca al plano, debe verificar su ecuacion:
P(1,1,2);,39(1)+14(1)+1(2)+1=39+14+2+1#0.

El punto P no pertenece al plano.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B2

Hallar el punto Q simétrico de P(1, 2, 3) respecto del plano m:x + y + z = 0 explicando los pasos
seguidos para su cdlculo.

Solucion:

En primer lugar, buscamos la recta que pase por Q y sea perpendicular al plano. Su vector director es el
vector normal del plano (1, 1, 1):

x=1+t
ryy=2+t
z=3+t

Buscamos el punto de interseccién de la recta r con el plano:
x+y+z=1+t+2+t+3+t=0=6+3t->t=-2->M(-1,0,1).
El punto Q simétrico de P verifica que los vectores PM = W, luego
PM = (M —P) =(-1,0,1) — (1,2,3) = (=2,-2,-2),

MQ = (x,y,2) —(-1,0,1) = (x + 1,y,z — 1)

L x+1=-2-x=-3
PM=MQ - (-2,-2,-2)=(x+1y,z—1) > y=-2
z—1=-2-z=-1

El punto simétrico pedido Q es igual a (—3, =2, —1)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

TERCERA PARTE

Ejercicio A3

2 .
Sea f la funcion definida por f(x) = {azx +3x Sl_x = 2, calcular a y b razonadamente sabiendo
xX“—bx—4 six>?2

que f es derivable en toda la recta real.
Solucion:
Para que una funcion sea derivable debe ser continua. La funcion f estd definida mediante dos

funciones polinédmicas luego es continua en toda la recta real, salvo en el punto de unién de las dos
ramas. Imponemos que sea continua en el punto de abscisa X = 2.

ax?+3x=a(2®)+3R2)=4a+6
x> —bx—4=02%—-b(2)—4=-2b
Para que la funcion sea continua en toda la recta real se debe verificar que 4a + 2b = —6.

De nuevo, como la funcién esta formada por dos funciones polindmicas es derivable en toda la recta
real salvo en el punto de uniéon de dichas ramas, donde imponemos que lo sea:

ey f2ax+3 six <2

f(x)_{Zx—b six>2’
2ax +3=2a(2)+3=2x—-b=2(2)—-b—>4a+3=4—-b—>4a+b=1
4a+ 2b = -6

Resolvemos el sistema: { , restando se obtiene b = —7, y sustituyendo a = 2.
4a+b=1
La funcion f es derivable en toda larectarealsia = 2y b = —7.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B3

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = x?e?*. Encontrar esos
extremos.

Solucion:

La funcién dada es continua y derivable en toda la recta real por estar formada por el producto de una
funcién polindmica y una funcién exponencial. Por tanto, los extremos de la funcién deben estar en los
puntos en los que se anule la derivada.

f(x) = x%e® - f'(x) = 2xe?* + x%e?*2 = e**(2x + 2x?) = e?*2x(1 + x)
La funcidén exponencial no se anula nunca. La primera derivada se anula parax = 0; x = —1.

Estudiamos el signo de la derivada en los intervalos: (—o0,—1);(—1,0);(0,+00). La funcién
exponencial es siempre positiva. 2x <0 six <0; 1+ x <0 six < —1.Portantoen:

(=00, —1) = f'(x) > 0. La funcidn es creciente

(—1,0) = f'(x) < 0. La funcidn es decreciente.

(0,+9) = f'(x) > 0. La funcidn es creciente

En el punto de abscisa x = —1 la funcidn pasa de creciente a decreciente, luego es un maximo, que se
alcanzaen f(—1) = (—=1)2e?(=1 = ¢72, Tenemos un maximo relativo en (—1,e72) = (-1, eiz).

En el punto de abscisa x = 0 la funcién pasa de decreciente a creciente, luego es un minimo, que se
alcanza en £(0) = (0)?e%(® = 0.Tenemos un minimo en (0, 0).

La funcidn es creciente en (—o0, —1) U (0, +0). La funcidn es decreciente en (—1, 0).
Alcanza un maximo relativo en (—1,e72) = (—1,ei2) y un minimo relativo en (0, 0).

Para determinar si son maximos o minimos relativos también se podria haber utilizado el signo de la
deriva segunda:

f'(x) = e**(2x + 2x?) - f"(x) = e?*2(2x + 2x?) + e?*(2 + 4x) = e?*(4x + 4x% + 2 + 4x)
=e**(4x* 4+ 8x+2) -

(=1 = e?!V4(-1)2+8(—1) +2) = e?V(4 — 8 + 2) = e72(—2) < 0 - Maximo relativo
£"(0) = e2((4(0)? + 8(0) + 2) = e2(9(2) > 0 - Minimo relativo
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CUARTA PARTE
Ejercicio A4

Representar la regién finita del plano limitada por la curva f(x) = 3 — x?2, y por la recta g(x) = 2x.
Calcular su drea.

Solucion:

La curva f(x) = 3 — x? es una parabola de vértice (0, 3), con las ramas hacia abajo (céncava).

4

La recta y la pardbola se cortan en:
3—x2=2x->x?+2x—-3=0->x=1x= —-3-(1,2),(-3,-6)

La pardbola esta siempre por encima de la recta entre -3 <x < 1.

El drea pedida es:

Area = f_lg(f(x) —g(x))dx = f_13 (3 —x? = 2x)dx = f_lg(—x2 —2x + 3)dx) =

3 x2 ! 1 —(=3)3 -1 32
———+3xl = (——1+3)— =3) —(=3)24+3(-3)|=—+2-9+18="—
. 3 3 3 3

) 32
El 4rea vale? u? = 10.67 u?.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B4

Explicar en qué consiste el método de integracion por partes y aplicarlo a calcular la integral:
I = f x - cos(3x) dx

Solucion:

El método de integracidn por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:

(uv) =v-u'" +u-v' =u-v' +v-u, luego integrando término a término:

[wv)dx =uv = [((u-v)dx+ (v -u)dx) = [(u-dv +v-du).

La férmula de la integracion por partes queda, por tanto:

ju-dv=uv—jv-du

Buscamos las funciones U y vV teniendo en cuenta que U lo debemos derivar y v, integral.

Llamamos u = X, luego du = dx; dv = cos(3x)dx, luego v = (1/3) sen(3x)

I — fx . Cos(Zx) dx =x-" % . Sen(?)x) _ fSen;3x) dx =X'Sez(3x) _ CO;F;X) + C

x - sen(3x) 3 cos(3x)

C
3 9 *

I = fx-cos(Zx)dx=
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

QUINTA PARTE
Ejercicio A5

Una mdquina produce recipientes cuyas capacidades se distribuyen seqgun una distribucion normal
N(10, 0.1). Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso si su capacidad no estd entre 9.8 y
10.1. Calcular:

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso.
b) Sise han fabricado 1 500 recipientes, ¢ cudntos de esperan defectuosos?

Solucion:

Sabemos que es una distribucién normal de media 10, y desviacion tipica 0.1.

Tipificamos la variable normal: Z: % = %
9.8—-10 10.1 - 10
P=P(O—15250—1)=P(—zszs1)=P(Z<1)—(1—P(Z<2))

=0.8413 -1+ 09772 = 0.8185.
La probabilidad de que NO esté entre 9.8 y 10.1 es el suceso contrario:

Probabilidad de defectuoso = 1 — 0.8185 = 0.1815, aproximadamente un 18 %.
La probabilidad de que la capacidad no esté entre 9.8 y 10.1 es de 0.1815

Si se han fabricado 1 500 recipientes se esperan que sean defectuosos:

np = 1500-0.1815 = 272
El nimero esperado de defectuosos es de 272.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio B5
En un instituto el 40 % de sus alumnos tienen el cabello castario, el 35 % tiene ojos azules, y el 15 % tiene

el cabello castario y los ojos azules. Se escoge una persona al azar:

a) Sitiene los cabellos castafios, écudl es la probabilidad de que tenga los ojos azules?
b) Sitiene los ojos azules, ¢ Cudl es la probabilidad de que no tenga el cabello castafio?
c) ¢Cudl es la probabilidad de que no tenga ni el cabello castafio ni los ojos azules?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que tenga el cabello castano o los ojos azules?

Solucion:

Llamamos C a tener el cabello castafio, y A a tener los ojos azules. Los datos que tenemos son:
P(C)=0.4; P(A)=0.35; P(Cy A) =0.15.

Llevamos estos datos a una tabla de contingencia, y completamos la tabla:

C noC C noC
A 0.15 0.35 A 0.15 0.2 0.35
noA noA 0.25 0.4 0.65
0.4 1 0.4 0.6 1

a) Nos piden P(A/C) =P(Ay C)/P(C)=0.15/0.4 = 0.375
Si tiene los cabellos castafios, la probabilidad de que tenga los ojos azules es 0.375.
b) Nos piden P(noC/A) = P(noC y A)/P(A) = 0.2/0.35 = 0.5714.
Si tiene los ojos azules, la probabilidad de que no tenga el cabello castafio es 0.5714.
c) Nos piden P(noC y noA) = 0.4 segun aparece en la tabla
La probabilidad de que no tenga ni el cabello castafio ni los ojos azules es de 0.4.

d) Nos piden la probabilidad de la unién, que sabemos que es igual a la suma de la probabilidad
menos la probabilidad de la interseccién:

P(Ao C)=P(A)+P(C)-P(AyC)=0.35+0.40-0.15=0.6.

La probabilidad de que tenga el cabello castafio o los ojos azules es de 0.6.
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