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MATERIA: MATEMATICAS Il
BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y
aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

Problema 1:

x+y+az=1
Dado el sistema de ecuaciones{ x + ay + z = 1, siendo a un parametro real,
ax+y+z=-2

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcién del pardmetro a. (5 puntos)

b) Las soluciones del sistema cuando a = —2. (3 puntos)

¢) Lasolucién del sistema cuando a = 0. (2 puntos)
Problema 2:

Se da la recta r:xT_1=yT+1=_il y los puntos P(1,0,0) vy Q(2,1,a) Obtener razonadamente,

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contiene a Py Q y es paralelo a r, cuando @ = 1 (3 puntos)

c) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicularar, cuandoa =1
(4 puntos)

Problema 3:

x%+1
x2.(x-1)"

Se da la funcidn real f definida por f(x) =

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Eldominio vy las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) Laintegral [ f (x)dx, asi como la primitiva de f (x) cuya gréfica pasa por el punto(2,0).
(3+1 puntos)

c) Elareade laregion limitada porlacurvay = f(x) ylasrectasy =0,x =2, x = 4.
(3 puntos)
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Problema 4:

1 2
Se dan las matrices A = < b 0) yB = (:1 2 ) , que dependen del parametro real b.

0
1 b -1
-1 2
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)

b) Los valores de b para que la matriz AT A tenga inversa, siendo A” la matriz traspuesta de
A. (3 puntos)

c) Lainversa de AT A, cuando dicha inversa exista. (4 puntos)
Problema 5:
Seadanelplanom:2x +y —z—5 = 0y los puntos A(1,2,—1) y B(2,1,0)
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendiculara = . (4
puntos)

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a © y pasa por A.
Encuentra dos planos cuya interseccién sea la recta r. (1+2 puntos)

c) Ladistancia entre el punto By larectar. (3 puntos)

Problema 6:

En un tridangulo isdsceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion del drea A(x) del triangulo, en funcién de la longitud x del tercer lado.
(4 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funciénA(x),0 < x < 20
(4 puntos)

c) Lalongitud X del tercer lado para que el area del tridngulo sea maxima y el valor de esta
area. (2 puntos)
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RESPUESTAS
Problema 1:

a) El estudio del sistema en funcién del parametro a.

Vamos a discutir el sistema utilizando el Teorema de Rouché-Frébenius. Para ello tenemos que estudiar
los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

1 1 a
Matriz de los coeficientes: M = (1 a 1)
a 1 1

Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante:

1 1 a
1 a 1l=a+a+a-a®-1-1=-a®>+3a-2
a 1 1

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante:
—a’+3a-2=0
Para resolver la ecuacidén de tercer grado vamos a descomponer por Ruffini:

Con lo cual tenemos que: —a® +3a—2=(a—1)?-(—a—-2) =0

-1 0 3 -2
Las soluciones son:
1 -1 -1 2 a—1=0=>a=1
-1-1 210
— —a—2=0>a=-2
1 -1 -2
-1 2210

La primera conclusién que podemos sacaresquesia # 1ya # —2 el RgM = 3 y como la matriz am-
pliada es de dimension 3x4 y su mayor rango puede ser 3 tenemos que:

Sia#1y a# —2elRgM =3 = RgM" y el sistema serd SCD

Vamos a estudiar loscasosa =1ya = —2

=>» Caso a = 1, sustituyendo el valor tenemos que:

1 1 1
M = (1 1 1>Como las tres filas (o columnas) son iguales aplicando las propiedades de los determi-

1 1 1
nantes debemos de saber que no habra ningin menor de orden 2 diferente de cero y, por lo tanto, su

rango sera 1.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:

1 1 11
M*=<1 1 11)
-2

1 1 1
Facilmente podemos ver que hay un menor de orden 2 diferente de cero:
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H _12| = —2—1= -3 # 0 Lo que nos indica que el RgM" = 2

Por lo que la discusién queda: RgM =1 # RgM* = 2y el sistema es SI.

1 1 -2
=>» Casoa = —2, sustituyendo el valor tenemos que: M = ( 1 -2 1 >
-2 1 1

cero:H _12| = —2—1= -3 +# Oporloque RgM = 2

Tomando las dos primeras filas y columnas podemos ver que hay un menor de orden 2 diferente de
Estudiamos ahora el rango de la matriz ampliada:
1 1 -2
M=(1 -2 1

1
1)
-2 1 11-2

Deberiamos buscar un menor de orden 3 diferente de cero pero, si nos fijamos un poco, la primera y la
cuarta columna de la matriz son iguales por lo que todos los menores de orden 3 que calculemos van a
ser cero. Por lo tanto, tenemos que el rango de la ampliada es 2 y podemos concluir, para este caso,
queRgM = 2 = RgM" < n%incdgnitas por lo que el sistema es SCI.

Hacemos un resumen de la discusion:
e Sia =1tenemos que RgM = 1 # RgM" = 2y el sistema es Sl.
e Sia =—2sedaque RgM = 2 = RgM" < n%incégnitas por lo que el sistema es SCI.

eSia# 1ya+# —2elRgM =3 = RgM" = nincégnitas y el sistema serd SCD

b) Las soluciones del sistema cuando a = —2.

Por la discusidn realizada anteriormente tenemos que si a = —2 se da que el sistema es SCI. Damos
ese valor al pardmetro y resolvemos por Cramer. Para ello, consideramos el menor que nos dio el rango
2 (las dos primeras ecuaciones y las dos primeras incégnitas) quitamos la Ultima ecuacidn y hacemos la
incégnita igual a un parametro: z = A 1 € R con todo eso queda el sistema:

x+y—-2z=1
x—=2y+z=1 >

{x+y—22=1 {x+y—21=1 {x+y=1+2/1
—2x+y+z=-2

x—2y+z=1"(x—-2y+A=1 x—2y=1-21

Ahora el sistema tiene el mismo numero de ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la matriz

de los coeficientes no es cero: H _12| =—2—-1=-3%#0
P 1| 2(1422)-1-(1-2) 3-31
Resolvemos por Cramer: X = 1"1_3 =2 = hi ~ =—"= 142
|1 P 1-(1-A)—-1-(14+22) 31
y =1 1-A1 _ —32_
-3 -3 -3

Por lo que las solucionesson: x =11+ A,y =—=7—=2A;z=Acon 1 €ER
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c) La solucion del sistema cuandoa = 0
Por la discusion del apartado a) tenemos que sia # 1y a # —2el sistema serda SCD

Sustituimos el valor y resolvemos por Cramer:

x+yt+az=1 x+y=1
{x+ay+z=19a=0%{x+z=1
ax+y+z=-2 y+tz=-2
1 1 0
LamatrizdeIoscoeficientesqueda:M=<1 0 1 ]ysudeterminante:
0 1 1

IM|[=04+04+0-0—-1-1=-2%0

Resolvemos por Cramer:

1 1 0
vy 0—-24+40-0-1-1 4
_l=2 1 1l _0=-2+40-0-1-1_ —4_
=TT 2 =72
1 1 0
1 1 1
o =2 1_1+0+0—0—1+2_2_ 1
Y| T —2 T 27
1 1 1
10 1
z =19 12 =2 =0+0+1__20+2_1=_iz= —1Por lo que la solucién es: (x,y,2z) = (2,—1,—1)
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Problema 2:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar.

Para que se cumpla, el vector que pasa por ambos puntos debe ser paralelo (proporcional) al vector
director de'r.

Como la ecuacion esta en forma continua tenemos que: v, = (1,1, —1)

El vector que pasa por ambos puntos es el ﬁ =2-11-0,a-0)=(1,1,a)

. . 1 1 -1
Planteamos la proporcionalidad de ambos vectores: 15157

Para que sean proporcionales tenemos que: « = —1 que es el valor buscado.
b) La ecuacién del plano que contienea Py Q y es paraleloar, cuandoa = 1
Nos piden la ecuacidn de un plano por lo que necesitamos un punto y dos vectores:

e Como es paralelo a r tenemos que el vector director de r serd uno de los que necesitamos.

e Como contiene a los puntos P y Q también contendra el vector que los une: P—Q) = (1,1,1) (he-
mos hechoyaa = 1)

e Podemos tomar como punto cualquiera de ambos, yo voy a tomar el P(1,0,0)

Vamos a dar la ecuacion general:

x—1 y—-0 z—-0
1 1 -1 [=0->
1 1 1

e|1'fyu—1y{1'fyy+ﬁ 1-Z=2(x—D—2y=h%2y—2=0
Podemos utilizar esa ecuacion o simplificarla por 2:

mx—y—1=0
¢) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicularar, cuando a = 1
Primero vamos a trazar el plano que pasa por P y es perpendicular ar.

Para que un plano sea perpendicular a una recta el vector normal del plano ha de ser proporcional al
vector director de la recta. Como sabemos que v, = (1,1, —1) los coeficientes de la ecuacién general
del planoserdan: A=1,B=1,C = -1

Ax+By+(Cz+D=0-> x+y—z+D=0

Calculamos el coeficiente que nos falta aplicando que el plano tiene que pasar por Py, por lo tanto, ha
de cumplir la ecuacion para ese punto:

mx+y—z+D=0>SiP(100en>1+0-0+D=0->D=-1
Por lo que el plano que pasa por Py es perpendicularares m:x+y—z—1=0

Vamos a calcular ahora la distancia del punto Q al plano. Para ello tenemos que aplicar la formula de
distancia de un punto a un plano:

_ |Axo+Byo+Czo+D| _J2+1-1-1] 1 V3
dP.m) == mme 2 iPm = e == 5
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Problema 3:

a) El dominio y las asintotas de la funcién f.

La funcidn es una racional polindmica por lo que estardn fuera del dominio los puntos que anulan el
denominador:

x?-(x—1)=0-> x = 0x =1 por lo que el dominio es: Domf(x) = R —{0,1}
Asintotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe del limite:

i i xZ+1
lm f (x) = lim ===

pendiente de ser +o° 0 -=0) luego tiene asintota horizontaleny = 0

= 0 (por ser el grado del denominador mayor que el del numerador e inde-

Asintotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del limite a esos puntos
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos: x = Oyx = 1calculamos los limites:

x2+1
. 1 x2-(x-1) , .
imf(x)=(=)=(*" uego x = 0 es asintota vertica
l X0+ x5 (1) | 0 tota vertical
x—0 0 . x“+1
lim ————= —
x—0-x2-(x—1)
m x2+1
. 1 x2-(x-1) , .
limf (x) = (—) = (¥70+ 2( ) luego x = 1 es asintota vertical
x-0 0 x“+1 _

x—0-X2-(x=1)
Como tiene asintota horizontal no tiene oblicua.

b) La integral [ f (x)dx, asi como la primitiva de f(x) cuya gréfica pasa por el punto (2,0).

ff 0 f x?+1 p

x)dx = | ——=dx
x2-(x—1)

Como se trata de una funcién racional polinédmica tenemos que descomponer la fraccion en fracciones
cuyos denominadores sean la descomposicién factorial del denominador original.
La descomposicion nos la dan hecha pero tenemos uno de las factores que es raiz multiple por lo que
tendremos que incluir las potencias de orden inferior a la multiple:
x?+1 A | B

Cc
x2.(x—-1) x2  x  x-1

La descomposicién queda:

Para determinar los valores A, ByC realizamos la suma e igualamos numeradores:

x?+1 A | B

x2-(x—=1) x2  x

€ _ A(x-1) |, Bx(x-1) Cx?
x-1  x2(x-1) x2(x—-1) x2(x—

1)éxz+1=A(x—1)-+—Bx(x—1)+Cx2

Como se trata de una identidad (no es una ecuacion) le damos valores para hallar los coeficientes:
Six=0>1=—-Aluegod =-1

Six=1->2=C

Six =2->5=A+ 2B + 4C sustituyendo los valores conocidos: 5= —-1+2B+8->B = -1

Por lo que tenemos que: A1 _ 1 1+ 2
q a Tx2(x-1) x2  x  x-1

Ahora podemos descomponer nuestra integral en tres integrales mas sencillas:
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j x?+1 4 _j_ld jld "'J 2 4
x2-(x—1) Sl i x x—1%

n+1
La primera se puede hacer por la férmula de fx" dx = );T + C (conn = =2)

La segunda y la tercera son de logaritmo neperiano:

x%+1 -1 1 2 xt
fmdxzfﬁdx—f;dx+f 1dx=—1-_—1—lnx+2ln(x—1)+C

1
=;—ln|x| +2ln|lx -1+ C

Queremos determinar la constante de integracidon para que cumpla que pasa por el punto (2,0). Susti-
tuimos la X por 2 e igualamos a cero:

%—lnz+21n(2—1)+c=oe%—ln2+c=oec=ln2—§=—0.1931

c) El area de la regién limitada porlacurvay = f(x) ylasrectasy =0,x =2, x = 4.

Entre los valores considerados la funcidn es positiva siempre (no cambia de signo) por lo que el area
pedida sera:

1 o 1 -1 9
ff (x)dx = [; — Inx + 2In(x — 1)]2 ol i In4 + ZlnB] — [E —In2 + 2ln1] =7 +In (E)
~ 1.2541u?
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Problema 4:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa.
Calculamos la matriz AB:
1 2 1 0 2 —-1-2 0+42b 2-2 -3 2b O
aB=\b o)-(7; , 5)=(-p-0 o+0 2p-0)=(-b 0 2p
-1 2 1-2 0+2p —-2-2 -1 2b -4
Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale cero. Calculamos el determinante:

-3 2b 0
|JABl=|-b 0 2b|=0-—4b2+0—-0-8b%2+12b2=0
-1 2b -4

Como el determinante de la matriz vale cero para todo valor de b (Vb € R) tenemos que la matriz AB
no tiene inversa nunca.

Calculamos la matriz BA:

~ 1 2 B P _
=18 2)(5 0)-(G78d 21992 %)

Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale cero. Calculamos el determinante:
-3 2
BA| = | | = 12 — 22
| | bZ _4
Igualamos a cero el valor del determinante: 12 — 2b? = 0> b? = 12—29 b =+V/6

La matriz BA tiene inversa cuando b # +6.

b) Los valores de b para que la matriz AT A tenga inversa, siendo AT la matriz traspuesta de A.
Tenemos que calcular la matriz ATA
Calculamos primero AT (recordemos que trasponer es cambiar filas por columnas) :

1 2

1 b —1

A= ( b 0) > AT = ( )

1 2 2 0 2
Calculamos ATA :

1 2
1 b -1 1+b%2+1 240-2 b2+2 0
ATA = : _ ( ) _
(2 0 2) (_bl g) 240—-2 4+40+4 ( 0 8)
Para que una matriz tenga inversa su determinante ha de ser diferente de cero. Calculamos el determi-
nante:

2
jaTal =" ¥ 2 O =8 (0* +2)

Igualamos a cero el valor del determinante: 8- (b2 +2) =0 > b =+vV—2 & R como el parametro
nos dicen que es real tenemos que la matriz A7 A tiene inversa siempre para cualquier valor del para-
metro.
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(Vb € R)

c) Lainversa de ATA, cuando dicha inversa exista.

Como acabamos de demostrar que la matriz AT A tiene inversa siempre sabemos que se puede calcular.

) 2
ATA = (b 3'2 g) Su determinante es |ATA| = |b (;I_Z g| =8-(b*+2)

Utilizamos el calculo por adjuntos: (ATA)™! = |A;A| (Adj(ATA))T
! 0
1 8 0 ' 1 8 0 b%+2
T _1 _———m—a — — =
A%4) _8(b2+2)(0 b2+2) 8(b2+2)(0 b2+2) . 1
8

Podemos comprobar el resultado (no es obligatorio pero si conveniente) utilizando que: A - A1 =1

1 b2+2
(ATA) ‘ (ATA)_l _ (bZ + 2 0) ) b2+42 b2+2 + 0 0 + O
o 8 \ o 0+0 0+2

(1 0 .
= (0 1) luego esta correcta.

olr O

Se puede calcular alternativamente por Gauss (sdlo hace falta aplicar un método) pero, por su simplici-
dad, vamos a dar también el resultado:

1
b2+2 0|1 0 1 0lp2+2
( 0 8|0 1) - 0 1f o
Fi=F1/(b? + 2)

F=F,/8

ol O

El resultado es, l6gicamente, el mismo por los dos métodos.
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Problema 5:

a) La ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a 7.
Nos piden la ecuacion de un plano por lo que necesitamos un punto y dos vectores:

- Como el plano pasa por los puntos A y B tomamos como nuestro punto el A, por ejemplo (es indife-
rente)

- Como el plano pasa por los puntos A y B tomamos como nuestro primer vector el que une ambos pun-
tos el AB , que tiene que estar contenido en el plano.

AB =(2-11-20-(-1)=(1,-1,1)

- Como el plano es perpendicular al plano & el vector normal de dicho plano tiene que ser una de las
direcciones del plano buscado (por ser perpendicular). El vector normalesel 77 = (2,1,—1)

Con el punto y los dos vectores damos la ecuacion:

x—1 y—-2 z+1
! T DT B NPT R
w111 =7 e-v-|; Ljo-2+], e+
=—(-3)(y - +3@E+1) =0

3y—6+3z+3=0->3y+3z—3 = 0o bien, simplificando: 7:y+z—1=10

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a @y pasa por A. Encuentra dos pla-
nos cuya interseccion sea la recta r.

Nos piden la ecuacidn de una recta por lo que necesitamos un punto y un vector director.
- Como pasa por A lo vamos a tomar como punto de aplicacion.

- Como es perpendicular a 1 tomamos como vector director el vector normal del plano (que sabemos
tiene direccién perpendicular): 71 = (2,1, —1)

Con el punto y el vector podemos dar directamente la ecuacion paramétrica de la recta:

x=1+22
rijy=2+1 A€R
z=-1-21

Ahora tenemos que encontrar dos planos cuya interseccidn sea la recta r. Si recordamos las diferentes
ecuaciones de una recta tenemos que la ecuacién implicita es la que da la recta como interseccién de
dos planos por lo que basta pasar nuestra ecuacion paramétrica a implicita.

La escribimos en forma continua para quitar el pardmetro: r:xT_1 = ? = %
Tomando las dos primeras ecuaciones y despejando obtenemos:

%‘1=¥ex_1=zy—4ex—2y+3=0

Tomando la primera y la tercera y despejando obtenemos:

x=1 __ z+1

— =T x4+ 1=22425x+22+1=0
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Ya tenemos los planos buscados cuya interseccién es la recta r:

_{x—2y+3=0
x+2z+1=0

c) La distancia entre el punto By larectar.

Para hallar la distancia de un punto B a una recta r vamos a utilizar la férmula:

A—B> v - . . —
d(B,r) = | |?:lwldondeves el vector director de la recta, A es un punto de la misma y el vector AB es el
que une el punto de la recta y el punto del que hay que calcular la distancia.

Como el punto A del enunciado forma parte de la recta ya tenemos calculado el vectorAB :
AB =(2-11-20-(-1)=(1,-1,1)

Como el vector director es: ¥ = (2,1, —1)realizamos las operaciones:

4B x#| 14, -1 x (21,-D| _1(033)] V0Z+32+32 18
N T Y N

El calculo del producto vectorial es:

d(B,1) V3u.

-1

ik
1
1 —

|—1 1
1 -1

.1
‘_|2 -1

7+|§ _11|E= (0,3,3)

N = =~
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Problema 6:

a) La expresion del areaA(x)del triangulo, en funcion de la longitud x del tercer lado.

El triangulo que nos dan en el enunciado lo podemos representar asi:

10 cm 10 cm

Donde hemos llamado X a la base del mismo (nos la da el enunciado) y h a la altura sobre la base Xx.

. . 2 . x-h
El area de este triangulo seria: A = ~

Tenemos que expresar h en funcion de X para tener una funcién de tan sélo una variable.

Utilizando el teorema de Pitagoras y tomando el triangulo rectangulo formado por uno de los lados
. . X .7
iguales, la altura h y la mitad de la base > podemos encontrar la relacion:

4 2

2 _ _
102 = h2 + (%) 9100=h2+§$h2 = 100—"72eh=\/100—§=\/4°° x? _ V400-22

Sustituyendo en la formula del area tenemos que:

.. V400 —x?
N S X
AG) = ——E—=7-/400 - x?

Hay un método alternativo que es la férmula de Herdn que nos da el area de un tridngulo en funcion de
lo que miden los tres lados:

a+b+c

A= \/s (s—a)-(s—b):-(s—c)dondea,bycsonlostresladosys = (semiperimetro)

10+10+x _ 20+x
2 2

Los tres lados miden 10, 10 y X por lo que tenemos que: s = =10+ g

Si sustituimos en la férmula tenemos:

A(x) =\/(10+§)-(10+§—10)-(10+§—10)-(10+§—x) =J2°;x-§-§-(10—§)=
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x [204x 20-x _ «x . - .
Alx) = N7 T ZV4OO — x2 que es la misma expresion obtenida antes.

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funciéon A(x),0 < x < 20

Para establecer los intervalos derivamos la funcidn e igualamos a cero:

—2x V400 — x2 x?

1 X
A'(x) =—=+/400 — x2 +—- = =0
4 4 2/400 — x2 4 4/400 — x2

Despejamos la x:

V400-x2 x? — _ x2 a2 3 ) o,
T = i > V400 —x% = —— > 400 — x? = x?-> 400 = 2x? > 200 = x

x = +v200 = +10v2 (podemos desechar el valor —10v2 ya que esta fuera del dominio.

Como el dominio de la funcién es 0 < x < 20 estudiamos el signo de la derivada dividiendo el dominio
en dos intervalos:

f'®) 0 () 102 () 20

S l//r | \\\& |

crece decrece

Para estudiar el signo he calculado los valores:

A1) = 400-12 17 498 >0
4 44/400 — 12
A'(15) = 400-15° 158 ~0.94 <0
4 4+/400 — 152

Con lo cual tenemos que la funcidn crece en ]0,10\/5[ y decrece en ]10\/?,20[

c) La longitud x del tercer lado para que el drea del tridngulo sea maxima y el valor de esta area.

Por lo visto en el apartado anterior la funcién tiene un maximo en el valor x = 10+/2 y el valor del 4rea
maxima sera:

A(10v2) = % : J400 — (10v2)" = #W = 50cm?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
& smmsn LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2019-2020 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS Il
BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacién del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y apro-
ximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan reali-
zar calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los re-
sultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

Problema 1:

x+ay+2z=3

Se da el sistema de ecuaciones {x — 3y + az = —2, donde a es un parametro real.
x+y+2z=a

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible. (4 puntos)

b) La solucion del sistema cuando a=0. (3 puntos)

c¢) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Problema 2:

Sedanlosplanosm:x+y=1yn":x —y + z = 1yel punto P(1,-1,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto Py es paralela

alos planos my m'. (3 puntos)

b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos m y 7. (3 puntos)

c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida
como interseccién de los planos my 7r'. (4 puntos)

Problema 3:

Dada la funcién f(x) =
utilizado:

X . .
——, obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
Vx2-1

a) El dominio de definicién y las asintotas de la funcién f. (3 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacion grafica

de la funcién. (3 +1 puntos)

c) Elvalor de [ f(x)dx
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Problema 4:

1 2 0
SeaA=(0 1 O
0 2 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa. ( 3 puntos)
b) Dos constantes a,b de modo que A™! = A% + aA + bl. Se puede usar (sin comprobarlo)

que A verifica la ecuaciéon A3 — 34% + 34 — I = Osiendo I la matriz identidad. (3 puntos)

x 0
c) El valor de A para que el sistema de ecuaciones(4 — Al) - (y) = <O) tenga infinitas soluciones.
VA 0

Para dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema.

Problema 5:
x=1 +1 +2

Se dan las rectas r:qy = 2 + A, AeR, s:xT = _11 = ZTy el plano m:3x+ay-z+1=0. Obtener razonada-
z=2A

mente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Si hay algun valor del parametro a para el cual la recta r esta contenida en el plano 1. (4 puntos)
b) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

X—y=

. 2 0
c) El coseno del angulo que forman la recta r y la recta t: y—z=2" (3 puntos)

Problema 6:

Los vértices de un triangulo son A(0,12), B(-5,0) y C(5,0). Se desea construir un rectangulo inscrito en
el tridngulo anterior, de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de cuyos vértices tienen coorde-
nadas (-x,0),(x,0), siendo 0 <x <5. Los otros dos vértices estdn situados en los segmentos AB y AC.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresidn f(x) del area del rectangulo anterior. (4 puntos)
b) El valor de x para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo obtenido. (3 puntos)

c) La proporcion entre el area del rectangulo anterior y el area del tridangulo. (3 puntos)
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RESPUESTAS

Problema 1:

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible.

Vamos a discutir el sistema utilizando el Teorema de Rouché-Frébenius. Para ello tenemos que estudiar
los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

1 a 2
Matriz de los coeficientes: M = (1 -3 a)
1 1 2

Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante:

1 a 2
1 -3 a|l=—-6+a*+2+6—-2a—a=a*-3a+2
1 1 2

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante:
a’?—3a+2=0

Resolvemos la ecuacion de segundo grado:

3+1
34/(=3)%-4-1-2 341 [ =2
“= 21 T2 T3-1_
——-=

La primera conclusidon que podemos sacar es que sia # lya # 2elRgM = 3y como la matriz ampliada
es de dimensién 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que:

Sia # 1ya # 2elRgM = 3 = RgM™ = ny el sistema sera SCD
Vamos a estudiar los casos a = 1lya = 2

=>» Casoa = 1, sustituyendo el valor tenemos que:

1 1 2
M = (1 -3 1>Como la 12 y 32 fila son iguales dard cero el determinante de orden 3 comprobamos

1 1 2
si existe algn menor de orden 2 diferente de cero:

H _13| =—-3—1=—4# 0y, por lo tanto su rango sera 2.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:
1 1 2
M=[1 -3 1

3
—2
1 1 211

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una que
sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da:

1 2 3

-3 1 —-2|=1—-4—-18—-34+6+4+4 = —14 + Ocon lo cual es de rango 3, con lo que concluimos
1 2 1

que:
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Sia=1elRgM =2 # RgM™ = 3y el sistema sera Sl

=>» Caso a = 2, sustituyendo el valor tenemos que:

1 2 2
M = (1 -3 2>Como la 12 y 32 columna son proporcionales dara cero el determinante de orden 3

1 1 2
comprobamos si existe algin menor de orden 2 diferente de cero:

H _23| = —3—2=-5=% 0y, por lo tanto su rango sera 2.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:
1 2 2
M =1 -3 2

3
_2)
1 1 212

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una que
sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da:

2 2 3 1 2 3
-3 2 -2(=8-4-18—-6+12+8=0(1 2 -2|=4-4+4+6—-6—-4+4=0
1 2 2 1 2 2

1 2 3

1 -3 -2|=-6—-4+3+9-4+2=0

1 1 2

Como no hay ninglin menor de orden 3 diferente de cero podemos concluir que la matriz ampliada
también tiene rango 2 por lo que:

Sia=2elRgM = 2 = RgM" < ny el sistema sera SCI
La discusion completa del sistema sera:
e Sia=1elRgM =2 # RgM" = 3y el sistema sera Sl
e Sia=2elRgM =2 =RgM" <ny el sistema sera SCI
e Sia#1ya#2elRgM =3 =RgM" = nyelsistema serd SCD

Por lo que el sistema es compatible para cualquier valora # 1

b) La solucién del sistema cuando a = 0.
Por la discusién anterior sabemos que el sistema cuando a = 0 es SCD.

Sustituyendo en el sistema tenemos que:

x—3y=-2

{ x+2z=3
x+y+2z=0
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1 0 2
Matriz de los coeficientes: M = (1 -3 0) calculamos su determinante:
1 1 2
1 0 2
1 -3 0/|=—6+04+24+6—-0—-0=2+0
1 1 2

Al tener igual nimero de ecuaciones e incégnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes no
ser cero podemos resolver por Cramer:

3 0 2
20 Ci8t0-4-0-—0-0 -2
0 1 2 - —x-yvV—yv~T -
x= 2 - 2 = =1
1 3 2
1 -2 0
1 0 2 —-44+04+04+4-6—-0 -6
YET 2 T 2 =7 77
1 0 3
1 -3 -2
z =11 12 Y =0+0+329_0+2=12—4=7Por|oque|aso|ucic’>nes: (x,y,2z) = (=11,-3,7)

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.
Por la discusién del primer apartado sabemos que este caso corresponde cona = 2

Como sabemos que la matriz de los coeficientes tiene rango 2 tomamos las ecuaciones e incégnitas que
nos han dado ese rango y, las ecuaciones que quedan fuera las quitamos y las incoégnitas que quedan
fuera las igualamos a pardmetros. El sistema es:

x+2y+2z=3
x—3y+2z=-2

x+y+2z=2
El menor que nos da el rango es: H _23| = —3 —2 = -5 # 0 por lo que quitamos la ultima ecuacién
y hacemoslaz =Acon A1 € R
Ahora tenemos que resolver:
{x+2y+2/1=3 {x+2y=3—2/1
x—3y+2l=-2"x—-3y=-2-24
Resolvemos por Cramer:
S22 Sseeawm-2-c2-20 -5+
x = “c = —c = —c =1-21
1 3-21
1 —=2-22 1(-2-22)—-1-3—-24) -5
Y= 5 T 5 =51

Con lo que la solucién queda: (x,y,z) = (1 — 24,1, 1)
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Problema 2:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos ty 1.

Si la recta es paralela a ambos planos quiere decir que tiene que ser perpendicular a los vectores nor-
males de ambos. Los vectores normales son:

ﬁ = (1;1;0)\/?1’ = (1! _1,1)

Para hallar un vector perpendicular a ambos basta con calcular su producto vectorial:

i
=11 1
1 -1

nuestra recta

e
-1 1

oL - |1 0=, 11 1|3 _ 1 ;
nAN l—|1 1]+|1 _1|k—(1, 1,—2)que es el vector director de

o X

Ademas sabemos que pasa por el puntoP (1, —1,0)con lo que podemos escribir las ecuaciones paramé-
tricas como:
x=1+41
ryy=-1-41
z=-21

b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos Tty 1.

Como la recta es paralela a ambos planos su distancia siempre es la distancia de cualquiera de sus pun-
tos al plano correspondiente. Tomamos como punto de la recta elP(1,—1,0) y tenemos que utilizar la
formula de distancia de un punto a un plano:

|Ax, + By, + Cz; + D|

d(P,m) =
VA2 + B2 + C?
La distanciade r al plano m: d(P,m) i1l _ 12,

T V1Z+12402 . V2 2
[1-1-(-1)+0-1] 1 V3
== —=—u.l

TP B3

La distanciader alplanom' : d(P, ")

c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida como inter-
seccion de los planos Ty .

Vamos a obtener el plano que tiene como vector normal el vector director de la recta r (que recorde-
mos es paralela a ambos planos) y que pasa por el punto P.

Este plano cumple que es perpendicular a ambos planos por lo que cortard perpendicularmente a la
recta interseccién de ambos y ademas contendra al punto requerido.

El plano tendrd de vector normal el (1,—1, —2)(que lo hemos obtenido antes) por lo que su ecuacion
tendrd el aspecto:
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x—y—2z+D=0

Como tiene que pasar por el punto P hallamos el valor de D sustituyendo las coordenadas y despejan-
do:

x—y—224D=0>1-(-1)—-2-04D=0>2+D=0>D = —2

Porloqueelplanoeselx —y—2z—2=0

Vamos a hallar el punto de corte de ese plano con la recta interseccion de ambos. Para eso hay que
resolver el sistema formado por las dos ecuaciones de los planos que forman la recta y nuestro plano:

x+y=1
{x—y+z=1
X—y—2z=2

Resolvemos por Cramer (tiene el mismo numero de ecuaciones que de incégnitas) y calculamos el de-
terminante de la matriz de los coeficientes:

1 1 0
1 -1 1|=24+140—-0-(-2)—(—1) =6 # Oporlo que el sistema es de Cramer
1 -1 -2
1 1 0
1 -1 1
2 -1 —2 _2+2+0—0—(—2)—(—1)_7
x= 6 - 6 ~ 6
1 1 0 1 1 1
1 1 1 -1 1
1 2 =2 —-24+140-0—-(-2)—-2 -1 1 -1 2

6 6
_2+1-1-(D-2-(-D _-2_-1

6 6 3

. - 7 1 1
Luego el punto de interseccion es el: (g, — o —5)

Hallamos ahora las ecuaciones de la recta que pasa por P y por el punto hallado:

X—Xq Y—Yo Z=2Zy x—1 y+1 z—-0 x—1 y+1 z
- = 77 . — =1 = =T 7?1 — T ="

— — Z.—27 7 — = 2 -
X1—Xo Y1=Yo 1~ 2o A 1 A +1 3 0 5 . 3

Tomamos, para simplificar calculos (multiplicamos por -6) el: ¥ = (1,5, —2)

Las ecuaciones seran (en paramétricas):

x=1+A1
s:{y=—1+5/1/1€]R{
z=-2
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Problema 3:

a) El dominio de definicién y las asintotas de la funcién f.

La funcién es una racional polindmica con una raiz en el denominador por lo que estaran fuera del do-
minio los puntos que anulan el denominador o lo hacen negativo. Para saber el dominio tenemos que
resolver la inecuacion:

x? —1 > 0-> como es continua hallamos cuando vale cero y estudiamos el signo en los intervalos que
definen las soluciones.

x?>—1=0->x%=1-> x = +1por lo que estudiamos el signo de x? — 1en los intervalos:

® -1 1@
3 YA T3

El dominio de la funcién serd: Domf (x) =]-o0,-1[ U] 1, +oo[

Asintotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe de los limites:

. . X . . .
xl_ljrnoof (x) = xl_ﬁnoo\/ﬁ = 1(por ser el grado del denominador igual que el del numerador y los coefi-
cientes 1) luego tiene asintota horizontal en y = 1por +o
Ademas podemos comprobar si la funcién va por debajo o por encima de la asintota dando un valor
grande (relativamente) y positivo, por ejemplo:

10 . . ,
f(10) = T = 1.005por lo que la funcion va por encima de la asintota.

. . X . .
xl_l)?_noof (x) = xl_L)r_nooﬁ = —1(por ser el grado del denominador igual que el del numerador y los coe-

ficientes 1 pero el denominador es siempre positivo por la raiz mientras que el numerador sera negati-
vo al ser la tendencia -o) luego tiene asintota horizontal en y = —1por - .

Ademas podemos comprobar si la funcién va por debajo o por encima de la asintota dando un valor
grande (relativamente) y negativo, por ejemplo:

f(=10) = \/% =~ —1.005por lo que la funcién va por debajo de la asintota.

Asintotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del limite a esos puntos
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos: x = —1yx = 1calculamos los limites a esos
puntos teniendo en cuenta que por la derecha del -1 no hay funcién y por la izquierda del 1 tampoco
(por el dominio calculado antes)

lim \/L_ = Nohayfuncion

. -1 - x2—-1 , .
lim f (x) = (—) = (¥ X luegox = —1es asintota vertical
x->-1 0 lim — = —o
xo—1-Vx2-1

lim —
. _ l _ x—1+ x2-1
limf () =(5) =, "

0

= 400
x Noh .. luegox = 1les asintota vertical
=== No ayfuncion

x—1-

Como tiene asintotas horizontales no tiene oblicua.
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b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacién grafica de la funcion.

Para calcularlos tenemos que hacer la derivada e igualar a cero para conocer los puntos criticos:

R e VO SR v x? x?—1-x?
F) = 2Vx? —1 _ VeZ—1_ Jx2-1 _ 1
- 2 - 2 _ - 2 _ - 3
(,/xz _1) X 1 X 1 (x2 — 1)z

Como es una funcidn racional se hace cero cuando lo es el numerador. Como en este caso no puede ser
cero tenemos que la funcién no tiene puntos criticos (maximos o minimos).

Por otro lado, tanto para valores positivos como negativos de la variable podemos observar que la deri-
vada es negativa siempre por lo que tenemos que:

La funcion es decreciente en todo su dominio.

RIUSpUI],

Asintota vertical

Tendencia

Asmtota honzontal / .
...................................................... beedienaa]eds

e feeeenes 14
Tendencia /
VA

1,

Para representarla graficamente utilizamos las asintotas, las tendencias halladas y el dominio:

vertical

Tendencia
Asintota
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¥

c) Elvalor de | f(x)dx

Primero vamos a obtener una primitiva de la funcidn:
[ fydx = [

Como se trata de una funcidn racional que tiene una raiz en el denominador podemos aplicar un cam-
bio de variable o ver que se trata, salvo un factor, de la derivada de una raiz cuadrada.

ff(x)dx=f\/%dx=f2\/_dx_\/x2—+c

dx

x2—1

Si aplicamos, alternativamente, un cambio de variable tenemos que:

_|t=x*-1 dt
dx = [ —— = [ —Vi+C=yx2—1+C
J f)dx = f =it = 2xda f2-\/f Vt X

Con ese resultado volvemos para resolver la integral definida:

[ feodx = [ dx=[\/xz—l]z=\/9—1—\/4—1=\/§—\/§zl.0964

X
Vo1
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Problema 4:

a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa.

Una matriz tiene inversa cuando su determinante es diferente de cero. Calculamos el determinante:

1 2 0
[Al=10 1 0/=14+0+0—-0—-0—0=1 # OporloquedA™t!
0 2 1
Para calcular la inversa lo hacemos con la férmula: A™1 = ﬁ (AdjA)t
Aplicando la férmula tenemos:
|1 0 _|0 0 |0 1P\ ¢
2 1 0 1 0 2 t
41 2 0] |1 0 1 2 100 1 =20
At =2l - | - =(-2 1 =2)=(o 1 o
1 2 1 0 1 0 2 0 0 1 0 2 1
2 0 _|1 0 |1 2 -
1 0 0 O 0 1

Podemos comprobar el resultado (no es obligatorio pero si conveniente) aplicando:
A-AT=A4A"14A=1
1 2 0 1 -2 0 1+40+0 —-2424+40 04+0+0 1 0 0
A-A‘1=<0 1 0>-<0 1 0)=<0+0+0 0+1+0 0+0+0>=<0 1 0>Iuego

0 2 1 0 -2 1 0+0+0 0+2-2 O0+0+1 0 0 1

es correcto el célculo.
1 -2 0
AtT=l0 1 o0
0 -2 1

b) Dos constantes a, b de modo queA™ = A% + aA + bl. Se puede usar (sin comprobarlo) que A veri-
fica la ecuaciénA® — 342 + 34 — I = Osiendo | la matriz identidad.

Vamos a resolverlo aplicando la ecuacién que nos dan. Para ello tenemos que fijarnos que nos piden
unas constantes relacionadas con el valor de la inversa. Ya sabemos qued - A" = A71- A =1

En la expresion que nos dan despejamos la identidad y obtenemos:
A3 —3A%2+34=1
Si multiplicamos la expresion por la inversa tenemos que:
A1 A3 — A1 342+ A1 34A=4"11
Sabiendo que los nimeros conmutan con las matrices y que A~ - I = A~lobtenemos:
A1 A3 —-3.A"1.A42+43-471.4=4"1
Ahora aplicamos la definicién de potencia de una matriz: A3 = A- A - AyA? = A - A:
AT A-A-A-3-A71-A-A43-471-4A=4A"1
Aplicando la definicién de inversa tenemos que: A1 - A = I:
[-A-A-3-1-A+3-1=A"1
Aplicando ahoraque l - A = A:
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A-A—3-A+3-1=A"1542-3-A+3-1=A"1
Comparando la expresion resultante con la que nos dan inicialmente tenemos que:
Al =A%+ aA+bIé>A1=42-3-4+3-1

Por lo cual tenemos que: a = —3yb = 3

x 0
c) El valor de A para que el sistema de ecuaciones(4 — AI) - (y) = <0>tenga infinitas soluciones. Para
z 0
dicho valor deA hallar todas las soluciones del sistema.
La matriz de términos independientes es una matriz columna de ceros lo cual implica que el sistema es
homogéneo.

Por el teorema de Rouché-Frobenius sabemos que un sistema homogéneo siempre tiene una uUnica so-
lucién compatible determinada: la trivial (x = y = z = 0). Para que tenga una solucion diferente a la
trivial ha de ser sistema compatible indeterminado (con infinitas soluciones) que es la que queremos.

Por el teorema de Rouché-Frobenius sabemos que un sistema sera SCl si el rango de la matriz de los
coeficientes y de la matriz ampliada coinciden (cosa que en un sistema homogéneo siempre se da) pero
ademas el rango ha de ser menor que el nimero de incognitas (3) por lo que, para cumplir las condicio-
nes del problema tenemos que:

Rg(A—AI) =2

Para que eso se cumpla los menores de orden 3 de la matriz A — Alhan de ser cero.

Sélo hay un menor de orden 3 en la matriz por lo que lo igualamos a cero y hallamos el valor del para-
metro:

1 2 0 1 0 0 1-4 2 0
A—/U=<O 1 0)—&(0 1 O>=< 0 1-4 0 >
0 2 1 0 0 1 0 2 1-2

1-1 2 0
0 1-41 0
0 2 1-4

La ecuacidn tiene una Unica solucion (triple) quees A =1

|A—All = =(1-AD3+0+0-0-0—-0=(1—-2)3=0

Por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones paraelvalor 4 = 1

Para ese valor el sistema queda:

1 2 0 1 0 0 0 2 0
A—AI=A—I=<0 1 O)—(O 1 0>=<0 0 0)
0 2 1 0 01 0 2 0

0 2 0 X 0 2y=0

0 0 0])- <y> =10]>140=0 Porloque podemos deducir que y = Oy las otras incdgnitas pue-
0 2 0 z 0 2y =0

den tener cualquier valor (les tenemos que asignar un parametro) por lo que la solucidn del sistema es:

xX=a

Yy=0cona,fER

z=
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Problema 5:

a) Si hay algun valor del parametro a para el cual la recta r esta contenida en el plano .

Este ejercicio hay varias formas de hacerlo. La mas sencilla es aplicar que una recta estara contenida en
un plano si dos de sus puntos lo estan. (El razonamiento hay que escribirlo)

Por lo cual tomamos dos puntos cualesquiera de la recta:

x=1
hacemosA = 0 - p,(1,2,0)
ryy=2+1> { _

{ 7 =21 hacemosd =1 - p,(1,3,2)
Sustituimos los puntos en la ecuacién del plano. Para que esos puntos pertenezcan al plano han de

verificar su ecuacion.
m:3x+ay—z+1=0

Si tomamos py(1,2,0)tenemosque:3-1+a-2—-0+1=0>2a+4=0>a=-2

Si tomamos p,(1,3,2)tenemosque:3-1+a-3—-2+1=0>3a+2=0>a= _?2

Como ambas valores no son el mismo podemos afirmar que no existe ningun valor de a para el que la
recta I esta contenida en el plano .

b) La distancia entre las rectasr ySs.

Para calcular la distancia entre dos rectas es necesario conocer su posicion relativa (coincidentes, para-
lelas, se cortan o se cruzan) ya que la forma de calcular la distancia es diferente (si son coincidentes o se
cortan la distancia es cero).

Para determinar la posicién relativa de ambas rectas necesitamos un punto y un vector de cada una:

x=1
r:{y = 2 + Apor ser la ecuacidon paramétrica sabemos que el punto es: B.(1,2,0)y el vector direc-
\z= 21
torv, = (0,1,2)
x+1 y Z+2 . g . .
§:—~ == = —por ser la ecuacién continua sabemos que el punto es: P,(—1,0, —2)y el vector direc-

2
torv, = (2,—1,1)
Hallamos el vector que une ambos puntos:TPS) =(-1-10-2,-2-0)=(-2,-2,-2)

Estudiamos ahora si los tres vectores (el director de r, el de Sy el que une dos puntos de r y S) son inde-
pendientes. Para ello estudiamos los rangos de la matriz formada por los dos vectores directores am-

pliada con el vector de los puntos:
0o 2 0 2|-2
A=[1 -1)A"=|1 -1|-2
2 1 2 11=-2

Estudiamos el rango de A: como |(1) _21| =0—2=-2#* Otenemos quergA = 2

0o 2 -2
El rango de A* puede sertres: |1 —1 —-2|=0—-8-2-4+4—0=—10 # OentoncesrgAd” = 3
2 1 =2
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Como el vector de los puntos y los directores de las rectas son independientes podemos afirmar que las
rectas se cruzan.

Para hallar la distancia entre dos rectas que se cruzan podemos utilizar la formula:

(77,75, BB ]|

d(r,s) = ————=
[vr vl
0 2 -2
Calculamos: |[v,, v5, BB, |||t -1 —2|[=10-8—-2-4+4-0]=|-10| =10
2 1 -2
S L | R T T
v Xvs =10 1 =1 11t 1]+|2 _1|k=(3,4,—2)

2 -1

Hallamos el mddulo del producto vectorial: [v, X v¢| = \/32 + 42+ (=2)2 =+29

Por lo que la distancia sera:

d(rs) = R

[orxvs]
10
V29

2x—y =0

c) El coseno del dngulo que forma la recta r y la rectat: { y—z=2

Este ejercicio presenta una primera dificultad que no siempre comprobamos y es que para que dos rec-
tas formen un angulo tienen que cortarse en un punto.

Para esa comprobacion y dado que tenemos una en forma paramétrica y otra en forma implicita pode-
mos proceder del siguiente modo: Vamos a comprobar si existe algun valor del parametro A de la recta
I para el que se verifiquen las ecuaciones de la recta t.

Sustituyendo las ecuaciones de r en t tenemos que:
t_{2-1—(2+/’1)=0

2+21)-21=2
si sustituimos en la segunda obtenemos que el sistema es compatible:2 = 2por lo que las rectas se cor-
tan en un punto y es posible calcular el angulo que forman.

-> de la primera ecuacién: A =0

Para ello debemos conocer un vector director de cada recta. Tenemos que: v, = (0,1,2)

Hallamos un vector director de t. Como se trata de la forma implicita podemos resolver el sistema com-
patible indeterminado de las ecuaciones (y hallamos la ecuacién paramétrica de la que es facil tener un
vector director) o bien hacemos el producto vectorial de los vectores normales de los planos que repre-
sentan las ecuaciones:

Los vectores normales sonn; = (2,—1,0) yn, = (0,1,—1)

Hallamos su producto vectorial:
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n, XnZ =12 -1 0= | 1 -1
1 —

Ahora hallamos el dngulo que forman ambos vectores utilizando para ello la férmula que se basa en el
producto escalar:

?_|g —01

- 2 _1 _)_ —
J+ |0 1 |k = (1,2,2)que es v;

v, vl 1(0,1,2) - (1,2,2)| 62
71 vl Voz+12+22-V12+22+22 +5-49 5

., —— 2
Luego la solucidn es: cos(vrvt) =%

cos(vv;) =
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Problema 6:

No lo pide pero seria recomendable hacer un dibujo del problema para hacernos idea de lo que se nos
estd preguntando. El tridngulo lo podemos dibujar en un eje de coordenadas y nos queda:

Vamos a dibujar rectangulos inscritos en ese tridngulo como el de la figura siguiente:
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a) La expresion f(x) del drea del rectangulo anterior.

Tenemos que hallar la expresion del area del rectangulo en funcion del valor de X. Todos debemos sa-
ber que el drea de un rectangulo es su base por su altura.

La base mide desde el valor(—x, 0)al (x, 0)por lo que mide 2x.
La altura (nos da igual cual tomemos) es un punto de la recta que une los vértices Ay C.

La ecuacion de la recta que une los puntosA(0,12)yC(5,0)es:

. 2 x—0 —-12 X -12 —-12x
(ecuacidn de la recta que une dos puntos) — = N AN y = + 12
5-0 0-12 ~ 5  -12 5
. P ’ —-12x
Por lo tanto el valor que nos da la altura correspondiente al vértice (X,0) serah = +12

5

El drea del rectangulo buscada tendra la expresion:
2

—12x —24x
A(x)=b-h=2x-( - +1z)= =+ 240 € [05]

b) El valor de X para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo obtenido.

Tenemos que buscar un maximo de la funcién area por lo que vamos a derivar e igualar a cero la deri-
vada para hallar los puntos criticos:

‘458"+24=0924=%9120=48x9x=%=5=2.5

A(x) = -

Para conocer la naturaleza del mismo (maximo, minimo o punto de inflexidn) calculamos el valor de la
segunda derivada en el punto en cuestién:

—48 . . . .
A'(x) = e < 0Como siempre es negativa el punto calculado es un maximo relativo.

Como sabemos que una funcién continua (la funcién drea es polinémica y, por lo tanto, continua en
todos sus puntos) definida en un intervalo cerrado alcanza en éste un maximo y minimo absolutos en
los extremos relativos o en los extremos del intervalo tenemos que la funcién ha de tener su maximo en
el valor halladox = 2.50en x =0ox =5

Hallamos el valor deA(x)en los tres puntos:
2

Alx) = z + 24x
—24.02
A(0) =—F—+24:0=0
—24.2.5?
A(25) = ——F"—+24 25 =30
—24 - 52
A(5)=———+24:5=0
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Por lo que podemos concluir que el valor x = 2.5es un méaximo absoluto mientras que los valores x =
Oyx = 5son los minimos absolutos. El drea maxima es A(2.5) = 30u?

Las dimensiones del rectangulo seran:

Base: 2x = 2 - 2.5 = 5u.

-12x -12:2.5
+12 =
5 5

Altura: h = + 12 = 6u.

c) La proporcion entre el area del rectangulo anterior y el area del tridangulo. (3 puntos)

. . . . . b-h . .
El area de un tridngulo se calcula mediante la formula conocida ded = Tla base del mismo mide 10 u.
10-12

mientras que su altura es de 12 u. por lo que el dreaes: 4 = — = 60u?
. Ar 30 1
La proporcién buscada es: - = — = =
Ar 60 2
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