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RESPUESTAS SÈRIE 2 

Problema 1: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ Para determinar la recta tangente buscamos el punto de tangencia, y con la derivada en ese punto, 
la pendiente de la recta: 

Para 𝑥 ൌ 𝑎 es 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 4 െ 𝑎ଶ, por lo cual el punto de tangencia es 𝑃ሺ𝑎, 4 െ 𝑎ଶሻ. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥 → 𝑚 ൌ 𝑓′ሺ𝑎ሻ ൌ െ2𝑎. 

La ecuación de la recta tangente es: 𝑦 ൌ 𝑦଴ ൅ 𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ 

𝑦 ൌ ሺ4 െ 𝑎ଶሻ െ 2𝑎ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ ൌ 4 െ 𝑎ଶ െ 2𝑎𝑥 ൅ 2𝑎ଶ ൌ െ2𝑎𝑥 ൅ 𝑎ଶ ൅ 4. C.q.d. 

La recta tangente corta a los ejes de coordenadas en los puntos: 

𝑋:
                          𝑦 ൌ 0
𝑦 ൌ െ2𝑎𝑥 ൅ 𝑎ଶ ൅ 4

ൠ → െ2𝑎𝑥 ൅ 𝑎ଶ ൅ 4 ൌ 0 →   𝑥 ൌ ௔మାସ

ଶ௔
→ 𝐴 ቀ௔మାସ

ଶ௔
, 0ቁ. 

𝑌:
                          𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ െ2𝑎𝑥 ൅ 𝑎ଶ ൅ 4ൠ → 𝑦 ൌ 𝑎ଶ ൅ 4 → 𝐵ሺ0, 𝑎ଶ ൅ 4ሻ. 

Queda comprobado que la recta tangente es 𝒚 ൌ െ𝟐𝒂𝒙 ൅ 𝒂𝟐 ൅ 𝟒, y conta a los ejes coordenados en 

los puntos: 𝑨 ቀ𝒂𝟐ା𝟒

𝟐𝒂
, 𝟎ቁ y 𝑩ሺ𝟎, 𝒂𝟐 ൅ 𝟒ሻ. 

 

𝑏ሻ El  triángulo de vértices 𝑂𝐴𝐵 es  rectángulo, y su área vale: 
ଵ

ଶ
൉ ௔మାସ

ଶ௔
൉ ሺ𝑎ଶ ൅ 4ሻ.  Imponemos que sea 

mínima anulando la derivada primera y haciendo positiva la segunda: 

Á𝑟𝑒𝑎ሺ𝑎ሻ ൌ ଵ

ଶ
൉ ௔మାସ

ଶ௔
൉ ሺ𝑎ଶ ൅ 4ሻ ൌ ଵ

ସ
൉

൫௔మାସ൯
మ

௔
. 

Á𝑟𝑒𝑎′ሺ𝑎ሻ ൌ ଵ

ସ
൉

ൣଶ൉൫௔మାସ൯൉ଶ௔൧൉௔ି൫௔మାସ൯
మ

൉ଵ

௔మ ൌ ଵ

ସ
൉

൫௔మାସ൯൉ൣସ௔మି൫௔మାସ൯൧

௔మ ൌ ଵ

ସ
൉

൫௔మାସ൯൉൫ଷ௔మିସ൯

௔మ ൌ 0.  

ሺ𝑎2 ൅ 4ሻ ൉ ሺ3𝑎2 െ 4ሻ ൌ 0. Es siempre distinto de cero: 𝑎2 ൅ 4. Anulamos:  

3𝑎ଶ െ 4 ൌ 0 →   3𝑎ଶ ൌ 4 → 𝑎 ൌ േ ଶ

√ଷ
.  La  solución  negativa  da  longitudes  negativas  luego  no  tiene 

sentido geométrico 

 Á𝑟𝑒𝑎ᇱᇱሺ𝑎ሻ ൌ ଵ

ସ
൉

ൣଶ௔൉൫ଷ௔మିସ൯ା൫௔మାସ൯൉଺௔൧൉௔మିൣ൫௔మାସ൯൉൫ଷ௔మିସ൯൧൉ଶ௔

௔ర ൌ ଷ௔రାଵ଺௔యାଵ଺

ଶ௔య →  Á𝑟𝑒𝑎ᇱᇱ ቀ ଶ

√ଷ
ቁ ൐ 0 

El área del triángulo es mínima para 𝒂 ൌ   
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Problema: 2 

 

 
Solución: 
𝑎ሻ Para discutir el sistema estudiamos los rangos de las matrices de los coeficientes y ampliada: 

𝑀 ൌ ൭
𝑝 1 1
2 𝑝 𝑝ଶ

2 1 1
൱ y 𝑀′ ൌ ൭

𝑝 1 1
2 𝑝 𝑝ଶ

2 1 1
    

2
1
2

൱. 

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes: 

|𝑀| ൌ อ
𝑝 1 1

2 𝑝 𝑝2

2 1 1
อ ൌ 𝑝2 ൅ 2 ൅ 2𝑝2 െ 2𝑝 െ 𝑝3 െ 2 ൌ 0 →   𝑝3 െ 3𝑝2 ൅ 2𝑝 ൌ 0; 

𝑝ሺ𝑝ଶ െ 3𝑝 ൅ 2ሻ ൌ 0 → 𝑝 ൌ 0.     y   𝑝2 െ 3𝑝 ൅ 2 ൌ 0 →   𝑝 ൌ
3േ√9െ8

2
ൌ

3േ√1

2
ൌ

3േ1

2
→ 𝑝 ൌ 1, 𝑝 ൌ 2. 

Por  lo  que  si 𝑝 ് 0, 𝑝 ് 1, 𝑝 ് 2  el  rango  de  la matriz  de  los  coeficientes  es  3,  igual  al  rango  de  la 
matriz ampliada e igual al número de incógnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado. 

Para   𝑝 ൌ 0 → 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 1
2 0 0
2 1 1

    
2
1
2

൱ ; อ
0 1 2
2 0 1
2 1 2

อ ൌ 4 ൅ 2 െ 4 ൌ 2 ് 0,  luego  su  rango  es  3, mientras 

que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible. 

Para 𝑝 ൌ 1 → 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 1 1
2 1 1

    
2
1
2

൱ ; อ
1 1 2
2 1 1
2 1 2

อ ൌ 2 ൅ 4 ൅ 2 െ 4 െ 1 െ 4 ൌ െ1 ് 0, luego su rango es 

3, mientras que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible. 

Para 𝑝 ൌ 2 → 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 1 1
2 2 4
2 1 1

    
2
1
2

൱, tiene la primera y la tercera fila iguales, luego su rango es 2, igual 

al  rango  de  la matriz  de  los  coeficientes  y menos  que  el  número  de  incógnitas,  luego  el  sistema  es 
compatible e indeterminado. 

La discusión completa del sistema es: 

 Si  𝑝 ൌ 0 o bien 𝑝 ൌ 1 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 y el sistema es incompatible. 

 Si 𝑝 ൌ 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛 y el sistema es compatible indeterminado. 

 Si 𝑝 ് 0,  𝑝 ് 1 y 𝑝 ് 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൌ 𝑛 y el sistema es compatible determinado. 
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𝑏ሻ Si 𝑝 ൌ 2 el sistema es: 

     2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1
     2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

ൡ, que es compatible indeterminado. 

     2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1
     2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

ൡ ⟺ 
     2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1ቅ ⟺ 

   2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆  
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 െ 4𝜆

ቅ  ⟺  
െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ2 ൅ 𝜆
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 െ 4𝜆

ቅ 

Hacemos 𝑧 ൌ 𝜆, y sumamos: 𝑦 ൌ െ1 െ 3𝜆. 

 2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆 →   2𝑥 െ 1 െ 3𝜆 ൌ 2 െ 𝜆 →   2𝑥 ൌ 3 ൅ 2𝜆 →   𝑥 ൌ ଷ

ଶ
൅ 𝜆. 

𝒙 ൌ
𝟑
𝟐

൅ 𝝀, 𝒚 ൌ െ𝟏 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹 
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Problema 3: 

 

 
Solución: 
𝑎ሻ  La  recta 𝑡 que pasa por 𝑃ሺെ1, 3, 1ሻ  y es perpendicular al plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 0  tiene como vector 

director al vector normal de 𝜋: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 0ሻ ⇒ 𝑡 ≡ ቊ
𝑥 ൌ െ1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 3 െ 𝜆   
𝑧 ൌ 1           

. 

El punto 𝑀, intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡 es la solución del sistema que forman: 

    𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 0

𝑟 ≡ ቊ
𝑥 ൌ െ1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 3 െ 𝜆   
𝑧 ൌ 1           

ቑ ⇒ െ1 ൅ 𝜆 െ ሺ3 െ 𝜆ሻ ൌ 0;  െ1 ൅ 𝜆 െ 3 ൅ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝑀ሺ1, 1, 1ሻ. 

Debe verificarse: 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝑃′ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑃𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺെ1, 3, 1ሻሿ ൌ ሺ2, െ2, 0ሻ. 

𝑀𝑃′ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃′ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ሺ1, 1, 1ሻሿ ൌ ሺ𝑥െ, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 1ሻ. 

ሺ2, െ2, 0ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 1, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 1ሻ ⇒ ቊ
𝑥 െ 1 ൌ 2 → 𝑥 ൌ 3      
𝑦 െ 1 ൌ െ2 → 𝑦 ൌ െ1
𝑧 െ 1 ൌ 0 → 𝑧 ൌ 1       

ቋ. 

El punto simétrico pedido es: 𝑷′ሺ𝟑, െ𝟏, 𝟏ሻ 

 

𝑏ሻ De la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଷ
ൌ 𝑧 െ 2 conocemos un punto: 𝑄ሺ1, 0, 2ሻ y el vector de dirección: 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ

ሺ2, 3, 1ሻ. 

Buscamos un vector perpendicular a 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 3, 1ሻ y al vector normal al plano 𝜋: ሺ1, െ1, 0ሻ 

𝑛′
𝛾

ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑛ሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 0
2 3 1

อ ൌ െ𝑖 ൅ 3𝑘 ൅ 2𝑘 െ 𝑗 ൌ െ𝑖 െ 𝑗 ൅ 5𝑘 ⇒⇒ 𝑛𝛾ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ5ሻ. 

El haz de planos 𝛾 tiene por expresión general: 𝛾 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 5𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0.  Imponemos que contenga a 

𝑄ሺ1, 0, 2ሻ: 𝛾 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 5𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⟶ 1 ൅ 0 െ 5 ൉ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0;   𝐷 െ 9 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 9. 

El plano pedido es: 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟓𝒛 ൅ 𝟗 ൌ 𝟎 
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Problema 4: 

 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ Buscamos un punto en el que la tangente sea horizontal, es decir:  

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ൌ
1

𝑥
൉𝑥െln ሺ𝑥ሻ൉1

𝑥2 ൌ
1െln ሺ𝑥ሻ

𝑥2 →   1 െ ln ሺ𝑥ሻ ൌ 0 →   ln ሺ𝑥ሻ ൌ 1 → 𝑥 ൌ 𝑒 → 𝑓ሺ𝑒ሻ ൌ
ln ሺ𝑒ሻ

𝑒
ൌ

1

𝑒
 . 

El punto buscado tiene de coordenadas: 𝑨 ቀ𝒆, 𝟏

𝒆
ቁ 

Como ya hemos visto que es un punto de tangente horizontal, podría ser un punto de  inflexión si  se 
anulara la derivada segunda: 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ
െ

1
𝑥

൉ 𝑥2 െ ሺ1 െ lnሺ𝑥ሻሻ ൉ 2𝑥

𝑥4
ൌ

2 lnሺ𝑥ሻ െ 3

𝑥3
→ 𝑓′′ሺ𝑒ሻ ൌ

2 lnሺ𝑒ሻ െ 3

𝑒3
ൌ

2 ൉ 1 െ 3

𝑒3
ൌ

െ1

𝑒3
൏ 0  

En 𝑨 ቀ𝒆, 𝟏

𝒆
ቁ la función alcanza un 𝐦á𝐱𝐢𝐦𝐨 relativo 

𝑏ሻ Calculamos el comportamiento de la función cuando tiende a infinito 

 𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

୪୬ሺ௫ሻ

௫
  Tanto el numerador  como el denominador  tienden a  infinito por  lo que 

podemos aplicar la regla de L’Hôpital. 

 𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

భ
ೣ

ଵ
ൌ lim

௫→ାஶ

ଵ

௫
ൌ 0 

La recta 𝒚 ൌ 𝟎 es asíntota horizontal cuando 𝑥 ൐ 0 

𝑐ሻ Para 𝑥 ൌ 1, 𝑦 ൌ 0, la curva pasa por el punto 𝐵ሺ1, 0ሻ. 

Calculamos el área mediante un cambio de variables: lnሺ𝑥ሻ ൌ 𝑡 → ଵ

௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡 

𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ௘
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬

୪୬ሺ௫ሻ

௫

௘
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑡

ଵ
଴ ൉ 𝑑𝑡 ൌ ቂ௧మ

ଶ
ቃ

଴

ଵ
ൌ ଵమ

ଶ
െ ଴మ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
ൌ 0.5 𝑢ଶ. 

Área = 
𝟏

𝟐
ൌ 𝟎. 𝟓 𝒖𝟐   



 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021.    Autor: JAIME CARRASCOSA OROZCO 

Comunidad Autónoma de CATALUÑA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)219 

Problema 5: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ Resolvemos la ecuación: 

𝐴2𝑋 ൌ 𝐴 െ 3𝐼 →   ሺ𝐴2ሻെ1 ൉ 𝐴2 ൉ 𝑋 ൌ ሺ𝐴2ሻെ1 ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ → 𝐼 ൉ 𝑋 ൌ ሺ𝐴2ሻെ1 ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ → 

𝑋 ൌ ሺ𝐴ଶሻିଵ ൉ ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ 

𝐴2 ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቆ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ ൉ ቆ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ ൌ ቆ
0 1 0
0 0 1
1 0 0

ቇ. 

Se obtiene la inversa de 𝐴2 por el método de Gauss. 

ሺ𝐴2|𝐼ሻ ൌ ቆ
0 1 0
0 0 1
1 0 0

ቤ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቇ → ቆ
1 0 0
0 0 1
0 1 0

ቤ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ቇ → ቆ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቤ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ → 

         ሼ𝐹1 ↔ 𝐹3ሽ         ሼ𝐹1 ↔ 𝐹3ሽ 

ሺ𝐴2ሻെ1 ൌ ቆ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ. 

𝐴 െ 3𝐼 ൌ ൭
0 0 1
1 0 0
0 1 0

൱ െ 3 ൉ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൌ ൭
0 0 1
1 0 0
0 1 0

൱ െ ൭
3 0 0
0 3 0
0 0 3

൱ ൌ ൭
െ3 0 1
1 െ3 0
0 1 െ3

൱  

𝑋 ൌ ൭
0 0 1
1 0 0
0 1 0

൱ ൉ ൭
െ3 0 1
1 െ3 0
0 1 െ3

൱ ൌ ൭
0 1 െ3

െ3 0 1
1 െ3 0

൱. 

𝑿 ൌ ൭
𝟎 𝟏 െ𝟑

െ𝟑 𝟎 𝟏
𝟏 െ𝟑 𝟎

൱ 

𝑏ሻ 𝑀3 െ 3𝑀2 ൅ 3𝑀 െ 𝐼 ൌ 𝑂 →  𝑀3 െ 3𝑀2 ൅ 3𝑀 െ 𝑂 ൌ 𝐼 →   𝑀 ൉ ሺ𝑀3 െ 3𝑀 ൅ 3𝐼ሻ ൌ 𝐼. 

Por la definición de matriz inversa, la matriz ሺ𝑀3 െ 3𝑀 ൅ 3𝐼ሻ es la inversa de la matriz 𝑀: 

𝑴െ𝟏 ൌ 𝑴𝟑 െ 𝟑𝑴 ൅ 𝟑𝑰 
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Problema 6: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es suma de una función exponencial y de una función polinómica, ambas continuas 
en todo su dominio, que es R.  

Estudio de los extremos relativos, crecimiento y decrecimiento. Calculamos la derivada primera: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒𝑥െ1 െ 1 → 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 → 𝑒𝑥െ1 െ 1 ൌ 0 →   𝑒𝑥െ1 ൌ 1 → 𝑥 െ 1 ൌ 0 →   𝑥 ൌ 1. 

Para 𝑥 ൐ 1 → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 → La función es creciente si 𝑥 ∈ ሺ1, ൅∞ሻ 

Para 𝑥 ൏ 1 → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 → La función es decreciente si 𝑥 ∈ ሺെ∞, 1ሻ 

Por  lo  tanto  en  𝑥 ൌ 1  la  función  pasa  de  ser  decreciente  a  ser 
creciente, luego en ese punto alcanza un mínimo. 

El punto 𝑨ሺ𝟏, െ𝟏ሻ es un mínimo relativo. 

 

𝑏ሻ La función es continua en toda la recta real. Vamos a aplicar el teorema de Bolzano en cada uno de 

los intervalos ሺെ1, 1ሻ 𝑦 ሺ1, 3ሻ. 

El teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto 
signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

ሺെ1, 1ሻ:  ቊ
𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑒െ1െ1 െ ሺെ1ሻ െ 1 ൌ 𝑒െ2 ൌ

1

𝑒2 ൐ 0           

𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑒1െ1 െ 1 െ 1 ൌ 𝑒0 െ 2 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ൏ 0
  Como  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  monótona  decreciente 

en ሺെ1,1ሻ,aplicando el teorema de Bolzano sabemos que tiene una única raíz en ese intervalo ሺെ1, 1ሻ: 

ሺ1, 3ሻ: ൜
𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑒1െ1 െ 1 െ 1 ൌ 𝑒0 െ 2 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ൏ 0

𝑓ሺ3ሻ ൌ 𝑒3െ1 െ 3 െ 1 ൌ 𝑒2 െ 4 ≅ 4,39 ൐ 0             
.  Como  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  monótona  creciente  en 

ሺ1, 3ሻ,aplicando el teorema de Bolzano sabemos que tiene una única raíz en ese intervalo ሺ1, 3ሻ 

Por tanto 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene exactamente dos raíces en ሺെ1, 3ሻ. 
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Problema 1: 

Considere el sistema 

𝑥 ൅ 𝑘𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3 ൅ 𝑘
        𝑘𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
        𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5

ൡ, dependiente del parámetro real 𝑘. 

𝑎ሻ Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro 𝑘. 

𝑏ሻ Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de 𝑘 ൌ 1 y haga una interpretación geométrica. 

 

Problema 2: 

𝑎ሻ Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ସ

௫
, calcule la ecuación de la recta tangente a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ

1. Encuentra también la ecuación de la recta normal a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el mismo punto. 

𝑏ሻ  Haga  un  esbozo  de  la  gráfica  de  la  curva  𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y  de  la  recta  4𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 8,  y  calcule  el  área 
delimitada por estas dos gráficas, el eje de abscisas y la recta 𝑥 ൌ 3. 

 

Problema 3: 
En 𝑅ଷ se dan los puntos 𝐴ሺ3, 1, 1ሻ, 𝐵ሺ0, 0, 1ሻ, 𝐶ሺ4, 1, 2ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 𝑡ሻ, en donde 𝑡 es un valor real. 

𝑎ሻ ¿Para qué valor real de 𝑡 los cuatro puntos son coplanarios? 

𝑏ሻ  Encuentre  el  valor  de  𝑡  para  que  el  tetraedro  (irregular)  que  forman  los  cuatro  puntos  tenga  un 
volumen de 5 𝑢ଷ. 

Nota: El  volumen de un  tetraedro definidos por  los  vectores 𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   es  igual  a un  sexto del  valor 
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores. 

 

Problema 4: 
𝑎ሻ En  la figura adjunta se muestra  la gráfica de  la función 𝑓ሺ𝑥ሻ. 
Represente  de  manera  esquemática  la  gráfica  de  la  función 
derivada de 𝑓ሺ𝑥ሻ. Explique el razonamiento que ha seguido. 

𝑏ሻ Calcule los valores de 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଷ ൅
𝑏𝑥ଶ ൅ 1  tenga un punto de  inflexión en 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
  y  su derivada en  este 

punto sea െ ଷ

ଶ
. 

 

 

 

 

𝑂 

𝑋

𝑌 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

1

1 
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Problema 5: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
𝑎 𝑎 0
2 𝑎 ൅ 1 𝑎 െ 1

2𝑎 ൅ 1 0 െ𝑎 െ 3
൱, siendo 𝑎 un parámetro real. 

𝑎ሻ Encuentre los valores de 𝑎 para los cuales la matriz A es invertible. 

𝑏ሻ Compruebe que, para 𝑎 ൌ 3,  la matriz A es  invertible y resuelve  la ecuación matricial 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 െ

3𝐼, siendo 𝐵 ൌ ൭
6 3 3
2 5 2
1 1 4

൱. 

 

Problema 6: 

Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫య

௫ିଶ
. 

𝑎ሻ Estudie si  tiene puntos críticos y, en caso de que  los  tenga,  justifique de qué  tipo son. Determine 
también cuáles son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función. 

𝑏ሻ Compruebe que la ecuación 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 tiene una única solución en el intervalo ሺെ2, 1ሻ. 
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RESPUESTAS SÈRIE 4 

Problema 1: 

Considere el sistema 

𝑥 ൅ 𝑘𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 3 ൅ 𝑘
        𝑘𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
        𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5

ൡ, dependiente del parámetro real 𝑘. 

𝑎ሻ Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro 𝑘. 

𝑏ሻ Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de 𝑘 ൌ 1 y haga una interpretación geométrica. 

Solución:  

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son: 

 𝑀 ൌ ൭
1 𝑘 1
𝑘 1 1
1 3 1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 𝑘 1
𝑘 1 1
1 3 1

    
3 ൅ 𝑘

4
5

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑘 es: 

|𝑀| ൌ อ
1 𝑘 1
𝑘 1 1
1 3 1

อ ൌ 1 ൅ 3𝑘 ൅ 𝑘 െ 1 െ 𝑘ଶ െ 3 ൌ െ𝑘ଶ ൅ 4𝑘 െ 3 ൌ 0;  

𝑘ଶ െ 4𝑘 ൅ 3 ൌ 0;   𝑘 ൌ ସേ√ଵ଺ିଵଶ

ଶ
ൌ ସേ√ସ

ଶ
ൌ ସേଶ

ଶ
ൌ 2 േ 1 ⇒ 𝑘ଵ ൌ 1, 𝑘ଶ ൌ 3. 

Si 𝑘 ് 1 o si 𝑘 ് 3 entonces los rangos de ambas matrices es 3, igual al número de incógnitas, por lo 
que el sistema es compatible y determinado. 

Si 𝑘 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
1 1 1
1 3 1

    
4
4
5

൱  la matriz  amplaida  tiene dos  filas  iguales  por  lo  que  su  rango es  2, 

igual a la matriz de los coeficientes, por lo que el sistema es compatible indeterminado. 

Si 𝑘 ൌ 3 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 3 1
3 1 1
1 3 1

    
6
4
5

൱ ⇒ อ
1 3 6
3 1 4
1 3 5

อ ൌ 5 ൅ 54 ൅ 12 െ 6 െ 12 െ 45 ൌ 8 ് 0 

El rango de la matriz ampliada es 3, distinto del de la matriz de los coeficientes que es 2, por lo que el 
sistema es incompatible. 

Sistema compatible y determinado si 𝑘 ് 1 o si 𝑘 ് 3. Sistema compatible indeterminado si 𝑘 ൌ 1. 
Sistema incompatible si 𝑘 ൌ 3. 

𝑏ሻ  Para  𝑘 ൌ 1  el  sistema  es 

  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5

ൡ,  que  sabemos  que  es  compatible  indeterminado  y 

equivalente al sistema 
  𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4
𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5ൠ. Haciendo 𝑧 ൌ 𝜆: 

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 4 െ 𝜆
𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 5 െ 𝜆ൠ →   

െ𝑥 െ 𝑦 ൌ െ4 ൅ 𝜆
𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 5 െ 𝜆  ൠ → 2𝑦 ൌ 1;   𝑦 ൌ ଵ

ଶ
; 𝑥 ൌ 4 െ 𝜆 െ 𝑦 ൌ 4 െ 𝜆 െ ଵ

ଶ
→ 𝑥 ൌ ଻

ଶ
െ 𝜆. 

Geométricamente son dos planos que se cortan en la recta: 𝑥 ൌ ଻

ଶ
െ 𝜆, 𝑦 ൌ ଵ

ଶ
, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅, y el otro 

plano coincidente.   
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Problema 2: 

𝑎ሻ Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ସ

௫
, calcule la ecuación de la recta tangente a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ

1. Encuentra también la ecuación de la recta normal a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el mismo punto. 

𝑏ሻ  Haga  un  esbozo  de  la  gráfica  de  la  curva  𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y  de  la  recta  4𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 8,  y  calcule  el  área 
delimitada por estas dos gráficas, el eje de abscisas y la recta 𝑥 ൌ 3. 

Solución:  

𝑎ሻ Para 𝑥 ൌ 1 es 𝑓ሺ1ሻ ൌ 4, por lo cual el punto de tangencia es 𝐴ሺ1, 4ሻ. 

La pendiente de la tangente de la gráfica de una función en un punto es el valor de la derivada en ese 

punto: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ ସ

௫మ ⇒ 𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ െ ସ

ଵమ ⇒ 𝑚 ൌ െ4. 

La  expresión  de  una  recta  conocido  un  punto  y  la  pendiente  viene  dada  por  la  fórmula  𝑦 െ 𝑦଴ ൌ
𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝐴ሺ1, 4ሻ con 𝑚 ൌ െ4 es: 𝑦 െ 4 ൌ െ4ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ െ4𝑥 ൅ 4. 

Recta tangente en ሺ1, 4ሻ: 4𝑥 ൅ 𝑦 െ 8 ൌ 0 

La pendiente de la recta normal es inversa y de signo contrario de la pendiente de la tangente: 𝑚ᇱ ൌ ଵ

ସ
. 

La recta normal es la siguiente: 𝑦 െ 4 ൌ ଵ

ସ
ሺ𝑥 െ 1ሻ →   4𝑦 െ 16 ൌ 𝑥 െ 1. 

Recta normal en (1, 4): 𝑥 െ 4𝑦 ൅ 15 ൌ 0 

 

𝑏ሻ  La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ସ

௫
  es  una  hipérbola  equilátera  que  contiene  al  punto 

𝐴ሺ1, 4ሻ.  La  recta  dada,  4𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 8,  es  la  tangente  a  la  función  en  el  punto 
𝐴ሺ1, 4ሻ. 

En el  intervalo ሺ1, 2ሻ, todas  las ordenadas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ son mayores que 
las correspondientes ordenadas de la recta 𝑡 ≡ 𝑦 ൌ 8 െ 4𝑥, por lo cual: 

𝑆 ൌ න ሾ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑡ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ
൅ න 𝑓ሺ𝑥ሻ

ଷ

ଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ න ൤

4
𝑥

െ ሺ8 െ 4𝑥ሻ൨ ൉ 𝑑𝑥
ଶ

ଵ
൅ න

4
𝑥

ଷ

ଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌ 

ቈ4 ൉ 𝐿𝑥 ൅
4𝑥ଶ

2
െ 8𝑥቉

ଵ

ଶ

൅ ሾ4 ൉ 𝐿𝑥ሿଶ
ଷ ൌ 

ሺ4 ൉ 𝐿2 ൅ 2 ൉ 2ଶ െ 8 ൉ 2ሻ െ ሺ4 ൉ 𝐿1 ൅ 2 ൉ 1ଶ െ 8 ൉ 1ሻ ൅ 4 ൉ 𝐿3 െ 4 ൉ 𝐿2 ൌ 

4 ൉ 𝐿2 െ 2 ൅ 4 ൉ 𝐿3 െ 4 ൉ 𝐿2 ൌ ሺ4 ൉ 𝐿3 െ 2ሻ 𝑢ଶ 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ  ሺ𝟒 ൉ 𝑳𝟑 െ 𝟐ሻ 𝒖𝟐 

   



 

Matemáticas II. Curso 2020 – 2021.    Autor: JAIME CARRASCOSA OROZCO 

Comunidad Autónoma de CATALUÑA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)226 

Problema 3: 

En 𝑅ଷ se dan los puntos 𝐴ሺ3, 1, 1ሻ, 𝐵ሺ0, 0, 1ሻ, 𝐶ሺ4, 1, 2ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 𝑡ሻ, en donde 𝑡 es un valor real. 

𝑎ሻ ¿Para qué valor real de 𝑡 los cuatro puntos son coplanarios? 

𝑏ሻ  Encuentre  el  valor  de  𝑡  para  que  el  tetraedro  (irregular)  que  forman  los  cuatro  puntos  tenga  un 
volumen de 5 𝑢ଷ. 

Nota: El  volumen de un  tetraedro definidos por  los  vectores 𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ , 𝑣ଶሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝑣ଷሬሬሬሬ⃗   es  igual  a un  sexto del  valor 
absoluto del determinante de la matriz formada por los tres vectores. 

Solución:  

𝑎ሻ Los puntos 𝐴ሺ3, 1, 1ሻ, 𝐵ሺ0, 0, 1ሻ, 𝐶ሺ4, 1, 2ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 𝑡ሻ determinan los siguientes vectores: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 0, 1ሻ െ ሺ3, 1, 1ሻሿ ൌ ሺെ3, െ1, 0ሻ. 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ4, 1, 2ሻ െ ሺ3, 1, 1ሻሿ ൌ ሺ1, 0, 1ሻ. 

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐷ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 𝑡ሻ െ ሺ3, 1, 1ሻሿ ൌ ሺെ2, 0, 𝑡 െ 1ሻ. 

Los puntos A, B, C y D son coplanarios cuando lo sean los tres vectores que determinan, por lo cual, el 
rango de  los  tres vectores  tiene que ser 2, es decir: que el determinante de  la matriz que  forman es 
cero. 

อ
െ3 െ1 0
1 0 1

െ2 0 𝑡 െ 1
อ ൌ 2 ൅ 𝑡 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑡 ൌ െ1. 

𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠 𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑦 𝐷 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ െ1 

 

𝑏ሻ 𝑉஺஻஼஽ ൌ ଵ

଺
൉ ൫𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ൌ 5 ⇒ ቮอ

െ3 െ1 0
1 0 1

െ2 0 𝑡 െ 1
อቮ ൌ 30 → 

|1 ൅ 𝑡| ൌ 30 → ൜
1 ൅ 𝑡 ൌ 30 → 𝑡ଵ ൌ 29       
െ1 െ 𝑡 ൌ 30 → 𝑡ଶ ൌ െ31. 

𝐸𝑙 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑡𝑟𝑎𝑒𝑑𝑟𝑜 𝐴𝐵𝐶𝐷 𝑒𝑠 𝑑𝑒 5 𝑢ଷ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ 29 𝑦 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡 ൌ 31 
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Problema 4: 

𝑎ሻ  En  la  figura  adjunta  se  muestra  la  gráfica  de  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ. 
Represente de manera esquemática la gráfica de la función derivada de 
𝑓ሺ𝑥ሻ. Explique el razonamiento que ha seguido. 

𝑏ሻ Calcule los valores de 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଷ ൅ 𝑏𝑥ଶ ൅
1 tenga un punto de inflexión en 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
 y su derivada en este punto sea 

െ ଷ

ଶ
. 

Solución:  

𝑎ሻ  La  derivada  de  una  función  representa  el  valor  de  la  tangente  de  la  función  en  cada  uno  de  sus 
puntos. Por tener la función un máximo en 𝑥 ൌ 0 y un mínimo para 𝑥 ൌ 1, la función derivada se anula 
para  estos  valores,  por  lo  cual,  su  expresión  es  de  la  forma: 
𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ േ𝑥 ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ. 

Para  determinar  el  signo más  o menos  se  tiene  en  cuenta,  por 
ejemplo, que  la  función es decreciente en el  intervalo ሺ0, 1ሻ, el 
signo  es  positivo  y  la  función  derivada  tiene  por  expresión 
𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ,  que  es  una  parábola  convexa  ሺ∪ሻ,  por  ser 
positivo el coeficiente de 𝑥ଶ. 

El vértice de la función derivada es el siguiente: 𝑉 ቀଵ

ଶ
, െ ଵ

ସ
ቁ. 

 

𝑏ሻ 𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑎𝑥ଶ ൅ 2𝑏𝑥. Imponemos que la derivada sea െ ଷ

ଶ
 

𝑔ᇱ൫భ
మ
൯ ൌ െ ଷ

ଶ
⇒ 3𝑎 ൉ ቀଵ

ଶ
ቁ

ଶ
൅ 2𝑏 ൉ ଵ

ଶ
ൌ െ ଷ

ଶ
;  ଷ

ସ
𝑎 ൅ 𝑏 ൌ െ ଷ

ଶ
;   3𝑎 ൅ 4𝑏 ൌ െ6. 

Para que una función tenga un punto de inflexión en un punto es condición necesaria que se anule la 
segunda derivada en ese punto. 

𝑔ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑎𝑥 ൅ 2𝑏. 

𝑔ᇱᇱ൫భ
మ
൯ ൌ 0 ⇒ 6𝑎 ൉ ଵ

ଶ
൅ 2𝑏 ൌ 0;   3𝑎 ൅ 2𝑏 ൌ 0.     (1) 

Resolvemos el sistema obtenido: 

3𝑎 ൅ 4𝑏 ൌ െ6
3𝑎 ൅ 2𝑏 ൌ 0   

ቅ →      3𝑎 ൅ 4𝑏 ൌ െ6
െ3𝑎 െ 2𝑏 ൌ 0   

ቅ → 2𝑏 ൌ െ6 → 𝑏 ൌ െ3. 

3𝑎 ൅ 2 ൉ ሺെ3ሻ ൌ 0 →   𝑎 െ 2 ൌ 0 → 𝑎 ൌ 2. 

𝒂 ൌ 𝟐;  𝒃 ൌ െ𝟑 
   

𝑂 

𝑋

𝑌 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

1

1 
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Problema 5: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
𝑎 𝑎 0
2 𝑎 ൅ 1 𝑎 െ 1

2𝑎 ൅ 1 0 െ𝑎 െ 3
൱, siendo 𝑎 un parámetro real. 

𝑎ሻ Encuentre los valores de 𝑎 para los cuales la matriz A es invertible. 

𝑏ሻ Compruebe que, para 𝑎 ൌ 3, la matriz A es invertible y resuelve la ecuación matricial  

𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 െ 3𝐼, siendo 𝐵 ൌ ൭
6 3 3
2 5 2
1 1 4

൱. 

Solución:  

𝑎ሻ Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

|𝐴| ൌ อ
𝑎 𝑎 0
2 𝑎 ൅ 1 𝑎 െ 1

2𝑎 ൅ 1 0 െ𝑎 െ 3
อ ൌ 0; െ𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑎 ൅ 3ሻ ൅ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻሺ2𝑎 ൅ 1ሻ ൅ 2𝑎ሺ𝑎 ൅ 3ሻ ൌ 0;  

𝑎ሺ𝑎 ൅ 3ሻ ൉ ሾെሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൅ 2ሿ ൅ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻሺ2𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0;  𝑎ሺ𝑎 ൅ 3ሻሺ1 െ 𝑎ሻ െ 𝑎ሺ1 െ 𝑎ሻሺ2𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0;  

 𝑎ሺ1 െ 𝑎ሻሺ2 െ 𝑎ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ 0, 𝑎ଶ ൌ 1, 𝑎ଷ ൌ 2.  

𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 𝑒𝑛 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼ0, 1, 2ሽ. 

 

𝑏ሻ  Del  apartado  anterior  se  deduce  que  la  matriz  A  es  invertible  para  𝑎 ൌ 3,  por  lo  que  su 
comprobación es superflua; no obstante, se comprueba a continuación. 

Para 𝑎 ൌ 3 ⇒ 𝐴 ൌ ൭
3 3 0
2 4 2
7 0 െ6

൱ → |𝐴| ൌ อ
3 3 0
2 4 2
7 0 െ6

อ ൌ െ72 ൅ 42 ൅ 36 ൌ 78 െ 72 ൌ 6 ് 0. 

𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 ൭
3 3 0
2 4 2
7 0 െ6

൱  𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 െ 3𝐼 →   𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐵 െ 3 ൉ 𝐼ሻ →   𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐵 െ 3 ൉ 𝐼ሻ  

|𝐴| ൌ อ
3 3 0
2 4 2
7 0 െ6

อ ൌ െ72 ൅ 42 ൅ 36 ൌ 6; 𝐴ିଵ ൌ
஺ௗ௝.  ௗ௘ ஺೟

|஺|
ൌ

൭
ିଶସ ଵ଼ ଺
ଶ଺ ିଵ଼ ି଺

ିଶ଼ ଶଵ ଺
൱

଺
 ൌ

ଵ

଺
൉ ൭

െ24 18 6
26 െ18 െ6

െ28 21 6
൱. 

𝐵 െ 3 ൉ 𝐼 ൌ ൭
6 3 3
2 5 2
1 1 4

൱ െ ൭
3 0 0
0 3 0
0 0 3

൱ ൌ ൭
3 3 3
2 2 2
1 1 1

൱. 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐵 െ 3 ൉ 𝐼ሻ ൌ
1
6

൉ ൭
െ24 18 6
26 െ18 െ6

െ28 21 6
൱ ൉ ൭

3 3 3
2 2 2
1 1 1

൱ ൌ
1
6

൉ ൭
െ30 െ30 െ30
36 36 36

െ36 െ36 െ36
൱

ൌ ൭
െ5 െ5 െ5
6 6 6

െ6 െ6 െ6
൱ 

𝑋 ൌ ൭
െ5 െ5 െ5
6 6 6

െ6 െ6 െ6
൱   
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Problema 6: 

Considere la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫య

௫ିଶ
. 

𝑎ሻ Estudie si  tiene puntos críticos y, en caso de que  los  tenga,  justifique de qué  tipo son. Determine 
también cuáles son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función. 

𝑏ሻ Compruebe que la ecuación 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 tiene una única solución en el intervalo ሺെ2, 1ሻ. 

Solución:  

𝑎ሻ Por tratarse de una función racional la función es continua en toda la recta real excepto los valores 
de 𝑥 que anulan el denominador: 𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2 ⇒ 𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼ2ሽ. 

Una función tiene un extremo relativo (máximo o mínimo) para los valores de 𝑥 que son derivables y en 
los que se anula su primera derivada. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଷ௫మ൉ሺ௫ିଶሻି௫య൉ଵ

ሺ௫ିଶሻమ ൌ ଷ௫యି଺௫మି௫య

ሺ௫ିଶሻమ ൌ ଶ௫యି଺௫మ

ሺ௫ିଶሻమ ൌ ଶ௫మሺ௫ିଷሻ

ሺ௫ିଶሻమ .  

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ଶ௫మሺ௫ିଷሻ

ሺ௫ିଶሻమ ൌ 0;   2𝑥ଶሺ𝑥 െ 3ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑥ଵ ൌ 0, 𝑥ଶ ൌ 3.  

Para  diferenciar  los máximos de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda  derivada:  si  es  negativa 
para los valores que anulan la primera derivada se trate de un máximo relativo y, si es positiva, de un 
mínimo relativo. 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
൫଺௫మିଵଶ௫൯൉ሺ௫ିଶሻమିଶ௫మሺ௫ିଷሻ൉ሾଶ൉ሺ௫ିଶሻ൉ଵሿ

ሺ௫ିଶሻర ൌ
൫଺௫మିଵଶ௫൯൉ሺ௫ିଶሻିସ௫మሺ௫ିଷሻ

ሺ௫ିଶሻయ ൌ   

ൌ ଺௫యିଵଶ௫మିଵଶ௫మାଶସ௫ିସ௫యାଵଶ௫మ

ሺ௫ିଶሻయ ൌ ଶ௫యିଵଶ௫మାଶସ௫

ሺ௫ିଶሻయ ൌ
ଶ௫൫௫మି଺௫ାଵଶ൯

ሺ௫ିଶሻయ .  

𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ
2 ൉ 0 ൉ ሺ0ଶ െ 6 ൉ 0 ൅ 12ሻ

ሺ0 െ 2ሻଷ ൌ 0 ; 𝑇𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑒𝑛 𝑒𝑠𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖ó𝑛 

𝑓ᇱᇱሺ3ሻ ൌ
ଶ൉ଷ൉൫ଷమି଺൉ଷାଵଶ൯

ሺଷିଶሻయ ൐ 0 ⇒ 𝑀í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 3. 𝑓ሺ3ሻ ൌ ଷయ

ଷିଶ
ൌ ଶ଻

ଵ
ൌ 27 ⇒ 𝑀í𝑛. ⇒ 𝐴ሺ3, 27ሻ 

Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 

respectivamente. 

Teniendo en  cuenta  el  dominio  de  la  función  y  las  raíces  de  su  primera  derivada,  se  determinan  los 
intervalos  ሺെ∞, 0ሻ, ሺ0, 2ሻ, ሺ2, 3ሻ 𝑦 ሺ3, ൅∞ሻ,  en  los  cuales  la  función  es  creciente  o  decreciente. 
Determinamos cada caso. 

Para 𝑥 ൌ െ1 ∈ ሺെ∞, 0ሻ ⇒ 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ ଶ൉ሺିଵሻమሺିଵି଺ሻ

ሺିଵିଶሻమ ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

Para 𝑥 ൌ 1 ∈ ሺ0, 2ሻ ⇒ 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ ଶ൉ଵమ൉ሺଵି଺ሻ

ሺଵିଶሻమ ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

Para 𝑥 ൌ 2.5 ∈ ሺ2, 3ሻ ⇒ 𝑓ᇱሺ2.5ሻ ൌ ଶ൉ଶ.ହమ൉ሺଷିଷሻ

ሺଷିଶሻమ ൏ 0 ⇒ 𝐷𝑒𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

Para 𝑥 ൌ 5 ∈ ሺ3, ൅∞ሻ ⇒ 𝑓ᇱሺ8ሻ ൌ ଶ൉ହమ൉ሺହିଷሻ

ሺହିଶሻమ ൐ 0 ⇒ 𝐶𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒. 

𝐿𝑎 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑠 𝑐𝑟𝑒𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ3, ൅∞ሻ y decreciente en el resto 
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𝑏ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫య

௫ିଶ
 es continua en el intervalo ሾെ2, 1ሿ, por lo cual, podemos aplicar el teorema de 

Bolzano, que dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto signo en los 
extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

𝑓ሺെ2ሻ ൌ
ሺିଶሻయ

ିଶିଶ
ൌ ି଼

ିସ
ൌ 2 ൐ 0.    𝑓ሺ1ሻ ൌ ଵయ

ଵିଶ
ൌ ଵ

ିଵ
ൌ െ1 ൏ 0. 

Lo anterior demuestra que la ecuación 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 tiene al menos una raíz real en el intervalo ሺെ2, 1ሻ. 

Como la función 𝑓ሺ𝑥ሻ es monótona decreciente en el intervalo ሺെ2, 1ሻ, entonces la raíz es única. 


