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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 

Problema 1: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ La fábrica no tendrá pérdidas si 𝑓ሺ𝑥ሻ  0. Como 𝑥 es el número de unidades vendidas, 𝑥  0, y la 
función 𝑓ሺ𝑥ሻ será positiva o negativa cuando lo sea su numerador. 

െ0.2  𝑥ଶ  5𝑥 െ 20 ൌ 0 →   𝑥ଶ െ 25𝑥  100 ൌ 0 →   𝑥 ൌ
ଶହേ√ଶହିସ

ଶ
ൌ

ଶହേ√ଶଶହ

ଶ
ൌ

ଶହേଵହ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ 5, 𝑥ଶ ൌ 20. 

La  función  𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ െ0.2  𝑥ଶ  5𝑥 െ 20,  que  es  una  parábola  cóncava  ሺ∩ሻ,  ya  que  es  negativo  el 
coeficiente de 𝑥ଶ, y corta al eje de abscisas en los puntos 𝑥ଵ ൌ 5 𝑦 𝑥ଶ ൌ 20, por tanto: 

La fábrica no tendrá pérdidas si fabrica entre 𝟓 y 𝟐𝟎 unidades. 

 

𝑏ሻ Hallamos el beneficio máximo anulando su primera derivada y viendo cuando es negativa la segunda 
derivada para los valores que anulan la primera. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ሺି.ସ௫ାହሻ௫ି൫ି.ଶ௫మାହ௫ିଶ൯ଵ

௫మ ൌ ି.ସ௫మାହ௫ା.ଶ௫మିହ௫ାଶ

௫మ ൌ ି.ଶ௫మାଶ

௫మ . 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒
ି.ଶ௫మାଶ

௫మ ൌ 0 →   െ0.2  𝑥ଶ  20 ൌ 0 →   0.2  𝑥ଶ ൌ 20 →   𝑥ଶ ൌ 100 → 𝑥 ൌ േ√100 ൌ േ10 ⇒ 𝑥 ൌ 10.  

La solución negativa no tiene sentido.  

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
െ0.4𝑥  𝑥ଶ െ ሺെ0.2𝑥ଶ  20ሻ  2𝑥

𝑥ସ ൌ
െ0.4𝑥ଶ  0.4𝑥ଶ െ 40

𝑥ଷ ൌ
െ40
𝑥ଷ → 𝑓ᇱᇱሺ10ሻ ൌ

െ40
10ଷ ൏ 0 

El beneficio es máximo para 𝑥 ൌ 10. 

𝑓ሺ10ሻ ൌ ି.ଶଵమାହଵିଶ

ଵ
ൌ ିଶାହିଶ

ଵ
ൌ ଵ

ଵ
ൌ 1. 

El máximo beneficio mensual es de 1 000 euros y se obtiene vendiendo 10 toneladas de confeti 
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Problema: 2 

 

 

Solución:  

Es un problema de programación lineal.  

Las restricciones son las siguientes: 

3𝑥  4𝑦  120
2𝑥  6𝑦  150
     𝑥  9;  𝑦  9

ൡ   
3𝑥  4𝑦  120
      𝑥  3𝑦  75
     𝑥  9;  𝑦  9

ൡ. 

La región factible es: 

 

Los vértices de la región factible son: 

𝐴 ⇒
             𝑥 ൌ 9
𝑥  3𝑦 ൌ 75ൠ ⇒ 9  3𝑦 ൌ 75;   3𝑦 ൌ 66;   𝑦 ൌ 22 ⇒ 𝐴ሺ9, 22ሻ. 

𝐵 ⇒
𝑥 ൌ 9
𝑦 ൌ 9ൠ ⇒ 𝐷ሺ9, 9ሻ. 

𝐶 ⇒
                  𝑦 ൌ 9
3𝑥  4𝑦 ൌ 120ൠ ⇒ 3𝑥  36 ൌ 120;   3𝑥 ൌ 84;   𝑥 ൌ 28 ⇒ 𝐶ሺ28, 9ሻ. 

𝐷 ⇒
3𝑥  4𝑦 ൌ 120
     𝑥  3𝑦 ൌ 75ൠ 

െ3𝑥 െ 4𝑦 ൌ െ120
3𝑥  9𝑦 ൌ 225 ൠ ⇒ 5𝑦 ൌ 105;   𝑦 ൌ 21;   𝑥  63 ൌ 75;   𝑥 ൌ 12 ⇒ ሺ12, 21ሻ. 
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La función de objetivo es: 𝑓ሺ𝑥, 𝑦ሻ ൌ 𝑥  𝑦 

 

𝑏ሻ Calculamos el valor de la función objetivo en cada vértice: 

𝐴: 𝑓ሺ9, 22ሻ ൌ 9  22 ൌ 31. 

𝐵: 𝑓ሺ9, 9ሻ ൌ 9  9 ൌ 18. 

𝐶: 𝑓ሺ28, 9ሻ ൌ 28  9 ൌ 37. 

𝐷: 𝑓ሺ12, 21ሻ ൌ 12  21 ൌ 33. 

El valor máximo se obtiene en el vértice 𝐶ሺ29, 9ሻ. 

El máximo se obtiene con 𝟐𝟗 cajas del primer tipo y 𝟗 del segundo. 

Veamos lo que sobra con dicho máximo: 

  𝑃𝑖ñ𝑜𝑛𝑒𝑠: 120 െ ሺ28  3  9  4ሻ ൌ 120 െ ሺ84  36ሻ ൌ 120 െ 120 ൌ 0. 

𝐶𝑜𝑐𝑜: 150 െ ሺ28  2  9  6ሻ ൌ 150 െ ሺ56  54ሻ ൌ 150 െ 110 ൌ 40. 

Sobran 𝟒𝟎 panellets de coco 
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Problema 3: 

 

 

Solución:  

a) Llamamos  𝑥, 𝑦, 𝑧  al  número  de  hombres,  mujeres  y  niños,  respectivamente,  que  asisten  a  la 
fiesta familiar. El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado: 

𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 20
        𝑥  𝑦 ൌ 3𝑧
          𝑦  1 ൌ 𝑥

ൡ  →   
 𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 20
𝑥  𝑦 െ 3𝑧 ൌ 0
           𝑥 െ 𝑦 ൌ 1

ൡ. 

Resolvemos por la regla de Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ
ଶ ଵ ଵ
 ଵ ିଷ
ଵ ିଵ 

อ

อ
ଵ ଵ ଵ
ଵ ଵ ିଷ
ଵ ିଵ 

อ

ൌ ିଷିଵି

ିଵିଷିଵିଷ
ൌ ିସ

ି଼
ൌ 8. 

  𝑦 ൌ
อ
ଵ ଶ ଵ
ଵ  ିଷ
ଵ ଵ 

อ

ି଼
ൌ ଵିାଷ

ି଼
ൌ ସି

ି଼
ൌ ିହ

ି଼
ൌ 7. 

  𝑧 ൌ
อ
ଵ ଵ ଶ
ଵ ଵ 
ଵ ିଵ ଵ

อ

ି଼
ൌ ଵିଶିଶିଵ

ି଼
ൌ ିସ

ି଼
ൌ 5. 

Se han reunido en la fiesta  𝟖  hombre, 𝟕 mujeres y 𝟓 niños.  
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Problema 4: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ  Llamamos  𝑥, 𝑦  a  las  dimensiones  del  corral.  Como  sólo  dispone  de  40  m  de  tela  metálica,  el 
perímetro es: 

2𝑥  2𝑦 ൌ 40 →   𝑥  𝑦 ൌ 20 ⇒ 𝑦 ൌ 20 െ 𝑥. 

El área del corral es: 

𝑆 ൌ 𝑥  𝑦 ⇒ 𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥  ሺ20 െ 𝑥ሻ ⇒ 𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ 20𝑥 െ 𝑥ଶ 

𝑆ሺ𝑥ሻ ൌ 20𝑥 െ 𝑥ଶ𝑏ሻ  

Para calcular cuando es máxima el área calculamos los valores que anulan a la derivada primera 

𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 20 െ 2𝑥 → 𝑆ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ൌ 20 െ 2𝑥 →   10 െ 𝑥 ൌ 0 → 𝑥 ൌ 10. 

Para  saber  si  en  𝑥 ൌ 10  la  función  presenta  un máximo  o  un mínimo  determinamos  el  signo  de  la 
derivada segunda en ese punto 

𝑆ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ2 ൏ 0 → 𝑆ᇱᇱሺ10ሻ ൌ െ2 Luego el punto es un máximo 

𝑦 ൌ 20 െ 10 ൌ 10. 

El área es máxima para el cuadrado de lado 𝟏𝟎 metros 

𝑆 ൌ 𝑥  𝑦 ൌ 10 ∙ 10 ൌ 100 

El área máxima es de 𝟏𝟎𝟎 metros cuadrados 
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Problema 5: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ Calculamos las potencias sucesivas de 𝐴 

𝐴ଶ ൌ 𝐴  𝐴 ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ  ቀ1 1
0 1

ቁ ൌ ቀ1 2
0 1

ቁ. 

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ  𝐴 ൌ ቀ1 2
0 1

ቁ  ቀ1 1
0 1

ቁ ൌ ቀ1 3
0 1

ቁ. 

Observamos que podemos generalizar: 

𝐴 ൌ ቀ1 𝑛
0 1

ቁ. 

Calculamos la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ቀ1 𝑛
0 1

ቚ1 0
0 1

ቁ ⇒ ቀ1 0
0 1

ቚ1 െ𝑛
0 1

ቁ ⇒ 

ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝑛𝐹ଶሽ 

Por tanto, la inversa de 𝐴 es ቀ1 െ𝑛
0 1

ቁ 

 

𝑏ሻ Despejamos 𝑋 de la ecuación. Pasamos െ𝐴ଶ sumando, y multiplicamos por la inversa de 𝐴ଵ. 

𝐴ଵ  𝑋 െ 𝐴ଶ ൌ 𝐴 →   𝐴ଵ  𝑋 ൌ 𝐴  𝐴ଶ →   ሺ𝐴ଵሻିଵ  𝐴ଵ  𝑋 ൌ ሺ𝐴ଵሻିଵ  ሺ𝐴  𝐴ଶሻ → 𝐼  𝑋 ൌ ሺ𝐴ଵሻିଵ  ሺ𝐴  𝐴ଶሻ 

𝑋 ൌ ሺ𝐴ଵሻିଵ  ሺ𝐴  𝐴ଶሻ 

En particular 𝐴ଵ y 𝐴ଶ valen: 

𝐴ଵ ൌ ቀ1 10
0 1

ቁ  𝑦 𝐴ଶ ൌ ቀ1 20
0 1

ቁ. 

Como ሺ𝐴ሻିଵ ൌ ቀ1 െ𝑛
0 1

ቁ entonces ሺ𝐴ଵሻିଵ ൌ ቀ1 െ10
0 1

ቁ 

Sustituimos y operamos: 

𝐴  𝐴ଶ ൌ ቀ1 1
0 1

ቁ  ቀ1 20
0 1

ቁ ൌ ቀ2 21
0 2

ቁ → 𝑋 ൌ ሺ𝐴ଵሻିଵ  ሺ𝐴  𝐴ଶሻ ൌ ቀ1 െ10
0 1

ቁ  ቀ2 21
0 2

ቁ ⇒ 

𝑿 ൌ ቀ𝟐 𝟏
𝟎 𝟐

ቁ 
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Problema:6 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ La función dada es continua y derivable, por lo que, para tener un extremo relativo debe anularse la 
primera derivada en ese punto: 

𝑥 ൌ െ1 ⇒ 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 0 → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 12𝑥ଶ  2𝑎𝑥 → 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 12  ሺെ1ሻଶ  2𝑎  ሺെ1ሻ ൌ 0 → 

12 െ 2𝑎 ൌ 0 →   6 െ 𝑎 ൌ 0 → 𝑎 ൌ 6. 

𝒂 ൌ 𝟔 

 

𝑏ሻ Para 𝑎 ൌ 12 la función es 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥ଷ  12𝑥ଶ െ 2. 

Una función es creciente cuando su primera derivada es positiva y es decreciente cuando es negativa. 

Analizamos el signo de la derivada primera: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 12𝑥ଶ  24𝑥 → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ൌ 12𝑥ଶ  24𝑥 ൌ  12𝑥ሺ𝑥  2ሻ ൌ 0 

Se anula para 𝑥 ൌ െ2, 𝑦 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 0. 

Tenemos los intervalos: ሺെ∞, െ2ሻ, ሺെ2, 0ሻ 𝑦 ሺ0, ∞ሻ, donde la función es, alternativamente, creciente 
o decreciente. Por ejemplo, 𝑥 ൌ 1 ∈ ሺ0, ∞ሻ: 

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 12  1ଶ  24  1 ൌ 36  0 ⇒ La función es creciente 

Luego: 

Si 𝑥 ∈ ሺെ∞, െ2ሻ ∪ ሺ0, ∞ሻ entonces la función es creciente, y si 𝑥 ∈ ሺെ2, 0ሻ es decreciente 

Para 𝑥 ൌ െ2 la función pasa de ser creciente a ser decreciente, luego alcanza un máximo. 

Para 𝑥 ൌ 0 la función pasa de ser decreciente a ser creciente, luego alcanza un mínimo. 

𝑓ሺെ2ሻ ൌ 4  ሺെ2ሻଷ  12  ሺെ2ሻଶ െ 2 ൌ െ32  48 െ 2 ൌ 48 െ 34 ൌ 14 ⇒ 

ሺെ𝟐, 𝟏𝟒ሻ es un máximo relativo 

𝑓ሺ0ሻ ൌ െ2 ⇒ 

ሺ𝟎, െ𝟐ሻ es un mínimo relativo 
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RESPUESTAS SÈRIE 2 

Problema 1: 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ Para determinar la recta tangente buscamos el punto de tangencia, y con la derivada en ese punto, 
la pendiente de la recta: 

Para 𝑥 ൌ 𝑎 es 𝑓ሺ𝑎ሻ ൌ 4 െ 𝑎ଶ, por lo cual el punto de tangencia es 𝑃ሺ𝑎, 4 െ 𝑎ଶሻ. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ െ2𝑥 → 𝑚 ൌ 𝑓′ሺ𝑎ሻ ൌ െ2𝑎. 

La ecuación de la recta tangente es: 𝑦 ൌ 𝑦  𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥ሻ 

𝑦 ൌ ሺ4 െ 𝑎ଶሻ െ 2𝑎ሺ𝑥 െ 𝑎ሻ ൌ 4 െ 𝑎ଶ െ 2𝑎𝑥  2𝑎ଶ ൌ െ2𝑎𝑥  𝑎ଶ  4. C.q.d. 

La recta tangente corta a los ejes de coordenadas en los puntos: 

𝑋:
                          𝑦 ൌ 0
𝑦 ൌ െ2𝑎𝑥  𝑎ଶ  4

ൠ → െ2𝑎𝑥  𝑎ଶ  4 ൌ 0 →   𝑥 ൌ మାସ

ଶ
→ 𝐴 ቀమାସ

ଶ
, 0ቁ. 

𝑌:
                          𝑥 ൌ 0
𝑦 ൌ െ2𝑎𝑥  𝑎ଶ  4ൠ → 𝑦 ൌ 𝑎ଶ  4 → 𝐵ሺ0, 𝑎ଶ  4ሻ. 

Queda comprobado que la recta tangente es 𝒚 ൌ െ𝟐𝒂𝒙  𝒂𝟐  𝟒, y conta a los ejes coordenados en 

los puntos: 𝑨 ቀ𝒂𝟐ା𝟒

𝟐𝒂
, 𝟎ቁ y 𝑩ሺ𝟎, 𝒂𝟐  𝟒ሻ. 

 

𝑏ሻ El  triángulo de vértices 𝑂𝐴𝐵 es  rectángulo, y su área vale: 
ଵ

ଶ
 మାସ

ଶ
 ሺ𝑎ଶ  4ሻ.  Imponemos que sea 

mínima anulando la derivada primera y haciendo positiva la segunda: 

Á𝑟𝑒𝑎ሺ𝑎ሻ ൌ ଵ

ଶ
 మାସ

ଶ
 ሺ𝑎ଶ  4ሻ ൌ ଵ

ସ


൫మାସ൯
మ


. 

Á𝑟𝑒𝑎′ሺ𝑎ሻ ൌ ଵ

ସ


ൣଶ൫మାସ൯ଶ൧ି൫మାସ൯
మ

ଵ

మ ൌ ଵ

ସ


൫మାସ൯ൣସమି൫మାସ൯൧

మ ൌ ଵ

ସ


൫మାସ൯൫ଷమିସ൯

మ ൌ 0.  

ሺ𝑎2  4ሻ  ሺ3𝑎2 െ 4ሻ ൌ 0. Es siempre distinto de cero: 𝑎2  4. Anulamos:  

3𝑎ଶ െ 4 ൌ 0 →   3𝑎ଶ ൌ 4 → 𝑎 ൌ േ ଶ

√ଷ
.  La  solución  negativa  da  longitudes  negativas  luego  no  tiene 

sentido geométrico 

 Á𝑟𝑒𝑎ᇱᇱሺ𝑎ሻ ൌ ଵ

ସ


ൣଶ൫ଷమିସ൯ା൫మାସ൯൧మିൣ൫మାସ൯൫ଷమିସ൯൧ଶ

ర ൌ ଷరାଵయାଵ

ଶయ →  Á𝑟𝑒𝑎ᇱᇱ ቀ ଶ

√ଷ
ቁ  0 

El área del triángulo es mínima para 𝒂 ൌ   
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Problema: 2 

 

 
Solución: 
𝑎ሻ Para discutir el sistema estudiamos los rangos de las matrices de los coeficientes y ampliada: 

𝑀 ൌ ൭
𝑝 1 1
2 𝑝 𝑝ଶ

2 1 1
൱ y 𝑀′ ൌ ൭

𝑝 1 1
2 𝑝 𝑝ଶ

2 1 1
    

2
1
2

൱. 

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes: 

|𝑀| ൌ อ
𝑝 1 1

2 𝑝 𝑝2

2 1 1
อ ൌ 𝑝2  2  2𝑝2 െ 2𝑝 െ 𝑝3 െ 2 ൌ 0 →   𝑝3 െ 3𝑝2  2𝑝 ൌ 0; 

𝑝ሺ𝑝ଶ െ 3𝑝  2ሻ ൌ 0 → 𝑝 ൌ 0.     y   𝑝2 െ 3𝑝  2 ൌ 0 →   𝑝 ൌ
3േ√9െ8

2
ൌ

3േ√1

2
ൌ

3േ1

2
→ 𝑝 ൌ 1, 𝑝 ൌ 2. 

Por  lo  que  si 𝑝 ് 0, 𝑝 ് 1, 𝑝 ് 2  el  rango  de  la matriz  de  los  coeficientes  es  3,  igual  al  rango  de  la 
matriz ampliada e igual al número de incógnitas, por lo que el sistema es compatible y determinado. 

Para   𝑝 ൌ 0 → 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 1
2 0 0
2 1 1

    
2
1
2

൱ ; อ
0 1 2
2 0 1
2 1 2

อ ൌ 4  2 െ 4 ൌ 2 ് 0,  luego  su  rango  es  3, mientras 

que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible. 

Para 𝑝 ൌ 1 → 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
2 1 1
2 1 1

    
2
1
2

൱ ; อ
1 1 2
2 1 1
2 1 2

อ ൌ 2  4  2 െ 4 െ 1 െ 4 ൌ െ1 ് 0, luego su rango es 

3, mientras que el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible. 

Para 𝑝 ൌ 2 → 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 1 1
2 2 4
2 1 1

    
2
1
2

൱, tiene la primera y la tercera filas iguales, luego su rango es 2, igual 

al  rango  de  la matriz  de  los  coeficientes  y menos  que  el  número  de  incógnitas,  luego  el  sistema  es 
compatible e indeterminado. 

La discusión completa del sistema es: 

 Si  𝑝 ൌ 0 o bien 𝑝 ൌ 1 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 y el sistema es incompatible. 

 Si 𝑝 ൌ 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛 y el sistema es compatible indeterminado. 

 Si 𝑝 ് 0,  𝑝 ് 1 y 𝑝 ് 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൌ 𝑛 y el sistema es compatible determinado. 
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𝑏ሻ Si 𝑝 ൌ 2 el sistema es: 

     2𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2
2𝑥  2𝑦  4𝑧 ൌ 1
     2𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2

ൡ, que es compatible indeterminado. 

     2𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2
2𝑥  2𝑦  4𝑧 ൌ 1
     2𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2

ൡ ⟺ 
     2𝑥  𝑦  𝑧 ൌ 2
2𝑥  2𝑦  4𝑧 ൌ 1ቅ ⟺ 

   2𝑥  𝑦 ൌ 2 െ 𝜆  
2𝑥  2𝑦 ൌ 1 െ 4𝜆

ቅ  ⟺  
െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ2  𝜆
2𝑥  2𝑦 ൌ 1 െ 4𝜆

ቅ 

Hacemos 𝑧 ൌ 𝜆, y sumamos: 𝑦 ൌ െ1 െ 3𝜆. 

 2𝑥  𝑦 ൌ 2 െ 𝜆 →   2𝑥 െ 1 െ 3𝜆 ൌ 2 െ 𝜆 →   2𝑥 ൌ 3  2𝜆 →   𝑥 ൌ ଷ

ଶ
 𝜆. 

𝒙 ൌ
𝟑
𝟐

 𝝀, 𝒚 ൌ െ𝟏 െ 𝝀, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝝀 ∈ 𝑹 
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Problema 3: 

 

 
Solución: 
𝑎ሻ  La  recta 𝑡 que pasa por 𝑃ሺെ1, 3, 1ሻ  y es perpendicular al plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 0  tiene como vector 

director al vector normal de 𝜋: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 0ሻ ⇒ 𝑡 ≡ ቊ
𝑥 ൌ െ1  𝜆
𝑦 ൌ 3 െ 𝜆   
𝑧 ൌ 1           

. 

El punto 𝑀, intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡 es la solución del sistema que forman: 

    𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 0

𝑟 ≡ ቊ
𝑥 ൌ െ1  𝜆
𝑦 ൌ 3 െ 𝜆   
𝑧 ൌ 1           

ቑ ⇒ െ1  𝜆 െ ሺ3 െ 𝜆ሻ ൌ 0;  െ1  𝜆 െ 3  𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝑀ሺ1, 1, 1ሻ. 

Debe verificarse: 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝑃′ሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝑃𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 1, 1ሻ െ ሺെ1, 3, 1ሻሿ ൌ ሺ2, െ2, 0ሻ. 

𝑀𝑃′ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃′ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ሺ1, 1, 1ሻሿ ൌ ሺ𝑥െ, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 1ሻ. 

ሺ2, െ2, 0ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 1, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 1ሻ ⇒ ቊ
𝑥 െ 1 ൌ 2 → 𝑥 ൌ 3      
𝑦 െ 1 ൌ െ2 → 𝑦 ൌ െ1
𝑧 െ 1 ൌ 0 → 𝑧 ൌ 1       

ቋ. 

El punto simétrico pedido es: 𝑷′ሺ𝟑, െ𝟏, 𝟏ሻ 

 

𝑏ሻ De la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬

ଷ
ൌ 𝑧 െ 2 conocemos un punto: 𝑄ሺ1, 0, 2ሻ y el vector de dirección: 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ

ሺ2, 3, 1ሻ. 

Buscamos un vector perpendicular a 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 3, 1ሻ y al vector normal al plano 𝜋: ሺ1, െ1, 0ሻ 

𝑛′
𝛾

ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑣𝑟ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑛ሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 0
2 3 1

อ ൌ െ𝑖  3𝑘  2𝑘 െ 𝑗 ൌ െ𝑖 െ 𝑗  5𝑘 ⇒⇒ 𝑛𝛾ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ5ሻ. 

El haz de planos 𝛾 tiene por expresión general: 𝛾 ≡ 𝑥  𝑦 െ 5𝑧  𝐷 ൌ 0.  Imponemos que contenga a 

𝑄ሺ1, 0, 2ሻ: 𝛾 ≡ 𝑥  𝑦 െ 5𝑧  𝐷 ൌ 0 ⟶ 1  0 െ 5  2  𝐷 ൌ 0;   𝐷 െ 9 ൌ 0 ⇒ 𝐷 ൌ 9. 

El plano pedido es: 𝒙  𝒚 െ 𝟓𝒛  𝟗 ൌ 𝟎 
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Problema 4: 

 

 

 

Solución: 

𝑎ሻ Buscamos un punto en el que la tangente sea horizontal, es decir:  

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ൌ
1

𝑥
𝑥െln ሺ𝑥ሻ1

𝑥2 ൌ
1െln ሺ𝑥ሻ

𝑥2 →   1 െ ln ሺ𝑥ሻ ൌ 0 →   ln ሺ𝑥ሻ ൌ 1 → 𝑥 ൌ 𝑒 → 𝑓ሺ𝑒ሻ ൌ
ln ሺ𝑒ሻ

𝑒
ൌ

1

𝑒
 . 

El punto buscado tiene de coordenadas: 𝑨 ቀ𝒆, 𝟏

𝒆
ቁ 

Como ya hemos visto que es un punto de tangente horizontal, podría ser un punto de  inflexión si  se 
anulara la derivada segunda: 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ
െ

1
𝑥

 𝑥2 െ ሺ1 െ lnሺ𝑥ሻሻ  2𝑥

𝑥4
ൌ

2 lnሺ𝑥ሻ െ 3

𝑥3
→ 𝑓′′ሺ𝑒ሻ ൌ

2 lnሺ𝑒ሻ െ 3

𝑒3
ൌ

2  1 െ 3

𝑒3
ൌ

െ1

𝑒3
൏ 0  

En 𝑨 ቀ𝒆, 𝟏

𝒆
ቁ la función alcanza un 𝐦á𝐱𝐢𝐦𝐨 relativo 

𝑏ሻ Calculamos el comportamiento de la función cuando tiende a infinito 

 𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ାஶ

୪୬ሺ௫ሻ

௫
  Tanto el numerador  como el denominador  tienden a  infinito por  lo que 

podemos aplicar la regla de L’Hôpital. 

 𝑘 ൌ lim
௫→ାஶ

భ
ೣ

ଵ
ൌ lim

௫→ାஶ

ଵ

௫
ൌ 0 

La recta 𝒚 ൌ 𝟎 es asíntota horizontal cuando 𝑥  0 

𝑐ሻ Para 𝑥 ൌ 1, 𝑦 ൌ 0, la curva pasa por el punto 𝐵ሺ1, 0ሻ. 

Calculamos el área mediante un cambio de variables: lnሺ𝑥ሻ ൌ 𝑡 → ଵ

௫
 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡 

𝑆 ൌ  𝑓ሺ𝑥ሻ
ଵ  𝑑𝑥 ൌ 

୪୬ሺ௫ሻ

௫


ଵ  𝑑𝑥 ൌ  𝑡

ଵ
  𝑑𝑡 ൌ ቂ௧మ

ଶ
ቃ



ଵ
ൌ ଵమ

ଶ
െ మ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
ൌ 0.5 𝑢ଶ. 

Área = 
𝟏

𝟐
ൌ 𝟎. 𝟓 𝒖𝟐   
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Problema 5: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ Resolvemos la ecuación: 

𝐴2𝑋 ൌ 𝐴 െ 3𝐼 →   ሺ𝐴2ሻെ1  𝐴2  𝑋 ൌ ሺ𝐴2ሻെ1  ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ → 𝐼  𝑋 ൌ ሺ𝐴2ሻെ1  ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ → 

𝑋 ൌ ሺ𝐴ଶሻିଵ  ሺ𝐴 െ 3𝐼ሻ 

𝐴2 ൌ 𝐴  𝐴 ൌ ቆ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ  ቆ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ ൌ ቆ
0 1 0
0 0 1
1 0 0

ቇ. 

Se obtiene la inversa de 𝐴2 por el método de Gauss. 

ሺ𝐴2|𝐼ሻ ൌ ቆ
0 1 0
0 0 1
1 0 0

ቤ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቇ → ቆ
1 0 0
0 0 1
0 1 0

ቤ
0 0 1
0 1 0
1 0 0

ቇ → ቆ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ቤ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ → 

         ሼ𝐹1 ↔ 𝐹3ሽ         ሼ𝐹1 ↔ 𝐹3ሽ 

ሺ𝐴2ሻെ1 ൌ ቆ
0 0 1
1 0 0
0 1 0

ቇ. 

𝐴 െ 3𝐼 ൌ ൭
0 0 1
1 0 0
0 1 0

൱ െ 3  ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൌ ൭
0 0 1
1 0 0
0 1 0

൱ െ ൭
3 0 0
0 3 0
0 0 3

൱ ൌ ൭
െ3 0 1
1 െ3 0
0 1 െ3

൱  

𝑋 ൌ ൭
0 0 1
1 0 0
0 1 0

൱  ൭
െ3 0 1
1 െ3 0
0 1 െ3

൱ ൌ ൭
0 1 െ3

െ3 0 1
1 െ3 0

൱. 

𝑿 ൌ ൭
𝟎 𝟏 െ𝟑

െ𝟑 𝟎 𝟏
𝟏 െ𝟑 𝟎

൱ 

𝑏ሻ 𝑀3 െ 3𝑀2  3𝑀 െ 𝐼 ൌ 𝑂 →  𝑀3 െ 3𝑀2  3𝑀 െ 𝑂 ൌ 𝐼 →   𝑀  ሺ𝑀3 െ 3𝑀  3𝐼ሻ ൌ 𝐼. 

Por la definición de matriz inversa, la matriz ሺ𝑀3 െ 3𝑀  3𝐼ሻ es la inversa de la matriz 𝑀: 

𝑴െ𝟏 ൌ 𝑴𝟑 െ 𝟑𝑴  𝟑𝑰 

   



 

Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II. Curso 2020 – 2021.  Autor: JAIME CARRASCOSA OROZCO 

Comunidad Autónoma de CATALUÑA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)251 

Problema 6: 

 

 

Solución:  

𝑎ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es suma de una función exponencial y de una función polinómica, ambas continuas 
en todo su dominio, que es R.  

Estudio de los extremos relativos, crecimiento y decrecimiento. Calculamos la derivada primera: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒𝑥െ1 െ 1 → 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 0 → 𝑒𝑥െ1 െ 1 ൌ 0 →   𝑒𝑥െ1 ൌ 1 → 𝑥 െ 1 ൌ 0 →   𝑥 ൌ 1. 

Para 𝑥  1 → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ  0 → La función es creciente si 𝑥 ∈ ሺ1, ∞ሻ 

Para 𝑥 ൏ 1 → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 → La función es decreciente si 𝑥 ∈ ሺെ∞, 1ሻ 

Por  lo  tanto  en  𝑥 ൌ 1  la  función  pasa  de  ser  decreciente  a  ser 
creciente, luego en ese punto alcanza un mínimo. 

El punto 𝑨ሺ𝟏, െ𝟏ሻ es un mínimo relativo. 

 

𝑏ሻ La función es continua en toda la recta real. Vamos a aplicar el teorema de Bolzano en cada uno de 

los intervalos ሺെ1, 1ሻ 𝑦 ሺ1, 3ሻ. 

El teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto 
signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

ሺെ1, 1ሻ:  ቊ
𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑒െ1െ1 െ ሺെ1ሻ െ 1 ൌ 𝑒െ2 ൌ

1

𝑒2  0           

𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑒1െ1 െ 1 െ 1 ൌ 𝑒0 െ 2 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ൏ 0
  Como  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  monótona  decreciente 

en ሺെ1,1ሻ,aplicando el teorema de Bolzano sabemos que tiene una única raíz en ese intervalo ሺെ1, 1ሻ: 

ሺ1, 3ሻ: ൜
𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑒1െ1 െ 1 െ 1 ൌ 𝑒0 െ 2 ൌ 1 െ 2 ൌ െ1 ൏ 0

𝑓ሺ3ሻ ൌ 𝑒3െ1 െ 3 െ 1 ൌ 𝑒2 െ 4 ≅ 4,39  0             
.  Como  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  monótona  creciente  en 

ሺ1, 3ሻ,aplicando el teorema de Bolzano sabemos que tiene una única raíz en ese intervalo ሺ1, 3ሻ 

Por tanto 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene exactamente dos raíces en ሺെ1, 3ሻ. 

 


