MATEMATICAS Il
Selectividad 2022

Comunidad autonoma de

CATALUNA

I;—”-___—g),

=—=—-%
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Antonio Menguiano

escMELA PMBLICA:
1 1>6 T‘OD@S

?ARA TOD@S



http://www.apuntesmareaverde.org.es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2021-2022
MATERIA: MATEMATICAS |I

INSTRUCCIONES GENERALES
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacion.
Tiempo mdximo: 1 horas y 30 minutos.

12) Sea f'(x) = 3x2 — 12x la derivada de una funcién f(x).
a) Si sabemos que f(x) corta al eje de abscisas en x = 1, calcula la expresion de f(x).
b) Calcule la abscisa del punto de inflexion de f(x) y estudie la concavidad de la funcién.

¢) Sabemos que el area del recinto limitado por la curva f"'(x), el eje de abscisas y las rectas x =0y
X = a,cona > 2 es 15 u?. Calcule el valor de a.

ax+2y+3z=2
29) Considere el sistema 2x + ay + z = ag, dependiente del parametro real a.
x+y+4z=1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro a.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de a = 2.

x=2+21
39)Sealarectar ={y = -1+ 341.
z=3+1

a) Determine la posicidn relativa de la recta r respecto al planow = x — 2y + 4z — 4 = 0. Si el parale-
la, calcule la distancia de r a 7, si es secante, calcule el punto de corte.

b) Calcule la ecuacién de la recta s perpendicular al plano  y que corta a la recta r en un punto P, la
primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda.

49) a) Encuentre una funcién polinémica y = g(x) de grado 3 tal que corte al eje de ordenadas en el
punto A(0,5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal y que
g"(x)=2x+1.

b) Compruebe que la funcién f(x) = —x3 + 6x% — 16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta informacion para calcular el area determinada por la funcion
f(x), el eje de abscisas y las rectasx = 0y x = 4.
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a 1 0
59) Sea la matriz X = (0 b 1), que depende de los pardmetros a,b y c.
0 0 c

1 0 1
a) Calcule las matrices X tales que X? = (0 1 0).
0 0 1

1 1 1

2 2
b) Determine los valoresde a,b y c paraque X! = ((2) 1 1 )
0 0 -1

62) En el patio de una escuela se quiere crear un area de juego de 30 m? para
los mas pequeios en forma de trapecio rectangular, por lo que la base mayor
mida el doble de la base menor, tal como muestra la figura, y que el lado obli- |, d
cuo respecto de las bases (d) se tan corto como sea posible.

a) Justifique que se satisfacen las relaciones h = zx_o yd(x) = /% + x2. 2x

b) Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado d es minima.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO
12) Sea f'(x) = 3x? — 12x la derivada de una funcién f(x).
a) Si sabemos que f(x) corta al eje de abscisas en x = 1, calcula la expresion de f(x).
b) Calcule la abscisa del punto de inflexion de f(x) y estudie la concavidad de la funcién.

c) Sabemos que el area del recinto limitado por la curva f"'(x), el eje de abscisas y las rectas x =0 y
x = a,cona > 2 es 15 u?. Calcule el valor de a.

SOLUCION

3x3  12x2

a) f)=[f'(x)-dx=[(3x?—12x) -dx ==

3 2
f)=0>13-6-124+C=0; 1-6+C=0=C =5.

f(x) = x3 — 6x% + 5.

+C=x3-6x*+C.

b) Una funcién polinédmica tiene un punto de inflexidon cuando se anula su segunda derivada.
f'"x)y=6x—12=0; x—2=0=x = 2.
f2Q)=23-6-22+5=8-24+5=-11>

P.I.- P(2,—11).

Una funcidén es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es negativa o positiva,
respectivamente.

Concavidad (N): f'"(x) < 0= x <2 =€ (—x,2).

Convexidad (V): f''(x) >0 = x> 2 =€ (2,+x).
) La funciéon f"(x) = 6x — 12 es una recta que contiene a los puntos
A(2,0) y B(3,6). La representacién grafica de la situacién se indica, de forma
aproximada, en la figura adjunta.
0
. S=[,(6x—12) -dx + [, (6x — 12) - dx = 15;
X 6x? 0 6x? a
|5 — 12x] +[5-—12x| =15;
e .:' 2 2 2
R [3x% — 12x]9 + [3x% — 12x]$ =
i =0-(3-22-12-2)+(Ba?—12a) —(3-22-12-2) =
= —12 424 +3a? — 12a — 12 + 24 = 15;
§f 3a2—12a+9=0; a? —4a+3 = 0;
AN a=2 126_12=4i2ﬁ=%=2i1:>a1=1,a2=3.
\ il
B a \f () La solucién a = 1 no cumple la condiciéon de a > 2, por lo cual:
a=3.
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ax+2y+3z=2
29) Considere el sistema 2x +ay +z = a}, dependiente del parametro real a.
x+y+4z=1

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.
b) Resuelve, si es posible, el sistema para el casode a = 2.
SOLUCION

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 2 3 a 2 3 2
M=(2 a 1|yM=(2 a 1 al
1 1 4 1 1 4 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del pardmetro a es el siguiente:

a 2 3
IM|=[2 a 1|=4a?+6+2—-3a—a—16 =4a?—4a—8=0;
1 1 4
1+VI+8 _ 1+V9 _ 143
a?-a-2=0 a=——=—"—=—"=a=-la,=2
ai_l _ I _ oz 7
Para a =2 = Rang M = Rang M' = 3 = n%incog.> S.C.D.
-1 2 3 2
a=—-1=>M=(2 -1 1 -1|=>{F+F,=—-F;}=>RangM =2.
1 1 4 1
2 2 3 2
a=2=>M=(2 2 1 2|={C,=C}>RangM = 2.
1 1 4 1
Para {aa:—_zl} = Rang M = Rang M' =2 <n%incég.= S.C.I.

2x+2y+3z=2
b) Paraa = 2 el sistemaresulta 2x +2y+z = 2}, que es compatible indeterminado. Para su resolu-

x+y+4z=1

cion se elimina una ecuacién (primera).
2x +2y+3z=2
x+y+4z=1
2x+3z=2—21} —2x—3z=-2+4+2A1
x+4z=1-1 2x+8z=2-2A1

Solucion:x=1—-24, y=4, z=0, VA€ER.

} = Haciendo y = A:

}=>52=0; z=0.x=1-A.
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x=2+2
3% Sealarectar ={y = -1+ 34.
z=3+1

a) Determine la posicidn relativa de la recta r respecto al planow = x — 2y + 4z — 4 = 0. Si el parale-
la, calcule la distancia de r a 7, si es secante, calcule el punto de corte.

b) Calcule la ecuacién de la recta s perpendicular al plano  y que corta a la recta r en un punto P, la
primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda.

SOLUCION
Q) Un vector director de la recta es v, = (1,3, 1).
Un vector normal del plano es 71 = (1, —2,4).
Los vectores v, y 71 no son paralelos por no ser proporcionales sus componentes.

v,-n=1(1,3,1)-(1,-2,4)=1—-6+4=—-1%#0 = Los vectores v, y 71 no son perpendicu-
lares, por lo cual:

Larectaryelplano w son secantes.

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:
La expresion de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

3x—6=y+1 _(Bx—y=7
PO B A

3x—y=7}

+1
T'Ex—2=yT=2—3:>

La rectar y el plano T determinan el sistema x—z=-1
x—2y+4z=4

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

3 -1 0 3 -1 0 7
M=(1 0 -1|]yM=(1 0 -1 -1)
1 -2 4 1 -2 4 4

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 > Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

3 -1 0
RangM = (1 0 -1|=1-6+4+4=-1= RangM = RangM' = 3.
1 -2 4

Rang M = Rang M' =3 = Larectary el plano  son secantes.

El punto Q de interseccién de la recta r y el plano 7 es el siguiente:
T=x—-2y+4z—4=0

x=2+21 _ .
rE{y=—1+3/1 > Q2+ -2(-1430)+4B + 1) = 4
z=3+41
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x=2+12=14
}:

24+A+2—-61+12+ 41 =4 /1=—12=>{y=—1+36=35
z=3+12=15

= Q(14,35,15).

b) Un punto genérico de r es A'(2 + 4,—1 + 31,3 + 1) y de ellos, el que tiene la primera coorde-

nada 5 veces mayor que la segunda es el siguiente:
1

24+21=5-(-1+31); 24+ 1=-54+154 7 =14 /1=2

|~

A== y=-14-= =>A(5,1,Z).
2 2 2 2’2’2
17
\z=3+3;=3 )
La recta s pedida tiene como vector director al vector normal del plano, que es 77 = (1,—2,4), y
. 5
que contiene al punto A (5%%)

La expresién de s por unas ecuaciones parameétricas es:

x=2+p
1
s = y=5—2u
kz:%+4u
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49) a) Encuentre una funcién polinémica y = g(x) de grado 3 tal que corte al eje de ordenadas en el
punto A(0,5), que la recta tangente a y = g(x) en el punto de abscisa x = 1 sea horizontal y que
g'(x)=2x+1.

b) Compruebe que la funcién f(x) = —x3 + 6x% — 16 tiene una raiz en x = 2 y que es estrictamente
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta informacion para calcular el drea determinada por la funcion
f(x), el eje de abscisas y las rectasx = 0y x = 4.

SOLUCION

a)  Sealafuncién g(x) = ax3 + bx? + cx + d.
Por cortar al eje de ordenadas en el punto A(0,5): g(0) =5=d = 5.
Por ser horizontal la recta tangente ay = g(x) en el punto de abscisa x = 1 se cumple que: g'(1) = 0.
g'(x) = 3ax? + 2bx + c.
g(1)=3a-1>+2b-1+c=0; 3a+2b+c=0. (1)
9" (x) = 6ax + 2b.

6a =2
2b=1

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de a y b:

g”(x)=2x+1:>{ }:azi;bz%.

3-§+2-§+c=0; 1+14c=0>c=—-2.

g(x) = %x‘“’ +%x2 —2x+ 5.

b) f(2)=-2346-22-16=-8+24—16=0.

Queda comprobado que x = 2 es unaraiz de f(x) = —x3 + 6x* — 16.

f'(x) = —3x2 + 12x.
flx)=0=>-3x2+12x=0; -3x(x—4)=0>x; = 0,x, = 4.

f'(x) > 0= (Creciente) = Vx € (0,4),como habia que comprobar.

Teniendo en cuentaque f(0) = =16 < Oyque f(4) = —43+6-42 - 16 =
=—64+96—16 =96 — 80 = 16 > 0, la superficie a calcular es la siguiente:

S= 00 -dx+ [FF() - dx = [FI + [FGIE =
=F(0)-FQR2)+F(4)-FR2)=>S=F0)+F4)—2-F(2). (*

4 3
F(x)=ff(x)-dxzf(—x3+6x2—16)-dx=—%+%—16x:>
4
= F(x) = —xT+ 2x3 — 16x. Sustituyendo este valor en (*):
44 24
S=O+(—Z+2-43—16-4)—2-(—Z+2-23—16-2>=—64+128—64+8—32+64=>

S =40 u?.
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a 1 0
59) Sea la matriz X = (O b 1), que depende de los pardmetros a, b y c.
0 0 c

1 0 1
a) Calcule las matrices X tales que X2 = (0 1 0).
0 0 1

1 1 1

2 2 2
b) Determine los valoresde a,b y c paraque X! = (() 1 1 )

0 O

SOLUCION

a 1 a 10 10 1
a)X*=x-x=(0 b 1|-{0 b 1]=(0 1 0);
00 00 ¢ 00 1

0

1

c

a? a+b 1 1 0 1 a?=b*=c*=1

(0 b? b+c>=<0 1 0>=>{ a+b=0 }:>
0 0 c? 0 0 1 b+c=0

:{a=1—>b=—1;c=1}
a=-1-b=1c=-1)

1 1 0 -1 1 0
Soluciones: X = <O -1 1]yX,;= < o 1 1 |
0 O

0 0 1 -1

b) Sabiendoque X !- X =X-X"1=1:

11 2\ /a1 0 10 0

(() 1 1)-(0 b 1>=<0 1 0);

0O 0 -1 0 0 ¢ 0 0 1

1 b 1 c

27 iz 1.0 0
b 1+4c¢|=|0 1 0]=
0 —c 0 0 1
a=2,b=1,c=-1.

S onNle
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62) En el patio de una escuela se quiere crear un drea de juego de 30 x m?
para los mds pequeiios en forma de trapecio rectangular, por lo que la | ba-
se mayor mida el doble de la base menor, tal como muestra la figura,y |h d que

el lado oblicuo respecto de las bases (d) se tan corto como sea posible.

a) Justifique que se satisfacen las relaciones h=2x—0 y d(x) = 2x

’400
— + x2.
X
b) Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado d es minima.

SOLUCION

Base+base

a) La superficie del trapecio rectanguloes S = —Y Altura:
S=22 ph=30; Z.h=30; 2. h=102hr=2
2 2 2 X

De la observacion de la figura se deduce, aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectan-
gulo que se puede formar en el trapecio:

20\2
d=+x%+h?= (—) +x2 =

x
400
d(x) = ,x_z + x2.

b) Para que el lado d sea minimo es condicién necesaria que se anule su primera derivada:

o 2x —400-2x ~400 400

dx)=—"2——=0= —+2x=0;, —( +x=0; x =—;
2. [2%0 x2 x x x
X2

Xt =400; x2=20; x=4+V20 > x=2v5. h=2L=19_ o5

d =vVx2+h? =20+ 20 =40 = d = 2J/10
Solucion:x = d = 25 unidades; h = 2+/10 unidades.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | CONVOCATORIA:
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2021-2022
MATEMATICAS II
INSTRUCCIONES GENERALES

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacion.
Tiempo mdximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

19) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicularmente sobre el
plano de un suelo cuya ecuacién es m = x — z = 6. Sabemos que la cupula de la carpa (el punto mas
alto por donde pasa el palo) estd en el punto de coordenadas P(30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que contiene el palo.
b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud del palo.

Problema 2:

9
x2+x-2"

29) Considere la funcion f(x) =

a) Discuta el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién.

b) Calcule la ecuacién general de la recta tangente a la funcidn f(x) en el punto de abscisa x = 4. Re-
presente en un mismo grafico la funcidn y la recta tangente.

Problema 3:
1 a 3

39) Considere lamatrizA=|2a 5 3a |, que depende del parametro a.
7 4a 9

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parametro a.

x 1 2 3 0
b)SiX = <y>, resuelva la ecuacion matricial: (4 5 6 |- X=(0].
z 7 8 9 0

Problema 4:

Lx si €(0,e)
ax+b si x € [e,4)
res de a y b tal que la funcidn sea continua y derivable en el intervalo (0, 4).

49) a) Considere la funcién f(x) = { siendo a y b numeros reales. Halla los valo-

x3

9x*+1

b) Calcule la funcion g'(x) = y que pasa por el punto P(0, —1).
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Problema 5:
a a 0
59) Sea la matriz A = 2 a+1 a-—1 |, donde a esun parametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Calcule los valores del pardmetro a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Para el caso de a = 3, resuelve la ecuacién matricial A-X = B — 31, siendo B la matriz B =

4 0 0
0 4 0)
0 0 4

Problema 6:

62) La imagen adjunta muestra dos paredes perpendiculares
de una sala representadas en unos ejes de coordenadas, de
manera que una parte es el plano y = 0 y la otra parte es el
plano x = 0.

En el punto A(2, 0, 2) queremos colgar un altavoz que debe t
estar conectado a un equipo de sonido, que esta situado en

la otra pared, en el punto B(0,2,1). La conexién entre Ay B

la haremos mediante un cable que pase por el punto
€(0,0, h), situado en la recta vertical de interseccion de las

dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende,
entre otros factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una instala-
ciéon con el minimo de cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcién de la altura h por donde debe pasar
el cable en el eje vertical 0Z, viene dado por la siguiente expresion:

L(h) = Vh? —4h + 8 +Vh?2 — 2h + 5.

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud del cable
sea minima. Calcule la longitud minima del cable.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

19) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicularmente sobre el
plano de un suelo cuya ecuacién es m = x — z = 6. Sabemos que la cupula de la carpa (el punto mas
alto por donde pasa el palo) estd en el punto de coordenadas P(30, 1, 0).

a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta que contiene el palo.

b) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud del palo.
Solucion:

a) La recta r pedida es perpendicular al plano ™ = x — z = 6 y contiene al punto P(30, 1,0).

Un vector normal del planom = x —z = 6 es 11 = (1,0, —1), que también es director de la recta

r, por lo cual:
x=30+21
r=yy=1
z=—1

T=x—2z=6

R ;‘]zi()” = (30+A) —(—) =6; 30+A+1=6; 30+21=6;
z=-1

x=30—-12=18
212—24;12—12:>{y=1 }:>
z=—(-12) =12

Q(18,1,12).
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Problema 2:

9

2°) Considere la funcion f(x) = ——.

a) Discuta el dominio, las posibles asintotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de la funcién.

b) Calcule la ecuacién general de la recta tangente a la funcién f(x) en el punto de abscisa x = 4. Re-
presente en un mismo grafico la funcion y la recta tangente.

Solucion:

a) Por tratarse de una funcioén racional su dominio es R, excepto los valores reales de x que anulan
el denominador.

—-1+V/1+8 -1+/9 -1+3
X’+x—-2=0; x = == >5x=-2,x=1>

= D(f) > R—{-2,1}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

k= lim f(x) = lim > _— 0= Asintota horizontal:y = 0 (eje X).

x—otoo X2+xX—2

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcidn tienda a infinito o me-
nos infinito; son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales: x = —2,x = 1.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente.

, _0-(x%4x-2)-9-(2x+1) _ —9-(2x+1)
fr) = (x2+x-2)2 T (x24x-2)2"

Por ser (x2 + x — 2)? > 0,Vx € D(f), el signo de la primera derivada es el de su numerador.

—9.-(2x+1) = 0; 2x+1=o:>x=—§.

Para x < —% = f'(x) >0 = Crecimiento: (—oo,—2) U (—2, —%)

Para x > —% = f'(x) <0 > Decrecimiento: (—%, 1) U (1, 400).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condicién necesaria
gue se anule su derivada en ese punto. Esta condicidn necesaria no es suficiente; para que exista el ma-
ximo o minimo es necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula
la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para
el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

F10x) = (—18x—9

x2+x-2)2"

f'(x) =0:>x=—%.
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£7(x) = ~18-(x24+x-2)" +9-Qx+1) [2-(x2+x-2)-(2x+1)] _ —18-(x2+x-2)+18-(2x+1)? _
- (x24+x—2)* - (x2+x-2)3 o

_ -18-(x2+x—2—4x%-8x-1) _ -18-(-3x2-7x-3) S f(x) = 18-(3x2+7x+3)

(x2+x-2)3 (x2+x-2)3 (x2+x-2)3
2
18.[3.(_1) +7.(_l)+3] 18~(§—z+3) 1g.3T14¥12 9
m 1\ _ 2 2 — 4 2 — 4 — 2
f (_E) - PEPEIRE R - <0=

GRS

= Maximo relativo para x = —

_ 9 _ 9 _ 9 _ 9
f(_%)_(_%)z_%_z—%_%_z—1—2—3—_79— 4=

Maximo: A (—%, —4).

b) La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera derivada
en ese punto.

' -18x-9 , 81 L
f(x)=m. Parax:4:>m:f(4):F:_Z.
El punto de tangencia es el siguiente: f(4) = yrrvariaiiad 4 (4, 2),

La expresién de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmula
. 1 1
y — Yo = m(x — x,), que aplicada al punto P (4, 5) conm = — =

y—%z—%-(x—ﬁl); 4y —2 = —x + 4.

Larectatangente pedidaest=x+4y—6 = 0.

Para facilitar la representacion grafica de la situacién se determinan los puntos de corte con los
ejes, que son los siguientes:
. 9 .
EjeX=f(x) =0= =0=>x¢&R = Nocortaal eje X.

xZ+x-2

9
0+0-2

EjeY >x=0> f(0) = =_§=>B(0,_§).

Para la representacion grafica de la tangente se tiene en cuenta que contiene al punto Q(—2, 2).
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La representacion grafica, aproximada, de la situacidn se expresa en la figura siguiente.
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Problema 3:
1 a 3

39) Considere lamatrizA =|2a 5 3a |, que depende del parametro a.
7 4a 9

a) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parametro a.

x 1 2 3 0
b) SiX=<y>, resuelva la ecuacion matricial: (4 5 6 |- X=(0].

z 7 8 9 0
Solucion:
1 a 3
a) |[Al =|2a 5 3al| =45+ 24a?+21a® — 105 —12a% — 18a? =
7 4a 9
= —65+15a2 = 0; ~13+3a2=0; 3a? =13 a=+'2=+">,

Se calcula el rango por el método de Gauss:

1 a 3 1 a 3
F, > F,—2a-F
A=<2a 5 3a)=>{1§__)>1§_7a.1,1}=><0 5 — 242 3a—6a)=
7 4a 9 3 773 1 0 4a—7a 9-21

1 a 3 1 a 3
=0 5-2a> -3a|=>{Fk->-IK}=>(0 5-2¢® -3a|=>{ReR}=

0 —3a —12 0 a 4
1 a 3 e 1 a 3
= 0 a 4‘ = {F3 = F3 - 7 . Fz} — 0 a 5a24;20
0 5—2a% -3a 0 0 -
2_
5220 _ 0, 542-20=0; a?—4=0>a, =—2,a, = 2.
Para {a > _2} = Rang A = 3; Para {a - _2} = Rang A = 2.
a+2 a=2

1 2 3 x 0
b) De la ecuacién matricial: (4 5 6) : (y) = <0> se deduce el sistema de ecuaciones lineales ho-

7 8 9 z 0
x+2y+3z=0

mogéneo: 4x + 5y + 6z = 0}, equivalente al sistema que resulta de restar a cada ecuacidn la anterior:
7x+8y+9z=0
x+2y+3z=0
3x+3y+3z= 0}, gue a su vez, es equivalente al sistema:

x+2y+3z=0}
3x+3y+3z=0

x+y+z=0

Para su resolucidn se parametriza, por ejemplo, z = 4;

x+2y=—3l} x+2y=-31

x+y=—21) —=x—-y=2 }:”’:_2’1' X=-y—A=21-1A=>x=A

Solucion: x = A; y=—24; z=AVYAER.

Matematicas Il. Curso 2021 — 2022.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

Autor: ANTONIO MENGUIANO

www.apuntesmareaverde.org.es
H__l'

Textos Marea Verq:



http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 4:

Lx si € (0,e)
ax+b si x €[e,4)
res de a y b tal que la funcidn sea continua y derivable en el intervalo (0, 4).

49) a) Considere la funcidn f(x) = { siendo a y b nimeros reales. Halla los valo-

x3

9x%+1

b) Calcule la funcion g'(x) = y que pasa por el punto P(0,—1).
Solucion:

a) Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcidn f(x) es continua en (0,4), excepto para x = e, cuya continuidad es dudosa y se van
a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) =limLx =1
x—e~ X—e

Parax:e:;’{lim f() = lim(ax + b) =ae + b = f(e)
x—et x—e

= lim f(x) = lim f(x) = f(e) > ae+b=1. (%)

La funcién f(x) es derivable en (0, 4), excepto para x = e cuya derivabilidad se va a forzar de-
terminando los correspondientes valores de a y b.

Una funcidn es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

f’(x)={i st € 0,e) Sx=e :>f'(e)={§ si €(0,e) -
a si x €[e4) a si x € [e4)

= f'(e7)=f"(et) > é =a = ae = 1. Sustituyendoen (*):b = 0.

La funcion f(x) es continua y derivable en (0,4) para a = % yb=0.

. Ix*+1=t
S 36x3 - dx = dt R (B P
=9() =[S dx= A = [ -dt=
x® - dx =

%3
9x%+1

b) g'(x) =

_ 1. =L 4
= Lt+C = g(x) v LO9x*+1)+C.

1
36

g0)=-1>—-LO-0*+D+C=1 —-L1+C=1 --0+C=1>
>C=1>=

gx) = L(O9x* + 1) + C.
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Problema 5:
a a 0
59) Sea la matriz A = 2 a+1 a-—1 |, dondea esun parametro real.
2a+1 0 —a—3

a) Calcule los valores del pardmetro a para los cuales la matriz A es invertible.

b) Para el caso de a = 3, resuelve la ecuacién matricial A - X = B — 31, siendo B la matriz
4 0 O
B=|0 4 0]
0 0 4

a) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Solucion:

a a 0
|A| = 2 a+1l a-1|=0=>
2a+1 0 —a—3

=2 —ala+1D(a+3)+ala—1)2a+ 1)+ 2a(a+3) =0;
a-[(ma?—-4a-3)+QRa*’—-a—-1)+2a+6)]=0; a(a>?—-3a+2)=0=>

3+v/9-8  3+1
>a,=0; a?-3a+2=0; a= — ==

La matriz A es invertible Va € R — {0, 1, 2}.

4 0 O 3 00 1 0 O
byB—-3I=|0 4 0])—|0 3 0])=|0 1 0])=>B-3I=1.
0 0 4 0 0 3 0 0 1

A-X=B-3l=1; AV A-X=A1 1L 1-X=A1=X=A"1.

:>a2:1,a3:2.

3 3 0
Paraa=3=>A=<2 4 2). |Al = —-72+ 42+ 36 = |A| = 6.
7 0 —6
B B Ot B P
3 2 7 /2 —6 0 -6 0 2\
. . 12 7 3 71 13 21{._
4 _((3) ‘21 06>' Adj.de 4" = |2 —6| |0 —6| |0 ol =
N |2 7| _|3 7 |3 2/
4 0 3 0 3 4
—-24 18 6
—24 18 6 , . (—30 -18 —6)
=(-30 -18 -6 .A—1=Ad"|je“‘ =28 2 6/ o
—28 21 6
-4 3 1
X=A‘1=<—5 -3 —1).
% g
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Problema 6:

62) La imagen adjunta muestra dos paredes perpendiculares
de una sala representadas en unos ejes de coordenadas, de
manera que una parte es el plano y = 0 y la otra parte es el
planox = 0.

L A

En el punto A(2,0,2) queremos colgar un altavoz que debe — |
estar conectado a un equipo de sonido, que esta situado en
la otra pared, en el punto B(0,2,1). La conexion entre Ay B
la haremos mediante un cable que pase por el punto
€(0,0, h), situado en la recta vertical de interseccion de las Y,
dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende,

entre otros factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una instala-
cion con el minimo de cable posible.

a) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en funcién de la altura h por donde debe pasar
el cable en el eje vertical 0Z, viene dado por la siguiente expresion:

L(h) = Vh?2 —4h +8++vVh2 —2h + 5.

b) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud del cable
sea minima. Calcule la longitud minima del cable.

Solucion:

@) L(h)=R+ﬁ:{ﬁ=ﬂ0—2)2+(o—0)z+(2_h)2}:
CB=y(0-02+@2-0+1-h?
>Vi+4—4h+h2+Va+1—2h+h2=vVhZ—4h+8++Vh? —2h +5.

Queda comprobado que L(h) = VhZ —4h + 8 + Vh%2 — 2h + 5.

b) Para que la longitud sea minima es condicién necesaria que se anule su primera derivada:

L'(h) = 2h—4 2h—2 h—2 h—1

24VhZ—ah+8 = 2vhZ—2n+5 Vh?—-4h+8 VhZ—2h+5

=0=

h-2 _  —h+1  h®-4h+4 _ h*-2h+1
VhZ—4h+8 VhZ—2h+5’ h2-4h+8  hZ2-2h+5’

(h? —4h + 4)(h? — 2h + 5) = (h® — 4h + 8)(h® — 2h + 1);
h* —2h® + 5h? — 4h3 + 8h? — 20h + 4h®> —8h 4+ 20 =
= h* —2h3 + h?® — 4h® + 8h?> — 4h + 8h? — 16h + 8;

—20h —8h + 20 = —4h — 16h + 8; —28h + 20 = —20h + 8; 12=8h:>h=§.

La longitud del cable es minima cuando h = % =>C (0, 0, %)
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= [2- L -2 949 . |98 _
—\/4 6+8+J4 3+5—\/4+2+\/4+2_2 =17

La longtidud minima del cable es L = V17 m.
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