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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2021–2022 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES 
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir información. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 
1º) Sea 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 la derivada de una función 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

𝑎𝑎) Si sabemos que 𝑓𝑓(𝑥𝑥) corta al eje de abscisas en 𝑥𝑥 = 1, calcula la expresión de 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

𝑏𝑏) Calcule la abscisa del punto de inflexión de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) y estudie la concavidad de la función. 

𝑐𝑐) Sabemos que el área del recinto limitado por la curva 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥), el eje de abscisas y las rectas 𝑥𝑥 = 0 y 
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎, con 𝑎𝑎 > 2 es 15 u2. Calcule el valor de 𝑎𝑎. 

 

2º) Considere el sistema 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 2
   2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎
     𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 1

�, dependiente del parámetro real 𝑎𝑎. 

𝑎𝑎) Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro 𝑎𝑎. 

𝑏𝑏) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de 𝑎𝑎 = 2. 

 

3º) Sea la recta 𝑟𝑟 ≡ �
𝑥𝑥 = 2 + 𝜆𝜆     
𝑦𝑦 = −1 + 3𝜆𝜆
𝑧𝑧 = 3 + 𝜆𝜆      

. 

𝑎𝑎) Determine la posición relativa de la recta 𝑟𝑟 respecto al plano 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 − 4 = 0. Si el parale-
la, calcule la distancia de 𝑟𝑟 a 𝜋𝜋, si es secante, calcule el punto de corte. 

𝑏𝑏) Calcule la ecuación de la recta 𝑠𝑠 perpendicular al plano 𝜋𝜋 y que corta a la recta 𝑟𝑟 en un punto P, la 
primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda. 

 

4º) 𝑎𝑎) Encuentre una función polinómica 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) de grado 3 tal que corte al eje de ordenadas en el 
punto 𝐴𝐴(0, 5), que la recta tangente a 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) en el punto de abscisa 𝑥𝑥 = 1 sea horizontal y que 
𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 1. 

𝑏𝑏) Compruebe que la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥2 − 16 tiene una raíz en 𝑥𝑥 = 2 y que es estrictamente 
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta información para calcular el área determinada por la función 
𝑓𝑓(𝑥𝑥), el eje de abscisas y las rectas 𝑥𝑥 = 0 y 𝑥𝑥 = 4. 
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5º) Sea la matriz 𝑋𝑋 = �
𝑎𝑎 1 0
0 𝑏𝑏 1
0 0 𝑐𝑐

�, que depende de los parámetros 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑦𝑦 𝑐𝑐. 

𝑎𝑎) Calcule las matrices 𝑋𝑋 tales que 𝑋𝑋2 = �
1 0 1
0 1 0
0 0 1

�. 

𝑏𝑏) Determine los valores de 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑦𝑦 𝑐𝑐 para que 𝑋𝑋−1 = �
1
2 −12 −12

0 1 1
0 0 −1

�. 

 

6º) En el patio de una escuela se quiere crear un área de juego de 30 m2 para 
los más pequeños en forma de trapecio rectangular, por lo que la base mayor 
mida el doble de la base menor, tal como muestra la figura, y que el lado obli-
cuo respecto de las bases (𝑑𝑑) se tan corto como sea posible. 

𝑎𝑎) Justifique que se satisfacen las relaciones ℎ = 20
𝑥𝑥

 y 𝑑𝑑(𝑥𝑥) = �400
𝑥𝑥2

+ 𝑥𝑥2. 

𝑏𝑏) Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado 𝑑𝑑 es mínima. 

 

  

2𝑥𝑥 

𝑥𝑥 

𝑑𝑑 ℎ 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO 
1º) Sea 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 la derivada de una función 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

𝑎𝑎) Si sabemos que 𝑓𝑓(𝑥𝑥) corta al eje de abscisas en 𝑥𝑥 = 1, calcula la expresión de 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

𝑏𝑏) Calcule la abscisa del punto de inflexión de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) y estudie la concavidad de la función. 

𝑐𝑐) Sabemos que el área del recinto limitado por la curva 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥), el eje de abscisas y las rectas 𝑥𝑥 = 0 y 
𝑥𝑥 = 𝑎𝑎, con 𝑎𝑎 > 2 es 15 u2. Calcule el valor de 𝑎𝑎. 

SOLUCIÓN 

𝑎𝑎)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∫𝑓𝑓′(𝑥𝑥) · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫(3𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥) · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 3𝑥𝑥3

3
− 12𝑥𝑥2

2
+ 𝐶𝐶 = 𝑥𝑥3 − 6𝑥𝑥2 + 𝐶𝐶. 

 𝑓𝑓(1) = 0 ⇒ 13 − 6 · 12 + 𝐶𝐶 = 0;   1 − 6 + 𝐶𝐶 = 0 ⇒ 𝐶𝐶 = 5. 

𝒇𝒇(𝒙𝒙) = 𝒙𝒙𝟑𝟑 − 𝟔𝟔𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝟓𝟓. 

 

𝑏𝑏)  Una función polinómica tiene un punto de inflexión cuando se anula su segunda derivada. 

 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 6𝑥𝑥 − 12 = 0;   𝑥𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = 2. 

 𝑓𝑓(2) = 23 − 6 · 22 + 5 = 8 − 24 + 5 = −11 ⇒ 

𝑷𝑷. 𝑰𝑰.→ 𝑷𝑷(𝟐𝟐,−𝟏𝟏𝟏𝟏). 

 Una función es cóncava (∩) o convexa (∪) cuando su segunda derivada es negativa o positiva, 
respectivamente. 

𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪 (∩): 𝒇𝒇′′(𝒙𝒙) < 𝟎𝟎 ⇒ 𝒙𝒙 < 𝟐𝟐 ⇒∈ (−∞,𝟐𝟐). 

𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪 (∪): 𝒇𝒇′′(𝒙𝒙) > 𝟎𝟎 ⇒ 𝒙𝒙 > 𝟐𝟐 ⇒∈ (𝟐𝟐, +∞). 

𝑐𝑐)  La función 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 6𝑥𝑥 − 12 es una recta que contiene a los puntos 
𝐴𝐴(2, 0) y 𝐵𝐵(3, 6). La representación gráfica de la situación se indica, de forma 
aproximada, en la figura adjunta. 

𝑆𝑆 = ∫ (6𝑥𝑥 − 12) · 𝑑𝑑𝑑𝑑0
2 + ∫ (6𝑥𝑥 − 12) · 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑎𝑎

2 = 15;  

�6𝑥𝑥
2

2
− 12𝑥𝑥�

2

0
+ �6𝑥𝑥

2

2
− 12𝑥𝑥�

2

𝑎𝑎
= 15;  

[3𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥]20 + [3𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥]2𝑎𝑎 =  

 = 0 − (3 · 22 − 12 · 2) + (3𝑎𝑎2 − 12𝑎𝑎) − (3 · 22 − 12 · 2) =   

= −12 + 24 + 3𝑎𝑎2 − 12𝑎𝑎 − 12 + 24 = 15;    

3𝑎𝑎2 − 12𝑎𝑎 + 9 = 0; 𝑎𝑎2 − 4𝑎𝑎 + 3 = 0;   

𝑎𝑎 = 4±√16−12
2

= 4±√4
2

= 4±2
2

= 2 ± 1 ⇒ 𝑎𝑎1 = 1,𝑎𝑎2 = 3. 

 La solución 𝑎𝑎 = 1 no cumple la condición de 𝑎𝑎 > 2, por lo cual: 

 𝒂𝒂 = 𝟑𝟑.  

𝑌𝑌 

𝑂𝑂 𝑋𝑋 

𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) 

6 

4 

−8 

3 

−3 
−4 

𝑆𝑆 

𝐴𝐴 

𝐵𝐵 

𝑥𝑥
=

0 

𝑥𝑥
=
𝑎𝑎 
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2º) Considere el sistema 
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 2
   2𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎
     𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 1

�, dependiente del parámetro real 𝑎𝑎. 

𝑎𝑎) Discuta el sistema para los diferentes valores del parámetro 𝑎𝑎. 

𝑏𝑏) Resuelve, si es posible, el sistema para el caso de 𝑎𝑎 = 2. 

SOLUCIÓN 

𝑎𝑎)  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀𝑀 = �
𝑎𝑎 2 3
2 𝑎𝑎 1
1 1 4

� y 𝑀𝑀′ = �
𝑎𝑎 2 3
2 𝑎𝑎 1
1 1 4

     
2
𝑎𝑎
1
�. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎𝑎 es el siguiente: 

|𝑀𝑀| = �
𝑎𝑎 2 3
2 𝑎𝑎 1
1 1 4

� = 4𝑎𝑎2 + 6 + 2 − 3𝑎𝑎 − 𝑎𝑎 − 16 = 4𝑎𝑎2 − 4𝑎𝑎 − 8 = 0;  

𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎 − 2 = 0;   𝑎𝑎 = 1±√1+8
2

= 1±√9
2

= 1±3
2
⇒ 𝑎𝑎1 = −1,𝑎𝑎2 = 2. 

𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷 �𝒂𝒂 ≠ −𝟏𝟏
𝒂𝒂 ≠ 𝟐𝟐 � ⇒ 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑴𝑴 = 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑴𝑴′ = 𝟑𝟑 = 𝒏𝒏º 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊ó𝒈𝒈.⇒ 𝑺𝑺.𝑪𝑪.𝑫𝑫. 

          𝑎𝑎 = −1 ⇒ 𝑀𝑀′ = �
−1 2 3
2 −1 1
1 1 4

     
2
−1
1
� ⇒ {𝐹𝐹1 + 𝐹𝐹2 = −𝐹𝐹3} ⇒ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 = 2.  

          𝑎𝑎 = 2 ⇒ 𝑀𝑀′ = �
2 2 3
2 2 1
1 1 4

     
2
2
1
� ⇒ {𝐶𝐶1 = 𝐶𝐶4} ⇒ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 = 2.  

𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷 �𝒂𝒂 = −𝟏𝟏
𝒂𝒂 = 𝟐𝟐 � ⇒ 𝑹𝑹𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂 𝑴𝑴 = 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑴𝑴′ = 𝟐𝟐 < 𝒏𝒏º 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊ó𝒈𝒈.⇒ 𝑺𝑺.𝑪𝑪. 𝑰𝑰. 

 

𝑏𝑏) Para 𝑎𝑎 = 2 el sistema resulta 
2𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 2
   2𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 2
     𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 1

�, que es compatible indeterminado. Para su resolu-

ción se elimina una ecuación (primera).  
2𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 2
    𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 1� ⇒ Haciendo 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆: 

2𝑥𝑥 + 3𝑧𝑧 = 2 − 2𝜆𝜆
  𝑥𝑥 + 4𝑧𝑧 = 1 − 𝜆𝜆  �   −2𝑥𝑥 − 3𝑧𝑧 = −2 + 2𝜆𝜆

2𝑥𝑥 + 8𝑧𝑧 = 2 − 2𝜆𝜆 � ⇒ 5𝑧𝑧 = 0;   𝑧𝑧 = 0.  𝑥𝑥 = 1 − 𝜆𝜆.  

𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺ó𝒏𝒏:𝒙𝒙 = 𝟏𝟏 − 𝝀𝝀, 𝒚𝒚 = 𝝀𝝀, 𝒛𝒛 = 𝟎𝟎, ∀𝝀𝝀 ∈ 𝑹𝑹. 
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3º) Sea la recta 𝑟𝑟 ≡ �
𝑥𝑥 = 2 + 𝜆𝜆     
𝑦𝑦 = −1 + 3𝜆𝜆
𝑧𝑧 = 3 + 𝜆𝜆      

. 

𝑎𝑎) Determine la posición relativa de la recta 𝑟𝑟 respecto al plano 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 − 4 = 0. Si el parale-
la, calcule la distancia de 𝑟𝑟 a 𝜋𝜋, si es secante, calcule el punto de corte. 

𝑏𝑏) Calcule la ecuación de la recta 𝑠𝑠 perpendicular al plano 𝜋𝜋 y que corta a la recta 𝑟𝑟 en un punto P, la 
primera coordenada de éste es 5 veces mayor que la segunda. 

SOLUCIÓN 

𝑎𝑎)  Un vector director de la recta es 𝑣𝑣𝑟𝑟���⃗ = (1, 3, 1). 

 Un vector normal del plano es 𝑛𝑛�⃗ = (1,−2, 4). 

 Los vectores 𝑣𝑣𝑟𝑟���⃗  y 𝑛𝑛�⃗  no son paralelos por no ser proporcionales sus componentes. 

 𝑣𝑣𝑟𝑟���⃗ · 𝑛𝑛�⃗ = (1, 3, 1) · (1,−2, 4) = 1 − 6 + 4 = −1 ≠ 0 ⇒ Los vectores 𝑣𝑣𝑟𝑟���⃗  y 𝑛𝑛�⃗  no son perpendicu-
lares, por lo cual: 

𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓 𝒓𝒓 𝒚𝒚 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑 𝝅𝝅 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔. 

 Otra forma de resolver este apartado es la siguiente: 

 La expresión de 𝑟𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

 𝑟𝑟 ≡ 𝑥𝑥 − 2 = 𝑦𝑦+1
3

= 𝑧𝑧 − 3 ⇒ 3𝑥𝑥 − 6 = 𝑦𝑦 + 1
𝑥𝑥 − 2 = 𝑧𝑧 − 3 � ⇒ 𝑟𝑟 ≡ �3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 7 

𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = −1. 

La recta 𝑟𝑟 y el plano 𝜋𝜋 determinan el sistema 
          3𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 7
         𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = −1
𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 = 4

�. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

 𝑀𝑀 = �
3 −1 0
1 0 −1
1 −2 4

� y 𝑀𝑀′ = �
3 −1 0
1 0 −1
1 −2 4

   
7
−1
4
�. 

 Según sean los rangos de 𝑀𝑀 𝑦𝑦 𝑀𝑀′ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀′ = 2 ⇒ 𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒á 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝.  

2 → 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 = 2;  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀′ = 3 ⇒ 𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. 

3 → 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀′ = 3 ⇒ 𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑦𝑦 𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠. 

 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 ⇒  �
3 −1 0
1 0 −1
1 −2 4

� = 1 − 6 + 4 = −1 ⇒ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀 = 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑀𝑀′ = 3. 

𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑴𝑴 = 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑴𝑴′ = 𝟑𝟑 ⇒ 𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓 𝒓𝒓 𝒚𝒚 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑 𝝅𝝅 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔. 

El punto 𝑄𝑄 de intersección de la recta 𝑟𝑟 y el plano 𝜋𝜋 es el siguiente: 

 

𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦 + 4𝑧𝑧 − 4 = 0

             𝑟𝑟 ≡ �
𝑥𝑥 = 2 + 𝜆𝜆     
𝑦𝑦 = −1 + 3𝜆𝜆
𝑧𝑧 = 3 + 𝜆𝜆      

� ⇒ (2 + 𝜆𝜆) − 2(−1 + 3𝜆𝜆) + 4(3 + 𝜆𝜆) = 4; 
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2 + 𝜆𝜆 + 2 − 6𝜆𝜆 + 12 + 4𝜆𝜆 = 4;   𝜆𝜆 = −12 ⇒ �
𝑥𝑥 = 2 + 12 = 14   
𝑦𝑦 = −1 + 36 = 35
𝑧𝑧 = 3 + 12 = 15   

� ⇒  

⇒ 𝑸𝑸(𝟏𝟏𝟏𝟏,𝟑𝟑𝟑𝟑,𝟏𝟏𝟏𝟏). 

 

𝑏𝑏)  Un punto genérico de 𝑟𝑟 es 𝐴𝐴′(2 + 𝜆𝜆,−1 + 3𝜆𝜆, 3 + 𝜆𝜆) y de ellos, el que tiene la primera coorde-
nada 5 veces mayor que la segunda es el siguiente: 

 2 + 𝜆𝜆 = 5 · (−1 + 3𝜆𝜆);   2 + 𝜆𝜆 = −5 + 15𝜆𝜆;   7 = 14𝜆𝜆;   𝜆𝜆 = 1
2
. 

 𝜆𝜆 = 1
2
⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥𝑥 = 2 + 1

2
= 5

2
   

𝑦𝑦 = −1 + 3
2

= 1
2

𝑧𝑧 = 3 + 1
2

= 7
2
   ⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

⇒ 𝐴𝐴�5
2

, 1
2

, 7
2
�. 

 La recta 𝑠𝑠 pedida tiene como vector director al vector normal del plano, que es 𝑛𝑛�⃗ = (1,−2, 4), y 
que contiene al punto 𝐴𝐴 �5

2
, 1
2

, 7
2
�. 

 La expresión de 𝑠𝑠 por unas ecuaciones paramétricas es: 

 𝒔𝒔 ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝒙𝒙 = 𝟓𝟓

𝟐𝟐
+ 𝝁𝝁  

𝒚𝒚 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐
− 𝟐𝟐𝝁𝝁

𝒛𝒛 = 𝟕𝟕
𝟐𝟐

+ 𝟒𝟒𝝁𝝁

. 
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4º) 𝑎𝑎) Encuentre una función polinómica 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) de grado 3 tal que corte al eje de ordenadas en el 
punto 𝐴𝐴(0, 5), que la recta tangente a 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) en el punto de abscisa 𝑥𝑥 = 1 sea horizontal y que 
𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 1. 

𝑏𝑏) Compruebe que la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥2 − 16 tiene una raíz en 𝑥𝑥 = 2 y que es estrictamente 
creciente en el intervalo (0, 4). Utilice esta información para calcular el área determinada por la función 
𝑓𝑓(𝑥𝑥), el eje de abscisas y las rectas 𝑥𝑥 = 0 y 𝑥𝑥 = 4. 

SOLUCIÓN 

𝑎𝑎)  Sea la función 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 𝑏𝑏𝑥𝑥2 + 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑑𝑑. 

 Por cortar al eje de ordenadas en el punto 𝐴𝐴(0, 5): 𝑔𝑔(0) = 5 ⇒ 𝑑𝑑 = 5. 

Por ser horizontal la recta tangente a 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) en el punto de abscisa 𝑥𝑥 = 1 se cumple que: 𝑔𝑔′(1) = 0. 

 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 3𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 2𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐. 

 𝑔𝑔′(1) = 3𝑎𝑎 · 12 + 2𝑏𝑏 · 1 + 𝑐𝑐 = 0;   3𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0.     (1) 

 𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = 6𝑎𝑎𝑎𝑎 + 2𝑏𝑏. 

 𝑔𝑔′′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 + 1 ⇒ �6𝑎𝑎 = 2
2𝑏𝑏 = 1� ⇒ 𝑎𝑎 = 1

3
;   𝑏𝑏 = 1

2
. 

 Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏: 

 3 · 1
3

+ 2 · 1
2

+ 𝑐𝑐 = 0;   1 + 1 + 𝑐𝑐 = 0 ⇒ 𝑐𝑐 = −2. 

𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟑𝟑
𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒙𝒙 + 𝟓𝟓. 

𝑏𝑏)  𝑓𝑓(2) = −23 + 6 · 22 − 16 = −8 + 24 − 16 = 0. 

𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒒𝒒𝒒𝒒𝒒𝒒 𝒙𝒙 = 𝟐𝟐 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖 𝒓𝒓𝒓𝒓í𝒛𝒛 𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒇𝒇(𝒙𝒙) = −𝒙𝒙𝟑𝟑 + 𝟔𝟔𝒙𝒙𝟐𝟐 − 𝟏𝟏𝟏𝟏. 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥. 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⇒ −3𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 = 0; −3𝑥𝑥(𝑥𝑥 − 4) = 0 ⇒ 𝑥𝑥1 = 0, 𝑥𝑥2 = 4. 

𝒇𝒇′(𝒙𝒙) > 𝟎𝟎 ⇒ (𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪𝑪) ⇒ ∀𝒙𝒙 ∈ (𝟎𝟎,𝟒𝟒), 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒉𝒉𝒉𝒉𝒉𝒉í𝒂𝒂 𝒒𝒒𝒒𝒒𝒒𝒒 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄. 

 Teniendo en cuenta que 𝑓𝑓(0) = −16 < 0 y que 𝑓𝑓(4) = −43 + 6 · 42 − 16 = 

= −64 + 96 − 16 = 96 − 80 = 16 > 0, la superficie a calcular es la siguiente: 

𝑆𝑆 = ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)0
2 · 𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)4

2 · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = [𝐹𝐹(𝑥𝑥)]20 + [𝐹𝐹(𝑥𝑥)]24 =  

= 𝐹𝐹(0) − 𝐹𝐹(2) + 𝐹𝐹(4) − 𝐹𝐹(2) ⇒ 𝑆𝑆 = 𝐹𝐹(0) + 𝐹𝐹(4) − 2 · 𝐹𝐹(2).     (*) 

 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥) · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫(−𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥2 − 16) · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑥𝑥4

4
+ 6𝑥𝑥3

3
− 16𝑥𝑥 ⇒ 

⇒ 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = −𝑥𝑥4

4
+ 2𝑥𝑥3 − 16𝑥𝑥. Sustituyendo este valor en (*): 

𝑆𝑆 = 0 + �−
44

4
+ 2 · 43 − 16 · 4� − 2 · �−

24

4
+ 2 · 23 − 16 · 2� = −64 + 128 − 64 + 8 − 32 + 64 ⇒ 

𝑺𝑺 = 𝟒𝟒𝟒𝟒 𝒖𝒖𝟐𝟐.  
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5º) Sea la matriz 𝑋𝑋 = �
𝑎𝑎 1 0
0 𝑏𝑏 1
0 0 𝑐𝑐

�, que depende de los parámetros 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑦𝑦 𝑐𝑐. 

𝑎𝑎) Calcule las matrices 𝑋𝑋 tales que 𝑋𝑋2 = �
1 0 1
0 1 0
0 0 1

�. 

𝑏𝑏) Determine los valores de 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 𝑦𝑦 𝑐𝑐 para que 𝑋𝑋−1 = �
1
2 −12 −12

0 1 1
0 0 −1

�. 

SOLUCIÓN 

𝑎𝑎) 𝑋𝑋2 = 𝑋𝑋 · 𝑋𝑋 = �
𝑎𝑎 1 0
0 𝑏𝑏 1
0 0 𝑐𝑐

� · �
𝑎𝑎 1 0
0 𝑏𝑏 1
0 0 𝑐𝑐

� = �
1 0 1
0 1 0
0 0 1

� ;  

�
𝑎𝑎2 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 1
0 𝑏𝑏2 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐
0 0 𝑐𝑐2

� = �
1 0 1
0 1 0
0 0 1

� ⇒ �
𝑎𝑎2 = 𝑏𝑏2 = 𝑐𝑐2 = 1

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 0
𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 0

� ⇒  

⇒ � 𝑎𝑎 = 1 → 𝑏𝑏 = −1; 𝑐𝑐 = 1
𝑎𝑎 = −1 → 𝑏𝑏 = 1; 𝑐𝑐 = −1�. 

𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺: 𝑿𝑿𝟏𝟏 = �
𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 −𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 𝟏𝟏

�  𝒚𝒚 𝑿𝑿𝟐𝟐 = �
−𝟏𝟏 𝟏𝟏 𝟎𝟎
𝟎𝟎 𝟏𝟏 𝟏𝟏
𝟎𝟎 𝟎𝟎 −𝟏𝟏

�. 

 

𝑏𝑏)  Sabiendo que 𝑋𝑋−1 · 𝑋𝑋 = 𝑋𝑋 · 𝑋𝑋−1 = 𝐼𝐼: 

 �
1
2 −12 −12

0 1 1
0 0 −1

� · �
𝑎𝑎 1 0
0 𝑏𝑏 1
0 0 𝑐𝑐

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� ;   

�

𝑎𝑎
2 −

1
2
−
𝑏𝑏
2

−
1
2
−
𝑐𝑐
2

0 𝑏𝑏 1 + 𝑐𝑐
0 0 −𝑐𝑐

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� ⇒ 

𝒂𝒂 = 𝟐𝟐,𝒃𝒃 = 𝟏𝟏, 𝒄𝒄 = −𝟏𝟏. 
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6º) En el patio de una escuela se quiere crear un área de juego de 30 m2 
para los más pequeños en forma de trapecio rectangular, por lo que la ba-
se mayor mida el doble de la base menor, tal como muestra la figura, y que 
el lado oblicuo respecto de las bases (𝑑𝑑) se tan corto como sea posible. 

𝑎𝑎) Justifique que se satisfacen las relaciones ℎ = 20
𝑥𝑥

 y 𝑑𝑑(𝑥𝑥) =

�400
𝑥𝑥2

+ 𝑥𝑥2. 

𝑏𝑏) Encuentre las dimensiones del trapecio para los que la longitud del lado 𝑑𝑑 es mínima. 

SOLUCIÓN 

𝑎𝑎)  La superficie del trapecio rectángulo es 𝑆𝑆 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵+𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
2

· 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴: 

𝑆𝑆 = 2𝑥𝑥+𝑥𝑥
2

· ℎ = 30;  3𝑥𝑥
2

· ℎ = 30;  𝑥𝑥
2

· ℎ = 10 ⇒ ℎ = 20
𝑥𝑥

. 

De la observación de la figura se deduce, aplicando el teorema de Pitágoras al triángulo rectán-
gulo que se puede formar en el trapecio: 

𝑑𝑑 = �𝑥𝑥2 + ℎ2 = ��
20
𝑥𝑥
�
2

+ 𝑥𝑥2 ⇒ 

𝒅𝒅(𝒙𝒙) = �𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒
𝒙𝒙𝟐𝟐

+ 𝒙𝒙𝟐𝟐. 

 

𝑏𝑏)  Para que el lado 𝑑𝑑 sea mínimo es condición necesaria que se anule su primera derivada: 

 𝑑𝑑′(𝑥𝑥) =
−400·2𝑥𝑥

𝑥𝑥4
+2𝑥𝑥

2·�400
𝑥𝑥2

+𝑥𝑥2
= 0 ⇒ −400·2𝑥𝑥

𝑥𝑥4
+ 2𝑥𝑥 = 0;  −400

𝑥𝑥3
+ 𝑥𝑥 = 0;   𝑥𝑥 = 400

𝑥𝑥3
; 

𝑥𝑥4 = 400;  𝑥𝑥2 = 20;   𝑥𝑥 = +√20 ⇒ 𝑥𝑥 = 2√5. ℎ = 20
2√5

= 10√5
5

⇒ ℎ = 2√5. 

 𝑑𝑑 = √𝑥𝑥2 + ℎ2 = √20 + 20 = √40 ⇒ 𝑑𝑑 = 2√10 

𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺ó𝒏𝒏:𝒙𝒙 = 𝒅𝒅 = 𝟐𝟐√𝟓𝟓 𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒅𝒅𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂𝒂;   𝒉𝒉 = 𝟐𝟐√𝟏𝟏𝟏𝟏 𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖𝒖. 

  

2𝑥𝑥 

𝑥𝑥 

𝑑𝑑 ℎ 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO 
A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2021–2022 
MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 

INSTRUCCIONES GENERALES 
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir información. 
Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos. 

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 
Problema 1: 

1º) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicularmente sobre el 
plano de un suelo cuya ecuación es 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = 6. Sabemos que la cúpula de la carpa (el punto más 
alto por donde pasa el palo) está en el punto de coordenadas 𝑃𝑃(30, 1, 0). 

𝑎𝑎) Calcule la ecuación paramétrica de la recta que contiene el palo. 

𝑏𝑏) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud del palo. 

Problema 2: 

2º) Considere la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 9
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2

. 

𝑎𝑎) Discuta el dominio, las posibles asíntotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función. 

𝑏𝑏) Calcule la ecuación general de la recta tangente a la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) en el punto de abscisa 𝑥𝑥 = 4. Re-
presente en un mismo gráfico la función y la recta tangente. 

Problema 3: 

 

3º) Considere la matriz 𝐴𝐴 = �
1 𝑎𝑎 3

2𝑎𝑎 5 3𝑎𝑎
7 4𝑎𝑎 9

�, que depende del parámetro 𝑎𝑎. 

𝑎𝑎) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parámetro 𝑎𝑎. 

𝑏𝑏) Si 𝑋𝑋 = �
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
�, resuelva la ecuación matricial: �

1 2 3
4 5 6
7 8 9

� · 𝑋𝑋 = �
0
0
0
�. 

 

Problema 4: 

4º) 𝑎𝑎) Considere la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝐿𝐿  𝑠𝑠𝑠𝑠  ∈ (0, 𝑒𝑒)
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 ∈ [𝑒𝑒, 4), siendo 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏 números reales. Halla los valo-

res de 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏 tal que la función sea continua y derivable en el intervalo (0, 4). 

𝑏𝑏) Calcule la función 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3

9𝑥𝑥4+1
 y que pasa por el punto 𝑃𝑃(0,−1). 
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Problema 5: 

5º) Sea la matriz 𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎 𝑎𝑎 0
2 𝑎𝑎 + 1 𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1 0 −𝑎𝑎 − 3
�, donde 𝑎𝑎 es un parámetro real. 

𝑎𝑎) Calcule los valores del parámetro 𝑎𝑎 para los cuales la matriz A es invertible. 

𝑏𝑏) Para el caso de 𝑎𝑎 = 3, resuelve la ecuación matricial 𝐴𝐴 · 𝑋𝑋 = 𝐵𝐵 − 3𝐼𝐼, siendo 𝐵𝐵 la matriz 𝐵𝐵 =

�
4 0 0
0 4 0
0 0 4

�. 

Problema 6: 

6º) La imagen adjunta muestra dos paredes perpendiculares 
de una sala representadas en unos ejes de coordenadas, de 
manera que una parte es el plano 𝑦𝑦 = 0 y la otra parte es el 
plano 𝑥𝑥 = 0. 

En el punto 𝐴𝐴(2, 0, 2) queremos colgar un altavoz que debe 
estar conectado a un equipo de sonido, que está situado en 
la otra pared, en el punto 𝐵𝐵(0, 2, 1). La conexión entre A y B 
la haremos mediante un cable que pase por el punto 
𝐶𝐶(0, 0, ℎ), situado en la recta vertical de intersección de las 
dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende, 
entre otros factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una instala-
ción con el mínimo de cable posible. 

𝑎𝑎) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en función de la altura ℎ por donde debe pasar 
el cable en el eje vertical 𝑂𝑂𝑂𝑂, viene dado por la siguiente expresión: 

𝐿𝐿(ℎ) = √ℎ2 − 4ℎ + 8 + √ℎ2 − 2ℎ + 5. 

𝑏𝑏) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud del cable 
sea mínima. Calcule la longitud mínima del cable. 

 

  

𝑍𝑍 

𝑋𝑋 

𝑌𝑌 

𝑂𝑂 

𝐶𝐶 𝐵𝐵 
𝐴𝐴 
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE 
Problema 1: 

1º) El palo central que sostiene la lona de la carpa de un circo se ubica perpendicularmente sobre el 
plano de un suelo cuya ecuación es 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = 6. Sabemos que la cúpula de la carpa (el punto más 
alto por donde pasa el palo) está en el punto de coordenadas 𝑃𝑃(30, 1, 0). 

𝑎𝑎) Calcule la ecuación paramétrica de la recta que contiene el palo. 

𝑏𝑏) Calcule las coordenadas del punto de contacto del palo con el suelo, y la longitud del palo. 

Solución: 

𝑎𝑎)  La recta 𝑟𝑟 pedida es perpendicular al plano 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = 6 y contiene al punto 𝑃𝑃(30, 1, 0). 

 Un vector normal del plano 𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = 6 es 𝑛𝑛�⃗ = (1, 0,−1), que también es director de la recta 
𝑟𝑟, por lo cual: 

 𝒓𝒓 ≡ �
𝒙𝒙 = 𝟑𝟑𝟑𝟑 + 𝝀𝝀
𝒚𝒚 = 𝟏𝟏          
𝒛𝒛 = −𝝀𝝀       

. 

 

𝑏𝑏)  

𝜋𝜋 ≡ 𝑥𝑥 − 𝑧𝑧 = 6    

𝑟𝑟 ≡ �
𝑥𝑥 = 30 + 𝜆𝜆
𝑦𝑦 = 1          
𝑧𝑧 = −𝜆𝜆       

� ⇒ (30 + 𝜆𝜆) − (−𝜆𝜆) = 6;   30 + 𝜆𝜆 + 𝜆𝜆 = 6;   30 + 2𝜆𝜆 = 6; 

2𝜆𝜆 = −24;   𝜆𝜆 = −12 ⇒ �
𝑥𝑥 = 30 − 12 = 18
𝑦𝑦 = 1                       
𝑧𝑧 = −(−12) = 12

� ⇒ 

𝑸𝑸(𝟏𝟏𝟏𝟏,𝟏𝟏,𝟏𝟏𝟏𝟏). 
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Problema 2: 

2º) Considere la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 9
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2

. 

𝑎𝑎) Discuta el dominio, las posibles asíntotas, los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y 
decrecimiento de la función. 

𝑏𝑏) Calcule la ecuación general de la recta tangente a la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) en el punto de abscisa 𝑥𝑥 = 4. Re-
presente en un mismo gráfico la función y la recta tangente. 

Solución: 

𝑎𝑎)  Por tratarse de una función racional su dominio es R, excepto los valores reales de 𝑥𝑥 que anulan 
el denominador. 

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2 = 0;   𝑥𝑥 = −1±√1+8
2

= −1±√9
2

= −1±3
2

⇒ 𝑥𝑥1 = −2, 𝑥𝑥2 = 1 ⇒     

⇒ 𝑫𝑫(𝒇𝒇)  ⇒ 𝑹𝑹− {−𝟐𝟐,𝟏𝟏}.   

 Asíntotas horizontales: son de la forma 𝑦𝑦 = 𝑘𝑘; son los valores finitos de la función cuando 𝑥𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

 𝑘𝑘 = lim
𝑥𝑥→±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→±∞

9
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2

= 0 ⇒  𝐴𝐴𝐴𝐴í𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 ℎ𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜:𝑦𝑦 = 0 (𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑋𝑋). 

 Asíntotas verticales: son los valores finitos de 𝑥𝑥 que hacer que la función tienda a infinito o me-
nos infinito; son los valores que anulan el denominador. 

𝑨𝑨𝑨𝑨í𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏 𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗𝒗:𝒙𝒙 = −𝟐𝟐,𝒙𝒙 = 𝟏𝟏. 

 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 

 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa, res-
pectivamente. 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0·�𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2�−9·(2𝑥𝑥+1)
(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)2 = −9·(2𝑥𝑥+1)

(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)2. 

 Por ser (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 − 2)2 > 0,∀𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷(𝑓𝑓), el signo de la primera derivada es el de su numerador. 

−9 · (2𝑥𝑥 + 1) = 0;   2𝑥𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = −1
2
. 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥 < −1
2
⇒  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0 ⇒  𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶: (−∞,−2)∪ �−2,− 1

2�. 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥 > −1
2
⇒  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 0 ⇒  𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷𝐷: �− 1

2 , 1� ∪ (1, +∞). 

 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condición necesaria 
que se anule su derivada en ese punto. Esta condición necesaria no es suficiente; para que exista el má-
ximo o mínimo es necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula 
la primera derivada. 

 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si es positiva para 
el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, de un máximo. 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −18𝑥𝑥−9
(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)2.  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = −1

2
. 

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

Matemáticas II. Curso 2021 – 2022.  Autor: ANTONIO MENGUIANO 
Comunidad Autónoma de CATALUÑA  www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 253 

         𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = −18·�𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2�
2
+9·(2𝑥𝑥+1)·�2·�𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2�·(2𝑥𝑥+1)�

(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)4 = −18·�𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2�+18·(2𝑥𝑥+1)2

(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)3 = 

= −18·�𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2−4𝑥𝑥2−8𝑥𝑥−1�
(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)3 = −18·�−3𝑥𝑥2−7𝑥𝑥−3�

(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)3 ⇒ 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) = 18·�3𝑥𝑥2+7𝑥𝑥+3�
(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)3 .  

 𝑓𝑓′′�−12� =
18·�3·�−12�

2
+7·�−12�+3�

��−12�
2
−12−2�

3 =
18·�34−

7
2+3�

�14−
1
2−2�

3 =
18·3−14+124

�1−2−84 �
3 =

9
2

�−94�
3 < 0 ⇒ 

⇒ 𝑀𝑀á𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑥𝑥 = −1
2
. 

 𝑓𝑓�−12� = 9

�−12�
2
−12−2

= 9
1
4−

1
2−2

= 9
1−2−8

4
= 9

−9
4

= −4 ⇒ 

𝑴𝑴á𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙𝒙:𝑨𝑨�−𝟏𝟏
𝟐𝟐

,−𝟒𝟒�. 

 

𝑏𝑏) La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de su primera derivada 
en ese punto. 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −18𝑥𝑥−9
(𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2)2.  𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥 = 4 ⇒ 𝑚𝑚 = 𝑓𝑓′(4) = −81

182
= −1

4
. 

 El punto de tangencia es el siguiente: 𝑓𝑓(4) = 9
42+4−2

= 1
2
⇒ 𝑃𝑃 �4, 1

2
�.  

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 
𝑦𝑦 − 𝑦𝑦0 = 𝑚𝑚(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0), que aplicada al punto 𝑃𝑃 �4, 1

2
� con 𝑚𝑚 = −1

4
: 

 𝑦𝑦 − 1
2

= −1
4

· (𝑥𝑥 − 4);   4𝑦𝑦 − 2 = −𝑥𝑥 + 4. 

𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓𝒓 𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕𝒕 𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝒕𝒕 ≡ 𝒙𝒙 + 𝟒𝟒𝒚𝒚 − 𝟔𝟔 = 𝟎𝟎. 

 

Para facilitar la representación gráfica de la situación se determinan los puntos de corte con los 
ejes, que son los siguientes: 

 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑋𝑋 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇒ 9
𝑥𝑥2+𝑥𝑥−2

= 0 ⇒ 𝑥𝑥 ∉ 𝑅𝑅 ⇒ 𝑁𝑁𝑁𝑁 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 𝑋𝑋. 

 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑌𝑌 ⇒ 𝑥𝑥 = 0 ⇒ 𝑓𝑓(0) = 9
0+0−2

= − 9
2
⇒ 𝐵𝐵 �0,− 9

2
�. 

 Para la representación gráfica de la tangente se tiene en cuenta que contiene al punto 𝑄𝑄(−2, 2). 
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La representación gráfica, aproximada, de la situación se expresa en la figura siguiente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

𝑌𝑌 

𝑂𝑂 

𝑥𝑥 = −2 

𝑋𝑋 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥 = 1  

−2  22
  

2 

−2  

−4  

−4  

4  

−8  −6  62
  

42
  

𝐵𝐵 

𝐴𝐴 

𝑦𝑦 = 0  𝑄𝑄 

𝑃𝑃 

𝑡𝑡 

−6  

−8  

−10  
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Problema 3: 

3º) Considere la matriz 𝐴𝐴 = �
1 𝑎𝑎 3

2𝑎𝑎 5 3𝑎𝑎
7 4𝑎𝑎 9

�, que depende del parámetro 𝑎𝑎. 

𝑎𝑎) Calcule el rango de la matriz A para los diferentes valores del parámetro 𝑎𝑎. 

𝑏𝑏) Si 𝑋𝑋 = �
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
�, resuelva la ecuación matricial: �

1 2 3
4 5 6
7 8 9

� · 𝑋𝑋 = �
0
0
0
�. 

Solución: 

𝑎𝑎)  |𝐴𝐴| = �
1 𝑎𝑎 3

2𝑎𝑎 5 3𝑎𝑎
7 4𝑎𝑎 9

� = 45 + 24𝑎𝑎2 + 21𝑎𝑎2 − 105 − 12𝑎𝑎2 − 18𝑎𝑎2 = 

= −65 + 15𝑎𝑎2 = 0; −13 + 3𝑎𝑎2 = 0;   3𝑎𝑎2 = 13 ⇒ 𝑎𝑎 = ± √13
√3

= ± √39
3

. 

 Se calcula el rango por el método de Gauss: 

 𝐴𝐴 = �
1 𝑎𝑎 3

2𝑎𝑎 5 3𝑎𝑎
7 4𝑎𝑎 9

� ⇒ �𝐹𝐹2 → 𝐹𝐹2 − 2𝑎𝑎 · 𝐹𝐹1
𝐹𝐹3 → 𝐹𝐹3 − 7 · 𝐹𝐹1

� ⇒ �
1 𝑎𝑎 3
0 5 − 2𝑎𝑎2 3𝑎𝑎 − 6𝑎𝑎
0 4𝑎𝑎 − 7𝑎𝑎 9 − 21

� = 

= �
1 𝑎𝑎 3
0 5 − 2𝑎𝑎2 −3𝑎𝑎
0 −3𝑎𝑎 −12

� ⇒ �𝐹𝐹3 → −1
3𝐹𝐹3� ⇒ �

1 𝑎𝑎 3
0 5 − 2𝑎𝑎2 −3𝑎𝑎
0 𝑎𝑎 4

� ⇒ {𝐹𝐹2 ↔ 𝐹𝐹3} ⇒  

 ⇒ �
1 𝑎𝑎 3
0 𝑎𝑎 4
0 5 − 2𝑎𝑎2 −3𝑎𝑎

� ⇒ �𝐹𝐹3 → 𝐹𝐹3 −
5−2𝑎𝑎2

𝑎𝑎
· 𝐹𝐹2� ⇒ �

1 𝑎𝑎 3
0 𝑎𝑎 4
0 0 5𝑎𝑎2−20

𝑎𝑎

� ⇒  

⇒ 5𝑎𝑎2−20
𝑎𝑎

= 0;   5𝑎𝑎2 − 20 = 0;  𝑎𝑎2 − 4 = 0 ⇒ 𝑎𝑎1 = −2,𝑎𝑎2 = 2. 

𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷 �𝒂𝒂 ≠ −𝟐𝟐
𝒂𝒂 ≠ 𝟐𝟐 � ⇒ 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑨𝑨 = 𝟑𝟑;  𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷𝑷 �𝒂𝒂 = −𝟐𝟐

𝒂𝒂 = 𝟐𝟐 � ⇒ 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹 𝑨𝑨 = 𝟐𝟐. 

𝑏𝑏) De la ecuación matricial: �
1 2 3
4 5 6
7 8 9

� · �
𝑥𝑥
𝑦𝑦
𝑧𝑧
� = �

0
0
0
� se deduce el sistema de ecuaciones lineales ho-

mogéneo: 
  𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 0
4𝑥𝑥 + 5𝑦𝑦 + 6𝑧𝑧 = 0
7𝑥𝑥 + 8𝑦𝑦 + 9𝑧𝑧 = 0

�, equivalente al sistema que resulta de restar a cada ecuación la anterior: 

  𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 0
3𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 0
3𝑥𝑥 + 3𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 0

�, que a su vez, es equivalente al sistema: 
𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 + 3𝑧𝑧 = 0
    𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 = 0�. 

Para su resolución se parametriza, por ejemplo, 𝑧𝑧 = 𝜆𝜆; 

 
  𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 = −3𝜆𝜆

  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = −𝜆𝜆 �   𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦 = −3𝜆𝜆
−𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆    � ⇒ 𝑦𝑦 = −2𝜆𝜆.   𝑥𝑥 = −𝑦𝑦 − 𝜆𝜆 = 2𝜆𝜆 − 𝜆𝜆 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝜆𝜆. 

𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺𝑺ó𝒏𝒏: 𝒙𝒙 = 𝝀𝝀;   𝒚𝒚 = −𝟐𝟐𝝀𝝀;   𝒛𝒛 = 𝝀𝝀,∀𝝀𝝀 ∈ 𝑹𝑹. 
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Problema 4: 

4º) 𝑎𝑎) Considere la función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = � 𝐿𝐿𝐿𝐿  𝑠𝑠𝑠𝑠  ∈ (0, 𝑒𝑒)
𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 ∈ [𝑒𝑒, 4), siendo 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏 números reales. Halla los valo-

res de 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏 tal que la función sea continua y derivable en el intervalo (0, 4). 

𝑏𝑏) Calcule la función 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3

9𝑥𝑥4+1
 y que pasa por el punto 𝑃𝑃(0,−1). 

Solución: 

𝑎𝑎) Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese pun-
to, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

 La función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) es continua en (0, 4), excepto para 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒, cuya continuidad es dudosa y se van 
a determinar los valores reales de 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏 para que lo sea. 

 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒 ⇒ �
lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 1                                   

lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒

(𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏) = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑓𝑓(𝑒𝑒) ⇒ 

⇒ lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒−

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→𝑒𝑒+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑒𝑒) ⇒ 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 1.     (*) 

 La función 𝑓𝑓(𝑥𝑥) es derivable en (0, 4), excepto para 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒 cuya derivabilidad se va a forzar de-
terminando los correspondientes valores de 𝑎𝑎 𝑦𝑦 𝑏𝑏. 

 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = �
1
𝑥𝑥

  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ (0, 𝑒𝑒)
𝑎𝑎  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 ∈ [𝑒𝑒, 4)

 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒 ⇒ 𝑓𝑓′(𝑒𝑒) = �
1
𝑒𝑒

  𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ (0, 𝑒𝑒)
𝑎𝑎  𝑠𝑠𝑠𝑠  𝑥𝑥 ∈ [𝑒𝑒, 4)

 ⇒  

⇒  𝑓𝑓′(𝑒𝑒−) = 𝑓𝑓′(𝑒𝑒+) ⇒ 1
𝑒𝑒

= 𝑎𝑎 ⇒ 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 1. Sustituyendo en (*): 𝑏𝑏 = 0. 

𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇𝒇ó𝒏𝒏 𝒇𝒇(𝒙𝒙) 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒚𝒚 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒆𝒆𝒆𝒆 (𝟎𝟎,𝟒𝟒) 𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑𝒑 𝒂𝒂 = 𝟏𝟏
𝒆𝒆

 𝒚𝒚 𝒃𝒃 = 𝟎𝟎. 

 

𝑏𝑏) 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3

9𝑥𝑥4+1
⇒ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ∫ 𝑥𝑥3

9𝑥𝑥4+1
· 𝑑𝑑𝑑𝑑 ⇒ �

9𝑥𝑥4 + 1 = 𝑡𝑡
36𝑥𝑥3 · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑥𝑥3 · 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1

36
· 𝑑𝑑𝑑𝑑

� ⇒ 1
36

· ∫ 1
𝑡𝑡

· 𝑑𝑑𝑑𝑑 =  

= 1
36

· 𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐶𝐶 ⇒ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 1
36

· 𝐿𝐿(9𝑥𝑥4 + 1) + 𝐶𝐶.  

 𝑔𝑔(0) = −1 ⇒ 1
36

· 𝐿𝐿(9 · 04 + 1) + 𝐶𝐶 = 1;  1
36

· 𝐿𝐿1 + 𝐶𝐶 = 1;  1
36

· 0 + 𝐶𝐶 = 1 ⇒ 

⇒ 𝐶𝐶 = 1 ⇒ 

𝒈𝒈(𝒙𝒙) = 𝟏𝟏
𝟑𝟑𝟑𝟑

· 𝑳𝑳(𝟗𝟗𝒙𝒙𝟒𝟒 + 𝟏𝟏) + 𝑪𝑪. 

  

http://www.apuntesmareaverde.org.es/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/


 

Matemáticas II. Curso 2021 – 2022.  Autor: ANTONIO MENGUIANO 
Comunidad Autónoma de CATALUÑA  www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) 257 

Problema 5: 

5º) Sea la matriz 𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎 𝑎𝑎 0
2 𝑎𝑎 + 1 𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1 0 −𝑎𝑎 − 3
�, donde 𝑎𝑎 es un parámetro real. 

𝑎𝑎) Calcule los valores del parámetro 𝑎𝑎 para los cuales la matriz A es invertible. 

𝑏𝑏) Para el caso de 𝑎𝑎 = 3, resuelve la ecuación matricial 𝐴𝐴 · 𝑋𝑋 = 𝐵𝐵 − 3𝐼𝐼, siendo 𝐵𝐵 la matriz  

𝐵𝐵 = �
4 0 0
0 4 0
0 0 4

�. 

Solución: 

𝑎𝑎) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

|𝐴𝐴| = �
𝑎𝑎 𝑎𝑎 0
2 𝑎𝑎 + 1 𝑎𝑎 − 1

2𝑎𝑎 + 1 0 −𝑎𝑎 − 3
� = 0 ⇒  

⇒ −𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 1)(𝑎𝑎 + 3) + 𝑎𝑎(𝑎𝑎 − 1)(2𝑎𝑎 + 1) + 2𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 3) = 0;  

𝑎𝑎 · [(−𝑎𝑎2 − 4𝑎𝑎 − 3) + (2𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎 − 1) + (2𝑎𝑎 + 6)] = 0;   𝑎𝑎(𝑎𝑎2 − 3𝑎𝑎 + 2) = 0 ⇒  

⇒ 𝑎𝑎1 = 0;  𝑎𝑎2 − 3𝑎𝑎 + 2 = 0;   𝑎𝑎 = 3±√9−8
2

= 3±1
2
⇒ 𝑎𝑎2 = 1,  𝑎𝑎3 = 2. 

𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎𝒎 𝑨𝑨 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 ∀𝒂𝒂 ∈ 𝑹𝑹 − {𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐}. 

 

𝑏𝑏) 𝐵𝐵 − 3𝐼𝐼 = �
4 0 0
0 4 0
0 0 4

� − �
3 0 0
0 3 0
0 0 3

� = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� ⇒ 𝐵𝐵 − 3𝐼𝐼 = 𝐼𝐼. 

𝐴𝐴 · 𝑋𝑋 = 𝐵𝐵 − 3𝐼𝐼 = 𝐼𝐼;   𝐴𝐴−1 · 𝐴𝐴 · 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴−1 · 𝐼𝐼;   𝐼𝐼 · 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴−1 ⇒ 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴−1. 

 Para 𝑎𝑎 = 3 ⇒ 𝐴𝐴 = �
3 3 0
2 4 2
7 0 −6

�. |𝐴𝐴| = −72 + 42 + 36 ⇒ |𝐴𝐴| = 6. 

𝐴𝐴𝑡𝑡 = �
3 2 7
3 4 0
0 2 −6

�.    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴.𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴𝑡𝑡 =

⎝

⎜⎜
⎛
�4 0
2 −6� − �3 0

0 −6� �3 4
0 2�

− �2 7
2 −6� �3 7

0 −6� − �3 2
0 2�

�2 7
4 0� − �3 7

3 0� �3 2
3 4� ⎠

⎟⎟
⎞

= 

= �
−24 18 6
−30 −18 −6
−28 21 6

�. 𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴.  𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐴𝐴𝑡𝑡

|𝐴𝐴| =
�
−24 18 6
−30 −18 −6
−28 21 6

�

6
 ⇒ 

 𝑿𝑿 = 𝑨𝑨−𝟏𝟏 = �
−𝟒𝟒 𝟑𝟑 𝟏𝟏
−𝟓𝟓 −𝟑𝟑 −𝟏𝟏
−𝟏𝟏𝟏𝟏𝟑𝟑

𝟕𝟕
𝟐𝟐 𝟏𝟏

�. 
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Problema 6: 

6º) La imagen adjunta muestra dos paredes perpendiculares 
de una sala representadas en unos ejes de coordenadas, de 
manera que una parte es el plano 𝑦𝑦 = 0 y la otra parte es el 
plano 𝑥𝑥 = 0. 

En el punto 𝐴𝐴(2, 0, 2) queremos colgar un altavoz que debe 
estar conectado a un equipo de sonido, que está situado en 
la otra pared, en el punto 𝐵𝐵(0, 2, 1). La conexión entre A y B 
la haremos mediante un cable que pase por el punto 
𝐶𝐶(0, 0, ℎ), situado en la recta vertical de intersección de las 
dos paredes. Debido a que la calidad del sonido depende, 
entre otros factores, de la longitud del cable que une los dos aparatos, queremos realizar una instala-
ción con el mínimo de cable posible. 

𝑎𝑎) Compruebe que la longitud total del cable necesario, en función de la altura ℎ por donde debe pasar 
el cable en el eje vertical 𝑂𝑂𝑂𝑂, viene dado por la siguiente expresión: 

𝐿𝐿(ℎ) = √ℎ2 − 4ℎ + 8 + √ℎ2 − 2ℎ + 5. 

𝑏𝑏) Calcule las coordenadas del punto C por donde ha de pasar el cable para que la longitud del cable 
sea mínima. Calcule la longitud mínima del cable. 

Solución: 

𝑎𝑎)  𝐿𝐿(ℎ) = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐶𝐶𝐶𝐶 ⇒ �
𝐴𝐴𝐴𝐴 = �(0 − 2)2 + (0 − 0)2 + (2 − ℎ)2

𝐶𝐶𝐶𝐶 = �(0 − 0)2 + (2 − 0)2 + (1 − ℎ)2
� ⇒ 

⇒ √4 + 4 − 4ℎ + ℎ2 + √4 + 1 − 2ℎ + ℎ2 = √ℎ2 − 4ℎ + 8 + √ℎ2 − 2ℎ + 5. 

𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸𝑸 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒒𝒒𝒒𝒒𝒒𝒒 𝑳𝑳(𝒉𝒉) = √𝒉𝒉𝟐𝟐 − 𝟒𝟒𝒉𝒉 + 𝟖𝟖 + √𝒉𝒉𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝒉𝒉 + 𝟓𝟓. 

 

𝑏𝑏)  Para que la longitud sea mínima es condición necesaria que se anule su primera derivada: 

 𝐿𝐿′(ℎ) = 2ℎ−4
2·√ℎ2−4ℎ+8

+ 2ℎ−2
2·√ℎ2−2ℎ+5

= ℎ−2
√ℎ2−4ℎ+8

+ ℎ−1
√ℎ2−2ℎ+5

= 0 ⇒ 

⇒ ℎ−2
√ℎ2−4ℎ+8

= −ℎ+1
√ℎ2−2ℎ+5

;   ℎ
2−4ℎ+4

ℎ2−4ℎ+8
= ℎ2−2ℎ+1

ℎ2−2ℎ+5
;    

(ℎ2 − 4ℎ + 4)(ℎ2 − 2ℎ + 5) = (ℎ2 − 4ℎ + 8)(ℎ2 − 2ℎ + 1);  

ℎ4 − 2ℎ3 + 5ℎ2 − 4ℎ3 + 8ℎ2 − 20ℎ + 4ℎ2 − 8ℎ + 20 =  

= ℎ4 − 2ℎ3 + ℎ2 − 4ℎ3 + 8ℎ2 − 4ℎ + 8ℎ2 − 16ℎ + 8;  

−20ℎ − 8ℎ + 20 = −4ℎ − 16ℎ + 8; −28ℎ + 20 = −20ℎ + 8;   12 = 8ℎ ⇒ ℎ = 3
2
. 

 La longitud del cable es mínima cuando ℎ = 3
2
⇒ 𝐶𝐶 �0, 0, 3

2
�. 

 Para ℎ = 3
2
⇒ 𝐿𝐿�32� = ��3

2
�
2
− 4 · 3

2
+ 8 + ��3

2
�
2
− 2 · 3

2
+ 5 = 

𝑍𝑍 

𝑋𝑋 

𝑌𝑌 

𝑂𝑂 

𝐶𝐶 𝐵𝐵 
𝐴𝐴 
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= �9
4
− 6 + 8 + �9

4
− 3 + 5 = �9

4
+ 2 + �9

4
+ 2 = 2 · �9+8

4
= √17. 

𝑳𝑳𝑳𝑳 𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍𝒍 𝒎𝒎í𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏𝒏 𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅𝒅 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒆𝒆𝒆𝒆 𝑳𝑳 = √𝟏𝟏𝟕𝟕 𝒎𝒎. 
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