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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO
CURSO: 2022-2023
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES
Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar calcu-
ladora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacioén.
Responeu a QUATRE de les sis glieslions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
[er i per qué.
Cada giieslio val 2,5 punis.
Podeu ulilitzar calculadora, perd no es permelt is de calculadores o alires aparells que poden
emmagalzemar dades o que poden lransmelre o rebre informacid.
Podeu ulilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a [er esquemes, esborranys, elc., o
per a acabar de respondre a alpuna giiestié si necessilen més espai. En aquesl dllim cas, cal que
ho indigqueu darament al final de la pagina de la giieslié corresponent.

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos.

1. Calculeu els coelicients a, b, ¢ i d de la [luncid f{x) = ax’+ bx* + cx + d si sabem que l'equa-
cit de la recla langenl a la grafica de la funcio fen el punt dinflexio (1,0) és y=-3x+31i
que la funcid 1€ un extrem relaliu en el punt de la grifica d’abscissa x=0.

[£.5 puntz]

2. Considereu les dues matrius segiients:

2 -3 _5 3 2 0

A=| =1 4 5 Be| -1 =1 0

1 -3 -4 1 2 1

&

a) Calculeu les matrius A-BiB-A.
[1.5 punts]

b) Siguin CiI»dues matrius quadrades del maleix ordre que satislan C- D=CiD-C=D.
Comproveu que les dues malrius, Ci D, son idempolents.

[1 punt]
Nota:  Una matriu quadrada s'anomena idempotent si coincideix amb el seu qua
drat.
x-1, six=s2
3. Sigui fx)=d la funcié derivada d'una funcié derivable f{x) que passa

—, six=2
x=1
pel punt A =1(0, 3).
a) Calculeu la funcié flx).
[1.5 punts]
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Calculeu I'equacié de la recta langenl a la [uncié ['(x) en el punt d’abscissa x=13.
[1 punt]

4.  Sigui el sistema d'equacions lineals segtient, que depén del parametre real A:
X+2Ay+(2+A)z=0
(24 A)x+ y+ 2iz=3
2Ax+{2+ A)y+z=-3
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre A.
[1.25 punts]

b) Per al cas A = -1, resoleu el sislema, inlerpreteu-lo geomélricamenlt i identiliqueu-ne
la solucid.
[1,25 punts]

5. La Nuria 1€ un jardi rectangular i vol ler-hi un tan- :
cal (reclangular o quadrat) de 8 m* per al seu pos. :
Ha pensal de posar el lancal tocanl al mur del jardi, - i
lal com es mosira a la figura de la drela, per estal-
viar-se aixi un dels qualre coslals.
El preu de la tanca que vol ler servir és de | Jardi
2.5E/m.
@) Quines dimensions ha de lenir el lancal perqué el cosl sigui minim? Quin és aguesl
cosl minim?
1,75 punts)

b) Si manleniu la lorma reclangular o quadrada del tancal i [eu que un dels vérlexs del
jardi coincideixi amb un vértex del lancal, quants euros us podeu estalviar? Raoneu
com posarieu el lancal i justiiqueu amb cilculs malemalics les dimensions de la vos-

tra proposta.
[0.75 punts]

6. Siguin els plans m, i m, delerminals respeclivament per les equacions m:x+y=3 i
MuX-Z=-2.
a) Trobeu l'equacié general (Ax + By + Cz+ D=0) del pla m,, que és perpendicular a m, i
T, 1 que passa pel punt P=1(4,1,2).
[0.75 punts]

b) Sigui rla recla d'inlerseccio de , i m,. Calculeu l'equacié veclorial de la recta r.
0,75 punts]

¢) Calculeu el punt ) de la recla r que és més a prop del punt P.
[1 pumnit]
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS CONVOCATORIA ORDINARIA DE JUNIO

1. Calculeu els coelicients a, b, ¢ i d de la [uncié fTx) = ax’ + bx’ + cx + d si sabem que I'equa-
cit de la recla langenl a la grafica de la funcio fen el punt dinflexié (1,0) és y=-3x+31i
gue la funcid 1€ un extrem relaliu en el punt de la grafica d’abscissa x=10.

[2.5 puntz]

Resolucia:

Si calculem les funcions derivades successives tenim:

fix) = 3ax?+ 2bx + ¢, [f"(x) = 6ax + 2b

Si anem traduint en termes de 7i  les condicions de I'enunciat obtenim:

* fpassaper(10) = f{(l)=0 —= a+b+c+d=0 (eguacio)
*{1,0) és un punt d'inflexio - ({13 =0 —= 6a + 2b = 0 (egquacid2)

* El pendent de latangentenx =17 ésiguala-3 - f' (1) = -3 -
Ja + 2b + ¢ = —3 (equacid 3)

*fteunextremenx = 0 —» f(0) = 0 — c=0 (equaciod)

Resolent el sistema format per les equacions (1), (2), (3)i (4). obtenim la solucio al
problema |r1 =1Lk =-3¢c =04d = E|.

Pautes de correccio:

0.5 punts per la traduccio de cadascuna de les quatre condicions.

0.5 punts per la resolucio final del sistema.
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2. Considereu les dues matrius segiients:

2 -3 _5 3 2 0
A=| -1 4 5 B=| -1 -1 0
| -3 —4 1 2 1

a) Calculeu les matrius A-BiB-A.
[1.5 punts]

b) Siguin CiD dues matrius quadrades del maleix ordre que salislan C- D=CiD-C=D.
Comproveu que les dues malrius, Ci I, s6n idempolents.

[1 punit]
Nora: Una matriu quadrada s'anomena idempolent si coincideix amb el seu qua-
dral.
Resolucio:
a)

2 =3 -5 2 2 0 2 -3 -
A-BE=|-1 4 5/-{-1 -1 a|l=1-1 4 & |=4
1 -3 -4 1 2 1 1 —3 -—
2 2 0 2 -3 - 2 2 0
B-A4= (—1 —1 U) . (—1 4 54) = (—1 -1 ﬂ) =B
1 2 1 1 -3 - 1 2 1
Observacio: |a resolucio es donara per bona encara que no apareguin els calculs

intermedis.

b} Sabemque (=) C-D=C 0 {(+==)D.-C=D

E*:E-EE[E-D}-EzE-{D-C‘}(ﬁ}c-ﬂ

LIl

Ll
L
L

DE:D-DE (D-€)-D=D-(C-D)=D-C=D
&) “E

I, per tant, efectivament les dues mafrius € i D s0n idempotents.
Pautes de comeccio:
a) 0,75 punts pel calcul del producte A-B.

0,75 punts pel calcul del producte B-A.

b} 0,5 punts per la comprovacio que la matriu C és idempotent.

0.5 punts per la comprovacio que la matriu D &s idempotent.
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x-1, six=2
3. Sigui fx)=d S la funcié derivada d'una funcié derivable f{x) que passa
_ 4 =2
- %
pel punt A =(0,3).
a) Calculeu la funcid fix).
1.5 punts]

b) Calculeu 'equacio de la recta langenl a la [uncid ["(x) en el punt d’abscissa x=13.

[1 pun]
Resolucia:
Jix—1)dx six<2 12 3k sixe?
a) Integrant f(x :{ 1 ) - f(x :{hﬂl
1t Jdx six=2 7t lx—1]+k six=2

Trobem els valors de les constants & 1 &%
* f{x) pasza pel punt 4 = (0,3, per tant, %D’ —0+k=3-=k=3.

* Com que f(x) és derivable, llavors és continua, aixi gue ho és en el punt
d'abscissa 2 i, per tant, els limits laterals de la funcio f(x) en 2 han de coincidir:

1
523—2+3:]n|2—1|+k“

k' =3

T - i

. . -x~—x+3 < 2

Per tant, la funcio f(x) sara |f(x) = 2 * * SEEZ
|x—1|+3 =zix>2

Obzarvacid: es puntuard per igual 1 expressic In|x — 1| que | expressis In(x — 1).
Apliquem 1'equacio de la recta tangent 2 una funcié g(x) en el punt d’absciz=a a:
y—gla) =g'(a)-(x —a)

) r—1 six<2
Aralafuncioes ffésgix) =4 1 iy 1g =3

x—1

Cal trobar g"(x), g'(3) 1 g(3):

1 six <2 1 1
’ — — -1 r R I
.ﬁ'{r}—f{ﬂ—{ ixwa2: 90@= T 9{3}—3
(x—1)?
1_ 1 gy Llyo 1.8
¥YTaT Ty W YTy
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4. Sigui el sistema d'equacions lineals segient, que depén del parimetre real A:
X+2Ay+(2+A)z=10
(24 A)x+y+2ir=3
2Ax+{2+A)y+z=-3

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre 1.
[1.25 punts]

b) Per al cas A = -1, resoleu el sislema, inlerpreleu-lo geométricament i identifiqueu-ne
la solucio.
[1.25 punts]

Resolucia:

a) Estudi del sistema d'equacions lineals segons els valors del parametre 1.
. 1 21 2+4 0

MM = (2 +4 1 ¥ 3)
—3

24 2+ 4 1
Calculem el determinant de |a matriu del sistema i estudiem per a quins valors el
determinant ='anul-la.

1 24 2+4
2+ 4 1 24
24 2+4 1

=93 +9=9(1%+1)

Cuan resolem Fequacio 301 + 1) = 0, obtenim 2* = —1idagui 1 = —1.
Per tant, tenim dos casos a discutir.

CASE A+-1

Com gque || £ 0, aleshores Rang M = 3 = Rang M = Nombre d'incoznites.

En virtut del feorema de Rouché-Frobenius, es fracta d'un sistema compatiblel
wdeterminat (SCD) i, per tant, el sistema té una Unica solucia)

o
3
—3

Com gue || = 0, aleshores Rang M < 3, pero en tenir |1 _12| =1+3=3%F0,

CASIl: A=-1

of1 -2 1
;H|M'= 1 1 -2

-2 1 1

aleshores Rang M = 2.

i -2 0
D'altra banda, =i crlem Fanterior menor, | 1 1 3|=—3+12—-3—5=0, per
-2 1 -3

tant, Rang M=z

Aleshores, com que Reng M = 2 = Rang M < Nombre d'inchgnites = 3, €5 fracta d'un
lsistema compatible indeterminat (SCI) amb 1 (3-2) grau de IIihertaﬂ.

Obszervacio: de forma alternativa, el primer determinant es podria haver calculat
utilitzant les propietatz dels determinants.
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1 21 2+4 1 24 2+ 1 21 2+4
2+1 1 24 |z |2+4 1 21 |=(2+38)|2+421 1 22
22 2+1 1 l#lz+31 3+31 3+31 1 1 1
1 21 244
=301+ 2+1 1 21 |=301+EE2-31+3)=9(1+ (A2 —-1+1)
1 1 1

() Sumant a la tercera fila lez duss primeres files.
b)
Estudiem el cas 4 = —1.

Sabem que es tracta d’un SCI amb un grau de llibertat i el menor d'ordre 2 no nul
indica les equacions i les incognites que ens hem de quedar

x—2y = -z
r+y = 3+2=z

Ara podem resoldre aplicant el métode de Cramer

_ afzz _12|_35+5_
= |1 _2| =3 ==s+2
1 1
_1 3;525|_3+35_
= |1 —2| =73 ~°
1 1
SDIUEiIfIZlI:x=5+2. =z+1, 5parémetne}|

Interpretacid geométrica: cadascuna de les equacions és un pla a R3. El fet que Ia
solucid tingui un grau de libertat ens indica que aquests tres plans es tallen en una
recta, que és la formada per punts de la forma (z + 2,z + 1, z).

Comque (z+ 2,2+ 1,2) =(2,1,0) + =(1,1,1), |a recta interseccio s la que passa pel
punt {2,1,0) i t& vector director (1,1,1).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

5. La Nuria L€ un jardi rectangular i vol ler-hi un tan- :
cal (reclangular o quadral) de 8 m* per al seu gos. :
Ha pensal de posar el lancal tocant al mur del jardi, !
lal com es moslra a la ligura de la drela, per eslal-
viar-se aixi un dels qualre coslals.
El preu de la tanca que vol ler servir és de | Jardi
256/ m.
@) Quines dimensions ha de lenir el lancal perqué el cosl sigui minim? Quin és aquesl
cosl minim?
[1.75 punts]

b) 5i manleniu la [orma reclangular o quadrada del tancal i leu que un dels vértexs del
jardi coincideixi amb un vértex del lancal, quants euros us podeu estalviar? Raoneu
com posarieu el lancal i justiliquen amb cilculs matemitics les dimensions de la vos-

tra proposla.
[0,75% punts]

Resolucia:

&) El tancat té forma de rectangle. Anomenem x a la base del rectangle i ¥ a Faltura.
Sabem que Farea del tancat és 8 m®, per tant. podem escriure:

r-y=8
Alllant tenim que » = f_.

El cost del tancat és ©(x, 3) = 2,5 - (Zy + x). Subsfituint obtenim:

2
E(I}:E,E.(g§+x):2'5_(lﬁ +=x )

x

Per calcular el cost minim, calcularem els extrems relatius de la funcio ©(x), a partir de
la primera derivada i igualant-la a O

) 2r-x—(16+x%)-1 x?—18
C(x)=25- e =2.5- =
% — 16
25 - o7 =0
x=+2

Pel context del problema, només t& sentit la solucid positiva. Per comprovar sien x =
4 hi ha un minim, calculem la segona derivada | observem el signe:

2x¥ — (2x® — 32x) 32
5. ( =2,

- .

x3

2:-:2—(1'!—163-21'
xd

C'x)=25- (

t:"'

Com que £°(4) = 0, en x = 4 hi ha un minim.

Per tant, les dimensions del tancat seran de |¢_1 mde bazei2m d'atturﬂ.
. 15+4%

El cost sera: C(4) = 2,5- [ - } =[20£]
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b} Per estalviar amb la tanca, podem posar el tancat a una cantonada del jardi:

TARCAT PR L 05

-

JARDI

Ara podem reproduir els calculs fets a 'apartat 2, amb la nova situacia.

En aquest cas, el cost del tancat és C(x.») = 2.5 - (v + x). Com que ¥ = E:

£z} =2,5- (§+x):3_5 . (E -;x!)

Calculant la primera derivada i igualant-la a 0:

—_ ) . E_
C'{x}:E,E-(EI-I s+x%) 1)=2’5.(1’ s)

x? 2

= —8
2,5 - ) =0

r=+E=+2/2 2383

Analogament, I'Onica solucid que té sentit &z |la positiva. Per comprovar si en x = 242
hi ha un minim, calculem la segona derivada i observemn que el seu signe &s positiu:

1'3

2x-x?—(x*—8)-2x 2x% — (2% — 16x 16
E‘”Ez}:Z.E-( {¢ ) )—2,5-( {. ) i

x x

Com que ¢"(2+/2) > 0, en hi ha un minim.

L'attura del tancat serd |y = aifi =2J2|

Per tant, el tancat tindra forma guadrada de costat 242 = 2,83 m.

En aguest cas el preu minim sera

z
C(2v2) :2,5-(%) =25 -3%:2.5-245 =1414€

Per tant, tindriem un estalvi de 20 —14,14 =
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6. Siguin els plans m, i m, delerminals respeclivament per les equacions m:x+y=3 i
Mpx-z=-2
a) Trobeu l'equacié general (Ax + By + Cz+ D=0) del pla m,, que és perpendicular a m, i
T, 1 que passa pel punt P=1(4,1,2).
[0.75 punts]

b) Sigui rla recla d'inlerseccit de m, i m,. Calculeu l'equacio veclorial de la recta r.
0,75 punts]

¢) Calculeu el punt ) de la recla r que és més a prop del punt P.
[1 pumnit]

Resolucia:

@) Com que el pla buscat s perpendicular a m, i 75, els seus vectors directors seran
els vectors normals de m, im,: ﬁ =110} i:FzJl ={1.0,—1).

Trobem l'equacio general del pla amb vectors directors E i :,_2' i que passa pel punt P =
i(4,1,2], en qué X(x, v, =) & un punt genéric del pla:

x—4 1 1
y—1 1 0|=0-=|x—y+z—-5=0|
z—2 0 -1

+y=
g =

b} Busquem la solucio del sistema {: 2. Alllant obtenim:

¥=3-
=2

s —}.5‘1::_.? tenim: {;_3 A

ge=24+4

La recta buscada en forma vectorial es:

Ir:(x,y.5) = (0,.3,2) + 1-(L,-L1),A € R

cl

Trobem lequacio del pla perpendicular a la recta » i que passa pel punt F. Aquest és el
pla que ens han demanat en lN'apaata. x— vy +z—-5=10.

En cas que no ens adonem que ja tenim el pla d'un apartat anterior, aguest pla tindra
com a vector normal el vector director de la recta. Per tant, sera de la forma:

x—y+z+D=0
Imposem que P estigui contingut enelpla: 4 —14+2+2 =0 - D = —5.

Ara hem de calcular el punt de tall de la recta L i el pla:

r=4
y=3—-dix—y+z=5=A1-(3-1+(2+=5—=i=2
z=24+1

Substituint 4 = 2 en les equacions paraméatriques de |a recta obtenim el punt -
e=19)

De forma alternativa:
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El punt @ &= la projeccio ortogonal del punt 7 sobre I1a recta r. ja que s el punt que
estd a menor distancia de P

Sigui @ un punt genéricdelarectar: @ = (L3 - 42+ )i 7 = (1.—11) el vector
director de L_

Per la condicid d'ortogonalitat tenim queﬁ =
(—a+12-1L3)-(L,-11)=0—=—-4+Ai—-2+i+i=0—=i=2

Substituint 1 = 2 al punt genéric ¢ obtenim les coordenades del punt: [@ = (2,1, 4)]

Pautes de comeccio:
a) 0,25 punts pels vectors directors.
0,25 punis per indicar com trobar el pla.
0,25 punts pel calcul de lequacio.
b} 0,25 punts per formular la resolucio del siztema.
0,5 punts per trobar I'equacio.
c) 0,25 punts per indicar que el punt buscat és la projeccio orfogonal.
0,25 punts pel punt genéric [ per plantejar el sistema entre el pla i la recta.
0,25 punts pel producie escalar / per resoldre el sistema.

0,25 punts per trobar el punt.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2022-2023
MATEMATICAS II
INSTRUCCIONES GENERALES

Responde a CUATRO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique siempre qué desea hacer y por qué. Puede utilizar
calculadora que no puedan almacenar, transmitir o recibir informacién.
Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. Siguin A= 2 1 , B= 2 -l i la matriu identitat d’ordre dos I = L0 .
3 2 2 01

a) Comproveu que (A -2I)*=3L
[0,5 punts]

b) Utilitzant la igualtat de I'apartat anterior, trobeu la matriu inversa de la matriu A en
funcid de les matrius A i I, i comproveu que coincideix amb la matriu B.
[1,25 punts]

¢) Calculeu la matriu X que satisfa la igualtat A - X =B.
[0,75 punts]

Problema 2:

8 [ =

2. Sigui la funcié f(x)=

a) Calculeu 'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid f en el punt d’abscissa
x=2.
[0,75 punts]

b) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid fen el punt d’abscissa
x =k, en que k és un nombre real positiu.
[0,75 punts]

¢) Comproveu que, tal com es pot veure en la figura de sota, la recta de I'apartat b deter-
mina un triangle d’area constant amb els semieixos positius de coordenades. Calculeu

aquesta area.
[1 punt]
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Problema 3:

2x+y=1+z
3. Sigui el sistema d’equacions lineals ymy+z=2-x , en qué m és un nombre real.
mz+3=3x+y

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre m.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema, si té solucio, per al cas m=1.
[1,25 punts]

Problema 4:

4. Sigui la funcio f(x) definida per f(x) = -3x + €.
a) Justifiqueu que f(x) =2 té una solucié en l'interval (-1, 0).
[1,25 punts]

b) Sigui la funcié h(x) = -3x> + €* ', Calculeu I'area de la regi6 compresa entre les grafi-
ques de les funcions f(x) i h(x).
[1,25 punts]

Problema 5:

5. Siguin r, i r, les rectes definides per r: x- 1=y =-z i per r,: x=y =z, respectivament.
a) Calculeu 'equacio parameétrica de la recta que talla perpendicularment les rectes 7, i
Iy
[1,75 punts]

b) Calculeu la distancia entre r, i r,.
[0,75 punts]

Problema 6:

6. Volem construir una peca metallica que tingui per seccid un trapezi isosceles amb la
base superior tres vegades més llarga que la base inferior. Els altres costats del trapezi fan
10 mm, tal com podeu observar en la figura segiient:

3x

10 mm 10 mm

X

a) Expresseu I'altura del trapezi en funcié de la longitud x de la base inferior.
[0,5 punts]

b) Calculeu la longitud de la base inferior del trapezi de manera que I'area de la pega
sigui maxima i trobeu el valor d’aquesta area maxima.
[2 punts]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. Siguin A=
3 2 1

21 ), B=( 2 _21 ] i la matriu identitat d’ordre dos I=( (1) 0 )

a) Comproveu que (A -2I)*=3L
[0,5 punts]

b) Utilitzant la igualtat de I'apartat anterior, trobeu la matriu inversa de la matriu A en
funcié de les matrius A i I, i comproveu que coincideix amb la matriu B.
[1,25 punts]

¢) Calculeu la matriu X que satisfa la igualtat A - X =B.
[0,75 punts]

1. Resolucio:

Z 2
o@-27 =[5 -G N =G o) =G oG o= 3)=2
b)(A—2DN*=3] & A2 —4A+41 =31 & A> —4A = —] & 4A — A% = | i traient
factor comi d’A: (4 —A)-A=1 &[4t = 4] — 4]

Ao wdk By FE LN R —I§_
Sl A_(O 4) (3 2)_(—3 2)_8
c) De A - X = B, aillant la matriu, multiplicant per la inversa d’A per I’esquerra:
A1 (AX)=A"'-B,com At =B, (A"1-A)X=B-B o[X = B?]

s (—23 _21) ' (—23 _21): (—712 _74)
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Problema 2:
- : » 1
2. Sigui la funcio f(x)=—.
s

a) Calculeu I'equacio6 de la recta tangent a la grafica de la funcio f en el punt d’abscissa
x=2.
[0,75 punts]

b) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica de la funcid fen el punt d’abscissa
x=k, en que k és un nombre real positiu.
[0,75 punts]

c) Comproveu que, tal com es pot veure en la figura de sota, la recta de 'apartat b deter-
mina un triangle d’area constant amb els semieixos positius de coordenades. Calculeu
aquesta area.

[1 punt]

2. Resolucio:

) f@) =Y [f@="1Y.

Punt per on passa larecta, (2, f(2)) = (2, 1/2)
Pendent de larecta = f'(2) = _1/4

1 -1 -1 11
y-3=(3) -2 = y=Ta+i+]

Per tant, la recta tangent és |y = -Tlx +1

D f@=Yy f@="1.
Punt per on passa la recta, (k,f(k)) = (k , 1/k)
Pendentdelarecta = f'(k) = _1/k2

1 -1
yv=i=@- - = y=i-g
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Per tant, la recta tangent ¢s |y = ;—;x +

2
el

c¢) Calculem el punt de tall de la recta tangent y = % - ki amb [’eix d’abscisses:

2

= 2_x
{y ok 0k2 Tall amb 1'eix d'abscisses = (2k, 0)
y —
Punt de tall de la recta tangent y = ;—f + % amb [’eix d’ordenades:
- 2_Xx 2
{y Tk k2 Tall amb l'eix d’ordenades = (0, —)
k
X = 0
. _ 1 2
Area del triangle = 5 2k - i 2 u?

El triangle té area constant igual a 2 unitats de superficie, per a qualsevol valor del
parametre £.
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Problema 3:

2x+y=1+z
Sigui el sistema d’equacions lineals ymy+z=2-x , en qué m és un nombre real.

mz+3=3x+y

a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre m.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema, si té solucio, per al cas m=1.
[1,25 punts]

3. Resolucio:

2x+y—z=1
a) El sistema en la forma normal és { x +my + z = 2 . Calculem el determinant de la
3x+y—mz=3
matriu dels coeficients:

2 1 -1

[Al=]1 m 1|=(C2m*-1+3)—(-3m—-m+2)= -2m?*+4m=
3 1 —-m

2Zm(2—m)

[Al =0 - m = 0im = 2, son els valors a tenir en compte en la discussio.

Tenim tres casos a discutir:
e Sim+#0im=+ 2, comel rang(4) =3 [|4| # 0] =rang(4”) =
nombre d’incognites, tenim un SCD (Sistema Compatible Determinat).
Solucio unica.

e Sim = 0, per Gauss obtenim:

2 1 11\ f2/1 0 1:2 1 0 12
A=1 0 1:2|~fA12 1 -111]|~2fi—-frl0 -1 33|~
31 0:33/ fb\3 1 0:3 3fi—f; \0 —1 3i3

1 0 1i2
~ 0 —1 3i3
=/ \0 0 00

rang(4) = 2 =rang(4”) < 3 = nombre d’incognites.

Per tant, es tracta d’un SCI (Sistema Compatible Indeterminat) amb (3 —2 = 1) un
grau de llibertat. Infinites solucions que depenen d’un parametre.

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

e Sim = 2, per Gauss obtenim:
2 1 -1\ fay/1 2 132 1 2 1:2 1 2 1:i2
(1 2 1 52) ~f1 (2 1 —151) ~2hH—f2 (O 3 353)~ f3/3 (0 1 1i1 )
3 1 -=2:3/ f3\3 1 -=2i3 3fi—fz:\0 5 5:3/ 3fz-5\0 0 0i—6

rang(A) = 2 # rang(A") = 3 = SI (Sistema Incompatible). No hi ha solucié|
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b) Sim = 1, quan substituim en el sistema obtenim:

A*
2 1 —-1:1\ fa/1 1 1132 1 1 1:2 1 1 1:2
=(1 1 152)~f1(2 1 —151)~2f1—f2 (0 1 353)~ (0 1 353)
3 1 —-1:3/ f3\3 1 -—-1:3 3i—fz N0 2 4:i3 fz=2f\0 0 —-2i-3
3+3 P
x—=-+=-= —
xX+y+z=2 2 32 yi_3/2
— 4 y+3z=3 —){y+3.§=3—) 3
2z=13 =_
Z _E Z 5
\ 2_2
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Problema 4:

Matematicas Il. Curso 2022 — 2023.
Comunidad Auténoma de CATALUNA

4. Sigui la funcio f(x) definida per f(x) = -3x + &>,
a) Justifiqueu que f(x) =2 té una solucié en l'interval (-1, 0).
[1,25 punts]

b) Sigui la funcié h(x) =-3x*+e* . Calculeu I'area de la regié compresa entre les grafi-
ques de les funcions f(x) i h(x).
[1,25 punts]

4. Resolucio:

a) Que I’equacio f(x) = 2 tingui alguna solucio és equivalent que la funcio g(x) =
f(x) — 2 tingui algun zero.

La funcio g(x) és una funcid continua a I’interval [—1,0], ja que és suma de dues
funcions continues (una funcié polindmica -exactament una funcid lineal- i una funcio
exponencial).

D’altra banda podem comprovar que
g1 -g(0)=@B+e32-2)0+et-2)=1+e (et -2)<0,
per tant podem aplicar el teorema de Bolzano i afirmar que la funcid té un zero a

I’interval (—1,0).

b) Calculem els punts de tall entre les dues funcions:

f(x) = h(x)
—3x + 82x3—1 = —3x2 + er3—1
—3x = —3x2

—3x+3x2=3x(x—1)=0

Hi ha, per tant, dues solucions: x = 01ix = 1.

A=

f ) - () d f (= 352 4 e2'1) - (=3 4 £2'1)) ] =

21

=|f01(—3x2+3x)dx|=|[—x3+3% = %u .

0

Observacio: També es pot comprovar que la funcio h(x) esta per sobre de la funcio [(x) a

linterval (0,1) i calcular directament 1’area amb A = fol(h(x) — f(x)) dx.
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Problema 5:

5. Siguin r, ir, les rectes definides per r;: x— 1=y=-z i per r,: x =y =z, respectivament.
a) Calculeu I'equaci6 parametrica de la recta que talla perpendicularment les rectes r, i
Ty
[1,75 punts]

b) Calculeu la distancia entre r, i r,.
[0,75 punts]

5. Resolucio:

a) A partir de les equacions continues de I’enunciat podem escriure les rectes r; i 72 en
forma vectorial i paramétrica:

r:(x%y,2)=(1,00+2(1L-1)=(1+ 1,14,—-41)
T2t (x,y,z) = (0,0,0) +# (1!11 1) = (,u,u,,u)

Un vector qualsevol A;A, formaten prendre A; € ri, A, € »» vindra expressat en
termesde AjA, = (u—A—1, u—A4, p+A1)ambyu 1 €R.

La recta que passi per 4, 1 A, tallara r, i, perpendicularment si el vector A; A, és
perperndicular als vectors directors de cada recta, és a dir si es compleixen les
condicions segiients:

AIAZJ- (111!_1) - (ﬂ—_ﬂ,_l,ﬂ_l,#‘l'ﬂ-)'(l,l,_l) = 0
A, L (1,1,1) » (u—=A—-Lu—Au+2)-(1,1,1) = 0.

Efectuant els dos productes escalars les condicions anteriors es converteixen en el
sistema d'equacions:

u—31—-1=0
3u—A1—1=0
Si a la segona equaci6 li restem 3 vegades la primera obtenim 84 = —2 i per tant

A= —71, 1 quan substituim en la primera obtenim g =1+34=1 —z = %.

S ; ; 3. =0 i 111
Aixi els punts respectius de cada recta son: 4; = (Z'T'Z) 14, = (E’Z'Z)'

La recta que uneix aquests punts és la perpendicular que talla totes dues rectes i

tindra vector director A; A, = (— %% 0) =~ (—1,1,0) i equaciod vectorial

( ) (1 11

» ’ z — T ’ T 2’ &
i 4’4’4
I, per tant, ’equacio parameétrica sera

( )—(1 1, 1) ba €R
xy,2) = (g-agtaz)amba

) + a(-1,1,0)
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b) Aplicant I’apartat anterior tenim que

2 2

d(rl,r2)=d(A1,A2)=||m||=\/(_71) +G) + 02 =%= gu.

Observacio: Amb independeéncia de [I'apartat a) aquest apartat b) es pot resoldre

aplicant sigui la formula general per a la distancia entre dues rectes o bé via la
distancia entre una recta i llur projeccio perpendicular sobre I’altra.
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Problema 6:

6. Volem construir una peca metallica que tingui per seccié un trapezi isosceles amb la
base superior tres vegades més llarga que la base inferior. Els altres costats del trapezi fan
10 mm, tal com podeu observar en la figura segtient:

3x

10 mm 10 mm

X

a) Expresseu l'altura del trapezi en funcio de la longitud x de la base inferior.
[0,5 punts]

b) Calculeu la longitud de la base inferior del trapezi de manera que I'area de la peca
sigui maxima i trobeu el valor d’aquesta area maxima.
[2 punts]

6. Resolucio:

a) A partir de la situacié exposada tenim el grafic segiient:

Pel teorema de Pitagores s’obté que x* + #* = 10, i per tant | h =100 — x2 |

b) L’area del trapezi és A(x) = (x + 3x)/2 - h = 2x V100 — x?

Per a trobar els candidats a valors que fan maxima aquesta area calcularem la funcio
derivada A’(x) 1 obtindrem les solucions de I’equacio A’(x) = 0.
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1
Ax)=2 -/100—x2 + 2x - ————— (—2%)
2 V100 — 2

—2x? 2(100 — x?) — 2x? 200 — 4x?
=2 - 4100 —x2+ = ( ) =
V100 — x2 V100 — x2 V100 — x2

_ 4(50 —x?)
V100 — x?

Per tant tindrem A’(x) = 0 quan 50 — x* = 0,ésadir x? = 50ix = +V50 =
+5V2 =+7°07

A partir del context de ’enunciat, ["unic candidat és el valor positiu x = v50 = 7°07
mm. Ara cal comprovar que amb aquest valor 1’area sigui maxima. Aixo es comprova
veient que per valors propers ’area és més petita:

A(7)=99°980

A(V/50) =2- /50 - V100 — 50 = 2-v/50 - v/50 =100

A(7°1)=99.9966

Per tant, el valor de la base petita que fa I’area maxima és de 5V2 = 7°07 mm i el valor
de I’area és 100 mm?

Observacio: Per a la comprovacié de la condicié de maxim es podria també fer servir,

alternativament, el comprovar que la derivada segona de la funcio area es negativa per

al valor x = \/50.
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