MATEMATICAS Il
Selectividad 2024

Comunidad autonoma de

ANDALUCIA

):__—H__Q),

=1
Textos Marea Verde

www.apuntesmareaverde.org.es

Autor: Antonio Menguiano

escuﬁu\ PMBLICA:
LN 1>6 T‘OD@S
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizaciéon del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno.
Se realizara Unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira el
gue aparezca fisicamente en primer lugar. Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con
capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de resultados
deben estar suficientemente justificados.

Problema 1:
BLOQUE A

1°) Sea la funcion continua f: (0, +0) — R definida por f(x) = Lx, donde L denota
la funcion logaritmo neperiano, y los puntos de su gréfica A(1,0) y B(e, 1).

a) Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a la
grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.

b) Determina la ecuacion de la recta normal a la grafica de f en el punto A.

Problema 2:

X-cosx—a-senx

2°) Considera la funcién continua f definida por: f(x) = { x3 .
b:-cosx—1si x>0

si x <0

Calcula los valores de a y b.

Problema 3:

BLOQUE B

x342

3°) Considera la funcion f, definida por f(x) = =
una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto P(0, 1).

para x # —1 y x # 1. Calcula

Problema 4:

4°) Halla la funcién f: R — R tal que f'"'(x) = x - cos x y cuya grafica pasa por los
puntos A ([],%) y B(m, 2m).
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Problema 5:
BLOQUE C
12 3
5% Considera la matriz A = (ﬂ 1 {}).
0o o0 1

) Calcula A%,

B) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A°XA + [ = 0, donde [ y O son la
malriz identidad v la matriz nula de orden 3, respectivamente.

Problema 6:

yv+z=1
6%) Considera el sistema < (k — 1)x +v + z = k.
x+(k=1)y+z=0
a) Discute el sistema segiin los valores de k.

b) Para k = 1 resuelve el sistema, si es posible. ;Hay alguna solucidn en la que y =
07 En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Problema 7:

BLOQUE D

7°) ) Halla el punto simétrico de P(2, 2, 1) respecto de larectar = [’; : i}’=+lz = 2_

b) Halla el dnico punto simétrico de (1, =1, —=3) respecto del plano 7 = x — 2y +
z+6=0

Problema 8:
8") Considera las rectas r = {

a) Estudia la posicidn relativa de r y s.

b} Calcula la ecuacion del plano paralelo a v y 5 que equidiste de ambas rectas.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
BLOQUE A

1°) Sea la funcién continua f: (0, +) — R definida por f(x) = Lx, donde L denota
la funcion logaritmo neperiano, y los puntos de su grafica A(1,0) y B(e, 1).

a) Determina, si existen, los puntos de la grafica de f en los que la recta tangente a la
grafica es paralela a la recta que pasa por los puntos A y B.

b) Determina la ecuacién de la recta normal a la grafica de f en el punto A.

Solucion:
a)
Los puntos A(1,0), B(e, 1) determinan el vector:
AB =0B — 04 =[(e,1) — (1,0)] = (e — 1, 1).

. =B 1
La pendiente del vector AB esm = —

La pendiente de la tangente de una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

f=-am=f(x)>-—=->x=e—1 f(x)=L(e—1).

El tinico punto que cumple la condicion pedida es: P[e — 1, L(e — 1)].

b)
La pendiente de la recta normal a la grafica de una funcién en un punto es inversa
y de signo contrario al valor de la primera derivada de la funcién en ese punto.

= = % = X. Para el punto A(1,0) => m' = 1.

La expresién de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
formula y — y, = m(x — x,), que aplicada al punto A(1,0) conm' = 1 es:

y—-0=1-(x—1)=x-—1.

Larecta normal pedidaesn=x—y—1=0.
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Problema 2:

X-COsx—a-sen x

2°) Considera la funcién continua f definida por: f(x) = { x3 :
b-cosx—1si x>0

si x <0

Calcula los valores de a y b.

Solucion:

La funcién f es continua en R, excepto para x = 0 cuya continuidad es dudosa;
se estudia a continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

. T X+Cosx—a-senx _ _E
x=0= xll’%l_f(x} B x? =50 =
linul+f(x) = lin%(b ccosx—1)=b—1=f(0)

X— X—

. . 1 1 2
= lim f(x) = lim f(x)=f(0)=—-—==b—-1,b=1—-==2b==,

x—0" x—0% 3 3 3

. X-COSX—a-Senx 0-cos 0—a-sen 0 0 .
(*) lim - = - =-= Ind.= {L'Hopital} =
x—=0 x 0 0
. l-cosx—x-senx—a-cosx cos0—0-sen0—a-cos0 1-0—a . .

= llm - = = Tiene que ser, necesdrida-

x—=0 3x2 3-02 0

mente, @ = 1; en caso contrario el limite seria infinito y la funcién no seria continua.

El valor del limite es el siguiente:

. X-COSsx—a-sen x . COSX—X:-Sén XxXx—CcosXx . —X-5en x 1 . s5en x
lim = lim =lim———=—-:1lim =
x—0 x3 x—0 3x2 x—0 3x2 3 x50 X
1 sen 0 1] . 1 . COSX 1
=—=- = —-= Ind.= {L'Hopital} > —-- lim =—-
3 0 0 3 xo0 1 3

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Autor: Antonio Menguiano
www.apuntesmareaverde.org.es

l‘_
Textos Marea Verde



— EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

BLOQUE B

3°) Considera la funcion f, definida por f(x) =
una primitiva de f cuya gréfica pase por el punto P(U 1).

Solucion:
F(x) = ff(X)dx = Jiztidx= f(x+;2+_21)dx =
=[x de+ [EE ax=Z+a=1 *
A=[5% drs =4 = N s S i o
=~_“;T}';==é}=>2m=3; N=2 M+i=1=M=-1

1

—f(_z + =2 )-dx=—%-L|x+1|+§-L|x—1|C=>

X+l x-1

= A= L/(“} +C.

Sustituyendo el valor de A obtenido en (*):

3 2
Fio) = [22 ax =%+ 1 |52+ c.

Por contener F(x) al punto P(0,1) es F(0) = 1.

FO)=1=>2< +L“m{}+11) +C=1 0+L1+C=1=>C=1.
2
F(x)=x?+L,(x =Ml Y
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Problema 4:

4°) Halla la funcién f:R — R tal que f''(x) = x - cos x y cuya gréfica pasa por los
puntos A (U,%) y B(m, 2m).

Solucion:

, _ U=x = du =dx
_,F{xj—jx-r:nsx.a'x:ﬁ{msx_dx:dv_'vzser!x}:’

= x-senx — [senx -dx= f'(x) =x-senx+cosx + C,.
Flx)=[f(x)-dx=[(x-senx +cosx +C,)-dx =

=[x-senx-dx+ [cosx -dx+ [C,-dx= f(x)=A+senx+ Cx. (%)

A=II-Senx-dx=1{ U =x-+du=dx ]=>
senx-dx =dvr — v =—cosx
=x-(—cosx)— [—cosx-dx=A=—x cosx+senx + C,.

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de A:
flx)=-x -cosx+senx+C, +senx+Cx=
= f(x) =2 senx —x-cosx + Cyx + Cz.

Por pasar por A (ﬂ,g) = f(0) = E:

fl0)=5=2-5en0—=0-cos0+C -0+ 0, =520 =7,

2
La funcidn resulia: f{x) =2-senx—x-cnsx+ﬂlx+§_
Por pasar por A(m, 2m) = f(x) = 2m:
flm) = Err=>2-senn—n-cusn+ﬁ1-ﬁ+g=2ﬁ;
2 Senm — - COST + E‘l-rr+§=2ﬁ; E-H—H'(—I}+C1-H+E=2H;

T+C - mH+E=2m 1+C, +-=2; €, =~
2z 2 2

flx) =2-senx—x-cnsx+§+§.

f(x}=§-{4-senr—21‘-msr+r+n}_
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Problema 5:
BLOQUE C

1
0

5% Considera la matriz 4 = (
0

=

@) Calcula A2"%%,

i ml=

)

b) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A°XA + 1 = 0, donde [ y O son la
matriz identidad v la matriz nula de orden 3, respectivamente.

Solucion:

b) Halla la matriz X, si es posible, que verifica A°XA +1 = 0, donde | y O son la
malriz identidad vy la matriz nula de orden 3, respectivamente.

a)
I 2 & /1 3
AE:A-A:([} 1 n)-(n 1
00 1/ \o D
L2 & /1 s
A3=J42-A=({} 1 n)-(a 1
00 1/ \p o
vas(o 3 o) (o
At=4%A=lo 1 o](o 1
00 1/ \p o0
1 %‘ % 1
Anz(ﬂ 1 ﬂ)z:’.qlﬂi-'!-:(n
00 1 0

b)

3 T 3 3
ol=(0o 1 ol
1 0o 0 1
i 1 3 3
o]j=(o 1 ol
1 0o 0 1
i 1 3 3
o]l=(o 1 ol
1 0 01
24 202 1 253 253
1 n)rrﬂm"':(n 1 n).
0 1 0 0 1

AL X-A+l=0; A X-A=0-1=-I;

(A% A2 X d A =0 =]==(4%)1 .. 471

=X =—(43)"1. 471 (M

B

[-X-1==(A%")1. 41>

Las inversas de A~ v (4%) 7! se obtienen por el método de Gauss-Jordan.

1 L 41 0 0 1 0 41 2 0
(AII):(D 1 o0 1 ﬂ)::-{f*‘l-vﬁ—ifr‘z}ﬁ(ﬂ 1 0jp 1 L‘r):
0o 0 10 0 1 0o 1o o 1
L0 0l 5 5 L5 =)
:{P]—rf-’l—éﬁfj}za(ﬂ- 1 olo 1 [}):A“:(ﬂ 1 0]
00 1o 0 1 0o 0o 1/
1 4 41 00 10 41 240
(A2|:)=(u 1 oo 1 ﬂ):b{h-rh——ff‘g}ﬂ(ﬂ 1 oo 1 ﬂ)=
00 1o 0 1 0 0 1lo o 1
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1 0 01 =< = X 1 = =
=R =FA-Fl=|0 1 00 1 o]=@)"=lo 1 o)
0o tlo o 1 00 1

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A~ y (42)~1:

1 X _t 1 X 2 1 & =
f:—AE—l.—lz_ 44I aaz_ BE &

(A7) -4 0 1 0 0 1 0 01 0=
0o 1 0o 1 0o 0 1
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Problema 6:

yv+z=1
6 Considera el sistema 4 (k — )x + v+ 2 = k.
x+(k=1y+z=0
a) Discute el sistema segiin los valores de k.

b) Para k = 1 resuelve el sistema, si es posible. ;Hay alguna solucidn en la que y =
07 En caso afirmativo, calcilala. En caso negativo, justifica la respuesta.

Solucion:

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 1 1 0 1 1 1
M=(k—1 1 1)yM'=(k—1 1 1 k)_
1 k=1 1 1 k=1 1 0

El rango de la matriz de coeficientes en funcidén del pardmetro k es el siguiente:

0 11 _
Ml=lk-1 1 1f=k-1+1-1-(k-1)—-(k-1)=0;
1 k-1 1

K2 =2k 1 =2k +2=0; k2—4k+3=0; k=2

VIe=1Z _ 4+4% _ 442
2 2 2

=24+1=k =1, k, =3.

Segiin el teorema de Rouché-Frobenius:

ki 1 _ ro_ _ "
Para {k - B}jﬂangm = Rang M =3 =n%incdg.= 5.C.D.
01 1 1
Fr:tmkzlz:hf’z({] 1 1 1)=1{F1=F2}=:- Rang M" = 2.
1 01 0

Parak =1= Rang M = Rang M' = 2 < n® incog.= 5.C. 1.

01 1 1
Farﬂk:H::-M’:(E 1 1 E)nHﬂngM‘:{El,Cz,E.;}:n
1 2 1 0
0o 1 1
=2 1 3|=4+3=1=6=x0=RangM" =3.
1 2 0

Parak =3 = Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.
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b)
y+z=1
Para k = 1 el sistema resulta y¥ + 2z = 1, que es compatible indeterminado y
x+z=0

y+e=1

equivalente al sistema {x L solucidn es la siguiente:

Solucibnex =1-A,y=1-Az=AYAER.

Existe la solucién en la que y = 0; basta con hacer A = 0:

Solucionnx =1, y=1,z=10.
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Problema 7:

BLOQUED

7%} a) Halla el punto simétrico de P(2, 2, 1) respecto de larectar = [’; : L;y:+lz - 2.

B) Halla el tinico punto simétrico de (1, —1, —3) respecto del plano m = x — 2y +
z+6=10.

Solucion:

a)

La expresidn de + dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

rs[r_zy+z=2=:-y=ﬂ=>z=—]+ﬂ; r=2+4+2y—-z=

y—z=1
x=3+4
=2+2A+1—1=:-x=3+1=:-r5{:;=,1 .
==14+4
Un vector director de res v, = (1,1, 1).

El haz de planos perpendicularesares f = x+y+z+ D =0.

El plano & € f que contiene al punto P(2, 2, 1) es el que satisface su ecuacion:

ﬁEx+}-+z+D=ﬂ] e P — e = e —
P(2.2.1) =2242414D=0,D=-5 as=x+y+z-5=0.
El punto A interseccién de r y « es el siguiente: p{2,21)

a=x+y+z=>5
{:‘:3” = 34A+A-1+1="5

r=qy=4A
==1+4+4

I':""I PF(IJJ"FJ
31+2=5; 3&=3=ﬁ1=1=ﬁ1y=1}=ﬁﬂ{4,1j).
z=10

Para que P’ sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:

PA= AP = {EF 04— 0P =[(4,1,0) - (2.2 D] = (2,-1-1) }ﬂ
AP = 0p = 04 = [(x,v,2)=(41,0)]=(x—4,yv=1,2)

x=4=2=x=6
(2,-1,-1)=(x-4y-1,2)= {y— 1=-1 -ryzﬂ} = P'(6,0,-1).
F==1
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b)
La recta ¢ que pasa por (1, —1, —3) y es perpendicular al plano w = x — Zy +
z 4+ 6 = 0 tiene como vector director al vector normal de w: 1 = (1, =2, 1).

x=1+4
La expresion de ¢ por unas ecuaciones paramélricas es = t = {y = =1 — 24
z==3+4
El punto M, interseccion del plano m con la recta t es la solucidn del sistema que
forman:
L
T=x=2y+z+6=0 *Q(1,-1,-3)
x=1+4
rEEz—l—Eﬂ
==3+1 oM
I
(1+D-2-(-1-20D+(-3+ ) +6=0; n
1+A+24+41-34+1+6=0; 61=—6= Tfé"(rd'az}
x=1-1=0 .
=:}l=—1=>t,f=—1+2=1 = M(0,1,-4). Debe cumplirse que QM = MQ".
==3-1=-—4

OM =0M - 0@ =[(0,1,-4) = (1,-1,-3)] = (—1,2,-1).

M’ =00 — 0M = [(x,v,2) — (0,1, —4)] = (x,y — 1,z + 4).

x==1
(-L2,-1=(x,y=1lz+4) = }y— 1=2=y=3 = P'(-1,3,-5).
z2+d4==1=z==5
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Problema 8:
8%) Considera las rectas r = { 0 §=E {:r *
- pY T lz=

a) Estudia la posicidn relativa de r y 5.

b) Calcula la ecuacién del plano paralelo a » y 5 que equidiste de ambas rectas.

Solucion:
a)
La expresion de r y s dadas por unas ecuaciones paramétricas son las siguientes:
- =4
rzgx__ﬂz_D::x=,1=>z=23=:r5{f=ﬂ_
B =24
_ x=-=7—u
5—[I+T+? ﬁy:pﬁx:—?—p:nssl}-:#
z=10

Un punto y un vector director de la recta r son A(0,0,0) v ¥, = (1,0,2).

Un punto y un vector director de la recta s son B(=7,0,0) y & = (-1, 1,0).

Los vectores U, y ¥, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector W que tiene como origen el punto A € r y extremo el
punto B € 5: W = AE = 0F — 04 = [(~7,0,0) — (0,0,0)] = (-7,0,0).

Segiin que los vectores {7, U, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan
0 s cruzan, respectivamente,

Los vectores {T,, U, W} son coplanarios cuando el valor del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se corlan; en caso contrario, se cruzan.

1 0 2
Rang {v,, v, w}=|-1 1 0|=14# 0= Rang {v,, v, W}=3 =
=7 0 0

= T, V., W no son coplanarios.

Las rectas v ¥ § 5e cruzan.

b)
El vector normal del plano m pedido es perpendicular a los vectores directores
de las dos rectas, por lo cual, es linealmente dependiente del producto vectorial de sus
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veclores directores:

i j k
A=0 X, =|1 0 2|=-2j+k-2i==-2i-2]+k=1=(22-1).
-1 1 0

Elplanowesdelaformam = 2x + 2y —z + D = 0.

Por ser w paralelo a las rectas, la distancia del plano a cada una de las rectas es
equivalente a la distancia del plano a cualquier punto de las rectas.

Teniendo en cuente lo anterior y por ser equidistante de las rectas se cumple que:

jg;:g z jg::g] = d(m,r) = d(n,s) = d(n, P) = d(n, Q).

La distancia del punto Py(xg, vo, 20) al plano Ax + By + €z + D = 0 viene dada

_ |-'!I.|]+H}ru.+c.zu.+ﬂ|
por la formula d{P,, m) = Tk

Aplicando la férmula al plano r = 2x+2y—z+ D=0 y a los puntos
A(0,0,0) y B(=7,0,0):

e s I T U ]|
d{H’A] - ,"||2.2+22+|:_]_:|2 - Wadd41 - '-lfg - 3
_ lzd=7)42.0-04D] _ [-144D] _ |-144D| _ |-14+D|
d{H!H} - ,~|"23+21+{—1:Iz BT T TS Y R 3
D —144D
d(m, A) = d(m, B) ==*¥= | 3 lF DI =]-14+ D[ =

= DD:—_ljf +ﬂﬂ}. La solucidn de la primera ecuacion carece de sentido hjgim. por lo

cual:
D=14-D; 2D=14=D=17.

n=E2x+2y—-z+7=0.
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS II

Instrucciones: Todas las cuestiones deben responderse en el papel entregado para la realizacion del examen y nunca en los
folios que contienen los enunciados. Este examen consta de 8 ejercicios distribuidos en 4 bloques de 2 ejercicios cada uno.
Se realizard unicamente un ejercicio de cada bloque. En caso de responder a dos ejercicios de un bloque, sélo se corregira
el que aparezca fisicamente en primer lugar. Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni
con capacidad para almacenar o transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

BLOQUE A

1°) Sea la funcion continua f: R = R definida por f(x) =a+b-cosx +c - senx.
Halla a, b y ¢ sabiendo que su grafica tiene en el punto de abscisa x = g alarectay =

1 como recta tangente, y que larecta y = x — 1 corta a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 0.

Problema 2:
2°) Sea f: R — R la funcidn definida por f(x) = (x — %) Lex,

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Problema 3:

BLOQUE B
3°) Sean f, g: R — R las funciones definidas por f(x) = =x* + 7y g(x) = |x* = 1].

a) Halla los puntos de interseccidn de [ y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y
limitado por dichas graficas.

b) Calcula el drea de dicho recinto.

Problema 4:

4%) Halla jfef cosx - dx.
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Problema 5:
BLOQUE C
5% Considera la mairiz 4 = {:_1 ﬂ)
o 1

a) Halla todas las matrices X que cumplen X4 = =AX" y X* = [, donde [ es la matriz
identidad de orden 2.

b) Halla todas las matrices ¥ que cumplen YA = AY, la suma de los elementos de su
diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

Problema 6:

6%) Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B
y C. En un primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B
y 15 de tipo C, por un importe de 2.200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15
perfumes de tipo A, 10 de tipo B v 10 de tipo C, por un importe de 1.250 euros.

a) ¢ Cudnto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes
de tipo B v 16 de tipo C?

b) 5i anadimos que el precio de un perfume C es 2/5 del precio de una unidad de tipo
A, scudl es el precio de cada tipo de perfume?

Problema 7:
BLOQUE D
x=1+24
7°) Consideraelplanor = x — 2y +z—-2 =0ylarectar = {y =4 JAER.
z=1

a) Estudia la posicidn relativa de my r.

b)) Calcula la ecuacion de la recta s contenida en 1 que pasa por el punto P(2, -1, = 2)
vy es perpendicular a r.

Problema 8:

8%) Considera los puntos A(4, 0,0) y B(0, 2, 0). Calcula los puntos del plano OXZ que
forman un trigngulo equildtero con A v B
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE

Problema 1:

BLOQUE A

1°) Sea la funcién continua f: R — R definida por f(x) =a+ b -cosx + c - sen x.
Halla a, b y c sabiendo que su gréfica tiene en el punto de abscisa x = g alarectay =

1 como recta tangente, y que la recta y = x — 1 corta a la gréfica de f en el punto de
abscisa x = 0.

Solucion:

La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de la
primera derivada de la funcién en ese punto.

f'(x) =—=b-senx+ c- cosx.

"y =—p. z . E=— . . = —
f(;)— b sen —+c - cos7 b-1+c-0 b.
La pendiente de larectay = 1 esm = 0.
f'E)=m=-b=0=b=0.

El punto de corte de la funciéony larectay = x — 1 es P(0, —1), lo cual significa

que f(0) = —-1.

f(O)=-1=f0)=a+b-cosO0O+c-sen0=-1; a+b-1+c-0=-1;
a+b=-1, a+0=-1=a=—1.

Para determinar el valor de ¢, conocidas a y b, se tiene en cuenta que:

f(%)zlzb_l‘l'o‘COS%‘FC‘Seng: 1, -1+0+c-1=1=>c=2.
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Problema 2:

2°) Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = (x — %) cex,

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se
alcanzan).

Solucion:
i)

La funcion f(x) = (x - i] -e~* es continua en R por ser producto de dos fun-
clones continuas en B,

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente,

f)=1-e* +(x—_—;)-e""z-{—2x] =¥ -[1—21“(1—3)] =

2
=e ™ (1-2x+x) = f'(x) = (—2x* +x + 1) - e,
e~ = 0,vx € R.

f‘(x}zﬂ:{—zx"-+:r+1)e‘x2=[’.‘r; —2x4+x+1=0; 2x* =x—1=10;

_1ETHE 1449 143 -

1
= X, ==——,x,=1.
F 4 4 1 22

Comao quiera que la funcidn estd definida y es continua en su dominio, que es R,
las raices de su primera derivada dividen su dominio en los siguientes intervalos:

(—m, - i)J (—i, 1) Vv (1, +c0), donde la funcidn es, alternativamente, creciente o de-
creciente.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 0 € (— %, 1):

froy=(-2-024+0+1) e =1.1=1>0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0= x € [:—i,l].

Decrecimiento: f'(x) <0 =x€ (—m, —i) U (1, 4+oo).

b)
De los periodos de crecimiento v decrecimiento y de la continuidad de la funcion
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se deducen los mdximos v minimos relativos, no obstante, se obtienen analiticamente.

Para diferenciar los mdximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:

si es negativa para los valores que anulan a la primera derivada se trata de un méiximo
¥, si es positiva, de un minimo.

) =(—dx+1)-e = +(-2x>+x+ 1) - (-2x)- e ¥ =
= e . [(=d4x + 1) + (4x% = 2x% = 2x)] =

= f'(x) = (4x* = 2x —6x + 1) - &7 ¥,

o (- (e (]

2

1 1 A 3 . . 1
_(___3_54. 7 4 1).,9 + =1z > 0= Minimo relativopara x = .
N 1 1) _i_ 1 ro { 1 1 )
M=z = = = Minimo: Al —-, - ,
JF{ E] ( s 2 * 2"'-."; 1' 24'..'?

ffil=4-1"-2-12-6-1+1)-e ¥ =(=2)-el=-2<0=
&
= Maximo relativo para x = 1.
_ B TP L NI 2
fl1) = [1 2) et == Maxtmu.ﬂ(l, “}-
Teniendo en cuenta que:

lim f(x) = lim (:r: - i) . 9‘3‘1] - (—m - i) e (== = g, e~ =

X —e=D0 A=

1
= faa] P F i —I_E i
=— = = .= =

g™ o Ind.= {L'Hopital} = xl_l.[nm e* xl_la-[nm Zx.e

1 1 1
S=—=2=0.

: — 1 D B R T . J

Jim £G) = lim [(x =3)- ] = (0 —3) -7 = 0-emm = 5=
pot

=—=Ind.= {L'Hopital} = JrI_1'.m — = lim

3 =
- r=t=oq 2X€F oo

1 1

===0.

1
ao

El maximo y minimo hallados lo son absolutos.
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Problema 3:

BLOQUE B
3°) Sean f, g: R = R las funciones definidas por f(x) = =x* + 7y g(x) = [x* = 1].

a) Halla los puntos de interseccion de [ y g. Realiza un esbozo del recinto acotado y
limitado por dichas gréficas.

b) Calcula el drea de dicho recinto.

Solucion:

@)

—x*+1 sixe[-1,1]

x* =1 s5i x € (=00, =1) U (1, o0)
tos de interseccidn de f(x) y g(x) son los siguientes:

Sabiendo que g(x) = |x* - 1| = [ . los pun-

xeE[-1,1]=-x*+7=-x*+1=2x€&R.
x€(—oo,-1)U(lw)=-x*+7=

=x*=1; 2x*=-8=0; x*—-4=0=

- [:rl = =2 = A(-2,3)
¥, =2 = B(2,3)

La funcién f(x) = —x° + 7, que es par por
ser f(=x) = f{x). es también una pardbola cdn-
cava (N), por ser negativo el coeficiente de x*,
cuyo vértice (maximo) es el punto V,(0,7).

= =1
La funcion g(x) = |x* — 1|, que también es I
par, en el intervalo [—1, 1] es la pardbola g(x) =
—x* + 1, que es concava (M), por ser negativo el coeficiente de x*, cuyo vértice (ma-
ximo) es el punto V2 (0, 1).

La representacion grafica, aproximada, de la situacidn se expresa en la figura
adjunta.

b}
De la observacidn de la figura, teniendo en cuenta la simetria de ambas funciones
con respecto al eje de ordenadas, se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

§=2-{[;[f(x) - g(x)] - dx + [J[f(x) - g(x)] - dx} =

=2 {[[(~x® + 7) = (=% + 1)] - dx + [J[(=x% + 7) = (2 = 1)] -d:r] .
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=7. :j'ulﬁ-dr+j—12(—212 +E)-r:1'x] =E-[[Er]ﬁ+ [_;:;3_'_3?:]3 =
=2-{[6- - 0]+[(ZZ+8-2)- (ZL+8-1)]} =
=2-(6-7+16+5-8)=2-(14-7)=2-""=2-T>

g = STE' u? = 18,67 u?.
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Problema 4:

4%) Halla jfe" -cosx - dx.
Solucion:

Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida.

¥ u=e¥ = du=e* dx
I=Je* cosx -dx= =
dv =cosx-dx = v=3s5enx

::tEI-SEHx—fSEHI-EIdI=EI-EEHI—JEI-SEHI-dI=
—_ aX — -
=et-senx—A=1. (%)

u=e*¥=du=e* dx
A=jex-senx-dx:;{ ]:;.
dpr=senx-dx = v=—cosx

= e* (—=cosx) = [—cosx-e’-dx=—e"-cosx+ [e¥ -cosx-dx =
==—e¥-cosx+1 =4

Sustituyendo en (*) el valor de A obtenido:

I=e* -senx —(—e* -cosx+1)=

=e*-senx+e-cosx—1; 2l =e¥:(senx +cosx) =

=I=fe*"-::nsx-dr=%-(senx+::ﬂsx]+E‘_

T

s

. =
_lf.f:I ccosx - dx = [e— sen x + cnsr)lz =

£ 1]

— [;'(SE“E'*CDEE)I —[’1—:r [senﬂ+cn5ﬂ)] = [i-(l + 0)

_IE__:.[[:+1)]:
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Problema 5:
BLOQUE C
59 Considera la matriz 4 = (_1 ﬂ)
o 1r

a) Halla todas las matrices X que cumplen X4 = —=AX" y X* = [, donde [ es la matriz
identidad de orden 2.

b) Halla todas las matrices Y que cumplen YA = AY, la suma de los elementos de su
diagonal principal es cero y tienen determinante —1.

Solucion:

a)
Sea la matriz X = (3 g), Xt = (3 ;)

xa=-ax=(¢ (0 D=-(0 DG o

(2 8=-(3 D= S)-{r=c)oa=a-vs-c

0 b

) n),vb €R.

Las matrices X son de la forma X = (

Como tiene que cumplirse X* = [:

(g E)(E 3):1; (*Ef Ez):@ E)ﬁf’zﬂ:b:ﬂ.

Las matrices pedidas son X, = (_ﬂl —ﬂl) vy X, = (g‘ ';'D

b] m ’ﬂ)

m n
Sea Iamalrlzl’=( p —m)

va=ar=( L) (5 D=0 DG )
(5 m)=0p w)={op)=n=r=0

m
0

)=a=-m=r=(

Las matrices ¥ son de la forma ¥ = ( ?ﬂ) J¥m e R.

|1r'|=—1=.~|‘:3|"l 2ﬂ|=—1;—m1=—1::-m2=1; m=+1

Las matrices pedidas sonY, = (_{}1 {;) el, = (1 0 )
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Problema 6:

6% Un proveedor de perfumerias vende a sus comerciantes tres tipos de perfumes A, B
y C. Enun primer pedido una tienda ha encargado 20 perfumes de tipo A, 30 de tipo B
y 15 de tipo C, por un importe de 2.200 euros. En un segundo pedido ha comprado 15
perfumes de tipo A, 10 de tipo B y 10 de tipo C, por un importe de 1.250 euros.

a) ;Cudnto tendremos que pagar por un pedido de 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes
de tipo B vy 16 de tipo C?

b)) Si anadimos que el precio de un perfume C es 2/5 del precio de una unidad de tipo
A, scudl es el precio de cada tipo de perfume?

Solucion:

a)
Sean x, ¥, 2 el precio los perfumes de los tipos A, B y C que vende el proveedor
# sus comerciantes, respectivamente.

Llamando f a la cantidad a pagar por 25 perfumes de tipo A, 10 perfumes de
tipo B y 16 de tipo C, el sistema de ecuaciones que se deduce del enunciado es el
siguiente:

15x + 10y + 10z = 1.250} 3x + 2y + 2z = 250

20x + 30y + 152z = 2200y 4x + 6y + 3z = 440
25x + 10y + 16z =f I 25x + 10y + 16z = ﬁ'll

El sistema tiene que ser compatible determinado, por lo cual, segiin el teorema
de Rouché-Frobenius, los rangos de ambas matrices tienen que ser iguales e igual al
nimero de incdgnitas, es decir: tres. Resolviendo por Gauss:

4 6 3 440 1 4 1 190
(3 2 2 25[!)::{!314}-‘1—!*'3}:1(3 2 2 2513):;
25 10 16 f 25 10 16 B

L , 1 4 1 190
::[{’3"{'2'3*{]:; 0 -10 -1 -320 |={F - F,-95]=>
Fam B = 2500 " \g _g0 —o g-4a750

1 4 1 190
= (ﬂ -10 -1 —320 ):: # = 1.870.
0 0 0 f-1870

Por 25 perfumes A,10 B y 16 C tendremos que pagar 1.870 euros.

b)
dx + 6y + 3z = 440

_Z .
Ix + 2y + 22 = 25{]I,silr:nndmnz =X, resulla:

El sistema resullta
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2
4x + 6y + 3 -f = 40| 20x + 30y + 6x = z.zm}] 26x + 30y = z.znn]
3x 4 2y + 2 V2 gl 15x + 10y + 4x = 1.250) 19x + 10y = 1.250
5

=26x = 30y = =2.200
57x + 30y = 3.750

1.550

= 31x = 1.550; x == =

=5D—12:§-5D=2{}.

19 50 + 10y = 1.250; 10y = 1.250 — 950; 10y = 300; y = 30.

El per fume A vale 50 euros; el B,30 euros y el C, 20 euros.
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Problema 7:
BLOQUE D
x=1+24
7°) Consideraelplanon = x — 2y +z—2=0ylarectar = {y =4 A ER.
z=1

a) Estudia la posicidn relativa de my r.

b) Calcula la ecuacién de la recta s contenida en m que pasa por el punto P(2,—1,-2)
y es perpendicular a r.

Solucion:

a)
Un vector director de la recta r es 7, = (2, 1, 0) y un vector normal del plano 7
esii=(1,-2,1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.

v -i=1(2,10)-(1,-2,1)=2-24+0=0=7, L.

La recta r y el plano  son paralelos. Para saber si el plano contiene o no a la
recta consideramos el punto P(1,0,1) € r y determinamos si estd o no contenido en el

plano.

El punto P(1, 0, 1) estd contenido en el plano 7 cuando satisface su ecuacion:

TEx=2y+z=2=10

FujJﬁ=1—2ﬂ+l—2=mﬂ=ﬂ=PEm

La recta r esta contenida en el plano m.

b)
El haz de planos g perpendiculares a la recta » tiene la siguiente expresidn ge-
neral: u = 2x +y+ D = 0.

De los infinitos planos del haz u, el plano § que contiene al punto P(2,—-1,3)
es el que satisface su ecuacion:

.uEEI+}'+D=l]] o a4 _ . _
(2 —1.3) =2:2=14+D0=0;, 4=1+D=0; 3+D=0=>
=D==3=2d=2x+y-=3=0

La recta s pedida es la que determinan los planos m y &:

=[x—2y+z—2={fl
T l2x4+y-=3=0 ~
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Problema 8:

8%) Considera los puntos A(4, 0,0) v B(0, 2, 0). Calcula los puntos del plano OXZ que
forman un tridangulo equildtero con A vy B.

Solucion:

Los puntos del plano OXZ son de la forma C(x, 0, 2).

|AB| = J(0 - 42+ (2-0)2+ (0 - 0)2 =16 + 4 + 0 = +/20.

|AC| = Jx =0T+ (0-0)2 + (z— 0)2 =x? — 8x + 16 + 2.

|BCl = J(x = 0)2+ (0 - 2)2 4 (z — 0)2 =v/xT + 4 + 22

|ﬁ| = |{j—ﬂ|=-|.|'"E_ﬂ=~J:rl—ﬂx+1+5+zl=wfxl+4+zl=u"2_ﬂ;

Rl Bt A e BT
Zxr=3=x =i G]E + z¢ = 16; E+z"—' =16; 9+ 4z* = 64; 4z° = 55;
=2 Z, = —E, 5 = /53 Los puntos que cumplen lo pedido son:

3

c, {E,nJ-E] y G, (3,0,@).

2 ] 2 2
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