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1542 CURSO: 2023-2024

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberd elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregirdn las 5 preguntas
que se han respondido en primer lugar).
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo maximo: 1 horasy 30 minutos.

Problema 1:

Dada la siguiente funcion
e?*—-1
f(x)={x six#0 geRr
a six=0

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a.
(b) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva en
x = 1,con los ejes OX y OY.

Problema 2:
Calcula justificadamente el siguiente limite

9}1_1)210 [\/xz +5—(x+ 2)]
Problema 3:

(a) (1,2 puntos) Calculaa, by c € R tales que la funcién
f(x) = ax + bsen (x)cos (x) + ¢
sea una primitiva de g(x) = sen?(x)
Nota: Recuerda que sen?(x) + cos?(x) = 1Vx € R
(b)(0,8 puntos) Sabiendo que sen(2x) = 2sen(x)cos(x), demuestra que
cos(x) = cos?(x) — sen?(x)
Problema 4:
Demuestra que entre todos los rectangulos de perimetro P, el de mayor area es el cuadrado

Problema 5:

Dadas las siguientes matrices :

-2 1 1 0
A= 2 o] B=l 0 1],c=4"B+1I
0 -1 -1 0

donde AT es la matriz traspuestade 4, e I,es la matriz unidad de orden 2.
(a) (0,8 puntos) Calcula C?", conn € N.
(b) (1,2 puntos) Resuelve la ecuacién € .X =5 (AT.B)
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Problema 6:
2 -3 4

DadalamatrizA =| —4 6 m-—6],conm€R unparametro,
2 -3 m+6

(a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz A en funcién del parametrom € R
(b) (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo AX = O cuando m =6
Problema 7

Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, B y C. El producto A, es de primera necesidad
y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es de alimentacion y tiene un tipo reducido
de IVA del 10 % y el articulo C es un pequefio electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %.El precio
total sin IVA de la compra de 1 articulo A de primera necesidad, 2 productos B de alimentacién y 5
pequeiios electrodomésticos C es de 483 e. Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de
100 articulos de primera necesidad A, 10 productos de alimentacion B y 100 pequefios
electrodomésticos C, es de 1954 e. Ademas, se sabe que el precio sin IVA del pequefio electrodoméstico
es igual al precio sin IVA de cuatro articulos de primera necesidad mas ocho articulos de alimentacién.
Calcula los precios a la venta de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el
precio con IVA incluido.

Problema 8:

Dados los puntos P;(—2,1,1),P,(0,a,—2),P;(—1,1,—1) y P,(1, 3, —3), se pide:

(a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a € R para que el tetraedro con vértices P;, P,, P;y P, tenga
volumen 1/3.

(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a € R para que los cuatro puntos sean coplanarios.

Problema 9

Una asignatura de matematicas de la Escuela de Ingenieria y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza
tiene 99 personas matriculadas (54 alumnas y 45 alumnos). En primera convocatoria aprueban la
asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos).

(a) (1,2 puntos) éCudl es el porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera
convocatoria?,éy de alumnos?

(b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en primera
convocatoria, écual es la probabilidad de que sea una mujer?

Problema 10

Vamos a suponer que durante el afio 2023, las llegadas de turistas a nuestro pais se realizaron de la
siguiente forma: un 55% llegd en avién, un 30% llegd en tren, un 10% llegd en autobus y un 5% llegé en
barco. Ademads, sabemos que, de todos estos viajeros, visitaron Aragdn el 50% de los que vinieron en
avion, el 60% de los que vinieron en tren, el total de los que viajaron en autobus, y un 20% de los que
vinieron en barco. Con estos datos, se pide:

(a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron
Espana en 2023 haya visitado Aragén.

(b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje a Espaiia
en autobus o en tren.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:
Dada la siguiente funcion

er

-1
f(x)={x Slxi()'aeR
a six=20

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a.
(b) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula los puntos de corte de la recta tangente a la curva en
x =1, con los ejes OX y OY.

Solucion:
(a) Las funciones f;(x) = e?* — 1 y f,(x) = x son continuas en R = f es continua en R — {0}
Para que f también lo sea en x =0, debe cumplir la definicién de continuidad
Jim_£(o) = lim, f(x) = £(0)

i . e¥*— 0 . 2e?%¥ .
*lig O =l =g o Mim T 2 s lin 6

X sl xXx—
U'Hopital
e f(0)=a

La funcion f es continuaenx =0 a =0

(b) Las funciones f; (x) = e?* — 1 y f,(x) = x son derivables en R = f es derivable en R — {0}

; , 2 2X_ 2x_1 2 2X_ 52X 1
Ademis f'(x) = xe?*—(e ) _ 2xe—e?¥4

x2 x2

Sia =1, f existe pero no es continua en 0y por tanto f tampoco es derivable en x = 0.
Siloesenx =1 ylarecta tangente en este punto tiene como pendiente (1)

2.1.e?—e*+1
()= 1z =e?+1

e?-1

Porotrolado,paraa =1y x =1, f(1) = =e? -1,

El punto de tangencia es entonces (1,e% — 1)
Y la recta tangente en este punto tiene por ecuacién
y—(?*-1D=CE*+1D)(x-1) © y= (e2+1)x—-2
Corte con OX

{y=(ez+1)x—2

=0 sE?+1)x—-2=0>x=

e2+1
2
El punto de corte con OX es (m 0)

Corte con OY

{y=(ez+1)x—2

> y=—-2
x=0 Y

El punto de corte con OY es (0,—2)
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Problema 2:

Calcula justificadamente el siguiente limite

)11_{210 [\/xz +5—-(x+ 2)]

Solucion:

lim [\/xz +5—(x+ 2)]_00 o = lim [VxZ+5—(x+2)|[VaZ+5+(x+2)] i [(\/m)z_(x_,_z)z] _

X—00 X—00 [VxZ+5+(x+2)] x_r)lgo [VxZ+5+(x+2)]
4x 1
I [x2 +5— (x? + 4x + 4)] i —4x +1 —00 i < 13
1im = lim = = |liIm =
x>0 3fx2 + 54+ (x +2) o0 x2 + 54+ (x+2) ®  x0® [y2 5y 2
7+7+G+0
x4 x X X
1 1
—4 +— —4+— —4
= lim X - ©  =—=-2

o 1+%+(1+%) /1+%+(1+é) ?
lim Vx2+5 (x+2)]_
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Problema 3:

(a) (1,2 puntos) Calculaa, by c € R tales que la funcién
f(x) = ax + bsen (x)cos (x) + ¢
sea una primitiva de g(x) = sen?(x)
Nota: Recuerda que sen?(x) + cos?(x) = 1Vx € R
(b)(0,8 puntos) Sabiendo que sen(2x) = 2sen(x)cos(x), demuestra que
cos(x) = cos?(x) — sen?(x)
Solucion:
(@) f Esuna primitivade g enR & f'(x) = g(x) Vx ER
f'(x) =a+b[cos?(x) —sen?(x)] = a + b[1 — 2sen?(x)] = (a + b) — 2bsen? (x)} .
f'(x) = g(x) = sen?(x)

a+b=0 21 __1
~{po1 =473 b=3
s 1 1 . .
f Es una primitivade g enR & a=; b=—5ycesun numero real cualquiera

(b) cos(2x) = \/1 —sen?(2x) = \/1 — 4sen? (x)cosz(x)=\/1 — 4sen?(x)(1 — sen?(x))=

=1 — 4sen?(x) + 4sen*(x)=y/[1 — 2sen?(x)]2=1 — 2sen?(x) = 1 — sen?(x) — sen?(x) =

=cos?(x) — sen?(x)

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x)
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Problema 4:

Demuestra que entre todos los rectdngulos de perimetro P, el de mayor area es el cuadrado
Solucion:

Consideremos un rectangulo de perimetro P y dimensiones x, y

P —2x
P=2x+2y>y= >
4 oo o P2x _ 1 o2
y Area—A—xy—x—2 —Z(Px 2x%)

La funcion area es una funcidn polindmica y por tanto derivable. Para localizar
su maximo, buscamos los valores que anulan la derivada

A’=%(P—4x) A7 = %(—4)=—2<0VxE]R
A=0> P—4x=o=>x=§.

(P . . .. P
Como A (Z) < 0 , lafuncidn area tiene un maximo en x = "

Para este valor y =

. . - . P .
El rectangulo de area maxima y perimetro P es un cuadrado de " unidades de lado
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Problema 5:

Dadas las siguientes matrices :

-2 1 1 0
A=( 2 0),B=< 0 1>,C=AT.B+12
0 -1 -1 0

donde AT es la matriz traspuesta de 4 , e I, es la matriz unidad de orden 2.
(a) (0,8 puntos) Calcula C?®, conn € N.
(b) (1,2 puntos) Resuelve la ecuacién € .X =5 (AT.B)

Solucion:
_ 1 0 _ _
c-ammrn=(2 2 )0 1)a(h 9= (2 B0 (3 )
(a) Paran = 1: cz-lzczzc.cz(_zl f)(_; i)z(% (5’)=5112

62'2 = C4 = CZ.CZ = (5 12). (5 12) = (5.5)(12.12) = 5212
C2'3 = C6 = CZ.C4 = (5 12) (52 Iz) = (552)(1212) = 5312
Supongamos cierto para n: C2" = 5", , veamos que se conserva el modelo paran + 1

C2HD = 2042 = 21 2 = (571,)(5 L) = (5™.5)(I,. 1) = 5"*1,

n
LuegoVn € N ¢ =5"1, = (5 0 )

0 5"
(@) C.X=5(A".B) = C.C.X=C.[5(A".B)] =
Multiplic;’mos por C
alaizquierda
= C2.X=5CA".B)= (GL)X=G0).4".B) =
Propi;Jdades
producto por escalar
- 5(I,X) = 5 (C.AT.B) = §(5X) = %[5 (C.AT.B)] >
Asociatividad mixta Multiplica\;;do por 1/5
Asociativa producto
1 1
5 (g 5)X _ (g 5) (C.AT.B) 5 X =C.AT.B = C.(A".B)
Asociativ?&ad mixta Asociativ‘;producto
(=1 2\(-2 2\ _[( 6 =2
=x=( 2 1)( 2 0)_(—2 4)
6 -2
X=CA"B= )
-2 4
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Problema 6:
2 -3 4

DadalamatrizA =| —4 6 m-—6],conm€R unparametro,
2 -3 m+6

(a) (1,2 puntos) Estudia el rango de la matriz A en funcién del parametrom € R
(b) (0,8 puntos) Resuelve, si es posible, el sistema homogéneo AX = O cuando m =6

Solucion:
2 -3 4
(a) 1Al =|—4 6 m—6|=12(m+6)—6(m—6)+48—-48—-12(m+6)+6(m—6)=0
2 =3 m+6

El Gnico menor de orden maximo (3) de la matriz A es determinantede A y |[A| =0 Vm e R >

>rangoA<2VmeR

2 -3 4 2 -3 4 2 _3 4
rango<—4 6 m—6>= rango < 0 o m+2>=rango( )

2 -3 m+6 F2'=F2+2F1 0 0 m+2 0 0 m+2
F3'=F3-F1
Entonces:
e Sim=-2

Solo existen menores de orden 1 distintos de 0, por ejemplo|2| = 2 # 0,
=>rangoAd =1
o Sim=#=-2

Existen menores de orden 2 no nulos, asi |2 4 | =4dm+4#0sim+-—-2=
0 m+2

=>rango A =2

rangoA=1sim=—-2 y rangoA =2sim # —2

(b) No se especifica el tamano de la matriz X ni de la matriz nula. Para que el producto sea posible,
deben tener 3 filas.

X 0
e SiX,0€M3,(R), X= (3’> 0= (0>
Z 0

Estariamos ante un sistema de ecuaciones lineales de tres ecuaciones con tres
incégnitas equivalente a

{ 2x =3y +4z=0 gue tiene infinitas soluciones dadas por

82=0
X=a
—2 ER
y—3a a
z=0

e SiX,0€ My (R)conk #1

2 -3 4 X11 e X1k O .. 0
—4 6 0 X21 o X =10 .. 0]~
2 =3 12/ \X31 .. X3g 0O .. 0

EMBxk(R) EMSxk(R)
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_ 11 e Xk 2x1;i — 3%, +4x3; =0
G O D) e
X31 . X3k 37
EM 35k (R)

Siaq, ay, ..., a;  son parametros reales cualesquiera, la solucién general seria:

X1 =

2 ,
X2j =3%  j=1..k
X3j =0
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Problema 7

Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, B y C. El producto A, es de primera necesidad
y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es de alimentacion y tiene un tipo reducido
de IVA del 10 % y el articulo C es un pequeio electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %.E| precio
total sin IVA de la compra de 1 articulo A de primera necesidad, 2 productos B de alimentacién y 5
pequeiios electrodomésticos C es de 483 e. Mientras que el total de IVA correspondiente a la compra de
100 articulos de primera necesidad A, 10 productos de alimentacion B y 100 pequefios
electrodomésticos C, es de 1954 e. Ademas, se sabe que el precio sin IVA del pequefio electrodoméstico
es igual al precio sin IVA de cuatro articulos de primera necesidad mas ocho articulos de alimentacion.
Calcula los precios a la venta de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el
precio con IVA incluido.

Solucion:
Precio producto A sin IVA: x, precio producto B sin IVA: y, precio producto C sin IVA: z

Planteamos un sistema de ecuaciones:

x+ 2y + 5z =483 x + 2y + 5z = 483
—-100x + =10y +—-100z = 1954 equivalente a {4x +y+21z = 1954
Z=4X+8y 4x+8y—z=0
La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son:_
1 2 5 _ 1 2 5 483
A=14 1 21 A=(4 1 21 1954
4 8 -1 4 8 -1 0
1 2 5
detA=[|4 1 21|=-1+168+160—-20—-168+8=147 #0
4 8 -1

Es un sistema de Cramer. Obtenemos la solucién utilizando su regla:

483 2 5 1 483 5 1 2 483
1954 1 21 4 1954 21 4 1 1954
- 441 - 1470 13524
x=-0 8 -1l =" — y=420 1= =10 z=128 0 l_ =92
detA 147 detA 147 detA 147

Estos son los precios sin IVA. Sumando el correspondiente a cada producto, damos la solucién

A:3+0,04.3=3,12 € B:10+0,1.10=11€ C:92.0,21.92=111,32 €

El precio a la venta del producto A es de 3,12 €, el precio del productoBesde 11 €y el
del producto Cde 111,32 €
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Problema 8:

Dados los puntos P;(—2,1,1),P,(0,a,—2),P;(—1,1,—1) y P,(1, 3, —3), se pide:

(a) (1,2 puntos) Calcula los valores de a € R para que el tetraedro con vértices P;, P,, P;y P, tenga
volumen 1/3.

(b) (0,8 puntos) Calcula el valor de a € R para que los cuatro puntos sean coplanarios.

Solucion:

(a)El volumen del tetraedro con vértices P;, P,, P;y P,es 1/6 del valor absoluto del producto mixto de
los vectores con origen comun ( P; por ejemplo) determinados por estos puntos

1
V= g| [P,P;, P,P5, P, P,] |

PP, = (2,a—1,-3) PPy =(1,0,-2) PP,=(3,2—4)
1
V=[PP PPy, PP | = =

1 2 a—-1 -3
det| 1 0 -2
3 2 —4

1 1 |-2a+4| 1
> (-6l@a-D-6+8+4(a-1) |=: S>——=:>|-2a+4]=2>

=—=

—2a+4=2=>a=1
*{ atae 20as3

_— 1 .
El volumen del tetraedro con vértices P4, P,, P3y P,es ;e a= 1 obiena =3

(b) Py, P,, P3y P, son coplanarios< el tetraedro que determinan tiene volumen 0=

1 2 a—-1 -3
<:>g|[P1P2,P1P3,P1P4J|=0:> 1 0 =-2|=0=>-2a+4=0=>a=2
3 2 —4

P4, P;,P3y P4 son coplanarios si a = 2
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Problema 9

Una asignatura de matemadticas de la Escuela de Ingenieria y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza
tiene 99 personas matriculadas (54 alumnas y 45 alumnos). En primera convocatoria aprueban la
asignatura 49 personas (28 alumnas y 21 alumnos).

(a) (1,2 puntos) ¢éCudl es el porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera
convocatoria?,éy de alumnos?

(b) (0,8 puntos) Si elegimos aleatoriamente a una persona que haya aprobado la asignatura en primera
convocatoria, ¢cudl es la probabilidad de que sea una mujer?

Solucion:

Sean los sucesos:
M = “ La persona elegida al azar es mujer”
H=“ La persona elegida al azar es hombre”

A = “La persona elegida al azar aprueba en primera convocatoria”

(a) P(La persona elegida al azar ha aprobado en primera convocatoria / la persona es mujer) =
P(A/M)

_P(MnA) _ 28/99 _ 28 _

P(M)  54/99 54 27 =05185=

P(A/M) =———=
Porcentaje de alumnas que aprueban la asignatura en primera convocatoria =51,85%

Analogamente

_P(HNA) _ 21/99 _ 21 _

P(H) _ 45/99 45 15 = 0,4667 =

P(A/H) ==202

Porcentaje de alumnos que aprueban la asignatura en primera convocatoria =46,67%

Los porcentajes de alumnas y alumnos que aprueban en primera convocatoria son
51,85% y 46,67% respectivamente.

(b) Nos piden la probabilidad del suceso P(M/A)
Dado que My H constituyen un sistema completo de sucesos, utilizamos el teorema de Bayes:

28 54
P(A/M)P(M) ___54% 28 28 ...,
P(A/M)P(M) + P(A/H)P(H) ~ 28 54 21 45 28421 49

P(M/A) =

&
\D
"“I
Ul
g
O

La probabilidad de que una persona, elegida al azar, y que ha aprobado en primera
convocatoria, sea mujer es —=0.5714
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Problema 10

Vamos a suponer que durante el afio 2023, las llegadas de turistas a nuestro pais se realizaron de la
siguiente forma: un 55% llegd en avidn, un 30% llegd en tren, un 10% llegd en autobuis y un 5% llegd en
barco. Ademads, sabemos que, de todos estos viajeros, visitaron Aragdn el 50% de los que vinieron en
avion, el 60% de los que vinieron en tren, el total de los que viajaron en autobus, y un 20% de los que
vinieron en barco. Con estos datos, se pide:

(a) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron
Espana en 2023 haya visitado Aragén.

(b) (1 punto) Calcula la probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje a Espaina
en autobus o en tren.

Solucion:

Sean los sucesos:
A; ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en avion”
A, ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en tren”
Az ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en autobus”
A, ="“Un turista, elegido al azar, ha llegado a Espafia en barco”

B = “Un turista, elegido al azar, ha visitado Aragon”

P(A) ===055 P(4,)=-2=03 P)=-2=01 P(4,) =—=0,05

5
100 100 100 100

(a) P(“un turista seleccionado al azar , haya visitado Aragdn”)= P(B)

P(B)=P(BN(A;UA,UA;UA,))=P(BNA)+ P(BNA)+P(BNA3)+P(BNA,) =

_ 50 3 , 60 30 10010 , 20 5 _ 5 0554 0,6.0,3+ 0,10+ 0,2.0,05 = 0,565
100 100 100 100 100100 100 100

La probabilidad de que un turista seleccionado al azar entre los que visitaron Espaiia
en 2023 haya visitado Aragon res de 0,565

(b) Nos piden la probabilidad del suceso (A3 U A,)/B

100 10 60 30

P(B) P(B) 0,565 © 0,565

P[(A3 U Az)/B] =
= 0,4956

La probabilidad de que un turista visitante de Aragén haya hecho su viaje a
Espaia en autobus o en tren es de 0,4956
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W ' M EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
Universidad

l}\l ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE EXTRAORDINARIA
ﬁ Zaragoza GENERAL
1542 CURSO: 2023-2024

MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas. El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cudles han
sido las 5 preguntas elegidas. (Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas
gue se han respondido en primer lugar). Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
Tiempo méximo: 1 horasy 30 minutos.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA
Problema 1:

Dada la siguiente funcion
a—cosx six<0

= T

fG) {xz—bsen (x+§) six>0 a,b €R

(c) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a, b.

(d) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula el valor de b para que en el punto con x = %, la

ny: i3
funcién tenga como recta tangente recta tangente a la curva en y = ;x.

Problema 2:

Estudia la existencia del siguiente limite y calculalo, caso de existir
" (x—2).3x5+5x*—7x3+2x2 —x+3)+2
im

X223 — (x2 — 4),/sen(2x2) + (cos x)% + log(x + 5)

Problema 3:
Calcula el area encerrada entre las gréficas de las funciones
_ _(—2xsix <0
f@=x+6 N ={ "2,
Problema 4:

En una cristaleria, a un cristal rectangular de 120 centimetros de alto y 70 centimetros de ancho se le ha
cortado por error la esquina superior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal
nuevamente de forma rectangular, de modo que la superficie sea la maxima posible haciendo como
maximo dos cortes. ¢ Cudles serdn las dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado?
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Problema 5:
De una matriz B se sabe:

1 2 3 10 11 12
( 4 5 6>.B=I3—< 7 9 9).B
-7 -8 -9 -4 =5 =7

donde I;es la matriz unidad de orden 3. Estudia si la matriz B tiene inversa. En caso afirmativo, calcula la
inversa de B

Problema 6:

1 1 1 3
DadaslasmatricesA=<1 m m), B=<5> meR.

4 4 2m 12

(c) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz A segln los valores del pardmetrom € R
(d) (0,8 puntos) Resuelve el sistema AX = B cuando m =2

Problema 7

En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos de medicamentos, M;, M, y M3, a
partir de tres principios activos, A;, A, y A3, distintos. En la siguiente tabla se reflejan los miligramos de
principio activo necesarios para fabricar un gramo de cada medicamento.

mg de A; mg de A, mg de A3
Para 1g de M, 10 10 20
Paralgde M, 10 20 30
Paralgde M, 20 30 50

En dicho laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo A;, 90 gramos del activo A4,, y
160 gramos del activo A;. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios activos
en el laboratorio. ¢Es posible utilizar la cantidad total exacta disponible de principios activos del
laboratorio fabricando los medicamentos M;, M, y M3?. En caso afirmativo, équé cantidades de cada
medicamento podra fabricar el laboratorio con dichos principios activos?

Problema 8

Halla la ecuacion de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos

2x +y—2z=20 i
—{x Yy 4z = -3 y ademas pasa por el punto (3, 2,1)..

Problema 9

Sean A(1,2,3),B(1,0,—1) y C(2,2,2) tres puntos en el espacio y v, el vector que va de A a B;
v, elvector quevade Ba C yv; el vector que va de C a A.

(a) (1 punto) Estudia si los vectores v;, U, y U3 son linealmente independientes.

(b) (1 punto) Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son 4, B, C.

Problema 10

El 84 % de los examenes de Matemadticas Il de la fase genérica en la convocatoria ordinaria de la EVAU
en 2022 en Aragdn obtuvieron una nota mayor o igual a 5.

(a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos examenes, écual es la probabilidad de
gue exactamente 2 tengan una nota inferior a 5?

(b) (1,2 puntos) Con los 15 examenes anteriores, ies mas probable que menos de 2 exdmenes tengan
nota inferior a 5 0 que mas de 2 exdmenes tengan nota inferior a 5?.
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1:
Dada la siguiente funcion
a— cosx six<0

_ A
f(x)_{xz—bsen (x+§) six>0 a,b €R

(a) (1 punto) Estudia su continuidad en R segun los valores de a, b.
(b) (1 punto) Para el valor de a = 1, calcula el valor de b para que en el punto con x = %, la

funcion tenga como recta tangente y = gx.
Solucion:
(a) Las funciones f;(x) = a — cosx y f,(x) = x? — bsen (x + g) son continuasen R = f es
continuaen R — {0}
Veamos para qué valoresde a, b, f escontinuaen x =0.
Calculamos los limites laterales y el valor de la funcién en 0
élim f(x) = lim f(x) = f(0)?
x—0~ x—0t
e lim f(x)= lim (a—cosx) =a—1 = f(0)
x—0~ x—0~
: - Ti 2 _ ) = — T_ _
o xll,r{)l+f(x)_xli,%l+ (x bsen (x + 2)) = —b sen 5= b
f escontivaen x =0 a—-1=-b
Sib =1 — a, lafuncién f es continuaen Rysi b # 1 — a, fes continuaen R — {0}.
En este ultimo caso, x = 0 es una discontinuidad inevitable de salto finito
(b) f esderivable en R — {0}y su derivada es ;

senx six<O0
f'(x)={ _ T ;
2x bcos(x+2) six>0
2

La pendiente de la recta tangente en x = %, es f’ G) = % —bcost=m+b

2
El punto de tangencia es (g,f(g)) = (g,%)
2 T n . m?
la recta tangente en este puntoes y — = (mr+b) (x — E) =>y=(@+b)x—(r+Db) St

. . T
Queremos que coincida con y = EX

+bh=n _
. TPt -T2
(+b)7t+n2 0 w2 (+b)7r m mw+b 27 b T_,
— — _— = _— = —_ — = = — — = = —— =
TP TS T R I 2
Para el valor de a = 1, la recta tangente esy=§x.sielvalordebes—§
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Problema 2:

Estudia la existencia del siguiente limite y calculalo, caso de existir
lim (x—2).x5+5x*—7x3+2x2—x+3)+2
x>2 3 — (x2 — 4),/sen(2x2) + (cos x)% + log(x + 5)

Solucion:

Las funciones polindmicas son continuas en R y por tanto en cualquier entorno de x = 2. Existe su
limite en cualquier valor real y coincide con el valor numérico en el punto hacia el que tiende x. Ocurre
lo mismo con las funciones seno y coseno. La funcién y = log(x + 5) existe y es continua en (=5, o)

Y consecuentemente en x = 2.. Coincide también el limite, si x = 2, con el valor numérico

Podriamos tener problemas si el radicando de\/sen(sz) + (cosx)? + log(x + 5) fuese negativo
pero su valor numérico en 2 es sen8 + (cos 2)? + log7 = 1,9 > 0 y es continua en su dominio (que
contiene a 2) 2 3(2—a,2+ a),a € Ren el que la funcién sen(2x2?) + (cosx)? + log(x + 5) es

positiva (teorema de conservacion del signo), por tanto existe el limite si x—> 2 de

\/sen(2x2) + (cosx)? + log(x + 5)

Como conclusion, el limite planteado es el limite de una operacién con funciones continuas que no
presenta ningun problema “cerca” de 2 y que, por otra parte, no da lugar a ninguna indeterminacion.

No tenemos mas que sustituir x por 2 para obtener su valor:

li (x—-2).(3x°+5x*—7x3+2x2—x+3)+2 _ (2-2).(3.25+5.2%-7.23+222-2+3)+2 _
x—>2 3—(x2-4)\/sen(2x2)+(cos x)2+log(x+5) 3—(22-4),/sen8+(cos 2)2+log7
0+ 2 2

T 3- 0.\/sen8 + (cos 2)? + log7 e

. (x—2).(3x>+5x*—7x3+2x2 —x+3)+2 2
im =_

x>23 — (x2 — 4),/sen(2x2) + (cos x)2 + log(x + 5) 3
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Problema 3:

Calcula el area encerrada entre las graficas de las funciones

f@=x+6 vy

Solucion:

Representamos graficamente las dos funciones.
zonas diferenciadas 1y 2. La gréfica de la funcién

e

10

—2xsix<0
x% six>0

90 ={

El area que queda comprendida entre ambas tiene dos
f va siempre por encima de la graficade g

Determinamos algebraicamente las abscisas de los
puntos de corte entre las dos graficas
y=x+6

y =-—2x =

x+6=-2x>x=-2

Six<O0 :>{

Entonces el drea 1 es

0 0
J (x+ 6+ 2x)dx = J (Bx + 6)dx =
-2 -2

0
[ +6x] =0-(6-12)=56
2 -2

2
El drea 2 es fog(x + 6 — x?)dx ==[x7 +6x—=

Luego, el area encerrada entre las graficas de las

El drea encerrada entre las graficas de las funciones f y g es

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024.
Comunidad Auténoma de ARAGON

31o

. y=x+6 )
Six=0 =>{ _ 2 >x —x—6=0=>
1+v1+24 3
SX=—"—"—-=
2 -2
El valor -2, no es valido yaque x > 0
313
| =2+18-Z-0=%
2 3 2
. 0 ‘ 27 39 5
funciones f y g es Areal + Area2 =6+ S =S U

39 -
—Uu
2
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Problema 4:

En una cristaleria, a un cristal rectangular de 120 centimetros de alto y 70 centimetros de ancho se le ha
cortado por error la esquina superior derecha como se ve en el dibujo. Quieren recortar dicho cristal
nuevamente de forma rectangular, de modo que la superficie sea la mdxima posible haciendo como
maximo dos cortes. ¢ Cudles serdn las dimensiones del nuevo cristal rectangular recortado?

Solucion:

Sea P un punto cualquiera sobre el corte realizado y sean x, y
las longitudes de los cortes horizontal y vertical definidos por
el punto P.

A
A 4

Tendremos en cuenta que
60<x<70 90<y<120

Los tridngulos ABP y ACD estan en posicion de Tales.
Podemos establecer entonces la siguiente proporcién entre
las longitudes de sus lados:

y AB _BP 120—y x—60 120—-y x—60

I

I

I

I

I

I
do
©

b
5

- — — — - — = = = = =
9 cm

120 cm

AC €D 120—-90 70-60 30 10

120 —y
:>T=x—60:>120—y=3x—180=>
=y =300 — 3x

v Queremos que el area del rectdngulo recortado sea mdaxima

- Toem - en el intervalo [60, 70]

A(x) =x.y =x.(300—3x) =300x — 3x?
A’(x) =300 — 6x A(x) =300—6x=0=x=50¢ [60,70]

A’(x) tiene signo constante en [60,70] y es negativo por lo que A es una funcién estrictamente
decreciente en este intervalo, es decir:

A(60) > A(x) = A(70)  Vx € [60,70]

Y por lo tanto el maximo se alcanza si x = 60 paralo cualy = 300 — 3.60 = 120

Las dimensiones del cristal cortado deben ser de 60 cm de ancho y 120 cm de alto
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Problema 5:

De una matriz B se sabe:

1 2 3 10 11 12
( 4 5 6>.B=I3—< 7 9 9).B
-7 -8 -9 -4 =5 =7

donde I;es la matriz unidad de orden 3. Estudia si la matriz B tiene inversa. En caso afirmativo, calcula
lainversa de B

Solucion:

2 3 10 11 12
= [( 5 6)+( 7 9 9>.B=I3=>
P.distributiva del producto - —8 -9 —4 -5 -7
de matrices respecto de la suma
11 13 15
:>< 11 14 15>.B=I3
-11 -13 -16
Tomando determinantes en la igualdad anterior:
11 13 15 11 13 15
Det( 11 14 15) .Det B = Det I =>| 11 14 15| .DetB=1=
-11 -13 -16 -11 -13 -16
11 13 15 1
= 0 1 0|.DetB=1> —11DetB =1 =>DetB =——+0=>
[ 0o 0 -1 11

= B es una matriz regular.

11 13 15
Seglin hemos deducido antes existe una matriz ( 11 14 15> (la lamamos ya B~') que
-11 -13 -16
multiplicada por B da la identidad=La matriz B tiene inversa y es B™1.

Nota: solo hemos probado que B™* es inversa a la izquierda de B pero, si existe B~ tal que B™B =1y C fuera lainversa

de B a la derecha:
B.C =14 = BBC=B1L;> (B'B)C=B'>LC=B'!= (C=B""

o
Multiplicando por B—1
alaizquierda

11 13 15

La matriz B tiene inversay B 1= 11 14 15
-11 -13 -16
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Problema 6:

1 1 1 3
DadaslasmatricesA=<1 m m), B=<5> meR.

4 4 2m 12
(a) (1,2 puntos) Analiza el rango de la matriz A segln los valores del pardmetrom € R

(b) (0,8 puntos) Resuelve el sistema AX = B cuando m =2
Solucion:

(a) El inico menor de orden maximo (3) de la matriz A es determinante de A

1 1 1 1 1 1
Al =11 m m = 0 m—1 m-1|=m-1).2m—4)
4 4 2mlF2=F2-r1| 0 0 2m-—4
F3'=F3—4F1

|JAl=0 @©m—-1=0obien2m—-4=0 m=1 o m=2

e Sim#1lm+#2 = |A|#0=>rangoA =3

e Sim=1
1 1 1
rangoA=Tango< 1 1 1)=rango(jl: 31‘- ;)=2yaqueelmenor|}} %|=f-‘0
4 4 2
e Sim=2
1 1 1
rangoA=Tango< 1 2 2)=rango(1 é ;)=2yaqueelmenor|1 %|=f-‘0
4 4 4

rangoA=3 sim#*#1m+*2y rangoA=2sim=10 m=2

X
(b) .Xdebe ser una matriz perteneciente aM3,; (R) , pongamos X = <y>

z
1 1 1\ /x 3
El sistema seria en este caso 1 2 2 (y) =|5
4 4 4/ ‘\z 12

Estudiamos el rango de la matriz ampliada

1 1 1 3 1 1 1 3 111 3
rango( 1 2 2 5>= rango ( 0 1 1 2>=rango(0 11 2)=2
4 4 4 12 F2'=F2-F1 0O 0 0 O
F3'=F3-4F1
ya que el menor H ;| #0
rango A = rango A = 2 <n? de incégnitas= el sistema es compatible indeterminado
El sistema es equivalente a

=3-24+1-1
=3 x
{x -I;]y++ZZ: 7 cuya solucién general viene dada por{ y=2-1 AER
z=A
x=1
Y operando {y =2-1 AER
z=A

AX = B, cuando m =2, tiene infinitas soluciones dadas por
x=1 y=2—-2 z=AsiendoA € R
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Problema 7

En un laboratorio de una empresa farmacéutica se fabrican tres tipos de medicamentos, M;, M, y M3, a
partir de tres principios activos, A, A, y Az, distintos. En la siguiente tabla se reflejan los miligramos de
principio activo necesarios para fabricar un gramo de cada medicamento.

mg de A; mg de A, mg de Az
Para 1g de M; 10 10 20
Paralgde M, 10 20 30
Paralgde M, 20 30 50

En dicho laboratorio se dispone actualmente de 70 gramos del activo A;, 90 gramos del activo A4,, y
160 gramos del activo A5. Se va a cerrar por vacaciones y la empresa quiere no dejar principios activos
en el laboratorio. éEs posible utilizar la cantidad total exacta disponible de principios activos del
laboratorio fabricando los medicamentos M;, M, y M3?. En caso afirmativo, équé cantidades de cada
medicamento podra fabricar el laboratorio con dichos principios activos?

Solucion:
N2 gramos de M;: x, N2 gramos de M,: y, N2 gramos de M3: z
Planteamos un sistema de ecuaciones:

0,01x + 0,01y + 0,02z = 70 x+y+2z=7000
{ 0,01x + 0,02y + 0,03z = 90 equivalente a { x+ 2y + 3z =9000
0,02x + 0,03y + 0,05z = 160 2x + 3y + 5z =16000

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada del sistema son:_

1 1 2 /1 1 2 7000
A=1(1 2 3 A=11 2 3 9000

2 3 5 2 3 5 16000
1 1 2
detA=|1 2 3‘=10+6+6—8—9—5=0
2 35

No es un sistema compatible determinado

1 1 2 7000 1 1 2 7000 1 1 2 7000
rango (1 2 3 9000 ) rango <O 1 1 2000) ~rango (0 11 2000) =2
2 3 5 16000/ F2'=F2-r1 \O 1 1 2000
F3'=F3-3F1
El planteamiento da lugar a un sistema equivalente al siguiente de 2 ecuaciones con tres incégnitas:
{x+ y +2z=7000
y +z= 2000

Que es compatible indeterminado por ser rango A = rango A = 2 < n? incognitas.

Existen, por tanto, infinitas soluciones dadas por:
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x =7000—-2000+A71—-21 x =5000—-1
{ y =2000—-41 AleER & y=2000—1 A€R
Z:/‘l Z:A

Existen varias posibilidades para utilizar todas las cantidades de principios activos antes de vacaciones
Basta elegir valores para el parametro A (preferentemente enteras positivas para facilitar la ejecucién

real) que den lugar a soluciones positivas de x, y, z
Si, por ejemplo preparamos 4g = 4000mg de M;, 2g = 2000mg de M, y 1g = 1000mg de M3,
solucién que obtenemos para A = 1000, no sobraria ningun principio activo,

Es posible utilizar la cantidad total exacta disponible

Existen varias formas de hacerlo, por ejemplo, si se fabrican:

4g = 4000mg de M, 2g = 2000mg de M,y 1g = 1000mg de M;
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Problema 8:
Halla la ecuacidon de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos

2x +y—z =0 .
{x Yy +z=-3 y ademds pasa por el punto (3, 2,1)...

Solucion:

Sea v el vector director de la recta

{Zx +y—2z=0 2x
x—y+z=-3 v
¥ es paralelo al producto vectorial de los vectores v=(0,1,1) o .
I Ay AT, ‘

asociados a los planos que la definen: :;if

i j ok e
mAn; =2 1 -1[=(0,-3,-3)

1 -1 1 (3,2,.1)...

ny An, |l (0,1,1) =Podemos tomar (0,1,1) como SLANG SOLUGION
vector director de la recta y por tanto como
asociado al plano perpendicular a la misma
Si  es el plano que buscamos, su ecuacion general es:
y+z+D=0
(3,2,1).ern=>2+1+D=0=D=-3..

Luego

n=y+z—-—3=0
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Problema 9

Sean A(1,2,3),B(1,0,—1) y C(2,2,2) tres puntos en el espacio y v; el vector que va de A a B;
v, elvector quevade BaC y7v; el vector que vade C a A.

(a) (1 punto) Estudia si los vectores V7, U, y U3 son linealmente independientes.

(b) (1 punto) Calcula el area del tridangulo cuyos vértices son 4, B, C.

Solucion
(a) V1, v, y V3 son linealmente independientes & [v7,7,, V3] # 0

;= AB = (0,—2,,—4) v, =BC=(123) 7v;=CA=(-1,01)

0 -2 —4
[v{,v,,v3]=| 1 2 3|=6-8+4+2=0= v],v,y7v; sonlinealmente dependientes
-1 0 1

(Nota: Podiamos haber demostrado también que existe una combinacion lineal de los tres vectores que es el vector nulo sin

que sean 0 todos los coeficientes:

B-y=0
avy+ By +y U3=0 = a(0,-2,,—4) + B(1,2,3) +y(~1,0,1) = (0,00) ={ —2a+28=0 =
—4a+3+y=0

—_— —s —
Por ejemplo la solucion a« = f =y =1 dalugar a la combinacion U1+ VU, + VU3 =0 que muestra la dependencia

< ™K
nm il

B
R , representan las infinitas soluciones del sistema.
B

lineal de los tres vectores)
—_— — — . .
V4, V3 Y V3 son linealmente dependientes

(b)Area tridngulo ABC = %| (ﬁ A ﬁ) |

AB = (0,-2,,—4) AC =(1,0,—-1)

ABANAC=| 0 -2 —4/=2,-42)>]|(ABA AC)| =22+ (—4)%2+22=V24 =26
1 0 -1

Area triangulo ABC = % | CAB A AC) |=% (2v6) ut=6 u?

Elirea del trisngulo ABC es V6 u?
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Problema 10

El 84 % de los exdmenes de Matemadticas Il de la fase genérica en la convocatoria ordinaria de la EVAU
en 2022 en Aragdn obtuvieron una nota mayor o igual a 5.

(a) (0,8 puntos) Si seleccionamos aleatoriamente 15 de aquellos examenes, écual es la probabilidad de
gue exactamente 2 tengan una nota inferior a 5?

(b) (1,2 puntos) Con los 15 exdmenes anteriores, ¢es mas probable que menos de 2 exdmenes tengan
nota inferior a 5 0 que mas de 2 exdmenes tengan nota inferior a 5?.

Solucion:

El experimento aleatorio “seleccionar un examen al azar y observar si tiene una nota mayor o igual que
5” es una prueba con solo dos resultados posibles (de Bernoulli), identificables con “éxito”y “fracaso.

Sea “éxito” = “el examen elegido al azar tiene una nota mayor o igual que 5”
P(éxito) = p = 1% = 0,84 P(fracaso) = g = 1 — 0,84 = 0,16
Se repite 15 veces este experimento. Las pruebas son independientes.
Entonces la variable aleatoria X = “n? de éxitos” = “numero de exdmenes que tienen una nota mayor o
igual que 5”, es una variable binomial

X = B(15, 0,84) con funcién de probabilidad P(X = k) = (1k5) -(0,84)% - (0,16)157k

(a) P(“exactamente 2 tengan una nota inferior a 5”)=P(“exactamente 13 tengan una nota superior a 5”) =
— — _15 13, 2 — 15 13, 2 —
=P =13) = (13) (089" (016)? = (7)) - (0,842 - (0,16)? =
15.14

= T0,1037 .0,0256 ~ 0,2787

La probabilidad de que exactamente 2 exdmenes tengan una nota inferior a 5 es de
0,2787

(b) P(“menos de 2 tengan una nota inferior a 5”)=P(“mas de 13 tengan una nota superior a 5”) =

= PX214) = PX=14)+PX=15)= (}i) L(0,84)™ - (0,16)" + Gg) _

(0,84)'>-(0,16)° = %0,087 .0,16 +1.0,0731.1 = 0,2819
e P(“més de 2 tengan una nota inferior a 5")=P(“menos de 13 tengan una nota superior a 5”)=
=P(X<13)=1-PX=213)=1-[PX=13)+P(X =14)+ P(X =15)] =

=1- (15) -(0,84)13 - (0,16)? — (12) - (0,84)1* - (0,16)! — (1?) -(0,84)15 - (0,16)° =

15.14

=1-——==
2.1

0,1037.0,0256 — %0,087 .0,16 —1.0,0731.1 = 0,4394

Es mas probable que mas de dos examenes tengan una nota inferior a 5
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