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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
GENERAL JUNIO

CURSO: 2023-2024
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Responeu a QUATRE de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I'is de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacié.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest altim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la giiesti6 corresponent.

Problema 1:

1. Considereu la funcié f(x) = Zln_x , definida per a x> 0.
x

a) Estudieu-ne els maxims i els minims, i les zones de creixement i de decreixement.
[1 punt]

b) Aquesta funcio té asimptotes? Feu un esbos de la seva grafica.
[1 punt]

¢) Calculeul'equacio de la recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa x = 1.
[0,5 punts]

Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient:

4x+2y-z=4
xX—-y+kz=3},
3x+3y=1

on k és un parametre real.
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k, i resoleu-lo per a k=0.

[1 punt]

b) Resoleu el sistema per a k=-1.
[0,75 punts]

c) Per a k=-1, modifiqueu la tercera equacié de manera que el sistema esdevingui
incompatible. Justifiqueu la resposta.
[0,75 punts]
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

3. EnJoan troba entre els papers del seu avi un esbos com el de la figura adjunta, on es des-
criu un terreny de regadiu que ha deixat en herencia al seu pare.

La corba de la grafica és y = f(x), amb f(x) = -x*+7x* - 6x + 5.

a) A partir de I'expressio de f(x), calculeu les coordenades dels punts P, Q i R indicats a
la figura. Calculeu també I'equacié de la recta PR.
[1,25 punts]

b) Calculeu la superficie del terreny.
[1,25 punts]

Problema 4:

4. L’Andreu posa les nou boles que es mostren a continuacié dins d’'una bossa.

BEOOEEE®ME

a) A continuacio, treu de la bossa dues boles a I'atzar, una darrere I'altra i sense reem-
placament (és a dir, no retorna a la bossa la primera bola abans de treure la segona).
— Calculeu la probabilitat que la primera bola sigui una A o una E.
[0,5 punts]
— Calculeu la probabilitat que les dues boles siguin diferents.
[0,75 punts]

b) L’Andreu torna a posar totes les boles a la bossa i en treu cinc a I'atzar, una darrere
Paltra, pero ara amb reemplagament (és a dir, ara si que retorna a la bossa cada bola
extreta abans d’agafar la segiient).

— Calculeu la probabilitat que no hagi tret cap A.
[0,5 punts]

— Calculeu la probabilitat que hagi tret almenys dues A.
[0,75 punts]
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Problema 5:

5. Volem construir un petit cobert de fusta de 6 m* de volum, en forma de prisma rectan-
gular, adossat a la paret lateral d'una casa, per a guardar-hi llenya. Només cal construir,
per tant, el sostre i tres parets (la paret del fons del cobert és la de la casa a la qual esta
adossat). A més, volem que el cobert mesuri el triple d’amplaria que de fondaria. Cada
metre quadrat de paret té un cost de construccié de 30 € i el sostre costa 50 € per metre
quadrat. Un cop construit el cobert, afegir-hi una porta té un cost fix de 35 €.

a) Comproveu que el cost de construccié del cobert ve donat per la funcié

300 .
C(x)="—" +150x* + 35, on x és la fondaria del cobert en metres.
X
[1,25 punts]

b) Calculeu quines han de ser les dimensions del cobert per tal que el cost de construccio
sigui minim i justifiqueu la resposta. Quin és aquest cost?
[1,25 punts]

Problema 6:

6. Considereu els punts A=(1, 2, 3) i B=(-3, -2, 3).
a) Calculeu I'equaci6 del pla m que és perpendicular a la recta AB i que passa pel punt
mitja entre A i B. Justifiqueu que aquest pla esta format, precisament, pels punts
P=(x, y, z) que estan a igual distancia de A que de B, és a dir, d(P, A) =d(P, B).
[1 punt]

b) Calculeu les distancies de A i de B al pla i comproveu que son iguals. Es casualitat
Raoneu la resposta.
[0,75 punts]

c) Sigui C=(-7, 6, 3). El triangle ABC és isosceles? Calculeu la seva area.
[0,75 punts]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

Problema 1:

1. Considereu la funcié f(x) = zln_x , definida per a x> 0.
X

a) Estudieu-ne els maxims i els minims, i les zones de creixement i de decreixement.
[1 punt]

b) Aquesta funci6 té asimptotes? Feu un esbos de la seva grafica.
[1 punt]

¢) Calculeul'equacié de la recta tangent a la grafica de y = f(x) en el punt d’abscissa x = 1.
[0,5 punts]

Solucion:
Solucié apartat a:

Ens demana un estudi de la monotonia de la funcid, per fer-ho necessitem la derivada de la funcio, ja
que com sabem, pels valors de x en els que f'(x) <0, f(x) és decreixent; pels valors en els que
f'(x) >0, f(x)éscreixent i pels valors en els que f'(x) =0, f(x) té un maxim, un minim o un
punt d’inflexid. De manera que en primer lloc calcularem la derivada de la funcid i després estudiarem
el seu signe.

1
x—Inx 1—-Inx
i ! =2Zx =2
i) ') 2 2
i) Per a fer I'estudi del signe de la funcié 1ler hem de veure quan val zero:
21_xlznx=0—>1—lnx=0—>—lnx=—1—>lnx=1—>x=e

Llavors hem de veure quin signe té la funcié als intervals (0, ¢e) i (e, +0), substituint un
nombre de cada interval a la derivada fem prou:

1-inl

e (0e)»x=1-f'(1)=2 72 = 2 > 0 - lafuncié és creixent en (0, e).
1—Ine? 1-2 2
- 2 ! ., ,
e (e,+)>x=e*->f'(1)=2 e =2 o ———e4<0—> la  funcio és

decreixent en (e, + ).
e A mésamés podem concloure que en x = e la funcié té un maxim, ja que passa de ser
creixent a decreixent.

iii) veure quan val zero:
Zl;lznx=0—>1—lnx=0—>—lnx=—1—>lnx=1—>x=e

Llavors hem de veure quin signe té la funcié als intervals (0, e) i (e, +00), substituint un
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nombre de cada interval a la derivada fem prou:

e (0e)»x=1-f'(1)=2 1_112711 = 2 > 0 - lafuncié és creixent en (0, e).

1—Ine? 1-2 2
,+0) > x =e? > f'(1) =2 =2—"=-5<0> la funci6 &
e (e,4)>x=c¢e f'(1) e o i < a uncié  és

decreixent en (e, +0).
e A mésamés podem concloure que en x = e la funcid té un maxim, ja que passa de ser
creixent a decreixent.
Solucio apartat b:
Asimptotes verticals: les trobem en els valors que anul-len el denominador, en aquest cas és en x = 0.

. Inx _ —o . , .
lim2 — = — = —00 — tenim una asimptota vertical en x = 0.
x-0t X 0

Asimptotes horitzontals: les trobem al fer el limit quan x — oo:

Inx 1 2
lim ZT= lim2% = lim ==0%

x—+00 x—+00 1 x—+00 X
i L'Hégitak . . . .
(També podriem haver argumentat que com que a l'interval (e, +o) la funcié és decreixent i no

. . - ., ., o lnx , , ,
travessa l'eix de les x (ja que la Unica solucié de I'equacid 27 = (0és x = 1) té una asimptota

horitzontal).

Asimptotes obliqgiies: Com que la funcié té una asimptota horitzontal, no pot tenir-ne d’obligties.

Un esbds de la grafica de la funcid seria:
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Solucié apartat c:
Equacid de la recta tangent a la funcié en (1, f(1)):

L’equacid explicita d’una recta qualsevol, ve donada per I'expressié: y = mx + n on m és el pendent de
la recta, com que la recta que busquem és tangent a la funcié f(x) en (1, f(1)), el seu pendent sera la
derivada de la funcid en 1, es a dir f'(1).

Calculem (1) = 2 1_1[2711 =2

De moment tenim que I'equacid de la recta sera: y = 2x +n, ara, per trobar el valor de n, fem servir

el fet de que la recta passa pel punt (1, f(1)) = (1, ZmTl) = (1,0) llavors:

y=2x+n———o0=2-1+n->n=-2.
passa per (1,0)

De manera que I'equacio de la recta tangent en el punt d’abscissa x=1 és:

y=2x—2
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Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient:
4x+2y-z=4
xX—-y+kz=3},
3x+3y=1
on k és un parametre real.

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k, i resoleu-lo per a k=0.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema per a k=-1.

[0,75 punts]

¢) Per a k=-1, modifiqueu la tercera equaci6 de manera que el sistema esdevingui
incompatible. Justifiqueu la resposta.
[0,75 punts]

Solucion:

Solucio apartat a:

4 2 -1 ~ 4 2 -1 4
Anomenem A = (1 -1 k )a la matriu del sistema i 4 = (1 -1 k 3) a la matriu ampliada
3 3 0 3 3 0 1

del sistema.

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché-Frobenius, que compara el rang de la matriu del
sistema amb el rang de la matriu ampliada.

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del parametre k:

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacid lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul-la el determinant de la
matriu:

4 2 -1
|A|]=11 -1 k|=-3+6k—(3+12k)=-3+6k—3—-12k=—-6—6k
3 3 0

Al =0¢— —-6—-6k=0—x=-—1
Llavors:

e Sik # —1, el determinant de la matriu sera diferent de zero i per tant el rang de la matriu sera 3.

e Sik=-1,]|A| =0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la
k per —1:
4 2 -1 4 2
A=(1 -1 -1] sifem | | =—4—-2=—6 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
(3 3 0 ) L -
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i) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del parametre k:

e Sik # —1, com que la matriu A és d’ordre 3x4, rg(A) < 3, com que la matriu A c A4, rg(A)>3; per
tant rg(4) = 3.

e Sik = —1, anem a veure quin és el rang de la matriu A:
Per fer-ho farem servir el metode de Gauss.

/4 2 -1 4 1 -1 -1 3 1 -1 -1 3
A=<1 Pt 3>mmanviemm<4 2 1 4>m’<0 —6 -3 8)

3 3 0 1 3 3 0 1/ F3=3F1-F3 0 -6 -3 8
1 -1 -1 3 _
TasrI_F 0 -6 —3 8]|—-rgld)=2.
0 O 0 O

iii) Discussio del sistema amb el T2 de Rouché-Frobenius:
— T2 de Rouché
e Sik # —1tenimquerg(4) =rg(A) = n®d'incognites —— SCD.
_ T2 de Rouché
e Sik=-1, tenim que rg(4) =rg(A) = 2 < 3 = n2d'incognites _ R SCl amb 1 grau de

[libertat.

iv) Resolucio del sistema quan k = 0:

Aplicant la regla de Cramer:

4 2 -1
3 -1 0
1 3 0 —-10 5
X=% 2 -1 "3
1 -1 0
3 3 0
4 4 -1
13 0
_ 131 ol 8 —4
Y= 2 -1 ¢ 3
1 -1 0
3 3 0
4 2 4
1 -1 3 )
3 3 1
Z=w 3 -1 g "
1 -1 0
3 3 0
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— T2 de Rouché
e Sik + —1tenimquerg(A4) =rg(A) = n®d’incognites —— SCD.

e Si k=-1, tenim que 71g(4) =rg(A)=2<3=ndincognites
T2 de Rouché
—— > SCI amb 1 grau de llibertat.

. x . , 5 -4
e Lasolucioé del sistemaperak = 0esx=§, Y=, z=0.

Solucid apartat b:

Si k = —1 podem eliminar la 32 equacio per ser redundant (és la 12 menys la 22) i el sistema queda:
{4x +2y—z=4
xX—y—z=3
Restant la 12 equacié menys 22 enaqueda: 3x + 3y =1, fenty = t,ensqueda:3x + 3t =1 -
x = % = g— t, substituint la x i la y a la segona equacio trobem la z: g— t—t—z=3-
§—2t—3 =z-oz= —g—Zt, de manera que:

La solucio del sistema quan k = —1, és (% —tt, —g — 2t ) ,t € R.

Solucié apartat c:

Com hem vist quan k = —1, la tercera equacié és combinacio lineal de les dues primeres, de manera
que si canviem el seu terme independent (per exemple per un 2) al intentar fer Gauss la tercera fila no
marxaria i ens quedaria que la matriu ampliada tindra grau 3:

_ (4 2 -1 4) (1 -1 -1 3) (1 -1 -1 3>
A=|1 -1 -1 3 4 2 -1 4|————|0 -6 -3 8
i i F2=4F1-F2
3 3 0 2 Intercanviem F1i F2 3 3 0 2/ F3=3F1-F3 0 —6 -3 ”
1 -1 -1 3 B
m(ﬂ -6 -3 8>—>rg(A)=3.
0 O 0 1

Com que hem canviat el valor del terme independent, no hem canviat els valors de la matriu 4 de
manera que rang(A) = 2, amb la qual cosa:

Al canviar el terme independent per 2 tenim que:

__ T2de Rouché
rg(A) #rg(A) — SI
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Problema 3:

3. EnJoan troba entre els papers del seu avi un esbds com el de la figura adjunta, on es des-
criu un terreny de regadiu que ha deixat en heréncia al seu pare.

La corba de la grafica és y = f(x), amb f(x) = -x* + 7x* - 6x + 5.

a) A partir de I'expressio de f(x), calculeu les coordenades dels punts P, Q i R indicats a
la figura. Calculeu també I'equaci6 de la recta PR.
[1,25 punts]

b) Calculeu la superficie del terreny.
[1,25 punts]

Solucion:
Solucié apartat a:

Com es veu al dibuix P = (a,5),Q = (b,5)IR = (b,0), com que P i Q sén punts de la grafica de
f(x),f(a) = f(b) =5 llavors a i b sén solucions de I'equacié f(x) = 5.

Resolem I'equacié: —x3 + 7x> —6x +5=5->—-x3+7x> —6x=0->x(—x*+7x—6) =0 -

( x=0
-7+5 L
-7 £ V49 — 24 _ =
—x2+7x—6=0->x=—— = 2
=2 7-5_
-2

La solucié 0, correspon al punt (0,5), de maneraquea =1ib = 6.

Equacid de la recta que passa per P(1,5) i R(6,0):

1r calculem el pendentde larectaim = — = —1
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L’equacio explicita de la recta tindra la forma y = —x + n, com que passa pel punt (0,6) al substituir-lo
a I'equacio podem trobar lan — 6 = n. Llavors I'equaci6 que ens demanenés:y = —x + 6

P=(1,5), Q=(6,5)iR=(6,0),Lequacio de larecta que passa per P iR és
y=—-x+6

Solucio apartat b:

La superficie del terreny és la integral entre x = 1i x = 6 de f(x) menys la recta:

6 6
S = f (F(x) —r(x))dx = f ((=x3 +7x2 —6x +5) — (—x + 6))dx =

6 x*  7x3 5x? °
j(—x3+7x2—5x—1)dx= ——t—————x| =
. 473 2 )
64_|_7-63 5- 62 6 14_|_7-13 5-12 { —1025"‘85416 )
4773 2 4773 2 Tt
La superficie és % u?
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Problema 4:

4. L’Andreu posa les nou boles que es mostren a continuaci6 dins d'una bossa.

EBEOOEEE®WME

a) A continuacio, treu de la bossa dues boles a I'atzar, una darrere I'altra i sense reem-

plagament (és a dir, no retorna a la bossa la primera bola abans de treure la segona).
— Calculeu la probabilitat que la primera bola sigui una A o una E.

[0,5 punts]
— Calculeu la probabilitat que les dues boles siguin diferents.

[0,75 punts]

b) L’Andreu torna a posar totes les boles a la bossa i en treu cinc a I'atzar, una darrere
Ialtra, perd ara amb reemplacament (és a dir, ara si que retorna a la bossa cada bola
extreta abans d’agafar la segtient).

— Calculeu la probabilitat que no hagi tret cap A.

[0,5 punts]

— Calculeu la probabilitat que hagi tret almenys dues A.

Solucion:

[0,75 punts]

Solucié apartat a:

i)

Com que tenim dos A i una E, tenim 3 casos favorables sobre 9 casos possibles, aplicant la

3 1
formula de Laplace, la probabilitat que ens demanen és: 6 = 5
En aquest cas és més facil calcular la probabilitat de I'esdeveniment complementari i després
restar-la de I'1 per a trobar la que ens demanen, és a dir:

P(Dues boles diferents) = 1 — P(dues boles iguals)

Dues boles només poden ser iguals si sén dues A o dues S:

P(Dues A) = P(Primera Aisegona A) = % . % = 3_16 = P(Dues S)

; _ _1.1_1
Llavors P(dues boles iguals) = P(Dues A) + P(Dues S) = 361736~ 18"
Pettant:  P(Dues boles diferents) = 1 — P(dues boles iguals) =1 — % =
17 o
18 = 0,944 ...

Probabilitat d’Ao E = %; probabilitat de que les dues boles siguin diferents = %
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Solucié apartat b:

i) El nombre de boles A extretes segueix una binomial (o traiem una A o no la traiem)

5
n=5ip =% llavors P(capA) = (1 — p)® = (%) = 0,284 ...

i) En aquest cas és més facil calcular la probabilitat de I'esdeveniment complementari i després
restar-la de I’1 per a trobar la que ens demanen:

Esdeveniment complementari de treure al menys dues A és no treure’n cap o treure’n una:
4 5

rnan-QQEQ 1 remn-Q)
Llavors: P(Almenys 2 A) =1 — [P(Una A) + P(Cap A)] =1 — [(i) (é) (g)4 + (g)s] =
0,308 ...

P(capA) = 0,284 ... i P(Almenys 2 A) = 0,308 ...
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Problema 5:

5. Volem construir un petit cobert de fusta de 6 m* de volum, en forma de prisma rectan-
gular, adossat a la paret lateral d’'una casa, per a guardar-hi llenya. Només cal construir,
per tant, el sostre i tres parets (la paret del fons del cobert és la de la casa a la qual esta
adossat). A més, volem que el cobert mesuri el triple d’amplaria que de fondaria. Cada
metre quadrat de paret té un cost de construccié de 30 € i el sostre costa 50 € per metre
quadrat. Un cop construit el cobert, afegir-hi una porta té un cost fix de 35 €.

a) Comproveu que el cost de construccio del cobert ve donat per la funcio

300 )
C(x)="= +150x*+ 35, on x és la fondaria del cobert en metres.
X
[1,25 punts]

b) Calculeu quines han de ser les dimensions del cobert per tal que el cost de construccio
sigui minim i justifiqueu la resposta. Quin és aquest cost?
[1,25 punts]

Solucion:

Solucié apartat a:

El cost ve donat per la multiplicacié de 30 pels metres quadrats de les 3 parets que hem de construir,
més 50 pels metres quadrats del sostre, més el cost de la porta. Si anomenem x a la fondaria (com ens
diuen) y a la amplariai z a I'altura, la funcié quedaria:

C(x,y,z) = 30(2xz + yz) + 50xy + 35

NN

Parets laterals Paret frontal Sostre Porta

Hem d’escriure la funcid del cost de construccio fent servir només la variable fondaria del cobert (x) de
manera que hem d’escriure les altres dues en funcié d’aquesta, si ens fixem en I’enunciat:

Ha de tenir el triple d’amplaria que de fondaria: y = 3x

El cobert ha de tenir 6 m?: Xy z=6->x3x-z2=6-3x2z=6-z=->5=—

Substituint en C(x, v, z) ens queda: C(x) = 30 (ZX%2 + Sx%) + 50x3x + 35 =
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6

30 (5 +2) +150x2 + 35 = 30 (L) + 150x2 + 35 = 220

- 150x2 + 35 . Com voliem demostrar.

Solucio apartat b:

Per a buscar el minim de la funcié C(x) calculem la seva derivada i resolem I'equacié C'(x) = 0:

—300

C'(x) = 2

+ 300x

") + 300x = 0 » =300 + 300x™ = 0 — 300x™ = 300 — x =3#'0=1—>x=\/1=1

Ara podem afirmar que C(x) en x = 1 té un punt singular, per a comprovar que efectivament és un
minim ho farem amb el metode de la segona derivada:

C"(x) = % +300 i C"(1)=900>0- C(x)téunminimenx = 1.

2
Six , y=3x->y=3 i z 2 -z
N , 300 "
Per a aquestes dimensions el cost és de: C(1) = T + 1501“ + 35 =485 €

Per tenir un cost minim, les dimensions han de ser: 1m de fondaria, 3 metres
d’amplada i 2 metres d’algada. El cost del cobert per a aquestes dimensions és de 485€.
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Problema 6:

6. Considereu els punts A=(1, 2, 3) i B=(-3, -2, 3).
a) Calculeu I'equaci6 del pla m que és perpendicular a la recta AB i que passa pel punt
mitja entre A i B. Justifiqueu que aquest pla esta format, precisament, pels punts
P=(x, y, z) que estan a igual distancia de A que de B, és a dir, d(P, A) =d(P, B).
[1 punt]

b) Calculeu les distancies de A i de B al pla 7 i comproveu que sén iguals. Es casualitat
Raoneu la resposta.
[0,75 punts]

c) Sigui C=(-7, 6, 3). El triangle ABC és isosceles? Calculeu la seva area.
[0,75 punts]

Solucion:

Solucié apartat a:

El pla que ens demanen és perpendicular al vector AB = (-3,-2,3) — (1,2,3) = (—4,—4,0) dividint
totes les components entre —4 ens queda el vector (1,1,0) que té la mateixa direccié que AB.

Sabem que a I'equacié general del pla, Ax + By + Cz+ D =0 (A,B,C) és un vector perpendicular al
pla, de manera que I'equacio del pla que ens demanen tindra la forma: x + y + 0z + D = 0.

A més a més sabem que passa pel punt mitja entre Ai B =M = %(A +B) = %(—2,0,6) = (—1,0,3),
llavors aquest punt ha de complir I'equacio del pla i substituint-lo trobemlaD: =1+ D =0—-D = 1.

L’equacié del pla demanat és:

m:x+y+1=0

Per a comprovar que el pla esta format pels punts que equidisten dels punts A i B, trobarem I'equacié
del lloc geometric dels punts que equidisten d’ A i B i veurem que coincideix amb I'equacié del pla:

Si P = (x,y,z) és un punt qualsevol:

d(P,A) = (x—1)2+ (y—2)2+(z—3)?

d(P,B) =/ (x+3)2+ (y +2)2 + (z — 3)2

d(P,A)=d(P,B) > J(x—1)2+(y—2)2+(z—3)2=/(x+3)2+(y+2)2+(z—3)2 >
x2—=2x+1+y?—4x+4+22—-6z2+9=x>+6x+9y? +4y+4+22—-—62+9 -
—2x+1—4y=6x+9+ 4y - —8x — 8y — 8 = 0; Simplificant dividint els termes entre —8:

x+y+1=0,que ésl'equacié del pla m.
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Solucié apartat b:

Fent servir la férmula pel calcul de la distancia d’un punt a un pla, tenim:

11+ 2+ 1] 4

d(A,m) = =—=22u
V12412402 2
-3-2+4+1 4

d(B,m) = | | =—=2/2u

VIZ+ 12402 2
No és casualitat ja que com hem vist anteriorment tots els punts del pla m equidisten dels punts A i B de

manera que la minima de les distancies d’'un punt de it al punt A (d(4, m)) sera la mateixa que la mini-
ma de les distancies d’un punt de it al punt B (d(B, )).

d(A,m) =d(B,m) =22 u

Solucié apartat c:

El punt C = (—7,6,3)compleix I'equacié del pla m, ja que, =7 + 6 + 1 = 0, de manera que pertany al
pla i per tant equidista d’A i de B, amb la qual cosa el triangle ABC té almenys 2 costats iguals i és isos-
celes.

Per a calcular la seva area necessitem la base, que és la distancia d’A a B, i la seva altura que és la dis-
tancia del punt mig entre AiB i el punt C:

d(A,B)=/(1+3)2+2+2)2+(3-3)2=+32=4V2
dM,C) =/(=1+7)2+(0—-6)2+ (3 —-3)2 =72 =6V2

42 -6v2 ,
> —
L’area demanada és de 24 u?

Area = u?
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Generalitat de Catalunya EVALUACION DE BACHILLERATO
Consell Interuniversitari de Catalunya PARA EL ACCESO A LA
= UNIVERSIDAD (EBAU) FASE
GENERAL
CURSO: 2023-2024
MATEMATICAS I

CONVOCATORIA:
EXTRAORDINARIA

Responeu a QUATRE de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per qué.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet I'tis de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest ultim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestié corresponent.

CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

1. Considereu la funci6 polindmica f(x) = 3x" + 5x*+ 2.
a) Justifiqueu que la seva grafica talla I'eix de les abscisses en un punt de I'interval
[-2, 0]. Doneu un interval de longitud 0,5 on es trobi aquest punt de tall.
[1.25 punts]

b) Estudieu les zones de creixement i de decreixement, i els maxims i els minims de
y=f(x). Quants punts de tall té exactament la grafica d’aquesta funcié amb 'eix de les
abscisses? Justifiqueu la resposta.

[1.25 punts]

Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient, on m és un parametre real:
x=3y+mz==2
X+my+2z=3
X+y+2z=m

a) Discutiu el sistema segons el valor del parametre m.
[1,25 punts]

b) Trobeu la solucio del sistema per a m=0.
[0.5 punts]
c) Peram =2, doneu una solucid (x, y, z) del sistema que, a més a més, compleixi x = 5y.
[0,75 punts]

Problema 3:

3. Laclasse de I'Elia ha dissenyat el logotip segiient per a pintar-lo a la paret de 'institut:

La corba que passa pel punt A és y=f(x), amb f(x) =x" - 4x" + 4x, i la que passa pels
2
punts B, C=(3,3)iDés y=g(x), amb g(x)= _(xT—l) +4,

a) Calculeu les coordenades dels punts A, Bi D.
[0,75 punts]
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b) Calculeu I'area de la zona puntejada.
[1,25 punts]

Els alumnes volen pintar la part puntejada de color blau i la part ratllada de color ver-

C

mell. Sabent que I'area total del logotip és % m’, de quin color necessitaran més pin-
1

tura?

[0,5 punis]

Problema 4:

4. S'estima que el 20% dels habitants d’'una regié pateix algun tipus d’arritmia. Per a
diagnosticar-la, hi ha la possibilitat de coHocar al pacient un monitor Holter, que detecta
l'arritmia en un 95 % dels casos de persones que la pateixen, perd que també dona falsos
positius, per motius eléctrics, en persones que no pateixen arritmies en un 0,5 % dels

casos.
a) Siescollim 4 persones a I'atzar, quina és la probabilitat que almenys una d’elles pateixi

arritmies?
10,75 punts]
b) Quina és la probabilitat que una persona escollida a I'atzar obtingui un diagnostic
positiu darritmia?
[0,75 punts]
¢) Siuna persona obté un diagnostic negatiu a la prova del Holter, quina és la probabi-
litat que realment pateixi arritmies?
[1 punt]

Problema 5:
Per a cada punt (x, y) de la corba y=e™, amb x > 0 iy > 0, considereu el rectangle amb
vertexs als punts (0, 0), (x, 0), (0, ¥) i (x, ¥).

5.

; [ s -
a) Comproveu que, d'entre tots aquests rectangles, el que té x =3 és el d’area maxima.

Quin és el valor d’aquesta rea?
[1,5 punts]

b) Calculeu I'equacié de la recta tangent a la funcié y=e™ en el punt d'abscissa x=0, i
el seu punt de tall amb I'eix de les abscisses.

11 punt]

Problema 6:
6. Considereu el punt P=(1, 3,0) i el pla m d'equacié x + 2y -2z=-7.
a) Sigui rla recta que és perpendicular a mi passa per P. Calculeu el punt d'intersecci6

de mamb r.
[1 punt]

b) Caleuleu la distancia d del punt P al pla m.
[0,5 punts]

¢) Calculeu 'equacié d'un altre pla 7' que sigui paralel a i que també estigui a distin-

cia d de P.
[1 punt]
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RESPUESTAS CONVOCATORIA DE SEPTIEMBRE
Problema 1:

1. Considereu la funci6 polindomica f(x) = 3x" + 5x°+ 2.
a) Justifiqueu que la seva grafica talla 'eix de les abscisses en un punt de l'interval
[-2, 0]. Doneu un interval de longitud 0,5 on es trobi aquest punt de tall.
[1,25 punts]

b) Estudieu les zones de creixement i de decreixement, i els maxims i els minims de
vy =f(x). Quants punts de tall té exactament la grafica d’aquesta funcié amb I'eix de les
abscisses? Justifiqueu la resposta.

[1,25 punts]

Solucion:

(a) La funcio f(x) és polinomica i, per tant, continua en tots els reals. Com que
fl(-=3.(—-2)3+s5.(—-20F+2 <0,
floy=3-(0**+5-(0P*+2=0

podem aplicar el Teorema de Bolzano i la funcio £(x) s'anul-la forcosament en algun
punt de linterval [—2, 0]. Per trobar un interval de longitud 0.5 només cal temptejar uns
guants intervals més pefits; com que

Ffl—1)=3-(—1)**+5-(-1)PF+2=-5<0,
I'arrel pertany a linterval [—1.0]. |, finalment, com que
fl-05)=3-(—0.5)**+5-(—05)°+2=1374.. =0,
I'arrel pertany a linterval [-1.—0.5].

(b) Per analitzar el creixement i decreixement de la funcio f(x), calculem la seva
derivada f'(x) = 39x*? + 15x*: com que fots els exponents son parells, f'(x) mai és
negativa i, per tant, 1a funcido £ mai decreic. En particular. no t& cap maxim ni minim.
Per altra banda, la funcio, que és polindmica, no t& asimptotes ni discontinuitats. En
definitiva, la seva grafica només pot tenir un Gnic punt de tall amb l'eix d'abscisses que
es troba, com hem dit, a linferval [—1, —0.5].

Criteriz de comeccio: (a) Compteu 0.25 per justificar que es pot aplicar el Teorema de
Bolzano, 0.5 per veure que hi ha una amel a linterval [—2,0] i 0.5 per afinar fins a un
interval de cinc décimes d’amplada. (b) Compteu 0.25 pel calcul de la derivada, 0.25
per deduir que es tracta d’'una funcio creixent, 0.25 per dir que no té maxims ni minims,
i 0.5 per justificar que hi ha una Gnica arrel.
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Problema 2:

2. Considereu el sistema d’equacions segiient, on m és un parametre real:
X=3y+mz=-2
X+my+2z=3
X+y+2z=m
a) Discutiu el sistema segons el valor del parametre m.

[1,25 punts]

b) Trobeu la soluci6 del sistema per a m=0.
[0,5 punts]

¢) Peram=2, doneu una soluci6 (x, y, z) del sistema que, a més a més, compleixi x = 5y.
[0,75 punts]

Solucion:
2.

(a) Bl determinant de la matriu de coeficients del sistema és

1 -3 m
1 m Z2|=2m+m—6-—-m’—2+6=-—m*+3m—2,
1 1 2
queésﬂquanm:% -1 :':_2:'2 1,2. Simnoésnilni2, el rang de la matriu de

cosficients és 3, per tant el de 'ampliada també, i es tracta d’un sistema compatible

determinat.

En el casm = 1, el rang de la matriu de coeficients és 2 (ja que, per exemple, el menar

superior esquerra és no nul} i el de Fampliada és 3,

i -3 -2
1 1 3|=1-2-9+2-3+3=-8F0
1 1 1

Par tant, es tracta d'un sistema incompatible. (Alternativament observem que las dues
darreres equacions son contradictiries enaquestcas: x + v+ 25 = 3ix+y+ 2z =1}

En 2l cas m = 2, el rang de la matriu de cosficients &z 2 i el de 'ampliada també és 2,

i -3 2 -2 1 -3 2 -2 1 -3 2 =2
iz 2 3 |~0 &5 O 5 ~0 1 0o 1
i 1 2 2 4 0 4 O o 0o 0O

per tant, es tracta d'un sistema compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

[b) 5im = 0 és un sistema compatible determinat i t& per soluda

-2 -3 0

a 0 2

0 1 2/ 0+0+0-0+4+18 22
= = = e = —11,

1 -3 0 0+0—6—0—2+5 -2

1 0 2

1 1 2

1 -2 0

1 3

1 g 21 6+0-4-0-0+4 &
S PRI T —2 B

1 0 z

1 1 2
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1 -3 -2
1 0 3

i1 gl _0-2-%-0-3-0 -14 _
1 -2 0 —z —2
1 0 2
1 1 2

[c) Per m = 2 sabem que el sistema és equivalent a les dues equacions x — 3y + 2z =
—2.1 ¥ = 1, i &5 compafible indeterminat. Imposant, a més a meés, la condicio exira

x = 5y, tenim x = 5 i, de |a primera equacio, 2z = -2 —x+3y=—-2—-5+3=—4 és
a dir, z = —2. Aixi |2 solucio demanada és (x,y.z) = (5.1, -2).

Criteris de comeccio: (a) Compteu 0.25 pel calcul del determinant, 0.25 per trobar els
valors critics de m, i 0.25 per estudi de cadascun dels tres casos. (b) Compteu 0.5 pel
calcul de la solucio. (c) Compteu 0.25 per saber combinar el sistema amb la condicio
gxtra, i 0.5 pel calcul de |a solucio demanada.

Comentaris: El sistema es pot discutir i es pot resoldre de maneres alternafives.
Compteu-ho bé en la mesura que el que facin sigui correcte i estigui convenientment
justificat.

Matematicas Il. Curso 2023 — 2024. Autor: Jaime Carrascosa Orozco

Comunidad Auténoma de Cataluia

www.apuntesmareaverde.org.es

[
Textos Narea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

3. Laclasse de I'Elia ha dissenyat el logotip segiient per a pintar-lo a la paret de Uinstitut:

La corba que passa pel punt A és y=f(x), amb f(x) =x" - 42" + 4x, i la que passa pels

2
punts B, C=(3,3)i D és y=g(x), amb g(x)-—[xT_l) +4,

a) Calculeu les coordenades dels punts A, Bi D.
[0.75 punts]

b

Calculeu I'area de la zona puntejada.
[1.25 punts]

C

—

Els alumnes volen pintar la part puntejada de color blau i la part ratllada de color ver-
mell. Sabent que I'area total del logotip és 175 m’, de quin color necessitaran més pin-
12

tura?
[0,5 punts]

Solucion:

3.
(a) El punt 4 &s un punt de tall de y = f{x) amb Feix 0X:
-4z +4x =0 — =x—2*=0 — =0, x=2

Per tant, el punt 4 t& per coordenades 4 = (2,0). El punt D és un punt de tall de y =
g(x) amb 'eix 0X:

— 147 2 2+ fa—2—15)
—( 5 )+4:ﬂ—}z—2_\'—15:|]—5:c: 2 =-—3, 5

Descartem la solucid negativa i podem afirmar, per tant, que el punt o t& coordenades
D = (5,0). Finalment, el punt & és el punt de tall de y = g(x) amb I'eix 0F; com que

es tracta del punt B = (ﬂ, 175) Les coordenades del punt € ja ens les dona l'enunciat,
€ = (3,£(3)) = (3,g(3)) = (3.3).

(b) La zona puntejada éz I'area compreza enfre gix) i f(x) desdex = 0finsax = 3:

3fopo 1yt S f—4x® 4 1557 — 14x + 15
A, = - +4—(x%—4x?+4x) | dx = ud x ad dx =
T 2 a 4

1
=3 [-x* +5x® —7x" + 1523 = 9 u®

175
a7
area 14,583 ..— 9 = 5.583 ...u". Per tant, per pintar el logotip de la manera que volen,
els caldra més pintura blava que vermelia.

(c) Sabent que Farea total del logotip s de == = 14.583 ...»%, |a zona ratllada tindra

Criteris de comeccid: (&) Compteu 0.25 pel calcul de cadascun dels tres puniz
demanats. (b) Compteu 0.5 pel plantejament de l'area de la zona puntejada (amb els
limits d'integracio comectament col-locats), 0.5 per la primitiva, i 0.25 pel calcul final.
(c) 0.5 per la resposta comecta.
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Problema 4:

4. S'estima que el 20% dels habitants d’una regié pateix algun tipus d’arritmia. Per a
diagnosticar-la, hi ha la possibilitat de collocar al pacient un monitor Holter, que detecta
Parritmia en un 95 % dels casos de persones que la pateixen, perd que també dona falsos
positius, per motius eléctrics, en persones que no pateixen arritmies en un 0,5 % dels
asos.

a) Siescollim 4 persones a I'atzar, quina és la probabilitat que almenys una d’elles pateixi
arritmies?
[0,75 punts]

b) Quina és la probabilitat que una persona escollida a 'atzar obtingui un diagnostic
positiu d’arritmia?
[0,75 punts]

¢) Siuna persona obté un diagnostic negatiu a la prova del Holter, quina és la probabi-
litat que realment pateixi arritmies?
[1 punt]

Solucion:

4,

(@) Sigui A Fesdeveniment “patir armitmia®. De I'enunciat sabem que F({4) = 0.2. D'entre
les 4 escollides, el nombre de persones N que pateix arritmies segueix una distribucio
binomial amb parametres » = 4 i p = 0.2. Passant al complementari, obtenim

PIN=1)=1—-P(N =0)=1—(1—0.2)* = 0.5904.

(b) Sigui H I'esdeveniment “obtenir diagndstic positiv d'arritmia a la prova del Holfer”.
Siguin A i H els esdeveniments complementaris a 4 i a H, respectivament. Aleshores,
de les dades de l'enunciat deduim:

P{A)=08 PH|A)=095 i P(H|4) =0.005.
Podem aplicar la formula de la probabilitat total:
P{H)=P(H|A)-P(A)+P(H | &)-P(4) =095 0.2 + 0.005 - 0.8 = 0.194,

{c) Per calcular la probabilitat condicionada que se'ns demana, farem servir la formula
de Bayes:

__ FlAnH) _ FLAMF(E|A) _ 0E{1-095) _ 0,012
T F(EY  1-F[M} 1-Diwé "

P4 | H)
Criteris de comeccio: (a) Compteu 0.5 pel plantejament i 0.25 pel calcul. (b) Compteu
0.5 pel plantejament amb la formula de les probabilitats totals (o un arbre de decisio) i

025 pel calcul. (c) Compteu 0.5 pel plantejament de la formula de Bayes (o de la
probabilitat condicionada), i 0.5 pel calcul.

A lapartat (a) seria també comecte el calcul (més llarg) de la probabilitat gque N sigui
1234 ésadir, P(N=1)+ P(N = 2)+ P(N = 3) + P(N = 4), amb la binomial
Compteu la maxima puntuacio si el fan aixi de manera correcta i argumentada.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

5. Per a cada punt (x, y) de la corba y=e™, amb x > 0 i y > 0, considereu el rectangle amb
vértexs als punts (0, 0), (x, 0), (0, ») i (x, ¥).

2 4 1 s DY b .
a) Comproveu que, d’entre tots aquests rectangles, el que té x =5 és el d’area maxima.

Quin és el valor d’aquesta area?
[1,5 punts]

b) Calculeu I'equacio de la recta tangent a la funcié y =e > en el punt d’abscissa x=0, i
el seu punt de tall amb I'eix de les abscisses.
[1 punt]

Solucion:
5.

(@) La grafica de la funcid ¥ = #~** esta esbossada en el dibuix segient, juntament
amb un delz rectangles descrits a 'enunciat:

Com que un gualsevol d°aquests rectangles mesura x de base | s~**d"algada, la seva
area s A(x) = xe ¥, Busquem els extrems relatius d'aquesta funcia:

1
Alxl = P +xe™ [ —2) =™ ¥1—-2x) =0 — x =5

A partir del signe de |a funcio derivada es veu clarament que A(x) és creixent per a
x < E i decreient pera x > % Per tant, el punt x = % &5 un maxim absolut de A(x). Abxi,

el rectangle d'area maxima comespon al de costats x = i iy = 9'2'(3] = 3 i té area
i _ 1 7

(b) La derivada d'aquesta funcid &z " = —2¢~%*_ El pendent de la recta tangent en el
punt d'abscissa 0 és v'(0) = —2¢% = —2. Com que »(0) = ¢% = 1, la recta tangent sera
la d'equacid y — 1 = —2({x — 00, és a dir, y = —2x + 1. El punt de tall d'aquesta recta
amb l'eix d’abscisses és x = i es a dir, el punt [E.E}.

Criteris de comeccio; (&) Compteu 025 per escriure |a funcio area, 0.25 per denivar-la,
.25 per trobar el punt critic, 0.5 per justificar que es fracta d'un maxim, i 0.25 per
calcular Farea maxima. (b) Compteu 0.25 pel calcul de la derivada, 0.5 per l'equacia de
la recta tangent, i 0.25 pel punt de tall.

Comentaris: La justificacio del maxim ez pot fer també via derivada segona. Compteu
bé qualsevol de les maneres de fer-ho, en la mesura que siguin comectes i estiguin
ben explicades.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

6. Considereu el punt P=(1, 3, 0) i el pla 7 d’equacio x + 2y -2z=-7.
a) Sigui r la recta que és perpendicular a 7 i passa per P. Calculeu el punt d’interseccié
de mamb r.
[1 punt]

b) Calculeu la distancia d del punt P al pla 7.
[0,5 punts]

¢) Calculeu I'equacié d’un altre pla 7" que sigui parallel a 7 i que també estigui a distan-
cia d de P.
[1 punt]

Solucion:
a.

{a) Per zer perpendicular a =, la recta + findra com a vector director #= (1,2,-2) 1,

com que ha de passar per P = (1,3,0). es fracta de la recta (x.v =) = (1,3.00 +
Al1,2,—2) = (1+ 4,3+ 21, —21). Imposant Fequacio del pla =, obtenim

1+ 2 +2(3 428 —2(—24) = -7,

9L+ 7 =7,

22 23)_[:—5 -1 zE
The " g’ oall

& i 21=—2* Ajd =11 g_2=& 22
esadir, A= g.ﬁ.l:mcurresponalpuntq—{l lil.:i 7' e

(b) Com gue el punt @ que hem calculat s |a projeccio ortogonal de F sobre el pla
la distancia demanada és

diP.m) =a(P, Q) =

2 F3

[
(5 —1 28 S | 42 14
:ﬁ](——i\}] +(?—3) +(——n) :;J142+23=+232:?:—.

] 9

Alternativament, |a podem calcular amb |a farmula de la distancia punt-pla:

[1+2-3—-2.-0+7] 14

JErzi 3

(c) Per ser paral-lel, =" haura de tenir equacio de la forma x + 2y — 2z = D. | imposant
que la distancia a F = (1,3,0) fambe sigui de 1—: obtenim

diP,w) =

_|1+z2-3-2.0-D] _|7-D|

JiE+ 2+ (22 3

ézadr,|7-D|=14, 7—D=414 D=7+ 14 = {;: El valor 0 = —7 comespon al

14
5 =d{P,w")

pla = que ja coneixem, i Faltre pla =’ demanat sera el dequacio x + 2y — 2z = 21.

Criteriz de comeccid: (a) Compteu 0.5 per la parametritzacio de la recta », 0.25 per
imposar Fequacio del pla m, i 0.25 pel calcul final. (b) Compteu 0.5 pel calcul de 1a
distancia (per qualsevol dels dos métodes). (¢) Compteu 0.5 per imposar I'equacio
(amb el valor absolut fractat comrectament), i 0.5 per aillar & i donar la resposta.

Comentaris: L'apartat (a) es pot fer també trobant primer I'equacio cartesiana de la
recta » | després fent el sistema d'equacions amb el pla =. Compteu-ho bé, en la
mesura que el que facin sigui comecte i estigui ben explicat.
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