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Resum

En multitud de situacions el ser huma es veu obligat a quantificar, a manejar quantitats, dades,
nombres, ja siga per a explicar quelcom ocorregut al passat, algun fet que estiga succeint a I'actualitat,
o per a predir o pronosticar el comportament de determinat fenomen al futur. A pesar de la dificultat
gue puguen tancar aqueixes justificacions, algunes ferramentes sén de caracter senzill, com les
operacions usuals de suma, resta, producte i divisi6. De vegades cal manejar dades encara no
conegudes, per la qual cosa apareixen indeterminades o variables. La mescla de nombres reals i les
citades quatre operacions basiques ens porta a les expressions algebraiques i, dins d’elles, destagquen
unes expressions concretes pel seu abundant Us i simplicitat d’exposicio, els polinomis.

Matematiques orientades a les ensenyances academiques. 4t B d’ESO. Capitol 3: Polinomis Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

Textos Marea Verd:



1. INTRODUCCIO. EXPRESSIONS ALGEBRAIQUES

1.1. Introduccio

No cal imaginar situacions rebuscades perque, a I’hora de realitzar un raonament, ens topem amb
alguna de les quatre operacions matematiques basiques: suma, resta,
multiplicacié o divisio.

Exemples:

e Tres amics han realitzat un viatge de vacacions. A la volta, han sumat els
gastos efectuats i aquests ascendeixen a 414 euros. El gasto realitzat per |

. 414 , .
cada un ha 5|gut—d'euros, és a dir, 138 euros.

° Si comprarem mandarines a una fruiteria en qué el preu d’un quilogram és de 1’25 euros,
. £ resulta habitual que, segons anem introduint la fruita en una bossa, anem
tantejant I'import flnal Per a aixo podem col- Iocar dlverses vegades la bossa

1,25-x

on x és la quantitat de quilograms que ens ha indicat la balanca. Després de
cada pesada eI resultat d’aqueixa multiplicacié reflectix I'import de les mandarines que, en aqueix
moment, conté la bossa.
° Suposem que tenim un contracte amb una companyia de telefonia mobil
pel que paguem 5 céntims d’euro per minut, aixi com 12 centims per
establiment de telefonada. Amb aqueixa tarifa, una telefonada de 3 minuts ens
costara:

(0'05-3)+0'12=0'15+0,12=0'27 euros

Pero quin és el preu d’una telefonada qualsevol? Com desconeixem la
seua duracid, ens trobem amb una quantitat no determinada, o indeterminada, per la qual cosa
en qualsevol resposta que donem a la pregunta anterior s’apreciara I'absencia d’aqueixa dada
concreta. Podem dir que el cost d’una telefonada qualsevol és

(0'05-x)+0'12=0'05-x+0'12 euros

on x assenyala la seua duracio, en minuts.

1. A finals de cada mes I'empresa de telefonia mobil ens proporciona la
factura mensual. En ella apareix molta informacié, en particular, el
nombre total de telefonades realitzades (N) aixi com la quantitat total de
minuts de conversacié (M). Amb les dades de I'anterior exemple, justifica
que I'import de les telefonades efectuades durant aqueix mes és:

(0'05-M)+(0'12:N)=0'05-M+0'12-N euros
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Exemple:

° Es ben coneguda la férmula de I'area d’un triangle de base b i altura
associada h:

b-h A=ED

2
En tots aquests exemples han sorgit expressions algebraiques.

1.2. Expressions algebraiques

Anomenem expressio algebraica a qualsevol expressié matematica que es construisca amb nombres
reals i les operacions matematiques basiques: suma, resta, multiplicacié i/o divisié. En una expressio
algebraica pot haver-hi dades no concretades; segons el context, rebran el nom de variable,
indeterminada, parametre, entre altres.

Si en una expressioé algebraica no hi ha variables, la dita expressid no és més que un nombre real:

Exemple:

3-(-7) -21 -21 -21 —-21-15 —-315 —-315 2 =313
427743 25 T 107 T2 T Ty T T Ty T
5 3 5-3 3.5 15 15 15

Al fixar un valor concret per a cada indeterminada d’una expressié algebraica apareix un nombre real: el
valor numeric d’aqueixa expressio algebraica per a tals valors de les indeterminades.

Exemple:

a) El volum d’un cilindre ve donat per I'expressié algebraica

n-r’-h
en la que r és el radi del cercle base i h és la seua altura. D’aquesta manera, el
volum d’un cilindre la base del qual té un radi de 10 cm i d’altura 15 cm és igual
a:

) 3 V=nr2h
m-10%-15 = 1500 - tcm
b) L'expressié algebraica que representa el producte dels quadrats de dos
nombres qualssevol x iy es simbolitza per x2 - y2.
c) Si a I'expressié 7 +§+x-y3 —gparticularitzem les tres variables amb els valors x = 4y =
-1z = %sorgeix el nombre real 7 +%+ 4.(-1)3 —762 =7+2-4-12=-7

En una expressio algebraica pot no tindre sentit donar algun valor a certa indeterminada. En efecte, en
I’4ltim exemple no és possible fer z = 0.
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2. Recorda l'expressié algebraica que ens proporciona la longitud d’'una
circumferencia.

3. Escriu en llenguatge algebraic els segilients enunciats, referits a dos

nombres qualssevol x i y: i - Ii

a) La mitat de I'oposat de la seua suma.
b) La suma dels seus cubs
c) El cub de la seua suma

d) L'invers de la seua suma

e) La suma dels seus inversos

4. Una botiga de roba anuncia en els seus aparadors que esta de
rebaixes i que tots els seus articles estan rebaixats un 20 % sobre el
preu imprés a cada etiqueta. Escriu el que pagarem per una pega en
funcié del que apareix a la seua etiqueta.

5. Lanterior comerg, als ultims dies del periode de rebaixes,
desitja desfer-se de les seues existencies i per a aix0 ha decidit
augmentar el descompte. Manté el 20 % per a la compra d’una Unica
peca i, a partir de la segona, el descompte total augmenta un 5 % per
cada nova pega de roba, fins a un maxim de 10 articles. Analitza quant pagarem en realitzar una
compra en funcié de la suma total de les quantitats que figuren en les etiquetes i del nombre
d’articles que s’adquirisquen.

6. Calcula el valor numeéric de les seglients expressions algebraiques per al valor o valors que
s'indiquen:

a)x*+7x—12perax=0.
b) (a + b)?— (a*> + b?) peraa=-3ib=4.
c)a*—5a+2peraag=-1.
7. Indica, en cada cas, el valor numéric de I'expressié seglient: 10x + 20y + 30z
a)x=1,y=2,z=1
b)x=2,y=0,z=5
¢)x=0,y=1,z=0.
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2. POLINOMIS. SUMA | PRODUCTE

2.1. Monomis. Polinomis

Unes expressions algebraiques de gran utilitat sén els polinomis, la versié més simple i, dels quals al
mateix temps, generadora d’ells, sén els monomis.

Un monomi ve donat pel producte de nombres reals i indeterminades. Anomenarem coeficient d’un
monomi al nombre real que multiplica a la indeterminada, o indeterminades; la indeterminada, o
indeterminades, conformen la part literal del monomi.

Exemples:

e L'expressido que ens proporciona el doble d’'una quantitat, 2-x, és un monomi amb una Unica
variable, x, i coeficient 2.

e Elvolum d'un cilindre,t - 72 - h, és un monomi amb dues indeterminades, ri h, i coeficientrt La
seua part literal ésr? - h.

e Altres monomis:% x? 93542 x-y% -z
. L'expressio7xy? + 3xy — 2xesta formada per tres termes, tres monomis. Cada un té un
coeficient i una part literal:
Al primer,7xy?, el coeficient és 7 i la part literalxy?
El segon, 3 xy, té per coeficient 3 i part literal xy
e | altercer, -2x, el coeficient és -2 i la part literal x

Atenent a I'exponent de la variable, o variables, adjudicarem un grau a cada monomi d’acord amb el
criteri seglient:

a) Quan hi haja una unica indeterminada, el grau del monomi sera I'exponent de la seua
indeterminada.

b) Si apareixen diverses indeterminades, el grau del monomi sera la suma dels exponents
d’aqueixes indeterminades.

Exemples:
e 2:xésun monomide graulen lavariable x.
e 1 -72%-hésun monomide grau 3 en les indeterminades r i h.
. %- x2 - y3és un monomide grau5enxiy.
e 5-4/2-x-y?%-zésunmonomidegraudenx,yiz.

Un nombre real pot ser considerat com un monomi de grau 0.

Un polinomi és una expressio construida a partir de la suma de monomis. El grau d’un polinomi vindra
donat pel major grau dels seus monomis.

Exemples:
1 , . . .
. < x? — 7 - x3 + 2és un polinomi de grau 3 en la variable x.

e —3-y*+8-x%+2-xésunpolinomide grau 4 en les indeterminades x i y.
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o 4-x%2.y3—7+3-y%ésun polinomidegrau5enxiy.
e x—2-y+6-zésunpolinomidegraulenx,yiz.

Tant en aquesta seccié com a la seglient ens limitarem, basicament, a considerar polinomis amb una
Unica variable. Es habitual escriure els diferents monomis d’un polinomi de manera que els seus graus
vagen en descens per a, amb aquest criteri, apreciar en el seu primer monomi quin és el grau del
polinomi.

L'aspecte generic d’un polinomi en la variable x és
ApXx™ + ap_ x4 4ayx? + a;x + ag
on els coeficientsa, sén nombres reals.
Diem que un polinomi és monic quan el coeficient del seu terme de major grau és igual a 1.

Exemples:

1 . . . .
o —3x*+ Exz + 2és un polinomi de grau 4 en la variable x.

e 4y3 + 3y — 7és un polinomi de grau 3 en la indeterminada y.
e 22— 3z + 12és un polinomi de grau 2 en z. A més, és un polinomi monic.
e 3x + 9és un polinomi de grau 1 en x.

Com ocorre amb qualsevol expressio algebraica, si fixem, o triem, un valor concret per a la variable d’un
polinomi apareix un nombre real: el valor numeéric del polinomi per a aqueix valor determinat de la
variable. Si hem anomenat p a un polinomi, a I'avaluacié de p en, per exemple, el nombre -3 la denotem
per p(-3), i llegim “p de menys tres” o “p en menys tres”. Amb aquest criteri, si p és un polinomi la
indeterminada del qual és la variable x, podem referir-nos a ell com p o p(x) indistintament.

D'aquesta forma apreciem que un polinomi pot ser entés com una manera concreta d’assignar a cada
nombre real un altre nombre real.

Exemples:
e Siavaluem el polinomip = —3x* + %xz + 2 enx = 5 ens trobem amb el nombre
. p(S)=—3-54+§-52+2=—3-625+5+2=—1875+7=—1868
e Elvalor del polinomi q(y) = 4y + 3y — 7peray = —1és
e g-D)=4-(-1)343-(-1)-7=4-(-1)-3-7=-4-10=-14
e En particularitzar el polinomir = z2 — 3z + 12 en z = Oresulta el nombrer(0) = 12.

2.2. Suma de polinomis

Com un polinomi és una suma de monomis, la suma de dos polinomis és un altre polinomi. A I'hora de
sumar dos polinomis procedirem a sumar els monomis de la mateixa part literal.

Exemples:

e Lasuma dels polinomis—3x* + §x2 + 2 i—x*+ 4x? — 5x — 6 és el polinomi
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(—3x4+§x2+2)+(—x4+4x2—5x—6):(—3x4—x4)+(%x2+4x2)—5x+(2—6):
4 1 2 s 21 5
=(-3-1)-X +(g+4)-x = 5X+(2-6) = —4x" + X0 —5x -4

(5% =3X+1)+ (X +4X=7) = (5% + X*) +(3X+4X) +(1-7) =6X* +X—6
2% +D)+(=X* +4x) =—x* +2X> +4x+1
(X +9)+(—x’ +2)=11

3xy + 5xy + 2x = 8xy + 2x
Al segiient exemple sumarem dos polinomis disposant-los, adequadament, un sobre I'altre.

Exemple:

4% +2x + X =5x*+ X +4
+ —7x° +4x} +5x* -3x-6

—3x° +2x* +5%° —2x-2

Propietats de la suma de polinomis

Propietat commutativa. Si p i g sén dos polinomis, no importa I'orde en qué els col-loquem a I’"hora de
sumar-los:

P+q=q+p

Exemple:
(AX* =2X+T)+ (=X + X =3X+1) ==X’ +(4X* +X*) +(2X=3X) +(7+1) ==X’ +5x> =5X+8
(=X X2 =3X+D+(@X° =2X+7) ==X +(X* +4X) +(3X=2X)+ (1+7) ==X’ +5x* —=5X+8

Propietat associativa. Ens assenyala com es poden sumar tres o més polinomis. Basta fer-ho agrupant-
los de dos en dos:

(P+Q)+r=p+(q+r)
Exemple:
(4> =2X+ D+ (=X + x> =3X+ D+ (X=6) = (4x> =2X+T =X’ + x> =3x+ 1)+ (x—6) =
= (=X +5X" =5X+8)+(X—6) = =X’ +5X* —4x+2
També:
(AX> =2X+ D)+ (=X’ +X> =3X+ D)+ (X=6) = (4X* =2X+ 1)+ (= X"+ X" =3X+1+ X —6) =

=(4X7 =2X+T7)+ (=X’ +X* =2X=5) = —%X> + 5x> = 4x+2

8. Realitza les seglients sumes de polinomis:

(X° =X)+(2X> =3x+ 1) +(2x° =2X> +X-2)
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— X'+ (X +2X=3) +(-3X* =5 +4) +(2X* —X+5)

Element neutre. Hi ha un polinomi amb una propietat particular: el resultat de sumar-lo amb qualsevol
altre sempre és aquest Ultim. Es tracta del polinomi donat pel nombre 0, el polinomi zero.

Exemple:
0+(=7X +3X+7)=(=7X +3X+7)+0==7X +3x+7

Element oposat. Cada polinomi té associat un altre, al que anomenarem el seu polinomi oposat, tal que
la suma d’ambdds és igual al polinomi zero. Aconseguim el polinomi oposat d’un donat, simplement,
canviant el signe de cada monomi.

Exemple:

= _ 4 3 — 4 3 "n_n"
e El polinomi oposat de p==2X"+X +2X Tes 2x* —x —2X+7  al qué denotarem com P .

Ratifiguem que la seua suma és el polinomi zero:

(22X X +2X=T7) +(2x* =X =2x+7) = (=2x* +2x) + (X’ —=X*) +(2X—=2X) + (-7 +7) =0

9. Escriu el polinomi oposat de cada un dels polinomis seglients:
a) 3x* +5x% + x% + 4x — 1p) X 0 —x*+3x°

—X> =5X+2  q=3x>+3x+1

10. Considera els polinomis p= , aixi com el polinomi suma S= p+q.

Troba els valors que adopta cada un d’ells per a X:_Z, és a dir, calcula p(—2)’ 4(=2); s(-2)
Estudia si hi ha alguna relacié entre aqueixos tres valors.

p=—X —5X+2

11. Obtin el valor del polinomi en X:3. Quin valor pren el polinomi oposat de pen

X=3?
2.3. Producte de polinomis

Una altra operacié que podem realitzar amb polinomis és la multiplicacio.

El resultat del producte de polinomis sempre sera un altre polinomi. Encara que en un polinomi tenim
una indeterminada, o variable, com ella pren valors als nombres reals, a I’hora de multiplicar polinomis
utilitzarem les propietats de la suma i el producte dels nombres reals, en particular la propietat
distributiva del producte respecte de la suma; aixi, tot queda en funcié del producte de monomis,
guestié que resolem amb facilitat:

n+m

ax" -bx™ = abx

Exemples:

. (2x=(=5)-2-x" =—10x°

5% -(—4)=5-(—4)- X’ ==20x’
37 (2X° —4X+6) =(3X* - 2x*) —(3X* - 4X)+ (3X* -6) =6x* =12’ +18X
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(=X +3X=1)- (2X) = (=X*) - (=2X) + (3X) - (=2X) + (—1) - (2X) = 2x* —6X> +2X

(3x—2)-(X* —4x—=5) =(3X)- (X* —4X—5)+(=2)- (X’ —4X—5) = (3X’ —12X* —15X) +(-2X* +8x+10) =
=3 +(=12x> =2X*) + (15X +8X) +10=3x" —14x> = 7x+10

3 3 4 3 2 4 3 2
o (X=0):(X =2X) =(X=6)-X" +(X=6)-(—2X) =(X" —6X") +(-2X" +12X) = X" —6X" —2X" +12X
També podem materialitzar el producte de polinomis tal com multipliquem nombres enters:

Exemple:

—2X> +X+4

x X2 =3x+1

-2x° + X +4
6x* —3x* —12x
—2x° +X°+4x3

22X+ 6x =X+ x*—11x+4

Recordem que el polinomi oposat d’un altre s’obté simplement canviant el signe de cada monomi.
Aquesta accié es correspon de multiplicar pel nombre “-1” el polinomi original. D’aquesta manera el
polinomi oposat de p és

-p=(-1)-p

En aquest moment apareix de manera natural I'operacié diferéncia, o resta, de polinomis. La definim
amb I'ajuda del polinomi oposat d’un donat:

P-g=p+(-q)=p+(-1)-q
Exemple:
(5% =3X+2) = (=2X* + X* +3X> +6) = (-5X* =3x+2) + (2x* - X’ =3x* - 6) =
o =2 X0+ (5% =3x7) —3x+(2-6) =2x" — X’ —8x* —3x—4
12. Efectua els seglients productes de polinomis:
(—4x> +2%)-(-3%%)
4
o (2X'+X):(-3x-4)
(2X* +X —=X)-(3X* —X)
3 2
o (D-(7X —4x"=3x+1)
13. Realitza les seglients diferencies de polinomis:
(4%’ +2X)—(=3x%)
2x* +X)—(-3x—4)
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. B =x-2X +x*=X)
14. Multiplica cada un dels seglients polinomis per un nombre de tal forma que sorgisquen polinomis
monics:
o 4X—3x7+2x
o —2x'+x-1
o — X +XxX-7
15. Calcula i simplifica els productes seglients:

a) 3X-(2X> +4X—6) b) (3X—4)-(4x+6)

0 (2a° —5b)-(4b—3a’) 4) (3a—6)-8-2a)-(%a-2)

Propietats del producte de polinomis
Propietat commutativa. Si p i g son dos polinomis, no importa I'orde en qué els col-loquem a I’"hora de
multiplicar-los: P-d=q-p

Exemple:
(2X=T7)- (=X +X*) =2X- (=X +X) =T (=X +X*) ==2X* + 2%’ + 7X’ = 7%’ =2x* +9x’ —7X’
(X +X)-(2X=T) ==X -2X=T)+X* - (2X=T) ==2X" + 7% +2X* =7x* ==2x* +9x’ = 7%’

Propietat associativa. Ens assenyala com es poden multiplicar tres o més polinomis. Basta fer-ho
agrupant-los de dos en dos:

(p-q)-r=p-(q-r)
(42 =2)- (=3X+1))- (=X + %) = (12X +4X> +6X—2) - (=X + X) =
Exemple:=12X° =12x* —4x° +4x7 —6x" + 6X* +2x* = 2x =12x° —4x* —18x* +6x* + 6x* —2x
(4X° =2)-((=3x+1)-(=X* + %) )= (4X* =2)- B3x* =3X* = x> +X) =
Tambeé: = 12X° =12x* —=4x° +4x> —6x* + 6X> +2x° —2x =12x° —4x* —18x"* +6X° + 6X* —2X

2 2 3
16. Realitza els seglients productes de polinomis: X7+ (22X =3X+1)-2x

2

o (2X=3)(=3x _5X+4)'(_X)Element neutre. Hi ha un polinomi amb una propietat particular:
en multiplicar-lo per qualsevol altre sempre ens déna aquest ultim. Es tracta del polinomi donat
pel nombre 1, el polinomi unitat.

1-(=5%> =2X+3) = (5%’ =2X+3)-1=-5%> —2x+3

Exemple:
Propietat distributiva de la multiplicacio respecte de la suma. Quan en una multiplicacié de polinomis
un dels factors ve donat com la suma de dos polinomis com, per exemple,

(3% —X)-((-2x+T)+(x* —4x))
tenim dues opcions per a conéixer el resultat:
a) realitzar la suma i, després, multiplicar
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(3x* - x)~((—2x+7)+(x3 —4x))= (3x* - x)~(x3 —6X+ 7):
=3x° — 18X’ +21x* = x* +6X* =7x=3x" = x* —18x’ +27x> = 7X
b) distribuir, aplicar, la multiplicacié a cada un dels sumands i, després, sumar:
(B3X2 = x)- (=2 +7) + (X =4%))= 3X> = X) - (=2X+7) + (3%> = X)- (X’ —4X) =
=(=6X + 21X +2X° = 7X)+ (3%° —12%’ = x* +4x7) =3x" — x* —18x> + 27 x> = 7X
Comprovem que obtenim el mateix resultat.
En general, la propietat distributiva de la multiplicacié respecte de la suma ens diu que
p-(@+r)=(p-q)+(p-r)
Convé comentar que 'anterior propietat distributiva llegida en sentit contrari, de dreta a esquerra, és el
gue comunament es denomina traure factor comu.

Exemple: 6X —4x* —18%° +2x° = (3%’ 2% —9x+1)-2%°

17. De cada un dels seglients polinomis extrau algun factor que siga comu als seus monomis:
a) —15x* =20x* +10x b) 24x* =30x’
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3. DIVISIO DE POLINOMIS

3.1. Introduccio a les fraccions polinomiques

Fins a aquest moment hem estudiat diverses operacions amb polinomis: suma, resta i producte. En
qualsevol dels casos el resultat sempre és un altre polinomi. Quan establim una fraccié polinomica
com, per exemple,
37 — X
2x* +x-3

el que tenim és una expressio algebraica, una fraccid algebraica, la qual, en general, no és un polinomi.
Si que apareix un polinomi en el molt particular cas en que el denominador és un nombre real diferent
de zero, aco és, un polinomi de grau 0.

Es senzill constatar que I'expressié anterior no és un polinomi: qualsevol polinomi pot ser avaluat en
gualsevol nombre real. No obstant aix0 aqueixa expressido no pot ser avaluada per a le, ja que ens

guedaria el nombre 0 al denominador.
Podriem creure que la segiient fraccié polindmica si que és un polinomi:

_ 3 2 _ 3 2 _
2 +5%° 3% _ —2x° 53X _ oo o,
X X X X

L'expressio de la dreta si que és un polinomi, perqué es tracta d’'una suma de monomis, pero la de

I’esquerra no ho és ja que no pot ser avaluada en X = 0. No obstant aix0, aqueixa fraccid algebraica i el
polinomi, quan sén avaluats en qualsevol nombre diferent de zero, ofereixen el mateix valor. Sén
expressions equivalents alli on ambdues tenen sentit.

3.2. Divisio de polinomis

Encara que, com hem vist a I'apartat anterior, una fraccié polinédmica, en general, no és un polinomi,
anem a apronfundir en la divisid de polinomis perqueé és una qliestié important i util.

Analitzem amb deteniment la divisié de dos nombres enters positius. Quan dividim dos nombres, D
(dividend) entre d (divisor, diferent de 0), sorgeixen altres dos, el quocient (c) i el residu (r). Ells es
troben lligats per 'anomenada prova de la divisio:

D=d-c+r

D r
— =C+—

Alternativament: d d
A més, diem que la divisi6 és exacta quan ' =0,

El conegut algoritme de la divisid persegueix trobar un nombre enter, el quocient c, tal que el residu r
siga un nombre menor que el divisor d, i major o igual que zero. Fixem-nos en que, sense aquesta
exigencia per al residu r, podem triar arbitrariament un valor per al quocient c el qual ens subministra el
seu valor associat com a residu r. En efecte, si tenim com a dividend D = 673 i com divisor d = 12, “si
volem” que el quocient siga ¢ = 48 el seu residu associat és

r=D-d-c=673-12-48=673-576=97

i la connexid entre aquests quatre nombres és 673=12-48+97
Aquesta ultima “lectura” de la divisi6 de nombres enters va a guiar-nos a I'hora de dividir dos
polinomis.
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Donats dos polinomis p(X)i q(x) , la divisié de p(x)’ polinomi dividend, entre q(x) , polinomi divisor,

ens proporcionara altres dos polinomis, el polinomi quocient c(x) i el polinomi residu r(x) . També aci
pesara una exigencia sobre el polinomi residu: el seu grau haura de ser menor que el grau del polinomi
divisor. La relacié entre els quatre sera, naturalment,
P(X) = q(x)-c(X)+r(x)
X r(x
PO _ ¢ T

També escriurem a(x) a0

encara que, en aquest cas, serem conscients de les cauteles assenyalades a I'apartat anterior quant a
les equivaléncies entre polinomis i altres expressions algebraiques.

Igual que ocorre amb I'algoritme de la divisid entera, I'algoritme de la divisié de polinomis consta de
diverses etapes, de caracter repetitiu, en cada una de les quals apareixen uns polinomis quocient i
residu “provisionals” de manera que el grau d’aqueixos polinomis residu va descendint fins que ens
topem amb un el grau del qual és inferior al grau del polinomi divisor, la qual cosa indica que hem
conclos. Vegem aquest procediment amb un exemple concret.

Exemple:

p(X) =6x* +5x> + X7 +3x—2 g =2X" —x+3

Dividirem el polinomi entre el polinomi Com el

polinomi divisor, q(x)’ és de grau 2, hem de trobar dos polinomis, un polinomi quocient C(X), iun

polinomi residu r(x) de grau 1 00, tals que
P(X) =q(X)-C(X)+r(x)
pP(X) _ )+ r(x)
0, com a igualtat entre expressions algebraiques, 9(X) q(x)

A la vista dels polinomis p(X)i q(x) , i del que s’ha dit sobre r(x) , és evident que el grau del polinomi

guocient, c(x) , ha de serigual a 2. Anem a obtindre-lo monomi a monomi.
a) Primera aproximacio als polinomis quocient i residu:

Per a poder aconseguir la igualtat qu-C+r’ com el grau de r(x) sera 1 o0 0, el terme de major grau
de p(x)’ 6X4, sorgira del producte g(x)-c(x) . Aixi obtenim la primera aproximacié del c(x) , el seu

_ 22
monomi de major grau: C,(X)=3x

i, de manera automatica, també un primer residu n(x).
r(X)=p(xX)=q(x)-c,(x) = (6x* +5x> + x> +3x=2) - (2X* —=x+3)-3x* =
=(6X* +5x° + X* +3x=2)—(6Xx* =3x> +9%x%) =8x’ —8x*> +3x -2
Com aquest polinomi N(X) gs de grau 3, major que 2, el grau del polinomi divisor q(x) , aqueix polinomi
residu no és el definitiu; hem de continuar.
b) Segona aproximacio als polinomis quocient i resta:
PO _ ¢ )4 F0O

X X
Si particularitzem la igualtat entre expressions algebraiques a0 a( )al que tenim fins ara
6x* +5x + x> +3x-2 _3X2+8x3—8x2+3x—2

2x* = X+3 2x* = X+3

resulta
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_ovd L Qy? _
Aguesta segona etapa consisteix a dividir el polinomi rl(X)_SX X" +3x-2

q(X) =2X> —X+3

, sorgit com a residu de la

etapa anterior, entre el polinomi , el divisor inicial. Es a dir, repetim el que hem fet
abans pero considerant un nou polinomi dividend: el polinomi residu del pas anterior.

h

El nou objectiu és aconseguir la igualtat Eq'c2+r. Ilgual que abans, el grau d’hauria de ser 1 o0 0.

Com el terme de major grau de r](x)' 8X3, ix del producte q(x)-c2(x)' és necessari que el polinomi

quocient continga el monomi C,(X) = 4X

Aix0 ens porta a un segon residu n(x),
r,(X) = (X)—q(X)-C,(X) = (8X> =8X* +3X—2)— (2X* — X +3)-4x =
= (8% —8X* +3x—2)— (8X’ —4xX* +12X) = —4%x* —9x -2
Com aquest polinomi n(X) s de grau 2, igual que el grau del polinomi divisor q(x)' aqueix polinomi
residu no és el definitiu; hem de continuar.
¢) Tercera aproximacio als polinomis quocient i residu:
Alld que s’ha realitzat en l'etapa segona ens permet avancar en l'adequada descomposiciéd de
I’expressié algebraica que ens ocupa:
6x* +5x° + x> +3x-2 , 8x’—8x*+3x-2 ) —4x* -9x -2
5 =3X"+ > =3X"+4X+——————
2X"—=X+3 2X"—X+3 2X"—=X+3
I, (X) =—4X* —9x—2

Aqguesta tercera etapa consisteix a dividir el polinomi , el residu de I'etapa anterior,

—_v2_
entre el polinomi q(x) =2x X+3, el divisor inicial. De nou repetim l'algoritme perd amb un altre
polinomi dividend: el polinomi residu del pas anterior.

Perseguim que h=04-C +I’. Com en cada pas, el grau deuria de ser 1 o 0. El terme de major grau de

4(x)-C;(%) C,(X)=-2

r2(x)' —4x? , sorgeix del producte
h00,,
(X)) =1, (X)—q(X)-C;(X) = (=4X* —=9x —=2) — (2X> =X +3)-(-2) =
=(—4x> —9Xx—2)— (-4x> +2x—6)=—11x+4

Com aquest polinomi r3(X)és de grau 1, menor que 2, grau del polinomi divisor g(x) , agueix polinomi

resisu si que és el definitiu. Hem conclos:
4 3 2 _ 3 _ 2 _ _ 2 _ _ _
6X +5x2+x +3X 2=3X2+8x 82x +3X 2=3x2+4x+ 4x2 9X 2=3x2+4x—2+ i1x+4
2X"—Xx+3 2X"—=Xx+3 2X"—=X+3 2X"—=Xx+3
Si ho expressem mitjancant polinomis:

6X" +5%> +X* +3x—2=(2X = X+3)-(3X* +4X—2) + (-1 1x+4)
p(X) =6x* +5x> + X +3x -2

, pel que

i el tercer residu

q(X) =2X> —X+3

Conclusio: en dividir el polinomi entre el polinomi

2
: L . C(X)=3X"+4x-2. L =-
obtenim com a polinomi quocient (x) i com a polinomi residu r(x) 11X+4.
A continuacié agilitzarem la divisié de polinomis:
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18. Comprova que els calculs que tens a continuacid reflecteixen el que es va fer en I'exemple anterior

iyt 3,2 _ a2
per a dividir el polinomi P(X) =06X"+5%"+X" +3X 2entre el polinomi q(x)=2x X+3.

6X* +5%> +X* +3x-2 | 2X*—x+3

—6x* +3x°> —9x? 3x2

8x* —8x* +3x-2

a) Primera etapa:
6x* +5%> +x* +3x -2 | 2X* —x+3

—6x* +3x* —9x? 3x% +4x
8x> —8x* +3x-2
—8x° +4x? —12x

2
b) Primera i segona etapes: —4X"—9x-2
6x* +5%° + x> +3x-2 | 2xP—Xx+3
—6x* +3x’ —9x° 3x2 44X —2

8x* —8x* +3x-2
—8x° +4x* —12x

—4x*—9x-2
4x* —2X+6
—11x+4

c) Les tres etapes:

19. Divideix els polinomis seglients:

a) 2X =X’ —x+7entre X' —2x+4

b) —10X’ =2x* +3X+4entre 5X = X" —Xx+3

) 4x'=6X"+6X* =3x=7 entre—2X* +X+3

d) —8X =2x*+10x° +2x* +3X+5 entre 4X’ + X" +x 1

e) —6X +x +lentre X’ +1

2

20. Troba dos polinomis tals que en dividir-los aparega q(x)=x"+x-3
r(x)=-3x+1

com a polinomi quocient i

com a residu.

3.3. Operacions amb fraccions algebraiques

Ja que tant els polinomis com les fraccions algebraiques obtingudes a partir de dos polinomis sén, en
potencia, nombres reals, operarem amb tals expressions seguint les propietats dels nombres reals.

a) Suma o resta. Per a sumar o restar dues fraccions polinédmicas haurem d’aconseguir que tinguen
el mateix denominador. Una manera segura d’aconseguir-ho, encara que pot no ser la més
adequada, és aquesta:

&4—&5 pl'q2+ P, G = P -0+ PG
g O 0,9, O,-q 00,
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b) Producte. Basta multiplicar els numeradors i denominadors entre si:

PP PPy
4 Qg g-q,
c) Divisid. Segueix la coneguda regla de la divisio de fraccions numériques:
P
q1 = P -0,
& g - P,
a,

2x+1 i

21. Efectua els calculs segiients: x2+1 X
L2
d X—2 x+l1
-x 1
e) X +3x x-1
X=2 X-=2

f) X 43X X+3
22. Realitza les seglients operacions alterant, en cada apartat, Unicament un dels denominadors, i el seu

-x*+x-1 3x-2
2

. 3
respectiu numerador: X X
X—2 4
a) X*+3x  x+3

23. Comprova les seglients identitats simplificant I'expressié del costat esquerre de cada igualtat:
8a'h?

——=4a’b
2a‘hb
3vg2 2
B3y 3
b) 2xy 2

3> —9x _ x? —3x

c) Ox+12 X+4
6a’b’ +4a’b—4ab 3ab+2a-2

d) 2ab* +16a’b b +8a
24, Calcula els quocients seglients:
a) (3x —9x2 — 6x) : 3x b) (7a® — 700% -21) : 7
c) (25x* — 10x?) : 5x? d) (3x%y3 — 8xy?) : xy?
25. Simplifica les seglients fraccions algebraiques:
> X*y +3xy’
3x* - 6X a’-5a’ y+oXy 2a’b’ + 3ab
a) 9x* +15 b) 72’ +4a’ c) 4xy d) a’b-ab
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4. DESCOMPOSICIO FACTORIAL D’UN POLINOMI

4.1. Factoritzacié d’un polinomi 0 4 12
'I:al co_m ocorr_e amb la divisié etnteraim, la divisié de polinomis també pot ser exacta, 0
és a dir, el residu pot ser el polinomi zero.
3%° =3x* —4x +18x° —16X+8 | —3x*+3x-2
—-3x +3x* -2x° -x*+2x-4

—6X° +18x* —16x+8
6X° — 6X* + 4X

12x* —12x+8

—12x> +12x-8
Exemple: 0

5 4 3 2 _

3x7 =3x 4>2< +18X 16X+8=—x3+2x—4
En aquest cas escrivim —3X"+3x-2
—_2y? _ VS _avh A3 2

i direm que G(x) ==3x"+3X 2divideix a P(X) =3X" =3X" —4X" +18X 16X+8. Si optem per una

3%° =3x* 4%’ +18X° —16X+8=(-3X" +3X—2)- (=X’ +2x—4)

igualtat polindmica:
Observem que el fet d'haver obtingut com a residu el polinomi 0 ens permet expressar el polinomi
dividend, p(x)' com a producte d’altres dos polinomis, els polinomis divisor i quocient, q(x)-c(x)'
Hem aconseguit una factoritzacio del polinomi p(x)' o una descomposicio en factors de p(x).

En general, un polinomi concret pot ser factoritzat, o descompost, per mitja de diferents grups de
factors. Si continuem amb el polinomi p(X)anterior, una manera d’obtindre una descomposicié

alternativa consisteix en, al seu torn, aconseguir una factoritzacié d’algun dels polinomis q(x) o] c(x) .

— 3 _
Constatem que el polinomi —x* +2X=2 divideix a C(X)=—X"+2X 4:

-x’ +2x—4 | —x*+2x-2
x* —2x% +2x X+2
—2x> +4x—4
2X° —4x+4
0

En efecte, la divisid és exacta i aix0d ens porta a la igualtat seglient:
—X +2X—4=(—X"+2X—2)-(X+2)

Si la traslladem a la descomposicié que teniem de p(x):

3%° =3x* —4x +18%> —16X+8=(3X" +3X—2)- (=X* +2X—2)-(X+2)
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26. Completa, quan siga possible, les factoritzacions seglients:

a) —2% 42X =-2x-( )

b) —6X> +5x+6=(2x-3)-( )

0 —6x* 3% =3x+6=(2X" =X +1)-( )
d) —6X* 3%’ =3x+6=(2X" —X+2)( )

27. Determina un polinomi de grau 4 que admeta una descomposicié factorial en qué participe el
3 2
polinomi 6X" —X"+3X-1,
Diem que un polinomi és reductible si admet una factoritzacié mitjancant polinomis de grau inferior al
seu. En cas contrari el polinomi sera irreductible.

Es clar que els polinomis de grau 1 no poden ser descompostos com a producte d’altres dos polinomis
de menor grau. Sén polinomis irreductibles. Al seglient apartat constatarem que hi ha polinomis de
grau 2 que també sén irreductibles.

De les diferents factoritzacions que pot admetre un polinomi la que més informacié ens proporciona és
aquella en queé tots els factors que intervenen sén polinomis irreductibles, ja que no és millorable.
Convé advertir que, en general, no és facil aconseguir aqueix tipus de descomposicions. A continuacid
aprofundirem en aquesta qlestid.

4.2. Arrels d’'un polinomi

Donat un polinomi p(X)direm que un nombre real concret & és una arrel, o un zero, del polinomi p, si
en avaluar p en X =& obtenim el nombre 0, aco és, si

p(e)=0

Exemple:

A3 2 oy
Considerem el polinomi S(X)=2x"+2X" ~8X 8.

a) Elnombre 2 és una arrel de s(x) ,jaque
S(2):2-23+2-22 —8:2-8=2-8+2-4-16-8=16+8-16—-8=0
b) Una altra arrel de s(x) és el nombre _1:
S(—1)=2-(=1)’ +2-(=1)* =8-(=1)=8=2-(=) +2-(+1) +8-8=-2+2+8-8=0
c) Encanvi, el nombre 1 no és una arrel de s(X) :
S(1)=2-13+2-12 —8:1-8=2+2-8-8=4-16=-12+#0

d) Tampoc és arrel del s(X) nombre O:

5(0)=2-0’+2-0—8-0-8=0+0—0-8=-8%0

28. Estudia si els seglients nombres sén o no arrel dels polinomis indicats:
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a) X=34e X’ —3x* +1

b) X=-24eX +3X* +3x+2
o) X=lgex’ =3x*+x+1

d) X=0gex -3x*+1

e) X=—lgex’ =3x—x+3

Al seglient exercici arreplegarem algunes connexions entre les arrels d’un polinomi i les operacions de
suma i producte de polinomis.

29. Suposem que tenim dos polinomis, pl(x)i pZ(X), i un nombre real a.

a) Si aésunaarrel de p1(x)' també és arrel del polinomi suma n(x)+ pZ(X)?
b) Si aésunaarrel de pl(x), també és arrel del polinomi producte pl(x) p2(X)?

¢) Hiha alguna relacié entre les arrels del polinomi p‘(X)i les del polinomi 4 pl(x)?
El que un nombre real siga arrel d’'un polinomi esta fortament connectat amb la factoritzacié del dit
polinomi:

Si un nombre real concret & és una arrel del polinomi p(X), llavors el polinomi X — & divideix a p(x).

Dit d’una altra manera, el polinomi P(x) admet una descomposicié factorial de la seglient forma:
P(X) = (X—a)-c(X)

per a un cert polinomi c(x) , el qual pot ser conegut en dividir P(x) entre X~ &,

Demostrarem I'anterior asseveracio. Si dividim p(X)entre X—a  obtindrem
P(X) = (X—a)-C(X)+r(X)
Com el polinomi divisor, X~ @, és de grau 1, i el polinomi residu ha de ser d’inferior grau, deduim que

el residu anterior és un nombre real 'H. Escriguem r(x)= ﬂ:
p(X) =(X-a)-c(x)+

El polinomi de I'esquerra, p(x), és identic al de la dreta, (X-a) .c(x)+ﬂ. Per aqueixa rad, en avaluar-
los en un cert nombre real obtindrem el mateix valor. Procedim a particularitzar-los per a X =&  En ser
2 arrel de p(X)' p(a)= 0. AcO ens porta a
0= p(a) =(a~a)-c(@)+f=0-C(a)+f=0+f=f
P(X) = (X—a)-c(X)

i, aixi, el residu és 0, i

Es natural que ens preguntem si és cert el reciproc del resultat anterior. La resposta és afirmativa:

Si un polinomi P(x) admet una descomposicid factorial de la forma
P(X) = (X—a)-c(X)
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per a un cert polinomi c(x) i un cert nombre real &, llavors el nombre & és una arrel del polinomi P(x)
, ago és, () =0
La seua demostracié és senzilla. Basta que avaluempen X=a:

p(a)=(e—a)-c(ax)=0-c(a)=0

Si fonem aquests dos ultims resultats en un només ens trobem davant del denominat teorema del
factor:

Teorema del factor. Un nombre real concret « és arrel d’un polinomi p(X)si i només si el polinomi

X— & divideix a p(x), és a dir, si i només si el polinomi p(X)admet una descomposicio factorial de la
P(X) = (X—a)-c(X)

forma

Exemple:

_ 73 2 oy
Tornem amb el polinomi S(X) =2X" +2X" —8X 8.

+ Sabem que el nombre 2 és una arrel de s(x) . Ratifiquem que X_2divideix a s(x) :

2x° +2x* —8x—8 | x-2
—2X° +4x° 2X* +6x+4
6Xx> — 8x —8
—6x> +12x
4x -8
—4x+8
0

Podem descompondre 5(X) de la manera seglient:
2% +2X° —8X—8=(X—2)-(2X* +6X+4)
+ Vam veure que una altra arrel de s(x) és el nombre —l. Si observem Ia precedent

factoritzacié de s(x) , és evident que aquest nombre _lno és arrel del factor X_2, pel

)
gue necessariament ha de ser-lo de I'altre factor C(X) =2X +6X+4:

c(=1)=2-(=1)* +6-(=1)+4=2-(+1)-6+4=0

En haver constatat que _lés arrel del polinomi C(X), deduim que X_(_1)=X+1ens va a
2X% +6X+4 | x+1
2% —2X 2X+4
4X+4
—4x-4
0

ajudar a descompondre c(x) :
Per tant: 2% +6X+4=(X+1)-(2x+4)

+ Sireunim allo que s’ha fet als apartats precedents d’aquest exemple:
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S(X)=2X" +2X> —8X—8=(X=2)-(2X* +6X+4) =(X=2)-(X+1)-(2x+4) =
=(X=2)-(X+1)-2-(Xx+2)=2-(X=2)-(x+1)-(Xx+2)
S’ha descompost s(x) com a producte de tres polinomis irreductibles de grau 1. A la vista d’ells

coneixem totes les arrels de s(x) , els nombres 2, _li _2.
Els resultats teorics que hem establit ens condueixen a aquest altre:
Tot polinomi de grau " té com a maxim N arrels reals, alguna de les quals pot aparéixer repetida entre
aqueixos no més de N nombres reals.
Hi ha polinomis que no admeten arrels, és a dir, que no s’anul-len mai:
Exemples:

U2
+ El polinomi tx)=x +1no té arrels ja que en avaluar-ho en qualsevol nombre real &
sempre ens déna un valor positiu i, per tant, diferent de 0:

t@)=a’+1> 0

)
A més, aquest polinomi de grau dos, tx)=Xx +1, és un polinomi irreductible perqué, en no
tindre arrels, no podem expressar-lo com a producte de polinomis de menor grau.
+ Un altre polinomi sense arrels és

uX) = +1° =(X +1)- (X +1) =x* +2x* +1

) 2
No obstant aixo, u(x)=x"+2x +1és un polinomi reductible ja que, obviament, pot ser

expressat com a producte de dos polinomis d’inferior grau.

Encara que no siga possible demostrar-ho, per la seua dificultat, si es pot anunciar que tot polinomi de
grau imparell posseeix, almenys, una arrel real.

30. Construeix un polinomi de grau 3 tal que posseisca tres arrels distintes.

31. Determina un polinomi de grau 3 tal que tinga, almenys, una arrel repetida.

32. Construeix un polinomi de grau 3 de manera que tinga una Unica arrel.

33. Conjectura, i després demostra, una llei que ens permeta saber quan un polinomi qualsevol
ax'+a X" +..+aX+a,

admet al nombre 0 com a arrel.

34. Demostra una norma que assenyale quan un polinomi qualsevol

ax'+a X" +..+3aX+a,

admet al nombre 1 com a arrel.

35. Obtin totes les arrels de cada un dels polinomis segiients: X+7

e —X+5
o 2X—3
e —4X-9
o —2X
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2
o 44X —Xx-3
« X —X
o X +X

4.3. Regla de Ruffini

A I'apartat anterior es va provar I'equivaléncia entre que un nombre real *siga arrel d’'un polinomi
p(X)i el fet de que el polinomi monic de grau un X—@dividisca a p(X), aco és, que existisca un altre

polinomi c(X) tal que siga possible una factoritzacié de p(X)del tipus:

P(X) = (X—a)-Cc(X)
A causa de la importancia que té la divisié de polinomis quan el polinomi divisor és de la forma X~ &, és
convenient agilitzar tals divisions.

Exemple:
° Considerem el polinomi p(X)=3X3 —4x’ +X+3. Anem a dividir-lo entre X+2. Si el residu és 0
el nombre _2seré una arrel de p(X); en el cas contrari, si no és 0 la resta, aleshores _2no sera arrel
3%} —4x7 +x+3 | x+2
—3x’ —6x’ 3x* —10x+21
—10x* + X +3
10x> +20x
21x+3

—21x-42

de P(X) -39

Ja que el residu no és zero, _2no és una arrel de p(x)_
Vegem com han sorgit tant el polinomi quocient com el residu. El que el grau del dividend siga tres i que
el divisor siga de grau un imposa que el quocient tinga grau dos i que el residu siga un nombre real. El

i . 2 _ . . . .
quocient consta dels monomis 3X”, 10x; 21, els quals coincideixen amb els monomis de major grau

de cada un dels dividends després de disminuir els seus graus en una unitat: 3x procedix de
2
3%’ _4X2+X+3(el dividend inicial), —10Xye ge —10x" + X +3i, finalment, 21ge 21X+3, Aquest fet,

coincidencia en el coeficient i disminucié del grau en una unitat, es deu al fet que el divisor, X+2, és
monic i de grau u.

A continuacié, tindrem en compte Unicament els coeficients del dividend, per orde de grau, 3, —4, 1i 3;
quant al divisor, com és monic i de grau u, basta considerar el seu terme independent, +2, pero com el
resultat de multiplicar els monomis que van conformant el quocient pel divisor hem de restar-se’l a
cada un dels dividends, atenent a aquest canvi de signe, en lloc del terme independent, +2, operarem

amb el seu oposat, —2, nombre que, al mateix temps, és I'arrel del divisor X+2i sobre el qual pesa la
pregunta de si és o no arrel de p(X)_

e Primer pas de la divisio:
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3% —4x> +X+3 | x+2
-3x’ —6x’ 3x’ —2 6
—10x* + X +3 3 -10 |

2 3
Apareix en el quocient el monomi 3x (coeficient 3 ), el qual provoca la “desaparicié” de 3X” al dividend
2 —6=(— .
i 'aparici6 del monomi — 06X (coeficient 6=(-2) 3). Després d’operar (sumar) ens trobem amb
2 — — (— —
- 10X (coeficient 10=(=4)+( 6)) i, en el quocient, _IOX.

e Segon pas. El dividend passa a ser —10x*+ x +3.
3% —4x> +X+3 | X+2
-3x’ - 6%’ 3x* —10x 3 -4 1 3
~10x° + x +3
10x* +20x ~2 | —6 20
21X +3 3 -10 21|

La irrupcié en el quocient del monomi _10X(coeficient —1Q provoca la “desaparicié¢” de —10x* 5
dividend i l'aparicié del monomi 20X(coeficient 20=(_2)'(_10)). Després d’operar (sumar) ens

trobem amb 21X(coeficient 21:1"‘20) i, al quocient, 21,

e Tercer pas. El dividend passa a ser 21x +3.
3%} —4x> +x+3 | X+2
—3x’ —6x’ 3% —10x+21
—10x*+ X +3
10x° +20x 3 -4 1 3
21x+3
o lx—dD -2 -6 20 —-42
_139 3 -10 21]-39

Tenim al quocient el terme independent 21 Aquest provoca I'eliminacio de 21Xal dividend i I'aparicié

del terme ~42=(-2)-21 Després d’operar (sumar) ens trobem amb el residu —39=3-42

En cada un dels passos figura, a la part dreta, el mateix que s’ha realitzat a la divisid convencional, pero
amb "avantatge que tot és més agil pel fet que Unicament s'utilitzen nombres reals: els coeficients dels
distints polinomis intervinents.

Estem davant de 'anomenada regla de Ruffini, un algoritme que ens proporciona tant el quocient com
el residu que resulten de dividir un polinomi qualsevol entre un altre de la forma X— &,

Exemple:

4 3
=X 42X =5X+4 e X3
-1 2 0 5 4

e Dividim el polinomi p(x) =

3 -3 -3 -9 -12

-1 -1 -3 —4|-8
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. . 32 . o . . . .
El quocient és —X —X —3x—4j el residu —8. Com el residu no és 0 deduim qgue el nombre 3 no és

A 3
arrel de P(X) =—X"+2X 5X+4. La relacio entre dividend, divisor, quocient i residu és, com sempre:

P(X) =—X* +2X> =5X+4=(X—=3)- (=X’ =X’ =3X—4) +(-8)
Si avaluem p(x) en X=3no pot donar zero, pero quin valor resulta?
p(3)=(3-3)-(-3’-3"-3-3—4)+(-8) =0+(-8) =8

Naturalment hem obtingut el residu anterior. Aquest fet ve arreplegat en el denominat teorema del
residu.

Teorema del residu. El valor numeric que adopta un polinomi p(X)en particularitzar-lo en X=&

coincideix amb el residu que apareix en dividir P(X) entre X —a .

36. Empra la regla de Ruffini per a realitzar les seglients divisions de polinomis: —2%" + X+l entre X+1

e) 4X =3x"-lentreX—1
f) X =9x+1entre X—3

37. Empra la regla de Ruffini per a dictaminar si els seglients nombres sén o no arrels dels polinomis
esmentats: & =3deX’ —4x*+5

g) B="2de—x —2x" +x+2
h) 7=lge—2x"+x+1

i) o==14e2¥’ +2x’ ytilitza Ia regla de Ruffini per a conéixer el valor del polinomi
=X 42X +X+2apn X=3

38. Estudia si és possible usar la regla de Ruffini, d’alguna forma, per a dividir X* +3%* +3X+2enre
2X+6

Per a facilitar la comprensid dels conceptes i resultats d’aquest tema la majoria dels nombres que han
aparegut fins ara, coeficients, arrels, etc., han sigut nombres enters. Per descomptat que podem
trobar-nos amb polinomis amb coeficients racionals, o irracionals, o amb polinomis amb arrels
donades per una fraccié o un nombre irracional. També hi ha polinomis que no tenen arrels.

Exemples:

1
o=— 5
e Comprovem, mitjangant la regla de Ruffini, que 2 és arrel del polinomi 2x° =3x+1,

2 =3 1

1/2| I -1

2 -2 |
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2 . .
e Per a conéixer les arrels del polinomi X —2hem d’estudiar si hi ha algun nombre real ®tal que
I'anul-le, és a dir, per al que es tinga

2 . 7 . .
Aixi, el polinomi de grau dos X —2t¢ dues arrels distintes, les quals sén nombres irracionals.

2
e Jasabem que hi ha polinomis que no tenen arrels, com per exemple X +4,

Apreciem que la regla de Ruffini ens informa sobre si un nombre concret és o no arrel d’un polinomi.
Naturalment, quan estem davant d’un polinomi, i ens interessa conéixer les seues arrels, no és possible
efectuar una prova amb cada nombre real per a determinar quines sén arrel del polinomi. En el proxim
apartat destacarem certs “nombres candidats” a ser arrel d’un polinomi.
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4.4. Calcul de les arrels d’un polinomi

A I’hora de buscar les arrels enteres d’un polinomi disposem del resultat segiient:
Donat un polinomi qualsevol

ax"+a, X" +...+a,x +ax+a,
els coeficients del qual son tots nombres enters, les seues arrels enteres, si les tinguera, es troben

.. - . a
necessariament entre els divisors enters del seu terme independent 0.

Procedim a la seua demostracid. Suposem que un cert nombre enter & és una arrel d’aqueix polinomi.
Tal nombre ha d’anul-lar-lo:

a +a o +...taa +tao=-a,

En I'Gltima igualtat, el nombre del costat esquerre és enter, perque esta expressat com una suma de
— aO

productes de nombres enters. Per aix0, el nombre del costat dret, & , també és enter. Al ser també

— . , . a
enters tant aOcom &, arrivem a que @ és un divisor de 9.
Exemples:

e Determinem, d’acord amb I'anterior resultat, qué nombres enters sén candidats a ser arrels del
3 2

Tals nombres enters candidats han de ser divisors del _6, terme independent del polinomi. Per
aix0, els unics nombres enters que poden ser arrel d’aqueix polinomi sén:
+1,+£2,+£3, £6

Pot comprovar-se que els nombres enters 2i -3 son arrels; els altres no ho sén.

3 2
e Les Uniques possibles arrels enteres del polinomi 2X°+ X" +12X+ 6 també son:
+1,+2,+3, £6
En aquest cas cap d’aqueixos nombres és arrel del polinomi.
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39. Para cada un dels segiients polinomis assenyala, en primer lloc, qgué nombres enters sén candidats a

ser arrels seues i, després, determina quins ho sén: X —x* +2x-2

j) XA 4T +4x+3

k) 2% +x*-18x-9

1) x*+2x* +3x% +6x yp poc més general podem afirmar sobre classes de nombres i arrels d’un
polinomi:

n n-1 2
Donat un polinomi qualsevol Gy X A8 X0 e T X +3X+3,

del qual els coeficients sén tots nombres enters, les seues arrels racionals, si les tinguera,
necessariament tenen per numerador algun divisor del terme independent, ~°, i per denominador

algun divisor del coeficient del terme de major grau, a, .
Exemples:

. . . 3 2 .
e Tornant a un dels polinomis de I'exemple anterior, 2X° +3X _11X_6, els nombres racionals
candidats a ser arrels seues tenen per numerador a un divisor de —0; per denominador a un

divisor de 2. Per tant, els Unics nombres racionals que poden ser arrel d’aqueix polinomi sén:
+1 + +3 +
+1, £2, +3, +6, ——1, _—2=i1, ——3, 643
2 2 2 2
-1
A més de 2i -3 ,també és arrel 2 ; els altres no ho sén.

4 3 2
e Les Uniques possibles arrels racionals del polinomi 2X™ +2X" = X" =3X—=3g4n;

+1 +
+1, +£3, —_1, +3
2 2
En aquest cas cap d’aqueixos nombres és arrel del polinomi.

-1
40. Completa l'exemple precedent comprovant que, en efecte, és arrel del polinomi
2X° +3x7 —11X—6
41. Per a cada un dels seglients polinomis indica quins nombres racionals sén candidats a ser arrels

seues i, després, determina quins ho son:

a) 3 +4x+l b) 2x° —9x* +12x—4

Al capitol proxim, dedicat a les equacions, serem capacos d’obtindre les arrels de tot polinomi de grau
dos, si les tinguera.
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4.5. Factoritzacio de polinomis i fraccions algebraiques

La factoritzacio de polinomis pot ser utilitzada per a simplificar algunes expressions en qué intervenen
fraccions algebraiques. Vegem-ho a través d’un parell d’exemples:
Exemple:

e Una fraccié algebraica com

x*—8x*-9
X°—6x>—6x>-7x-6
pot ser simplificada gracies a qué el numerador i el denominador admeten factoritzacions en qué algun
polinomi esta present en ambdos.
x*—8x*-9 (XD (x43)(x=3) x+3
X —6X —6X> =T7X—=6  (X*+1)-(X+2)-(X+1)-(Xx=3) (X+2)-(Xx+1)

Com ja hem apuntat altres vegades, les expressions final i inicial no sén idéntiques pero si que sén
equivalents en tots aquells valors per als que ambdues tenen sentit, aco és, per a aquells en que no
s’anul-la el denominador.
Exemple:

e Enuna suma de fraccions polinomiques com aquesta
3x-2 4
2 + 2
X“+X X —x-2
podem aconseguir un comu denominador en les fraccions a partir de la descomposicido de cada
denominador:
3x—2+ 4 _3x-2 N 4 ~ (3x=2)-(x=2) N 4-X B
XX X =Xx=2 X-(x+1) (X+1)-(x=2) X-(X+1)-(x=2) (X+1)-(x=2)-x
C(3x=2)-(x-2)+4x _ 3x*—4x+4
X-(X+1)-(x=2) X-(X+1)-(x=2)
Convé destacar que en el resultat final s’ha optat per deixar el denominador factorizado. D’aqueixa
forma, entre altres qliestions, s’aprecia rapidament per a qué valors de la indeterminada aqueixa
fraccid algebraica no admet ser avaluada.

42. Simplifica, si és possible, les expressions seglients:

x* + 4x x> -1 x> -1
X +3x> —6x—38 X +3x> —6x-38 X* + x> —6x
43. Realitza les seglients operacions tenint en compte les factoritzacions dels denominadors:
5 X+2
+ 2
e —3X+12 Xx°—-4x
—X 3x-1

o X-2x+1 x*-1
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4.6. Productes notables de polinomis

En aquest apartat destacarem una série de productes concrets de polinomis que sorgeixen sovint.
Podem exposar-los de molt diverses formes. Tal com ho farem, apareixera més d’una indeterminada;
hem de ser capacos d’apreciar que si, en un algun cas concret, alguna indeterminada passa a ser un
nombre concret acd no fara ni més menys que particularitzar una situacié més general.

Poténcies d’un binomi. Les seglients igualtats s'obtenen, simplement, després d’efectuar els oportuns

calculs:

El quadrat d’'una suma és igual al quadrat del primer, més el doble
producte del primer pel segon, més el quadrat del segon.

Comprova la igualtat a partir dels quadrats i rectangles de la il-lustracio.

(a—b)* =a’ —2ab+b’

El quadrat d’una diferencia és igual al quadrat del primer, menys el doble
producte del primer pel segon, més el quadrat del segon.

) @ (&7

(a+b)’ =a’ +2ab+b’

4 a.b
Observa la figura i connecta-la amb la igualtat.

. (a+by’=a’+3a’h+3ab’ +b’
Ratifica la igualtat amb els cubs i prismes de la figura.

(a—b)’ =a’ —3a’h+3ab’ b’

[}
Podem observar que, en cada un dels desenrotllaments, I'exponent del
binomi coincideix amb el grau de cada un dels monomis.

Exemples:
(a+3)’=a’+2-a-3+3’ =a’ +6a+9

(X—=4) =X"=2-X-4+4 =x> -8x+16

(3X+5)° = (3X)* +2-3X-5+(5)° =9%* +30x+25

(X—=6Y)" =X> =2-X-6y+(6Y)* =X* —12xy+36y°
(2x—5)* =(2x)° —

3-(2%) -5+3-(2X)-5% —5° =8%> —60x> +150k —125

44. Realitza els calculs:
b) (—X+3)2
0 (—3X—2)2

d) (XZ _ 1)3

3
e) (4x+2) Obtin les féormules dels quadrats dels trinomis seglients:

(1+3a)’

(a+b+c)’

a) (at+b- c)? Desenrotlla les poténcies segients:
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a) (2x + 3y)? b) (3x +y/3) c) (5x — 5/x)

d) (3¢ - 5)? e) (a® - b?)? f) (3/5y - 2/y)?
45. Expressa com quadrat d’una suma o d’una diferéncia les seglients expressions algebraiques:

a)a’+6a+9 b)4x>*—4x+1 c¢)b?>—10b+ 25

d)4y*+ 12y +9 e)a*—2a’+1  f)y*+6y°+9
Suma per diferéncia. De nou la seglient igualtat s’obté després =
d’efectuar el producte assenyalat: 6 b

(a+b)-(a-by=a’-b’ ; a )
Suma per diferencia és igual a diferéncia de quadrats. (a+b)(a-b) — a
Observa les figures i connecta-les amb la igualtat.
Exemples: :
-b a a

(a+7)-(a-7)=a’-7"=a*—49
(X+1)-(x=D=x"-1=x"-1
(2X+3)-(2x—3) =(2X)> =3* =4x* -9
(-3X=5)-(-3x+5) =(-1)-3x+5) - (-3x+5) =(-1)-(5+3x)-(6-3x) =
=(-1)-(5" -(3%)’) =—25+9x°

Activitats proposades

46. Efectua aquests productes:

a) (4Xx+3y)-(4x-3y)

p) (2 +4)-(2x*—4)
0 (—X* +3%)-(X* +3X)

De volta als polinomis d’una variable, podem dir que en aquest apartat hem expandit poténcies d’un
polinomi, o productes d’un polinomi per si mateix, aixi com productes de la forma suma per diferéncia.
Convé donar-se compte que les seues formules, llegides al revés, constitueixen una factoritzacié d’un
polinomi.

Exemples:

X +12X+36=X"+2-6-X+6> =(X+6)°

2% —12X7 +18X =2X-(X* —=6X+9) =2xX-(X* —2-3-X+3*) =2x-(x=3)’
X2 —5=(X+/5)-(x=+/5)

X' —16=(X> +4)- (X’ —4) = (X* +4)-(X+2)-(X—2)
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47. D'acord amb alld que s’ha exposat, factoriza els polinomis seglients: X*—2x+1
d) 33X +18x+27

e) 4’ -16x’
48. Calcula els productes segiients:

a)(3x+1)-(3x—1) b) (2a — 3b) - (2a + 3b)

c) (x*—=5) - (x*+5) d) (3¢%>+5) - (3a0%>-5)
49. Expressa com a suma per diferéncia les segilients expressions

a) 9x?>— 25 b) 4a* — 81b? c) 49 — 25 x? d) 100 a®> — 64
50. Simplifica les seglients fraccions algebraiques

x> -1 2x* +12x+18 6-3a

a) 3x+3 by x*-9 c)a’—4
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Expressions algebraiques. Polinomis. 4tB ESO

CURIOSITATS. REVISTA

-

/ \ x YOk Dis-liauncorrpanyq.neesa‘igaaun\
Nombrosos actes que podem * « ¥ | paper un nombre natural i que el mostre
enquadrar dins de * Que el muiltiplique per 10
"trucs de magia® poden ser Que al resultat anterior li sume 32
analitzats, o "destripats", Que multiplique per 100 el que ha
mitjangant un (s adequat obtingut
de les Matematiques, en Que li sume 800
particular a partir d'expre- Que dividisca per 1000 I'Glitma quantitat
ssions algebraiques. que al resultat precedent li reste el

&\\~__ "// nombre que va escriure al principi

Té un 4! Magia!
Als exercicis 1 i 2 tens altres
exemples d'aco.

o /
/ Algoritmes \

La regla de Ruffini és un exemple d'algoritme. Un algoritme és una relacié ordenada i precissa
d'operacions, o accions, que s'han de realitzar a les dades que inicialment disposem amb la
finalitat de resoldre un problema o d'arribar a nova informacio. Altres algoritmes:

- el de la divisié de dos nombres enters, que ens proporciona el seu quocient i el seu residu.

- el d'Euclides, pel que obtenim el maxim comu divisor de dos enters positius.

- el de l'arrel quadrada, que ofereix I'arrel quadrada d'un nombre.

- el que origina la lletra d'un DNI o NIF.

Els algoritmes sén un fonament basic en el funcionament de qualsevol ordinador o computadora

. /
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COEFICIENTS BINOMIALS

Quan expandim el binomi apareix un polinomi tal que tots el seus monomis sén del ma-
teix grau, grau n . La part literal de cadascun d'ells és molt facil d'escriure, no aixi, en
principi, cada un dels coeficients. No obstant aix0, gracies a un triangle numéric podem
coneixer els coeficients que corresponen a cada exponent : el triangle de Tartaglia o de
Pascal. Es un triangle numeéric amb moltes propietats i utilitats. Apuntem una propietat:
cadascuna de les seues linies comenca i acaba amb el digit 1, la resta de nombres és
igual a la suma dels dos nombres que se troben damunt d'ell.

=
S/ 1/ 5,/10/10/ 5/ 1
n=6,/1,/6,15/20/15/6 /1
0=l 1 7/21/35,/35,/,°21 /7 /1
s /1,8 ,/28/56,/170,/56,/28,/ 8/ 1

1.9,736,84,/126/126/84 /36, 9 / 1

Per exemple, el desenvolupament per a I'exponent 5 seria:
(a+b)°=a*+5a*b+5a*b+10a3b2+10a%b3+5ab*+b°
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RESUM

Nocid Descripcio Exemples
Expressio Expressi6 matematica que es construeix amb| -3x vz
algebraica nombres reals i les operacions matematiques| 2x + Yy’
basiques de suma, resta, multiplicacid i/o divisié
Variable, Alld no concretat a una expressio algebraica Les variables, o indeterminades, de

indeterminada

I'exemple anterior sén x, y, z.

Valor numeric
d’una expressio
algebraica

Monomi

En fixar un valor concret per a cada indeterminada,
o variable, d’'una expressié algebraica apareix un

Si, en 'expressio precedent, fem
x=3, y=-2, z=1/2 obtenim

nombre real: el valor numéric d’aqueixa expressio 3.3 1 =3
algebraica per a tals valors de les indeterminades 2.3+ (-2)° =3:(=2) 5Ty
Expressi6 donada pel producte de nombres reals i —5-X-y3-22
indeterminades ’

7-%°

Coeficient d’un
monomi

El nombre real que multiplica a la indeterminada, o
indeterminades, del monomi

Els coeficients dels anteriors
monomis son, respectivament, -5i 7

Part literal d’un

La indeterminada, o producte d’indeterminades,
gue multiplica al coeficient del monomi

32
La part literal de —IXY T g

monomi 3.2
Xy -z

Grau d’un Quan hi ha una Unica indeterminada és I'exponent|Els graus dels monomis precedents
monomi de dita indeterminada. Si apareixen diverses, el grau  s¢n 6 i 2, respectivament

del monomi sera la suma dels exponents d’aqueixes

indeterminades
Polinomi Expressid construida a partir de la suma de| —x® +4x>+8x+6

monomis
Grau d’un El major grau dels seus monomis L'anterior polinomi és de grau 3
polinomi

Suma, resta i
producte de
polinomis

El resultat sempre és un altre polinomi

p=—3x+6;qg=x>+4.
p+q=x*-3x+10;
p—q=—x>—3x+2;
p-q==3x3+6x>—12x + 24.

Divisio de dos
polinomis

S’obtenen altres dos polinomis, els polinomis
quocient (c(x)) i residu (r(x)), lligats als polinomis
inicials, els polinomis dividend (p(x)) i divisor (g(x))

P(X) =q(x)-c(X)+r(X)
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Factoritzacio d’'un
polinomi

Consisteix a expressar-lo com a producte d’altres
polinomis de menor grau

x> =3 =x*+3=
=06 =3)-(¢ -

Polinomi Es aquell que no pot ser expressat com a producte| —3x+6
irreductible d’altres polinomis de grau inferior , '
X" +4

Arrel d’un Un nombre real concret & és una arrel, o un zero, 2es arrel de —-3X+6
polinomi del polinomi p, si en avaluar pen X=a gbtenim el

nombre 0, és a dir, si P(@) =0 I =3 s6n arrels de X° +2X-3
Arrels i El que un nombre real concret ®siga una arrel del —2 es una arrel de ¥ +2x2—x=2
factoritzacio polinomi P(X) g5 equivalent que el polinomi P(x)

admeta una descomposicio factorial de la forma
P(xX) = (x—a)-c(X) per a un cert polinomi c(x)

X 42X —=X=2=(X+2)-(X*=1)

Nombre d’arrels i
grau

Tot polinomi de grau Nté com a maxim "arrels
reals, alguna de les quals pot aparéixer repetida
entre aqueixos no més de N nombres reals

2
X*+2X=3t& dues arrels, I =3

2
3X"+Tno té arrels

Regla de Ruffini

Ens pot ajudar a I'hora de factorizar un polinomi i
conéixer les seues arrels
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EXERCICIS | PROBLEMES

1. En aquest exercici es va a presentar un truc mitjangant el qual endevinarem el nombre que resulta
després de manipular repetidament un nombre desconegut. Converteix en una expressio algebraica
les successives alteracions del nombre desconegut i justifica el que ocorre.

i.Dis-li a un company que escriga en un paper un nombre natural i que no el mostre

ii.Que el multiplique per 10 5

iii.Que al resultat anterior li sumeix 100
iv.Que multiplique per 1000 el que obté Q

v.Que dividisca entre 10000 I’Gltima quantitat

vi.Que al resultat precedent li reste el nombre que va escriure
vii.Independentment del nombre desconegut original quin nombre ha sorgit?

2. En aquest altre exercici endevinarem dos nombres que ha pensat un company. Construeix una
expressio algebraica que arreplegue tots els passos i, finalment, descobreix el truc.

i.Sol-licita a un company que escriga en un paper, i no mostre, dos nombres naturals: un d’una xifra
(entre 1i9)iun altre de dues xifres (entre 10 i 99)

ii.Que multiplique per 4 el nombre triat d’'una xifra
iii.Que al resultat anterior li sumeix 3 B
iv.Que multiplique per 5 el que obté T
v.Que a I'dltima quantitat li sumeix 10 Q
vi.Que multiplique el resultat precedent per 5

vii.Que li sumeix a I'anterior el nombre de dues xifres que va triar

viii.Dis-li al company que desvele quin és el resultat de tots aqueixos canvis
ix.Qué hem de fer per a descobrir els dos nombres que va triar el company?

3. Estudia si hi ha nombres reals en qué les seglients expressions no poden ser avaluades:
3x—-6
(x+2)-(2x-14)

—X
3%’ =X
. -2x*-3x’ -4
Sx—-y+1
. X*+Y” Una persona té estalviats 1000 euros i decideix

depositar-los en un producte bancari amb un tipus d’interés anual del 3 %.
Si decideix recuperar els seus estalvis al cap de dos anys, quina sera la
quantitat total de que disposara?
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4. Generalitzem I'exercici anterior: Si ingressem X euros en un deposit bancari el tipus d’interés del
qual és de I'anual, quina sera la quantitat que recuperarem al cap de n anys?

5. Construeix un polinomi de grau 2, p(X), tal que pG)=-7 .

— 3 2 _av4 3 2
6. Considerem els polinomis P(X) ==5X"+X _3X_2, G(x)=3x"+2x" ~X +2X+7i

— Ay2 _
F(X)=4x"+5x 1. Realitza les operacions seglients:

. P+Q+r
. P—q

o pr

. p-r—q

7. Calcula els productes:

S
a)\ 3 2J\ 6 Jy)(03x-0,2y+0,12)- (0,1x+ 0,2y =0,32) ¢) (x—1) (x—a) (x—b)
8. Efectua les divisions de polinomis:

. 2x* =3x —8x” +9X 1 gntre 2X* +3x-3

R 4x° —5x* +6X> +2%X> —10X -6 gntre X +2X+3

9. Calcula els quocients:

a) (5x%):(x?) b) (3x%y*2%) : ((1/2)xy32°) c) () + 2x%y + y?) : (x2 +)

Xx—1 2X

+
. . . . 2 2
10. Realitza les operacions entre fraccions algebraiques: X —3X X" —6X+9

x—1 2X

. X2 —3X X —6X+9
x—1 . 2X

. x> =3x x> —6X+9
Xx=1 2X

e X =3x X*—6Xx+9

11. Construeix un polinomi de grau 2 tal que el nombre — 5 siga arrel seua.

12. Determina un polinomi de grau 3 tal que les seues arrels siguen 6, -3;0,
13. Construeix un polinomi de grau 4 tal que tinga Unicament dues arrels reals.
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P(X) =X+ X + X +X+1

14. Troba un polinomi 4(X) tql que en dividir entre 9(X) s’obtinga com a

a2
polinomi residu r(x)=>5x +5X+1.

3 2
. Troba les arrels enteres dels polinomis segiients: 3X +11X"+5X-3
. 3% +2Xx* +8x-3
. 3 +5x* +x—1

o 2X +X —6Xx-3
15. Obtin les arrels racionals dels polinomis de I’exercici anterior.

16. Descompon els seglients polinomis com a producte de polinomis irreductibles:

. 3% +11x* +5x-3
o 3 +5x2 +x—1
o 2x°+x* —6X-3
o 3 —6x*+Xx-2

17. Calcula les potencies:

a) (x—2y +2)? b) (3x—y)? c) ((1/2)a + b*)? d) (¢ - y?)?

° Analitza si els seglients polinomis han sorgit del desenrotllament de potencies de binomis, o
trinomis, o d’'un producte suma per diferencia. En cas afirmatiu expressa la seua procedencia.
x> +6X+9

o X' —8x* +16

. X2 +4/20 Xy +5y?

o XP 4+ 2%+ X2 +2x+1
o XP =2+ P +2x+1
o x* —36

o 5x* +1

° 5x* =11

. X =3y

18. Descompon en factors:
a)x*—1 b) x2 — y? c) x’y?-22 d) x*=2x%y + 2

19. Amb aquest exercici es pretén mostrar la conveniéncia a I'hora de no operar una expressiod
polinomica que tenim factoritzada totalment o parcialment.

X' =5% +6=(x"=2)-(xX" =3)_

a) Comprova la igualtat
Matematiques orientades a les ensenyances academiques. 4t B d’ESO. Capitol 3: Polinomis Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
www.apuntesmareaverde.org.es Traduccié: Pedro Podadera. Instituto Juan de Garay de Valencia

'l

Textos Marea Verd




4 2
b) Determina totes les arrels del polinomi X =5X"+6
20. Factoriza numerador i denominador i simplifica:

x> —2x+1 X +2x7y" +y° N
a) x -1 b) X' +y? c) x'-1

21. Efectua les seglients operacions i simplifica tot el possible:

2 3 x—y_x2+y2 2x+1
a) X6=%) 2(5-x) p) X+Y X -y’ o) 4 -1
22. Efectua les seglients operacions i simplifica tot el possible:
x4—1:x2+1 2x+3y  3x+4y —4X+(1—X4)(X—+1—1_—Xj
a) X x* b) a-b 2a-2b I-x 1+X

23. Efectua les seglients operacions i simplifica tot el possible:
(X“—%);(x%rlj x’ -3ax’+3a’x-a’ x-a (a+b_a—bj: ab
a) X X b) X+a ‘X+a 0 a-b a+b) a+b

24. Efectua les seglients operacions i simplifica tot el possible:

1 1 1 1 3 N 2 2 1

a X+y X a+y X 'y Xy

1 I 1 1 1 3 2 1 3 2 I 33 5
a) a X+y X a+y b) X X X X X X C) X 'y X Yy
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AUTOAVALUACIO

1. Assenyala els coeficients que apareixen en les segilients expressions algebraiques:
N A - 2
a) 2-3Y’ Z b)) —2X +x =X 5% -1 C)5'\/§'X'y 'z
3X—72+5Xy3_é o B
2. El valor numeéric de l'expressié 2~ 3Y Zen X=2,y=-lLz=-14,
a)17 b)15 C)—3 d)_5
3. Completa adequadament les frases seglients:

a) La suma de dos polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........

b) La suma de tres polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........

c) El producte de dos polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........
d) La diferencia de dos polinomis de grau dos és sempre un altre polinomi de grau ..........

P(X)=X + X' +x +1 q(xX)= x> +x+1

4, En dividir el polinomi entre el polinomi residu resultant;
a) ha de ser de grau 2. b) pot ser de grau 2.
¢) ha de ser de grau menor que 2. d) cap de les opcions precedents.
4 3 2
5. Considera el polinomi 2X —7X +5X"=7X+3  Quins dels segiients nombres enters son
raonables candidats per a ser una arrel seua?
a) 3 b) 2 c) -1 d)—7
4 3 2
6. Considera el polinomi 2X +7X +X —=7X=3_ Quins dels segiients nombres racionals sén
raonables candidats per a ser una de les seues arrels?
-1 1 3
a) =3 b) 2 c) 3 d) 2
7. Tot polinomi amb coeficients enters de grau tres
a) té tres arrels. b) té, com a maxim, tres arrels. c) té, almenys, tres arrels.
8. Es possible que un polinomi, amb coeficients enters, de grau quatre tinga exactament tres arrels,
ja siguen diferents o amb alguna multiple?
9. Justifica la veracitat o falsedat de cada una de les frases seglients:

a) La regla de Ruffini serveix per a dividir dos polinomis qualssevol.

b) La regla de Ruffini permet dictaminar si un nombre és arrel o no d’un polinomi.

c) La regla de Ruffini només és valida per a polinomis amb coeficients enters.

d) La regla de Ruffini és un algoritme que ens proporciona totes les arrels d’'un polinomi.

10. Analitza si pot haver-hi algun polinomi de grau huit que no tinga cap arrel.
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