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En este primer capitulo de Bachillerato de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales | vamos a hacer
un repaso de los Numeros Reales haciendo mencién a los nUmeros naturales, enteros, racionales, asi
como a los irracionales.

Vamos a estudiar las potencias de exponente natural. Ampliaremos el dominio de definicidn estudiando
las de exponente entero (ahora no tiene sentido decir que multiplicamos algo por si mismo —3 veces)
con sus propiedades. Repasaremos como operar con las potencias aplicando sus propiedades.

Estudiaremos las potencias de exponente racional, que son los radicales, sus propiedades, asi como las
operaciones que podemos realizar con ellos. Nos detendremos en la racionalizacién, que es una
operacion muy utilizada en Matematicas necesaria para operar con radicales.

Estudiaremos la notacion cientifica, las propiedades para poder operar con este tipo de notacién y las
ventajas de operar con ella.

Por ultimo, estudiaremos los logaritmos y sus propiedades, que facilitan las operaciones pues
transforman, por ejemplo, los productos en sumas. Cuando no habia calculadoras ni ordenadores y
querian multiplicar numeros de mas de diez cifras, écdmo hacian?
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Numeros reales

1. NUMEROS REALES

1.1. Numeros racionales y niumeros irracionales

Recuerda que:

Ya conoces los distintos tipos de conjuntos numéricos:
Naturales=» N ={0,1, 2, 3, ...}
Enteros=> 7 =1{..,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ...}

Racionales & QQ = {%;a eZ,beZ b+ O},

Los numeros racionales también contienen a los numeros que tienen expresiéon decimal exacta
(0.12345) y a los que tienen expresion decimal periddica (7.01252525...). Si el denominador (de la
fraccidén irreducible) unicamente tiene como factores primos potencias de 2 o 5 la expresion decimal es
exacta. Si el denominador (de la fraccién irreducible) tiene algun factor primo que no seani 2 ni 5 la
fraccidn tendra una expresion decimal periddica.

Todas las fracciones tienen expresién decimal exacta o periddica; y toda expresion decimal exacta o
periddica se puede escribir en forma de fraccién.

Pero ya sabes que existen nimeros que no son racionales. Por ejemplo: ~/2 no puede escribirse en
forma de fracciéon. Todos estos nimeros como por ejemplo /2 , </7 , T ... junto con los nimeros
racionales forman el conjunto de los nimeros reales. A los nimeros reales que no son nimeros
racionales se les llama nimeros irracionales.

La expresion decimal de los nimeros irracionales es de infinitas cifras no periddicas.

Por tanto

Q R-Q
Irracionales 2 1 =R — Q. ;

El conjunto de los nimeros reales esta formado N ! -1
por la unién de los nimeros racionales y de los
numeros irracionales. 01 10 7

Reales 9 SR = Q () I 0,1010010001.

Tenemos por tanto que: N C Z < Q — R. e -1,27%

IcR \/

Actividades propuestas

1. Mentalmente decide cuales de las siguientes fracciones tienen una expresién decimal exacta y
cudles la tienen periddica:

a)1/9  b)7/5 c) 9/50 d) 2/25 e)1/8 f) 3/22

2. Halla la expresién decimal de las fracciones del ejercicio anterior y comprueba si tu deduccién era
correcta.
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Numeros reales

3. Calcula la expresion decimal de las fracciones siguientes:
a)1/5 b) 1/3 c)5/9 d) 2/25 e) 11/400 1/11

4. Escribe en forma de fraccion las siguientes expresiones decimales exactas y reducelas, después
comprueba con la calculadora si estd bien:

a) 8.35; b) 791.297835; c) 0.47

5. Escribe en forma de fracciéon las siguientes expresiones decimales periddicas, reducelas vy
comprueba que estd bien:

a) 9.464646..... b)91.02545454.... ) 0.9999..... d) 3.267123123123.....

6. ¢Puedes demostrar que 2.99999... es igual a 3? ¢Calcula cuanto vale 1.5999...?7 Ayuda: Escribelos en
forma de fraccién y simplifica.

7. Demuestra quei/7 esirracional.

. . . . 1
8. ¢Cuantas cifras puede tener como maximo el periodo de E ?

1 , ,
?, dte atreves a dar una razon?
27 .54

10. Haz la division 999999:7 y después haz 1:7, é¢es casualidad?
11. Ahora divide 999 entre 37 y después 1:37, ées casualidad?

9. ¢Cudntos decimales tiene

1.2. La recta real

Densidad de los numeros reales

Los numeros reales son densos, es decir, entre cada dos numeros reales hay infinitos nimeros.

L. o . a+b . .
Esto es facil de deducir, si a, b son dos nimeros con a < b sabemos que a < T < b, es decir, la media

estd entre los dos numeros. Como ese proceso lo podemos hacer todas las veces que queramos, pues
de ahi el resultado.

Curiosamente los niumeros racionales son también densos, asi como los irracionales.
Actividades propuestas

1-+/5

12. Escribe 3 nimeros reales que estén entre y 1.

13. Escribe 5 nimeros racionales que estén entre /2 y 1.5.

14. Escribe 5 niUmeros irracionales que estén entre 3.14 y m.
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Numeros reales

Representacion en la recta real de los numeros reales

Elegido el origen de coordenadas y el tamafio de la unidad (o lo que es igual, si colocamos el 0y el 1)
todo numero real ocupa una posicidn en la recta numérica y al revés, todo punto de la recta se puede
hacer corresponder con un nimero real.

El curso pasado estudiaste como representar en la recta real fracciones y raices.

Actividades propuestas
15. Representa en la recta numérica los siguientes numeros:
9 -13
a) -, b) —, c) 1.342, d) —2.555555....
5 4
16. Representa en la recta numérica:

1
2310, o6, g, ol

1.3. Valor absoluto. Distancia en la recta real

El valor absoluto o mdédulo de un ndmero es igual al valor de ese niumero ignorando el signo. Por
ejemplo, el valor absoluto de —1 es 1, y el valor absoluto de +1, también es 1.

En lenguaje formal, el valor absoluto se define de la siguiente manera:

|x|_{—x six <0

x six=0

Si representamos esta funcion en un eje de coordenadas, resulta
una grafica como la del margen.

Como el valor absoluto es una funcion muy importante en
matematicas, tiene su propio simbolo. Para escribir el valor
absoluto de un numero x, basta con encerrar el nimero entre
dos barras verticales: |x|.

El valor absoluto de un nimero x se consigue suprimiendo el signo, y se anota mediante el simbolo |x|.
Ejemplo:

+ El valor absoluto de —32 es 32, igual que el valor absoluto de +32. Escrito en lenguaje formal
seria:

|-32| =32 = |+32].
Actividades propuestas

17. Halla el valor absoluto de los siguientes niumeros:

a)5 b) -5 c)-n
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Numeros reales

éPara qué sirve?

El valor absoluto se utiliza principalmente para definir cantidades y distancias en el mundo real. Los
nuimeros negativos son una construccion matematica que se utiliza en el calculo, pero en la realidad no
existen cantidades negativas. No podemos viajar una distancia de —100 kilémetros, o comer -3

caramelos. Esto se debe a que el tiempo solo discurre en una direccién (positiva por convencién), pero
eso no entra en el dmbito de las Matemadticas, sino en el de |a Fisica.

El valor absoluto se usa para expresar cantidades o longitudes validas en el mundo real, como la
distancia.

Ejemplo:

#+ Hago un viaje de ida y vuelta hasta una ciudad que se encuentra a 40 km de mi casa. Después de
hacer el viaje, estoy en el mismo punto, asi que mi posicién no habra cambiado, esto es:

Posicion=40km —40km =0

Esto no quiere decir que no haya recorrido una distancia. Hay dos cantidades a tener en cuenta, una
distancia de ida y otra de vuelta, en total sera:

L= [40| km + |—40] km = 80 km

Las propiedades del valor absoluto son:

#+ No negatividad: |a| > 0.

4+ Simetria: |a| = |-q]

+ Definicién positiva: |[a| =0 = a = 0.

4+ Valor absoluto y producto: |a - b| = |a - |b|
4+ Desigualdad triangular: |a + b| < |a| + ||

Actividades resueltas
& Demuestra que el valor absoluto nunca puede ser negativo.
1 - No negatividad

Por definicidn, la funcion valor absoluto solo cambia el signo cuando el operando es negativo, asi que
no puede existir un valor absoluto negativo.

+ Demuestra que el valor absoluto de un numero y su negativo coinciden.

2 - Simetria.

Sia>0= |a|=a
Sia<0= |-a|l =—(-a)=a 1l P i A
Entonces a = |a| = |—a| N ; i

4+ Representa la funcion f(x) = |sen(x)| oW e ot

Con trazos de puntos esta dibujada la funcidn '

seno. Debajo, en rojo, aparece f(x) = |sen(x)| M
que es igual en su parte positiva y hace 2 O O R T LI
positiva su parte negativa.
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Numeros reales

Actividades propuestas

18. Representa las siguientes funciones:

a) fix) = x|
) f0x) = |2~ 1]
c) fx) = Vx|

Distancia en la recta real

Una distancia es una medida que tiene unas determinadas propiedades:
1) No negatividad.
2) Simetria.
3) Propiedad triangular.

La distancia entre dos numeros reales x e y se define como:

Dist(x, y) = [x — |

Verifica las propiedades antes indicadas pues:

1) Al estar definida con el valor absoluto es siempre un nimero no negativo. La distancia entre dos
puntos tiene valor cero, Unicamente si los dos puntos son coincidentes:

0=Dist(x,y)=|x—-y| =>x-y=0 = x=y.

2) Simetria: Dist(x, y) = |x —y| = |y — x| = Dist(y, x).
3) Propiedad triangular: Dist(x, y) < Dist(x, z) + Dist(z, ).

Ejemplo:
4 Dist(3,8)=1(8-3|=5
+ Dist(-2,-9)=-9—(=2)|=-9+2)|=-7|=7
* Dist(-1,5)=5-(-1)|=|5+1)|=16|=6
+ Dist(-9,5)=|5-(-9)|=|5+9)|=14|=14
Ejemplo:

4+ Siestamos en el sétano 92 y subimos al piso 52, ¢cudntos pisos hemos subido?
Como hemos visto en el ejemplo anterior, hemos subido en total 14 pisos.

Dist(-9,5) =[5 - (-9)| =15+ 9)| = |14| = 14.
#+ Siel termdémetro marca —1 °C y luego marca 5 °C, écudntos grados ha subido la temperatura?

Como hemos visto en el ejemplo anterior, la temperatura ha subido 6 °C. Fijate que la escala
termométrica que hemos usado es la Celsius, hay otras, pero esto lo estudiaras en Fisica.

Dist(~1,5)=|5 - (1) =5 + 1)| = 6] = 6.
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Numeros reales

Actividades propuestas

19. Representa en la recta real y calcula la distancia entre los numeros reales siguientes:
a) Dist(5, 9) b) Dist(-2.3, —4.5)
c) Dist(-1/5, 9/5) d) Dist(-3.272727...., 6.27272727....).

1.4. Intervalos y entornos
Recuerda que:

Un intervalo de numeros reales es un conjunto de nimeros correspondientes a una parte de la recta
numérica, en consecuencia, un intervalo es un subconjunto del conjunto de los nimeros reales.

Tipos de intervalos

Intervalo abierto: es aquel en el que los extremos no forman parte del mismo, es decir, todos los
puntos de la recta comprendidos entre los extremos forman parte del intervalo, salvo los propios
extremos.

En otras palabras, [ = (a, b) = {x € R| a<x<b},

observa que se trata de desigualdades estrictas. b

a
—— &=,
Nt St

Graficamente, lo representamos en la recta real

del modo siguiente:

Intervalo cerrado: es aquel en el que los extremos si forman parte del mismo, es decir, todos los puntos
de la recta comprendidos entre los extremos, incluidos éstos, forman parte del intervalo.

En otras palabras, [ = [a, b] ={x € Rl a<x< b},
observa que ahora no se trata de desigualdades

. a b
estrictas.

Graficamente:

Intervalo semiabierto: es aquel en el que solo uno de los extremos forma parte del mismo, es decir,
todos los puntos de la recta comprendidos entre los extremos, incluido uno de estos, forman parte del
intervalo.

Intervalo semiabierto por la izquierda, el extremo inferior no forma parte del intervalo, pero el
superior si, en otras palabras,

[=(a,b]={x e Rl a<x<b}, X
b
observa que el extremo que queda fuera del & ®

intervalo va asociado a una desigualdad estricta.

Intervalo semiabierto por la derecha, el extremo superior no forma parte del intervalo, pero el inferior
si, en otras palabras, [ =[a, b) = {x € R| a < x < b}, observa que el extremo que queda fuera del

intervalo va asociado a una desigualdad estricta.
. a
Graficamente: b
@ ©
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Numeros reales

Semirrectas reales
A una semirrecta se la puede considerar como un intervalo infinito.
Semirrecta de los nimeros positivos S+ = (0, «), es decir, desde cero hasta infinito.

Semirrecta de los nimeros negativos S- = (—x, 0), es decir, desde el menos infinito, el infinito negativo,
hasta cero.

Con lo que toda la recta de los niumeros reales es R = (—, ) = (S+) U (S-) U {0}.

Entornos
Es una forma especial de expresar los intervalos abiertos.

Se define el entorno de centro a y radio r y se denota E(a, r) (otra forma usual es £, (a)) como el
conjunto de nimeros que estan a una distancia de a menor que r.

Con un ejemplo lo entiendes mejor:
Ejemplo:

4+ El entorno de centro 5y radio 2 son los nimeros que estan de 5 una distancia menor que 2. Si lo
pensamos un poco, seran los numeros entre 5 — 2 y 5 + 2, es decir, el intervalo (3, 7). Es como
coger el compds y con centro en 5 marcar con abertura 2.

E(5,2) = (3,7) =

w O
~N O

Fijate que el 5 esta en el centro y la distancia del 5al 7y al 3 es 2.

E(a,r)=(a-r,a+r)

Ejemplo:
+ E(2,4)=(2-4,2+4)=(-2,6)

Es muy facil pasar de un entorno a un intervalo. Vamos a hacerlo al revés.

Ejemplo:
4+ Sitengo el intervalo abierto (3, 10), écoémo se pone en forma de entorno?

3+10 13
Hallamos el punto medio —2 = ? = 6.5 que serd el centro del entorno. Nos falta hallar el radio:

(10— 3) : 2 =3.5 es el radio (la mitad del ancho). Por tanto (3, 10) = £(6.5, 3.5)
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Numeros reales

En general:
_ b+c c—b
El intervalo (b, ¢) es el entorno £ 2, )
Ejemplo:
4 Elintervalo (-8,1) = E (==, =) = F(-35, 4.5)

También existen los entornos cerrados, pero son de uso menos frecuente.

Actividades propuestas

20. Escribe los siguientes intervalos mediante conjuntos y represéntalos en la recta real:
a)[1,7) b) (-3, 5) c) (2, 8] d) (-, 6)

21. Representa en la recta real y escribe en forma de intervalo:
a)2<x<5 b)4<x c)3<x<6 d)x<7

22. Expresa como intervalo o semirrecta, en forma de conjunto (usando desigualdades) y representa
graficamente:

a) Un porcentaje superior al 26 %.
b) Edad inferior o igual a 18 afos.
¢) Numeros cuyo cubo sea superior a 8.
d) Numeros positivos cuya parte entera tiene 3 cifras.
e) Temperatura inferior a 25 °C.
f)  Numeros para los que existe su raiz cuadrada (es un nimero real).
g) Numeros que estén de 5 a una distancia inferior a 4.
23. Expresa en forma de intervalo los siguientes entornos:

a) E(1, 5)

8
b) E(-2, 3 )
c) E(-10, 0.001)

24. Expresa en forma de entorno los siguientes intervalos:

a)(4,7)
b) (-7, -4)
c)(-3,2)
25. iLos sueldos superiores a 500 € pero inferiores a 1000 € se pueden poner como intervalo de
nuameros reales? *Pista: 600.222333€ ipuede ser un sueldo?
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Numeros reales

1.5. Aproximacion de un numero decimal. Estimacidn, redondeo y errores
Recuerda que:

En la vida cotidiana y también en las ciencias aplicadas es necesario trabajar con nimeros aproximados.

Unos ejemplos:

+ Queremos comprar un tercio de metro de cinta, tenemos que decirle al dependiente cuanto
queremos y no vamos a ser tan idiotas como para decirle que nos dé 0.333... metros o0 33.333... cm
que es lo exacto. Lo normal es pedir 33 cm o0 34 cm.

+ Medimos un folio A4 con la regla y nos da 29.7 cm, la regla llega a los mm. Queremos dividirlo en 8
partes iguales, écudnto medird cada parte? Si hacemos 29.7 : 8 nos da 3.7125 cm, pero la regla no
llega a tanto, serd mejor aproximar a 3.7 cm.

+ Hacemos un examen con 9 preguntas que valen todas igual. Tenemos 5 bien y las demds en blanco.
¢Qué nota tenemos?, 10 - 5 / 9 = 5.555555556 segun la calculadora, élas ponemos todas?, si lo
hacemos estamos suponiendo que somos capaces de distinguir 1 parte de entre 10000 millones de
partes iguales del examen. Lo razonable es 5.6 0 5.56 si somos muy pero que muy precisos.

4+ Resulta curioso y deberia ser delito que en las gasolineras se anuncie: Precio del gasoil 1.399 €/litro.
Si alguien va y pide un litro exacto, o 2 o 15 no se lo pueden cobrar exactamente puesto que jno
existen las milésimas de €!, deberian escribir 1.40 €/litro. Es cierto que de esa manera te ahorras 5
céntimos si echas 50 litros, pero a ellos les compensa el tema psicoldgico, la gente poco culta en
numeros ve 1.3 en lugar de 1.4.

#+ Exactamente lo mismo pasa en los supermercados: merluza 7.99 €/Kg. Son trucos baratos que una
mente entrenada sabe detectar y actuar en consecuencia. La diferencia entre 8 €/Kg y 7.99 €/Kg es
que te ahorras j1 céntimo! si compras 1 Kg, si compras medio, écudnto te ahorras?, jnada!, pues
7.99 : 2 = 3.995 que redondeado es 4, que es lo que cobran. Aunque bien mirada la oferta no estd
tan mal pues si compras 5 Kg de merluza ahorras para comprarte un caramelo, eso si, tienes que
comprar mds de medio Kg por vez.

Redondeo
Te recordamos como se redondean correctamente los numeros.

#+ Redondear r a las diezmilésimas: »= 3.1415926535..., la cifra de las diezmilésimas es 5, como la
cifra siguiente es 9 que es > 5, le sumamos 1 al 5 y pondremos 7 ~3.1416.

Fijate que 7 esta mas cerca de 3.1416 que de 3.1415.

+ Redondear \/2 a las centésimas: \/2 =1.41421356..., ahora la cifra de las centésimas es 1 y la
siguiente es 4 < 5 luego la dejamos tal cual, V2 ~1.41.

La regla es: Localizamos la cifra de redondeo, miramos la siguiente cifra (sélo la siguiente), si ésta es
menor que 5 la cifra de redondeo se queda igual, si la cifra siguiente es 5 o0 mayor que 5 incrementamos
en 1 la cifra de redondeo.
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Numeros reales

Mads ejemplos:
+ Redondea

5.995 a las centésimas =» 6.00 y los ceros hay que escribirlos para indicar hasta dénde hemos
redondeado.

7 555 555 en los miles =» 7 556 000 donde hay que completar con ceros después de los miles.

8.94999 en las décimas = 8.9 sélo hay que mirar el 4.
Nota importante: Si el resultado de un problema son € se redondeara siempre en los céntimos.

Otra nota importante: Si queremos dar un resultado con 2 decimales en los pasos intermedios
trabajaremos con mas decimales, al menos 3 o 4, de lo contrario el resultado no tendra la precisién que
pretendemos, un ejemplo:

+ A=9.65B=6.98y C=4.99. Queremos hacer (A - B) - C?, si hacemos A - B y redondeamos en las
centésimas nos queda 67.36 y si ahora multiplicamos por 4.99° = 24.90 nos sale 1677.26. El
resultado correcto es 1 677.20 donde sélo hemos redondeado al final.

Cifras significativas

Es el numero de cifras “con valor” que se utilizan para expresar un nimero aproximado.
Unos cuantos ejemplos y lo entiendes:

& 7.42 tiene 3 cifras significativas; 89.053 tiene 5 cifras significativas.

+ 65.00 tiene 3; 7 000.03 tiene 6;

% 30000 no sabemos las cifras significativas que tiene, puede ser 102 0 3 0 4 0 5, nos tienen que decir
en qué cifra se ha aproximado. Para este ultimo caso puede recurrirse a la notacion cientifica para
decir con precision el numero de cifras significativas, asi:

3 - 10* tiene una cifra significativa, 3.0 - 10* tiene 2 y asi hasta 3.0000-10* que tiene 5.

Consideraciones:

» Las cifras distintas de 0 siempre son significativas.

» Los ceros a la izquierda nunca son cifras significativas: 0.0002 tiene 1 cifra significativa.

» Los ceros en medio de otras cifras distintas de 0 siempre son significativos 2 004 tiene 4 cifras
significativas.

Mas que el nimero de decimales la precision de una aproximacion se mide por el nimero de cifras
significativas.

No deben utilizarse mas cifras de las que requiera la situacién.
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Numeros reales

Actividades propuestas

26. Copia esta tabla en tu cuaderno y redondea con el numero de cifras indicado

Cifras significativas

Numero 1 2 3 4

J10

1/9

3.7182

42.27

Error Absoluto
Se define el Error Absoluto (EA) como EA = |valor real —valor aproximado|.
Ejemplo:

#+ Si aproximamos 1 ~ 3.1416 tendremos que el E4 = |7 —3.1416] = |-0.0000073| ~ 0.0000073
unas 7 millonésimas. Observa que si no se conoce el valor real, no podemos calcular
exactamente el error absoluto, pero si aproximarlo calculando una cota del error.

Cota del Error Absoluto

Podemos conocer una cota del error absoluto teniendo en cuenta el orden de aproximacion, asi, si
hemos redondeado en las diezmilésimas (como en el ejemplo) siempre podemos afirmar que el EA es
menor o igual a 0.00005, es decir, menor o igual que media unidad del valor de la cifra de redondeo 0 5
unidades de la siguiente (5 cienmilésimas), que es lo mismo.

Actividades resueltas
+ Calcula la cota del error absoluto de N ~ 3.7 — EA < 0.05.

+ Calcula la cota de error de N = 300 es EA < 50 si suponemos que hemos redondeado en las
centenas.

Error Relativo

Para comparar errores de distintas magnitudes o numeros se define el Error Relativo (ER) como:

EA

ER=——
|Valor real |

gue suele multiplicarse por 100 para hablar de % de error relativo.

Si no se conoce el valor real se sustituye por el valor aproximado (la diferencia normalmente es
pequeiia).
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Actividades resueltas
% Si aproximamos raiz de 3 por 1.73, el error relativo cometido es:

V3 ~173 - EA~0.0021 —> ER = 0'3/%21 ~ 0.10221 - 0.00121387 — 0.12 %

+ En las aproximaciones A = 7.4 con EA <0.05y B =970 con EA <5, éen cudl estamos cometiendo
proporcionalmente menor error?
Calculamos los errores relativos:
0.05

A— ER Sﬁz 0.00675 - ER <0.68 %

5
B—>ERZ< ﬁ) ~ 0.00515 > ER<0.52%

Es mejor aproximacién la de B.

Control del error cometido
Recuerda que:

En cada suma o resta el error absoluto es la suma de los errores absolutos. Por tanto puede aumentar
peligrosamente si hacemos varias sumas y restas.

Los errores relativos se suman al multiplicar dos nimeros.

Actividades resueltas

#+ Medimos el radio de una circunferencia con una regla milimetrada y marca 7.0 cm. Queremos
calcular el area del circulo. El error maximo en el radio es de 0.05 cm luego puede estar entre
6.95 y 7.05. Si aplicamos la férmula mtr? para estos valores obtenemos 151.7 y 156.1, que son los
valores minimo y maximo. La diferencia es 4.4 y su mitad es 2.2 que es la cota de error absoluto.
Decimos que 4 =153.9 + 2.2 cm>.

AaERS%z0.0lB > ER<1.43%

r— ER s"'—;’sz 0.00714 — ER <0.71 %

El radio tenia una cota de 0.71 %, y el area del circulo de 1.43, luego hemos perdido precision.

Si operamos con numeros aproximados, y peor aun, si lo hacemos en repetidas ocasiones, los errores se
van acumulando hasta el punto de poder hacerse intolerables.

Actividades propuestas

1+
27. Redondea hasta las décimas y halla los errores absoluto y relativo cometidos.

28. Halla una cota del error absoluto en las siguientes aproximaciones:
a)6.3 b) 562 c) 562.00

29. Una balanza tiene un error inferior o igual a 50 g en sus medidas. Usamos esa balanza para elaborar
5 paquetes de café de medio kilogramo cada uno que son un lote. Determina el peso minimo vy
maximo del lote. ¢ Cual es la cota del error absoluto para el lote?
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2. POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO. PROPIEDADES

2.1. Potencias de exponente natural

Recuerda que:

Dado a, un nimero cualquiera, y n, un nimero natural, la potencia a" es el producto del nimero a por
si mismo n veces

En forma desarrollada, la potencia de base a y exponente n se escribe: a"=a-a-a- ... - a, n veces,
siendo a cualquier nimero y » un nimero natural.

Ejemplo:
% 3°=3.3.3-3.3, 5veces
+ (=3)°=(-3)-(=3)-(-3) - (=3) - (-3), 5 veces.

La base a puede ser positiva o negativa. Cuando la base es positiva el resultado es siempre positivo.
Cuando la base es negativa, si el exponente es par el resultado es positivo, pero si es impar el resultado
es negativo.

Si calculamos los ejemplos de arriba tendremos:
4 3°=3.3.3.3.3 =243, Resultado positivo porque multiplico un nimero positivo 5 veces.

* (=3)°=(-3)(-3) - (-3) - (=3) - (-3) = —243. Multiplico un nimero negativo un nimero impar de
veces, por lo que el resultado es negativo. Cada vez que multiplicamos dos nimeros negativos
nos da uno positivo, como tenemos 5, quedaria un signo menos sin multiplicar, luego (+) - (-) =

)
Recuerda que:
Base positiva: resultado siempre positivo.

Base negativa y exponente par: resultado positivo.

Base negativa y exponente impar: resultado negativo

Actividades resueltas:

+ Calcula las siguientes potencias:

a) (-3)°= (=3) - (-3) - (-3) - (-3) - (-3)=-243
b)24=2-.2-2-2=16
c)—(2)*=—(2-2-2-2)=-16

Actividades propuestas

30. Calcula las siguientes potencias:

a)-2° b) (2 +1)* c) —(—2x)3

Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: NUmeros reales Autor: José Antonio Encabo de Lucas y Paco Moya
Revisores: Luis Carlos Vidal y Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es |lustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Numeros reales

2.2. Propiedades de las potencias
Las propiedades de las potencias son:

a) El producto de potencias de la misma base es igual a otra potencia de la misma base y como
exponente la suma de los exponentes.

n m m+n

a'-a"=a PROPIEDADES DE LAS
. POTENCIAS
Ejemplo:
at‘ﬂ.all - i,]IIBHI:'I'J
4 32-3%=(3-3)-(3-3-3-3)=3%2=3¢ o
il o am A
3“
b) El cociente de potencias de la misma base es igual a otra [a™)? = gom

potencia que tiene como base la misma, y como
exponente la diferencia de los exponentes.

a':a"=a"™" (;)ﬂ = ;r.

(a.b)"= a™. h"

(4l

Ejemplo:
4+ 5°/53=(5-5:5-5-5)/(5-5-5)=5>3=52

c) La potencia de una potencia es igual a una potencia de la misma base y cuyo exponente es el
producto de los exponentes.

(an)m =q"™m
Ejemplo:
* (723=(7-7)-(7-7)-(7-7)=7°

d) El producto de potencias de distinta base con el mismo exponente es igual a otra potencia
cuya base es el producto de las bases y cuyo exponente es el mismo:

a'-b"=(a-b)"
Ejemplo:
4 32:52=(3-3)-(5-5)=(3-5)-(3:5)=(3"5)?

e) El cociente de potencias de distinta base y el mismo exponente es igual a otra potencia cuya
base es el cociente de las bases y cuyo exponente es el mismo.

an/bn o (a/b)n
Ejemplo:
+ 8%/7°=(8-8-8)/(7-7-7)=(8/7)-(8/7)-(8/7) = (8/7)

Todas estas propiedades de las potencias que se han citado para los exponentes naturales siguen
siendo validas para otros exponentes: negativos, fraccionarios...

Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: NUmeros reales Autor: José Antonio Encabo de Lucas y Paco Moya
Revisores: Luis Carlos Vidal y Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es |lustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verds



Numeros reales

2.3. Potencias de exponente negativo
Definicion de potencia de exponente negativo —n y base a:
a"=1/a"

Esto se justifica ya que se desea que se sigan verificando las
propiedades de las potencias:

a’a" =a" ™", a_n —_— 1 /an
ar/antt=gn-mrn = gn= ]/
Ejemplo:

4+ 572 es|o mismo que (1/5)%

Actividades resueltas:
#+ Calcula las siguientes operaciones con potencias:
a)35-92=35.(32)2=35.34=3°
b) (23)3=23"3=2°
)53/ 50=530=53
d) 34/375= 34 (5= 3445 = 39
Actividades propuestas
31. Efectua las siguientes operaciones con potencias:
a) (x+1)- (x+1)° b)(x+2)*: (x+2)" o) {(x= 1)} d) (x+3)- (x+3)7
32. Calcula las siguientes operaciones con potencias:
a)2°-42
b) (3°)°
c)73/7°
d) 4%/47>
e) 57257
f) (773)73
g 43/7°
h) 774/77>
33. Simplifica:
a’-b’ Q2x -1 (2x-1) 9 y: 270 x? Gx-1)7-GBx-1)°

(a-b)* b) 2x-1)’ yo oz 0 x? 4 GBx-1°

a)

Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 1: NUmeros reales Autor: José Antonio Encabo de Lucas y Paco Moya
Revisores: Luis Carlos Vidal y Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es |lustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Numeros reales

3. POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL. RADICALES

3.1. Potencias de exponente racional

Se define la potencia de exponente fraccionario 7/s y base a como:

il |

Ejemplo:

+ Exponentes fraccionarios: (16)*'* =416

Las propiedades citadas para las potencias de exponente entero son validas para las potencias de
exponentes fraccionarios

Ejemplo:

i+ 82/3=%/8_2=%/a:4

3.2. Radicales

Se define raiz n-ésima de un nimero a, como el nimero b que verifica la igualdad »" = a.

%Zbe”Za

Siendo: n el indice, a |la cantidad subradical o radicando y b es la raiz n-ésima de a

indice I’T'Z
n n
Vva=b «— b=a
cantidad
subradical b es la raiz n-ésima de a

Importante: n siempre es positivo. No existe la raiz —5 de un nimero.

La radicacion de indice # es la operacidn inversa de la potenciacién de exponente #.

Por la definicién de raiz n-ésima de un nimero a se verifica que, si b es raiz, entonces:

%Zbcﬂy”:a

Observa que se puede definir: ¢! = % ya que: (a1 =aVW n =gl =q.

1/n

Como a " satisface la misma propiedad que b deben ser considerados como el mismo nimero.

Ejemplos:

£ DY =488 =43ty =432 =(3)¥4 =37 =27
+ 1257 =128 =[5 =50 =5% =52 =05
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Numeros reales

3.3. Propiedades de los radicales

Las propiedades de las potencias enunciadas anteriormente para el caso de exponentes fraccionarios,
también se pueden aplicar a las raices:

a) Si multiplicamos el indice de una raiz n por un numero p, y a la vez elevamos el radicando a ese
numero p el valor de la raiz no varia.

Se verifica Vp # 0 que:

Demostracion:

"Ja :aﬁ:a%:%

Ejemplo:
+ %/g =§/2_5. Se verifica puesto que segln acabamos de ver:%/_ = 3"\2/572 = \6/25

b) Para multiplicar raices del mismo indice, se multiplican los radicandos y se halla la raiz de indice
comun:

Na -3/b=%ab.
Demostracion:

Segun las propiedades de las potencias de exponentes enteros se verifica que:

1 1 1
Wa-b=(a-b)=a"-b" =4a b
c) Para dividir raices del mismo indice se dividen los radicandos y se halla la raiz del indice comun.

Suponemos que b # 0 para que tenga sentido el cociente.

Vi [a

n|—

B s

Demostracion:
Si escribimos:

ng_(g)n: %:%

b
Ejemplo
3 7 7
a a _
:3—4:3 74:3a3—a
3a4 a

d) Para elevar un radical a una potencia basta con elevar el radicando a dicha potencia:

(Wa)" =xa"
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Demostracion:

Esta propiedad la podemos demostrar como sigue:
m 1

(%)"{ai]" IS

e) La raiz de una raiz es igual a la raiz cuyo indice es el producto m n nm
de los indices: V ( — V a

Wila =4fa
Demostracion:

e m>0ymeZ
Se verifica que:

Ejemplo:

1 1 1
+ 35 NE .y30 =1\5/x15 .y30 _ (x15 ,y30)15 =(x15)15 ,(y30)15 =x-y2
Actividades resueltas:
#+ Reduce a indice comin (6) los siguientes radicales: 3/ 536;%/%
3536 =327 .67 =§/(2°-67)*;
J70=32-5-7=%2*.5.7°.

#+ Saca factores fuera de la raiz:

3108 =322 .3 =%/22.32.3=2.3.33=6-33

4+ Escribe los siguientes radicales como una sola raiz:

3-14 3/33-9/47 [33.2¢
V3.4 /33 B 573 - Y15

V24 233 233
Actividades propuestas

34. Calcula:
a) (Va® - b9)? JNEE 3\/% c) (F(x+1)*)?
35. Halla:

a)zi/z:i/g b)\/giz
V 5 Wy 3 V3

36. Realiza las siguientes operaciones con radicales:

a) 411‘/§ b) (Y(x+3)*)°
S5y \y
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4. OPERACIONES CON RADICALES: RACIONALIZACION

4.1. Operaciones

Suma y resta de radicales:  RECUERDA: I
Para sumar y restar radicales estos deben de ser idénticos:

Va+9=243=5213

Para sumar estos radicales hay que sumar sus expresiones aproximadas.

Sin embargo la expresion:

W5+1K5-5=1%5

si se puede sumar y restar puesto que sus radicales son idénticos

Para poder sumar o restar radicales es necesario que tengan el
mismo indice y el mismo radicando.

Solo cuando esto sucede podemos sumar o restar los
coeficientes o parte numérica dejando el mismo radical

Ejemplo:

* 18 ++/8 +4/1250=1/2-32 +\/2_3+\/2-54.

Por las propiedades de los radicales podemos sacar factores del radical dejando que todos los radicales
sean idénticos:

V232 442724425752 =342 4242 +5-5-42 =32 + 242 +25V2 = 3+ 2+ 2512 = 3042

Producto de radicales

Para multiplicar radicales debemos convertirlos en radicales de igual indice y multiplicar los radicandos:

1.- Calculamos el m.c.m. de los indices

2.- Dividimos el m.c.m. entre cada indice y lo multiplicamos por el exponente del radicando y
simplificamos

Ejemplo:
+ Y8347 = 1{/83 75 = 1\5/(23)3 75— 1\5/29 .75
-

Division de radicales

Para dividir radicales debemos conseguir que tengan igual indice, como en el caso anterior y después
dividir los radicales.

Ejemplo:
V332 63342 6[33.(22)2 6 [33.04 E{/— 6
* — = = = = v32-21 =+/18
/24 24 233 233
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Raiz de una raiz

Es la raiz cuyo indice es el producto de los indices (segin se demostré en la propiedad e), y después
simplificamos extrayendo factores fuera el radical si se puede.

Ejemplo:
*_ '3[x7.y5=%/x7.y5:g/x6_xl'y5:x'élx_yS
RECUERDA:

Para extraer factores del radical se debe cumplir que el exponente del radicando sea
mayor que el indice de la raiz.

2 opciones:

v Se divide el exponente del radicando entre el indice de la raiz, el cociente
indica el numero de factores que extraigo y el resto los que se quedan dentro.

v Se descomponen los factores del radicando elevandolos al mismo indice de la
raiz, cada exponente que coincida con el indice saldra el factor y los que
sobren se quedan dentro

Ejemplo: 1, V30 = ¥E.4F = 2 NF
3
#+ Extrae factores del radical: 2. Nid = '?.'21'-2
a
= -"‘ul'_= 'a._
28x°  [227.%°  [22.7.x% % x _ JIT. VT =33
75y3 3'52y3 352y2y -a'. m- ﬂ'hj-a_
JE B

Los factores que podriamos extraer serian el 2, x, y y el 5, de la
siguiente manera:

=d = 2

Dividimos el exponente de la x, 5, entre 2, ya que el indice de la raiz es 2, y tenemos de cociente 2 y de
resto 1, por lo que saldran dos x y queda 1 dentro.

De igual forma para la y, dividimos 3 entre 2 y obtenemos 1 de cociente y uno de resto, por lo que sale
1y y se queda otra dentro.

Veamos: 22'7'x2"x2'x:2x2 Ix
3.57.p2 ! 5y \\3y

Actividades propuestas

N
N

37. Escribe bajo un solo radical y simplifica: 2- 3. |4+ |5-1/63/8

x5yt
39. Realiza la siguiente operacion:  Vx® +v16x’ +x

2
40. Calcula y simplifica: \/E S’x—- i/é
x 8 5
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4.2. Racionalizacion

Racionalizar una fraccién algebraica consiste en encontrar otra equivalente que no tenga radicales en el
denominador.

Para ello, hay que multiplicar numerador y denominador por la expresion adecuada.

Cuando en la fraccién solo hay monomios, se multiplica y divide la fraccion por un mismo numero para
conseguir completar en el denominador una potencia del mismo exponente que el indice de la raiz.

Ejemplo:

|6
* 4.
3

Multiplicamos y dividimos pori/; para obtener en el denominador una cuarta potencia y quitar el
radical.

ol v e 4 s

Cuando en la fraccién aparecen en el denominador binomios con raices cuadradas, se multiplica y se

divide por un factor que proporcione una diferencia de cuadrados, este factor es el factor conjugado del
denominador.

\/;+\/7? , Su conjugado es: \/;—\/l_?.

4 Otro ejemplo: (\/Z—I-b) su conjugado es: (\/;—b)
Ejemplo:

4

342

V3+45
Multiplicamos por el conjugado del denominador que en este caso es: x/g —\/g

W2 3245 3235 | 3W2(3-45)
V3445 (V3453 -45) 3-5 2

Actividades propuestas

41. Racionaliza | on: AL
. Racionaliza la expresién: Jx \/—
X —+2y

3xf§4—2xﬁ§

42, Racionaliza;: ——————
i iz \/§+\/§

5J5-242

43, Racionaliza; ————
J5-2
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5. NOTACION CIENTIFICA

5.1. Definicion

La notacion cientifica se utiliza para escribir nUmeros muy grandes o muy pequefos.
La ventaja que tiene sobre la notacidn decimal es que las cifras se nos dan contadas, con lo que el orden
de magnitud del nimero es evidente.

Un namero puesto en notacion cientifica consta de:

v/ Una parte entera formada por una sola cifra que no es el cero (la de las
unidades).

v’ El resto de las cifras significativas puestas como parte decimal.

v Una potencia de base 10 que da el orden de magnitud del nimero.

N=a.bcd...-10"

siendo: a su parte entera (solo una cifra)

b c d... su parte decimal
10" La potencia entera de base 10
Si n es positivo, el nUmero N es “grande”

Y si n es negativo, entonces N es “pequefio”

Ejemplos:
+ 32.48- 10" (=3 248 000 000 000 000): Nimero grande.
+ 8.561 - 108 (= 0.000000000000000008561): Nimero pequefio.

5.2. Operaciones con notacion cientifica

Para operar con numeros dados en notacidén cientifica se procede de forma natural, teniendo en cuenta
gue cada numero esta formado por dos factores: la expresion decimal y la potencia de base 10.

El producto y el cociente son inmediatos, mientras que la suma y la resta exigen preparar los sumandos
de modo que tengan la misma potencia de base 10y, asi poder sacar factor comun.

Ejemplos:
+ ) (5.24-109) - (6.3 - 10°) = (5.24 - 6.3) - 1058 = 33.012 - 10% = 3.3012 - 105
. 6
+ B) 2220 = (524:63) - 10579 = 08317 - 10 =8317 101
4 ()5.83-10°+6.932-102— 7.5 1010=5.83 - 10°+ 6932 - 10° — 75 - 10°= (5.83 + 6932 — 75) - 10°
- 6862.83 - 10°= 6.86283 - 1012
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Numeros reales

RECUERDA:

v' Para multiplicar nimeros en notacion cientifica, se multiplican las partes
decimales y se suman los exponentes de la potencia de base 10.

v Para dividir nimeros en notacién cientifica, se dividen las partes decimales
y se restan los exponentes de la potencia de base 10.

v' Si hace falta se multiplica o se divide el nimero resultante por una
potencia de 10 para dejar con una sola cifra en la parte entera.

RECUERDA:

v' Para sumar o restar nimeros en notacion cientifica, hay que poner los nimeros con la
misma potencia de base 10, multiplicando o dividiendo por potencias de base 10.

v" Se saca factor comun la potencia de base 10 y después se suman o restan los nimeros
decimales quedando un nimero decimal multiplicado por la potencia de 10.

v" Por ultimo, si hace falta se multiplica o se divide el nimero resultante por una potencia
de 10 para dejar en la parte entera una sola cifra.

Actividades propuestas

44. Calcula:
a)(7.83-107)-(1.84-10%) b) (5.2 -10%) : (3.2 - 10®)
45. Efectla y expresa el resultado en notacion cientifica:
-5 —4 . 4
a) 3-10+7-10 b)7'35 1_(; +3.2-107
10°-5-10° 510

46. Realiza las siguientes operaciones y efectla el resultado en notacidén cientifica:

a) (43103 —7.2- 1052 b) (7.8 - 107)3
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Numeros reales

6. LOGARITMOS

6.1. Definicion:

El logaritmo de un niumero m, positivo, en base a, positiva y distinta de uno, es el exponente al que hay
gue elevar la base para obtener dicho nimero.

Sia>0,loggm=z&m=a

Los logaritmos mas utilizados son los logaritmos decimales o logaritmos de base 10 y los logaritmos
naturales o neperianos (llamados asi en honor a Neper) o logaritmos en base ¢ (e es un numero
irracional cuyas primeras cifras son: ¢ = 2.71828182...). Ambos tienen una notacién especial:

logiom = log m logem =Inm

Ejemplos:

* l0g39=2<9=32

+ log;16=4<16=2%

“ logi000= 3 < 1000 = 103

+ he=1ce=e'
Como consecuencias inmediatas de la definicion se deduce que:

v El logaritmo de 1 es cero (en cualquier base)

Demostracion:

Como a° =1, por definicion de logaritmo, tenemos que loga 1 =0

Ejemplos:
+ logs1=0
+ log,1=0
+ log31=0

v El logaritmo de la base es 1.

Demostracion:

Como a' = a, por definicién de logaritmo, tenemos que loga a = 1

Ejemplos:
+ logia=1
+ log33=1
#+ logs5=1
+ log33°=5
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Numeros reales

v" Solo tienen logaritmos los ndmeros positivos, pero puede haber logaritmos negativos. Un
logaritmo puede ser un nimero natural, entero, fraccionario e incluso un nimero irracional

Al ser la base un nimero positivo, la potencia nunca nos puede dar un nimero negativo ni cero.
+ log, (—4) No existe

log> 0 No existe.

log 100 = 2 < 100 = 102.

log0.1=-1<0.1=10"%

log\/10 = 1/2 < +/10 = 10V

log 2 =0.301030....

-+ F FF

Actividades resueltas:
* l0g:8l=x=3=81=3"=3"=x=4
* [0g,128=x<2=128=2=2"=>x=7
4 logs\243 =x < 37=(243)2= 3" = (3%)2 = x = 5/2

Actividades propuestas

47. Copia la tabla adjunta en tu cuaderno y empareja cada logaritmo con su potencia:

2°=32

logs 1=0

20=1

52=125

51=5

loga2=1

50=1

log232=5

21=2

logy1=0

logs5=1

logs 25 =2

2°=16

log381=4

log216=4

34=81

48. Calcula utilizando la definicidn de logaritmo:

a) log,2° b) logs 25 c) log:2* d) logs5%°
49. Calcula utilizando la definicidn de logaritmo:

a) logs27 b) log1o 100 c) log1/2(1/4)
50. Calcula x utilizando la definicidn de logaritmo:

c) logx 25 =2

d) lOg1o0.0001
a) log,64 = x b) logi,x =4
51. Calcula, utilizando la definicion de logaritmo:
a) log, 64 +logs 1/4 —logs 9 —log) \2
b) log>1/32 +logs 1/27 —log, 1
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Numeros reales

6.2. Propiedades de los logaritmos

1. Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de sus factores:

|loga (x - y) =logax + loga ﬂ

Demostracion:

Llamamos 4 = logaxy B = logay. Por definicién de logaritmos sabemos que:
A =logax < a'=x
B=logyy=al=y

Multiplicamos: xy = a? -a® = a?*8 < loga(x -y) = A + B = logax + logay.

Ejemplo:

* lOga(Z : 7) = lOgaZ + lOga7

2. Ellogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor:

|loga (x/y) = loga x — logay{

Demostracion:

Llamamos 4 = logax y B = logay. Por definicion de logaritmos sabemos que:
A =logax < a'=x
B=logyy=al=y

Dividimos: x/y = a’ / a® = a'8 < logu(x /y) = A — B = logax —logay.

Ejemplo:

+ Joga(75/25) = log. 75 — loga 25

3. Ellogaritmo de una potencia es igual al exponente multiplicado por el logaritmo de la base de la
potencia:

|loga X=y- logax{

Demostracion:
Por definicién de logaritmos sabemos que:
A =logix < a' =x < (a?) =¥ = a¥ < Ay = logey’ =y logax
Ejemplo:
+ [0g.2°=5 " loga2

4. Ellogaritmo de una raiz es igual al logaritmo del radicando dividido por el indice de la raiz:

loga/x = lloga x
n
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Numeros reales

Demostracion:
Teniendo en cuenta que una raiz es una potencia de exponente fraccionario.

Ejemplo:

log 27
‘*_ loga 3 27 :(%)

3

5. Cambio de base: El logaritmo en base a de un nimero x es igual al cociente de dividir el
logaritmo en base b de x por el logaritmo en base b de a:

log, x

log, x =

log, a

Esta expresion se conoce con el nombre de “formula del cambio de base”. Algunas calculadoras sélo
permiten el calculo de logaritmos decimales o neperianos, por lo que, cuando queremos utilizar una de
esas calculadoras para calcular logaritmos en otras bases, necesitamos hacer uso de esta férmula.

log11 _
log 2 -

Ejemplo: log, 11 = 1.04139269 : 0.30103 = 3.45943162

Actividades resueltas:
4+ Desarrollar las expresiones que se indican:

3.2
log{%}zlogs[a3~b2]—log5c4 =logsa’ +logsh* —logsc* =3logsa+2logsh—4logsc

2 )3 2
log( ); ] :310g( ); ]:3[10gx2—log(ys-z)]:3(210gx—510gy—10gz):610gx—1510gy—310gz
Yy z Yy z

4 Escribe con un unico logaritmo:

3logaa + %log2 x—%log2 b+2log,c—-4=1log, a’+ log, Jx+ log, c? —log, %/b—z—log2 2% =

3./ 2
= (log, @ +log, Vx +log, )~ (log, 1? +log, 2*) = log, (a*- X'Cz)—logz(i/b_zz“):log{ai/if 4c J
b=2

#+ Expresa los logaritmos de los siguientes nimeros en funcién de log2 = 0.301030:
a) 4= logd=log 2°=2-log2 = 2-0.301030 = 0.602060
b) 1024 = logl 024 = log 2'°= 10 - log2 = 10 - 0.301030 = 3.01030.
Actividades propuestas
52. Desarrolla las expresiones que se indican:

4x2 a3~b2
a) In%/? b) log(c4_d)

53. Expresa los logaritmos de los numeros siguientes en funcion de log3 =0.4771212
a) 81 b) 27 c) 59 049

54. Simplifica la siguiente expresion: %logm —2logt—logp +§logh
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Numeros reales

CURIOSIDADES. REVISTA

@nito numerabD

[Se sabe si dos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos, el X .

mismo cardinal, si se puede establecer una correspondencia uno a

uno entre ellos. = -
2- *B
. . .. 3- :.C
Lo sorprendente es que en los conjuntos infinitos se pueda
establecer entre un conjunto y una parte de él, y por tanto tener el 4 A
mismo cardinal.
Asi, el conjunto de los numeros naturales tiene el mismo
Card(N) = Card(Pares) cardinal que el conjunto de los nimeros pares pues se puede
hacer corresponder a cada numero natural n el nUmero par 2n.

También se puede definir una correspondencia uno a
uno entre los numeros naturales y los numeros

ent'eros, y entre los niUmeros naturales y los nUmeros @(N) = Card(Z) = Card(Q)
racionales

< Al infinito de los numeros naturales lo lamamos infinito numerable >

@dinal del continD

[ N

¢Cuantos numeros irracionales conoces? Pocos, \/5, «/E, NE™ R
Otros tres que se nombran con letras como m, e, ®. Sin embargo, I
Cantor demostrd que el infinito de los ndmeros irracionales es —
mucho mayor que el infinito numerable. A su cardinal se le llamé 0 1

\

del continuo. Card(R) = Card((0, 1))
N )

iHay mas numeros en el intervalo (0, 1) que en los nimeros
racionales, que el infinito numerable!
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Numeros reales

Es el cociente entre la longitud de la circunferencia

y su didmetro.

Ya sabes que vale 3.141592.. con
infinitas cifras decimales no periddicas

En la Biblia se le daba el valor de 3.

En el antiguo Egipto, 256/81 = 3.16049

En Babilonia, 3 + 1/8 = 3.125.

~N

Con los ordenadores cada vez
conocemos mas cifras, en 1949 se

Loa arabes obtuvieron hasta 17 cifras decimales

conocian 2037, y en 2011, mas de 10
billones (iun 1y 13 ceros!)

J

Vale 2.718281828459...

Otro numero irracional. Euler calculd 23 de sus cifras decimales con infinitas cifras

decimales no periddicas

Es la base de los logaritmos neperianos

\

[yZZn(x)<:>x=eyJ

exponencial de poblaciones. Este tipo de ¢

permite averiguar cudl sera la poblacion P
kpoblacién inicial Po.

Una de las numerosas aplicaciones del numero e en Biologia es el crecimiento

factores que lo limiten. En esos casos se aplica la formula: P = Po - e’ que

recimiento surge cuando no hay

en un tiempo ¢ a partir de la

Vale 1.61803398874989... con

iEl nimero de oro! jLa divina proporcién!

infinitas cifras decimales no
periodicas

J

h

N\

1+ \/g Observa que se define con un radical ﬁ Es un nimero irracional
algebraico, mientras que los otros dos, m y e, son transcendentes

Se define como .

J

Se obtiene como una proporcion, al
dividir un segmento de longitud a + b,
en dos partes de forma que:

a+b a
a b

.
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Numeros reales

/ Utiliza la calculadora o el ordenador para calcular 26372, \

iDa error! No sale. iEs necesario usar logaritmos! Aplicamos logaritmos decimales a la expresion:
x = 26378 & log(x) = 378*log(26)
Eso si sabe calcularlo la calculadora o el ordenador. Da:
log(x) = 534.86 <> x = 10 53486 = 10°34. 10086 = 10 >34 . 7.24.
Solucion:

26%78=7.24 - 10%34,

Es un numero tan grande que ni el ordenador ni la calculadora sabe calcularlo directamente y es
Qacesario usar logaritmos. Repite el proceso con 50%°° y comprueba que te sale 6.3 - 1039, /
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Numeros reales

Googol (10'%°)

10, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000, 000,
- 000, 000, 000, 000, 000,
107100 000, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000, 000,
000, 000, 000, 000, 000,

000, 000, 000, 000
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Numeros reales

RESUMEN

Numeros reales Esta formado por la unién de los nimeros racionales (Q) |5, -4, 2/3, 7.5, M, e, ®...
y los nUmeros irracionales

Valor absoluto x| = {—x six <0 |-32| =32 = |+32]

x six=20
Intervalos Abierto : (a, b) = {x e R| a<x<b} (3,5)

Cerrado: [a, b] = {x € R| a<x<b} (3, 5]
Semiabierto (izq): (a, b] = {x € R| a<x<b} (2, 8]
Semiabierto (der): [a, b) = {x € R| a <x<b} [1' 7)

Potencias de
exponente natural y
entero

a’= 1/a"

(-3)?=(-3).(-3)=9

1—2__ 2 _
3" =2

Propiedades de las
potencias

a" - am:am+n
at: at=g"m
(an)m:an.m
a-b"=(a-b)"
a'/b" = (a/b)"

(=3)°- (=3P=(-3)**=(-3)°
53:52=52"1=5!

(_35)2 - (_3)5-2 - (_3)10
(=2)*- (=5P=((-2) - (-5))*
3%/24= (3/2)

Potencias de
exponente racional

a”=\la"

(16)3/4 — 4[163

Propiedades de los
radicales

Ya-¥b="Ya b

Va =""aP
%‘”; Way" =Ham
"Wa="Ya

*3/52 = {25

Vo [ o,
T e —Ya™ =Va’ =
p=2 B4

Racionalizacion de
radicales

Se suprimen las raices del denominador. Se multiplica
numerador y denominador por la expresion adecuada
(conjugado del denominador, radical del numerador, etc.)

IR S CR 5
1 5++3 _ 5+43
5-v3 (5-V3)-(5+V3) 52— (V3)?
_5+43
22

Notacion cientifica

Se suprimen las raices del denominador. Se multiplica numerador
y denominador por la expresién adecuada (conjugado del
denominador, radical del numerador, etc.)

5.83-10°+6.932-10%2-7.5-10%°= (5.83+6932-
75)-10°= 6862.83-10°= 6.86283-1012
(5.24-106)-(6.3-10%)=33.012-1014=3.32012-10°

Logaritmos

Sia> 0, log.m

=zem=a

loga (x - ¥) = loga x + loga )
loga (x/y) = logs x —logy)

log, x' = y.log, A

loga (75/25) = loga 75 — loga 25 loga 2° = 5-loga 2

log, 2
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Numeros reales

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Numeros reales

1. Clasifica los siguientes nimeros en racionales e irracionales y pasa a fraccién los racionales:
0; -0.2; V5; 3.72; _71; 2.321321...; —9.9; 91; \/\/_Z; 3.222; 5.034212121...
2. Representa, aproximadamente, en la recta real los niUmeros:
0.3;-8; v/3;1.2222..;3.5V7; =5 3.777..

3. Escribe dos niumeros en las condiciones siguientes:

a) Mayores que 0.12 y menores que 0.13
b) Comprendidos entre 2.35 y 2.36. Comprueba que la diferencia entre estos nimeros y 2.36 es
menor que una centésima

4. Dados los intervalos:

A={xeR;-10<x< 1}; B={xe‘R; 1/2 <x<3}; C=R-(1,2)

a) Represéntalos en la recta real
b) Calcula sus longitudes
¢) Calcula: AUB, ANB, AUC, (ANC)UB, AUBUC, ANBNC

5. Calcula x en las siguientes ecuaciones: (Pista: x puede tener dos valores)
a)|x|=5 b)|x—4]=0c)|3x+9]|=21
6. Representa en la recta real los numeros que verifican las siguientes relaciones:
a) [x] <2
b) [x] <2
c) |x|>2
d) |x] 22
7. Halla dos numeros que disten 4 unidades de 2, y otros dos que disten 2.5 unidades de —3,
calcula después la diferencia entre el mayor y el menor de todos estos nimeros.
8. Escribe el intervalo [-2, 6] N (2, 9).

9. Escribe el intervalo formado por los niUmeros reales x que cumplen |x —8]| < 3.
10. Cual es el error absoluto y el error relativo cometidos al hacer las siguientes aproximaciones:

(a) /3 por1.73
(b) T+ 1pora.l
(c) Redondeo a cuatro cifras del nimero T.
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“ NuUmeros reales

Potencias
11. Expresa en forma de potencia:
) - b - ) () a2 o) L
12. Calcula:
1 1 s 25 42
a) 4?2 b) 1253 c) 6256 d) (643)° e)(83)°
13. Calcula:
(x+1) S(x +1)° b) (2x—3)7-(2)2—3)5 )(5y+1) [(5y+ 1) (x D*-(x-1)°
(x+1)* (2x-3) 5y +1)° (x—1)°
Radicales
14. Expresa en forma de radical:
u 1 L1 11
a)x’ b) (m’n’)? o) [(x*)*]° d)a?b?

15. Expresa en forma de radical:

13 :
O R I LA R O R (CO LS A | L (€38

16. Expresa como potencia Unica:
)W )\/E 3a2 d)Zi/i ) \/7 f) \/—\/— )3a2 a’
—_— —_— e a JR— g ——
a’ s e @’ a
17. Simplifica:

[ _5
a) Y64 b) O g¥aie g o (V2 9 = g) {2 3a?

\/ab .’

18. Extrae factores del radical:

2 5 3 3
32 bl (N2)" d)ﬁ/zsib e)\/gbi‘t NG g)\/fs;
¢ Yy

19. Introduce factores en el radical:

3 2 1 o3 1 2 [9
a)z-\g b)3-\/; c)Z-i/; d)2-\/; e) 12 f)ﬁ/;
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“ NuUmeros reales

20. Calcula

[} 3
a) Va - Va2 /b% - Yb? b)v/5a10ab8a’ba ) j/f:g d) 4{/%:@ ) \E:\Ef)%

21. Efectua:

a)V18++50—+2 /8 b) vB0a — viBa ) v/320++/80—+/500 d)\/g+\/z
3 135 [
o5 o g ison5a-28

32
22. Racionaliza los denominadores:
3 4 N ) V3 0 J5-43
2-43 B2 T 3-2 V2+43 5443

23. Racionaliza y simplifica:

g 1y V2 g Br2E d)«/§+2-«/§ e)4-«/ﬁ—2-«/ﬁ 1
2543 24243 Ve-vs  T3-242 257 T xix -1

24. Efectua y simplifica:

b

c)

a)i
2

V63 VE+1)? V3 V3
2) (222 3+2V2) b) ©=- — 375 0 (1-252): (1 + )
Logaritmos

25. Desarrolla los siguientes logaritmos:

26. Simplifica la siguiente expresion:

log,5—-3log, a +%log2 9
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Numeros reales

Notacion cientifica:

27.La masa del Sol es 330000 veces la de la Tierra,

aproximadamente, y esta es 5.98 - 102! t. Expresa en
notacidén cientifica la masa del Sol, en kilogramos.

28. El ser vivo mas pequefio es

un virus que pesa del orden de 108 g y el

mas grande es la ballena azul, que pesa,

aproximadamente, 138 t. {Cuantos virus
serian necesarios para conseguir el peso
de la ballena?.

£ —Neuraminidaza

P~
e MEmaglstinina

29. Los cinco paises mas contaminantes del mundo (Estados
Unidos, China, Rusia, Japén y Alemania) emitieron 12 billones de toneladas
de CO; en el afio 1995, cantidad que representa el 53.5 % de las emisiones
de todo el mundo. ¢Qué cantidad de CO; se emitid en el afio 1995 en todo
el mundo?

30. Expresa en notacidn cientifica:

a) Recaudacién de las quinielas en una jornada de la \
liga de fatbol: 1 628 000 € A |
— .-
b) Toneladas de CO, que se emitieron a la atmdsfera en 1995 en Estados Unidos R
5 228.5 miles de millones. @ .
c) Radio del &tomo de oxigeno: 0.000000000066 m ~_ \‘\ 5
31. Efectla y expresa el resultado en notacidn cientifica: ~—_e

a)(3-107)-(8-10') b)(4-10%?)-(5-10%) c)(5-10%):(2-103) d)3.1-10*+2-10% e) (4 - 10°)?

32. Expresa en notacion cientifica y calcula:

0.000541 -10318 000 ) ) 2700000—-13000000
c) (0.0073)2 - (0.0003)2 d)
1520000 -0.00302 0.00003 — 0.00015

a) (75 800)* : (12 000)* b)
33. Efectla y expresa el resultado en notacidn cientifica:

5 3107 +7107* b) 7.35.10*
10° - 510° 51073

34. Que resultado es correcto de la siguiente operacidon expresada en notacién cientifica:

+3.2-107 c)(4.3-103-7.2-10°)

(5.24 - 10°) - (8.32 - 10°):
a) 4.35968 - 10*2 b) 43.5968 - 10*3 c) 4.35968 - 10! d) 4.35968 - 10*3
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Numeros reales

AUTOEVALUACION

1. El nimero 8 %3 vale:
a) un dieciseisavo b) Dos ¢) Un cuarto d) Un medio.

2. Expresa como potencia de base 2 cada uno de los nimeros que van entre paréntesis y efectua

1
después la operacion: (16”4)-(?/2)-(? . El resultado es:

a) 213 b) 2-5/4 c) 253 d) 2°°
3. El nimero: 43648 esigual a:
a) 6%/4 b) 21/3 c) 25/6. g1/9 d) 2

3

Y16

4. ¢ Cual es el resultado de la siguiente expresidn si la expresamos como potencia Unica?:
1 2 2
a) —— b) —= Q) —=_ d) 12
242 24/2 332
5. Simplificando y extrayendo factores la siguiente expresién tiene un valor: i/\/625 -a%-b7 - co

a)53-a-b-ct-Ya-b2-c b)5-a?-b-c-VaZ-b3-cZ ¢)5-a-b-c-Va3-b%-¢3 d)5-a-b-c-3a?-b3-c2

6. éCudl de los siguientes valores es igual a a¥/2?

a)a'?- a? b) a®? - a’! c) (a?)? d)a’. a?

5 V112

7. éCual es el resultado de esta operacidn con radicales?: \/6_ —5«/% +T
2) 2.7 b) 7 o —2-v7 d) 27

8. Una expresién con un unico radical de: §/x_2-\4/(x+ 2)3-J(x+1) estd dada por:

a) Yx2-(x+2)-(x+1) b)Yx2-(x+2)3-(x+1) )3xB-(x+2)° (x+1)6 d) Yx2- (x+2)3-(x+1)

2-43
9. Para racionalizar la expresién:—=———== hay que multiplicar numerador y denominador por:
243 +4/5

a) V3 -4/5 b)2-43-/5 ¢ 2+4+/5 d)V5++3

10. ¢ Cudl es el resultado en notacion cientifica de la siguiente operacién?: 5.83-10° +6.932-10%2-7.5-10%°
a) 6.86283 - 10%? b) 6.86283 - 10%3 c) 6.8623 - 10! d) 6.8628 - 10%?

5.24 - 1010
6.3-10"7
a) 0.8317 - 10/ b) 8.317 - 106 c) 8.317 - 10% d) 83.17 - 10%

11. ¢ Cudl es el resultado de la siguiente operacién expresado en notacion cientifica?:
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