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Resumen

Este capitulo se ocupa del Algebra y en él repasaremos todos los
conceptos relacionados con polinomios, ecuaciones e inecuaciones,
para adentrarnos en los sistemas de ecuaciones, su resolucién vy
representaciones graficas, basandonos en el método de resolucién
de sistemas de ecuaciones, “Método de Gauss” matematico muy
importante en Algebra pues fue el primero en dar una demostracién
del teorema fundamental del Algebra: “Toda ecuacién algebraica de
grado n tiene n soluciones”.

Seguiremos con las inecuaciones y sistemas de inecuaciones que nos
servirdan para comprender los parametros financieros y las
anualidades de amortizacion y capitalizaciéon que se aplican cuando
invertimos un capital o adquirimos un préstamo a un determinado
interés simple o compuesto y durante un determinado tiempo.

Carl Friedrich Gauss
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Algebra

1. POLINOMIOS

1.1. Definicion. Términos. Grado. Valor numérico

Recuerda que:

Un monomio viene dado por el producto de niumeros reales e indeterminadas. Llamamos coeficiente
de un monomio al nimero real que multiplica a la indeterminada, o indeterminadas; la indeterminada,
o indeterminadas, conforman la parte literal del monomio.

Un polinomio es una expresiéon construida a partir de la suma de monomios. El grado de un polinomio
viene dado por el mayor grado de sus monomios.

Ejemplos:
1
+* 2 .x? =32-x” +8 es un polinomio de grado 3 en la variable x .

£ —5-y"+6-x> +11-x es un polinomio de grado 4 en las indeterminadas x e y.

£ 3-x° -y3 —2+5-y2 es un polinomio de grado 5 en x e y.
4+ 8x—-9-y+3-z esunpolinomiodegradolen x,yyz.

Tanto en esta seccidon como en la siguiente nos limitaremos, basicamente, a considerar polinomios con
una Unica variable.

El aspecto genérico de un polinomio en la variable x es

= 2
ax"+a, x" +...+tax +ax+a,

donde los coeficientes @, son nimeros reales.

Decimos que un polinomio es ménico cuando el coeficiente de su término de mayor grado es igual a 1.

Los términos de un polinomio vienen determinados por el nimero de monomios que tenga ese
polinomio.
Recuerda que:

Monomio: mono: uno, nomio: término: 1 término
Binomio: bino: 2 dos, nomio: término: 2 términos
Trinomio: trino: tres, nomio: término: 3 términos.
Cuatrinomio: cuatri: cuatro, nomio: término: cuatro términos.

A partir de cuatrinomio se les nombra polinomios: Poli: varios, nomio: términos.

L

Asi por ejemplo:

% 4y’ +3y—7 esta formado por 3 monomios 433, 3y, —7 por lo tanto tendra tres términos.

+ —3y4 +8x? +5x esta formado por 3 monomios, —3y*, 8x? y 5x, por lo tiene 3 términos.
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Algebra

Si fijamos, o escogemos, un valor concreto para la variable de un polinomio aparece un nimero real, el
valor numérico del polinomio para ese valor determinado de la variable.

Si hemos llamado p a un polinomio, a la evaluacién de p en, por ejemplo, el nimero -5 la denotamos
por p(-5), y leemos “p de menos cinco” o “p en menos cinco”. Con este criterio, si p es un polinomio

cuya indeterminada es la variable x , podemos referirnos a él como p o p(x) indistintamente.

De esta forma apreciamos que un polinomio puede ser entendido como una manera concreta de
asignar a cada numero real otro nimero real.

Ejemplos:

1
% Sievaluamos el polinomio p=-3x" +gx2 +2 en x=35 nos encontramos con el nimero
p(5)=-3-5" +%-52 +2=-3-625+5+2=-1875+7=-1868

#+ Elvalor del polinomio q(y) = 4y3 +3y—7 para y=—1 es
g~ =4-(-1)’ +3-(-)-7=4-(-1)-3-7=—4-10=-14
1.2. Operaciones con polinomios

Ya sabes que:

Suma de polinomios

Como un polinomio es una suma de monomios, la suma de dos polinomios es otro polinomio. A la hora
de sumar dos polinomios procedemos a sumar los monomios de igual parte literal.

Ejemplos:

1
#+ La suma de los polinomios —3x4+§x2+2 y —x'+4x>-5x—-6 esel polinomio
4 1 2 4 2 4 4 1 2 2
(—3x +§x +2)+(—x +4x° -5x—-6)=(-3x"—x )+(§x +4x )—5x+(2—6)=
s (! 2 s, 21,
=(-3-1)-x +(§+4)-x ~5x+(2-6)=—4x" +Zox? ~5x -4

£ (737 =5x+3)+(2x> +9x—8) = (7x? +2x?) + (-5x +9x) + (3—8) =9x” +4x—5

+ En el siguiente ejemplo sumaremos dos polinomios disponiéndolos, adecuadamente, uno sobre

otro.
2x° +6x* +3x° —11x% + 5x +6
+ —9x° +4x7 +11x* = 9x -7
~7x° +6x* +7x° —4x-1
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Algebra

Propiedades de la suma de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y ¢ son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de sumarlos:

prq=q+p

Ejemplo:

b (47 =2x+ 7+ (=x +x7 =3x+ ) = —x +(4x? +x7) +(2x=3x) +(7+1) = —x’ +5x” —5x+8
£ (= +x2 3x+D)+(@x7 =2x+7) ==X +(x* +4x?) +(B3x—2x) +(1+7) =—x +5x* —5x +8

Propiedad asociativa. Nos sefiala como se pueden sumar tres o mas polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p+q)+r=p+(qg+r)

Ejemplo:
" ((2x° =2x2 +2)+ (x* +7x? +5x+2) + (x+6) = (2x° =2x> + 2+ x* + 7x? +5x+2)+ (x + 6) =
=P 2 + 5P+ 5x+ )+ (x+6) = xt +2x7 +5x7 +6x+10
También:
" CxP=2x2 +2)+ (x* +7x? +5x+2)+ (x+6) = (2x° = 2x2 + )+ (x* + Tx? +5x+ 2+ x +6)

=(2x° = 2x7 +2)+ (x* +7x? +6x+8) = x* +2x° +5x% +6x+10

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: el resultado de sumarlo con
cualquier otro siempre es este uUltimo. Se trata del polinomio dado por el nimero 0, el polinomio cero.

Ejemplo:

£ (50 +4x° =3x+1)+0=0+(5" +4x° —3x+1)=(5x" +4x* =3x+1)
£ 0+ (-7 +3x+7)=(-7x° +3x+7)+0=—Tx> +3x+7

Elemento opuesto. Cada polinomio tiene asociado otro, al que llamaremos su polinomio opuesto, tal
que la suma de ambos es igual al polinomio cero. Alcanzamos el polinomio opuesto de uno dado,
simplemente, cambiando el signo de cada monomio.

Ejemplo:

% El polinomio opuesto de p=-3x*+5x" +2x—7 es 3x* —5x* —2x + 7, al que denotaremos
como "-p". Ratifiquemos que su suma es el polinomio cero:

(3x" +50° +2x=7)+(3x* =5x° = 2x+7) = (3x* +3x*) +(5x° = 5x°) + (2x = 2x) + (-7 +7) =0
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Algebra

Resta de polinomios

Recordemos que el polinomio opuesto de otro se obtiene simplemente cambiando el signo de cada
monomio. Esta accién se corresponde con multiplicar por el nimero “—1” el polinomio original. De esta
forma el polinomio opuesto de p es

-p=(D-p

En este momento aparece de manera natural la operacion diferencia, o resta, de polinomios. La
definimos con la ayuda del polinomio opuesto de uno dado:

p—q=p+(-9)=p+(-1)¢q

La resta consiste en sumar a un polinomio el opuesto de otro.

Ejemplo:
4 Dado el polinomio: p=2x*—3x” +6 y el polinomio: g=-7x" +6x” +7.
Vamos a restarp — ¢:

El proceso es el mismo que para la suma, lo Unico que cambia es que a p le sumamos el opuesto de g:

Es decir, a g le cambiamos de signo y se lo sumamos a p:
2x* =332 +6) = (=7x* +6x2 +7) = 2x* =3x% +6) + (Tx* —6x* —=7) =9x* —9x? —1.
Recordemos que el opuesto de g es —q, (7x* —6x* =7).
Ejemplo:
(=5x% =3x+2) = (2x* + x> +3x +6) = (=5x" =3x+2)+(2x* —x’ =3x* —6) =
=2x* =X’ +(-5x" =3x*)-3x+(2-6) =2x" —x’ —8x* —3x—4

Actividades propuestas
1. Realiza la sumay resta de los siguientes polinomios:
a)x*-2 b) 3x*+x*—1

2. Realiza las siguientes sumas de polinomios:
a) (¢ —x)+(2x" =3x+1)+(2x’ —2x* +x—-2)
b) —x* + (¢’ +2x=3)+(3x> =5x+4) +(2x’ —x+9)

3. Escribe el polinomio opuesto de cada uno de los siguientes polinomios:
a) 2x* —6x° +4x* +4x -1
b)—7x%—6x+5

c) —x*+3x*-8x+7
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Algebra

4. Considera los polinomios p=+x" —6x+2, ¢g=3x"+3x+1, asi como el polinomio suma
s = p+q. Halla los valores que adopta cada uno de ellos para x =—2, es decir, calcula p(-2),
q(-2) y s(=2) . Estudia si existe alguna relacion entre esos tres valores.

5. Obtén el valor del polinomio p=-x —5x’ +2x—2 en x=3. ¢Qué valor toma el polinomio
opuesto de p en x=3?

6. Realiza las siguientes diferencias de polinomios:
a) (—4x” +2x)—(-3x7)
b) (2x* +x)—(-3x—4)

c) Bx° —x)—(2x’ +x° —X)

Producto de polinomios
Otra operacion que podemos realizar con polinomios es la multiplicacion.

El resultado del producto de polinomios siempre sera otro polinomio. Aunque en un polinomio
tenemos una indeterminada, o variable, como ella toma valores en los nimeros reales, a la hora de
multiplicar polinomios utilizaremos las propiedades de la suma y el producto de los nimeros reales, en
particular la propiedad distributiva del producto respecto de la suma; asi, todo queda en funcién del
producto de monomios, cuestion que resolvemos con facilidad:

ax" -bx" = abx"™"

Ejemplos:

a) 6x7 - (2x*) =6-(-2) - x** =—12x°

b) 5x° -(—4) =5-(—4)-x* =—20x°

¢) 3x*-(2x* —4x+6) =(3x" - 2x*) —(3x” -4x) + (3x* -6) =6x" —12x° +18&

d) (= +3x—1)-(2x) = (—x) - (22) + (3x) - (-2x) + (=1)- (-2x) = 2x" —6x" +2x
(Bx—2)-(x* —4x—5)=(3x)- (x* —4x—5)+(2)- (x* —4x—5) =

®) (30 21202 —150) + (<22 +8x-+10) =

=3x7 4+ (=12x% = 2x%) + (=15x +8x) +10=3x> —14x* = 7x+10

) x+6) (2 =2x%) = (x+6) x> +(x+6)- (=2x) = (x> +6x7) +(=2x> +12x) = x° +4x> +12x
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Algebra

Ejemplo:
4 También podemos materializar el producto de polinomios tal y como multiplicamos nimeros
enteros:

-2x+x+4
X x> =3x+1
—-2x° +x+4

6x* —3x* —12x
-2x° +x° +4x7

—2x° +6x" —x* +x7 —1lx+4
Actividades propuestas
7. Efectua los siguientes productos de polinomios:
a) (5x° —=2x)-(—4x")
b) (2x* +x)-(-3x—4)
) 2% +x° —x7)-(3x” —x)
d) (=1)-(7x’ —4x* —3x+1)

8. Multiplica cada uno de los siguientes polinomios por un numero de tal forma que surjan
polinomios mdnicos:

a) 4x° +3x° +2x7
b) —2x° +x* -1
c) —x*+x-7
9. Calculay simplifica los siguientes productos:
a) 3x-(2x° +4x* —6) b) (3x—4)-(4x+6)
¢) (2a* —5b)-(4b—3a") d) 3a—6)-(8-2a)-(9a—-2)
Propiedades del producto de polinomios

Propiedad conmutativa. Si p y g son dos polinomios, no importa el orden en el que los coloquemos a la
hora de multiplicarlos:

Ejemplo:

& 27 =) (=x  +x) =202 (—x +xH) =T (= +x7) =200+ 2x + Txt =Tt = 2x8 +9xt —7x?

(X" +x7)- 2 =) =—x" -2 =) +x" - (2" =T7) =2x° +Tx* +2x* = Tx* =2x° +9x* -7’
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Algebra

Propiedad asociativa. Nos sefiala como se pueden multiplicar tres o mds polinomios. Basta hacerlo
agrupandolos de dos en dos:

(p-a) r=p-(q-7)

Ejemplo:

(4% =2)- (Bx+D)- (= +x) = (—12x +4x7 +6x—2) - (—x* +x) =

=12x° —12x* —4x° +4x” —6x* + 6x> +2x° —2x =12x° —4x° —18x" + 6x° + 6x% —2x
También:

(4x> =2)-(=3x+1)- (=" +x) )= (42 = 2)- Bx* =3x> =¥’ +x) =

=12x° —12x" —4x° +4x” —6x* + 6x> +2x° —2x =12x° —4x° —18x" +6x° +6x% —2x

Elemento neutro. Hay un polinomio con una propiedad particular: al multiplicarlo por cualquier otro
siempre nos da este Ultimo. Se trata del polinomio dado por el numero 1, el polinomio unidad.

Ejemplo:

& 1-(-8x* —2x+3)=(-8x" —2x+3)-1=-8x" —2x+3

Propiedad distributiva de la multiplicacidon respecto de la suma. Cuando en una multiplicacion de
polinomios uno de los factores viene dado como la suma de dos polinomios como, por ejemplo,

(822 —x)- (2 +11) + (x* — 4x))
tenemos dos opciones para conocer el resultado:
a) realizar la sumay, después, multiplicar
(8x? —x)-((—2x+11)+(x3 —4x)): (8x? —x)-(x3 —6x+11):
=8x° —48x” +88x” — x* +6x> —11x =8x" — x* —48x” +94x”> —11x
b) distribuir, aplicar la multiplicacién a cada uno de los sumandos y, después, sumar:
(8x2 = x) - ((=2x +11) + (x* = 4x) )= (822 = x) - (—2x + 1) + (82 — x) - (x* — 4x) =
= (—16x" +88x> +2x? —11x)+ (8x° =32x> —x* +4x?)=8x" —x* —48x> +94x* —11x
Comprobamos que obtenemos el mismo resultado.
En general, la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma nos dice que
pg+r)=(p-q)+(p-r)

Conviene comentar que la anterior propiedad distributiva leida en sentido contrario, de derecha a
izquierda, es lo que comunmente se denomina sacar factor comun.

Ejemplo:

£ 6x° —10x* —22x° +2x> =(3x" —5x" —11x+1)-2x°
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Actividades propuestas

10. Realiza los siguientes productos de polinomios:
a) x> (5x* =3x* +1)-2x°
b) (2x* —3)-(=3x> —5x+4) - (—x)
11. De cada uno de los siguientes polinomios extrae algun factor que sea comun a sus monomios:
a) —16x* —20x” +10x?
b) 24x* -30x>

Productos notables de polinomios

En este apartado vamos a destacar una serie de productos concretos de polinomios que surgen
frecuentemente. Podemos exponerlos de muy diversas formas. Tal y como lo haremos, aparecerd mas
de una indeterminada; hemos de ser capaces de apreciar que si, en un algln caso concreto, alguna
indeterminada pasa a ser un numero concreto esto no hard nada mas que particularizar una situacién
mas general.

Potencias de un binomio. Las siguientes igualdades se obtienen, simplemente, tras efectuar los
oportunos calculos:

(a+b)’ =a’ +2ab+b’

producto del primero por el segundo, mds el cuadrado del segundo.

#+ Comprueba la igualdad a partir de los cuadrados y rectadngulos de la

b
El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero, mds el doble |
a

ilustracion.

(a—b)’ =a’ —2ab+b’

El cuadrado de una diferencia es igual al cuadrado del primero, menos el doble producto del primero
por el segundo, mas el cuadrado del segundo.

%+ Observa la figura y conéctala con la igualdad:

(a+b) =a’ +3a°b+3ab” +b’
J—

Ratifica la igualdad con los cubos y prismas de la figura.

(a-b) =a’ -3a’b+3ab’ b’

/1
Podemos observar que, en cada uno de los desarrollos, el
exponente del binomio coincide con el grado de cada uno de los
a b monomios.
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— Algebra

Ejemplos:
4+ a)(@a+2)?=a’*+2-a-2+2* =a* +4a+4

4+ b) (x=5)" =x>—2-x-5+5> =x* —10x+25

=

c) (7x+5)* =(7x)* +2-7x-5+(5)* =49x* +70x +25

=

d) (x=3y)? =x* =2-x-3y+(3y)* =x* —6xy+9y?

=

e) (4x=5)° = (4x)’ =3-(4x)* -5+3(4x)-5> =5 = 64x* — 240x2 + 300x — 125

Suma por diferencia. De nuevo la siguiente igualdad se

obtiene tras efectuar el producto sefialado: B b2
(a+b)-(a-b)=a’~b’ |
: a
Suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados. (a_l_b)(a_b) == az
4 Observa las figuras y conéctalas con la igualdad. :
b—a ——

Ejemplos:
4 a) (a+5)-(a-5=a’> -5 =a*-25
+b) (x+D)-(x-D=x*-1"=x* -1
4 c) Bx+4)-Bx—4)=(3x)* —4* =9x* -16
* d) (-3x—5)-(-3x+5)=(=1)-Bx+5) - (-3x+5) = (=1) - (5 +3x) - (5= 3x) =
=(-1)-(5% —(3x)*) =25+ 9x*
Actividades propuestas
12. Realiza los célculos:
a) (2+3a)’ b) (—x+3)
c) (3x+2)° d) (x> =1)°
e) (4x2 +2)3

13. Obtén las formulas de los cuadrados de los siguientes trinomios:

a) (a+b+c) b) (a+b-c)*

14. Desarrolla las siguientes potencias:
a) (2x - 5y)? b) (3x + y/3)? c) (5x° — 5/x)?
d) (3a — b)? e) (a* + b?)? f) (3/5y — 2/y)?

15. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia las siguientes expresiones algebraicas:
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Algebra

a)a*+6a>+9 b) 9x% — 6x + 1 c) b>—10b + 25

d) 4)” + 12y +9 e)a*—2a* +1 f)y*+ 62 +9
16. Efectula estos productos:

a) (4x> +3y)-(4x7 -3y)

b) (2x” +8)-(2x" —8)

¢) (=x* +3x)-(x* +3x)

Division de polinomios
Ya sabes que:

Si analizamos con detenimiento la division de dos numeros enteros positivos. Ya sabes que, cuando
dividimos dos numeros, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), surgen otros dos, el cociente (c) y
el resto (), que se encuentran ligados por la llamada prueba de la division:

D=d-c+r
Alternativamente:
D r
d d

Ademas, decimos que la divisidn es exacta cuando r=0.

El conocido algoritmo de la divisién persigue encontrar un nimero entero, el cociente ¢, tal que el resto
7 sea un numero menor que el divisor d, y mayor o igual que cero. Fijémonos en que, sin esta exigencia
para el resto , podemos escoger arbitrariamente un valor para el cociente ¢ el cual nos suministra su
valor asociado como resto r.

En efecto, si tenemos como dividendo D = 672 y como divisor d =12, y “queremos” que el cociente sea
c =48 su resto asociado es

r=D—-d-c=672-12-48=672-576=96
y la conexidén entre estos cuatro nimeros es
672=12-48+96

Esta dltima “lectura” de la divisién de ndmeros enteros va a guiarnos a la hora de dividir dos
polinomios.

Dados dos polinomios p(x) y ¢g(x), la divisién de p(x), polinomio dividendo, entre ¢(x), polinomio

divisor, nos proporcionara otros dos polinomios, el polinomio cociente ¢(x) y el polinomio resto r(x) .
También aqui pesara una exigencia sobre el polinomio resto: su grado debera ser menor que el grado

del polinomio divisor. La relacidn entre los cuatro sera, naturalmente,
p(x) = q(x) - c(x) +r(x)
También escribiremos
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PO _ ()4 D)
q(x) q(x)

Al igual que ocurre con el algoritmo de la divisidon entera, el algoritmo de la divisién de polinomios
consta de varias etapas, de caracter repetitivo, en cada una de las cuales aparecen unos polinomios
cociente y resto “provisionales” de forma que el grado de esos polinomios resto va descendiendo hasta
gue nos topamos con uno cuyo grado es inferior al grado del polinomio divisor, lo que indica que hemos
concluido. Veamos este procedimiento con un ejemplo concreto

Ejemplo:
% Vamos a dividir el polinomio p(x)=6x"+5x" +x° +3x—2 entre el polinomio g(x)=2x"—x+3.

Como el polinomio divisor, g(x), es de grado 2, debemos encontrar dos polinomios, un
polinomio cociente ¢(x), y un polinomio resto r(x) de grado 1 0 0, tales que

p(x) =q(x)-c(x)+r(x)
+ Primera etapa:

Para poder lograr la igualdad p=¢g-c+r, como el grado de »(x) serda 1 0 0, el término de mayor grado
de p(x), 6x*, surgird del producto g(x)-c(x). Asi obtenemos la primera aproximacién de c(x), su
monomio de mayor grado:

¢, (x)=3x"

y, de manera automatica, también un primer resto 7 (x) :

6x* +5x° + x> +3x-2 | 2x°—x+3
—6x* +3x° —9x° 3x

8x’ —8x* +3x-2

Como este polinomio 7(x) es de grado 3, mayor que 2, el grado del polinomio divisor g(x), ese
polinomio resto no es el definitivo; debemos continuar.

4+ Segunda etapa:

Esta segunda etapa consiste en dividir el polinomio 1”1(96)28963 —8x” +3x—2, surgido como resto de la

etapa anterior, entre el polinomio g(x)=2x"—x+3, el divisor inicial. Es decir, repetimos lo hecho
antes, pero considerando un nuevo polinomio dividendo: el polinomio resto del paso anterior.

Al igual que antes, el grado de r(x) deberia ser 1 o 0. Como el término de mayor grado de r,(x), 8x°,
sale del producto ¢(x)-c,(x), es necesario que el polinomio cociente contenga el monomio

c,(x)=4x
Ello nos lleva a un segundo resto r,(x): —4x*— 9x — 2

Como este polinomio r,(x) es de grado 2, igual que el grado del polinomio divisor ¢(x), ese polinomio
resto no es el definitivo; debemos continuar.
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4 Primeray sequnda etapas:
6x* +5x° +x7 +3x-2 | 2x*—x+3
—6x*+3x’ —9x° 3x% +4x
8x° —8x% +3x-2
—8x” +4x° —12x
—4x* —9x -2

#+ Tercera etapa:

Esta tercera etapa consiste en dividir el polinomio 7”2()c)=—4x2 —9x—2, el resto de la etapa anterior,
entre el polinomio ¢(x)=2x"—x+3, el divisor inicial. De nuevo repetimos el algoritmo pero con otro
polinomio dividendo, el polinomio resto del paso anterior.

Perseguimos que ¥, =¢q-C;+F. Como en cada paso, el grado de r(x) deberia ser 1 o 0. El término de

mayor grado de r,(x), —4x?, surge del producto ¢g(x)-¢c;(x), por lo que

a(x)=-2

y el tercer resto %;(X) es: —11x + 4

Como este polinomio Ig(X) es de grado 1, menor que 2, grado del polinomio divisor ¢(x), ese

polinomio resto si es el definitivo. Hemos concluido:
4 Las tres etapas:
6x* +5x° + x> +3x-2 | 2x*—x+3
—6x* +3x° —9x’ 3x% +4x -2
8x° —8x” +3x -2
—8x’ +4x* —12x

—4x* —9x-2
4x* —2x+6
—11x+4

Conclusién: al dividir el polinomio p(x)=6x"+5x" +x* +3x—2 entre el polinomio ¢(x)=2x"—x+3

obtenemos como polinomio cociente ¢(x)=3x"+4x—2 y como polinomio resto r(x)=—11x+ 4.

Actividades propuestas

17. Divide los siguientes polinomios:
a) 2x* —x?—x+7 entre X’ +2x+4 b) —10x® - 2x% +3x + 4 entre 5x3 - x?-x +3
c) 4x°-6x3+6x>-3x—7 entre —2x°+x +3 d) —8x° —2x* +10x3+ 2x2 +3x +5 entre 4x% +x
e) —6x°+x%2+1 entre x3+1

2ix-1
18. Encuentra dos polinomios tales que al dividirlos aparezca q(Xx)= x2 =X -3 como polinomio cociente

y r(x)=—3x2—1 como resto.
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1.3. Regla de Ruffini. Teorema del resto

Debido a la importancia que tiene la division de polinomios cuando el polinomio
divisor es de la forma x—«, es conveniente agilizar tales divisiones.

Estamos ante la llamada regla de Ruffini, un algoritmo que nos proporciona tanto
el cociente como el resto que resultan de dividir un polinomio cualquiera entre
otro de la forma x—«.

Veamoslo con un ejemplo: Paolo Ruffini

Consideremos el polinomio p(x) =3x" —4x” +x+3. Vamos a dividirlo entre x—2.

4x° —x? —3x+1 | x-2 DIVISION POR RUFFINT
7x* =3x +1 |
—7x* +14x
l1x+1
—11x+22
+23

Veamos como han surgido tanto el polinomio cociente como el resto. El que el grado del dividendo sea
tres y que el divisor sea de grado uno impone que el cociente tenga grado dos y que el resto sea un
numero real. El cociente consta de los monomios 4x?, 7x y 11, los cuales coinciden con los monomios
de mayor grado de cada uno de los dividendos después de disminuir sus grados en una unidad: 4x?

procede de 4x> — x> —3x+1 (el dividendo inicial), 7x viene de 7x*> —3x +1vy, por dltimo, 11 de

11x+1. Este hecho, coincidencia en el coeficiente y disminucidn del grado en una unidad, se debe a
que el divisor, x+2, es ménico y de grado uno.

Seguidamente, vamos a tener en cuenta Unicamente los coeficientes del dividendo, por orden de grado,
4, -1, -3 y 1; en cuanto al divisor, como es ménico y de grado uno, basta considerar su término
independiente, —2, pero como el resultado de multiplicar los monomios que van conformando el
cociente por el divisor hemos de restarselo a cada uno de los dividendos, atendiendo a este cambio de
signo, en lugar del término independiente, —2, operaremos con su opuesto, +2, numero que, a la vez, es
la raiz del divisor x—2 y sobre el que pesa la pregunta de si es 0 no raiz de p(x).

Este ultimo concepto lo veremos mds delante de manera detallada cuando definamos raiz de un
polinomio.

Vamos a compararlo con el proceso de la division convencional y veremos que es igual:

*+ Primer paso de la divisién:

3 2
4x° —x" =3x+1 | x-2 4 -1 -3 1
3 2 2
—4x” +8x 4x +2 | +8
2
Tx* —=3x +1 4 7 |
Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 2: Algebra Autores: José Antonio Encabo de Lucas y Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Algebra

Aparece en el cociente el monomio 4x? (coeficiente 4), el cual provoca la “desaparicion” de 4x° en el
dividendo y la aparicion del monomio 8x? (coeficiente 8 = (+2)-4). Después de operar (sumar) nos
encontramos con 7x? (coeficiente 7 = (=1)+(8) )y, en el cociente 7x.

4 Segundo paso. El dividendo pasa a ser 7x? =3x +1.

4x —x? =3x+1 | x-2
—4x° +8x? 3x% +7x 4 -1 -3 I
7x* =3x +1 +2 +8 14
—7x* +14x 4 +7 11|
11x+1

La irrupcidon en el cociente del monomio 7x (coeficiente 7) provoca la “desaparicion” de 7x* en el
dividendo y la aparicion del monomio 14x (coeficiente 14 = (+2)-(+7)). Después de operar (sumar)
nos encontramos con 11x (coeficiente 11=-3+14)y, en el cociente 11.

4+ Tercer paso. El dividendo pasa a ser 11x +1.

4x* —x* =3x+1 | x-2
—4x° +8x7 4x2 +7x+11
5 4 -1 -3 1
Tx~ =3x +1
—7x* +14x +2 +8 14 22
1x+1 4 +7 11| 23
—11x+22
+23

Tenemos en el cociente el término independiente 11. Este provoca la eliminacién de 11x en el
dividendo y la aparicion del término 22 =(+2)-11. Después de operar (sumar) nos encontramos con el
resto 23=1+22.

En cada uno de los pasos figura, en la parte derecha, lo mismo que se ha realizado en la division
convencional, pero con la ventaja de que todo es mas agil debido a que Unicamente se manejan
numeros reales: los coeficientes de los distintos polinomios intervinientes.

Ejemplo:

4+ Dividamos el polinomio p(x) = —x* +2x° +5x+4 entre x+3:

-1 2 0 5 4

-3 +3 —-15 +45 -150

-1 +5 —15 +50|-146

Cociente: ¢(x) = —x* +5x? —15x+50; Resto: —146.

Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 2: Algebra Autores: José Antonio Encabo de Lucas y Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



Algebra

Actividades propuestas
19. Usa la regla de Ruffini para realizar las siguientes divisiones de polinomios:
a) —3x*+x+1entre x—1
b) x* +2x* —2x +1 entre x—2
c) 4x*-3x*—1 entre x+1
d) x> -9x+1 entre x—3

20. Estudia si es posible usar la regla de Ruffini, de alguna forma, para dividir x> + 2x% + 5x + 7 entre
2x+3.

Teorema del resto

El teorema del resto es muy util para hallar los valores numéricos de los polinomios sin necesidad de
sustituir directamente en ellos la incégnita por el nimero de que se trate. Haciendo uso de dicho
teorema, podemos hallar las raices de los polinomios, proceso que habrd que realizar con mucha
frecuencia en lo sucesivo.

El enunciado del teorema del resto es el siguiente:

Teorema del resto. El valor numérico que adopta un polinomio p(x) al particularizarlo en x =«
coincide con el resto que aparece al dividir p(x) entre x —« .

De esta forma, podremos saber de antemano si una division va a ser exacta sin necesidad de efectuarla.

Demostracion:

Segun vimos en el apartado de la division de polinomios, al dividir un polinomio D(x) entre otro, d(x), la
relacion que se establece es:

D(x) =d(x) - c(x) + r(x)

donde c(x) y r(x) son respectivamente, el cociente y el resto de la divisidon. En este caso estamos
dividiendo por x — «, es decir, el divisor es d(x) = x — « . Por tanto

D(x)=(x—a) - c(x) +r(x)
Hallamos el valor numérico del polinomio D(x) para x = &, para ello sustituimos la x por o
D(a) = (o — a) - e(o) + r(o)

Y, por tanto, D(a) = r(a) = r, que es precisamente lo que queriamos demostrar.
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Ejemplo:

4 Dividamos el polinomio p(x) =—x"+3x’ —5x+4 entre x+3:

-1 +3 0 -5 4

-3 +3 —18 +54 -—147

-1 +6 —18 +49 |- 143
El cociente es — x* + 6x* —18x + 49 y el resto —143
p(x)=—x* +2x° —5x+4=(x+3) (=x’ +6x> —18x +49) +(-143)
Si evaluamos p(x) en x=-3 no puede dar cero, pero ¢qué valor resulta?

p(=3) = (=3+3)-((=3)3 = 6-(=3)2 — 18 - (=3) + 49)) + (—143) = 0 + (—143) = —143

Naturalmente hemos obtenido el resto anterior. Vemos que coinciden, el valor numérico del polinomio
y el resto de la division.

Actividades propuestas

21. Utiliza la regla de Ruffini para conocer el valor del polinomio —3x3 + 7x2 + 2x + 4 en x=35.

1.4. Raices de un polinomio

Dado un polinomio p(x) diremos que un numero real concreto « es una raiz, o un cero, del polinomio
p, sial evaluar p en x = @ obtenemos el nimero 0, esto es, si

p(@)=0
Ejemplo:

4 Consideremos el polinomio s(x)=2x>+2x —8x—8.

O Elnumero 2 es unaraiz de s(x), puesto que
s(2)=2-2+2-22-8.2-8=2-84+2-4-16—-8=16+8-16-8=0
0 Otraraizde s(x) esel nimero —1I:
S =2-(=1y +2-(=1)’ =8-(-1) -8 =2-(=1) +2-(+1) +8 -8 =—2+2+8-8=0
0 En cambio, el ndmero 1no es una raiz de s(x):
s()=2-’+2-1"-8-1-8=2+2-8-8=4-16=—1220

0 Tampoco es raiz de s(x) el nimero 0:

5(0)=2-0°+2-0°-8-0-8=0+0-0-8=-8%0
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Calculo de las raices de un polinomio

Ejemplos:
+ Comprobemos, mediante la regla de Ruffini, que « 2% es raiz del polinomio 2x* —3x+1:
2 -3 1
1/2 | 1 -1
2 -2 |

+ Para conocer las raices del polinomio x> —2 debemos estudiar si hay algun nimero real « tal
que lo anule, es decir, para el que se tenga

a’-2=0
a’=2
a=i\/5

Asi, el polinomio de grado dos x> -2 tiene dos raices distintas, las cuales son numeros
irracionales.

#+ Ya sabemos que hay polinomios que carecen de raices reales, como por ejemplo x> + 4.

Para facilitar la comprension de los conceptos y resultados de este asunto la mayoria de los nimeros
qgue han aparecido hasta ahora, coeficientes, raices, etc., han sido nimeros enteros. Por supuesto que
podemos encontrarnos con polinomios con coeficientes racionales, o irracionales, o con polinomios con
raices dadas por una fraccién o un numero irracional. También existen polinomios que carecen de
raices reales. (Ha sido necesario ampliar el conjunto de los numeros con los nimeros complejos para
poder afirmar el Teorema Fundamental del Algebra, que dice que todo polinomio de grado n tiene n
raices).

Apreciamos que la regla de Ruffini nos informa sobre si un nimero concreto es o no raiz de un
polinomio. Naturalmente, cuando estamos ante un polinomio, y nos interesa conocer sus raices, no es
posible efectuar una prueba con cada numero real para determinar cudles son raiz del polinomio. En el
proximo parrafo destacaremos ciertos “numeros candidatos” a ser raiz de un polinomio.

A la hora de buscar las raices enteras de un polinomio disponemos del siguiente resultado:
Dado un polinomio cualquiera
"ra, X" ta X Fax+
ax"+a x" +.... a,x" +ax+a,

cuyos coeficientes son todos numeros enteros, sus raices enteras, si las tuviera, se encuentran
necesariamente entre los divisores enteros de su término independiente 4, .
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Procedamos a su demostracion.

Supongamos que cierto nimero entero « es una raiz de ese polinomio. Tal nimero debe anularlo:

n n—1 2 _
aad"+a " +...ta,a +taa+a,=0

n n-1 2 _
ana + an_la +...... + aza + Clla = —Clo

n—1 n—-2
a-(a,a" +a, a

En la dltima igualdad, el numero del lado izquierdo es entero, porque estad expresado como una suma

a,
[04

de productos de numeros enteros. Por ello, el nimero del lado derecho, , también es entero. Al

ser también enteros tanto —@, como «, alcanzamos que « es un divisor de 4.

Ejemplos:

4 Determinemos, con arreglo al anterior resultado, qué nimeros enteros son candidatos a ser
raices del polinomio 7x* + 23x? —2x-6:

Tales nimeros enteros candidatos deben ser divisores de — 6, el término independiente del
polinomio. Por ello, los Unicos nimeros enteros que pueden ser raiz de ese polinomio son:

+1,+2,+3,£6

4 Las Unicas posibles raices enteras del polinomio 2x° +3x* —11x— 6 también son:

+1,+2,+3,£6

Comprueba que en este caso 2 y —3 son raices enteras del polinomio.
Algo mas general podemos afirmar sobre clases de nimeros y raices de un polinomio:

Dado un polinomio cualquiera
ax +a, x  +... +a2x2+a1x+ao

cuyos coeficientes son todos nimeros enteros, sus raices racionales, si las tuviera, necesariamente
tienen por numerador algun divisor del término independiente, @,, y por denominador algun divisor

del coeficiente del término de mayor grado, a,, .
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Ejemplos:

4+ En el polinomio 2x3 + 3x2 — 11x — 6 los nimeros racionales candidatos a ser raices suyas

tienen por numerador a un divisor de —6 y por denominador a un divisor de 2. Por lo tanto,
los Unicos numeros racionales que pueden ser raiz de ese polinomio son:

i1, +2, 43, 46, 20 F2oyy B3 20
27 2 27 2

>

. - =1 .
Comprueba que ademéas de 2 y —3, también es raiz 7; los demas no lo son.

4 Las Unicas posibles raices racionales del polinomio 2x* + 7x> —11x% —4x -3 son:

+1, +3, i—l, £3

2 2
En este caso ninguno de esos numeros es raiz del polinomio.

Actividades propuestas

22. Emplea la regla de Ruffini para dictaminar si los siguientes nimeros son o no raices de los
polinomios citados:

a) =3 de x* —4x*+5
b) f=-2de —x’-2x" +x+2
c) y=1de —2x*+x+1

d) o=-1de 2x° +2x°

23. Para cada uno de los siguientes polinomios senala, en primer lugar, qué nimeros enteros son
candidatos a ser raices suyas y, después, determina cudles lo son:

a) x> —x?+2x-2
b) x* +4x’ +4x* +4x+3
c) 2x° +x* —18x-9

d) x* +2x* +3x% +6x
-1 ’ . . 3 2
24. Comprueba que 7 es raiz del polinomio 2x° +3x" —11x-6.

25. Para cada uno de los siguientes polinomios indica qué numeros racionales son candidatos a ser
raices suyas y, después, determina cudles lo son:

a) 3x* +4x-5

b) 2x* —9x* +12x+2
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1.5. Factorizacion de polinomios

Todo polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales, alguna de las cuales puede aparecer
repetida entre esos no mas de n numeros reales.

Basandonos en el calculo de las raices de un polinomio vamos a realizar el proceso de descomposicion
de un polinomio en forma de producto de otros polinomios mas sencillos. (Factorizacion de un
polinomio):

Nos vamos a basar en el siguiente enunciado:

La condicion necesaria y suficiente para que un polinomio P(x) sea divisible por (x — a) es que a sea una
raiz de P(x).

Podemos reescribir este resultado de la siguiente manera:

Un polinomio P(x) es divisible por (x — a) <> a es una raiz de P(x).

Vamos a demostrarlo:

Si P(x) es divisible por (x — @) = a es una raiz de P(x): Condicion necesaria

En efecto: Si P(x) divisible por (x — @) = r = 0 = P(a) = 0 (por el teorema del resto) = a es raiz de P(x)
Si a es una raiz de P(x) = (x — a) divide a P(x): Condicion suficiente

En efecto: a raiz de P(x) = P(a) = 0 (por el teorema del resto).

El resto de la division de P(x) entre (x — a) es 0 = (x — a) divide a P(x) por la definicion de raiz.

Como consecuencia inmediata se tiene: si a es una raiz de P(x) = P(x) = c(x) (x — a)

El polinomio dado queda descompuesto en forma de producto de dos factores. Repitiendo el proceso
para c(x), éste se puede descomponer a su vez de nuevo y asi sucesivamente.

Llegando al resultado general: Dado el polinomio P(x)=a,x" +a,_, +...a,x +a,cuyas n raices son xi,
X2, ..., xn,dicho polinomio se puede descomponer factorialmente de la siguiente forma:

P(x)=a,(x—x)(x—x,)...0 —x,)
Decimos que un polinomio es reducible si admite una factorizacion mediante polinomios de grado
inferior al suyo. En caso contrario el polinomio sera irreducible.
Ejemplo:
+ Descomponer factorialmente el polinomio: x> — 4x*>+ 5x — 2.

Como el coeficiente de x3 es 1, segun vimos en el apartado de célculo de raices de un polinomio, las
posibles raices racionales, de existir, han de ser divisores de 2.por tanto pueden ser: +1, — 1, +2, —2.

Comprobamos si el 1 es raiz. Aplicamos el teorema de Ruffini:

1 -4 5 =2
1 1 -3 2
1T -3 2 0
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Por tanto, 1 es raiz y tenemos:
x° —4x? +5x -2 =(x-1)(x* =3x+2)
Resolviendo ahora la ecuacién x>~ 3x +2 =0, resultax =1 y x = 2.

Por tanto, x>~ 3x+2 = (x — 1)-(x — 2) y en definitiva, el polinomio tendrd la siguiente descomposicién
factorial:

¥ —4x" +5x-2=(x-D)(x-D(x-2)=(x-1)*(x—2)
siendo sus raices x1 = 1, doble y x2 = 2.
Hay polinomios que no admiten raices reales, es decir, que no se anulan nunca para un valor real.
Ejemplos:

. . 2 . , . ’
+ El polinomio #(x) = x“ +4 no tiene raices reales puesto que al evaluarlo en cualquier nimero
real a siempre nos da un valor positivo y, por lo tanto, distinto de 0O:

Ha)=a’+4 >0

, . . 2 . . . .
Ademas, este polinomio de grado dos, #(x) =x" +4, es un polinomio irreducible porque, al
carecer de raices, no podemos expresarlo como producto de polinomios de menor grado.

& Otro polinomio sin raices reales es u(x) = 2+D) =2 +D) -2+ D) =x" +2x2 +1.

Actividades propuestas
26. Supongamos que tenemos dos polinomios, p;(x) y p2(x), y un numero real «.
a) Si o es unaraiz de p;(x), éitambién es raiz del polinomio suma p; (x) + p,(x)?
b) Si & es una raiz de p;(x), éitambién es raiz del polinomio producto p; (x) - p,(x)?
c) éHay alguna relacidn entre las raices del polinomio p; (x) y las del polinomio 4 - p;(x)?
27. Construye un polinomio de grado 4 tal que posea tres raices distintas.
28. Determina un polinomio de grado 4 tal que tenga, al menos, una raiz repetida.
29. Construye un polinomio de grado 4 de forma que tenga una Unica raiz.

30. Conjetura, y luego demuestra, una ley que nos permita saber cuando un polinomio cualquiera:
ax +a,x  +...+ax+a,, admite al nUmero 0 como raiz.
31. Demuestra una norma que senale cuando un polinomio cualquiera
"ra, X"+ tax+
ax +a, X" +.... ax+a,
admite al nimero 1 como raiz.

32. Determina las raices de cada uno de los siguientes polinomios:

a)x+5 b) —x+3 c) 7x-=5 d) -3x-11
e) —7x f) x? - 8x g) 4x* —x-3 h) x* —4x i) x*+25x
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1.6. Fracciones algebraicas

Una fraccidn algebraica es una expresion de la forma:
P(x)
0(x)

dénde tanto P(x) como Q(x) son polinomios.

O(x) #0

Ejemplos:
4 Asi son fracciones algebraicas las siguientes expresiones:

2 2
7x3 = 2x 4x* —9x 3x"y+2xy
6x>+5x—-9  2x?+33 Txy

Son expresiones algebraicas. En general, no son un polinomio. Sélo lo es en el muy particular caso en el
qgue el denominador es un numero real diferente de cero, esto es, un polinomio de grado 0.

Es sencillo constatar que las expresiones anteriores no son un polinomio: cualquier polinomio puede
tener un valor numérico para cualquier nimero real x. Sin embargo, esas expresiones no pueden ser
evaluadas para los valores que anulan el denominador.

4 Podriamos creer que la siguiente fraccién algebraica si es un polinomio:

—3x+5x2-3x -3x> 5x? —3x
= + +

X X X X

=-3x2 +5x-3

La expresion de la derecha si es un polinomio, pues se trata de una suma de monomios, pero la de la
izquierda no lo es ya que no puede ser evaluada en x = 0. No obstante, esa fracciéon algebraica y el
polinomio, cuando son evaluados en cualquier numero diferente de cero, ofrecen el mismo valor.

Son expresiones equivalentes alli donde ambas tienen sentido.
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Simplificacion de fracciones algebraicas

De la misma manera que se hace con las fracciones numéricas, para simplificar fracciones algebraicas se
descomponen numerador y denominador en factores, simplificando, posteriormente, aquellos que son
comunes.

Ejemplo:
*+ Una fraccién algebraica como

x*—8x*-9

X' —6x°—6x*-7x-6

puede ser simplificada gracias a que el numerador y el denominador admiten factorizaciones en las que
algun polinomio esta presente en ambas.

x*—8x* -9 B (x* +1)-(x+3)-(x=3) B x+3
X =6 —6x2=Tx=6 (X +1)-(x+2)-(x+1)-(x=3) (x+2)-(x+1)

Como ya hemos apuntado en otras ocasiones, las expresiones final e inicial no son idénticas, pero si son
equivalentes en todos aquellos valores para los que ambas tienen sentido, esto es, para aquellos en los
gue no se anula el denominador.

Operaciones con fracciones algebraicas

Las operaciones con fracciones algebraicas se realizan de la misma forma que las respectivas
operaciones con fracciones numéricas.

Puesto que las fracciones algebraicas obtenidas a partir de dos polinomios son, en potencia, nUmeros
reales, operaremos con tales expresiones siguiendo las propiedades de los nimeros reales.

% Suma o resta. Para sumar o restar dos fracciones algebraicas deberemos conseguir que tengan
igual denominador. Una manera segura de lograrlo, aunque puede no ser la mas adecuada, es

ésta:
b P _Pi4 P _ Pt P g

9 499 499 499 9,49

%+ Producto. Basta multiplicar los numeradores y denominadores entre si:
b P _ PP,

+ Division. Sigue la conocida regla de la division de fracciones numéricas:

b
9 _ b4
Dy q," P,
q,
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Ejemplo:
4 En una suma de fracciones algebraicas como ésta

3x-2 4
+

2 2
X +x x"—x-2

podemos alcanzar un comun denominador en las fracciones a partir de la descomposicidn factorial de
cada denominador:

-2 4 3x-2 4 _Gx-2(x-2) | 4-x

x’ +x x:—x— 2_x(x+1) (x+1)-(x—2) x(x+1) (x— 2) (x+1)-(x— 2)x
_(Bx=2)-(x-2)+4x _ 3x* —4x+4
o (x+D(x=2)  x-(x+1)-(x=2)

Conviene destacar que en el resultado final se ha optado por dejar el denominador factorizado. De esa
forma entre otras cuestiones, se aprecia rapidamente para qué valores de la indeterminada esa
fraccién algebraica no admite ser evaluada.

Actividades propuestas

33. Simplifica, si es posible, las siguientes expresiones:

2 2 2
a) x- +4x b) x- =1 C) x- =1
x? +3x? —6x-8 x> +3x% —6x-8 x® +x? —6x
34. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:
3x* —6x a’—5a’ x2y+3xy2 2a°b* + 3ab
a) ——— b) ——— ) ————— d)———
9x” +15 7a” +4a 4xy a’b —ab

35. Realiza las siguientes operaciones teniendo en cuenta las factorizaciones de los denominadores:

5 x+2 —-X 3x-1
t— b 2 T2
—3x+12 x"—4x x =2x+1 x" -1
36. Efectua los siguientes cdlculos:
2 1 4 1 - 1 -2 -2
a) §+ — b) + 3 c) — r d f :x
x“+1 x x—2 x+1 x +3x x-1 x“+3x x+3

37. Realiza las siguientes operaciones alterando, en cada apartado, Unicamente uno de los
denominadores, y su respectivo numerador:

—x*+x-1 3x+2 x—2 8
a) 3 - 2 b) 2 -
X X x“+3x x+3
38. Comprueba las siguientes identidades simplificando la expresidon del lado izquierdo de cada
igualdad:
8a'h’ 4y’ =3x 5, 3
a) ——=4a’b b) ———=2x"y——
) 2a’b’ ) 2xy 7Y
0 3x2—9x_x2—3x d) 6a’b* +8a’b—10ab _3ab+4a-35
6x+12  x+4 2ab* +16a’bh b+8a
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2. ECUACIONES E INECUACIONES DE PRIMER Y SEGUNDO GRADO

En este apartado vamos a centrarnos en la resolucién de ecuaciones e inecuaciones de primer y
segundo grado y en su interpretacion grafica, para luego exponer los sistemas de ecuaciones e
inecuaciones y su aplicacién a las Ciencias y a las Ciencias Sociales.

Ya sabes que:

2.1. Resolucion de ecuaciones de primer grado

Recuerda que:

La técnica para resolver una ecuacion de primer grado consiste siempre en
transformar la ecuacion inicial en otra equivalente hasta conseguir aislar la in-
cégnita en el primer miembro:

Ejemplo:

—7()(?—1) +5_x:1_£
6 2
» Primer paso: Suprimir los denominadores.

#+ Resolver la ecuacion:

El m.c.m de los denominadores es 6, multiplicamos por 6 toda la ecuacién.
6-7(x—1) 6-5x
( ) N
3 6
» Segundo paso: Efectuar los paréntesis:
14x—-14+5x=6—-3x
» Tercer paso: Trasponer términos y simplificar:
14x+5x+3x=6+15=22x=20
» Cuarto paso: despejar la incégnita, simplificando el resultado.
20 10
XxX=—=—
22 11

6-x
=6-1—T:>14(x—1)+5x=6—3x

» Quinto paso: Comprobar el resultado.

Sustituimos el resultado obtenido en la ecuacion dada y comprobamos que se verifica la igualdad.

Recuerda que:
Las ecuaciones permiten resolver muchos tipos de problemas.
El tratamiento habitual ante un problema concreto es el siguiente:

1. Plantear una ecuacion que concuerde con el enunciado.
2. Resolver la ecuacidn.
3. Comprobar el resultado e interpretarlo
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Ejemplo:
4+ La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 108. ¢ Cudles son esos nimeros?
Llamando x al menor. Los tres numeros, al ser consecutivos, seran:
12 ndmero: x
22 nimero: x+1
32 nimero: x+2
Planteamos ahora la ecuacién correspondiente al enunciado: la suma ha de ser 108. Por tanto:
x+(x+1)+(x+2)=108

Los paréntesis, en este caso, no son necesarios debido a la propiedad asociativa de la suma de niumeros
reales. Se han puesto, exclusivamente, para aclarar la ecuacién que estamos escribiendo.

Eliminamos los paréntesis y agrupamos términos nos queda:
xtx+1+x+2=108=x+x+x=108-1-2=105= 3x=105
Despejando la incognita:

105 _
3

Por tanto, los nimeros son 35, 36 y 37, cuya suma es 108.

X 35.

2.2. Ecuaciones de segundo grado

Ya sabes que:

Recuerda que

Una ecuacion de segundo grado es aquella que tiene como forma general la siguiente:
ax’+bx+c=0,con a#0.

Una ecuacion tiene tantas soluciones como su grado.

Ya sabes que al ser de grado 2 tendra 2 soluciones o 1 o ninguna en el campo real.

Segln sea la ecuacidon de segundo grado sus soluciones se pueden Ecuacion
hallar: de 2.° grado

Caso 1: El coeficiente de la x es 0: b = 0:

Completa

En este caso la ecuacidn es de la forma: ax’ + ¢ = 0.
! +bx+c=0
Para hallar las soluciones basta con despejar la x: Incompleta

2 2 c c C c
ax" =—Cc=> X =—— D X=E [—— X =, [~ Xy == | ——
a a a a
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Ejemplo:
# Resolver la ecuacién: 2x* — 8 =0
Se despeja x*:
2 =8=x’ =4 x=2=x, =2;x, =2
Caso 2: El término independiente es 0: c = (0
La ecuacion es ahora de la forma:
ax> +bx =0.

Para resolver basta con sacar factor comun a la x:
b
ax+bx=0=>x(ax+b)=0=x, =0ax+b=0=>x, =——
a

En este caso siempre una de las dos soluciones va a ser lax = 0.

Los casos 1 y 2 son ecuaciones de segundo grado incompletas, que también se pueden resolver
aplicando la férmula general. Sin embargo, es mas rdpido resolverlas de la manera que acabamos de
exponer.

Caso 3: Resolucion analitica de una ecuacion de segundo grado completa:
Solucion grdfica de una ecuacion de sequndo grado: Consideramos la funcion
f(x)=ax? +bx+c=0

Su representacion grafica es una parabola, donde las soluciones de la ecuacién ax” + bx + ¢ =0 son los
puntos de corte de ésta con el eje de abscisas.

Ecuacion cuadratica

L - .y .2 _
Solucién analitica de una ecuacién de segundo grado completa: ax*+bx+c=0
Partiendo de la ecuacidn ax’ + bx + ¢ = 0 vamos a obtener el valor de x:

Pasamos el término independiente al segundo miembro quedando

expresado de la siguiente manera: /
) B \_/
ax” +bx =—c
Multiplicamos toda la ecuacién por 4a:
~h2 .
4a’x* + 4abx = —4ac X = b+ 2b(1 -4ac

Sumamos b a ambos miembros:

44252 + dabx + b2 = b2 — dac Fuente Wikipedia

El primer miembro es el cuadrado del binomio 2ax + b. Por tanto:
(2ax + b)* = b* - 4ac
Extraemos la raiz cuadrada:

2ax + b = +A/b* —4dac

Pasamos b al segundo miembro y dividimos por 2a, con lo que obtenemos el siguiente resultado:
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—b++/b?—4ac

Por tanto:
X= 2a
« —bi\/bz—4ac:>X —b+w/b2—4ac.X —b—+vb?—4ac
= 1= 9 2:
2a 2a 2a

Es la férmula general para calcular las dos soluciones de la ecuacién de segundo grado

Particularidades:
El radicando, 5> — 4ac , recibe el nombre de discriminante de la ecuacién. Se representa por la letra

griega A. Segun sea el signo del discriminante pueden darse tres casos:

» A >0: La ecuacién tendra las dos soluciones x; y x2
» A =0: La ecuacidn tiene una unica solucién doble, las dos soluciones de la ecuacién son iguales:

-b+0 -b
X=—--"=—
2a 2a
» A <0: El radicando es negativo, la ecuacion no tiene raices reales, (la raiz da lugar a un nimero
complejo no real,).
Ejemplo:
4+ Resolver la ecuacién: 2x> +3x-2=0

Su solucidn grafica es una pardbola con el vértice hacia abajo al
tener positivo el coeficiente de x?, como hemos representado

aqui.
Vamos a ver que sus soluciones analiticas son los puntos de
corte de la pardbola con el eje de abscisas.

Comprobémoslo: 2x*> +3x-2=0 Aplicando la férmula
general de resolucién de una ecuacién de segundo grado

completa.
—3+,/32-4.2.(-2)  —-3+\/9+16  -3%5 1
X = ( )= = $X1=—;x2=—2
2:2 4 4 2
que coinciden con los puntos de corte de la pardbola con el eje de
abscisas. i NN
Ejemplo: I.-'f \\'-.IY_-M‘+ 4+ 5
{ \
] |
4+ Vamos a considerar ahora un ejemplo de una ecuacién de segundo
grado con el coeficiente de x> negativo —x>+4x+35 cuya iy

representacion grafica es una pardbola con el vértice hacia arriba:
Como en el ejemplo anterior aplicamos la férmula general de resolucion
de ecuaciones de segundo grado, la ecuacién es: — x> + 4x +5

—44+./42-4.(-1).5 —4+/16+20 —-446
1) = = $X1=_1;XZ=5,

Cuya solucién es: x =
2:(-1) -2 -2

que coinciden con el corte de la parabola con el eje de abscisas.
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Suma y producto de las soluciones en una ecuacion
de segundo grado

Vamos a calcular ahora a qué es igual la suma y el producto de las dos
raices de una ecuacion de segundo grado.

Llamamos:

X

_—b+\/b2—4ac y x _—b—\/b2—4ac
- 2a 2 2a

a las dos soluciones o raices.

www shuttarstorkoom - 116604226

Veamos en primer lugar, a qué es igual la suma de ambas:

—b++b* —4ac Jr—b—\/b2 —4ac _ —b+~b* —4dac +-b—b* —4ac _ -2b _ b
2a

2a a

X, +Xx, =
2a 2a a

Es decir:

a

Veamos ahora el producto:

—b++b* —4ac —b—b*—4dac 3 (=b)* — (4/b* —4ac)’ B b* —(b* —4ac) _4ac _c
' 2a - 4a’ - - -

XXy =

2a 4q* 4a* a
X Xy = —
1 2 a
Es decir: —b + B —dac —-b— I - dac
Ty Ly = .

, 9 2,
Férmula de Cardano. . "

Las igualdades anteriores nos permiten resolver el problema inverso al habitual: en lugar de dada una
ecuacion hallar sus raices o soluciones, podremos, sabiendo cudles son las soluciones de una ecuacion,
hallar la expresién de dicha ecuacion.

n efecto, consideramos la ecuacién de segundo grado de siempre, de soluciones x; y x2:

I FORMULA DE CARDANO

Dividiendo toda la ecuacién por el coeficiente de x*: -

ax®+ bx +c = 0E

2 j— 0 + Em 1542, Carcanc e Fener visilaram Seloaha
X I X —_ atfiveram do Della Marw do axaminar oz

manuszritos dexados por Fen

Ecuacidén equivalente a la dada.

Fijdndonos en dicha ecuacidn, vemos que el coeficiente de la x es igual a la suma de las dos raices con el
signo contrario, mientras que el término independiente es igual al producto de las dos raices.

Como consecuencia: si las dos raices de una ecuacion de segundo grado son x;y x2, la ecuacién es:

x2—(x;+x)x+x x,=0x2—sx+p=0
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Ejemplo:

%+ Las dos raices de una ecuacion de segundo grado son x1=1/2 y x2= 2/3. éCudl es esa ecuacion?

, 1 2 7
Sumando las dos raices tenemos: 5 +—= g Lo llamamos .

, 1 1
Multiplicamos las dos raices y tenemos: E = g Lo llamamos p.

N | —

. . ., , 7 1
Por la férmula anterior obtenemos que la ecuacion es: x° — gx +—=0.

3
Si quitamos denominadores nos queda: 6x>— 7x +2 = 0.

#+ Otra forma de resolver este tipo de problemas es hacer uso de la factorizacién de polinomios
que se estudid en paginas anteriores.

Consideramos la ecuacidn de segundo grado completa ax” + bx + ¢ = 0 de soluciones x;y x2.

. ., . , b c
Sabemos que esta primera ecuacion es equivalente a estaotra: x" +—x+—=0
a a

En consecuencia, el polinomio correspondiente a la misma es:

p(x)=x’ +éx+£
a a
Tiene como raices los nimeros x;y x2 y su descomposicidon factorial es:
p(x)=(x—x)(x—x,)

Si efectuamos el producto, podemos escribir la ecuacion correspondiente:

(x - xl)(x - xz) =0
Se pueden plantear multiples problemas de la vida real y de aplicacion a otras ciencias.
Las pautas a seguir son iguales que las de las ecuaciones de primer grado.

Veamos un ejemplo:
Ejemplo:
% Queremos sembrar de césped una parcela rectangular de 27 m?, de manera que uno de los
lados de la misma sea el triple que el otro. ¢ Cudles son las dimensiones de la parcela?
Llamando x al lado mas pequefio del rectangulo, el otro, al ser triple, medira 3x.

Puesto que el area del rectangulo es igual al producto de la base por la altura:

» 3x-x=27=3x>=27T=x*=9

Por tanto, las dos soluciones de esta ecuacidon sonx =3y x =-3.

Pero puesto que no tienen sentido que una longitud sea negativa para una
parcela, la Unica solucion vdlida para es x = 3 m. Segln esto las dimensiones
de la parcelason3 my9 m.
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Ecuaciones bicuadradas
Se llaman ecuaciones bicuadradas a las ecuaciones del tipo siguiente:

ax*+bx*+c¢c=0

Son ecuaciones de cuarto grado, en las cuales la incégnita aparece Unicamente elevada a potencias
pares. Al ser de cuarto grado, tendra 4 soluciones.

El proceso general para resolver este tipo de ecuaciones es hacer un cambio de variable.

Haciendo =x’ tendremos la expresion siguiente:

ax! +bxX +c=0=a(x’)’ +bx +c=0=af +bt+c=0

Conseguimos convertir la ecuacidn de cuarto grado en una ecuacién de segundo grado facil de resolver,
de ahi que lo haya incluido como una ecuacién de segundo grado particular.

Se resuelve la ecuacién de segundo grado como tal y una vez resuelta debemos realizar el ultimo paso:

Hemos hallado el valor de ¢, pero la incégnita es x. Con lo cual hemos de deshacer el cambio efectuado:

Sixd=t= x=Tt

Ejemplo:
%+ Resolver la ecuacién 3x* + x> —4=0
Efectuando el cambio x*>= ¢, la ecuacidn se convierte en:
34 +t-4=0

Que resolvemos para t:

—1441°—43.(-4) -1+7 4

t= = =t =Lt,=——
2.3 6 ! :

Es decir, las dos soluciones de esta ecuacion son ti1 = 1 y to= —4/3, deshacemos el cambio:

xt=t=1=>x=+1

x’ =t=—i:>x=i1/—ﬂ=i£i
3 3 3

(Esta ultima solucién no es un numero real, pues una raiz cuadrada negativa no tiene solucién real. Se
encuentra dentro de los numeros complejos que ya hemos mencionado. En definitiva, las cuatro

243 . _&i)

soluciones de la ecuacién bicuadrada inicial son: x; =L x, =—Lx, =Tl;x4 = 3

Podemos decir que la ecuacién sdlo tiene las raices reales Xj =1;X2 =—1 y que la descomposicion

factorial del polinomio es: 3x* +x% —4 = (x = 1)(x+ )(3x* +4)
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Algebra

Actividades propuestas

39. Resolver las siguientes ecuaciones:

2x—4 4
a) =—
3x-2 7
x+8 x+4 12x
b) - =
x—-1 x+1 x2—1
0 3(2x+1)_5x+3+4x+x+1 :x+g
4 6 3 12

40. Resolver:

Xt (43

a. 1
25 9
b x_2_1+3/4x
" 16 9

C. 4x* +8x>-12 =0
d. 80x*—48x*-12=0

41. Sumando siete unidades al doble de un nimero mas los 3/2 del mismo obtenemos como resultado
el séxtuplo de dicho nimero menos 23. {De qué numero se trata?

42. Las dimensiones de un rectangulo son 54 y 36 metro. Trazar una paralela al lado que mide 36 m de
modo que se forme un rectangulo semejante al primero. (Cudles son las longitudes de los
segmentos en que dicha paralela divide al lado de 54 m?

43. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300 000 €. Si la finca vale 4 veces
mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca. ¢ Cuanto vale cada cosa?

44. Confecciona una hoja de calculo que te permita
resolver ecuaciones de segundo grado.
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Algebra

2.3. Resolucion de inecuaciones de primer grado y su interpretacion grafica
Una inecuacion es una desigualdad algebraica en la que aparecen una o mas incégnitas.

El grado de una inecuacioén es el mayor de los grados al que estan elevadas sus incognitas.
Asi,
% 4>x+2 y x+y=>2 son inecuaciones de primer grado, mientras que x> — 5 > x es de segundo

grado.

Resolver una inecuacién consiste en encontrar los valores que la verifican. Estos se denominan
soluciones de la misma.

Por ejemplo:

-

* 4>2x+2oxe (2] <

Inecuaciones equivalentes

Dos inecuaciones son equivalentes si tienen la misma solucién.

A veces, para resolver una inecuacion, resulta conveniente encontrar otra equivalente mas sencilla.
Para ello, se pueden realizar las siguientes transformaciones:

4 Sumar o restar la misma expresion a los dos miembros de la inecuacién.
5x+4<9<5x+4-4<9-4 < 5x<5
4 Multiplicar o dividir ambos miembros por un nimero positivo.
Sx<5&5%x:5<5:5&x<1

4 Multiplicar o dividir ambos miembros por un nimero negativo y cambiar la orientacién del signo
de la desigualdad.

X<2E (1) (<1) 22 (—1) e x>—2 > (-2, +o0) < ;

h
v
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Algebra

Inecuaciones de primer grado con una incdgnita
Una inecuacion de primer grado con una incégnita puede escribirse de la forma:

ax>b,ax>b,ax<b obien ax<b.

Para resolver la inecuacion en la mayoria de los casos conviene seguir el siguiente procedimiento:

19) Quitar denominadores, si los hay. Para ello, se multiplica los dos miembros de la ecuacion por el
m.c.m. de los denominadores.

29) Quitar los paréntesis, si los hay.
39) Transponer los términos con x a un miembro y los numeros al otro.
42) Reducir términos semejantes.

59) Despejar la x.

Ejemplo:

x=5 (x=8) S 3—x - 2(x—=5)—-(x—98) S 33-x)
3 6 2 6 6

& 2x-10-x+8>9-3x < 2x—x+3x >10-8+9 &

< 2(x=5)—(x-8)>3(3-x)
4x >11<:>x>E
4
(11 j
xXe|—,tx©
4

Actividades propuestas

—
—

- |

45. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion en la recta real:
a)5+3x<2x+4 b)3+4x <8 +6 c)5+4x>3x+2 d)1+3x=>5x+7
46. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion en la recta real:
a) 4(3 + 2x) <—(6x + 8) b) 7(2 + 3x) < 5(6x + 3) c)9(2+4x)+4(5x—-2)>312x+ 1)
47. Resuelve las siguientes inecuaciones y representa la solucion en la recta real:
a)6+3x<x/3+1 b)S+5x2<9x/2+1 )2+ 5x)/3>4x+1d)(1+5x)/2+1>Bx+6)/4
48. Escribe una inecuacion cuya solucion sea el siguiente intervalo:
a) [2, =) b) (-0, 3) c) (4, ) d) (-, 2)

49. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) Vv2x—3 b) V—x—9 ) V2—T7x d) V=2x+7
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Algebra

2.4. Resolucion de inecuaciones lineales de segundo grado

Una inecuacion de segundo grado con una incognita puede escribirse de la forma:

ax>+bx+c¢>0,

empleando cualquiera de los cuatro signos de desigualdad.

Para resolverla, calculamos las soluciones de la ecuacién asociada, las representamos sobre la recta
real, quedando por tanto la recta dividida en tres, dos o un intervalo, dependiendo de que la ecuacion

tenga dos, una o ninguna solucidn.

En cada uno de ellos, el signo del polinomio se mantiene constante, por lo que bastara con determinar
el signo que tiene dicho polinomio para un valor cualquiera de cada uno de los intervalos. Para saber si
las soluciones de la ecuacion verifican la inecuacion, bastara con sustituirla en la misma y comprobarlo.

Ejemplo:
4 Representa grdficamente la pardbola
y=-x>-2x+3
e indica en qué intervalos es y =—x* —2x + 3> 0.

Observa en la gréfica que la pardbola toma valores
positivos entre —3 y 1. La solucién de la inecuacidén es:

x e (-3, 1).

El punto —3 no es solucién, ni tampoco el punto 1, pues
el problema tiene una desigualdad estricta, >. Si tuviera
la desigualdad >, — x> — 2x + 3> 0, la solucién seria:

x e [-3,1].

Si fuera — x> — 2x + 3 <0, la solucién seria: x € (—o0,—3) U (1, +0).

Si fuera— x> — 2x + 3 <0, la solucién seria: x € (—o0,—3] U [1, +0).

Ejemplo:
+ X>-6x+520
Las raicesde x>’ —6x+5=0sonx=1yx=>5.

(—o,1) 1 (1,5 5 (5 +m)

Signode x> — 6x + 5 + - +

xX—6x+5>0 si no si

Por tanto, la solucién es x € (-, 1] U [5, )

1 5

1 1
e T
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Actividades propuestas

50. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x’—120 b)x>—4<0 c)x2-9>0 d)x>+4>0

e) 2x>-50<0 f)3x2+12 <0 g) 5x* —45>0 h)x*+1>0
51. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)x’+x<0 b) x> -5x>0 c)x* < 8x

d)x? < 3x e) 2x> —3x>0 )5x* — 10x < 0

52. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) ¥*-2x-3<0
b) —x*-2x+8 >0
¢) X*+9x+14>0
d ¥>-6x+9<0
e) x*—4x—-5<0
f) xX>’+8x+16>0
g) ¥*’+x+3>0
h) 2x*-3x-5< 0
53. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a) X>’+x-6>0
b) X)-x-12<0
¢) x*>’-x-20<0
d x*+5x-14 20
e) —2x2+3x+2>0
f) 3x2+2x-1<0
g) 5x*-7x-62>0
h) 2x°+x—15<0

IN

54. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) Vx’ -1 b) V—x" +4 c) Vx> +5x+6 d) Vx> =5x+6

55. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

3x-2 5-2x
a)(2x+5)(2x—5) < 11 b) (2x—5)(@4x—3)—(x—10)x-2) = 50 «¢) <
X x+3
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Algebra

3. SISTEMAS DE ECUACIONES E INECUACIONES LINEALES

Los sistemas de ecuaciones lineales son ecuaciones en las que todas sus incognitas estan elevadas a la
unidad, no pudiendo aparecer el producto de dos de ellas.

Es un conjunto de ecuaciones que debe verificarse para los mismos valores de las incégnitas, llamadas
soluciones.

Resolver un sistema es encontrar los valores que, sustituidos en las incégnitas, cumplan todas las
ecuaciones a la vez.

Se clasifican atendiendo a criterios diversos: numero de ecuaciones o de incégnitas, tipo de las
soluciones...

Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo, al tipo de de solucidn, se clasifican en, los que tienen
solucion se llaman compatibles y los que no, incompatible. Los compatibles pueden ser

» Compatible determinado: si posee una solucién

» Compatible indeterminado: si posee mas de una solucion (poseen infinitas).

Sistemas de ecuaciones y posiciones de sus rectas en el plano:

| ) - Solucién (nica YL riguea s
Determinado
- HRectas secantes
P,
Sistema Compatible (= x
o . ™~y = (-2x-1)/3
. - Infinitas soluciones <[
Indeterminado o =t
- Rectas coincidentes .
- Figura 2
y=( 3usa) /6
— MWotiene solucidén
Sistema Incompatible
- KHectas paralelas = e

Vamos a repasar los tres métodos elementales de resolucidn de sistemas lineales con dos ecuaciones y
con dos incégnitas que son:

Ejemplo

4+ Resolveremos el siguiente sistema:

Sx—y=3
2x+3y=8
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Algebra

¢ Método de sustitucion:

El proceso consiste en despejar una cualquiera de las incégnitas de una cualquiera de las ecuaciones y
sustituir en la otra.

Despejamos, por ejemplo, la y de la primera ecuacidn:
5x-y=3=>y=5x-3
Y sustituimos en la segunda:

2x+3(5x-3)=8 =>x=1
Y, por tantoy =2

¢ Meétodo de Igualacion:

Se despeja la misma incognita en las dos ecuaciones, igualando posteriormente ambas expresiones.
Despejamos, por ejemplo, la y en ambas ecuaciones:
5x-y=3=>y=5x-3
2x+3y=8=y-= %
Igualando:

8—2x

S5x—-3= =>x=1

Posteriormente, para hallar y se sustituye el valor encontrado de x en una cualquiera de las dos
ecuaciones iniciales, y se calcula el correspondiente valor de y.

¢ Método de reduccion:

Este método consiste en transformar alguna de las ecuaciones en otras equivalentes de manera que al
sumarlas o restarlas se eliminen una de las incégnitas.

Multiplicando la primera ecuacién por 3, obtenemos el sistema equivalente al siguiente:
5x-y=3 = 15x-3y=9
2x+3y=8 = 2x+3y=8  Sumamos las dos ecuaciones = 17x =17 =x=1
= 2(1)+3y=8,luegoy=2.
Graficamente las ecuaciones con dos incognitas representan en el plano una recta.
8—2x
3

En el caso anterior, la ecuacion: y=5x—3y la ecuacién: y = son

dos rectas en el plano.

56. Confecciona una hoja de calculo que te permita resolver sistemas de
dos ecuaciones.
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Algebra

3.1. Resolucion por el método de Gauss

El método de Gauss esta

método es que es facilmente
generalizable a sistemas con
cualquier numero de

GAUSS: Fuente Google ecuaciones y de incognitas.

Ay By By oo B 10

basado en el método de iy g g w7 | 0]

. .7 ALl My gy g e Mg @ 0
reduccion también llamado de g

cascada o triangulacion. b '

La ventaja que tiene este 2 il

0 sl
L=

Teamslnrmacianes
pelizasdas can las

aprracianes al y b

Este método consiste en obtener, para un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, un sistema
equivalente cuya primera ecuacion tenga tres incoégnitas; la segunda, dos; y la tercera una. Se obtiene

asi un sistema triangular de la forma siguiente:

Recuerda que:

Un sistema equivalente a otro cuando ambos tienen las mismas soluciones.

Son sistemas cuyas ecuaciones son complicadas, en su lugar resolvemos otro
sistema que tenga las mismas soluciones que el propuesto (sistema

equivalente) y que sea de ecuaciones mucho mas sencilla

Ax+By+Cz=D
0+By+Cz=D
0+0+C"z=D"

La resolucidon del sistema es inmediata; en la tercera ecuacion calculamos sin dificultad el valor de z,
llevamos este valor de z a la segunda ecuacidon y obtenemos el valor de y, y con ambos valores

calculamos el valor de x en la primera ecuacién.
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Algebra

Ejemplo:

< Resuelve, aplicando el método de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x -3y —-2z=1
—x+2y+4z=2

El proceso es el siguiente:

1. Se elimina la incdgnita x en las ecuaciones segunda y tercera, sumando a éstas, la primera ecuacion
multiplicada por 2 y 1, respectivamente, quedando el sistema:

x+4y+3z=-1
E2-2F1 0-11y—8z=3
E3+E1 0+6y+7z=1

2. Suprimimos la incégnita y de la tercera ecuacion sumando a la misma, previamente multiplicada por
11, la segunda multiplicada por 6:

x+4y+3z=-1
0-11y—-8=3
11E3 + 6E2 0+0+29z=29

3. Se resuelve el sistema escalonado empezando por la tercera ecuacién:

29z =29 :>z=§32=l
29
Ahora, en la segunda ecuacion:
-1ly-8()=3 < -lly=-1l< y=-1
Y, por ultimo, en la primera:
x+4(-1)+3-1=-1 o x=-1+1=0

La solucidn del sistema es:
x=0,y=-1,z=1

Geométricamente como cada ecuacion lineal con tres incognitas
representa un plano, podemos decir que los tres planos se cortan
en el punto (0, —1, 1) que es el Unico punto comun a los tres.

Es un sistema compatible determinado.
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Algebra

3.2. Discusidn de sistemas aplicando el método de Gauss

Vamos a utilizar sistemas de 3 ecuaciones y de 3 incégnitas.

Discutir un sistema consiste en explicar razonadamente sus posibilidades de solucién dependiendo del
valor de sus coeficientes y términos independientes. En los sistemas escalonados la discusion se hace a
partir de la ecuacion mas simple, que supondremos que es la Ultima. Asi, estudiando la tercera ecuacion
del sistema [2], a33’’z = b3’’, se determinan las posibilidades de solucion del sistema inicial,
verificandose:

Partimos del sistema inicial

anx +any+asz=bhbi (E1)
axx+axny+asz=>"b (E2)
aix +any+aypz=b; (E3)
qgue transformamos en otro equivalente a él, de la forma:
aux+any+asz=>b (E1)
O+a2ny+tanz=bn (E’2)
0+0+ass’z=5b"" (E’3)

Para ello se elimina la incégnita x de la ecuacion segunda (E2) y (E3) y las incégnitas x e y de la tercera
ecuacion (E3).

Asi, estudiando la tercera ecuacion del sistema propuesto, a33’’z=b’’3, se determinan las posibilidades
de solucion del sistema inicial, verificandose:
» Si a3’ # 0 el sistema es compatible determinado, pues siempre se puede encontrar una
solucién Unica empezando a resolver el sistema por la tercera ecuacién.
» Siaz”’ =0y b’’3 =0 el sistema es compatible indeterminado, pues la ecuacién E3 desaparece
(queda 0z = 0, que se cumple para cualquier valor de z resultando asi un sistema con dos
ecuaciones y tres incognitas), el sistema anterior queda:

anx+tany+ansz=>b anx +any+ansz=bi anx+any=bi—az
anytanz=br & anytanz=b" = any=bar—-a2sz 0z=0

Para resolver este sistema hemos de suponer la incégnita z conocida y hallar las otras en funcion de
ella. (En la practica, suele hacerse z = k.)

» SiSias’’ =0y b '3 #0 el sistema es incompatible, pues la ecuacion E3 queda 0z = 5’3 # 0, que
evidentemente es absurda, pues cualquier valor de z multiplicado por 0 debe dar 0.

Ejemplo:

#+ Discute y halla la solucién del sistema:

x+2y+3z=4

—x+3y—-z=-2

2x-y+4z=6
Utilizando el método de Gauss se tiene:
x+2y+3z=4 x+2y+3z=4 x+2y+3z=4
—x+3y—z=-2 = E2+E1 = Sy+2z=2 = S5y+2z=2
2x—y+4z=6 E3 -2F1 =S5y —-2z=-2 E3+E2 0z=0
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Algebra

Como la ecuacion E3 se ha anulado el sistema es compatible Indeterminado, ya que tiene menos
ecuaciones que incdgnitas, tendra infinitas soluciones, pudiendo expresarlas todas en funcién de una
de ellas.

Este sistema es equivalente a:
x+2y+3z=4 x+2y=4-3z
Sy+2z=2 = Sy=2-2z

. 2-2z .
Despejando y en E2, resulta y = T Sustituyendo en E1:

4-4z 16-11z
-zeox=—7—"—

x+2.(2_522j:4—3z<:>x:4—

Haciendo z = %, la solucidn es:
1611k 2-2k

X ;Y= 2=k r
5 5 P ¥
Geométricamente, las ecuaciones del sistema anterior B
representan a tres planos con infinitos puntos comunes a

alineados segun una recta.

Actividades resueltas:
4 Resolver por el método de Gauss el siguiente sistema de ecuaciones:
xX+2y+z=3
2x—y+3z=1
3x+y+4z=5
Eliminamos x en la 22 y 32 ecuaciones. Para ello hacemos: E2 — 2E1y E3 - 3E1
x+2y+z=3
& -S5y+z=-5

—Sy+z=-4

Eliminamos y en la 32 ecuacion, para ello hacemos: E3 - E2:

x+2y+z=3
-S5y+z=-5
0=1

La ultima ecuacidon 0 =1 es un absurdo que nos dice que el sistema es
incompatible, sin solucion.

Geométricamente, los planos que representan a las ecuaciones no tienen
ningun punto en comun.
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Algebra

4 Resuelve, aplicando el método de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x-3y—-2z=1
2x+2y+4z=2

El proceso es el siguiente:
1. Se elimina la incégnita x en las ecuaciones segunda y tercera, sumando a éstas, la primera ecuacién
multiplicada por -2 y 1, respectivamente: E2 - 2E1; E3 + E1, quedando el sistema:

x+4y+3z=-1
0-11y—-8z=3
0+6y+7z=1

2. Suprimimos la incégnita y de la tercera ecuaciéon sumando a la misma, previamente multiplicada por
11, la segunda multiplicada por 6: 11E3 + 6E2.
x+4y+3z=-1
0-11y—-8z=3
0+0+29z=29
3. Se resuelve el sistema escalonado empezando por la tercera ecuacion:
29z=29 = z =1.
Ahora, en la segunda ecuacion:
-1ly-8(1)=3 < -1ly=1lsy=-1
Y por ultimo, en la primera:
x+4(=D)+3()=-l=x=-1+1=0.
La solucioén del sistema es:

x=0,y=-1,z=1.
Actividades propuestas

57. Resolver por el método de Gauss los sistemas:

4x+2y—-z=95 x+y+z=0
a)s5x-3y+z=3 b)<{Tx+2y-z=0
2x—y+z=3 3x+5y+4z=0
58. Resuelve y discute si es posible el siguiente sistema:
x+2y—z=1
2x+y—-2z=2
x—y—-z=1

59. Discutir y resolver cuando sea posible, los siguientes sistemas lineales de ecuaciones.
X+y—6z—-4t=6

x—6y—4z=-7
3x+2y-3z+8t=-7
a)sx+8y+4z=6 b)
3x—y—6z—-4tr=2
x+y=1
4x—-y+3z+12t=0
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3.3. Problemas de ecuaciones lineales

Se pueden plantear problemas de la vida diaria que se pueden resolver aplicando el método de Gauss,
ya que dan lugar a sistemas de mas de dos ecuaciones e incognitas.

Antes de resolver un problema vamos a dar unos consejos que vendran bien para su pronta y eficaz
resolucion.

Recuerda que:

En la resolucién del problema no importa tanto llegar a obtener la solucién del problema como el
proceso seguido en el mismo, que es el que realmente nos ayuda a potenciar nuestra forma de pensar.

Para empezar, debemos familiarizarnos con el problema, comprendiendo el enunciado y adquiriendo
una idea clara de los datos que intervienen en éste, las relaciones entre ellos y lo que se pide.

En la fase de familiarizacidn con el problema se deben tener en cuenta las pautas siguientes:
v Antes de hacer trata de entender

Témate el tiempo necesario.

Actua sin prisa y con tranquilidad

Imaginate los elementos del problema y juega con ellos

AN NN

Pon en claro la situacién de partida, la intermedia y a la que debes llegar.
v Buscar estrategias para resolver el problema y una vez encontrada llevarla adelante.

Revisar el proceso y sacar consecuencias de él: El resultado que hemos obtenido, hacemos la
comprobacion y observamos que verifica las condiciones impuestas por el problema.

Ejemplo:
4 Averigua cuantos hombres, mujeres y nifios hay en una reunién sabiendo que: Si hubiera un nifio
mas, habria igual nimero de nifios que de hombres y mujeres juntos. Si hubiese 8 mujeres mas,

el nimero de éstas doblaria a la suma de hombres y nifios. El triple de la cantidad de hombres
mas el nimero de mujeres es igual al nUmero de nifnos mas 5.

Si llamamos x al numero de hombres, al de mujeres y y al de nifios z, obtendremos el sistema siguiente:
z+l=x+y
y+8=2(x+2)
3x+y=z+5

Pasamos las incégnitas al 12 miembro y obtenemos el siguiente sistema:
x+y—z=1
2x-y+2z=8
3x+y—z=5

Vamos a resolverlo aplicando el método de Gauss:

Eliminamos x en la 22 y 32 ecuacidn. Para ello hacemos E2-2E1; E3-3E1
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x+y—-z=1
0-3y+4z=6
0-2y+2z=2

La 32 ecuacidn es simplificable, la dividimos por 2, quedando E3/2:

x+y—z=1
-3y+4z=06
-y+z=1
Eliminamos y en la 32 ecuacién. Para ello hacemos -3E3+E2:
x+y-—z=1
-3y+4z=6
z=3

Obtenemos asi un sistema en forma escalonada muy sencillo de resolver. De la 32 ecuacién obtenemos
el valor de z: z = 3. Sustituyendo z = 3 en la 22 ecuacioén:

-3y+4(3)=6=-3y=-6=y=2
Sustituyendo los valores de y y de z obtenidos en la 12 ecuacidn:
x+2-3=1=x=2
Es un sistema compatible determinado con solucion unica:
x =2 hombres, y = 2 mujeres, z= 3 nifios.

Comprobamos el resultado. En efecto un nifio mas, 4, es igual al niUmero
de mujeres mas hombres, 2 + 2. 8 mujeres mas, 10, dobla al nimero de
hombres y nifios: 2(2 + 3). El triple de la cantidad de hombres, 6, mas el
numero de mujeres, 6 + 2 = 8, es igual al nimero de nifios mds 5, 3 + 5.

Geométricamente son tres planos que se cortan en el punto (2, 2, 3) que
es el inico punto comun a los tres.

Actividades propuestas

60. Compramos 8 kg de café natural y 5 kg de café torrefacto, pagando 66 €. Calcula el precio del kilo
de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kilo a 5 €.

61. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la mitad
de la de su hermano y la suma de las edades de los ninos y la de la madre es 45 afios. ¢ Qué edades
tienen?

62. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300000 €. Si la finca vale cuatro
veces mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca, ¢cuanto vale cada cosa?

63. Las tres cifras de un nimero suman 18. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos.
Halla dicho numero.
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3.4. Sistemas de inecuaciones lineales

Un sistema de inecuaciones lineales con dos incégnitas es el conjunto de dos o mas inecuaciones, que
debe satisfacerse a la vez.

Para su resolucién, se procede de la manera siguiente:
» Se resuelve cada inecuacion por separado.

» El conjunto solucion del sistema, también llamado region factible, estd formada por las
soluciones comunes a todas las inecuaciones.

Ejemplo:
4 Tomemos como ejemplo el sistema de inecuaciones siguiente:
2x+y<3
x+y=>1
12 Representamos la regién solucion de la primera inecuacién.
Transformamos la desigualdad en igualdad.
2x +y =3

Damos a una de las dos variables dos valores, con lo
gue obtenemos dos puntos.

A
x=0, 2-0+ty=3; y=3; (0, 3) \
x=1; 2-1+y=3; y=1; (1, 1) 21
D T T
3 -4 -2 0 2 4 [
a4
-2
2_
_4 -
T T T u T T
3 -4 -2 0 2 4 q R
-2 Al representar y unir estos puntos obtenemos una
recta.
-4 1 Tomamos un punto, por ejemplo el (0, 0), los
sustituimos en la desigualdad. Si se cumple, la solucién
-y es el semiplano donde se encuentra el punto, si no la

solucidn sera el otro semiplano.

2x + y <3
2-0+0<3 0<3 Si

El semiplano que estd sombreado es la solucion de la primera inecuacion.
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Hacemos lo mismo con la segunda inecuacion:

22 Representamos la regién solucion de la segunda
inecuacion.

x+y=1
x =0; 0+y=1; y=1; (0, 1)
x =1; l+y=1;, y=0; (1, 0)

Tomamos un punto, el (0, 0) por ejemplo y lo sustituimos en la
inecuacién, como no se cumple la desigualdad serd el
semiplano en el que no esta el punto.

v
[a—

x+y
0+0

Y
[a—

No

32 La solucidn es la interseccion de las regiones soluciones.

# Resuelve el siguiente sistema de inecuaciones:

2Zx —y 2 -3
X+y<2

Conjunto de soluciones de la primera inecuacién:

2x-y=-3 & y=2x+3.

Puntos de corte de la recta con los ejes:

x=0 = y=2x+3=3 = 4=(0,3)

y=0 = 0=2x+3 = x=-32 = B=(-3/2,0)
Probamos con puntos a ambos lados de la recta para ver cudl cumple la inecuacién:
0,0, 2x-y>-3 = 0>-3 Sl

Como se cumple la igualdad para el punto propuesto la regién factible es el semiplano al que
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pertenece el punto referido.

Conjunto de soluciones de la segunda inecuacion:

= D=(2,0)

’ x+ty=2 y=2-x
Puntos de corte de la recta con los ejes:
T x=0 = y=2-x=2 = C(C=(0,2)
R A y=0 = 0=2-x = x=2

verifica la inecuacion:

0,0), x+y<2 = 0<2

Como se cumple para el punto dado el semiplano elegido es en

Probamos con puntos a ambos lados de la recta para ver qué region

el que estd el punto.
El conjunto de soluciones del sistema, o regién factible, esta y=2x+3 -
formado por aquellos puntos que cumplan ambas inecuaciones,
por tanto, la solucidn es la interseccién de ambos semiplanos:
Actividades propuestas
64. Encuentra la region factible del sistema:
x>0
>0
6x+5y<30
x+2y<8
65. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones:
l_x—2y+32x—y+l x4yl
2 3 2
a b —
) 2x—4-y 2x+3y ) y-2x23
1- + >0 <5
3 2 V=
xhy=0 )-10+x<6(2x+1
x+1)-10+x < +
) {2x—y>0 d) |+ (2x+1)
4(x-10) < —6(2—-x)—6x
x<6
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Algebra

4. PROBLEMAS DE MATEMATICA FINANCIERA

Vamos a plantear y a resolver problemas de matematica financiera en los que intervienen el interés
simple y compuesto, y se utilizan tasas, margen de beneficio, amortizaciones, capitalizaciones vy
numeros indice. Parametros econdmicos y sociales.

Pondremos un ejemplo de cada uno y lo resolveremos exponiendo las férmulas y conceptos que hacen
falta para ello.

Vamos alla:

Empezaremos por las tasas y los niumeros indice entre los que destacaremos la tasa de natalidad y
mortalidad y los indices de las bolsas y el de precios al consumo (I.P.C.) respectivamente, para después
continuar con intereses y préstamos bancarios y sus amortizaciones.

4.1. Tasas

La tasa de natalidad es un indicador social. En toda tasa se da la cantidad que interesa en relacion a una
cantidad de referencia.

Ejemplos:
#+ Tasa de natalidad: 21.64 0/00 = Nacen 21.64 bebés por cada 1 000 habitantes.
#+ Tasa de paro: 12 % = 12 parados por cada 100 personas en edad laboral.

#+ Tasa de alcoholemia: 0.15 = 0.15 cm? de alcohol por litro de sangre.

4.2. Numeros indice

Un numero indice, NI, es una herramienta o parametro creada para estudiar la variacion en el tiempo
de una determinada magnitud econdmica.

Medida actual de la magnitud

NI =
Medida antigua de la magnitud

Destacamos:

El indice de las bolsas refleja el valor global de las empresas que se cotizan en ellas. El valor del indice
en cada momento se obtiene mediante cdlculos muy complejos en los que se valoran las cotizaciones
de las acciones y la cantidad que se comercializa de cada una. Mds que su valor concreto, se puede
prestar atencidon a su variacién porcentual respecto a una fecha anterior:

% FElIBEX 35 ha subido un 0.80 % durante esta semana.

Especialmente importante es el indice de precios al consumo (IPC): No tiene, en cada momento, un
valor determinado, sino que se evalua en referencia al afio (o al mes) anterior:

% E/IPC ha subido en mayo un 0.28 %, con lo que acumula un crecimiento anual del 3.56 %.

Para calcular la variacion mensual del IPC, se tiene en cuenta la variacion del precio de cada uno de los
bienes de consumo y la cantidad invertida en el mismo durante ese mes. El indice de precios al
consumo es un numero indice que se utiliza para medir la variacién de la inflacidn. Se calcula tomando
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el precio de una serie de articulos representativos de consumo habitual (cesta de la compra), p1, p2, ps,
... Y multiplicando dichos precios por su correspondiente peso o ponderacidn, g1, g2, g3, ... segun la
importancia asignada en el momento

1PC = Medida actual de la magnitud  p11qs1 + P21921 + P31qa17+- .

Medida antigua de la magnitud  P19Gi0 + P20920 + P30930+- - -

4.3. Interés simple

Cuando depositamos una determinada cantidad de dinero capital en un banco lo que hacemos es
prestar este capital a la entidad bancaria y ésta, a cambio, nos da un tanto por ciento del dinero que
depositamos.

Por ejemplo,
4 Si depositamos 50 000 € en una libreta de ahorro al 1.5% cada afio recibimos:

50000-1.5
100

La cantidad que hemos depositado, 50 000 € es el capital: El beneficio obtenido, 750 €, se llama interés.
La cantidad que producen 100 € cada afio, 1.5 €, se llama rédito o tanto por ciento. Y la cantidad que
produce 1 € anualmente, 0.015 €, se llama tanto por uno.

=50000-0.015 =750

. ~ CR . . o o )
Un capital colocado al R % en un afio produce Too de interés, luego en ¢ afios producira un interés de:

I = 100 =Crt

> Capital, C, es la cantidad de dinero que de- INEES SIMPLE .
positamos en una entidad financiera. ) _ | I=C.i.t
> Interés, I, es la cantidad de dinero produci- i i
da por un capital de un interés determina- | “mvanes | = C. 100 A N [=C. 500"
do.
> Rédito o tanto por ciento, R, es la ganancia |, i i
que producen 100 € en un afio. e [ =C. 1200 A =C. 4””"
» Tanto por uno, r, es la ganancia que produ- !
ce 1€ en un afio. —— . 1 ¢ ==t
. R il 36000 600
» Se verifica: r=—
100 M=C+I
= M=C (1+i.t)
MATEMATICA FLaFE™
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Actividades resueltas

4 Colocamos en un banco 10000 € al 2 %, percibiendo los intereses semestralmente. Si hemos
cobrado 600 € en concepto de intereses. ¢ Cuanto tiempo hemos tenido el dinero en el banco?

Al ser el cobro de intereses semestral, la férmula que aplicamos es:

_crr

21 2-600

= — =——— = 6 semestres.
Cr  10000-0.02

Esto significa que el dinero ha estado depositado en el banco 6 semestres, o lo que es lo mismo,
36 meses.

4.4. Interés compuesto

Cuando no cobramos los intereses en los distintos periodos de tiempo, sino que éstos se van sumando
al capital, éste se va incrementando. A este proceso le llamamos capitalizacion y afirmamos que hemos
colocado el capital a interés compuesto.

Colocar un capital a interés compuesto significa que el capital se va incremen-
tando con los intereses producidos en cada periodo de tiempo.

Al capital existente en cada momento, le lamamos montante.

Cuando colocamos un capital, C, al tanto por uno, r, al final del primer
afno tenemos un montante de:

Mi=C+Cr=C(+r).
Al final del segundo afio, tendremos:
Ma=C(1 +1)+ C(1 +r)r=C(1 +r)(1+7r)=C(1 +r)*
Al final del tercer afio, tendremos:
Mz=C(1 +r)*+ CA+rr=C+r*1+r)=C(1+r).

Razonando y siguiendo la misma pauta, llegamos a obtener que el montante, al cabo de ¢ afios, es:

M=C(l+r)

De forma andloga, obtenemos el montante cuando capitalizamos » veces al aiflo o en n periodos cada

ano:
- T
M = C[1+—j
n

Siendo T el nimero de periodos.
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Actividades resueltas

4 ¢Durante cuanto tiempo ha de invertir un capital de 12 000 € al 2 % de interés compuesto para
llegar a obtener un montante de 12 325 € si la capitalizacion se produce trimestralmente?

Como la capitalizacidn es trimestral, »n es 4. Por tanto:

_logM —logC

r
log| 1+ —
g( 4]

Por lo tanto, el capital ha de invertirse durante 5.5 trimestres = 16 meses y medio.

T
M = C(l + gj = logM =1logC + Tlog(l +£) =T = 5.5 trimestres.

4.5. Anualidades de capitalizacion

En muchas situaciones se plantea el problema de conseguir u obtener un capital al cabo de un nimero
determinado ¢ de afios. Para ello, hacemos unos pagos o aportaciones, siempre iguales, al principio de
cada uno de los anos. Estos pagos o aportaciones se llaman anualidades de capitalizacion.

Recuerda que:
Las anualidades de capitalizacion son pagos o aportaciones fijas que hacemos al

principio de cada afio para formar, junto con sus intereses compuestos, un capital
al cabo de un niumero determinado de ¢ afos.

i

Supongamos que la anualidad de capitalizacién es a, que el tanto por uno anual es r y el tiempo de
capitalizacién es de 7 aios.

Utilizando la expresion de interés compuesto, obtenemos que la anualidad que entregamos al inicio del
primer afio se convierte o capitaliza en el siguiente montante:

a(l+r)y
La segunda anualidad, entregada al principio del segundo afio, capitaliza al cabo de ¢ — 1 afios el
montante:

a(l+r)!
La tercera anualidad capitaliza en ¢ — 2 afios el montante:

a(l+r)-2

y asi sucesivamente, la anualidad 7-ésima, que entregamos al comienzo del t-ésimo afio o ultimo,
capitaliza en 1 afo el siguiente montante:

a(l+7r)!
La suma de todos estos montantes da lugar a la capitalizacién del capital C:
C=a(l+nN'+a(l+r?+.. +a(Q+r)'+a(l+r)
Aplicando la expresién de la suma de n términos consecutivos de una sucesion o progresién geométrica
a la progresién anterior de razén (1 + 7) y nUmeros de términos ¢, obtenemos:
_a@+n)'A+r)—al+7r) a@+r)-[A+1)-1]

C
1+r)—-1 T
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Recuerda que:

Una sucesion: ai, az, ... an, ... se llama sucesién o progresion geométrica si cada término, excepto el
primero, se obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante, r, llamada razén de la
progresion: az=aj;-r; a3 =az-r; an = dn-1 - 1.

a,.p—a

Por tanto, la suma de los n primeros términos a; + a2+ .... +anvale: § = ]
n—

Cuando los pagos o aportaciones los hacemos al principio de cada mes, la capitalizacién no es anual, lo

gue capitalizamos cada mes es:
7 T
a1+ = |1+ 2] -1
12 12

r
12

siendo a la aportacion mensual y T el tiempo de capitalizacion en meses.

En general, cuando los pagos los hacemos 7 veces al aio, el capital obtenido es:
T
a(l - FJKI + rj - 1}
n n
r

n

C =

siendo T el numero de periodos de capitalizacion.

Actividades resueltas

4+ Una persona, al cumplir los 40 afios, decide hacer un plan de ahorro. Llega con el banco a un
acuerdo de capitalizar trimestralmente al 3 % anual, depositando 90 € al inicio de cada
trimestre. ¢ Qué capital obtendra al cumplir los 60 afios?

La capitalizacion es trimestral, con lo cual el nimero de periodos en un afio es n = 4. El tiempo de
capitalizacion es 60 — 40 = 20 afios, que expresado en periodos de capitalizacién o trimestres, es de
4 - 20 = 80 trimestres. Se trata de una capitalizaciéon no anual.

El capital que obtendra segun la féormula que hemos visto antes sera:

. a (1 + Z) [(1 + z) - 1] _ <(0.03) /90> (1 N %) l(l N %)80 B 1] 989,015

r 4 4 4

#+ ¢Qué anualidad tendriamos que abonar al principio de cada afio durante 12 afios para capitalizar
o conseguir 18 000 € al 3 % anual?

Se trata de una capitalizacién anual, por lo tanto, segun la férmula siguiente obtendremos:

4
a-(1+r)({(1+r) =1 rC 0.03 - 18 000
C= (L+7) —a= — =a= ——— =223.21¢€
r (1+7)- ((1 + r) -1 (1+0.03)-((1+0.03)12 - 1)
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4.6. Tasa anual equivalente (T.A.E.)

En cuentas de ahorro, lamamos TAE al tanto por ciento de crecimiento total del capital durante un afio
cuando los periodos de capitalizacion son inferiores a un afio. En préstamos bancarios, la TAE, también
es superior al rédito declarado. Al calcularla se incluyen los pagos fijos (comisiones, gastos) que cobra el
banco para conceder el préstamo.

Pago mensual de intereses:

n
PR (1 +— )
100 1200
siendo C el capital y n el niUmero de meses
Actividades resueltas

4+ Sicolocamos 600 € al 2 % anual con capitalizacién trimestral, en un afio genera un montante de:
4

0.02
M = 600 (1 + T) = 612.090

Si ahora nos preguntamos, éa qué tanto por ciento anual hemos de colocar el mismo capital para
generar el mismo montante con capitalizacién anual?

612.090 = 600 (1 + T'A'E')l
' N 100

Operando, obtenemos el T.A.E. = 2.015

Esto indica que el T.A.E. es el tanto por ciento anual, que genera el mismo montante que una
capitalizacion en n periodos de tiempo al afio al » % anual.

4.7. Anualidades de amortizacion

En la vida real es muy frecuente pedir prestado a un banco o una entidad financiera una cantidad de
dinero que llamamos deuda. Esta deuda la devolvemos o la amortizamos mediante pagos siempre
iguales, durante un numero ¢ de afios consecutivos, haciendo cada pago o aportacion al final de cada
ano. Estos pagos o aportaciones iguales se llaman anualidades de amortizacién.

Las anualidades de amortizacion son pagos o aportaciones fijas que hacemos al final de cada afio,
para amortizar o cancelar una deuda, junto con sus intereses compuestos, durante un nimero
determinado, ¢ de afios.

La deuda D, al cabo de ¢ aios, al tanto por uno anual, 7, capitaliza el siguiente montante:

M =D(1+7r)
Las anualidades, a, que aportamos al final de cada afio, capitalizan los siguientes montantes:
La primera anualidad en ¢ — 1 afios se convierte en: a (1 + r)"!

La segunda anualidad en 7 — 2 afios se convierte en: a (1 + 7)*?

Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 2: Algebra Autores: José Antonio Encabo de Lucas y Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verd



Algebra

La tercera anualidad en ¢ — 3 afios se convierte en: a (1 + r)"
Y asi sucesivamente, la anualidad #-ésima, que aportamos al final del Gltimo afio, es: a

La suma de los anteriores montantes ha de coincidir con M
M=D(1+r) =a+a(+r)+..+a(l+r)* +al+r)"

Aplicando la expresién de la suma de n términos consecutivos de una sucesion o progresion geométrica
a la sucesién anterior de razén 1 + ry de ¢ términos, obtenemos:
al+ntt-1+r)—a

1+r) -1

Y de aqui obtenemos la expresidn que nos da la anualidad de la amortizacion:

D-(1+nr)t=

g Dr(1+r)
A+r) -1

Cuando los pagos o aportaciones los hacemos al final de cada mes, la amortizacion mensual viene dada
por:

Dy (1+9p)
(1+1r—2)T—1

donde D es la deuda y T es el tiempo de amortizacidon en meses.

En general, cuando los pagos los hacemos n veces al aio, la cuota de amortizacion es:

()
a=
(1+%)T—1

siendo T el numero de periodos de amortizacion.

Actividades resueltas

%+ En el Mercado de Ocasidn del coche usado nos venden un coche por 1 800 €. La empresa tiene
una entidad financiera, la cual cobra un 2 % anual. ¢Cudl debe ser la amortizacion mensual para
saldar la deuda en 2 afios?

La amortizacidon es mensual, por lo que el nimero n de periodos en un afio es de 12 y la expresién que
utilizamos es:

T
r r
D 12 (1 * 12) 1 800222 (14222

)24
= = 7 = 76.58
r (1+55) -1
I+—| -1
12
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#+ La empresa Frio Industrial ha adquirido una maquina por la que se compromete a pagar
12 000 € en el momento de la adquisicién y 5 000 € al final de cada afio, durante 10 afos. Si se
aplica un 2 % de interés anual, écudl es el valor de la maquina?

La deuda, D, que la empresa amortiza en 10 anualidades es:

_a-(@+1rf-1) 5000-((1+0.02)!°-1)

= = 44 914.47
r(1+1)t 0.02(1 + 0.02)1°

Luego el valor de la maquina es: 44 914.47 + 12 000 = 56 914.47.

Actividades propuestas

66

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Mat.
WWW.

.apuntesmareaverde.org.es

. Un empresario incrementa el precio de sus productos en un 5 % anual. Actualmente, uno de sus
productos vale 18 €. Responde a las siguientes cuestiones:

a. ¢éCuanto costara el producto dentro de 4 afos?
b. ¢Cudnto costaba hace 4 afios?
c. ¢Cuantos afios han de pasar para que el precio actual del producto se duplique?

Calcula el tiempo que debe de estar colocado un capital de 4 500 € en una cuenta corriente al 2 %
de interés compuesto anual para que el capital se duplique

Calcula el tiempo necesario para que un capital impuesto a interés compuesto al 3 % anual se
duplique. éY para que se triplique?

éDurante cudnto tiempo hemos de abonar mensualidades de 60 € al 4 % anual para conseguir
capitalizar 6 500 €7

El abuelo de Luis, al nacer éste, decidié ingresar en un banco un capital de 3600 € a interés
compuesto anual del 3 %. éCudnto dinero recibird al cumplir 25 afios? Si la capitalizacién se
hubiera hecho semestral, écuanto dinero hubiera recibido?

Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 anos una cantidad fija de 60 €. La
capitalizacién es mensual al 3 % anual. ¢Qué capital tendra al final de los 4 afios?

Una persona compra un piso en 90 000 €. A la firma del contrato entrega 18 000 € y el resto lo paga
una entidad financiera que le ha concedido el préstamo correspondiente. Esta entidad le cobra el
2 % anual y las cuotas de amortizacidn mensuales. ¢A cudnto asciende cada una de estas cuotas si
ha de saldar la deuda en 20 afios?

Una empresa maderera compra un camion, el cual se compromete a pagar en 13 anualidades al
3 %, cada anualidad de amortizacién asciende a 16 200 €. ¢ Cuanto costo el camién?

Confecciona una hoja de calculo que te permita resolver
problemas de interés compuesto, capitalizacion vy
amortizacion.
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Algebra

CURIOSIDADES. REVISTA

Gorigen del Algebra>

El origen del Algebra no estd en Grecia, estd en Bagdad, hacia el afio
773, con su Casa de la Sabiduria, un observatorio y una biblioteca. Los
libros llegaban en distintas lenguas y fue preciso traducirlos al arabe.
Libros de todo tipo, cientificos, filosdficos...
nueva Alejandria gobernada por el califa Harun al-Raschid, que promo-
\vié la busaueda de manuscritos.

En esa época Bagdad era la

_/

DIIOUTA {OIOI'LOI'J <

;W‘r:-mszmq

sonara parecido a algoritmo,

\fica colocar, recomponer.

(EI matemdtico mds importante fue al-\
Jwarizmi. Si lees este nombre en voz alta te

deriva de él. Nacid en lo que hoy es Uzbekis-
tdn. Escribié el primer libro de Algebra
(=), al-Jabr) palabra que en arabe signi-

-
j:-lh-n"‘\lii-.-mw
) hwwl-
b ,Lmz—eb\‘:juw%u-v't §
AUtk Al is b D

ok cerainel el )

S Lp R el
= E o sligse”
E ST A st o
-_g‘_z_ B -

A

—

palabra que se

J

< Pretendia convertir lo oscuro en claro y lo complejo en simple. >

Cervantes, en el
Quijote, habla de
un algebrista que
arreglaba  huesos
rotos o dislocados.

- J

do con numeros conocidos,
pero al-Jwarizmi dice “esa
cosa que busco, voy a nom-
brarla, pero como no la co-
nozco, la llamaré cosa”. Y cosa
en darabe se dice chei. Lo que
se hace en dlgebra es utilizar
la cosa, la incognita, como si

se conociese, y se intenta

Algebra elemental es la parte del dlgebra que se

ensefia generalmente en los cursos de Matemati-

cas, resolviendo ecuaciones y como continuacién
de la aritmética.

ﬂ\sta ahora se habia trabajh ﬂnocién de ecuacién se debe}

. ecuaciones de primer, segundo
Qescubrlrla. / \ /

al-Jwarizmi. Con ellas no resuel-
ve un problema numérico con-
creto sino una familia de pro-
blemas. Es una igualdad entre
dos expresiones donde al me-
nos en una de ellas hay una
incognita.

Resolvieron, él y sus seguidores,

y tercer grado

Algebra abstracta es el nombre dado al
estudio de las estructuras algebraicas.

J
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Algebra

Historia del Algebra en Europa

-
En el siglo Xlll Leonardo de Pisa, hijo de Bonaccio, Fibonacci, aprendio

arabe. Escribio Liber abaci, y trajo las cifras drabes (o hindues) a Europa.
\\

(En 1494 Luca Pacioli escribio la pri—\
mera obra de algebra impresa. No
aporta conocimientos nuevos, pero
recoge los conocidos. Llamaba cosa
a la incégnita.

. J

Hasta Tartaglia (1499 — 1557) no se vuelve sobre problemas como la so-
lucion de ecuaciones de tercer grado.

.

» “Encuentra un numero que sumado a su raiz cubica de 6"

» “Reparte 100 monedas entre dos personas sabiendo que a la primera le corresponde la raiz
cubica de la sequnda”

< £
» “Se presta un capital con la condicion de que se devuelva a final de un afio con unos intere-
ses de la raiz cubica del capital. Se devuelven 800 monedas, cudnto se presto”
\
¢ ) (- A
En 1572 Raffaelle Bombelli pu- Se resuelven ecuaciones por radicales (como sabes
blica Algebra, donde empieza a resolver la ecuacién de segundo grado). Son ecuaciones
manejar los numeros complejos. algebraicas formadas por polinomios de primer, segundo,
\ ) tercer ... grado. Se discute sobre el nimero de soluciones,
) extranandose de que una ecuacién de tercer grado

\-
Euler (1707 — 1783) nombra a la . . .,
pudiera tener mas de una solucion.

unidad imaginaria con la letra i. \ )
\, J

Fue Karl Gauss (1777 — 1855) quien, con el teorema fun- (Niels Henrik Abel (1802 — 1829)\
damental del algebra, dejé resuelto ese problema del demostré la imposibilidad de
numero de soluciones de una ecuacién algebraica: Una resolver por radicales la ecua-
ecuacion algebraica de grado n tiene siempre n raices en cién general de quinto grado.

el campo complejo.

- /L J
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Algebra

RESUMEN

Polinomio

Expresion construida a partir de la suma de monomios

— x> +4x* +8x+6

Suma, restay
producto de

El resultado siempre es otro polinomio

- _ 2
p= 3x+6’.q=x +4,

p +q =x*-3x + 10;

segundo grado

polinomios
p—q=-x>—3x+2;
p-q==3x3+6x>—12x + 24.

Regla de Ruffini | Nos puede ayudar a la hora de factorizar un
polinomio y conocer sus raices
Fracciones Es una fraccion de expresiones algebraicas X2 =1
algebraicas X +x—6x
Ecuaciones de |Son igualdades entre polinomios (de primer o| 7(x—1) N Sx 1— X
primery segundo grado). 3 6

Desigualdades de
primer o segundo

Desigualdades entre polinomios de primer o segundo grado

x2—6x+5 >0 susolucién es
el intervalo (1, 5).

capitalizacion
de amortizacion

o

formar o amortizar, junto con sus intereses
compuestos, un capital al cabo de un numero
determinado de t afios.

grado
Parametros Problemas financieros que se dan en la realidad y su|Tasas
nomi lucién . i
eco °_ cosy solucio Numeros indice.

sociales
Interés simple y compuesto
T.A.E

Anualidades de|Son pagos que hacemos al principio de cada afio para

Ca(+n)] Q+r) -1 ]
r
e Dr(l+r)!
A+n' -1

C
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Algebra

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Polinomios

1.

© © N o

Estudia si hay numeros reales en los que las siguientes expresiones no pueden ser evaluadas:

7x-9 b) —S5x+7
(x+3)-(2x—16) x? =5x+6

. 9x® —2x d) 2x -3y +5

—2x*-3x* -4 xz+y2
Calcular cuanto debe valer la letra m para que el valor numérico de la expresion algebraica siguiente
sea—2 parax =0.

¥ —mx+4

(x* =D)(mx +2)

Consideremos los polinomios p(x)==3x> +2x* =5x—4 , g(x)=2x" +3x> —4x” +5x+6 vy
r(x)= 3x? +5x—7 . Realiza las siguientes operaciones:

a) ptq+r b) P—4

c) pr d) pr—q

Efectua las divisiones de polinomios:

a) 3x* —2x" —5x* +7x—9 entre 3x* +2x—5

b) 6x° —7x* +8x +9x* —10x—5 entre x* +3x+5

Sefiala sin efectuar la division, si las siguientes divisiones son exactas o no:

3+ 7x* =13x% +5x2 —17x+5

a)
x-3

b 2+ xt =3x3 +3x2 —4x+4
) 2
x_

O9x® +7x* =3x3 +5x2 -17x -1

x—1

c)

Construye un polinomio de grado 2 tal que el numero 4 sea raiz suya.
Escribe dos polinomios de grados diferentes y que tengan en comun las raices 2 y 3.
Construye un polinomio de grado 4 tal que tenga Unicamente dos raices reales.

Encuentra un polinomio ¢(x) tal que al dividir p(x)=x° +x* + x> + x +1 entre g(x) se obtenga

como polinomio resto 7(x) =5x" +5x* +1.
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Algebra

10. Halla las raices enteras o racionales de los siguientes polinomios:
a) 4x’ +11x* +6x -3
b) 3x’ —2x* +6x -3
c) 3x* —4x* +2x -1
d) 2x° +x* —6x—3
11. Descompdn los siguientes polinomios como producto de polinomios irreducibles:

3x° +11x* +5x+3
5% +5x* +x—1
2x° +x* +6x-3
3x° —6x +x—-2

12. Realiza las operaciones entre fracciones algebraicas:

x—1 4x

x> =3x x*—6x+9
x—1 2x*
x2—3x_x2—6x+9
x+2 . 2x

x> =3x x*—6x+9
x-1  2x

x2=3x x*—6x+9

13. Analiza si los siguientes polinomios han surgido del desarrollo de potencias de binomios, o trinomios,
o de un producto suma por diferencia. En caso afirmativo expresa su procedencia.

x> —6x+9

x'+8x* +16

x> ++/20 xp+5y°
xt+2x° + X7 +2x+1
xt=2x + X7 +2x+1
x> =36

5x* +1

5x° —11

x* =3y’

14. Efectla las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

2 6 x+y.x2+y2 2x+1

+ b c
x(5-x) 2(5-x) )x—y x> -y’ )4x2—1

15. Efectua las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

a) (X4—i2jt(x3+l) b) x'=3ax’ +3a’x—a’ x+a 0 (Cl+b a—bj: ab

X X x—a "x-—a a-b a+b) a->b
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Algebra

16. Efectla las siguientes operaciones y simplifica todo lo posible:

r_t 1 1 3,221
- + 1 3 2 1 3 2
L L x x° x x x° Xx 1y2 202
a x+y x a-y X y x y
Ecuaciones, inecuaciones y sistemas
17. Resolver las ecuaciones siguientes:
a2l > o) L+5=22_7 0 =%
2x—4 9 2 6 x+1 x-1
18. Resolver las siguientes ecuaciones indicando cuantas soluciones tienen y cuales son:
3
a) 10X =7 _ o g b) x* +8x* —12=0
2x% =3

2 2
c) 80x* —48x* +7=0 R G k)
16 25

1
19. El cateto mayor de un tridangulo rectangulo es una unidad mayor que el cateto menor. La hipotenusa
es tres unidades mayor que el cateto menor. Se pide:

a) Escribir la expresidn algebraica que resulta de aplicar el Teorema de Pitagoras.
b) Calcula la hipotenusa y los catetos.

20. En una competicién de baloncesto a doble vuelta participan doce equipos. Cada partido ganado vale
2 puntos y los partidos perdidos, 1 punto (no puede haber empates). Al final de la competicién, un
equipo tiene 36 puntos. ¢ Cuantos partidos ha ganado?

21. Una caja de forma cubica se llena con cierto numero de cubitos de un centimetro cubico y sobran 71
cubitos; pero si todos los cubitos que hay se ponen en otra caja que tiene un centimetro mas por
cada arista, faltan 200 para llenarla. Calcula las longitudes de las aristas de las dos cajas y el nimero
de cubitos que hay.

22. Las tres cifras de un nUmero suman 24. Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el orden
de sus cifras, se obtienen 198; la cifra de las decenas es la media aritmética entre las otras dos. Halla
el numero.

23. Queremos averiguar las edades de una familia formada por los padres y los dos hijos. Si sumamos
sus edades de tres en tres, obtenemos 100, 73, 74 y 98 afios, respectivamente. ¢ Cual es la edad de
cada uno de ellos?

24. Resuelve:

X S5x
a) S -9<2 b) =~ ~7<-5x ¢) 42x-3)>1-7x
3(x+4 2x—4 9x+6 7x 3x+5
d)g<2x e) +1> fl —1<x-—
5 3 6 2
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Algebra

25. Calcula los valores de x para que sea posible calcular las siguientes raices:

a) V3x—6 b) v—x+3
c) V15-3x d) v—-6x—-24

26. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:

a)2x*-8<0 b) x*+25< 0 c)—x2+49 > 0
d)5x2—45> 0 e)Ix?-1>0 f)16x>-9<0
g)49x*-36<0 h) 121x2+100<0
27. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)—2x>+50x <0 b) 7x*+3x > 0 c) 2x> < 8x
d)2x*-24x > 0 e) —7x* + 14x <0 ) —5x* —30x = 0
28. Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado:
a)5x’< 0 b) 7x*>0
c) -2x’<0 d)6x?> 0

29. Calcula los valores de x para que sea posible obtener las siguientes raices:

a) V2x2+x -3 b) v/x?+2x +1 c) V—1+2x—x>
d) Vx> +3x+5 e) V= x? +12x+36 f) x2+6x—27 g) V1—4x>

30. Resuelve los siguientes sistemas por el método de Gauss y discute el resultado:

+y+t=3
xX+y+2z=4 Yy
x+z-t=1
a) x+y=2 d)
y+z+t=3
y+z=2
x—y+z=1
x—y+2z=4 3x+4y—-z=6
b) 2x+y+5z=13 e) 16x—-6y+2z=2
xX+y—4z=-6 X—y+2x=-2
—-2y+3z+4t=6
x+4y—-8z=-8 roaymes
2x—y+z—-t=1
c) 4x+8y—-2z=-2 f)
X—y+3z+2t=5
8x—y—4z=-4

3x—y+2z-3t=1

31. Utiliza la hoja de cdlculo Sistemas y ecuaciones para
comprobar los ejercicios de ecuaciones de segundo
grado, inecuaciones sistemas e inecuaciones.
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Problemas de Matematicas Financieras

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Una persona entrega al principio de cada mes y durante 4 anos una cantidad fija de 100 €. La
capitalizacién es mensual al 5 % anual. ¢ Qué capital tendrd al final de los 4 afios?

La abuela de Maria, al nacer ésta, decidid ingresar en un banco un capital de 6 000 € a interés
compuesto anual del 7.5 %. {Cuanto dinero recibird al cumplir 25 anos? Si la capitalizacion se
hubiera hecho semestral, ¢ cuanto dinero hubiera recibido?

Tasa Anual Equivalente (T.A.E.). Si colocamos 600 € al 8 % anual con capitalizacidn trimestral, en un
ano, équé montante genera? A que tanto por ciento debemos colocar el mismo capital para generar
el mismo montante si la capitalizacion es anual.

Calcula el T.A.E. en los siguientes casos:

a) Partiendo del montante que se genera en el problema anterior, cuando los intereses se
devengan mensualmente al 3 % anual.

b) Los intereses se devengan trimestralmente al 4 % anual.
c) Losintereses se devengan diariamente al 5 % anual.
d) Encuentra la férmula general para calcular el T.A.E.

Una persona compra un piso por 150 000 €. A la firma del contrato entrega 30 000 € y el resto lo
paga una entidad financiera que le ha concedido el préstamo correspondiente. Esta entidad le cobra
un 9 % anual y las cuotas de amortizacién mensuales. ¢A cuanto asciende cada una de estas cuotas
si ha de saldar la deuda en 20 afios?

Tu hermana se ha comprado una moto cuyo valor es de 18000 €. La va a pagar mediante cuotas
trimestrales de 75 € al 6 % anual. ¢ Cuantos anos tardara en pagar la moto?

Al comienzo de cada uno de 4 afios consecutivos depositamos en una libreta de ahorro 2000 €. Al
comenzar el quinto afio, sacamos 6 000 € de la libreta. ¢ Qué cantidad de dinero queda en la libreta
si sabemos que los intereses son compuestos al 4.5 % anual?

¢A qué tanto por ciento anual debe prestarse un capital puesto a interés compuesto para que en 20
anos se duplique? ¢Y para que se duplique en 10 afios?

¢Cual es la cuota mensual de amortizacion de un préstamo hipotecario de 54 000 € a 15 afios al 5 %
anual? ¢Qué cantidad de dinero pagamos durante los 15 afnos?

Utiliza la hoja de calculo Interés compuesto para comprobar
los ejercicios de interés compuesto, capitalizacién,
amortizacion...
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Algebra

AUTOEVALUACION

1. Completa adecuadamente las siguientes frases:

a) Lasuma de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
b) Lasuma de tres polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........
c) El producto de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........

d) La diferencia de dos polinomios de grado dos es siempre otro polinomio de grado ..........

2. Considera el polinomio 2x* —7x> + 5x> = 7x+ 3. ¢Cudl de los siguientes nimeros enteros es un
candidato razonable para ser una raiz suya?

a)3 b) 2 c)-11 d) -7
3. Ladesigualdad 2 < x < 7 se verifica para los valores:
a)2;3y6 b)3;4.7y6 c)3;52y7 d)4;5y8
4. Lasolucion de lainecuacidon 3.4+ 5.2x — 8.1x < 9.4 + 7.3x es:
a)x <-10/17 b) x> +6/10.2 c)x>-10/1.7 d) x <+6/10.2

5. La suma de las edades de dos personas es mayor de 40 afios y su diferencia menor o igual que 8
anos. ¢Cudl de los siguientes sistemas de inecuaciones nos permite calcular sus edades?

x+y>40 x+y=>40 x+y>40 x+y <40
a b) c) d

y—x<8 y—x<8 x—y<8 x—y<8

6. El perimetro de un rectangulo es menor que 14 cm. Si la base es mayor que el doble de la altura
menos 3 cm, algun valor que verifica es sistema es:

a) base=4cm, altura=1cm b) base =2 cm, altura=3 cm
c) base = 6, altura = 4cm d) base =9 cm, altura=2cm
7. Unainecuacién cuya solucion sea el intervalo (—oo, -5) es:

aA)Sx—3x+2<9%+2 b)8x—-3x+7<9x+2 ¢)5x-3x+2<Tx+27 d) Sx—-3x+2>Tx+27

8. La solucién de la inecuacion 2* _23 <1 es:
_
a) (1, 2) b) (-, 1) x<lux>2 d) (-1, 2)
2x-5y+3z=4
9. (Cual es la solucién del siguiente sistema de ecuaciones?: {x—2y+z=3
Sx+y+7z=11
a)x=5y=0z=-2 b)x=5y=0z=1 ¢c)x=-2y=0z=5 d)x=0y=—2=-2

10. En el mercado de ocasion del coche usado nos venden un coche por 3 000 €. La empresa tiene
una entidad financiera que cobra un 8 % anual. ¢Cudl debe ser la amortizacién mensual para
saldar la deuda en 2 afios?

a) 136.382 € b) 136.482 € c) 135.383 € d) 136.3853 €

Mat. Aplicadas a las Ciencias Sociales I. 12 Bachillerato. Capitulo 2: Algebra Autores: José Antonio Encabo de Lucas y Eduardo Cuchillo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verde



