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Resumo

En multitude de situaciéns o ser humano vese obrigado a cuantificar, a manexar cantidades, datos,
numeros, xa sexa para explicar algo ocorrido no pasado, algun feito que estea sucedendo na
actualidade, ou para predicir ou prognosticar o comportamento de determinado fenémeno no futuro.
Malia & dificultade que poidan entrafiar esas xustificacidns, algunhas ferramentas son de cardcter
sinxelo, como as operacidns usuais de suma, resta, produto e division. En ocasiéns hai que manexar
datos ainda non cofiecidos, polo que aparecen indeterminadas ou variables. A mestura de nimeros
reais e as catro operaciéns basicas lévanos as expresions alxébricas e, dentro delas, destacan unhas
expresions concretas polo seu abundante uso e simplicidade de exposicion, os polinomios.
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1. INTRODUCION. EXPRESIONS ALXEBRICAS

1.1. Introducioén

Non fai falla imaxinar situacidns rebuscadas para que, @ hora de realizar un razoamento, nos topemos
con algunha das catro operacidns matematicas bdsicas: suma, resta, multiplicacién ou divisién.

Exemplos:

4 Tres amigos realizaron unha viaxe de vacaciéns. A volta, sumaron os
gastos efectuados e estes ascenden a 414 euros. O gasto realizado por

414
cada un foi deT euros, é dicir, 138 euros.

4 Se imos comprar mandarinas a unha froiteria na que o prezo dun quilogramo é de 1.25 euros,
resulta habitual que, segundos imos introducindo a froita nunha bolsa, vaiamos tenteando o
importe final. Para iso podemos colocar varias veces a bolsa sobre unha balanza e, tras observar

~ 0 peso, realizamos a operacién

1.25-x

onde X é a cantidade de quilogramos que nos indica a balanza.

Despois de cada pesada, o resultado desa multiplicacidon reflicte o

importe das mandarinas que, nese momento, contén a bolsa.

4 Supofiamos que temos un contrato cunha compafiia de telefonia mébil polo que pagamos 5
céntimos de euro por minuto, asi como 12 céntimos por establecemento de chamada. Con esa
tarifa, unha chamada de 3 minutos custaranos:

(0.05-3)+0.12=0.15+0.12 = 0.27 euros

Pero cal é o prezo dunha chamada calquera? Como descofiecemos
a sUa duracion, atopamonos cunha cantidade non determinada, ou
indeterminada, polo que en calquera resposta que deamos a
pregunta anterior se apreciara a ausencia dese dato concreto.
Podemos dicir que o custe dunha chamada calquera é

(0.05-x)+0.12 =0.05-x + 0.12 euros

onde X sinala a sua duracién, en minutos.

1. A finais de cada mes a empresa de telefonia mébil proporciénanos a
factura mensual. Nela aparece moita informacién, en particular, o
numero total de chamadas realizadas (N) asi como a cantidade total de
minutos de conversa (M). Cos datos do anterior exemplo, xustifica que
o importe das chamadas efectuadas durante ese mes é:

(0.05-M)+(0.12-N) =0.05-M + 0.12 - N euros
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Exemplo:

4 E ben cofiecida a formula da area dun tridngulo de base b e altura asociada h:

b-h
2 ]

En todos estes exemplos xurdiron expresions alxébricas. .

1.2. Expresions alxébricas

Chamamos expresion alxébrica a calquera expresion matematica que se constrida con numeros reais e
as operacions matemadticas bdsicas: suma, resta, multiplicacion e/ou divisién. Nunha expresion
alxébrica pode haber datos non concretados; segundo o contexto, recibirdn o nome de variable,
indeterminada, parametro, entre outros.

Se nunha expresidn alxébrica non hai variables, esta expresién non é mdis que un nimero real:

Exemplo:

3-(-7) -21 -21 -21 -21-15 —-315 -315 2 =313
4 27743 257 T 0wt T2 Ty YTy Ty T
5 3 5.3 3.5 15 15 15

Ao fixar un valor concreto para cada indeterminada dunha expresion alxébrica aparece un niumero real:
o valor numérico desa expresion alxébrica para tales valores das indeterminadas.

Exemplo:

4 O volume dun cilindro vén dado pola expresion alxébrica
z-r*-h
na que r é o radio do circulo base e h é a sua altura. Deste modo, o
volume dun cilindro cuxa base ten un radio de 10 cm e de altura 15
cm éigual a:

V=ar+h

m-102-15=1500-7 cm?3

4+ A expresion alxébrica que representa o produto dos cadrados de dous nimeros calquera X e y

simbolizase por x? - y2.

- X 6 . . .
#+ Se na expresion 7 +5+ X- y3 — — particularizamos as tres variables cos valores X =4, y=-1,
Z

1 4
Z = — xorde o numero real7+§+4-(—1)3 —%:7+2—4—12:—7

Nunha expresidn alxébrica pode non ter sentido outorgar algun valor a certa indeterminada. En efecto,
no ultimo exemplo non é posible facer z=0.
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2. Recorda a expresién alxébrica que nos proporciona a lonxitude dunha \ "I

circunferencia. —— i

3. Escribe en linguaxe alxébrica os seguintes enunciados, referidos a dous niumeros calquera X e y:
a) a metade do oposto da sua suma.
b) a suma dos seus cubos.
c) o cubo da stda suma.
d) o inverso da sda suma.
e) a suma dos seus inversos.

4. Unha tenda de roupa anuncia nos seus escaparates que estd de rebaixas e que todos os seus artigos
estan rebaixados un 20 % sobre o prezo impreso en cada etiqueta. Escribe o que pagaremos por
unha peza en funcién do que aparece na sua etiqueta.

5. O anterior comercio, nos ultimos dias do periodo de rebaixas,
desexa desfacerse das suUas existencias e para iso decide aumentar o
desconto. Mantén o 20 % para a compra dunha Unica peza e, a partir da
segunda, o desconto total aumenta un 5 % por cada nova peza de roupa,
ata un maximo de 10 artigos. Analiza canto pagaremos ao realizar unha
compra en funcion da suma total das cantidades que figuran nas etiquetas
e do numero de artigos que se adquiran.

6. Calcula o valor numérico das seguintes expresidns alxébricas para o valor ou valores que se indican:
a)x*+7x—12parax=0.
b) (a + b)?— (a* + b?) paraa=-3 e b=4.
c)a*-5a+2paraa=-1.
7. Indica, en cada caso, o valor numérico da seguinte expresiéon: 10x + 20y + 30z
a)x=1,y=2,z=1
b)x=2,y=0,z=5
¢)x=0,y=1,z=0.
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2. POLINOMIOS. SUMA E PRODUTO

2.1. Monomios. Polinomios

Unhas expresiéns alxébricas de grande utilidade son os polinomios, cuxa version mais simple e, 4 vez,
xeradora deles, son os monomios.

Un monomio vén dado polo produto de nimeros reais e indeterminadas. Chamaremos coeficiente dun
monomio ao numero real que multiplica 3 indeterminada ou indeterminadas; a indeterminada, ou
indeterminadas, conforman a parte literal do monomio.

Exemplos:

+ A expresion que nos proporciona o dobre dunha cantidade, 2-X, € un monomio cunha Unica
variable, X, e coeficiente 2.

4+ O volume dun cilindro, 7-r*-h, é un monomio con duas indeterminadas, I' e h, e coeficiente

7. A sta parte literal é r*-h.

4
+ Outros monomios: 7-X2-y3, 502y -z

+ A expresion 7xy2 +3Xy—2X estd formada por tres termos, tres monomios. Cada un ten un
coeficiente e unha parte literal:

No primeiro, 7xy2, o coeficiente é 7 e a parte literal Xy2

O segundo, 3xy, ten por coeficiente 3 e parte literal xy.

E no terceiro, —2X, o coeficiente é —2 e a parte literal X

Atendendo ao expofiente da variable, ou variables, adxudicaremos un grao a cada monomio consonte o
seguinte criterio:

4 Cando haxa unha Unica indeterminada, o grao do monomio serd o expofiente da sua
indeterminada.

4 Se aparecen varias indeterminadas, o grao do monomio sera a suma dos expofientes desas
indeterminadas.

Exemplos:
4 2-X é un monomio de grao 1 na variable X.

4+ 7-r’-h é un monomio de grao 3 nas indeterminadas I' e h .

4

+

-x*-y® éun monomio de grao 5 en X e y.

2 . .
+ 5-4/2-X-y°-zZ éunmonomiodegrao4en X,ye Z.
Un numero real pode ser considerado como un monomio de grao 0.
Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez
llustracions: Banco de Imaxes de INTEF

Textos Marea Verd

www.apuntesmareaverde.org.es




Un polinomio é unha expresién construida a partir da suma de monomios. O grao dun polinomio vird
dado polo maior grao dos seus monomios.

Exemplos:
1 3 N _
+ g-x —7-X"+2 é un polinomio de grao 3 na variable X .

4 —3-y*+8-X’+2-X é un polinomio de grao 4 nas indeterminadas X ey.
+ 4-X*-y’—7+3-y* é un polinomio de grao S en X e y.

#£ X—2-y+6-7 éunpolinomiodegraolen X,yez

Tanto nesta seccidn como na seguinte limitarémonos, basicamente, a considerar polinomios cunha
Unica variable. E habitual escribir os diferentes monomios dun polinomio de forma que os seus graos
vaian en descenso para, con este criterio, apreciar no seu primeiro monomio cal é o grao do polinomio.

O aspecto xenérico dun polinomio na variable X é
n n-1 2
ax'+a X" +...+axX +aXx+a,
onde os coeficientes &, son numeros reais.

Dicimos que un polinomio é ménico cando o coeficiente do seu termo de maior grao é igual a 1.

Exemplos:

1
+ —3x* +§ x> +2 é un polinomio de grao 4 na variable X .

& 4y’ +3y—7 é un polinomio de grao 3 na indeterminada y .

& 7°-3z+12 é un polinomio de grao 2 en Z . Ademais, é un polinomio ménico.

+ 3X+9 éunpolinomiodegraolen X.

Como ocorre con calquera expresiéon alxebraica, se fixamos, ou escollemos, un valor concreto para a
variable dun polinomio aparece un numero real: o valor numérico do polinomio para ese valor
determinado da variable. Se chamamos p a un polinomio, a avaliacién de p en, por exemplo, o
nimero — 3 denotamola por p(-3), e lemos: “p de menos tres” ou “p en menos tres”. Con este criterio,
se p é un polinomio cuxa indeterminada é a variable X, podemos referirnos a el como p ou p(X)
indistintamente.

Desta forma apreciamos que un polinomio pode ser entendido como unha maneira concreta de asignar
a cada numero real outro nimero real.

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




Exemplos:

) . ) 1 , ,
4+ Se avaliamos o polinomio p=-3x*+=x*+2 en X=>5 atopamonos co nimero
p 5 p

1
p(5)=—3-54+§-52+2=—3-625+5+2=—1875+7=—1868

% 0 valor do polinomio q(Y) =4y’ +3y—7 para y =—1¢
q-)=4-(-1’ +3-(-)-7=4-(-1)-3-7=—4-10=-14

4 Ao particularizar o polinomior =z>—3z+12 enz=0resulta o nimero r(0)=12.

2.2. Suma de polinomios

Como un polinomio é unha suma de monomios, a suma de dous polinomios é outro polinomio. A hora
de sumar dous polinomios procederemos a sumar os monomios de igual parte literal.

Exemplos:

1
4 A suma dos polinomios —3x* +gx2 +2 e —x*+4x* -5x—6 é o polinomio

(—3x4+%x2 +2)+(—x4+4x2—5x—6):(—3x“—x“)+(§x2 +4x%) =5x+(2-6) =

=(—3—1)-x4+(§+4)-x2—5x+(2—6)=—4x4+%x2—5x—4

£ (O =3X+D+ (X +4X=T7) =(5X> + X)) +(3X+4X)+(1-7) =6X* +X—6
£ (2 +D)+(=X +4x) =—x* +2X° +4x+1

£ (C+Y+(—x+2)=11

#+ 3xy + 5xy + 2x = 8xy+2x

No seguinte exemplo sumaremos dous polinomios dispofiéndoos, adecuadamente, un sobre o outro.

Exemplo:
A +2x + X =5+ X +4
+ -7% +4%* +5%° =3x-6
—=3%7 +2x* + 5% —2x-2
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Propiedades da suma de polinomios

Propiedade conmutativa. Se p e g son dous polinomios, non importa a orde na que os coloquemos &
hora de sumalos:

P+q=q+p

Exemplo:
(A% =2X+T)+ (=X’ + X =3X+1) ==X +(4X> +X*) +(=2X=3X) + (7 +1) ==X’ +5x*> = 5X+8

(=X + X2 =3X+1) +(4X* =2X+7) ==X’ +(X* +4X*) +(=3X—=2X) +(1+7) ==X’ +5x> —5X+8

Propiedade asociativa. Sinala como se poden sumar tres ou mais polinomios. Basta facelo agrupandoos
dous a dous:

(P+a)+r=p+(q+r)

Exemplo:
(AX> =2X+ )+ (=X + x> =3X+ D)+ (X=6) = (4X* =2X+ T =X’ + X =3X+1) + (X - 6) =
=(=X*+5X> =5X+8)+(X=6) ==X’ +5x” —4x+2

Tamén:
(AX> =2X+ )+ (=X’ + X> =3X+ D)+ (X=6) = (4X> =2X+ 7))+ (=X’ + X =3X+1+ X—-6) =
=(4X7 =2X+T)+ (=X +X* =2X=5) = =X> + 5> —4x+2

8. Realiza as seguintes sumas de polinomios:
o (X =X)+(2X" =3X+D)+(2x* =2X* +X—2)

o —X'+(X +2X=3)+(-3X* =5x+4)+(2X’ —X+5)

Elemento neutro. Hai un polinomio cunha propiedade particular: o resultado de sumalo con calquera
outro sempre é este Ultimo. Tratase do polinomio dado polo niumero 0, ou polinomio cero.

Exemplo:
0+(=7%’ +3X+7) = (=7X +3x+7)+0=—7%’ +3x+7

Elemento oposto. Cada polinomio ten asociado outro, ao que chamaremos o seu polinomio oposto, tal
gue a suma de ambos os dous é igual ao polinomio cero. Acadamos o polinomio oposto dun dado,
simplemente, cambiando o signo de cada monomio.
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Exemplo:

% O polinomio oposto de P=-2X*+X+2X—7 é 2x* —=x*—2x+7, ao que denotaremos como
"—p". Ratifiquemos que a sua suma é o polinomio cero:

(2" 4+ +2X=T) +(2x* = x> =2x+7) = (2X* +2Xx) + (X’ =X*) + (2X=2X) + (-7 +7) =0

9. Escribe o polinomio oposto de cada un dos seguintes polinomios:
a) 3x*+5x+x* +4x-1
b) 7X
c) —x*+3x?
10. Considera os polinomios P=—X"—5X+2, =3X"+3X+1, asi como o polinomio suma S=p+(.

Calcula os valores que adopta cada un deles para X =-2, é dicir, calcula p(-2), q(-2) e s(-2).
Estuda se existe algunha relacidn entre eses tres valores.

11. Obtén o valor do polinomio P=-—X —5X+2en Xx=3. Que valor toma o polinomio oposto de P en
X=3?

2.3. Produto de polinomios
Outra operacion que podemos realizar con polinomios é a multiplicacién.

O resultado do produto de polinomios sempre sera outro polinomio. Ainda que nun polinomio temos
unha indeterminada, ou variable, como esta toma valores nos numeros reais, @ hora de multiplicar
polinomios utilizaremos as propiedades da suma e do produto dos nuimeros reais, en particular a
propiedade distributiva do produto respecto da suma; asi todo queda en funcion do produto de
monomios, cuestion que resolvemos con facilidade:

ax™ - bx™ = abx™t™

Exemplos:
£ (D)X 22X =(=5)-2- X" =—10x°
5% -(—4) =5-(—4)- X* =20’
3X7 - (2X7 —4X+6) = (3x* - 2X7) —(3X” -4X) +(3X* - 6) =6x* —12x’ +18X’
(=X +3X=1)-(=2X) = (=X) - (-2X) + (3X) - (=2X) + (=1) - (2X) = 2x* —6X" +2X

= +

(3X=2)-(X> =4x—=5) = (3X)- (X’ =4X=5)+(=2)- (x> =4x=5) = (3%’ —12X* =15X) +(-2X* +8x +10) =
=3 +(=12X* =2X*) +(=15x +8X) +10=3x> —14x* = 7x+10

£ (X=6)-(X =2X) =(X—=6)- X’ +(X—6)-(=2X) = (X* —6X*) +(-2X* +12X) = X* —6X’ —2X> +12X
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Tamén podemos materializar o produto de polinomios tal e como multiplicamos nimeros enteiros:
Exemplo:

—2X +X+4
x X* —3x+1

—-2x’ +X+4
6x* —3x* —12x

-2x° + x> +4x3

22X+ 6x =X+ X2 —11x+4

Recordemos que o polinomio oposto doutro se obtén simplemente cambiando o signo de cada
monomio. Esta accidn correspdndese con multiplicar polo nimero “—1” o polinomio orixinal. Desta
forma o polinomio oposto de p é

~p=(--p

Neste momento aparece de maneira natural a operacion diferenza, ou resta, de polinomios. Definimola
coa axuda do polinomio oposto dun dado:

p-g=p+(q)=p+(-D-q

Exemplo:

(=5X7 =3X+2) = (=2X* +X> +3X* +6) = (=5X* =3x+2) +(2x* =X’ =3x* —6) =
=2x* =X +(=5x" =3x*) =3x+(2—6) =2x* — X’ —8x* —3x—4

12. Efectua os seguintes produtos de polinomios:
a) (—4x’+2%)-(-3x%)
b) (2x*+X)-(-3x—4)
o) (2% +x*=X)-(3X’ —X)
d) (=1)-(7%x’ —4x* =3x+1)

13. Realiza as seguintes diferenzas de polinomios:
a) (—4x’ +2x)—(=3x%)
b) (X' +X)—(-3x—4)

2 3 2
c) (BX =X)—(2X +X —X)
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14. Multiplica cada un dos seguintes polinomios por un numero de tal forma que xurdan polinomios
monicos:

a) 4x’-3x*+2x
b) —2x*+x-1
c) —x*+Xx-7
d)
15. Calcula e simplifica os seguintes produtos:

a) 3X-(2X* +4x-6) b) (3x—4)-(4x+6)

c) (2a®-5b)-(4b—-3a%) d) (3a—6)-(8-2a)-(9a—2)

Propiedades do produto de polinomios

Propiedade conmutativa. Se p e g son dous polinomios, non importa a orde na que os coloquemos a
hora de multiplicalos:

p-q=q-p
Exemplo:
2X=T7)- (=X +X) =2X- (=X +X}) =T (=X +x}) ==2x* + 2 + 7 = 7x* =2x* +9x° = 7x°

(=X +X2)-(2X=T) ==X - (2X=T7)+X* - (2X=T) ==2X* +7X* +2X’ = 7x* =2x* +9x> = 7x’

Propiedade asociativa. Sinala como se poden multiplicar tres ou mais polinomios. Basta facelo
agrupandoos dous a dous:

-q9)-r=p-(@-7)

Exemplo:

(42 =2)- (53X +1))- (=X? +%) = (=125 +4X7 +6X—2) - (=X’ +X) =

=12X° —12x* —4x° +4x3 —6x* + 6x? +2x° = 2x =12x° —4x> —18x* + 6X> + 6x* —2X

Tamén:

(4X7 =2)-((=3x+1)- (=X + %) )= (4X* =2)-BX* =3%* = X* +X) =

=12x° —12x* —4x° +4x> —6x* +6X7 +2%x° —2x =12x° —4x° —18x* + 6X° + 6x* —2x
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16. Realiza os seguintes produtos de polinomios:
a) X -(=2X* =3x+1)-2x’
b) (2X—3)-(-3X* —5X+4)-(-X)

Elemento neutro. Hai un polinomio cunha propiedade particular: ao multiplicalo por calquera outro
sempre nos da este Ultimo. Tratase do polinomio dado polo nimero 1 ou polinomio unidade.

Exemplo:

1-(=5%’ = 2X+3) =(-5x =2X+3) -1 =—5x> —2x+3

Propiedade distributiva da multiplicacién respecto da suma. Cando nunha multiplicacién de
polinomios un dos factores vén dado como a suma de dous polinomios como, por exemplo,

(3% —x)-((-2x+7)+(¢ —4x)
temos duas opcidns para cofiecer o resultado:
a) realizar a suma e, despois, multiplicar:
(3x* - x)-((—2x+7)+(x3 —4x))= (3x* - x)~(x3 —6x+7)=
=3x° — 18X’ +21x* = x* +6X* = 7x=3x" = x* —18x’ +27x> = 7x
b) distribuir, aplicar, a multiplicacién a cada un dos sumandos e, despois, sumar:
(3Xx* —X)- ((—2x +7)+ (X - 4x)): (BX* = X)-(=2X+7)+(BX* = X)- (X’ —4X) =
= (—6X> +21X* +2X> = 7X)+ (3%  —12X’ —x* +4x*) =3x" — x* —18x> +27x> - 7x
Comprobamos que obtemos o mesmo resultado.

En xeral, a propiedade distributiva da multiplicacién respecto da suma dinos que

p-(@+r)=@-q@+ @7

Convén comentar que a anterior propiedade distributiva lida en sentido contrario, de dereita a
esquerda, é o que comunmente se denomina sacar factor comun.
Exemplo:

6X’ —4x* —18%’ +2X° =(3X’ —2X° —9x+1)-2X’

17. De cada un dos seguintes polinomios extrae algun factor que sexa comun aos seus monomios:

a) —15x3 — 20x2 + 10x b) 24x* — 30x?
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3. DIVISION DE POLINOMIOS

3.1. Introducidn as fraccidns polindmicas

Ata este momento estudamos varias operacidéns con polinomios: suma, resta e produto. En calquera

dos casos o resultado sempre é outro polinomio. Cando establecemos unha fraccién polinémica como,
por exemplo: 3% X
2x* +x-3

0 que temos é unha expresion alxébrica, unha fraccién alxébrica, que, en xeral, non é un polinomio. Si
aparece un polinomio no caso, moi particular, no que o denominador é un numero real diferente de
cero, isto é, un polinomio de grao 0.

E sinxelo constatar que a expresién anterior non é un polinomio: calquera polinomio pode ser avaliado
en calquera nimero real. Porén, esa expresidon non pode ser avaliada para X=1, xa que nos quedaria o
numero 0 no denominador.

Poderiamos crer que a seguinte fraccidn polindmica si é un polinomio:

—2x*+5xT=3x  =2x> 5x* —3x
= + +
X X X X

=-2x*+5x-3

A expresién da dereita si é un polinomio, pois tratase dunha suma de monomios, pero a da esquerda
non o é xa que non pode ser avaliada en X = 0. Porén, esa fraccidn alxébrica e o polinomio, cando son
avaliados en calquera numero diferente de cero, ofrecen o mesmo valor. Son expresions equivalentes
ali onde ambas as duas tefien sentido.

3.2. Division de polinomios

Ainda que, como vimos no apartado anterior, unha fraccidon polindmica, en xeral, non é un polinomio,
imos estudar a division de polinomios pois é unha cuestién importante e util.

Analicemos detidamente a division de dous numeros enteiros positivos. Cando dividimos dous
numeros, D (dividendo) entre d (divisor, distinto de 0), xorden outros dous, o cociente (c) e o resto (r).
Estes encontranse ligados pola chamada proba da division:

D=d-c+r
Alternativamente:
D r
— =C+—
d d

Ademais, dicimos que a divisidon é exacta cando =0.

O coiiecido algoritmo da divisidn persegue encontrar un nimero enteiro, o cociente ¢, tal que o resto r
sexa un numero menor que o divisor d, e maior ou igual que cero. Fixémonos en que, sen esta esixencia
para o resto r, podemos escoller arbitrariamente un valor para o cociente ¢ o cal nos subministra o seu
valor asociado como resto r. En efecto, se temos como dividendo D = 673 e como divisor d = 12, “se
gueremos” que o cociente sexa ¢ = 48 o seu resto asociado é

r=D-d-c=673-12-48=673-576=97

e a conexidn entre estes catro nimeros é: 673=12-48+97
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Esta ultima “lectura” da division de nimeros enteiros vai guiarnos a hora de dividir dous polinomios.

Dados dous polinomios p(X) e d(X), a division de p(X), polinomio dividendo, entre q(X), polinomio
divisor, proporcionaranos outros dous polinomios, o polinomio cociente ¢(X) e o polinomio resto r(x).

Tamén aqui pesard unha esixencia sobre o polinomio resto: o seu grao debera ser menor que o grao do
polinomio divisor. A relacién entre os catro serd, naturalmente,

P(X) =q(X)-c(X)+r(X)
Tamén escribiremos
M — C(X)-i-@
q(x) a(x)

ainda que, en tal caso, seremos conscientes das cautelas sinaladas no apartado anterior canto as
equivalencias entre polinomios e outras expresions alxébricas.

Ao igual que ocorre co algoritmo da divisién enteira, o algoritmo da division de polinomios consta de
varias etapas, de caracter repetitivo, en cada unha das cales aparecen uns polinomios cociente e resto
“provisionais” de forma que o grao deses polinomios resto vai descendendo ata que topamos cun cuxo
grao é inferior ao grao do polinomio divisor, o que indica que concluimos. Vexamos este procedemento
cun exemplo concreto.

Exemplo:

% Imos dividir o polinomio P(X)=6x*+5% +X*+3X—2 entre o polinomio g(X)=2X"—X+3.
Como o polinomio divisor, q(x), é de grao 2, debemos atopar dous polinomios, un polinomio
cociente ¢(X), e un polinomio resto r(x) de grao 1 ou 0, tales que

P(X) =0q(x)-c(x) +r(X)
ou, como igualdade entre expresions alxébricas,

r
PO _ )+ T
q(x) a(x)
A vista dos polinomios p(X) e q(X), e do xa dito sobre r(x), é evidente que o grao do polinomio
cociente, c(X), serd igual a 2. Imos obtelo monomio a monomio.

+ Primeira aproximacién aos polinomios cociente e resto:

Para poder lograr a igualdade p=Q-C+rI, como o grao de r(x)sera 1 ou 0, o termo de maior grao de
p(x), 6x*, xurdird do produto g(X)-c(X). Asi obtemos a primeira aproximacién de ¢(X), o seu
monomio de maior grao:

¢, (x)=3x
e, de maneira automatica, tamén un primeiro resto 1y (x):
H(X)=p(X)—q(x)-¢,(X) = (6x* +5x> + x> +3x-2)— (2x* = x+3)-3x* =
=(6X* +5x° + x> +3x=2)—(6x* =3x> +9x%) =8x’ —8x” +3x -2
Como este polinomio 7y (x) é de grao 3, maior que 2, o grao do polinomio divisor g(x), ese polinomio

resto non é o definitivo; debemos continuar.
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+ Segunda aproximacién aos polinomios cociente e resto:

, . P(x) r(x)
Se particularizamos a igualdade entre expresiéns alxébricas (%) = C(X)er ao que temos ata agora
resulta
6x* +5x° + x> +3x-2 , 8x’—8x*+3x-2
5 =3X"+ >
2X"—X+3 2X°—X+3

Esta segunda etapa consiste en dividir o polinomio I’I(X)=8X3—8X2 +3X—2, xurdido como resto da
etapa anterior, entre o polinomio q(x):2x2—x+3, o divisor inicial. E dicir, repetimos o feito antes

pero considerando un novo polinomio dividendo: o polinomio resto do paso anterior.

O novo obxectivo é acadar a igualdade I =(-C, +I'. Ao igual que antes, o grao de r(x) deberia ser 1 ou

0. Como o termo de maior grao der;(x), 8x’, sae do produto q(x) - c,(x), é necesario que o
polinomio cociente contefia 0 monomio

cy(x) = 4x
Isto Iévanos a un segundo resto r,(x):
r,(X) = r,(X)=q(X)-C,(X) = (8X> =8X* +3X—2) — (2X* — X +3)-4Xx =
= (8%’ —8X* +3x—2)— (8%’ —4xX* +12X) = —4x* —9x -2
Como este polinomio r,(x) é de grao 2, igual que o grao do polinomio divisor (X), ese polinomio resto
non é o definitivo; debemos continuar.
+ Terceira aproximacion aos polinomios cociente e resto:

O realizado na etapa segunda permitenos avanzar na adecuada descomposicion da expresion alxébrica
gue nos ocupa:

6x* +5%° + x> +3x-2 , 8x'—8x*+3x-2 ) —4x* -9x -2
5 =3X"+ > =3X +HAX+——————
2X°—x+3 2X°—x+3 2X°—Xx+3
Esta terceira etapa consiste en dividir o polinomio t‘Z(X)=—4X2 —9X—2, o resto da etapa anterior,
entre o polinomio ((X)=2X>—X+3, o divisor inicial. De novo repetimos o algoritmo pero con outro
polinomio dividendo: o polinomio resto do paso anterior.
Perseguimos que I, =(-C;+I'. Como en cada paso, o grao de r(x) deberia ser 1 ou 0. O termo de

maior grao de r,(x), —4x?, xorde do produto q(X)-C;(X),polo que
C,(X)=-2

e o terceiro resto I;(X) é

(X)) =r,(X) = q(X)-¢;(X) = (=4X* —=9x —2) — (2X* =X +3)-(=2) =
= (—4%% —9X —2) — (=4X> +2X—6) = — 11X + 4

Como este polinomio I;(X) é de grao 1, menor que 2, grao do polinomio divisor q(X), ese polinomio

resto si é o definitivo. Concluimos:
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4 3 2 _ 3 2 _ _ 2 _ _
6X +5x2+x +3X 2:3X2+8x Eix +3X 2:3x2+4x+ 4x2 9x 2:3x2+4x—2+ 11x+4
2X°—X+3 2X°—Xx+3 2X°—X+3 2X°—X%X+3

Se o0 expresamos mediante polinomios:

6X* +5%> + X7 +3x—2=(2X* = X+3)-(3X* +4x—2) + (-1 Ix+4)
Conclusién: ao dividir o polinomio P(X)=6X"*+5%’ +X>+3X—2 entre o polinomio Q(X)=2X>—X+3
obtemos como polinomio cociente C(X) =3X" +4X—2 e como polinomio resto r(x)=—11x+4.

Seguidamente imos axilizar a division de polinomios.

18. Comproba que os calculos que tes a continuacién reflicten o que se fixo no exemplo anterior para
dividir o polinomio P(X) =6X" +5%’ +X*> +3X—2 entre o polinomio q(X)=2X>—X+3.
4 Primeira etapa:
6x* +5%° + X +3x -2 | 2X*—x+3
—6x* +3x° —9x° 3%
8% —8x* +3x-2

4 Primeira e segunda etapas:
6X* +5x° +x* +3x-2 | 2X*—Xx+3
—6x* +3x° —9x* 3% +4X
8x* —8x* +3x—2

—8x° +4x* —12x

—4x* -9x-2
4 As tres etapas:
6X* +5%> + X7 +3x-2 | 2X*—x+3
—6x* +3x* —9x? 3T +4x-2

8% —8x* +3x-2
—8x” +4x> —12x

—4x> —9x -2

4x> —2x+6

—-11x+4
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19. Divide os seguintes polinomios:
a) 2x°—x*—x+7entre X -2x+4
b) —10x’ —2x*+3x+4entre 5 —x* —X+3
c) 4x*—6X’+6x*—3x—7entre —2X> +X+3
d) —8x —2x*'+10X’+2x* +3X+5entre 4X> + X +x—1
e) —6xX +x*+lentre x> +1

20. Encontra dous polinomios tales que ao dividilos apareza ((X) = X* +X—3 como polinomio cociente

e I(X)=-3%"+1 como resto.

3.3. Operacions con fraccions alxébricas

Posto que tanto os polinomios como as fracciéns alxébricas obtidas a partir de dous polinomios son, en
potencia, nimeros reais, operaremos con tales expresiéns seguindo as propiedades dos nimeros reais.

4+ Suma ou resta. Para sumar ou restar duas fraccidns polindmicas deberemos conseguir que
tefian igual denominador. Unha maneira segura de logralo, ainda que pode non ser a mais
adecuada, é esta:

&4-&5 P, 'q2+ P-4, - P G+ PG

g O 09, 0,-q 0,-0,

4+ Produto. Basta multiplicar os numeradores e denominadores entre si:

P BB Py
a9, 9, q,-0,
+ Divisién. Segue a cofiecida regra da divisidn de fracciéns numéricas:
P
Q1 = P -0,
& q-p,
g,
21. Efectua os seguintes cdlculos:
2x+1 3
a) ——+—
X“+1 X
1 2
b) ————
X=2 Xx+1
—X 1
c) - o
X +3x x-1
d) X=2 X=2
X2 +3X X+
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22. Realiza as seguintes operacions alterando, en cada apartado, unicamente un dos denominadores, e
o seu respectivo numerador:

—x*+x-1 3x-=2

) +
x? X2

x-2 4
X2 +3X X+3

b)

23. Comproba as seguintes identidades simplificando a expresién do lado esquerdo de cada igualdade:

41,2
a) 8a2b =4a’b
2a’b
4x’y* —3xy’ 3
b) #zzxzy__y
2Xy 2
. 3x* -9x _ x> —3X
6X+12 X+4
d) 6a’b’ +4a’b—4ab 3ab+2a-2

2ab? +16a’b b + 8a

24. Calcula os seguintes cocientes:
a) (3x3— 9x%>— 6x) : 3x
b) (7a3-70a%-21) : 7
c) (25x*— 10x?) : 5x?
d) (3x%y3— 8xy?) : xy?

25. Simplifica as seguintes fraccions alxébricas:

2 2
3 3x* — 6X ) a’-sa’ 0 X"y + 3Xy d) 2a’b’ + 3ab
9x* +15 7a’ +4a’ 4xy a’b—ab
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4. DESCOMPOSICION FACTORIAL DUN POLINOMIO

4.1. Factorizacion dun polinomio !
Tal e como ocorre coa divisién enteira, a divisién de polinomios tamén pode
ser exacta, é dicir, o resto pode ser o polinomio cero.

Exemplo:

3%° —3x* —4x’ +18x> 16X +8 | —3x*+3x-2

{m

el |0
S+
.

—3x° +3x* —2x° —x*+2x-4
—6X° +18%x*—16Xx+8

6x° — 6x* + 4x

12x* —12%x+8
—12x* +12x -8
0

Neste caso escribimos
3% —3x" —4x> +18x° 16X +8
—3x> +3x-2 -
e diremos que (X)=-3X"+3x—2 divide a p(X)=3%x"—3x*—4x’ +18x* —16X+8. Se optamos por
unha igualdade polinédmica:

3%° —3x* —4x> +18x* —16X+8=(-3X> +3X—2)- (X’ +2X—4)

-Xx’+2x-4

Observamos que obter como resto o polinomio 0 nos permite expresar o polinomio dividendo, p(X),
como produto doutros dous polinomios, os polinomios divisor e cociente, q(X)-c(X). Acadamos unha
factorizacion do polinomio p(X), ou unha descomposicion en factores de p(X).

En xeral, un polinomio concreto pode ser factorizado, ou descomposto, por medio de diferentes grupos
de factores. Se continuamos co polinomio p(X) anterior, unha maneira de obter unha descomposicién

alternativa consiste en, a sua vez, acadar unha factorizaciéon dalgun dos polinomios ¢(X) oc(X) .

Constatemos que o polinomio —X* +2x—2divide a C(X) =—X’ +2X—4:

X’ +2x—4 | —x*+2x-2
x* —2x% +2x X+2
—2x* +4x—4
2x> —4x+4
0

En efecto, a division é exacta e iso Iévanos a seguinte igualdade:
—X 42X =4 =(=X"+2X=2)-(X+2)
Se a trasladamos a descomposicion que tifiamos de p(X):

3%° =3x* —4x +18%> —16X+8 = (=3X* +3X—2)- (—X* +2X—2)-(X+2)
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26. Completa, cando sexa posible, as seguintes factorizacions:

a) —2X> +2x=-2x-( )

b) —6X>+5X+6=(2x—-3)-( )

c) —6X'+3x’ =3x+6=(2x"—X+1)-( )
d) —6X'+3%’ =3x+6=(2X> —x+2)-( )

27. Determina un polinomio de grao 4 que admita unha descomposicién factorial na que participe o
polinomio 6x° —x*+3x—1.

Dicimos que un polinomio é reducible se admite unha factorizacién mediante polinomios de grao
inferior ao seu. En caso contrario o polinomio sera irredutible.

E claro que os polinomios de grao 1 non poden ser descompostos como produto doutros dous
polinomios de menor grao. Son polinomios irredutibles. No seguinte apartado constataremos que hai
polinomios de grao 2 que tamén son irredutibles.

Das diferentes factorizacidons que pode admitir un polinomio a que mais informacién nos proporciona é
aquela na que todos os factores que intervefien son polinomios irredutibles, xa que non é mellorable.
Convén advertir que, en xeral, non é doado acadar ese tipo de descomposicidns. Seguidamente imos
afondar nesta cuestion.

4.2. Raices dun polinomio

Dado un polinomio p(x)diremos que un niumero real concreto & é unha raiz, ou un cero, do polinomio
p, se ao avaliar p en X = & obtemos o niumero 0, isto é, se

p(ar)=0

Exemplo:

Consideremos o polinomio $(X) =2X’ +2x> —8X—8.

4+ O numero 2 é unha raiz de s(X), posto que
$(2)=2-2+2.2°-8.2-8=2.8+2-4-16-8=16+8-16-8=0
4 Outra raiz de s(x) é o nimero —1:
S(—1)=2-(—1)3+2-(—1)2 -8 (-)-8=2-(-1)+2-(+1)+8-8=-2+2+8-8=0
4+ En cambio, o nimero 1 non é unha raiz de s(X):
S(l):2-13+2-12—8-1—8=2+2—8—8=4—16:—12¢0
4+ Tampouco é raiz de s(X) o nimero 0:

$(0)=2-0"+2-0-8-0-8=0+0—-0-8=-8%0
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28. Estuda se os seguintes nimeros son ou non raiz dos polinomios indicados:
a) X=3de x’-3x*+1
b) X=-2de X’ +3x*+3x+2
c) X=lde X’ -3x*+x+1
d) x=0de x’—3x>+1
e) X=-lde x> =3x*—x+3

No seguinte exercicio imos recoller algunhas conexiéns entre as raices dun polinomio e as operaciéns
de suma e produto de polinomios.

29. Supofiamos que temos dous polinomios, P,(X) e P,(X), e un nimero real «.
a) Se a éunharaizde P,(X), tamén é raiz do polinomio suma P,(X)+ P,(X)?
b) Se a éunha raizde P,(X), tamén é raiz do polinomio produto P,(X)- P,(X)?

c) Haialgunha relacién entre as raices do polinomio P,(X) e as do polinomio 4-P,(X)?

Que un numero real sexa raiz dun polinomio estd fortemente conectado coa factorizacion do
polinomio:

Se un numero real concreto & € unha raiz do polinomio p(X), enton o polinomio X —«a divide a p(X).
Dito doutro modo, o polinomio p(X)admite unha descomposicién factorial da seguinte forma:

p(X) = (X—a)-c(x)
para certo polinomio ¢(X), o cal pode ser cofiecido ao dividir p(X)entre X —« .
Imos demostrar a anterior afirmacidn. Se dividimos p(X) entre X —« , obteremos
P(X) = (X—a)-c(X) +r(X)

Como o polinomio divisor, X —« , é de grao 1, e o polinomio resto debe ser de inferior grao, deducimos
que o resto anterior € un numero real f. Escribamos r(x) = f:

pP(X)=(X=a)-c(X)+ p

O polinomio da esquerda, p(X), é idéntico ao da dereita, (X—«)-C(X)+ £ . Por esa razdn, ao avalialos
en certo numero real obteremos o mesmo valor. Procedamos a particularizalos para X=« . Ao ser «
raizde p(X), p(a)=0.Isto |évanos a

0=pa)=(a-a)-c(a)+f=0-cC(a)+f=0+5=p
e,asi,oresto é0, e

p(X) = (X—a)-Cc(x)
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E natural que nos preguntemos se é certo o reciproco do resultado anterior. A resposta é afirmativa:
Se un polinomio p(X)admite unha descomposicion factorial da forma
p(X) = (X—a)-c(x)

para certo polinomio C(X) e certo numero real &, entdon o numero & € unha raiz do polinomio p(X),
istoé, p(a)=0.

A stia demostracidn é sinxela. Basta que avaliemospen X=« :
p(a)=(a—a)-c(a)=0-c(a) =0

Se fundimos estes dous ultimos resultados nun sé atopamonos perante o denominado teorema do
factor:

Teorema do factor. Un numero real concreto & é raiz dun polinomio p(X) se, e sé se, o polinomio
X—a divide a p(Xx), é dicir, se e sé se o polinomio p(X)admite unha descomposicién factorial da
forma

p(X) = (X—a)-c(x)

Exemplo:

Volvamos co polinomio S(X)=2X" +2x*> —8X—8.

+ Sabemos que o nimero 2 é unha raiz de s(X) . Ratifiquemos que X—2 divide a s(X):

2x° +2x> —8x—8 | x-2
—2x +4x° 2X* +6X+4
6Xx> — 8x —8
—6x> +12x
4x—-8
—4x+8
0

Podemos descompoiier s(x) da seguinte forma:
2% +2X° —8X—8=(X—2)-(2X* +6X+4)
£ Vimos que outra raiz de s(x) é o nimero —l. Se observamos a precedente factorizacién de
s(x), é evidente que este nimero —1 non é raiz do factor X—2, polo que necesariamente debe
selo doutro factor C(X)=2X"+6X+4:
C(—l)=2-(—l)2 +6-(-1)+4=2-(+1)-6+4=0

Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez
Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




Ao ter constatado que —l é raiz do polinomio c¢(x), deducimos que X—(—1)=X+1 nos vai
axudar a descomponier C(X):

2x* +6X+4 | x+1
—2x* = 2X 2X+4
4x+4
—4x-4
0

Logo:
2X* +6X+4=(X+1)-(2x+4)

+ Se reunimos o feito nos apartados precedentes deste exemplo:
S(X) =2X> +2X> —8X—=8=(X=2)-(2X* +6X+4) = (X=2)-(X+1)-(2x +4) =
=(X=2)-(X+1):2-(x+2)=2-(X=2)-(X+1)-(x+2)
Descompuxose S(X) como produto de tres polinomios irredutibles de grao 1. A vista deles

cofiecemos todas as raices de S(x), os nimeros2, —l e —2.

Os resultados tedricos que establecemos condicennos a estoutro:

Todo polinomio de grao N ten como moito N raices reais, algunha das cales pode aparecer repetida
entre eses non mais de N nUmeros reais.

Hai polinomios que non admiten raices, é dicir, que non se anulan nunca:

Exemplos:

. . 2 , . ’
+ O polinomio t(X)=X"+1 non ten raices xa que ao avalialo en calquera nimero real & sempre
nos da un valor positivo e, polo tanto, distinto de O:

t(@)=a’+1 > 0

. . . 2 ; . . .
Ademais, este polinomio de grao dous, t(X)=X"+1, é un polinomio irredutible porque, ao
carecer de raices, non podemos expresalo como produto de polinomios de menor grao.

4 Outro polinomio sen raices é
uxX)=(x>+1)> =(X* +1)- (x> +1) =x* +2x> +1
Porén, U(X)=X"+2x>+1 é un polinomio reducible xa que, obviamente, pode ser expresado
como produto de dous polinomios de inferior grao.

Ainda que non sexa posible demostralo, pola sua dificultade, si se pode anunciar que todo polinomio de
grao impar posue, polo menos, unha raiz real.
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30. Construe un polinomio de grao 3 tal que posua tres raices distintas.
31. Determina un polinomio de grao 3 tal que tefa, polo menos, unha raiz repetida.
32. Construe un polinomio de grao 3 de forma que tefia unha Unica raiz.
33. Conxectura, e logo demostra, unha lei que nos permita saber cando un polinomio calquera
ax"+a X"'+..+ax+a,
admite o nimero 0 como raiz.

34. Demostra unha norma que sinale cando un polinomio calqueraa X" +a_ X" +.....+ a,X+a, admite
0 numero 1 como raiz.

35. Obtén todas as raices de cada un dos seguintes polinomios:
a) xX+7
b) —x+5
c) 2x-3
d) —-4x-9
e) —2x
f) x*-3x
g) 4x*—x-3
h) x’—x

i) X +X

4.3. Regra de Ruffini

No apartado anterior probouse a equivalencia entre que un nimero real « sexa raiz dun polinomio
p(X) e o feito de que o polinomio mdnico de grao un X—« divida a p(X), isto é, que exista outro
polinomio c(X) tal que sexa posible unha factorizacién de p(x) do tipo:

p(X)=(X-a)-c(X)

Debido a importancia que ten a divisidon de polinomios cando o polinomio divisor é da forma X—«, é
conveniente axilizar tales divisions.
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Exemplo:

+ Consideremos o polinomio p(X)=3X3 —4X” +X+3. Imos dividilo entre X+2. Se o resto é 0 o

nimero —2 sera unha raiz de p(X); no caso contrario, se non é 0 o resto, entén—2 non sera

raizde p(X).
3%} —4x> +X+3 | X+2
3%’ —6X° 3x* —10x+21

~10X° + X +3

10x> +20x
21x+3
—21x-42
-39

Xa que o resto non é cero, —2 non é unha raiz de p(x).

Vexamos como xurdiron tanto o polinomio cociente como o resto. Que o grao do dividendo sexa tres e
que o divisor sexa de grao un impdn que o cociente tefia grao dous e que o resto sexa un numero real.
O cociente consta dos monomios 3x>, —10X e 21, os cales coinciden cos monomios de maior grao de
cada un dos dividendos despois de diminuir os seus graos nunha unidade: 3x* procede de

3x* —4x> +x+3 (o dividendo inicial), —10X vén de—10x*+ X +3 e, por dltimo, 21 de 21x+3. Este

feito, coincidencia no coeficiente e diminucién do grao nunha unidade, débese a que o divisor, X+2, é
monico e de grao un.

Seguidamente, imos ter en conta unicamente os coeficientes do dividendo, por orde de grao, 3,-4, 1 e
3; canto ao divisor, como é ménico e de grao un, basta considerar o seu termo independente, +2, pero
como o resultado de multiplicar os monomios que van conformando o cociente polo divisor temos que
restarllo a cada un dos dividendos, atendendo a este cambio de signo, en lugar do termo independente,
+2, operaremos co seu oposto, —2, nuUmero que, a vez, € a raiz do divisor X+2 e sobre o que pesa a
pregunta de se é ou non raiz de p(X).

+ Primeiro paso da division:

3%° —4x* +x+3 | Xx+2 3 -4 1 3
—3x’ —6x* 3x? ) S

Aparece no cociente o monomio 3Xx* (coeficiente 3), o cal provoca a “desaparicion” de 3x° no
dividendo e a aparicién do monomio — 6x> (coeficiente —6=(-2)-3). Despois de operar (sumar)

atopamonos con —10x’> (coeficiente —10 = (—4) +(—6) ) e, no cociente, —10X.
+ Segundo paso. O dividendo pasa a ser —10X* + X +3.
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3%X) —4x% +X+3 | X+2

—3x3 —6x° 3x2 —10x 3 -4 1 3
—10x*+ X +3 -2 -6 20
2
10X +z(1)x : 3 -10 21|
X+

A irrupcién no cociente do monomio —10X (coeficiente —10) provoca a “desaparicién” de —10x> no
dividendo e a aparicion do monomio 20X (coeficiente 20 =(—2)-(—10)). Despois de operar (sumar)

atopamonos con 21X (coeficiente 21=1420) e, no cociente, 21.
+ Terceiro paso. O dividendo pasa ser 21X +3.

3%° —4x* +x+3 | X+2
3%’ 6%’ 3x* —10x+21
—10x>+ X +3 3 -4 1 3
10x* +20x -2 -6 20 —-42
21x+3 3 210 21|-39
—21x—42 E—
-39

Temos no cociente o termo independente 21. Isto provoca a eliminacién de 21X no dividendo e a
aparicién do termo —42 =(-2)-21. Despois de operar (sumar) atopamonos co resto —39=3-42.

En cada un dos pasos figura, na parte dereita, o mesmo que se realizou na divisién convencional, pero
coa vantaxe de que todo é madis axil debido a que unicamente se manexan numeros reais: 0s
coeficientes dos distintos polinomios participantes.

Estamos ante a chamada regra de Ruffini, un algoritmo que nos proporciona tanto o cociente como o
resto que resultan de dividir un polinomio calquera entre outro da forma X—c.

Exemplo:

+ Dividamos o polinomio p(x)=—x* +2x® +5x+4entre X—3:

-1 2 0 5 4

3 -3 -3 -9 -12

-1 -1 -3 —-4[-8

O cociente é —X’ —x* —3X—4 e o resto — 8 . Como o resto non é 0 deducimos que o nimero 3 non é

raiz de p(X) = —x*+2x3 +5X+4. A relacién entre dividendo, divisor, cociente e resto é, como sempre:
p(x)=—x* +2x° +5x+4 =(x—3)-(—x* = x* —3x—4)+(-8)
Se avaliamos p(x) en X=3 non pode dar cero pero, que valor resulta?

p(3)=(3—-3)-(-33-32-3-3-4)+(-8) =0+ (—8) =8

Naturalmente obtivemos o resto anterior. Este feito vén recollido no denominado teorema do resto.
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Teorema do resto. O valor numérico que adopta un polinomio p(X) ao particularizalo en x =«
coincide co resto que aparece ao dividir p(X) entre X — « .

36. Usa a regra de Ruffini para realizar as seguintes divisions de polinomios:
a) —-2x*+x+lentrex+1
b) Xx’+2x*—2x+lentreX+2
c) 4x’-3x*—lentrex—1
d) X’-9x+1entrex—3

37. Emprega a regra de Ruffini para ditaminar se os seguintes nimeros son ou non raices dos
polinomios citados:

a) a=3de x> —4x*+5
b) f=-2de —x’—2X*+X+2
c) y=lde —2x*+x+1
d) o=-1de 2x’ +2x?
38. Utiliza a regra de Ruffini para cofiecer o valor do polinomio — X’ +2x*+x+2 en X=3.

39. Estuda se é posible usar a regra de Ruffini, dalgunha forma, para dividir X’ +3x* +3x+2 entre
2X+6.

Para facilitar a comprension dos conceptos e resultados deste tema a maioria dos numeros que
apareceron ata agora, coeficientes, raices, etc., foron nimeros enteiros. Por suposto que podemos
atopar polinomios con coeficientes racionais, ou irracionais, ou con polinomios con raices dadas por
unha fraccién ou un nimero irracional. Tamén existen polinomios que carecen de raices.

Exemplos:
4+ Comprobemos, mediante a regra de Ruffini, que « :% é raiz do polinomio 2x* —3x+1:
2 -3 1
1/2 | I -1
2 -2 |

4+ Para cofiecer as raices do polinomio x*—2 debemos estudar se hai algiin nimero real o tal que
o anule, é dicir, para o que se tefia
a?—2=0;a2=2 a=+V2
Asi, o polinomio de grao dous x> —2 ten duas raices distintas que son nimeros irracionais.
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+ Xa sabemos que hai polinomios que carecen de raices, como por exemplo X* +4.

Apreciamos que a regra de Ruffini nos informa sobre se un nimero concreto é ou non raiz dun
polinomio. Naturalmente, cando estamos perante un polinomio, e nos interesa cofiecer as suas raices,
non é posible efectuar unha proba con cada ndimero real para determinar cales son raiz do polinomio.
No préximo apartado destacaremos certos “nimeros candidatos” a seren raiz dun polinomio.

4.4. Calculo das raices dun polinomio
A hora de buscar as raices enteiras dun polinomio dispofiemos do seguinte resultado:
Dado un polinomio calquera
ax"+a, X" +...+aX +ax+a,
cuxos coeficientes son todos nimeros enteiros, as sUas raices enteiras, se as tivese, encontranse

necesariamente entre os divisores enteiros do seu termo independente 4.

Procedamos a sla demostracién. Supofiamos que certo nimero enteiro « é unha raiz dese polinomio.
Tal nimero debe anulalo:

n n-1 2
a,a +a,_ o +...+ta,a+aa+a,=0

- 2
ao +a,_a +... +a,a” +aa=-4a,
n-1 n-2
a-(@a +a, ,a +.... +a,a+a)=-9,
n-1 n-2 _—a,
aa +a, a +..t+aa+a =

Na ultima igualdade, o numero do lado esquerdo é enteiro, porque esta expresado como unha suma de

, . . , . _a() , , .
produtos de numeros enteiros. Por iso, o nimero do lado dereito, —, tamén é enteiro. Ao seren
a

tamén enteiros tanto —d, como «, acadamos que « é un divisor de 4.
Exemplos:

+ Determinemos, con amafio ao anterior resultado, que nimeros enteiros son candidatos a seren
raices do polinomio 2x* +3x> —11x—6:
Tales numeros enteiros candidatos deben ser divisores de —6, o termo independente do
polinomio. Por iso, os Unicos nUmeros enteiros que poden ser raiz dese polinomio son:
+1,£2,£3, £6

Pode comprobarse que os nimeros enteiros 2 e —3 son raices; os demais non o son.

£ As Unicas posibles raices enteiras do polinomio 2x® + x> +12X + 6 tamén son:
+1,£2,£3, +£6

Neste caso ningun deses numeros é raiz do polinomio.
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40. Para cada un dos seguintes polinomios sinala, en primeiro lugar, que numeros enteiros son
candidatos a seren raices suas e, despois, determina cales o son:

a) X’—x*+2x-2

b) x*+4x’+4x>+4x+3

c) 2x°+x*—18x-9

d) x*+2x>+3x* +6x
Algo mais xeral podemos afirmar sobre clases de nimeros e raices dun polinomio:
Dado un polinomio calquera

ax"+a X" +...+aX +ax+a,

cuxos coeficientes son todos nimeros enteiros, as suas raices racionais, se as tivese, necesariamente
tefien por numerador algun divisor do termo independente, @,, e por denominador algin divisor do

coeficiente do termo de maior grao, 4,.
Exemplos:

4+ Volvendo a un dos polinomios do exemplo anterior, 2x°> +3x*> —11X—6, 0os nUmeros racionais
candidatos a seren raices suas tefien por numerador un divisor de — 6 e por denominador un

divisor de 2. Polo tanto, os tinicos nimeros racionais que poden ser raiz dese polinomio son:

+1, +2, £3, +6, i—l, 24y 53 A0
27 2 27 2

—_ 3

. . =1 .
Ademaisde2 e — 3, tamén é raiz 7; os demais non o son.

4 As Unicas posibles raices racionais do polinomio 2x* +2x* — x* —3x -3 son:

s 3, 222

9

2 2
Neste caso ningun deses numeros é raiz do polinomio.

-1, . .
41. Completa o exemplo precedente comprobando que, en efecto,T é raiz do polinomio

2x3 +x% —18x - 9.

42. Para cada un dos seguintes polinomios indica que niumeros racionais son candidatos a seren raices
suas e, despois, determina cales o son:

a) 3x*+4x+1 b) 2%° —9x* +12x—4
No capitulo proximo, dedicado as ecuacidns, seremos capaces de obter as raices de todo polinomio de
grao dous, se as tivese.
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4.5. Factorizacion de polinomios e fraccions alxébricas

A factorizacién de polinomios pode ser utilizada para simplificar algunhas expresidéns nas que
interveien fraccions alxébricas. Vexamolo a través dun par de exemplos:

Exemplo:

4+ Unha fraccion alxébrica como

x* —8x* -9
x> —6x—6x>-7x-6
pode ser simplificada grazas a que o numerador e o denominador admiten factorizaciéns nas que algun
polinomio estd presente en ambas as duas.

x*—8x> -9 O OCHD(x+3)-(x=3)  x+3
X —6X —6X* =TX—6 (X*+1)-(X+2)-(X+1)-(x=3) (X+2)-(x+1)
Como xa apuntamos noutras ocasions, as expresions final e inicial non son idénticas pero si son

equivalentes en todos aqueles valores para os que ambas as duas tefien sentido, isto é, para aqueles
nos que non se anula o denominador.

Exemplo:

4+ Nunha suma de fracciéns polindémicas como esta

3X— 2 4

X* + X xz—x—2
podemos acadar un comun denominador nas fraccions a partir da descomposicién de cada
denominador:

-2 4 -2 4 _Bx=2)-(x=2) 4-x

X’ +x X>—x—2 X-(X+1) (X+1)-(x— 2) X-(X+1)-(X— 2) (X+1)-(x— 2)x

(3x 2)-(X— 2)+4x 3x° —4x+4
X-(X+1)-(x=2) X-(X+1)-(x=2)
Convén destacar que no resultado final se optou por deixar o denominador factorizado. Desa forma,
entre outras cuestidns, apréciase rapidamente para que valores da indeterminada esa fraccion
alxébrica non admite ser avaliada.

43. Simplifica, se é posible, as seguintes expresions:

x2 +4x x? -1 x-1
a) — "~ b) X~ c) x-t
) x> +3x>—6x-8 ) x> +3x>—6x-8 x>+ x%—6x
44. Realiza as seguintes operacions tendo en conta as factorizacions dos denominadores:
5 X+2
+ 2
—-3X+12  x"—4x
—X 3x—1
b)

X2 —2x+1 x*-1
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4.6. Produtos notables de polinomios

Neste apartado imos destacar unha serie de produtos concretos de polinomios que xorden
frecuentemente. Podemos expoielos de moi diversas formas. Tal e como o faremos, aparecera mais
dunha indeterminada; debemos ser capaces de apreciar que se, nalgin caso concreto, algunha
indeterminada pasa ser un numero concreto isto non fard mais que particularizar unha situacion mais
xeral.

Potencias dun binomio. As seguintes igualdades obtéfiense, simplemente, tras efectuar os oportunos
calculos:

o (a+b) =a’+2ab+b’

O cadrado dunha suma é igual ao cadrado do primeiro, mais o dobre
produto do primeiro polo segundo, mais o cadrado do segundo.

Comproba a igualdade a partir dos cadrados e rectangulos da
ilustracion.

o (a—b)’=a’-2ab+b’

O cadrado dunha diferenza é igual ao cadrado do primeiro, menos o
dobre produto do primeiro polo segundo, mais o cadrado do
segundo.

Observa a figura e conéctaa coa igualdade.

i
o (a+by’ =a’+3a’h+3ab’ +b’

— Ratifica a igualdade cos cubos e prismas da figura.
e (a—b) =a’-3a’h+3alb’ b’

Podemos observar que, en cada un dos desenvolvementos, o expofiente do binomio coincide co grao
de cada un dos monomios.

Exemplos:
+ (@+3y’=a’+2-a-3+3=a’+6a+9
£ (X—4) =X -2-X-4+4 =x> -8X+16
£ BX+5) =(3X)° +2-3X-5+(5)° =9x* +30x+25
£ (X=6Yy)’ =X"=2-X-6y+(6y)’ =X —12xy+36y’
4 (2X=5) =(2X)° =3-(2X)? -5+3-(2X)-5> =5 =8X’ —60x* +150k 125
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45. Realiza os calculos:
a) (1+3a)’
b) (—X+3)°
o (3x-2)
d) (X -1y
e) (4x+2)°
46. Obtén as férmulas dos cadrados dos seguintes trinomios:

a) (a+b+c)

b) (a+b—c)’

47. Desenvolve as seguintes potencias:
a) (2x + 3y)? b) 3x +y/3)? c) (5x—5/x)?
d) (3a—5)? e) (a*-b?)? f) (3/5y-2/y)?

48. Expresa como cadrado dunha suma ou dunha diferenza as seguintes expresions alxébricas:
a)a’+6a+9 b) 4x>—4x+1 c) b>-10b + 25
d)4y*+ 12y +9 e) a*-2a% +1 f)y*+6y*+9

Suma por diferenza. De novo a seguinte igualdade il b
obtense tras efectuar o produto sinalado: i

(a+b)-(a—b)=a’-b’ (ﬂ-i-b){ﬂ'bj

Suma por diferenza é igual a diferenza de cadrados.

[l
=

Observa as figuras e conéctaas coa igualdade. _b a — T —

Exemplos:
+ (@+7)-(@a-7=a’-7"=a>-49
+ (X+D)-(x=-D=x*-1"=x>-1
4+ (2X+3)-(2x=3)=(2%)° -3’ =4x* -9
+ (=3x=5)-(=3x+5)=(=1)-(3%X+5) - (=3x+5) = (=1) - (54 3X)-(5-3%) =

=(-1)-(5 —=(3x)*) =—25+9x*
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49. Efectua estes produtos:

a) (4x+3y)-(4x-3y)
b) (x> +4)-(2x> —4)

o) (=X +3xX)-(X* +3X)

De volta aos polinomios dunha variable, podemos dicir que neste apartado expandimos potencias dun
polinomio, ou produtos dun polinomio por si mesmo, asi como produtos da forma suma por diferenza.
Convén darse conta de que as suas féormulas, lidas ao revés, constitien unha factorizacién dun
polinomio.

Exemplos:
+ X HIX+36=X+2-6-X+6" =(X+6)°
2% =12 18K =2X- (X" —6X+9) =2X-(X* —2-3-X+3%) =2X-(X-3)
+ X =5=(x+5)-(x=+/5)
4 X —16=0¢ +4)- (¢ —4) = (X +4)-(X+2)-(X—2)

50. De acordo co exposto, factoriza os seguintes polinomios:
a) x*-2x+1

b) 3x*+18x+27

c) 4x’-16x’
51. Calcula os seguintes produtos:
a)(3x+1)-(3x—1) b) (2a— 3b) - (2a + 3b)
c) (x>~ 5)- (x*+5) d) (3a>+5) - (3a*-5)
52. Expresa como suma por diferenza as seguintes expresions
a) 9x’>— 25 b) 4a*- 81b? c) 49 — 25 x? d) 100 a*>- 64
53. Simplifica as seguintes fracciéns alxebraicas
a) x> -1 b)2x2+12x+18 g 6-3a
3X +3 x> -9 a’-4
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ \ X [ Dille a un compafieiro que escriba
Numerosos actos que po- * " X nun papel un ndmero natural e
demos encadrar dentro de * _quenonoamose.

"trucos de maxia" poden ii. Que o multiplique por 10.

ser analizados. ol “destric iii.  Que ao resultado anterior lle sume

pados", mediante un uso 32.

adecuado das Matematic iv.  Que multiplique por 100 o obtido.

cas, en particular a partir v.  Quelle sume 800.

de expresions alxebraicas. vi.  Que divida entre 1000 a ultima
cantidade.

\ / vii.  Que ao resultado precedente lle

reste o nUmero que escribiu.
Nos exercicios 1 e 2 tes outros vii. - Ten un 4! Maxial
exemplos disto.
( ALGORITMOS

- 0 que orixina a letra dun DNI ou NIF.

A regra de Ruffini é un exemplo de algoritmo. Un algoritmo é unha relacién ordenada e precisa
de operacidns, ou acciéns, que se deben realizar sobre os datos inicialmente dispofiibles coa
finalidade de resolver un problema ou acadar nova informacién. Outros algoritmos:

- 0 da division de dous numeros enteiros, que nos proporciona o seu cociente e o seu resto.

- o de Euclides, polo que obtemos o maximo comun divisor de dous enteiros positivos.

- 0 da raiz cadrada, que ofrece a raiz cadrada dun nimero.

\ Os algoritmos son un piar basico no funcionamento de calquera ordenador ou computadora.

~

%
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COEFICIENTES BINOMIAIS

Cando expandimos o binomio (a+b)n aparece un polinomio tal que todos os seus mo-

nomios son do mesmo grao, grao n . A parte literal de cada un deles é moi facil de es-
cribir, non asi, en principio, cada un dos coeficientes. Porén, grazas a un tridngulo nu-
mérico podemos cofiecer os coeficientes que corresponden a cada expoifente n: o
tridngulo de Tartaglia ou de Pascal. E un triangulo numérico con moitas propiedades e
utilidades. Anotemos unha propiedade: cada unha das suas lifias comeza e conclide co
dixito 1, o resto de niumeros é igual @ suma dos dous numeros que se atopan sobre el.

n= 9/1/9/36/84/126/126/84/36/9/1/

Por exemplo, o desenvolvemento para o expofiente N =35 seria

(a + b)° = a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b°
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RESUMO

Expresion

Expresidn matematica que se constrie con numeros

—3X

2
. ., . , . —— =Xy -z
alxébrica reais e as operacions matematicas bésicas de suma,| 2x + y’ y
resta, multiplicacion e/ou division.
Variable, O non concretado nunha expresion alxébrica. As variables, ou indeterminadas, do

indeterminada

exemplo anterior son x, y, z.

Valor numérico
dunha expresion

Ao fixar un valor concreto para cada indeterminada,
ou variable, dunha expresion alxébrica aparece un
nimero real: o valor numérico desa expresion

Se, na expresion precedente,
facemos x=3, y=-2, z=1/2 obtemos

alxébrica -33 3.(—2y2.L_23
alxébrica para tales valores das indeterminadas. 2.3+ (-2)° -3:(=2) B
Monomio Expresion dada polo produto de numeros reais e —5-x-y3-22,
indeterminadas. 5
7-X

Coeficiente dun
monomio

O numero real que multiplica a indeterminada, ou
indeterminadas, do monomio.

Os coeficientes dos anteriores
monomios son, respectivamente, -5
e’

Parte literal dun

A indeterminada, ou produto de indeterminadas,
gue multiplica o coeficiente do monomio.

A parte literal de —5-x-y3-22 é

monomio 3 9
X-y’ -z

Grao dun Cando hai unha Unica indeterminada é o expofiente | Os graos dos monomios

monomio desta indeterminada. Se aparecen varias, o grao do|precedentes son 6 e 2,
_monomlo_ serd a suma dos expofientes desas respectivamente
indeterminadas.

Polinomio Expresion construida a partir da suma de X2 +4%> +8X+6
monomios.

Grao dun O maior grao dos seus monomios. O anterior polinomio é de grao 3

polinomio

Suma, resta e
produto de
polinomios

O resultado sempre é outro polinomio.

p=—3x+6;q=x2+4.

p+q=x*-3x+10;
p—q=-x>—-3x+2;
p- g =-3x3+6x>—12x + 24.

Division de dous
polinomios

Obtéfiense outros dous polinomios, os polinomios
cociente (c(x)) e resto (r(x)), ligados aos polinomios
iniciais, os polinomios dividendo (p(x)) e divisor

(q(x)).

PO =a(x)-c(X) +r(X)
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Factorizacion dun | Consiste en expresalo como produto doutros| x° —3x® —x?>+3=

polinomio polinomios de menor grao. _ (X2 _3)'()(3 1)
Polinomio E aquel que non pode ser expresado como produto —3x+6
irredutible doutros polinomios de grao inferior. 2 4 '

X+
Raiz dun Un ndmero real concreto & € unha raiz, ou un cero,| 2 & raizde —3X+6
polinomio do polinomio P, se ao avaliar P en X=a obtemos

’ 7 . . :O'
0 ntmero 0, & dicir, se p(a) 1e — 3 son raices de X’ +2X—3

P . { . . 2
Raices e Que un numero real concreto & sexa unha raiz do| —2 ¢ unharaizde x> +2x% —x—2
factorizacién polinomio P(X) é equivalente a que o polinomio

p(X) admita unha descomposicion factor.ial c?a X3+2X2—X—2=(X+2)-(X2—1)
forma pP(X)=(X—a)-c(X) para certo polinomio

c(X).

Numero de raices  Todo polinomio de grao N ten como moito N | y2 4 7% 3 ten ddas raices, le —3
e grao raices reais, algunha das cales pode aparecer

repetida entre eses non mais de N nudmeros reais. 5 ,
3X”+7 non ten raices

Regra de Ruffini |Pédemos axudar a hora de factorizar un polinomio e
cofecer as suas raices.
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EXERCICIOS E PROBLEMAS

1. Neste exercicio vaise presentar un truco mediante o cal imos adivifiar o nimero que resulta tras
manipular repetidamente un nimero descofiecido. Converte nunha expresion alxébrica as sucesivas
alteracions do numero descoiiecido e xustifica o que ocorre.

i.  Dille a un compafeiro que escriba nun papel un nimero natural e que non o

amose. h
ii.  Que o multiplique por 10.

iii.  Que ao resultado anterior lle sume 100.

iv.  Que multiplique por 1000 o obtido.

v. Que divida entre 10 000 a ultima cantidade.

vi.  Que ao resultado precedente lle reste o nimero que escribiu.

vii.  Independentemente do nimero descofiecido orixinal, que nimero xurdiu?

2. Nestoutro exercicio imos adiviiar dous nimeros que pensou un compaifeiro. Constride unha
expresion alxébrica que recolla todos os pasos e, finalmente, descobre o truco.
i. Solicita a un compafieiro que escriba nun papel, e non amose, dous niUmeros naturais: un dunha
cifra (entre 1 e 9) e outro de duas cifras (entre 10 e 99).
ii.  Que multiplique por 4 o numero escollido dunha cifra.
iii.  Que ao resultado anterior lle sume 3. 5
iv.  Que multiplique por 5 o obtido.
v.  Que a ultima cantidade lle reste 15.

vi.  Que multiplique o resultado precedente por 5.
vii.  Que lle sume ao anterior o numero de duas cifras que elixiu.
viii.  Dille ao compafieiro que desvele cal é o resultado de todos eses cambios.

ix. Que debemos facer para descubrir os dous niumeros que escolleu o compafieiro?

3. Estuda se hai numeros reais nos que as seguintes expresiéns non poden ser avaliadas:

a) 3x—6
(X+2)-(2x-14)
- X
b) ——
x> —4x+4
3
<) 3x° —
-2x*=3x* -4
d) SX-y+1
x> +y’

4. Unha persoa ten aforrados 1000 euros e decide depositalos nun
produto bancario cun tipo de interese anual do 3%. Se decide
recuperar os seus aforros ao cabo de dous anos, cal serd a cantidade
total da que dispora?

w
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5. Xeneralicemos o exercicio anterior: Se ingresamos Xeuros nun depdsito bancario cuxo tipo de

interese é do 1% anual, cal serd a cantidade que recuperaremos ao cabo de N anos?

6. Constrie un polinomio de grao 2, p(X), tal que p(3)=-7.

7. Consideremos os polinomios P(X)==5% +Xx*=3x=2 , qX)=3x*+2x’—x*+2x+7 e

r(X)=4x"+5x—1 . Realiza as seguintes operacions:

a) P+Q+r
b) P—Q
o pr
d p-r=q

8. Calcula os produtos:

ax by) (—xy
a) (?—7J(?j b) (0.3x—0.2y +0.1z) - (0.1x+ 0.2y - 0.32) c)(x—1) (x—a) (x—b)

9. Efectua as divisiéns de polinomios:

a) 2x* 3%’ —8x* +9x—1 entre 2x> +3x-3
b) 4%’ —5x*+6x> +2x> —10x—6 entre X +2X+3

10. Calcula os cocientes:
a) (5x*):(x?) b) (3x%y*2°) : ((1/2)xy?2°) c) (X +2x%y +y?) : (x* +y)

11. Realiza as operacions entre fraccions alxebraicas:

a) x—1 N 2X

x?=3X X*—6X+9
b) X—1 3 2X

X2 =3x X*—6X+9
0 X—1 2X

x> =3X X*—6X+9
d) =1 2X

X2 =3x x>—6Xx+9

12. Construie un polinomio de grao 2 tal que o nimero —3 sexa raiz sua.
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13. Determina un polinomio de grao 3 tal que as stas raices sexan 6, —3 e 0.

14. Construe un polinomio de grao 4 tal que tefia unicamente duas raices reais.

15. Encontra un polinomio q(X) tal que ao dividir P(X)=X"+X +X* +X+1 entre q(X) se obtefia como
polinomio resto I'(X)=5xX>+5x+1.

16. Calcula as raices enteiras dos seguintes polinomios:

a) 33X +11xX*+5x-3
b) 3x’+2x*+8x-3
c) 33X +5x+x-1
d) 2X +Xx*—6x-3

17. Obtén as raices racionais dos polinomios do exercicio anterior.

18. Descompdn os seguintes polinomios como produto de polinomios irredutibles:

a) 3X +11xX*+5x-3
b) 3X +5x*+x-1
) 2X +Xx*—6x-3
d) 3x —6x>+x-2
19. Calcula as potencias:

a) (x—2y +2)? b) 3x-y)? c) ((1/2)a + b*)? d) (¢ - y?)?

20. Analiza se os seguintes polinomios xurdiron do desenvolvemento de potencias de binomios, ou
trinomios, ou dun produto suma por diferenza. En caso afirmativo, expresa a sua procedencia.

a) X +6Xx+9
b) x'—8x+16
c) X +420xy+5y’
d) x*+2X + X +2x+1
e) x'—2xX+x +2x+1
f) x*-36
g) 5x*+1
h) 5x*—11
) X =3y’
Matematicas orientadas as ensinanzas académicas.42 B de ESO. Capitulo 3: Polinomios Autor: Eduardo Cuchillo Ibafiez

Tradutora: M2 Teresa Seara Dominguez

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciéns: Banco de Imaxes de INTEF




21. Descompodn en factores:

a)x*—1 b) x? —y? c) x2y? — 22 d) x* = 2x%y + y?

22. Con este exercicio preténdese amosar a conveniencia & hora de non operar unha expresion
polindmica que temos factorizada total ou parcialmente.

a) Comproba a igualdade X' —5X* +6=(X’—2)-(X* =3).

b) Determina todas as raices do polinomio X' —=5X* +6.

23. Factoriza numerador e denominador e simplifica:

4 2.2 4
W2 —ox+1 b X' +2Xy +y X3 — X
x> —1 X +y x* -1

a)

24. Efectua as seguintes operacions e simplifica todo o posible:

2 3 b X—y.x2+y2 g 2x+1
X(5-X) 2(5-X) X+y x> -y’ 4x* -1

25. Efectla as seguintes operacions e simplifica todo o posible:

) x* =1 x*+1 b) 2X+3y 3x+4y —4x+(1—- X) X+1_1 X
a 7 8 _ - _ _ 1
X X a-b 2a 2b X 1+X

26. Efectua as seguintes operacions e simplifica todo o posible:
a) X4_i : X2+l b) X3—3aX2+3a2X—a3 Xx—a C) a+b_a—b : ab
X X X+a ‘X+a a-b a+b) a+b

27. Efectua as seguintes operacions e simplifica todo o posible:

ot 1 1 3,221
a X+y x a+ I 3 2 1 3 2 X X
a) y. : y b) 1——+—2+—3 . Y C) y . y
it 1. x X xX/)\x x X 133,535
a X+y X a+y X 'y Xy
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AUTOAVALIACION

1. Sinala os coeficientes que aparecen nas seguintes expresions alxebraicas:

a) 23—X;y72 +5xy3‘g b) —2X°+X' =X’ +5x~1 ¢) 542Xy’ 2

2. Ovalor numérico da expresiéon 3X—_72+ 5xy° _ en X=2,y=-1,z=-1é:
2-3y z

a)17 b)15c¢)—-3d) -5
3. Completa adecuadamente as seguintes oraciéns:
a) Asuma de dous polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........
b) A suma de tres polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........
¢) O produto de dous polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........

d) A diferenza de dous polinomios de grao dous é sempre outro polinomio de grao ..........

4. Ao dividir o polinomio P(X) =X’ +X* + X’ +1entre q(X) = X>+X+1 o polinomio resto resultante:

a) debe ser de grao 2. b) pode ser de grao 2.

c) debe ser de grao menor que 2.  d) ningunha das opcidns precedentes.

5. Considera o polinomio 2x* = 7% +5x% —7x+3 . Cales dos seguintes numeros enteiros son
razoables candidatos para seren unha raiz sua?

a) 3 b) 2 c)-5 d) =7

6. Considera o polinomio 2x' +7x +x* =7x-3. Cales dos seguintes numeros racionais son
razoables candidatos para seren unha das suas raices?
-1 1 3
a) —3 b)2e — c)-3e — d)—3e =
2 3 2
7. Todo polinomio con coeficientes enteiros de grao tres
a) ten tres raices reais. b) ten, como moito, tres raices reais. c) ten, polo menos, tres raices.

8. E posible que un polinomio, con coeficientes enteiros, de grao catro tefia exactamente tres raices,
xa sexan diferentes ou con algunha multiple?

9. Xustifica a veracidade ou falsidade de cada unha das seguintes oracions:
a) A regra de Ruffini serve para dividir dous polinomios calquera.
b) A regra de Ruffini permite ditaminar se un nimero é raiz ou non dun polinomio.
c) Aregra de Ruffini s6 é valida para polinomios con coeficientes enteiros.
d) A regra de Ruffini € un algoritmo que nos proporciona todas as raices dun polinomio.

10. Analiza se pode haber algin polinomio de grao oito que non tefa ningunha raiz.
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