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Resumen

La Estadistica es una Ciencia que surgio para llevar la contabilidad del Estado. De ahi viene su nombre.
En el siglo XX se desarrollaron sus técnicas y se separd de las Matematicas, pasando a ser una ciencia
con entidad propia. En los medios de comunicaciéon encontramos frecuentes estadisticas. En medicina
se necesitan métodos estadisticos para probar nuevos medicamentos. En todo experimento cientifico,
tras la recogida de datos, se necesita utilizar pruebas estadisticas que permitan sacar informacién de
esos datos.

El origen de la Probabilidad se encuentra en los juegos de azar. Cardano, Galileo, Pascal, Fermat son
algunos de los matematicos que se ocuparon en sus inicios.
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1. LATOMA DE DATOS

1.1. Un ejemplo para realizar un analisis

Ejemplo:

#+ La Casa de la Moneda quiere estudiar cudntas monedas debe emitir, teniendo en cuenta las que
estdn en circulacion y las que se quedan atesoradas (bien en casas particulares, o en mdquinas de
refrescos, o depositadas en un banco). Se ha hecho una encuesta a pie de calle a 60 personas y se ha
apuntado cudntas monedas llevaba cada una de ellas en el bolsillo. Hemos obtenido estos datos:

127118 |8|9|6(12(7|7|13|0|10|9 |13(18| 7| 6 |11|12|16| 0 |10|10| 8| 8|9 |11|10| 8

16| 8 |5|2|12| 8 |14|14|16|6 |2 | 0|18|10|10|12|14|6 |7 |3 |12|11|10(18| 9|7 |12|1|15| 8

El primer paso consiste en hacer un esquema para el recuento: usaremos una tabla y marcaremos
palotes cada vez que aparezca ese numero.

o |/// 7 /T 14 |///
1 |/ 8 /I 111 15 |/
2 /] 9 /I 16 |///
3 |/ 10 |///1] 7] 17

4 11 |//// 18 |///
5 |/ 12 |//111 7] 19

6 |///] 13 |// 20

Pasar de ese recuento a una tabla de frecuencias absolutas es muy sencillo: solo hay que sustituir los
palotes por el niUmero que representan.

0 3 7 6 14 3
1 1 8 8 15 1
2 2 9 4 16 3
3 1 10 7 17 0
4 0 11 4 18 3
5 1 12 7 19 0
6 4 13 2 20 0

Es mucho mejor analizar los datos de modo visual. Estamos mas acostumbrados a trabajar de esa
manera. Podemos representar los datos de la tabla de frecuencias en un diagrama de barras, donde la
altura de cada barra representa la frecuencia de aparicién.
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El procesamiento de datos estadisticos se utiliza mucho. Obviamente no se hacen las operaciones a
mano, sino que se utilizan calculadoras u hojas de calculo. Disponer de esos medios tecnolégicos serd
un buen complemento para el capitulo, aunque recordamos que lo mas importante es comprender qué
se hace en cada momento.

Comenzaremos introduciendo algo de nomenclatura. Casi todos estos nombres los has escuchado
puesto que los medios de comunicacién los utilizan muchisimo

Poblacion es el colectivo sobre el que se quiere hacer el estudio.

Muestra es un subconjunto de la poblacién de modo que a partir de su estudio se pueden obtener
caracteristicas de la poblacion completa.

Individuo es cada uno de los elementos de la poblacién o la muestra.
Ejemplo:

% Se quiere hacer un estudio sobre hdbitos alimenticios de los estudiantes de 32 de ESO de todo
Madrid. Pero como es muy costoso entrevistar a todos los estudiantes se decide tomar un IES por
cada distrito y entrevistar a los alumnos de 32 de ESO de esos colegios elegidos.

La poblacion objeto del estudio seran todos los estudiantes madrilefios matriculados en 32 de ESO.
La muestra son los estudiantes de 32 de ESO matriculados en los institutos elegidos.

Cada uno de los estudiantes de 32 de ESO es un individuo para este estudio estadistico.

1. Queremos hacer un estudio de la cantidad de monedas que llevan en el bolsillo los estudiantes de tu
clase. Pero para no preguntar a todos elige 10 compafieros al azar y anota en tu cuaderno cudntas
monedas lleva cada uno.

a) ¢Cual es la poblacién objeto del estudio?
b) éCual es la muestra elegida?

c) Especifica 5 individuos que pertenezcan a la poblaciéon y no a la muestra.
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1.2. Variables estadisticas
Ejemplo:
+ En un estudio estadistico se puede preguntar cosas tan variopintas como

» ¢Qué frutas comes a lo largo de una semana?
¢Cuantas piezas de fruta comes al dia?

¢Cudntas monedas llevas en el bolsillo?

¢Cudl es tu altura?

¢Cudntas marcas de chocolate recuerdas?

¢Cuales son las marcas de chocolate que recuerdas?
¢Cudntos hermanos tienes?

¢Cual es tu color favorito para un coche?

éCudnto tiempo pasas al dia viendo la televisién?
¢Cuantos seguidores tienes en twitter?

YVVVVVYVYVYVYYVYY

Esas preguntas pueden corresponder a estudios de salud, econdmicos, publicitarios o socioecondmicos.
Algunas se responden con un nimero y otras se responden con un nombre o un adjetivo. Incluso hay
diferencias entre las que se responden con nimeros: el nimero de monedas que llevas o el nimero de
seguidores de twitter se contestan con nimeros enteros, mientras que para hallar tu altura o las horas
gue pasas delante del televisor necesitamos utilizar nimeros reales (normalmente con representacion
decimal).

Una variable se dice cuantitativa si sus valores se expresan con nimeros.
Las variables cuantitativas pueden ser
» discretas si solo admiten valores aislados
» continuas si entre dos valores pueden darse también todos los intermedios

Una variable estadistica es cualitativa cuando sus valores no se expresan mediante un nimero, sino con
una cualidad.

2. Clasifica en variables cualitativas y cuantitativas las que aparecen en el primer ejemplo de esta
seccion. Para las cuantitativas indica si son continuas o discretas.

1.3. Las fases de un estudio estadistico
En un estudio estadistico hay 6 fases fundamentales:

1. Determinacidn del objeto del estudio. Esto es, saber qué queremos estudiar.
Seleccidn de las variables que se van a estudiar.
Recogida de los datos.
Organizacion de los datos.
Representacion y tratamiento de los datos.
6. Interpretacion y analisis.
En este libro empezaremos los ejemplos a partir del punto 4, con datos ya proporcionados en los
enunciados, aunque a continuacién vamos a reflexionar algo sobre la seleccidon de una muestra,

vk wNnN
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1.4. Métodos de seleccion de una muestra estadistica. Representatividad de
una muestra

Para recoger los datos y determinar los valores de la variable se puede utilizar a toda la poblacién, todo
el universo sobre el que se realiza el estudio, o seleccionar una muestra. En muchas ocasiones no es
conveniente recoger valores de toda la poblacion, porque es complicado o demasiado costoso, o
incluso porque es imposible como en el caso de un control de calidad en que se destruya el objeto a
analizar. La parte de la Estadistica que se ocupa de como seleccionar adecuadamente las muestras se
denomina Teoria de Muestras.

Ejemplos:

+ Si estudiamos el peso de los habitantes de una ciudad, la poblacidn sera el total de las personas
de dicha ciudad.

+ Pero lo normal serd no recoger informacién sobre todas las personas de la ciudad (ya que seria
una labor muy compleja y costosa), sino que se suele seleccionar un subgrupo (muestra) que se
entienda que es suficientemente representativo.

4+ Para conocer la intencidn de voto ante unas elecciones europeas, municipales, autondmicas... se
utilizan muestras, pues preguntar a toda la poblacion seria muy costoso (y eso ya se hace en las
elecciones).

4+ Pero si una fabrica quiere conocer las horas de vida util de un tipo de bombilla, no puede poner
a funcionar a toda la poblacién, todas las bombillas, hasta que se estropeen pues se queda sin
produccion. En este caso es imprescindible seleccionar una muestra.

+ En control de calidad se hacen estudios estadisticos y se toman muestras.

Para determinar la mejor forma de seleccionar una muestra existe toda una parte de la Estadistica, la
Teoria de Muestras, que nos indica varios detalles a tener en cuenta:

» ¢éComo se deben elegir los elementos de la muestra?
» ¢Cudl debe ser el tamaiio de la muestra?
» ¢Hasta qué punto la muestra es representativa de la poblacion?

La forma de seleccionar la muestra, muestreo, debe reunir unas determinadas caracteristicas para que
pueda caracterizar a la poblacién, ser representativa de la poblacién. Debe ser un muestreo aleatorio,
es decir, al azar. Si la muestra esta mal elegida, no es representativa, se producen sesgos, errores en los
resultados del estudio.

Todos los individuos de la poblacidn deben tener las mismas posibilidades de ser seleccionados para la
muestra.

Ejemplos:

+ Se quiere estudiar el nivel adquisitivo de las personas de una ciudad, para lo que pasamos una
encuesta a la puerta de unos grandes almacenes, éte parece un muestreo aleatorio?
No lo es. Las personas que entran en un determinado establecimiento no representan a toda la
poblacién.
+ Vas a hacer un estudio sobre los gustos musicales de los jévenes, y para ello, preguntas a cinco
de entre tus amistades, ite parece un muestreo aleatorio?
No lo es. Tus amistades pueden tener unos gustos diferentes a los del resto de la poblacién.
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Métodos de seleccion de una muestra

Hay varios métodos para seleccionar una muestra, que darian para analizar en un libro sobre
“Muestreo”. Pero es conveniente conocer alguno. Veamos tres de ellos:

Muestreo aleatorio simple
Todos los individuos de la poblacién tienen la misma probabilidad de ser elegidos en la muestra.
Muestreo aleatorio sistematico

Se ordenan los individuos de la poblacién. Se elige al azar un individuo, y se selecciona la muestra
tomando individuos mediante saltos igualmente espaciados.

Muestreo aleatorio estratificado

Se divide la poblacion en grupos homogéneos de una determinada caracteristica, estratos, por ejemplo,
edad, y se toma una muestra aleatoria simple en cada estrato.

Ejemplo:

+ Se estudia el estado de los huesos de la poblacidn de un pais, y se divide la poblacién en “nifios”,

n u

“jovenes”, “edad media” y “tercera edad”. En cada grupo se hace un muestreo aleatorio simple.

Representatividad de una muestra

Cuando se elige una muestra los dos aspectos que hay que tener en cuenta son, el tamafio y la
representatividad de la muestra.

Si la muestra es demasiado pequena, aunque esté bien elegida, el resultado no sera fiable.
Ejemplo:
+ Queremos estudiar la estatura de la poblacién espafiola. Para ello elegimos a una persona al
azary la medimos.

Evidentemente este resultado no es fiable. La muestra es demasiado pequena.

Si la muestra es demasiado grande los resultados seran muy fiables, pero el gasto puede ser demasiado
elevado. Incluso, en ocasiones, muestras demasiado grandes no nos proporcionan mejores resultados.

Cuando una muestra tenga el tamafo adecuado, y haya sido elegida de forma aleatoria diremos que es
una muestra representativa.

Si la muestra no ha sido elegida de forma aleatoria diremos que la muestra es sesgada.

3. Sefialar en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacién o una muestra:
a) El diametro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.
b) La altura de un grupo de seis amigos.
4. Se puede leer el siguiente titular en el periddico que publica tu instituto: “La nota
media de los alumnos de 32 ESO es de 7.9”. {Cémo se ha llegado a esta conclusidon? ¢Se ha estudiado
a toda la poblaciéon? Si hubieran seleccionado para su calculo solo a las alumnas, éseria
representativo su valor?
5. En una serie de television tienen dudas sobre qué hacer con la protagonista, si que tenga un
accidente o si debe casarse. Van a hacer una consulta. ¢A toda la poblacion o seleccionado una
muestra representativa? Razona la respuesta.
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2. REPRESENTACION DE LA INFORMACION

2.1. Ejemplos para trabajar

En la seccidn anterior lo comenzabamos analizando una variable discreta: el nUmero de monedas que
se llevan en el bolsillo. Puedes repasar qué haciamos alli: cdmo recontabamos los datos, como los
llevdbamos después a una tabla de frecuencias y cémo representdbamos la informacién en un grafico.

Haremos ahora el mismo proceso con una variable continua.

Ya sabes que:

Podemos distinguir entre frecuencias absolutas, si, como en este ejemplo, hacemos un recuento del
nimero de veces que aparece cada dato. Frecuencias relativas, que estudiaremos con mas
detenimiento al final del capitulo, y que consiste en dividir cada frecuencia absoluta por el nimero total
de observaciones. Frecuencias acumuladas, tanto frecuencias absolutas acumuladas como frecuencias
relativas acumuladas si se calculan todos los valores menores o iguales a él.

Ejemplos:

4+ Se estd realizando un control del peso de un grupo de nifios. Para ello, se contabilizan el nimero
de veces que comen al dia una chocolatina 13 niflos durante un mes, obteniendo los siguientes
numeros: 2,5,3,2,0,4,1,7,4,2,1,0, 2.

La informacién obtenida se puede resumir en una tabla de frecuencias absolutas y frecuencias
absolutas acumuladas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia absoluta 2 2 4 1 2 1 0 1

Frecuencia absoluta acumulada | 2 4 8 9 (11| 12| 12| 13

También se puede resumir en una tabla de frecuencias relativas y frecuencias relativas acumuladas:

Valores 0 1 2 3 4 5 6 7

Frecuencia relativa 0.154 | 0.154 | 0.307 | 0.077 | 0.154 | 0.077 0 0.077

Frecuencia relativa acumulada 0.154 | 0.308 | 0.615 | 0.692 | 0.846 | 0.923 | 0.923 1

+ En una fabrica se realiza un estudio sobre el espesor, en mm, de un cierto tipo de latas de
refresco. Con este fin, selecciona una muestra de tamano N = 25, obteniendo los siguientes
valores: 7.8, 8.2, 7.6, 10.5, 7.4, 8.3, 9.2, 11.3, 7.1, 8.5, 10.2, 9.3, 9.9, 8.7, 8.6, 7.2, 9.9, 8.6, 10.9,
7.9,11.1,8.8,9.2,8.1, 10.5.

Esta informacion se puede resumir haciendo cinco intervalos y haciendo una tabla de frecuencias
absolutas, frecuencias absolutas acumuladas, frecuencias relativas y frecuencias relativas

acumuladas
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Intervalos de clase (7,8] | (8,9] | (9,10] | (10,11] | (11,12]
Marcas de clase 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5
Frecuencia absoluta 6 8 5 4 2
Frecuencia relativa 0.24 0.32 0.2 0.16 0.08
Frecuencia relativa acumulada | 0.24 0.56 0.76 0.92 1

Ejemplo:

+ Las alturas de los 12 jugadores de la Seleccién Espafiola de Baloncesto (en metros) que
participaron en la Eurocopa 2013 se recogen en la siguiente tabla:

203 | 19 | 191 | 211 | 191 | 193 | 2.08 | 199 | 190 | 2.16 | 2.06 | 2.03

Como los datos son continuos, para hacer el recuento fijaremos intervalos de altura:
e entre 1.895y 1.945 1]/
e entre 1.945y 1.995 //
e entre 1.995y 2.045 //
e entre 2.045y 2.095 //
e entre 2.095y 2.145 /
e entre 2.145y 2.195 /

Ahora llevamos los datos del recuento a un diagrama de frecuencias:

entre 1.895y 1.945 4
entre 1.945y 1.995 2
entre 1.995y 2.045 2
entre 2.045y 2.095 2
entre 2.095y 2.145 1
entre 2.145y 2.195 1

En este caso la representacion grafica la hacemos con un histograma de frecuencias.

Matematicas. 32 de ESO. Capitulo 12: Estadistica y Probabilidad Autor: Fernando Blasco
www.apuntesmareaverde.org.es :(" Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

45

0.5

Observa la diferencia entre este grafico (correspondiente a una variable continua) y el que hicimos para
el recuento de monedas (que representaba una variable discreta). Este grafico se denomina histograma
de frecuencias y es similar a un diagrama de barras, pero ahora representamos unas barras pegadas a
otras, para recordar que se trata de intervalos de clase y no de valores aislados de las variables. En
nuestro ejemplo todos los intervalos tienen la misma longitud, 0.05 cm. Si las longitudes de los
intervalos fueran diferentes, las alturas de los rectangulos deberian ser proporcionales al area.

2.2. Diagrama de barras
Se utiliza para representar datos de variables estadisticas discretas o variables estadisticas cualitativas.

Al principio del capitulo estudiando el nimero de monedas que se llevan en el bolsillo. Podemos utilizar
este tipo de grafico en otras situaciones.

Numero de asignaturas suspensas en la 1° evaluacion

25

20
15
10
ak
0 . | | |
0 1 2

El grafico anterior representa el nimero de alumnos (de una clase de 35) que han aprobado todo, el de
alumnos con 1 asignatura suspensa, con dos asignaturas suspensas, etc. Lo bueno de la representacion
grafica es que de un solo vistazo sabemos que 20 alumnos han aprobado todo y que hay un alumno
que tiene 7 asignaturas suspensas.
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También podemos utilizar diagramas de barras para representar variables cualitativas, como la eleccién
de la modalidad de bachillerato que cursan los alumnos de un IES o las preferencias politicas de los
ciudadanos de un municipio.

NUmero de votos obtenidos por diferentes partidos
politicos en las elecciones municipales

600
500
400

300

200
100 . .
0 I

Partido A Partido B Partido C Partido D Partido E Partido F

2.3. Histograma de frecuencias

Este tipo de grafico lo hemos utilizado antes para representar las alturas de los jugadores de la
Seleccion Espaiiola de Baloncesto.

Es similar a un diagrama de barras, pero la altura de cada barra viene dada por el nimero de elementos
gue hay en cada clase.

Otras variables que podemos considerar como variables continuas son el nimero de horas que los
jovenes de una poblacion dedican a internet en sus ratos de ocio o la cantidad de dinero que se lleva en
el bolsillo (ojo, esto no es el numero de monedas).

Horas de ocio dedicadas a internet

3500
3000
2500
2000
1500

1000

500

0-05 05-1 1-15 1,56-2 2-25 25-3 >3
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En el grafico que incluimos a continuacion las marcas del eje de las x se refieren a los tramos de dinero
expresados de 5 en 5 euros. La altura del grafico se corresponde con la cantidad de alumnos que llevan
esa cantidad de dinero. De un simple vistazo se ve que hay algo mas de 150 alumnos que llevan entre
5 €y 10 € al instituto y que poco mas de 40 alumnos llevan entre 25 € y 30 €.

Dinero que llevan los estudiantes al instituto

180
160
140
120
100
80
60
40

20 _l
0

Las barras son mds anchas y aparecen unas a continuacién de otras para destacar que estamos
representando una variable continua y que las alturas se corresponden con individuos dentro de un
intervalo de datos. Pero recuerda, si los intervalos fueran distintos, las alturas de los rectdngulos serian
proporcionales al drea.

2.4. Poligono de frecuencias

Se utiliza en los mismos casos que el histograma. Pero da idea de la variacion de la tendencia. La linea
poligonal se construye uniendo los puntos medios de los lados superiores de los rectangulos.

Horas de ocio dedicadas a internet
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2.5. Diagrama de sectores

En algunas ocasiones nos interesa hacernos a la idea de la proporciéon que tiene cada resultado en
relacion con los demas. Se utiliza mucho con variables cualitativas. Por ejemplo, esta representacion se
utiliza para mostrar los resultados de unas las elecciones cuando queremos comparar los votos
obtenidos por los diferentes partidos.

En un diagrama de sectores aparecen representados sectores circulares. El angulo de estos sectores es
proporcional a la frecuencia absoluta.

Retomando el ejemplo de los resultados obtenidos por diferentes partidos politicos vamos a
representar esos mismos resultados mediante un diagrama de sectores:

Votos obtenidos por los diferentes
partidos politicos

MW Partido A
M Partido B
Partido C
B Partido D
W Partido E
Partido F

6. Reulne a 10 amigos. Recuenta cuantas monedas de cada valor (1céntimo, 2 céntimos, 5 céntimos, ...)
tenéis entre todos. Representa mediante un grafico adecuado el nimero de monedas de cada clase
gue hay. ¢Hay algun otro diagrama que te permita ver qué tipos de monedas son mas abundantes
en la muestra que has tomado?

7. En la clase de Educacién Fisica el profesor ha medido el tiempo que tarda cada alumno en recorrer
100 metros. Los resultados estdn en esta tabla:

1492 |13.01 [12.22 |16.72 |12.06 |10.11 [10.58 |18.58 |20.07 [13.15 |20.10 |12.43 |17.51 |11.59 |11.79

16.94 |16.45 [10.94 |16.56 |14.87 |17.59 (13.74 |19.71 |18.63 [19.87 |11.12 |12.09 |14.20 |18.30 |17.64

Agrupa estos resultados por clases, comenzando en 10 segundos y haciendo intervalos de longitud 1
segundo. Realiza una tabla de frecuencias y representa adecuadamente estos datos.
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3. PARAMETROS ESTADISTICOS

3.1. Introduccion

Seguro que sabes qué es la media de dos numeros y probablemente sabes calcular la media de una
serie de datos. Pero ademds de esa medida estadistica hay otras medidas que pueden ser interesantes
para conocer propiedades de los datos que tenemos.

Ahora estudiaremos las medidas de centralizacién (media, mediana y moda) que nos proporcionan un
valor de referencia en torno al que se distribuyen los datos y las medidas de dispersion (recorrido,
desviacién media, varianza y desviacion tipica). Estas medidas nos indican como estdn de separados los
datos en torno a la media.

Ejemplo:

+ Imagina que en dos exdmenes de matemdticas obtienes un 6 y un 5. La media es 5.5. Supdn ahora
que las notas que has tenido son 10 y 1. La media también es 5.5 pero deberds estudiarte la parte en
la que has sacado 1 para recuperar. Las medidas de dispersion nos van a servir para detectar cudndo
tenemos valores extremos, alejados de la media.

3.2. Medidas de centralizacion
La media se calcula sumando todos los valores y dividiendo entre el nUmero de datos.

Si x1, X2, ..., Xn son los valores que toma la variable estadistica que estamos considerando, la media se
representa por x y se calcula mediante la férmula:

o Xt X bt X,

n

i
n
para representar sumas de varios sumandos. Lo utilizaras mucho a partir de ahora.

Esa suma se puede escribir abreviadamente como X = . El simbolo 2. se utiliza habitualmente

Para calcular la mediana se ordenan todos los datos de menor a mayor y nos quedamos con el que
ocupa la posicion central. Si tenemos un nimero par de datos, tomamos como mediana la media de los
dos nimeros que ocupan las posiciones centrales. La representaremos por Me.

La mediana Me es un valor tal que el 50 % de las observaciones son inferiores a él.

Los cuartiles Qi1, Q2 y Qs son los valores tales que el 25 %, 50 % y 75 % (respectivamente) de los valores
de la variable son inferiores a él. Por tanto, la mediana coincide con el segundo cuartil.

Usamos el término moda para referirnos al valor que mas se repite. La denotamos por Mo.

Actividades resueltas

4+ Continuamos utilizando los datos de estatura correspondientes a los 12 jugadores de la
Seleccién Espaiola de Baloncesto (ver seccion 2.1 de este capitulo).

La estatura media se calcula sumando todas las alturas y dividiendo entre el nimero de datos.
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in =2.03+2.06+2.16+1.90+1.99+2.08+1.93+191+2.11+1.91+1.96+2.03=24.07

_ DX, 2407
X = = = 2.0058.
n

En este ejemplo no podemos hablar de moda, puesto que no hay un Unico valor que sea el que mas se
repite.

La mediana en este caso es 2.01. Para calcularla ordenamos todos los datos de menor a mayor y nos
guedamos con el que ocupa la posicidn central. Como en este caso tenemos un numero impar de datos,
tomamos como mediana la media aritmética de los 2 que ocupan las posiciones centrales.

Los datos, tras ordenarlos, quedarian asi:

190 | 191 | 191 | 193 | 19 | 199 | 203 | 2.03 | 2.06 | 2.08 | 2.11 | 2.16

Media de ambos = 2.01

Para calcular los cuartiles tenemos que dividir el total de datos, en este ejemplo 12, entre 4, (o
multiplicar por 0.25 que es lo mismo) y obtenemos 3. Luego el primer cuartil observamos que esta
entre 1.91 y 1.93, hacemos la media y obtenemos que Qi = 1.92. Para calcular el tercer cuartil
multiplicamos por 3 y dividimos por 4, (o multiplicamos por 0.75) y en este caso se obtiene el valor que
estd entre 9, 2.06, y 10, 2.08, por lo que Q3 = 2.07.

3.3. Medidas de dispersion
Recorrido es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor. También se denomina rango.

Desviacion media es la media de las distancias de los datos a la media de los datos de los que
dispongamos.

DM:‘Xl _)_(“"‘Xz _)_(‘+...+‘Xn_)_(‘zz‘xi _)_(‘

n n
Varianza es la media de los cuadrados de las distancias de los datos a la media.

(x1 —)_()2 +(x2 —)?)2 +...+(Xn —)?)2 _ Z(Xi —)?)2

n n

Varianza =

Equivalentemente (desarrollando los cuadrados que aparecen en la expresidon) se puede calcular
mediante esta otra expresion:

. X;
Varianza = Z—’—

n
Desviacidn tipica es la raiz cuadrada de la varianza.
Se representa por .
2
> X; _
c= i 2
n
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Recorrido intercuartilico o rango intercuartilico es la distancia entre el tercer y el primer cuartil:
R = Recorrido intercuartilico = Qz — Qu.

Estas férmulas provienen de diferentes modos de medir las distancias. Para el calculo de la desviaciéon
media se usan valores absolutos, que es como se mide la distancia entre nimeros en la recta real. La
desviacién tipica tiene que ver con la forma de medir distancias en el plano (recordemos que la
hipotenusa de un tridngulo es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos). No hace
falta que comprendas ahora de dénde salen estas férmulas, pero si es conveniente que sepas que no es
por capricho de los matematicos que lo inventaron. Cada cosa a su tiempo...

Actividades resueltas
4+ Volvemos a usar los datos del ejemplo de la Seleccidn Espafiola con los que venimos trabajando.

Recorrido: 2.16 — 1.90 = 0.26 (metros). Esto es la diferencia de alturas entre el jugador mas alto y el
mas bajo.

Para calcular la desviacion media primero calcularemos la suma que aparece en el numerador. Después
dividiremos entre el nimero de datos.

|2.03 — 2.0058| + |2.06 — 2.0058| + |2.16 — 2.0058| + |1.90 — 2.0058| + |1.99 — 2.0058| +
|2.08 — 2.0058| + |1.93 — 2.0058| + |1.91 —2.0058] + |2.11 — 2.0058| + |1.91 — 2.0058] +

|1.96 — 2.0058| + |2.03 — 2.0058| = 0.0242 + 0.0458 + 0.0958 + 0.1042 + 0.0958 + 0.0758 + 0.0742 +
0.0158 + 0.1058 + 0.1542 + 0.9458 + 0.0242 = 0.87

Asi la desviacion media es 0.87/12 = 0.0725

Para calcular la varianza primero calcularemos la suma que aparece en el numerador, de modo similar a
como acabamos de hacer. Después terminaremos dividiendo entre el nimero de datos.

(2.03 — 2.0058) + (2.06 — 2.0058) + (2.16 — 2.0058) + (1.90 — 2.0058)* + (1.99 — 2.0058)? +
(2.08 — 2.0058)* + (1.93 — 2.0058)? + (1.91 — 2.0058) + (2.11 — 2.0058)* + (1.91 — 2.0058)? +
(1.96 — 2.0058) + (2.03 — 2.0058) = 0.08934.

Asi la varianza es 0.08934/12 = 0.00744.

La desviaciodn tipica es la raiz cuadrada de la varianza: ¢ = v0.00744 = 0.08628.

Recorrido intercuartilico o rango intercuartilico se calcula restando Q3 — Qi = 2.07 - 1.92 = 0.15.

Las medidas de posicidn y dispersidon nos permiten realizar otro tipo de grafico estadistico que se llama
el grdfico de caja.
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3.4. Calculo detenido de los parametros estadisticos

Lo mas comodo para calcular parametros estadisticos es utilizar una hoja de célculo. Las calculadoras
cientificas también incorporan funciones para obtener los principales pardmetros estadisticos. Para
saber como usar tu calculadora puedes leer el manual que viene con ella.

Ahora veremos como se pueden utilizar las tablas de frecuencias para calcular la media y la varianza.

Cuando hay valores repetidos en vez de sumar ese valor varias veces podemos multiplicar el valor por
su frecuencia absoluta. También, el nimero de datos es la suma de las frecuencias.

De este modo obtenemos la siguiente férmula para la media

Zfz X
2 f

X =

Andlogamente, la varianza se puede calcular mediante

2 :Zfz '(Xi _)_()2
2 f

Varianza= o

o, alternativamente, mediante la expresion

_ Zfz 'Xi2
2 f

(Estas dos formulas son equivalentes. La segunda expresidon se obtiene desarrollando los cuadrados de
la primera y simplificando).

GZ _)?2

Por tanto la desviacidn tipica se calcula:

R T Y DY R fi
2/ 2,

(o)

Actividades resueltas

+ Las notas de 15 alumnos en un examen de matemadticas se reflejan en la siguiente tabla

7 7 6 6 10 1 4 5 5 3 9 5 5 8 6

Queremos calcular su media y su varianza.

En primer lugar, elaboramos una tabla de frecuencias con esos datos:
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Afiadimos una columna en la que escribiremos el resultado de multiplicaremos la frecuencia y el valor,
esto es, Xi - fi.

Xi i Xi. fi
1 1 1
2 0 0
3 1 3
4 1 4
5 4 20
6 3 18
7 2 14
8 1 8
9 1 9
10 1 10
2 fi=n=15 2 X fi=87

Sumando las frecuencias (columna central) obtenemos el nimero de datos.

Asi la media es el cociente entre la suma de la columna de la derecha entre la suma de la columna
central.

87

X = E =5.8
Para calcular la varianza anadiremos una columna mas a la tabla anterior. En esa columna escribiremos
el producto de la frecuencia por el cuadrado del valor.
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Xi fi Xi. fi Xi 2. fi
1 1 1 1

2 0 0 0

3 1 3 9

4 1 4 16
5 4 20 100
6 3 18 108
7 2 14 98
8 1 8 64
9 1 9 81
10 1 10 100

>fi=n=15 2xi-fi=87 |Xx? fi=577

Asi la varianza es g% = % —5.8%2 = 4.826

Y la desviacion tipica es 0 = vV4.826 = 2.2.

3.5. Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica

Hemos visto que la desviacion tipica nos mide la distancia de los datos respecto de la media. Nos da
mucha informacién. Informa sobre cdmo se agrupan los datos alrededor de la media.

Si los datos que hemos recogido tuvieran una distribucion
normal (de momento no sabemos lo que esto significa
exactamente dentro de la Estadistica, pero puedes
suponer que significa eso, que son normales, que no les
pasa nada raro) resulta que en el intervalo entre la media
menos una desviacién tipica y la media mas una
desviacion tipica estan mas del 68 % de los datos. En el H-30 =20 -0 | P40 P20 P30
intervalo entre la media menos 2 desviaciones tipicas y la
media mas 2 desviaciones tipicas estan mas del 95 % de
los datos, y entre la media menos 3 desviaciones tipicas y
la media mas 3 desviaciones tipicas estan mas del 99.7 % de los datos.

0.2 03 04

0.0 01

Media y desviacion tipica. Imagen de wikipedia

Se podria decir que algo, por ejemplo la inteligencia de una persona, la altura de una planta o el peso
de un animal... es normal si estd dentro de ese intervalo (X — ¢, X + o), que es inteligente, alto o
pesado si estda entre (X + o0, X + 20), 0 que es un genio, gigante o muy pesado si esta en el intervalo
(X +20, X +30).

Observa que estamos diciendo que practicamente todos los datos distan de la media menos de 3
desviaciones tipicas y que mas del 68 % distan menos de una desviacidn tipica. Esto va a ser de gran
utilidad pues conecta con otras ramas de la Estadistica. Hasta ahora hemos estado describiendo lo que
ocurre. Ahora vamos a poder tomar decisiones, inferir o predecir con una cierta probabilidad lo que va
a ocurrir. Por eso vamos a estudiar a continuacién las probabilidades.
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3.6. Diagrama de caja o de bigotes

El diagrama de caja o de bigotes es una representacion grafica en la que se utilizan cinco medidas
estadisticas: el valor minimo, el valor maximo, la mediana, el primer cuartil y el tercer cuartil...
intentando visualizar todo el conjunto de datos.

Lo mas llamativo del grafico es la «caja». Se forma un rectangulo (o caja) cuyos lados son los cuartiles
(Q1 y Qs3) y donde se sefiala en el centro, la mediana (Me). De manera que el cuadrado/rectangulo
contiene el 50 por ciento de los valores centrales.

Se anaden dos brazos (o bigotes) donde se sefalan el valor maximo (Mdx) y el valor minimo (Min).

Se pueden calcular, ademas, unos limites superior e inferior. El inferior, Li; es Q1 — 1.5 por el recorrido
intercuartilico, y el superior Ls es Qs + 1.5 por el recorrido intercuartilico.
Ejemplo

ﬁ- Nieves ha tenido en Matematicas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10. Calcula su recorrido, la
varianza, la desviacion tipica, los cuartiles y el recorrido intercuartilico.
Ordenamos los datos: 4 <6 <8 <10 <10, y calculamos que:

Mediana = Me = 8. Max —— Ls

Q. = 6. Qs = 10. §

Recorrido intercuartilico=10—-6 = 4. Q3 :

Los bigotes nos indican: Ve Intervalo
Max = 10. Min = 4. intercuartil
Ls=Q3 +4*1.5=16. Li=Ql-4*1.5=0. Qi

En este ejemplo el maximo es igual a 10, que es menor que el oL

posible extremo superior, igual a 16. El minimo es 4, mayor que Min  _L

el extremo inferior, luego no hay valores atipicos que sean

mayores que el limite superior o menores que el limite inferior. Los extremos de los bigotes, en nuestro
ejemplo son 10y 4. El diagrama de caja es el de la figura del margen.

Construir & interpretar diagrama de caja y bigotes. Un diagrama de caja

@68= no usa datos individuales. Los datos son resumidos en 5 numeros: el valor > )
>

minimo, el valor maximo, la mediana (segundo cuartil), el primer cuartil y
el tercer cuartil. Ejemplos y problemas resueltos.

https://www.youtube.com/watch?v=GBNpyyApgdA

8. En una excursion de montafia participan 25 personas con las siguientes edades:
8 10 10 11 12 36 37 37 38 40 42 43 43 44

45 47 48 50 52 53 55 58 61 63 67
a) Hacer una tabla de frecuencias clasificando las edades en 6 intervalos que comienzan en 7.5 y
terminan en 67.5. Hallar, a partir de ella, los pardmetros X y .
b) Calcular X y o introduciendo los 25 datos en la calculadora, es decir, sin agruparlos en intervalos.
c) Prescindiendo de los 5 primeros nifios, obtenemos un colectivo de 20 personas. Calcular de nuevo
sus parametros X y o,y comparar con los obtenidos en el grupo inicial.
d) Hallar los parametros de posicion Qi, Qs y Me, de la distribucién original, y construir el diagrama de
caja o de bigotes correspondiente.
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3.7. Uso de la hoja de calculo en Estadistica
Puedes ver en el fasciculo de GeoGebra, en el apartado 7.6. mas informacion.
Vamos a utilizar la hoja de calculo para determinar parametros estadisticos.

Medidas de centralizacidon y dispersidon con Excel. Muestra como calcular
é: la media, mediana, moda, rango, varianza y desviacion estandar utilizado >
video las formulas de Excel para datos no agrupados. ) g

https://www.youtube.com/watch?v=11HQTBspowo

Actividad resuelta: media, mediana, moda, varianza,
deviacion tipica, cuartil

+ Nieves ha tenido en Matemdticas las siguientes notas: 8, 4, 6, 10 y 10.
Calcula su media, su moda y su mediana.

“I’l.

® Para calcular la media, la mediana y la moda con la hoja de calculo, copiamos en
la casilla B2, B3... los datos: 8, 4, 6, 10 y 10. Escribimos en la casilla A7, Media, y para calcular la
media escribimos un signo igual en B7. Buscamos, desplegando las posibles funciones, la funcion
PROMEDIO, y escribimos

=PROMEDIO(B2:B6),
gue significa que calcule la media de los valores que hay en las casillas desde B2 hasta B6.

Del mismo modo calculamos la mediana buscando en las funciones o escribiendo =MEDIANA(B2:B6) y la
moda buscando en las funciones o escribiendo =MODA(B2,B6). biendo =MODA(B2,B6).

Igual que hemos calculado la media, la mediana vy la
moda, la hoja de calculo se puede utilizar para obtener:

® FElrecorrido calculando MAX — MIN — 6.
® |avarianza utilizando VARP — 5.44.
® La desviacion tipica usando DESVESTP —2.33

® |os cuartiles, (CUARTIL), siendo el cuartil 0 el
minimo; el cuartil 1, Q1; el cuartil 2, la mediana; el cuartil
3, Q3; y el cuartil 4, el maximo.

+ Ql=6.

+ Q3 =10.

4+ Intervalo intercuartilico = 10 — 6 = 4.

Actividad resuelta: Nube de puntos, correlacidon y recta de regresion

+ Preguntamos a 10 alumnos de 42 ESO por sus calificaciones en Matematicas, por el nimero de
minutos diarios que ven la televisidn, por el nUmero de horas semanales que dedican al estudio,
y por su estatura en centimetros. Los datos se recogen en la tabla adjunta. Queremos dibujar las
nubes de puntos que los relacionan con las calificaciones de Matematicas, el coeficiente de
correlacién y la recta de regresién.
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Calificaciones de Matematicas 10 3 7 8 5 9 9 8 6 7
Minutos diarios que ve la TV 0 90 30 20 70 10 15 25 60 25
Horas semanales de estudio 15 2 9 12 7 14 13 11 7 8
Estatura (en cm) 177 168| 157| 159| 163| 179| 180| 175| 169| 170

Para hacerlo, abrimos una hoja de calculo, y copiamos los datos. Seleccionamos la primera y la segunda
fila, luego la primera y la tercera y por ultimo la primera fila y la cuarta.

Con la primera y segunda filas seleccionadas, vamos a Insertar, Dispersion y elegimos la nube de
puntos. Podemos conseguir que el eje de abscisas vaya de 0 a 10 en “Dar formato al eje”. Pinchamos
sobre un punto de la nube, y elegimos “Agregar linea de tendencia”. Para que dibuje el ordenador la
recta de regresion la linea de tendencia debe ser Lineal. En la pantalla que aparece marcamos la casilla
gue dice: “Presentar ecuacion en el grdfico” y la casilla que dice “Presentar el valor de R cuadrado en el

grdfico”.

-13.485x +131.59

. - y=
Minutos d laTVv
inutos diarios que ve la R? = 0.9509

100

) \

Observa, la recta de regresion, en
color rojo, es decreciente y su
ecuacién es aproximadamente:

y=-13.5x+132.

El cuadrado del coeficiente de

, , , correlacion es p? = 095 Lla
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 correlacién es negativa y alta:
p =v0.95 =0.975
Hacemos lo mismo con la primera y tercera fila y con la primera y cuarta fila. Obtenemos los graficos:
Horas semanales de estudio Estatura (en cm)y =1.9343x + 155.77
y =1.8535x - 3.5455 R?=0.2477
20 R2=10.9608 185
180 ‘—
175
10 170 /
/{ .
165
5 /0
/ 160 . *
0 T T T T T T T T T 1 155 T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Observa que en ambos casos la pendiente de la recta de regresion es positiva pero en el primero el
coeficiente de correlacidn, positivo, es proximo a 1, p = v/0.96 = 0.98. La correlacién es alta y positiva.

En el segundo p = v0.25 = 0.5.
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4. INTRODUCCION AL CALCULO DE PROBABILIDADES

4.1. Conceptos basicos en probabilidad

Todos los dias aparecen en nuestra vida hechos que tienen que ver con la probabilidad. Si jugamos al
parchis, intuimos que mds o menos una de cada 6 veces saldrd un 5, con lo que podremos sacar una
ficha a recorrer el tablero. En el “Monopoly” sacar un doble tres veces seguidas nos manda a la carcel
(“sin pasar por la casilla de salida”). Esto no ocurre muchas veces; sin embargo, todos los que hemos
jugado a esto hemos ido a la cércel por ese motivo.

La probabilidad es una medida de lo factible que es que tenga lugar un determinado suceso.

Para estudiar la probabilidad, debemos introducir algunos nombres. Lo vamos a hacer con ayuda de un
caso concreto.

Ejemplo

+ Imaginemos que tenemos una bolsa con 5 bolas: 2 blancas, 2 rojas y una negra. Hacemos el
siguiente experimento aleatorio: meter la mano en la bolsa y mirar el color de la bola que ha salido.

Hay 3 casos posibles: “que la bola sea blanca”, “que la bola sea roja” o “que la bola sea negra”.
Abreviadamente los representaremos por blanca, roja o negra (también podremos representar los
colores o escribir B, R o N; recuerda que en matematicas siempre se debe simplificar, incluso la manera
de escribir).

El espacio muestral es el conjunto de todos los casos posibles: {B, R, N}.

Los diferentes sucesos son los subconjuntos del espacio muestral. En nuestro ejemplo los sucesos
posibles son {B}, {R}, {N}, {B, R}, {B, N}, {R, N}, {B, R, N}.

Es seguro que en nuestro experimento la bola que sacamos es “blanca”, “negra” o “roja”. Por eso al
espacio muestral se le llama también suceso seguro.

Recuerda estos nombres:
Un experimento aleatorio es una accién (experimento) cuyo resultado depende del azar.

A cada uno de los resultados posibles de un experimento aleatorio le llamaremos caso o suceso
individual.

El conjunto de todos los casos posibles se llama espacio muestral o suceso seguro.
Un suceso es un subconjunto del espacio muestral.
Ejemplos.
1. Baraja espaiola de 40 cartas. Experimento: sacamos una carta al azar y miramos su palo.
Espacio muestral {oros, copas, espadas, bastos}.
2. Experimento: lanzamos simultdaneamente 1 moneda de euro y una de 2 euros al aire.
Espacio muestral: {Cara-Cara, Cara-Cruz, Cruz-Cara, Cruz-Cruz}.
3. Experimento: lanzamos simultdaneamente 2 monedas de 1 euro (indistinguibles).

Espacio muestral: {Salen 2 caras, Salen 2 cruces, Sale 1 cara y una cruz}
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4. Experimento: lanzamos una moneda de 1 euro y apuntamos qué ha salido; la volvemos a lanzar
y apuntamos el resultado.

Espacio muestral: {CC, CX, XC, XX}.

5. Experimento: lanzamos simultdneamente dos dados y sumamos los nimeros que se ven en las
caras superiores.

Espacio muestral: {2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}.

6. Experimento: lanzamos un dado usual y sumamos los nimeros que aparecen en la cara superior
y la cara inferior (la que no se ve, que estd sobre la mesa).

Espacio de sucesos: {7}

En los ejemplos anteriores, (2) y (4) son equivalentes: los posibles resultados del lanzamiento de 2
monedas que se distinguen son los mismos que los del lanzamiento de una misma moneda dos veces
(por ejemplo, equiparamos el resultado del lanzamiento de la moneda de 1 euro del ejemplo 3 con el
primer lanzamiento de la moneda del ejemplo 4 y el resultado del lanzamiento de la moneda de 2 euros
con el segundo lanzamiento).

En el experimento 6 siempre sale el mismo resultado (por alguna razén los puntos en los dados usuales
se distribuyen siempre de modo que las caras opuestas suman 7). Técnicamente éste no es un
experimento aleatorio, puesto que el resultado no depende del azar.

9. Para cada uno de los ejemplos 1 a 5 anteriores indica 3 sucesos diferentes que no sean sucesos
individuales.

10. En una bolsa tenemos 10 bolas rojas numeradas del 1 al 10. Se hacen los dos experimentos
siguientes:

EXPERIMENTO A: Se saca una bola de la bolsa y se mira su color.
EXPERIMENTO B: Se saca una bola de la bolsa y se mira su nidmero.
¢Cual de estos experimentos no es un experimento aleatorio? ¢Por qué?
Para el experimento que si es un experimento aleatorio indica su espacio muestral.

11. Una baraja francesa tiene 52 cartas, distribuidas en 13 cartas de picas, 13 de corazones, 13 de
tréboles y 13 de diamantes. Las picas y los tréboles son cartas negras mientras que los corazones y
los diamantes son cartas rojas. Se mezcla la baraja, se corta y se hace el siguiente experimento:
coger las dos cartas que han quedado arriba del todo y observar de qué color son.

Describe el espacio muestral.

4.2. Calculo de probabilidades

Ya hemos indicado que la probabilidad es una medida que nos indica el grado de confianza de que
ocurra un determinado suceso.

La probabilidad se expresa mediante un numero comprendido entre Oy 1.

Si ese numero estd proximo a 0 diremos que es un suceso improbable (ojo, improbable no quiere decir
gue sea imposible), mientras que si esta préximo a 1 diremos que ese suceso serd mucho mas probable.
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Ejemplo

+ En una bolsa que contiene 20 bolas blancas introducimos una bola negra (indistinguible al tacto).
Mezclamos bien las bolas de la bolsa, y realizamos el experimento consistente en meter la mano en
la bolsa y sacar una bola.

Sin que hayamos estudiado nada formalmente sobre probabilidad. ¢ Qué piensas que es mas probable,
gue la bola sacada es blanca o que es negra? Estaremos de acuerdo en que es mas probable sacar una
bola blanca.

Ahora ya si que podemos plantearnos una pregunta: ¢En qué medida es mas probable sacar una bola
blanca?

No es dificil de calcular. Los datos que tenemos son los siguientes:
e labolsatiene 21 bolas
e 1 bolaesnegra
e 20 bolas son blancas

La probabilidad de sacar la bola negra es 1 de entre 21. La probabilidad de sacar una bola blanca es de
20 entre 21.

Lo que acabamos de utilizar es conocido como Ley de Laplace. Si todos los casos de un espacio muestral
son equiprobables (esto es, tienen la misma probabilidad de ocurrir), y S es un suceso de ese
experimento aleatorio se tiene que

nuimerode casos favorables al suceso S

P(S)=
(s) numerode casos posibles

Ejemplo.

+ Mezclamos una baraja espafiola de 40 cartas (los palos son oros, copas, espadas y bastos y en cada
palo hay cartas numeradas del 1 al 7 ademds de una sota, un caballo y un rey).

Se realiza el experimento consistente en cortar la baraja y quedarnos con la carta superior.
Consideraremos los siguientes sucesos:

1) Obtener una figura.

2) Obtener una carta con un niumero impar.

3) Obtener una carta de espadas.

4) Obtener una carta de espadas o una figura.

5) Obtener la sota de oros.

En principio las cartas no van a estar marcadas, con lo que la probabilidad de que salga cada una de
ellas es la misma. Esto es, estamos ante un experimento aleatorio con todos los casos equiprobables.

1) En la baraja hay 12 figuras (3 por cada palo). Asi
Casos favorables: 12
Casos posibles: 40
Probabilidad: 12/40 = 3/10.
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2) Por cada palo hay 4 cartas con niUmeros impares: 1, 3,5y 7.
Casos favorables: 16
Casos posibles: 40
Probabilidad: 16/40 = 2/5.
3) Hay 10 cartas de espadas en la baraja
Casos favorables: 10
Casos posibles: 40
Probabilidad: 10/40 = 1/4.

4) Hay 10 cartas de espadas y ademas otras 9 figuras que no son de espadas (claro, las 3 figuras de
espadas ya las hemos contado).

Casos favorables: 19
Casos posibles: 40
Probabilidad: 19/40.

5) Solo hay una sota de oros
Casos favorables: 1
Casos posibles: 40
Probabilidad: 1/40.

El que es capaz de calcular probabilidades rapidamente tiene ventaja en algunos juegos en los que se
mezcla azar con estrategia. Por ejemplo, juegos de cartas o de domind. Si sabemos qué cartas o fichas
se han jugado podemos estimar la probabilidad de que otro jugador tenga una determinada jugada.
Obviamente en esos casos no cuantificamos (no hacemos los calculos exactos) pero si que estimamos si
tenemos la probabilidad a nuestro favor o en nuestra contra.

Jerénimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademdas de dedicarse a las
matematicas era médico, pero también era un jugador. De hecho, él fue quien escribio el primer trabajo
gue se conoce sobre juegos de azar. Un siglo después el Caballero de Meré, un conocido jugador,
planteé a Blas Pascal diversos problemas que le aparecian en sus partidas. Uno de los problemas que le
planted es el del reparto de las ganancias cuando una partida se tiene que interrumpir. Este problema
ya habia sido tratado con anterioridad por Luca Pacioli (el matemdatico que inventd la tabla de doble
entrada para ayudar a los Medici a llevar la contabilidad de su Banca).

El problema enunciado y resuelto por Pacioli es éste:

+ Dos equipos juegan a la pelota de modo que gana el juego el primer equipo que gana 6 partidos. La
apuesta es de 22 ducados, que se los llevard el ganador. Por algun motivo hay que interrumpir el
juego cuando un equipo ha ganado 5 partidos y el otro 3. Se quiere saber como repartir los 22
ducados de la apuesta, de un modo justo.

iPiénsalo!
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A pesar de haber pasado a la historia de las matematicas, la solucion que dio Pacioli a este problema
hoy no se consideraria correcta por no tener en cuenta la probabilidad. ¢Qué propones tu? Este es un
problema curioso, porque no tenemos todos los datos ni conocemos las probabilidades que intervienen
en su resolucidn, pero es un bonito ejemplo para pensar en equipo y discutir sobre el tema. Decir qué
es y qué no es justo es muy complicado.

Actividades resueltas

4+ Una bolsa de bolas contiene 26 negras y 26 rojas. Se mezcla el contenido de la bolsa, se mete la
mano y se saca una bola, se mira el color y se devuelve a la bolsa. A continuacion, se saca otra bola y
se mira el color. ¢Cudl es la probabilidad de que hayan salido una bola roja y una bola negra?

Antes de seguir leyendo, piénsalo. Si te equivocas no pasa nada: el sentido de probabilidad no lo
tenemos demasiado desarrollado, pero este es el momento de hacerlo.

Este problema lo hemos planteado muchas veces a otros estudiantes. Algunos dicen que la probabilidad
es 1/3 porque hay 3 casos posibles: Roja-Roja, Negra-Negra y Roja-Negra. Esa respuesta no es correcta.

En realidad, el suceso sacar una bola de cada color consta de 2 casos Roja-Negra y Negra-Roja.
Dependiendo de cdmo hubiésemos escrito el espacio muestral o de cdmo hubiésemos planteado el
problema ese detalle se podria ver con mayor o menor claridad.

Asi, la probabilidad de sacar una bola de cada color es, en realidad 1/2.

Roja
(1/2)*(1/12)=1/4

Roja

26/52=1/2

Negra

26/52=1/2 (1/2)*(1/2)=1/4

Roja
(1/2)*(1/12)=1/4

26/52=112

26/52=1/2
Negra

26/52=1/2 Negra

(1/2)*(1/2)=1/4

Si no te lo crees puedes hacer un experimento: serd dificil que tengas 26 bolas negras y 26 bolas rojas,
pero si que es facil que tengas una baraja francesa. Mézclala, corta y mira el color de la carta que ha
guedado arriba en el montdn. Apuntalo. Vuelve a dejar las cartas en el mazo, vuelve a mezclar, corta de
nuevo y mira el color de la carta que ha quedado arriba ahora. Apunta los colores. Repite este
experimento muchas veces: 20, 50 o 100.
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Si tienes en cuenta los resultados veras que, aproximadamente, la mitad de las veces las dos cartas son
del mismo color y la otra mitad las cartas son de colores diferentes. Con eso, hemos podido
“comprobar” que la probabilidad de ese suceso era 1/2.

Otra forma que te puede ayudar a razonar sobre este problema, y otros muchos de probabilidad, es
confeccionar un diagrama en arbol. La primera bola que sacamos tiene una probabilidad de ser Roja
igual a 26/52 = 1/2. Ese niumero lo escribimos en la rama del arbol. Si devolvemos a la bolsa la bola y
volvemos a sacar otra bola de la bolsa, la probabilidad de que sea Roja vuelve a ser 26/52 = 1/2.
Completamos con idéntico razonamiento el resto de las ramas.

La probabilidad de que las dos bolas que hayamos sacado sean rojas es el producto de sus ramas:
(1/2) - (1/2) = 1/4. Igual probabilidad obtenemos para los sucesos Negra-Negra, Negra-Roja y Roja-
Negra. La probabilidad de Roja-Negra es por tanto 1/4, igual a la de Negra-Roja. Como son sucesos
elementales la probabilidad de que las dos bolas sean de distinto color es la suma: 1/4 + 1/4 =1/2.

4.3. Probabilidad y frecuencia relativa

Al principio del capitulo, cuando introduciamos los principales conceptos estadisticos, hablabamos de la
frecuencia. A esa frecuencia se le llama frecuencia absoluta para distinguirla de otro concepto, que es
mucho mas préximo a la probabilidad.

Llamaremos frecuencia relativa de un resultado de un experimento aleatorio a su frecuencia absoluta
dividido entre el nimero de repeticiones del experimento.

Ejemplo

4+ Tira un dado 60 veces, copia esta tabla en tu cuaderno y apunta lo que sale:

Si dibujas un diagrama de barras con los resultados del experimento obtendras algo parecido a esto:

Simulacion del lanzamiento de un dado

14

12

| I I I I
0 I I
1 2 3 4 5 6

La frecuencia relativa de cada uno de los casos es bastante parecida a la probabilidad de ese caso (que
es 1/6).

(0]

)]

N

N
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Ejemplo.

#+ Haz ahora otro experimento: tira 2 dados 60 veces y apunta la suma de los valores de los dos dados
en esta tabla.

Dibuja ahora un diagrama de barras. Lo que obtendras serd algo parecido a esto:

Suma de los puntos en dos dados
16
14

12

10 ‘ |
. I I ‘ I I I L]
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Si la probabilidad “se tiene que parecer” a las frecuencias relativas, en este caso vemos que el suceso
que la suma dé 7 es mas probable que cualquiera de los demas. Y mucho mas probable que la suma dé
2 o que la suma dé 12.

e8]

[e)]

IS

N

La ley de los grandes nimeros nos dice que cuando se repite muchas veces un experimento aleatorio la
frecuencia relativa de cada suceso S se aproxima a su probabilidad. Cuanto mas grande sea el nimero
de repeticiones, mejor va siendo la aproximacion.

En este caso lo util es utilizar las frecuencias relativas para estimar probabilidades cuando éstas no son
conocidas.

12. En algunos lugares de Espafa se sigue jugando a la taba. La taba es un hueso de cordero que no es
regular. Puede caer en cuatro posiciones distintas. Podemos pensar en ella como si fuese un dado
" 4
raro”.

Considera el experimento “lanzar la taba al aire y ver lo que marca su cara superior: hoyo, panza, rey y
verdugo”.

Aproxima la probabilidad de cada uno de los casos de este experimento aleatorio.
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|

| Jete (hoyos) P.qnzu.('tribc’:"s"_)'

)

Rey (carneros) Verdugo (Lisos)

(Imagen: Wikimedia Commons)

13. Tu calculadora probablemente tendrd una funcién que sirve para generar
numeros aleatorios. Normalmente da un nimero comprendido entre O y 1.

Realiza el experimento aleatorio “genera un nimero aleatorio y apunta su segundo
decimal”. Haz 40 repeticiones de este experimento. Dibuja un histograma de frecuencias.

14. La probabilidad no es un concepto intuitivo. Para ello vamos a hacer una prueba. Consideraremos el
experimento aleatorio lanzar una moneda. Copia la tabla en tu cuaderno

e Escribe en la 12 fila de esta tabla lo que tu crees que saldria al repetir el experimento 30 veces.
Piénsalo y rellena la tabla. Como tu quieras (invéntatelo, pero “con sentido”).
e Enla 22 fila de la tabla escribe el resultado real de 30 lanzamientos de la moneda.

¢Qué observas en ambos casos? ¢Alguna pauta? Presta atencidn a estas cuestiones para cada una de
las filas de la tabla.

¢Hay mas o menos 15 caras y 15 cruces?

¢Aparecen grupos seguidos de caras o de cruces?

¢Cual es el mayor niumero de caras que han salido seguidas? ¢Y el de cruces?

Normalmente cuando “te inventas” los resultados si sueles poner la mitad de caras y la mitad de cruces.
En un experimento aleatorio estos numeros estan cerca de la mitad pero no suelen ser la mitad exacta.

Cuando te lo inventas, en general pones pocos grupos seguidos de caras o cruces.

El cerebro nos engafa y en temas probabilisticos tenemos que educarlo mucho mds. Por eso este tema
es muy importante, aunque sea el que muchas veces se queda sin dar. Nos ayuda a que, como
ciudadanos, no nos engafen. Ni con loterias, ni con cartas, ni con estadisticas electorales.

@@ Probabilidad: Explica en detalles, pero en términos muy simples, y
= usando analogias cotidianas, que verdaderamente significa el concepto >
video de probabilidad. El mejor punto de inicio para entender cualquier clase N

de probabilidad y estadisticas.

https://www.youtube.com/watch?v=6Gkr3u87p9c
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CURIOSIDADES. REVISTA

/ Un problema resuelto: Las tres ruletas \

Disponemos de tres ruletas A, B y C cada una de ellas dividida en 32 sectores iguales con distintos
puntos:

A: 8 sectores con la cifra 6 y 24 sectores con la cifra 3.
B: 16 sectores con la cifra 5 y 16 sectores con la cifra 2.
C: 8 sectores con la cifra 1 y 24 sectores con la cifra 4.

Dos jugadores seleccionan una ruleta cada uno. Gana quien obtenga mayor puntuacién con la ruleta.
éQuién tiene ventaja al elegir ruleta, la persona que elige primero o la que elige en segundo lugar? ‘

Ruleta A Ruleta B Ruleta C
m1l
m4
Solucidn: “Las tres ruletas” et RuetaC
Haz un diagrama de arbol y comprueba que: ” Sacar 1, Gana A
Jugando con la Ruleta Ay la Ruleta B. Sacaré
1.3 1 5 31 3
PlganarA)= —+---=< P(ganarB)= _--=< 304 N\ Sacar & Gana A
Gana el que juega con la Ruleta A.
Jugando con la Ruleta Ay la Ruleta C.
1.3 1 7 33 9
P(ganar A)_TZ'Z_E P(ganar C) = 2 3°1¢ » Sacar 1. Gana A
Gana el que juega con la Ruleta C. Sacar3
Jugando con la Ruleta By la Ruleta C n
1 11 5 1 3 3 Sacar4. Gana C
PlganarB)=-+---== P(ganarC)= - - =<
Gana el que juega con la Ruleta B.
| Gana el jugador que elige en segundo lugar:
Si el primero elige la Ruleta A — El segundo elige la Ruleta Cy gana.
Si el primero elige la Ruleta B — El segundo elige la Ruleta A y gana
Si el primero elige la Ruleta C — El segundo elige la Ruleta B y gana
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Breve historia de la Probabilidad

Jeronimo Cardano (1501-1576) fue un personaje inquieto y prolifico. Ademas de
dedicarse a las matematicas era médico, pero también era un jugador. De hecho, él fue
quien escribid el primer trabajo que se conoce sobre juegos de azar.

Un siglo después el Caballero de Meérée le planted a Blaise Pascal algunos problemas
sobre juegos como el siguiente:

#+ Un jugador intenta obtener un 1 en 8 lanzamiento sucesivos de un dado, pero el juego
se interrumpe después de 3 lanzamientos fallidos. ¢En qué proporcion ha de ser
compensado el jugador?

Pascal escribié a Fermat sobre este problema y la correspondencia intercambiada se
puede considerar como el inicio de la Teoria de Probabilidades, pero no publicaron por
escrito sus conclusiones. Este problema ya habia sido tratado con anterioridad por Luca
Pacioli (el matematico que inventd la tabla de doble entrada para ayudar a los Medici a
llevar la contabilidad de su Banca).

Huygens en 1657 publicé un breve escrito “Los juegos de azar’ donde narra dicha
correspondencia.

Pero el primer libro sobre Probabilidad es de 1713 de Jacques Bernoulli, “El arte de la
conjetura”.

En él se enuncia la ley de los grandes nimeros que viene a decir que la probabilidad de
un suceso se acerca a las frecuencias relativas cuando el numero de experimentos es
grande. Conocer esto llevo a grandes jugadores a ganar en el Casino de Montecarlo,
como se narra mas abajo.

La Estadistica y La Probabilidad se usaron en problemas sociales como defender la
vacunacion de la viruela, la educacién publica... en la llustracién Francesa.

Hasta aqui, ya sabes resolver todos los problemas histdricos. Pero hay otros mas dificiles,
gue requieren mas conocimientos de Matematicas, como el de |la aguja de Buffon, que
se ha utilizado para calcular cifras de m:

-

William Jaggers llegé a Montecarlo con unos pocos francos e
el bolsillo y, durante un mes anotd los niUmeros que salian e
cada ruleta, y en cuatro dias gand dos millones cuatrociento
mil francos. Jaggers consiguid quebrar a la banca e
Montecarlo analizando las frecuencias relativas de cad
numero de la ruleta y observando que se habia desgastad
algo del mecanismo de una de ellas, con lo que todos lo
valores no tenian igual probabilidad. Aposté a los nimeros

\ma'ls probables y gané.

La ruleta
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e )
Luca Pacioli

Luca Pacioli (1445 — 1517), de nombre completo Fray
Luca Bartolomeo de Pacioli o Luca di Borgo San
Sepolcro, cuyo apellido también aparece escrito como
Paccioli y Paciolo fue un fraile franciscano vy
matematico italiano, precursor del cdlculo de
probabilidades. Ya hemos hablado de él en estas
revistas por sus trabajos sobre la proporciéon durea o -
divina proporciéon como él la llamé.

500° DELLA SUMMA DE ARI

]

.......

/

THMETICA GEOMETRIA PROPORTIO

V1ITYNOILHOJOHd 13 IN

D Escribié un libro con 36 capitulos sobre contabilidad donde utiliza la partida doble o tabla de
doble entrada para ayudar a los Medici a llevar la contabilidad de su Banca, define sus reglas,
tales como no hay deudor sin acreedor, o que la suma de lo que se adeuda debe ser igual a lo
gue se abona. No fue su inventor, pero si su divulgador.

@ problema enunciado y resuelto por Pacioli es éste:

ducados de la apuesta, de un modo justo.

Luca sabia de proporciones, y la solucién que dio hoy no
Ducado Qonsidera valida. iNo sabia probabilidades! Pero tu, si.

#+ Dos equipos juegan a la pelota de modo que gana el juego
el primer equipo que gana 6 partidos. La apuesta es de 22
ducados, que se los llevard el ganador. Por algin motivo
hay que interrumpir el juego cuando un equipo ha ganado
5 partidos y el otro 3. Se quiere saber como repartir los 22

~

se

J

@ )

Partimos de la hipétesis de que cada uno de los

juego. Puede ganar A o B. Observa el diagrama

Primera jugada Segunda Tercera
jugadores tiene la misma probabilidad de ganar:
1/2. Llamamos A al jugador que ya he ganado 5
partidas y B al que lleva ganadas 3. 172 A Gana A
Si hicieran una nueva partida podria ganar A con
probabilidad 1/2 o B con igual probabilidad. Si A GanaA

gana A ya se lleva la bolsa. Si gana B entonces B A Gana A
llevaria 4 jugadas ganadas y A 5. Se continua el <

de arbol. B Gana B

La probabilidad de que gane B es

G

(1/2)-(1/2)-(1/2) = 1/8, y la de que gane A es 7/8. ﬂ ¢Como repartirias los 22 ducados?

T

J
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RESUMEN

Concepto Definicion Ejemplos
Poblacién Colectivo sobre el que se hace el estudio Estudiantes de todo Madrid
Muestra Subconjunto de la poblacién que permita obtener Alumnos se 32 de ESO

caracteristicas de la poblaciéon complete. seleccionados
Individuo Cada uno de los elementos de la poblacién o muestra Juan Pérez
Variable Cuantitativa discreta Ndmero de pie que calza

estadistica

Cuantitativa continua
Cualitativa

Estatura
Deporte que practica

Graficos
estadisticos

Diagrama de barras
Histograma de frecuencias
Poligono de frecuencias

Diagrama de sectores

dddz

Media ) ( \/ Con los datos: 8, 2, 5, 10 y 10
= = (X1 + X2+ ...+ Xn)/n
ey TR Media = 35/5 = 7
Moda Es el valor mas frecuente Mo = 10
Mediana Deja por debajo la mitad 4<6<8<10=10.Me=38.

Rango o recorrido

Es la diferencia entre el dato mayor y el dato menor.

10-2=8

Desviacion media

Es la media de las distancias de los datos a la media
de los datos de los que dispongamos.

(18=71+12-71+|5-7]+]10-7]+]10-7])/5
=(1+5+2+3+3)/5=14/5=DM

Varianza

Es la media de los cuadrados de las distancias de los

n ) n 2
datos a la media: 2% = X" 2

n n

V=(1+25+4+9+9)/5=
47/5=9.4

Desviacion tipica

Es la raiz cuadrada de la varianza=

c=+47/5=3.06

Probabilidad

Valor entre 0 y 1 que nos da una medida de lo factible
gue sea que se verifiqgue un determinado suceso.

P(3) = 1/6 al tirar un dado

Espacio muestral

El conjunto de todos los casos posibles

{1I 2’ 3’ 4I 5I 6}

Suceso

Subconjunto del espacio muestral

Sacar par: {2, 4, 6}

Ley de Laplace

niimerode casos favorables al suceso S
niimerode casos posibles

P(S)=

P(par) =3/6=1/2.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Estadistica
1. Se han recogido los datos sobre el nUmero de hijos que tienen 20 matrimonios. ¢Cédmo es la variable
utilizada? Escribe una tabla de frecuencias de los datos recogidos y representa los datos en un
diagrama de sectores:
3,1,1,2,0,2,3,1,1,1,1,0,3,2,1,2,1, 2, 2, 3.

2. Con los datos del problema anterior calcula la media, la mediana, la moda y los cuartiles.

3. Con los datos del problema anterior calcula el rango, la desviacidon media, la varianza, la desviacién
tipica y el recorrido intercuartilico.

4. Representa esos datos en un diagrama de cajas.

5. Lasiguiente tabla expresa las estaturas, en metros, de 1 000 soldados:

Talla 1.50-156|156-162|162-168| 1.68-1.74 | 1.74-1.80 | 1.80-1.92
N2 de soldados 10 140 210 340 210 90

a) Representa los datos en un histograma.
b) Calcula la media y la desviacidn tipica.
c) Determina el intervalo donde se encuentran la mediana.

6. Se pregunta a un grupo de personas por el nimero de televisores que hay en su hogar y los
resultados son:

Numero de televisores | 0 | 1 | 2 314 |5

Numero de hogares 2127|1151 4|2 |1

¢Qué tipo de variables es? Representa los datos en la representacion que te parezca mas adecuada.

Calcula la media y la desviacidn tipica-

N

Con los datos del problema anterior calcula la mediana y el recorrido intercuartilico.
8. En un centro escolar se ha recogido informacion sobre el nimero de ordenadores en las casas de
100 familias y se han obtenido los siguientes resultados:

Numero ordenadores 0 1 2 3 4

Numero de familias: 24 | 60 | 14 1 1

Representa los datos en un diagrama de barras y calcula la media, la mediana y la moda.

9. Con los datos del problema anterior calcula el rango, la desviacion media, la varianza y la desviacion
tipica. Haz un diagrama de cajas.

10. Se pregunta a un grupo de personas por el nimero de veces que han visitado al dentista en el
ultimo afio. Las respuestas obtenidas se recogen en la siguiente tabla:

Numero de visitas: 1 2 3 4 5

Numero de personas: 13 18 7 5 7

Representa los datos en un diagrama de sectores y calcula la media, la mediana y la moda.
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11. Se pregunta a un grupo de personas por el nimero de veces que han visitado al dentista en el
ultimo afio. Las respuestas obtenidas se recogen en la siguiente tabla:

Numero de visitas:

1

2

3

Numero de personas:

13

18

7

Calcula el rango, la desviacion media, la varianza y la desviacion tipica.

12. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los
siguientes escafios por grupo parlamentario (DM: demdcrata — cris-
tianos; S: socialistas; L: Liberales; V: verdes; C: conservadores; I: iz-
quierda unitaria; LD: Libertad y democracia; NI: No inscritos; Otros).

Partidos

DM

S L

vV |C

I | LD

NI

Otros

Total

Escaios

213

190 | 64

52 | 46

42 | 38

41 65

751

¢Qué representacion de los datos te parece mdas adecuada?
éPuedes calcular la media o el rango? ¢Qué tipo de variables es la de la tabla?

13. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes escafios por alguno de
los estados miembro:

Estado

Alemania

Espaia

Francia

Italia

Polonia

Reino Unido

Portugal

Grecia

Otros

Total

Escafos

96

54

74

73 51

73

21

21

751

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢Puedes calcular la media o el rango?
¢Qué tipo de variables es la de la tabla? Determina el niumero de escafios de los otros paises
miembros de la Unidn Europea.

14.En las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento Europeo se obtuvieron los siguientes
porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espaiia | Francia | Italia | Reino Unido | Portugal | Grecia | Bélgica | % total
2004 43 45.14 | 42.76 71.72 38.52 38.6 63.22 | 90.81 | 45.47
2009 43.27 44.87 40.63 65.05 34.7 36.77 52.61 90.39 43
2014 47.6 45.9 43.5 60 36 34.5 58.2 90 43.09

¢Qué representacion de los datos te parece mas adecuada? ¢Puedes calcular la media o el rango?
¢Qué tipo de variables es la de la tabla? Ordena a los paises de mayor a menos porcentaje de

votantes en las elecciones de 2014.

15. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004. 2009. 2014 al Parlamento
Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espana | Francia | Italia Si'l';z Portugal | Grecia | Bélgica | % total
2004 43 45.14 | 42.76 | 71.72| 38.52 38.6 63.22 90.81 45.47
2009 43.27 44.87 40.63 | 65.05 34.7 36.77 52.61 90.39 43
2014 47.6 45.9 435 60 36 345 58.2 90 43.09

Representa en un poligono de frecuencias los porcentajes de participacion del total de los estados
miembros.
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16. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento
Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado | Alemania | Espaiia | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica | % total
Unido

2004 43 45.14 42.76 | 71.72 | 38.52 38.6 63.22 90.81 45.47

2009 43.27 44.87 | 40.63 | 65.05| 34.7 36.77 52.61 | 90.39 43

2014 47.6 45.9 43.5 60 36 345 58.2 90 43.09

Separa los Estados Miembros en dos grupos, los que tuvieron un porcentaje superior al porcentaje

medio y los que lo tuvieron menor en 2004. Haz lo mismo para 2014. ¢Son los mismos? Analiza el
resultado.

17. Con los datos del problema anterior sobre las elecciones de 2004, 2009, 2014 al Parlamento

Europeo se obtuvieron los siguientes porcentajes de votos por algunos de los estados miembros:

Estado

Alemania

Espaiia | Francia | Italia | Reino | Portugal | Grecia | Bélgica | % total
Unido
2004 43 45.14 42.76 | 71.72 | 38.52 38.6 63.22 90.81 45.47
2009 43.27 44.87 40.63 | 65.05 34.7 36.77 52.61 90.39 43
2014 47.6 45.9 43.5 60 36 345 58.2 90 43.09

Calcula el porcentaje de participacion medio para Alemania en esas tres convocatorias vy la
desviacion tipica. Lo mismo para Espafia, para Bélgica y para Portugal.

18. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo los resultados de Espaiia han sido:

Censo

Total de votantes

Abstencion

Votos nulos

Votos en blanco
290 189 357 339

Representa en un diagrama de sectores estos datos. Haz una tabla de porcentajes: el censo es el

35379097 15920 815

19 458 282

100 %. Determina los otros porcentajes. ¢ Consideras que ha ganado la abstencién?

19. En las elecciones de 2014 al Parlamento Europeo los resultados de Espafia han sido:

PP PSOE lzquierda Podemos UPyD Otros Total de
plural votantes
4074 363 8001 754 1562 567 1245 948 1015994 15920 815

Determina el nimero de votos de los otros partidos. Representa en un diagrama de barras estos

datos. Haz una tabla de porcentajes para cada partido. Tienes que distribuir 54 escafios, ¢écomo los
distribuirias por partidos?
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Probabilidad

20. Se considera el experimento aleatorio de tirar un dado dos veces. Calcula las probabilidades
siguientes:

a) Sacar algun 1.

b) La suma de los digitos es 8.

c) No sacar ningun 2.

d) Sacar algiin 1 o bien no sacar ningun 2.

21. Se considera el experimento aleatorio sacar dos cartas de la baraja espafiola. Calcula la probabilidad
de:

a) Sacar algun rey.

b) Obtener al menos un basto.

c) No obtener ningun basto.

d) No obtener el rey de bastos.

e) Sacar alguna figura: sota, caballo, rey o as.
f) No sacar ninguna figura.

22. Se considera el experimento aleatorio de tirar una moneda tres veces. Calcula las probabilidades
siguientes:

a) Sacar cara en la primera tirada.
b) Sacar cara en la segunda tirada.
c) Sacar cara en la tercera tirada.
d) Sacar alguna cara.

e) No sacar ninguna cara.

f) Sacar tres caras.

23. Con una baraja espafiola se hace el experimento de sacar tres cartas, con reemplazo, écual es la
probabilidad de sacar tres reyes? Y si el experimento se hace sin reemplazo, écudl es ahora la
probabilidad de tener 3 reyes?

24. En una urna hay 6 bolas blancas y 14 bolas negras. Se sacan dos bolas con reemplazo. Determina la
probabilidad de que:

a) Las dos sean negras.
b) Haya al menos una negra.
c) Ninguna sea negra.

25. En una urna hay 6 bolas blancas y 14 bolas negras. Se sacan dos bolas sin reemplazo. Determina la
probabilidad de que:

a) Las dos sean negras.
b) Haya al menos una negra.
c) Ninguna sea negra.

d) Compara los resultados con los de la actividad anterior.
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26. Al lanzar cuatro monedas al aire,

27.Dos tiradores al plato tienen unas marcas ya conocidas. El

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

a) écual es la probabilidad de que las cuatro sean caras?
b) éCudl es la probabilidad de obtener a lo sumo tres caras?

c) éCual es la probabilidad de tener exactamente 3 caras?

primero acierta con una probabilidad de 0.7 y el segundo de
0.5. Se lanza un plato y ambos disparan. Expresa mediante un
dlagramg de drbol y las d|st|nta§ p05|b|I|d?des: a) éQué HAZ UN DIAGRAMA DE ARBOL
probabilidad hay de que uno de los tiradores dé en el plato? b)
Calcula la probabilidad de que ninguno acierte. c) Calcula la probabilidad de que los dos acierten.

Se lanza una moneda hasta que aparezca cara dos veces seguidas. a) Calcula la probabilidad de que
la experiencia termine en el segundo lanzamiento. b) Calcula la probabilidad de que termine en el
tercer lanzamiento.

En el lanzamiento de naves espaciales se han instalado tres dispositivos de seguridad A, B y C. Si
falla A se pone automaticamente en marcha el dispositivo B, y si falla este, se pone en marcha C. Se
sabe que la probabilidad de que falle A es 0.1, la probabilidad de que B funcione es 0.98 y la
probabilidad de que falle C es 0.05. Calcula la probabilidad de que todo funcione bien.

Se hace un estudio sobre los incendios forestales de una zona y se comprueba que el 40 % son
intencionados, el 50 % se deben a negligencias y el 10 % a causas naturales. Se han producido tres
incendios, a) écual es la probabilidad de que al menos uno haya sido intencionado? b) Probabilidad
de que los tres incendios se deban a causas naturales. ¢) Probabilidad de que ningun incendio sea
por negligencias.

Se lanza dos veces un dado equilibrado con seis caras. Hallar la probabilidad de que la suma de los
valores que aparecen en la cara superior sea multiplo de tres.

Se sabe que se han eliminado varias cartas de una baraja espafiola que tiene cuarenta. La
probabilidad de extraer un as entre las que quedan 0.12, la probabilidad de que salga una copa es
0.08 y la probabilidad de que no sea ni as ni copa es 0.84.

Calcular la probabilidad de que la carta sea el as de copas. ¢Se puede afirmar que entre las cartas
gue no se han eliminado esta el as de copas?

Una persona despistada tiene ocho calcetines negros, seis azules y cuatro rojos, todos ellos sueltos.
Un dia con mucha prisa, elige dos calcetines al azar. Hallar la probabilidad de:

a) que los calcetines sean negros.

b) que los dos calcetines sean del mismo color.
c) que al menos uno de ellos sea rojo.

d) que uno sea negroy el otro no.

Tres personas viajan en un coche. Si se supone que la probabilidad de nacer en cualquier dia del afio
es la misma y sabemos que ninguno ha nacido en un afo bisiesto,

a) hallar la probabilidad de que solamente una de ellas celebre su cumpleafios ese dia.
b) calcular la probabilidad de que al menos dos cumplan afios ese dia.
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AUTOEVALUACION

1. Se hace un estudio sobre el color que prefieren los habitantes de un pais para un coche. La
variable utilizada es:

a) cuantitativa b) cualitativa c) cuantitativa discreta d) cuantitativa continua

2. En un histograma de frecuencias relativas el area de cada rectangulo es:

a) proporcional al area b) igual a la frecuencia absoluta

c) proporcional a la frecuencia relativa d) proporcional a la frecuencia acumulada
3. Ana ha obtenido en Matematicas las siguientes notas: 7, 8, 5, 10, 8, 10, 9 y 7. Su nota media es

de:

a)7.6 b) 8.2 c)8 d)9
4, En las notas anteriores de Ana la mediana es:

a)9 b) 8 c)7.5 d) 8.5
5. En las notas anteriores de Ana la moda es:

a) 10 b) 8 c)7 d)7,8y10
6. El espacio muestral de sucesos elementales equiprobables del experimento “tirar dos monedas y
contar el numero de caras” es:

a) {2C, 1C, 0C} b) {CC, CX, XC, XX}  ¢) {XX, XC, CC} d) {CC, CX, XC, CC}
7. Tiramos dos dados y contamos los puntos de las caras superiores. La probabilidad de que la
suma sea 7 es:

a)1/6 b) 7/36 c) 5/36 d) 3/36
8. Al sacar una carta de una baraja espafiola (de 40 cartas), la probabilidad de que sea un oro o
bien un rey es:

a) 14/40 b) 13/40 c) 12/40 d) 15/40
0. En una bolsa hay 7 bolas rojas, 2 negras y 1 bola blanca. Se sacan 2 bolas. La probabilidad de que
las dos sean rojas es:

a) 49/100 b) 42/100 c) 49/90 d) 7/15
10. Tiramos tres monedas al aire. La probabilidad de que las tres al caer sean caras es:

a) 1/5 b) 1/7 c)1/8 d) 1/6
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