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— Vectores

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Calcula las componentes y el médulo de un vector de origen A(-1,1,2) y extremo B(3,1,-4).
OB =(3,1,-4) 04=(-1,1,2) AB = OB — 04 = (4,0,—6)

|[AB| = V42 + 02 + 62 = 2V/13

2. Dados los puntos P=(2,2,3), Q=(2,0,5) y R=(-2, 3, 4)y los vectores v =(1,—-1,3), W=
(0,—2,1) calcula, indicando si el resultado es punto o vector:
a)QP b)3V—2Wc)V—RPd)P+ve)R+PQ+ W

a) W’) = 0P — 0—Q> = (1, 2,—2) Vector.

b) 3v — 2w = (3,1, 7) Vector. 3v = (3,-3,9) 2w = (0,—4,2)
¢)%—RP = (—3,0,4) Vector. RP = 0P — OR = (4,—1,—1)

d) P + ¥ - No se puede operar con un punto y un vector.

e)R + P—Q) + W - No se puede operar con un punto y un vector.

3. Dados tres puntos genéricos, P=(p1, p2, p3), Q=(d1, 92, q3) y R=(r1, r2, r3), demuestra:
a)PQ+QR=PR b)PQ=(-1)QP ¢)PP=0d)PQ + PQ = 2PQ

a)ﬁj +Q_I§ = PR

@:(Q;P) = (91 — P92 — P2, 93 — P3) Q_R)(R —Q)=(1—qu1m2— 4273 —q3)

P_Q> + QR =(q1 —P1,92 = P2,93 —P3)+= ("1 — q1, 72 — G2, 73 — q3) = (11 — D1, T2 — P2, T3 — P3)
PR(R — P) = (ry —p1, T2 — P2, 73 — P3)

b)P¢ = (-1)QP

PQ(Q_—)P) = (1 — P, 92 — P2,93 — P3)
(_1)Q_P)(P — Q) =1 —quP2 — 92,03 — q3)(—1);
(—DQEP(P—Q) = (—p1+ q1,— P2 + 42, —P3 + q3)

-

N

<) =
PP = (p; — p1,p2 — P2,p3 — p3) = (0,0,0)

d)PQ + PQ = 2PQ

ﬂ?(Q_)—P)=(Q1—P1IQZ_P2;Q3_P3) .
PQ +PQ =(q1 —P1,92 — P2,q3 — P3) + (@1 — P1, G2 — P2, 93 — P3) = (2q1 — 2p1,2 4 — 2p2, 2 q3 — 2p3) = 2PQ

4. Dados los vectores (1, -3,0), V (-6, 3, 0), W (7, 2, 1).
a)3u—2v+ 5w

31 = (3,-9,15) : —20=(12,—6,0) ; 5w = (35,10,—5)
31 — 2 + 5w = (50,—5,10)

b) 2u — 2V + 2w

20=(2,-6,0) ; —-2v=(12,—-6,0) ; 2w = (14, 4,-2)
21 — 20 + 2w = (28,-8,8)
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— Vectores

¢) 3(t — 2V) + 3w

3% =(3,-9,15) ; —67=(36,—18,0) ; 3w =(21,6,—3)
3(d — 2%) + 3w = (60,—21,12)

d)3U — 2(V + W)

3% =(3.-9,15) ; —2B=(12,—6,0) ; 2w = (14, 4,-2)
3% — 2( + w) = (1,—19,17)

5. Dados los puntos A(0, -2, 6) y B(4, 8, -4) determina el punto medio del segmento AB.
A+B (0+4 -248 6—4) — M(2,3,5/2)

M== My =557

6. Comprueba si los puntos A (3, 2, 1), B( 4, 4, 2) y C (4, -1, 3) estan alineados.

—_— —

Si los vectores AB y AC son proporcionales estaran alineados
bi—a; _ by—a, _ bs—a 4-3  4-2  —2-1 2 3
1 1 __ Y2 2 — 3 3 . —_ — ' 1 7‘: __3 ;t —_—

2

c1—aq Cy—Ay c3—as ! 4-3 —-1-2 - 3—-1
Al no ser proporcionales no estan alineados.

7. Determina si son linealmente independientes o no los conjuntos de vectores siguientes:
A={u,v,w}conui=1,2,0),v=301)yw=(42-7).

1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0
(3 0 1 )-3F1+F2—> (0 -6 0 ) -4F1+F3 — (0 -6 0 )-F2+F3 - (0 -6 0 )
4 2 =7 4 2 =7 0 -6 —7 o o0 -7

Como el rango es 3 este conjunto de vectores es independiente.
B ={u,v}conu=(1,2,0)yv=(240).

(2 3 o) (5 6 o)

Como el rango es 1 este conjunto de vectores es dependiente.
c={uv,wXx}conu=(1,20),v=(413)yw=(4,2,-7)yX=(0,0,1).
Al ser un conjunto de cuatro vectores en un espacio de tres dimensiones son linealmente dependientes.

8. Calcula el producto escalar de los vectores u = (0,1,—3) y v = (—3,4,6)
T-9=0(01-3)(~3,46)=0(=3)+1-4+6(=3) = —14
El producto escalar es -14.
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Vectores

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Dados los vectores libres:
e +
a) Representa’os vectores: ¥ % = 2d — ¢ — 2b + 33, B=—d+2b—¢+2d, W=
— - 5.
—2a—b — €
& r 4\
. L____E \
3d| | e
2b -
— 2 a
—2b /
X 3

gl
(=1 /
|
[}
#

b) Halla unvectord talque2d—b+¢+d =0

S
/
/
v

2. Dados a = (2,—1) y b = (—3,m), halla el valor de m para que sean linealmente dependientes.

2 -1y_, Com—3=0: m=>
|5 S =em-d=2m-3=0 m=2

3. Comprueba si son o no linealmente independientes los siguientes vectores:
a) B=(-23)B8=(6,-9)
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— Vectores

|_2 3 |=(-2-(-9-3-6=18-(-18 =0

6 -9

Son linealmente dependientes ya que su determinante es igual a 0.
b) B =(-1,23),0(—2,01),8 = (2,—4,5) B8 = (3,2, —4)

Son linealmente dependientes, ya que son 4 vectores dados en un espacio de 3 dimensiones, por lo que
al menos 1 serd dependiente de otro.

) B=(21,0 —1),8(1, -3, —1,0),8 = (3,—2,—1,1)

2 1 3 2 1 3 2 1 3
1 -3 -2\ F1-2F2 [0 7 7 F2 + 7F3 0 7 7
0 -1 1] F1+2r2 {0 =1 =1~ =2Fr2+7Fr37\0 0 0
1 0 1 0 2 5 0 0 21

Los vectores son linealmente independientes entre si, pues el rango de la matriz es 3.

4. a) Dado los vectores X = (1,3,—2) e ¥ = (3,m,—6), halla el valor de m para que los dos
vectores sean linealmente independientes.

X =(1,3,-2) 1 3 =2 1 3 -2
j=@3m—6) (3 m —6)_’ 3 hith _’(3—3 m—9 —6+6)
1 3 -2 - -
_)(O m— 9 0) *+m—9=0-m=9
e Sim # 9 son independientes. Si m = 9 son dependientes.
b) Sim = —2, ¢ Se puede expresar el vector Z = (—1, 8, 1) como combinacién lineal de X e y?

Z=a-B+b-wW > (=181 =a-(1,3,-2)+b-(3,—2,—6)

—1=a-14+3b -3-(a+3b=1)
_ 1-(3a—2b=8) o
8=3a-2b T TR b=-1
1=-2a—-6b
1=-2a+6—->a=5/2 8=3a+2->a=2 —-1=a—-3—-a=2

e Elvector Z no se puede expresar como combinacion lineal de X e y sim = -2,

5. Dados los vectores i = (—3,4,0), v = (1,—2,2) yw = (0,—m, 1), calcula el valor de m para que
el vector U se pueda expresar como combinacién lineal de vy w.

Uu=a-v+b-w - (-340)=a-(1,-22)+b-(0,—m,1)
19, Realizamos un sistema de ecuaciones y lo resolvemos;
—3=a
4= —2a—mb} - a=-3

0=2a+b

b=-2--3 - b=6
U=-3-U+6-W - (=3,6,—6)73 4+ (0,6 -m,6)eWe

1

. .y . 2
Para que U se pueda expresar como combinacién lineal devy w,m debe de ser — Pl

6. Dados los vectores x = (1,—2,0), ¥y = (3,—-1,2) y w = (—m,—1,—2), halla el valor de m para
que los tres vectores sean linealmente dependientes.
1 -2 0 1 -2 0 -2 1 0
( 3 -1 2)—>F2<—>F3—><—m -1 —2>—>Cl<—>(32—><—1 -m —2)—>

-m -1 =2 3 -1 2 -1 3 2
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“ Vectores

2 1 0 2 1 0
*:é:i?,iﬁ*(o 14 2m 4)—>F2+F3—><0 14 2m 4>—>CZ<—>CS—>
0 -5 —4 0 —4+2m 0

-2 0 1 -2 0 1
—>(O 4 1+2m>—><0 4 1+2m>—>—4+2m=0—>m=2
0 0 —4+2m 0 0 —4+2m
e Sim # 2; Independientes. Si m = 2; Dependientes.

7. Dados los vectores u = (1,1,m),v = (0,m,—1)y w = (1,2m, 0), determina el valor de m para

que:

a) Sean linealmente independientes

1 1 m

0 m -1{=0+0-1)-M?-2m+0)=-1—-m?+2m
1 2m O

Luego:

—1-m?+2m=0;, -m?+2m—-1=0;, m*-2m+1=0 - m = 1doble
Sim # 1 son linealmente independientes
b) El vector v se pueda expresar como combinacidn lineal de u y w, y halla dicha combinacion.
v =au+ bw
(0,m,—1) = a(1,1,m) + b(1,2m, 0)
(0,m,—1) = (a,a,am) + (b, 2mb, 0)
(0,m,—1) = (a+ b,a + 2mb,am)
a+b=0 a=-b 1 1
<a+2mb=m—>{—b+2mb=m - m=——> —b+2=—>-b>+2b—-1=0
b b
am = —1 —bm = -1
b=1l,a=—-1m=1
c) Sean coplanarios

1 1 m

0 m -1/=0+0-1)-(mM?*-2m+0)=—-1—-m?+2m
1 2m O

Luego:

—1-m?+2m=0;, -m?+2m—-1=0, m*-2m+1=0 -m=1

8. Los vectores ¥ = (1,0,0),y = (—1,0,1)y Z = (2,1, 1), éforman una base V3? En caso afirmativo:
a)Halla las componentes del vector u = (3, —2, 5) respecto de dicha base.

b)Halla las componentes de la base candnica {i,]', E} del vector v, si sus coordenadas en la base
{x,y,z} son 2, -3 y 2 respectivamente

1 0 0
-1 0 1/=(04+04+0)—-((0+1+0)=-1+0
2 1 1

Como el determinante no es nulo, el rango es 3, son vectores linealmente independientes y por tanto si
forman una base V3

A)

u=x(1,0,0) + y(-1,0,1) + z(2,1,1)

(3,-2,5) = (x,0,0) + (—y,0,y) + (22,2,2)

(3,-2,5)=x—-y+2z2z2y+2)

x—y+2z=3 y=5-z x—742(-2)=3
z=-2 - y=5-(-2) - x=3+7+4 -u=0147-2)
y+z=5 y=7 x =14
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Vectores

2x — 3y + 2z = 2(1,0,0) — 3(-=1,0,1) + 2(2,1,1)
(2,0,0) — (=3,0,3) + (4,2,2)
9,2,-1)

S s B
Il II

9. Halla un punto C que esté alineado con Ay B, y otro punto D que no lo esté.

(respuesta libre)

Para que los tres puntos estén alineados se tiene que cumplir la siguiente condicién:
b—a, by_a, by—as

€1 — 4 B C2—0a; C3—4az
Luego, por ejemplo, si tomamos como puntos C (g, 3,— %), AQ3,2,1) y B(4,4,—-2)

4-3 4-2 =-2-1 , .
- = - 2 =2 =2 - Estan alineados

7 ~3-2 1

273 51

SiD(4,—1,6)

4-3 4-2 —-2-1 - 2¢ 3 o stins alinoad
= = - —_— —__——

4_3 _1_2 6—1 3 5 0 estan attneados

10. De un segmento AB, el punto B tiene coordenadas (-2,0,6) y el punto medio del segmento tiene
coordenadas M(-3,2,2). Halla las coordenadas del punto A vy divide el segmento AM en cuatro partes
iguales.

(_3’2’2) — (X1+2( 2)’y12+0 Zl+6 1+0 — 2’ 1 — 4 N A(—4,4, _2)
Z1+6 — 2 Zl — _2
A L M B
——e—tt ’
i = I = ! C = ( 2—3'ﬂ, 22+2) C(—35 '3,0)
—4-3.5 4+3 -240 3.5— 3 3+2 0+2
D= (T228,48 2210) | p(-3.75,35,-1) E = (=2 7). E(-3.25,25,1)

11. De un segmento AB, se sabe que AB = (3,-4,-2) y que el punto medio del segmento tiene de
coordenadas M (—1,0,3). Halla las coordenadas de Ay B y divide el segmento AB en 3 partes iguales

X1+Xo

=1
X, —x, =3 2
_ Voty: _
A(X1, Y1, 21) ; B(Xz, Y2, Zz) por AB: Yo — V1 = —4 ; por M: —2 =0
Zy —Z1 = -2 Zp+Zy 3
=
X, —x1 =3
—>{ 2 >x,=34+x -ox+3+x, =-2-52x,=-5>
X +x, = —2
-5 4 5 3 1
X1 =—= - X - = N
) 272 272
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Vectores

Yo=Yy =—4
-y, =—4+y;, > —4+y,+y;,=0-
{ y,+y;, =0 Y2 Y1 Yith
442y, =0-2y1=4> y1=2 o y,—-2=-4 - y,=-2
Zy— 2y = —2
{;24_;1:6_>ZZ:_2+Zl_)_2+21+21:6—>—2+221=6—>
2Z1:8_)21:4_>Zz_4':_2_>Z2:2
5 1 —
A(—E, 2, 4) B(E,—Z, 2) AB(3,—4,—2)

Sean Py Q los puntos que dividen AB en 3 partes iguales,
AD — AR 5 3 2 10
3AP:AB! 3(x+5; y_zﬂZ_4):(3;_4;_2)_)P:(_E: 5: _)
1 2 8

3Q—B)=E _>3(§_x’_2_y’ 2_2) = (3)_41_2)_)0 =(_El__r _)

12. - Dados los puntos A (2,0,1) Yy B ( 0,-2,3), halla dos puntos Cy D
que estén alineados con Ay B, de manera que uno de ellos (C) esté situado entre ambos y el otro (D)
esté situado a la izquierda de A.

M = A%B S M= (2,0,1)+(0,-2,3) N

o MBS s (1-1)

D+C

He—aoD=(-0-2-D=(@O0D-(1-13)) 25D =@2-D

13. Delosvectoresu p y v p se sabe que u=3p,u-v=-12p p ylos dosvectores forman
un angulo de 120°. Hallavp, proyuvpp y proy2uppv.
-12

u-v=\ul|v|l-cosa »>—-12=3-|v|-cos120 - =|v| > |v|=8

3-cos 120
- > — — — — 3
u-v=|v| proy;i =—12 = 8 - proyzu = proyzu = -3
U-v=|ul-proygv » —12 = 3 - proyyv - proygv = —4

14. ¢Puede haber dos vectores 1 y U tales que U-v =8siendo [u | =3y |V | = 2?

— o — - — - 4

Uuv=8 u-v= |u|l-|v|l-cosa; 8=3-2:-cosa —cosa =

El coseno de un angulo no puede ser > 1, luego no puede haber dos vectores i y ¥ tales que UV = 8
siendo |u | =3y |v|=2.

15. Dados los vectores U = (2,—3,6) y v = (3,—6,2), calcula:

a) El producto escalar u-v

b) El médulo de U y el médulo de v

c) El angulo formado por ellos

d) El angulo formado poruy u — v

e) Un vector perpendicular a ¥ que tenga médulo 3. ¢ Cuantas soluciones hay?

a) producto escalar U-v Uu-v=2-3+(-3)(-6)+6-2=36
b) lu|=v22+32+62=7 9] =+vV32+62+22=7
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Vectores

——

= =2 21131, . _ uu .. _ E _ o
c) u-v= |u|l-|v|l-cosa ; a= arccos(—lm.lﬁl) ;o oa= arccos(”) =42,71
d @—-9=(-133) i -3 = (-1)2+32+32=+10

u-(u—-v)=10 a= arccos(—h/ﬁ) = 63,14

e) w(a,b,c) v-w=0
3a—6b+2c=0 3a—6b+2c=0
{\/a2+b2+c2 =3 "a’+b*+c?=9
Al ser la representacion de un plano (primera ecuacién) que corta a una esfera (segunda
ecuacién), vemos que hay infinitas soluciones donde el vector perpendicular a v tenga mddulo
3. Obtenemos una circunferencia.

16. Dados los vectores U = (1,—2,2) yv = (4, —4,—2), calcula:
a) El producto escalar 2u - 3¥

b) El médulo de 1 y el médulo de ¥ — U

c) El dngulo formado por los vectores U y U + ¥

d) Los cosenos directores de ¥

e) Un vector perpendicular a it y a ¥ que tenga mddulo 6.

a) 2u-37 2u = (2,—4,4) 3v=(12,—-12,—-6)  2u-3D =48
b) |i|=V12+22+22=3 $-u=(3,-2,-4) ; [#—1ul=32+(-2)2+(—4)2=+29

i v
) a= arccos(m

-1
; arccos(ﬁ = 86,6°

| V29
d) cosa=% ;cosﬂ=|;—2| ; cosy=% V]|=/42+ (=42 +(-2)2=6
4 —4 2 1
cosa=- ; cosf=— ; oSy =—-=—z
| k
e) uxv=|1 -2 2|=12i+10j+ 4k - (12,10,4) ;(12k, 10k, 4k)
4 -4 =2
JOZK)Z + (10k)2 + (4k)2 = 6 ; 144k* + 100k? + 16k? = 36 ; 280k? = 36
_ [ _vm = (12,270 10, W0, W
k= |28 = 70 w=(~12-—57,10- ==, 4- =)

17. Calcula las componentes de un vector ¥ que tenga la misma direccion que el vector U =
(4,—2,1) y su médulo sea 3 y las de otro vector w que sea unitario, pero con sentido opuesto al
vector U. ¢Cudles son los cosenos directores de u?

a) Primero: Para que dos vectores tengan la misma direccidn, deben ser proporcionales, es decir,
¥ = ku. Porlotanto, ¥ = k(4,—2,1) » ¥ = (4k, -2k, k)
Segundo: Si queremos que su moédulo sea 3, se debe cumplir que:

3 V21
J@2+ (-2k)2+k2=3->21k=3>k=—-="
V21 7
. = 421 221 V21
Tercero: Sustituir: v =(——,— —,—
—— 7 7 7
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Vectores

b) Primero: Para que sea unitario y con sentido contrario a i, se debe cumplir que:
. U
wW=——=
|
Segundo: Se calcula |u| = |u| = \/42 +(=2)2+12=+21

Tercero: S tit I I'W—(—ii—L)
ercero: Se sustituye y calcula: W = (= ==, 7=, ~ 7=

c) Primero: Los cosenos directores de un vector ¥ = (v4, ,, V3) son:
%1 B %) U3
cosa = ; cosf = ; COSy = ;
\/vlz + 1,2 + v32 \/vlz + 1,2 + v;32 \/vlz + 1,2 + v;32

Segundo: Sustituyendo los valores del vector u:
1

4 2
cosa = ——; COSff = ———; CcOSYy = —
V21 B V21 v V21

18. Los cosenos directores del vector u son: cosa = 0,2; cosp = 0,3 y cosy = 0,87.Si |u| =6,
écuales son sus componentes?

Primero: Los cosenos directores de un vector ¥ = (v, V5, V3) son:

Uy U, VU3
cosa = ; cosf = ; COSYy = ;
V12 + 0,2 4 v32 V12 + 0,2 + 132 V12 + 1,2 + 132
. . — u u u
Segundo: Sustituimos los valores del vector u: 0,2 = ?1; 0,3 = ?2; 0,87 = ?3

Tercero: Despejamos las componentes: u; = 1,2; u, = 1,8;u; = 5,22 -
u=(1,2,1,8,5,22)
19. Un vector U forma con los vectores 1, y u; de la base ortonormal angulos de 452 y 602, y con el
vector 1, un angulo agudo. Si [u| = 4, determina las componentes del vector u.

Primero: Los angulos dados corresponden a los de los cosenos directores, de modo que:
U B Uz Uz

cosa = —=; CoOSP = —=; coSy = —=;

|l |l

|ul

Segundo: Se sustituyen los valores y se despejan las coordenadas:
U; Uz
cosf = ﬁ - c0s452 = — > u, = 2V2

4
cosy=£—>cos609=E —>uz =2
il + N

Tercero: u, se calcula con el médulo del vector:

|ﬂ|:\/u12+(2\/§)2+22:4—>16:u12+8+4—>u1=2
u=(2, 2v2, 2)

20. Determina, si es posible, el valor de m de modo que i = (m,—2,3)yv = (—1,m, 1) sean:
a) Paralelos.
b) Perpendiculares.
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a) Primero: Para que dos vectores sean paralelos deben ser proporcionales: U = k.
Segundo: Aplicamos lo anterior a los vectores dados:
(m,—2,3) =k(-1,m1) »>m=—k;—2=km;3 =k.
Si k=3, m deberia tener dos valores distintos, m = =3 ym = —2/3 lo cual no es posible,
por tanto, no pueden ser paralelos.

b) Primero: Para que dos vectores sean perpendiculares, su producto escalar debe ser cero: U -
v=0
Segundo: Aplicamos lo anterior a los vectores dados:
(m—-23)-(-1,m1)=0->—-m—-2m+3=0-m=1

21. a) Calcula el valor de m para que los vectores u = (—1,m,4) y v(m,-3,2)
sean perpendiculares.
u-v=20 -m—3m+8=0 —4m = -8 m=2
b) ¢Qué angulo formaran para m =0 los vectores (u + 2v) y (u — v)?
u=(-1,0,4); v= (0,-3,2)
(@+29)=(-1+0,0—6,4+4)=(-1,-6,8) = a
(—-v)=(-1-0,0+3,4-2)=(-1,3,2)=b
(a.5) = la-b| |(-1-(-D))+(-6-3)+(8-2)| _ |1—18 + 16| B 1 _
cos \ " la| - |b| VI + 62 + 8% -1+ 32 + 22 VI+36+64-VI+9+4 +101-vVid
angulo = 1,54419 radianes = 88,476 grados

22. De dos vectores ortogonales se sabeque (u+v) - (u—v) =7y |u+v| =5.
Halla |u| y |v|

u-v=20

@+v)-@—-v)=u-u—-u-v4+v-u—v-v=7- a2 = |v]2 =7

|ﬁ+17|=5;\/((ﬁ+17)-(ﬁ—17))=\/ﬁ-ﬁ—ﬁ-17+17-ﬁ—17-17=5
[i|2 +2u - v+ |9|? = 25 - |u]? + |v|* = 25

[ul? — |5|* =7

_ _ +

|i]? + |v]? = 25

2|ul? =32; |ul? = 16; |u| = 4

|2 + |9|? =25; 16+ |9|>?=25; |9|>?=9; |v| =3

23. Dados dos vectores u y v, tales que |[u| =16y (u+v) - (u—v) = 24,
Calcula el médulo de v

lu|=vu-u; u-u=|ul?* ; lul=u-v; 16°=u-1u
u-u—u-v+v-u—v-v=24
16% — |7|* = 24; |72 = 162 — 24 15|12 =232 |9| =232

24. Dados los vectores U = (2,3,8) yv = (—1, 2, 0) calcula:
a) Las componentes de un vector unitario de la misma direccién que V.
Sl — /12 2 2 — S (_i 2 )
5] =V12+22+02=V5> ¥ =70
b) Un vector de la misma direccién que ¥ y cuyo médulo sea igual a la proyeccion de U sobre v.

|v'| = Proyyv = |V] - cosa
Ul =22 + 32 +82 =77
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i-v  2(-1)+3-2+8-0 4
I

cosa =————— = =
il - |V V77 -5 V385
|3'| = |B| - cosa = V5 - * = 0,456
V385
R 0,456 2-0,456 . 0,456 0,912
v, = (_ ) ) ) - v, - (__1_1 O)
V5 V5 V5

c) Un vector perpendicular a ambos y de médulo 2.

[v'| = 2 !
i j k
w 2 3 8/=(-16,8,7)
o s -1 2 0
w = (w_ NI 3\/_) seria unitario
(2( 16) 2-8 2- 7) S, (—32 16 14 )
3v41 '3v41'3V41 341 3v41 3V41

25. Sea B = {u, ¥, Ww}una base de vectores tal que |u| = 2, |¥| = 3, |[w| = 1 y ademas verifica que U -
— — — - —
v=4,u-w=3,v-w = 12. Calcula el valor de m para que los vectores

— — — —

a=11u+mv + 3wy b = U + 2V + W sean ortogonales.

B={v,w} ul=219=3|w=1 m?
U] =Vu-u-ul?=u-u=22=4
9| =0 - V> |9)?=v-9=32=09
W =Vw-w-|w=w-w=12=1
a=11a+ma+3w>}
> I ortogonales
b=u+2v+w
11U - Uu+22u- v+ 11U - wH+mv-u+2mv-v+mv-w+3w-u+6w-v+3w-w=0

11-4+22-4+11-3+4m+2m-9+12m+3-3+6-12+3 =0

44+88+33+4m+18m+12m+9+72+3 =0

249

249+34m—0—>34m——249—>m——¥

26. Dados los vectores a = (1,0, 1),b =(2,-1,2),y¢ = (1,-3,2), determina un vector unitario
que siendo coplanario cona 'y B, sea ortogonal a C.
di=1(1,0,1); b=(-12); ¢é=(1,-32)

d+kb=d;

(1,0,1) +k(2,~1,2) = 2k + 1,—k, 2k +1)

dc—O

k+1)-1-k-3+Qk+1)-2=0; Qk+1+3k+ 4k+2)=0; 9% +3=0
3 1

Ok =-3; k=—-=—=

9 2
d=Qk+1 k2k+1)—<2< 1)+1 ( 1) 2( 1)+1)- J—( 11 1)
- ] ] - 2 ] 2 ) 2 ) - 121

Tiene que ser un vector unitario:
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(i = 12+12+12:\/§:\/E ; C_l),: _i,L'_L
Am ey F

27.- Dos vectores u'y vV son tales que [u| = 4,|v| = 5y |u + V| = 7.; Qué 4ngulo forman?

— =

u-v
COSA = —/—
[Tl-1v
B+ =J@+V) @+V) =Vi-u+u-v+08-v+¥v-v=y[02420-v+ [V|Z =
=V16+2U-v+25=7; 16+24-v+25=49 ; 20-v=8;U0-v=4
coso = ﬁ =0,2 o= arccos(,2 =1,37°

28.Sean Ui y V dos vectores tales que [i| = V3y |V| = 4
Si Uy v forman un dngulo de 30°, halla:
a) uU-v=cos(30)-V3-4=6
W-—V) - QUu—-V)=U-2u—U-v—-2U-v+v- -

u-2u = |ul-|2ul - cosO—\/§-2-\/§=6

vV-v=|v|-|¥| -cos0=4-4-1=16

U-v=6; v-2u=12
wu-v)-QRQu—-v)=6—-18+16=4
=J@-¥) - @-¥V=Vi-u-0-v-u-v+v-v=vV3-6—-6+ 16 =7

|2t — V| =\/(Xi—?:)-(ﬁ—?)=\/4ﬁ-ﬁ—2ﬁ-6—zﬁ-6+v-6=\/12—24+16=\/Z=2

29.- Determina, si es posible, el valor de a de modo que los vectores U = (1, «,2) y ¥(1, -2, —a):

a) Sean paralelos: % = _% = _ia; a=-—-2
b) Sean perpendiculares: 1 - U = Uy - Uy + Uy, - Uy, + U, - U, = 0;
1-1+ (-2a) + (-2a) =0;1— 4a = 0; a=%
2 o. o — (1-1)+(-2a)+(-2a) _ 1-ta,
c) Formen un dngulo de 60°: cos 60 (e[ o) s
~=—2;2-8a=5+0a%; a?+8a+3=0; a=—4+13

30.Halla todos los vectores de médulo 3 que formen un dngulo de 30°conu = (1,—1,1)
yde 135°conv = (—1,1,0)
vectores de médulo3 — a2+ b2+c2=3-> a?+b%?+c?=9

[u-w|
cos(a) = e

i . V3 a-b+c
vectores que formen un dngulo de 30° conu = (1,—-1,1) - > = W —»2a—2b+2c=9
. . -2 —a+c
vectores que formen un angulo de 135° conv = (—1,1,0) —» > = 33 - —2a+2b=-6
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
a2+b%2+c2=9) a= 256066 a=0,43934
2a—2b+2c=9t b=-0,43934 b= -2,56066
a—b =3 c=15 c=1,5
porlo tanto W = (2,56066,—0,43934,1,5) y w; = (0,43934,—2,56066,1,5)
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31.Halla todos los vectores de médulo 6 que formen un dngulo de 90° conu = (1,—1,0)
yde 45°conv = (—1,0,1).

vectores de médulo 6 — a2 +b2+c2=3 - a’?+b?+c?>=36

a —
vectores que formen un dngulo de 90° conu = (1,—1,0) - 0 = ﬁ —»a—-b=0
) . V2 —a+c
vectores que formen un angulo de 45° conv = (—1,0,1) - - = o2 - —2a+2c=12

Resolvemos el sistema de ecuaciones:
a?+b*+c2=36)a=0 a=-4

a—b =0¢b=0 b=-4

a —c=—-6/c=6 cc=2

por lo tanto w = (0,0,6) y w; = (—4,—4,2)

32. - Dados los vectores u = (1,2,-2), v=(-1,0,3) yw = (2,—1, —2), calcula:
a) [t], [Wxv| y |(Uxv)xw]|
b) v- (Uxw)y |(UxV) - (Vaw)|

a) |dl= 12+ 22+ (-2)2=V1+4+4=+9=3

T J k .
Wxp)= |2 1 —2|=-31—4—k=(-3,-4-1)
-1 0 3
Wxd| =/ (-3)2+ (-4)2+ (-1)2=V9+16+1= 26
i ] k .
uxv) =1 2 —2(=6l—-7+2k=(6-12)
-1 0 3
T ]k .
(UxP)xw = |g —1 2 |= 4T+ 16]— 4k = (4,16,—4)
2 -1 -2

|xD)xw| = /4% + 162 + (—4)2 = V16 + 256 + 16 = /288

-

T ] k 5
by (Uxw)=1|11 2 —2|=—-61—2]—-5k=(6,—-1,2)
2 -1 -2
v (Uxw) =(-1,0,3):-(6,-1,2)=—-6+0+6=0
TJ K R
(Uxv) = (6,—-1,2) @Wxw)=1|-1 0o 3|=3T+4+k=341)
2 -1 =2

(Uxv) - (vaw) = (6,—1,2) - (3,4,1) =18—-4+2 =16

33. Dados los vectores U = (1,4,—8),v = (1,—-1,0) yw = (2,1, —1) halla:
a) |[V] y (uxv) - (vxw)

5] = J12+ (-1)2+02=VI+1+0=+2
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Tk . . .

Wx?)=|1 4 —g|=(-k—-8))—(4k+80) = —8/—8]/—5k=(—8,-8,-5)
1 -1 0
i ]k . . .

@Gxaw)=|1 =1 ol|=0@+k)—(-2k—-))=T+7+3k=(113)
2 1 -1

(uxv) - (Wxw) = (-8,-8,-5)-(1,1,3) = -8 —-8—-15= —-31

b) [, [vxw| y | (uxw)xv|

[l = 12+ 42+ (-8)2= V1+16+64 = V/81=9

- - '

rLoJ  k S S -

@) =1 =1 ol|=0@+k)—(-2k—-))=T+7+3k=(113)
2 1 -1

[Dxw| =vV12+ 12+32=+V1I+1+3= 11

T j kK . . .
@Wxw) = |1 4 —g|=(-41+k—-16])—(8k—81—])= 41— 15/ — 7k = (4,—15,-7)
2 1 -1
i 7k . . .
WxwW)xb = 4 —15 —7|=(-4k—-7)) = (-15k +70) = =71— 7]+ 11k = (=7,-7,11)
1 -1 0

|@xw)xB| =/ (=7)2 + (=7)% + 112 = V49 + 49 + 121 = +219

34. Dados los vectoresu = (1,—3,3), v=(4,0,—-3) y W= —-2u+ 3V
a) [W|, [wxv| y [Wx(dxv)|

w= (-2,6,—6)+(12,0,—9) = (10,6,-15)

|W| = /102 + 62 + (—15)2 = V100 + 36 + 225 = V361 = 19

W= 20436 ; —28=(=2)(1,-33) = (=2,6,—6) ; 3% =3-(4,0,-3) = (12,0, —9)

- -

1] k 5 N
WxV) = |10 6 —15|=(—1871—60)) — (24k — 30j) = —187— 30j — 24k = (—18,—-30,—24)

4 0 -3
[Wxd| = /(—18)2 + (—30)% + (—24)% = V324 + 900 + 576 = V1800 = 30v2

(Ux?) = i _3 Igf = (97 +12)) — (=12k — 3]) = 97+ 15] + 12k = (9,15,12)
4 0 -3
Tk . .
wx(@x?) =10 6 —15|=(720+ 150k — 135)) — (54k — 2257 + 120)) = 2977 — 255] +
9 15 12
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96k = (297, —255,96)
|Wx(Ux®)| = /2972 + (—255)2 + 962 = /88209 + 65025 + 9216 = V162450

b) v - (Uxw),vx(u —w) y |(uxv) - (Vaw)|

-

[ k S R S
(Uxw)=|1 —3 3 |=(45+6k+30j)— (—30k + 187 — 15]) = 270+ 45] + 36k =
10 6 —15
(27,45, 36)
U - (Uxw) = (4,0,—3) - (27,45,36) = 108+ 0 —108 = 0
vx(U — w)
(@—-w)=(1,-3,3)—(10,6,—15) = (=9,-9,18)
i j k . .
bx@-w)=|4 o —3|=(-36k+27))—Q77+72))= —277—45] — 36k
-9 -9 18
= (—27,—45,-36)
|@ixv) - (Bxw)|
T 7k . .
(WUxv) = [1 3 3 |=07+12))—(-12k —3)) = 97+ 15] + 12k = (9,15,12)
4 0 -3
w=2u+3v
—2u = (-2)-(1,-3,3) = (-2,6,—6)
3% =3-(4,0,—-3) = (12,0,-9)
w= (-2,6-6)+(12,0,—9) = (10,6,—15)
T j ok o -
Bxw) =4 0o —3|=(24k—30))— (—187—60)) = 187+ 305 + 24k = (18,30,24)
10 6 —15
(dxv) - (Bxw) = (9,15,12) - (18,30,24) = 162 + 450 + 288 = 900

|(@x®) - Bxw)| = /9002 = 900

35. Dados los vectores u = (1,—1,1) y v = (2, 3,4) calcula:

a) El médulo de U y de ¥ y el dngulo que forman.

Calculamos los modulos:

il = Y12+ (-1)24+12=V1+1+1= V39| = V22 + 32+ 42 = V4+9+16 = V29
Ahora calculamos el angulo que forman con la férmula:

cosa = — L cosq = LTED@E L op = 23 s =

TN T V329 ’ T V329 T V7

3 o
arccosﬁ = 71,24
b) El producto vectorial de U y de V.
@xw) =1 21 1|=(-40+3k+2))—(-2k+37+4)) = =70 — 2]+ 5k = (-7,-2,5)
2 3 4

c) Un vector unitario que sea ortogonal au y v.
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Para hallar el vector unitario necesitamos el producto vectorial y su médulo:
lixv| = /(=7)% + (—-2)2+52 = V49 + 4 +25 = /78

El vector es : (\/% \/% \/%)

d) El 4rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores U y V.
El drea de un paralelogramo es |tix7|, resolvemos:

- -

t ]k N . R
Wxv)=[1 -1 1|=(-41+3k+2))—(—2k+31+4))= —=7({— 2]+ 5k = (-7,-2,5)
2 3 4
lixv| = /(=7)2+ (-2)2+52= V49 +4 + 25 = /78

Solucién: El drea del paralelogramo es de V78 u?

36. Dadoslosvectoresu = (—1,m,2),v = (2,—1,—4)yw = (3,—1,-5), se pide:
a) Elvalor de m para que los vectores U y ¥ tengan distinta direccion.

Para que la direccidn sea distinta % y ¥ no pueden ser proporcionales.

1_m_2 i 0,5
- — - =

I mom=

U y U tienen distinta direccién sim # 0,5.

b) Elvalor de m para que los vectores U y U sean ortogonales.
u-v=0-1m2)2,-1,-4)>-2-m—-8=0->m=-10

c) Un vector que tenga médulo 316 y que sea perpendicular a los vectores U y 2V — w.
20—-w-22,-1,-4)-(3,-1,-5) > (4,-2,-8)—-(3,—-1,-5) - (1,—-1,-3)

i 7 kK

2 -1 —4 - ~
x(2v-w)=[1 -1 -3|=(31- 2Kk — 47) - (k+41 6)) =31—2k— 47+ k— 41+ 6] =

i 7 kK

2 -1 —4

=—1+2/+77=(-1,27)
(-1,2,7)| =(-1)2+ 22+ 72 = 1+ 4+ 49 = V54 =36 , luego este es el vector pedido.

37. Dados los vectores U = (1,1,m), v = (0,m,—1) yw = (1,2m, 0), determina el valor de m

para que:
a) Sean linealmente independientes.
1 0 1
1 0 1 1 m 2m
1 m 2m|=|m -1 o|=—-1-(M?*-2m)=-m?>+2m—-1=0-m=1
m -1 0 1 0 1
1 m 2Z2m

Para que sean linealmente independientes m+# 1

b) Elvector VU se pueda expresar como combinacion lineal de los vectores 1 y w.
Halla dicha combinacidn.

U =au+ bw
(0,m,—1) =a(1,1,m) + b(1,2m,0) - (0,m,—1) = (a,a,am) + (b,2mb,0) —
(0,m,—1) = (a+ b,a + 2mb,am)
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_)
—>m=—i+2m(i)—>m=—i+2—m—>—>a=-_|-1 ; b=—-ob=1+1
m m m m m
O=a+b
m=a+2mb b=-a; b=~ m=a+2mb;m=—i+2m(i)
1 m m m
—1=am—>a=—;
m>*=-14+2m-m=1; b=1, a=-1
c) Sean coplanarios.
1 1 m
0 m -1
[u,v,wl=|1 2m of|=-1-(mM*-2m)=-m?*+2m-1=0-m=1
1 1 m
0 m -1
d) Elarea del paralelogramo determinado por los vectores 1 y w valga 125u?.
|[u x w| =125
T 7k
1 1 m N 5
1 2m 0 =(2mk+mf)—(k+2m2?)=(—2m2,m,2m—1)
7 k
1 m

J

1 2
\/(—2m2)2 +(mM)2+(2m—-1)2=125-> (\/(—Zmz)2 + (m)?+ (2m — 1)2) =125%2 >
(=2m?®)? + (m)?> + (2m —1)? = 15625 - 4m* + m?> + 4m? —4m + 1 = 15625 >
m=94m=-94

38. En un sistema de referencia ortogonal R = {0,u;,U,,u3}, donde |u;| =1, [uz| =2 vy |uz| =2,
tenemos los vectores @ = Uy + U, — 213 y b = 2U; — U, + U3. Con estos datos se pide:
a)u—l)u—Z)ru—éu—Z)ru_Z)u—Z)l u—3)u—3)

) U7 X Uz, Uy X Us, Uy X Us, Uy X Us y drea del tridngulo determinado poray b .

d) Repite los apartados anteriores en el caso de ser un sistema de referencia ortonormal.
a)

u; - u, »Ambos vectores son perpendiculares, luego u; - u, = 0

— " —_— —
u, - uz3 Ambos vectores son perpendiculares, luego u, - uz; =0
U, - u; = |uy| - [ug|-cos0°=2-2-1=4

f)| y angulo que forman 3y b.

Uz - Uz = |uz| - |uz|-cos0°=2-2-1=4

b)

3 b=(+0,—2Us) QU - +u3) =2 U Uy — Uy Uy —2 U3 Ug=2-1-1—-2-2—-2-
2:2=2-4-8==10

2
=Va-a=J@)?2+ @,)*+(Quz)2 =V1i+4+16 =421

El

[b] =vVb b = Qw2 + @)% + (W)? = V& + 4+ 4 =12
_ —10 __s_ﬁ _ _1_ﬂ_ 3

cosa—m.m— S, @ = cos ) =129,046

c) Puesto que los vectores Uy, Uy, U3 son perpendiculares dos a dos, se tiene que el producto vectorial
de dos de ellos da el tercero:
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Uy XUz =Ty Uy XUy =03 Uz XUy = —U; XUz =~y
Lo |i U ug

axb=|1 1 =2[=0-2)u;-01+2)u,+ (-1-2)u; =-u; —3u, —3uz
~ 2 -1 1

bxa=—-axb=1u,+3u, + 3u;

atriang = 2 [AXB| =2 W + Bu)2 + Bup)t =1 VIE49.4+9.4="2

d) Al ser un sistema de referencia ortonormal, [u;| = 1, |u;| = 1y |uz| = 1, teniendo esto en cuenta
repetimos el ejercicio:

—_ — . _ —

u; - U, =Ambos vectores son perpendiculares, luego u; - u, =0
—_— — . —_— —

u, - U3 =Ambos vectores son perpendiculares, luego u, - uz; =0
U, -uy = |uy| - |[ug|-cos0°=1-1-1=1

Uz - uz = |ug| - |luz|-cos0°=-1--1--1=-1

a-b= (0 +1,—20) QU — W+ 1) =2-U Uy — Uy - Uy — 2 U - 1y
=2-1-1-1-1-2--1--1=2-1-2=-1
Al =vad-da=V@)?+ @)%+ Q)2 =Vi+1+4=6

Bl = b5 = V@) + @7 + @2 =VI+1+4=16
-1 1

= = -1 1—9959°
— T g = -
c o = cos c ,

cosa =

V6 6
ﬁzXl_l):;:l_l)l alxazzﬁ)3 G3Xl_1)1=—u—1)><1_1)3=—u_2)
Lo u Uz ug
axb=[1 1 =2/=0-2)uy—-1+2)u,+(—1-2)u; =—u; —3u, —3u;
2 -1 1

Ariang =5 [AXb| =2 uZ + Bup)? + Buz)2 =~ VIZ+9-1+9 1=

[N

19

~[3)

39. Encuentra un vector X que tenga de médulo 3, y tal que si y = (3,—3,0) verifique X Xy =
(6,6,3)
SeaX = (a,b,c):

[ ] Kk
$x5=|a b c|=663 15 =15 o+ Blk=663)=-(=301- (=307 +
3 =3 0

(—=3a)(-=3b) k = (6,6,3)
Del determinante obtenemos:
I-3c=6->c=2 j»3c=6 k—>-3a—-3b=3->-3a=3b+3-5a=-b-1
Calculamos el médulo:
X =Vva2+b2+4=3->a%+b?+4=32>a2+b?2=5->(-b—-1)2+b?>=5->2b%>+2b+
1=5-2b>+2b—4=0
2b2+2b—4=0,b; =1,b, = -2

Sustituimos los valoresde bena = —b — 1:

a;=—-1-1=-2;a,=-(-2)—-1=1
El vectorseraX; = (—-2,1,2)y X, = (1,-2,2)
22 Bachillerato. Matematicas II. Capitulo 4: Vectores. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Vectores

40. Sean A(m-2, m, -5), B(m, 1, -5) y C(-1, 3, m) los vértices de un tridngulo ABC. ¢{Cudnto vale m para
que el triangulo sea rectangulo en B?

AB-BC=0; (2,1-m, 0)-(-1—m, 2, m+5)= —2—2m+2-2m+0=0
—4dm=0; m=0

41. Los vértices de un triangulo ABC son A(A , 2, -1), B(5, 3, -4) y C(7, A, -2). éCudanto vale A para que el
triangulo sea rectangulo en B?
AB-BC=0;(5-11-3)-(2,A-3,2)=10-2A4+A-3-6=0 A=1

42. Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1, 1, 1) y B(0, 2, 0). Si 0(0,0,1) es el centro
de dicho paralelogramo, halla las coordenadas de los otros dos vértices y el area del paralelogramo.

B A O es el punto medio de ACy BD, luego

C(-1,-1,1) y D(0,-2,2)

|[AB| = J(-1)2 + 12+ (-1)2 =3

c o |AD| = T F I AT = Vi1
Luego el drea es: V3 - V11

43. Dados los puntos A(-4, 2, 1), B(-1, 1, 1) y C(2, m, 3), se pide el valor de m para que los tres puntos:
a) estén alineados.
b) formen un triangulo rectangulo en B.
c) formen un triangulo isosceles, siendo A el angulo desigual.
d) formen un tridngulo de area V52 u?.

a) Sabemos queﬁ~ﬁ para que los puntos estén alineados, AB = (3,—1, O),R =(6,m—2,2)

3 0 )
obtenemos: c=— =3 no existe el valor de m.

b) AB-BC=0; (3,-1,00-3,m—-1,2)=9-m+1+0=0; m=10

o) |[4B| = [AC|; 13,-1,0)| = |(6,m — 2,2)| ; /32 + (=1)2 + 0% = /62 + (n — 2)? + 22
m? —4m+ 34 = 0, no existe el valor de m

d) Férmula de Herdén, area = \/S(S —a)(§—b)(S—c) donde S =
a= |TC|, b= |A_C>|;C = |X§|
a=|BC|=1B3m—-12)=/32+(m—-12+22= VmZ-2m+ 14
b=|AC| = |(6,m —2,2)| = /62 + (m — 2)? + 22 = VmZ — 4m + 44
c=[AB| = 1(3,-1,0)| = /32 + (-1)2 + 02 = V10
JSE—a)S—b)(S—c) =V52; S(S—a)(S—b)(S—c)=52

a+b+c

44. Dados los puntos A(1,1,-1),B(-1,-1,0) y C(3,m,-2)
a) Hallar para qué valores del pardmetro m estan alineados.

Sabemos queﬁ~ﬁ para que los puntos estén alineados,
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2 -2 1
obtenemos: — - = — = —
2 m-1 -1 ()
. . . 2 -2 -2(m-1
i. Escogemos 2 fracciones de las 3 obtenidas y operamos:— P B R =

-2;-2m=-6m=3

b) Hallar si existen valores de m para los cuales A,B y C son tres vértices de un paralelogramo de
area 2v/5u? y, en caso afirmativo calcularlos

L i j k
El area de un paralelogramo es: |ABxAC|por lo que:|—2 -2 1
2 m-—-1 -1

i. Calculamos el determinante y obtenemos un nuevo vector:u(1 —m,0,—2m + 6)
ii. Calculamos el médulo del vector y lo igualamos al valor del area:

JA —m)2+ (—2m+6)2 =25

Operamos y obtenemos la siguiente ecuacién:5m? —26m +17=0->m =

13+2v21
5

45. Dados los puntos A(0,0,-1),B(1,1,0),C(-1,1,0) y D(1,-2,2), calcula:
a) Elareay el perimetro del triangulo de vértices A,By C.
a. Sabemos que el rea es:% |ABxAC|

i. Calculamos los vectores y obtenemosﬁ(l,o, -1); R(O,l,l)

i j k
ii. Calculamos el determinante:|1 0 —1|y obtenemos:v(1,—1,1)
01 1

jii. Calculamos sumdduloy/12 + (—1)2 + 12 y tenemos como resultado:v/3

. . (V3 5
iv. Porlo que el area sera:—u

b. Sabemos que el perimetro es la suma de todos sus Iados:|ﬁ| + |R| + |ﬁ|
i. Calculamos BC(—1,1,0)
ii. Calculamos sus médulos
(le +02+ (12 +V0Z2+ 12+ 12+ /(-1)2 + 12 + 02)
y obtenemos que el perimetro es:3v2u
b) El volumen del tetraedro cuyos vértices son A,B,Cy D.
a. Sabemos que el volumen de un tetraedro es% |[R, ﬁ, E“
i. Calculamos AD(1,1,2)

1 0 -1
ii. Hallamos el determinante |0 1 1 |=2
1 1 2

iii. Porlo que el volumen es:é - §u3
c) Elvolumen del paralelepipedo determinado por esos cuatro puntos.
a. Elvolumen del paralelepipedo es |[ﬁ, ﬁ, ﬁ”
i. Como ya lo hemos calculado en el apartado anterior sabemos
que:|[TC,Z§,E]| = 2u?3
d) El area de una de las caras laterales.
a. Eldreaes: |ﬁxﬁ|
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b. Como ya lo hemos calculado anteriormente en el apartado a) sabemos que|Exﬁ| =

V3u?

46. Sea la piramide de vértices A(0,1,—1),B(1,1,0),C(—1,1,0)y D(1, -2, 2); calcula:
a) El area del paralelogramo determinado por los puntos 4, B y C.

b) El drea de cada cara.

c) Su volumen.

c a) Area paralelogramo= |AB x AC|
AB =(1,1,0) - (0,1,—-1) = (1,0,1) AC=(-1,1,0-(0,1,-1) =
(-1,0,1)
|t T k
A C ZABxAC=|1 0 1/=0+0-)—(+0+j)=—-2j=(0,-20)
-1 0 1
B .

|AB x AC| = /02 + (=2)2 + 02 = 2u?
b) Area de cada cara
- Area base BAC

BA=(0,1,-1) — (1,1,0) = (-1,0,—1) ¢ =(-110)-(1,1,0) = (—2,0,0)
k
-1
0

U

1
2

S|

=0+0+2)—(0+0+0)=2j=(0,2,0)

O O Y

) 1
|w| =+/02 +22 4+ 02 = 2 > Area base = §-2=1u2

- Area lado BAD

BA=(0,1,-1) — (1,1,0) = (-1,0,-1) BD = (1,-2,2) — (1,1,0) = (0,-3,2)

_ |t T kK

"=|-1 0 -1|=0+3k+0)—(0+3i—2j)=3k—3i+2j=(-3,2,3)
0 -3 2

—; e 1 V22

|w'| = (=3)%+ (2)2 + (3)2 = V22 > Area BAD = \/2_-5 =

- Arealado CBD
CB = (1,1,0) —_(—1,1,0) = (2,0,0) CD = 1,-2,2)—-(-1,1,0) = (2,-3,2)

1T Tk
w'=12 0 o0|=(0-6k+0)—(0+0+4))=—6k—4j=(0—4 —6)
2 -3 2

o 1
|w"| = /(0)2 + (—4)% + (—6)2? = 2v13 — Area CBD = 2\/1_-E =13 u?
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- Arealado ACD

AC =(-1,1,0) - (0,1,-1) = (-1,0,1) AD = (1,-2,2) - (-1,1,0) = (1,-3,3)
T ] k
w"=|-1 0 1/=0+3k+j)—(0—-3i—3j)=3k+4j+3i=(3423)
1 -3 3 i
o 1 32
1w = J(3)2 + (4)? + (3)2 = V34 - Area ACD = \/3_-5 =
c) Volumen

Volumen= %[E,A_C,E]
AB=(1,1,00-(0,1,-1) =(1,0,1) AC=(-1,1,0)—-(0,1,—-1) = (=1,0,1)
AD =(1,-2,2) — (-1,1,0) = (1,-3,3)

1 0 1
Volumen==[-1 0 1{==z[(0+3+0)—(0—-3+0)|=<[3+3|=2-6=1u
1 -3 3

IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo
llustraciones: Creadas con GeoGebra
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AUTOEVALUACION

1. Dados los vectores de componentes (1,3,-2) y (3,x,-6), indica el valor de x para que los dos vectores

sean linealmente independientes.
Los vectores son linealmente dependientes cuando cualquiera de ellos puede expresarse como
combinacion lineal del resto. Entonces observamos que la respuesta b)9 encaja con esta definicién ya

que:
3-(1,3,-2)=(3,9,-6) b)9

EI modulo del vector de origen A(-2,3,-2) y extremo B(2,0,-2) es:
AB=B—-A=(2,0-2)—-(-23,-2) =(4,-3,0)

|AB] = /42 + (=3)2 =5

d)5

Dados los vectores u = (1,—3,5),v = (—6,3,0)el vector w = 3u — 27 tiene de componentes:
=3u—2v =3(1,-3,5) — 2(—6,3,0) = (3,—-9,15) — (—12,6,0) = (15,—-15,15)
a) (15,—15,15)

3.

w

4. Dados los puntos A (4, -1, 5) y B (2, 7, -5), las coordenadas del punto medio del segmento AB son:
a) (31 3r 0) b) (61 '61 10) C) (31 4r 0) d) (61 '41 10)

A+B _ (4-15)+(2,7,-5) _ (6,6,0) _ .
= . === (3,3,0) Opcidn a) (3, 3, 0)

5. Dados los vectores 1 = (1,—3,5), ¥ = (—6, 3,0), su producto escalar es:
a) 15 b)-15 ¢)-3 d) -6
u -v-=(1,-3,5-(-6,3,00=—-6—-9+0=-15 Opcién b) -15

6. Dado el vector v = (—6, 3, 0) indica cual de los vectores u es ortogonal a él :
a)u=(1,-3,5) u-v=010--6)+(-3-3)+(0-5)=-15
Para que dos vectores sean ortogonales se tiene que cumplir que el producto escalar sea 0.Por lo tanto

no es ortogonal a v.
b)u=(1,-2,5) u-v=0--6)+(-2-3)+(5-0)=-12

idem a

u=(1,2,7) u-v=010--6)+(2-3)+(7-0) =0 Porlotanto si es ortogonal a v.
d)i = (2,5,5) i-5=2 -6)+(G-3)+(5-0)=3

idem a

u=(1,2,7)

7. Dados los puntos A(4,—1,5),B(2,7,—5) y C(6,—7,16) el area del triangulo constituido sobre
ellos es:

a)150 b)201 c)30 d)v201

AB = (4,-1,5) — (2,7,-5) = (2,—-8,10) AC = (4,—1,5) — (6,—7,16) = (-2,6,—11)

== | U J k| -8 10}..12 10)-,12 -8
ABXAC =172 _g 10 =| |L+| j+| |k=
6 -—-11 -2 -11 -2 6
-2 6 -11
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281 — 2] — 4k = (28,-2,—4) |AB x AC| = |(28,—2,—4)| = V282 + 22 + 42 = 24/201

‘ |ABxAC| _ 2v201

Area = > =— =

d)}v201

8. Dados los vectoresu = (1,—3,5),v = (=6, 3, 0), su producto vectorial es:
a) i x ¥ = (—15,-30,—15) b)i X ¥ = (15,15,15) )i X = (—15,30,—15)
d)ii x ¥ = (15,—30,15)
. |t T K =3 107-. 1 5/-. (1 =3~
L _g (5)_|6 —11|l+|—6 0|]+|—6 3|k_

= —150 + (=30)] + (=15)k = (—15,—30,—15)
d)u x B = (15,-30,15)

9. Dados los vectores u= (1,—3,5), v=(—6,3,0), w= (1,1,1), su producto mixto es:

[U,v,w] = U - (v X W) ; Realizamos el producto vectorial de v y w.

T J k

VXw=|-6 3 0
1

N R e e

Ahora realizamos el producto escalar con el resultado y .
u-(vxw)=(1,-3,5-3,6-9=1-3+(-3)-6+5-(—9)=3-18—-45=-60
a)—60

10. Dados los vectoresu= (1,—3,5), v=(—6,3,0), w= (1,1,1), el volumen del paralelepipedo
construido sobre ellos es:
Calculamos el determinante en valor absoluto

1 -3 5
6 3 ol|l=101-3-1-3-0:1-6-1-5)—-(5-3-1—-3-(=6)-1+0-1-1)| =
1 1 1
=|(3-0-30)—(15+0+18)| = |—-27 — 33| = |-60| = 60
a) 60
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