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Rectas y Planos

ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto A
(-1,-4,2) y tiene por vector director v = (-3,-1,5).

Ecuacion vectorial: OP = OPy + v(x,y,z) = (—1,—4,2) + 1(—3,—1,5)
Ecuaciones paramétricas: (x,y,z) = (—1,—4,2)(—3,—1,5) ;

x=—-1-31
y=-4-12
z=24+41

Ecuacion continua: Despejamos 4

A_x—l. A_y+4./1_z—2 N x-1 _y+4 _ z-2
-3’ -1’ 1 -3 -1 1

Ecuaciones implicitas:
x-1 _y+4  z-2
-3 -1 1

x—3y—11=0; y+z+2=0

2. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (4,-3,-2) y tiene por vector director v = (-1,0,6).

Ecuacion vectorial: OP = OPy + v(x,y,z) = (4,—3,—2) + A(—1,0,6)

Ecuaciones paramétricas: (x,y,z) = (4,—3,—2) + 1(—1,0,6) =

x=4-1
y=-3
z=-2+64
Ecuacion continua: Despejamos 4
g=xt_z2 3
=TT T e YT
Ecuaciones implicitas: = %:? >6x—24=—2z—-2=>6x+z—-22=0 ; yTH=%
6x+2z—-22=0
y—3=0

3. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (0,1,0) y tiene por vector director v = (-2,0,0).

Ecuacion vectorial: OP = OPy + v = (x,y,z) = (0,1,0) + A(—2,0,0)
Ecuaciones paramétricas: (x,y,z) = (0,1,0) + A(—2,0,0) =

x=-=21

y=1

z=0
Ecuacion continua:

X
—=Ly=1z=0

Ecuaciones implicitas:

y=1

z=0
22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 5: Rectas y Planos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



— Rectas y Planos

4. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(0,0,0) y B(3,—4,1).
AB= (3-0,—-4—-0,1-0) = (3,-4,1)

Vectorial: (x,y,z) =(0,0,0) + A(3,—4,1)

Paramétricas:

x =31
y=—4ﬂ}
z=2
Continua:
=3 . )
_ Y g=—=2Z
)l—_4 3 4
A=2z)
Implicitas:
X V)
3- "4  —4x=3y)  4x+3y=0
X _ ("~ x =3z }_> x—32=0}
=z
3 Y,

5. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(3,—2,6) y B(1,—5,7).
AB= (1-3,-5+2,7—6) = (-2,-3,1)

Vectorial: (x,y,z) = (3,-2,6) + 1(—2,-3,1)

Paramétricas:

x=3-21
y=-2-31
z=6+11
Continua:
x—3
1=
_+22 x—3 y+2
y =7 —
1=— -2 -3
-3
A=z-6
Implicitas:
x—3 y+2
-2 -3 _)—3x+9=—2y—4}_)—3x+2y=13}
x—3 x—3=-2z+12 x+2z=15
= =z—6

6. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(2,—1,6) y B(7,—-2,—1).
AB= (7-2,-24+1,-1-6) =(5,—-1,-7)

Vectorial: (x,y,2z) = (2,—1,6) + A(5,—1,-7)

Paramétricas:

x=2+4+51

y=-1-41

z=6—-7A

Continua:
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“ Rectas y Planos

X — 2
A=3
y+1| x—-2 y+1 z-6
AST (T T T
zZ—6
Implicitas:
x—2 y+1
5  -1(_, -x+2=5y+5 }_) —x—5y=3 }
x—2 z—6 —7x+14=5z-30 —7x — 5z = —44
5 =7
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Rectas y Planos

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto A(-
1, -4, 2) y tiene por vector director v= (-3, -1, 5)

Ecuacidn vectorial:

x,y,z) =(-1,-4,2) +t(-3,—-1,5)

Ecuacidn paramétrica:

x=—1-—3t
y=—-4-t
z=2+5t

Ecuacién continua:
x+1 y+4 z-2
-3 -1 5
Ecuaciones implicitas:
{ —x+3y+11=0
5+ 3z—1=0

2. Escribe la ecuacidn vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A(4, -3, 2) y tiene por vector director v =(-1, 0, 6)

Ecuacion vectorial:

(x,y,z) = (4,—-3,2) +t(—1,0,6)

Ecuacion paramétrica:

x=4-—-t
=
z=2+ 6t
Ecuacidn continua:
Tt _z72 ., — 3
-1 6 4

Ecuaciones implicitas:
{6x +z-26=0
y +3 =0

3. Dados los puntos A(2, 0, 1) y B(O, -2, 3), se pide:
a) Expresa de todas las formas posibles la recta que pasa por ambos puntos.
AB=v=1(0,-2,3)—-(2,0,1) = (-2,-2,2)
Ecuacion vectorial:

(x,y,z) =(2,0,1) +t(—2,-2,2)

Ecuacidn paramétrica:

x=2—-2t
{ y=-2t

z=1+472t

Ecuacion continua:
x—2 'y z-1

-2 -2 2
Ecuaciones implicitas:
{—Zx +2y+4=0
2x+2z—6=0
b) Halla dos puntos C y D que estén alineados con A y B, de manera que uno de ellos (C) esté situado
entre ambos y el otro esté situado a la izquierda de A.

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 5: Rectas y Planos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Rectas y Planos

Para que C esté situado entre ambos puntos A y B calculamos el punto medio:
(x1+x2 yity2 Z1+22) 2+0 0-2 1+3

e ) S () - c-12)
Para que D esté a la izquierda de A proponemos que A sea el punto mediode Cy D

(x12+1’}’12_1,212+2) = (2, 0, 1), X = 3; V= 1; Z, = 0; D(3, 1’0)

4. expresa de todas las formas posibles las siguientes rectas:

X —27 =2 x=-1+21 x=3—-41 x=3-41
a)r:{ b)sijy=34+21 orijy=1+1 ds:jy=1+21

t+z=-1
Y z=2-1 z=1+22 z=1+22
_ x=2+4+21
a) IMPLICITAS r:{}’fJr ZZZ:__Zl - Al=z PARAMETRICA{y =—1-2
z=2
CONTINUA X=X =22 S VECTORIAL (x,y,2) = (2,-1,0) + 4(2,~1,1)
x=—-14+21 " L .
b) PARAMETRICA{y =3 +21  CONTINUA "T = YT = Z__1 >
z=2—2

IMPLiCITAS (x+1)-2=(y—-3)1-52x+2=y—-3-52x—y=-5

2x—y=-5

(x+1)-(—1)=(2—2)-1—>—x—1=z—2—>—x—z=—1—>{_x_Z:_1

VECTORIAL (x,y,7) = (-1,3,2) + A(1,2,—1)

x=3-41
c) PARAMETRICA { y=141  CONTINUA % = yT‘l = Z;—l
z=1+42A
IMPLiCITAS (x—3)-1=(@y—-1)-(-1)»x—-3=-y+1-x+y=4-
x—3)'2=(z-1)-8-1)>»2x—-6=—2+1->2x+2z=7 x+ty=4
2x+z=7
VECTORIAL (x,y,z) = (3,1,1) + A(—1,1,2)
x=-=-2-2A1
, x+2y=-2 B =2
d) IMPLiCITAS s:{ _ . —>y=21 - PARAMETRICA y
y—2z=1 11
z=—-4+-1
2 2
1
CONTINUA 22 =22 = 22 VECTORIAL (x,y,2) = (-2,0,1) + A(~2,1,)
2
5) Expresa de todas las formas posibles la recta rr = % = yTH = z — 2 y ademas halla:
Ecuacion vectorial:
0P = (-1,-1,2) + t(=2,3,1)
Ecuacidn paramétrica:
x=-1-2t
y=-1+3t
z=2+t
Ecuaciones implicitas:
22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 5: Rectas y Planos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



- Rectas y Planos

x+2z=3

{y -3z+7=0

a)  Un punto de dicha recta tal que su segunda coordenada sea -4.
y=—1+3t=—-4-t=-1
t=-1; -1(-2,3,1) =(2,-3,-1); (-1,-1,2) + (2,-3,—-1)
P(1,-4,1)

b)  Un punto de dicha recta tal que la suma de sus coordenadas valga 2.
Calculamos el punto genérico:
P(-1-2t,—1+3t,2+t) —-1-2t—14+3t,42+t=2;2t—2=0,t=1

P(-3,2,3)
6.- Expresa de todas las formas posibles la recta de ecuacion r = sz_l = 321 = % y halla un punto de
ésta, cuya primera coordenada sea -4.
1
_2x—1 3-y 3z _X73 y—-3 z
2 3
P=(3:30): 7=(5.-23)
- 2 ) - 2 ) ’ 3
ecuacion vectorial de la recta:
—(1 3 0)+,1(5 2 1)
r= 2 g ] 2 ) ) 3
ecuaciones paramétricas de la recta:
1 5
=—+=A
*=273
y=3-21
1 |
zZ = 53. )
ecuacion continua de la recta:
A:xi )
E - -
PR o
2 | 2 3
=z
)
ecuaciones implicitas de la recta:
x+1= 5 15 2% + 5 17
XTEEYTY TV T
1 1=-2 ! +2z=1
3V T T 3y T A=
primera coordenada sea — 4:
x=—-4->P= (_4;}’;2)
2( 4)+5 17 5 17+8 33 2 33
— — = — > — = — - = — = —
27772 27 T2 Y=32'5" 5
1 +2 1 5 1 1 5 1 1 (33) 6 6 1 3
— = - = —_— - = —_—— ) =——- = ——t— = ——
37V T z 377 2 3\5 -
p= ( 4 33 3)
~\ 75’ 5
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- Rectas y Planos

7. Halla las ecuaciones de los OX, OY y OZ y exprésala en todas las formas posibles.

Eje i

X Eje x; tomamos el punto (3, 0,0)

e Ecuacidn vectorial
(x,y,2) = (3,0,0) +1(1,0,0)
e Ecuaciéon paramétrica

x =341
r= y = 0
z=0
e Ecuacidn continua
x-3 -0 z—0
rE= =

e Ecuacidn general
0(x—3)=1(y—-0); 0=y—0; y=0
0(x—3)=1(z-0); 0=2z—-0; z=0

=0
"= {)z/ =0
Eje y; supongamos el punto (0, 1, 0)

e Ecuacion vectorial
(x,y,z) = (0,1,0) + 3(0,1,0)

e Ecuacidon paramétrica

x=0
r=jy=1+1
z=0

e Ecuacidn general
1(x—-0)=0y—1);x—0=0;x=0
0y—1)=1(z—-0);0=2z—-0,z=0
= {x =0

z=20
Eje z; supongamos el punto (0, 0, 5)

e Ecuacion vectorial
(x,y,z) = (0,0,5) + 1(0,0,1)

e Ecuacidon paramétrica

x=0
r=y y=0
z=5+1

e Ecuacidn general
0(x—0)=0(—0);0=0
1y —0)=0(z—-5);y—-0=0,y=0
r={y=0
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Rectas y Planos

8. Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A (2, 1, -1) y es paralela:
a) Aleje OY
Que dos rectas sean paralelas significa que tienen el mismo vector director, como el vector director del
eje OY es (0,1, 0), el vector de la recta serd 1(0,1,0).
Luego sus ecuaciones seran:
e Ecuacidn vectorial:
(x,y,z) = (2,1,—1) + 3(0,1,0)
e Ecuacidon paramétrica:

x=2
r=jy=1+1
z=-1

e Ecuacidén general:
1(x—-2)=0y—-1);;x—2=0
0y—1)=1(z+1);0=z+1
_ {x—Z =0

z+1=0

x+2z=0
b) A larecta de ecuacion r:{

y—3z=0
Primero calculamos el vector director de la rectarr,

3(x+2z)=0 M =2 ) ¥
{Z(y_sz):O,3x+2y—0,y—l,x—T,z_3

[
<
Il

El vector de larectares v = (_?2, 1, g)

Luego pasa por el punto A (2, 1, -1) y tiene el vector ¥ = (_?2, 1,%)
e Ecuacion vectorial:

(y,2) = (21, -1+ X, 1,9)
e Ecuacidn paramétrica:

x =223

3
r={y=1+13
z=—1+2
3

e Ecuacion continua:
x—2 y-1 z+1
r= ===
-2 1 1
3 3

e Ecuacidn general:
-2 -2 2 +2 8
11(x_2) _?(y_l)ix_f —?)’4‘;1— x;)’tg
;O0-D=1z+1Djy—;=2z+1=3y—-z—3

2 8
x+§y+§—0

<
1]

1 2
Sy—z-2=0
3y 3
x—1 z+2 .
9.- Dada larectar: = = _11 =— se pide:
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Rectas y Planos

a) Expresa dicha recta de todas las formas posibles.
a. Vectorial

i. Obtenemos el punto y el vector director de la recta
1. P(1,0,-2); v(3,—-1,-1)
i. (x,y,2):(1,0,-2)+t(3,—-1,-1)
b. Paramétrica
x=1+3t
i. { y=-t
z=-2—t
c. Implicitas
—1x—1)=3y->x+3y=1
<—y= -1z+2)»>y—z=-2
b) Halla un punto de dicha recta cuya suma de sus coordenadas valga 4.
a. Sabemosque P(1 + 3t,—t,—2 —1t)
i. Sumamos los valores del punto e igualamos a 4
1. 1+3t—t—2—-t=4->t=5
ii. Sustituimos t=5 en la ecuacién paramétrica
x=14+3-5
1. y=-5
z=-2-5
2. Obtenemos P(16,—5,—-7)
c) Halla la ecuacion de una recta paralela y que pase por el punto B(1,-2,0).
a. Tomamos el mismo vector director v¥(3,—1,—1)

b. Ecuacion vectorial: (x,y,2): (1,—2,0) + t(3,—1,—-1)

x+y—2z=2
10.- Expresa de todas las formas posibles la recta r: {x _ gy tz=0Y halla la ecuacion de una recta

s que pasando por el punto B(1, —2, —1) tenga como vector director el de la recta r.
a) Hallamos el vector director con el determinante

i k
a. |1 1 =2|=4i-3j-3k->v(4,-3,-3)
1 -2 1
b) Hallamos un punto perteneciente a la recta, debemos dar un valorax, y o z.
a. z=0
xt+y=2-x+y—-2=0
{ x—2y=0
ii. Resolvemos el sistema y obtenemos x = %;y = s

4 2
b. P(3.%,0)
c) Vectorial

a. (x,y,z):(g,s,O)+t(4,—3,—3)
d) Paramétrica

x =244t

3
a. y=§—3t
z =-3t
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Rectas y Planos

e) Continua
_4 _2
a xX—3 :y 3 _ 2
T4 -3 -3
f) Implicita

4(y—§)=—3(x—§)—>4y—§=—3x+4—>y=§—%x+1

2 2 2
—3(y—§)——32—)—3y+§——32—>2—y—;

g) Ecuacién de una recta s que pasando por el punto B(1, —2,—1) tenga como vector director el
delarectar.
a. Laecuacion vectorial de la recta es:
i. (x,y,2:(1,-2,-1)+t(4,-3,—-3)

11.Expresa de todas las formas posibles la ecuacion del plano m:2x —y+3z—6 =0 y halla 3
puntos de ese plano que estén alineados.

2x—y+3z—6=0;

y=12x+3z—6;

X =t

zZ =s;

y =2t +3s —6;

Ecuaciones paramétricas

x= t

{y =2t + 3s — 6;
zZ= S

P=(0,-60 u=(1,20 v

Ecuacion vectorial

(x,y,z) =(0,—6,0) +t(1,2,0) +s(0,2,1)

3 puntos alineados: t=0ys=0, P(0,-6,0); t=1ys=0, Q(1,-4,0) M(1/2, -5, 0) (punto medio)

(0,3,1)

12. Halla la ecuacidn del plano (expresarlo de todas las formas posibles) en los siguientes casos:
a) Pasa por el punto A(3, 2, -1) y tiene como vectores directores i = (—1,1,0) yv = (2,0,—1).
b) Pasa por los puntos A(1, 2, 0) y B(-1, 1, 2) y uno de sus vectores directoresesu = (1,—2,—1)
c) Pasa por los puntos A(0, -2, 1), B(-2, 0, -1) y C(1, -2, 0).

a) Vectorial

(x,y,z) =(3,2,-1) +t(—1,1,0) + 5(2,0,—1)

Paramétrica

x=—t+2s+3

1y =t+ 2

z= —-s—1

Implicita

x—3 y—2 z+1

-1 1 0 [=0

2 0 -1
—x+3-(z+1D+y—-2))=0; —x+3-22—-2—-y+2=0; x+y+2z—3=0

b) Hacemos el vector AB AB = (-2,-1,2)
Vectorial
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" Rectas y Planos

(,y,z) =(1,2,00+t(1,-2,-1) +s(-2,—-1,2)
Paramétrica
x=t—2s+1
WVy=-2t—s+2
z=—t+2s
Implicita

x—1 y—2 z-0
1 -2 -1
-2 -1 2
(-4x—z+4+2y—4—-(4z+x—-14+2y—-4)=0;
(=4x—z+4+2y—4—-4z—x+1-2y+4)=0;
dx+z—-4—-2y+4+4z+x—-1+2y—4=0;
dx+x—2y+2y+4z+z—-4+4-1-4=0;
5x+5z—-5=0;, x+z—1=0

=0

c) Hacemoslosvectoresﬁyﬁ. ﬁ=(—2,2,—2) R=(1,0,—1)
Vectorial
(x,y,z) =(0,-2,1) + t(-2,2,-2) +s(1,0,—1)
Paramétrica
x=-2t+s
{ y=2t-2
z=—-2t—s+1
Implicita
x—0 y+2 z-1
-2 2 -2
1 0 -1
(—2x—2y—-4—-(2z—-2+2y+4))=0; (—2x—2y—4—-2z+2-2y—4)=0;
2x+2y+4+22—-2+2y+4=0;

2x+2y+2y+22+4+4=0, x+2y+z+4=0

=0

13. Halla las ecuaciones de los planos OXY, 0XZ, 0YZ y exprésalos de todas las formas posibles.

PLANO OXY

Ecuacion vectorial: (X,Y,Z) = (0,0,0) + A(1,0,0) + u(0,1,0)
x=2A

Ecuacién paramétrica: {y =u
z=0

Ecuacion implicita: z = 0

PLANO OXZ

Ecuacion vectorial: (X,Y,Z) = (0,0,0) + A(1,0,0) + u(0,0,1)
x=A

Ecuacién paramétrica: {y =0
Z=Uu

Ecuacion implicita: y = 0

PLANO OYZ

Ecuacién vectorial: (X, Y, Z) = (0,0,0) + A(0,1,0) + x(0,0,1)
x=0

Ecuacién paramétrica: {y =A
Z=u

Ecuacién implicita: x = 0
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“ Rectas y Planos

14. Encuentra las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto P (8,9,1) y es paralelo a las

rectas:
x y-—-3 z+1 x=2-1
r:_—2= 4 - 3 y s y =3\
B z=-1-3A
Vector director de larectar: d,.(—2,—1,2)
Vector director de larectas: 55(—1,3, -3) P (8,9,1)
X=8—-2A—n

Ecuaciones paramétricas:{ y =9 — A+ 3pn
z=1+4+2A-3n

15. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto A(—2,0, 1) y contiene a la recta r de la ecuacién
X

ﬁ5=y—1=2—z

X—Xo _ Y—Yo __ Z—Zp 5 x y—1 z—2

51 %] V3 2 1
- 2 -2 x+2
B(0,1,2) v(2,1,-1)} AB(-2,-1,-1) v(2,1,-D) »>r:|1 -1 y |=0-
-1 -1 z-1

—2x+4y—-4=0 x—2y+2=0

16. Expresa todas las formas posibles de la ecuacidn del plano que pasa por el origen de coordenadas
3 _yt2z _z1
-2 1

Ecuacion vectorial del plano: (x,y,2z) = (xg, Vo, Zo) + (vx,vy,vz)t + (ux, uy,uz)s

AB,—2,-1)) A(3,—2,-1)

v(3,-2,1) v(3,-21) (x,y,2)=@3,-2,-1)+@3,-2,Dt+ (3,-2,—-1s

0(0,0,0) )0A(3,-2-1)

Ecuacion paramétrica:
x:x0+vxt+ux5} x=3+3t+35}

y contiene larectar =

Y=Yotvyt+u,Siy=-2-2t—2s
z=Zyt+v,t+u,s) z=—-1+t—s
Ecuacion general:

3t+3s=x-—3 3 3 x-—3
—2t—25=y+2}—> -2 =2 y+2|=0 4x+3y+3=0
t—s=z+1 1 -1 z+1

17. Expresa de todas las formas posibles la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas
y contienealarectar: —x+2=3y=1-2
+2=3y=1 o2y _z71
- = = —_ d = — = —
X y z 1 1 1

_ 1 3
P(-2,0,-1) V (—1,5, —1) 0(0,0,0)
(0-(-2),0-0,0—(-1)) =(2,0,1)

u
1|_1., . 2 L
vxu = =—i+j—zk->i+3—2k
3 3
-1 -3 -1
1-x—-0)+3(y—0)—-2(z—-0)»x—-3y—2z=0
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“ Rectas y Planos

x=-21
18. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto M(—1,2,1)yalarecta r:{y=2 -1
z=1-34
x =—21 y — 2 7z—1
ry=2-4- 5= =
z=1-31

P(0,2,1) V(=2,1,-3) M(-1,2,1)
i=PM-> ua=(-1-0,2-2,1-1) = (—1,0,0)

i j k
vxu=1|-2 1 -=-3|=0i+3j+ 1k

-1 0 O
0Ox—(—-1)+3(y—-2)+1(z—1)->3y+z-7=0

19. Calcula para qué valor de m los puntos A (1, m, 2), B(2, 3, m) y C(-1, -9, 8) estan alineados. En el
caso de que m=0, halla la ecuacidn del plano que contiene a dichos puntos. ¢ Pertenece el punto M (2,
1, -2) a dicho plano?
AB(1,3—M,M —2); AC(-2,-9 — M, 6)
1 3-M M-2
-2 -9-M 6
1 _—8_ 9= —8m + 16: _—16+9_7_
m—-2_9"' SoemTay . METTET T
e Para m=0:
A(1,0,2) B (2,3,0) C(-ll-glg)

4B = (1,3,-2)

AC = (=2,-9,6)
e Cogemos el punto A y hacemos la ecuacidn paramétrica del plano:

x=1+A—2u
y=34-9u
z=2-21+ 6pu
. =1+x x+1 _z
20. Halla el plano que contiene a la recta r.[z — 1 ny es paraleloa s: Pl 1-y= >

e Ecuacion paramétrica rectar:
x=A
rf y=1+1
z=—-1-2A1
e Sacamosunpuntoder; A =0; P(0,1,-1)
e Cogemos el vector de larectar: 171(1,1, -2)
e Cogemos el vector de larectas: V,(3,1,3)
e Ecuacidn vectorial del plano:  (x, v, z2)=(0,1,—1) + (3,1,3)t + (1,1, -2)s
x-3 y-1 z+3 , . .
21. Calcula m y n para que la recta r— - =, = esté contenida en el plano 7, cuya ecuacion es
mmx+2y—4z—-2n=0.
e Cogemos el vector y hallamos un punto de larectar: V,;(4,—4,1) P(3,1,-3)
Vi-a=0 (4,-41)-(m2,-4)=0;4m+8—-16—-4m—-8+16+m+2—4 = 0;
m—2=0m=>2
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“ Rectas y Planos

e Enlaecuacién del plano sustituimos con el valor de m y el punto: 2(3)+2:1-4:(-3)-2n=0
6+2+12-2n=0 20-2n=0 n=10

: : fx+2y-3=0_ _ .
22. Estudia la posicidn relativa de las rectasr.{y_l_z_l_4=0 ys:x+2=-2y=z-—1,yhallala
ecuacion del plano que las contiene.
(x+2y—-3=0 _ _ _
'{y+z+4=0 ssx+2=-2y=z-1
N LA
=1 2 0/=(2-11)
0 1 1
x+2 y z—1 — 1
ssx+2=-2y=z—-1 - s T =j= T - %=<1,_§’1>
2
Qs =(=2,01)
=0
Xx+2y—3=0 Y B
'{Y+z+4:0 "{x:?’ Pay=(3,0,—4)
. z=-4
PQ = (91 — P1, 92 — P2, 93 — p3) = (=5,0,5)
2 -1 1
1 5
__ =—=%0
1 > 1 27&
-5 0 5

—_— —> —_—
Los vectores V.. V; y PQ son linealmente independientes, luego las dos rectas se cruzan.
No existe un plano que contenga a las dos rectas

23.-Halla la posicidn relativa, segtin los valores de m y n, de las rectas:
x+m _y _ z _{—x+y—z+2=0
S12x +4y—-3z-5=0

2 2 n

2x —2y+2m =0
r: 2x+2m=2y , yn=2z r.{ yn =2z =0
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2
2 4 -3.,-5 2 4 -3.-5
5 —2 0 ‘om 2F1 4+ F2,2F1 4+ F3 5 _2 0 ‘o C2o (C3 y—F3+F4
0 n -2 0 0 n -2 0
-1 1 -1 2 -1 1 -1 2
0O -5 6. -1 0 -5 6 . -1
0 -2 0 2m+4 2F2 + 5F3 0 0 —12 10m + 22 nF3 4+ 12F4
0 0 n 0 0 0 n 0
-1 1 -1 2
0 -5 6 . -1 _ o2 11
0 0 —12° 10m+ 22 n(10m+22) =0 im === n=0
0 0 0 10mn + 22n
a) Paran¥ 0
1)ym # % r(C) =3#1r(Ad) =4 S.I(secruzan)
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“ Rectas y Planos

2)m = % r(C)=3=1r(4A) S.C.D (secortan)
b) Paran=0 r(C)=3=r(4) S.C.D (secortan)

24. Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y planos:
a)m:x+4y+z+2=0

_{—x +2y=5

\-2y-z=4
1 4 1 1 4 1
-1 2 0 -1 2 0 | = —4, Al ser distintode O el rag(A) =3
0 -2 -1 0 -2 -1

Se trata de un S.C.D entonces la posicidn de la recta y el plano es secantes, el punto es:

{O‘X JZFZY‘):i 7 3 5 (=7 =3 =5
=2y -z =4 ;X=—F,y=5,2=3 ; (—n—n—ﬂ
+x +4y +z =-2 2 4 2 2 42
bym2x+y—-z—-2=0
_{—x+3y—z+2 =0
x+y+2z—-4=0
-1 3 -1
1 1 2|=17;
2 1 -1
Se trata de un S.C.D entonces recta y plano son secantes, el punto es:
b F: j:;y oy :4_2 32 8 22 3 _8 2
z = ;x=_ry=__ ’Z=— P TR
2% 4y -z =2 17 17 17 17 17 "17
oOomr=2x+y+z—-2=0
_{—x+2y+z—4=0
x—y+2z+2=0
-1 2 1 -1 2 1
1 -1 2 1 -1 2|1=12;
2 1 1 2 1 1
Se trata de un S.C.D entonces recta y plano son secantes, el punto es:
—x +2y +z =4
{x -y +2z =-2-x=0,y=2,z=0 P(0,2,0)
+2x +y +z =2
dymx—-—4y—-3z=5
{ x—2y=3
(—2y—z=2
1 -2 0 1 -2 0
0 -2 —1) 0 -2 —-1|=4;
1 -4 -3 1 -4 -3
Se trata de un S.C.D entonces recta y plano son secantes, el punto es:
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“ Rectas y Planos

1x —4y —-3x =5
{1x -2y 40 =3 x=1,y=-1 ,z=0; P(1,-1,0)
0 -2y +1z =2
25. Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
m:—2x+4y— 6z =—4 -2 _ 4 _-6_ -4 L.
a){ Ty x—2y+3z=2 TS5 T3 55 Ambos planos son coincidentes

TTy: 2x—y+z=1 2 _-1_1 1
b){nzz—6x+3y—32=3 —~ =3 —_3;#3 Ambos planos son paralelos

My x—y+3z=4 1 -1 3 | 4
2F, + F
c){n2:—2x+3y—z=3 (—2 3 -1 | 3>_31§++;
m3:3x —4y +4z=-1 3 —4 4 |-1 Lo

1 -1 3 | 4 1 -1 3 | 4
(0 1 5 | 11) F, + F3 <0 1 5 | 11)
0 O

0 -1 -5 |-13 0

Rg (C) =2 # Rg(A) = 3 Por ello, el sistema es incompatible y los planos se cortarian 2 a 2 en tres
rectas paralelas formando un prisma puesto que los coeficientes de sus variables no son
proporcionales.

m:3x—y+z=-1 3 -1 1 | -1 F. _3F
d){nz:x+y—52=1 (1 1 -5 | 1> 21F+32F
—eal 3

m3:2x—3y—z=-1 2 -3 -1 |-1
3 -1 1 | -1 3 -1 1 | -1
(0 -4 16 | —4) —7F, + 4F; - (0 -4 16 I —4)
0 -7 -5 |-1 0 0 -—132 | 24
Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego el sistema seria compatible determinado y los tres planos se
cortarian en un punto.

26. Estudia, segun los valores de A, la posicion relativa de los siguientes planos:
T —2x+ 2y —4z=2
a){nz: x—2y+4dz=-1
2 22 -4 =2 -4 -4 =2 o
i Rl W R Wl S R L
Para A =2 : Ambos planos son coincidentes, puesto que los coeficientes de sus variables son
proporcionales
Para A # 2 : Los planos se cortan en una recta, ya que los coeficientes de las variables no son

proporcionales

my:—x+2y+z=2
b){my: x+4,—-2z=1
M3 Ax—y—4z = -3
-1 2 1 | 2 -1 2 1 | 2
(1 A =2 | 1)—>F1+F2—><0 A+2 -1 | 3>—>/’1F1+F3—>
A -1 —4 |-3 A -1 -4 |-3
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“ Rectas y Planos

-1 2 1 I 2 -1 2 1 | 2
(0 A+2 -1 | 3)—>F3—F2—><0 A+2 -1 | 3 >
0 21-1 A—-4 |24-3 0 A-3 A-3 [21-6

-1 2 1 2

—>(O A+2 -1 | 3) A—-3=0-1=3
0 A-3 A1-3 |2(4—-3)

ParaA=3:Rg(C) =2 = Rg(A) Entonces, el sistema seria compatible indeterminado y los planos se

cortarian en una recta puesto que los coeficientes de sus variables no son proporcionales.

Parad # 3 :Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego el sistema seria compatible determinado y los tres planos se

cortarian en un punto.

Ty: 2x+y+z= 3

Tq: x—y+2z= 4
c){
n3:3x +Ay+6z= -8

1 -1 2 | 4 1 -1 2 | 2 1 -1 2 | 2
3 4 6 |-8 3 2 6 |—8 0 A+3 0 |-14

A+3=0-A=-3
Parad = —-3:Rg (C) = 2 # Rg(A) = 3 Por ello, el sistema es incompatible y el plano 1, cortaria a los
otros dos en rectas paralelas, puesto que los coeficientes de las variables de los planos my, 3 son
proporcionales a excepcidn de sus términos independientes, planos paralelos.
Para A # —3 :Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego, el sistema seria compatible determinado y los tres planos
se cortarian en un punto.

Ty 2x—y+Az=5

my: x+Ay—z=2
d,{
n3:x+10y—-6z=1

1 A =1 12\_yp L p (1 A -1 ] 2
(2 -1 2 |5> ! 2(0 —21—-1 A+2 | 1)—>(10—,1)F2+(2,1+1)F3—>
| —1

1 10 —6 11/ Bt \g 1021 s
1 2 _1 | 2
—>(o 2A-1 A+2 | 1)
0 0  —A2—2x+15 |-31+9
A2 2 4+15=0-A = -5\, =3: 3 4+9=0->A=3

ParaA# 3,4 # —5: Rg (C) = Rg(A) = 3 Luego, el sistema seria compatible determinado y los tres
planos se cortarian en un punto.

Para A =3 : Rg(C) = Rg(A) = 2 Entonces, el sistema seria compatible indeterminado, y los planos
serian distintos y se cortarian en una recta puesto que los coeficientes de las variables no son
proporcionales.

Paral=—5:Rg (C) = 2 # Rg(A) = 3 Por ello, el sistema es incompatible y los planos se cortarian 2
a 2 en tres rectas paralelas formando un prisma puesto que los coeficientes de sus variables no son
proporcionales.

27. -Estudia, segun los valores de A, la posicion relativa de las siguientes rectas y planos, calculando
(cuando sea posible), el punto de interseccion.
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“ Rectas y Planos

x—y+z—4=0

r_{2x+y—22+4=0
b,{-
mx+4y+21z—-2=0

x+1l=—-y—-2->x4+y+3=0

a) Recta: —y—2=§ - —2y—4=z ->2y+z+4=0
Plano:r=x—3y+4Az+2=0

Matriz (A) Matriz Ampliada (A*)
1 1 0 1 1 0|3
(0 2 1) (O 2 14)
1 -3 A4 1 -3 Al2
Rango A

1 1 0

0 2 1|/=2240+4+1-(04+0-3)=21414+3=214+4-214+4=0->41=-2
1 -3 4

-SiA = —2,elRg(A) # 3,y podemos comprobar que la matriz es de Rg = 2
- Para que Rg (A) = 3, A tiene que ser # - 2

Conclusidn:
1) Cuando A # —2elRg (A) =3 =Rg (A *) = larectay el plano son secantes (S.C.D.)
x+y =-3 N N
. _ _—2A-7 _ __ —4A-1 -7
Resolvemos el swtema{ 2y +z=—-4 x= 20412) ;Y = 2413 zZ= 20042)
x—3y+ Az=-2

2) Cuando A = —2 Rg (A) =2y Rg (A*) =3, por lo que Rg (A) # Rg (A*) y la recta y el plano son paralelos
(S.1.)

7

2x+y — 2z+4=0 ~ _
b) ReCta'{x—y+z—4=O Plano:r=x+4y — Az — 2=0
Matriz (A)
2 1 =2
1 —1 1 |Dependiendo de A, esta matriz serd de Rango 2 o 3.
1 4 -2
Determinante |A]|
2 1 =2
1 -1 1|-/Al=CA+1-8)-2+8—-1M)=2A—-7-2-8+ A= 3A-17
1 4 -2

3A-17=0; A= 1—37
- La matriz A no es de Rg = 3 para ese valor de 4;
en el resto de los casos, es decir, cuando A # g, sies de Rg = 3.

Matriz (A*)

2 1 =214
1 -1 11|-4
1 4 Al2
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Rectas y Planos

2 1 4

1 -1 —-4|=(-4+16—-4)—(—4 —324+2)=16 — 8+36 — 2=42
1 4 2

Conclusion:

1)SiA# ?, ambas matrices son Rg = 3, por tanto, el plano y la recta son secantes (S.C.D.)

2x+y—2z=-4

. 18 121+4 54
Resolvemos el sistemay x—y+z =4 X = Y = ; Z =
—31+17 —31+17 —31+17
x+4y— Az=2

2)Sid= _717, Rg (A) =2 # Rg(A*) =3, por tanto, el planoy la recta son paralelos (S.I.)

28. Dadas las rectas r:gzy—?):?ys:x+1=%:§ se pide:

a) Posicion relativa de ambas rectas.
b) Ecuacidon del plano que contiene a dichas rectas.

a) Primero: Sacamos un punto y un vector de cada recta:
Rectar: P(0,3,—-3); v (2,1,—1)

Rectas: Q(—1,1,0); w(1,—1,2)
Segundo: Se calcula el rango de la matriz M y M*:
V1 Vs U3
_ (V1 Vz U3 .
M—(W1 w, Ws)yM_< wy w, W3 )
P1—q1 P2—q2 P3—(Qq3

Tercero: Calculamos el determinante M*:

2 1 -1
1 —1 2 |=0-R(M)=2=R(M*)- Las rectas son secantes.
1 2 -3

b) Primero: Para calcular la ecuacién del plano que contiene a dichas rectas necesitamos un punto
de una de las rectas y dos vectores, uno de cada recta:
P(0,3,-3); v (2,1,—1); w(1,-1,2)

Segundo: Calculamos la ecuacion general del plano para este caso de la siguiente manera:
X=X Y—Yo Z— 2
U1 Uy U3
w1 W W3
Tercero: Sustituimos los valores dados:

=0

x y—3 z+3
2 1 -1 [=0-2x-2(z+3)-(@-3)—-[z+3)+x+4(y—-3)]=0-
1 -1 2
x—5y—-3z+6=0
29. Dadas las rectas r y s de ecuaciones: x = y =zys:%= yz;z=§

a) Estudia su posicion relativa.
b) Hallalarectaquecortaarysyesparalelaalarectat:(x,y,z) =(1,2,3)+4(1,2,-1)
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Rectas y Planos

a) Primero: Sacamos un punto y un vector de cada recta:
Rectar: P(0,0,0); ¥ (1,1,1)

Rectas: Q(1,2,0); w(1,2,2)
Segundo: Se calcula el rango de la matriz My M*:

v v v U1 U, U3
-Gz (B E 5
! 2 3 P1—4q1 DP2—4q2 P3—(q3

Tercero: Calculamos el determinante M*:

1 1 1
1 2 2| =2 - R(M)=2#R(M*)=3- Las rectas se cruzan
-1 -2 0
b) Primero: Pasamos a paramétricas las rectas r y s para ver las coordenadas de un punto de cada
recta:
x=t
Rectar: { y=t cualquier punto de larectarsera: P (t, t, t)
z=t

x—1=s x=1+s
Rectas:yy — 2 = 2s = {y = 2 + 2s cualquier punto de la recta s sera Q(1+s, 2+2s, 2s)
z=2s _\ z=12s
Segundo: El vector PQ debe ser paralelo al vector director de la recta t: (1, 2, -1):
PQ=(14+s—t  2+2s—t,  2s—t)
1+s—t_2+25—t_25—t
1 2 -1
Tercero: se resuelve el sistema ecuaciones:
2425s—=2t=2+2s—t->t=0

1
—2—25+t=4s—2t—>s=—§

Cuarto: Se sustituye y se toma el punto P(0,0,0) y el vector (1,2,-1) y la recta sera:

30. Dados los planos Ty = 3x +2y—z=6ym, = —-2x+y + 3z — 6 = 0, halla la ecuacidn de una

recta r que pasando por el punto M(1, 0, -1) es paralela a los dos planos.

( 3 2 -1
-2 1 3

los dos planos, la recta tendra de ecuacién

ri(x,y,z) =21-(7,-7,7) + (1,0,—1) ecuacidn vectorial

) — (7,—7,7); vector perpendicular a los vectores normales y por tanto paralelo a

x=71+1
r =4 y=-71 - Ecuaciones paramétricas
z=71-1
31. Dadas las rectas r y s de ecuaciones 71: z = % = % y ssx+1=-y=2z-2,hallar:

a) El valor de m para que ambas rectas se corten:

x = 41 x=p-1
r={y=1—2/1; s={y=—ﬁ
z=mAl z=p+2
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4A=F—-1)41-B=-1
1—2/1:—,8}—2)L+ﬁ=—1
mi=F+2) mi—-p=2

2A==-2; A=-1
-2-(-D)+p=-1-2+p=-1;=-3
m-(—-1)+3=2,-m=-1,m=1

b) Para ese valor de m, el plano 7T que contieneasyr
Pr = (0,1,0)
mddr = (4,-2,1)
ds = (1,-1,1)

4 1 X
-2 -1 y-1
1 1 z
—2z—x—-3y+3=0

=0->—-4z—-2x+y—1+x—-4y+4+22=0

c) La ecuacion de la recta que pasa por el punto M (1,1,1) y es perpendicular al plano
m= —x—3y—2z+3=0- (—1,-3,—2); vector perpendicular al plano
ri(x,y,z) =(1,1,1) + A(—-1,-3,-2),1€ER

x—y+3z+4=0
—2x+y—z+2=0
a) Valores de m y n para que la recta y el plano sean:

i) paralelos ii) perpendiculares iii) la recta esté contenida en el plano.
b) Param =-1y n = 2, el punto de interseccion de la recta y el plano.
c) Punto de interseccidon de la rectar, con el plano OYZ.

32. Dadalarectar: { yelplano:m:4x —my + 5z — n = 0 calcula:

i j k
v,=(1 -1 3|=-2i—-5j—k-(=2,-5-1)-(2,51) n, = (4,—-m,5)
-2 1 -1
a) i) o-m.=0 (2,51)-(4,-m5 =8—-5m+5=0 m=1—53
i) Z = % = % no tiene solucién.
iii) El sistema formado por las 3 ecuaciones ha de ser compatible indeterminado.
4 —m 5 13
1 -1 3[=-84+5m—-5=0; m=—
-2 1 -1
4 5 —-n
1 3 41=244+n—-40—-6n+16—-10=0; n= -2
-2 -1 2
4x+y+5z=2
b) Resolvemoselsistema{x—y+32=—4 x=%;y=%;z=%
—2x+y—z=-2
X =0
c) cResolvemos el sistema{ xX—y+3z=-4 x=0;y=-5;z=-3
—2x+y—z=-2
33. Dadas las rectas r:g =y—3= ? , Yy Ssix+1= y_;ll = %, calcula la ecuacion de la recta que
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“ Rectas y Planos

pasa por el punto M(-1, 1, 1) y es perpendicular a ambas rectas.

—

dr = 2,1,-1) ds=(1,-1,2) drxds es un vector perpendicular a ambos

drxds=12 1 -1|=3i—-5—-3k—-(3,-5,-3)
1 -1 2
x=-1+4+3A
De donde las ecuaciones paramétricas de la recta pedidason: { y =1 —5A
z=1-3A
. (y=-1+x x2_ .z ide:
34.- Dadas las rectas r: {Z — 9 _ 13y ys:= y—1 S se pide:
a) Posicion relativa de ambas rectas.
C[y=—1+x X2y =2t
r'{2=2—3x s: 2ﬁy 1 .
1 2 2 / 1 2 2 1 2 2
F,=F,—F
(1 1 O)F’Z—F2+3I~1 - (0 -1 —2)F§:F3—8F2—> (0 -1 —2)
-3 2 —=2/377°3 1 0 8 4 0 0 -12

Es de rango tres, lo que indica que las rectas se cruzan.
b) Ecuacion de la recta que pasa por M = (—1,—1, 0) y es perpendicular a ambas rectas.

i j ok
1 1 -3/=5i—-8-k-> w=(5-8-1)yM=(-1,-1,0)
2 1 2

Ecuacién de larecta: (x,y,z) = (—1,—1,0) + A(5,-8,—-1)

35. Halla el area del triangulo cuyos vértices son los puntos A (1,0,-1), B (1,1,0) y el tercer vértice
es el punto de corte con el plano0OXZ conlarectar:x =2y -2 =z —1.

X=Y

=0 xX=2y+2->x=2

;]:.U T x=z-1oz=x+1-2z=2+1=3 C(2,03)

AB > B —_A - (1,1,0) — (1,0,—1) = (0,1,1) BC—-C—-B- (2'0'3) — (1,1,0) — (1, _1’3)
|t T kK

0 1 1 ) i 1 1 1

1 -1 3 :3T+]_—(k—f)=4f+j_—k Azzlﬂxlﬂ_)E\/42+12+(_1)2:Em
T ] k

0 1 1

36. Dados los puntos A (-1,2,0), B (-3,3,-1) y C (1, a,1), se pide:
a) Calcula el valor de a para que los tres puntos estén alineados.

@ —-B—-A- (_3) 31_1) - (_1) 21 O) = (_21 1;_1)
BC—>C-B-(Lal) - (=3,3-3) = (4a-3,2)

—2 1 -1 =2 1
—= »—-2(a—3)=4->-2a+6=4->52a=2-a=1

4 a—3 2 4 a—3

b) Para a = —1, calcula el perimetro del triangulo que tenga de vértices dichos puntos, asi como su
area y el valor de la altura correspondiente al vértice A.

dis = (=3+1D2+(3-2)2+(-1-0)2=+6
dge = (1+3)2+(-1-3)2+(1+1)2=6
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" Rectas y Planos

die =(-1-12+ 2+ 1)2 + (-1)2 =14
Perimetro: V6 + 6 + V14 = 12,19
T=B—A-(=33,-1) = (=1,2,0) = (=2,1, 1)
5=C—B-(1,-1,1) = (=33,-1) = (4,—4,2)

U]k
-2 1 -1
luxvl=|4 -4 2|=(20+8k—4])— (4k+41—4j) =—-21+0j+ 0k =2
T ]k
-2 1 -1

Area: A =%|ﬁx17| —>%-\/Z =1

Valor de la altura correspondiente al vértice A;

BC =7 = (4,—4,2) ; A(—1,2,0) Elvalor de la altura es la distancia del punto A al punto de corte de
la recta determinada por BCy el plano perpendicular a ésta que pasa por A.

Plano perpendicular:
4(x+1)—-4(y—-2)+2(z2)=0-4x+4—-4y+8+2z=0-4x—4y+22+12=0

x-1 _ y+1 _ z-1

Recta determinada por BC, considerando el punto C = >

4x —4y + 2z =—12
Resolvemos el sistema { —4x — 4y =0
2y +4z =2

c) Halla la ecuacién de una mediana.
Punto mediode Ay C— D (_1+1 E,E) = (0,%,%)

2 2 2
BD D—-B (011) (-3,3,-1) 3 >3
- — - — == (- — = —_— =
12)2 ] (J 2F2)

Ecuacién de la mediana: (x,y,z) = (0,%,%) + A(3, —g,g)

37.- Los puntos P (0,1,0) y Q(—1,1,1) son dos vértices de un triangulo, y el tercer vértice
S pertenece a la recta r: {x = 4,z = 1}. Ademas, la recta que contiene a los puntos P y S es
perpendicular a la rectar.

a) Determina las coordenadas de S.

Usamos la ecuacion paramétrica para obtener el vector director:

x =4 x=4+0-2A _
r:{y=)\}=r:{y=0+?\} dr =(0,1,0)
z=1 z=14+0-A

Sabemos quex=4yquez=1porloqueS (4,a,1)

Como dr y PS son perpendiculares hacemos el producto escalar e igualamos a 0 para obtener el valor
de a:

dr-PS=0 dr=(0,1,00 PS=(4,a1)—-(0,1,0)=(4a—1,1)

dr -PS=0-4+(@-1)-1+0-1=0 dr-PS=a—-1=0 a=1

Sustituimosen S (4,a,1): S(4,1,1)

b) Calcula el area del triangulo PQS.
Usamos la formula del area del tridngulo = % |S_Q>x§5|

Resolvemos: SQ = (—1,1,1) — (4,1,1) = (=5,0,0) SP =(0,1,0) — (4,1,1) = (—4,0,—1)

22 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 5: Rectas y Planos. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal Del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Creadas con GeoGebra

Textos Marea Verde



“ Rectas y Planos

|t Tk S
(SQxSP)= |5 ¢ o |=5/=(0,50) [SQxSP|= V52=5
-4 0 -1

Area del tridngulo = % |SQxSP| =%. 5 = guZ

38.- Los puntos A (0,—2,0) y B (—1,0,1) son dos vértices de un triangulo isdsceles.
a) Obtén las coordenadas del otro vértice C, sabiendo que pertenece a la recta

r:{y = -5,z = 0}.

Usamos la ecuacidon paramétrica para obtener el vector director:

x=2A x=0+A .
r: {y:—S}:r; {y:—s-}-ox} dT:(l,0,0)

z=0 z=04+0-A
Hallamos el punto medio entre Ay B:
M= (0;—1, _22+0,0J2r—1) M= (_71, —1,%) (suponemos Ay B son los vértices del lado desigual)
Sabemos que y =-5y que z =0 por lo que C (a,—5,0)

Como ﬁy MC son perpendiculares hacemos el producto escalar e igualamos a 0 para obtener el valor

de a:

AB = (-1,0,1) — (0,—2,0) = (—1,2,1)

A -1 1 1 1

MC = (@,-5,0) - (3,-13) = (a+5,-4—3)
1 1

AB-MC= (-1,21) (a+2,-4— )= (-a—2-8-1) -a=8+:+5 a

Sustituimos en C (a,—5,0): € (=9,—5,0) Solucién: C (-9, -5,0)

I
|
o)

b) Halla el valor del angulo desigual.
El dangulo desigual es el del punto C.

. . CA-CB’
Hallamos el angulo usando la férmula: cos a = TGl [c8]

Resolvemos:
CA = (0,—2,0)—(—8,—5,0) = (8,3,0) |CA|= V87 + 32+02= v64+9 = V73

CB= (-1,0,1) — (-8,-5,0) = (7,51) |[CB|= V72 + 52+ 12 = V49 + 25 + 1 = 75

cosa = CA-CB cosq = (8,3,0)-(7,51) cosa = 56+15+0 cosa = 71
~ |c4| [cB| V73475 T V73475 © V73475
71 16,35°
a = arccos————— = 16,
V73 V75

El dngulo desigual es de 16,35°.
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AUTOEVALUACION

1. Una ecuacién de la recta que pasa por el punto A(0, 1,2) y tiene por vector v = (1,1, 1) es:

(Hacemos las ecuaciones de la recta hasta encontrar una que coincida con una de las opciones)
(x,y,z) =(0,1,2) + A(1,1,1)
x=0+21 A=x
{y=1+/’l {Azy—l
z=24+1 1=2z-2
x=y—1=z-2
{x=y—1 {x—y+1=0
x=z—-2Wx—-z+2=0 . t1-0
—y —
b) {X —-z+2=0
2. Una ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3,1,2) y B(2,4,7) es:
(Primero hallamos un vector director con los dos puntos y luego hacemos las ecuaciones de la recta
con el punto A (izquierda) y el B (derecha) hasta encontrar una que coincida con una de las opciones)
AB=(2-34-17-2)=(-13,5)
(x,y,z) = (3,1,2) + 1(-1,3,5); (x,y,2) = (2,4,7) + A(—1,3,5)
(1 =*3 (1 =%2
x=3+ (1A -1 {x =2+ (DA -1

{ y=1+31 {1=%%;] y=4+431 {A=2"
z=2+4+51 A=% z=7+451 /1_?
¥x3 _y-1_zz2 x=2 _y-4 _ z77
-1 3 5’ -1 3 s
x—2 y—4 z-7
A 3 5
3. El vector director de la recta {x—y—Z =0
x—z—1=0
X = A
et b
N z=—-1+21
d)(1,1,1)
4. Una ecuacién del plano que pasa por el punto A(3,1, —2) y tiene como vectores directores

u=(1,2,3)yv=(0,1,0)es:
Ya que las opciones a y c son incorrectas por presentar valores que no coinciden con el punto

y los vectores directores, la solucién es:
b)3x—-z=11

5. Una ecuacién del plano que pasa por el punto A(3,1, 2) y contiene a la recta
(x,y,2)=(1,1,1) + t(0,0,1) es:
(Hacemos las ecuaciones de la recta con el punto Ay el vector director de la recta hasta encontrar una
que coincida con una de las opciones).
(x,y,z) = (3,1,2) +t(0,0,1)

x=3

y=1
z=2+t
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b)x=3

6. Una ecuacion del plano que pasa por el punto A (3,1,2) y el vector normal 7 = (0,0, 1) es:
- Utilizamos la formula;
a(x —xo) + b(y —yo) + c(z —2,) =0 -
S>0x—-3)+0(y—-1)+1(z-2)=0->2z—-2=0->2z=2
e Larespuesta eslaopcionb)z=2

7. Una ecuacion del plano que pasa por los puntos 4(3,0,0), B(0,5,0),€(0,0,7) es:
-Calculamos dos vectores y elegimos un punto
AO0(x —3,v,2z); AB - (0,50) — (3,0,0) = (=3,50) AC - (0,0,7) — (3,0,0) = (=3,0,7)

-

l
-
_)l-

A B O B 2 I P G SRE LR CP AP R B

o U1y
N o XU

-3
-3
35x + 21y +15z—-105=0
- Como paso final hacemos su m.c.m y dividimos la ecuacién entre el mismo y obtendremos la

solucion;
m.c.m = (105)
AT
a) — —_ _=
) 3 5 7
8.Losplanosx—z=3yx+z="7son:
Dividimos los coeficientes;
1 L 0 L 1
1 0 1
e Se cumple el caso de la secante por tanto es la c).
4 4 L, X= 3 +4t
9.Lasrectasx2 =y3 = z5 y y=1+ 6t son:
z=2+10t
py X4 _y-1_zi2 g: X8 _ oyt _z2
2 3 5 4 6 10

19) Tomamos puntos y los vectores de ambas rectas y también tomaremos el vector de
ambos puntos:

P.(41,-2) P(312) Vr(235) Vs(4610) PrPs(3—4,1—-1,2+2) - (-1,04)

29) Calculamos la matriz de coeficientes y obtendremos el rango;
2 3| _on_on —
S o|=20-20=0

(‘21 2 150)A_) |i 2=12—12=0 > R(A) =1
2 150|=30—30=0

39) Calculamos el rango de la matriz ampliada;
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2 3 5\V
4 6 10| —(48+0+(-30))—(-30+48)=0->R(A*) =2
-1 0 4
Tras tener ambos rangos obtenemos que las rectas son paralelas. b)
10.El planox — z = 3 ylarecta % = %1 = zzzson:
19) Escribimos las ecuaciones implicitas de la recta.

=22, 2y—-2=32+6 > 2y—32-8=0
";_4=y;—1—>2y—2=3x—12 >3x—2y+10=0

29) Calculamos la matriz de coeficientes:

r

0 2 3
(3 -2 0) - (0+0+0)—6+(—6)=12->R(A) =3
1 0 -1
-Como R (A) = 3 esto quiere decir que el rango de la matriz ampliada también sera R (4#)= 3 y por
tanto la recta sera secante al plano.
R (A) = R(A*) = 3 - Recta secante al plano.
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