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Limites

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. Calcula los siguientes limites:
a) lim2 =2
x-0
b) lim x 5= lim —==0
X— + oo X—> +ooX
¢) lim L= L -1
x— -3 X (-3) 9
d) lim x° = ()%= —o
X— —0o
e) lim (-7)= -7
X— —0o
1 1
) lm 5=5= +o
. 1
9) xl_}l]loo 0= o0 =0
. 1
h) lll})l-x?= — o0
. 1
) lim 5=
) lim x°= (-1)¢=1
x— -1
K) lim x3 =0
x— 0~
11
) lims=56= F
2.- Halla los siguientes limites:
a) lim x7 = 4o b) lim x” = —oo c) lim Vx = +oo
X— 400 X—> —00 X— +oo
d) lim ¥x = —oo e) lim == 0 f) lim == 0
X— —00 X— +00 X X— —00 X x
g) lirP 7% = +4o0 h) lim 7* =0 i) lim (\/7) = 400
xX— 4+ X— —0 oo
1 1
) lim (V7)) = 0 k) lim 7x= 1 ) lim 7x= 1
xX— —00 x— +00 xX— —oo
m) lim x°> = +oo n) lim x%= —oo ) lim Yx2 = +oo
xX— 400 X— —00 X— +0oo
o) lim Vx? = +o p) lim == 0 q) lim —==0
X— —00 X— +00 X xX— —00 X X
f) lim 5% = +oo s) lim 5= 0 0 lim (3) =0
x> 00 X— —0o x— 400 \3
. 1\* . 2 ) 2
u) lim (—) = 4o v) lim 4* = 4o w) lim 4* = 4o
x— —oo \3 X— +00 X— —00
3. Halla los siguientes limites:
2 . 2
a) lim 12 = lim £ = lim X =4
x—>+o0 x-3 © x—>+00 X x—+00
2 . 2
b) lim 12 Jim £ = lim x=— o0
x——o00 X—3 (o] x—>—o0 X X——00
. ox%41 o X 11
C) xl—l)r-Eloo 3x2 _; - xll)r}-lm 3x2 _x1—1>131003 T3
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Limites

x“+1 x? 1
d | >—=—= lim 5= lim - =2
x——oo 3x x—>—-00 3x x>—-03 3
. 1-x° 0 i —x6 ) x4
e) lim —w——=—=1lm —S=1lm ——=-
x—+00 3x4+2x-1 0o x—>+00 3x x—>+4+00 3
; 1-x0 I ; —x6 . —x*
f) lim —S——= —=Ilim —S=1Ilm ——=-
x——00 3x4+2x-1 0o 3x x—>—00 3
xX—>—00
. 1-x* 3] . —xt .
g lim ——= —= Z=lim == =1lim1=1
x—>+00 —X*+2x4-5 oo —x X400
X—+00
. 16 o) . 16
h) lim —=—= lim —=0
x—+o00 X—2 o x—>+00 X
2 2
. . x“—2x+3 o) . X . 1
i) lim S—S—=—=1lim == lim -=0

x>+ x3-3x2-5 ©  x5t+c0 ¥} xoto0 X

j) lim S——=—
i) x—>—00 x3-3x2-5 xo>—00 X3  x5—00 X

1—x4 0o . —x*

kl lim ————=—=1lm —=1lm 1=
x—+00 —X*+2x4-5 0o x—>+00 —X x—+00
. 16 _ . 16
) lim —=—= Ilim —=0
x——o00 X—2 oo xX——0 X

4. Determina el limite de estas funciones:

a) lim Bx+1)=0+1=0
X—+00

b) lim —=—-=10

x——o0o X+1 —00

¢) lim (x2—5x+6) = lim (x?) = 4o
X—+o0 X—+ 00

d lim B—x+x2—x3) = lim (—x3) = —(—») =
X——00 X—>—00
' XA (32—
e) Jim (3-7%) = (3-77) = —o
f lim 2%°1 = 2% = oo
X—=>+0o

g 1m () =) =0

2z 2
h) lim 33x-1=3x=3%=1

i) xl_i)r_noo(x +3)(2x—3) = xl_i)r_noo(—oo)(—oo) = +00

x243x-2 _ o

j) lim — = Indeterminacion.

X—>+0o0
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Limites

. x2+3x-2 . x2 .
lim /== lim == lim x =+
X—+00 X xX—+00 X X—+ 00
. 3
k) lim V2x3+1
X—>—00
. 3 . 3 . 3 3 . 3 .
lim V2x3+1= lim ¥V2x3= lim ¥2¥x3= lim Vx3= lim x=—o
X——00 X——00 X——00 X—>—00 X—>—00
) lim (—x3+8x2—x+8)=-
X—+00
m) lim vx?—-3x—2 = lim vx2= lim x =+
xX—+ 00 xX—+o0o X—>+00
. 6x—2 [e9) . .,
n) lim ———— =—=Indeterminacién.
X—>—00 3x3-7x+1 o]
lim —*2_ = |jm = ==
X—>—003x3-7x+1  x5_oo 3x3
oy 1 3x%2-8x+16
fi) im ——— =+
)x—>+oo 35

5—2x+3x2%—x3

. o . .7
o) lim > =—=Indeterminacion.
x—>+400 2x“—-5x—4 o)
. 5—2x+3x2—x3 . —x3 . -x
lim ———= lim ——= lim —=—(4+®)=—00
x—+00 2X“—5x—4 xX—>+00 2X x—>+o00 2

5.- Determina los limites de estas funciones:

. Vx2+3 o0 . Vx2 . x 1
a) Iim —=(—)= lim —= lim —=-=
x—+o00 2x+1 co x—+00 2X xX—+00 2X 2
. 2x2+x-1 o0 . 2x? . 2x? . 2x
b) lim —=(—)= lim == lim = = lim = = 4o
x—o+0 /x2+43 00 x—+00 VX2 x—>+00 X x—+o0 1
. 2x2+x-1 o0 . 2x? . 2x? . 2x
c) lim —=(—)= lim == = lim = = lim = = 4+
x—>—00 +/x2+43 00 x——o00 Vx2 x—>—00 X x——o00 1

. 2x%-12x+9 © . 2x? . 2x? . 12
d) lim 3—=(;)= lim == lim —&= lim 2x 3=, =+

x—>+00 \x5+5x-2

. Vx+x 00 x
e) lim =(—=)= lim ==-=
x—->+o00 X o xX—+00 X 1
. 7x+V3x-2 00 . 7x 7
f)lim ———=(—)= lim —==-
x—>+00 2x o x—+400 2x 2
. 2x—V6+x 00 . 2x 2
g) lim 22— (2) = |jm 2 =221
x—o+o00 2x+4 0o x—+00 2X 2
. VaZ+142x ) . Vx2+42x . x+2x . 3x 1
h)lim ——=(—) = lim ———= lim = lim ===-=-
x—>—o0o 6x-3 0o X——00 X x—>—00 6x x——00 6X 2
6. Calcula los siguientes limites:
a) limx™ = lim — = oo
x—0 x-0X
b) lim 4x* = 4+
X—00
c)lim— =—-= 4o
)x—>0 x3 0
i) lim e = i
m—=I1lm—-——=0o
x—=0 5 x—05x2
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Limites

X
k) lim ——— = lim — = lim — = o

X—>00 1/XZ -2 X— 00 xZ X— 00 xZ

_ 3
l)all—lgo(xz +1 +x+2

)=t =

7. Resuelve los siguientes limites.

. 4x%-1  6x . 24x3-6x . 24
a) lim w—=lm——=1lim—==0
x—oo 5% x°+1 x—o00 5x*+5x x—00 5%
. x%+5 5x3 x*4+17x%+60 . x4 1
b) lim i——=lim———— = lim L= ——
X—00 1-2x x<+12 x—oo —10x%+5x x—oo —10x 10

. 2x%+3 | 6x—x? . x3+30x2+9x . x?
c)hm( + )=11m—=11m—=oo

xX——00 5x 3x X——00 15x x——00 15

8. Halla los siguientes limites de funciones:
a) lim(x3®—12x) =

X— 00

X . _
b) lim = = limvx = co
c) lim(x?—4x) =

X— 00
. 3
d) lim (=) = (0~ 0) = o0
e) lim(x —x?) = -
X—00

f) lim(2x —3)* = (0)* =
X—00

g) lim(x3+5x?—-3)=o0
X—00

h) lim[(x?+ 1)? + 4x] = 0 + 00 =
X—00

9.- Calcula los siguientes limites:

a) lirp [2x3 —7x + 3] = lim 2x3 =
X—>400

X—+0oo
. 2 . 2 2
b) im ————-> lim —===0
X——00 3x2—5x+2 X——o0 3x2 o)
c) lim [4x* —7x + 5] - lim 4x* = o
X——00 X——00
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Limites
d) xl_i)r_noo[—3x5 +2x — 4] - xl_i)r_noo(—3x5) o0

e)x1_1)r+noo[ —x%+4+3x—2] - lim (—x?) =

—C0
X—+00
) 2x%2-7x+5 2x2
lim === =2 Indet.—» lim
xX—+ 00 —2x2+4x—3 [e9)

X— 400 —2X2 -
g) lim Vx2+7

Vx?2 x 1
—Indet - lim — - lim ===
x—+00 2X x—+00 2X xX—+00 2X 2
372 3/x% 4
. x%—3x2+2 3 X x2
h) lim ——-=— Indet - lim lim —="| lim = =3/0 =
)x—>—oo 3\/4-x2+5 xX—— 003\/ x——00 4X 2 X——00
o 1. Vx+3
i) lim =2 Indet.» lim =
) x—+00 V2X—5 0o x—+o00 V2 x—)+oo 2x
1. 3x5-2x+1 3x5
j) lim ﬁ—— Indet.—» lim — = lim - o
x——00 7X*=2x x——0o0 7X x——oco 7
} —5x+1 —x? . -1 -1
k) llrn— —Indet—> lim —= lim —=—=0
x—+00 x3-3 x—>+o00 2x3 x—+00 2X 2:00
. -2
j) lim = lim —=—=20
x——o0 1—x3 x—>—00 —x3 —0oo
10. Calcula los siguientes limites.
. x2-1  1+2x%
a) lim =00 —
x—+00 x 2x-1
. x%2-1  142x2 . x2-1)2x-1D]|-[(1+2x3?)(x
lim ( )= lim ([( )x-1)]-[( )( )])=
xX—+00 X 2x-1 xX—+00 (x)(2x-1)
; 2x3—x2-2x4+1-x-2x3 . —x2-3x+1 . —x? -1
= lim == l]lim |[————)= lim (—=)=—
X—+00 2x2—x x—+00 2x2%—x x—+oo \2x2 2
b) lim (Va2 —2x —x) =00 — o
X—+o00

v, il (Vx2- 2x—x)(\/xz—2x+x)> _ (\/x2 Zx) —(x)?
xl—l>rpw( x 2x x) - x1—1>r-}¥100( (vx2—2x+x) - xl moo (sz 2x+x)
- 1 (x—Zxx2>_l ( ) i =

- x_l)r_{loo Vx2-2x+x) - x—lgloo Vx2- 2x+x) m

xorto \ V=2x
b

. -2 . -2 . -2 -2 -2
= lim lim | ——— | == lim = =—=-1
x—+00 x2—2x x—+00 x2 2x x—+00 2 V1+0+1 2
5 + _2__2+1 1+;+1
X b X
c) lim (2x — V1 +4x) = o
X—+00

El orden de 2x es mayor que v4x
d) lim (V9x2 +3x—3x) =0 — o

X—+00

Vox2+3x-3x)(V9x2+3x+3x)
1[ 2 — — ( =
x1—1>moo( 9x* + 3x Sx) x1—1>r1100( (v9x2+3x+3x)
lim 9x24+3x—9x2 lim 3x = lim 37x
X—+00 VOx +3x+3x) x—>+oo (v9x2+3x+3x) - X—+00

9x243x 3%
74__

X X
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Limites

3 3 . 3 3 3 3 1
= l]m —_— = - = -
6 2

x—+00 9x2+3x x—+co 9x2 3x x—+00 3 V9+0+3 343
—2+3 —2+—2+3 9+—+3
x x x x

e) xl_i)l_noo(x —Vx?Z — 4-x) = —00 — 00 = —00

f) lim (x + Va? — 4x) = —o0 + o0
hm (x +Vx2 —4x) = Jim (—x +4/(=x)2 — 4(—x)) = J11_{130(\/9@ +4x —x) =

X—>—00

— 1 ((\/x2+4x—x)(\/x2+4x+x)) — 1 (\/x2+4x)2—(x)2 - lim ((x +4x)-x ) _
- xl_r){)lo (Vx2+4x+x) - x1—>nolo (Vx2+4x+x) x—00 \(VxZ+4x+x)

. 4x \ _ 4 4 _
- Jll—mo ((\/x +4x+x)) 9}1—{1;10 ((\/_ x)) ;11—{1(}0 (E) 141 2 2

11. Calcula los siguientes limites:

2x—-1 . 1 . 2x—-1
1 lim (1+=-1)-(2x-1 lim
a) lim (1 +—) = 1% calculamos exﬂ+°o( x )( ) = exﬁ+°o( x ) = e?
X—+00 X
6x+2 : 3_.). . —18x+6
b) lim (1 —E) = 1°°; exl—1>5-noo(1 x 1) (6x+2) - exl_l,rfoo( x ) — e~ 18
X—+00 X
_4\3x+2 . _4x-1 Y. . 3x+2 3
c) lim (2 _ M 1) = 1°°; exEer(Z ax 1) (3x+2) = exETw( 4x ) = es
X——00 4x
3x+1 . X . —9x+3
d) lim (L) = 100; exl—l’r—n°°(x+3 1) Gx+1) = exEer( x+3 ) = 3_9
x—>—o00 \X+
) 2241 x—1 - lim <x2;1_1),(x_1) lim (%) 0
e) lim > =1%; ex>+ol\ x = ex-+oo\x2 )/ =V =1
X—+ 00 X
2 x+6 . (xz—x+2_ ) . (—x2—5x+6)
f) lim (x 2x+2) =1%; e\ 7y 1) 0 _ I (T ) ot
xX—+00 x“+1
1 2
. 2_1\2zx lim (x—'1—1)~ £ lim (—L)
g) hm (xz 1) * — 100; ex—->—o x2+1 (Zx) = px—-0 Z(x3+x) — eo — 1
x——oo \x“+1
1-x 2 . 2x-2
. 2 lim (1—=-1)-(1—x lim
h)hm (1——) = 1% e—»-( x )( ):exa—oo(x):ez
X—>—00 X
12. Calcula los siguientes limites:
a) lim [\/x2 + 2x — x] = 00 — oo Indeterminacion
X—00
. VXZ42x+x . Vx2+2x—x)-(Vx2+2x+x x24+2x—x2
lim [(Vx%2 + 2x — x) - —=—==—| = lim ¢ X ) m(E=——=
xX—00 Vx2+2x+x xX—00 Vx2+2x+x x—»oo VxZiax+x
. 2x . 2
= lim( = ) = lim( = = =
X7 x((145+1) X7 (1) (Vi+1)
, x3+27 -33 +27 _
b) lim [ 5 ]= 5 Indetermmauon
xo—3 L x2-9 -32-9
. x3+27 x+3)(x%—3x+3? . x%—3x+3? -32-3.(-3)+3%2 27 -9
llm[ ]— [( )( )]lem ]= (Cos” 27 22
x—»—-3 Lx%2-9 x_> 3 (x=3)(x+3) x—>-3 x-3 -3-3 -6 2
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Limites

o lim|A-2|=2-2=0-0=0

X—00 x2+1 xX+2

d) lim [2x4—3x—1

3 ] = oo ya que grado del numerador > grado del denominador
X—00 xX°+3

13. Calcula los siguientes limites:
a)lim(x+4*) =0 +4° =0+ 00 =00
X—00
-1

. 3x2-5\% . . 7
b) lim ( 5 ) = 1% - Indeterminacion
X—00 \3X“+X

i g(x) — ,im g(x)[f(x)-1]
lim [£ ()} = e

Calculamos f(x) — 1 - (3"2"5) - —X-5

3x%2+x 3x2+x

—5x%—x3+454x
Calculamos g(x) - [f(x) — 1 x2 -1 ( ):
g( ) [ ( ) ] ( ) 3x2+x 3x2+x
x2_5 x%-1 lim —5x2—x3 +5+x
im ( ) = ex-o  3x%+x =e ® =0
x—o00 \3x2+x

1-x
c) lim (1 - 3) = (1)® - Indeterminacién

X——00
lim_(1-x)-(142-1) lim =02 lim =2,
2_3x o)
) x2-2x+2 \* 1

& tim (E22yT 0y

X——00 \2X“+3X—2 2
e) lim (x + 37¥) = —o0 + o - Indeterminacién

X——00

Cambiamos x por — X; X = —00, —=X — 00
lim (—x + 379) = lim (3% —x) = lim 3% = co

X—00
f) lim ESALJLN Indeterminaciéon  lim VX _ = lim x

x—oo VX+1 00 x—o0 VX+1 x—>oo\/—

(V4x2 —(2x— 3)) Nax2—5+(2x— 2

=1

g9) llm[\/4x2 —(2x—3)] = 0 — 0 = lim

X—00 V4x2-5+(2x—3)
14
lim (Vax2- ) —-(2x-3)2 — lim 4x%-5-4x%+12x-9 _ lim 12x-14 — lim x'(‘7+12) _
xo00  VaxZ-5+(2x-3) x—oo VaxZ—5+(2x-3)  x—o V4xZ-5+(2x-3)  x-oo x.( [4_3_'_2_3) N
2 x
. 14
J}1_)rr°1o(—7+12) _ J}1_)11(}0(——)+ lim (12) 140412

lim ( /4—%+2—3) lim < f4—_2>+2_ lim (E) V4—5-0+2-3-0
X—00 x x X0 po Jim (2

14- Calcula los siguientes I|'mites

a) llm— Vx2+1= — - Vo2+1=0-0 Indeterminacion
x>0 X
2Vx2+1 S . ..
-Multiplicamos los términos lim —— = — Indeterminacién
x—oo XxX+1 e}
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Limites

lim = lim

xX—oo X X—00

= lim x— = 4, luego el limite es 2.

X X—00

wWxZ (z@)z

b) lim V9x% + 2x — 3 —3x = o0 — o0 Indeterminacién

xX—00
. (Vox242x—-3-3x)(Vox2+2x—3+3x) . 9x%24+2x-3-9x2 . 2x-3 . 2x 2 1
lim = lim ———— = lim —— = lim ===z
X—00 V9x2+2x—3+3x x—00 VOx242x—343x  x—o00 VOx242x—3+43x x—>003x+3x 6 3
c) lim vx-(Wx+ 3 —+x) = lim(Vx?+3x —+/x) = 00 — 0 Indeterminacion
X—00
lim (\/x +3x—x)(Vx2 +3x+x) _ lim x2+3x-x2 _ lim 3x lim 3x _ 3
X—00 Vx2+3x+x x—00 Vx2+3x+x x—00 VxZ+x xX—00 2X 2
+2 x%+1 . .,
d)lim - = 00— 0 Indeterminacién
x—oo X+1 X
lim (x2+2)x—(x%+1)(x+1) _ li wd342x—x3-x2-x-1 _ . —xZ4x-1 _
xX—00 (x+1)x xX—00 (x+1)x x—oo (x+1)x
b
. 2x%2—6x ]2 L,
e) lim [2—] =1 Indeterminacion
x—oo L2x4—x-5
limﬁ ( 2x%-6x ) lim x2 2x2—6x—2x2 +x+5 i —5x3+5x2 —5
ex—oo 2 2x2—x—5 = ex—-w?2 2x2-x-5 = ex—>002(2x2—x—5) = eT
-3
. [4-3x]* L
f) lim [ ] = 1% Indeterminacion
x—oo L5-3
. 4—-3x—-5+3x —-Xx+3 -1 1
hm (x 3) (5 3x 1) e}LrPo(x 3)-( 5-3x ) = exl—>lg)5—3x = e-3 = e3
15. Determina los limites de estas funciones:
Xx+1 0 . .. x+1 . 1/x+1 1
a) lim = - Indeterminaciéon; lim = lim —(—) ==
x——1 3X+3 0 x——1 3x+3 x—>—13 x+1 3
2x2+2x 0 . .. 2(x+1)x 2
b) l = - Indeterminacion ; 11mu =—=
() x2-3x 0 x—=0 (x—3)x 3
\/25 x2 0 . ., . V5=x+/5+x . V5+x V10
¢) lim = - Indeterminaciéon ; lim—————— =lim =— =00
X—5 X— 5 0 x-5 —(5-X%) X—5 — \/5 -X 0
. 2x%2-18 0 . . . x2-9 1
d) lim = - Indeterminacién ; lim2(——=)=1im2(x%*-9)z=0
Xx—=3 Vx2-9 0 xX—3 (X2—9)i Xx-3
16. Determina los I|'mites de estas funciones:
—x=2 x=2)(x+1 3 3
a) 11 2— == Indetermlnaaon lim =20 ===
52 2x2%2-3x-2 x—2 2(x— 2)(x+) 25 5
x%—x-2 0
b) lim 2— =—=0
Praou 12x 3x-2 -3
x345x2+6x 0 . .y x—=2)(x+3)x -2
¢) lim ——————— = - Indeterminacion ; lim am2)(+3)x =—
xo— 2x3+x2—8x—12 0 x——2 (x—2)- (x+2)2 0
. -2 . .
lim f(x) === lim f(x) =—+ = —o0; No existe el limite
x—>—2 0 x—>—2 0
x345x2+6x 0
d 11 - =—=0
) Z3x3+x2-8x-12 -6
17.- Calcula estos limites:
292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real

Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Limites

2 -2 -
x“=2x+1 2 —(2:27)+1 1
27)"=( )

a) lim — - -1
x—-2" x—3 27-3 -1
. x%-2x+1 2H)2—(22H)+1 1
b) lim D e A N |
xo2+ x-3 2t-3 -1
0 lim x?-2x+1 5 (37)2-(2:37)+1 L4 o
x—-3~ x-3 37-3 -
d) i x%-2x+1 N (B3H2-(2:3M)+1 LN too
x—3t x-3 3t-3 ot
x-3 -17-3 -4
e im - -»— - -1
) x--1" (x-1)%  (-17-1)2 4
x-3 -1*-3 -4
f im ->—--1
) x——1t (x-1)%  (-1*-1)2 4
. x%+x—6 0 , .,
g) lim ————— — - Indeterminacion
x—>2~ Xx°—x“—8x+12 0
. x%+x—6 0 , .,
h) lim ————— — - Indeterminacion
x—o2+ x3-x2-8x+12 0
Descomponemos factorialmente
. x%+x-6 . Ce+3)x—2) . 1 1 1
lim————=lim————=lim—->-—->-> tw»
x—2 x>—x*“—8x+12 x—2 G+3Ix—23(x—-2) x—2 X—2 2-2 0
. 1 1 1
g) lm oo 2e @
x—2" X— -
1 1
h) lim —- — =+

18.- Calcula los siguientes limites:
x?%-3 32-3 6
_)

a) lim
x—3 X+2 3+2 5
b)

x%-3

1
im - =-> to00
x—>—2 X+2 0 -
x%-3  (-27)%-3
- - — > —00

x—>—-2" X+2 —27+2 0~

i x?%-3 (-2%)2%2-3 1
x—>—2t x+2 —2%+2 ot

- 4o

. 1 1
d) lim—— - —
x—0 Sinx sin 0 0

. 1 1
lim

- - — - — > —0
x—0~ Sinx sin 0™ 0~
1 1

im — - — - — — 400

x—0+ sinx sin o0t ot

19. Calcula los siguientes limites:
. x3-1 1-1 0
a)lim—————= = - - Indet.
x—1x3+2x2-3x  1+2-3 0

- Hacemos descomposicién factorial:
x}3=-1->x—-DE*+x+1)
x3+2x2—3x > x(x—1)(x+3)

(=D Hx+1) L (RP4x+1) 14141 3

x—>1 x(x—=1)(x+3) - x—>1 x(x+3) T 14 4
2

b) lim ——> — = 2 = Indet.

x>0 x3-2x2-x 0
- Hacemos descomposicidn factorial:

x2+x-ox(x+1)
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Limites

3_2x2—x->x(x—1D(x—-1)
x(x+1) (x+1) _1_
x—0x(x—1)(x—-1) - x—0 (x—1)(x—-1) 1

x2-9 9-9 0
¢) lim 1 9 = = - = Indet.
-3 5x2-13x—6  45-39-6 0
- Hacemos descomposicion factorial:

x2=9 - (x+3)(x—3)
5x2—13x—6 - (5x + 2)(x — 3)

(x+3)(x=3) __ (x+3) _i
x>3 (5x+2)(x=3)  x>3 (5x+2) 17

d) lim == = === =2 = Indet.
x—>—-1X +1 -1+1
Hacemos descomposicion factorial:
ol (2+DE+D(x—1)
B3+1->x+D)E2-x+1)
2+ (x+1D)(x-1) _ (x2+1)(x-1) _ (1+1)(-1-1) _ 2:(=2) _ -4
xo—1 (x+1)(x2—x+1)  xo-1 (¥2-x+1) _  (1+1+1) 3 3

K3t _ 0 Indet.

e) lim
x—-0 X 24x
Hacemos descomposicion factorial:

4 —3x%2 > x%(x*-3)
x2+x ox(x+1)

x2(x%-3) . x(x2-3) _ 0 _ 0
x—0 x(x+1) - x—-0 (x+1) T

x —5x+6 4-10+6 0
) h D2 x2—4x+4  4-8+4 0 Indet.
- Hacemos descomposicién factorial:
x2—=5x+6-> (x—2)(x—3)
Z_4x+4-5 (x-2)(x—2)
(x=2)(x-3) . (x=3) -1
RS — Jim =2 =+
I e - My =5 =1
Vi—x V11
= —= = iOO

g)}c—m 2x 0 0

x%-1 1-1 0 0
h) 11 m = Ez;z—zlndet.
- Hacemos descomposicién factorial:
Z_1-o+DH-1)
Como vx — 1 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada
(+D)E-D)x+1) _ D E-DEx+1) _ hm(x FDWE+ 1) =2-2=4

lim (x+1)(x-1) — lim _
x=>1  Vx-1 x—>1 Wx-1)(x+1) x—-1 (x-1)

\/_2 BB 0 et
3 x“=9 9-9 0

i) li 1
Hacemos descomposicidn factorial:

—9->(x+3)(x—3)
- Como vx — /3 no se puede descomponer multiplicamos por su expresidn conjugada
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Limites

(Vx—V3) Wx+V3) im (x+3) - lim 1 . 1 1 1
x-3 (X+3)(x-3)(Vx+V3)  xo3 (x+3)(x-3)(VX+V3)  x>3 (x+3)(Vx+V3)  6(V3+V3)  62vV3  12V3

3—V5+x _ 3-V9 _ 3-3

0
]) ;lvl—I}}LZ Vox = m =55 6 = Indet.
; B—V5+x)(3+V5+x) _ — lim 9-5—x — lim 4—x ° _ Indet
x—4 (2—V8-x)(3+V5+x) x—>4 (2—V8=x)(3+V5+x) x_>4 (2- m)(zwm) 0o ’
lim (4—x)(24+V8—x) — lim (4-x)(2+V8-x) lim (4—x)(2+v8—x) __
x4 (2—VB8—X)(2+V8—x)(3+V5+x) x4 (4—8+X)(3+V5+X) x4 (—4+X)(3+V5+x)
i (4-x)(2+V8—x) lim (2+V8-x) _ 4 _ 2
xo4 —(4-x)(3+V5+x)  x—>4—(3+V5+x) -6 3
k) lim 2= = 24% =2 Ind
x—0 x“+x 0
i (Z2ZFm) (V2=2)"-(V2%%)" _ I —2x  lim -2
2o AR (VA2 TE) | Ad () (V2 VZHR) | 20 XA D) (VZ2VZr ) | 2 (A D)(VZ-x+vZFx)
-2 2 1
Tz 2z V2
Vx+2-2 0

I)l NP —Ind
m (Vx+2-2)(Vx+2 +2) m (Vx+2)%-4 — lim x—2 — lim (x-2)(V2x+2)

x-2 (V2x-2)(Vx+2+2) x-2 (V2x-2)(Vx+2+2)  x-2 (V2x-2)(Vx+2+2)  x-2 (V2x-2)(Wx+2 +2)(\/2_x+2)
—lim —&= 2)(V2x+2) _ m (x-2)(V2x+z) _ i (=2)(Vax+2) _ i (Vzx+2) _ 2242 _ V2+1
x=2 (\/W+2)(\/ﬂ - ) x=2 (Vx+2+2)(2x—4)  x52 (Wx+2+2)2(x-2) x522(x+2+2) 8 4

Vx+9-3 _ 0

m) i !c—>0 Vx+16-4 olnd
im (Vx+9-3)(Vx+9+3)(Vx+16+4) _ m (Vx+92—9)(vx+16+4) — lim x(Vx+16+4) _ i (xF16+4) (Vx+16+4) 8 _ 4

x>0 (\/x+16—4)(\/x+16+4)(\/x+9+3)_ x>0 (\/mz—16)(\/m+3) T x50 x(Vx+9+3) x>0 (Vx+9+3) 6 3
n) llmv x=1+Vx+1 V2 _ 1

xo1 Vetl—va—1 V2
vx2+5-3 0

o) !}l‘% Va3 —olnd
(TS (RS HS) (VaZ+5 —9)(Va¥7+3)

x—2 (Vir7-3)(Vxr7+3)(Vx7+5+3) x-2 (ViF7 —9)(VaT45+3)

lim -~ 2_4(Vx+7+3) (x=2)(x+2)(Vx+7+3) (x+2)(Vx+7+3) _ 24 _ 4

2 Gem 2)(Vx2+5+3) xl_rg (x-2)(Vx2+5+3) ‘x‘l‘% (VxZ+543) 6
20. Calcula los siguientes limites:

. x+27 0 o (+3)(x2-3X+9) . (¥®-3X+9) 27

a)}llzls x2-9 omd xlirzlz (x+3)(x-3) _xl—>—3 x-3 6

b) lim — = —Ind
-1~ x“—-2x+1
2x2-2 .. 2(x+1)(x-1) L oo2(x+1) 4

xll»r x2-2x+1 leIIll_ (x-1)(x-1) )}Lril_ x-1 0" «®
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Limites

. x2-4  x%44 . (x+2)(x=2)(x2%+4 . (x+2)(x%+4 48 32 16
c) lim Ly G2 ) = |y D&+ _ 2832 16
x>2 x+1 x2-2x  x52 (x+1)(x-2)x x—2 (x+Dx 6 6 3
d) lim 2222 d
—_— = In
)x—>1+ x2 2x+1
2x%2-2 . 2(x+1)(x-1 . 2(x+1 4
i _ G+ (x-1) (x+1) _ 4 _ 400
X1t x2=2x+1 xo1t (x—-1)(x—1) T o1t x-1 ot

21.- Calcula los siguientes limites:

2 2 2 2
. X°+1 2 . x“+1 . xX“+1 +1
a) lim ==-->1 = —oo; lim = 400 - Alim=
x—1 x—1 0 Xx—1" X—1 x—1t x—1 x—>1 x—1
. 2+X 2 2+x
b) im—-== llm—2—+oo llm—2—+00—>11m——+
Xx—0 X 0 Xx—-0" X X -0
. X+5 8 . X+5
c) lim =- - lim = llm = +00 - lim — = 400
x—3 [x-3| 0 x-3+ x=3 " x—3 |X— | x—3 |X 3|

d) llm [X - 1] 2 =1% > ex—>2(x 2)((X D= 1) exqz(3xx—26) = ex%(3ix—22)) = e3

X 2
244 %1 im () (X4 i x*-x) X 1
e) lim [X +4]X T 1®° > e)l(l—rg(x—1)< X+4 1) = e}(l_r,q((x 1)(x+4) = e;l(_r»q(x+4) = es

x—1 L x+4
) lim [X+2 X—Z] — 0 — o0 =i (x+2)(x+1)—(x—2)] (x +2x+4)
el 51 el T XL1 (x=1)(x+1) _x—>1 (x=1)(x+1)
oo 2 +2x+4)] (x2 +2x+4)] _ s [(x +2x+4)] _ X+2
_}(1_)1[ x2-1) 1 X_>1+ x2-1) 1 oo xll)r{l— x2-1) | * = a}(‘_rﬁ’ x—1
X—2
Xz—l]
) lim V2x—4 _0 = lim V2x—4 . V2x—4 . 2(x-2) _ 2 = +oo
& X2t X=2 0 xopt Xx-2  V2X-4  xoz+ (x-2)V2x—4 _ 0F
-1 0 . x?-1 (\/x+ +2) o (xX+DE-DWx+3+2) . _
) i e = lmr e AT o CimGr D(xF3+2) =8
i) lim [—3 X +2X] ' [—X(Z’;H)] =%, lim [2X+24] = 4o00; lim 2X+24] = +o0;
x—0 Lx x—>0 3x4-x 0 x—0" L 3x x—-0t L 3x
lim [3 +2X] =000
x—0 Lx3 3 o
3 3 . 15X . 15X
j) lim [SX_Z] i = lim I:g] * =1® > ellm (3x)(5x+3 1) = e)!l{&(_sxw) = e,}‘l&(_ﬁ) =3
x—00 L5Xx+3 x—oo L5X

) h—>0 [x_z (ﬁ N x21+2)] = 0;

lim [_(L_ 1)]_. [i(x+2x2)]_ x(x-1) _ (x—1)
x1—>0 x2 \x+2  x2+2/1 Xl_r>% 2 \(x+2)(x2+2)/1 xl—>o x2(x+2)(x2+2) x50 X(x+2)(x2+2)
(x-1) . . (x-1)

x>0+ X(x+2)(x%2+42) !

e - Ca
x—0~ X(x+2)(x%+2) x—0 Lx2\x+2 x%+42

22.- Calcula los siguientes limites:

o) tim(F5) =5 im M-

b) lim (BT = ()7 =(0) = 4o

23.- Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos

que se indican
x—2, x<3 Xllgl_f(x)—llm(ZX—Z)—4

2 .
a) f(x) = { 2%, x> 3 enx=3 - }(l_r,l;l f(x) li r;]+ f(x) = llr;”l+ 2Xx=6
X X—
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Limites

Como lim f(x) # lim f(x), no existe lim f(x) en x=3
x—3~ x—371 x—3
lim f(x) = 11m 1(x2+3x—1)=3

x—-1"

_(x2+3x—-1,x<1
b) f(x)—{ ]mf(x)— lim(x+2)=3
x—1t x-1t

x+2, x=>1

Como lim f(x) = lim f(x), existe lim f(x) = 3 en x=1
X—>1~ x-1t X—3

enx=1 - limf(x)
x—1

24. - Halla el valor de los siguientes limites:
3
. 3xk—=2  3%-2 -1
lim =—=>—=
x—+00 2}+2 3Y+2 31

lim ﬂ = hm 3x = lim G)i = (E)Mo =0

x-0% 4x+3x 2 X0tz x-0t 4
2 1
. 4x+3x +1 . 4x . 4%\x 8\~ ® 125\ %
lim w——=lim 5= lim (5) =(= =|—) =o
x-07 ¥ 3404 x-07 gy x—>07 \5 125 8
4
. 2X-2x2+3 . —2x? .
lim —=———— = lim = lim x = 4
X940 a3 3 o x—>+00 —2X x—+00

25. — Calcula el valor de los siguientes limites:

Vx2+7-4 . V3247-4 0
A) lim—— > lim———=-
x—>3 2—x+1 x—3 2-3+1 0
lim (Vx2+7-4)(Vx2+7+4) - lim (Vx2+ ) —42 = lim x2+7-16 N
x=3 (- x+3)(\/T+4) x-3 (= x+3)(\/T+4) x—3 (=x+3)(VxZ+7+4)
- lim x%2-9 Sl (x+3)(x-3) . (x+3)(x-3) 343 _ 9
Ry x+3)(VxZ+7+4)  x-3 (—x+3)(Vx2+7+4)  x-3 —(x—-3)(Vx2+7+4)  —(V32+7+4) -8
2%-4 0 . 2%-4 . i1
B im0 MoweDs 171753

3x—1six<0
26.-Dada la funcionf(x)=f 0 six=0

2x+5 six>0
Para x< 0 f es continua al ser una funcién polindmica

Para x> 0 f es continua al ser una funcién polinédmica

En x=2

lim f(x) =lim(2x +5) =9
x—2 x—2

En x=0"

lim f(x) = lim (3x—1)=-1
x-0" x-0"

En x=0*

Ji, G = li (2 +5) =5
En x=-3

lim f(x) = lim(3x—-1)=-1
x—--3 x--3

x=0

f(0)=0

hrgl fx) = hm (2x+5)=5
— X
}Cl_rgf(x) hrgl_f(x) = 11%1_(3)6 -1)=-
- X—
Para que exista lincl) f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
xX—

limite cuando x=0
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Limites

La funcion tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

2_1six<2
A _Ix <
) fe0) {x+2 six>2

Para x<2 f es continua al ser una funcién polindmica
Para x>2 f es continua al ser una funcién polindmica
Estudiamos continuidad en x=2 y x=-2

En x=2
f(2)=22—-1=3

. Jip £ = lim (%~ 1) =3
lim £O) =1 i £() = Tim, (x + 2) = 4
x—-2F x—27F
Para que exista }Clirzl f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el

limite cuando x=2
La funcidn tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.

x2+1six<?2
B) f(x)={2x—1 si2<x<4
5six>4
Para x< 2 f es continua al ser una funcién polindmica
Para 2< x < 4 f es continua al ser una funcién polindmica
Para x> 4 f es continua al ser una funcién constante.
Estudiamos continuidad en x=2 y en x=4

En x=2
f(2)=2-2-1=3
lim f(x) = lim (x?+1) =5
lim(f) = {2 xo2
x—2 lim f(x) = lim (2x—1) =3
x-2% x-2%
Para que exista, los limites laterales han de ser iguales, por lo tanto, al no ser iguales no existe el limite
X—2
La funcién tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito

En x=4
f(4)=5
lirgf(x) = lir}}l_(Zx -1H=7
. _)x- xX—
Hm FOO =" Jim F(x) = lim 5 = 5
x—4% x—4%
Para que exista lirri f(x) los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
X—>

[imite cuando x=4

La funcidn tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito

292 Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 7: Limites. RESPUESTAS IES ATENEA Ciudad Real
Revisor: Luis Carlos Vidal del Campo

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Creadas con GeoGebra

Ee=——p——c—
Textos Marea |


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Limites

28. - Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcién:

'

]

'

'

)

'

]

'

'

'

i

'

'

]

'

' '
' '
] )
' ]
' '
§ Y M
2 f

'
'
'
'
'
1
'
'
'
'
'

e e

En x= -6 tiene una discontinuidad de 12 especie de salto infinito.
En x= -2 tiene una discontinuidad de 12 especie de salto finito.
En x= 7 tiene una discontinuidad de 12 especie de salto infinito.

29. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

5 .
= <
x2 -4 six<?2 x5 SLx=0
a)fix)=\x —2 si 2<x<4 b)alx)Vx+1 si 0<x<3
x+2

a)
Continuidad en x=2
12.f(2)=2-2=0

lirzn_f(x) = lirzn_(x2 —-4)=0

o i =X x=

2%. hmfgé) lim f(x) = lim(x—2)=0
x—-2% x—-xt

Como lim f(x) = lim f(x) =0, limf(x) =0
X2~ x-27t X—2
32, Como f(2) =0 = lirr21 f(x), fes continuaenx = 2
X—

Continuidad en x=4
lim f(x) = liql_(x -2)=2
x>

. _)x—4~
Limf () _{ lim f(x) = lim (5) =5
x—4% x—4%

N
10

10

32, Como lim f(x) # lim f(x); A lim f(x), la funcién no es continua en x = 4
X—4~ x—4%1 X—4

Presenta una discontinuidad inevitable de la 12 especie de salto finito.
b)

Continuidad en x=0

5
12, g(0) =—=-1
g(0) = —
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Limites

g 9@ = fig (55) =1

-5
vzi— =-5

Como li%l_ g(x) # 11131+ g(x), no existe 1111(1) g(x),,porlo que g(x)presenta una discontinuidad
X— X— X—

20, lin& glx) =

llm glx) = llm

inevitable de 12 especie de salto finito en x = 0.

Continuidad en x=3

_ 35 _
12.9B) = ==-1

=-1

-5
22, lim fip 900 = lim

x—3 — _0_
llm glx) = lnglJr - 2
Como llrgl_g(x)¢11r§1+g(x),no existe lim g(x), por lo que g(x) no es continua y tiene
xX= xX— x-3

discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito en x=3.

30. Estudia la continuidad de las funciones.

x+1
a) f(x) T x2+x
Dominio, x2+x#0
x2+x=0—>x(x+1)=0{x1_=0
X, =—1

Dom = R — {0, —1}

lim =—= | f ti =0
— 2= o - 0.

im - > ,por lo que f no es continua en x

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito.

oo x+1 -1+1 0 L _
xlirzllxz i 12 =1 =3= Indeterminacién (hay que factorizar)
_ x+1 1 1
xl»rzllx(x +1) Tty -1

Como no existe f(-1) pero si el limite, discontinuidad evitable

1 si x€eZ
b’f(x):{o si xeZ

limf(x) =1 lim f(x) =0
X—Z XOXEZ

limf(x) =1+ lirré f(x) = 0, fno es continua. Presenta una discontinuidad evitable de salto finito.
X—Z X—oXEZ

o) f(x) = |x - 3|

_(x—=3 si x>3
f(x)_{—x+3 si x <3
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“ Limites

12, Continuidad en x=3

f3)=3-3=0
lirél_f(x) = lirgl_(—x +3)=0

o I — x> x—

22 I f0) =1 () = lim (x—3) = 0
x—-3% x—-3%

Como lim f(x) = lim f(x) =0, limf(x) =0

X—3~ x-3* X—3

32, Como linsl) f(x) = f(3) = 0, la funcién es continua en x = 3
X—

1
mﬂ@={& si x€R
0 si x=0

12. f(0) =0
1 1
lim f(x) = lim (3%) = 30 = 3% = —oo
29, lir% fx) ={*"° =0 1 1
X . _ . ; — - — o) —
g 100 = fi, (3:) = 30 =37 =
Como lim f(x)
X—-0"
# lim f(x)
x—07t
# f(0),la funcién presenta una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto
infinito.
_fx*—-1 si x<2
e)f(x)_{x+1 si x>2
12.f(2)=22-1=3
lim f(x) = lirgl_(x2 —-1)=2?-1=3
X—

. _ )x-2~
'L‘ir%f(x)_{ lim f(x) = lim(x+1)=2+1=3
x—27F x—2%

N
10

3e, lirzn_ f(x) = lir2n+ f(x) = 3, existe lin% f(x) = f(2), por lo que la funcién es continua en x = 3
X— X— X—

31. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = %en el intervalo (2, 5).

fo) =

Dom f(x) = R — {0}, como 0 no pertenece al intervalo , f(x) es continua en (2, 5).

32. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

_(x+1six<-1
a)f(x)_{x2—3six> -1
Continuidad en x=-1
1-f(-1) =0

2- lim f(x)= lim (x+1)=0 lim f(x) = lim (x?+3x)=-2
x—>—1" x—>—1" x—>—1% x—>—1%
Como lin}_f(x) + liml+f(x), f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.
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3x—2six<—1
b)f(x) ={x?+4x—1si —1<x<?2

x+1lsix>?2
Continuidad en x=-1

1.-f(-1) =—4
2- lim f(x)= lim (3x —2)=-5 lim f(x)= lim (x?+4x—1)=—4
x—>—1" x->-1" x->—1% x->—1%
Como lin}_f(x) * liml+f(x) f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.
Continuidad en x=2
1-f(2) =11
2- lim f(x) = im (x2+4x—1)=11  lim f(x) = lim (x + 11) = 13
x—-27 x—>27 x—-2% x—-2%
Como lirzn_f(x) * lir2n+f(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
X— X—

primera especie de salto finito.

2 six<0
x—4
o)f(x)=<x—-1si0<x<3
L six>3
x-3
Continuidad en x=0
1.- f(0) no esta definido.
. . . . 4 .
2.- xll)rgl+f(x) = xll)rgl+(x -1)=-1 xll)r(r)l_ f(x) = ,}L‘g‘-ﬁ = —1 Portanto }CILI(l)f(x) =-1
No es continua, presenta una discontinuidad evitable.
Continuidad en x=3

1-f(3) =2

. . . . 1
2o A= dpamt=2 IR e= R
3.-

Como uno de los limites laterales es infinito, f no es continua en x=3. Presenta una discontinuidad no
evitable de primera especie de salto infinito.

—2six< -2
d)f(x) ={—x*+4si—-2<x<2
2six>2
Continuidad en x=-2

1-f(-2)=0
2- lim f(x)= lim (-2)=-2 lim f(x) = lim (—x?>+4)=0
x—>-2" x—>—2" x—>-2% x—--2%

Como lirr%_f(x) * lirr;)rf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—-— x——

primera especie de salto finito.
Continuidad en x=2
1-f(2)=0
2- lim f(x) = lim(—x?*+4)=0 lim f(x) = lim 2 =2
x—27 x-2~ x—-2% x—-2%
Como xligl_f(x) * xliglj(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de

primera especie de salto finito.
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e)f(x)_{ 3 six+3

6six=3
1-f(3) =6
9 (x=3)(x+3)
2.- hmf(x) = hn% el }Cl_lg—(x 5 6
3.- Como f(3)=6= lln%f(x), f es continua en x=3.
X—

—-X .

_ﬂSix?‘:O 5_7Slx<0 6six<0
x o s f(x) = 5six=0 =1{5six=0
5six=0 5—25ix>0 4six>0

X

f) f(x) = {_5

Continuidad en x=0
1.-f(0) =5
2 lim f(x) =6  lim f(x)=4
x>0~ x—0%
Como xlirgl_f(x) * xlirglj(x), f no es continua en x=0. Presenta una discontinuidad no evitable de

primera especie de salto finito.

g)f (x) = [x* — 6x + 5|
Se trata del valor absoluto de una funcidn polinémica, f es continua.

_(I3—x|six<5
h) £ (x) _{ Ine? six >5
Continuidad en x=5
1.-f(5)=13-5|=2
2.- lim f(x) = lim|3—x|=|3-5|=|-2|=2 lim f(x) = lim Ine? =2lne =2(1) =2
x—>5~ x—5~ x—-5% x—-5%
3.-
Como xligl_f(x) = xlirglj(x), el limite existe. Como }Ci_rgf(x) = f(5), por tanto, f es continua en x=5.

33.- Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R:

x+1 .
— six < -2
fix)=] =
—x*+a six>-2
Para x < -2 f es continua por ser una funcion racional y no anularse el denominador
Para x > -2 f es continua por ser una funcién polindmica
Para que f sea continua en R debe ser continua en x = -2, para ello f(—2) = lim2 f(x)
x—-

lim f(x) = 11m (x—ﬂ) =21
lim f(x) =4 *>72 2
X—>-2 lim f(x) = 11m (—x + a) = —4 +a
x- -2t x— -2t

1 9 . 9
5= —4+a; a= 5 Luego f es continua en todo R cuando a = 5

34.- Determina el valor del parametro b para que la funcion
2x—3 six<3

0= ix <
f&) x+b six>3
f es continua en todo su dominio, salvo en x = 3, por ser una funcidn definida a trozos de

funciones polinédmicas que son continuas, hallamos b para que sea continua en 3

sea continua en todo su dominio.
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lim (2x —3) =3

. _ xX—

m FOO =1 lim (x + b) = 3+ b
x—3%1

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales, luego:

3=3+b; b=0
2_
. . _ six+ -2 : -
35.- Halla el valor de k para que la funcion f(x) = { x+2 sea continua en x=-2.
, k six=-2
lim = = (2) = lim &2 = jim (x - 2) = —4
x—>-2 X+2 0 x—-2 x+2 Xx—>—2

Como f(-2) =k, k=-4.

36.- Calcula m, n y p para que la siguiente funcion sea continua en todo R:

3 ,

S Six < -8

-2m+3 si—-8<x<-—-4
f(x) = 1 i
x—— Si— 4<x<2

px si2<x
f es continua en todo su dominio, salvo en x=-8, x =-4 y x = 2, por ser una funcién definida
a trozos de funciones polindmicas que son continuas.
Continuidad en x=-8

lim ) = lim > ’
im X = im — = —=
lim f(x) = x— -8~ x—>—87 X 8
x> -8 lim f(x)= lim (-2m+3)=-2m+3
x— —8%1 x— —8%1
—2m+3=-3; m=%
8 16
Continuidad en x=-4
. ) 27 54 3
lim f(x)= lim (-2m+3)=-2-—+3=—-—+3=——
. _ ) x-—4" xX->—4" 16 16 8
Jim f(x) = 1 1
Jdim ) =t (x-7) = -4
_§:_4_l; n=—=
8 n 29
Continuidad en x=2
y ( 1) 29 45
im((x——)= —_—=—
hn*%f(x) = <{x->2" n 8 8
X— 3 —
fimpx = 2p
2y =35, 43
b=%> P13

. 27 8 45
Luego f es continua en todo R cuando m = o M= P=1

37. Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.
a) f(x)={kx2_3 si.x<4
—x“+10x—13 six =>4
f es continua en x < 4 por ser una funcidn polinémica.
f es continua en x> 4 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=4
1. f(4)=-(4)>+10(4)—-13=11
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lim f(x); lim (kx —3) =4k -3
2. limf(x) =4,. Nl 2 e 2
P lim f(x); lim, (=x2 +10x — 13) = (=(4)* + 10(4) - 13) = 11

7

Para que 3 lirri f(x) los limites laterales han de ser iguales luego, 4k —3 =11, k = |
X

3. f(4) =;1ri—1>1}1 f(x) =11, luego f(x) es continua en x=4 cuando k=§.

1+ |x]six<0
b) )=k  six=0
Ex+lsix>0

f es continua en x < 0 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x> 0 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=0
1. f(0)=k
lim f(x); im A+ |x])=Q+]0))=1
x—0 x—0

. . (3 _ (3 _
lim fG; Jim, (G +1) = (@ +1) =1
Como lim f(x)=1lim f(x); 3 limf(x) =1

x—0 x—-07t x—0
3. Paraque f sea continua f(0) = lirrtl)f(x) =1, luego k =1.
X—

2. }Ci_r)r(l)f(x) =

38. El espacio recorrido por un movil en funcién del tiempo viene dado por la siguiente funcion:

3t? si0<t<?2
e(t) =43t+a si2<t<5
—t24+13t+b si5<t

Determina los valores de a y b, para que la funcidn sea continua en t=2 y t=5.

f es continua en 0 < t < 2 por ser una funcion polindmica.
f es continua en 2 < t < 5 por ser una funcion polinémica.
f es continua en 5 < t por ser una funcién polinémica.
Continuidad en t =2
1. e(2)=32)+a=6+a
lim e(t); t_)zl_im(3t2) =12

. _ t—-27
2. ltgrzle(t) N {lim e(t); limBt+a)=6+a
t-2t t-2%

Para que 3 ltlrrzl e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 6 + a = 12,a = 6

3. Para que e sea continua e(2) =ltin21 e(t)=12,luego e(a) = 6 + a = 12;a = 6, entonces e(t) es
continua cuandoa = 6
Continuidad en t =5
1. e(5)=3t+a=3(05)+6=21
lim e(t); lim (3t + a) = 21
2. lime(t) =1 .. . o oY 2
t-5 t11r§1+ e(t); t111§1+(—t +13t+b) =(—(5)*+13(5)+h) =40+b
Para que 3 ltm; e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 40 + b = 21,b = —19

4. Para que e sea continua e(5) =ltin§ e(t)= 21, luego f es continua cuando b =-19.
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39. Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6€ por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x
unidades cobra:

6x si0 <x <10

c ={
() V600 + ax? six > 10

a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nimero de uni-
dades que se compran.
C escontinuaen 0 < x < 10 por ser una funcion polinémica.
C es continua en x > 10 por ser una funcion irracional con el radicando positivo, sia > 0.
1. C(10) =6(10)=60
xl_%l_ C(x); xl_grs_(6x) =60
lim C(x); lim (V600 + ax?) = v/600 + 100a
x—10 x—10

Para que 3 lirré C(x) los limites laterales han de ser iguales luego,
el

V600 + 100a = 60; (v/600 + 100a)” = (60)? ; 600 + 100a = 3600; a = 30

3. Para que C sea continua C(10) = lil’{lo C(x)=60, luego C es continua cuando a = 30. Entonces
X—

2. lim C(x) =

x—10

el precio varia de forma continua al variar el nimero de unidades que se compran cuando a
=30.
b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “‘'muchisimas’” unidades?

lim C(x) = ;irgo(\/mo +ax?) = ;irgo(\/eoo +30a) =

Cuando se compran muchisimas unidades el precio tiende a .

40. Dada la funcion:
2
3a+3xsix<0
fa)={;5si0<x<1

3 )
— six>1
b-2"%
a) Hallaay b para que la funcion sea continua.

f es continua en x < 0 por ser composicion de funciones continuas.
f es continua en 0 < x < 1 por ser composicidn de funciones continuas.
f es continua en x > 1 por ser composicion de funciones continuas.
Continuidad en x=0
4 4

1. f(O) = m = 5 i i i
lim f(x); lim (3a+37)=3a+30=3a+3 =3a+0
2. lim f(x){*° x=0

x-0 . . . 4 _ i
JEH%“f(x)' xyi?'(2+2x) E

Paraque 3 lim f(x), lim f(x) = lim f(x), entonces 3a = 3, luego a = 2
x—0 x—=0~ x—-0"t 3 9
3. Como f(0) = lirré fx) = g; f es continua cuando a = g
X—

Continuidad en x=1
4

1L fla=f1)= =1

2421
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lim f(x) = 11m (Zfzx) = ﬁ =1

-1
2. limf(x) = * 3 3 3 3 6
x—1 hm fx)= hm (b - x) == E =% =5,
2 2
Para que 3 hmf(x) hm flx) = llm f(x),luego1 = ﬁ b= g

3. Como f(1)= lln} f(x) =1 ,f es continua, cuando b-;
X—
b) Calcula: lim f(x), lim f(x)y lim f(x).
x——00 x—+00 x—0,5

lim f() = lim (3a+3§)=3(§)+3§=1§+1

3

llm fx) = llm (b )77 pp—

6
7

u )=L=1,17

24205

lim f(x) =

x—0,5 x—>0 5 (2+2x

c) Sia=0y b= = > estudia las discontinuidades.

2 2
3a+3§six<0 3x six<O0
4 .
flx) = 2+2xSlO<x<1f(x)_ —oY: si0<sx<1
PR Ssix>1 1_;:—95 x>1

Continuidad en x= 0

1. f(0) = 2+20 =§
2. limf(x) = ,}‘jgl_f(x) = lim (3;) _ OZ
x—0 11m f(x) = hm (2+2x) =1

Por tanto f presenta una dlscontlnuldad no evitable de primera especie de salto infinito

Continuidad en x-1

1. f(D= 2+21 =1
| lenll fx) = h (2:2’5) =1

Jim £() # lim £(x) ; Blimf (x)

Por tanto f presenta una discontinuidad no evitable de primera especie de salto finito

41. La funcién f(x) = { 2x +_3lssllxx<>00

intervalo [—1, 2] y, sin embargo, no tiene ninguna raiz en dicho intervalo, é¢ contradice esto el teorema
de Bolzano?

toma valores de signo contrario en los extremos del
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El teorema de Bolzano dice que si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, b] y en los
extremos del mismo toma valores de signo contrario, entonces existe un punto en el interior de dicho
intervalo en el cual la funcion se anula.

f se encuentra en un intervalo cerrado [—1, 2].

Comprobamos si los extremos toman valores de signo contrario:
f(-1)=2(-1)+3=1

f2)=-(2)*-1=-5

Comprobamos si es continua:

f es continua en x < 0 por ser una funcién polinémica.

f es continua en x > 0 por ser una funcion polinémica.

Continuidad en x=0;
1. f(0)=2(0)+3=3
lim f(x) = lirél_(Zx +3)=3
X—

" — x_)o_
2 MmO =1 4,60 = tim (=22 — 1) = —1
x-07F x—-0%

Como lirgl_ fx) # lirgl+f(x) A lir% f(x)
X— X— X—
3. comod lirré f(x), f presenta una discontinuidad no evitable de primera especie de salto fini-
X—

to.
Luego, esto no contradice el teorema de Bolzano pues la funcion no es continua en x=0 y por tanto en
el intervalo [—1, 2].

42.- Comprueba que la funcién f(x) = —x3 + x? + 2 tiene al menos una raiz en el intervalo [1, 2].

f es continua en [1,2] ya que es una funcién polinédmica, que siempre son continuas.
f(=-13412+2=-1+1+2=2->f(1)>0
f2Q)=-234+22+2=-8+4+2=-2-f(2)<0

Segun el teorema de Bolzano, existe un punto c perteneciente a (1,2), tal que f(c) = 0, es decir, —c3 +
c2+2=0-13c€(1,2)

Por lo tanto, existe al menos una raiz en (1,2).

43.- Demuestra que la funcién f(x) = —2x3 + 3x — 8 corta al eje de abscisas en el intervalo [—2, 2].
3_9+2_
éSe podria decir lo mismo de la funcién g(x) = % ?

f es continua en [—2,2] ya que es una funcion polinédmica, que siempre son continuas.
f(=2)=-2(-2)*+3(-2)—-8=16—-6—-8=2->f(-2)>0
f2Q)=-2-2343-2-8=-16+6—-8=-18->f(2)<0

Segun el teorema de Bolzano, existe un punto c perteneciente a (-2,2), tal que f(c) =0, es decir,
—2c3+3c-8=0-13ce (-22)

Por tanto, f corta al eje de abscisas por lo menos en una ocasion en el intervalo (-2,2)

Hallamos el dominio de g:

x+1=0; x=—-1-Dom:R—{-1}

Como g no es continua en el intervalo [—2,2], no podemos asegurar que corte el eje de abscisas en (-
2,2).

44.- Si f(x) es continua en el intervalo [—3, 2], donde f(—3) < 0y f(2) = 5. é¢Se puede asegurar
que la funcién g(x) = f(x) — 2 tiene al menos un cero en el intervalo [—3,2]?
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La funcidn g es continua en el intervalo [—3,2], debido a que se trata de una funcién continua menos
una funcidn constante.

g(=3)=f(-3)—-2=<0-2=<0-g9(-3)<0

g2)=f2)—-2=5-2=3-92)>0

Segun el teorema de Bolzano, existe un punto c perteneciente a (-3,2), tal que g(c) = 0, es decir, Ic €
(—3,2) donde g tiene un cero.

45.- Dibuja la grafica de una funcidn que se ajuste a las siguientes condiciones:
e ContinuaenR-{-3,1,5,7}
. lim3 f(x) = +oo, lim1 fx)==-2, f1)=0
x—— x—--—
e Discontinuidad de salto finito en x = 5 y de salto infinitoen x = 7

¢ f(-2)=0

o iy il e wa Mo
|
|
___..._Q.__

46.- Dibuja la grafica de una funcién f(x) tal que:
e Domf(x)={xeR/x=>4}
e f(-1)=2,f(0)=1, f(5)=0, f(7)=-5
A0 =3 g fG) =0 Jipfo =4 lip/e=-1

i) = o0 1 f) = =2 /() =0 lim /) = o
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Limites

AUTOEVALUACION

x2-3x+2 six<0

1. Los limites de la funcion f(x) = { a la izquierda de cero y a la dere-
f&) x3—-7x*+3 six>0 q y

cha de cero valen:
lim f(x) = lim (x> —3x+2) =2
xT>0_ _ xT>0_ 3 7 5 3 _ 3
lim f(x) = lim (x* = 7x* + 3) =

c)2y3
X_n2
2. Ellimite lim (33x—+31) vale:
X—00
) 3% — 32 0 ) 3* 32 ) 1 32 1 1
lim () = () = lim (57— 301 ) = Jim (530 ) =30 =3
1
b)g
2 5
3. Ellimite lim (3; :zx+25) vale:
X—00 -
i 3x2+x—5 i 3x? 3
_ | = —_ ] > —
xl—l;{alo x—x2+2 xl—g}o —x2
a) -3
4. Ellimite limﬂvale:
X—00
lim Va—x—4 _ (2) (\/4 x—V4)(VA—x+V4) lim YA=X V4 Vi—x Vi lim
X—00 X T \w x—>oo x(v4 x+\/—) - x—>oox(\/4- x+\/—) x—)oox(v4 x+\/_)
}Eli(vqfi;+v*) 0
a) 0
5. Ellimite llm ;‘ \/Zvale:
x—)
lim Va—x—V4 (9) R m(\/4 x—V4)(Va—x+V4) lim NN — lim — lim
x50 x \o X0 x(Va—x+V4) — x50 x(Va—x+V4) x—»OX(\/4 x+\/_) 30 (Va—x+V4) x+\/_)
-1 1
2E 4
d) -3
4

x3-3x>+a six<3
2x% —1 six >3
xligl_f(x) = xligl_(x3 —3x*+a)=3-33)+a=0+a
lim f(x) = lim (2x?2 —1) =2(3)?-1=17

x—3% x—3%

a debe valor 17 porque para ser continua tiene que existir el limite en 3 y para ello ser los dos limites
iguales.

6. Para que la funcién f(x) = { sea continua “a “ debe valer:

c)17
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Limites

7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
a) lirr% log(x —2) =log(0) = — o0
X

. x2-4 _ (0) _ 2x _
b)}cllrzlx—z _(0)_ ;4

c) lin%\/x —-2=0
X—

d) lin% sin(cos(x —2)) =0
x—

a) f(x) = log(x — 2)
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontaleny = 2.
a) lim log(x —2) =
X— 00
. 2x%2-4 oo
b) lim 2=" = (2) = 2

x—00 X2— S

¢) limvx -2 =0

X—00
d) lim tan(cos(x — 2)) = es divergente
X—>00
2x%—4
x2-2

b)

9. Indica cual de los siguientes limites NO vale 0.

. 2745 . . . ;o
a) lim 2= 0 Comola exponencial es de orden mayor que el polinomio el limite es 0.
X— 00
. 5 5
b) il_f?o Vx—3+Vx+2  oo+om
C) lim VXx—1—Vx+3 _ (2) - lim (Wx—1-vVx+3)(Vx—1+Vx+3) _ im -4 -0
xX—00 x "\ x—00 x(Vx=1+Vx+3) o x—00 X(Vx—1+vVx+3) o
. e*+5 . e¥
d) lim =lim—==1
x—o00 e¥—=5 x—00 %

d)

10. Los puntos de discontinuidad de la funcién g(x) = |x2 — 9| son:

g(x) es el valor absoluto de una funcién polinémica y por tanto siempre continua
¢) ninguno, es una funcion continua.
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