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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Calcula los siguientes limites:

lim2=2

x-0

. _ .1
lim x 5= lim <=0
xX— + X+ 00X
lim t= -1 =1
x>-3x2 (=32 9

lim x° = (—00)5 = —0
X— —0

lim (-7) = -7

X— —0o

2.- Halla los siguientes limites:
a) lim x7 = +o

X— +00 X— —00

b) lim x” = —oo

. 7 — _ ] - =
d) xl—erOQ \/; - *® e) xEToo x7 0
g) lim 7* = +oo h) lim 7* =0
X— +00 X— —00 )
j) lim (v7)" =0 k) lim 7z = 1
xX— —00 X— +00
m) lim x> = 4o n) lim x°>= —oo
X— +00 X— —0 1
0) lim Vx?2 = 4o p) lim —=0
X—> —00 X— 400 X
r) lim 5% = +oo s) lim 5*= 0
X— +00 X— =00
. 1\* . 2
u) lim (—) = +o0 v) lim 4* = +4o0
x— —oo \3 X— +00
3. Halla los siguientes limites:
2 1 2
a) lim P22 lim E= lim x =+
x—+o00 Xx—3 (o] x—+00 X x>+
2 2
b) lim 22 lim £ = lim x=—-o
X——0co X— oo xX——oo X X—>—00
) lim B lim X lim 1_E
¢ X—+oo 3x2 T o x—+oo 3x2 _x—>+oo3 B

Textos Marea Verde

9 lim (2) =0

x— +00 \3

w) lim 4%* = 4oo

xX— —00
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Limites

2 2
. x“+1 [ . X . 1 1
d Ilim =% === lim —=Ilim =z
x——o00 3X ] x—>—00 3X x——00 3 3
. 1-x6 o . —x6 . _xt
e) lim ———=—=1lim —=1lm —=-0o
x—+o0 3x4+2x—-1 (o] x—+00 3x x—+o0 3

. 1—x6 00 . —x6 . —x*
f) lim —S———= —=lim —S=Ilm ——=-»
x——o00 3x“+2x-1 0o 3x xX——00
xX—>—00
1—x4 oo —x*
Iim ————= —=1lim —=1m 1=1
g) x—>+00 —x*+2x2-5 5] -x* xotoo
x—+
. 16 0o . 16
h) lim —=—= lim —=0
x—+00 X—2 0o x—>+00 X
2 2
. . x“—2x+3 0o .
i) lim lim == 1lm -=0

x—>+00 x3-3x2-5 0 x5t X3 xotoo X

j lim =——=—
l) x——00 x3-3x2-5 00 xo—0c0 x3 x—>—00 X

. 1-x*
k lim —————=—
) x—>+oo —x*+2x2-5 o x—>+oo —xt xSt

16

x—>—00 X—2 0o xX——0 X

4. Determina el limite de estas funciones:

a) lim Bx+1)=0w0+1=0
X—+00

b) lim —=—==0
x—>—oco X+1 —oo
¢) lim (x2 —5x+6) = lim (x2) = 4
X—+00 xX—+0o
d) lim B—x+x%—-x3) = lim (—x3) = —=(—x) =
X—>—00 X—>—00
. x—4 _ co—4 _
e) Jim (3-77)=(3-"7) =~
f) lim 2*71 =2 =
X—+00

g tm (9 =) =0

2z 2
h) lim 33x-1=3x=3%=1
X—+00

i) lim (x +3)(2x = 3) = lim (=00)(—00) =+

o 1. X243x-2 o . .,
j) lim ————— =—=Indeterminacion.
xX—+00 ©
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; x24+3x-2 ; x2 .
lim ————= lim == lim x=+4o

X—+00 X x>+ X X—>+ 00
. 3

k) lim V2x3+1

xX—>—00

. 3 . 3 . 3 3 . 3 .
lim V2x3+ 1= lim V2x3= lim ¥Y2Vx3= lim Vx3= lim x=—o0
X——00 xX—>—00 xX—>—00 X——00 xX—>—00
I) lim (—x3+8x2—x+8)=-

X—>+00
m) lim Vvx?2—-3x—2 = lim vx?= lim x=+o

X—+00 X—+00 X—+00

6x—2

n) lim ————=—=Indeterminacion.

x——o00 3x°=7x+1 o0

. 6x—2 . 6x

l —_— = — :0
X——00 3x3-7x+1 x——o0 3x3
U 3x%2-8x+16
f) lim ——— = 4o

xX—+00 35

5-2x+3x? x3 0o
o) lim ———— = Indeterminacion.
X—+00 2x2—-5x—4 o

5—2x43x2%—x3 . —x3

Iim ————— = lim —= lim ———(+oo)——

x—>+00 2x2-5x—4 x—>+00 2X%2  x—>+too 2

5.- Determina los limites de estas funciones:

Vx2+3 (o Vx2 . x 1
a) lim =(=)= lim —= lim —=-=
x—>+00 2x+1 xX—+co 2X x—+00 2X 2
. Zx +x—1 . 2x? . 2x
b) lim ( ) lim 22 lim — = lim —= 4o
x—+00 x2+ x>+ VX2 xoto X x—+o00 1
. Zx +x—1 o 2x . 2x? . 2x
c) lim (—) lim = lim — = lim — = 4o
xX——00 x2+ ) x——oco VX x—>—00 X x——oo0 1
-12x+9 o0 . 2x? . S
d) lim 3 (—)= lim 22 = lim 2 = lim 2x75 =2 = +oo
X—+00 x5+5x e8] xX—>+00 ,/ xX—>+00 X3 xX—>+00 0
Vx+x (oo . x
e) lim (—)= lim £=1=1
x—->+o0o X 0 x—+00 X 1
7x+v3x-2 oo 7x 7
f) 1 —— —=(—=)= lim ==-
xX—+00 2x o xX—+00 2X 2
2x—V6+x [0} . 2x 2
g)lim ———=|—)= lim —=-=1
x—>+oo 2x+4 co x—+00 2X 2
. VaxZ+1+2x 0 . Vx2+2x . x+2x . 3x 3 1
h)lim —————=(—) = lim ——=1 = e
x->- 6x-3 X——00 x x—>—00 6X X——00 6X

6. Calcula los siguientes limites:

-4 — —_— =
o) liny~* = lim 2 = o
b) lim 4x* = o0
X—00
3
c)h m-—z=5= +o0
X2
d) 11m— = lim—— =

-0 5 x—0 5x2
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Limites

)l i O 0
e)lim - =
-0 3 3
. 2x*—3x -1 2x*
im — =00
f)x—wo 3 + 3 X—00 x3
lim —=0
g) im —
h)lim 37* =0
X—00
i) lim 37 =3 =
X——00
- 21*
j) lim H =0
x—oo L3
Olim —5 = lim 2 = lim X
im—=lim—=1lim—=o
)x—>oo1/x2 2 X—00 X2 x—>oox2
D lim ( 2 + 3 ) 2 + 3 0
im = —4—=
x—0 x24+1 x4+ 2 ©
7. Resuelve los siguientes limites.
4x%-1  6x . 24x3-6x .24
a) lim . = — = =0
x—o00 5x x3+1 X—>00 5x4+5x X—00 5x
b) lim x2+45  5x3 . x*+17x2+60 . x* 1
e 172 x2412 7 x50 —10x*4+5x3  xooo—10x* 10
. 2x2+3 . 6x—x2 ) x3+30x2+9x . x2
c)hm( + )=11m—=11m—=oo
X——00 5x 3x X——00 15x x——o0 15

8. Halla los siguientes limites de funciones:
a) lim(x3—12x) = o

X—00
o I = =
c) lim(x? —4x) =
X—00
d) Jim (= 5) = (0= 0 =
e) lim(x —x?) = —o0
X—00

f) lim(2x — 3)* = (00)® = oo
X—00

g) ;im (x3+5x2-3) =

h) lim[(x2+1)2 +4x] =0 + w0 =
X—00

9.- Calcula los siguientes limites:

a) lim [Zx —7x+3] > lim 2x3 =

x>+ X—>+00
. 2 . 2 2
b) lim ———-> lim —===0
x——00 3x2—5x+2 x——o00 3x2 [e9)
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c) lim [4x*—7x+5] > lim 4x* = o
X——00

X——00

d) lim [-3x°> 4+ 2x — 4] - lim (—3x°) =
xX——00

X——00
e) lim [-x?+3x—2] > lim (—x?) = —o
X—+00 x>+
x2—7x+5 2x2
lim ———=— Indet - lim =-1
X—+00 — 2x2+4x 3 x—+00 —2x2
. Vx2+7 Vx2 x 1
g) lim =—Indet—> lim = - lim w3
x—+c0 2X x—+oco 2X x—>+002x
3 3x212
xX*—=3x4+2
h) lim ——=—= =2 Indet - lim lim = = lim = = Yoo = o
)x—>—oo 3\/4.xZ+5 xX—— 003\/ x——00 4x2 X——00
\/_+3
i) lim Indet - lim =
)x—>+oo V2x— x—+o00 V2 x—)+oo 2x
. 3x5-2x+1 3x5 .
) — = Indet - lim — = lim 2= -
x——co 7x%*—2x x——00 7X x——0o0 7
; —x%-5x+1 —x? . -1 -1
k) lim S ——Indet—> lim — = lim —=—=0
x—+00 2x°-3 X—+o0 2x3 xX—+00 2X 200
-2 . -2 2
[) lim = lim —=—=0
x——00 1—x3 X——00 —x3 —00
10. Calcula los siguientes limites.
. x2-1 1+2x2
a) lim (—— =00 —
x—+00 x 2x-1
. x2—-1 1+2x? . x2-1)(2x—1)|-[(1+2x2)(x)
lim (___): lim ([( ) 1-[( ) ]):
x—>+00 x 2x—1 x—+00 (x)(2x-1)
) 2x3—x%2-2x+1-x—2x3 . —x2%2-3x+1 . —x2 -1
= lim == lim [————)= lim (—=)=—
xX—+00 2x2%—x X—+00 2x2—x x—+oo \2x2 2

b) lim (VaZ —2x—x) =0 —
x—+00

7 5o (\/x2—2x—x)(\/x2—2x+x))
xl—l)l-l‘{loo( x zx X) - xl—l>I-Poo( («/ﬁm)

Il

T_.

8
/\

(\/x2 2x) —(x)?
(Vx2-2x+x)

+ oo
—2x
= lim (222X lim 2 = lim x_ =
X—>+00 (\/x2 2x+x) T Xt (Vx2-2x+x) X—>+00 \/x2—2X+£
X X

lim 2 lim [ —%— | == lim 2 =—2 _=-2-_4

x—+00 x2-2x x—+00 x2 2x x—>+00 2 V1+0+1 2
> +1 —5— 2+1 1+;+1
x x2 x

c) li!}l (Zx —-v1+ 4x) = oo Elorden de 2x es mayor que el de vV4x
X—>+00

d) lim (\/9x2 +3x—3x) =0 — o
lim (mx _ 3x) — lim <(\/9x2+3x—3x)(\/9x2+3x+3x)) _

X—+00 xX—+00 (v9x2+3x+3x)
3x
9x2+3x—9x2 . 3x . <
11 llm —_—— | = llm —_—
X—>+00 (v9x2+3x+3x) T x5+oo (V9x2+3x+3x) X—+00 9x2+3x+3_x
X X
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. 3 . 3 . 3 3 3 3 1

=lim|—|=1lim|—|=lim|— | ==——=—====

x—>+00 9x24+3x x—+00 9x2 3x xX—+00 3 Vv9+0+3 3+3 6 2
—z 3 FZRP AL Ityt3

e) xl_i>l_noo(x —VxZ —4x)=—00— 00 = —

f) lim (x+Vx2 —4x) = —0 + o
llm (x + Vx? — 4x) = llm (—x + \/(—x)z — 4(—x)) = Jli_{{)lo(\/xz + 4x — x) =

X—>—00
— lim <(\/x2+4x—x)(\/x2+4x+x)> — lim (\/x2+4x)2—(x)2 — lim <(x2+4x)—x2> _
T xo (Vx2+4x+x) T xooo \ (VaZrax+x) | x—oo \(VxZrax+x))
= lim () = Jim () = Jim (25) = 4 =2 =2
X—00 ( 2+4x+x) o X—00 (\/97+x) _x—>oo x+x) 141 2
11. Calcula los siguientes limites:
2x-1 . 1), _ . 2x—1
a) lim (1 +l) =1% calculamos exErPoo(Hx 1)q@x-1) _ exﬂinoo( ) = e?
X—+00 X
6x+2 . 3 —18x+6
X—+00
3x+2 . . 3x+2 3
C) lim (2 - 4X—1) = 100,' exl—l’glw(z_ )-(3x+2) = exl—1>£-noo( 4x ) = eZ
X——00 4x
3x+1 . X . —9x+3
d) lim (L) = 100; exl_l)l_noo(m—l)-(3x+1) = exl—l>r—noo( x+3 ) = 6_9
x—>—00 \X+

2 x-1 . (x2+1_ ) B L (x=1
e) lim (x +1) = 100; exlll"pw x2 1) 61 = exl—1>IJ;noo( xZ) =e0 =1

X—+00 x2
2 x+6 . (xZ—x+2_ ) (—x2—5x+6)
f) lim (%) = 100; exl—lgl—noo x2+1 1 (x+6) l_1>+°° x2+1 —e1
X—>+00 X

2
2_ i X714 (L i 2
g) lim (x 1)2x — 100; exl—l>r—noo(x2+1 1) (Zx) — exlll—noo( 2(x3+x)) — eo =1

1-— %)1—35 = 1 exEan(l_;_l)'(l_x) _ ex1—i>r_n°o(2xx_2) _ 2

12. Calcula los siguientes limites:

a) lim [\/x2 + 2x — x] = o0 — oo Indeterminacion
X—00

. Vx2+2x+x (VxZ+2x—x) - (Vx2+2x+x) x%+2x—x2
N ) L YXTHZXx _
ill?o [( x% +2x — x) Vx2+2x+x] x—»oo [ Vx2+2x+x 9£—>oo(\/x2+2x+x

. 2x . 2
= lim(—=—) = lim(——=—) = 775 =
.X'( 1+;+1) ( 1+}+1)
, x3+27 -33 +27 _
b) llm[ > ] o Indetermmauon
x——-3 L x4-9 —34-9
i [x3+27] [(x+3)(x —3x+32)] i [x —3x+32] -32-3.(-3)+32 27 _ -9
x—»—3 L x%2-9 x_> 3 (x—3)(x+3) x_> 3 x—3 -3-3 -6 2
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. 2 3 2 3

c) llm[2 ——]=———=0—O=O
x—oo Lx“+1 x+2 o] [e]

[2x4—3x—1
x3+43

d) lim

X—00

] = oo ya que grado del numerador > grado del denominador

13. Calcula los siguientes limites:
a)limx+4%) =0+4° =0+ 0=0w
X—00
-1

. 3x2-5\% . .,
b) lim ( ) = 1% — Indeterminacién
x—00 \3X2+Xx

i 9(0) — ,Jim g-F0-1]
Jim [£ ()] e

Calculamos f(x) — 1 - (3X2_5) — —X=5

3x%2+x 3x%2+x
) _ —5x%2—x3+45+x
3x2+x 3x2+x

Calculamos g(x) - [f(x) — 1] » (x> — 1) - (

x“=1 . —5x2—x3+5+x
. 3x2—5 lim ————— —
hm (3x2+x) = @x—>0 3x2+x =e ® = 0

X—00

1-x
¢) lim (1 — i) = (1)® - Indeterminacién

X——00
lim (1—x)~(1+3—1) lim a-x-2 lim =% -2
e x——00 X = @x—->—0 X = @x—->—0 X = e
x2-2x+2 X =3x 1\®
d) lim (Z22) = (3) =
X——00 \2X“+3X—2 2
e) lim (x + 37*) = —o0 4+ o0 — Indeterminacion
X——00

Cambiamos x por — x; X & —00, —X — 00

lim (—x +37(9) = llm(3x—x) = lim 3* = o

X—00 X—00
. YXHVX o . ., Vx+Vx X
f) )ll_)r{.lo il o6 Indeterminacion )11_)1‘{)10 N il_)rgf 1
\/4x2—5—(2x—3))~\/4x2—5+(2x—3)
Va2 —5 - _ i ¢ _
9) lim|V4x (2x =3)] = 0 0 = lim Va7 —5+(2%-3) =
(Vax2- ) -(2x-3)%2 4x2-5-4x%+12x-9 _ . 12x-14 x(—ﬁ+12)

lim = lim = lim ——— = lim ——*—<
x>0  VaxZ—5+(2x-3) x>0 V4xZ—5+(2x-3) x—00 VAxZ—5+(2x-3) x_mox( f4_i+2_§>
x2 x

)}i_)rglo(—%+12) _ ng—glo(__)_i- lim (12) —14-0+12

1im< /4—%+2—§) lim( /4——2>+2—1im (2) VvATS0EmI0
X—00 X X X—>00 X X—00 \X.

14- Calcula los siguientes Iimites

a) llm— Vx24+1= —-+Vw2+4+1=0-0 Indeterminacién
xX—00 X
2Vx2+1 0 . L,
-Multiplicamos los términos lim —— = — Indeterminacion
x—oo X+1 00
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lim 4— =4, luego el limite es 2.
X—00 x

lim = lim

x—o0o X X—00 X

Wiz . <2\/97>2:

b) lim v9x2 + 2x —3 — 3x = o — o0 Indeterminacién

X—00
lim (Vox2+2x-3-3x)(VOx2+2x—3+3x) _ — lim 9x%+2x-3-9x% _ lim 2x-3 = lim -2*_=2%2_1
Xx—00 V9x2+2x—-3+3x X—00 VoxZ+2x—3+3x x—00 Vox2+2x-3+3x x> 3x+3x 6 3

c) lim Vx-(Wx+3-+x) = lim (Vx% + 3x —/x) = 00 — 0 Indeterminacion

(\/x2+3x x)(\/x2+3x+x) . x2+3x—x? . 3x . 3x 3
lim im———= lim =—= lim == =
x—00 Vx2+3x+x x—>00 Vx2+3x+x x—>00 VX2+x x—00 2X 2
2 2
. X“+2 x“+1 . .,
d)lim————= o0 — o Indeterminacién
X—00 x+1 x
x%+2)x—(x%+1)(x+1 . xX3+2x—x3-x2—-x—-1 . =x%+x-1
li ( )x=( Jx+l) lim = lim ——=-1
X—00 (x+1)x X—00 (x+1)x x—ooo (x+1)x
2
. 2x2-6x ]2 .,
e) lim 2—] = 1° Indeterminacion
x—oo L2x4—x-5
li x? ( 2x%-6x . x? 2x%—6x—2x%+X+5 . —5x345x2 -5
Doz \2a2—x=s = m 2 _x— = N 22x2—x=5) — pa
ex—o = ex—>w2 2x2-x—5 = ex ( ) = e 4
. [4-3x]*73 L
f) lim ] 1% Indeterminacién
x—oo L5-3
, 4-3x—5+3x —x43 -1 1
hm n,(x=3) (5 3x D _ e}l_)r&(x Do ) = ero%5-3x = @3 = e3

15. Determina los limites de estas funciones:

X +1 0 . .. x+1 . 1 /x+1 1
a) lim = - Indeterminacién; lim = lim -|—) =-
X—o— 13 +3 0 x——1 3X+3 x—>—13 x+1 3
2x2 +2x 0 . .. 2(x+1)x 2
b) 1 = — Indeterminacion ; lim 2240x 2
50 x2-3x 0 x—0 (X—3)x 3
v25-x* x> 0 . ., . V5—x/5+x . 5+x V10
¢) lim - Indeterminacién ; lim————— =lim =— =0
X—5 X-— 5 0 X—5 —(5—X) X—5 —V5—X 0
2x2-18 _ 0 . ./ . x2— 1
d)l —=— = - Indeterminacion ; lim2{——=]=lim 2(x2-9)2=0
-3 VX 0 X—3 (x2— 9)2 Xx—3
16. Determina los Iimites de estas funciones:
—x—2 x—2)(x+1 3 3
a) 11 2— = - Indetermmaczon lim M ===
—2 2x°=3x-2 x—-2 2(x— 2)(x+—) 2: 5
x%2—x-2 0
b) lim ———=—=0
) x—>—12x%-3x-2 -3
x345x24+6x 0 . .y x=2)(x+3)x -2
c) li l _— = Indetermmaaon ; lim am2)(xt3)x =—;
2x3+x2 8x—12 x—-2 (x=2)- (x+2)2 0
lim f(x) = —_ = o0 lim f(x) = —+ = —oo; No existe el limite
Y 2- x—»>-2% 0
x34+5x24+6x 0
d l - =—=0
) 3x3+x2 -8x—-12 -6

17.- Calcula estos limites:
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Limites

2 -2 -
x“—=2x+1 27)°—(2-27)+1 1
27)=( )

a) lim - - -1
x—2— x=3 2--3 -1
x2-2x+1 2t)2—(22H)+1 1
b) I, 3 _)()z‘f(s) _)_1_)_1
x—2 xX— - -
x2-2x+1 (37)2—=(2:37)+1 4
c) li . - e - — > —00
x—3~  X— - -
x%-2x+1 BH2-(2:3H)+1 4
d) i - - — > 400
x—>3+ x-3 3t-3 o+
x—3 -17-3 -4
e) S — -1
x->—1" (x—-1) (=17-1) 4
. x-3 -1*t-3 -4
f) 1m+( 1)2 - ( o+ 1)2 e d T - —1
x—>—1+ (x— —-1t-
. x%+x-6 0 , Ly
g) lim ————— — - Indeterminacién
x—2— x3—-x2-8x+12 0
x%+x—6 0 . ..
h) im ————— — - Indeterminacion
x—2+ x3—x2-8x+12 0
Descomponemos factorialmente
. x%+x-6 . L3 e—2) . 1 1 1
lim—F—=lim—————=lim——> ——> - > t®
x—2 x3—x2-8x+12  xo2 e+3)x=2(x—2)  x-2x-2 2-2 0
1 1 1
gl lim— —->—=—-
xX-2" X—2 272 0~
1 1
h) lim —- — = +00

18.- Calcula los siguientes limites:

. x%-3 32-3 6
a) lim— -» — -

x—3 X+2 3+2 5
b)

x%-3

1
m - =-> to0
x->=2 X+2 0 -
x?-3  (-27)%-3 1
- - — > —00
x->=2" x+2 —-27+2 (V)
2 +32
x2-3 -2%)2-3

1 (=) — = +00

x—>—2+ x+2 —2t+2 ot

lim — - > — > —00
x—0~ Sinx sin0~ (Vi

. 1 1
lim

- - — - — — 400
x—0t sinx sinot ot

19. Calcula los siguientes limites:
. x3-1 1-1 0
a)lim—=———= = - - Indet.
x—1x°+2x<-3x 1+2-3 0

- Hacemos descomposicién factorial:
3-1-@x-Dx*+x+1)
x34+2x2 —3x - x(x — 1)(x + 3)

L (mD(PHx+1) e (RP+xtl) 14141 3

x-1 x(x—1)(x+3)  x->1 x(x+3) 14 4
2

b) lim =2 =2 = Indet.

x—0 x3-2x2-x 0
- Hacemos descomposicion factorial:

x2+x-ox(x+1)
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Limites

3_2x2—x-ox(x—1D(x-1)
x(x+1) T (x+1) _1_

x50 x(x-1)(x-1) x50 (x-1)(x-1) 1

x%-9 9-9 0
¢) lim 11 = = - = Indet.
35x2-13x—6  45-39—6 0

- Hacemos descomposicion factorial:
-9 (x+3)(x—3)
5x2—13x — 6 - (5x + 2)(x — 3)
(x+3)(x-3) _ . (x+3) _ 6
x>3 (5x+2)(x—3)  x—o3 (5x+2) 17

d) lim 2= =11 = % = Indet.

xX—— 1x3+1 —1+1
- Hacemos descomposicién factorial:

o1l (X + D+ D(x—1)
B+1-o@x+DE2—-x+1)

D)+ (=1 L P+ (x-1) _ A+1)(-1-1) _ 2:(=2) _ —4
xo—1 (x+1)(x2-x+1)  xo>-1 (x%-x+1)  (1+1+1) 3 3
4-3x2 0
e) 11 —— = — = Indet.
>0 X“+x 0

- Hacemos descomposicion factorial:
—3x%2 > x?(x2-3)
x2+x > x(x+1)
x*(x*=3) _ . x(x®-3) _ 0 _ 0

x50 x(x+1) x50 (x+1) 1

—-5x+6 _ 4-10+6 _ 0
) h 2x2 —ax+4  4-8+4 0 Indet.
- Hacemos descomposicion factorial:
x2=5x+6- (x—2)(x—23)
—4x+4—>(x—2)(x—2)

m (x—2)(x-3) _ — lim &2 (x— 3) =+
x—2 (x—2)(x—2) x—2 (x— 2) 0
Vi-x ﬂ _1_
9 }c—>0 2% "0 o I®
-1 1-1 0 0
h)hl\/_l E—E—a—h’ldet.

- Hacemos descomposicién factorial:
Z_1-5@x+Dx-1
- Como Vx — 1 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada:

(D (x-1) g (e D (e-Dx+1) (x+1)(x—-1)Wx+1)
I I e MM e MG DO+ D =224

‘/_2 VBB 0 Indet.
3 xX4-9 9-9 0

- Hacemos descomposicién factorial:
—-9->x+3)(x—3)
- Como vx — /3 no se puede descomponer multiplicamos por su expresién conjugada:

l)l
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Limites

(Vx—V3) Wx+V3) _ .. (x+3) . 1 _ 1 11

x—3 (X+3)(x=3)(VX+V3)  x-3 (x+3)(x=3)(Vx+V3) }}L‘% (x+3)(Wx+V3)  6(V3+V3) 62V3 123

3—V5+x _ 3—/9 _ 3-3 _

0
Dl ch—>42 VB—x  2-V& 2-2 o — Indet.
lim (B3—=v5+x)(3+V5+x) __ — lim 9-5—x — lim 4—x =%~ Indet
x4 (2—8—x)(3+V5+x) x_>4 2—V8—x)(3+V5+x) x_>4 (2—V8—x)(3+V5+x) 0 '
li (4—-x)(2+V8-x) = i (4-x)(2+v8—x) __ (4-x)(2+v8—x) __
] (2—V8—x)(2+V8—x)(3+V5+x) s (4-8+x)(3+V5+x) x‘E} (-4+x)(3+V5+x)
lim 4=R0CHVEX) oy Ve 4 2
xo4 —(4-x)(3+V5+x)  x—>a—-(3+V5+x) -6 3
k) lim 2224 _ 2 1 g
x—0 x“+x 0
lim (272 (V2=x)’-(V2#x)" _ I —2x ~ lim -2
200 AR (VZoa V2 77) | 20 GE A0 (V2aVZt%) | 20 XA D(VZx V2 Tx) | 200 A D (V2—x V2T
-2 __2 __1
T V2zw2 T 22 V2
Vx+2-2
I)l im r > ——Ind

lim (Vx+2-2)(vVx+2 +2) im (Vx+2)%- — lim x—2 — lim (x—2)(V2x+2) _
x-2 (V2x-2)(Wx+2+2) x-2 (V2x- 2)(\/x+ +2)  x-2 (V2x—-2)(Vx+2+2)  x-2 (V2x-2)(Vx+2+2)(V2x+2)

(x-2)(V2x+2) — lim (x-2)(V2x+2) lim (x-2)(V2x+2) _ — lim (V2x+2) _ 2v2+2 _ Y21

}cllg (\/F+2)(\/ﬂ - ) x1_>2 (Wx+2+2)(2x—4)  xo2 (Vx+2+2)2(x-2)  x-o22(/x+2+2) 8 4
Vx+9-3 _ 0

m) li lx_>o Vat16-4 Blnd

. (Vx+9-3)(Vx+9+3)(Vx+16+4) .. (Vx+92—9)(\’x+16+4) . x(Vx+16+4) (Vx+16+4) 8 _

lim = lim = lim———— = lim~——= -

x-0 (Vx+16—4)(Vx+16+4)(Vx+9+3) xeo(mz—m)(\/mﬂ) x-0 x(Vx+9+3)  x—0 (Va+9+3) 6 3

)i Va—T+Vx+1 _ g -1
n xl_l}il Vxri—vx—1 vZ

. Vx2+5-3 0
) !cl—>2 Vx¥7-3 =gind
1y (B3 (Va5 43) (VA 743) ) (VAZH5° ~9)(VaF7+3) _
x-2 (Vx¥7-3)(Vx+7+3)(VaZ+5+3) x-2 (mz_g)(m+3) B
li x2-4(Vx+7+3) .. (x=2)(x+2)(Vx+7+3) . (x+2)(Vx+7+3) _ 24
ot (x—2)(\/x2+5+3)_x1£2 (x—2)(VxZ+5+3) =om (Vx2+5+3) 6

20. Calcula los siguientes limites:

2_ 2_
a) lim x +27 —Ind lim (x+3)(x?-3X+9) _ lim (*-3X+9) _ _ 27
x——3 x—>-3 (x+3)(x-3) x—-3 x-3 6
b) lim f" 2 —2Ind
-1~ x4-2x+1 0
2x2-2 .. 2(x+1)(x-1) Loo2(x+l) 4
xll)r x2 2x+1 xo1— (x=1)(x-1) xl_>1— x-1 0~ @
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Limites

¢) lim x2-4  x2+4 . (e+2)(x—2)(x2+4) .. (x+2)(x%+4) 48 32 16
¥o2 x+1  x2-2x  xo2  (x+D(x-2)x  xo2 (x+Dx 6
2x%2-2
d)lim —=- Ind
) 1+x2 2x+1
2x2-2 . 2(x+1)(x- D _ iy 204D 4 Lo
X1t X2=2x+1 xo1t (x-1)(x—1) T o1t x—-1 ot

21.- Calcula los siguientes limites:

2 2 2 2
. X“+1 2 X“+1 . X“+1 +1
a) lim ==--1] = —oo; lim =+ —» ZAlim>
x-1 X—1 0 x—1" x—1 x—>1+ x—1 x—>1 x—1
. 2+X 2 . 2+X 2+X +X
b) im— =-- lim — =+ 11m—2—+00—>11m—2—+
x>0 X2 0 x>0~ X ' x>0t X x>0 X
. X+5 8 . X+5 X+5 X+5
c) hm =-- lim = +o00; lim = 400 = lim = 400
-3 1x=3] 0 x—37% [x=3| x—3~ [x-3| x—-3 [x-3|

d) hm [X - 1] 2 =1% - eX—>2(X 2)((X D= 1) >l<1—13(3;—26) = ex—>z(3§<X—22)) = e3

= . x \(x3+4 x(x2— Xz) 1
e) lim |= +4]X 1% e)lgri(x—l)( x+a 1) — A GDErn 1)(x+4) = eiﬂ(x% = e5
X+4

x-1
oo [x+2 ox-27] _ (x+2)(x+1)—(x—2)] (x +2x+4)]
f) }(1—r>r11 [x—l (x2 1] _)Oo ® = }(l—>1([ (x— 1))(x+1) - x—>1 ((x 1)(x+)1) -
X2 4+2x+4 X2 42x+4 X2 4+2x+4 X+2 X—2
_xl_r>r11 (x2-1) ] xllgl[ (x2-1) ] +oo; x—>1‘[ (x2-1) ]_ I ﬂ}(lirll [H_xz—l]
) li V2x—4 _9_) li \/ZX 4 V2x-4 _ li 2(x-2) _ 2 _ +o0
g XE% x- 2 0 Xirzn+ x=2 V2x=4 xo2+ (x=2)V2x—4 0t
[} . x?-1 .(\/x+3+2) . (x+1)(x-1)(Vx+3+2) _
h)}(l_r}%\/Fz 0—>}(1_I)1}m2 (\/FH)_L]—I}} — —hm(x+1)(\/x+ +2) 8
2 xX%+2x _0 . x(2x+4) 2x+4 . 2x+4] .
')L“% 3 3 ]_0_)}(%0[3)(2 ]_ x—>0—[ ] +oo; XILI(I)l+ 3x2]_+oo’
. 2 x%42x
}(1_{% [x_3 3 ]_OO'O

3x 3x . 15X . 15X
j) [SX_Z] = [SX = 100 - e hm (3X)(5x+3 1) = e)}l—glo(_sx+3) = E)}l—glo(_g) = e_3
x—o00 L5X+3 X—)oo

1 1
k) Lim [x—z (-wa)| =0
171 T 1 [ xX"+2-x-2 _ x(x—-1) — (x-1)
}(l_n;) x2 (x+2 x2+2)] - LI_I}(} x2 ((x+2)(x2+2))] T x50 X2(x+2)(x2+2)  x—-0 X(X+2)(x2+2)

(x-1) . . (x-1) 171 1
X_,r(§1+ X(x+2)(x2+2) e Xll,%l— X(x+2)(x2+2) =*= ﬂ;{l_l)lgl x2 (x+2 X2+2)]

22.- Calcula los siguientes limites:

a) lim (LXS) _ 0, jm [FOZ0&EHx+D) —X)(2+x+1) _
x-1 m x—1 (1-x)(x+1)

. 2+1Inx X—1 _ (2 _ (3 _

b) XILIE (3+lnx2) - (3) B (2) =+

23.- Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos

que se indican
lim f(x) = 11m 1 (2x—2) =4
_(2x—2,x<3 _ : X—3~
a) f(x) = { 2x x>3 €NX= 3 - lim fx) 11r§1+ f(x) — hI§l+ 2x =6
X— X—

Como lim f(x) # lim f(x), no existe lim f(x) en x=3
X—3~ x—-3% X—3
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Limites

lim f(x) = hm 1 (x> +3x—1)=3

X—-1"

_(x2+43x-1,x<1
b) f(x)_{ 1r}1+f(x)_1n{1+(x+2)_3
X— X—

x+2, x=>1

Como lim f(x) = lim f(x), existe lim f(x) = 3 en x=1
x—1" x-1% X—3

en x=1 - limf(x)
X—1

24. — Halla el valor de los siguientes limites:

3
. 3x—2  309-2 -1
lim 54— = 2 = 3
x—)+ooz§+2 + ) .
1 1 +oo
3x 4x . 3% 3N\x 3
hm _ = 11m+ = lim (—) = (—) =0
x=0% 4x+3x 2 *-0% .z x-0% \4 ) 4
2
) 4x+3x +1 . 4x . 42\x 8 \~%® 125\
lim —=lim 5= lim (=) =(— =|l—) =

L L t \53
x—0 5¥-3+2x x->07 g% x0T \5 125 8

. 2%-2x%+3 . —2x? .
lim —4—— = lim = lim x = 4+
X>+®0 3% _3_ oy x—>+00 —2X x—+00

25. — Calcula el valor de los siguientes limites:

\/W—z; . V3%247-4 0
A) lim———-> lim———=-
x-3 2—x+1 x—3 2-3+1 0
i T (EZ744) (o) a2 lim X718
x—3 (—x+3)(\/T+4) x—3 (—x+3)(\/m+4) x—3 (—x+3)(\/m+4)
> lim x%-9 > lim (x4+3)(x-3) > lim (x4+3)(x=3) N 343 _ 9
A Yo x+3)(x/T+4) x_>3( x+3)(m+4) x_>3 —(x-3)(Vx2+7+4)  —(V3%+7+4) -8
2%X—4 -4
B) h 222x 52244 E }}l‘% (2%- 4)(2x 1) }}l‘% 2X—1 §

3x—1six<0
26.-Dada la funcionf(x)={ 0 six=0

2x+5 six>0
Para x< 0 f es continua al ser una funcién polinémica
Para x> 0 f es continua al ser una funcién polinémica

En x=2

lim f(x) =lim(2x+5) =9
xX—2 xX—2

En x=0~

lim f(x) = lim(3x—1) = -1
x—-0~ x—-0~

En x=07

xll,r(?+ fx) = xll)r(r)1+(2x +5)=5
En x=-3

lim f(x) = lim (3x—-1)=-1
xX—-3 xX—-3

x=0

f(0)=0

llm flx) = llm (2x+5)=5
}cl—%f(x) - hm flx) = 11m 1 (3x—1) = —
Para que ex1sta lm(l) f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
xX—

limite cuando x=0
La funcidn tiene una discontinuidad inevitable de 1? especie de salto finito
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Limites

27. - Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

Z_1six<2
A ) = {x <
AC)) x+2 six>2
Para x<2 f es continua al ser una funcion polindmica

Para x>2 f es continua al ser una funcion polindmica
Estudiamos continuidad en x=2 y x=-2

En x=2
f(2)=22—-1=3

e f < (RS = lin 67 1) =3
Hm FO) =1 Fo) = lim(x+2)=4
x—-2% x—-2%
Para que exista Ll{g f(x), los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el

limite cuando x=2
La funcidén tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.

x2+1six<2
B) f(x) ={2x—1 si2<x<4
5six>4
Para x< 2 f es continua al ser una funcion polindmica
Para 2< x < 4 f es continua al ser una funcién polindmica
Para x> 4 f es continua al ser una funcién constante.
Estudiamos continuidad en x=2 y en x=4

En x=2
f(2)=2-2-1=3
lim f(x) = lim (x2+1) =5

lim(f) = {x_—a- X2
x—2 lim f(x) = lim(2x—1) =3

x—27F x—-27F
Para que exista, los limites laterales han de ser iguales, por lo tanto, al no ser iguales no existe el limite
X—2
La funcién tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito

En x=4
f(4)=5

lim f(x) = lim(2x—-1) =7
}Cl_l;f}}f(X) — {x—ﬂ} x4

lim f(x) =1lim 5=5

x—>4+f( ) x—4%

Para que exista lirr}} f(x) los limites laterales han de ser iguales por tanto al no ser iguales no existe el
X—

l[imite cuando x=4

La funcion tiene una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito
28. — Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:
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Limites

En x= -6 tiene una discontinuidad de 1? especie de salto infinito.
En x= -2 tiene una discontinuidad de 1? especie de salto finito.
En x= 7 tiene una discontinuidad de 1* especie de salto infinito.

29. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.
5

- i <

x:2—4 six<?2 x—5 si x<0
a)f(x)=3x—2 si 2<x<4 b)alx)Vx+1 si 0<x<3

5 si x>4 % si x>3

a)

Continuidad en x=2

19.f(2)=2-2=0
lim f(x) = lim(x*-4)=0
22, limf(x) = {x_’z X2

i 1) = Jim =2 =0
Como lim f(x) = lim f(x) =0, limf(x) =0
X2~ x-27% X2
32, Como f(2) =0 = lirr21 f(x), fes continuaenx = 2
X—
Continuidad en x=4
12. f(4)=4-2=2
lim f(x) = lim(x —2) =2
. li??}f(x) — x—4 x—4
x—

RSO =G =3

10

N
10

10

32, Como lim f(x) # lim f(x); A lim f(x), la funcién no es continua en x = 4
X4~ x—47+ X4

Presenta una discontinuidad inevitable de la 12 especie de salto finito.
b)

Continuidad en x=0

- __
12. g(0) =55 1
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Limites

lim g(x) = llm (xss) =-1

22, limg(x) =3*°
-0 — x=5 e
x le glx) = xli0+\/m_ 5

Como lirgl_ g(x) # 11151+ g(x), no existe lirr& g(x),,porlo que g(x)presenta una discontinuidad
X—> X— X—

inevitable de 12 especie de salto finito en x = 0.

Continuidad en x=3

12, g(3) = === -
-5
2o, Lim xlir3n g(x) llm " =-1
: -3 _0 —
x llm glx) = llrsp+ = 2

Como llrél_g(x);tllrg1+g(x),noexiste limg(x), por lo que g(x) no es continua y tiene
xX— xX— x—-3

discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito en x=3.

30. Estudia la continuidad de las funciones.

x+1
a)f(x) = Ztx
Dominio, X2 +x#0
2 _ _ x1 = 0
X +x—0—>x(x+1)—0{x2 -1

Dom = R — {0, —1}

li = === 1 f ti =0
= = — = = 0.

im — > ,por lo que f no es continua en x

Discontinuidad no evitable de 12 especie de salto infinito.

oo x+1 -1+1 L )
ler£11x2 v —D2-1 =3= Indeterminacion (hay que factorizar)
. x+1 1 1
xlglll x(x+1) ximlx —1 =-1

Como no existe f(-1) pero si el limite, discontinuidad evitable

1 si xeZ
b)f(x)={0 Si x¢&Z

limf(x) =1 lim f(x)=0
xX—Z X-XEZ

limf(x) =1+ liné f(x) = 0, fno es continua. Presenta una discontinuidad evitable de salto finito.
X—Z XOXEZ

o f(x) = |x— 3|

_(x—3 si x>3
f(x)_{—x+3 si x<3
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“ Limites

12, Continuidad en x=3
f(3)=3-3=0

o oy [ TC) = Jim x4 3 =0
Como )}L%‘- f(x) = Xll)rgn+ f(x) =0, }(1_r)r§ f(x)=0

32, Como lin; f(x) = f(3) = 0, la funcién es continua en x = 3
X—

1
d) f(x) = {Bx s.i x€R
0 si x=0

12. f(0) =0
1 1
lim f(x) = lim (Bx) =30=3%=—o00
20, lir% flx) ={*"° x=0 1 1
x= i = i ; = ) = o =
lip () = g, (35) = 30 =37 =
Como lim f(x)
X—0"
# lim f(x)
x—-07F
# f(0), la funcién presenta una discontinuidad no evitable de 12 especie de salto
infinito.
x*—1 si x<2
x) = =
&) /(%) {x+1 si x>2
19 f(2)=2%2-1=3

lirél_f(x) = lirgl_(x2 -1)=22-1=3
2 1j = x> x=
22 ImFO) ="l fo0) = lim (x4 1) =241 =3
x—2% x—-2%
39, lirgl_ f(x) = lirglJr f(x) = 3, existe lirrzl f(x) = f(2), por lo que la funcion es continua en x = 3
X— X X—

31. Estudia la continuidad de la funcién f(x) = %en el intervalo (2, 5).

1
feo =<

Dom f(x) = R — {0}, como 0 no pertenece al intervalo , f(x) es continua en (2, 5).

32. — Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

_(x+1six<-1
a) f(x) = {xz —3six>—-1
Continuidad en x=-1
1-f(-1)=0

2- lim f(x)= lim (x+1)=0 lim f(x) = lim (x? +3x) = -2
x—>—1" x—->—1" x—>—1% x—>—1%
Como lin}_f(x) * lin}+f(x), f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
xX—>— xX—>—

primera especie de salto finito.
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Limites

3x—2six< -1
b) f(x) ={x?+4x—1si —1<x<?2
x+1lsix > 2
Continuidad en x=-1

1-f(-1) =—-4
2- lim f(x)= lim (3x—2) =-5 lim f(x)= lim (x?+4x—1)=—4
x—>—1" x—>—1" x—->—1% x—->—1%
Como lin}_f(x) * lin}+f(x) f no es continua en x=-1. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.

Continuidad en x=2

1.-f(2) =11

2- lim f(x) = lim (x> +4x—1) =11 lim f(x) = lim (x +11) = 13

x—>27 x—>27 x—27F x—-27F
Como lir?_f(x) * lirg)rf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
X— X—

primera especie de salto finito.
2 six<0
x—4

o)f(x) =¢x—1si0<x<3
L six>3
x-3

Continuidad en x=0

1.- f(0) no estd definido.

. . . . 4 .
2.- Jl%l+f(x) = xll)r(l)1+(x -1)=-1 xll)l(l)l_ f(x) = ;}L%l—ﬁ = —1 Portanto chl_r)%f(x) =-1
No es continua, presenta una discontinuidad evitable.
Continuidad en x=3
1-f(3) =2
: . 1= . — i L
2.l fey=lipx-1=2 Jim ()= lip = o0
3.-

Como uno de los limites laterales es infinito, f no es continua en x=3. Presenta una discontinuidad no
evitable de primera especie de salto infinito.

—2six< -2
df(x) ={—x*+4si—-2<x<2
2six>2
Continuidad en x=-2

1.-f(-2)=0
2- lim f(x)= lim (-2)=-2 lim f(x)= lim (-x2+4)=0
x—>—2" x—>—2" x——2% x—>—2%
Como lirr%_f(x) * lirr%+f(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
x—— x——

primera especie de salto finito.
Continuidad en x=2

1-f(2)=0
2- lim f(x) = lim(—x?+4)=0 lim f(x) = lim 2 =2
x—27 X2~ x—-2% x—-2%
Como lir?_f(x) * lirglJrf(x), f no es continua en x=2. Presenta una discontinuidad no evitable de
X X—

primera especie de salto finito.
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Limites

xz—

e) f(X) — {x—: six+3

6six=3
1-f(3) =6
. i X279 0 L (x=3)(x+3)
2 im0 = lim = = G lim €20 =

3.- Comof(3)=6= lirréf(x), f es continua en x=3.
xX—

—-X .
—5—msix¢0 5—7s1x<0 6six<0
f)f(x)={ x s f(x) = 5six=0 =1{5six=0
5six=0 5—Xsix>0 4six>0
X
Continuidad en x=0
1.-f(0) =5
2- lim f(x) =6 lim f(x) =4
x—0~ x—-0%
Como lir(l)q_f(x) * lir51+f(x), f no es continua en x=0. Presenta una discontinuidad no evitable de
X— X—

primera especie de salto finito.

g)f (x) = |x* — 6x + 5|
Se trata del valor absoluto de una funcién polinédmica, f es continua.

_(I3—x|six<5
h) /() _{ Ine? six >5
Continuidad en x=5
1-f(5)=[3-5|=2
2- lim f(x) = lim[3—x|=1|3-5|=|-2|=2 lim f(x) = lim Ine? =2lne =2(1) =2
x—-5~ x—-5~ x—-5% x—-5%
3.-
Como xlir?_f(x) = xlir?j(x), el limite existe. Como chi_rgf(x) = f(5), por tanto, f es continua en x=5.

33.- Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R:
x+1

f(X)={ x
—x*+a six>-2

Para x < -2 f es continua por ser una funcién racional y no anularse el denominador
Para x > -2 f es continua por ser una funcién polindmica

Para que f sea continua en R debe ser continua en x =-2, paraello f(—2) = xllmzf(x)

six<-2

lim f(x) = lim &) =22=12
lim f(x) — x— =2 x->-2" X -2 2
x>=2 xlir_r;+ fx) = xl}ir_r;)f(—xz +a)=—-4+a
% =—4+aqa, a= g Luego f es continua en todo R cuando a = g

34.- Determina el valor del parametro b para que la funcién
2x—3 six<3

0 ={ L <
f(x) x+b six>3
f es continua en todo su dominio, salvo en x = 3, por ser una funcién definida a trozos de

funciones polindmicas que son continuas, hallamos b para que sea continua en 3

sea continua en todo su dominio.
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Limites

lirgl_(Zx —-3)=3

. _ x—

Hm FO) =1 lim (x + b) = 3+ b
x—37t

Para que exista el limite, los limites laterales deben ser iguales, luego:

3=3+b; b=0
2_
. s _J— Ssix+ -2 ; _
35.- Halla el valor de k para que la funcidon f(x) = { x+2 sea continua en x=-2.
, k six=-2
lim =2 = (2) = lim ©2C = jim (x - 2) = —4
x—->—2 X+2 0 x——2 x+2 x—>-2

Como f(-2) =k, k=-4.

36.- Calcula m, n y p para que la siguiente funcion sea continua en todo R:
% six< -8
-2m+3 si—-8<x<-4

f(x) =
| x—% si—4<x<2
k px sSsi2<x

f es continua en todo su dominio, salvo en x=-8, x =-4 y x = 2, por ser una funcidn definida
a trozos de funciones polindmicas que son continuas.
Continuidad en x=-8

3 3
lim X = lim — = —=
lim f(x) = x— —8~ f( ) x—>—-8"X 8
x>-8 lim f(x)= lim (-2m+3)=-2m+3
x— —8"’3 x;7—8+
—-2m+3=—-=; m=—
8 16

Continuidad en x=-4

_ _ 27 54 3
lim f(x) =x1}£r£1r(—2m+3) =—2-—+3=——+3=——

. _ ) x->—4" 16 16 8
Sl lim fG) = im (x-7) = -4
x—}g}ﬁf X - x—}?}ﬁ X n - n
8 n 29
Continuidad en x=2
y ( 1) 29 45
im(x——)= —_—=—
lirr%f(x) = {x>2” n 8 8
X— : —_
B px = 2
=45, %5
p=%> P=13

. 27 8 45
Luego f es continua en todo R cuando m = o =5 =1

37. Calcula k, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.
kx —3 six <4
2 f00 =] .
) [0 —x?2+10x—13 six>4
f es continua en x < 4 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x > 4 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=4

1. f(4)=-(4)? +10(4) —13 = 11
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Limites

lim f(x); lim (kx —3) = 4k —3

2. limfQ)=1{.. %% , P
o lim f(x); lim (—x? +10x — 13) = (=(4)* + 10(4) — 13) = 11
X—> X—>

7

Para que 3 lin}}f(x) los limites laterales han de ser iguales luego, 4k —3 =11, k = |
X

3. f(4) =}Ci£1;1} f(x) =11, luego f(x) es continua en x=4 cuando k=§.

1+ |x|six<0
b) fr) =4k  six=0
Ex+1six>0

f es continua en x < 0 por ser una funcién polinémica.
f es continua en x> 0 por ser una funcién polinémica.
Continuidad en x=0

1. f(0)=k
Jim £Go) lim (14 ) = (140D = 1

. . 3 _ (3 _
i 0 iy (e 51) = G0+ =1
Como lim f(x)=lim f(x); 3 limf(x) =1

x—0~ x—-0% x—0

3. Para que f sea continua f(0) = lirr(l)f(x) =1, luego k =1.
X—>

2. }Ci_r)r(l)f(x) =

38. El espacio recorrido por un maovil en funcion del tiempo viene dado por la siguiente funcidn:

3t2 si0<t<?2
e(t)=43t+a si2<t<S5
—t24+13t+b si5<t

Determina los valores de a y b, para que la funcién sea continua en t=2 y t=5.

f es continua en 0 < t < 2 por ser una funcidn polinémica.
f es continuaen 2 < t < 5 por ser una funcién polinémica.
f es continua en 5 < t por ser una funcion polindmica.
Continuidad en t =2
1. e(2)=3R2)+a=6+a
lim e(t); t_>21_im(3t2) =12

: _ ) to27
2. ltl—{rzle(t) B {lim e(t); im(Bt+a)=6+a
t-2t t-2t

Para que 3 ltlrrzl e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 6 + a = 12,a = 6
3. Para que e sea continua e(2) =ltirr21 e(t)=12,luegoe(a) = 6 + a = 12; a = 6, entonces e(t) es
continua cuandoa = 6
Continuidad en t =5
1. e(5)=3t+a=305B)+6=21
lim e(t); lim (3t + a) = 21
2. lime(t) =1 .. . 5° N 2
t>5 tllg;r e(t); tlirggr(—t +13t+b)=(-05B)*+13(5)+h)=40+b
Para que 3 ltmg e(t) los limites laterales han de ser iguales luego, 40 + b = 21,b = —19

4. Para que e sea continua e(5) =ltirr51 e(t)= 21, luego f es continua cuando b =-19.
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Limites

39. Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6€ por cada unidad.
No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x

unidades cobra:
Cx) :{ 6x si0 <x_£ 10
V600 + ax? six > 10
a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el numero de uni-
dades que se compran.
C escontinuaen 0 < x < 10 por ser una funcién polinémica.
C es continua en x > 10 por ser una funcion irracional con el radicando positivo, si a > 0.
1. €(10) = 6(10)=60

11m C(x); lim (6x) = 60
2. limC(x)={. * *210
x—>10 lim C(x); lim (V600 + ax2) = /600 + 100a
x—>10F x-10%

Para que 3 lin% C(x) los limites laterales han de ser iguales luego,
X—

V600 + 1004 = 60; (v/600 + 100a)” = (60)? ; 600 + 100a = 3600; a = 30

3. Para que C sea continua C(10) = lirglO C(x)= 60, luego C es continua cuando a = 30. Entonces
X

el precio varia de forma continua al variar el nimero de unidades que se compran cuando a
=30.
b) ¢éA cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran ““muchisimas’” unidades?

lim €(x) = lim (V600 + ax?) = lim (V600 + 30a) = o

Cuando se compran muchisimas unidades el precio tiende a 0.

40. Calcula
) tim (520) = i (25) = m (3 =
a nlrg) 2n+1 _nl—l;rolo 2n+1 _nl—l;rolo 2) 2

Jaxte1l-1 0 e e,
b) lim——— = —, indeterminacion,
x—0 x 0
lim Vat+1-1 — lim (Vx®+1-1)-(Vxt+1 4+ _ im A1t 411 — lim x* — lim 1 .
x>0  x* x—>0 x4+ (Vxt+14+1) T x=0xt(VaFH1+1)  xs0 x4 (VxtH1+1)  xo0 (Vat+1+1)
. Vx2+1-1 0 e,
¢) lim——— = -, indeterminacion,
x—0 X 0
lim Vx2+1-1 — lim (VxZ+1-1)-(Vx2+1+1) im XAt 241-1 — lim x? — lim 1 _
x—0  x? x—>0 x%-(Vx2+1+1) T x>0 x2-(VaZH1+1)  xo0x2-(VxZ+1+1)  x—0 (VaZ+1+1)
V9+x—V9—x 0 . . . s
d) lim————— = —, indeterminacion,
x—>0 9x 0
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Limites

li V9+x—V9— — lim (V9+x—V9—x)(vV9+x+V9-x) _ li (9+0)-(9-x) li 2x _
xl_l;l(} 9x - x—>0 9x-(VO+x+v9—x) - xl_l;l(} 9x-(vVo+x+v9-x) - xl_l;l(} 9x-(VO+x+v9-x) B
2 1
=lim———=—=

x—>09(\/9+x+\/9 %) 96 27

41. Dada la funcion:
2
3a+3xsix<0
4
fO)={77=si0=x=1
3 .
k = SLX > 1
a) Hallaay b para que la funcion sea continua.

f es continua en x < 0 por ser composicion de funciones continuas.

f es continuaen 0 < x < 1 por ser composicion de funciones continuas.
f es continua en x > 1 por ser composicion de funciones continuas.
Continuidad en x=0

4
1L f0) = 2+2(0) ~3
2 2 2
lim f(x); lim (Sa + 3x) —3a+4+30=3a+3-=3a+0
2. lim f(x) {0 x20 Py 4
I ) Jim (2+2x) ~3

Paraque 3 lim f(x), lim f(x) = lim f(x), entonces 3a = 3, luego a = 2
x—0 x—0~ x—07t 3 9

3. Como f(0) = plcii% f(x) = g; f es continua cuando a = g

Continuidad en x=1

L f@=f)=55=1
) . 4\ _ 4
) le_f(x) - xll)nll— (2+2x) T o242t 1
Z.Ll_rgf(x)zl _1(3)_3_i_i_6
it f(x) Mm\o=) T2~ b_l B 2”2—1 "~ 2b-1
Para que 3 hmf(x) hm flx) = hm f(x),luego 1 = YL ,b :%

3. Como f(1)= IIH} f(x) = 1,f es continua, cuando b=5
X—

b) Calcula: lim f(x), lim f(x)y lim f(x).
X——00 x—+00 x-0,5

12

lim £() = lim (3a+37)=3() +3= =241

llm fx) = llm (b 2_x) — =

7 _y—00
2 2

Nlo

)= =117

24205

. o 4
xlll&lsf(x) = lim (

x—0,5 \2+2%

c) Sia=0yb= %, estudia las discontinuidades.
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“ Limites

2 2
3a+3§six<0 3x six <0
4 .
flx) = 2+2xSlO<X<1f(x)— oy si0=x<1
six>1 24_ x>1
2-% 1-16—%
Continuidad en x= 0

4
1L f0)= 2+20 ~3

2. limf(x) = xll,%l_ f(x) = llm (3;) -
y=2

x=0 11m flx) = l (
Por tanto f presenta una dlscontmuldad no evitable de primera especie de salto infinito

S0+ 2+42%

Continuidad en x-1

L f()= =1

2+21
lim f(x) = 11m i ~)=1
2. limf(x) =4 ** )

x=1 hm fx) = hm (1 i:_x) = %8

lim f(x) # lim f(x) ; Alimf (%)
X— X— X
Por tanto f presenta una discontinuidad no evitable de primera especie de salto finito

42.- Dibuja la grafica de una funcidn que se ajuste a las siguientes condiciones:
e ContinuaenR —-{-3,1,5,7}
o lin13f(x) = +o0, limlf(x) =-2, f(1)=0
x—— x——
e Discontinuidad de salto finito en x = 5 y de salto infinitoenx = 7

. f(-2)=0

|

|

j i

Ay !
N

|

| |

43.- Dibuja la grafica de una funcién f(x) tal que:
e Domf(x)={x€R/x =>4}
e f(-4)=2, f(0)=1, f(5) =0, f(7)=-5
Jim f(x) = -3 Jim. f (x)=0 limf(x) =4 lim f (x) =—
lmf(x) =+ limf() = -2 Limf() =0 lim f(x) = —o0
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Limites

2x%-3ax—6
44. Dado a € R, se considera la funcién. f(x) = { x-3
x2 -1, x>3
Determina los valores de a para que la funcion sea continua.

, x<3

Continuidad en x=3
lirgt)rf(x) = lim(x2-1)>32-1=8
x—

x-3%
lim F) = i 2x>—3ax—6 2(3)?-3a(3)—-6 18—9a—-6 12-9a
= = = =
Hmf ) = lm ——r— 3-3, 3-3 0
—12 4 12—9(§) 12-12 0 .
:>12—9a=0=>a=_—9:>a=§:> 0 = 0 :>61NDETERMINACION.
En el caso de esta indeterminacién % podemos factorizar la funcidn y asi evitar la indeterminacién:
. 2x2—3(§)x—6 . 2x%-4x-6 . 2(x%-2x-3) . 2(x%+x—3x-3)
lim—%—>= lim——— = lim———— = limn—————
x—3 x=3 x—»3 x-3 x—3 x=3 x—3 x-3
= [im 2EEHD-CH) iy 2OV o im2 (e + 1) = lim(2x +2) > 2-3+2 =8
x-3 x-3 x-3 x= x-3 x—=3

Como los limites laterales lir;lf(x) = li@f(x), entonces lin%f(x) = 8, por tanto la funcién es
xX—>3" X— xX—

. 4
continua cuando a = 5

x+1, x<1
3—ax? x>1
a) éPara qué valores de a la funcidn f(x) es continua en x=1?
x=1
limf(x)=lim(x+1) =21+1=2
x—-1" x—-1"

; ; 2
xlﬂgrf(x):xlgﬁﬁ—ax )=>3—a

45. Dada la funcién f(x) = { , responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

Para que exista el lirrllf(x) los limites laterales han de ser iguales, portanto,3 —a =2, a=1
X—

(para que la funcion sea continua en x=1, el valor de a debe ser1,a = 1)

b) Si f(x) es continua, cuando x—x, entonces no existe lim f(x) , ées cierto?
X—X0

Todo lo contrario, pues condicidn para que f(x) sea continua es que exista lim f(x)
X—Xg
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Limites

46. Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en
funcidn del tiempo de entrenamiento de los deportistas (x, en dias), obteniéndose que:
300

x+ 30
1125

x—5) - x—15)

si0<x<30
T(x) =

2 six> 30

a) lJustifica que la funcidn T es continua en todo su dominio.

Para cualquier valor distinto de 30 la funcidén es continua, es una funcién definida a trozos de funciones
racionales cuyos denominadores no se anulan, donde estan definidas.

Por lo que ahora vamos a calcular la continuidad en x=30.

¢T(x) continua en x=307?

300
1) T(30) = 30430
) ) 300 300
) xl_l>§%— TC) = x1—1>£%— (x+30) T 30+30
2) xllglo T(x) = I I 1125 1125 c
xl£%+ TG = xlé%+ ((x—5)~(x—15) + ) "~ (30-5)-(30—15) t2=

Como xl_l)gr(}_ T(x) = ng‘3+ T(x) ;luego xllglo T(x)=5
3) Como T(30)=5= lirgl0 T(x), luego T es continua en x = 30
X—

b) Por mucho que entrene un deportista, é¢sera capaz de hacer la prueba en menos de 1 minuto?

¢Y en menos de 2?

. . 1125 1125 1125 _ _
lim 76 = lim (s + 2) = e T 2= e F2= 0422

Por mucho que un deportista se entrene, lo minimo seria 2 minutos.

47. El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracién viene dado por la
siguiente expresion (f(x) representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante (x), medido
en horas):

Flx) = {300x(1 —x) si0<x<06
- 1180(1—-x) si06<x<1

a) ¢Es el rendimiento una funcion continua del tiempo?
1) f(0,6)=300-0,6(1—-0,6)=180-04=72
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Limites

lim f(x) = xl}i(r)r;_ 300x(1 —x) =72

2) lim f(x) ={""°" ;
) x—>0,6f( ) xl}&+f(x) = xl}(r)’ré+180(1 —x) =72

El limite de f(x) en x = 0,6 existe porque el limite cuando x tiende a 0,6 por la izquierda es igual que
cuando tiende por la derecha.

3) f(x) es continua porque f(0,6) = lir516f(x) =72
x—0,
El rendimiento si que es una funcién continua del tiempo.

b) éEn qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el rendimiento?¢Cuando obtiene
el mayor rendimiento y cudl es ese rendimiento?
£(x) = {(—600x +300) si0<x<0,6
—180 si06<x<1
f(x) (0,6, 1) es siempre decreciente

—600x+300=0, x=0,5

Cogemos valores entre los puntos que tenemos en x (0, 0,5, y 0,6) y los sustituimos en la funcién
derivada para sacar su crecimiento y decrecimiento.

Entre x= 0y x=0,5: x=0,2; -600-0,2+300= 180>0; de 0 a 0,5 la funcidn es creciente
Entre x=0,5 y x=0,6: x=0,55; -600-0,55+300= -30<0; de 0,5 a 0,6 la funcidn es decreciente

De x=0,6 a cualquier valor superior: x=0,8; -600-0,8+300=-180<0; desde 0,6 la funcidén es decreciente.

| | | . | .
| | l | | |

0 x=0,2 0,5 x=0,55 0,6 x=0,8

f’(x)=-600, la funcién tiene un maximo en x = 0,5

El rendimiento es mayor y tiene un aumento desde las 0 horas hasta la media hora, desde ese
momento el rendimiento va decreciendo. Ademds, tiene un rendimiento maximo de f(0,5) = 75%.

48. la energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiempo
transcurrido desde que amanece (f(x) es la energia producida a las x horas de haber amanecido):

10x —x%, si 0<x<8
foo = s si 8<x<12

a) Estudia la continuidad de f en su dominio.
b) éEn qué momento del dia la placa produce mas energia? ¢ Cuanto produce en ese momento?
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a) f es continua en 0 < x < 8 por ser una funcién polindmica y también en 8 < x < 12 por ser una funcion
racional y no anularse el denominador.

Estudiamos la continuidad en x =8
i) f(8)=10-8—-8%2 =16
lim f(x) = lirg_(le -x?)=16
X

i) limfe) ={"" .
Jip sy = Ji, =% =16

iii) lirré f(x) =16 = f(8) por tanto, f es continua también en x=8
X—

_ ) 10—2x, si 0<x<8 _
b) Calculamos la derivada de f, f'(x) = —2xo348’ i 8<x<12 igualamos a 0 los trozos

10-2x=0, x=5; f"(x) =-2, f"(5) =—-2<0 ,hayun maximo relativo en x=5

—2048
x3

f(5)=10-5—52 =25

La placa produce mas energia a las 5 horas de haber amanecido con una produccién de 25.

no se anula, por tanto no puede haber extremosen 8 < x < 12

49. El tiempo que una persona tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de
contrato segun su experiencia. Asi, la funcion que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea
con la experiencia de la persona es f (x), que representa el tiempo en horas, que tarda en realizar la
tarea una persona que lleva contratada un tiempo x, medido en meses.

f(x)z{ 12—-x* si0<x<2
(x—4)2+4 si2< x<4

a) Representa graficamente la funcidn f. ¢Es el tiempo necesario para realizar la tarea una
funcion continua del tiempo de la experiencia?

1. f(2)—>12-22=38

lim f(x) = lirg_(lZ —-x?)=8

2. i =] = x>

M F0) =0 fim ) = lim (x—4)? + 4 = 8
x—27t x—2t

Como los limites laterales son iguales, lin%f (x)=8
X—
3. f(2) = lirr%f (x) =18
X—
Por tanto, f es continua
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b) éEn qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea es minimo?
, —2x si 0 <x<?2
0 =1 ,
fex) 2x—8 si2< x<4

-2x=0, x=0, no esvalido.

2x—8=0, x=4,noesvalido.
La derivada en los dos trozos es negativa, luego siempre es decreciente.
El tiempo minimo para realizar se alcanza con 4 meses de experiencia.

c) éCuanto tiempo le lleva finalizar la tarea ese instante?
f(4) = 4, tarda 4 horas.

d) éConsigue el empleado finalizar la tarea en menos de 3 horas en algiin momento durante
los cuatro primeros meses de contrato?
No, el minimo es 4 horas y a los 4 meses.

50. Un proveedor cobra el aceite segun el volumen del pedido. Asi, la funcién que relaciona el
importe del pedido con el volumen del mismo es f(x) (en euros), de un pedido de x litros de aceite:

3x, si 0<x<30
fx) = {Zx + 30, si 30<x
a) ¢Es el importe una funcion continua del volumen del pedido?

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y represéntala graficamen-
te.

a) Enlos 2 trozos es continua al ser funciones polinémicas, estudiamos en x = 30
i. f(30)=2-30+30=90

lim f(x) = lim (3x) =3:30=90
x—30~ x—30"
xl_l)gréj(x) = xl_l,%+(2x +30)=2-304+30=90

iii. lirgof(x) =90 = f(30) por tanto, f es continua también en x=30
x—

i xllglof(x) -

3, si 0<x<30

2, Si 30 < x

La derivada es siempre positiva por tanto la funcion es siempre creciente.

Los 2 trozos son funciones lineales cuyas graficas son una linea recta, dando 2 valores a x en
cada trozo obtenemos su grafica

b) Calculamos la derivada de f, f'(x) = {
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51. La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresion:

110 + 12x + 6x* si1<x<3
f(x) = 350-% i x>3 , donde x representa el tiempo, en segundos, y f(x) la
X

velocidad del coche, en Km/h.
a) ¢éEs la velocidad una funcién continua del tiempo?

1. f3)=110+12-3+6-3%=200

lirgl_f(x) = 1121_(110 + 12x + 6x2) = 200
x— x—
450

lim () = lim, (350 — =) = 200

Como lim f(x) = lim f(x), existe lim f(x) = 200.
x—3~ x-3% x—3

2. }}L% flx) =

3. Como f(3) = lirr; f(x) = 200, f(x) es una funcién continua del tiempo.
X—

b) ¢éDisminuye la velocidad del coche en algun instante? ¢Se podrian alcanzar los 350 Km/h de
velocidad con este coche?

110 + 12x + 6x2 , 12+ 12x sil<x <3
flx) = 350_@ f'x) = _ 450 six >3
X x2
12+12x=0;x=_1—122=—1 —“xiz"=o;450=0—>Notienesol.

-1 0 3
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f'2)=12+12-2 =36 > 0 - Creciente

f'(10) = — % = —4,5 < 0 > Decreciente

lim (350 — =) = 350 — = = 350 — 0 = 350

X—00 [ee]

Resultado. El coche disminuye su velocidad a partir de x=3 y no podria alcanzar los 350 km/h., pues
seria en el infinito.
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Limites

AUTOEVALUACION

x2—-3x+2 six<0

3 2 ; a laizquierda de cero y a la dere-
x> —=7x*+3 six>0

1. Los limites de la funcion f(x) = {

cha de cero valen:
lim f(x) = lim (x? —3x+2) =2
x?O‘ _ xT>0‘ 3 7 ) 3 _ 3
Jim fCo) = lim, (x° —7x° +3) =

c)j2y3
X_n2
2. Ellimite lim (33x+31 ) vale:
X—00
(3% —32\ oy (3% 32 /1 32\ 1 1
Nm | ——5— =(;)—’,Pj¥}o 31 3o S M|z ong) =37 0=3
1
b);
2,0
3. Ellimite lim (3; ;2x+25) vale:
X—00 -
i 3x* +x -5\ _ " 3x? 3
o\ x—x2+2 ) aw\—x2) "
a) -3
4. Ellimite lim 4_x_\/zvale:
X—00
iy YEEVE _ (3) 5 qim VEEVDEITD Vi—x & lim ——%
xl—r>1<;lo x T \w xl—l;lgo x(\/4—x+\/Z) - X—00 x(v4—x+\/Z) - X—00 x(v4—x+«/Z) o
. -1
= M O
a) 0
5. Ellimite lin‘} i LN
X
. Va—x—Va _ (0 . (Va—x—Va)(Va-x+V2) _ .. Vi—x —&" s —x s -1 _
== (o)~ i) A (Vi) A ey — i W)
-1 1
V& 4 .
d)— 2

x3—-3x2+a six<3
2x% -1 six>3
lim f(x) = xligl_(x3 —3x%24+a)=32-33)+a=0+a
lim f(x) = lim (2x2—-1)=2(3)?—-1=17

x-3% x-3%

a debe valor 17 porque para ser continua tiene que existir el limite en 3 y para ello ser los dos limites
iguales.

6. Para que la funcién f(x) = { sea continua “a “ debe valer:

c)17
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7. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
a) lin% log(x — 2) =log(0) = —
xX—
2_
b) lim==" = (2) =2 =4

x—2 X—2 0 1

c)limvx—2=0

x—2
d) lirr% sin(cos(x —2)) =0
X—

a) f(x) =log(x — 2)
8. Indica cual de las siguientes funciones tiene una asintota horizontal eny = 2.
a) lim log(x — 2) =
X—00
2_ oo
b) lim 2" = (2) = 2

x—00 x2-2 00

c) limvx —2 =

X—00
d) lim tan(cos(x — 2)) = es divergente
X—00
2x%-4

b) S—

x2-2

9. Indica cual de los siguientes limites NO vale 0.
x?7+45

a) lim praie 0 Como la exponencial es de orden mayor que el polinomio el limite es 0.
X—00

. 5 5
b) ;%\/ﬁ+m_ ot 0

C) lim Vx—1-vx+3 _ (f) - lim (Vx—1—-vx+3)(Vx—1+Vx+3) im -4 -0
X—00 x " \w X—00 x(Vx—1+Vx+3) - x—00 X(VX—1+vVx+3) -
d) lim &2 = lim < =1
X—00 eX-5 X—00 ex

d)

10. Los puntos de discontinuidad de la funcién g(x) = |x? — 9| son:

g(x) es el valor absoluto de una funcién polinédmica y por tanto siempre continua
¢) ninguno, es una funcién continua.
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