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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitird el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

1°) Se quiere construir un deposito abierto de base cuadrada y paredes verticales con
capacidad de 13,5 m’. Para ello se dispone de una chapa de acero de grosor uniforme.
Calcula las dimensiones del depodsito para que el gasto de chapa sea el minimo
posible.

V=x"h=135>h = 22 (*)
X
h | 2
- S=x + 4xh
7 X
X Sustituyendo el valor de h obtenido en (*):
3
S(x_ 2 ..1355=x2+574=LxS4.

Para que la superficie sea minima es condicion necesaria que su primera
derivada sea cero:

S'(x)z 3x2«x—(x23+54)«1 _ 3x3—x23—54 _ 2x3;54‘
X X X
S =022 _ 0, 2’ —54=0, ¥ =27 =3 5x = 3.
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h = B =.&%é_:$h = 1,5.

El gasto de chapa es minimo para 3 m de lado de la base y 1,5 m de altura.

Justificacion de que se trata de un minimo:

Una funcion tiene un minimo relativo cuando su segunda derivada es positiva
para los valores que anulan su primera derivada:

S () = 6 —(2x°—=54)2x _ 6x'—2(2x°=54) _ 6x'—4x'+108 _ 2x°+108
(X) - 4 - 3 - 3 - 3
X X X
" 2:3°+108 . g
S (3) = ——=— > 0= Minimo, como se queria justificar.
3
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2°) Calcula [ ——-dx.

x +x—2

—x’ X x2+x—2+(—x+2)
I=f > -dx=—f > -dxz—f > dx =
x +x—2 x +x—2 X +x—2

=_fxz+x—2 dx—f 2—x+2 dx =—fdx+f 2x—2 dx =—— x + A (*)

X +x—2 X +x—2 X +x—2
x—2
A=]—= dx
x +x—2
2 —14++/1+8 —1+3
X +x—2=0; x = = =— =>x1=—2,x2=1.

x2+x—2=(x+2)(x—1).

x=-2 _ M + N _ Mx—M+Nx+2N __ (M+N)x+(—M+2N)
Xobx—2 T x+2 x—1 ~ (x+2)(x-1) Xobx—2

> M+ N=1—-—M+ 2N =

=3N=—1, N=—5 M-—+=1=M =

4
x

4 1
A= dx = f(xiz + x_31)-dx ==Llx + 2| - 5Llx — 1|+ C =

PN A2

|x—1]

Sustituyendo en (*) el valor de A obtenido:

2

[—=—dx =— x + I\ S2 4 ¢

X tx—2 |x—1]
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39 Considera el sistema de ecuaciones
M +y—z=—1 M+Az=A x+y—-—Az=0}

a) Discute el sistema segun los valores de A.

b) Resuelve el sistema para A = 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=A1 — 120211 —A)yA'"=(A1 —1A0A11 —A2 —12A0).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro A es el siguiente:

A= A1 — 120211 —A|=A—2A—-2"+2°= 0, VAER=>Rang A < 3

Considerando los menores de A|1 — 10A|y|1 — 11 — A|, el primero es
distinto de 0 para A#0 y el segundo es distinto de 0 para A = 0, lo que implica que
Rang A = 2.

El rango de A en funcion de A#0 o0 A = 0 es el siguiente:

Para
AM0=>A4 =(A1 —1A0A11 — A — 110)=>Rang,4'=>(cl, C, c4)=>

A1 —1A0A110|=A — A —A*=— A*#0=>Rang 4 = 3.

ParaA#0 =>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

Paral=0=A4 =(01 — 1000110 —100)=Rang4 = 2.

ParaA = 0 >Rang A = Rang A=2<ne incég.=S. C. I.

b)

Para A = 0 el sistema resulta: y —z=—1 04+0=0 x+y =0},
equivalente a y —z=—1 x + y =0}, que es compatible indeterminado.
Haciendo y = A, resulta:

Solucion:x =— A, y = A z =1 + A, VAER.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

4°) Sean los puntos A(0, 1, 1),B(2, 1, 3),C(— 1, 2, 0) y D(2, 1, m).
a) Calcula m para que A, B, C y D estén en el mismo plano.
b) Determina la ecuacion del plano respecto del cual A y B son simétricos.

c¢) Calcula el area del triangulo de vértices A, By C.

a)

Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B - A]=[1,3)- (0, 1, D]= (2, 0, 2).

-

AC=[C-Al=[(-1,20 -0 1 D]=(=11 - 1)
AD=[D — Al=[(2 1, m)— (0, 1, )] = (2, 0, m — 1).

- - -

Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios, los vectores AB, AC'y AD
tienen que ser coplanarios, 0o sea, que su rango tiene que ser menor de tres; el
determinante que forman tiene que valer cero:

- - -

Rang{AB, AC, AD}< 3202 — 11 —120m —1]|=0;2(m — 1) — 4 = 0;
2m — 2 — 4 =0; 2m = 6>m = 3.

Los puntos A, B, C y D estan en un mismo plano param = 3.

b)
El vector normal del haz de planos perpendiculares al segmento AB es el
siguiente: n = AB = (1, 0, 1).

La expresion general del haz de planos es: =x + z + D = 0.
El punto medio de A(0, 1, 1) y B(2, 1, 3) es M(1, 1, 2).

El plano pedido mE€P contiene al punto M por lo cual tiene que satisfacer su
ecuacion:

B=x +z + D = 0M(1, 1, 2) }1214+2+D=0; 3+D=0-D=—

Antonio Menguiano



nm=x +z— 3 =0.

c)
El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

S0 =~ |AB x AC|=Lillijk202 — 11 — 1) = lijk101 =11 — 1] =

cm At k—it =i+ k=N D 1P =T F 1=4248
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OPCION B

2
ax +bx+1—coscos x

1°) Sabiendo que es finito e igual a uno, calcula los valores de a y

x-sen x
b.
2
ax +bx+1—coscos x 0+0+4+1-1 0 .
= = — = Indet. = {L'Hopital} =
xX-sen x 0-0 0
2ax+b+sen x 0+b+0 , s . .
= = Para que el limite sea finito tiene que ser b = 0.
1-sen x+x-coscos x 0+0 -
_ 2ax+sen x _ 0+0 _ 0 " .
Parab=0= —————"—"o = = = = Indet. = {L'Hopital} =
2a+cos x _ 2a+1 _ 2a+1 __ _ 9. _ _ 1
cos x+1-coscos x —x-senx  1+1-0 2 =1=52a+ 1= 2' 2a =1=a= 2
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2°) Determina la funcion f: (0, ©0)—R sabiendo que f”(x) = Lx y que su grafica
tiene tangente horizontal en el punto P(1, 2). (L denota logaritmo neperiano).

f o) = fo-dx=>{u = Lx—du = %-dx dx = dv-v = x} =SLxx — fx%dx =

= xlx — [dx = xLx — x + C = x(Lx - 1)+C1=f'(x).

Por tener tangente horizontal en P(1, 2) = f '(1) = 0:
1-(L1 — 1)+C1= 00 —1+C =0=C =1

La funcién derivada resulta ser f'(x) =x(lx — 1)+ 1=xLx —x + 1.

f(x)= ff'(x)dx = [(xLx — x + 1)dx = [ x-Lx-dx — [ x-dx + [dx =
= A —x72+x=f(x). (™)

2 2 2
A= [xLxdx= {u = Lx—du = %-dx x-dx = dv-v = =~ }=>Lx-x7 — f%%dx =

2 2 2

_ X 1 X 1 x _x_2 _
= Slx — - [xde =l =5+ 0, =Ly — D+ C, = A
Sustituyendo el valor de A en la expresion (*):

2 2 2
fO="Qlx - )-S5+ x+C,="—Q2Lx - 3)+x +C,

Teniendo en cuenta que P(1, 2) es un punto de f(x) =f(1) = 2:

1’ _ 5. _ 3 4 _ _ 7
TR -DN+1+C,=2 —F+C,=1; —3+4C,=4=>C, =



flx) = XTZ-(ZLx —3)+x +—

fO0 =[x @Lx — 3)+ 4x + 7].
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3°) Considera las matrices A = (— 122m)yB =120 —2m032m).
a) Encuentra el valor, o los valores, de m para los que A y B tienen el mismo rango.

b) Determina, si existen, los valores de m para los A y B tienen el mismo
determinante.

a)
Necesariamente el rango comun es 2 por ser Rang A<2 y Rang B=2 por
contener al menor |1 2 3 2 |#0.

Rang A = 2=|— 122m|#0; — m — 4#0>m+* — 4.

RangB = 25[120 —2m032m|=0; m + 4m = O;m(m + 4)= 0>

Las matrices A y B tienen el mismo rango Unicamente param = 0.

b)

|- 122m|=120 —2m032m|; —m—4=m"+ 4m; m + 5m + 4 = 0;
_ —5+425-16 __ —5+/9 _ —543 _ _
= - =— = =>m1——4,m2——1.
Los rangos de las matrices Ay B son iguales param =— 4ym =— 1.
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4°) Seael plano=2x + y — z + 8 = 0.

a) Calcula el punto P’, simétrico del punto P(2, — 1, 5) respecto del plano .

b) Calcula la recta r', simétrica de la recta r= x_—zz = ;1 = z;5 respecto del plano
.

a)

El vector normal del planonn=2x + y —z + 8 = 0esn=(2, 1, — 1).
La recta s perpendicular al plano T que contiene al punto P(2, — 1, 5) tiene
la  siguiente  expresion dada por unas  ecuaciones  paramétricas:

s=S{x=2+2ALy=—1+2Az=5-A2A

El punto de corte de la recta s y el plano m es la solucién del sistema que
forman:

m=2x+y—-—z+8=0 s=s{lx =2+22Ly=—1+4+2Az=5-27 }=2(12 + 2
4 +4A—-14+A-54+24+48=060L+6=0 A+ 1=0=A=—1.

El punto interseccion es:
fx=2+2Ly==—1+Az=5—-A }=2A=—1=Q(0, — 2, 6).

-

El punto P'(x, y, z) es simétrico de P(2, — 1, 5) cuando sea PQ = QP':

[Q-PI=[P-0Q [0, —2,6)- (2 -15]=[xy -0 -2 6)]

-2 —-L1D)=@xy+2z-6)>{x=2 y+2=—1>y=—3z
b)

Notese que el punto P(2, — 1,5) esta contenido en la recta
r= x_—zz =2 ;1 = ZIS , lo cual facilita la resolucidén de este apartado, puesto que ya
conocemos el simétricode P, quees P (— 2, — 3, 7).

El punto B de corte de r y 1t es la solucion del sistema que forman:

m=2x +y—z+8=0 rEx__ZZ:y;:l:ZIS};n52x+y—z+8=0

=22 = 20)+ (- 1+ 30— G + )+ 8 =0;




4 —4A—-1+3A-5-2A+8=0, —22+6=0 — A+ 3 =0=A=3.

El punto interseccion es:
fx=2-2\ y=—1+3Az=5+ A }=>A=3=B(— 4, 8, 8).

La representacion grafica de la situacion es la indicada en la figura.

La recta r pedida es la que pasa por los puntos B y P‘.

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del

.

vector BP :

BP =[P - B]=[(-2 -3,7)- (- 488]=@2 - 11, - 1.
Larecta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x=—2+20y=—3—11Az=7 — A
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PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

SEPTIEMBRE — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

2
1°) Halla los valores de a, b y ¢ sabiendo que la grafica de la funcion f(x) = a;c—:Cb.
Tiene una asintota vertical en x = 1, una asintota oblicua de pendiente 2, y un extremo

local de abscisa x = 3.

Las asintotas verticales de una funcion racional son los valores reales de x que
anulan el denominador:

1+c¢c=0>=>c=—1.

Una funcion racional tiene asintotas oblicuas cuando el grado del numerador es
una unidad mayor que el grado del denominador, como es el caso que nos ocupa. Las
funciones oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

ax’+b 2
m=M=2=> 1 _ ax+b

X X

Una funcidn tiene un extremo relativo (méximo o minimo) cuando se anula su
primera derivada:

4x-(x—1)—(2x2+b)-1 _ 4x’—4x—2x"—b _ 2x°—4x—b
(x—1)° (x—1)° (x—1)°

f) = 22 o f () =

2
2.3—4-32—b =0:18—-12—-b=0:6 —b =0=>b = 6.
(3-1

fF3)=0>
skeksksksksksksksksk
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2% Calcula I = fxz'sen x-dx.
0

En primer lugar determinamos la integral indefinida:
2 2
A= [x"senxdx = {u = x =»du = 2x-dx senx-dx = dv—>v =— coscos x }=>

2 2
=A = x"(— coscosx) — [— cos x-2x-dx =— x"-coscosx + 2 [ x- cos cos x -dx =

—— x"coscosx + 2B = A. (*)

B = [ x-cos x:dx = {u = x~>du = dx cos x-dx = dv—>v = senx}=>

=B = x-senx — [ senx-dx = x-x + coscos x .

Sustituyendo en (*) el valor de B:

2 2
A =—x coscosx + 2 (x-senx + coscosx)=—x €oScosx + 2x-senx + 2 c0S COS:

= (2 —x2 -COSCcoS X + 2x-senx.
(2 -x)

I = }xz-sen x-dx = [(2 — xz)- coscos x + 2x-senx]: =
0

= [(2 — nz)-cos cosT + 21‘['56711'[] — [(2 — 02)-C05 cos 0 + 2-O-sen0] —

=—(2—n2)+ 210 =21 —0=—2 +1 — 2 =1 — 4.

T
I = fxz-sen xdx =1 — 4.
0

st sfe st sk sk sk skok






3°) Considera las matrices A =(— 122 — 1), B=(100 —210321) vy
C=(100 —-150).

a) Determina la matriz X para la que AxB = , (A'es la traspuesta de A).

b) Calcula el determinante de B_1°(C t-C)-B, (C' es la traspuesta de C).

a)
_ -1
AXB = (o Multiplicando los dos términos por (At) y por B, por la
izquierda y por la derecha, respectivamente:

At _1-At-X-B_1-B — (A B 1xd = (A -C-B=
(4) (4)

A=4= (=122 — 1). La inversa de A' se obtiene por el método de
Gauss-Jordan.

(At/l)=(1001):>{F1—> —F1}=>(— 1001)=

S £y 26 1021 5,2 3 (- 103 4)-

SfF s F 42} (R 22 D)5 () = (222 L)

e
I
—
oS

-
~—
)
o
I
|
—
N\
[
(@)
(@)

I
—_
ol
(e)

—/
N\
—
(e)
(@)

I
N
—_
o
w
\]
—

—

I

b)

. . : -1 . ‘
La inversa de B se obtiene por la adjunta de la traspuesta: B~ = ﬂI;ILB'

IB|=1100 —210321|=1. B'=(1 —23012001).
Adj. deB' =(]1201] —]0201[]0100| —|—2301[|1301| — |1 — 21



—1 __ Adj.deB' _ (100210-7-21)

B |B| - 1

=(100210 —7 —21).

C=(100 —150)=C"=(1 —10500).
B_l-(Ct-C)=(100210 —~7 —21)[(1 —10500)-(100 —150)]=
=(100210 —7 —21)(2 —50 —5250000)=(2 —50 — 1150 — 4 —

B(c"c)|=12 =50 — 1150 — 4 —150|=0.
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4% Seanlasrectasr={x =1 y=1 z=A-2yss{x—-—y=1z=-1

a) Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a las rectas r y s.

b) Calcula la distancia entre r y s.

a)
La expresion de s por wunas ecuaciones parametricas es
s=s{x=1+Ay =2 z=1

Un punto y un vector director de r son A (1, 1,-2) y v o= (0, 0, 1).

Un punto y un vector director de s son B (1,0, -1) y Vo= (1, 1, 0).

5

- -

R
Un vector w perpendicular a los vectores vy v es cualquiera que sea

linealmente dependiente del producto vectorial de estos vectores:
W'=vr/\v5= ijk001110|=j —i=>w=(1, —1,0).
Determinamos dos planos m, y 7, de las siguientes caracteristicas:

nl(A; ;r,v;)5|x—1y—1z+20011 ~10|=y-1+x-1=0>m;

nZ(B;vs,W)E|x—1yz+11101 —10|=—z—-1—-z—-1=-2z-12-=

La recta t pedida es la interseccion de los planos @, y m,:
t=x +y—-—2=0z+1=0
b)

Para hallar la distancia entre las rectas r y s hacemos lo siguiente:



Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas se cortan o se
-

cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector m que tiene como origen un
punto de r y como extremo un punto de s:

m=AB=B—A=(1,0 —1)—(,1 —2)=(0, —1,1).

- 5 o

Segun que los vectores [vr, v, m} sean coplanarios o no, las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores [v , U, m} son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es
r S

decir, cuando el determinante que determinan es cero:

-

0011100 — 11]|=-— 1¥£0=Rango {vr, v, m] = 3= Lasrectasry s se

cruzan.

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores

- -

ﬁ
de las rectas v yvy el vector m.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

SN ;r.JSx,Z
-h=|v ><v|-d=>d =
r S

- -

v XV
T s

- -

- - -
V=v-(v ><m)=

T S l7>(1.7|
r S




d = |”r'(”sxm)' _ 0011100-11] _ |—1] 1 \2

o x| l@G-LOL T e -2 2

unidades = d(r,s)

st s sk sk sk ko skok

OPCION B

1°) Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto adyacente a un rio. El
terreno debe tener 180 m? para producir suficiente pasto para su ganado. ;Qué
dimensiones tendra el terreno rectangular de modo que utilice la minima cantidad de
valla, si el lado que da al rio no necesita vallado?

RIO

S =xy=180-y = %.

b S:lf‘sﬂl"[‘l3 Y

2
, 360 x"+360
Perimetro =P =x + 2y = x +——=—"—"—"—.
X

Para que el perimetro sea minimo es condicidon necesaria que se anule su
primera derivada:

2 2 2 2
' 2x-x—(x +360 2x —x —360 —360 2
P (x) = Zxa{xas60) _ 2rox o360 _ X360 _ g 360 = 0
X

X X

x = +4/360 = +64/10.

Por ser x una longitud, la solucion x =— 6~/10 carece de sentido 16gico, por lo
cual, la solucién es x = 61/10 m.

180_180_30_30@_31

Y = T T a0 o 10

0m.

Ellado paralelo al rio mide 6\/E my los otro lados miden 3\/T0 m.
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2°) Sea f: R—R definida por f(x) = |x2 — 4|.
a) Haz un esbozo de la grafica de f.

b) Calcula el area del recinto limitado por la grafica de fy larectay = 5.

a)
La funcion f puede redefinirse de la
siguiente forma:

2
X —4—0—>x1——2,x2—2=>

)

=f(x)= {x2 — 4sixe(— o0, —2)U (2, + o) —.x2.+ él.sixe[; 2,.2] |

Teniendo en cuenta que f(x) es simétrica con respecto al eje de ordenadas y que
el vértice (maximo relativo) se obtiene para x = 0y f(0) = 4, la representacion
grafica de f(x), aproximada, es la que se expresa en la figura adjunta.

b)

Los puntos de corte de la recta y la funcion
son los siguientes:

f(x)=|x2—4|y= 5}=>|x2— 4|= 5=

= {x" — 4 = 55{x, =— 3-P(— 3, 5)x, = 35Q(3, 5)

Con los datos obtenidos, considerando la simetria de la funcion y de la
observacion de la figura se deduce el area a calcular, que es la siguiente:

S = Z-Z[S — (= %"+ 4)]dx + 22[5 — (x" = 4)]dx =



2 3 ; 2 3
= 2-f(x" + 1)-dx + 2-[(9 — x")-dx = 2-["7+x] + 2-l9x—x—] =
0 2 0

= 2-[(273+ 2)— 0] + 2-[(9-3 —3?3)— (9-2 _é)]z

8 8 16 16 32 44 2
= 2(?+ 2) + 2(27 —9 - 18 +?)=T+ 4+-2=2pa="tu" =5
seskeskoskoskoskoskskskek
3°) Considera el sistema de ecuaciones
2x+y+(@a—-—1Dz=a—-1x—ay—3z=1 X+y+2z=2a-72

a) Resuelve el sistema para a = 1.

b) Determina, si existe, el valor de a para el que (x, y, z) = (1, -3, a) es la unica
solucion del sistema dado.

a)
Para a = 1 el sistema es
2x+y=0 x-y—-3z=1x+y+2z=0.

La matriz de coeficientes es M =(2101 —1 —3112), cuyo
determinante es:

IM|=12101 —1 —3112|=—4 -3 + 6 — 2 =— 3#0=>Rang M = 3=S. C. D.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ lotoi-1-3012) _ -2 _ 2 _ |20011-3102) _ 4 _ _ 4  _ |2101-1111
-3 -3~ 3’ -3 -3 = 3’ -3
b)
Para la solucion (x, Y, Z) = (1, -3, a)  resulta:
{2-3+ala—1)=a—-11+3a—-3a=1 1 -3+ 2a=2a-2
, equivalente a {a(a — 1)=a0 =0 0=0 . Como se observa, las

dos ultimas ecuaciones se satisfacen para cualquier valor real de a, por lo cual, los
valores de a pedidos son los que satisfacen la primera ecuacion:



a(a—1)=a;a2—a=a; a2—2a=a; a(a—2)=0=>a1=0,a2=2

La solucion (x, v, z) = (1, -3, a) es unica paraa =0 vy para a = 2.
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4°) Considera el plano nt=mx + 5y + 2z = 0y larecta rzigl = % = Z;1 _

a) Calcula m y n en el caso en el que la recta r es perpendicular al plano =.

b) Calcula m y n en el caso en el que la recta r esta contenida en el plano 7.

a)
Un vector normal del plano m es n = (m, 5, 2) y un vector director de la recta

resv = (3, n, 2).

Para que el plano & y la recta r sean perpendiculares es necesario que el vector
normal del plano y el vector director de la recta sean linealmente dependientes
(paralelos), por lo cual, sus componentes tienen que ser proporcionales:

La recta r v el plano 7t son perpendiculares param =3 yn = 5.

b)
Para que la recta r esté contenida en el plano m es condicidén necesaria que el
vector normal del plano y el vector director de la recta sean perpendiculares.

Dos vectores son perpendicular cuando su producto escalar es cero:

nm=0=>(m, 5, 2)-:(3,n,2)=0; 3m+ 5n+ 4 =0. (1)

Un punto de r es P (-1, 0, 1). Por estar contenida r en & tiene que contener a
todos los puntos de r, (PE™M):

nm=mx + 5y +2z2=0P(—1,0, 1)} = —-—m+0+ 2 =0=>m= 2.
Sustituyendo en (1) el valor obtenido de m:
32+5m+4=0, 6+5n+4=0; 5n =— 10=>n =— 2.

La recta r estd contenida en el plano tparam=2 vy n = -2.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B.

OPCION A

1°) Sea A un parametro real. Considere la matriz
A=A+1 —-—1A+10A01 — 22Q).
a) Determine el rango de A segun los valores de A.

b) Determine para que valores de A existe la inversa de A y determine su inversa, si
existe, cuando A =— 2.

a)

[Al=A+1 —1A+10A01 —27\|=7\2(7\+ D-2A2A+D=AA+ 1A - 1)=

=>7\1=O,7\2=— 1,7\3=1.

Para {A#0A# — 1A#1}=>Rang A = 3.

ParaA=0=>A=(1 —110001 — 20)=>RangA = 2.

Para =— 1A =(0 — 100 —101 —2 — 1)=RangA = 2.

ParaA=1=>A=((2 —120101 — 21)=>RangA = 2.

b)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

La matriz A es invertible VAER — {— 1, 0, 1}.

ParaA =—2esA=(—-1 -1 -10 —201 — 2 — 2). Se obtiene la

Antonio Menguiano



inversa por el método de Gauss-Jordan.

(I)=(100010001):>{F1—>—F1}=>
— (— _ L _ _ _ L
= (-100010001)> {F,» = 3F,F, > F, —F }=(- 1000 - 0101)>
Fo=F = F,F > F +3F, )2 (- 1500 —501 -3 1) {F- - 4F |5

~{r,
= (-1

1 1 1 1 1 2 1 1 1
F00 =50~ 5 —3)=2{FoF -F}=>(-3030 —50 -3
-1 2 1 1 1 1 1 1
= A —_(—?0?0 -0 — == —?)—_?-(—4020 —30 —23 —2)

st sfe ke sk skeosk skosk skok



2°) a) Determine la posicion relativa de las rectas siguientes:

— _ x—2 +3 z
re{—x—-2y+12=03y —z—-15=0 ys="-=">=—

b) Calcule la distancia entre esas rectas.

a)
La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
Haciendo
y=A=2x=12 — 205z =— 15+ 3A=r={x = 12 — 2A y = A z=—15+3

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta r: A(12, 0, — 15)yvr =(— 2,1, 3). Recta S
B2 -3 0)yv =2 3).

- -
Los vectores v_y v_son linealmente independiente por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

_)
Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:

w=AB=[B — A]=[(2, —3,0)— (12,0, — 15)] = (— 10, — 3, 15).

- o5

Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr, v, W}=>|—213523 —10 —315|=—60 — 45 —-30 + 60 — 18 — 7

- o5 - 5 o

=— 168+0=>Rang {vr, v, W] =3 =>vr, v, Wnoson coplanarios.

Las rectasr y S Secruzan.




c)

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, v yv,y

-

un tercer vector w que tiene como origen al punto A de r y extremo el punto B de s.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

.d-"-'-r'?-‘-l_—‘-'—_ -—
T -t

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

- - - - - - - velv Xw
T S

V=v-(v xw)=|v xv'-h='v xv|-d=>d= -—

r \s T s T s v xv‘

T S
d = |”r'(”sxw)' _ ||=213523-10-315] __ |—168| . |—168]
- ‘;X;| o lijk—213523]| " |3i+15j—4k—5k—6i+6j| ~ |-3i+21j—9k|
r S

56 56 56 56 56159

FEH oy ers e sy unidades = d@rs).
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39 relativos, los

minimos relativos y los puntos de inflexion, si existen, de la funcion f(x).

COSZX

b) Usando el cambio de variable t = cos cos x, calcule: I = [ p—

c¢) 1) Calcule los valores a y b para que la funcion f(x) = ax’ + bx’ tenga un
extremo relativo en el punto P(1, 2).

2) Calcule el area encerrada por la curva f(x) = 2x° — 3x° y la parte positiva del
eje OX.

a)
La condicidén necesaria para que una funcion tenga un maximo o un minimo
relativo en un punto es que se anule su primera derivada:

2 x 2 2
x —3)e 2x—(x =3 —x +2x+3
f=2eedele _ oles) o oot

f(x)—0=> x+2x+3 = 0: —x2+2x+3=0; x2—2x—3=0;

2++/4+12 2+4/16 244
x = 22 —f =2 — 1495y = 1,% = 3.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un méaximo relativo.

2x x - x
e e

" (=2x42)-€"—(—x*+2x+3)-e —2x+24x —2x—3 X —dx—1
f ()= = =

" 2
f(— 1= _ 1 _ 4e > 0= Minimo relativo para x =
e e

f(— 1= C 1) SR 1;3 =— 2e >Minimo relativo: A(— 1, — 2e).

f (3)— X =31 — 22121 — —% 5 0 = Méximo relativo para x = 3.
e e

2
f(3) = 3;3 = 9_33 = 6 =>Maximo relativo: B!S £ '
e e B e




Para que una funcién tenga un punto de inflexidon es condicion necesaria que se
anule su segunda derivada:

x'—4x-1 - . o 4tJ1644 4420 _ 44245
Fo)= 0928 = 0 2 — dx = 1 = 0y x = SRS 0 a2

=2J_r{:>x1=2—ﬁ,x2=2+ﬁ.

2

2—5) =3 _ —294 _ —2,94

f(2 =) =82 2 = == 3,725P.1: C(= 0,24, —3,72)
e

2
f(2 +5) = {ZBLS L 1008 9 _ ) 95 =P 1 D(4,24, 0,2).
e

eaad 69,14
b)
2 2
— [Losx | — cos x _ _ . _
I_fsenx dx—f—m dx@{t—coscosx dt =— senx-dx dx = =

£ dt t =141 dt
= 2 s == [ dt = =[—F—dt=[dt + [5—=

1-t° A1t 1-t t'—1 t—1

_ dt _ B \. 44 _ At—A+Bt+B . _
=t+ f (t+1)(t—1) =t+ f(t+1 t—1) dt =t + f (t+1)(t—1) dt =

_ (A+B)t+(—A+B) _ o 1,1
=t + [T dt=>{A+B—0A B=1}24A=—B = 2}:>

1 1

dt — [

=tls dt =t +Llt + 1] = Lt = 1|+ C =t + L[] 7| + C -

2
t+1 t—1

coscos x +1

= CcOoScoSXx + L«/— + C = coscos x + L\/
coscos x —1

= CcOoScosx + L\/

2

CcoS X
I={ dx = coscosx + L

senx

(coscos x —1)(coscos x +1)

2
(coscos x +1) '+ C =

(coscos x +1)2

2
sen x

+ C = coscos.
1—cos x

(coscos x +1)2 _
————|+ C =coscosx + L

coscos x +1
ooty
senx




1)
Por contener f(x) = ax’ + bx’ a P(1, 2)=f(1) = 2:

f=al’+b1’=a+b=2 (1)
Por tener f(x) = ax’ + bx’ un extremo relativo en P(1, 2)>f '(1) = 0:

F)=3ax"+ 2bx=>f (1) =3a1’+ 2b1=3a+2b=0. (2
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=23a+2b=0} —2a—2b=—43a+b=0}>a=—4 b=6

2)
Los puntos de corte de f(x) con el eje OX son los siguientes:

f(x)= 0=2x° — 3x° = 0; x2(2x— 3) = 0=>x1= 0, x2=%.

Teniendo en cuenta que 0 < 1 <% yque f()=2-3=—1<0, la

superficie a calcular es la siguiente:

_ —81+108 __ 27 u2
32 32

seskoskoskoskoskoskoskoskok



OPCION B

1°) a) Considere la matriz M =(xyzyzxzxy) y los vectores
A=(abc)yB =(101), donde x, y, z son nimeros reales. Determine x, y, z para
que el vector A = (1 2 3) sea solucion del sistema M-A = B.

b) Sea ahora la matriz y vectores siguientes:
N =(abcbcacab), A=(xyz), B=(101), donde a, b y ¢ son numeros
reales que verifican que a#0, a + b = 0, ¢ = a. Determine si el sistema N-X = B
es compatible determinado.

a)

M-A=B=>((xyzyzxzxy)(123)=101)>x+2y+3z=1y + 2z + 3x =

x+2(—-3x—22)+3z=1z+2x+3(—3x —22)=1} x —6x — 4z + 3z =1

25x+52=—5—7x—5y=1 }=>18x=—4;x=—%;Z=—5x_]_=19_0_1

Solucién: x =— =~ y =2+ , -1
olucionix =— 4,y =+, z = 4.

b)

N-A = B=(abcbcacab)(xyz)=(101); ax + by + cz=1bx + cy + az = (

Teniendo en cuenta que a0, b =— a, c = a:
ax —ay+az=1—ax+ay+az=0ax +ay —az=1}

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
P=(a —aa —aaaaa —a)yP'=(a —aa —aaaaa —a 101)
Rang P=>|la — aa —aaaaa —a|=a3|1 -11 -11111 - 1|=

= a3(— 1-1-1-1-1+1)=-— 4a3¢0, por ser a#0.

Rang P = Rang Q = n2incdg. =S. C. D.



Queda determinado que el sistema N-A = B es compatible determinado.
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2°) a) Determine, como interseccion de dos planos, la ecuacion de la recta paralela a
la recta r={5x — 3y +2z=1x+ 3y — 2z =—4 que pasa por el punto
Q(, 2, — 4).

b) Determine la distancia del punto P(1, 1, 0) a la recta r anterior.

a)

Una forma de resolver este apartado es la siguiente:

Una recta define al haz de planos que la contiene, por lo tanto, una recta puede
venir expresada por infinitos pares de planos.

La recta r viene dada por los siguientes planos 111£5x —3y+2z—-—1=0y

T =X + 3y — 2z + 4 = 0. La recta s, por ser paralela a r, puede definirse por dos

planos paralelos a los que determinan ar.

Sean los planos n;ESx -3y + 2z + D1 =0 y
n'ZEx + 3y — 2z + D2 = 0 los que definen a s. Para determinar D1 y D2 basta con
tener en cuenta que s contiene al punto Q(0, 2, — 4):
T['lESX —-3y+2z+D =0 Q(0, 2, —4)}=>50—-32+2(— 4

0—6—8+D =0=D = 14=m =5x — 3y + 2z + 14 = 0.

ﬂ'zzx +3y—2z+D,=0 Q(0, 2, —4)}=>50 + 32— 2:(—4)+

0+6+8+D =0=D =— 1431 =x + 3y — 2z — 14 = 0.

s=5x —3y+2z+14=0x+3y—2z—-—14 =0

b)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se P
hace un dibujo de la situacion.



S=1w /\AP’S = |v|-h}:>|v /\AP'= \v'-h=>
r r r r

v AAP|
r
—

v
r

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

> h=d(Pr) =

r={x —3y+2z2=1x+3y —2z2=—4=z=2=>5x -3y =1—-2Ax + 3

X === y=§(—4+2x—x)=%(—4+%+ 2A)=§(—%+ 21):—%+—A=

:}rE{x :—% y=——+—7xz=7\

=

Un punto y un vector director de r son A(— , = %, O) yv = 0, 2, 3).

-

ap=P-A=|a,1,0-(-+ -Z0)|=(% £ 0)

Aplicando la férmula al punto Py a la recta r:

A o 3 13 1.,
d(P,r): vr/:AP‘ _ lijk023 0] _ < lijk0239130] _ 127j-18k—39i] _ 3|-13i+9j—6k| _
v 0*4+2°+3° Va+9 6113 613
|

_ J-13)°49%+(—6)° _ /169481436 _ 286 _ 1 [286 _ 22 u = d(P,7)
N 2413 - 213 213 2 2 — o

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos perpendiculares a r tiene por ecuacion:
a=2y + 3z + D = 0.

De los infinitos planos del haz «, el plano T que contiene al punto P(1, 1, 0)
es el que satisface su ecuacion:

o=2y +3z+D =0 P(1,1,0)}=221+30+D=0=>D=—2>
>n=2y + 3z - 2 =0.

El punto B, interseccion de la recta r con el plano 1 es la solucion del sistema
que forman:



=2y +3z2—-2=0r={bx —3y+2z2=1x+ 3y — 2z =— 4} 2y + 3z

2y +3z=26y —4z=-7} 6y+9z2=6 —6y+4z=7}>13z=13; z =

=(- 4, - 11) /

La distancia pedida del punto P a la recta r es B
equivalente a la distancia entre los puntos By P, o sea el ———------ .
modulo de |BP|: d

P(1,470)

d(P, ) = |BP| = \/(1 + %)2 +(1+ %)2 + (- 1)’ =

AE @

d(P, r)= @ unidades.
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3°) a) Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados que no tienen ningtn lado
comun y que satisfacen que el perimetro de uno de ellos es triple que el de otro vy,
ademads, se necesitan 1.248 metros de valla para vallar completamente los tres
campos, de manera que la suma de las areas es la minima posible.

2x
b) Usando el cambio de variable t = e’ calcule: [ = [ 2 __.dx.

X —X
e —2e

x—1 Lx

c¢) Calcule: (; — L) .

a)

Del enunciado del problema y de la observacion de la figura se deduce que:

P=P +P +P =

3x s]
3x X y

= 4-(3x) + 4x + 4y = 16x + 4y = 1.248;
4x + y = 312>y = 312 — 4x.
S =S +S +5 =30 +x +y =10x +y.
Sustituyendo el valor de y en la expresion de la superficie:
2 2
S(x)=10x + (312 — 4x) .
La superficie es minima cuando se anula su primera derivada:
S'(x) = 20x + 2-(312 — 4x)-(— 4) = 20x — 8(312 — 4x) =

= 20x — 2496 + 32x = 52x — 2.496.

249,
52

S(x)= 0252x — 2.496 = 0; x = = 48,

Para justificar que se trata de un minimo, la segunda derivada tiene que ser
positiva para el valor encontrado de x que anula la primera derivada:

S"(48) = 52 > 0 =>Minimo, como se queria justificar.

y =312 — 4x = 312 — 448 = 312 — 192 = 120.



Los lados de los campos son 144, 48 y 120 metros.

b)
2x 2
I = [="—dx={e" = t-dt = e"dxdx = dt/t}=> [—F—dt =
e'—2e " t—2-t t
= [ .g¢ 2 L2 g = 2[(1 + 222)-dt =
—z - 2
= dt=2t+1 =1 (¥
_ 4 4 _ 4 __A B _ At—2A+Bt+[2B _
I = I =2 dt= =2 (t+/2)(t—2) t+2 T t—2 (t+2)(t—2)
— (ArBy(—2A+2B) A+B=0 —\2A4+\2B=4) A+B=0 —A+B

t—2

I = f(;ﬁ + t_ﬁﬁ)-dt =—2:L|t + 2|+ 2Lt — 2|+ C =

— 21| =2
=2 L| F | + C.
Sustituyendo en (*) el valor obtenido de I %

I =2t + \/E ‘L %| + C. Deshaciendo el cambio de variable:

X e —\2
I = 2e + /2L + C.
\/7 ex+\/§
c)
! ty -t _ .t _1_ 1 _ o _

(x—l _L_x) =TT - =9 o = ® — w=Indet.=
= o =—=>Indet ={L'Ho ltal}=>—7_1+0 =
(x—1)-Lx 0-0 p et (D)L

- 1 1-1 0
_ x _ -x — _ 0 , ]
T lxti—Lt  wlxtx—1  1.041-1 _ 0 =Indet. >{L'Hopital} =



-1 -1 -1

1
TLx+x—t+1  Lx+2 — 0+2 2
X

seskoskoskoskoskoskoskskok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

SEPTIEMBRE — 2015 (ESPECICIFA)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B.

OPCION A

1°) a) Sea A un parametro real cualquiera. Determine para qué valores de A el sistema

de ecuaciones

{2Ax — 2y — Az =2 Ax —y+z=5 3 + 4y + (A — 1)z =

es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.

b) Determine la inversa de lamatrizM = (123110120).

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=2r —2 —AX — 113241 - 1) y
A'=@A —2 —AA — 113242 —1 251 —5).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro A es el siguiente:
JA|= |20 — 2 — A — 113041 — 1= 201 — 1) — 4° — 6) — 3" — 8\ + 2D
= -2 -7 -1+ 20— 20 =— A" = 14A=0; — 7TAQA + 2) = 0>

=>7\1=0; A+ 2 =0; 7\2=—2.

Para A#0 y A+ — 2=Rang A = Rang A = ne incog.=S. C. D.

Para A = 0 es
A=(0 —200 —1104 —1 25 — 5)=Rang. A’=>(CZ, C, C4)=>

Antonio Menguiano



>|-202 —1154 —1 —5|=10 + 2 — 8 — 10 =— 6#0=>Rang. A = 3

Para A = -2 es
A=(—4-22-2-11 -64 —3 25 —7)=>Rang.A'=>(C2, C, c4)=>

>|—222 —1154 —3 —7|=14 + 6 + 40 — 8 — 30 — 14 = 8+#0>Rang. A

ParaA = 0 yparal =— 2=Rang A = 2; Rang A =335 1.

b)
Para determinar la inversa de la matriz M se utiliza el método de Gauss-Jordan.

(1):(100010001)=>{F2—>1’2—1:11:3_’1:3_111}:>

= (100 =110 —101)={F, > - F}= (1001 - 10 - 101)=

1
=>{F1—>F1— 2F2}=>(— 1201 —10 — 101):{F3—>—?F3}=>

=>(— 1201 —10=0 —%)=>{F1—>F1+3F3F2—>F2—3F3}=>(02 ~10 -

>M ' =(02 -10 - 1150 - ).
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- -

2°) a) Sean u y v dos vectores que satisfacen que |u| = 5,

- -

Determine u X v.

N

v|=2yu-v=10.

b) Considere las rectas r=2x —y=0ax —2z=0 y
s={x + by =3y +z = 3.

1) Determine los valores a # 0 y b # 0 para que las rectas sean paralelas.

2) (Existen valores a # 0 y b # 0 para que las rectas sean coincidentes?

a)
Por la definicion de producto escalar de dos vectores:
- > - > -
u-v 10 10
uv = |u|-|v|-cos cosa=>coscosa = ——= = =— = 1=a = 0°.
[ 5T

- -

Los vectores u y v son paralelos, por consiguiente su producto vectorial es el
vector nulo, como se detalla a continuacion.

Por definicion, el moédulo del producto vectorial de dos vectores es igual al
producto de los modulos de los dos vectores por es seno del angulo que forman;
como es sen 0° = 0, se deduce la solucién siguiente:

uXxv=0.
b)
Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es

cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan

-

r=(2x —y=0ax —z=0 :{;1:(2’ -1, 0)n2=(a, 0, — 1)}=>v'r=|ijk2

v = (1, 2, a).

-

s=(x + by =3y + z =3 :{51=(1, b, 0)n, = (0, 1, 1)]=>v's=|ijk1boo11

-

v = (b, — 1, 1).

1) Dos vectores son paralelos cuando sus componentes son proporcionales.



2 a 1
—_—_T=>a—— 2, b——7.

Lasrectasry s sonparalelasparaa =— 2y b =— %

2) Para que las rectas sean coincidentes es condicidon necesaria, aunque no
suficiente (pueden ser paralelas), que sus vectores directores sean linealmente
dependientes.

Las expresiones dadas por ecuaciones paramétricas de las rectas r y s son las
siguientes: r={x =X y=2Az =alA y
s={x =3 —bpu y=yp z =3 — | vy sus respectivos vectores directores

sonv = (1, 2, a)yvs =(—b 1 —-1).

Para que los vectores directores sean linealmente dependientes tienen que ser

: . 1 2 1
proporcionales sus respectivas componentes: —- = - = _al =>a==2,b=—--
Las rectas resultan ser: r={x =A y=2\z=—2A y

SE{x=3+%uy=u z=3—

Para que r y s sean coincidentes tienen que tener todos sus puntos en comun.
Un puntoderes P (A, 2\, — 2A) y un punto de s es Q (3 + %u, W 3 — u)
=

:>{7\=3+%u27\=u—27\=3—u}=>7\=3+%-27\—27\=3—27\} A=3

No existena # 0y b # 0 para que las rectas r y s sean coincidentes.

st sfe ke sk sk sk skok



3x

3°) a) Usando el cambio de variable t = e, calcule | = [————dx.
e +3e +2

COSCOoS X

b) Determine el limite siguiente: ( - : ) o
—Ssen x

¢) Determine la ecuacién de la curva f(x) sabiendo que la recta tangente en x = 3 es

y = 9x — 13y laderivada segunda es f "(x) = 4, para cualquier valor de x.

a)
3x 3
I:fﬁ'dx:{exzt—>ex-dx=dtdx=£}=>f zt A=
e +3e +2 t t'+3t+2 L
£ £ +3t+2-3t—2 3t+2
= -dt = dt = | |[1 — ——|-dt =
I £ +3t+2 I £ +3t+2 I £ +3t+2
=[dt — [ _—dt=t—A=1. (1)
t +3t+2
2 A . —3+/9-8 _ -3+ /1 _ —3+1 _ _
t+3t+2=0t=—r—=—F—=—3{ =-2t,=— 1>
2
St +3t4+2=(+2)(t+1).
3t+2 3t+2 M N N _ Mt+M+Nt+2N _ (M+N)t+(M+2N)
2 43t42 TOt+2)(t+1) T t+2 t+1 ~  (t+2)(t+1) (t+2)(t+1)

> M+N=3M+2N=2} —-M-N=—3M+2N=2}=>N=—1M=4

_[_3t+2 . 4 1N\ g _ L)’
A =[S = [ -7 )dx = 4Lle + 2= Lie + 1] = 208
L(t+2)*
Sustituyendo en (1) el valor obtenidode A: I = t — e + C.

Deshaciendo el cambio de variable:

x 4
I=ex——(—)—LeJr2 + C

L(e"+1)




b)

€0Scos x E3 0 0
1 senx _ 1 Sen _ 1 1 (1 _ OOO:I d £ =
1-senx o 1—sen% 11 —\o o naet.

coscos x COscos x

:>( 1 )senx =A=>LA=L( 1 )senx =cosc05x.L( 1 ):

1-senx 1—senx senx 1-senx

COSCOS X coscos x -L(1—senx L(l—senx L(l—senx
= [L1 — L(1 — senx)] =— ( ) —_ Lloseny K )
senx senx tag x
Ccoscos x
L(1—senx LO —o0 0o
LA = [[A]=—20=em0 10— =% _ % L indet. >
tag x 00 0o oo
_COSCOSX 3
cos x

= {L'Hopital}= — —=== = +=Indet. >{L'Hopital} =

2
cos X

1-senx

2
3-cos x-(—sen x)

3
= = 3-(coscos x:senx) =—=-(2-coscosx-senx) =
—Cc0S X 2
3 3 3
= —[sen (2x)] = senm = =0 = 0.
O COSscos x
1\ senx
LA =024 =e =1:>( ) =,
l—senx

f'(X) = ff"(x)-dx = [4-dx = 4x + C1‘

La pendiente de la tangente y = 9x — 13 es m = 9. Sabiendo que la derivada
de una funcion en un punto es el valor de la pendiente de la tangente a la funcion en

ese punto: £ (3) = 9=4:3 + C, = 9; 12 + C, = 9=C, =— 3 = f (x) = 4x — 3,

f(x)= ff'(x)-dx = [(4x — 3)-dx = 4;2 — 3x + C2 = 2x" — 3x + Cz'

Para x = 3 el valor de la funcion es igual que el de la tangente:

fB)=y,=93-13=27 - 13 = 14

f(3)= 1423 =33+, =14; 18 — 9 + C, = 14=C, = 5.



f(x)= 2x° — 3x + 5.
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OPCION B
1°) Sea A un parametro real cualquiera y considere la matriz
A=B0A =5 —A —5A03)yelvectorX = (xyz).

a) (Para qué valores de A existe la matriz N = (4 — 21)_1, siendo I la matriz
identidad de orden 3?

b) Si A =0, encuentre los valores de x, y, z que satisfacen la ecuacion AX = 2X + b,
dondeb = (1y1).

c¢) Sean F,, F, y F; la primera, segunda y tercera filas, respectivamente, de una matriz
M de orden 3 x 3 cuyo determinante es -2. Calcule el determinante de una matriz
cuyas filas primera, segunda y tercera son, respectivamente, SF, — F;, 3F; y F,.

a)
N=A-21=B0A -5 —A —5103)—(200020002)=(10A — 5 -

Una matriz es invertible cuando du determinante es distinto de cero:
IN|]=]10A =5 —A—2 —5A01]|=—A—2 —)\2(—7\— 2)=(— A — 2)(1 — ¢

IN|=0=2A =— 2; A_=— 1, A_ = 1.
1 2 3

N es invertible VAER — {— 2, — 1, 1}.

b)
AX = 2X + b;AX — 2X = b; (A — 2I)-X = b;

(A—2D""(A = 2D)X = (A - 2D "“b=X = (A — 2) "b.

ParaA=0esA — 2 =(100 —5 —2 —5001). Se halla (A — 21)_1
por el método de Gauss:
(100010001)=>{F2—>F2+ 5F1}=>(100510001):

1 5 1
:(100510001):{F2—>—7F2}=>(100 -5 —-50001)>

5 5 1 5
=>{F2—>F2—7F3}=>(100 -5 -3 —5001)>



(a-2n"=(100 -5 -5 -5001).

X:(A—ZI)_lbz(xyz)z(l()O —% —% _%001)(13;1):(1 —
5 1 5 1 3 10
Sx=z=Ly=S—5 o5y - (1+7)y=— 5 Y == 5y ="7-
s 10
Solucion: x = 1;y =— =z = 1.

c)
[M]=|F F,F,|=N =|5F —F,3F,F,|=|5F 3F,F,|+|-F,3F,F,]

Si todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se
descomponen en dos sumandos, entonces su determinante es igual a la suma de los
determinantes que tienen dicha fila o columna el primero y es segundo sumando
respectivamente, siendo los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.

El valor del determinante de la segunda matriz es cero por tener dos lineas
proporcionales.
N = [5F 3F,F,|=—|5F F,3F,|

Si se intercambian dos filas o dos columnas de un determinante su valor
cambia de signo.
N =— 5-3-[1@1 F, F3] =— 15-(— 2) = 30.

Si los elementos de una fila o columna de un determinante se multiplican por
un numero, el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

skeoskesk sjeoskeoske sk skoskosk
2°) a) Sea a un parametro real cualquiera. Dados los planos

m=3x +ay +2z—-—10=0y m=x — y + az — 5 = 0. ;Existen valores de a
para los que los planos son paralelos?

b) Encuentre la ecuacion de la recta paralela a la recta interseccion de los siguientes

planos: m=3x + 2y + z = 10 yn=4x — 2y — 8z = 10 que pasa por el punto de
expresion P (1, 1, 0).
a)

Para que los planos mym' sean paralelos tiene que cumplirse que:



— % = % la =— 3a = % = Va€ER, mym no sonparalelos.

b)
La recta interseccion de los planos y ' es la expresion que se obtiene de la
igualacién de sus ecuaciones:

Los vectores normales de los planos son
v=(32 Dyv=(2 -1, - 4).

El vector director de la recta interseccion es cualquiera que sea linealmente
dependiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos:

N

v'r=|ijk3212 -1 —-4|=—8i+2] -3k -4k + i+ 12 =— 7i + 14) — 7k-

-

>v =(1, -2 1)

La expresion de r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es:

1
rsx —1="-=1z
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39) @) Sea f(x) = xe*

1) Determine el dominio de f(x).

2) Determine, si existen, las asintotas de f(x).
3) Determine, si existen, los maximos y minimos relativos de f(x).

b) Calcule: I = f[ix;\;L + L—f]dx
X X

a 1)
La funcion esta definida para cualquier valor real de x, excepto para x = 0 cuyo
valor es indeterminado.

L kS
fx) = (xz-e") = 0-e’ = 0-c0o=>Indeterminado =

1

1 2
2 x 1
2 —_0e 2

= : =%=>Ind.=>{L'Hopital}:> fi =e =
D(f)=R — {0}.
az)
: = 1 = + oo = Asintota vertical: x = 0.
f(x) = f(x) = + o= No tiene asintota horizontal.
2 7 1
m:f(x) =x'e =(x-ex)=+00.
X X
2 7 1
m_f(x) _ xe =(x-e")=—oo
X
No tiene asintota oblicua.
a3)



1

f'(x)= 0:2-%-(3(2 — 1)-6’“2 = 0; X—1= 0:>x1 =— 1, x =1

. 1 1

(x — )" + 2 2xe” — 2 (x" - 1)-5e” =

f 0=

1 1 1 1

= 2(1 - %)-e"z+ se + (1 - xz)-?-e"z= 2e"2[1 - % + 2 +?(1 - xz)]z

= Z(Bx - X +2—2x)=i4"2(3x4—3x2+2)=f"(x).

X

f (— 1)=f (1)> 0 = Minimos parax =-1 y parax = 1.

fED=fD=Te=ce

Minimo: A(— 1, e); Minimo: B(1, e)

I = f[ G1)° ] f[x —2x+l Lf ]-dx = [x%dx — 2[ x*dx +

5 3

+fx? dx+f—dx—%—2- 32

2 2

+5

L
2

= —x \/7 — —x\/7 + 2\/7 + f —5-dx. (Esta ultima integral se resuelve por

partes)
f— dx=>{ = Lx—>du = %-dx %-dx = dv-v =— % }=>Lx-(— %) - [- %%
L 1 L 1 1+L

=_X\/7——x\/7+2\/7 1+Lx
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JULIO — 2015 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A

1°) Considere el sistema
x+(@a—-1Dy+z=1 ax + (2a — 2)y + 2z =0(a + 1)

a) Estudie el caracter del sistema segtn los valores del nimero real a.

b) Resuelva el sistema, si es posible, cuando o = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1la—-11a2a—-22a+ 13a—3a+ 3) y
M=_Qaa+1a—-12a—-23a—-3 12a+3100 ).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

IM|=11a —11a2a —-22a+ 13a—-3a+ 3|=2(a— 1)(a + 3)+ 3a(a — 1)+

+2(a—-—1)(a+1)—-2(a— D@+ 1)—23(a—-—1)—ala— 1)(a+ 3)=
=2(a2+3a—a—3)+3a2—3a—6a+6—a(a2+2a—3)=
=2a2+4a—6+3a2—9a+6—a3—2a2+3a:

A. Menguiano



—a3+3a2—2a=—a(a2—3a+2)=0=>a1=0. - —3a+2=0:

3+/9-8 _ 3+1 _ _
> —2=>a2—1,a—2.

Para {a#0 a#1 a#2 }=»>Ran M = Ran M =3 =ne incog.=S. C. D.
Para o = 0 es
M=(101 -1 -2 -3123100 )=>{F1+F2=F3}=>RangM=2.

Parao=1es M = (112000 124 100 ), equivalente a efectos de rango
alamatriz(111120240)=>1111120240|=4 — 4 = 0=RangM = 2.

Para o = 2 es M = (123123 125100 ), cuyo rango es el siguiente
(teniendo en cuenta que son iguales las

dos primeras
[111220350|= 10 — 6 = 4#¥0=>Rang M = 3.

columnas:

Para{a = 0a = 1}=RanM = RanM = 2 < n® incég.=S. C. I.

Paraa = 2=RanM = 2; Ran M = 3=S. I.
b)

Para a = 1 el sistema es

x+z=1x+22=02x + 4z =0}, quees
compatible indeterminado, segin al apartado anterior; el sistema es equivalente a

x+ z=1x+ 2z = 0}, cuya solucion es:

—x—z=—1x+2z=0 }=z=-1,x =2

Solucion:{x =2 y =A z =— 1,VAER.
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2°) Considere el plano m=x + y — z = 0 y el punto P (1, 1, -1). Obtenga:

a) Un punto Q en el plano m tal que la recta r determinada por P y Q sea
perpendicular al plano .

b) Los puntos P’ en la recta r tales que la distancia de P’ a m sea el doble de la
distancia de P a .

a)

Un vector normal del planomes v = (1,1, — 1).

La recta r que pasa por el punto P y es perpendicular al plano n tiene la
siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétricas:
r=x=1+Ay=1+Az=—1-A.

El punto Q buscado es la interseccion de la recta r con el plano «:

r=x=1+Ay=14+4Az==—1-Anm=x+y—-z=0}=>10+21)+(1
1+A2+14+24+14+A2A=0; 34+3A=0; 14+A=0=>A=—1.
>{x=1-1=0y=1-1=02z=—14+1=0 = Q(0,0,0).

b)
La distancia de un punto Po(xo' Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax +By +Cz +D|

|1:14+1-1-1-(=1)| |1+1+1] 3
d(P,m) = = = = /3.
(P.m) 1" +1°+(-1)°* i 3 \/7

El punto P’ por pertenecer ar es de la forma: P(1 + A, 1 + A.— 1 — A).

viene dada por la formula d (P . n) =

d(P', ) = 2.3= LML LN G _ 3530 L 6 3 4 3y s

V14124 (-1) V1+1+1 3

2=]1+A=2=1+A>4 =12P (2,2,-2) 2=-1- 24>\ =— 3P (-
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3°) De todos los triangulos rectangulos de hipotenusa 10 cm, encuentre la longitud de
los catetos del triangulo que tiene el perimetro maximo.

Perimetro: p = 10 + b + c=>Minimo.

b o= 10cm
Por el teorema de Pitagoras: 10°=b" + ¢".
C
c =1\100 — b, Sustituyendo en el
perimetro:

p =10 + b +1/100 — b°.

El perimetro sera minimo cuando se anule su primera derivada:

=04+1+—2 _—=1-—L_—"=9031=—"2

p R ——
©) 20/100—b° 7/100—b" 7/100-b
b =4/100 —b° ;; b°=100 —b° ;; 2b° = 100 ;; b° = 50=b = +/50.

El valor negativo carece de sentido logico, por lo cual: b = \/% = 5\/5 :

¢ =4/100 — b°> =+/100 — 50 =+/50 = 5/2.

Esun triangulo rectangulo isésceles de ladosa = 10cmyb = ¢ = 5\/5 cm.
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: 2 2
4°) Considere las curvasy =4x — x ey =x — 6.
a) Encuentre los puntos de interseccion.

b) Represente razonadamente las dos curvas en una misma grafica, donde se vea
claramente el recinto que limitan entre ellas.

¢) Encuentre el area del recinto limitado por las dos curvas.

a)
Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

Ax — X =x -6 2 —4x—6=0: x —2x -3 =0 :

X = Zﬂ;m = ZinR - 254 = 1+2={x == 1-A(= 1, - 5 x, = 3-B(@3,3)

b)

La parabola y = 4x — x* corta al eje OX
en los puntos siguientes:

y=dx —x = 0={x, = 0-0(0,0) x, = 4-C(4,0) .

, 2 e .
La pardbola y = x — 6, por ser simétrica con respecto al eje OY pasa por el
punto D, simétrico de B (3, 3), D (-3, 3), y tiene su vértice en el punto E (0, -6).

El vérticede y = 4x — x'esE (2, 4).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.



Por ser las ordenadas de la pardbola y = 4x — X iguales o mayores que las

. 2 . .
correspondientes ordenadas de y = x — 6 en el intervalo del area a calcular y de la
observacion de la figura se deduce que:

S = }[(43( - xz)— (x2 - 6)]-dx = }(4x —x =+ 6)-dx =
-1 =2
3 3 2 3 3 3
=f(—2x2+4x+6)-dx=[— R ] :[-Zg 2 ] _
-2 -2 -2

=(_

=—— 18+ 18+ 18-2-2+6=22-2=2=-8 " g

-)—[—2(” +2:(—= 1) +6(—1)]
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OPCION B
1°) Dado el numero real a considere lamatrizA = (1 — 1 —aa31 — 2a2a).
a) Obtenga los valores del numero real o para los que la matriz A tiene inversa.

b) Calcule, si es posible, la inversa de A cuando a = 0.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

[Al=|1 —1 —aa3l —2a2a|=6a—a3+2—6a—a+2a2=

— a3 + 2a2 —a+2=0; a3 — Za2 + a — 2 = 0. Resolviendo por Ruffini:

: 1 -2 1 -2
La tnica raiz real es a = 2. 2 2 0 2
10 1 [0
A es invertible para cualquier valor real de a, excepto paraa = 2.

b)
Paraoc=0esA =(1 — 10031 — 200). Para obtener su inversa se
procede por el método de Gauss-Jordan.

(A/I)=(100010001)=>{F3—>F3+ 2F1}=>(100010201):>

1 1
=>{F3—>?F3}:(1000?0201):{F1—>F1+F2F3—>F3+ 2F2}=>

> (15005025 1)={F, >F - F,F,>F,—F,}
(00 -5 10 - 5155 )>

1
> (00 -3 10 —5313)=4"=(00 - -10 - 5313,
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2°) Los puntos A (1, 0, 0) y B (0, 2, 1) son vértices que forman el lado desigual de un
triangulo 1isosceles. Se sabe que el tercer vértice pertenece a la recta
r={y =0z =10.

a) Halle las coordenadas del tercer vértice.

b) Encuentre el area del tridngulo.

a)

Los puntos A y B determinan el vector
AB OB OA—B—A—( 1, 2,1).

El haz de planos B perpendicular al segmento AB tiene la siguiente expresion
general: = —x + 2y + z + D = 0.

El punto medio del segmento ABes M (— 1, —)

De los infinitos planos del haz B, el plano segmento o que contiene al punto M
es el que satisface su ecuacion:

E—x+2y+z+D=OM(% ,%)}:——+2+—+D—0=>D——2

El plano a tiene por expresion generala= — x + 2y + z — 2 = 0.

El vértice pedido C es la interseccion del plano a y la recta r:
r={y=0z=10a=—-x+2y+z—-2=0}>—-x+0+10—- 2 =

b)
Una forma de hallar el area del triangulo es como la mitad del area del
paralelogramo que determinan dos de sus lados.

Los puntos A y C determinan el vector
AC = 0C — 0A—C—A—(7 0,10).

El area del paralelogramo es el modulo del producto vectorial de los vectores
que lo determinan, por lo cual, el area del tridngulo pedido es la mitad del mddulo del

-

producto vectorial de los vectores AB y AC:



1 .. 1 . . . 1 . .
S .=7lijk —1217010| =5[20i + 7j — 14k + 10| = 5|20 + 17j — 14

1 [ 2 2 2 _ 1 1 N 2
= 214/20° +17° + (14)° = 1/a00 + 289 + 196 = 1885=14,870" =5,

Otra forma de resolver el apartado seria la siguiente:

La altura del triangulo es la distancia entre los puntos M (%, 1, %) y C(8,0,
10):

h=M_C=\/(8—%)2+(1—0)2+(10—%2=\/(1—25)2+1+(12—9)2=

_ [225 361 _ [586 _[590 590 T~
=Gt 1+ ="+ 1=/ =-——=MC.

4

La base del triangulo es la distancia entre los puntos A (1, 0, 0) y B (0, 2, 1):

E=|AﬁB|=\/(— D+2°+1°=V1+4 + 1=1/6.

_ <5
— \/E 290 — /3540 — 1/885-4 _ /885 u2
4 4 2 )

ABC 2 2
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L(1+x)—sen x

3°) Calcule
x-sen x
L(1+x)—sen x L1-0 0 ' .
(1+2) = = — =Indet. = {L Hopltal} =
x-sen x 0-0 0
1 —COS X 1-1 0
1+x — _ _ v ' .
1-sen x+x-coscosx 0401 ~ 0 = Indet. = {L HOpltCll}=>
- +sen x
(1+x)° s . R
cos x+1-coscos x —x-senx _ 1+1+0-0 2°

L(1+x)—sen x

__ 1
x-senx -2
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4°) Se sabe que la derivada de una funcion f(x) es f ’(x) =(x + 1) (xz — 4).
a) Determine la funcién f sabiendo que f(0) = %

b) Halle los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos de

f).

a)
f'(x)z(x+1)(x2—4)=x3—4x+x2—4=x3+x2—4x—4.
_ 3 2 _x4 X 4x°
f(x)—f(x + x —4x—4)-dx—T+T— ——4x + C.
1 X' X 2 1
f(0)=C=7 =>f(x)=T+T—2x — 4x +7.
b)

Una funcidn es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente, en ese punto.

' 2
f(x)=(x + 1)(x — 4)= 0:>x1 =— 2, X, == 1,x3 = 2.

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en R por ser una funcién polinémica,
los valores que anulan la primera derivada dividen el dominio de la funcioén en cuatro
intervalos crecientes o decrecientes de forma alternativa.

Teniendo en cuenta que, por ejemplo, f (0)=— 4 < 0, los periodos de
crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento:f'(x) > 0=xe(— o0,— 2)U (— 1, 2).

Crecimiento:f’(x) < 0=xe(— 2,— 1)U (2, + o).

Una funcidn tiene un maximo relativo en un punto cuando se anula la primera
derivada y es negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera vy,
tiene un minimo relativo para los valores reales que anulan la primera derivada y
hacen positiva la segunda derivada.

f'(x)=x3 +x°— 4x — 4.



Flo)=3¢C+2x—4a(f (—2)=12—4—-4=4>0omin. f (—1) =3 — 2 —

4 3

Siendo f(x) = 2~ + - — 2x" — 4x + =

16 8 1 336—224+12 _ 124 _ 31 , 31
f(—Z)——4 —?—8+8+7— ” =~ —21:»M1n.=>N!—2,—21!

|

_ 1 1 1 _ 21-28+168+12 _ 173 . 4 173
f-D=g—F—2+4+5 = 2O T Sysx o p(— 1,-00).
_ 8 o 1 _ —252+56+3 _ 193 , 193

fQ)=4+5-8-8+5 =" B Sy =0(2,- )
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JUNIO — 2015 (ESPECICIFA)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A

: 2
1°) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 con elementos reales tal que A = 13,

donde [ 3 la matriz identidad de orden 3.
a) Pruebe que la matriz A tiene inversa y dé dicha inversa.
b) Obtenga A" para cualquier nimeros natural n.

c)S1iA=(1110a000a), calcular el valor del nimero real a para que A% = 13.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
DeA’ =1, A-A = I > |A||A| = |I| = 1= |A|#0> A es invertible.
Por definicion de matriz inversa de una matriz: A-A_1 = 1.
2 1 2 1
Sabemosque A = I,porlocual: AA =A = AA=>A = A.
b)
3 2 4 3 2
A =AA=1A=A A =AA=AA=4=1. ...

A. Menguiano



A" =4 sines imparyAn = I, sinespar.

c)

A"=AA=(1110a000a)(1110a000a)=(11+al+a0a 000a’)

A =15(11+al+a0a000a )=(100010001)=>a =11+a=0

seskeoskeoskoskoskoskoskoskok



2°) Sean los planos siguientes: n152x + 2y + az = 1,n252x + ay + 2z =— 2,

m,=ax + 2y + 2z = 1, donde a es un numero real. Calcule:

a) El valor de a para que los planos contengan una recta en comun.
b) Halle el vector director de dicha recta.

c¢) Escriba unas ecuaciones paramétricas de la recta comun a los tres planos dados.

a)
Para que tres planos distintos se corten en una linea es necesario que los rangos
de las matrices de coeficientes y ampliada sean iguales e iguales a dos.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=((22a2a2a22)y M'=(22a2a2a22 1 —-21).
El rango de M en funcion de a es el siguiente:
IM|=|22a2a2a22|=4a+4a+4a—-a —8—8=—a + 12a — 16 =

4@ — 12a + 16 = 0.

Resolviendo por Ruffini se obtienen las raices: a =a,= 2, a,=- 4.

Paraa=2:>M'=(222222222 1 —21)=>RangM'=2.

Paraa = 2=Rang M = 1, Rang M = 2=Sistema incompatible.

Dos planos son coincidentes y el otro es paralelo.

Paraa =— 4=M = (22 — 42 — 42 — 422 1 —21)=>{F1+F2=—F4}=>

= Rang M = 2.

Los planos t_, T,y T, secortan enunarectaparaa =-— 4.

1

b)



La expresion de la recta que determinan los planos dados por unas ecuaciones
implicitas puede ser las que forman dos cualesquiera de los planos dados, por
ejemplo:

r={2x + 2y — 4z =12x — 4y + 2z =— 2 0 mejor:
r={2x + 2y —4z=1x—-2y +z=—1.

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan:

r=(2x + 2y —4z=1x -2y + 2z =1 :{rfl=(1, 1, —n=(1, -2 1)]:

=i—2j~2k—k—4i—j=—30-3j-3k>v =(1 1, D.

c)

r=2x + 2y —4z=1x—-2y+z=—1 =2z2=2=23x=3A2x =\ A — 2y + A =

2y =1+ 2=y =—+A>r=x =Ay =5+ Az = 1.

Unpuntoderes P(l, %, 1).
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3°) Calcule a y b, numeros reales, de forma que la curva f(x) = X+ ax’ + bx + 2
pase por el punto P(— 1, 6) y su recta tangente en x = 1 forme un angulo de 45°
con el eje OX.

Por pasar por P(— 1, 6): f(— 1) = 6=>(— 1)3 + a(— 1)2 — b+ 2 =6;
—14+a—-b+2=6;, a—b =25.

f'(x) = 3x" + 2ax + b.

Por formar su recta tangente en x = 1 un angulo de 45° con el eje OX es:

fF)=1=31"+2a1+b=13+2a+b=1 2a+b=—2

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones obtenidas:

a—b=52a+b=—2}=23a=3=>a=1.

1-b=5 —b=4>=b=—4.

st s sk sk sk sk skok



4°) Calcule una primitiva de la funcion f(x) = L

\x

F(x) = fff—i-dx:o{u = Lx—du = %-dx %-dx = dv-v = 2\/}-dx}=>

1

_1 >
SLa2x — [ 2[e—dx = 2[xLx — 2[x *dx = 2/xlx — 25—+ C =

2
2\[x-Lx — 4\x + C = 24/x-(Lx — 2) + C.

F(x) = 2\Jx-(Lx — 2) + C.

seskeoskoskoskoskoskoskoskok



OPCION B

1°) Dado el sistema
xX+y+z=2 ax+2y+3z=0a2x+4y+92=—12}:

a) Estudie su compatibilidad segtn los valores del numero real a.

b) Resuelva el sistema, si es posible, cuando a = 3.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(111a23a"49)yA =(111a23a 49 20 — 12).
El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
2 2 2 2
|Al=[111a23a"49|=18 + 4a + 3a" — 2a" -~ 12 - 9a = 0,a" — 5a + ¢
a4 = 5@/225—24 _ 5J_rzﬁ _ 5J2_r1 >a = 2 a = 3

Para {a#2 a#3 } =Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Para
a=25A=(111223449 20 - 12)=RangA =(C, C, C,)=

511223049 — 12|=— 36 + 36 — 24 + 24 = 0 >Rang A = 2.

Para
a=35A=(111323949 20 - 12)=Rang4 = (C, C, C)=

511232094 — 12|=— 24 + 24 — 36 + 36 = 0 >Rang A = 2.

Para{a = 2a = 3}=>Rang A = RangA' = 2 < n%incog.=S. C. L.

b)
Para a=3 el sistema resulta:
xX+y+z=2 3x + 2y +3z2=09x + 4y + 9z =— 12}, que es
compatible indeterminado. Despreciando una ecuacion (tercera) y haciendo z = A,
resulta:



x+y=2—-A3x+2y=—3\" } —2x—2y=—4+4+2A3x + 2y =— 3\ }=

—4—A+y=2-2A3y=6.

Solucion:x =— 4 — A, y = 6, z = A, VAER.
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2°) Considere las rectas r={x —y+z=2 2x—-2y+z=2,
ssSx+y=0z=1

a) Encuentre la posicion relativa de las rectas r y s.
b) Halle, si es posible, la ecuacion implicita de un plano paralelo a r que contenga a s.

c¢) Obtenga la minima distancia entre r y s.

a)
Las rectas r y S determinan el sistema
fx—y+z=2 2x—-2y+z=2x+y=0 z=1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1210 —1 —210 1101 ) y
M=(1-1122 —-21210100101 ).

Segtin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:

[S—
1
1

Rango 3 = Rango M’=4 = Se cruzan.
2. -- Rango M =3, Rango M’ =3 = Se cortan.
3. -- Rango M =2, Rango M’ =3 = Paralelas.

4. -- Rango M =2, Rango M’ =2 = Coincidentes.

RangodeM:{Fz,Fg,F4}:>|2 ~21110001|= 2 + 2#0=>Rang M = 3.
RangM = |1 — 1122 —21210100101 |:>{F2—>F2—2F1 F,>F —F

=10 -1 -22 -1 —2011|=— 4 + 2#0>Rang M = 4.

Las rectasr y S Ssecruzan.

b)
Un vector directorde larectar = {x —y +z=2 2x — 2y +z =2 es
cualquier vector que sea linealmente del producto vectorial de los vectores normales

de los planos que la determinan, que sonv =(1,- 1,1y v =(2,—2,1):



v =lijkl —112 —21|=—i+2j —2k+2k+2i—j=i+j=(1,10)

La expresionde s={x + y =0z =1 por unas ecuaciones paramétricas
es lasiguiente: s={x = A y=—2Az =1

Un punto y un vector director de s son B(0, 0, 1) y Vo= 1, —1,0).

El plano 1 pedido, por ser paralelo a r y contener a s, tiene como vectores
directores a los vectores directores de las rectas y, por contener a s, contiene al punto
B(0, 0, 1); su expresion general o implicita es la siguiente:

- -

n(B; v, vs)5|xyz—11101 - 10|=0, - (z—-1)—-(zz-1)=0;, —3(z—-1

n=z —1=0.

c)
Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, vV yv,y

.

un tercer vector w que tiene como origen un punto A de r y extremo el punto P de s.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:



— - —
U'UXW'
r S

- -

- - — - -
V=v-(v xw)=|v ><v'-h=‘v ><v|-d:>d=
r S r S T S

- -

UXU‘
r s

Para encontrar un punto A de r la expresamos por unas ecuaciones
paramétricas:
r=={x—y+z=2 2x—-2y+z=2=2y==x+z2=2+A2x+2z=2+ 2\

=>z=2, x=24+A—-2=A=2r={x=Ay=2Az=2 = A(0, 0. 2).

-

AB=[B — A]=1[(0,0, 1) — (0, 0, 2)]=(0, 0, — 1).

|’7‘(’7xv;)' [1101-1000-1]| |1+1] 2 2

— L S — — — — — — ! —

d = ‘;X;| = T RI101-10] okok = mzi T 2 = 1unidad = d(r,s)
r N
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3°) Se desea construir un comedor con forma de paralelepipedo rectangular de 100 m?
de volumen de manera que el largo de su base sea 4/3 de la anchura x de su base. Se
sabe que los precios de un metro cuadrado de suelo, de techo y de pared lateral son,
respectivamente, 225 €/m?, 300 €/m* y 256 €/m”. Determine razonadamente:

a) El valor de x de la anchura de la base que minimiza el coste.

b) Dicho coste minimo.

a)

podemos deducir la expresion del
volumen, de la cual se expresa la altura en )n
funcion de x con objeto de expresar el -
coste como una funcion de x. P

|
De la observacion de la figura :
|
|

V= x-%x-h = 100>

100-3 75
=>h = =h

2
4x X

4 ﬁSuelo 4 ﬁTecho 4 ’*‘Pared latera
Coste = C(x, y) = x- 5 x225 + x5 x-300 + 2-(?3( + x)-h-256
= 2x°.(225 + 300) + 2-2-256xh = 235" + 33 p = 700x" + 232 xn
3 3
Cx) = 700%% + 3.5384 x7—§ — 700x° 4 89600 _ 700x+89600 _ 504 x+128
X X X

X

Es condicion necesaria para que el coste sea minimo que se anule su primera
derivada:

' 2 3
C(x) = 700- 3x 'x—(x2+128)'1 — 0 =>3x3 _ x3 + 128 2x3 _ 128
X

El coste es minimo cuando el ancho de la base es de 4 metros.

b)

4’4128
4

El coste minimo es: C(4) = 700- = 175-(64 + 128) = 33.600.



El coste minimo es de 33. 600 euros.

skeostk sk seoskeoske sk sk
, L(1+mx
4°) Calcule el nimero real m para que Llltmx) 3.
sen (2x)
;o L(1+mx) . . . .y
Por ser sen (2x) = 0, el limite en 2n) tiene que ser una indeterminacion de

0 . :
la forma —-; en cualquier otro caso no es posible que su valor sea 3.

m m

Ld+mx) _ 0 ' . 1+mx _ 14mo0 _ m_ __
en 2 =0 =Indet.= {L'Hopital} = 2cos () = Zeos0 = 2 = 3.

m = 6.

st sfe sk sk skeosk skosk skook



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JUNIO — 2015 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcion A o
realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A

1°) Dado el sistema
ax —ay+3z=a —2x+ 3y —2z=—1 2x —y+z=a}:

a) Estudie su compatibilidad segun los distintos valores del numero real a.

b) Resuélvalo, si es posible, en el caso de a. = 1.

5

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(a —a3 —23 —22 —-11) y
A'=(a —-—a3 —23 -22 —-11 a — 1a).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
|A|l=|la —a3 —23 —22 —11|=3a+ 6+ 4a — 18 — 2a — 2a = 3a — 12 -

a—4=0>a=4.

Para a#4=Rang A = Rang A=3=no incodg.=S. C. D.

Para
a=32A=(4—-43 —23 —22 - 11 4 —14)>RangAd = (C, C, C,)>

Antonio Menguiano



=>4 —44 —23 —12 —14|=48+8+8— 24 — 4 — 32 =64 — 62#0>Ra

Paraa = 4=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

b)
Para a=1 el
x—y+3z=1—-2x+3y —2z=-1
es compatible determinado. Resolviendo por Cramer:
—4

1-13-13-21-11] _ 34342-9-2-1 _

X

3—-12 -9 - 9
_|113-2-1-2211] _ —-1-6—4+6+2+2 _ -1
y = -9 o -9 T -9
;= [1-11-23-12-11] _ 342+2-6-1-2 _ -2

-9 -9

Soluciom: x =

sistema

2x —y+z=1},

sesk skeosk kosk skok skok

resulta:

que



2°) Considere las rectas r= 2x —y=1x—2z=2 y

TZE{Zx—y=2 y — 2z =—2:

a) Estudie la posicion relativa de r; y 1,.

b) Encuentre, si es posible, la ecuacion implicita de un plano perpendicular a ambas
rectas pasando por el punto A(0, — 2, 0).

¢) Encuentre la distancia entre r; y .

a)
Las rectas r y S determinan el sistema
2x—-—y=1 x—-—2z=2 2x—-y=2 y—2z2=-2.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(2120 —10 —110 —10 —2 ) y
M=2-10110 —-1220 —11 0 —-22 —2 ).

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:

[—
1
1

Rango 3 = Rango M’ =4 = Se cruzan.

2. -- Rango M =3, Rango M’ =3 = Se cortan.
3.-- Rango M =2, Rango M’ =3 = Paralelas.

4. -- Rango M =2, Rango M’ =2 = Coincidentes.

Para determinar el rango de M tenemos en cuenta que las filas primera y
tercera son iguales.

RangodeM=>{F1,F2,F4}:>|2 —1010 —101 —2|=2 — 2 = 0=>RangM = 2

RangM =2 —10 110 —1220 —11 0 —22 — 2 |=>{F1<—>F2}:

:>{F2—>F2—2F1F3—>F3—2F1}=>|10 ~120-12-300 —11 2 —2
(10 —120 -1 2 —30000 0011 |=RangM = 3.

Las rectas r,yr,son paralelas.

b)



La expresion de r, por unas ecuaciones  paramétricas s

rlz{x=7\ y=—1+2Az=-2+A

Por ser las rectas paralelas tienen el mismo vector director, que es
v = (1,2,1).

El haz de planos perpendiculares a las rectas es =x + 2y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz B, el plano ™ que contiene al punto
A0, — 2, 0) es el que satisface su ecuacion:

B=x+ 2y +z+ D=0 A0, —2,0)}22:(—2)+ D =0; —4 -

Elplano pedidoesi=x + 2y + z + 4 = 0.

c)
La distancia entre r; y 1,, por ser paralelas, es igual que la distancia de un punto
de una de ellas a la otra.

Unpuntoder,es P(0, — 1, — 2).

La expresion de y r, dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

rZE{Zx—y:Z y—2z=—2=>x=pu=>y =—2+2u — 2+ 20— 2z =— 2=

:rzz{xzu y=—2+4+2uz=u . Un punto de r, es
A(0, — 2, 0). (curiosamente el punto dado)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

v AAP
h=h =dP,r) = J—L

-

v

r
2

-

v

r
2

v NA
T

2

-

v

r
2

S=vr/\AP =

2

S = ‘h}=

Los puntos A y P determinan el vector:
AP =[P - A]l=[0, —1, —2)—(0, —2,0)]=(,1 - 2).

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.



Aplicando la férmula al punto P y a la recta r,:

_ lijk12101-2 _ |-4it+k—i+2j] _ |-5i+2j+k| _
\1P42°4+1° V1+4+1 V6

_AE 4241 25Ha4l B0 _
= % =~ % " —\/gu = d(rl,rz).

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:

El punto de interseccion de la recta r L con el plano m, es la solucion del sistema

que forman:

m=x+2y+z+4=0 rlz{x=7\ y==—1+2Az=—2+2A }=>A+
A=24+4A—-24+2A4+4=0;, 6A=0=>A=0=>P00, —1, — 2). (otra
curiosidad)

La distancia entre las rectas es igual que la distancia entre los puntos A y P:

d(r,r,)=AP = |A_)P| 10,1, —2)|=V1’+ (=2’ =5u

Como se esperaba, se obtiene la misma solucion.

st sk skeosk skeosk sk skok



3°) Obtenga (cot cotx — %) :

1 COSCOS X 1 X:COSCOS X —Sen x 0-0 0
cotcotx ——) =|—————| = = = —>=/Indet. =
X senx X x-sen x 0-0 0
= {L'HO ital} N 1-coscos x —x-sen x—cos x — —Xx-sen x — —0-0 — £:>Indet N
p 1-sen x+x-coscos x sen x+x-coscos x 0+0-1 0 '
Y . 1-x +x-cos x _ 0+0-1 0 __
= {L HOplt(ll}=> cos x+1-coscos x —x-senx 1+1-0 2 0.

(cotcotx —%) =9.
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4°) a) Dibuje el recinto limitado por la curva y = xz,
cuadrante, el eje de abscisas y la recta x = 2.

b) Halle el area del recinto dibujado en a).

a)
Son puntos de corte de la curva y la bisectriz
son los siguientes:

x2=x; xz—x=0; x(x —1)=0>

= {x1 = 0-0(0, 0) X, = 1-A(1, 1).

la bisectriz del primer

La recta x = 2 corta a la bisectriz en el punto
B(2, 2) y al eje X en el punto C(2, 0).

La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la que indica la

figura.

b)

De la observacion de la figura se deduce la superficie S a calcular, que es la

siguiente:

1 ) 2 s 11 272 ) .
X X
S={x-dx+{x-dx=[7] +[T] =(?—O)+(7

_2+412-3 11 uz
6 T 6 :
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OPCION B

1°) Dados los nimeros reales a, b, c, X, se considera la matrizA = (abcaxcabx)

a) Halle los valores de x para los cuales el determinante de A es nulo para cualquiera
valores de a, b, c.

b) Six=1yb=c=2, halle los valores de a para los cuales A tiene inversa.

c¢) Halle, si es posible, la inversa de A cuando x=0yb=c=a=1.

a)

2
|A|=|labcaxcabx|= ax + abc + abc — acx — abc — abx =

= ax’ + abc — acx — abx = ax(x — c¢)— ab(x — ¢)=a(x — c)(x — b).

|A| = 0,Va, b, cER, expectoparax = byx = c.

b)
Parax=1yb=c=2esAd =(@22al12a21).
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero:
|A|=1a22a12a21|=a122112121|=a(1+4+4—-2—-4-2)=
La matriz A es invertible VaeR — {0}.
c)

c=a=1lamatrizes A =(111101110), que es

Parax =0y b =
=[111101110|=1+1-1 = 1+0.

invertible, por ser |A]

Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan:

(N=(100010001)={F,>F —F F,>F,—F }=> (100 —110 —101)=
>{F~-FF->-F 1201001 -1010 —1)={F >F —(F,+F)}=

>(—1111 —1010 —1)=34 '=(—=1111 —1010 — 1).
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: x—1 —1 _ z+1
2°) Considere la recta r=-— ===

a) Obtenga el punto P’ simétrico de P(1, 2, 1) respecto de .

b) Halle la distanciade P ar. c¢) Halle la distancia de P a P’.

a)

El vector director de r es v o= (1, 2, 1).

El haz de planos perpendiculares ares f=x + 2y + z + D = 0.

El plano a€ que contiene al punto P es el siguiente:

B=x+ 2y +2z+ D=0 P(1,2, D}=>1+224+14+D=0; 6+ D :

>n=x + 2y +z— 6 = 0.
P(1,2,1)

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r=x=1+4+A y=1+2Az=-1+A.
El punto Q interseccion de r y m es el siguiente:

m=x + 2y +z—-6=0 r={x=1+Ay=1+2Az=—1+2A}=>(1+ 1)

1+A+2+40—1+A-6=0; 60—4=0; 31— 2 = 0=) ==

x=1+2A>ox=1+

w |

=2  y=1+22oy=1+

o]

=% z=—1+ Aoz =

Para que P’ sea el opuesto de P con respecto a la recta r tiene que cumplirse
que:



PQ=0P' =[Q - PI=[P - q]
(5% -9z o) % -2
7 7

1 4\ _ 5 7 _5_2 7 _ 7 _1
?; __)_(x_ 4 3,Z+ ):>{x 3 =X = y 3_3_>y

w|m

3 3

(7 8 5
=>P(3, X 3).

b)
La distancia de P a r es la misma que la distancia entre Py Q:

. =Fa= |70 =|(3 =% ~ D=+ (D) + () -

=\/2_5+49+%=\/£= 25 _ 5 _ 53

9 9 9 3 NG 3

d(P, r)= %E unidades.

c)

La distancia de P a P’ es el doble que la distancia de P ar:

d(P, P") = %\B unidades.
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3°) El propietario de la empresa “Asturfabril” ha estimado que si compra x maquinas
y contrata y empleados, el numero de unidades de producto que podia fabricar

vendria dado por la funciéon f(x, y) = 9x-y2. Sabiendo que tiene un presupuesto de
22.500 euros, que cada maquina supone una inversion de 2.500 euros y cada contrato
de un nuevo empleado 1.500 euros, determine el numero de obreros que debe
contratar y el nimero de maquinas que debe comprar para optimizar la produccion.

Del enunciado del problema se deduce que:

22.500 = 2.500x + 1.500y; 225 = 25x + 15y; 45 = 5x + 3y=x = =L

Sustituyendo el valor de x en la funcion f(x, y) = 9x-y2, resulta:

2

fO)= 925y = 2(45y" — 3y") = F-(15" ~y).

Para optimizar la funcion (minimo gasto) tiene que ser f ’(y) = 0:
' 27 2 81
f ) =30y — 3y )= - y(10 —y)= 0=y =0, y,= 10.

La soluciéon y = 0 carece de sentido 16gico, pues no habria empleados; la
solucion ex y = 10.

Sustituyendo el valor de y en la expresion de x:

Xy = 45-3y __ 45-3-10 _ 45-30 __ 15 — 3
-5 5 -~ 5 5 v

La produccién se optimiza con 3 maquinas y 10 empleados.
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4°) Obtenga: [ = | e” . cos cos x -dx.

2x+1 2x+1

2x+1
I=[e" " "-coscosx-dx = {u =e —=du=2e  dxdv = coscosx-dx—v = sen.

2x+1 +1 2x+1

2x 2x+1
e senx — [senx2e” dx =e" -senx —2[e” -senx-dx

=" lsenx — 24 = I. (*)

2x+1 2x+1

A= fe2x+1-x {dx = {u =e —-du =2 dxdv = senx-dx-v =— cosx}:»

2x+1 2x+1 2x+1
=e" (- coscosx)— [— cosx-2e” dx =— e~ -coscosx +2

2x+1
[e™ "-coscosxdx =

2x+1
=—e -coscosx + 21 = A.

Sustituyendo en (*) el valor de A obtenido:

2x+1 2x+1
I =e -senx — 2°(— e -coscos x + 21)=

2x+1 2x+1 2x+1
e senx + 2e cosx — 4l; 5] =e  -(senx + 2coscosx).

2x+1

5

2x+1
I=fex+-coscosx-dx= ‘(senx + 2coscosx) + C.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se
valorara la correccion y la claridad en el lenguaje (matematico y no matematico)
utilizado por el alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Puede
utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizaran las que traigan informacioén almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1°) a) Discuta para que valores de a el sistema

ax+y+z=a2 x—y+z=13x—-—y—z=16x—y +z=3a} es
compatible.

b) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(@l1136 —1 -1 —-11 —11)yM'=(a11a213 ~11 -1 —-11:

Considerando que
1 — 113 -1 -16 —11|=—1-3+6+6—-1+ 3 =10+#0=>

= Rang M = 3.

RangM’:> a11a’13 —11 -1-1116 — 11 3a :SumandoCzatodaSlas

Antonio Menguiano



Sle+112a +102 =10 -1 -2005 —103a—1|=—1]a+ 124" +
=—la+12a’+1a+30a +1503a— 1|=2Ja +3a" + 153a — 1| = 2|(a
=2(3a"—a+9a—3-5a —5)=2(—2a"+ 8a — 8)=—4(a" — 4a + 4)=
=— 4(a — 2)° = 0=a = 2.

Para a#2=Rang M = 3, Rang M = 4=Sistema incompatible.

Paraa = 2=Rang M = Rang M=3=ne incodg.=S. C. D.

b)

Para a=2 el sistema es
2x+y+z=4 x—-y+z=13x -y —z=16x—-y +z=61}
Despreciando la ultima ecuacidén (que es combinacion de las demas: su suma) y
resolviendo por Cramer:

o 4111-111-1-1] _ 4—1+14+1+4+1 _ 10 1

T 12111-113-1-1] = 2-1+3+3+2+1 = 10

_ [24111131-1] _ —2+41+12-3-2+4 _ 10 1
y = 10 = 10 =0 T

_|2141-113-11| _ —2—4+3+1242-1 _ 10 _ 1
z = 10 - 10 10 T

Solucionix =1,y =1,z = 1.
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x—2 y—3

2°) Estudia la posicion relativa de las rectas r=-—-=-<—=2z vy
s={x=1—-ty=2t z=05 y, en caso de que se corten, calcular el punto de
corte.

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta r: A2, 3, O)yvr =(— 3,5 1). Recta S:

-
B(1, O, S)yvs =(—1, 2, 0).
- - . . . .
Los vectores v yv_son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto supone que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferenciar el
-

caso se determina un vector w que tiene como origen el punto A de r y como extremo
el punto B de s; es el siguiente:

- -

w=AB=[A - B]=[(2 3 00— (1, 0, 5]=(1, 3, —5).

- - -

Segun que los vectores v, v yWw sean coplanarios o no, las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- -

Los vectores {vr , V, w¢ son coplanarios cuando su rango es menor que tres,

es decir, cuando es cero el determinante de la matriz que forman:

-

Rang{vr,vs,w}:|—351 12013 —5[=30 -3 —2 — 25 = 0.

-

Rang {vr » Uy W} < 3> Lasrectasry s secortan en un punto.

b)

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es:
r={x =2 —-3uy =3+ 5uz=yp

El punto P de corte es el siguiente:

2-3u=1—-t3+5u=2t p=5}{x=2-35=—13 y =3+ 55 = 2¢
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3°) Determinar los valores de a, b y ¢ para que la funcion

3 2 : :
f(x)=x 4+ ax + bx + c pase por el punto P(1, 0), tenga un maximo relativo en
x = -1 y un minimo relativo para x = 0.

Por contener f(x) al punto P: f(1) = O:
FO=031+al’+bl+c=03a+b+c=—1 ()
Por tener f(x) un méaximo relativo parax =-1: f '(— 1)=0:

f'(x) =3x" + 2ax + b.

fF(-1D=03f(—1D=3(1"+2a(-1)+b=3—2a+b=0>

>—2a+b=—3. (2

Por tener f(x) un minimo relativo para x = 0: f ’(0) = 0:

F(0)=0=f(0)=30"+ 2a0 + b = 0= b = 0.

Sustituyendo en (2) el valor de b obtenido: — 2a =— 3=a = %

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de a y b:

1 =13 —— 2
—+t0+c=—1 c=—1—-==>c=——.
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2x+5
X dx

4°) Calcula la siguiente integral indefinida: I = [ ——
x+

I=] (2";33 dx={x +3 =tox =t — 3dx = dt} > [ZEDD gp = [ 205 g =
X+ t t

=[Edr=2fctdt - [ dt =2 -t c=—2+ Lt C =
t

t 2t
— 2 + 1 . +C = —4'(x+3)-2I—1 +C = —4-x—12-|;1 + C
3 2(43) 2-(x+3) 2-(x+3)
[ = [ B2 gy =— 2L 4 ¢
(x+3) 2-(x+3)
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OPCION B

1°) a) Demostrar que la ecuacion matricial A-B — A = C no tiene solucion, en

donde B = (% % % % ), C = (1234). (Indicacion: tomad determinantes).

b) Resolver la ecuacion matricial anterior pero con B = (% % - % %),
C=(1234).
a)

AB—-A=C, AB—-—1)=(C>M =B — [=>A-M = C.
Multiplicando por la derecha los dos términos por M -

AMM '=cM™ Al=cM ' = 4=cM".

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 . .
M| = - T T —3 |—4—4—0=>Mnoesmvertlble.

b)
1 1 1 2 1 1 1 1
M=B—1=(7? —7?)—(1001>=(—7? -7 —?)
t 1 1 1 1
M=(—7 73 —?)-
1 1 1 1 1 1 2 1
M=|-75 -5 -5 |=s+s=%=3

|:
Adj dem'= (-4 1L 1)

-1 Adj.deM' 1 1 11 1\ 1 11 1\
M= _é(_s_sz_z)_3(3 3 2 2)_(1 1

A=C-M‘1=(1234)-(—1 -13 —%)=(—1+3 ~1-3 -3+46 —3—

A=2 —43 —09).
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2°) Encontrar la recta r que pasa por el punto A(1, 0, 2) y es paralela a los planos
siguientes: T EX — 2y + 3z + 1 = 0yn252x —3y+z+6=0.

Los vectores normales de los planos son n = 1, —2,3) y

N
n, (2, — 3, 1), respectivamente.

Los planos dados son secantes por ser linealmente independientes sus vectores
normales, por lo que determinan la recta S
={x—-2y+3z24+1=02x —3y+2z+ 6 =0, cuyo vector director es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores

n = a, -2, 3)yn2 = (2, — 3, 1):

=

v =|ijkl =232 —31|=-2i+6/ —3k+4k+9i —j=7i+5 +k=

> v =(7,5 D.

La expresion de la recta r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es:

x—1 z—2
r= =L =

7 5 1 -
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: , . 9 5
3°) a) Demostrar que x = 0 es la Unica raiz de la ecuacion 5x° + 3x + 7x = 0.

;. , ., X
b) Demostrar que x = 0 es la Uinica raiz de la ecuacione” = 1 + x.

a)
Considerando la funcion f(x) = 5x + 3% + 7x que, por ser polindmica, es

continua y derivable en R, por lo cual le es aplicable el teorema de Rolle a cualquier
intervalo finito que se considere.

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc, a < ¢ < btalque f (c) = 0.

., 9 5 : L,
Demostrar que la ecuacion 5x + 3x + 7x = 0 tiene como raiz Unica x = 0

. ., 9 5 : .
es equivalente a demostrar que la funcion f(x) = 5x° + 3x + 7x tiene como Unica
raiz x = 0. Si tuviera otra raiz x = f3, tal que f(B) = 0, se podria aplicar el teorema
de Rolle a la funcion f(x) en el intervalo [0, B]:

F(x)=45x" + 15x" + 7=f (c) = 45¢" + 15¢ + 7 > 0, VcER.

- ;o 9 5
Lo anterior demuestra que x = 0 es laraiz Unicade 5x + 3x + 7x = 0.

Otra forma de demostrar que la ecuacion tiene una raiz Unica es teniendo en
cuenta el dominio y la continuidad de f(x) y que es mondtona creciente en R por ser

f'(x) = 45x4 + 15x4 + 7 > 0, Vx€ER.

b)

Se sigue un proceso similar al apartado anterior.

Considerando la funciéon g(x) = e —x—1 que es continua y derivable en R,
por lo cual le es aplicable el teorema de Rolle a cualquier intervalo finito que se
considere.

., X . , ;.
Demostrar que la ecuacion e = x + 1 tiene como raiz Unica x = 0 es

equivalente a demostrar que la funcion g(x) = e’ — x — 1 tiene como Unica raiz x =
0. Si tuviera otra raiz x = 3, tal que g(f3) = 0, se podria aplicar el teorema de Rolle
a la funcion g(x) en el intervalo [0, ], con § > 0:

g'(x)= e — 1=>g’(c)= e€—1=0; ¢ =1>c=0.



] d 4 - x
Lo anterior demuestra que x = 0 eslaraizunicadee = x + 1.

Otra forma de resolver el apartado es el siguiente:
g (x)= e > 0, VxeR =g(x) es convexa (U) en R.

Como es g(¥)=e¢ —1=02x=0y g(0)=0, la funcion tiene un
minimo absoluto en el punto 0(0, 0), lo que justifica que:

., X . P
La ecuacione = x + 1tiene unaraiz anica parax = 0.
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4°) Haga un dibujo aproximado de las curvasy = 6x —x ey = x — 2x e indique
los puntos de corte. Calcular el area del recinto limitado por las dos curvas anteriores.

Los puntos de corte de las dos pardbolas son las soluciones de la ecuacidon que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

6x — x2=x2— 2x; 2x2— 8x =0; 2x(x — 4) = 0:>x1= 0, X, = 4.
Los puntos de corte son 0(0, 0) y A(4, 8).

La parabola y = 6x — x* corta al eje OX, ademas del origen, en B(6, 0). Su
vértice es el siguiente:

y'= 6 — 2x = 0-x = 3—>V1(3, 9).

La pardbola y = x* — 2x corta al eje OX, ademas del origen, en C(2, 0). Su
vértice es el siguiente:

y=2x-2=0-x=1-V(1, - 1.

En el intervalo correspondiente al drea a calcular, todas las ordenadas de la
, 2 : .
pardbola y = 6x — x son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de

la pardbolay = X - 2x, por lo cual el area a calcular es la siguiente:

S = Z[(6x — xz) — (x2 — Zx)]-dx = Z(— 2x2 + 8x)-dx =



3

-+ 416

128 _
—T-I- 64 =
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

SEPTIEMBRE — 2015
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se
valorard la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico y no matematico)
utilizado por el alumno. Se valorardn negativamente los errores de calculo. Puede
utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizaran las que traigan informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A
1°) a) Discuta para que valores de m el sistema
mx+2y+z=0 4x+2my+mz=02x+@2m—-2)y+z=0}

tiene soluciones distintas de la trivial.

b) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado.

a)

Se trata de un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es la siguiente:

A=m2142mm22m — 21).

|A|=|m2142mm22m—21|=2m2+4m+4(2m—2)—4m—8—m2(2m—
2 3 2 3 2
=2m +8m —-8—-8—-2m +2m =—2m + 4m + 8m — 16 =

—— 2(m3—2m2—4m+8)=0=>m3—2m2—4m+8=0.

Resolviendo por Ruffini se obtienen las soluciones m ,=m, = 2, m s = 2.
El sistema es compatible indeterminado param = 2 yparam =— 2.
b)
Para m = 2 el sistema resulta:
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2x + 2y +z=04x + 4y + 2z2=0 2x + 2y + z = 0}, equivalente a Ia
ecuacion:

2x + 2y + z = 0, cuyo rango es 1, por lo cual el sistema tiene 3 — 1 =2 grados de
libertad, o sea, que depende de dos pardmetros. Las infinitas soluciones son:

(a, B, — 2a — 2pB).

Para m = -2 el sistema resulta:
—2x+2y+z=04x —4y — 2z2=0 2x — 6y + z =0}, equivalente al
sistema:
2x — 2y —z=02x — 6y + z = 0}, cuyo rango es 2, por lo cual el sistema
tiene 3 — 2 = 1 grado de libertad, o sea, que depende de un parametro. Las infinitas
soluciones son:

4x — 8y = 0;x — 2y = 0; x = 2y. z =4y — 2y = 2y.
(27, A, 20).
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2°) Determine el valor de m para que los puntos A (1, 2,0), B (0,3,-1),C (1,0, 1)y
D (-1, 2, m) sean coplanarios y calcula la ecuacion general del plano que los contiene.

Los puntos A, B, C y D son coplanarios cuando los vectores AB, AC y AD sean
linealmente dependientes.

-

AB=[B—-A4]1=[0,3 —1D—=(1,2 0]=(-11 - 1).

-

AC=1[C — Al=[(1,0 1)— (1,2 0)]=(0, —2 1).

-

AD=[D —Al=[(- 1,2 m)— (1, 2 0)]=(— 2, 0, m).

Tres vectores son linealmente dependiente cuando el rango de la matriz que
determinan es menor de 3, o sea: cuando su determinante es cero.

|- 11 —10 =21 —-20m|=02m —-2+4+4=0;2m+ 2 =0m+ 1 = (

Los puntos A, B, Cy D son coplanarios param = — 1.

Considerando los vectores AB=(—1,1, — 1), AC=(0, — 2, 1) y el
punto A(1, 2, 0):

n(A; AB, AC)=|x — 1y =2z — 11 — 10 — 21|=0;
x-1D+2z-2c—-D)+ @y —-2)=0—x+1+2z+y—2=0.

m=x-—y—2z+1=0.
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3°) Dada la funcioén f(x) = X — 3% + 2x + 1, determine el valor de c que verifica
que la pendiente de la recta tangente de f(x) en x = ¢ es minima y calcula la
correspondiente recta tangente de f(x) en x = c.

La tangente a una funcidn en un punto es el valor de su derivada en ese punto:

f'(x) = 3x" — 6x + 2.

La condicion para que la pendiente sea minima es que se anule su derivada, o
sea, que se anule la segunda derivada:

fF)=6x—6=0x—1=0=x= 1.

La tangente es minima en el puntu de abscisac = 1.

El punto de tangencia es:

fF)=1"-31"+21+1=1-3+2+1=1=P(, 1).

El valor de la pendiente es:
m=f1=31-61+2=3—-6+2=—1.

y—y0=m(x—x0):>y—1=— 1x—1)=—x+1)

Larecta tangente pedidaest=x + y — 2 = 0.
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4°) Haga un dibujo aproximado de las curvas y = 3x — X e y = x — 3 e indique

los puntos en que se cortan. Calcule el area del recinto limitado por

las curvas dadas.

Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacion que

resulta de la igualacion de sus expresiones:

2
3x —x =x — 33

x2—2x—3=0;;x—zir

4+12
2

2+4
> =

_ 2+16 _
= ===

= 1iZ=>{x1 =— 1-A(— 1,— 4) X, = 3-B(3,0)
El vértice de la pardbolay = 3x — X es: y =3-2x=0
.3 32 9 9 9 Y
y@_}T_bJ_7_T TV D .2

X =

La representacion grafica del conjunto es el indicado
la figura adjunta.

Para el célculo del area limitada por la parabola y la A
curva, que es la parte sombreada de la figura, se tiene en Zf
cuenta que, en el intervalo (— 1, 3), todas las ordenadas de --J--

pardbola son mayores que las correspondientes ordenadas de ity

e Son mayores que fas correspondientes ordenacas &e [+
3 ) 3
S=[1(83x —x)—(x = 3)|de = [(—x"+ 2x + 3)-d
[ =)~ e~ e = I )
3 3 3
=[ ’; ] =[——+x +3xl =
-1 -1
3
=(—%+32+3-3)—[—(” + (= D+ 3(= 1)]
=—9+9+9 -2 -1+3=11-+=24"
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OPCION B

1°) Calcula la matriz X tal que B-X — B® = AB,siendoA=(101110002)y
B=(10-1111001).

BX-B =AB, BX=AB+B =(A+B)B =M.

Multiplicando los dos términos por la izquierda por B

B 'BX=B "M, [ X=B -M=>X=B "M
M=(A+B)B=[(101110002)+(10 —1111001)]-(10 —1111001)-

=(200221003)(10 —1111001)=(20 —2421003).

(I)=(100010001):{F2—>F2—F1}=>(100 -~110001)=

-1
=>{F1—>F1+F3F2—>F2—2F3}=>(101 - 11 —2001)=>B =(101 —11 .

X=B'"M=(101-11-2001)(20 —2421003)=(20122 —3003)
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2°) Calcule el punto simétrico del punto A (-3, 1, -7) respecto a la recta r de ecuacion

— _ y=3 _ z+l1
r_x+1——2 =

El vector director de r es v o= (1, 2, 2).

El haz de planos perpendiculares ares f=x + 2y + 2z + D = 0.

El plano a€ que contiene al punto A es el siguiente:

B=x + 2y + 22+ D =0A4(-3,1, —7)}> -3 +21+2(—7)+D =0;

—34+2-14+D=0, —154+D=0=>D=15=2n1=x+ 2y + 22+ 15 =0

S Q | P17

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r={x=—1+A y=3+2\" z=—1+ 2A.
El punto Q interseccion de r y m es el siguiente:

m=x+2y+2z+15=0r=sx=1—-A y=3+4+2\" z=—1+ 2A 1= (

—1+2A2+6+42—-2+4+41+15=0;, OA+18=0; A + 2 = 0=A =— 2

x=—14+2A>x=—1-2==-3y=3+4+2>0y=3-4=-1 z=-1+ 2)> —

Para que P’ sea el opuesto de P con respecto al plano T tiene que cumplirse
que:



PQ=0P'=[Q - Pl=[P - q];
[(_ 3' _1' _5)_(_ 31 1' —7)]2[(36',)/,2)—(— 3' _L _5)];

0, —-2,2)=x+3,y+1L,z+5=>{x+3=0->x=—3 y+1==2>0y==":

S>P'(—3, —3 -3).
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b l4 . L4 De 2 —X
3°) Demuestre que existe un unico valor x > 0 solucion de la ecuacionx —e = = 0.

Demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que la funcion

2 -X . e, . ..
f(x)=x — e ~ tiene una solucidn Unica y positiva.

La funcion f(x) = g(x) + h(x) = X —e=x" - an que es continua y
e

. .. 2 —X .
derivable en su dominio, que es R, por serlo g(x)=x y h(x)=e "~y si dos
funciones son continuas y derivables en R también lo es su funcién suma algebraica.

A la funcién f(x) le es aplicable el teorema de Bolzano en cualquier intervalo
cerrado que se considere, por ejemplo, [0, 2]:

2
=0 -4%=0-+=—1<0f@)=2"-5=2">0 }=>3cef0, 2]=
e e e

Ya se ha probado que la funcién tiene una raiz x > 0; ahora se debe demostrar
que este valor es Unico.

Teniendo en cuenta la continuidad y derivabilidad de f(x) y que:

' X
—e
f(x)=2x — - = 2x +
(¢
es mondtona creciente lo que implica que tenga mas de una solucion.

1

x
e

> 0, Vx€R, lo cual significa que la funcion

Queda demostrado lo pedido.
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4°) Calcule la integral indefinida siguiente: I = [ x2—2
X +x

-dx.

>A+B=1A=—2}=>B =3

— 2L|x| + 3L|x + 1|+ C.

x—2 x—2 _i_l_ B Ax+A+Bx _ (A+B)x+A
odx x(x+1) ~  x x+1 x(x+1) ax
x—2 —2 3
1= 2+x-dx=f(x +x+1)-dx=
= [222 4y = 2. =
=[5 de =Ll + |+ C.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANARIAS

JULIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal
podré anular su examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos
empleados para solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

1°) considera la funcion

f(x)= {\/x + b — 2 si x< —\/72 X si —\/§<x<\/§x2L(x2— a) Si /2 <
, donde L denota el logaritmo neperiano. Determinar si existen valores de los
pardmetros oy b para los que f(x) sea derivable en todo R. Justificar la respuesta.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua en RVa < 2y b >— 2. Se trata de determinar los

valores de a y b para que sea derivable en los puntos criticos x =— \/E yXx = \/E
Para que la funcion sea continua en los puntos criticos es necesario que sus

limites laterales en esos puntos sean iguales e iguales a los correspondientes valores
de la funcion en esos puntos.

f) =" +b-2) =\2+b-2fx) =@2-x) =f(-2)=0 }=.2
J2+b=2;2+b=4>b=2.

fx) =@2—-x) =0 foo =[xL(x" - a)] = f(2)= 2L(2

Antonio Menguiano



(2 — a)2 =12 —a = %1 >a, = 1, a, = 3. La unica solucion valida es

a=1.

La funcion resulta
(x)—{\/x +2-2 Slx<—\/72—x Si —\/7<x<\/§xL(x—1) Si /2 <
, que es derivable en R, excepto para los valores criticos x =— \/7 2yx = \/E, cuya

derivabilidad vamos a comprobar.

Si xS—\/E — 2x S —\/§<x<\/§2xL(x2—1)+ Zf

f'(X)={W—+2

+

) =Sk ==4 r(-V8) =22 f(-V2) =f(-2)"

+

f(2) =- 22 f'(ﬁ)+ = 2202 - D+ 22— 62 F(2) =f(2) .
La funcioén no es derivable para x =— \/Eni parax = \/E

No existen valores de los pardmetros o y b para los que f(x) sea derivable en todo R.
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2°) a) Dibujar las graficas aproximadas de f(x) = X+ 2x+ 1 y g(x)= 3x + 3,
sefialando los puntos de corte.

b) Calcular el area encerrada entre las graficas de las dos funciones del apartado a).

a)
Los puntos de corte de las funciones f(x) = X4 2x + 1 ygx)=3x + 3
se obtienen de la igualacion de sus expresiones:

f(x)=x2+2x+1g(x)=3x+3 }=>x2+2x+1=3x+3;x2—x—
H H H 'Yn H H

¢ = B o o 1A= 1, 0) 5, = 2082 9)

La pardbola f(x)= X+ 2x+1 se puede expresarse de la forma

2 L. :

f(x)=(x + 1), donde se deduce que su vértice es el punto B obtenido en el corte
de ambas funciones y que se observa en la grafica de la situacion que se expresa en la
figura adjunta.

b)
Las ordenadas de la recta g(x) = 3x + 3 son mayores o iguales que las
correspondientes ordenadas da la parabola f(x) = x* 4+ 2x + 1 en el intervalo del

area a calcular; de la observacion de la figura se deduce el area a calcular, que es la
siguiente:



2 2
= —_ 2 = —_ 2 . =
S = _fl[(Bx + 3) (x + 2x + 1)]dx _fl( x +x+ 2) dx

— | % | % | 2):\ — 2’ | 2’ L 2.2 ‘ (_1)3 | (_1)2 ) Nl=
3 2 . ( 3 2 . ) 3 2 ( )
__ 8 _ 1 _ 1 — _ 1 _29
— + 2 4+ 4 + 2 5 .

S=%u =4,5u.
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3°) Sean las matrices I = (1001)yA = (10 — 12). Hallar dos nimeros reales
n y m para que se verifique que (I + A)2 = nl + mA.

I+ A)°=[1001)+ (10 —12)]°=@20 —13)° =20 —13)-(20 —
= (40 —59).

I+ A)°=nl+mA= 40 —59)=n(1001)+ m-(10 —12)=
= (00n)+ (M0 —m2m)=(Mm+m0 —mn+2m)=>{n+m=4 —m=—

>m=25 n=—1.
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4°) Dadas las rectas r={x+y+z—-3=02x—-y+z—-2=0 y

x—1 z—1 .
5 =Y — 1 =-3—,sepide:

S =

a) Determinar su posicion relativa.

b) Calcular el angulo que forman ambas rectas.

a)

La expresion de s por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:
s={x—-1=2y-23y—-3=z-1; s={x—-2y+1=03y—-2z-2=0

Las rectas r y S determinan el sistema
fx+y+z—-3=02x—-y+z—-2=0x—-2y+1=0 3y —z—-—2=0

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=12101-1-23 110 -1 ) y
M=11132 -11210 —-230 -1 —12).

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango 3 = Rango M’ =4 = Se cruzan.
2. -- Rango M =3, Rango M’ =3 = Se cortan.
3.-- Rango M =2, Rango M’ =3 = Paralelas.
4. -- Rango M =2, Rango M’ =2 = Coincidentes.

Para determinar el rango de M tenemos en cuenta que la segunda fila es la
suma de las filas primera y tercera.

RangodeM:{Fl,Fz,F4}:> 1112 — 1103 —1|=146 — 3 + 2#0=
= Rang M = 3.

RangM = [11132 — 11210 —230 —1 — 12 |=>{F1—>F1+F4F2—>F2+F4}':>|14



=11452241 —2 —1|=—2—-20+16 —10 + 8 + 8 = 0=Rang M = 3

Las rectasr y S Se cortan.

b)
El angulo que forman dos rectas es al menor dngulo que forman sus vectores
directores.

Un vector director de s Ex—— y —1 =—1esv = (2,1, 3).

Un vector director de la recta
r={x+y+z—-—3=02x—y+z—2=0 es cualquier vector que sea
linealmente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

determinan, que sonv =(1,1,1Dy v =(2,— 1,1):

v =1ijk1112 —11|=i+2/ —k—2k+i—j=2i+j—3k=(21,-

Por el concepto de producto escalar:

- -
%
r S

- - - -
Vv = 'U HU i'COS COS 0= COSCOS X = —5—5 =
r s r S v |-l

T N

(2,1,—3)-(2,1,3) _ 4+1-9 -4

- V224124 (=3) 22+ 12437 Jario-fatiee 14

—— 0,2857=a = 106°36 06"

180° — 106°3606 = 73°2354".

Las rectas r y s forman un dngulo de 73° 23° 54,
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OPCION B

1°) Calcular los siguientes limites:

3

a) —Z(i—;x)- . b) (\/xz + x — x) : c) (%)H

a)
2(x~x) _ 2:-1) _ 20 _ 0 . \ .
T ST ST 0 = Indeterminado = {L'Hopital} =
N 2(2x—13 2@l o 2@o1) _ 21 _ 2 _ o
1Lxtx—L Lx+1 L1+1 0+1 1~z
b)

(’\/x2 + x — x) = (\/OO 4+ oo — oo) = o0 — 00> Indeterminado =

(\/x2+x—x)-(\/xz+x+x) B (\/x2+x)—x2 B Py B x
(’\/x2+x+x) ’\/x2+x+x '\/x2+x+x ’\/x2+x+x

x 1 1 1 1
\/x2+x+x \/x2+x +L X +x 1+L+1 [1+i+1
x x x +1 x ®
-1 _ 1
Ji+o+1 2
c)
_3 _3 3 3
x+2 \ x-2 242\ 2-2 0 o 2x+2—x \ -2
==\ === =1° =1 =Indet. n?e=>——7)"" =
2x 4 2x
3 2x . 2—x i 3
) 3 1 x—2 1 2—x 2x x—2
—X \ x—2
= (1 + o ) =1+ — =1+ — =
2—x 2—x
2—x -3 -3
2x 2x  2-x 2x | 2x 3
1 2—x 2—x 1111217 _3 1
. x>
=1{1 +— = [lim |1 + — =e =e ' =—%
2—x X2 2—x e’
_ 1 _ e
e\E 2e ’
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2°) Un granjero dispone de 200 metros de valla para delimitar dos corrales
adyacentes rectangulares de igual tamafio segin se muestra en la figura.
(Qué dimensiones debe elegir para que el area encerrada en los corrales
sea maxima?

De la observacion de la figura se deduce que el
perimetro de la valla es:

200—3x

P =3x + 2y = 200>y =—

200—3x
2

El area valladaes: S = x:y =S5(x) = x- = %-(ZOOx — 3x2).

Para que la el drea sea maxima es necesario que se anule su primera derivada:
S(x)=—=-(200 — 6x)= 100 — 3x = 0=

100 200—3x 200—100 100
=X =" y= > = > —2—50.

§ = xy =-3-50 = 222-=1.666, 7.

El 4rea méaxima que puede cercar el granjero con 200 m de valla son 1.666,7 m?.
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3°) Estudiar, para los distintos valores del parametro a, el sistema
fax —y+3z=ax —ay +z=—aax + y — 3z = a. Resolverlo cuando o

=1.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(@—-131 —alal - 3) y
M=(@la —1 —al 31 —3a —aa).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

IM[=la —131 —alal —3|=3a"+3—-a+3d —a—3=6d —2a-=
1
—2a(3a—1)—0=>a1—0, a,=73.

Para {aiO ai% }:RanM = RanM = 3 = n® incodg.=S. C. D.

Parao=0esM = (010 — 101 31 —3 000 )=RangM = 2.

Paraa = 0sRanM = RanM = 2 < n® incog.=S. C. I.

Paraa=-esM =(315 —1 -5131 -3+ -4+ )={c.c,cl=|

=271 =313 =1 —1131|=27-(-1+9+ 3 + 1 + 3 + 9)#0=>Rang M =

Paraa = ~=RanM = 2; RanM = 3=S. I.

Para a = 1 el sistema es
{x—y+3z=1x—-—y+z=—1x+y—3z=1 que es compatible
determinado; se resuelva por la regla de Cramer:

_ |1-13-1-1111-3| _ 3-3-1+3-1+3 —i—l
[1-131-1111-3| =~ 34+3-14+3-1-3 = 4 = =
_ J1131-1111-3] _ 3+43+14+3-1+3 _ 12 _3
y = 4 o 4 I S

[1-111-1-1111]| —1+1+1+14+1+1
7 = 2 = 2

—Pl»-b

| =
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4°) Dados los planos TEXty+z= 3 ymEx +y —mz = 0, se pide:

a) Calcular el valor del parametro m para que ambos planos sean paralelos.
b) Calcular el valor de m para que ambos planos sean perpendiculares.

c) Para m = 2, obtener las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de ambos
planos.

a)
Dos planos son paralelos (sin ser coincidentes) cuando sus correspondientes
son proporcionales y no los son sus términos independientes:

1 1 1 3
T=T = ThnFo o >m="1

b)
Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus vectores normales.

Los vectores normales de los planos nEx+y+z= 3y

TEX +y —mz = 0 son los planos 7?1 =(1,1,1) yr?z =(1,1,— m).

Dos vectores son perpendiculares cuando es cero su producto escalar:

nn, = 011,11, —-—m=1+1—-—m=0>m= 2.

c)

Para m = 2 los planos n1£x+y+z=3 y ﬂ25x+y—mz=0

determinan en su interseccion a larecta r={x + y+ z=3 x+y —2z=0,
cuya expresion dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r=x+y+z=3x+y—-—2z=02y=»=x+2=3 -1 x—2z=—27} x +
= 3z =3—z=1.

r={x=2-Ay=2A z=1 , VAER.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANARIAS

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones, el tribunal
podré anular su examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los procedimientos
empleados para solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

1°) Consideramos la funcion f(x) = L(x — 1) definida en el intervalo [2, e + 1].
Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = L(x — 1) que sea
paralela a la recta que pasa por los puntos P(2, 0) y Q(e + 1, 1).

La recta que pasa por los puntos P y Q tiene por vector director a cualquiera

que sea linealmente dependiente del vector PQ, que es:

- 1

PQ=[Q—-Pl=[(e+1,1)-(2 0]=(C -1 1)=>m=——.

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su primera
derivada en ese punto:

' 1 1 1
f(x)= x—1 = =1 e-1 =X = e

El punto de tangencia es: Yy = L(e — 1)=Tle, L(e — 1)].

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la

siguiente: y — Y, = m{x —x,).

y — L(e — 1)=711(x—e); e—1y—-(e—1DLle—1)=x—ce.

Antonio Menguiano



La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:
Recta tangente: t=x — (e — 1)y + [(e — 1)-L(e — 1)— e] = 0.
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2°) Calcular las integrales siguientes: a) I = [ Lz. b)
(2x+1)"+4

I = fxz(x3 + 1)_7dx.

a)
_ dx — i dx _ i dx _ i dx
= (2x+1)"+4 4 f (2x+i>z+4 4 f (sz-l-l )2+1 4 f (x+%)2+1 =

:{x + 4 = todx = dt}z%-f E-=—arctgt + C.
t+1

dx 1 1
I =[—"5—=Farctg(x +5)+ C
f(2x+1)2+4 garctg{x +5)+
b)
_7 B
I = fxz(x3 + 1) dx=>{x3 + 1= t—)3x2-dx = dtxz-dx :%-dt}:} ft 7'%(11’
1 -7 .1 ¢° _ 1
—?'ft -dt =3 + C =— o + C.
2r 3 =7 1
I=fx(x +1) dx =— —— + C.
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39 Dado
{3x —ay =— 3

el

sistema
2x +ay —5z=13x 4+ 3y — 2z =5

de ecuaciones

a) Estudiar su compatibilidad para los distintos valores del pardmetro a.

b) Resolverlo paraa = 3.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=@3 —a02a —513 —2)
M =3 —a02a —513 — 2

El rango de la matriz de coeficientes
siguiente:

IM|[=]3 —a02a —513 — 2|=— 6a +

Para a#¥9=>Rang M = Rang M

— 3135).

en funcion del parametro a es el

5a + 45 — 4a =— 5a + 45 = 0=a = ¢

3 = n%incdg.=S. C. D.

Paraa =95M =(3 — 9029 — 513

2 —3135)2Rang M'>{F o F }=

= (13 =229 =53 =90 513 —=3)={F,>F,—2F F,>F, - 3F }= (13

=>{F3—> — 6F2} =>Rang M’ = 2.

Paraa = 9=>Rang M = Rang M=2<ne incdg.=S. C. I.

b)
Para a=3 es sistema es
{3x — 3y =— 2x + 3y —5z2=13x+ 3y —2z=5 que es
compatible determinado. Resolviendo por Cramer:
x — |Z3-30133-553-2| _ 18475-45-78 _ 93-123 _ 30 __ 4
o —5-3+45 —15+45 30 30 :
_ [3-30213-515-2| _ —78+15+75-12 _ 90-90 _ 0 _
Yy = 30 - 30 30 30
, — [3-3-32313135| _ 45-18-39+9-117+30 _ 84174 __ 90 __ o
- 30 o 30 30 30 .

Solucion:x =— 1, y =0, z =— 3.
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4°)  Dadas las rectas 1r={x =3+ A y=—1+4+2Az=2+12A y
s=s{x+2y—1=0 3y —z + (2 + m)= 0, sepide:

a) Determinar si ry s son rectas paralelas.

b) Hallar el valor del pardmetro m para que las rectas r y s estén en un mismo plano.

a)

La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
s={x+2y—1=0 3y—z+2+m=0>=y=A=s={x =1 — 2\

Los vectores directores de r y s son v o= (1,2, 1y Vo= (= 2,1, 3), que
son linealmente independientes por no tener proporcionales sus componentes; esto
implica que:

Las rectasr y s no son paralelas.

b)
Unpuntoderes A(3, — 1, 2) yunpuntodeses B(1, 0, 2 + m).

Los puntos A y B determinan el vector:

- -

w=AB=[B—-Al=[(1,02+m—-@G, —1 2)]=(-2 1 m.

- - -

Las rectas r y s son coplanarias cuando lo sean los vectores v,V YW

- -

Los vectores {vr , U, Wi son coplanarios cuando su rango es menor que tres,

es decir, cuando es cero el determinante de la matriz que forman:

-

Rang{vr,vs,w}=>|121 213 —21m|=m—2—12+ 2 — 3 + 4m = 0;

5Sm —15=0, m - 3 =0=>m = 3.

Las rectasry s son coplanarias param = 3.
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OPCION B
1°) Se considera la funcion

f(x)= {2x+ a si x< —1lax+ b si —1 <x§03x2+ 2 si x>0.
Determinar si existen valores de los parametros a y b para los que f(x) sea derivable
en R. Justificar la respuesta.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para los valores x =— 1y x = 0,
lque para forzar su continuidad se van a determinar los valores de a y b.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax =— 1={f(x) = f(2" + a) = 2+ a=f(—-1DfE) =f(ax + b)=—a + .

S>—+a=—a+b 1+2a=—2a+2b 4a—2b=—1 ()
Parax = 0={f(x) = f(ax + b)= b fx) = f(3x2 +2)=2=f(0) >b =

Sustituyendo en (1) el valor obtenido para b:

4a —4=—1; 4a=3>a=-=

La funcion resulta
f)=02"++ si x< —12x+2 si —1<x<03x"+2 si x>0.

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para los valores x =— 1y x = 0
cuya derivabilidad se va a estudiar a continuacion.

Un funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales.

f)= {212 si x< =1 2 si —1<x<06x si x>0
)=tz =g fE1)=% f-1)#r(-1)



FO)=% r)=0. ()= r(0")

La funcion f(x) no es derivable para x =— 1niparax = 0.

No existen valores reales de a’y b para que f(x) sea derivable en R.
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2°) La boca de un tanel tiene la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo
como se muestra en la figura. Encontrar las medidas del tinel que deje pasar més luz
si el perimetro de la figura mide 5 metros.

De la figura acotada se deduce el valor de la superficie en m

funcion de los valores de r e h:
s
S(r,h) = 2r-h + %-n-rz. J
El perimetro es el siguiente: —2r —
5—2r—mr

p=2h+2r +mr=5>h-= >

Sustituyendo en la superficie el valor de h obtenido, resulta:

2

S(r)= 2. 2AT %-wr = %-(101’ — 47— 2’ + m‘z) =

2

1
2

(10r — 4r2 — m‘z).

Para que la superficie sea maxima es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

S(x)=—=-(10 — 8r — 2mr) =5 — 4r — T

S”(x) =— 4 — n < 0 =>Maximo.

5

S(X) =025 —4r —mr =0; 5 =(4 + 1) =1 = ——=0,70.
p = Sz 52T 2045m—10=57 10 S h=—5 2070
oz ’ T 2w 2@ = T =0 70

Deja pasar mas luz el tunel que tiene de radio y de altura 0, 70 metros.
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3°) DadalamatrizA = (2 — k41171 — 112):

a) ;Para qué valores del parametro k la matriz A tiene inversa?

b) Hallar la matriz A™" cuando k toma el valor k = 1.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
|A|=12 — k41171 —112|=24 -7k — 4 — 4 + 14 + 12k = 5k + 30 = 0;
k+ 6 =0=>k =—6.

Lamatriz k es invertible VkER — {— 6}.

b)
Parak=1lesA =2 — 141171 — 112).

A=@211 -11 —14712).

|Al=]2 — 141171 —112|=51+4 30 =5 + 30 = 35,

Adj.de A" =(1 —1712| —|-1 —1412||-1147| —|11712||21412]| —

-1 Adj.deA’
|A]

A =315-(198—11—520—10—213).
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4 Sean r y s las rectas r=fx=A y=1-Az=3 y
s=x — 1 =y =z — 3. Calcular:
a) La ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P(0, 1, 3).

b) Las coordenadas del punto de interseccion de ambas rectas.

¢) La ecuacion del plano  que contiene a las rectasry s.

a)

La recta r tiene como vector director a v o= (1, =1, 0).

Un vector normal del plano [ pedido es cualquiera que sea linealmente
dependiente del vector normal de larecta: n = (1, — 1, 0).

La expresion general del planoes: f=x — y + D = 0.

Como el plano 3 contiene al punto P(0, 1, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

B=x —y + D =0P(0, 1, 3) }1=0-14+D=0=D = 1.

B=x —y + 1 =0.

b)

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas  es:
s=sfx=14+p y=yn : z=3+

fx=A y=1-2Az=3 >x=14+py=pz=3+u}l=2p=0A=1} =

c)
Considerando el punto Q y los vectores v o= 1, —1,0)y Vo= (1, 1, 1), el

plano T pedido tiene la siguiente expresion general:
T[(Q; v, vS)E|x— lyz—31 —10111|= 0;

- x-D+Z-3)+(=z-3)—-y=0 —x+1+2z2—-6—-—y=0.

nm=x+y—2z+5=0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

OPCION DE EXAMEN N° |

1°) Considere el sistema{tx + y + tz=tx +ty + z=—ty +tz=0
a) Analice la existencia de soluciones dependiendo del valor del parametro t.

b) Calcule todas las soluciones en el caso de t = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M={1t1t101t)yM =(t1t1t101t t —t0).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro t es el siguiente:
3 3 2
IM|=t1t1t101¢t|=t +t—-t—t=0; ¢t —t=0; ¢t —1)=0=
=>t1=0,t =—1, t3= 1.

Para {t#0t# — 1t#1}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.
Parat = 05M = (010101010 000)= RangM = 2.

Parat =— 1M =(— 11 — 11 — 1101 =1 - 110):>{F2=—F1}=>Rang1\<
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Para{t = 0t =— 1}=>Rang M = Rang M=2<ne incodg.=S. C. I.

Parat = 1M = (111111011 1 — 10)=>RangM'=>{Cl, c,c)=

(11111 —1010|=1+ 1 = 2#0=>Rang M = 3.

Parat = 1=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para t =2 es sistema es
2x+y+2z=2x+2y+2z=—2y+2z2=0 ., que es compatible
determinado. Resolviendo por Cramer:

_ |212-221012] _ 8—4-2+4 _ 6

_ l2221-21002| _ -84 _ -12 _ 7

y = 6 -6 6 :

;= 21212-2010] _ 2+4 _ 6 _ 1

o 6 6 6
Solucionix =1,y =— 2,z = 1.
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1

2°) Considere la funcion f(x) = (1 + xz) "
a) Calcule f(x) . b) Calcule la derivada de f(x).

a)

1

f(x) = (1 + xz)x = o’ =Indet.

1 1

Haciendo A = (1 + xz)x =LA = L(l + xz)x = %-L(l + xz).
Tomando limites:

2
LA = [%L(l + xz)] = i(li)— = = = Indet. =

X [o'e]

2x

= {L'Hopital}= ”1"2 = 12x2 = —=Ind. ={L'Hopital} =
+x
2 2 0

1

fo =(1+x) =1

b)
1 1
fo=(1+2)" = Lf@]=L(1 +x)" ==L(1 +x).
f =l + o) o = -

f '(x) =f (x)-[ 1fo - L(1;x2) ]

f'(x) _ (1 n xZ)alc[ 2 —— L(l-l;xz) ]

1+x X
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39 Considere el punto P(1, 1, 1) y el plano
=2, 1,0+ ¢t(—1,1 D+ s(1, —1,1).

a) Calcule la recta r que pasa por P y es ortogonal al plano .
b) Calcule la distancia entre P y .

¢) Calcule la ecuacion implicita (general) del plano .

a)
Un vector normal del plano m es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los dos vectores que lo determinan:

-

n=lijk —1111 —11|=i+j+k—k+i+j=2i+2 3 n=(1 1 0)

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r=x=1+Ay=1+2Az=1
b)

La expresion general del  plano T es la siguiente:
n=lx -2y -1z —1111 —11|= 0;

x-2)+@-D+z—-z+x-2)+y—-1)=0 2(x —2)+ 2(y —1)=0;
x—2)+(y—-—1)=0=>n=x+y — 3 =0.

|AxO+ByO+CZO+D|

La distancia de un punto a un plano es d(P, ) = . Aplicada al

punto P(1, 1, 1) yplanon=x + y — 3 = 0:

1-14+1-140-1-3 1+1-3 1 2
d(P, ) = ALLHLIH0I3] 11413 _ 2

d(P, m) = % unidades.

c)
(Se obtuvo en el apartado a))

n=x +y—3=0.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) Considere lamatrizA = (— 131 — 4636 —7 — 4).

- -

a) Calcule todos los vectores v = (x y z ) tales que A-v = v.

b) Calcule la matriz inversa de A.

a)
A-;=;=>(—131—4636—7—4)-(xyz)=(xyz); —x+3y +z

—2x+3y+z=0 —4x+5y+3z2=0 6x—7y —5z2=0}
Es un sistema homogéneo de matriz de coeficientes
M=(—-231 —-4536 —7 —5).
Rang M=>|— 231 — 4536 —7 —5|=50+ 28 +54 — 30 — 42 — 60 = 132 -
= 0 =>Rang M = 2 =Sistema compatible indeterminado.
El sistema admite infinitas soluciones. Resolviendo el sistema, despreciando

una ecuacion (por ejemplo la tercera) y haciendo z = A:

—2x+3y=—A —4x + 5y =—3A} —4x + 6y =— 204x — 5y =3A}=>y =A

Solucién: v = (2AAL), VAER.

b)

A'=(—1-4636 —713 — 4).
|Al=|- 131 — 4636 —7 —4|=24+ 28 + 54 — 36 — 21 — 48 = 106 — 10
Adj.deA'=(6 —73 —4| —|3 =71 —4||3613| —|—-463 —4||-161

=(-3532 -2 -1 —8116).

~1 _ AdjdeA” _ 1 . . _
AT =2 = (3532 -2 — 1 - 8116).

A'=(=3532 -2 -1 -8116).
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2°) Los puntos 0(0, 0), A(xo, 0), B[xo, f (xo)], C [0, f (xo)], que son los vértices de

un rectangulo, tal como indica la figura, donde O=x <1y f(x)=18 — 3x — 8x".

B

| | | I
o' 0.2 .l:hfi 0.6 0.8 |
a) Calcule el valor de X, para que el area del rectangulo sea maxima. Calcule el area

de dicho rectangulo.

b) Calcule el area del recinto encerrado bajo la grafica de f(x) entre los siguientes
valores: 0<x<1.

a)

El 4rea del rectangulo es S = X, f (xo). Para que el area sea maxima tiene que

anularse su primera derivada.

Siendo: S(x) = x-f(x) = x(18 — 3x — 8x") =— 8% — 3% + 18x:

' 2 2 —14/1+48 _
S(x)=—24x —6x+18=0; 4 +x -3 =0, x =— ="
—_ -3 . -
=X, = 1, X, =5 La solucion X, = 16£OSxOS1.
.. . 3
La superficie es maximaparax = .
(2 e 82V —3(3Y s 18 =— 8.2L _ 3.9 L 1g=_ 2L _ 27 | 4g _
(4)_ (4) (4) - 64 16 I 16 o
_ —54-27+288 __ —81+288 _ 207
16 - 16 16
. 207 2
La superficie maximaes = —-u .
b)

1

1 5 1
S =Jf(x)dx = [(18 — 3x — 8x2)-dx = [18x -2 2 ] =
0 0 0




2 3 2 3 6 6

2 3
=(18~1 _ﬁ_i)_oz 1g -3 _ 8 _ 108-9-16 _ 8 2
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3°) Sean A, B y C los puntos de coordenadas A(2, — 1, 2), B(1, 0, 0),
C(2,4, —3)ysearlarectar={2y —z=0x+2z =2 .

a) Calcule las ecuaciones de la recta s que pasa por A y por el punto medio del
segmento BC.

b) Calcule el area del triangulo ABC.

¢) Calcule la distancia del punto C a la rectar.

a)
Los puntos B(1, 0, 0) y C(2, 4, — 3) determinan un segmento cuyo punto

) 3 3
medio es M (7, 2, — 7).

Los puntos B y C determinan el vector BC = [C — B]= (1, 4, — 3).

La expresion de s dada por wunas ecuaciones paramétricas es:
s=E{x =2+A y=—1+4rz=2— 31 .
b)

Los puntos A, B, C determinan los siguientes vectores:

BA=[A—-B]=[2 —-12) (0 0]=(, -1, 2).
BC=(1,4 - 3)

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

115 > A 1 ,,. . . .
S e = 7|BAXBC|=Fllijk1l —1214 — 3| =5Gi + 2j + 4k + k — 8i + 3))

_ 1, e . _ 5 _: . _ 5 [ 452 2 2 _ 53 2
=5 |= 50 + 5/ + 5k|=——| l+]+k|—2\/( ) +1 +1 =——u.

c)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.



La expresion de r={2y — z =0x + z = 2 dada por unas ecuaciones
paramétricas es la siguiente:
=2y —z=0x+2z=2 =329=A52z=2\;, x=2-2A=> r={x=2—-2Ay=2A

Un punto y un vector de r son Q(2, 0, 0) y v o= (- 2,1, 2).

Q_)C =[C—-0Q]=1[(2, 4 —3)—(2, 0 0]=(0, 4 - 3).

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

S = |17r A Qﬁci S = |;r|-h}=> |17r A QHC| - ';r‘-h:

;AQQC'
=>h =d(C,r) = Tr
v

r

Aplicando la férmula al punto C y a la recta r:

”r’\QC\ _ llijk-21204-3| _ |-3i-8k—8i—6j| _ |-11i—6j—8k| __

VT

[ 2 2 2
11 +6 +8 /121436464 \221 \221
= 3 = 3 = 3 = 3 u = d(C’ r).

d(C,7) =

-

v
r

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos L ar tiene por ecuacion: a=2x — y — 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano ™ que contiene al punto
C(2, 4, — 3) es el que satisface su ecuacion:

o=2x —y—2z+D =0 C2,4, —3)}=222—-4—-2(—3)+ D = (

4 -4+6+D=0 6+D=0=>D=—6>1=2x—y—2z—6=0.



El punto T, interseccion de la recta r con el plano T es la solucidon del sistema
que forman:

m=2x —y —2z—6 =10 r={2y —z=0x+2z=2 } 2x—y —2z=6

2x — 5y =6 x + 2y =2} —2x+5y=—62x+4y=4}=>9y=—2;y:_%;

4

22 2
El punto de corte es T(T’ -5 = ?).

La distancia pedida del punto C a la recta r es equivalente a la distancia entre

los puntos C y T, o sea el mddulo de |BP|:

e

d(C, 1) = |TﬁC|=\/(2 —%)2 + (4 +%)2 + (— 3 +%)2 -

23 )2 _ /16+1444+4529 _ /1989
= 5 ===

9

Il
ﬁ
[
o|s
N——
N
+
VS
@lg
N———
[y}
+
|

3221 4221
- 9 - 3

unidades.

d(c, r) = 1221

3
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

SEPTIEMBRE — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS 11 Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos
1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

OPCION DE EXAMEN N° |

1°) Considere el siguiente sistema de ecuaciones
fax + 2ay + az =a + 1 x+@+1y+2—-a)z=2a,
dependiendo del parametro a:

a) Calcule los valores de a para que el sistema tenga solucion.

b) Calcule todas las soluciones cuando a =1y cuando a = -1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son las siguientes:
M=(@2aala+12 —-a)yM =(a2aala+12—-a a+ 12a).

El rango de la matriz de coeficientes, que a efectos de rango, es equivalente a
la matriz que se indica, es:

(1211a+12-a)={F,»F, -F}=>(1210a—-11 - a).

Paraa = 1{M = (121121) M = (121121 22)}= RangM = RangM =

Antonio Menguiano



Paraa =— 1={M =(—-1 -2 —1103) M =(—-1 -2 —1103 0 —2)}

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema es compatible cuando son
iguales los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada.

El sistema tiene solucibon paraa = 1yparaa = — 1.

b)
Para a =1 el sistema resulta {x + 2y +z=2x+ 2y +z = 2,
equivalente a la expresion de rango uno: x + 2y + z = 2.

Por tener el sistema rango uno y ser tres el nimero de incégnitas, el grado de
libertad es dos, o sea que depende de dos pardmetros; las soluciones son:

(A, 1, 2 — A — 2y), VA, pER.

Para a =— 1 el sistema resulta {— x — 2y —z=0 —x + 3z =—2 , que
tiene rango dos.

Por tener el sistema rango dos y ser tres el nimero de incognitas, el grado de

libertad es uno, o sea que depende de un parametro; las soluciones se obtienen
haciendo, por ejemplo, z = A:

X=31+2 BA+2)+2y +A=0;50+2+2y=0y=——A—1

(3r+2 —32-12), vaer
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2°) Considera la funcion f(x) = x- cos cos x :

a) Calcule una primitiva de f(x)
y el éarea encerrada bajo la
grafica de f(x) que se muestra
sombreada en la figura.
(Indicacion: calcule los puntos
de corte de la grafica de f(x)
con los ejes). 6

b) Calcule la recta tangente a
f(x) enx =0.

a)
Por ser f(0) = 0, el punto de corte con el eje Y es el origen de coordenadas.
Por ser
f(— x)=— x-coscos (— x) =— x-(— coscosx)= x-coscosx = f(x), es

simétrica con respecto al origen y por ser funcidon periodica tiene infinitos puntos de
corte con el eje X, que son todos aquellos que tienen cos cos x = 0. Unicamente
calculamos los puntos de corte que atafien a la resolucion del apartado.

Los puntos de corte con X comentados son los siguientes:

x, =5 ~2A(3 0) x, == 5 =B(= 5 0)y x, = F- >c(- 35 0).

[ x+ cos cos x-dx = {u = x—>du = dx coscos x-dx = dv—>v = senx } =

=>Xx-senx — fsenx-dx = x:senx + COSCoS Xx.

Teniendo en cuenta el valor de la integral indefinida que se acaba de obtener:

T T

S = fz f(x)-dx + }f(X)'dx =
_3m 0

2

T T

+ [x-senx + cos cosx]; =

= [x-sen x + cos cos x |

2

3m



== Fsen (= ) + cos (- 3)| - [~ ZFsen (- ) + cos (- 2|+

T s s _
(7-sen —~ + coscos —- ) — (0-sen 0 + coscos0) =

_|_

_ i 3n T _om 3m L _
=~ n+o]-[- a0+ (Fr+0) -0+ =T+ T+ T 1=

5m—2
2

u256, 85 uz.

b)
La pendiente de la tangente de una funcidén en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

f'(x) = 1-coscosx — x-senx.
m = f’(0)= coscos) — 0-sen0=1-1=1.
y —y,=m(x —x))=2y — 0 =1-(x - 0).

Recta tangente: t=y = x.
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3°) Considere los puntos A (1, 1,0), B(2,1,1) y C (-1, 1, 2):
a) Calcule la ecuacion implicita (general) del plano que pasa por A, By C.
b) Calcule el angulo que forman las rectas AB y AC.

c¢) Calcule el area del tridngulo ABC.

a)

-

AB=[B—-Al=[2 1 D-(1, 1 0)]=(1, 0, 1).

-

AC=[C—-A]=[(-112)— (1, 1, 0)]=(— 2, 0, 2).

n(A; A_)B,A_)C)E|x— 1y—1z101 —202|=0; —2(y — 1)=2(y — 1) = 0;

— 4@y -1DH)=06 y—-1=0=>n=y —-1=0.

b)
El angulo que forman las rectas AB y AC es el mismo que forman sus vectores

directores AB = (1, 0, 1) yAC = (— 2, 0, 2).
Por el concepto de producto escalar de dos vectores:

AB-AC _ (1L 01D(=202 _
[aB|Jac| P12y 2

AﬁB-AﬁC = |AﬁB|-|AﬁC|- COSCOS Ot = COSCoOS O =

24042 _ 0

T ieifare 2B

= 0=a = 90°.

Las rectas AB y AC son perpendiculares.

c)
El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1 | - 1 .. .. . .
S e =5 |AB X AC|=5lijk10120 — 2| = [lijk10110 — 1| =|j +jl=2
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OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) El precio de un kilo de manzanas, 2 de peras y una docena de huevos es de 5
euros. El precio de 2 kilos de manzanas, 4 kilos de peras y 3 docenas de huevos es de
12 euros. El precio de 5 docenas de huevos y 2 kilos de peras es de 11 euros y 50
céntimos.

a) Calcule el precio del kilo de peras, el kilo de manzanas y la docena de huevos.
b) Pedro ha comprado dos kilos de manzanas y tres kilos de peras. Carmen ha

comprado un kilo de manzanas, una docena de huevos y dos kilos de peras. ;Quién
ha gastado mas dinero?

a)
Siendo x, y, z los valores de un kilo de manzana, un kilo de peras y de una
docena de huevos, respectivamente, del enunciado del ejercicio se deduce el sistema:

xX+2y+z=52x+ 4y + 3z =12 5z + 2y = 11,5 }.
Resolviendo por el método de Gauss:

M =(121243025 51211,5):>{F2—>F2—2F1}=>(121001025
=>{F2<—>F3}=>(121025001 511,52)=z = 2.

2y + 5.2 =11,5; 2y =1,5=y = 0,75.
x4+ 20,75+2=5 x=5—-15—-2=5—-35>=x=1,5.

Mananas: 1, 5 euros/kilo; Peras: 0,75 euros/kilo; Huevos: 2 euros/docena.

b)
Gasto de Pedro: 2:1,5 + 3:0,75 = 3 + 2,25 = 5, 25 euros.

Gasto de Carmen: 1,5 + 2:0,75 + 2 = 3,5 + 1,5 = 5 euros.

Pedro ha gastado mas dinero que Carmen.
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x2+2
x2—1

2°) Considere la funcién f(x) =

a) Calcule su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Calcule sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

c¢) Haga un esbozo de la grafica de la funcion.

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores
reales de x que anulan el denominador.

D(f)=R — {— 1, 1}.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

Fon = BLAE ) _ 2elo1) e
(x"-1) (x"-1) (x-1)

Parax < 0= fv(x) > 0 = Crecimiento: (— o, — 1)U (= 1, 0).

Parax > 0= f'(x) < 0= Decrecimiento: (0, 1)U (1, + o0).

b)

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto cuando
es condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion
necesaria no es suficiente; para que exista el médximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f (o= —6(x"~1) ‘26"'[24("2—1)'2"] — —6-(x22—1)—324x2 _ —6x2-2|—6—234x2 _ 6—230xz _
(x _1) (x —1) (x —1) (x _1)




f”(O) = _Ll =— 6 < 0 >Maximo relativo parax = 0.
+2

f(0) = 4= =— 2 = Maximo: A0, — 2).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k=fx= x;’i = 1= Asintota horizontal:y = 1.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales: x =— 1, x = 1.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

La representacion grafica, aproximada, de la funcién es la siguiente:
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3°) Considere larectar={x + y + z =— 2x — 2y = 4
a) Determine unas ecuaciones paramétricas de r.

b) Calcule el plano ortogonal a r que pasa por el punto P (2, 4, 0).

c¢) Calcule la distancia entre Py r.

a)

r={x+y+z=—2x—-2y=4 Sy =MKx=4+25z=-2—-—4 -2\ — A=

r={x =4+ 21 y=2A z=—6 — 3.

b)

El vector director de r es v o= (2,1, — 3).

El haz de planos normales a r tiene por ecuacion f=2x + y — 3z + D = 0.

El plano m pedido pertenece al haz 3 y contiene al punto P(2, 4, 0):
B=2x+y —3z+D =0 P(2,4,0)}=222+4—-30+D=0; 8+

nm=2x +y —3z—-8=0.

c)

El punto Q de interseccion de la recta r con el plano 1 es la solucion del
sistema que forman:

m=2x +y—3z2—-8=0r={fx =4+ 2A y=A z=—6— 3\ =204 -
8+81+A+18+9A—-8=0;181 + 18 = 0=A =— 1=Q(2, — 1, — 3).

Por ser r L, la distancia entre P(2, 4, 0) y r es equivalente a %:

AP, 1) =PO =2 - 2%+ (=1 -4+ (=3 —0)7>=125+ 9=34u
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los calculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacién logica y los calculos.

OPCION A

1°) DadalamatrizA =(m + 200 —3m + 1110m — 1), se pide:

.10 :
a) Hallar los valores de m para que la matriz A tenga inversa.

b) Para m = 0, calcular, si es posible, la matriz inversa de A.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero, por lo

10 : : 10
cual, para que A tenga inversa es necesario que |A | = 0.

-1 10 10
10 Adj.de A Adj. de A 2
A = = = (|A]) #0 = [A|+0.
(47) ] L= (1A #0= |4

JAl=|m + 200 —3m+1110m —1|=(m + 2)(m + D(m — 1)= 0=

>m =— 2, m_.=—1 m_= 1.
1 2 3
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A es invertible VvmeRrR — {— 2, — 1, 1}.

b)
Para m = 0 es
A=(200 —31110 — 1)=|A|=— 2#0 = Aesinvertible.

(I):(100010001):{F1<—>F3}=>(001010100):;

=>(001010100)=>{F2—>F2+3F1F3—>F3—2F1}=>(00101310 —2)=
SlF 5AF (001013i0 —1)=>{F SF +F F > F_ + 2F }=>
3 273 2 1 1 3 2 2 3

:(%00111%0 —1)=>A_1=(%00111%0 —1).
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2°) a) Calcular la recta s que corta perpendicularmente al eje OZ y que pasa por el
punto P(1, 2, 3).

b) Estudiar, en funcion del parametro real a, la posicion relativa de la recta
r={x =0y =0yelplanon=x + y + az = 1.

a)
El haz de planos a perpendiculares al eje OZ tiene a n = (0, 0, 1) como
vector normal. La expresion general del hazes a=z + D = 0.

El plano B€a que contiene al punto P(1, 2, 3) es el que satisface su ecuacion:
o=z + D =0 P(1,2,3)}»3+ D =0=>D=—3=B=z—-3=0.
La recta OZ tiene por expresion: 0Z={x = 0y = 0.

El punto de corte de la recta OZ y el plano 3 es la solucion del sistema que
forman:

=z —3 =0 0Z={x =0y =0 }= Q(0, 0, 3).
Los puntos Q y P determinan el vector QP = [P — Q] = (1, 2, 0).
La recta pedida s es la que pasa por los puntos P y Q, cuya expresion por unas

ecuaciones paramétricas es S={x = A y = 2Az = 3

b)

Larectary el plano T determinan el sistema
fx+y+az=1x=0 y=20 , cuyas matrices de coeficientes
y ampliadasonM = (11a100010)yM' =(11a100010 100).

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarse los tres siguientes casos:

Rang M = Rang M = 335.C.D.> La recta y el plano se cortan en un
punto.

Rang M = 2; Rang M = 355, Incomp. = Larectay el plano son paralelos.

Rang M = Rang M = 255.C.Ind. = La recta esta contenida en el plano.

IM[=]11a2100010|= a.

Para a¥0=>Rang M = Rang M = 3=5.C.D.



Para a#0 larectar y el plano t son secantes (se cortan en un punto).

Paraa = 0=>Rang M = Rang M = 25S5.C.1.

Paraa = 0larectar esta contenida en el plano .
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3°) Determinar los vértices del rectdngulo de drea maxima que tiene lados paralelos a

los ejes de coordenadas y vértices en el borde del recinto delimitado por las graficas

de las funciones f(x) = X ygx)= 2 — X

Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

¥ =2 x5 2’ =2 2 = 1={x, =— 15A(- 1, Dx, = 1-B(1, 1)

El vértice de la pardbola f(x)= X es

0(0, 0) y es convexa (U) y el vértice de la otra

parabola g(x) = 2 — X’ es (0, 2) y es concava
(n).

La representacion grafica de la situacion se
expresa en la figura adjunta.

Las coordenadas de los vértices del
rectingulo son las  siguientes:  A(x, xz),
2 2
B(x, 2 —x),C(— x, 2 —x)yD(— X, x).

La superficie S del rectangulo es la siguiente:

S =DAAB =[x — (- O][2 —x" — x| = 2x(2 — 22") = 4x — 4x".
La superficie es maxima cuando se anula su primera derivada:

S)=4—-12X=>S() =024 —12x'=0; 1 - 3x' = 0; x° :%:

__ B _ B
=X T X, =

Los vértices del rectangulo pedidos son:
A3 1) g[8 5 B35 RERNES
A(3' 3)'3(3' 3)'6(_ 3’ 3)yD(— 3’ 3)'
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4°) a) Sea g(x) una funcion continua y derivable en toda la recta real tal que
g(0)= 0y g(2) = 2. Probar que existe algin punto c del intervalo (0, 2) tal que

g(©=1.

b) Hallar la funcion f(x) que cumple que f (x) = xL(x2 + 1)y f(0)= 1.

a)
El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una funcidn es continua
en [a, b] y derivable en (a, b), entonces Ic€(a, b) tal que f (c¢) = %”.

Aplicado el teorema a la funcion g(x) en el intervalo (0, 2) con g'(c) = 1:

' 2)—g(0 2—0
g(c): g(;_g() — - = 1.

Queda probado que Ace(2, 0) tal que gv(c) =1.

b)

x +1 ¢

f(x)= ff’(x)dx = f[xL(x2 + 1)]dx:>[u = L(x2 + 1)—>du = Zf'dx x-dx = dvov ==

SU( + 1) A - [ B 0 ) - [ =

2

=xT-L( g 1)—f(x — xzil)-dx =

X 2 x _ X 2 X 1 2x _
T-L(x + 1) — [xdx + [ o -dx —T-L(x + 1) - = +7-f = dx =

2 2 2

ZL(x" + 1) - "72 +5L(x + 1)+ =2 L(x" + 1) - 2+ C.

_ 0+1 i _ _
fO=1==L0+1)——+C=1=C=1.

2 2
foo=2FL(x + 1) -+ 1.
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OPCION B

1°) Dado el sistema de ecuaciones lineales
{x + my =— (1 — 2m)x — y = m, se pide:

a) Discutir el sistema segun los valores del parametro m.
b) Resolver el sistema en los casos en que la solucion no sea unica.

c¢) Calcular los valores de m para que x = -3, y = 2 sea solucion.

“ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=(1ml-2m —1)yM=(1m —11 - 2m — 1m).
IM[=[1m1—2m —1|=—1—-m(l — 2m)=— 1 — m + 2m’ = 0;

Zmz—m— 1=0 m-= 11%1@ = 11’3 =>m1= 1,m2=—%.

1 _ o, .
Para {mil m#%* — ?}=>RangM = Rang M = 2 = n%incog. =S. C. D.

Param =1sM =(11 =1 —1 —11)={F, =—F } > RangM = 1

Param = 1=Rang M = Rang M=1<ne incég. =S. C. L.

Param == ;=M =(1 =4 —10 =1 —5 )= |1 =50 - 1|#0=Ran
Param =-— %:RangM = 2; Rang M = 1=Sistema incompatible.

b)
La solucion no es unica (compatible indeterminado) para m = 1.

Elsistemaresulta{x + y =— 1 — x — y = 1,equivalenteax + y =— 1.

Solucion:x = A, y =— 1 — A, VAER.




x+my=-1 1I-Zmx—-—y=m>{x=-3y=2}> —-3+2m=-1 -

2m =2 -3 +6m—-2=m}m=15m=5}>m = 1.
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2°) a) ;(Puede haber dos vectores u'y v de R’ tales que u-v =— 3, |u| =1y |v| = 27

b) Hallar a para que existan una recta t que pasa por el punto P(1 + a, 1 — a, a),
corte a la recta r={x+y=2z=1 y sea paralela a la recta
s=Sx +z=0y =0

a)

Por definicion de producto escalar de dos vectores:

- - e J; _3

uv = |u||v| COSCOS A = COSCOS A = == = 7T~ =— 3= agR.

v
- - 3 - - -, -,
No hay dos vectoresuyvdeR tales que u-v =— 3, |u| =1y |v| = 2.

b)

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan.

-

s=x +z=0y =0 :{Jl=(1, 0, Dn = (0, 1, 0)}:v's=|ijk1o1o10|=

La recta t pedida, por ser paralela a s, tiene su mismo vector director.

La expresion de t por unas ecuaciones paramétricas es
t=x=14+a+Ay=1—-—a z=a-A

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r={x =2 -—-py=yp z=1

Como las rectas r y t se cortan en un punto tiene que ser:

l+a+A=2—-pul—-—a=pa—-A=1}-A=a-1=214+a+(@—-1)=2 -

b

l1+a+a—-1=2—-14+a 2a=1+a>a=1.
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3°) Dada la funcion f(x) = L—J;, determinar su dominio, asintotas, intervalos de

crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.

Teniendo en cuanta que la funcidn logaritmica tiene como dominio (0, + )
y que L1 = 0, el dominio de la funcion dada es: D(f) = (0, 1) U (1, + o).

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la funcidon toma valores
finitos, es decir, es el limite cuando x—oo de la funcion.

k=f(kx) = L—j; = %:Ind. ={L ’Hopital} =

= ‘»—-lp—\
Il
=
I
8

La funcion dada no tiene asintotas horizontales.
Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 1.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

_ Jx) _ _ .
m =~y n = [f(x) — mx], conm finito y m#0.
m = [ _ x _ 1 _ 1 _ 0= No tiene asintotas oblicuas.
X xLx Lx oo

Una funcion es creciente o decreciente en su dominio para los valores de x que
haces que su primera derivada sea positiva o negativa, respectivamente.

! 1'LX—X'% Lx—1
f(X)— sz - sz .
fF)=0> =0 Lx-1=0 Lx=1>x=e
X

f'(x) > 0=x > e f'(x) <0=x<e

Decrecimiento: (0, 1)U (1, e).

Crecimiento: (e, + o).

Para que una funcion tenga un extremo relativo (maximo o minimo) es



condicion necesaria que se anule la primera derivada. Para diferenciar los maximos
de los minimos se recurre a la segunda derivada: si es positiva para los valores que
anulan la primera se trate de un minimo y, si es negativa, de un maximo.

f”(x)— LD (2Le ) B gixi2 | 2oLk
L'x L3x x-L3x x-L3x '
" 2—Le 2—1 1 . .
f (e)= .- e T > 0 =>Minimo relativo para x = e.
f(e) = L—Z = | = e= Minimo: P(e, e).

Con los datos obtenidos anteriormente puede hacerse la representacion grafica,
aproximada, de la funcidn, que es la siguiente:

seskoskoskoskoskoskoskoskok



4°) a) Calcular [% -7 (11+x) ] :

b) Calcular el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = %,
gx) = % ylarectax = e.
X

a)
1 1 1 1 . L(14+x0)—x 0-0 0
_ — =— — — = 00 — 00 = = —
[x L(1+x)] 0 0 =Indet. = }CIE;% x-L(14+x) 0-0 0 =
1 1-1—x
= Indet. = {L'Hopital} = lim i = lim s =
' x—0 1-L(1+x)+x-171x x—0 %:;x)-kx
. —x 0-0 0 , .
= }g% ToLioir = 00 =0 = Indet. = {L'Hopital} =
= lim 1 =L -_1
x>0 LL(+x0)+(1+x)—, +1 0+1+1 2°
b)

El punto de corte de las funciones se obtiene de la igualacion de sus
expresiones:

fx)= g(x)=—=—=x = 1=P(1, 1).




De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

SEPTIEMBRE — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teodricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los cédlculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacién logica y los calculos.

OPCION A
1°) Considere el sistema{x + 2y + 3z =4(a+ 3)y=0 (a+ 2)z=1
a) Discutir el sistema segun los valores del parametro a.

b) Resolverlo cuando sea posible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(1230a+3000a+2)yM =(1230a+3000a+2 401).

RangM=|1230a +3000a + 2|=0; (a + 3)(a + 2) = 0:>a1=— 3, a,=- 2

Para{a# — 3 a# — 2}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.
Paraq =— 3M = (12300000 —1 401)= RangM = 2.
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b)

Paraa =— 3=>Rang M = Rang M=2<ne incodg.=S. C. I.

Paraa =— 25M = (123010000 401)= RangM = 3.

Paraa =— 2=>Rang M = 2; Rang M' = 3=S. L

Resolvemos en primer lugar para a# — 3y a# — 2.

x+2y+3z=4@+3)y=0 (@+2)z=1 }=2y=0 z=—7; x=
L _ 4at5 _ 1
Solucion: x = V= 0, z= ey

Paraa= —3=2{x+2y+3z2=4 —z=1=2y=»=>x=4-21+3=7

Solucion: x =7 — 2\, y =17, z =— 1.
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2%) Seanlasrectasr=x =y =zys={x —y=1 x —3z=1.
a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan.

b) Calcular la recta que corta perpendicularmente a las rectasr y s.

a)

Un punto y un vector director de la recta r son A(0, 0, 0) y v o= (1, 1, 1).

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

sElx —y=1x—-3z=1=2z2=A,5x=1+4+3 y=x—-1=3=r={x =1 + 3)

Un punto y un vector de s son B(1, 0, 0) y Vo= (3, 3, 1).

Los vectores v_= (1,1, 1Dy Vo= (3, 3, 1) son linealmente independientes

por no ser proporcionales sus componentes, lo cual significa que las rectas r y s se
cortan o se cruzan.

Se considera el vector ¢ que tiene como origen el punto A(0, 0, 0) de r y como
extremo el punto B(1, 0, 0)de s: @ = (1, 0, 0).

- 5 o

Si el conjunto de vectores { v, v, (p} son coplanarios las rectas r y s se cortan

y si no son coplanarios, se cruzan.

- 5 o5

Segun que el rango del conjunto de vectores { v, v, q)} sea menor o igual que

tres los vectores que lo componen son linealmente dependientes o no,
respectivamente.

Rang{;r, v, (T)}:|111331100|=|1131|¢0=>[;r, v, (p]= 3,

Las rectasry s se cruzan, como teniamos que combrobar.

b)
Para determinar la recta t, perpendicular comln a las rectas r y s vamos a
proceder del modo siguiente.



-

En primer lugar determinamos un vector w que sea perpendicular comun a las
dos rectas.

- -

Un vector w perpendicular a los vectores vy v es cualquiera que sea
linealmente dependiente del producto vectorial de estos vectores:
W'=vr/\v5= ijk111331|=i+ 3j+3k -3k —3i—j=—2i+ 2j>

-

sw=(1, —1,0).

5

Determinamos dos planos w; y 7, de la forma siguiente:

T[l(A; v, W)E|xy21111 —10|=y—z—z+x=0:>n1§x+y—22:

nZ(B; vs,w)E|x—1yz3311 —10|=y—-3z—-3z+x—-1=0=>=

=>1TZEx+y—6Z—1=0.

La recta t pedida es la interseccion de los planos =, y m,:

t={x +y—2z=0 x+y—-6z—1=0.

sesk skeosk kosk skosk skok
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. ., x —1 .. , .

3°) Considere la funcion f(x) = ——. Calcular dominio, asintotas, intervalos de
x +1

crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion.

El dominio de una funcion racional es el conjunto de los nimeros reales,
excepto aquellos valores reales de x que anulan el denominador. Como quiera que

X+ 1€0 para cualquier valor real de x: D(f)=R.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k= fo0)=

= 1= Asintota horizontal:y = 1.

xz—l
x2+1

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(X)= 2x-(x2+1)—(x2—1)-2x _ 2x-(x2+1—x2+1) _ &

(*+1) (1) (*+1)

2 .

Parax < 0= f'(x) < 0= Decrecimiento: (— oo, 0).

Parax > 0= f'(x) > 0 = Crecimiento: (0, + ).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto cuando
es condicion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion
necesaria no es suficiente; para que exista el mdximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

f'(x)= 05— _=0; 4x = 0=>x = 0.

(x2+1)

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.



2
" 4-(x°+1) —ax[2-(x"+1)-2x] _ a(xP+1)-16x"  ax’+4—16x" _ 4—12x°
= 2l

P = = =

(+1) (+1) (+1) (+1)

_ 4(1-3x")

(+1)

f”(O) = % = 4 > 0 >Minimo relativo parax = 0.

f(0) =1 =— 1 = Minimo: A0, — 1).

Una funcion tiene un punto de inflexion para los valores que anulan la segunda
derivada, siendo distinto de cero el valor de la tercera derivada para los valores que
anulan la segunda.

2
" 4(1-3 2 21 3 3
f(x)=0=>—(—x3)-=0;1—3x=0;x=—:»x =—L;x= X
2 3 1 3 2 3
(x+1
1 51 1-3 2 1
= — = 3 — = — =— —
Siendo x = - esf(¢ﬁ) T T3 2 >
3

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion con respecto al eje Y:

Puntos de inflexion: B(— g, — %) y C(g, — %)

s s sk sk skosk ko skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

4°) a) Enunciar e interpretar geométricamente el teorema de Rolle.

b) Hallar la primitiva de la funciéon f(x) = x’-Lx cuya grafica pasa por P (1, 0).

a)

El teorema de Rolle se puede enunciar del siguiente modo:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si
se cumple que f(a)= f(b), entonces, existe al menos un punto c € (o, b) que

cumple que f (¢) = 0”. VA

La interpretacion geométrica puede

|
apreciarse facilmente en la figura adjunta. f(a) = f(b){-~ e ‘JI" """ !
. . . /R |
Considerando la funcion f(x), continua ! ! -
en [o, b] y derivable en (a, b) existe, por lo O] « ¢ b

menos un punto N perteneciente al intervalo
(a, b) en el que la recta tangente a la grafica de f es horizontal.

b)
La primitiva F(x) de f(x) = XoLx cuya grafica pasa por P (1, 0) es:
3

3 3
F(x) = fxz-Lx-dx = {Lx = u—>du = %-dx Xdx = dv—v = = ]=>Lx-x7 - [

3 3 3

_ X 1 2 _ X 1 x X
—T-Lx —?fx -dx —T'LX —?'T+ C —T(SLx - 1+ C.

3
F()=0=>—+GLl — 1)+ C=0; —

o |~

+C=0=C=

3
F(x) = 2(GLx — 1) + -

skeost sk skoskeoske sk koo

Antonio Menguiano



OPCION B
1°) Consideremos lamatrizM = [a(a — 4)a — 4a — 4a(a — 4)].
a) Calcular el rango de M en funcién del parametro a.

b) Para a =1, resolver la ecuacion M-(x y ) =— 6-(x y ).

a)
M| =la(a — Ha-4a-4a@—4)|=(a-Dlallal=@-4(a -1)=0

= =—1 =1 = 4.
a, , a, , a,

Paraa€eR — {— 1, 1, 4}=Rang M = 3.

Paraa =— 1=>M =(5 —5 —55). Para
a=1>M=(-3 -3 -3 = 3).

Paraa =— 1lya = 1=>Rang M = 1.

Paraa =4=>M =(0000)=Paraa = 4=>RangM = 0.

b)
(=3 -3 -3 =3)@xy)=—6Cxy) (1111)(xy)=2-(xy); (x+yx+y):
=>x+y=2xx+y=2y}x—-—y=0x—-—y=0}>x =y.

seskoskoskoskoskoskoskskok



2°) a) Determinar la ecuacion del plano que es perpendicular al segmento de
extremos A (0, -1, 3) y B (2, -1, 1) y que pasa por el punto medio de dicho segmento.

b) Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los cortes de los ejes coordenados
conel planon=2x + y + 2z — 2 = 0.

a)
Los puntos A y B determinan el vector AB = [B — Al = (— 2, 0, 2).

Un vector normal al plano o pedido es cualquiera que sea linealmente

dependiente del vector AB = (— 2, 0, 2), por ejemplo: n = (1, 0, — 1).
El punto medio del segmento de extremos Ay B es M(1, -1, 2).

La expresion general del plano pedido es a=x — z + D = 0. Como el plano
a contiene al punto M, debe satisfacer su ecuacion:

a=x —z+ D =0M(, —1,2) 121 —-2+D=0; D=1.

o=x—2z+1=0.

b)
Los puntos de corte del plano m=2x + y + 2z — 2 = 0 con los ejes
coordenados son los siguientes:

m=2x +y+ 2z -2 =0EjeX->{y=0,z=0}}-2x —2=0;,x =1=4(1, 0

nm=2x +y+ 2z—2=0EjeY->{x=0,z=0}}>y —2 =0,y =2=B(0, 2,

m=2x +y + 2z — 2

0 Eje Z-{x

Il
=

y=0}}-2z—-2=0;z=1>C(0,0

Los puntos A, B y C determinan los vectores:

-

AB=1[B — A]=[(0,2 0)— (1,0 0)]=(—1, 2, 0).

-

AC=1[C — A]=1[(0,0, 1)— (1, 0, 0)]= (= 1, 0, 1).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:



1
S, ==
ABC 2

2

1 2 2 1 1 3 .2
=?-\/2 +2 +1 =7'\/4+4+ =7-\/§=7u-

seskeoskoskoskoskoskoskoskok

-|AB><AC|=%-||ijk —120 — 101 =—|2i + 2k + j|=




39 Consideremos la funcion definida a trozos

f(x)= {ax2 + bx + ¢, six<2L(x — 1), six > 2 . Hallar los valores de a,
b y ¢ para que f(x) sea continua en toda la recta real y tenga un extremo relativo en el
punto P (1, -1).

Por pasar por P(1, -1) es f(1) =— 1:
al’+bl+c=—Tlia+b+c=—1 (1)
Por tener un extremo relativo en P(1, -1) es f ’(1) = 0:

f'(x)= {2ax + b, six<2 ﬁ, six > 2 :>f'(1)= 0=>2a + b =0.
2)

Para que la funcion f(x) sea continua en toda la recta real tiene que cumplirse
que, en el punto critico para x = 2, los limites laterales tienen que ser iguales e igual
al valor de la funcion en ese punto:

f) =(ax’+bx+c) =4a+2b+c=fQ2f0) =[Lx—1D] =L1=0
= f(x) =f2)=f(x) 24a+2b+c=0. (3
Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3):

a+b+c=—12a+b=20 4a + 2b + c = 0}->b =— 2a—>a — 2a + «

_ — 01 — 1oy = Ly — —_ 2., 1 =21 _ 4_
a—c=1 8a+c—0},9a—1,a—9,b— 2a=b = 5 C=a 1—9 1=

st s sk sk ko ko skok
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4°) a) Calcular (cos cos x ) -

b) Calcular el area de la regién comprendida entre las graficas de las funciones sen x

ycosxylasrectasx=0y x =%.

a)

x 1
(coscosx)* =1° =1 =Indet.

1

R
A = (coscos x)” . Tomando logaritmo neperiano en los dos términos:

1

LA = L(cos cos x)"z . Teniendo en cuenta que el logaritmo de un limite es
igual al limite del logaritmo:

1
& 1 Lcoscos x L1 0
LA = [L(cos cosx)” ]z (—Z-L cos cosx) = o = - =3>>nd =
x x
—sen x 1 1 0
1 . COSCOS X _ senx _ .Y 1 .
= {L Hopltal} = T = T 3 reescosx = T30 =Ind. ﬁ{L Hopltal} =
1 cos x 1 1
i 2 1l-coscosx —x-senx 2 _ 2°

LJA=—LtoA4=¢?=

e
~.

(coscos x) Y=

b)
El punto de corte de las funciones en Vi el

intervalo considerado se obtiene de la | hE(X) =cos x X) = sen x

igualacion de sus expresiones:

ud |
4 [

O X

Senx = COSCOoS X =X =

De la observacion de la figura se
deduce el area a calcular, que es la siguiente:

S = [[coscosx — senx]-dx + [[x — cosx]-dx =
0

N E



TI s

= [sen x + cos cosx]oT + [cos x + ser

= [senx + coscosx]g + [~ cos x — senx]

S ERRSIE

— L I L LI T
—(sen . T coscos ) (sen0 + coscos 0 )+(sen o T coscos — ) (cos -+

_ (2, _ _ 20 an 2
_2-(T+T)—0—1—0—1_2ﬁ—2_2(ﬁ—1)u=0,83u.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno debera contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

senx

1°) Dada la funcion f(x) = e + x4 ax + b, a, bER:

a) Determina los parametros a, bER sabiendo que la grafica de f(x) pasa por el
punto P(0, 2) y que en dicho punto tiene un extremo relativo.

b) Para los valores de los parametros encontrados, estudia si dicho extremo relativo
es un maximo o un minimo.

a)
Por pasar por P(0, 2):

f(O)=2=e"+0+0+b=2 1+b=2>b=1

f'(x) = coscosx-e  + 2x + a.
Por tener un extremo relativo en P(0, 2): f'(O) = 0.
f'(0)= 0= coscos 0"+ 0 + a = 0; 1'1+a=0=>a=—1.

b)

., 2
La funcion resulta: f(x) = e - x + 1.
f (x) = coscos x e+ 2 — 1.

Antonio Menguiano



! sen x senx
f (x)=— senx-e + COS CcoS x - COS CcoS X -e + 2.

sen 0

F)=—sen0e "+ 0"’ +2=0+1+2=3>0.

La funcion f(x) tiene un minimo relativo en el punto P(0, 2).

st sfe sk sk skeosk skosk skok



2°) Dada la funcion g(x) = {2x + 4 si — 2<x < 0 (2x — 2)° si 0<x<1:
a) Esboza la region encerrada entra la grafica de g(x) y el eje de abscisas.

b) Calcula el area de la region anterior.

a)
Siendo larectar=y = 2x + 4, dos de sus puntos son A(— 2, 0) y B(0, 4).

Considerando la funciéon g(x) = (2x — 2)2 = 4x" — 8x + 4, que es una
parabola convexa (U) cuyo vértice es el siguiente:

g(x)=8x — 8 = 0-x = 1-V(1, 0).
Dos puntos de g(x) son B(0, 4) y C(2, 4).

La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la indicada en la
figura adjunta.

YJ

>
27X

b)
0 1
S=J@x+4dy+[(@x— 2 dx =M+ M. ()
0

-2

0 252 0 2 0
M= [(Q2x+ 4)dx = lTx + 4x] = [x + 4x]_2 =
-2 -2

=0-[- D'+ 4(-D]|=— ¢ -8)=—(- 4= 4u".

1 0
N=[(@x-2)"dx>{x =15t =0x = 0ot = 2} [ t"—dt =
0 -2



|2 —afo 2| 1.8 _4 2
3 ) 3 =33 T3 U

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:

S=4+==22
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3°) a) Despeja X en la ecuacion matricial X-A + B = X, donde A, B y X son
matrices cuadradas de orden 3.

b) Calcula X, siendoA =(000100210)yB=(03 —2 —140121).

a)
XA+B=X;, B=X-XA=X1-XA=X-{U-A)=XM.
Multiplicando los dos términos por la izquierda por la inversade M = [ — A:
-1 -1 -1
BM =XMM =XI=>X=B{U-A4) .
b)

M=1-A=(100010001)—(000100210)=(100 —110 —2 —11)

(D=(100010001)={F, > F +F F, —>F, +2F }=
=>(100110201)=>{F3—>F3+F2}:(100110311)=>
>M =(100110311).

X=BM '=(03 -2 —140121)(100110311)=(—31 — 23406

X=(—31-2340631).

st sfe st sk sk ko skok



4°) a) Calcula la distancia del punto P(—1,2,0) a la recta
r={—-x+y+2z=0y+z=1

b) Calcula el punto simétrico de P respecto de r.

a)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el mdédulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={—-x+y+2z=0y+z=1 =z=ALKy=1-XL x=y+2z=1—-A1-

=1+A=x=>r=fx=14+Ay=1-2Az=2A

Un punto y un vectorderson Q(1, 1, 0) y v o= 1, -1, 1).

QP=[P -Q]=[(-1,20-@11,0]=(210).
Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

P

Q
S = |vr A QP’ S = |vr|-h}:> |vr A QP| - |vr|-h=>

;AQ_}P|
—h=d(P,r) = rr
v

r

Aplicando la férmula al punto Py a la recta r:

- -

[ ] i ; Y [[2, .2, 2
d(P, 1") _ v/:QP| — [ijk—=2101-11] — [i+2k—k+2j| _ li+2j+k| _ N2t
v, 12 4(-1)" 41 Vi+1+1 3 NG

:J%Ezié:ﬁu = d(P,7).




Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos L ar tiene por ecuacion: a=x — y + z + D = 0.
De los infinitos planos del haz a, el plano ™ que contiene al punto
P(— 1, 2, 0) es el que satisface su ecuacion:
o=x —y+z+ D=0 P(-1,2,0)}-1-24+0+D=0;, —3 +
=
>n=x-—-y+z+3=0.

El punto T, interseccion de la recta r con el plano Tt es la solucidon del sistema
que forman:

m=x—-y+z+3=0r={—-x+y+22=0y+z=1 } x—y+ 2
y=1-z=1+1Ly=2,x—-—y+z=-3;, x—2—1=-3=x=0.
El punto de corte es T(0, 2, — 1).

La distancia pedida del punto P a la recta r es
equivalente a la distancia entre los puntos P y T, o sea el

modulo de |T_>P| :

d(p, r) = |T%P| =\/(— 1 - 0)2 + (2 — 2)2 + (0 + 1)2 =

== D +0 410 =2

d(P, r)= \/E unidades.

b)

Utilizando parte del apartado anterior se puede obtener el punto P simétrico de
7t P con respecto ar de la forma siguiente:

Tiene que cumplirse que PT = TP": [T — P] = [P' — T] ;

1.1 s—1— (0,2, —D=(=1,20]=[(x 7y 2)— (0,2, — D]




(1, 0,

- D=xy—-2,z+1)=>{x=1

= P'(1, 2, — 2).
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OPCION B

1°) Calcula el dominio y las asintotas de las siguientes funciones:

xZ ,g(x)—x —dx+4

\2x—x

x—2
cuadrada de nimeros negativos y que la funcion no existe para los valores de x que
anulan el denominador, siendo distinto de cero el numerador.

Para el dominio de f(x) = debe tenerse en cuenta que no existe la raiz

Como quiera que para x = 2 la funcion resulta indeterminada, se debe redefinir
la funcién para x = 2 con objeto de resolver la indeterminacion.

f(x) = \/i_x = \/1_2 =%:1nd€t = (\/ﬂ—x)( 2x+x)

2-2 (x—2)(V2x+x)
2x—x" —x(x—2) X _ -2 _ 1
(x—Z)( 2x+x) (x—Z)( 2x+x) 2x+x 2+2 2"
La funcion f(x) puede redefinirse como:

f(x)={%si X#2 —% si x =2

El dominio de f(x) es el siguiente: D(f) = [0, + o).

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la funcion toma valores
finitos, es decir, es el limite cuando x—oo de la funcion.

y=k=f(x) = % =— 1= Asintota horizontal: y =— 1.

Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador.

La funcion no tiene asintotas verticales.

Oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:
m = -ﬂxﬂ y n = [f(x) — mx], con m finito y m#0.

_ fx _ x _ 1 _ 1 _
m_x _xLx_Lx_oo_O‘




La funcién no tiene asintotas oblicuas.

(Ademas, las asintotas oblicuas son incompatibles con las horizontales)
El dominio de una funcidén racional es R, excepto los valores reales que anulan
3

el denominador. El dominio de g(x) = ﬁ es el siguiente:
x —4x+

x2—4x+4=0; (x—2)2=0=ox=2.

D(g)= R — {2}.

Las asintotas de g(x) son las siguientes:

Horizontales:

3
X

y=k=gkx) = T, =@ = No tiene sintotas horizontales.
x —4x+

Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

Oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

m = ggcx) y n = [f(x) — mx], con m finito y m=+0.
X x(x2—4x+4) X —4x"+4x
x3 x3—x3+4x2—4x
n= [g(X) B mx] - (x2—4x+4 B 1.x) - x2—4x+4 =4

Asintota oblicua: y = x + 4.
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2°) Dada la funcion f(x) = (x + 1)-ezx, se pide:

a) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de
f(x).

b) Encuentra una primitiva de la funcion f(x) que pase por el origen de coordenadas.

a)
Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

f'(x) = 1™ + (x + 1)-2-ezx = ezx(l + 2x + 2)= ezx(Zx + 3).
F)=2e"Qx +3D+e 2 =2"2x +3 + 1)=4e"(x + 2).

f)=0>4e"(x + 2)= 0>x =— 2.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es R, los periodos de
concavidad y convexidad son los siguientes:

Concavidad (N) = f”(x) < 0=x€(— o, — 2).

Convexidad (V) = f”(x) > 0=>x€(— 2, + o0).

Una funcion tiene un punto de inflexion para los valores de x que anulan la 2*
derivada, siendo distinto de cero la 3* derivada para los valores que anulan la
segunda.

F)=0>x=—2>f (—2)# 0= P. . parax =— 2.

f(-2)=(2+1)e ==L > P1 =>A(— 2, — %).

b)
F(x) = f(x + 1)'62x-dx=>{x 4+ 1 = u—»du = dx ezx-dx = dv-ov = %-ezx} =

= (x + 1)'%'823{ — f%-ezx-dx = %(x + 1)er — %ezx = %ezx(Zx +2-1)>=



= F(x) = %ezx(Zx + 1).
F(O) = 0=>%eo(0 + 1) — %ﬁF(X) — %er(zx n 1) _ %

F(x) = %[ezx(Zx + 1) — 1],
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3°) He pensado un ntimero de tres cifras tal que la cifra de las decenas es la media
aritmética de las otras dos. Ademas, si dicho nimero se le resta el que resulta de
invertir el orden de sus cifras, la diferencia es 198. Por ultimo, las tres cifras de mi
numero suman 12.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales que recoja la informacion anterior y
clasificalo. Para ello, puede ser util observar que el nimero cuya cifra de las centenas
es X, la de las decenas y, y la de las unidades z, puede expresarse 100x + 10y + z.

b) Determina, si el problema tiene solucion, el nimero de tres cifras que he pensado.

“ Sea el nimero (xyz) (no como producto).
Del enunciado del ejercicio se deduce el siguiente sistema de ecuaciones:
y=xJ2rZ (xyz) — (zyx)= 198x + y + z = 12 }2y =x+ 2z
x—2y+z=0 100x + 10y + z — 100z — 10y — x = 16
Finalmente, el sistema resultante es:

x—2y+z=0 x—z=2x+y+z=12}

b)
x—2y+z=0 X—z=2x+y+z=12}pz=x—2=2x -2y +(x — 2):

x—y=12x+y=14}=>3x =15, x =5, z2=5—-2;, z=3; 5+ y+ 3 =12;

Elnumero pensado es el 543.
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4°) Dados los puntos A(1, A + 1, — 1),B(2, A, 0)yC(A + 2, 0, 1), se pide:
a) Estudia si existe algun valor del parametro AER para que A, B y C estén alineados.

b) Para A =— 1, da la ecuacion implicita del plano T que contiene a los puntos A, B
y C.
a)

Los puntos A(1, A + 1, — 1), B(2, A, 0) y C(A + 2, 0, 1) determinan los
vectores:

-

AB=[B-Al=[2A0-(1LA+1 —1]=(1, -1, 1.

-

AC=[C - Al=[(A2+2,0,D)-(1A+1 —D]=A+1 —A-1,2).
Los puntos A, B y C estaran alineados cuando los vectores AB y AC sean
linealmente dependientes, o sea, cuando sus componentes sean proporcionales:

A1 -1
1 -1

=L+ 1=221=1

Los puntos A, By C estan alineados para A = 1.

b)
Para A =— 1 los puntos son A(1, 0, — 1),B(2, — 1, 0)y C(1, 0, 1), que

determinan los vectores AB = (1, — 1, 1) y AC = (0, 0, 2).
La ecuacion implicita del plano T que contiene a los puntos A, By C es:
n(A; AB, AC)E lx —1yz+11 —11002|=0; —2(x—1)— 2y = 0;

x—-—1D+y=0.
mn=x+y—1=0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

SEPTIEMBRE — 2015
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1

1°) Calcula los siguientes limites: L2y (1 + tgx)™"".
x

sen x
e

Nota: tg x denota la tangente de x.

L(ltjl? = Llo = %:»Indet. ={L'Hopital} = —
‘e

0-e

1+2x

I
1N

en x senx
+Xx-coscos x-e

1

(1 + tg x) x+senx — 1

L (0.e]
* =1 =Indet.

1

A= (1 + tgx)™"" . Tomando logaritmo neperiano en los dos términos:

1
LA = L(1 + tgx)™"" . Teniendo en cuenta que el logaritmo de un limite es
igual al limite del logaritmo:

x+sen x x+sen x

1
LA = [L(l + tg x) whsenx ]:[ 1 L(1 + tg x)]: LA+tgx) _

1
2 I S 1

1+tg x _ coszx-(1+tg x) 1-(1+0) __ i
1+4coscos x 1+4coscos x 1+1 2°

L1 0 ' ;
= <50 = o =Ind. = {L'Hopital} =

1
S W
LA=—=A=e¢’ =l

1

(1 _I_ tg x) x+sen x — \/;.
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2°) a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = x’en el punto

de abscisa x = 2.

b) Esboza la region encerrada entre las graficas de f(x), la recta calculada en el

apartado anterior y el eje de ordenadas.

c¢) Calcula el area de la region anterior.

a)

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de

su primera derivada en ese punto.

feo=2xs>m=f@=22=4

El punto de tangencia es el siguiente: f(2) = 2" =14 =P(2, 4).

La recta que pasa por un punto conocida la pendiente es y — y 0= m(x - X 0)

y — 4 =4-(x — 2)= 4x — 8 = Recta tangente:

t=4x —y — 4 = 0.

b)
La representacion grafica de la situacion, con 7
bastante aproximacion, es la figura adjunta.

c)
En el intervalo correspondiente al area a
calcular, todas las ordenadas de la parabola son

iguales o mayores que las correspondientes
ordenadas de la recta tangente.

El area a calcular es la siguiente:

S = }[xz — (4x — 4)]-dx =
0

4

3 2

2 ; 2 2
:f(x2—4x+4)-dx=lx—— x+4xl =%—8+8—0=
0

0
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3°) @) Enuncia el teorema de Rouché-Frobenius.

b) Razona que el sistema de ecuaciones lineales
{x+3y—-3z2=42x—y+z=1 3x+2y—az=5, a € R, no es
incompatible para ningln valor real de a.

¢) Resuelve el sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

a)

El enunciado del teorema de Rouché-Frobenius, puede enunciarse del modo
siguiente: “Sea un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas y sean C y A las
matrices de coeficientes y ampliada, respectivamente. Segun los rangos de C y A se
presentan los siguientes casos:

Rang C = Rang A = n° incdgnitas = Sistema compatible determinado.

Rang C # Rang A = Sistema incompatible.

Rang C = Rang A <n° incégnitas = Sistema compatible indeterminado.”

b)

Las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente, las siguientes:

M=(13 -32-1132 —a) y
M =(13 -32-1132 —a 415).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

IM|=113 =32 —1132 —a|=a—-12+9—-9 -2+ 6a = 7a — 14 = 0=q

Para a#2=Rang M = Rang M=3=ne incog. =S. C. D.

Paraa = 2esM' =(13 — 32 — 1132 — 2 415). Para determinar
el rango de M’ debemos tener en cuenta que las columnas segunda y tercera son
proporcionales.

RangM':(cl, €, C)=>11342 —11325|=—5+16+9+ 12 -2 - 30 =

=37 — 37 = 0=Rang M = 2.
Paraa = 2=RangM = 2 = RangM = 2 < n%incdg. =S. C. I.




Queda comprobado que el sistema no es incompatibla Va€R.

c)

Se resuelve es sistema para a = 2, que es compatible indeterminado, como se
nos pide.

El sistema resulta

{x+3y—-—3z2=4 2x—y+z=1 3x + 2y — 2z = 5. Despreciando una
ecuacion, por ejemplo la tercera y, haciendo z = A:

x+3y=4+32x—y=1—-2} x+3y=4+316x—3y=3—31}
2A—y=1—-X y=—1+ 3\

Solucion:x =1, y =— 1 + 3\, z = A, VAER.
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4°yDadalarectar={2x —y+z=3x —z =1
a) Da la ecuacion implicita del plano © perpendicular a r que pasa por P (2, 1, 1).

b) Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen de coordenadas y los
tres puntos que resultan al hacer la interseccion de w con los ejes de coordenadas.

a)
Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto Vectorlal de los vectores normales de los planos que la determinan, que son

los siguientes: n =2, —1,1y: n2 =(1,0 —1).

.

v=n An =lijk2 —1110 —1|=i+j+k+2j=i+3+k=(13

La expresion general del plano pedido es m=x + 3y + z + D = 0. Como el
plano T contiene al punto P(2, 1, 1), debe satisfacer su ecuacion:

n=x+3y+z+D=0PQ2 1, 1) 122 +4+314+1+D=06+D=0=I

a=x + 3y +z—6 = 0.

b)
Los puntos de corte del plano m=x + 3y +z — 6 = 0 con los ejes
coordenados son los siguientes:

m=x+3y+z—-—6=0EjeX->{y=0,z=0}}>x—-6 =0;x=6=2A4(6,0, C

m=x+ 3y +z—-—6=0EjeY>{x=0,z=0}}-3y —6 =0,y =2=B(0, 2,

n=x+ 3y +z—-—6=0EjeZ->{x=0,y=0}}»z—-—6=0,z=6=C(0,0,6

Los puntos A, B y C determinan con el origen los vectores que determinan el
tetraedro.

0A = (6, 0, 0). 0B = (0, 2, 0). OC = (0, 0, 6).



El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
que los determinan:

- - - 3

_ L _ L = L626=
Vs = ¢ |0A 0B, 0C|=—+1600020006|=~-62:6 = 12",
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OPCION B

1°) Determina cémo dividir un segmento de 90 cm en dos trozos, de forma que la
suma del 4rea del semicirculo cuyo didmetro es uno de ellos y el 4rea de un triangulo
rectangulo que tiene como base el otro trozo y cuya altura es @ veces su base, sea
minima. Nota: Recuerda que el area de un circulo de radiores A=m - 2.

Sean los segmentos x y (90 — x).

—

X

2
§=gm(3) + RO - 2 4 290 - 1)
La superficie es minima cuando se anule su derivada:

S@) =%+ m(90 — x)(— 1) =[x — 4(90 — x)].

S = 0> [x — 4:(90 — x)] = 0=x = 4(90 — x);

x = 360 — 4x; 5x = 360=x = 72.

Los trozos son 72 cm y 18 cm, respectivamente.

La justificacion de que se trata de drea minima es la siguiente:

S@="T[1 - 4(- 1)] =25 > 0= Minimo, c.q.].
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2°) Calcula las integrales I, = fL-(4x3 — {L/;)dx el = [ x-Lx-dx.
1 Jx 2

_ .1 3 4 _ x° x _
I1 = fﬁ(élx — \/;)dx = 4-fﬁ-dx — fﬁdx =

5 " S+1 ’ 1
=4-fxz-dx—f\/;-dx=4-9§+1—f—dx—él——fx4 =

4 2
X 2

1 3
8 .3 x * 8 .3 X’ 8 3 4 43
=X AX — 1+C—7x\/;— +C—7x\/;—3 x + C.

ol

I1 = f%-(élxg — {l/})-dx = 24—1-(6x3\/;c — 7\4/5) + C

X

8]

I,= [ x-Lx-dx = {u = Lx—>du = %-dx x-dx = dv-v = = }=>Lx-x— —

2 2 2

2
Lx — o [ xdx = 2-Lx — 525+ € =2—(2Lx — 1) + C.

X
2

I2 = [ x-Lx-dx = xT-(ZLx - 1+ C.
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3°) a) Despeja X en la ecuacion A-X — A = ZAZ, donde A y X son matrices
cuadradas de orden tres.

b) Calcula X, siendoA =(10211000 — 1).

¢) Calcula los determinantes de las matrices A" y A%,

a)
AX—A=24% AX=2A"+A=AQA+D>X =24+ 1.

b)
X=2A+1=2(10211000 —1)+(100010001)=(20422000 —2)+

>X=(30423000 — 1).

c)
|A|=110211000 —1|=[120 — 1|=— 1.

Sabiendo que |An| = |A|n:

1.000 1.000
= 1.

101 101 1.000
AT =D ==1 |AT|=14T =1

101
|47 =
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4°) Dados el plano m=x +ay +3z=2,aeR, 'y la recta
r={x — 2y +z=—12x -y =10

a) Halla a para que m y r se corten perpendicularmente.

b) Halla a para que m y r sean paralelos.

a)
Una recta y un plano se cortan perpendicularmente cuando el vector director de
la recta y el vector normal del plano son linealmente dependientes (paralelos).

El vector normal del plano mes n = (1, a, 3).

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto Vectorlal de los vectores normales de los planos que la determinan, que son

los siguientes: n =1, —2,1)y: n2 =2, —1,0).

v=n An =lijkl =212 —10|=2j —k+ 4k + i =i+ 2j + 3k = (

. . 1 a 3
Tiene que cumplirse que: T =5 =3 @a=2

Larectaryelplano  son perpendiculares paraa = 2.

b)
Una recta y un plano son paralelos cuando el vector normal del plano y el
vector director de la recta son perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

nv = 0=(1, a,3)(1, 2 3)=0; 1+ 2a + 9 = 0; 2a + 10 = 0=a =— 5.

Larectaryelplano m son paralelos paraa =— 5.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

JUNIO — 2015
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales
{(—3x+2y+3z=0 (a—-2)y—3z=0 —x—y+(—a—-3)z=0
a) Calcule para qué valores del parametro a el sistema tiene mas de una solucion.

b) Resuelva el sistema para el caso de a = -3.

a)
Se trata de un sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es la siguiente:
M=(—-3230a—-2 —311a+ 3).
El rango de M en funcion del parametro a es:

IM|=]-—3230a—-2 —3 -1 —1a-3|=—3(a—2)(a+3)—6 —3(a— 2)

=—3@a-2) a+3+1)—15=-—3(a - 2)(a+ 4)— 15 =

=—3(a’+ 2a — 8) - 15 =— 3(a’ + 2a — 3)=0; a’+ 2a — 3 = 0;

24412 —2+4
. =

= S =— 1i2=>x1:— 3, x. = 1.

2

Paraa# — 3ya#1=>Rang M = Rang M' = 3 = n%incog. =S. C. D.

Paraa=1=>M =(— 3230 —1 —3114)=RangM = 2.

Antonio Menguiano



Paraa = —3=>M=(—3230 —5 —-3110)=>RangM = 2.

Paraa =— 3, a = 1=>Rang M = Rang M' = 2 < n%incdg. =S. C. I.

El sistema tiene mas de una solucion paraa =— 3 yparaa = 1.

b)

Paraa =— 3elsistemaresulta:{— 3x + 2y + 3z=0 — 5y —3z=0
. Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera y, haciendo x = A:

~A=—y=0 y=—X% 5A-32=0; z==\

Solucion: {x = Ay =— Az = %7\, VAER
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x—1 _ y+3

o : : o _
2°) Sea r la recta del espacio que tiene por ecuacion r=-——=-——= zyseaP el

punto de coordenadas P=(6, 0, -1).

a) Encuentre la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D)
del plano que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta r.

b) Encuentre la ecuacion paramétrica del plano que pasa por el punto P y contiene a
la rectar.

a)
Una recta y un plano se cortan perpendicularmente cuando el vector director de
la recta y el vector normal del plano son linealmente dependientes (paralelos).

Un vector director de r es v o= 2 —-1,1).

La expresion general del plano m buscado es m=2x —y + z + D = 0.
Como este plano contiene al punto P(6, 0, -1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=2x —y+z+D=0P(6,0, — 1) }226 -0—-1+D=0; 11

mn=2x —y +z—11 = 0.

b)
El plano (3 pedido, paralelo a m, que contiene a r debe contener a todos sus
puntos, uno de los cuales es Q(1, -3, 0).

B=2x —y +z+ D =0Q(, — 3, 0) 1221 +3+D=0; 5+

=2x —y +z—5=0.
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3°) Responda a las siguientes cuestiones:

: ., 3
a) Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x en el punto de
abscisa x = 2.

b) Calcule el area de la region plana finita limitada por la curva y = X y larecta de
ecuacion y = 3x — 2.

a)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

fa)=3x >m=f(2)=32"=34=12
El punto de tangencia es el siguiente: f(2) = 2° =8 =P (2, 8).

La recta que pasa por un punto conocida la pendiente es y — y 0= m(x - X 0)

y — 8 =12:(x — 2)= 12x — 24 = Tangente: t=12x — y — 16 = 0.

b)
Las abscisas de los puntos de corte de la curva y la recta son las soluciones de
la ecuacién que resulta de la igualacién de sus 1 0 -3 2
expresiones: | | I -2
’ I N N (O
1 1 2
3 3
X =3x—2x —3x+2=0. i
BE

Los puntos de corte son A(1, 1) y B(-2, -8).

En el intervalo correspondiente al area a calcular,
todas las ordenadas de la curva son iguales o mayores que
las correspondientes ordenadas de la recta.

El area a calcular es la siguiente:

1 1
— 3 J— — . —_— 3 —_— . —_
S = _fz[x (3x 2)] dx _fz(x 3x + 2) dx

X 3% ! 1 3
=[T— 2 +2xl_2=(7—7+ 2)—[4—6—4]=




1-6+32

27

+8 =
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4°) Considere en R’ la.= recta que tiene por  ecuacion
ri(x,y,z2)=(—4+ 2k, —2,1— k) y los planos mEX+ 2y +2z=-1y

T =X - 2y + 2z =— 3, respectivamente.

a) Determine la posicion relativa de los planos 7, y 7.

b) Compruebe que todos los puntos de la recta r estan situados a la misma distancia
de los planos m; y m,.
Nota: puede calcularse la distancia de un punto de coordenadas (x o Vo Z 0) al plano

|AxO+ByO+CZO+D|

de ecuacion Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

a)

Los vectores normales de los planos moy T, oson n o= 1,2, 2) y

2

-

n,= (1, — 2, 2) respectivamente, que son linealmente independientes por no tener

proporcionales sus componentes y no son perpendiculares por ser distinto de cero su
producto escalar, por lo cual:

Los planos T Y T, se cortan en unarecta.

b)
Aplicando la féormula dada, se determina la distancia de r a cada uno de los dos
planos:

d(n r)— |—4+2k+2:(=2)+2-(1-k)+1| _ |—4+2k—4+2-2k+1| _ |-5 _ 5
) — — — — .
1 V12422 42" Vit4+4 V9 3
d(“ r)— |—4+2k=2-(-=2)+2-(1-k)+3| _ |—4+2k+4+2-2k+3| _ |45 _ 5

2 V12422428 Vitd+4 \9 3

Queda demostrado que la recta r equidista de los planos ™Yy,
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5°) Responda a las siguientes cuestiones:

a) Calcule la matriz de la forma A = (1 a 1 0) que satisface A—Aa=1 , donde I es
la matriz identidad, / = (1001).

b) Calcule A" y compruebe que el resultado se corresponde con el que se obtiene de

deducir la matriz A" a partir de la igualdad A-a=1

a)
A - A =(1al10)(1al0)—(1al0)=1+4+aala)—(1al0)=(@a00a
A —A=1>@@00a)=(1001)=>a = 1.
Lamatriz pedidaesA =(1110).
b)

. -1 . .
Lamatriz A  se obtiene por el método de Gauss-Jordan:

1001)={F —F}=(0110)=>{F,~F, - F}=

011 —1)24 '=011 - 1).

AP— A= I; A(A — I) = 1. Multiplicando por la izquierda por AT
ATAA-D=A""L I{A-D=4A 54 '=A-1=(01110)-(1001)>

A4 '=011 - 1).

Se obtiene el mismo resultado, como cabia esperar.
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6°) La portalada de una catedral esta formada, en su parte
superior, por un arco de media circunferencia que descansa x/2
sobre dos columnas, tal como ilustra la figura adjunta, donde x
es el diametro de la circunferencia, es decir, la distancia entre
columnas, e y es la altura de cada columna.

}.'
2

X .
& T xy determina 1

el area de esta portada. X .

a) Compruebe que la funciéon f(x, y) =

b) Si el perimetro de la portalada es de 20 m, determine las medidas de x e y de la
portalada que maximizan su area.

a)

2
X

N 2 2
S=x-y+ﬂ22 =xy +-5-=>5=f(x, y) ="+ xy,como q.c.

b)
Perimetro = p = x + 2y + n'%= 20; 2x + 4y + nx = 40;

40—-2x—Tix 24T
——= =10 -

4y = 40 — 2x — ix = 40>y = ” .

Sustituyendo el valor obtenido de y en la expresion de la superficie:

4 T = 8 = 8

40—2x—T1x o 80x—4x2—2rrxz+1'tx2 80x—4x’—Tx’
S(x) = x =
Para que la superficie sea minima es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

80—8x—2mx

L2 o S (x) = 080 — 8x — 2mx = 0; 40 — 4x — Tx = 0;

S(x) =

40
441

40 =4x + x = (4 + Mx=>x = =5, 60.

Justificacion de que se trata de un maximo:

S”(x) = %-(— 8 — 2m) < 0=Maximo, c.q.]j.

_ 24m 40 _ap.24m 4,514
y =10 -=— 77 =10 = 10~ =10 - 10-57

=10 — 7,20 = 2,8.



Los valores que maximizan la superficiesonx = 5,60mey = 2,8 m.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2015
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) SealamatrizA = (0a110 — 211 — a).
a) Determine para qué valores de a existe A™.

b) Calcule A para a=0.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
A|=10a110 — 211 —a|=1-2a+a =(@-1)"=0=a=1
A es invertible VaeR — {1}.
b)

Para a=20 es A=(00110 —2110), Al =1 y
A"'=(0110011 — 20).

Adj. deA"=(]01 — 20| —]0110[]001 —2] —|11 —20[|0110] —]011

A'=(210 -2 -11100).

skeoskesk seoskeoskeosk skeskosk

2°) En el espacio tridimensional considere la recta
r(x,y,z2) =3+ 2a, —a 3 —a) y los planos mEx +y+z=- 1 vy

nZE(x,y,Z)=(2+7\,1—7\+u,u).

a) Calcule la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del
plano m,.
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b) Encuentre los dos puntos de la recta r que equidistan de los planos 7, y 7.
Nota: puede calcularse la distancia de un punto de coordenadas Xy Yo 2, al plano

|Ax0+By0+CZO+D|

\A 4B+

de ecuacion Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

a)
Dos vectores directores de T, sonu = (1,1, 0 yv=(0,1, 1) y un punto de
este plano es P(2, 1, 0).

w(Pu v)=lx -2y — 121 —10011]|=0; —(x—D+2z—(y - D)= 0;

—x+2+z—y+1=0:n25x+y—z—3=0.

b)
Un punto genéricoderes Q(3 + 2a, — a, 3 — a).
__ |3+2a—a+3—a+1| — |7] — 7
d(Q’ 1-[1) - &12+12+12 A/14+1+1 \/§ -
d(Q T ) — |3+2a—a—3+a—3]| — [2a—3)| _ [2a—3]|
L2 V1t (=1 +1° V1+1+1 B

7 2a—3
d(Q,n1)=d(Q,n2)=> == '%' >2a—3|=7=2a—-3=7 —2a+3=7}=

2a = 10—>a1 =5 —2a+3=7;2a=— 4—>a2 =— 2.

Los puntos pedidos son: Q1(13, -5 =2) sz(— 1, 2, 5).
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3°) Sea la funcioén f(x) = e —x — 2:
a) Demuestre que la funcidn f tiene una raiz (un cero) en el intervalo [0, 2].

b) Compruebe que la funcidon es mondtona en el intervalo [0, 2] y calcule las
coordenadas de los puntos minimo absoluto y maximo absoluto de la funcién en
dicho intervalo.

a)

La funcion f(x) = e’ — x — 2 es continua en su dominio, por lo cual, le es
aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo cerrado que se considere, por
ejemplo, al intervalo [0, 2]:

fO)=e'—0-2=1-2=-1<0.

f)=e"—2—-2=¢"—4=739 —4=339>0.

Lo anterior demuestra que la funciéon f(x) tiene unaraiz en [0, 2], c.q.d.

b)
f0) = e — 120, vxeo, 2].

Lo anterior prueba que f(x) es mononota creciente en [0, 2].

Maximo absoluto de f(x) en [0, 2] =f(2) = 3,39 = A(2, 3'39).
Minimo absoluto de f(x) en [0, 2] =f(0)=— 1 = B(0, — 1).
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4°) Sean los planos de R’ nlz—y+2=2, n25—2x+y+2=1 y
T =2x — 2z =— 1.

3
a) Calcule la posicion relativa de los tres planos.

b) Compruebe que el plano m; es paralelo a la recta definida por la interseccion de los
planos 7, y m,.

a)

Los tres planos determinan las siguientes matrices de coeficientes y ampliada:

M=0-11-21120 -2)yM =0 -11 -21120 -2 21 —-1)

Seglin que los rangos de estas matrices, la posicion relativa de los planos son
las siguientes:

1°. -- Rang M = Rang M = 3 =Los planos se cortan en un punto.
2°. -- Rang M = 2; Rang M = 3>Los planos son secantes dos a dos.
3°. -- Rang M = Rang M = 2=Los planos se cortan en una recta.

4°. - Rang M = 1; Rang M = 2>Los planos son paralelos.

5°. -- Rang M = Rang M = 1=Los planos son coincidentes.
RangM=|0 — 11 — 21120 —2|=—2—-2+4=0=RangM = 2.
RangM’:,'{Cl, Cz’ C4}=> [0 —12 —21120 —1|=—2—-4 + 2¢0=>RangM'=
Los planos son secantes dos a dos (no hay planos paralelos).
b)
Los planos Ty, determinan la recta

r={y—z+2=0 2x—y—z+1=0.



Un vector director es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son los

siguientes: n = 0,1 -1 yn, = 2, -1, = 1.

-

v=n An =ijk01 —12 —1 — 1|=—i—2j — 2k — i = 2i — 2j — 2k=
v =(1, 1, 1.
El vector normal del plano moesn, = (2,0, —2).

La recta r es paralela al plano T, cuando el vector director de la recta y el

vector normal del plano son perpendiculares, o sea, que su producto escalar es nulo:

von=(L, 1120 —2)=2+0-2=0.

Queda comprobado que larectar es paralela al plano T,
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5°) Sean x e y las medidas de los lados de un rectingulo inscrito en una
circunferencia de diametro 2.

a) Compruebe que la superficie del rectdngulo, en funcién de x, viene dada por la
expresion S(x) = \/4x2 —x*

b) Calcule los valores de las medidas de x e y para los cuales la superficie del
rectangulo es maxima y calcule el valor de esta superficie maxima.

a)
Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo
rectangulo ABC:

—2 —2 —2 2 2 2
AC =AB +BC>2 =x +y =

=>y=\/4—x2.

La superficie del rectdngulo es: § = x-y.

Sustituyendo en la férmula de la superficie el valor de y obtenido:

S =xy=Sx)= x\/ 4—x' = \/ 4x’ — x4, como se queria comprobar.

b)
Para que la superficie sea maxima es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

3 3 2 2
8x—4x 4x—2x 4-—-2x ' 4—2x 2
= = =>5X)=0=>———=0; 4 — 2x = 0;

2\/4x2—x4 - x\/4—x2 B \/4—x2 \/4—x2

S(x) =

2 —x =0;x = ix/i (La solucion negativa no tiene sentido l6gico).

x = \/E El valor de y es el siguiente: y =\/4 — X = V4 — 2= \/E = x.

Elrectangulo de area maxima es un cuadrado de lado \/E unidades.

Elvalor de la superficie del rectangulo es de 2 W’
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6°) Encuentre todas las matrices de la forma A = (a 0 b 1) que sean inversas de ellas

mismas, es decir, que A% = (1001).

A*=1>A4=(0b1)(a0b1)=(a"0ab+b1)=(1001)={a" =1 ab+

a=21;, ab+ b =0; b(a+ 1)=0=>{a=1-b=0 a =— 1-beER.

Soluciones: A1 =(1001); A2 =(—10b1), VbeER.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JULIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno elegirda una de las dos opciones propuestas. Cuando la solucion de una
cuestion se base en un calculo, ¢éste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1°) a) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcién f(x) = x>+ 2x el anterior teorema, pruebe que cualquiera

que sean los nimeros a < b se cumple la desigualdad o — b < A

a)
El teorema del valor medio del calculo diferencial, también conocido como
teorema de Lagrange, se puede enunciar del siguiente modo:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b),

entonces, existe al menos un punto c € (a, b) que cumple f (¢) = &bL:%l”.

La interpretacion geométrica puede apreciarse Y |

facilmente en la figura adjunta.
f(b)

Considerando la funcién f(x), continua en [a,
b] y derivable en (a, b) existe, por lo menos un punto f(c)
N perteneciente al intervalo (a, b) en el que la recta
tangente a la grafica de f es paralela a la cuerda que
une los puntos P y Q de coordenadas P [a, f ()] yQ O
[b, f(b)].

b)

., 3 : :
La funcion f(x) = x + 2x es continua y derivable en R, por lo cual, se le
puede aplicar el teorema de Lagrange en cualquier intervalo finito que se considere,
por ejemplo, al intervalo (a, b) con a <b:
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f'(X)= 3% + 2=>f'(c)= 3¢+ 2.

' b)— 2 b°+2b)—(a’+2 b’+2b—a’—2
f(c)zf()f(a)=>3c+2:( J-(@+2a) _ a—2a _
b—a b—a b—a
3 3 3 3 3 3 3 3
_ b —a’+2b—2a _ b —a 2(b—a) __ b —a 2 b-a
_ b—a = b-a + b—a = b-a t2=3c = b—a °
. 2 b3—a3 . .
Como quiera que 3¢ > 0, VcER = ——— > cualquier valor negativo.
b-d* a—b a—b 3 3
Considerando >— 1 =— = = b —a >a — b,osea:
b—a a—b b—a

3 3 ,
a—b <b —a, comoteniamos que comprobar.
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2°) a) Diga cuando una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(x).

b) Diga como puede comprobarse, sin necesidad de hacer derivadas, si dos funciones
F(x) y G(x) son primitivas de una misma funcion.

2
X+Ccoscos x 1—sen x
— vy )=

coscos x-x ° razonando la

c¢) Diga si las funciones F(x) =

respuesta, si son primitivas de una misma funcion.

a)

Se dice que una funcion F(x) es una primitiva de f(x) st se cumple que F’(x) =
f(x); como quiera que la derivada de F(x) + C es la misma que la de F(x), existen
infinitas funciones primitivas de una funcion dada, que son todas aquellas que se
diferencian en una constante (C).

Lo anterior se expresa de la forma: [ f(x)-dx = F(x) + C.

b)

Dos funciones F(x) y F,(x) son primitivas de una funcion f(x) siempre que la
diferencia de las dos primeras sea constante: F,(x) - F,(x) = C.

2
Flx)= XEO0E_ g g SO o 41,
1—sen2x COSZX COSCOS X
G(x) = COScoSs x* x = COSCoS x+ X = sen x = COtg X

Las funciones F(x) y G(x) son primitivas de una misma funcién por
diferenciarse en una constante (1).
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3°) Siendko A =21 -1 -1),B=41 —13)yC=(9426), resuelva la
ecuacion matricial AX + 2B =C.

A-X + 2B = C;; A-X = C — 2B. Multiplicando por la izquierda por A™":
-1 -1 -1 -1
A AX=A (C—-2B); I X=A4 «(C-2B)=>X=A4 -(C - 2B).
C—2B=(9426)—2-(41 —13)=(9426)— (82 —26)=(1240).
(A/I)=(1001)=>{F1—>F1+F2}:(1101):)
=>{F2—>F2+F1}=>(1112)=>{F2—>—F2}=>(11 —1-2)>

A =11 -1 - 2).

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:

X=A"(C-2B)=(11 -1 —2)(1240)=(1 +42+0 —1—-8 — 2

X=(G2 -9 —2)
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4°) a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos
A0, 1, HyB(,1,-1).

b) Calcule todos los puntos de la recta r que equidistan de los planos

TEx +y =— 2y112§x -z =1

a)

Los puntos A y B determinan el vector
AB=0B—-0A=B-A=({1,0,-2).

Considerando el punto A, la recta r pedida es
r={x = A y=1 z=1-—2A\.
b)

Los planos 7, y 7, tienen los siguientes planos bisectores:

xty+2 x—z—1

+/1°41° B 1%+ (-1)°

x+y+2=x—-—-z—-1x+y+2==—x+2z+1}> a15y+z+3=0

=

ya252x+y—z+1:0.

Los puntos pedidos son los puntos de corte de la recta r con los planos «; y m,:

r=x=1 y=1 z=1-2la=y+z+3=0}=1+1-20+3=0;

P1:>{x=— y =1 z=1—5=—4}=>P1(%,1,—4).

r={x = A y=1 z=1—2}\a252x+y—z+1=0}:27x+1—(1—2l

2042 -1+ 20=0;40+ 1 =020 =—

1 L Ll_3 143
P2:>{x=—T y =1 Z—1+2—2}:>P2( 1, )
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OPCION B

x2—4x+3

1°) @) Estudie el dominio de definicion y las asintotas de la funcién f(x) = ——

b) Estudie si la grafica de la funcidn f(x) corta a alguna asintota oblicua suya.

c) Represente, aproximadamente, la grafica de f(x) utilizando los valores f (1) y f (3),
y los datos obtenidos en los apartados a) y b).

a)
Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x
que anulan el denominador: D(f)=R — {2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
—4x+3 - : :
k=f(x)= % = oo= No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x — 2 = 0= Larecta x = 2 es asintota vertical de la funcion.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:
m = L& yn =[M—mx].
X X

x2—4x+3 2
X - x —3x+3
m = f( ) = x=2 = > = 1.
X —2x

I
5

x—2 = x—2

Larectay=x—2 es asintota oblicua de la funcion.

b)

Los puntos de corte de la funcion con la asintota oblicua son las soluciones del
sistema que forman sus expresiones:

2 2
y:f(x)=x;4f3;+33’=x—2 }$ﬂ=x—2;;x2—4x+3=x

x—2

2



=3 = 47 = Incompatible = La asintota oblicua no corta a la funcion.

c)

f(1) =22 = 0=P(1,0). f(3) =522 = 0=0(3,0).

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:

A

Y
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145

x—1

2°) Calcule la integral definida de una funcion racional: I = [ -dx.
1+\f X —2x
Se resuelve en primer lugar la integral indefinida A = [— 21 -dx:
X —zX
_ x—1 x-1 _  x-1 M N _ Mx—2M+Nx _ (M+N)x—2M
A= f ey dx = —2x T ox(x-2) «x + x—2 x(x—2) - x(x—2) =

1 1
>M+N=1 —2M=—1}=>M=N=%=>A=f(§+ . )-dxz

=5 J(5 + 525 )dx = FlLlxl + Lix — 2] +

Resolvemos ahora la integral definida:

1+/5
I = [ 5=—dx =—[Lix|+ Llx — 2]
X —2x
1+2

-+ )+ 10 + 5= 2)] - 11 + D)+ 11 +2 - -
= {5 + 1)+ 15 - )] [z + )+ 12 - 1)) =
- {5 + ) = 1)) = £[( 2+ )2 = D} = 1865 = D= 12 = 1)

145
12

1 _ 1,4 1y, 152 1 505 _
=l -1)=tLt =214 =212"=2 212 = L2.
1+\f
I= | 2- x = L2.
1+\/—x X
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3°) Determine el rango de la matriz A = (1b + 21211b + 11b), segun los
valores de b.

|[A|l=11b+21211b+11b|=b+2+ b +2)b+1)—(b+1)—1— 2b(b -

—b+14+b°+b+2b+2—-b—-1-2b"—4b=—b"—b+2=0.

b +b-—2=0;p="t20 =8 o) =2 p =1,

Rangode A = 3, VbeER — {— 2,1}.

Para b = -2 es A = (101211 —11 —2) yparab=1 e A =
(131211211).Como en ambos casos existen menores de orden dos distintos de
cero, como por ejemplo son: |[102 1|y |13 21|, respectivamente:

Parab= — 1yb = 1= Rangode A = 2.
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4°) Sean e, u 'y v vectores de R* tales que e x u = (1,0, -1), v x e = (0, 1, 1).
a) Calcule el vector (e X z:) X (v X ;).

b) Calcule el vector 1; = ;x (21;) — g+ 3;).

a)
(exu)x(vxe)=lijk10 —1011|=k+i-j=i-j+k

(exu)x(vxe)=(1,- 1,1).

b)
Para la resolucion de este apartado deben tenerse en cuenta las siguientes
propiedades del producto vectorial:

1*.- Propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a la suma por la
izquierda y por la derecha.

2.~ Los escalares pueden extraerse del producto vectorial.

3%.- El producto vectorial de un vector por si mismo es el vector nulo.

- - - -,

4? - El producto vectorial es anticonmutativo: m X n =— (n X m).

- - - - —) - - - - - -

w = e><(2u— e+ 3v|=2eXu—exXe+ 3exXxv=

= 2:(1,0,— 1) = (0,0,0) — 3-v X e = (2,0,— 2) — 3-(0,1,1) =

=(2,0,—2)+(0,—3,-3)=(2,— 3 —-5).

-

w=(2- 3 - 5).
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno elegirda una de las dos opciones propuestas. Cuando la solucion de una
cuestion se base en un calculo, ¢éste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
1°) Discutir, en funcion del parametro b, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
x+y=b —-2x—y+(b-—-1)z=-2 bx +y—z=2}

. (no es necesario resolverlo en ninglin caso)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(110 -2 —1b—1b1 — 1) y
M=(110 -2 —1b—1b1 —1 b —22).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro b es el siguiente:

IM|=]110 —2 —1b—1b1 —1|=1+bb-1)—(b—1)— 2 =

=—1+b —b—b+1=b—2b=0; b(b—2)=0=b =0,b =2

Para {b+#0 b#2 }=»Rang M = Rang M=3=ne incodg.=S. C. D.

Parab=0:>M'=(110 -2 -1-101 -1 0 —22):RangM'=>{Cl,CZ, C4}

5110 —2 —1 —2012|=—2 + 2 + 4 = 4#0=>Rang M = 3.
Parab = 0=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.
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Parab =25M = (110 -2 — 1121 —1 2 —22)={F,=—F_}= RangM =

Parab = 2=Rang M = Rang M =2 < ne incég.=S. C. I.
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2°) En R3, considere el plano m=ax + by + cz = d,larectar={x = 0y = 0 yel
punto P(1, 0, 1).

a) Obtenga como deben ser los nimeros a, b, ¢, d para que el plano T contenga a la
rectar.

b) Supuesto que el plano T contiene a la recta r, pruebe que la distancia de P a i es
menor o igual a 1: d(P, m)<1.

a)
Una recta estd contenida en un plano cuando el sistema que forman tiene
infinitas soluciones, es decir, es compatible indeterminado.

El sistema que forman el plano m™ y la recta r es
n=ax + by + cz =d r={x =0y =01}, cuyas matrices de

coeficientes y ampliada son M=(abc100010) y
M =(@abc100010 d00).

RangM = 2=|abc100010|=0; c=0=M =(ab0100010 d00).

La matriz M’ resultante es equivalente, a efectos de rango, a la matriz M”,
siendo
M" =(@abd100010).

Para que el sistema sea compatible indeterminado tiene que ser Rang M = 2:

RangM = 2=|abd100010|= 0; d = 0.

Elplano it contiene ar Ya, b€R, a#0, b#0, siendoc = d = 0.

b)
|AxO+ByO+CZO+D|

A +B +C*

La distancia de un punto a un plano es d(P, ) = . Aplicada al

punto P(1, 0, 1) y plano m=ax + by = O:

d
=y
=
—_

d(P, T[)= |a-14+b-040-14-0| _ |a] — — — — <1.

2 2 2 2 2 &+ R X >1
\a +b +0 \a +b p; LA 1+2-

2

Queda probado que d(P, m)<1.

N
N
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3°) a) Estudie los extremos relativos y los puntos de inflexion de la siguiente funcion:
f(x) = L(l + xz).

b) Estudie si la recta r de ecuacion y =— x — 1 + L2 es tangente a la grafica de la

funcion f(x) = L(l + xz) en algiin punto de inflexion de f(x).

a)
Una funcion tiene un extremo relativo (méximo o minimo) para los valores de
x que anulan la primera derivada.

fo) =25

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trate de un maximo
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

f"(x)= 2-(14x)-2020) _ 2420—4x’ _ 2-2d _ 2(1- x)

> = =

(1+%) (145 (1+x N ()

f (0) = iil o())) = % = 2 > 0 =>Minimo relativo parax = 0.

f(0)= LA + 0)= L1 = 0= Minimo relativo: 0(0, 0).

Una funcidn tiene un punto de inflexion para los valores de x que anulan la 2°
derivada, siendo distinto de cero la 3* derivada para los valores que anulan la
segunda.

f(x)—O:M—O 1—x—0=>x =—1x,=1

(1+x )

—4x- (1+x ) 2(1 —X ) [2 (1+x ) Zx] —4x-(1+x2)—8x-(1—x2) —
(1) (1)

—4x—4x —8x+8x" _ 4x—12x _ 4x(x'—3)

(145 (1445 (1+4)

—4(1-3) 3) 8
1 =—=1#0=>P. L =— 1.
f ( )= e 5 +* parax

f =

f(=1D=LA+ 1)=L2=P. I. 2A(- 1, L2).




Teniendo en cuenta que f(x) es par, por ser
f(— x)= f(x)=P. I. 2B(1, L2).

b)
Larectay =— x — 1 + L2 tiene de pendiente m =— 1. La pendiente de una
funcion en un punto es igual que el valor de su primera derivada en ese punto:
' 2 2
fO="252 —1=-25 —1-x=25x+2x+1=0
1+x 1+x

x+1D)’=03x=—1 f(-=1)=LA+ 1)=L2>A(- 1, L2).

Larectay =— x — 1 + L2 estangente a f(x) = L(l + xz) en A(— 1, L2).

Otra forma de hacer el ejercicio es verificando si los puntos de inflexion
satisfacen la ecuacion de la recta tangente:

Punto de inflexion A(— 1, L2):

y=—2x—1+ L2 A- 1, L2)}=>L2 =— (- 1)—1+L2=1—1+ L2 = L2

Larectay =— x — 1 + L2 estangentea f(x) = L(l + xz) en A(— 1, L2).

Punto de inflexion B(1, L2):

y=—x—1+L2 B(1,L2)}=L2 =— 1 — 1+ L2 =— 2 4+ L2 = L2=Noses

Larectay =— x — 1 + L2 no es tangente a f(x) = L(l + xz) en B(1, L2).
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e—1 T

4°) Calcule la suma de integrales definidas: f -dx + [ coscos x e

-dx.

e
f dx=>{x—e—1—>t=ex=0—>t=1}=>f%-dt=[Lt]i=
1

=le—-L1=1-0=1

I fcoscosxe -dx=>{x m-t=0x=0-t=0}>

o

fx+1 dx + [coscosx-e” " dx =1+ 0 = 1.
0 0

seskoskoskoskoskoskoskoskok



OPCION B

1°) Determine la relacion que debe existir entre los parametros x e y para que las
matrices A = (x11y)y B = (1 xy 1) conmuten, es decir, para que A-B = B-A.

AB=(x11y)(1xyl)=(x+yx +11+y x+y).
BA=(Axyl)x1ly)=x +x1+xyxy+1y +y).
A-B=B-A=>(x+yx2+ 11 +y2x+y)=(x+x1 +xyxy+1y+y)=

=>{x+y=2xx2+1=1+xy1+y2=xy+1x+y=2y}zx=y.

Elproducto de las matrices Ay B es conmutativo parax = y.
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2°) Dados en R’ los planos nEXty-—z= ly TEx -y t+z= 1, obtenga el

conjunto H de los puntos de R’ que distan igual de dichos planos.

|Ax +By +Cz +D|

\A*+B*+C?

punto genérico P(x,y,z) y a los planos nEXty-—z= 1 vy

La distancia de un punto a un plano es d(P, ) = . Aplicada al

nzzx—y+z=1:

d P, )= [x+y—z—1] . d P, )= [x—y+z—1] .
( 1) V1P 174 (=1)° ( 2) V124 (=1) 417
|x+y—z—1]| |[x—y+z—1]| [x+y—z—1] [x—y+z—1]
= = = . = .
d(P' ﬁl) d(P’ 1T2) 112 (-1)’ NIy ’ 1+1+1 Viti+1
[x+y—z—1] [x—y+z—1]
= = —_— —_ = _ —_ =
7 G x+y—z—-1l=|x—-—y + 2z — 1]

>x+y—z—-1l=x—-y+z—-1x+y—z—-1==—x+y—z+1}y — 2z =-

El conjunto H pedidoeslarectar={y —z=0x—1=0.
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3°) @) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Utilizando el teorema de Bolzano, encuentre un intervalo de la recta real en el que

la funcién polindmica p(x) = 3" — x + 1 tenga alguna raiz.

c¢) Utilizando el teorema de Bolzano, demuestre que las graficas de las siguientes

funciones: f(x) = e + L(l + xz) yg(x)= e" + 1 se cortan en algin punto.

a)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcion continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".

b)

L4 3 . I3 . .
La funcién p(x) = 3x — x + 1, por ser polindmica, es continua en R, por lo
cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se
considere.

Considerando el intervalo [— 1, 0] y aplicando el teorema de Bolzano a p(x):
p(-D=3(-1D"-(-D+1=—3+1+1=—1<0.
p(0)=30"-0+1=1>0.

La funcion p(x) = 3x° — x + 1tiene algunaraiz en el intervalo (— 1, 0).

c)
Demostrare que las graficas de las funciones: f(x)= e+ L(l + xz) y

glx)= e" + 1 se cortan en algin punto es equivalente a demostrar que la funcion
h(x), que resulta de la igualacion de f(x) y g(x) tiene una raiz en un intervalo finito
considerado.

h(x)=f(x)= gx) = e+ L(l + xZ) =e + 1=h(x) = L(l + xz) - 1.

., 2 : :
La funcién h(x) = Lgl + x ) — 1 es continua en R, por lo cual le es aplicable
el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se considere.

Considerando el intervalo [0, 2] y aplicando el teorema de Bolzano a la
funcién A(x) = L(1 + x°) - 1:

hM0)=L1+0)—1=L1-1=0—-1=—1<0.



h2)=L(1 +2°)— 1 =15 - 1=1,61 — 1> 0.

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en algun punto del intervalo (0, 2).

st sfe sk sk skeosk skosk skok

4°) a) Represente, aproximadamente, la grafica de la funcién g(x) = sen (2x)
definida en el intervalo [0, m].

b) Calcule el area de la region limitada por la grafica de la funcion g(x) = sen (2x),
eleje OX ylasrectasx = Oy x = m.

a)

b)
De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la

siguiente, teniendo en cuenta el valor de la integral indefinida [ sen (2x)-dx:

[ sen (2x)-dx=>{2x =tdx = %-dt}:o %-fsen t-dt =— % coscost =— % Cos cos



™

sen (2x)-dx + f sen (2x)-dx =— % [cos cos (2x) ]07 — % -[cos cos (2x) ]j

U)
O%N‘ﬂ

0
= % -[cos cos (2x) ]% %-[cos cos (2x) ]E = %-(cos cos 0 — coscosm) + %-(cos coS

=l - D+5[l-(-D]=22+52=1+1=2

S =24
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE GALICIA
JUNIO — 2015
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.
OPCION A

1°) a) Calcula los posibles valores de a, b, ¢ para que la matriz A = (ab0c)

verifique la relacién (A — 21)2 = 0, siendo I la matriz identidad de orden 2 y O la
matriz nula de orden 2.

b) (Cudl es la solucion de un sistema homogéneo de dos ecuaciones con dos
incognitas, si la matriz de coeficientes es A = (ab 0c) verificando la relacion

(A - 2D)° = 0?

c¢) Para a = b = ¢ = 2, calcula la matriz X que verifica A-X = A_l-B, siendo la
matrizB =(410014).

a)
A—21=(ab0c)—(2002)=((@a—2b0c — 2).

(A-2D"=(—-2b0c—2)(a—2b0c—2)=

=[(a—2)"ab— 2b + bc = 2b0(c - 2)"|=(0000)={(@a - 2)" b(a+c-

=>a=2,b=A c= 2, VAER.

b)
La matriz de coeficientes es A = (2002) y el sistema: 2x = 02y = 0},
equivalente al sistemax = 0y = 0 }.
Solucion: x = y = A, VAER.

c)
LamatrizresultaA = (2202).

AX =A"B. Multiplicando por la izquierda los dos términos por AT

Antonio Menguiano



AT ax =44 B IX=(A"") BX=

(A
(I)=(1001)=>[F1—>%F1}=>(i001)=>{F

1 2 2

\
0o [
LT

4

2
$)olror-r)=(F —o) 4" =30 - 1on)

2

(A_l) =—(1 —101)5(1 —101)=-+(1 —201).

2

Sustituyendo el valor de (A_l) obtenido en (1) y operando:

X

42
(4 1) B=-+(1—-201)(410014)=—(4 —1 —8014).

L -1 —
X=-(4-1-8014).
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2°)Dadalarecta:r={x =3 —2Ay=1—-2A z=4+ A :

a) Determina la ecuacidon implicita del plano 1 que pasa por el punto P(2, 1, 2) y es
perpendicular a r. Calcula el punto de interseccion de r y Tr.

b) Calcula la distancia del punto P(2, 1, 2) alarectar.

¢) Calcula el punto simétrico del punto P(2, 1, 2) respecto a la recta .

5

Un vector director de r es v o= 2,1, —1).

El haz 8 de planos perpendiculares ares f=2x + y — z + D = 0.

El plano € pedido es el que contiene al punto P(2, 1, 2):
B=2x +y—-z+D=0P(2, 1,2)}=222+1—-2+D=0;, 3+D=0-D=-3

n=2x+y—z-—3=0.

El punto Q de interseccion de r con T es el siguiente:
n=2x+y—-—z—-3=0 r={x=3-2Ay=1—-Az=4+ 1 }>2:(3 -2
6 —4+1—-2—-4—-A2-3=0 —6A=0-A=0>= 0@ 1, 4).

b)
Un punto deres Q(3, 1, 4).

Los puntos Q(3, 1, 4) y P(2, 1, 2) determinan el vector
QP=(—1,0, — 2).

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto

vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.



Q
S = |1;; A Q_>P| S = ';T|-h}:> |17T A Q_)P| - ';r'-h:

;AQ_)P‘
—~h=dPr) = fr
v

r

Aplicando la férmula al punto P y a la recta r:

- -

y o ' o - .
d(P,r) = v,/\QP| _ lijk21-1-10-2|| _ |-2i+j+k+4j| _ |-2i45/+k] _ V(=2) +5+1° _ 442!

—

v
r

_ B0 _ 30 _
_%_4/6_@

m Va+1+1 NG NG

d(P, r)= \/gunidades.

c)
El plano perpendiculares a r que contieneaPesn=x + 2y + z — 3 =0y
el punto de cortedery mes Q(3, 1, 4).

Para que P’ sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:

PQ=QP'=>[Q — P]=[P - q];

3L 4H)-2 1 2D]=[xy 2-G 1LY}
(1,0, 2)=(x—-3,y—-1,2z—-4)>

>{x—-3=1-ox=4y—-1=0>y=1z—-4=2-z=6}= P'(4, 1, 6).

6
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2
3°) Dibuja la grafica de f(x) = % estudiando: dominio, simetrias, puntos de corte

con los ejes, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y
minimos relativos, puntos de inflexion e intervalos de concavidad y convexidad.

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x
que anulan el denominador: D(f)=R — {1}.

2
.7 2x ..
La funcién f(x) = ——=no es par ni impar, por lo cual:

La funcion f(x) no tiene ninguna simetria.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

2
Z = 0=x = 0-0(0, 0).

X

Eje Y=x = 0—-0(0, 0). EjeX= f(x)= 0=

ElUnico punto de corte con los ejes de f(x) es el origen de coordenadas.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k=f(x)= % = oo No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x —1=0=>x =1= Larectax = 1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

ZXZ 2

fO  _ =
— =

m = 2
x X —x

2 2 2
X 2x 2x —2x +2x . 2x
n=[&—mx]= — 2x|= ————— = lim = 2.
x x—1 x—1 x—oo X1

Larectay = 2x + 2 es asintota oblicua.




Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.
4x-(x—1)—2x2-1 4x’—4x—2x" 20 —4x 2x(x—2)

f@)= = = =

(-1 (x—-1)° (-1’ -1

f(x)= 0:#12(" x;)zz = 0; 2x(x — 2)= 0=x, = 0, x, = 2.
x—
O L0, O

De la observacion de la figura se O,
deducen los periodos de crecimiento y — O O

decrecimiento, que son los siguientes: 01

Crecimiento: (— o, 0) U (2, + o0).

Mumerador

Denominador

Decrecimiento: (0, 1)U (1, 2).

Para que una funcidén tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

" (4x—4—)-(x—1)2—2x(x—2)-[2-(x—1)-1] 4(x—1)-(x—1)—4x(x—2)
X) = = =
fx) = —
_ 4G —ac’+8x _ 4(x’—2x+1)—4a’48x _ 4x'—Bx+4—dx’+8x _ _ 4
(x—1)° (@-1)° @-1)° @1
f (0)= _il =— 4 < 0 =>Maximo relativo parax = 0.
f(0) = === 0= Maximo: 0(0, 0).

f”(2) = % = 4 > 0 >Minimo relativo parax = 2.

2.2°

f(2)=7

T = 8= Minimo: A(Z, 8).

Para que una funcién tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que se
anule su segunda derivada:

( 41)3 = 0= xR = No tiene puntos de inflexion.
—

f@=0>




Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

Concavidad (N): f”(x) < 0=2>x < 1=€(— o, 1).

Convexidad (V): f"(x) > 0=>x > 1=€(1, + ).

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:
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4°) a) Define primitiva de una funcién y enuncia la regla de Barrow.

b) Dada la funcion f(x)= ax’ + bx + ¢, determina a, by c sabiendo que

y = 2x + 1 es la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto correspondiente a la
1

abscisax = 0y que [ f(x)-dx = 1.
0

a)

La funcién F(x) es funcion primitiva de la funcion f(x) en el intervalo cerrado
[a, b] cuando F (x) = f(x), Vx€[a, b].

Si F(x) es una funciéon primitiva de f(x) y C es constante, la funcion
F(x) + C también es una primitiva de f(x), lo que significa que una funcion tiene
infinitas funciones primitivas, todas aquellas que se diferencian de f(x) en una
constate.

Al conjunto de las infinitas funciones primitivas de la funcién f(x) se
denomina integral indefinida de f(x) y se expresa de la forma:

[ f(x)-dx = F(x) + C.

El enunciado de la regla de Barrow es el siguiente:

Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una funcién
primitiva de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad:

b
J f(x)-dx = F(b) — F(a).
b)

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su
derivada en ese punto. La pendiente de la recta tangente y = 2x + lesm = 2.

f(x)= 3ax’ + b.
f(0)=223a0+b=22b=2

El punto de tangencia es comun a la funcién y a su recta tangente, por lo cual:

y = 2x + 1=x = 0=y = 1. El punto de tangencia es P(0, 1).

f0)=12a0"+20+c=1>c= 1.




La funcidn resulta f(x) = ax’ + 2x + 1.

[feodx = [ flax’ + 2x + 1)-dx = L=+ 2" + x + K,

1 1 . 1
[ feydr = 15 [(@d’ + 2x + Daf B4 2 4 2| =1
0 0 0

@ 4 92 - 1. X =1 & —_ =
(F+1+1)-0=10 F+2=1 F=—1>a=—4

La funcion resulta, finalmente: f(x) =— 4" + 2x + 1.
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OPCION B

1°) a) Discute, segiin los valores de m, el sistema:
x+y—-—2z=1 x+my+3z=m2x + 3y + mz = 3.

b) Resuelve, si es posible, para m = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(11 -11m323m)yA' =11 —11m323m 1m3).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro m es el
siguiente:

A=11 —11m323m|=m -3 +6+2m—-9—m=m +m — 6 =

_ —1+/1+424 _ —1+25 _ -145
2 - 2 -

>m =— 3, m_= 2.
2 1 2

Para {m# — 3m#2}=Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Por ser en A' - F2 = F4 es Rang A' = Rang A, VmER.

Para{m =— 3m = 2}>Rang A = Rang A=2<ne incdg.=S. C. I.

b)
Para m= 2 el sistema resulta:
x+y—z=1x+ 2y +3z=22x + 3y + 2z = 3}. Despreciando una
de las ecuaciones (tercera) y haciendo z = A, resulta:

x+y=14+Ax+2y=2-3A} —x—-—y=—1—-Ax+2y=2—-3A}=>y =1

x=1+A—-(1—-4)=1+A—1+ 41 = 50

Solucion: x = 5\, y = 1 — 4A, z = A, VAER.
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2°) Dadas las rectas r={x=3+A y=—1 zZ =4+ 2\ y

— x=4 _ y-3 __ z=5
S=T3T T T4 T

a) Estudia su posicion relativa. Calcula la ecuacion implicita o general del plano que
pasa por el origen de coordenadas y es paraleloary as.

b) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que corta perpendicularmente a las
rectasry s.

a)
Un punto y un vector directorderson A(3, — 1, 4)y v o= (1, 0, 2).

Un punto y un vector director de s son B(4, 3, 5)y Vo= (3, — 1, 4).
Los vectores vy v_son linealmente independiente por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BeEs:w=AB =[B — A]=1[(4, 3, 5) — (1, 0, 2)]= (3, 3, 3).

- o

Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- o5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectasr y S se cortan; en caso contrario, se cruzan.

-

Rang{vr, v, w}=>|1023 —14333|=—3+4+ 1846 — 12 = 24 — 15 = 9%0=>

- - —)] - 5 -5

=Rangi{v, v, wi= 3=v, v, wno son coplanarios.
T S T S

Lasrectasry s se cruzan.

El plano 3 pedido tiene la siguiente ecuacion general o implicita:

B(O;vr, vS)E|xy21023 —14|=0; 6y —z + 2x — 4y = 0.



B=2x + 2y — z = 0.

b)

Para determinar la perpendicular comtn a las rectas r y s se hace lo siguiente:

- -

R
En primer lugar determinamos un vector p, perpendicular a los vectores vy

, que es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de estos
vectores:

p=v Av =ijk1023 —14|=6/ —k+2i - 4j=>p=(22 - D).
Determinamos dos planos m, y 7, de las siguientes caracteristicas:
nl(A; v, 5)5 x—3y+1z—410222 —1|=0;

4y + D+ 2z—-4)—-4x—-3)+ @+ 1D)=0;4(x—-3)— 5@ +1)— 2(z — 4);

4x —12 -5y — 52z +8 = 0=>m =4x — 5y — 2z — 9 = 0.

HZ(B; JS,;S)s|x—4y—3z—53 — 1422 —1|=0;

x—-—4)+8yy —3)+6(z—-5)+2z—-5—-8x—-4)+ 3k —3)=

—7(x —4)+ 11(y = 3)+ 8z —5)=—7x+ 28 + 11y — 33 + 8z — 40 = 0=
> =7x — 11y — 8z + 45 = 0.

El esquema siguiente aclara lo que se acaba de hacer.

5

La recta t es la interseccion de los planos =n;, y
t={(4x — 5y —-2z2—-9=0 7x— 11y — 82+ 45=0.



Para expresar t por unas ecuaciones paramétricas hacemos y = A:

4x — 2z = 9 + 5\ 7x — 8z =— 45 + 11A} 16x — 8z = 36 + 200 — 7x + 8z

Sx=9+X2z=4x—9—51=36+41—9 — 50 =27 — ksz ==2-— 2\

t={x =9 + A y=2A z=13,5 — 0,5A.
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3°) a) Definicion e interpretacion geométrica de la derivada de una funcidon en un
punto.

b) Calcula los valores de byc para que la funcién

f(x)= {L(e + xz) six < 0x + bx + csi x=>0 sea derivable en x = 0. (Nota: L
= logaritmo neperiano)

a)

Vi Considerando la funcion f(x) de la
figura, continua en el punto A, de abscisa a, se
denomina tasa de variacion media de un
intervalo cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = L8=L8 (1)
—
""" | La TVM|a, b] es la tangente o pendiente de la
secante a la funcién f(x) que pasa por los
puntos Ay B.

La derivada de una funcién en un punto es la tasa de variacion instantanea de la
funcion en ese punto, o sea, es el limite cuando b—a de la fraccion (1). Si hacemos el
cambio de variable h = b — a, queda finalmente la expresion de la derivada, que se

expresa de este modo: f '(a) = Mz—f@ :

La interpretacion grafica de la derivada de una funcidén en un punto puede
deducirse de la observacion de la figura: cuando b tiende a a (h tiende a cero), el
punto B tiende a aproximarse infinitamente al punto A, con lo cual la secante tiende a
confundirse con la tangente; es decir:

La derivada de una funcion en un punto es la recta tangente en ese punto.

b)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua en Va, bER. Se trata de determinar los valores de b
y ¢ para que sea derivable en el punto critico x = 0.

Para que la funcion sea continua en x = 0 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

f) =Lle+x) =1 f) =(x+bx+c) =c=f0)}=>c=1



Una funcidn es derivable en un punto cuando existen las derivadas laterales en
ese punto y ademas son iguales:

f'(x) = { zx2 six <0 2x + b six=0. f'(()_) -0 f'(0+) —p

e+x
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4°) La grafica de una funcion f(x) pasa por el origen de coordenadas y su derivada es

f x)=02 — x) e”*. Determina la funcion f(x) y calcula los intervalos de
concavidad y convexidad de f(x).

f(x)= ff'(x)-dx =[@2 - x)-e3xdx:>{2 — x = usdu =— dxe’dx = dvov = %e%

52 - x)te — [t (—d=2e"2 -0+ T[e dx =
=t 2 -0+t H =t BR -0+ U+ C=re (7 - 30+ C
=0 t’'7+C=0 L+Cc=0=>C=~1

1 3x

f)=5€ (7 - 3x) — 4

flx) = —[e (7 - 30) - 7).

Una funcion es concava (N) o convexa (U) cuando su derivada es negativa o
positiva, respectivamente.

Sabiendo que f’(x) = (2 — x)-e3x

F)=—e"+2-x)3e = (=1+6—-30)=e"(5 — 3%).

f)=02e"(5-30)=0; 5-3x=0-x =~

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en R, los periodos de concavidad y
convexidad son los siguientes:

Concavidad (N)= f”(x) <0= (— 0, %)

Convexidad (V)= f”(x) > 0= (%, + OO).

st s sk sk skosk sk skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE GALICIA

SEPTIEMBRE — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.

OPCION A

1°) a) Definir menor complementario y menor adjunto de un elemento de una matriz
cuadrada.

b)DadalamatrizA =(1 —11111111):

i) Calcula el rango, de acuerdo con los valores de A de A — Al, siendo I la matriz
unitaria de orden 3.

ii) Calcular la matriz X que verifica X-A — 24 = 3X.

a)
Se denomina menor complementario de un elemento de un determinante de
una matriz cuadrada al determinante que resulta de eliminar la fila y la columna del

elemento considerado.
Ejemplos:
3 —245@ — 1255 |=Menor complementario de @=[3425|.

11 — 2430 — 1@ 2 — 3|=Menor complementariode @=|— 240 — 1|

Se denomina menor adjunto de un elemento de un determinante de una matriz
cuadrada al menor complementario correspondiente del elemento precedido del signo
mas 0 menos segin que la suma de los subindices del elemento sea par o impar,
respectivamente.

Siendo el elemento
aij = {i + jopar-signo + i+ joimpar-signo — .

Antonio Menguiano



Ejemplos:
3 —245@ — 1255 |=Menor adjuntode @= +|3425]|.
1@ 432 — 1524 |=>Menor adjuntode @= — |3 — 154/|.

b)
D)
A-M=(1-11111111)—QA000A000A)=(1 - A —1111 —-2A1111 -

A—M=|1 -2 —-1111-2A1111— A|=
=1-N-0-V=0-Va -V -1]=a-)(1-2+2"-1)=
=1 -N(-22+2)=20 - HA - 2)=0=4 =0, = 1,4 = 2.

Para {A#0A#1A#2 }=>Ran (A — 2I) = 3.

ParadA = 0=A — 21 =(1 —11111111)= |1 — 111 |*0.
Paral=12A — 21 =(0 —11101110)= [0 — 110 |*O0.
ParaA=22A -2 =(—1 —111 — 1111 —1)=|-1 — 11 — 1]#0.

Para{A = 0A =1A = 2}=>Ran (A — 2]) = 2.

i0)
X-A—2A=3X; XA— X3l =24 X-(A—-3)=24-A - 3] = M=

SX-M = 24; XM-M = 24M 5 X1 =24M '=X=24M". (¥

2A=2(1 —11111111)=(2 —22222222).
M=A-31=(1-11111111)-(300030003)=(—2 —111 —2111

Se obtiene la inversa de M por el método de Gauss-Jordan.

(D=(100010001)= {F, - F,}=

=(001010100)={F,>F,—F F,>F, +2F }= (00101 —1102)=



=>[F—>—iF]=>(001o —ii102):~{F SF —FF >F —F }=>
2 372 3 3 1 1 2 3 3 2

wlw

1 1 1 1
0O -535 -7 —% ~

1 2 1 1 1 5 1 1
:(0??0 —??1??)=>[F3—>—7F3}=>(0?

1 1
=>{F1—>F1+F3F2—>F2+F3}=>(—7? _

o=

_ L _
2

Y

_1r _ 1 _ 1 _
2 2 6

o |:n

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de 24 y M ! y operando:
X=24M"=@2 - 22222222)(—%)-(3 ~11333315)=

=— (2 -22222222)(3 —11333315)=——(6 — 661861818618) =

st sfe sk sk skeosk skosk skok

2°)Dadalarecta:r={3x —y —z=0 2x +y — 4z =0:
a) Calcular la ecuacion implicita o general del plano que es paralelo a r y que pasa
por los puntos A(0, 1, 2) y B(5, 3, 1).

b) Calcular el punto de corte de r con el plano perpendicular a dicha recta y que pase
por el punto B(5, 3, 1).

c) Calcular la ecuacion implicita o general del plano que es paralelo al plano de
ecuacion m=2x — 3y + 4z — 5 = 0 y dista+/29 unidades de larectar.

a)

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r=3x—y—-—z=02x+y—-—4z=0=>z2=A=>3x —y =A2x + y = 41} =>5x =

3\ —y =A>y
v =(1 2 1.

2L > r={x = A y = 2 Az = A . Un vector director de r es

Los puntos A(0, 1, 2) y B(5, 3, 1) determinan el vector AB = (5, 2, — 1).

La ecuacion general o implicita del plano y pedido es la siguiente:



y(A; 1Z,A_)B)E|xy—1z—212152 —1|=0;
25y - D+ 2z —2)— 10z —2)— 2x + (y — 1) = 0;
@ 4x 4+ 6(y —1)—8(z—2)=0; —4x+ 6y —6 — 8z + 16 = 0.

y=2x — 3y + 4z — 5 = 0.

b)
El haz de planos perpendiculares a r tiene la siguiente expresion implicita o
general: f=x + 2y + z + D = 0.

El plano a€ que contiene al punto B(5, 3, 1) es el que satisface su ecuacion:
B=x+2y+z+D=0BG5,3,1)}»5+23+1+D=0;,12+D=0-D=-1

El plano a es el siguiente: a=x + 2y + z — 12 = 0.
El punto P buscado es la interseccion de la recta r con el plano a:

o=x + 2y +z—-12=0 r={x =A y=2Az=27A }A+ 2:2A + A —
P(2, 4, 2).
c)
Un vector normal del plano m es n = (2, — 3, 4), que es perpendicular al

vector director de la rectar, v o= (1, 2, 1) por ser su producto escalar cero:

v =n=(2 —3,4121)=2-6+4=0

Lo anterior significa que la recta r y el plano 1 son paralelos.
Un punto deres 0(0, 0, 0).

El  haz de planos paralelos a =® tiene por  expresion
w=2x — 3y + 4z + D = 0.

Se trata de que la distancia del punto O al plano w sea \/E :

La distancia del origen al plano A = Ax + By + Cz + D = 0 viene dada



D]

Aplicando la férmula al caso que nos ocupa:

por la formula d(0, A) =

PL_ = L = 29D = +29.

[ D]
d 0,w)=+/29=> = = =
( ) - /22+(_3)2+42 \4+9+16 \29

Cumplen la condicion pedida los planos siguientes:

oolEZx— 3y + 4z + 29 = waZEZx— 3y + 4z — 29 = 0.
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3 a) Calcule los wvalores de a y b para que la funcion

f(x) = {ax2 + bx si x<1 ZLx;rZ six > 1 sea derivable.

X

b) Para los valores a =— 4 y b = 6 determina los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de f(x).

a)
Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcidén f(x) es continua en Va, bER. Se trata de determinar los valores de o
y b para que sea derivable en el punto critico x = 1.

Para que la funcion sea continua en x = 1 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

f) =(ax’+bx) =a+b=fU)fx) =222 =L -7 35
a+b=2 (1)

Una funcién es derivable en un punto cuando existen las derivadas laterales en
ese punto y ademas son iguales:

F)= {2ax + b six<1 —-2HZAD Gy s 1 (%
X

- 2 X" —(2Lx+2)-2x
2Lx+2 T ’ 2x—4xLx—4x —2x—4xLx —2—4Lx
* — — X — — — —
()g(X)— 2 =>g(X)— 4 - 4 - 4 - 3 -
X X x x X
_ 2(142Lx)
x3 )
f(17)=2a +b.

f(17)=- A = 2(1 + 2L1) == 2(1 + ) =- 2.

f'(l_) = f'(1+) =2a + b =— 2. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=22a+b=—2} —a—-—-b=—22a+b=—2}>a=—4 b=6

b)



Para a=—+4% y b=6 la funcion
xX) = x + 6x Sl x< stx > 1.
foO) = {~ 4 6 1 2Lx+2 . 1

X

h(x) =— 4x° + 6x= h(x) =— 8x + 6. h (x) =— 8

h'(x)z 0= —8x + 6 = 0=>x=%.

h”(x) =— 8 < 0=>Max. par x = %.

2L+2 2(1+2L
g(x) =5+ =>g(x) %
' 1
g((x)= Oz_Lfo): 0; 1+ 2Lx = 0; Lx:—%:x:e 2
x

1

e_TGED(g) :>g’ < 0, VxeD(g).

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

. 3
Crecimiento: (— 00, T)'

Decrecimiento: (%, 1) U (1, + o).
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4°) Dibuja y calcula el area de la regién limitada por la grafica de la parabola de

ecuacion f(x) = 4x — X y la recta tangente a la grafica de f(x) en los puntos
correspondientes a x = 0 y x = 2. (Nota: para dibujar la grafica de la parabola, indicar
los puntos de corte con los ejes de coordenadas, su vértice y la concavidad o
convexidad).

La pendiente de la tangente de una funcién en un punto es el valor de la
derivada de la funcién en ese punto.

f)=4-2x={m =f(0)=4 m =f(@2)=4-4=0.

Los puntos de tangencia son los siguientes:
f(0) = 4x — "= {f(0) = 0-T, = 0(0, 0) f(2)=8—4=45T, = A2, 4)

Las rectas tangentes son las siguientes:

t=>y - 0=4(x—-0) =t =y = 4x.
t=>y — 4 = 0(x — 2) =>t=y = 4.

El vértice de la pardbola es el siguiente:

FX)= 04 — 2x = 0>x = 2.

F(2)=8 — 4 = 424(2, 4).

Los puntos de corte de la parabola con los ejes
son los siguientes:

Eje X: f(x) = 0=4x — x° = 0;

x4 —x)=0=> {x1 = 0=0(0, 0) X, = 4=C(4, 0) .
Eje Y: 0(0, 0).

Por ser f”(x) =— 2 < 0=>Laparabola f(x) es concava (N) en R.



Todo lo anterior queda expresado en la grafica adjunta, de la cual se deduce el
area a calcular, que es la siguiente:

S = z[4x — (4x — xz)]-dx + ?[4 — (4x — xz)]-dx =

= }(4x — 4x + xz)dx + }(4 — 4x + xz)dx = }xzdx + }(4 — 4x + xz)dx =
0 1 0 1

3

_ x31 4x° x32_1 2 2 1) _
—[T] +[4x— > +T]1—?—0+(4°2—2'2 +T)—(4—2+?)—

_1 8 _ o, _1_8 o, _2 2_
=cT+8-8+--2-F=—--2=Zu =S
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OPCION B

1°) a) Discutir, segun los valores de m, el sistema de ecuaciones:
fx+y+z=m x—-—y=0 3x+y+2z=0.

b) Resuelve, si es posible, el sistema para m = 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(1111 -10312)yA' ' =(1111 —10312 mo00).

Al=11111 —10312|=—2+1+3—-2=0=|111 — 1|#0=>Rang 4 -

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro m es el
siguiente:

RngM = (1111 — 10312 mOO)=>{F2—>F2—F1F3—>F3—3F1}=>(11

=>{F > F —F}=>(1110 -~ 2 —-1000 m —m — 2m).
3 3 2

Para m+#0 =>Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

b)

Para m=20 el sistema resulta:
fx+y+z=0 x—-—y=0 3x+y+ 2z=0, que es compatible
indeterminado (homogéneo).

Haciendo x = y = A, y despreciando la tercera ecuacion: z =— 2A.

Solucion: x = A, y = A, z =— 2, VAER.

Notese que para A = 0 se obtiene la solucion trivial de todos los sistemas lineales
homogéneos: x =y = z = 0.

st sfe ke sk skeosk skosk skok

2°) Dadas las rectas r={x =0 y=1+3Az=1+ 3A y
s=slx+y—z4+2=0y—-—2z-2=0 :

a) Estudia la posicion relativa de r y s. Calcule la distancia entre r y s.

b) Si dos lados de un rectdngulo estan sobre las rectas r y s y dos vértices



consecutivos del rectangulo son los puntos A(0, 1, 1) y B(0, 4, 4), calcula las
coordenadas de los otros dos vértices y el area del rectdngulo.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:
r=x=0 y=1+3z=1+4+31 sr===L2="2 5 r=x =0
Las rectas r y S determinan el sistema
{x=20 y—z=20 X+y—z=—2y—z=2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1010 01110 —1 -1 —1) y
M=(100001-101011 —1 —1 —22).

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango 3 = Rango M’=4 = Se cruzan.
2. -- Rango M =3, Rango M’ =3 = Se cortan.

3. -- Rango M =2, Rango M’ =3 = Paralelas.

n
1
1

Rango M = 2, Rango M’ =2 = Coincidentes.

Rango de M=>{C2 =— C3}=> |1001|#0=Rang M = 2.

RangM'=>{62=—c3}=>|10001010 11 —2 =2 |=>{F2, F, F4}=>|01011

= 2#0=>Rang M' = 3.
Las rectasry s sonparalelas.

La distancia entre las dos rectas es la misma que la de un punto de una de ellas
a la otra.

Unpuntoderes P(0, 1, 1).
La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta

que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.



Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion.

S=k7AM4S:VLhk4vAAﬂ=h4h:
S S S S

vs/\AP|
-

v
s

> h=d(Pr) =

.

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s=slx +y—z+2=0y—-—2z-2=0 5z==y=2+Ax=—2+A
=>s=s{x=—4 y=2+4+Az=A2A . Un punto y un vector director de s son
A(— 4, 2, 0) yv_ = 0, 1, 1).

Los puntos A(—4,2,0) y P(0,1, 1) determinan el vector
AP=(4, — 1, 1).

Aplicando la férmula al punto P y a la recta s:

- - .. . . i . . 2 2 3
d(P,5) = v A4P| _ k0114 -11 _ i+dj—dk+i] _ |2i+4j—4k| _ ~\2°+4"+(9° _ A+16+16

5 RO i 2 2 TR
_ 36 _ 6 _ 62 _
=ETET T =3
d(r, s) = 3\/5 unidades.
b)

Siendo r={x = 0 y=1++ 3Az =1 + 3A, se deduce que los puntos
A(0, 1, 1) y B(0, 4, 4) pertenecen a esta recta, exactamente paraA=0y A =1,
respectivamente.

Una forma de obtener los otros dos vértices del rectdngulo es la siguiente:

El haz de plano 3 perpendiculares a las rectasryses =y + z + D = 0.



Los planos T YT, pertenecientes al haz 3, que contienen a los puntos Ay B,

respectivamente, son los siguientes:

m=>{P=y+z+D=04011D}=»1+1+D=0D=-251=y+z-2=0

m=>{p=y+2z+D=0B(044}>4+4+D=0D=-8>51=y+2z-8=0

Los vértices pedidos, C y D, son las intersecciones de la recta s con los planos
Ty, respectivamente:

C=>{1r15y+z—2=0 s=slx +y—2z4+2=0y—-—2z-2=0 1= y +

0 ss={x+y—2z+2

D=>{T[ZEy+Z—8 Oy—z—Z:O }:) y A

C(— 4, 2, 0)yD(— 4, 5, 3).

La altura del rectangulo es la distancia entre las rectas: h = 3\/5 u.

La base es, por ejemplo, la distancia entre C y D:

b=CD=V(—4+42+5-22+3B-07>=0+9+9=118u
S = b-h =+/18-3+/2 = 3+/36 = 3-6 = 18.

La superficie del rectangulo es de 18 u.
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3°) a) Define la derivada de una funcion en un punto. Interpretacion geométrica.

b) Dada la funcion f(x) = Ze_x(x + 1), calcula el crecimiento y decrecimiento y
los méximos y minimos relativos de f(x).

a)

Vi Considerando la funcion f(x) de la
figura, continua en el punto A, de abscisa a, se
denomina tasa de variacion media de un
intervalo cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = L8218 (1)
—
"'"" | La TVM]a, b] es la tangente o pendiente de la
secante a la funcién f(x) que pasa por los
puntos Ay B.

La derivada de una funcién en un punto es la tasa de variacion instantanea de la
funcion en ese punto, o sea, es el limite cuando b—a de la fraccion (1). Si hacemos el
cambio de variable h = b — a, queda finalmente la expresion de la derivada, que se

expresa de este modo: f '(a) = M}w :

La interpretacion grafica de la derivada de una funcién en un punto puede
deducirse de la observacion de la figura: cuando b tiende a a (h tiende a cero), el
punto B tiende a aproximarse infinitamente al punto A, con lo cual la secante tiende a
confundirse con la tangente; es decir:

La derivada de una funcion en un punto es la recta tangente en ese punto.

b)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando el valor de su
primera derivada en ese punto es positiva o negativa, respectivamente.

fF) =2 x+ D f)=—2¢ “(x + 1)+ 2¢ "1 =
= Ze_x-[l —(x + 1]=- 2x-e .

. —X . ., . y
Como quiera que e ~ > 0, Vx€ER, la derivada es positiva o negativa segun que
X sea negativa o positiva, respectivamente.

Teniendo en cuenta que el dominio de f(x) es R:



Crecimiento: (— oo, 0). Decrecimiento: (0, + o0).

La condicidén necesaria para que una funcion tenga un maximo o un minimo
relativo en un punto es que se anule su primera derivada:

X

f'(x) =— 2x-e .

f'(x)= 0=> —2xe =0=x=0.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un méximo relativo.

f () =— 2-(1-e_x — x-e_x) =—2¢ (1 —x)=2e “(x — 1).
f”(O) = Ze_o-(O — 1) =— 2 < 0 = Maximo relativo para x = 0.

£(0)= 2¢°(0 + 1) = 2 >Maximo relativo: A0, 2).
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4tx—2—
4°) @) Calcular: @ :

X

b) Calcule una primitiva de la funcion f(x)= x-senx, que pasa por el punto
P(m, 0).

a)
Va+x—2—% 44+0-2—2 2-2-0 0 ,
— = — = = — = Indet. = {L'Hopital} >
. 0 0 0
1 _ o1 1 1 11
2rx 4 a2 272 _ 0 ; .
= — = = — =~ = Indet. = {L'Hopital}=
1
4+x 7_1
N ~4x 0 _ 2(4txnAtx -1 1 _ 1
4 4 8(4+x)\4+x 8-4-2 64
b)
f(x) = x-senx =>F(x) = [ x-sen x-dx =
= {u = x~>du = dx senx-dx = dv—v =— cos x }=x-(— coscosx) — [— coscos x -d

=— x-cosx + [ cosx-dx =— x-coscosx + x + C = F(x).

F(m)=0=> — mcoscost+senn+C=m+0+C=0=C=— 1.

F(x)= senx — x-coscosx — T.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JULIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora
no autorizada, podra ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Dadas las rectas r={x = 3 + 5Ay = 1 + 2A, A€R,s=10x + ay + 10 =0
, calcula el valor de a para que sean: a) Paralelas. b) Perpendiculares.

Un vector director de r es v o= (5, 2).

. _ —10x—10 10 10 -
Un vector director de s=y = " == X - esv = (a, — 10).

Dos rectas son paralelas o perpendiculares cuando lo son, respectivamente, sus
vectores directores.

a)

Dos vectores son paralelos cuando sus componentes son proporcionales:

vr—(5,2)vs—(a, —10)}=>—=—"5 = 50 = 2a= a =— 25.

Las rectasry s son paralelas paraa =— 25.

Antonio Menguiano



b)

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

v =G, =(a —10)}3vv = 0(52)(a— 10)= 0; 5a — 20 = 0> a = .

Las rectasry s son perpendiculares paraa = 4.
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2°) a) Determina todas las soluciones del sistema de ecuaciones:
{senx — coscosy =1 senx + coscosy =0 .

b) Halla: [—-dx.

.
X

a)
1
senx — coscosy =1 senx + coscosy = 0 }=>2senx = 1; senx = — =x = 2kn

1
— senx + coscosy =— 1 senx + coscosy = 0 }=22cosx =— 1;; cosx ==
—

= x = (2k + 1)m+60° k€EN.

1l 0°

L. ,
L5 2 14
1

b)

/

Ldx = [xe dx = {u = xodu = dxdv = e -dx—v =— e_x} =
e

- —X —X

=x- (— e_x) —[—edx=—xe +[e de=—xe —e +C=

=—e¢ (x+ 1)+ C.

[Xdx =— XL 4+ ¢

X X
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39)Sea g(x) = x — 2L(1 + x):
a) Determina el dominio de g. b) Halla sus asintotas.
¢) Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de g.

d) Dibuja la grafica de g destacando los elementos hallados anteriormente.

a)

Teniendo en cuenta que los nimeros negativos no tienen logaritmo:

D(g)=>(— 1,+ o0).

b)
Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito; son de la forma y = k.

y=k=gkx = lim [x — 2L(1 + x)] = o0 — co=Indet.=

X—+00

= lim [x — 2L(1 + x)] = o — co = Indet. = lim [x.M]z

x—+00 xX—+00 x

lim x- lim (1 —M). ™

X—+00 X—+00 x

Siendo

lim 2249 — 2 S indet. ={L'Hopital} = lim —*- = lim =
x—+00 x o0 X—+00 X—+0o0

= % = 0, la expresion (*) resulta:

2L(14x)
x

y=k= Ilim x- lim (1—

X—+00 X——+00

): 0-(1 — 0)= o= No tiene
asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son de la forma x = k; son los valores finitos de x para los cuales
la funcidn es mas infinito 0 menos infinito. Para x = -1 es f(x) = -oo.

Larectax =— 1 es asintota vertical de la funcion.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo los valores de m y n los

siguientes: m = lim %yn = lim [g(x) — mx].
xX—>+00

X—+00



m = lim 9% — qipm 222D _ iy [1 _M]: 1
x—+o00 X x—+00 X x—+00 x

n= lim [g(x)— mx]= lim [x — 2L(x + 1) — x]=—2 lim (x + 1) =— o=

X—+00 xX—+00 xX——+00

= No tiene asintotas oblicuas.

¢) Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de g.

' _ 1 14x-2 _ x—=1 _ N .
g)=1-24—-=—F—=7,=0=x-1=0;x=1
" 1-(1+x)—(x—1)-1 1+x—x+1 2
xX) = = = .
9 ) (14x)° (14x)° (1+x)°
g (2)= (1;)2 > 0 = Minimo relativo para x = 1.

g)=1-2L(1 +1)=1-2L2=1— L4=1 — 1,39 =— 0, 39.

Teniendo en cuenta que la funcion es continua en su dominio, tiene un minimo
absoluto en A (1. -0.39).

Para x > 1 la primera derivada es positiva y para x < 1 es negativa; teniendo en
cuenta el dominio de la funcion, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los
siguientes:

Decrecimiento: (— 1, 1).  Crecimiento: (1, + o0).

d)

Con los elementos hallados anteriormente y teniendo en cuenta que la funcion
pasa por el origen de coordenadas, puede hacerse un grafico, aproximado de la
funcion, que es el siguiente:
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4°) Para el triangulo de vértices A (0,0, 0), B(1, 7, 1)y C (5, 3, 1):
a) Halla la longitud de la mediana que parte del vértice A.
b) Calcula el area del triangulo ABC.

¢) Determina la longitud de la altura que parte del vértice A.

a)
El punto medio del lado AB es ME(B, 51).

La longitud de la mediana que parte de A es la distancia entre los puntos Mﬁ y

A, que es la siguiente:

m=AMAB=\/(3—0)2+(5—0)2+(1—0)2=\/9+25+ 1=-35u

b)
El area del triangulo ABC es igual que la mitad del mdédulo del producto
vectorial, en valor absoluto, de dos de los vectores que determinan sus lados.

AB = 0B — 0A=(1,7,1) - (0,0,0) = (1,7, 1).
AC=0C — 0A = (5,3,1) — (0,0,0) = (5,3, 1).

1 A 1 .. 1 (. . .
SABC=7-|AB/\AC||=7-|l]k171531||=7|7l+5]+3k—35k—31—

J

= Lj4i + 4 — 32k = 2)i + ] — 8k|= 21"+ 1" + (- 8)’ =

=241 + 1 + 64 = 2:/66.

2
SABC=2 66 u .

c)

Los puntos B y C determinan el vector:

BC=0C—0B=(531) - (1,7,1) = (4 — 4,0).



La recta r que pasa por B y C tiene como vector director v o= (1,— 1,0); su

expresion dada por unas ecuaciones paramétricas es:
r={x=1+4+Ay=7—-2Az=A

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto

vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

A

B

S=1l /\BA‘S=|17|-h}=>|v /\BA|='v‘-h=>
T T T r

v ABA‘
T

>h=dAr) =

[N

14
r

Aplicando la férmula al punto A 'y a la recta r:

”/‘BA| _ llijk1-10-1-7-1| _ [|i—7k—k+j| _ li+j—8k] _ 1°+1°+(-8)°" _

d(A,T) =

N Ji+140 2 12

-

v
r

_ J1+1+64 _ 66 _
=7 = =-33u = d(4,7).

El area del triangulo ABC también puede hallarse de la forma:

BC-d(Ar) _ |BClA33 _ \4+(=4)°+0°33 _ /1641633 _ ~32+/33 _ 42433
- 2 - 2 - 2 - 2 - :

2

S =
ABC 2

s = 2J66u"
ABC

Solucion igual a la obtenida en el apartado b), como cabia esperar.
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PROPUESTA B

1°) Dadas las rectas r={x = 3 + 5Ay = 1 + 2A, A€R,s=10x + ay + 10 =0
, calcula el valor de o para que sean: a) paralelas. b) perpendiculares.

2°) a) Determina todas las soluciones del sistema de ecuaciones:
{senx — coscosy = 1 senx + coscosy =0 .

b) Halla: [—-dx.

X

(Resueltos en la propuesta A)

a—coscos x . T
— 5i0 < x<—:
sen x 2

3)Seag(x)={ x si ——5<x<0
a) Halla el valor de a para el cual g es continua en x = 0.
b) Enuncia el teorema del valor medio de Lagrange.

c) Consideremos o igual al valor hallado en el apartado a) y g la correspondiente
funcion para ese valor de a. Utiliza el teorema del valor medio de Lagrange para

. . . s ' 2
justificar que existe ¢ que cumple 0 < ¢ <—yg(c)=—.
a)

Una funcién es continua en un punto cuando la funcidn estd definida en ese
punto, existen sus limites laterales en ese punto y, ademads, son iguales e igual al valor
de la funcién en ese punto.

g@) =x = g(0)= 0 g(x) =-=oeor _aly

Para que los limites laterales sean iguales tiene que ser, necesariamente, la

4 a_1 . . (4
expresion —— una indeterminacion, por locual a — 1 = 0=a = 1.

b)

El teorema del valor medio o de
Lagrange, dice: “Si una funcion f(x) es
continua en [a, b] y derivable en (a, b),
entonces existe al menos un punto c del
intervalo (a, b) tal que la tangente a f(x) en ¢
es paralela a la recta secante que une los
puntos [a, f(a)] y [b, f(b)], o sea:
f'(C) — f)—f(a) »

b—a
c)




. . .y a—Coscos x .
Si consideramos la funcion g(x) = ————— para el valor obtenido a = 1

senx ?

resulta: g(x) = % , que es continua en [O, %] y derivable en (O, %), por lo

cual le es aplicable el teorema del valor medio de Lagrange.

1—coscos 0 1-1 0 T 1—coscos (%) 1-0
0) = = =—= * (—J:: = =1 .
9(0) sen 0 1 0 ) g 2 sen(%) 1 }
1—coscos x 0 (1—coscos x )(1+coscos x)
* - —_— = — =
( ) g(x) o senx 0 =Indet. = sen x (14coscos x)
1—cos’ x _ _ sen” x _ sen x _ o _ 0 _ 0
" senx (l+coscosx) " senx(l+coscosx) ~ 1+coscosx ~ 1+1 = 2
T
! o(5)-9@ _ 120 _ 2
g (C) = 1_0 = 3 = ? .
2 2

Queda demostrado que existe c tal que 0 < ¢ < % siendo g (x) = %
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4°)Sean A = (1021233B)yB=(—23 —B/2):
a) Determina los valores de [ para los cuales la matriz A tiene inversa.
b) Discute, segun los valores de B, el sistema de ecuaciones lineales A:-(x y z) = B.

¢) Resuelve el sistema anterior para f§ = -2.

a)

Una matriz en invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Al =11B021233B|=B + 6B —6— 2" =0; -2 + 7B~ 6=0;

2 7++/49—48 7+1 3
28" - 7B+ 6=0 =" =T0op =2, =+

Lamatriz A es invertible VBER — {2, %}

b)
Para la resolucion de este apartado aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius.

La matriz ampliada del sistema
(1021233B)(xyz)=(— 23 — B/2) eslasiguiente:

A=(120212332 -23 —1).

Para B=2 es:
A=(120212332 —-23 —1)=>RangA’=>{C1,C2,C4}=>|12 — 221333 -1

=—1-12+ 18+ 6 — 9 + 4 = 28 — 22 = 6#0=>Rang A = 3.

Para 3 = 2=Rang A = 2, Rang A=22S 1.

Para B=% es:
A =(1%021233% ~ 23 —%):RangA = {Método de Gauss} =

3 3 3 4
:(170212337 —23 —T)=>{F1—>2F1F3—>?F3]=>(230212442 -
>(120212442 23 —1)={F 5 F —2F F 5 F —4Fr 1=(1300

2 N N ) {2 2 “T173 3 1} (2 -



= {Fz = Fg}zRang A' = 2.

Paraf3 = %=>RangA = Rang A=2<ne incog. =S. C. L.

c)
Para B = -2 el sistema resulta
X —2y=—2 2x+y+2z=33x+ 3y — 2z =1}, que es compatible

determinado; se resuelve aplicando la regla de Cramer.

x = |[-2-2031213-2] _ 4—4+12-12 0 0
—2:(=2)*+7-(~2)-6 —8-14-6 -28 :
_ |1-2023231-2| _ —-6-12—2—-8 _ —28 __ 1
y = —28 - —-28 - 28 ~
;= [1-2-2213331| _ 1-12—-18+6—9+4 _ 11-39 _ -28 1
- -28 - -28 - 28 T —28 =

Solucion: x=0,y=z=1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora
no autorizada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Para cada ntimero real a, lamatrizA =(al1l1la 11111111 a111) tiene

: 3 : :
por determinante |A| = (a — 1) . A partir de este hecho, halla el determinante de las
siguientes matrices:

(011011111111 0111),
(a+1112a12211al1 1111),
(2¢21a 22111111 a111).

B
C
D

|[B|=10110111111110111 |=(0 — 1)3=—_1.
|ICl=|la+1112a12211al1 1111 |=]alllall1111al 1111
=@-1D’+0=(@-1°
Se han tenido en cuenta las siguientes propiedades de los determinantes:
1.- “Si todos los elementos de una linea de una matriz cuadrada se descomponen en
dos sumandos, el valor del determinante es igual a la suma de los determinantes que
tienen en dicha linea el primero y el segundo sumando, respectivamente, siendo los
restantes elementos iguales a los del determinante inicial”.

2.- “Si una matriz cuadrada tiene dos filas iguales su determinante es cero”.

Antonio Menguiano



ID|=]2a21a 22111111 al111|=2]alla11111111al11|=2

Se ha tenido en cuenta la propiedad de los determinantes que dice que “si se
multiplica o divide una linea de un determinante por un nimero distinto de cero, el
valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho niumero”.
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senx

2°) Sea g la funcién tal que g(%) = 0 y su derivada es g’(x) = ,x > 0.

X

i) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de g en el punto P(%, 0).

ii) Sea h(x) = %. Calcula h(%)

iif) Determina [ xz-g'(x)-dx.

)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
la primera derivada de la funcion en ese punto.

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente viene

dada pory — Y, = m(x —X,)

y—0 =%-(x—%); Ty = 2x — T.

Recta tangente: t=2x — my — m = 0.

ii)
h(x) = L2 5 () = LL2EgCL
X e ’
LIPS AN E & ™2y
hizzg(z)g(z)_Zn :1Z=i_
%) () Gy v =
iii)
fxz-g'(x)-dx = fxz-L:x-dx = [ x-sen x-dx =
= {u = x>du = dxdv = sen x-dx—v =— cos cos x }=x-(— coscosx) — [— cos cos

=— X'COScoSx + fcoscosx-dx =— x-Ccoscosx + senx + C.



fxz-g'(x)-dx = senx — x-coscosx + C.
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39 Sea f(x) = \x' — x + 1.

i) Determina el dominio de f. ii) Halla sus asintotas.
iii) Determina los extremos relativos y estudia la monotonia de f.

iv) Dibuja la grafica de f destacando los elementos hallados anteriormente.

i)
El dominio de f es el conjunto de valores reales de x que hacen igual o mayor

que cero el valor del radicando: X —x+ 1=0.
= x4+ 1=0; x = oygp= 2 — x + 120, vxeR.

D(f)=R.

i)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k=f)= V' —x+1=om.

No tiene asintotsa horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

No tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo los valores de my n
L yn = [f®) — ma].

/2 2
m:f(x) = X —xtl =4,—x—3§+1 =\/1—L-I-L2 =\/I= +1.
X X x X x
m1 =— 1=>n1=(\/x2—x+1+x) = o0 — co=[ndet. =

2 2
—x+1 —x+1—
(\/x x+ +x) (\/x x+ x) xz—x+1—x2 x4l

\/xz—x+1—x B \/xz—x+1—x - \/xz—x+1—x

los siguientes: m =

=

o)
= —
0



—x+1 1

1+0 1

—X

=Indet. = =

1_7
X —
= = = n1 =5
N —xdl—x [1—L141 49 11+0+0+1
x 2

Asintota oblicua: t=y =—x+ %

m, = 1:>n2 = (\/xz -x+1- x) = 00 — oo=>[ndet. =
(\/xz—x+1—x)(\/x2—x+1+x)

N _ X —x 1 _ —x+1 _ —® =
'\/xz—x+1+x '\/xz—x+1+x '\/xz—x+1+x ®
—x+1 1
“ —+ ~1-0 1
=Indet. >—= = - = >n, =— .
Al —x41— / 1= 2
x §+1 x 1_%_'_%_'_1 1-0+0+1 2
X
; , 1
Asintota oblicua: t. =y = x — —.
2 2
iii)

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f)=—22— s f@)=0>—21=0; 2x — 1 = 0=x =~

2\/x2—x+1 ZN/xz—x+1

Crecimiento: f (x) > 0=>x > % :xe(%, + OO).

. ' 1 1
Decrecimiento: f (x) < 0 =>x < — =>x€(— 0, 7).

Para que una funcion tenga un extremo relativo es condicidon necesaria que se
anule su primera derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos relativos se
recurre a la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera
derivada, se trata de un minimo relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

2
2-(2\/x2—x+1)—(2x—1)-(2-2"_1) 2 —x1— ED

" _ Zx/xz—x+1 — 2\/x2—x+1 —
f (x) B 4'(x2—x+1) 2'(x2—x+1)
_ 4-(x*—x+1)—(2x=1) _ 4x’ —4x+4—(4x"—4x+1) _ 4x° —4x+4—4x +4x—1
4-(x2—x+1)-\/x2—x+1 4-(x2—x+1)~\/x2—x+1 4-(x2—x+1)-\/x2—x+1
3

4- (x2 —x+ 1) -'\/x2 —x+1 -



" 1 3 3 3 \/g -
- - = =L > 0=>M ,

Minimo absoluto: P(%, 42@)

iv)

Con la informacion obtenida y los elementos hallados en los apartados
anteriores puede hacerse una representacion grafica, aproximada, de la funcion, que
es la que se indica a continuacion:
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4°) Consideremos el punto P(6, — 1,5) y la recta
r={x =5+t y=—t z=1-2t,teR.

i) Halla la ecuacion del plano m, perpendicular a r que contiene a P.
ii) Determina el punto Q donde la recta r corta al plano Tt.

iii) Determina el punto S simétrico de P respecto a la rectar.

Un vector director de la recta r es v o= a, -1, = 2).

Por ser r perpendicular a m, el vector director de r es un vector normal al plano
Tt por lo cual, la expresion implicita del planomesn=x — y — 2z + D = 0.

Por contener el plano m al punto P(6, — 1, 5) tiene que satisfacer su
ecuacion:
n=x—y—2z+D=0 P66, —1,5}»6 —(—1)— 25+ D =

— 3+ D =0=D = 3.
m=x —y—2z+ 3 =0.

g El punto Q donde la recta r corta al plano m es la solucién del sistema que
forman:
m=x —y—2z+3=0 r={fx=5+t y=—t z=1-2t}=>(5"
54+4t+t—2+4t+3=0;,6t6+6=0;,t+1=0=t=—1.
r={x=5+ty=—t z=1-2t >t=—1>= 04, 1, 3).

iii) .
El punto pedido S que, logicamente

pertenece al plano 1 determina con los puntos P y “}h"
Q los vectores PQ y QR. / /POA, 5)

(X, ¥.2) -

Para que el punto S(x, y, z) sea el \
simétrico de P con respecto a r, los vectores PQ y

-

QR tienen que ser iguales:

PQ=0QS=1[Q — P1=[S — QI



4, 1,3)—(6, —1,5=[0,y,20—-& 1L, 3)]; (—-2,2, —2)=(x—4y—-1,z-

S{x—4=—2ox=2y—1=25y=3z—-3=—25z=1}> 52, 3, 1)
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PROPUESTA B

1°) Para cada numero real a, lamatrizA = (al11a 11111111 al111) tiene

: 3 : :
por determinante |A| = (a — 1) . A partir de este hecho, halla el determinante de las
siguientes matrices:

(011011111111 0111),
(a+1112a12211al1l 1111),
(2¢21a 22111111 a111).

B
C
D

sen x
X

2°) Sea g la funcidn tal que g(%) = 0 y su derivada es g'(x) = ,x > 0.

i) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de g en el punto P(%, O).

if) Sea h(x) = L2 Calcula h'(%).

iif) Determina [ x°-g (x)-dx.

(Resueltos en la propuesta A)

39 Consideramos la funcién
. i1 2 , T
f(x)={asenx + b-coscosx, six <—- senx — a-coscosx, Six=z—-,

siendo a y b niimeros reales arbitrarios:

i) Estudia, segliin los valores de a y b, la derivabilidad de la funcion f.

ii) Calcula la funcion derivada f '(x) en los casos en que f(x) sea derivable en todo
su dominio.

)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua Va, b€R. Se trata de determinar los valores de oy

. rye T
b para que sea derivable en el punto critico x = —-.

7 . i . , .
Para que la funcion sea continua en x =—- es necesario que sus limites

laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.



f(x) = (asenx + b-coscosx)=al+ b0 =a f(x) = (Senzx — @ COS COS 3

La funcion resulta
. h1s 2 , g
f(x) = {senx + b-coscosx, six <—- sen x — COScOSX, Six=—- , que es
. . 7. i
derivable para cualquier valor real de b, excepto para el valor criticos x = —, cuya

derivabilidad vamos a forzar determinando el correspondiente valor de b.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto vy,
ademas, sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

] . T i T ' - —
f'(x)={cosx — bsenx, six <—-2senx-coscosx + x, six=— =>f(—)

T T T T T
= C0s — — b-sen7= ZS€n7'COSCOST + = 0 — b1l =senm + 1;

—-b=0+1=>b=—1.

La funciéon es derivableen Rparaa = 1yb =— 1.

La funcion es

, b 2 . T
f(x) = {senx — coscosx, six <—- sen x — COSCOSX, Six=— .

La funcién derivada es
' . T . T
f'(x) = {coscosx + senx, six <—-sen(2x)+ senx, six=—-.

La derivada de f'(x), que es la segunda derivada, es la siguiente:

f (x)={— senx + cosx, six <%2coscos (2x) + coscos x, sixZ%.
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4°) Discute el sistema de ecuaciones
fx+y+z=2a-12x+y+az=a x+ay+z=1 , segun el
valor de a, y resuélvelo cuando sea compatible determinado.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=11121alal)yM'=(11121alal 2a-—1al).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el
siguiente:

IM|=11121alall=1+4+2a+a—-1-a —2=—a +3a—2=0;

a2—3a+2=0; a = Si“29_8= 351 =>a1=1,a = 2.

Para {a#1 a#2 }=>Rang M = Rang M' = 3 = n%incdg.=S. C. D.

Paraa=1=>M'=(111211111 111)=>RangM'=2.

Paraa = 1-Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I.

Paraa = 2=M = (111212121 321)=>RangM'=>{cl=cz}=>

=>{cl, c, C4}=>|113212121|=1+12+2—3—4—2=6¢0=>RangM'=:

Paraa = 2=Rang M = 2; Rang M' = 3=Sistema incompatible.

Resolvemos por Gauss para a#1 y a#2, que es compatible determinado.

(11121alal 2a - 1a1)=>{F2—>F2—2F1F3—>F3—F1}=>(1110 —1la-—

>y = 2—2a — —2(a—1) >y =— 2.

a—1 a—1

—3a
a—2"

—(—2)+(a—2)z=2 - 3a=>z =




3a (2a+1)(a—2)+3a 2a°—4a+a—2+3a

—3a
X =2+

a

=2a—-1 x=2a+1+——= = = 5

20°=2 _ 2(d’-1)
a-2 a—2

= X.

2
., 2(a —1
Solucién: x = J—)—, y=—2,2z

—3a
= P VaeR — {1, 2}
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MADRID

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica,
siempre que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo
simbolico. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

L(x+1)
x+1

1°) Dada la funcién f(x) = — p + , donde L denota el logaritmo neperiano,
e

se pide:
a) Determinar el dominio de f'y sus asintotas.

b) Calcular la recta tangente ala curvay = f(x) enx = 0.

c) Calcular [ f(x)-dx.

a)

2
La funcién puede expresarse de la forma f(x) = ’CJZFLL(HD
(x —4) (x+1)

2
(x —4)(x+ 1= 0=>x1=— 2, X, == 1, X, = 2.

Teniendo en cuenta que no existe el logaritmo de cero ni de nimeros negativos
y que las funciones racionales no estan definidas para los valores que anulan su
denominador, el domino de la funcion es el siguiente:

D(f)=(—1,2)U (2, + o).

Asintotas verticales: son los valores finitos de x perteneciente al dominio de la
funcion que anulan su denominador:

A. Menguiano



Asintota vertical: x = 2.
Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma la funciéon cuando x tiende a
infinito; son de la forma y = k.

2
=k = f(x) = 222Gt _ © L idet. ={L'Hopitall =
y f( ) (x2_4)(x+1) 0 { p }
_, 2xtiizelEit o _ QuAD D20 D) L D a4
2x(x+1)+x2—4 (2x2+2x+x2—4)(x+1)

20+ 2x+x+ 14 (20 +2x)- L(x+ 1)+ —4 3x°+3x—3+(2x"+2x)-L(x+1)

(3x"+2x—4) (x+1) 3x°+3x +2x" +2x—4x—4
3x +3x—3+(2x +2x)-L(x+1) _  3x +3x—3 (2x"+2x)-L(x+1)
3 +5x"—2x—4 3x°+5x" —2x—4 3x +5x"—2x—4
2\ L(x+1)
3% +5x —2x—4 3+ 2 % 7
X X x
. L(x+1 00 .
Teniendo en cuenta que ;xl = —=Indet. >{L'Hopital} =
p 1
= 1~ = — = 0, sustituyendo en (*):
2\ L(x+1)
(2+7)'7x __00 _0_,
343_2_ 4 7 340-0-0 = 3 ~
N

Asintota horizontal: y = 0.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)

La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto es el valor de su
primera derivada en ese punto.

' 1-(x*—4)—x-2 o DL+ D ‘42 | 1-L(x+1
flg= S8 e = e
x—4) (x —4)
_fen_ 0440 | 1-LO+D) _ -4 , 1-0 _ . 1 _ 3
m—f(O)—(0_4)2+ 0+1)° _16+ 1 =1 o m =

El punto de tangencia es:



0 L(0+1 0
f0) =+ = 0 + = 0=0(0, 0).

La ecuacidon de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la
expresion y — Y, = m(x — xo); aplicandola al punto y pendiente que nos ocupa:

y — 0= %-(x — 0); 4y = 3x = Recta tangente:t=3x — 4y = 0.

c)
I =[f(x)dx =f[ T+ Lﬁfjl”]-dx = [ —dx + [*5Fdx = A + B
_ X 2 _ _ 1 1 1 1 B
A=J 2, dx=>{x — 4 = t->2xdx = dt x-dx _T'dt}:) f7-7-dt =Lt =
1 2
= 5L]x" — 4|

2

B = F deafige + )= i = i [t == L 1

Sustituyendo los valores obtenidos de A y B en la expresion de I:

I=A+B=—1Lx—4/++L1x+ 1]+ C.

[ f@)dx =L |x —4|+L|x+1|]+c
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2°) a) Discutir, segiin los valores de m, el sistema
f4x + 3y + (m—1Dz=0x -2y + mz =1 S5x+my+z=1

b) Resolver el sistema para el caso de m = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=43m—-11 —2m5m1) y
M=M43m-11 —2m5m1 011).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro m es el
siguiente:

IM|[=43m — 11 — 2m5m1|=—8 + m(m — 1)+ 15m + 10(m — 1) — 4m" —

—— 11 +m° —m + 15m + 10m — 10 — 4m° =— 3m" + 24m — 21 = 0

—3(m’ — 8m + 7)= 0;m’ — 8m + 7 = 0; m = 2O _ Ble _ o6

=443 =>m =1, m_= 7.
1 2

Para {m#1 m#7 }=»>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Param = 1sM = (4301 — 21511 011)={C, =C,}= RangM = 2.

Param = 1=>Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I.

Param = 75M = (4361 — 27571 011)=>RangM'=>{cl, ¢, c)=

=>14301 —21571|=—8 + 15 — 28 — 3 =— 24#0=>Rang M = 3.

Param = 7=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)
Resolvemos el sistema para m = 1, que es compatible indeterminado.
El sistema resulta: {4x + 3y =0 x—-2y+z=15x+y+z=1.



Despreciando la primera ecuacion y haciendo x = A:

—2y+z=1—-2A y+z=1-5A} 2y —z=—1+A y+z=1-—51}=23y =

4 11
z=1-51—y=1-5"+5A=1--41

Solucion:x = A, y =— %7\, z=1-— 13—17\, VAER.

0 mejor,

Solucién: x = 3A, y =— 4\, z = 1 — 11, VAER.
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3 a) Dados los wvectores u=¢(2 3,4), v=(—1 -1, —-1) vy

-

w=(— 1, A, — 5), encontrar los valores de A que hacen que el paralelepipedo P

- - -

generado por u, vy w tenga volumen 6.

b) Obtener la ecuacion de la recta incluida en el plano z = 0, con direccion
perpendicularaa = (2, — 1, 4) y que pasa por el punto Q(1, 1, 0).
a)

El volumen de un paralelepipedo es, en valor absoluto, el producto mixto de
los tres vectores que lo determinan:

- ,> -

v, = ||u-(v/\w)|| =6=234 -1 —-1—-1—-1A —=5|=|2341111 — A5

10 —4A +3 —4 + 21— 15|=6; |- 6 —2A|=6; |- 3 —A|=3=2{—3 — A =7

—3—3=7\:>?\1=—6; 7\2=O.

b)

El plano z = 0 tiene como vector normal an = (0, 0, 1).

Si un vector es normal a un plano es perpendicular a todos los vectores

directores de las infinitas rectas contenidas en ese plano, por lo cual, el vector n es
perpendicular al vector director de la recta r pedida.

Como los vectores a = (2, — 1, 4) yn = (0, 0, 1) son perpendiculares a r,
un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del producto
vectorial de estos vectores:

-

v =|ijk2 —14001|=—i-2/=>v =(1,2 0).

La expresion de r dada, por ejemplo, en forma vectorial es la siguiente:

r=(x,y,z)=(1, 1, 0) + A(1, 2, 0).
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4°) Dados el plano n=x — 2y + 2z + 1 = 0y la superficie esférica que tiene por

ecuacion (x — 1)2 + (y — 1)2 + (z — 2)2 = 9, hallar los planos tangentes a la
esfera que son paralelos al plano .

La ecuacién de una esfera de centro 0(61, C, C3) y radio r tiene por

expresion:

(x —-C 1)2 + (y —C 2)2 + (Z — C3)2 = rz, por lo que la esfera dada tiene su centro

en el punto 0'(1, 1, 2) y suradio es 3.

El haz de planos [ paralelos a m tiene por expresion
B=x — 2y + 2z + D = 0.

La distancia del punto PO(xO, Yy ZO) al plano

aEAxO + Byo + CZO + Do =0 viene dada por la formula
|Ax +By +Cz +D |

d(Po’ O‘)z N

Los planos pedidos, 1 LY T, paralelos a Tt y pertenecientes al haz 3, distan tres

unidades del centro de la esfera.

Aplicando la formula de la distancia del punto 0'(1, 1, 2) al haz 3, sabiendo
que es de 3 unidades:

d 0" 1) = 3> |11-2-1+2:24D| _ 3 11-2+4+D] _ 3 3+D] _ 3. D + 3|= 9=
( ) V1t (=2)"+2° V1+4+4 V9 | |

= D+3=9—D—3=9}=>D1=6,D2=—12.

Los planos pedidos son los siguientes:

nlzx—2y+22+6=0,n25x—2y+22—12=0.
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OPCION B

1°0 Dados el punto P(—4,6,6), el origen O, y la recta
r={x =— 4+ 4ry =8+ 3\ z =— 2A , se pide:

a) Determinar un punto Q de la recta r, de modo que su proyeccion Q sobre OP sea
el punto medio de este segmento.

b) Determinar la distanciade Par.
c) ¢Existe algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén

alineados? En caso afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o,
en caso negativo, justificar la no existencia.

a)

El punto medio Q’ del segmento de extremos Oy Pes Q (— 2, 3, 3).

Los puntos O y P determinan el vector OP = (— 4, 6, 6).

Un punto genérico de larectares R(— 4 + 4A, 8 + 3A, — 21), que con el
punto medio Q(— 2, 3, 3) determinan el vector

-

QR=(—2+ 4\ 5+ 3\ —3 — 2)).

Para que la proyeccion de Q sea el punto Q es necesario que los vectores OP 'y

-

Q R sean perpendiculares, para lo cual, su producto escalar tiene que ser cero:

OP-QR=0=(— 4, 6,6)(— 2 + 41, 5 + 34, — 3 — 20) = 0;
8 — 161 + 30 + 180 — 18 — 124 = 0; 20 — 10A = 0; 2 — A = 0=A = 2.

(x=—4+4Ay=8+3\ z=—21 }=A=2=0(4 14, — 4).

b)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Un punto y un vector de r son A(— 4, 8, 0) y v o= (4, 3, — 2).

-

AP =[P — Al=[(— 4, 6, 6)— (— 4,8, 0)]=(0, — 2 6).



Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

P
r)
A
5= |” ’\AP|5 = 'v |°h}=> 'v /\AP|: |v |-h=>
r r r r
v, A4P|
=>h =d(P, 1) =——.
v
Aplicando la formula al punto Py a la recta r:
d(P,7) = v A4P| _ llijk43-20-26| _ |18i-8k—4i—24j| _ |14i—24j—8k| _

’ v, \ate3t -2y J16+9+4 729

_ 2q7i12j-4k] _ 2A74(=12)%4(—4)° _ 2+/494144+16 _ 200
=2 [=—u =d(P, 7).
/29 /29 /29 29

c)
Los puntos O, P y R estdn alineados cuando los vectores OP y PR sean
linealmente dependientes, es decir, que sus componentes sean proporcionales.

OP = (— 4, 6, 6).

=

PR=[R—P|=[(—4+4\,8+3, —20)—(—4,6 6)]=(4\ 2+ 3% — 6 — 2

4 2437 —6—2A 4 243\ -
2 - e 6 :>{_4= 5 —>—67\=2+3}\—>—97\=2:>7\=—?_—4=—

No existe ningun punto Rer tal que O, P y R estén alineados.
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se

2°) Dada la funcion f(x) = {%, six < 0xe' + 1, six=0, se pide:
a) Estudiar la continuidad de f.

b) Estudiar la derivabilidad de f'y calcular f " donde sea posible.

3
¢) Calcular [ f(x)-dx.
1

a)
La funcion f(x) es continua Vx€R, excepto para x = 0, cuya continuidad se
estudia a continuacion.

Para que la funcién sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

fO) =2%=1 (»  f&) =(x¢" +1)=1= f(0) }= f(x) es continu

Aclaracion del limite (*).

senx __ sen0
x 0

COS X
1

= %:Indet. ={L'Hopital} =

Una forma geométrica de obtener este limite es la
siguiente.

Considerando los tridngulos OAD, OCD vy el ‘
sector circular OADO, de la observacion de la figura se — T4

deduce la desigualdad de sus superficies, tal que: O% D
i
< < : i
SOAD < SOADO < SOCD, o de otra forma: |
N , N o o
0D-BA X1 0D-DC _ 1-BA x_ 1-DC  senx x_ tgx
2 S Tomr ST 3 :>r—1:>2§2§2, ; ST S7;

sen x<x<tg x. Dividiendo por sen x:
sen x < X < tg x : < X
senx senx senx senx

< COSCOoSXx.

Sabiendo que si se invierte el valor de los elementos de una desigualdad se

. . . . 1
obtiene otra desigualdad de sentido contrario: 1>-—"—— > :
X COScos x

)4 . 1
Tomando limites cuando x—0: 1 < Se;lx < s 1< <1,




. senx
Lo anterior demuestra que —— =1

b)

senx

La funcion f(x)={—— six < 0xe" + 1, six>0, es derivable para

cualquier valor real de x, excepto para el valor criticos x = 0, cuya derivabilidad
vamos a estudiar.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y,
ademas, sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

f(X) — {coscosx-yg—senx-l ’ six <0 1.ex n x.ex’ six >0 =
x

f'(x)z (=, six < Oex(x + 1), six > 0.
X

(n~ X —senx 0-1-0 0 ' .
f (0 ) = f(x) = 7 =—0 = o =Ind.={L'Hopital} =
X —X*Sen x—cos x 1 xsemx _ 1. 1 _
P = == Ssenx =——0=0

F0)=f@ =['a+ D] =" 0+ D=11=1.

f'(o_) * f'(0+)=>f(x) no es derivableenx = 0 .

X X

f(x) es derivableen R — {0} .

f'(x)= (5, six < Oex(x + 1), six > 0.

X

c)

3 3 3 3
[ f(x)-dx = f(xex + 1)-dx = [xedx + [dx = A + B.
1 1 1 1

3 3

A= fx-ex-dx:{u = xodu = dx e -dx = dv-v = ex}=> [x-ex — fex-dx] =
1
1

= [x-ex — ex]jz [ex(x — 1)]? = [e3(3 — 1)] — [el(l — 1)] = 263.



Sustituyendo en la integral los valores de A y B obtenidos:

3
[ f(x)-dx = 2¢ + 2 = Z(e3 + 1).
1
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3°) Dadas las matrices A = (001010100),B=(300030003), se pide:

a) Calcular A® y A%,

b) Resolver la ecuacién matricial 6X = B — 34X, donde X es una matriz cuadrada
de orden 3.

a)
A' = Aa =(001010100)(001010100)=(100010001)=1
A=A A=14=4
En general: A" =1Isines paryAn= A sin es impar.
A =1,4"° = 4
b)

6X = B — 3AX; 6X + 3AX = B; (6] + 34)-X = B.

Haciendo 61 + 34 = M:

MX=B M "MX=M "B, [ X=M B>X=M "B

M=6l+3A=6(100010001)+ 3(001010100)=
=(600060006)+(003030300)=(603090306).

Se obtiene la inversa por la adjunta de la matriz traspuesta:

IM|=1603090306|= 324 — 81 = 243
M =(603090306)= M.

Adj. deM' =(]9006| —|0036(|]0930] —|0306][6336| —[6030]]|

-1 _ Adj. ded" _ 1

M M| T 243

(540 — 270270 — 27054)=-+(20 —1010 — 102)

Sustituyendo en la expresion de X:



X=M"B=+(20-1010 —102)(300030003)=—=:(60 —3030 — :

1
X==+(20-1010 —102).
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4°) Dadas las matrices A = (1230t23 — 1t)el =(100010001), se pide:
a) Hallar el rango de A en funcion de t.

b) Calcular t para que det(A — tI) = 0.

a)
A|=[1230t23 —1t|=t+12 -9t +2 =t — 9t + 14 = 0;

9++/81-56 94+/25 9+5

t = >

Rang A = 3, VteR — {2, 7}.

I
N

Parat = 2=A = (1230223 — 12)= [1202 |#£0=Rang A
Parat = 7=2A = (1230723 —17)= [1207 |#0=>Rang A = 2.

Para{t = 2t = 7}>»Rang A = 2.

b) Calcular t para que det(A — tI) = 0.

A—tl=(1230t23 —1t)—(t000t000¢t)=(1 —¢t230023 —10)

|A—tl|=|1—-1t230023 —10|=0; 124+ 2(1 — t)=0; 12 + 2 — 2t = 0;

14 —2t=0, 7—t =0t =7.

det(A — tl)= Oparat = 7.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MADRID

SEPTIEMBRE — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica,
siempre que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo
simbolico. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

1°) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
{—-mx+my+z=0x—my+3z=4 2x—2y—2z=0 ,sepide:
a) Discutirlo segun los valores del parametro m.

b) Resolverlo en el caso m = 0.

¢) Resolverlo en el caso m = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(—mmll —m32 -2 —1) y
M=(—mmll —m32 —2 —1 040).

El rango de M en funcion del parametro m es el siguiente:

IM|=|-mm1l —m32 —2 —1|=—-m =2+ 6m + 2m — 6m + m =

2 2 Jo_g
=—m +3m—2=0m —3’m+2=0;m=3i298=3J2—r1=>ml=1;m2

Para {m#1m#2 }=>Ran M = Ran M=3=ne incog.=S. C. D.

Antonio Menguiano



Para m = 1 es
M=(-1111 -132 -2 —1 040)>RangM =>{C1’ C3, C4}=>

>|-1101342 —10|=8 — 4 = 4#0 >Rang M = 3.

Param = 1=>Ran M = 2; Ran M' = 3=Incompatible.

Para m = 2 es
M=(-2211 -232 -2 -1 040):>{F1=—F3}=>RangM=2.

Param = 2RanM = Ran M = 2 < n®incog.=S. C. I.

b)

Para m = 0 el sistema es
{z=20 x+3z=4 2x — 2y —z=0, que es compatible
determinado y cuya solucion es:

Solucion:x = 4,y = 4, z = 0.

c)

Para m = 2 el sistema es
{(—2x+2y+z=0x—-2y+3z=4 2x -2y —z=0 |, que es
compatible indeterminado, segun el apartado anterior y es equivalente al sistema:
X —2y+3z2=42x -2y —z=0}.

Haciendo z = A
X —2y=4—3\2x — 2y =A } —x+2y=—4+3A2x — 2y = A

2x =2y =A;—8+8L—2y =% 2y =—8 + 7A=y =— 4 + A

Solucion: {x =— 4 + 4A y =— 4 + %7\ z=A , VAER.
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2°) La recta r pasa por P (2, -1, 0) y tiene vector director v o= (1, A, — 2);larectas

pasa por Q (1, 0, -1) y tiene vector director v o= (2, 4, 2).

a) Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea 2

T
b) Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa por Py Q.

a)

Por ser los vectores directores de las rectas linealmente independientes, VAER,
las rectas r y s se cruzan (en el caso de que se cortaran, la distancia entre ellas seria
cero, y no es el caso).

Para hallar la distancia entre las rectas r y s hacemos lo siguiente:

_)
En primer lugar determinamos el vector m que tiene como origen un punto P
de r y como extremo el punto Q de s:

m=P0=[Q—-P] =[(LL0, —1)—(2, —1,0]=(-11 —1).

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores

- -

N
de las rectas v yv_y el vector m.

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:



— - —
v-vxm'
r S

- -

- - - - -
V=v-(v ><m)='v ><v’-h=|v ><v|-d:>d=
r S r S r S

- -

UX17|
r s

v xv =ijk1A - 2242]=2)i — 4j + 4k — 2Ak + 8i — 2j =
= (27 + 8)i — 6 + (4 — 2V)k.

- X (vsxm)' _ _l1a-2242-11-1) _ |—4—4—2)—8—2+21] _
v, xv | 2A+8) 4+ (=6) +(4—20)° V4N +32A+64+36+16—16A+42>

|—18] |-18] 2 :>\/27\2 + 4\ + 29 = \/@:

9
/82 °+161+116 2022+ 40429 ~J22% +42+29 \/59

2" + 40 + 29 = 50; 20" + 41 — 30 = 0; A+ 20 — 15 = 0; A = —ZE[HE0 _

= — =— 1i4:>)\1=— 5, )\2=3. Como es A > 0:

Solucion: A = 3.

La recta que pasa por P y Q tiene como vector director
vPQ:PQz(— 1,1, — 1).

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores, o sea,
cuando el producto escalar de sus vectores directores es cero:

-

77, =02 (=11 —D@LA -2)=0 —1+A+2=0=1=-1

Larecta que pasa por Py Q es perpendicular ar para A =— 1.

st sfe st sk sk sk skok



3°) a) Estudiar el crecimiento de la funcion f(x) = 1 + 2x + 3x° + 4x’.

., 2 3 : , .,
b) Demostrar que la ecuacion 1 + 2x + 3x + 4x = 0 tiene una unica solucioén
real y localizar un intervalo de longitud 1 que la contenga.

a)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente.

F)=2+6x+12x" f(X)=022 + 6x + 12" =0; 6x° + x + 1 = 0;

— —1di-2t “21_24=>x6£R =>6x2 +x+1>0, VxeR.

La funcion es monotona creciente es su dominio, que es R.

b)
La condicion de monotonia de la funcion indica, necesariamente, que la

.y 2 3 / ,
funcion f(x) = 1 + 2x + 3x + 4x no puede tener mas de una raiz real.

Aplicando el teorema de Bolzano al intervalo [— 2, 2]:

F=D=1+2(=2D+3=2"+4-=2"=1-4+12-32<0

fQ)=1+22+32°+42°=1+4+12+32>0
De lo anterior se deduce que el valor de laraizes — 2 < x < 2.

Para solucionar el ejercicio basta con reducir el intervalo hasta que sea de
longitud menor que 1.

fFO)=1>0> —2<x<0.
f-D=1+2(-D+3C-D'+4-1D"=1-2+3-4<0.

Laraiz de la funcion f(x) = 1 + 2x + 3x’ + 4x’es —1<x<0.
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4

4°) a) Calcular la integral definida f 1 - x)-e_x-dx.
1

b) Calcular [(1 — x)-e_x] y [(1 — x)-e_x].

a)

En primer lugar hacemos la integral indefinida I = [(1 — x)-e_x-dx:

I=]1 - x)-e_x-dx=>{1 — x = u-du =— dxe -dx = dv-ov =— e_x}=>

= (1 - x)-(— e_x) —[—e i (—dx)=(x — 1)e - [e dx =
=(x—1)e +e +C=xe +C.
}(1 — x)e dx = [x-e_x]4 = (4-e_4) — (e_l) I
1 1 et N et

4 _ 3
@ = x)-e “dx = ==
1 e

b)
[(1 — x)-e_x] =1x = —=[ndet. >{L'Hopital} =
e
S
) v
[(1 —x)-e_x] = 1-'__20 = w-e = 00-00 = ©

seskeoskeoskoskoskoskoskoskok



OPCION B

1°) Dada la funcion f(x) = {a + x:Lx, six > 0 xz-ex, st x<0, (donde L denota
logaritmo neperiano y a es un niumero real) se pide:

a) Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en todo R.

b) Calcular f’(x) donde sea posible.

0
¢) Calcular | f(x)-dx.
-1

a)
., . 2 x . .
La funcion f(x)= {a + x-Lx, six > 0x e, six<0 es continua en su
dominio, que es R, excepto para x = 0 cuya continuidad vamos a forzar calculando el
valor adecuado del parametro a.

f(x) =(a+ xLx)= a + (x:-Lx)= a + [0-(— o)]=Ind. >

1

= L—f = % =Ind. =>{L "Hopital} = _1 =— lim x = 0=
x 2 x—0
=f(x) =a.

f) =(x"€)=0e" =01=0=f(0).
f(x) = f0)=f(x) = a=0.

La funcion f(x) es continuaen Rparaa = 0.

b)

La funcion resulta: f(x) = {x-Lx, six > 0 xz-ex, si x<0.
Siendo g(x) = x-Lx es g'(x) = 1-Lx + x% =1+ Lx.

Siendo h(x) = xees h'(x) = 2xe" +xe" = xex(Z + x).

Teniendo en cuenta lo anterior:
f(x)={ 1+ Lx six> Oxex(Z + x) six<0.




c)
0 0
[ f(x)-dx = fxz-ex-dx.
-1 -1

Para el calculo de la integral definida, calculamos en primer lugar la integral
indefinida.

A= fxzex-dx = {u = x'>du = 2x-dxe’dx = dv—v = ex}=> xe - fex-Zx-d

= x'e’ — 2-f e“x-dx = x"-¢" — 2'B.

B = fex-x-dx = {u = x>du = dxe'-dx = dvov = ¢ }=>x-ex — fex-dx =

=x-ex—ex+C=ex(x—1)+ C.

Sustituyendo el valor obtenido de B en la expresion de A:

A=x"e - 2-ex(x - D+ C = ex(x2 — 2x + 2)+ C.

0

} f(x)dx = [ex(x2 — 2x + 2)]

= [e°(0 -0+ 2)]- [e‘1(1 +2+2)|=
-1

2e—5
.

0
_fl fl)dx =
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2°) Dados los puntos P (-1, -1, 1) y Q (1, 0, 2) y los planos TEX -z = 0,

T =my — 6z = 0, TEX+y —mz= 0, se pide:

a) Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta.

b) Para m = 3, hallar la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular
a la recta de interseccion de los planos m; y m,.

¢) Hallar la distancia entre los puntos Q y P’, siendo P’ el punto simétrico de P
respecto al plano m;.

a)
Para el caso general de tres planos que determinan las matrices de coeficientes
y ampliada M y M’, respectivamente, se presentan los siguientes casos:

1°. -- Rang M = Rang M = 3 =>Los planos se cortan en un punto.

2°. -- Rang M = 2; Rang M = 3=Los planos son secantes dos a dos.
3°. -- Rang M = Rang M' = 2 =Los planos se cortan en una recta.
4°. -- Rang M = 1; Rang M = 2=Los planos son paralelos.

5% -

Rang M = Rang M = 1>Los planos son coincidentes.

En el caso que nos ocupa, los tres planos carecen de término independiente por
lo cual las matrices de coeficientes y ampliada son iguales a efectos de rango; la
matriz de coeficienteses M = (10 —10m — 611 — m).

Para que los tres planos se corten en una recta es necesario que se anule el

determinante de la matriz, teniendo en cuenta que |[1011|#0 es un menor
complementario de la matriz de coeficientes.

IM[=[10 —10m — 611 —m|=0;, —m +m—-6=0m —m+6=0

1++/1+24 1++/25 145
== = —f: 5:>m1=—2,m2=3.

Los tres planos se cortan en unarectaparam =— 2 yparam = 3.

b)



Para m = 3 los planos mEX —Z= 0Oy T =my — 6z = 0 determinan la
recta r de ecuacion r={x —z =03y — 6z =0, equivalente a
r={x —z=0y —-2z=0.

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son

1ossiguientes:n1=(1, 0, —1)yn2=(0, 1, — 2).
% =n1/\n2=|ijk10 — 101 —2|=k+i+2j=>vr=(1, 2, 1).

r

El haz de planos perpendiculares a r es B=x + 2y + z + D = 0; de estos
infinitos planos, el plano T pedido es el que contiene al punto P (-1, -1, 1):

B=x + 2y +z+D=0P(—1, —1,1) }>—-1—-2+1+D =0;

nm=x+ 2y +z+ 2 =0.

c)

La recta s perpendicular al plano T Yy que contiene a P(-1, -1, 1) tiene la

siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétricas:
s={fx =— 1+ py=-1 z=1—-1p

El punto F, interseccion de la recta s con el plano T, es la solucion del sistema

que forman:

nlzx—z=OSE{x=—1+uy=—1 z=1—-pu }-1+p—1+4+p=0;2

P(-1,-1, 1)

§
[ ]




PF=FP'>[F - P|=[P - F]=
=>[(0, - 11 0)_(_ 11 - 11 1)]2[(36, Y, Z)—(O, _1: 0)]»

(1,0, —D=@xy+L2)>{x=1y=—1z=—1}=P'(1, —1, — 1)

Siendo Q(1, 0, 2) es:

PO=VA 12+ 0+ 1D +@2+1)>=0+ 1+ 9 = /10 unidades
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3°) Sabiendo que |abcdef123|=3 y usando las propiedades de los
determinantes, calcular el valor de los siguientes determinantes:

a) |2a — 2bc5b2d — 2ef5e — 2310]. b)
la —1b — 22c —62412de2f|.

a)
|2a — 2bc5b2d — 2ef5e — 2310|=|2ac5b2df5e2310|+ |— 2bc5b

A =|2ac5b2df5e2310|= 2-5-lacbdfel32|=—10-labcdef123]|=— 10
B=|-2bc5b — 2ef5e —4310|=— 2-5/|bchbefe232|=10-0=0

|2a — 2bc5b2d — 2e f5e — 2310 |=— 30.

b)

la —1b —22c—62412de2f|=|ab2c2412de2f|+|-1 —2 —62412d

M =|ab2c2412de?2f|= 2-labc246def|=4labcl23def|=— 4-al
=— 4.3 =— 12.

N=|-1-2 —62412de2f|=—|1262412de2f|=— 2:|]123246de

la—1b —22c — 62412de2f|=— 12.

En la realizacion de los dos apartados del ejercicios se han utilizado las
siguientes propiedades de los determinantes:

1%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
dicha linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes
elementos iguales a los del determinante inicial.

2%.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
cero.



3%.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

4% .- Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen
por un nimero su valor queda multiplicado o dividido por dicho numero.
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4°) Dada la matriz A = (3110), hallar todas las matrices B = (abcd) que
conmutan con A, es decir, que cumplan A - B=B - A.

A-B=BA=>(3110)(abcd)=(abcd)(3110);
Ba+c3b+dab)=Ba+ba3c+dc)=> b=c3b+d=a3c+d=>b}
a=b=cd=— 2c.

Las matrices pedidas sonde la formaB = (aaa — 2a).
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberd responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No esta permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) a) Discuta el sistema de ecuaciones
x+y+az=1x+ay + z=aax + y + z = 1} en funcién del pardmetro a.

b) Si es posible, resuélvalo para el valor de a =— 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(11a1a1a11)yM'=(11a1a1a11 lal).

El rango de M en funcién del pardmetro a es:

RangM=|11a1a1a11|=a+a+a—a3—1—1=—a3+3a—2=0;

a3 —3a+ 2 =0. Resolviendo por Ruffini: a, =a,= 1, a,=-— 2.

Para{a#1a# — 2}=>Rang M = Rang M =3 =ne incég.=S. C. D.

Paraa = lesM = (111111111 111)= RangM = 1.
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Paraa = 1=>Rang M = Rang M=1<ne incog.=S. C. I.
(con dos grados de libertad)

Paraa =— 2esM = (11 — 21 —21 —211 1 —21)=>{CZ:C4}=>RangM

Paraa =— 2=Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I

b)
a=—2 el sistema resulta

Para
xX+y—-2z=1x—-2y+z=—2 —2x+y+ z=1}, que es compatible

indeterminado. Despreciando una ecuacion (tercera) y haciendo z = A:

X+y=14+2Ax—-2y=—2-2A} x+y=1+2A —x+2y=2+ A}=>3y -

xX+y=1+25 x+1+A=1+ 2\ x=A

Solucion:x = A, y =1 + A, z = A, VAER.
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2°) Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los puntos A(2, 1, 0), B(3, 4, 0) y
C(5, 1, 0). EI cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por el punto P(1, 2, 3) y

tiene como vector director el vector v o= (-1,1,1).

a) Determina las ecuaciones paramétricas de r.

b) Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea 9.
Observacion: Hay dos soluciones distintas, basta con calcular una de ellas.

a)

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r={x=1—-Ay=2+Az=3+A.
b)

Los puntos A, B y C, por tener los tres la tercera componente nula, son
coplanarios; el plano que los contiene es =z = 0.

-

AB=[B - A]=1[@3,40-(2 1, 0)]=(1, 3, 0).
AC=1[C — Al=[(5 1, 0)— (2, 1, O)] = (3, 0, 0).
Un punto genéricoderes Q(1 + A, 2 + A, 3 + A).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los
vectores que lo determinan:

A7?=[D—A]=[(1—A,2+7\,3+A)—(2,1,0)]=(—1—A,1+A,3+A)

_ 1. 1 _ 9. 1 -
Vipep =% 1130300 =1 =21 +2A3 +A[ =9 [[130300 —1—2A1+23 A

I3 + A)-|1330]|=54; |- 9-(3 + )| = 54; |3 + A|= 6.

3+1=6-3-A=6}->4 =3 -1 =—09.
Q1 —A 2+ A 3+A).

A, =320Q(-25,06). A, =—9=0Q,10, =7, —6).
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1 1

3°) @) Calcule 2% . b) 2t

1+e” 1+e”

1

: L, 2+e” :
c) ¢Es continua la funcion —— en x = 07 Justifique la respuesta.

1+e”
a)
- = —o0 2+;L
24e*_ 24e’ _ 24e . T 2+ 240 2
< = - Ty L 17 1+0 0 Z
1+ex 1+e — 1+e 1+ eoo 1+
b)
L e
2+e” 2+e° 24e"” 2400 o0 .
— = — = = = —=Indet. =>{L'Hopital} =
o o 1+ e 1+co «©
1+e 1+e ¢
1 1
_Lex _L.ex
z 2 1 1 1 1
= X - = X S = T = — = — =::;-= 0_
. —Z.eter 2-e 2-e 2-e -
X X
c)

Una funcion es continua en un punto cuando sus limites laterales en ese punto
son iguales e igual al valor de la funcion en ese punto. Como quiera que los limites
1

.y 2+e
laterales de la funcion -
1+e”

en x = 0 son distintos, como se puede observar en los

apartados a) y b):

La funcién f(x) no es continuaenx = 0.
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4°) @) Calcule la integral indefinida I = [ 2x-arc tg x-dx.

b) De todas las primitivas de la funcion f(x) = 2x-arc tg x, encuentre la que pasa
por el punto P(0, — 2).

a)
2
I = [ 2x-arctg x-dx=>{u = arctg x—>du = fxl 2x-dx = dv-v =x ]=>
x +
2 2 2 2
= (arctgx)x — [x f’“ =x-arctgx — [——dx =
x +1 x +1
2 41— 2
=x-arctgx—fxt#-dxzx-arctgx—f(l— 21 )-dx=
x +1 x +1

1
x2+1

=x2-arctgx—fdx+f -dx=x2-arctgx—x+arctgx+C.

I = [2x-arctgx-dx = (xz + 1)-arc tgx — x + C.

b)

F(x)= [ f(x)-dx = (xz + 1)-arc tgx — x + C.
Por pasar F(x) por P(0, — 2)es F(0)=— 2:
F(0)=—2=(0 + 1)arctg0 — 0 + C =— 2=C =— 2.

F(x) = (x2 + 1)-arc tgx — x — 2.

< 7
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OPCION B

1°) Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

Se dice que una matriz cuadrada A es involutiva si cumple A = 1, donde I denota la
matriz identidad.

a) Justifique razonadamente que toda matriz involutiva es regular (o invertible).

b) Determine para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es
involutiva: 4 = (aa0a —a000b).

a)
) ) ) .2
Una matriz A es involutiva si A = I, o sea, cuando A-A = I. Por otra parte,

. . -1
por definicién de matriz inversa se cumple que A-A = = I, de donde se deduce que
toda matriz involutiva es la inversa de si misma.

Toda matriz A involutiva es la inversa de si misma, por tanto es invertible.

b)

A2=I=>(aa0a —a000b)(aala — aOOOb)=(a2+a2a2—a20a2—a:

2

= (2a°00024°000b*)=(100010001)=2a" = 1b’ = 1}=a = +-;

sheskeoskoskoskoskoskoskoskok
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2°) Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

y+2 z—

1 = —_ o
1 —yelplanon=2x + y + z =— 7:

. X
Considere la recta rs4 =

a) Compruebe que la recta r corta al plano & y calcule el angulo que forman.

b) Determine el plano 3 que pasa por el punto P(2, — 3, 3), es paralelo alarectar
y es perpendicular al plano 7.

a)
Un vector director de r es v o= 1, -1, 2).
Un vector normal del planotesn = (2, 1, 1).

El vector director de r y el vector normal de m son linealmente independientes
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual:

Larectaryelplano m son secantes.

Proveccion de r

- - el Bl
Por definicion de producto escalar: nv = |n|-|vr|- cos cos f3.

- > - -

coscosf = :l ~—. Por ser a y B complementarios: sen a = :l'vi .
v, 2
sen o = (2,1,1):(1,-1,2) 2—1+2 3 _ L4 =300

—_ —_— 3 — e
N R P I e e R N 2

Larectaryelplano n forman un angulo de 30°.

b)



El plano [, por ser paralelo a la recta r y perpendicular al plano m, tiene como
vectores directores al vector director de la recta y al vector normal del plano; teniendo

en cuenta que contiene al punto P(2, — 3, 3), su ecuacion general o implicita es la
siguiente:

B(P; Jr,ﬁ)z|x—2y+3z—31 —12211|=0;
=D+ A+ N+ -+ 2z -3 —2(x —2)— (¥ + 3)=0;
3 —2)+3+3)+3z-3)=0; x—2)— (¥ +3)—(z - 3)=0;

x—2—-y—-—3—-2z4+3=0=>pf=x-y—-—z—-2=0.
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39 Considere la funcion dada por

f(x) = {x2 + ax — 3 si x<1L x)+ b si x >1 . Determine los valores de los
parametros a y b para los cuales la funcidon f(x) es continua y derivable en todo R.

La funcion f(x) es continua Va, bER, excepto para x = 1, cuya continuidad se
estudia a continuacion.

Para que la funcion sea continua en x = 1 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

f(x) =(x2+ax— 3) =a-—-2=f(1)f(x) =[L(x2)+ b] =b

La funcion f(x) = {x2 + ax — 3 si x<1 L(xz) +bsix>1, es
derivable Va, bER, excepto para el valor x = 1, cuya derivabilidad vamos a estudiar.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y,
ademas, sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

N . 2 . LN . .
f)={2x +asix<1— six>1=>f(D)={2+asix<1 2 si x>1=2+a

Sustituyendo en la ecuaciona — b = 2 =b =— 2.

La funcion f(x) es continua y derivable en Rparaa = 0y b =— 2.
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4°) Considere el recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = 2senxy
g(x) = tg x en el primer cuadrante del plano XY, que vy
esta representado en la figura adjunta.

a) Determine los puntos de corte de dichas funciones.

b) Calcule el area de dicho recinto. 0

a)
Los puntos de corte se obtienen de la resolucion de la ecuacion que resulta de
la igualacion de las expresiones de las dos funciones.

senx
Ccoscos X

f(x)=gx)=>2senx = tg x; 2senx = ; 2Sen x-coscos x = Senx;

2senx-coscosx — senx = 0; senx-(2-:cosx — 1) = 0=>{senx = 0—>x1 = 0cosx =

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en los punto 0(0, 0) y A(%, \/§)

b)

Considerando un punto del intervalo (0 —) por ejemplo x = resulta que

6 b
en el intervalo dado las ordenadas de las funciones son:

()=t 2t 15ofd)- 0 - <10 1005500

Teniendo en cuenta lo anterior, el area pedida es la siguiente:

E

S = }[f(x) — g(x)]-dx = }(ZSenx — tgx)-dx =
0 0

T i

5
= 2 fsenxdx—ftgxdx— 2- fsenxdx+ftgxdx— 2A + B.
0

3

T

3
5 0
A= [senxdx = [x]o3 = [coscos x|, = coscos0 — coscos — =1 —%z%
0

w
w



0 0
B=[tgxdx =]
% T[

senx

dx:>{x =0-t=1x = —-t - L }:)
COSCOS X 3 2

3

1
dt 2 _ ;1 _ _ _ —
t =) =Ly —L1=11-12-0=-1L2

H%N‘»—n

1 dt 1dt
:>{———-=—-{—;—=

2

[\S}

Sustituyendo los valores obtenidos de A y B:

S=2A+B=2-%—L2=1—L2.

El area pedida es, aproximadamente, (1 — L2)=0, 31 W
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

SEPTIEMBRE — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberd responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No esté¢ permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) Considere las matrices A = (11 — 1 —1)yB =(01).

a) Calcule C = A“A - B-Bt, donde A° y B’ denotan, respectivamente, las matrices
traspuestas de A y B.
b) Halle una matriz X tal que X-C = D,siendoD = (2 — 2 — 2244).

a)
Las traspuestas son A = 1@ -11 —-1)y B = (01).

C=4"A-BB=(1-11-1)11-1-1)-(01)(01)=
=(2222)-(0001)=(2221).

b)
XC=D: XCC ' =D

;X1 =DC'=>X=DC " ()

()= (1001)={F~%F}=(5001)=>{F,>F, - 2F }=
(30 -11)=2{rm - r)s(Fo1 —1)={roF - p s
>(-311 -1)=>c"=(-511 - 1)

Antonio Menguiano



Sustituyendo en (*) el valor obtenido:

X=DC =@ -2 —2244)-(—%11 - 1)=(—343 —420).
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2°) Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por el vértice
de un tridngulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) Los vértices de un triangulo son A (5, 3, 6), B (-1. -1,2) y C (5, 7, 4). Calcule los
puntos medios de sus lados.

b) Calcule las ecuaciones de las tres medianas de dicho tridngulo.

¢) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas
de dicho punto.

a)
— [ 5-1 3—-1 6+2\ _
MAB=(2, L 2):(2,1,4).
_ [ 5+5 347 6+4\ _
M= (55 55 5 =6.505)
_ [ —145 —1+7 244\ _
MBC=( 45 7 2)=(2,3,3).
b)

El vector director de la mediana que pasa por A (5,3,6)y Mﬁ = (2, 3, 3)es

el siguiente: MﬁA = (3, 0, 3).

La mediana que pasa por A y M—_. es:

BC
mlz{x=5+7\y=3 Z=6+A.

El vector director de la mediana que pasa por B (-1, -1, 2) y MR =(5,55)

es el siguiente: MTCB =(—6 —6, —3).
La mediana que pasa por B y M-— es:

AC
mZE{x=5+2uy=5+2uz=5+u.

El vector director de la mediana que pasa por C (5,7,4)y Mﬁ =(2, 1, 4)es

el siguiente: M_C= (3, 6, 0).

La mediana que pasa por C y ME es:

m3E{x=5+y y=7+2yz=4
c)




El punto de corte de m ym,:

{x=5+Ay=3 z=6+A>2{x=54+2uy=5+2uz=5+p .
54+4A=5+2nu 3=54+2u}=>54+A=3;, A=—2; u=—1= B(3 3, 4)

El punto de corte de m ym,:
{x=5+Ay=3 z=6+A=>{x=5+y y=7+2yz=4%4

5+A=5+y 3=7+2y}=>y=A=— 2= B(3, 3 4).

Se compreba que las medianas se cortan en un punto llamado baricentro.

El baricentro es el punto B(3, 3, 4).
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3°) Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

X’+5
.. . x—6 ) x+3 1 1
Calcule los siguientes limites: a) - b) [ ——]|.
x+1 x x
a)
x+5 xX+5
X—6\x3 _ . o x+1=7\ x+3
(x+1) =1 =Indet. tipon®e= (—x+1 )
2 X45 x+1 =7 K45
; x+5 1 x+3 1 7 x+1 x+3
— x+3
=(1+x—+1) =1 +—== =1 +== =
-7 =7
-7 . 45 —7x"-35
7x_+71 x+1  x+3 7x_+71 X +4x+3

1 : 1 -7 1
=11 +— = | lim (1 4+ — =e =—.

= x—+00 = e

1 1 1 1 1—x 1

b) |5 ——| == —-—= o0 — o=Indet. = = — =+ oo,
X x 0 0 JE ot
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4°) @) Calcule la integral indefinida [ tgzx-dx.

b) De todas las primitivas de la funcion f(x) = tgzx, encuentre la que pasa por el
punto P(%, )

a)
Teniendo en cuenta que [ (1 + tgzx)-dx = tg x, puede hacerse lo siguiente:
ftgzx-dx = f(l + tgzx — 1)-dx = f(l + tgzx)-dx — [dx =
=tgx — x + C.
ftgzx-dx =tgx — x + C.
b)
Siendo F(x) = tgx — x + C, tiene que cumplirse que F(H) = 1:
4
T L — 1- _ — -
tg -5 tC=1L1--+C=1=C=—.

F(x)= tgx—x+%.
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OPCION B

1°) Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple A? = A.
a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente A*".
b) Determine para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es

idempotente: A = (a — a0 —aa000b).

a)
1007
A== () a=a

b)
A"=AA=(a -a0 —aa000b)@ — a0 —aa000b)=(2a" —2a 0

A =452 =ab=b") 2"-a=0b"-b=0} aa—1)=0 b —

La matriz A es idempotente para los pares de valores (a, b) siguienrtes:

(0, 0), (0, 1), (*2, 0), (¥, 1)
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2°) Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.
y _ z-

Considere la recta rE% == 52 yelplanon=x — 2y + z =— 3:

a) Compruebe que la recta r es paralela al plano © y calcule la distancia entre ellos.

b) Determine la recta s que pasa por el punto P (1, 0, 2) y es perpendicular al plano =.
Calcule la interseccion de dicha recta con el plano .

a)

Una recta y un plano son paralelos cuando el vector director de la recta y es
vector normal del plano son perpendiculares, es decir, cuando su producto escalar es
0.

Un vector director de la recta r es v o= (3, 4, 5) y un vector normal del plano

mesn=(1, — 2, 1).

vn=(3 451 —21)=3-8+5=0.

Queda comprobado que larect r y el plano m son paralelos.

La distancia de la recta r al plano 1 es la misma que la distancia de un punto de
la recta al plano. Un punto de res A(1, 0, 2).

|Ax0+By0+Czo+D|

La distancia de un punto a un plano es: d(P; m) =

d(r; ™) = d(4; ) = [11-2:0+1-243] _ |1-04243] _ |+6| _ _6 —\/gunidades.

1P+ (=2)%+1° V1+4+1 Yo Ao

b)
La recta s tiene como vector director al vector director del plano; su expresion
dada por unas ecuaciones paramétricas es:

sESix =1+ Ay =—2A z=2+A.

El punto de interseccion de la recta s con el plano 1 es la solucion del sistema
que forman:



m=x — 2y +z=—3 ssix=14+Ay=—2Lz=2+2A}=>1+ AN — 2(— 2
1+A+41+ 2+ A =—3; 6A=—6>A=—1.

Elpunto de interseccion del plano m con larectar es Q(0, 2, 1).
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3°) Observacion: Los apartados a) y b) de este ejercicio son absolutamente
independientes y se pueden resolver en el orden que se quiera.

Calcule los maximos y minimos de las siguientes funciones:

2

a) f(x)= x-Lx, conx > 0. b) g(x) ==, con x€R.

x
e

Una funcidn tiene un extremo relativo (maximo o minimo) cuando se anula su
primera derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la
segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera, se trate de un
minimo relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

a)
f(x)=1Lx + x% =1+ Lx.

1
.

f'(x)=0:>1+Lx=0; Lx =— 1=>x =

d - - 1
e > 0 = Minimo relativo parax = —.

fo=5=7(3)=

m‘»—-l;—\
Il

f(i) — L.L% = %-(Ll — Le) = %(0 - 1)=- % = Min. :»P(%, — i).

e

g'(x): 2x'ex—x2~ex _ xe-(2-x) _ x(2-x) _ 2x—x

2x - 2x - x - x
e e e e

g'(x)z O:@z 0; x(2 —x)= 0=>x1= 0, X, = 2.
e

" 2 2
_ (2-2%)—x-(2-x)€ _ ex-(2—2x—2x+x ) X —4x+2
g (x) - er - er - x

e

g”(O) = LO = 2 > 0 =>Minimo relativo parax = 0.

g(0)=—%=-+=0 = Min. 0(0, 0).
e

g (2)= 4_82+2 = _22 < 0 =Maximo relativo para x = 2.
e e




2
g2)=%: =2 5 Max =>Q(2, iz).

e e e

sk sk skeosk skosk skok skok

4°) a) Calcule la integral indefinida [ L (1 + xz)-dx,

b) De todas las primitivas de la funcioén f(x) = L (1 + xz), encuentre la que pasa
por el punto P (0, -2).

a)
L (1 + xz)-dx = [u = L(l + xz)—>du = 21’:? dx = dv-v = x}=>
=>x-L(1 + xz) — fxii—? = x-L(l + xz) -2 1112 dx =

1
1+x2

dx =

= x-L(l + xz) -2 Lt 1 dx = x-L(l + xz) -2

2
1+x

> 2-dx+2f

14+x 14+x

=x-L(1 + xz)— 2x + 2-arctgx + C.

b)

Siendo la funcién primitiva F(x) = x-L(1 + x*) — 2x + 2-arctgx + C,
tiene que cumplirse que F(0) =— 2:

F(0)= 0-L(1 + 0)— 0 + 2-arctg0 + C = C =— 2.

F(x) = x-L(l + xz)— 2x + 2-arctgx — 2

st s sk sk sk ko skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JULIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A
1°) Estudia el sistema de ecuaciones
fax + y —z=2 2ax+(a2+1)y+(a—1)z=a+5ax+a

dependiente del parametro a y resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(a1—12aa2+1a—1aa2a—2) y
M=(a1 —12ad°+1a—-1lad‘a -2 2a+5a+5).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:
2 2 2 3
|M|=|a1 —12aa +1a—-1aa a—2|=a(a +1)(a—2)—2a +ala—1)-
+a(a2+ 1)—a3(a—1)—2a(a—2)=0;
a(a3—2a2+a—2)—2a3+a2—a+a3+a—a4+a3—2a2+4a=0;
a4—2a3+a2—2a—a4—a2+4a=0; —2a3+2a=0; —2a(a2—1)=0=>

>a = =1 = 1.
a, 0,0L2 )

Para{a# — 1a#0a# + 1}=>Ran M = RanM = 3 = ne incog.=S. C. D.
Para a = 0 es

M=01-101 -100 — 2 255):{62, C, c4}=>|1 ~ 121 — 150 — 25

Antonio Menguiano



= 5-4+10+5=15—-9 = 6#0=>Rang M = 3.

Paraa = 1M = (11 — 122011 — 1 266)=>{Cz, cg,c4}=>|1 — 122

—— 4 — 6+ 6+ 12 = 8#0=Rang M = 3.

Para{a = 0a = 1}=>RanM = 2; Ran M = 3=Sistema incompatible.

Paraa =— 1M = (- 11 -1 —22 —2 —11 — 3 244)={c,—C,=cC,}=

Paraa =— 1>RanM = RanM = 2 < n® incog.=S. C. I.

Resolvemos en el caso de compatible determinado:

(a1—12aa2+1a—1aa2a—2 2a+5a+5):>{F2—>F2—2F1F3—>
1 —10a° -1 10a° -1 1 2 1 3 F >F —F
=>(Cl — a — a + a — a — a + a + ):>{3—) 3— 2}=>

= (a1 —10a°-1a+100 -2 2a+12)=>z=—1=(l —10a—110

=>(a—1)y—1=1=>y=%; ax+%+1=2; ax =1 — ail = a;:Z =
= Z:i =>x=aga;_31).
Solucion: x = Z;_i, y = ail’ z =— 1.
Para a = -1 el sistema resulta
{(—-x+y—-—z=2 —2x+2y—2z2=4 —x+y—3z2=4 , que es

compatible indeterminado y cuyas dos primeras ecuaciones son equivalentes.
Considerando las ecuaciones primera y tercera:
—x+y—2z=2 —x+y—-—3z2=4}) x—-y+z=—2 —x+y—3z=
Haciendox =A:— A+ y+1=2=y=1+ A

Solucion:x = A, y =1+ A, z =— 1, VAER.
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2°) Halla los dos puntos de la recta r= x; === 213 que estan a distancia /17
del punto P (1, -1, 4).

La ecuacion de la esfera de centro P(1, -1, 4) y radio 1/17 es la siguiente:

2

E-D'+@+ D+ @ -9 =(17);
2 2 2
X =2 +1+y +2y+1+2 — 82+ 16 = 17;

x2+y2+zz—2x+2y—82+ 1=0.
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es:
r={x=2+3Ay=—2\" z=3+ A .

Los puntos de corte de la esfera y la recta son los siguientes:

XAy 4 -2+ 2y —82+1=0r={x =2 +3Ay=—21 z=3+21
C+30)°+ =202 +B+0 =2 +30)+2(-20)- 83 + N+ 1 = 0;
44+ 120+ N + 4+ 9+ 60 +A°— 4 — 6L — 4N — 24 — 8L+ 1 = 0;

2 2
14" - 14 =0 X'~ 1=024 =— L,A =L

r={x =2+ 33Xy =—2\1 z =3+ A = Lospuntos pedidos son:
P1(_ 1, 2, 2)yP2(5, -2, 4).

Otra forma de hacer este ejercicio es la siguiente:

Un punto genéricoderes A(2 + 3A, — 2A, 3 + A).

-

AP=[P—A]=[1, -1, 4)—-@+3% —243+N0]=(=1-3% —1+2A1

|A_)P|=\/ﬁ=>\/(— 1-30°+(=1+20°+@1 -0 =17>

—1-30"+(=1+20°+(1 = 1° = 17;



1+6A 4+ +1 -+ +1-20+1" =17 142° =14, A’ =1>
s>r={x =2+ 31y =— 2\ z =3+ A = Los puntos pedidos son:
P(-1,22)yP,(5 —24).

sesk sk sk kosk skosk skok



X
\

3°) Dada la funcion f(x) = x- \/ 2x° + 3x + 2) , demuestra que existe un valor

ae(0, 2) tal que f'(a) = %. Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su

uso.

2 +3x + 2= 0 x = =08 2R 227 4 3x + 2 > 0, VXER.

La funcion f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por cual le es
aplicable el teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una funcion es
continua en [m, n] y derivable en (m, n), entonces existe al menos un valor
S)—f@) »

a€(m, n) que cumple lo siguiente: f'(a) ==

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion f(x) en el intervalo (0, 2):
0

fO=0(2) =o.

f@=2(B+6+2) =24 ==

_0 1
2—0 ) 4

N‘r—k

' [@)=f(0)
fla)= =

Lo anterior demuestra que 3a€(0, 2) tal que f'(a) = %.
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4°) Dadas las funciones f(x) = cos “Tx y g(x) = 1 — x, encuentra los tres puntos

en que se cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvas.

Las abscisas de los tres puntos de corte de las funciones dadas son las
soluciones reales de la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

f(x)=g(x)=>cos%= 1 —X>x = 0, X, = 1, X, = 2.

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la indicada en
la figura, de la cual se deduce el area a calcular, que es la siguiente:

1

S =JIf(x)— g(]dx +

0

2

+ J[g(x) — f(x)]-dx =

1

2

[cos% -1 - x)]-dx + {(1 — X — cos %)dx =

I
O%b—‘

2 2 1 2 2
— = X X _ X _ 2 LE
—[ﬂsen2 +2]+lx > senzl—
0 1
2 T 1 2 T
=(—-sen——1+—)—(—sen0)+(2—2——-senn)—(1————sen—)=
T 2 2 T 2 2
— 2
= Ll _0-0-++2=2_1=2Tx0274"
i 2 2 T T s
Aclaracion:
X X 2 2 2 2 TOX
[ cos cos - dx = {T = t—>dx = —-dt}=> [coscost-—=-dt ==-sent = —-sen —
T T T T 2
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OPCION B

1°) Dadas las matrices A = (10 — 11)yB =(21001 2), halla la matriz X que
cumple A - X =B.

AX=B, A “AX=A "B I X=A4 B>X=A4 "B *)
La matriz inversa de A es la siguiente:
(N=(1001)={F,>F,+F}=>(1011)=>4 =(1011).
Sustituyendo la matriz obtenida en (*):

X=A"B=(1011)(210012)=(210222).
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pasa por el punto P (-1, 1, 2) y
corta a las rectas rlz{x—y—z+2=0 2x+y—-—z+1=0 vy

— x4 _y _ z—4
",="1 =T =2 =71

r={x—-y—-z+2=02x+y—-—z+1=0=z=A= x—-—y=—2+A2x +
2 2 1
x==—1+-K y=x+2-A=—1+A+2-A=1-5A=y.

rE{x=—1+%?\y=1—%7\ z=A . Un punto y un vector

director de r, son: {fo(—-1,1,0) 171 (2, — 1, 3).

Los puntos P y Q determinan el vector:

PQ=[Q - Pl=[(-1,1, 0 — (- 1,1, 2)]=(0, 0, — 2).

El plano , que contiene a la recta r LY al punto P tiene la siguiente expresion

general:

nl(P; 171, P_)Q)E|x+1y—1z—22 — 1300 —2|=0; 2(x+ D+ 4y - D=

(x+1)+2(y—1):0;x+1+2y—2=0=>1115x+2y—1:0.

Un punto y un vector director de T, son: R(4, 0, 4)y v, = 1, —2,1)

Los puntos P y R determinan el vector:

-

PR=[R-P]=[(4 04— (-1, 1 2)]=@5, -1, 2).

El plano , que contiene a la recta r .Y al punto P tiene la siguiente expresion

general:

nZ(P; vZ,PR)E|x+1y—1z—21 — 215 —12]|=0;



— 4+ D+50 - D—(z-2)+10(z - 2)+ (x + 1) = 2(y — 1) = 0;

- 3x+1D)+3(y-1D+9(2z—-2)=0, x+D—-(@—-1)—3(z—-2)=0;
x+1—y+1—3z+6=0:>n25x—y—32+8=0.

La recta r pedida es la interseccion de los planos LANAL

r={x+2y —1=0 x—y—3z+8=0.
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1 x+1
3°) Calcula los siguientes limites: B (x+1)

senx x+3

1 -1

J1+x—/1—x 1-1 0 ) T
= = 2 = Indet. = {L'Hopital} = -2 2=
senx 0 0 coS X
1 1 1 1
T SO A W S € B
-2 cos x ) 1 ) 1 -
1 x+1
x+1 VT e : o x+3-2
(x+3) =1 =Indet. tipon® e=(—13 )
x+1
2 x+1 1
e (1 -|— x+3) e 1 + — e e
-2
-2 —2x—6
x+3 (x+1)' x+3 x+3 x-t3
1) 1) -2 1
=11 +—= = | lim (1 + — =e =-.
) X—-+oo ) e
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4°) Comprueba que la funcion

2 : . , : :
f)={x —2x + 2 si x<2 6 — 2x si x > 2 estad definida y es continua
en R. Encuentra sus extremos relativos y absolutos en el intervalo [-1, 3].

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 2, cuya continuidad es
dudosa.

Para que una funcidn sea continua en un punto es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

fo) =(—2x+2) =2=fQ)f(x) =(6-2x) =6-4=2 }>f(x) =

Queda comprobado que la funcion esta definida y es continua en R.

Considerando la funcién g(x) = X - 2x + 2, con x€(— oo, 2], que es
convexa (U) en su dominio, tiene su maximo absoluto en el siguiente punto:

. . Y

g =2x —2=g(x)=0=2x — 2 = 0; Ag Sl

x=1g)=1-21+2=1= V(1)

Teniendo en cuantaque f(3) =6 — 2:3 = 0=
=P(3, 0); que f(2)=2 = Q(2, 2). También son
puntos de la funcion A(— 1, 5) y B(0, 2).

Con los datos anteriores podemos deducir que la
representacion grafica de la funcion es la indicada en el grafico adjunto, de donde se
deducen los extremos pedidos, que son los siguientes:

Maximo absoluto: A(— 1, 5). Minimo absoluto: P(3, 0).

Minimo relativo: V(1, 1). Maximo relativo: Q(2, 2).
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JUNIO — 2015
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A
1°) Estudia el sistema de ecuaciones
fax —y =0 —2ax+a2y+az=—2a — ¢

dependiente del parametro a y resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(a—10—2aa2a—aa2—1a+1) y
M=(a—10 —Zaaza—aa2—1a+1 0 —2a—a—2).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:
|[M| = |a ~10 —2ad°a —aa —1la + 1|=a3(a + 1)+a2—a2(a2— 1)— 2a(c
=a4+a3+a2—a4+a2—2a2—2a=a3—2a=a(a2—2)=0:>a1=O,
a,=— 2 a,=2

Para {a;t — \/Eaio a+ + \/E}:RanM = RanM = 3 = n® incog.=S. C. D.

Paraa=0esM =(0 — 100000 —11 00 — 2)= Rang M = 2.

Paraa = 0=RanM = RanM = 2 < n® incég.=S. C. I.

Paraa =—+25 M = (=2 = 10222 —2421 =2+ 1 02242~ :

Antonio Menguiano




> |-v2 —102y2222212 - 2|=+2:|-1 —10222V2112 - 2=

=[2:(= 242+ 4 — 22+ 22 — 2,2 + 4)#0=>Rang M = 3.
Paraa =25 M = ({2 =10 — 22242 =212+ 1 0 — 22 —+2.
=>|-1002+2 = 2212+ 1 —\2-2|=—|2 - 2422+ 1 —2-2|=

=2:(2 + 2 — 21/2 — 2)#0=Rang M = 3.

Paraa =-— \/Ey a= \/E:Ran M = 2; Ran M = 3=Incompatible.

Resolvemos en el caso de compatible determinado:

ax —y =20 —2ax+a2y+az=—2a - a
ax —y =20 —2x+ay +z=—2 —
=
2 2

—2x+ax+z=—2 —ax+a(a—1)x+(a+1)z=—a—2
—a(aZ—Z)x—az=2a a(az—Z)x+(a+1)z=—a—2}:>—az+(a%
(aZ—Z)x+a—2=—2=>x= —. oy = az.

2-d° 2-a°

a az

Soluciéon: x = —~ Y = —~ Z=a — 2.
—-a 2—a

ParaQZOesM'=(O — 100000 —11 00 — 2).

Solucién:x = A, y =0, z =— 2, VAER.
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta s que pasa por el punto P (1, -2, 3) y
corta perpendicularmente a la recta
r={x+y+z—4=0 3x+y—-3z—-—2=0.

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son

los siguientes: n = (1, 1, 1)y:n2 =(3,1, —3).
v =n An =[ijk11131 —3|=-3i+3j + k— 3k — i + 3j =

=— 4i + 6] — 2k:>vr=(2, -3, 1).

El haz de planos perpendiculares ares f=2x — 3y + z + D = 0.

El plano € que contiene al punto P (1, -2, 3) es el que satisface su ecuacion:
=2x — 3y +z+ D =0P(1, - 2, 3) 1221 -3(—2)+3+D =(
=211+ D =0-D=—11 =2 n=2x — 3y + z — 11 = 0.

El punto de interseccion de la recta r y el plano Tt es la solucidn del sistema que
forman:

r={x+y+z—-—4=0 3x+y—-—3z—-2=0n=22x—-3y+z—-11 =0}

= — 2y — 6z =—10 — 5y —z=3} y+3z=5 —15y — 3z =9}= -

—14+3z=5;,3z=6, z=2. x—1+2=4;, x = 3.
El punto de corte es Q (3, -1, 2).

La recta pedida s es la que pasa por Py Q.

PQ=[Q—-P]=[3, —1,2)—(1, —2,3)]=((,1, - 1).
La expresion de s dada por wunas ecuaciones parameétricas es:
s=S{x=1+2A y=—2+2Az=3 —A

st sfe ke sk skeosk skeoosk skook
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3°) Halla las asintotas de la funcion f(x) = = ——



Verticales: Son de la forma x = k; son los valores que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

Horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma la funcion
cuando x tiende a + oo:

No tiene asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

m = fix) yn = [f(x)— mx].
21 )
m = f(x) x—2 2;5 -1 2
x x x —2x

2 2 2
n = [f(x) — mx] = (2;_—21 _ Zx) _ 2x —1x—_22x o,

Asintota oblicua: y = 2x + 4.
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x|
2
los dos puntos en que se cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre

ambas curvas.

4°) Dadas las funciones f(x) = sen COS COS “Tx ygx)=4 — 4x2, encuentra

.y X X r
La funcién f(x)= sen ——-coscos —~ puede expresarse de forma mas

sencilla de la forma: f(x) = %-Sen (Tx).

Las abscisas de los puntos de corte de las funciones son las soluciones reales
de la ecuacion que resulta de la igualacidon de sus expresiones:

f(x)=gkx)= %'(T[X) =4 — 4x2; (mx) =8 — 8x.
Las unicas raices reales de la ecuacion obtenida son x L= lyx , = 1.

Los puntos de corte son P(— 1, 0) y Q(1, 0).

La representacion grafica de la situacion es, ----i-i.i
aproximadamente, la indicada en la figura adjunta.

En el intervalo correspondiente a la superficie a =~ i
calcular, (— 1, 1), todas las ordenadas de la paradbola son
mayores que las correspondientes ordenadas de la funcién seno, por lo cual, la
superficie S a calcular es la siguiente:

1

_fl[(4 — 4x2) — %'sen (nx)]-dx =

1
S = fl[f(X) — g()]-dx =

3 1
4x 1 4 1 4 1

—[4x— -+ Zﬂ-coscos(ﬂx)] 1—(4 -5+ 2n-coscosn)—[—4 + 5+ 5o

4 1 4 1 8 16 2
=4 g td gt =8-—g=75u.
Aclaracion:

dt dt 1 1

[ sen (mx)-dx = {nx = tdx =T}:" [ sen t-— =——-coscost =— —:cos cos (Tx
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OPCION B

1°) Encuentra los valores de t € R para los que el determinante de la matriz A - B vale
O,siendoA =(2 —130t201+t3)yB=(2+t —101t047t¢t).

|A-B|=|A'|B|=12 — 130t201 + ¢3|2+¢t —101t047¢|=
=2(t21 + t3t2+t — 11¢|=26[3t — 22(1 + O] (2t + ¢ + 1) =

=263t — 2 — 20)-(t + 1)° = 2t-(t — 2)-(t + 1)° = 0={t =0t =2t =—1

|A-B|=0Oparat =0,t =2yt =— 1.
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2°) Dados los puntos P (1, 2, -1), Q (2, -1, 1) y R (3, 1, 2), encuentra todos los
posibles puntos S tales que P, Q, R y S son los vértices de un paralelogramo.

- - ¥ N,
Los casos posibles son los siguientes: PR = QS 1= : y S,

PR=[R - P|=[(3,1,2)— (L2 —1)]=@ —13). >

S, =[s,-Q=lwy2n-@ -LD=@x-2y+1z- 1.

x—2=2-x=4 y+1==1-5y=—2z—-1=3-z=4 }:51(4,_2,4

QR=[R-0Q]=1[G3,1,2)—-(2, -1, 1D]=(41, 2, 1).

PS,=[s,~ P]=[x 7. D)~ 2 - Dl=(x-1y-2z+1)

x—1=1—>x=2y—2=2—>y:4z+1=1—>z=0}:>52(2,4,0).

RP=[P-R=[(1,2 -1)-@G 12)]=(21 -3)

0S,=[s,- Q=1 »2-@ -LDl=@-2y+12z- 1.



X—=2==2-x=0y+1=1-y=0 z-1=-3-z=-2}=>5(0,0 - 2)

seskoskoskoskoskoskoskoskok



3°) Calcula los siguientes limites:

5 5 \ 9 3x—1
(\/Sx + 4x — 1—\/5x - 6x). (ﬂ) .

x2+3

(\/sz +4x — 1 —\/sz — 6x) = o0 — o0 = [ndet. =

(\/5x2+4x—1—\/5x2—6x)-(\/5x2+4x—1+\/5x2—6x)
= lim =
x—>+00 \/5x2+4x—1+\/5x2—6x

(\/5x2+4x— 1)2— (\/5x2—6x)2

5x2+4x—1—(5x2—6x)

= lim = lim =

x>+ \/5x2+4x—1+\/5x2—6x x—+00 \/5x2+4x—1+\/5x2—6x

2 2 10x—1

— lim 5x +4x—1-5x +6x lim 10x—1 — lim x _
- - - 2 2

X+ \/5x2+4x—1+\/5x2—6x x—>+00 \/5X2+4x—1+\/5x2—6x x—+oo  5x :496—1 n \/5xx—6x

10x—1 1 1
: T x : 10— 10— 10-0

= lim = lim

X—-+0o0 A\/5x2+4x—1 +A\/ 5x2—6x x—+00 \/S-I-A—LZ‘F\/S—i \/5‘|‘i—i-|-\/5—i V5+0_0+ VS_O
X x X ¢ [oe] [oe]

2
X X

10 10 _ 5
= EE T EC L

2 3x—1 2 3x—1
x +2x+1 © , o x +3+2x—2
(—) = 1 =Indet. tipo n® e=>(—) =

x2+3 x2+3
3x—1 3x—1
2x—2 1
ez e -
x 43 x +3
2x—2
2x—2
43 (3x—1)-x2+3
2x—2
1
== 1 ’ =
x +3

2x—2



6x°—8x+2

x'+3 X+3
2x—-2
. 1 6
lim (1 + — =e.
x—+o0 x +3 —_—
2x—2
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4°) Demuestra que existen ae(— 1, 1) yPe(— 1, 1), a#p, tales que f’(a) = £’(B) =
0, siendo f(x) = (x + 1 342 \/ (x

X
— 1)-sen—.

La funcién f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por ser
producto de tres funciones continuas y derivables en R, por cual le es aplicable el
teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una funcion es continua en
[m, n] y derivable en (m, n), entonces existe al menos un valor c€(m, n) que
fm)—f@) »,

cumple lo siguiente: f ’(c) =

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion f(x) en el intervalo (-1, 0):

f(—=1)= 0-e r —2-sen_T“=0.

072 3

f(0O)=((0 + 1)-e (0 — 1)-sen0 = 0.

' _ fO-f=H _ 0-0 _ 0 _
fla=—=p5 =7 =7=0

Lo anterior prueba que 3a€(— 1, 0) tal que f'(a) = 0.

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion f(x) en el intervalo (0, 1):

f)=( + 1).67@.\3/@ _

1 0 0—-0 0
fby=10t@ _ 00 0 _

Lo anterior prueba que 3b€(0, 1) tal que f'(b) = 0.

Existenae(— 1, 1) y Be(— 1, 1), a#p, tales que f'(a) = f'(b) =0, c.q.d.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JULIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se valorara el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracidon errores numéricos, de calculo, etc.,
siempre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, graficos, presentaciones,
esquemas, etc., que ayuden a visualizar mejor el problema y su solucidn se valoraran
positivamente. Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A

1°) Dada lamatriz A = (x — 25 — x) calcular qué valor debe tener x para que la
matriz inversa de A coincida con la opuesta de A (esto es, A = -A).

Por el concepto de matriz inversa: A - A =1; comoesA'=-A=> A (-A)=1:

(x =25 —x)(-x2 —5x)=(1001); (10 —x 0010 —x" )= (1001)=10 -

xX‘= 9= x = +3.

sk skeosk kosk ko skok
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2°) Considera los puntos A (2, 1, 2), B (0,4, 1) ylarectar=x =y — 2 = —.

a) Calcula un punto P de la recta que equidiste de los puntos Ay B.

b) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto A.

a)
Los puntos A (2, 1, 2), B (0, 4, 1) determinan el vector BA = (2, — 3, 1).
: - 5 3
El punto medio del segmento AB es M (1, - 7).

El haz de planos perpendiculares al segmento E, es
f=2x — 3y + z + D = 0 y el plano a, perteneciente al haz B, que contiene al
punto M es el que satisface su ecuacion:

B=2x — 3y + 2+ D = 0M(1, 5, 5)}=21 = 3- 5+ 5+ D = 0;;
15 3
2-2 1+ 24 D=0;2-6+D=0=D=4

a=2x — 3y +z+4=0

b)
Un vector director de la recta r es v o= (1, 1, 2), que también es vector normal

del haz de planos y perpendiculares a la recta r, cuya expresion general es de la forma
X=x +y+ 2z+ N =0.

El plano p, perteneciente al haz y, que contiene al punto A (2, 1, 2) es el que
satisface su ecuacion:

X=x+y+22+N=04(2,1,2)}>2+1422+N=0=>N=—7.

w=x +y+2z—-7=20

sk skeosk kosk kosk skok



3°) Para adornar un mural queremos construir un marco de madera rectangular que
encierre una superficie de cinco metros cuadrados. Sabemos que el coste de cada
centimetro de marco en los lados horizontales es de 1,5 €, mientras que en los lados
verticales es de 2,7 €. Determinar las dimensiones que hemos de elegir para que el
marco nos resulte lo mas barato posible.

Siendo x la longitud de los lados horizontales e y la longitud de los lados
verticales, el coste del marco es: Coste = C =2 - 150 - x +2 - 270 - y, teniendo en
cuenta que un metro de marco horizontal cuesta 150 € y un metro de marco vertical
cuesta 270 €.

Como la superficie es de 5 metros cuadrados es x'y = 5=y = %

El coste en funcién de x es el siguiente:

270

C(x) = 300x + 540-y = 300x + 540- = =

Para que el coste sea minimo tiene que anularse su primera derivada:

c®_ 600x-x—(300x°+2.700)-1 _ 600x°—300x'—2.700 _
- 2 - 2 -

X X

2
= 300270 — 0300x” = 2.700;; x° = 9=x = +3.

X

Por carecer de sentido logico la solucién negativa, es x = 3 m e

Elmarco mas barato tiene 3 metros de base y 1, 67 metros de altura.
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3
4°) Calcula la siguiente integral indefinida: I = [ %-dx.
X —oX

2% +x -1 |x2—5x

— 2x° + 105 2x + 10
0 +10¢° +x -l
_10x2+50X
0 4+ 51x -1
[ = [ gy —f(zx+1o+51“)dx=
x —5x x—5x
2
—fodx+10fdx+f51x1 dx = =
Six—1 S51x—1 _ S5lx—-1 _ A B _ Ax—5A+Bx __ (A+B)x+(—54)
I = =J= N dx= 2 2w x T rs o awm . 2
>A+B=51 —54=-1}24A=—2B=51-+=2—=22-p
T, e 254
= [ == 5 - — L
=>11_f(x +x_5)_ Lx + ==L(x — 5).
szmdx—x +10x+—Lx+ﬁL( —5) + C.

x5x
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5°) Una caja contiene monedas de 10 céntimos, 20 céntimos y 50 céntimos. En total
hay 350 monedas. El niimero de monedas de 50 céntimos es el doble que el de
monedas de 10 céntimos. Si en total hay 90 euros, ;cuantas monedas hay de cada
clase?

Sean x, y, z el nimero de monedas que contiene la caja de 10 céntimos, 20
céntimos y 50 céntimos, respectivamente.

x+y+z=300z=2x0,1x+ 0,2y + 0,52=90} x+y+2z=300z = 2xx -

3x + y = 30011x + 2y = 900} — 6x — 2y =— 600 11x + 2y = 900} = 5x = 3

z=120; 60 + y + 120 = 300 ;; y = 300 — 180 = 120.

Hay 60 monedas de 10 céntimos, 120 de 20 céntimos y 120 de 50 céntimos.
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OPCION B

1°) Discute en funcion del parametro m el sistema de ecuaciones
fmx+my=13x+mz=m—-2 —y+z=m — 3. Existen casos de
indeterminacion? Si la respuesta es afirmativa resolver el sistema en esos casos. Si es

negativa explicar por qué.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(mm030m0 —11) y
M=(mm300 —101mm-21m - 3).

El rango de M en funcion del pardmetro m es:

RangM = |mm030m0 — 11|=—m2+ 3m=m(3 —m)= 0=>m1= O,m2

Param #0y m # 3, Rang M = Rang M’ = 3 = n° inc6g. = Compatible determinado.

Param=0es M = (00300 —1010 —21 — 3 ). Elrango de M’ para
m = 0 es 3 por ser el determinante
{Cl,C3,C4}= 0=(00130 — 201 — 3|= 3%0.

Para m = 0, Rang M =2, Rang M’ = 3 = Incompatible.

Param =3 es M = (33300 —1013110 ), cuyo rango es 2 por ser la
primera columna igual a tres veces la cuarta.

Param = 3=>Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.=S. C. L.

Existe indeterminacion para m = 3, como acabamos de probar; las soluciones
son las siguientes:

Para m = 3 el sistema resulta: {3x + 3y =13x +3z2=1 -y +z=0.
Haciendoy =z = A:

Solucién: {x =+ — Ay = Az =1, ¥AeR.
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2°) a) Determinar el valor del pardametro o para que la recta
r=3x+y—z=22x+y+4z=1 y el plano
nm=2x + (a + 1)(y — 3)+ a(z — 1) = 0 sean paralelos.

b) ;Pertenece el punto P (1, 0, -3) al plano obtenido en el apartado anterior?

a)
Para que la recta r y el plano m sean paralelos, el vector director de la recta
tiene que ser perpendicular al vector normal del plano.

Un vector director de la recta es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que

son v, = 3,1, - 1)yv2 =(2, 1, 4).

Un vector normal del plano es n = (2, a + 1, a) y un vector director de la
recta es

v =|ijk31 —1214|=4i —2j + 3k — 2k +i—12j = 5i — 14 + k = (5, -

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

von=050G —14 12 a+ 1 a)=0;10 - 14a — 14 + a = 0;;

4
—4 —13a=0>a Z—F.

b)
El plano = resulta ser: m=2x + (— 1;"3 + 1)(y - 3)— 1;"3(2 - 1)=0;;

26x +9(y —3)—4(z—-1)=0;;26x +9y — 27 — 4z + 4 =0=>
> n=26x + 9y — 4z — 23 = 0.
Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuacion:

n=26x + 9y — 4z — 23 = 0P(1, 0,— 3)}=26 + 0 — 4-(— 3)— 23 = 0, 26 + 12

El punto P no pertenece al plano .
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3°) Dada la funcion f(x) = {ax2 + 3x si x<2 X —bx —4 si x>2:
a) Hallar los valores de a y b sabiendo que f es derivable en toda la recta real.

b) Calcular la recta tangente a la grafica de la funcion f en el punto de abscisa x = 1.

a)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion, por ser polindmica, es continua en R, excepto para x = 2 cuya
continuidad vamos a forzar determinando los adecuados valores de los parametros o
y b.

Una funcion es continua en un punto cuando se cumple que sus limites por la
1zquierda y por la derecha son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

{(ax” + 3%)= 4a + 6 = f(2) (- bx—4)=4-2p -4 =—2b }>4a+
- (D)

Para que la funcion sea derivable para x = 2, sus derivadas laterales en ese
punto tienen que ser iguales:

f'(x)={2ax + 3 si x<22x — b si x> 2 =
f@)=4a+3f(2)=4-b}=7(2)=r(")=
4a+3=4—-b da+b=1 (2

Las ecuaciones (1) y (2) determinan el sistema cuyas soluciones son los
valores pedidos:

20+ b=—34a+b=1} —2a—b=34a+ b =1}=2a = 4=a = 2.
4 + b =—3=b=—17.

b)

Para x =1 la funcién es f(x) = 2x” + 3x.

La pendiente de una funcion en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto:

f)=4x+3=>m=f(1)=4+3=7.



El punto de tangencia es: f(1) = 21°+31=4+3=7> P(1, 7).
La recta que pasa por un punto conocida la pendiente es y — Y, = m(x — xo)

; aplicada al caso de este ejercicio:

y—7=7(x—1)= 7x — 7= Tangente: t=7x — y = 0.
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4°) Representar graficamente la region del plano limitado por la curva y = 2x3, la
recta tangente a la grafica de dicha funcion en el origen de coordenadas y la recta x =
1. Calcular el area de dicha region.

El valor de la pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que
la primera derivada de la funcion en ese punto.

y' = 3x° =>y'(1) =m = 3.

La recta tangente es y = 3x.

Los puntos de corte de la funcidn y la tangente se
obtienen de la igualacion de sus expresiones:

y = 2x3y = 3x}:2x3= 3x;;2x3— 3x =03

x(2x" = 3)= 0={x, = 000, 0)  x,= éﬁp(é

El valor de la superficie a calcular es la siguiente:

1 3 3 2t | 3 2
S={(3x—2x)-dx=[ * L=(7—T)—o=

NI

1 2
S—2u
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5°) Una caja (prisma rectangular) tiene por dimensiones A, 2A y 3A. Si disminuimos
cada una de sus dimensiones en un 50 %, ;el volumen habra disminuido en un 50 %?
,Y el area total habra disminuido en un 50 %? Razona las respuestas.

Despues de la reduccion

3A
1,5A |

- ~ A
- A 0,5A

El volumen antes de la reduccion es: V L= A-2A4-3A = 6A3.

El volumen después de la reduccion es: V , = 0,54-4-1,54 = 0, 75A3.

Y, _ 0754’ 1 :
- = ’6A3 = 0,125 =+ = El volumen se ha reducido a un octavo (12.5

%).

La superficie antes de la reduccion es:
2 2 2 2
S, = 2:[(A-24) + (A-34) + (24-34)] = 2:(24" + 34" + 64") = 224",

La superficie después de la reduccion es:

S2 = 2-[(0,54-4) + (0,54-1,54) + (4-1,54)] =

= 2:(0, 54° + 0,754° + 1, 5A2) — 2.2.754° = 5,54°.

S, 5,54°

S 224°

La superficie se ha reducido a un cuarto (25 %).
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JUNIO — 2000

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el problema de cada uno de los bloques A, B,
C,DyE.

BLOQUE A

Cuestion A.- ;Cuando se dice que dos sistemas de ecuaciones lineales son
equivalentes? Se consideran los sistemas
S=2x + 2y —-—3z=1 5x—-3y—-2z=0 x+2y+3z=5+a y

T={2x + 2y — 2z =27x — 4y — 3z=0x + 4y + 3z = 8 . ;Existe algin
valor de a para el cual S sea equivalente a T? Contestar razonadamente.

Dos sistemas de ecuaciones se dice que son equivalentes cuando tienen los
mismos grupos de soluciones.

Se resuelve por Cramer el sistema T:

[22-20-4-3843| —24—48—64+24 112

X = 2227-2-3143| — —24-56-6-8+24—42 _ —112 L.
_ 122-270-3183] _ —112-6+48-42 _ 112 _ 4

y = -112 - -112 - o-112 T

, = |2227-40148] _ —6aSets-112 _ —112 _ 4
- -112 - -112 o112 T

{1, 1, 1}=>5=2x + 2y —3z=1 5x—-3y—-2z=0 x+2y+3z=5+a =

Los sistemas S y T son equivalentes Gnicamente paraa = 1.
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Problema A.- Analizar la compatibilidad del sistema
S=slx+y+az=12x—-—y+z=1 3x + ay + z = 2 en funcidon del valor
de a. Resolver en los casos en que sea compatible determinado.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(11a2 —113al)yM =(11a2 —113al1 112).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
IM|=1]11a2 —113al|=—1+2a"+3+3a—a—2=2a"+ 2a = 0;

2a(a + 1) = O=:»0L1 = 0, a,=- 1.

Para{a#0a# — 1}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Para
a=0=M=(1102 —11301 112)={F +F,=F >RangM = 2.

Paraa = 0 >Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.=S. C. L.

Para
a =— 1=>M’=(11 -12 —-113 —-11 112):>RangM'=>{Cl,C3, C4}=>

5|1 —11211312|=2+4+2-3—-3—1+ 4 = 1#0=>Rang M = 3.

Paraa =— 1 =>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Se resuelve por Cramer VaeR — {0, — 1}:

g = lllal-112a1] _ —1+a’+2+2a—a-1 _ _a’+a_ _ _a(a+d) _ 1
2a(a+1) o 2a(a+1) ~ 2a(a+1) ~ 2a(a+1) ~ 2

_ |11a211321| _ 1+4a+3-3a—2-2 _ a1

y = 2a(a+1) o 2a(a+1) " 2a(a+1)  2(a+1)

, — 1112-113a2] _ —2+2a4343-a=4 _ __a _ _ 1
2a(a+1) o 2a(a+1) ~ 2a(a+1)  2(a+1)

N S | _ _
Solucion:x = —, y =z = 21D VaeR — {0, 2}.
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BLOQUE B

Cuestion B.- Se considera la recta r={x =2ty =t z=0 y el plano
m=x + y + z — 1 = 0. Determinar las coordenadas de un punto P perteneciente a
la recta y cuya distancia al plano T sea igual que su distancia al origen de
coordenadas. ;Es unico dicho punto? Contestar razonadamente.

Por condicién del problema: d(P, 0) = d(P, o).

Un punto genérico de la rectares P(2t, t, 0).

AP, 0) =20 + £ + 02 =/5¢% = 5.

La distancia de un punto PO(xO, Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0

Ax +By +Cz +D
viene dada por la férmula d(P ,11) _ [4x,+By +C7,+D)|
: Ny
d(P, ) = t\/§=> 2t+e40-1) _ _I3t=1] _ 3t=1] _, 3t — 1] = t/15 =

V124141 vi+1+1 V3

> 3t-1=1t/15 -3t +1=1t/15}=>¢ = 115=>P1 L

3 (3—5' 3_@,0):&2:

Como se observa, existen dos puntos que cumplen la condicion pedida.
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Problema B.- Se consideran las rectas r = {x+y—-—2z2=02x—-3y+z=1
yr,= {x = 3t y=1-— 2tz =2 + t . Encontrar la ecuacion del plano que
contiene a la recta ry al punto de interseccion de r, con el plano

n=x — 3y —2z+7=0.

La expresion de r; por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:
r={x+y-22=02x-3y+z=1>3z=Ax+y=222x -3y =1-1]

S5x=1+450x=4c+X y=20—x=2———A=——+ 2>

— 1 1
=>r1={x=?+7\ y=—?+7\Z=7\

Un punto y un vector director de r son P(%, — %, O) y 1;; =(1, 1, 1).

El punto Q interseccion de r, con el planom=x — 3y — 2z + 7 = Qes:

m=x — 3y —2z+7=0 rZE{x=3t y=1-2tz=2+1t }=:
3t—3+6t—4—-2t+7=0; 7t = 0-t = 0=Q(0, 1, 2).

Los puntos P y Q determinan el vector PHQ = (— %, %, 2).

El plano B pedido contiene al punto P y tiene como vectores directores al

vector director de la recta r, v o= (1, 1, 1), y a cualquier vector que sea linealmente

1

dependiente del vector PQ = (— = %, 2), por ejemplow = (— 1, 6, 10):

B(P; J VE)E|x—%y+%2111 ~1610|=0; [5x — 15y + 152111 — 16
105x —1)— 5y + 1)+ 30z + 5z — 6(5x — 1)— 10(5y + 1) = 0;
4(5¢ — 1)— 11(5y + 1)+ 35z = 0; 20x — 4 — 55y — 11 + 35z = 0;

20x — 55y + 352 - 15=0 > B=4x — 11y + 7z — 3 = 0.
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BLOQUE C
Cuestion C. Sea g(x) la funcién definida mediante:



gx) = {ax(x + 1) sixe[— 1, 0] x(x — 1)2 si x€(0, 1].
(Para qué valores de a puede aplicarse el teorema de Rolle a la funcion g en el
intervalo [-1, 1]? Contestar razonadamente.

El teorema de Rolle dice que “si una funciéon f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valor ¢, a < ¢ < b tal que f'(c) = 0.
La funcidn g tiene que ser continua en [-1, 1] y derivable en (-1, 1).

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion g(x) es continua en R para cualquier valor real de a, excepto para el
valor x = 0, para el cual se va a determinar el valor de a para que lo sea.

Para que la funcién g sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales sean iguales e igual al valor de la funcion en ese punto.

gx) =Jax(x +1)] =0=g0)gx) = [x(x — 1)2] =0 }= g es continua

La funcion g(x) es derivable en R, excepto para el valor x = 0 cuya
derivabilidad se va a estudiar a continuacion.

Un funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales.

g'(x) = {a(2x + 1) six€[— 1, 0] 3x° — 4x + 1si x€(0, 1]. (*)
™ mx)=ax(x + 1)= ax’ + ax = m'(x) = 2ax + a = a(2x + 1).
nx) = x(x — 1)2 = n'(x) = 1-(x — 1)2 + x2(x — 1) =

=(x—1)[(x—1)+2x]=(x—1)(3x—1)=3x2—x—3x+1=3x2—4x+1

g(0)=g(0")=2a0+D=1=a=1

Ala funcion g le es aplicable el teorema de Rolle paraa = 1.
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Problema C. Determinar los coeficientes de la curva y = X+ A + Bx + C para
que sea tangente a la recta y = 3x — 2 en el punto P(1, 1) y para que tenga un extremo
local en el punto x = 4.

El punto de tangencia P(1, 1) pertenece a la curva, por lo cual: y(1) = 1:
y1)=14+A+B+C=1=2A+B+C=0. (1)
La pendiente de larectay = 3x — 2esm = 3.

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto:

y(x)=3x + 24x + Boy(1)=3231"+ 241+ B = 3>
=2A+B=0. (2)
Por tener un extremo relativo para x =4 es y'(4) = 0:

y(4)= 34"+ 244 + B=0; 48 + 84 + B = 0584 + B =— 48,
3)

De las ecuaciones (2) y (3):

2A4+B=0 8A+B=—48} —24—B=0 84+ B =— 48}>64 =— 48>

Sustituyendo los valores obtenidos de Ay B en (1):

—-8+16+C=0>C=—8.

La funcién resulta:y = X — 8x° + 16x — 8.
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BLOQUE D

Cuestion D. Sea h(t) la funcion h(t) = { 1 si t€[0, 1]2 — tsite(l, 2]. Para
X

te[0, 2] se considera la funcion F(x) = [ h(t)-dt. Entre las graficas que siguen se
0

encuentra la de la funcion F. Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ;cual
es la grafica de F?

Y Y Y
1 1 1
| : - T

1 x ) T
F(x)= [1dt + [(2 — t)-dt = [t](l) + [Zt — fT] —
0 1 1

_ ES N PP S X 12 1
—(1—0)+(2x—2) (21 2)—1+2x -2 4=t 20— 5

1

F(x)=—x7+ 2x — =

La grafica de F(x) no se encuentra entre las graficas dadas.

F(x) es una parabola convexa (V).

Otra forma de contestar a la pregunta es la siguiente:

La derivada de la funcion es F (x) = { 1 si x€(0, 1] 2 — x si x€(1, 2],
lo cual indica que la funcion en el intervalo (0, 1] es una recta de pendiente 1, es
decir, que es creciente; la unica grafica de las dadas que cumple esta condicion es la
primera, pero en el intervalo (1, 2) también es creciente, por ser 2 — x > 0, por lo

que se llega a la conclusion anterior.
skt sk sfeoskeoske sk skoskosk



Problema D. Trazar un esquema del recinto finito del plano limitado por y =

x2+4 ’
x

y==¢V el eje OY. Calcular el area de dicho recinto.

., 1 . :
La funcién y = —— es par, por lo tanto, es simétrica con respecto al eje de
x +4

ordenadas; su dominio es R y su recorrido es R(x) = [0, + o).

y = L = 0, el eje de abscisas es asintota horizontal de la funcion.

x2+4

Los periodos de crecimiento y decrecimiento de y = —— son los siguientes:
x +4

2x

y
) (x2+4)2

= {x < O—>y'(x) > 0=Crecimiento: (— o, 0) x > 0_)ny) < 0=Decrec

.y 1 X
Los puntos de corte de la funcion y = —— con la recta y = < son los
x +4
siguientes:
1 X

3 : . : .
e 160 X + 4x — 16 = 0. Resolviendo por Ruffini se obtiene su unica
x +

solucioén, que es x = 2. El Ginico punto de corte es P(Z, %)

La representacion grafica, aproximada, es la que figura a continuacion.

— R SR T e SR — Y‘

............................................

De la observacion de la figura se deduce el area a calcular, que es la siguiente:

2 2 0
— 1 _ X . e 1 . —1 . = *
S {(xm 16)dx {xm dx + 16{xdx A+ B. (¥



2 2 2

2
— 1 . —
4= { x'+4 dx = { 4("T+1)

1
£°+1

1
=>{x=2—>t=1x=0—>t=0}=>%f -2dx=%-[arctgt];=
0

1 1 L L
=S (arctgl — arctg0) = 7-(7 — 0) =g u =4
7 1 2]’ 1 2 2
X
B ——1—6-£xdx __1_6'[_2] =0 — Ty =g u = B
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B: S = —g — —; =

§ =L u'=0,27u".
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BLOQUE E
Cuestion E.- Estudiar el rango de la matriz M = (baaabaaab), mediante

transformaciones de filas y columnas, indicando en cada caso las transformaciones
realizadas.

|M|=|baaabaaab|:o{F —-F —F F —-F —F }:»|baaa—bb—a0a—b
2 2 1°3 3 1

Dividiendo las dos ultimas filas por (a = b):
(@ — b)’lbaal —1010 — 1.

Sumando a la primera columna las otras dos:
(@ — b)’|b + 2aaa0 —1000 — 1.

Desarrollando por los menores adjuntos de la primera columna:
IM| = (a — b)*>(b + 2a)|— 100 — 1|= (a — b)*(b + 2a)-1.
De lo anterior se deduce lo siguiente:

Paraa = b =0=>M =(000000000)=Rang M = 0.

Paraa = b#¥0=>M = (aaaaaaaaa)=>RangM = 1.

Paraa#b=>M = (baaabaaab)= |baab|#0=>Rang M=>2.

Para b+ — 2a=Rang M = 3.
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Problema E. Un agricultor tiene una finca de forma rectangular, uno de cuyos lados
limita con un rio. Se quiere vallar los tres lados restantes, ;cudl serd el coste minimo
si se sabe que cada metro de valla vale 8 euros y la superficie de la finca es de 2.000
metros cuadrados?

Sean x e y los lados del rectangulo, siendo x la
longitud del lado paralelo al rio.

L = x + 2y >Minima.

X

2.000
S —_—

= xy = 2.000=y == Sustituyendo este valor en la longitud:

4.000

Le)=1— 2%
X

_ 2.000 4.000
L(x)=x + 2- .

=x +
X

Para que el coste sea minimo tiene que ser minima la longitud de longitud de la
valla tiene que ser minima y, en consecuencia, su primera derivada tiene que
anularse:

L(x)= 021 — 200 _ o, 1 =200, % = 4 000=>x = +204/10.
X

X

La solucidn negativa carece de sentido logico (para maximo): x = 20-/10.

_ 2000 _ 2000 _ 100 __ 100:/10 _
=T T 0 - o - 10 =y = 104/10.

Coste = 8-(x + 2y) = 8:(201/10 + 2-101/10) = 320,/10=1.011, 93.

El coste minimo es de 1.011, 93 euros.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE VALENCIA

JULIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcidon. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbdlico ni almacenar
texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Se da el sistema de ecuaciones
{x+3y+z=ax+y—az=12x+ay — z = 2a + 3,donde aesun
parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) La solucion del sistema cuando o = -1.
b) Todas las soluciones del sistema cuando a = 0.

c¢) El valor de a para el que el sistema es incompatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

M=(13111 —a2a —1) y
M=(11231al —a —1al2Z2a+ 3 ).

El rango de M en funcion del pardmetro a es el siguiente:

IM|=113111 —a2a —1|=—1+a-6a—2+a +3=a —5a=0;

a(a — 5)= O=>a]L = 0, a2=5.
Para o = 0 es

Antonio Menguiano



M=(1310121010 —13)={C =C,+ C,)=RangM = 2.

Para o = -1 el sistema es
fx+3y+z=—1x+y+z=12x -y —z=1.

1o : 2
De la suma de las dos ultimas ecuaciones se deduce que 3x =2 = x = —-.

Restando a la primera ecuacion la segunda se deduce que 2y =-2 =y =— 1.
x+y+Z=1;;%—1+Z=1;;Z=2—%=)Z=%.
b)

Paraa = 0=>Rang M = Rang M=2<ne incdg.=S. C. I.

Para o = 0 el sistema es {x +3y +z=0x+y=12x — z = 3;
despreciando la primera ecuacion y haciendo x = A, resulta:

Solucion: {x = Ay =1 — Az =— 3 + 21}, VAER.

c)

Paraa = 5=>M =(1123151 —5 — 15113 ) = fc.c,c}=
1351112513 |-
=13+25+6—10 — 5 — 39 = 44 — 54 = 10 #0 >Rang M = 3.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

Paraa = 5=>Rang M = 2, Rang M = 3=Sistema incompatible.

El sistema es incompatible tinicamente paraa = 5.
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2°) Se dan las rectaerx;:—l = y_;ll =—s={x=14+Ay=—21 z=0 yel
punto P(0, 3, -2). Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones de la recta t que pasa por el punto Py es paralela a la recta r.
b) La ecuacion del plano w que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

c¢) La distancia entre las rectas r y s.

a)

Un vector director de r es v o= (3, —1,2).

La recta t, dada por unas ecuaciones paramétricas, es
t={x = 3pn y=3—unu z=—2+2nu.

b)
Un punto de r es A(-1, 1, 0) y un vector director de s es Vo= 1, =1, 0).

La ecuacion general del plano = es:
n(A; v, vs)E x+1y—123 —121 —10]|=0;;

20— 1)—-3z+z+2x+1)=0;2x+2+ 2y —2 —2z=0.

n=x+y—z=0.

c)
Un punto de s es B(1, 0, 0).

Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas r y s se cortan o
-

se cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector w que tiene como origen
un punto de r y como extremo un punto de s:

W=AB=B—A=(1,0,0—(—110)= (2 —1,0).

- 5 >

Segtin que los vectores [vr, v, W] sean coplanarios o no, las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.



- 5

Los vectores [vr, v, W] son coplanarios cuando su rango es menor que tres, €s

decir, cuando el determinante que determinan es cero:
3 —121 —102 —10|=—2|1 —12 —-1|=

- 5 -

=— 2:(— 1+ 2)=— 2#0= Rango [vr, v, W] = 3= Las rectas r y s se cruzan.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un
- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, v yv,y

-

un tercer vector w que tiene como origen al punto A de r y extremo el punto B de s.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

- - —) - - - - v-lv xw'
T N

V=v-(vxw)=vxv-h='v xv|-d=>d= -—

r \s r s r s v xv‘

T S
d = '”r'(”sxw)| _ |3=121-102-10] _ [—2] _ 2

'; N ;| lijk3-121-10]| |2j—3k+k+2i| |2i+2j—2k|
1 1 1 \3

unidades = d(r,s).

1
i+j—k| - - - 3
|i+j—k| S -1 J1+1+1 V3
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3°) Se da la funcion f definida por f(x)= ( xl)z. Obtener razonadamente,
X+

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El dominio y las asintotas de la funcién f.

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f.

La integral [ ——-dx.
¢) La integra f(x+1)2 X

a)
El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores que anulan el
denominador.

D(f)=R — {— 1}.

Asintotas verticales: Son de la forma x = k; son los valores finitos de x que
anulan el denominador.

Asintota vertical: x =— 1.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma
la funcidn cuando x tiende a + oo:

k=f(x) =—~—=0.

(x+ 1)2

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcién.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

f(x)

m == yn = [f(x) — mx].
m=40 - e __x __ g
x x (x+1)

No tiene asintotas oblicuas.

b)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando el valor de su
primera derivada en ese punto es positiva o negativa, respectivamente.

f'(x)= L )’ —w2(eb1) 1 _ xtl-2x _ _1-x

(x+1)" (x+1)’ x+1D)°




1—x
(x+1)°
f (x) > 0=>Crecimiento: xe(— 1, 1).

=031 —x=0>=>x=1.

f @)= 0=

f'(x) < 0=Decrecimiento: x€(— o, 1)U (1, + o).

c)

[—F—dx=>{x+1=tsx=t—1dx =dt}=> [ -dt=f(i—%)-dt=
t

(x+1) t ¢

. 1 -2 _ £ _ 1 — 1
_fT-dt—ft dt =Lt ——+C=Lt+-+C=Lx+1+—_7+C
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OPCION B
1°) Se dan las matrices A = (x1 —1y23z10)yB=(x1 —1123010).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de x para los cuales la matriz B tiene inversa.

b) El valor del determinante de las matrices A° y 2x5 —12y1032z50),
sabiendo que el valor del determinante de A es 8.

¢) Los valores de x, y, z para los cuales A = (004376 —132).

a)
Una matriz tiene inversa (es invertible) cuando su determinante es distinto de
cero.
Bl=x1 —1123010|=—1—-3x = 0;;3x =— 1=x =— .
Lamatriz B es invertible VxeR — {— %}
b)

A’ = AA4=|A)| = 1444 = |AFAlAl = 1A = 8° = 512,

A’ = 512.

|2x5 — 12y1032z50|=25|x1 —1y232z10|= 10-|A| = 10-8 = 80.

c)
A*=(x1 —1y23210)(x1 —1y23210)=

=(x2+y—zx+2—1 - x+3xy+2y+3zy+4+3 —y+6x2+yz+.

>x=—1,y=0,z=1.
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2°) Sean las rectas r=(2x —y+5=06x —z+8=0,
s={x =1—-2ay=2+az=3—a yelplano n=2x + mz + 1 = 0, siendo
m un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La posicion relativa de las rectas r y s y el punto (o puntos) comunes de ry s.
b) El valor del pardmetro m para que la recta s sea paralela al plano .

c¢) La ecuacion del plano B que contiene a la recta s y al punto P (1, 2, 4).

a)
La expresion de r={2x — y + 5 = 06x — z + 8 = 0 por unas ecuaciones
paramétricas es la siguiente:

r=(2x —y+5=06x —z+8=0=x=Ay =5+ 2\ z=8+ 6A=>r={x =

Un punto y un vector director de r son A (0, 5, 8) y v o= (1, 2, 6).

Un punto y un vector director de s son B (1,2, 3)y v o= 2 —-1,1).

Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas r y s se cortan o
-

se cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector w que tiene como origen el
punto A de r y como extremo el punto B de s:

w=AB=B —A=(1,23)-(0,58=(, —3 -5)

e

Segiin que los vectores [vr, v, W] sean coplanarios o no, las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- 5 >

Los vectores [vr, v, W] son coplanarios cuando su rango es menor que tres, €s

decir, cuando el determinante que determinan es cero:

1262 —111 —3 —5|=5-36+2+6+3+20=0 =

- o

Rango{v, v,w}: 2=
T S

Lasrectasr Yy S se cortan.




Un punto genérico de r es de la forma (A, 5 + 2A, 8 + 61) y un punto de s es de
la forma (1 - 2a, 2 + a, 3 — a); el punto comun es el que satisface ambas expresiones:

(A=1—-2a5+2A=2+a8+6A=3—-a}=>5+21-2a)=2+a;5+ 2 -
7—4a =2+ a;; 5a = 5-a = 1.

Elpunto de cortees Q(— 1, 3, 2).

b)
La recta s es paralela al plano m cuando el vector director de la recta s es
perpendicular al vector normal del plano .

Un vector director de s es v o= (2, — 1, 1) y un vector normal a 7 es
n = (2,0, m).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

von=02(2 -1 120 m=4+m=0>m=—4

Larectasyelplano wson paralelos cuando m =— 4.
c)
Un punto de s es B (1, 2, 3).
Los puntos B y P determinan el vector B_)P =P —-B=(0,01).
La ecuacion general del plano pedido B es la siguiente:
n(P;;S,B_)P)E x -1y —22z—42 —11001]|=03; —(x—1)— 2(y — 2)= 0;

—x+1-2y+4=0=>pB=x+2y—-5=0.
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3°) Se va a construir un deposito de 1500 m® de capacidad, con forma de caja abierta
por la parte superior. Su base es pues un cuadrado y las paredes laterales son cuatro
rectangulos iguales perpendiculares a la base. El precio de cada m* de la base es de 15
€ y el precio de cada m* de la pared lateral es de 5 €. Obtener razonadamente
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El coste total del deposito en funcidn de la longitud x de un lado de la base.

b) Las longitudes del lado de la base y de la altura del depdsito para que dicho coste
total sea minimo.

¢) El valor del minimo coste total del depdsito.

’ / /

V=x"h=1500 = h ==

X

Coste = C(x) = 15-x" + 4:5:(x-h) = 15x" + 20x 23 =

X

2 30.000 15x°+30.000
=15x +——= " = C(x).

b)
Para que el coste sea minimo es condicidon necesaria que se anule su primera
derivada:

' 2 3
Cx) = 45x -x—(15x2+30.000)-1 — 0> 45x3 _ 15x3 + 30.000

X

30x° = 30.000 ; x = 1.000 = 10° = x = +/1.000 = 10 metros.

c)

Coste minimo = =220 — LO00E0 — 1,500 + 3.000 = 4.500.

El coste minimo es 4.500 euros.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE VALENCIA

JUNIO — 2015

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcidon. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbdlico ni almacenar
texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1°) Se dan las matrices A =(1 —322) y B=(132 — 2). Obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La matriz inversa de la matriz A.

b) Las matrices X ¢ Y de orden 2 X 2 tales que X-A = By A'Y = B.

: : 2
¢) Justificar razonadamente que si M es una matriz cuadrada tal que M = I, donde I

. : : : 3 7
es la matriz identidad del mismo orden que M, entonces se verificaque M = M .

a)

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan:

(I)=(1001)=>{F2—>F2—2F1}=>(10 —21)=

1
:>[F2—>?F2}=>(10 _

-t>|H
|-
N—
U
——
H’ﬁ
l
£y
U
+
w
T
N
——r
U
|
|
[
|
|
N——
U

K 4
b)
-1 -1 -1 -1
X-A=B;, XXA\/A =BA ; XI=BA =X =BA
_ -1 _ (L3 L 1 1 _33 .32 26 2
X =584 _(132_2)(48 48) (4 y 3 T8 2T T 8 T s
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X=(-+214)

AY =B; AA'Y=A4 "B IY=4 "B>Y =4 "B.

-1 1 3 1 1 1 6 3 6 1 2 3
v =4 'B:(T? _T?)'(l?’z _2):(T+?T_? 7 te T
Y =(100 — 1).
c)
Una forma de justificacion:
3
M=M"M=IM=M M =M)M=I"M=IM=My>M =M
, C.q.J-

Otra forma:

2
M =MMM=(MM)M=MD"M=MM=M, cq.j
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2°) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano T que pasa por el punto P(2, 0, 1) y es perpendicular a la
rectar={x + 2y =0z =0

b) Las coordenadas del punto Q situado en la interseccion de la recta r y del plano .

¢) La distancia del punto P a la recta r, y justificar razonadamente que la distancia del

punto P a un punto cualquiera de la recta r es mayor o igual que 3—f

a)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas  es
r={x=—2Ay=12 z=0

Un vector director de r es v o= (2, — 1, 0).

El plano T, por ser perpendicular a r, tiene como vector normal a cualquiera

que sea linealmente dependiente del vector director de la recta: n = (2, — 1, 0).
La expresion general de Tt es de la forma: m=2x — y + D = 0.

Como el plano Tt contiene al punto P(2, 0, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:
nm=2x —y+ D=0 P(2,0,1)}=222—-0+4+D=0;, 4+ D =0=>D=—4

n=2x —y — 4 = 0.

b)
El punto Q situado en la interseccién de la recta r y del plano m, tiene por
componentes la solucion del sistema que forman la recta y el plano:

m=2x —y—4=0 r={x=—2Ay=X z=0 }=22(-20)—-A—-4

5)\+4=0:>7\=—% :Q(—%, —%, 0).

c)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el mdédulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.



Un punto y un vector de r son 0(0, 0, 0) y v o= (2,

-

OP=[P - 0]=(2, 0, 1).

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

S=h7Amﬂs=VthpﬂvAoﬂ=bﬂh:
r r r r

- -
v AAP'
T

v
r

>h=dPr) =

Aplicando la férmula al punto Py a la recta r:

~ 1, 0).

”/‘OP| Cijk2-10201 _ |—i+2k=2j] _ |—i—2j+2k] _ V(=D 242"

d(P,7) =

-

v
r

V22 (1) +0° C a0 V5
_ 14+ ﬁ _ 3 _ 35 u = dPr).

\5

s T
La recta r, por ser perpendicular al d _
plano m, es perpendicular a todos los Pe-—-""

segmentos situados en el plano m, por lo cual,
la distancia de P a r es la menor posible;
cualquier otro punto de r que no sea Q, estd a
mayor distancia del punto P, lo cual

demuestra lo pedido.
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3°) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion real f definido por la
expresion f(x) = (x — 1)(x — 3), siendo x un numero real.

b) El areca del recinto limitado entre las curvas y =(x — 1)(x — 3) ¢
y =— (x — D(x — 3).
c) El wvalor positivo a para el cual el drea limitada entre la curva

y =a(x — 1)(x — 3),eleje Y y el segmento que une los puntos 0(0, 0) y P(1, 0)
es 4/3.

a)

La expresion de la funcion en forma polindmica es: f(x) = x — 4x + 3.

Una funciodn es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa en ese punto, respectivamente.

f0)= 2x — 4. F)=022x —4=0; x — 2 = 0=x = 2.

Como quiera que f(x) es una parabola convexa (U), para x = 2 tiene su punto
minimo absoluto y los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0=x€(— oo, 2).

Crecimiento: f'(x) > 0=x€(2, + ).

b)

La parabolas y=(x —1)(x —3) e y=—(x— 1)(x —3) puede
expresarse de las  formas  siguientes: y = f(x)= X —4x+3 e
y = g(x)=— X+ dx — 3, respectivamente.

Los puntos de interseccion de las parabolas son las soluciones de la ecuacion
que resulta de la igualacion de sus expresiones:

X —4x +3=—x +4x—3:2x —8x+6=0:x —4x + 3 = 0;

4+4+/16—12 44+/4 442
x o= AEleTI2 b 42 241={x, = 154(1,0) x, = 3-B(3, 0) .

El vértice de la parabola convexa (U) — f(x) = X' — 4x + 3esel siguiente:



F)=2x — 4 = 0ox = 2C(2, — 1).

El wvértice de la parabola coéncava (N) - g(x)=-— X+ 4x — 3 es el
siguiente:

g(xX)=—2x + 4 = 0-x = 2D(2, 1).

...:..f[.x] =x’-4x+3

g =-x"+4x-3 O

................................

..................................

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

Por ser las ordenadas de la pardbola g(x) = — X+ 4x — 3 iguales o

mayores que las correspondientes ordenadas de la parabola f(x) = X’ — 4x + 3en
el intervalo del area a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

S = }[(— x4 4x — 3) = (x° = 4x + 3)]dx = }(— 2" + 8x — 6)dx =

2x° 8x’ 6 3 . 2x° 4 2 6 3 .
—3+2—x1——3+x—x1—

(-5-+36-18)-(-++4-6)=—18+18+5+2=Fu =S5

c)
Lacurvay = a(x — 1)(x — 3) con a > 0 es una parabola convexa (U) que
corta al eje X en los puntos A(1, 0) y B(3, 0).

La curva se puede expresar de la forma y = ax’ — 4ax + 3.

De la observacion de la figura se deduce que:




Z(ax2 — 4ax + 3)-dx = %;

ax’ 4ax’ 1_4_ a _ 4
[3 ~ +3xlo—?,(?—2a+3)—0—?,

a—6a+9=4 5=5a=>a=1.
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OPCION B

1°) Se da el sistema de ecuaciones
{(1l-—ax+Q2a+1D)y+QRa+2)z=a ax+ ay = 2a + 2

, donde a es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos
del razonamiento utilizado:

a) Todas las soluciones del sistema cuando a = 1.

b) La justificacion razonada de si el sistema es compatible o incompatible para el
valorde a = 2.

c¢) Los valores de a para los que el sistema es compatible determinado.

5

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(1-a2a+12a+ 2aa02a + 1a—1)yM'=(1—a2a+ 12a+ 2aa0

El rango de M en funcion del parametro a es:

RangM =1 —a2a+12a+ 2aa02a+ 1la—-1]|=
=—a(a— 1"+ 2a(a + 1)’ — 4a(@a + 1) - a(a - DRa + 1) =
2 2 2 2
=—a(a —2a+1)+2a(a +2a+1)—4a —4a—a(2a +a—2a—1)=
=—a3+2a2—a+2a3+4a2+2a—4a2—4a—2a3+a2+a=

=—a3+3a2—2a=—a(a2—3a+2)=0:>a1=0; a2—3a+2=0;

>a =1 a = 2.
2 2 3

_3+49-8 341 3+1
2 2

Para {a#0 a#1 a#2 }=»>Rang M = Rang M =3 =n° incodg.=S. C. D.

Paraa = lesM = (034110220 148)={F, =2F}=RangM =2

Paraa = 1=>Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I.




El sistema resulta {3y + 4z = 1x + y =4 2x + 2y = 8, equivalente a
3x+4z=1 x+y=4}

Haciendoy = A=x =4 — X 3X+4z=1; 4z=1— 3A=z = — A

o _ 1 3
Solucion:x =4 — A, y —)\,Z—T—TA, VAER.

b)
Paraa = 2esM = (- 156220231 269)>RangM = 2={c,C, C}=
=|-152226239|=—18+ 12+ 60 — 8 + 18 — 90 =— 26¢0=>RangM'= 3
Paraa = 2=Rang M = 2, Rang M’ = 3=Sistema incompatible.
c)

Como se ha demostrado en el apartado a):

El sistema es compatible determinado YaeR — {0, 1, 2}.
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2°) Sean las rectas r={x—y+3=02x—-—2z+2=0,
s=3y +1=0 x — 2z — 3 = 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos
los pasos del razonamiento utilizado:

a) El plano paralelo a la recta s que contiene a la recta r.

b) La recta t que pasa por el punto O(0, 0, 0), sabiendo que un vector director de t es

perpendicular a un vector director de r y también es perpendicular a un vector director
de s.

c) Averiguar razonadamente si existe o no un plano perpendicular a s que contenga a
larectar.

a)
Para determinar un punto y un vector de r la expresamos por unas ecuaciones
paramétricas:

r={x —y+3=02x—-—2z+4+2=0=2x=Ay=3+Az=2+2A=>r={x=2A

Un punto y un vector director de r son P(0, 3, 2) y v o= (1, 1, 2).

El vector director de una recta determinada por dos planos es linealmente
dependiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos.

s=By +1=0 x-22-3=02n=(0,30),n=(0 -2

-

v =1ijk03010 — 2|=—6i — 3k=v_=(2, 0, 1).
La ecuacién general del plano  pedido es la siguiente:
n(P; v, vS)E xy —3z—2112201|= 0;

x+4y —-3)—2z-2)—-(y—3)=0;, x+3(y—3)— 2(z—2)=0;

x+3y—-9—-2z4+4=0=>mn=x+3y—-2z—-5=0.

b)
El vector director de la recta t, por ser perpendicular a un vector director de ry
también es perpendicular a un vector director de s, es linealmente dependiente del



producto vectorial de estos dos vectores:

-

v't=|ijk112201|=i+4j—2k—j=i+3j—2k:>vt=(1, 3, —2).

La expresion de t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

c)
El haz planos perpendiculares a s tienen como vector normal al vector director
de la recta; su expresion general es de la forma f=2x + z + D = 0.

Si contiene a la recta r debe contener a todos sus puntos, para lo cual, basta que
contenga a dos de ellos. Dos puntos de r son P(0, 3, 2) y Q(1, 4, 4).

El plano a€f que contiene a P es:
B=2x +z+ D=0 P(0, 3,2)}»>0+ 2 + D = 0-D =— 2>a=2x + z —

El plano a contiene a la recta r si contiene al punto Q:
o=2x +z—2=0 Q(1, 4, 4) }=2'1 + 4 — 2#0=>Q¢aq.

No existe ningun plano perpendicular a s que contenga ar.
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3°) Un pueblo esta situado en el punto A(0, 4) de un sistema de referencia cartesiano.

El tramo de un rio situado en el término municipal del pueblo describe la curva
2

y = xT, siendo — 6<x<6. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado:

a) La distancia entre el punto P(x, y) del rio y el pueblo en funcion de la abscisa x
del punto P.

b) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia minima del pueblo.

c¢) El punto o puntos del tramo del rio situados a distancia méxima del pueblo.

2 o\
La distancia pedidaesd = AP. '\ =

d=\/(x—0)2+("72—4)2=

2 X 2
=\/x +?—2X + 16 =

=

X —16x°4256 _ AJx —16x°+256
= > _

16

d(x) = %\/x4 — 16x° + 256.

b), c)
Para que la distancia sea minima es necesario que se anule su primera derivada
y que sea positiva la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

4x°—32x _ X —8x

2/x*—16x*+256 2/x —16x°+256

d(x) =~

3
8 _ 0. x — 8x = 0; x(x2 — 8)= 0=x, = 0.

d(x) = 0=>—=

24/x*~16x°+256

X =8 =0 x =482 x =+ 22, x, =— 2,/2.

2 4 2 3 3
iy o L OB ) e
(=7 _

x'—16x*+256




5 7 > 2 3
e e s i _ 1 (3o (et vase) axle)(x' o)

2 T2 2
x —16x"+256 (x4—16x2+256)~’\/x4—16x2+256

" 1 (—8):256—0 . .
—_— .= = —_ .
d (0)=- 7564752 < 0=>Maximo relativo parax = 0

" _ 1 16:192-0 . . _
d (\/g) = 7 Tleziioz > 0=>Minimo relativo para x 2\/5.

Por ser la curva par, simétrica con respecto al eje de ordenadas, también tiene

un minimo relativo para x =— 2\/5 .
Observaciones:

1%.- Debe observarse que el maximo relativo no es la maxima distancia del rio
al pueblo en el tramo urbano; la méxima distancia del rio al pueblo se produce en los

puntos Qy Q’.

22 - Los minimos relativos si son minimos absolutos teniendo en cuenta la
indole de la curva, que es una pardbola y la maxima distancia seria infinito de no
estar acotada a valores de x<6.

Pir, )= {x =22y =2 }=P(242 2).
Qlx, y)={x =6y = 9}=0(6, 9).

Por simetria: P'(— 2\/5, 2) yQ'(— 6, 9).
La distancia maxima relativa es d(0) = %\/ﬁ = 4 unidades.

La distancia maxima absoluta es:

d =720 =6 — 0)2+ (9 — 4)° = /36 + 25 = /6127, 81 unidades.

La distancia minima es:

d(22) = /64 — 128 + 256 = 22 =3, 46 unidades.

Los puntos de minima distancia son P(Z\/E, 2) y P'(— 2\/5, 2).

Los puntos de maxima distancia son Q(6, 9) y Q'(— 6, 9).
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