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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

1°) Sabiendo que SHHzasenxtrcoscos () oo finito, calcula el valor de a y el valor
X

del limite (L denota logaritmo neperiano).

L(x+1)—a-sen x+x-coscos (3x L1—a-sen 0+0-coscos 0 0—-0+0 0
(r+1) - Gn - = = —=Ind. >
x 0 0 0
1
. . —a-coscos x +1-coscos (3x) —3x-sen (3x) 1—a+1—0 2_q 0
= {L'Hopital} = == = = =—>=a =2
2x 0 0 0

Para que el valor del limite sea finito tiene que ser a = 2.

Para a = 2 el limite resulta:

L__2-coscos x +1-coscos (3x) —3x-sen (3x)

x+1 1 .
- =Ind. ={L'Hopital} =

2x
-1 x —3- —[3- .3 1
o) +2-x —3-(3x) —[3-sen (3x)+3x-3-coscos (3x) | B — 1 +0-0—(0+0) B 1
= 2 - 2 -T2
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2°) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréﬁca de una funcién f en el punto de

abscisa x = 1 sabiendo que f(0)= 0y f (x) = —— ) parax >— 1.

x2—2)+1x+1

X x—3
0 — 3>+ 1
+ 32+ 3
0 +14
2
(X) f(x fx—2x+1 dx =

x+1

f(x—3+—)dx—

2

X
L= 3x + 4L(x + 1)+ C.

2

0)=0=>2—30+4LO+1)+C=0,0—-0+0+C=0=C=0.
2

f(x)==—3x + 4-L(x + 1).

La pendiente de la recta tangente a una funciéon en un punto es igual que el
valor de su primera derivada en ese punto:

2

1 ' 0
f@ =t sm=f1)=-"-=05m=0

El punto de tangencia es el siguiente:

2

1 1—-6+8L2 8L2-5 8L2-5
)= — 31+ 4L(1 + 1) =182 - 82 =>P(1, . )

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la

siguiente: y — Yy = m(x o xo).

8L22—5 =0(x—-1)=0; 2y —8L2 +5 = 0.




La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:

Recta tangente: t=2y + (5 — 8L2) = 0.
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3°) Considera las matrices A=(—-111010 —211) y
B=(-—332 -8748 —6 — 3).

a) Halla la matriz X que verifica AX + B = 2A.

b) Calcula B’ y B

a)
AX +B=24AX =24—-B=M: A "AX =AM IX=4 "M>

SX =4 "M (%

M=24A-B=2(—111010 —211)—(—332 — 8748 —6 —3)=

=(—222020 —422)—(—332 —8748 —6 —3)=(1 —108 —5 — 4

Se obtiene la inversa de A por el procedimiento de Gauss-Jordan:

(D=(100010001)= {F~ —F }=
= (- 100010001)={F3—>F3+2F2}=>
= (= 100010 —201)=>{F, ~F +F,F,>F, +F,}=

=(—=110010 —211)=>{F3—>—F3}=>(—1100102 -1 -1)>
:>{F1—>F1+F3}=>(10 ~ 10102 -1 —1)2A4 '=(10 —10102 — 1 — 1
Sustituyendo en (*) los valores obtenido de M y At

X=A"M=(10-10102 -1 —1)(1 —108 =5 —4 —1285)= (13 -

X=(13 -9 —58 -5 —46 -5 — 1),

b)



B°=BB=(-—332 —8748 —6 —3)(—332 —8748 —6 —3)=(1000

52016 _ (32)1008 _ o8 _ o

2016

B I
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4°) Considera el punto P(1, 0, 5) ylarectar={y + 2z = 0x = 1
a) Determina la ecuacion del plano que pasa por P es perpendicular a r.
b) Calcula la distancia de P a la recta r y el punto simétrico de P respecto ar.

a)
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es:
r={x=1 y=—2Az=2A

Un vector director de r es v o= 0, =2, 1).

El haz de planos B perpendiculares a r tiene la siguiente expresion dada en
forma general o implicita: =2y — z + D = 0.

De los infinitos planos de haz (3, el plano T que contiene al punto P(1, 0, 5) es
el que satisface su ecuacion:

B=2y —z+ D =0 P(1,0,5)}=2:0 — 5+ D = 0=D = 5.

=2y —z+ 5 = 0.

b)
El punto de interseccion de la recta r y el plano 1 es la solucion del sistema que
forman:

r={x=1 y=—2Az=A n=22y—-—z-5=0}>22(—-20)—-A+5=0;
5A—5=0; A —1=0=A=1=0(1, — 2, 1).

La distancia entre P y r es la misma

) ) r
que la distancia entre Py Q: ‘

o

|
PQ=[Q — Pl=[(1, —2 1)— (1, 0,5)] =

=, —2 - 4).

d(P, r)=%=|PﬁQ|=\/OZ+(— 2)’ + (- ° =4 + 16 =20 = 2.5



d(P, r)= 2\/§ unidades.

Se trata de encontrar el punto P, simétrico de P con respecto a la recta r.

Tiene que cumplirse que PQ = QP":

=

QP' =[P' - Q]l=[(x, v, 2)— (1, =2, D]=xx—-1,y+2,z—1).

P_)QzQ_b':(O, —2, —4)=(x— 1,y+2’z_ 1):

=>{x—-1=0->x=1 y+2==25y=—4z—-1=—4-z=-3}=>P'(1, -4

skeook sk skoskeoske sk koo



OPCION B

1°) Sea f: R—R la funcién definida por f(x) = —

x2+1 )

a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f. Calcula los puntos de corte de
dichas asintotas con la grafica de f.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f
(abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan).

c¢) Esboza la gréfica de f.

a)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k= f(x)= =0.

x
2
x +1

Eleje de abscisas es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2 -, . , .
x + 1 = 0=>x€R = La funcion f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, con m#0, m+#oo, siendo:

X
m = f(x) = Xl = 3x = 0.
x X X +x

La funcion f(x) no tiene asintotas oblicuas.

Los puntos de corte de la asintota horizontal y = 0 con la funcion se obtienen
de la igualacion de sus expresiones:

y=0f(x)=—5—1=20 = —=x = 0= 0(0, 0).
x +1 x +1 E—
b)
Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.



2

' 1-(x’+1)—x-2x t1-2x" 1—x
fx)= T = =

(+1) () (Pe)

' 2
x +1

2
: 2 : . :
Como quiera que (x + 1) > 0, Vx€R, la derivada es positiva o negativa

., 2
cuando lo sea la expresion 1 — x .

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > 0=xe(— 1,1).

Decrecimiento:f’(x) < 0=xe(— o0,— 1)U (1, + o).

Para que una funciéon tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f"(x)— —Zx-(x2+1)2_(1_x2),[2.(x2+1),2x'| _ —ZX‘(x2+1)—4x-(1_x2) _
— =) _ )t _
(x'+1) (x"+1)
— —2x°—2x—dx+4x _ 2x°—6x
(x2+1)3 (x2+1)3
f”(— 1)= _28+6 > 0=>Minimo relativo para x =— 1.

-1 1 .. 1
fD)=—07="- 7=>M1mm0:P(— 1, —7).

f”(l) = 2—;6 < 0=>Maximo relativo parax = 1.

f=

1 1 . . 1
R :»Maxlmo.Q(l, 2).

También se obtiene el maximo del podo siguiente:

Por ser f(— x) =— f(x), la funcion f(x) es simétrica con respecto al origen y,



. L . 1
en consecuencia: Maximo: Q(l, 7).

c)
Con los datos obtenidos puede hacerse un esbozo de la grafica de f(x), que es
el siguiente:

nY -
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2°) Sea f:(0, + o©)—R la funcion dada por f(x) = Lx (L representa logaritmo
neperiano).

a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto x = 1.

b) Esboza el recinto comprendido entre la graficade f,larectay = x — 1y larecta
x = 3. Calcula su érea.

a)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su primera
derivada en ese punto:

' 1 ' 1
f@=t=m=f)=1=1
El punto de tangenciaes: f(1) = L1 = 0=T(1, 0).

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la

siguiente: y — Y, = m{x — xo).

y—-0=1(x—-1)=x— 1.
La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:

Recta tangente: t=x — y — 1 = 0.

b)




De la observacion de la figura se deduce el area a calcular, que es la siguiente:
3 3 3
fl(x = 1) = Lx]-dx = [(x — 1)-dx — [ Lx-dx =
1 1 1
3

) 3
[xT — x] — [{u = Lx—du = %-dx dv = dx—v = x}=>Lx-x — fx-%-dx] =
1

3
2 2
(37—3)—(17—1)—{Lx-x—fdx] =%—3—%+ 1—[Lx-x—x]i:
1

2 -[(3L3-3)—(1L1l-1]=2-BL3-3-0+1)=2—-3L3 +2=

4 — 3L3 =4 — L27=0,70.

S=(4— L27)u’=0,70 u’.
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39 Se considera el sistema de ecuaciones lineales
{Ba—-—1x+2y=5—-—aax+y=2 3ax + 3y =a + 5

a) Discutelo segun los valores del parametro a.
b) Resuélvelo para a = 1 y determina en dicho caso, si existe alguna solucién donde

x = 4.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=Ba—-12a13a3)yA =Ba—-125—-aal23a3a+5).

El rango de la matriz ampliada en funcion del parametro a es el siguiente:

|A'|=13a — 125 —-aal23a3a+ 5|=
=Ba—-1(a+5+3al5—-—a)+ 12a — 3a(5 —a)— 6(3a — 1)— 2a(a + 5)=

=Ba—-1)(a+5—-6)+ 12a — 2a(a + 5) =

=3¢°-3a-a+1+12a—-2a"-10a=a"-2a+1=(@—-1)°"=02a=1

Para a#1=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

Paraa = lesA=(221133):A'=>(224112336)=>RanA=RangA':

Paraa = 1=Rang A = Rang A=1<ne incég.=S. C. I

b)
Para a =1 el sistema es {2x + 2y =4x+y=2 3x + 3y =6,
equivalente al “sistema” {x + y = 2, que es compatible indeterminado.

Haciendox = Aesy = 2 — A

Paraa = 1 las soluciones son:x = A, y = 2 — A, VAER.

Para A = 4 la solucion del sistemaes:x = 4, y =— 2.

seoskoskoskoskoskoskoskoskok



4°)  Considera las rectas r={fx=1+2ly=1-2Az=1 y
s=s{x + 2y =—1z=-1

a) Comprueba que ambas rectas son coplanarias y halla la ecuacion del plano que las
contiene.

b) Sabiendo que dos de los lados de un cuadrado estdn en las rectas r y s, calcula su
area.

a)
La expresion de s por wunas ecuaciones parameétricas es
s={x =— 1 =21y =2 z=—1

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta r: A(l, 1, 1)y;r =2, —1,0). Recta s:
B(- 1,0, —Dyv =(-210).

- -

Los vectores v yv_son linealmente dependientes por ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s son paralelas o coincidentes. Para
diferenciar el caso comprobamos, por ejemplo, que el punto A perteneciente a r
satisface (o no) la ecuacion de s:

A1, 1, D=>ss{fx=— 1 - 20y = A z=—1 =>A¢Es.

Las rectas r y s son paraleas, por lo cual, estan en un mismo plano.

Los puntos A(1,1, 1)yB(— 1,0, — 1) determinan el vector
BA = (2, 1, 2).

La expresion general del plano T que contiene ary s es la siguiente:

n(B; v, B_)A)E x+1yz+12 —10212]|= 0;
-2+ D+ 2+ D+ 22+ 1)—4y =0 x+1)—-2(z+ 1)+ 2y =0;
x+1—-2z—-2+4 2y =0.

nm=x + 2y —2z—-1=0.

b)
La distancia entre r y s, por ser paralelas, es igual que la distancia de un punto



de una de ellas a la otra.

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

S=P;AAﬂS=h4h}=haAmﬂ=pLhﬁ
T T T T

v /\AB|
T

>h = d(B,7) =

-

v
r

Los puntos A y B determinan el vector:

.

AB=[B - A]l=[(-1,0, —-1D—-(1, 1, D]=(-2 -1, —2).
Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

Aplicando la férmula al punto B y a la recta r:

”/‘AB' _ llijk2-10-2-1-2| _ |2i—2k—2k+4j] __ |2i+4j—4k| _

V2P (-1) 40 VA+1+0 Vs

o 2i+2j=2k] _ 214+2%+(=2)° _ 2+/1+4+4 _ 23 _ 65

s T

d(r,s)=d(B,r) =

-

r

El area del cuadrado es el cuadrado de la distancia hallada:

2
(65 _ 365 _ 36 _ 5,
cuadrado 5 o o oo

25 5
S =72u"
Te T

st sfe sk sk skeosk skosk skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

1°) Sabiendo que ( — ﬂx) es finito, calcula m y el valor del limite.

e —1 2

1 m 1 m _ 1 ~~m _ 1 m _
(ex—l o ZX) - 60—1 o T - 141 0 0 0 OOiOO (m?‘:O)ﬁlndet =
—m(e"— . . 2—-m-e" 2—m-1
= Mgu)' = 2 >Indet. ={L'Hopital} = == =TS = LUEN
Zx(e —1) 0 2~(e —1)+2x~e 0+0 0

=52 -—-m=0>m = 2.

Param = 2 el valor del limite es el siguiente:

1 m)\_ 2—2-¢" _ 1-¢ . 1-¢ _
e'—1 2x 2'(ex—1)+2x'ex e —1+x-e" e’ (1+x)—1
1-1 0 e 1
- — = — ! i - = - =
= T - =Indet. ={L'Hopital} = R e
-1 _ 1
1+0+1 2"
1 m 1
Param = 2=>( - ——) =— —.
e —1 2x 2

Antonio Menguiano
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2°) Sea f: R—R la funcién definida por f(x) = x". Encuentra la recta horizontal que

14 . 14 8
corta a la grafica de f formando con ella un recinto con area —-.

La expresion de una recta horizontal es
y = k.

La representacion grafica, aproximada,
de la situacion es la que aparece en la figura
adjunta.

Los puntos de corte de la curva y la
recta horizontal son los que se obtienen de resolver la ecuacion que determinan sus
expresiones:

k = x4:>x = i{ﬁ =>A(— \4/E, k), B(\‘l/ﬁ, k).

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion con respecto a Y, f(— x) = f(x),
se deduce el valor de la superficie del bucle:

4 \4/%4 8 4 \4/;4 4
S=2-\/E-k—fx-dx == \/E-k—fx-dx=?;
0 0

X
5 5’ 5

k s Tk 5
Yy =4 4. _ ¢ 4. (K 4 4
{x-dx—\/ﬁ-k—?, [—L —\/E-k—— iJ——\/E-k—?,

S 5
4 4

S 5
k*=5k'—4 4=4k'>k'=1>k=1.

Larecta horizontal que con f forma un bucle de area % esy = 1.

deskeoskoskoskoskoskoskoskok



39 Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
{2x —4y +2z=1 5x— 11y + 92 =Ax — 3y + 5z = 2
a) Discute el sistema segun los valores del parametro A.

b) Resuélvelo, si es posible, para A = 4.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(2 —425 —1191 — 35) y
A'=(2 —425 —1191 —35 1A2).

A'=R2 —425 —1191 — 35 1}\2)=>{F1<—>F3}=>(1 — 355 — 1192

=>{F —»F —5F F. >F —2F}=>(1 — 3504 — 1602 —8 2A—10 — 3)
2 2 1 3 3 1

A—10
2

—3):> A0 3. A —10=—62A=4

> (1 -3502 -802 -8 2 .

De lo anterior se deduce que:

ParaA = 4=>Rang A = Rang A=2<ne incog.=S. C. 1.

Para A#¥4=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

b)

Para A=4 el sistema resulta:
{2x —4y +2z=1 5x—-11y + 92 =4x -3y +5z=2 , que es
compatible indeterminado; despreciando una ecuacion (segunda) y haciendo z = A:

2x —4y =1 — 22 x — 3y =2 — 50} 2x —4y =1—2\A — 2x + 6y =— 4 +

x=3y+2-5A=——+124+2 - 50 =— >+ 7A

Solucion: {x =— % + 7Ny =— % + 4\ z = A , VAER.

sesk skeosk kosk kosk skok



4°) Considera el punto A1, - 1,1 y la recta
r={x=1+2ly=1-21A z=1
a) Calcula las coordenadas del punto simétrico de A respecto a 7.

b) Determina la ecuacion del plano T que contiene a r y pasa por A.

a)
Un vector director de r es v o= (2, — 1, 0).
El haz de planos perpendiculares ares f=2x — y + D = 0.
El plano a€f que contiene al punto A es el siguiente:
B=2x —y + D=0 A1, -1, DH)}=21—-(—-1D)+D=0 2+1+D =

>a=2x —y—3=0.
El punto Q interseccion de r y « es el siguiente:

a=2x —y—3=0 r={x=14+22y=1-2 z=1 }1=2(1 + 20)— (1 —

2+4A -1+ A—-3=0; 57\—2=0=>7\=%. /

4 9 2 3
x=1+2=1++=2y=1-rA=1-2=3% z=1}=Q(-

Para que A sea el simétrico de A con respecto a r tiene que cumplirse que:
AQ=QA'=[Q - Al=[4 - Q]

(& £1)-a 1 n]=[e - (& 2 1)



4 8 9 3 9 4 13 3 8
(& 0)=(r-pry-bz-1)=slfx-F=gor=Fy-F=g-y=

Unpuntoder={x =1+2Ay=1—-A z=1 esP(1, 1, 1).

Los puntos A1, —1,1) y P determinan el vector
AP =[P — A]= (0, 2, 0).

La ecuacion general del plano 1 pedido es la siguiente:
n(P; v, AP)E lx =1y —-—1z—-12 —10020|=0; 4(z—1)=0.

nm=z —1=0.

st s sk sk skosk ko skok
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OPCION B

2
X

1°) Sea f: R—R la funcion definida por f(x) = xe
a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

b) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de f
(abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan).

c¢) Esboza la grafica de f.

a)

2 —Xz x2
fx)=x-e =—.

Asintotas verticales: son los valores finitos que anulan el denominador.

2
Como quiera que e #0, Vx€R, f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k, siendo k los valores finitos que toma
la funcién cuando x tiende a més infinito o menos infinito:

2
k=f(x) = xxz = % =Indet.={L'Hopital} = Zxxz =
e 2x-e

Larectay = 0 es asintota horizontal en +oo de la funcion.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente.

2 2 2

f'(x) = 2x-e  + xz-(— 2x)-e = 2xe (1 — xz).

2

f(x)= 02x-e " (1 — xz) =0=x, =—1,x,=0,x,=1

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio, que es R, las raices de
la primera derivada dividen su dominio en cuatro intervalos alternativos de



crecimiento y decrecimiento. Para determinar los que son crecientes y decrecientes se
estudia un punto de uno de ellos, por ejemplo x = 2:

: 4 .
f(2)= 2-2-e (1 — 4)< 0-Decreciente.
Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0=x€(— o, — 1)U (0, 1).

Decrecimiento: f'(x) < 0=xe(— 1, 0)U (1, + o).

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativo para los valores de x que
anulan la primera derivada; para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a
la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se
trata de un minimo relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

f”(x) = 2[1-e_x2(1 — xz) + x(— Zx)-e_xz(l — xz) + x-e_xz(— 2x)] =
= Ze_xz'[l —x - 2x2-(1 — xz) — 2x2] = Ze_xz-(l — 3 — 2+ 2x4) =

= Ze_xz-(2x4 — 52" + 1) = £ (x).

f”(— 1= 26_1'(2 -5+ 1)=— %< 0=>Maximo relativo para x =— 1.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcion, los maximos y minimos de la
funcion son absolutos.

_ 1 i -
f(=1)= — = — = MAaximo obsoluto: A(— 1, .
oD e €

Por ser f(— 1) = f(1) la funcion es simétrica con respecto al eje Y, por lo

cual:
. 1
Maximo obsoluto: B(l, ?).
f”(O) = Zeo-(O — 0+ 1)= 2 > 0=>Minimo absoluto para x = 0.
f(0) = 0= Minimo obsoluto: 0(0, 0).
c)

Con los datos obtenidos en los apartados anteriores puede hacerse un esbozo de



la gréafica de la funcidn, que es el que aparece a continuacion.

seskoskoskoskoskoskskskok

2°) Calcula ] = | 1:6 7 -dx. (Sugerencia t = \/}).
X

£ |t+1

—t=t tz—t+1
-t
+ ¢t ¢t
+t
—t—1
-1

I =f1f& 'dx=>{t =\/;—>x =t'dx = 2t-dt}=>

2 3
> = [-=—2tdt = 2[-—-dt =

1+t 1+t
= 2-f(t2— t+ 1 —;)-dtz

t+1
_ 2.[

wl”w

—t72+t—L|t+1|]+C=%x\/;—x+2\/;—2L|\/;+ 1|+ c.

2
szlf&-dxz?x\/}—x+2\/§—2L|\/}+ 1|+ c.
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3°) Considera las matrices
A=(1 -10),B=(111)yCc=(111 -1 -1 —-1000).

a) Calcula el rango de AB" + Al , segun los valores de A (Bt es la matriz traspuesta de
B e I es la matriz unidad de orden 3).

b) Calcula la matriz X que verifica CX — X = 2I.

a)
AB'+ N =(1 —10)(111)+AI=(111 -1 -1 -1000)+ (A000A

=(A+111 —1A—-1 —1002).

[AB"+ M|=A+ 111 — 12— 1 —100A|=2A + DA - D+ A=
2 3
=AX -1+ 1)=2"=0=1=0.

ParaA#0 =Rang (AB" + ) = 3.

Parar=0=>AB '+ M =0 +111 —10—-1 —1000)=(111 -1 -1 — 1

=>{F2 =— Fl} SRang = 1.

ParaA = 0 >Rang (ABt + 7\1) = 1.

b)
CX—X=2[ (C=DX=2 (C—D "(C=DX=(C~-1D"2L

I[IX=(C-D""20=X=(C-D "2l (¥

Cc-I1=(111-1-1-1000)—(100010001)=(011 —1 — 2 -

Se obtiene la inversa de (C — I) por el método de Gauss-Jordan.

(1)=(100010001)=>{F2_> _pz}:

= (1000 —10001)=>{F & F}=(0 -10100001)=



=>{F2—>F1—2F2F3—>—F3}=>(—2 ~ 1010000 —1)=>{F1—>F1+F3F2—>F:

>(—2-1-110100 —1)=>(C -0 "'=(-2-1-110100 — 1)
Sustituyendo el valor obtenido en (*):

X=C—-1)""2l=(—2 -1 -110100 —1)(200020002)=(—4 — 2 -

X=(—4—-2-220200 —2).

skeoskeosk skeoskeoskeosk skoskosk



4°) Calcula la distancia entre las rectas dadas por las ecuaciones siguientes:

Un punto y un vector director de r son 0(0, 0, 0) y v o= (1, 1, 1).

Un punto y un vector director de s son A(1, 3, 0) y Vo= (1,1, —1).

Para hallar la distancia entre las rectas r y s hacemos lo siguiente:

Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas se cortan o se
-

cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector m que tiene como origen el

punto O de r y como extremo un punto Bdes: m = 04 = (1, 3, 0).

> 5 o

Segiin que los vectores [vr, v, m} sean coplanarios o no, las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- 5 o

Los vectores [vr, v, m} son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es

decir, cuando el determinante que determinan es cero:

11111 —1130|=3 -1 — 1+3=4¢0=>Rango{vr, vs,m]=3=>

>Lasrectasr Yy § secruzan.

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

_,————
- _

T &

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores

- -

_)
de las rectas v yv_y el vector m.



El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las

rectas.
Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

- - — - - - - v-lv Xm
T S
V=v-(v Xm)z'v ><v|-h=|v ><v|-d=>d= ——
r S r S r s vxv|
r S
d(r, s) = "r'(”sxm)’ _ J11111-1130] _ 14| _ 4 2
R S T ijk11111-1] |—ib4k—k—i+j] =242 =it

17)(17|
r s

2 2
= = = 2.
V(=1)*+1° 2 V2

d(r, s) = \/5 unidades.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B.

OPCION A

1°) a) Sea A un parametro real cualquiera, determine para qué valores de A el sistema
(—x+Ay+2Az=4 AXx+Ay+z=6 — M+ Ay +Az=3 +A

es compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.

b) Resuélvalo, si es posible para A = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=((—1AAAA1 —2AAA)yA =(— 1AAAAL1l — AAX 463 + A).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro A es el siguiente:
[A]=|— 1AAAA1 — AAA|=A|—11AA11 —A1A|= )\-(— A+ — A+

=M -2+ 1)=2@ - 1D =022 =0, =1

Para {A+02A+#1}=>Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.

ParaA#0=A = (- 100001000 463)=RangA =(C, C, C )=

=|-104016003|=— 3#0=RangA = 3.

ParaA = 0 >Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

Para
A=124=(-111111 - 111 464)={F =F }=Ranga = 2.

Antonio Menguiano



ParaA = 1 =>Rang A = Rang A=2<ne incodg.=S. C. I.

b)
Para A=2 el sistema resulta:
—x+2y+2z2=4 2x+2y+z=6 —2x+ 2y + 2z=5}, que es
compatible determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

422621522 2:0412611512|

X = > = > =1412611512|=8+12+5—-10 — 4 —
2:(2-1)
 |-142261-252| _ —12420-8+24+5-16 _ 13
y_ 2 - 2 - 2
7 =A124226°225] _\_ 114216 —215|=—5+8—-12+8+6 — 10 =— 5

2

- 13
Solucionix =— 1,y =—, z == 5.
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- -,

2% a) al) Si los vectores w y s verifican que |W| = |s| = 2, el angulo que forman w
y s es de 60°, determine W'(W — ;)

- -

az) Si el producto escalar del vector u + v por si mismo es 25 y el producto escalar

- - - -

de u — v por si mismo es 9. ;Cuanto vale el producto escalar de u por v?

2 Z;3ySE{x—y—z=1x—y+22=3,

b) Dadas las rectas r=x—;rl ===

determine el angulo que forman.

a)
a 1)

- > el - - -2
. o _ 1
Sabiendo que: w-s = |W||S| COS €0S a; €os cos 60° = — ; w'w = |W| y que

el producto escalar tiene la propiedad distributiva de la multiplicacion con respecto a
la suma:

-, > - - - >

-2 = 1 2 1
W-(W—S = WWwW — WS = |W| — |W|-|s|-cos cos 60° =2 — 2-2-7=

w(n—3)=2

- > -

5 N 52 S 2 52 Y52
(u+1;)-(u+1;)=|u| +u-v+v-u+|v| =|u| +2-u-v+|v| = 25.

- - -2 - > - - -, 2 -2 - > -2
(u—1;)-(u—1;)=|u| —u-v—v-u+|v| =|u| —2-u-v+|v| = 9.

L2 s 2 L2 s 2 RN
|u| + 2-uv + |v| =25 — |u| + 2-uv — |v| =— 9 }=>4.uv = 16.
uv = 4,

b)
El angulo que forman dos rectas es el que forman sus vectores directores.

Un vector director de r es v o= (3, 2, 2).

Un vector director de una recta s es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan:



SE{x—y—Zzlx—y+ZZ=3:>{n1=(1, -1, —1)n2=(1, -1, 2) }=>

=—2i—j-k+k—i-2j=-3i-3v =(10).

Del concepto de producto escalar de dos vectores:

- > - > J; ) N N
uv = |u||v| COScosa = coscosa = |q| H . Aplicandoav yv :
ul-(v
Vs (3,2,2)(1,1,0) 34240 5 5
COSCOSA =57 = e —— = = = =
v | v, 3P+ 422171240 J9+4+4+141+0 172 34

— 0,8575=a = 30° 57 50"

Lasrectasry s forman un angulo de 30° 57 50"
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3°) a) Considere la funcion f(x) = - ! —.
X—X

a 1) Determine las asintotas, si existen, de la funcion f(x).

az) Determine los extremos relativos, si existen, de la funcion f(x).

: 2
b) Determine (Lx . x2+1 ) :
x +
, ., .. 3
c¢) Calcule el area de la region encerrada entre las siguientes curvas: f(x)=x vy

gx) = 2 — x.

a)
al) Asintotas verticales: son los valores finitos de x que anulan el
denominador:

8x—x2=0; x(8—x)=0:x1=0,x2=8.

Lasrectasx = 0 (ejeY) yx = 8 son asintotas verticales de f(x).

Asintotas horizontales: son los valores finitos de la funcidén cuando x tiende a
infinito:
y = f(x) = lim 12=O.

x—oo 8x—x

Lasrectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de f(x).

La funciéon f(x) no tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las
asintotas horizontales.

az)

Para que una funcién tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicion
necesaria no es suficiente; para que exista el mdximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

f'(x)=ﬁ= 028 —2x=0; 4 —x = 0=>x = 4.
X—X

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.



f”(x)z —2.(8x—") —(8=2x)-[2-(8x—x")-(8-21) _ _2.(8x_x2)_2.§8_2x)2 _

(Bx—xz)4 (Bx—xz)
—_ . 8x—x'+64—32x+x _ 9. X —x'—24x+64
(8x—x2)3 (8x—x2)3
" 4 2
£ 4)=— 2. 4'—4 —24-43+64 —_ . 256—16—396+64 < 0=Méximo par x = 4,
(8-4-4") 16

1 1 (s 1
fO=FF=17% = Maxlmo:A(4, W)‘

b)

2 x+1 . Ly’ . 2Lx-(x*+3) o0
Lx - = 00-0=Ind.=> lim = lim =—>
2 X+l x+1 00
x +3 x—+0 g x—+00

. (x"+3)+2Lx2x

X
1

=Ind. =>{L'Hopital} = lim = 0-00 + 0-00 = 00,

xX—+o0

c)
Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacidon que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

x3:2x2—x;x3—2x2+x=0; x(x2—2x+1)=0; x(x—1)2=0$

>x =0,x,=1=00,0)yAQd 1)

El vértice de la parabola y = 2x" — xesel siguiente:

y'=4x—1=0—>x=%.

La pardbola corta el eje X en el origen y en el punto
siguiente:

y=2x2—x=0; x(2x — 1)=0=>x=%=>

1




c)

Como se aprecia en la figura, en el intervalo correspondiente a la superficie a
: 3 .
calcular, (0, 1), las ordenadas correspondientes a la curva f(x) = x son iguales o

. 2
mayores que las correspondientes de la curva g(x) = 2x — x, por lo cual, la
superficie a calcular es la siguiente:

! 3 2 L 3 2 o 953 le
S={[x —(Zx —x)]dx={(x — 2x +x)-dx=[T— 3 +T] =

4 .3 2 _ 2 2
=(1__ 21 +1_)_ 0=1_Z 1386 _ 1 20083u =5
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OPCION B

1° a) Sea “a” un parametro real. Determine el rango de
A=(@+1 —-—1a+10 — 101 — 2a), segln los valores del parametro “a”.

b) Se considera una matriz de orden 3X3 cuyas columnas son C Y C Y C , Y cuyo

determinante es 2. Se define ahora la matriz B cuyas columnas son
- C > C 3 +C Y 3C % Determine el determinante de la inversa de B, s1 existe.

a)
|[Al=]la+1 —1a+10 —101 — 2a|=—a(a+ D+ @+ 1)=(a+ DA —a

2>a =—1,a = 1.
1 2

Para{a# — 1a#1}=>Rang A = 3.

Paraa =— 124 =(0 — 100 —101 —2 —1)=1]0 — 11 — 2|=*0.
Paraa=12A =2 — 120 —101 —21)=|2 — 10 — 1|%0.

Para{a =— 1a = 1}=Rang A = 2.

b) Se considera una matriz de orden 3X3 cuyas columnas son C Y C Y C , Y cuyo

determinante es 2. Se define ahora la matriz B cuyas columnas son
—C . C 3 +C Y 3C g Determine el determinante de la inversa de B, si existe.

A=[ClCng]:>|A|=2.

B:[— C2C3+C23C1]' |B|=)— czcg+cz3c1 =

_ |— c, c33cl|+ |— c, cz3cl|= IM| + |N]|.

Se ha utilizado la propiedad de los determinante que dice que si todos los
elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada se descomponen en dos
sumandos, entonces su determinante es igual a la suma de los determinantes que
tienen dicha fila o columna el primero y es segundo sumando respectivamente, siendo
los restantes elementos iguales a los del determinante inicial.



IN| = |— C . C 5 3C ) | = 0, por tener dos lineas proporcionales.

M| = |— C C.3C |= |3C - C C | (se han rotado las columnas, o sea,
273771 1 273

que se han cambiado entre si dos columnas (dos veces), por eso continua con el
mismo signo).

M| =3-(- 1|, C,C,|=—32=-6

Se ha utilizado la propiedad de los determinantes siguientes: si los elementos
de una linea se multiplican o dividen por un numero real, distinto de cero, el valor del
determinante queda multiplicado o dividido por dicho numero. En este caso se ha
sacado factor comun 3 de la primera fila y (-1) de la segunda.

IN| = |[M|+ 0 =— 6.
Bl=—6=|B | =— ¢
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2°) Considere el plano nm=mx — 3y + 2z =1 y la recta
r=3x +y=1 2x —y+2z=1.

a) Determine para qué valores del pardmetro m la recta r y el plano 1 son secantes, es
decir, se cortan.

b) Determine el angulo que forman el plano m y la recta r cuando m = 1.

a)

Un vector normal del planotesn = (m, — 3, 2).

Un vector director de la recta es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son

n = (3, 1, O)yn2 = (2, —1,2).

v =ijk3102 —12|=2i -3k — 2k — 6] = 2 — 6j — 5k = (2, — 6,

Para que la recta r y el plano 1 sean secantes es condicion necesaria que el
vector director de la recta y el vector normal del plano no sean perpendiculares, es
decir: que su producto escalar sea distinto de cero.

von=(2 -6 —50(m -3, 2)=2m+ 18— 10 = 2m + 8#0=>m* — 4

Larectar es secante al plano m YmeER — {— 4}.

b)
Para m =1 el vector normal del plano es (1, — 3, 2).

Para una mejor comprension del ejercicio se ilustra con el esquema adjunto.

- - el Bl
Por definicion de producto escalar: nv = |n|-|vr|- COS COS o .

Proveccion der




- -

nv, (1,-3,2)-(2,—6,—5) _ 2+18-10

coscosa =

>
v
r

|n|. \/12+(_3)2+22_\/22+(_6)2+(_5)2 \149+4+/4+36+25

10 10

= e = Toip = 0,3315=a = 70°38 25"

B =90°— a = 90° — 70°38 25 = 19°21 35"

Larectaryelplano m forman un angulo de 19° 21 35",
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2x2+1
5x+1 i) x—1

3°) a) Determine el limite: (m -

L
3

b) Usando el cambio de variable t = cos cos x , calcule: | = [———"".4

1—coscos x

4

¢) Queremos construir una ventana con la forma de la figura que
aparece en el dibujo, es decir, rectangular en la parte inferior y
semicircular en la superior (la parte superior es un semicirculo
completo. Sabiendo que el perimetro de la ventana son 5 metros,
determine las dimensiones de la ventana para que la superficie de la
misma sea maxima.

a)
241 o
5x+1 3 -1 _ (5 3 4 . o
(2x—1 2) —(2 2) =1 =Ind. deltipon®e=
255 +1 241 25 +1
N 10x+2—6x+3 \ »-1 [ 4x+5)\ 1 __ [ 4x=247\ x-1 _
4x—2 T\ 4x-2 - 4x—2 -
) 2" +1
2x +1 x—1
7 x—1 1
=(1+55) " =1+==| =
7
) 7 2x°+1
4x=2 7  2x'+1 4x=2 | 4x—2 = x—1
1 7 4x—2 x—1 1 7
=11 +—== =11 +—== =
7 7
14x°+7
) 4x7—2 4-x2—4x—2x+2 lim 4124—36721-72 14 7 5
. x—+o0 4x —6x+ 4 2
=] lim |1 + =5 =e e’ =e’ =e e
X—+00 7
b)

L
3

| = f Sen x-Coscos x -dx:>(x =%—>t — %x — %—ﬂf — 32(2 ):

1—coscos x
T

S

(1 + ﬁ)-dt =[t + L|t — 1[]

Il
[ = el
[EnN
L&
QU
o~
Il
N‘ﬁ%w‘»—n
o~
[ |
=
Q
ﬁ
N‘ﬁ%w‘»—k
o~
~ |1
LIF
—_
Q.
o~
|
N‘ﬁ%m‘»—-
N‘ﬁ‘ N""



_ (L gL A2 LAz I U U/ 22 _
—(2+L|2—1|)—(2+L’2—10—2+L2— - 1L -

Sl — 2 -2 - R)+ 12 =22 12 - \2).

2

Senx-CosCosx .. _ 1—2 _ L(2 _ \/E)

1—coscos x 2

-P‘:I g,w‘:l

c)

De la figura acotada se deduce el valor de la superficie en funcion de los

valores der e h:
2 m

1
S(r,h) = 2r-h + =11 .

2 T S
El perimetro es el siguiente: J
p=2h+2r+mr=05=h="2"" —2r —

Sustituyendo en la superficie el valor de h obtenido, resulta:

S(r) = ZT'# + %.1-[.7-2 = %-(107‘ — 47‘2 - 21'[7'2 + T[T'Z) =

= %°(10r — 4r2 — T[T'Z).

Para que la superficie sea maxima es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

S(x)=—-(10 — 8r — 2mr) = 5 — 4r — T,
S”(x) =— 4 — n < 0 =>Maximo.

S(X)= 025 —4r —mr =0; 5 = (4 + 1) =31 = ——=0,70.

5 5
_ 5=2r—mr _ 5724 Wiin _ 2045m—10-5m _ 10 5
h = 2 - 2 - 2(4+1) T 2(4+m) =h = 441 =0,70.

La superficie es maxima cuando el radio y la altura miden 0, 70 metros.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B.

OPCION A

1°) a) Determine para qué valores de k el sistema
x+y+kz=6 x+ky+z=0kx—y+2z=—26} es compatible

determinado, compatible indeterminado o incompatible.

b) Resuélvalo, si es posible para k =— 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=Q1k1lk1lk —11)yA =11k1k1lk —11 60 —6).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro k es el siguiente:
Al=111k1klk —11|=k—k+k—-k +1-1=k —k = k(1 — k')

:>k1=0; k2=— 1; k3=1.

Para {k+0 k+ — 1k+1}=>Rang A = Rang A=3=ne incég.=S. C. D.

Parak = 0=A = (1101010 — 11 60 — 6)={F,=F, - F }>Rang A =

Parak =— 1=4'=(11 —11 —11 —1 =11 60 —6):>{F1:—F3}:>I

Para{k = 0k =— 1}=>Rang A = Rang A=2<ne incég.=S. C. I.

Parak =1=A"=(1111111 - 11 60 — 6):>RangA'=>(Cz, Cg, C4)=>

Antonio Menguiano



501161101 -1 —1|=—1—-6 — 6 + 1 =— 12#0=>Rang A = 3.

Parak = 1=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

b)
Para k=—1
XxX+y—z=6
siguiente  sistema:
indeterminado.

el sistema
xX—y+z=0—-—x—y+z=—061},
x+y—z=6x—-y+z=0},

resulta
equivalente  al
que es compatible

Haciendo

z =X\
X+y=6+1A x—y=—2A}=22x

=6, x=3;, y=3+ A

Soluciéon: {x = 3

y=3+Az=2A , VAER.
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2°) Determine la ecuacion de la recta, expresada como interseccion de dos planos,

que pasa por el punto P(1, — 1, 2) y es perpendicular al plano 1 determinado por
los puntos A(1, 0, 1),B(3, 2, 1) yC(2, — 1, 0).

Los puntos A, B y C determinan los vectores:

-

AB=[B - A]l=[@3 2 1)— (1,0, D]= (2, 2, 0).

-

AC=[C—-A]l=[(2, —-1,0-(,0, D]=(@1, —1, — 1.
La expresion general del plano T es la siguiente:
n(A; AB, AC)=|x — 1yz — 12201 — 1 — 1|=0;
- 2—-1)—-2z-1)-2z—-1)+2y=0, —2x—-—1)—4(z -1+ 2y =0;

x-1D+2z2-1)—-y=0 x—-1+4+2z—-2—-y=0=>n=x—-y+2z—-—3=0

Un vector normal del planomesn = (1, — 1, 2).

Las ecuaciones de dos planos Byy que contienen al punto P y son
perpendiculares al plano T son las siguientes:

B(P; AB, n)=|x — 1y + 1z — 22201 - 12|= 0;
4(x — )= 2(z — 2)— 2(z — 2) — 4(y + 1) = 0;
4x—1D—4z-2)- 4@+ D=0 (x—1D—(z—-2)—(y + 1)=0;
X—1-z+2—-y-1=03p=x—y—z=0.

y(P; AC n)=lx -1y +1z-21 -1 11 - 12]|=0;
2 - D-(+D-GE -+ -2)—(x—1)—2(y + 1) = 0;
—3x - D-30+ D=0 (x— D+ + 1)=0>y=x + y = 0.

La recta r pedida es la que determinan los planos  y y:
r={x —y—-—z=0x+y=0
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3°) a) Determine, si existen, todos los valores de los parametros a y b para que la

funcion  f(x) = {a-ex si x <01 —x si 0<x <1 b(l — ex_l) six=>1  sea
continua.

b) Considere ahora que a = 1. Usando la definicion de derivada, estudie si la
funcion es derivable en x = 0.

1

o 2
¢) Determine: (Lx)© . d) Determine: [ LY ax.
X

x

a)
La funcién f(x) es continua en RVa, bER. Se trata de determinar los valores de
a 'y b para que sea derivable en los puntos criticos x = 0y x = 1.

Para que la funcion sea continua en los puntos criticos es necesario que sus
limites laterales en esos puntos sean iguales e iguales a los correspondientes valores
de la funcioén en esos puntos.

f(x) =(a-ex) =a-eo=a-1=af(x) = (1—x2) =1-0=f0)=1}=>a

La funcion f(x) es continuaenx = Oparaa = 1.

foo =(1-%)=1-1=1 foo =[b(1-e"N]=ba - 1

La funciéon f(x) no es continuaenx = 1, VbeR.

b)
Para el estudio de la derivabilidad de la funcion en x = 0 yparaa = 1 la

., X . 2 .
funciones f(x)={e si x <01 —x si0<x < 1.
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto; como se ha visto en el apartado anterior, la funcion es continua

enx = Oparaa = 1.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto vy,
ademas, existen sus derivadas laterales y son iguales.

f'(x) = {ex si x <0 —2xsi0<x<1 =>f'(0_) — e’ = 1; f'(()+) ——2.0=0



f'(O_) * f'(0+) = La funciéon f(x) no es derivable en x = 0.

1 1 1
(Lx)¢ = (L) =o0” = o’ =Indet. =

1

=>(Lx)“7 = (%Lx) = = —=Indet. ={L'Hopital} =

x
e

1
(Lx)¢ = 0.

d)

I = f%-dxé{u = (Lx) >du = 2-Lx-%-dx = Zix dx dv = %-dx—m =[x

= (L) 2x — [ 2e 2 dx = (Lx)"2+/x — 4-[%-dx -

= (Lx)*2fx — 4-A. (¥)

A= f%-dx:[u = Lx—du = %-dx dv = %-dx—m = 2\x }=>Lx-2\/§ — IZ\/;'%'G

= Lx-2+/x — Z-I%-dx = 2\/xLx — 2+/x + C = 2\Jx-(Lx — 1)+ C = A.

Sustituyendo el valor de A en la expresion (*):

I = (L0 2\x — 4[2/eLx = D]+ C =

= 2x(L0)" — 8x-(Lx — D+ € = 22 [0’ - 4Lx - D]+ C.

I = f%i-dx = 22 [0’ - 4x - D]+ C.
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OPCION B

1°) a) Determine, si existe, la matriz inversade M = (2 — 120 — 102 — 21).
En caso de que exista, compruebe que la matriz encontrada es efectivamente la
inversa de la matriz M.

b) Determine la matriz A% + B? siendo A y B las matrices solucion del siguiente
sistema: 24 + B=(1420)A-B =1 —110)}.

a)
Una matriz tiene inversa (es invertible) cuando su determinante es distinto de
cero: |[M|=12 —120 — 102 —21|=—2+ 4 = 2.
La inversa de M se obtiene por la adjunta de la traspuesta: M = %
M=202-1-1-2201).
Adj. deMt=(|— 1 -201] —|-1 -=221||-1 —=120| —1]0201]||22
ML= AdjdeM _ (-1-320-2022-2) =L,(_ 1 -320 -2022 —2).
|M| 2 2
b)

2A+B=(1420)A-B=(1 - 110)}=>3A=(2330)=>A=(%110)

B=A-(1 —110)=(§110)—(1 —110)=(—%200)=B.

A2+BZ:AA+BB—( )(—110) (—izoo)-(—izoo)=
=(F+15+05+01+0)+(5+0 -5 +00+00+0)=(50%1)

A+ B = (505 1)=5-(14069).
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2°) a) Determine el valor del parametro a para que el plano n=x — 3y + az =— 6
sea paralelo alarecta: r={2x — 3y = 1x + 3z =— 7.

b) Determine el angulo entre esarectary el plano m=2x — 3y — z + 6 = 0.

a)

Para que el plano m sea paralelo a la recta r es necesario que el vector normal
del plano, n = (1, — 3, a), sea perpendicular al vector director de la recta.
Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es

cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan

-

r=(2x — 3y = 1x + 32 = 7 :>{n1=(2, ~3,0)0m = (1,0, 3) ]=>v'r=|ijk2

v = 3, -1, 2).

- -

vinsvn=02@ —12(1 -3 =0 3+3+6a=0;

6+6a=014+a=0=a=—1.

Larectar esparalela al plano mparaa =— 1.

b)
Un  vector normal del plano mn=2x —3y —z+6=0 es

N

n=(, -3 - 1).

Proyeccion de r

- - el
Por definicion de producto escalar: nv_ = |n|-|vr|- cos cos f3.



nwv
coscosf} = W Por ser a y 3 complementarios:
T

6+3—2 7
V1414

sena =

(2,-3,-1)-(3,-1,2) — —
\/22+(_3)2+(_1)2.\/324_(_1)2_,_22 V4+9+1+/9+1+4

Larectary elplanom forman un angulo de 30°.
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3°) a) Considere la funcién f(x) = x + %z
al) Determine el dominio y las asintotas, si existen, de la funcion f(x).

a 2) Determine los extremos relativos y puntos de inflexion, si existen, de la

funcion f(x).

b) Determine el area limitada por la curva f(x) =— 2-sen (%), y las rectas x = 0,

x = Ty el eje de abscisas y = 0.

a)

al)

2
_ 4 _ xt4
f)=x+—="—F—

El dominio de una funcién racional es el conjunto de niimeros reales excepto
los valores reales de x que anulan el denominador.

D(f)=R — {0}.

Asintotas verticales: son los valores reales de x que anulan el denominador:

Larectax = 0 (ejeY) es asintota vertical de la funcion.

Asintotas horizontales: son los k valores finitos que alcanza la funcion cuando x
tiende a mas infinito o menos infinito:

2
k=f(x) == ;4 = oo = No tiene asintotas horizontales .

Una funcidn racional tiene asintotas oblicuas cuando el grado del numerador es
una unidad mayor que el grado del denominador, como es el caso que nos ocupa. Las
funciones oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

x2+4 2
f(x) _ _xtr 1.

- 2
X X x

m =

n = [f(x) — mx] =(x2;4 —x) =M = 0.

Asintota oblicua: y = x.

az)



Una funcidn tiene un extremo relativo (maximo o minimo) cuando se anula su
primera derivada:

2 ' 2 ) 2
f(X) _ X ;4 =>f (x) — 2x-x—(x2 +4)-1 — 2x —x —4 _ X —4 .
x

2 2
X X

' 2
f(x)=0= x_24 = 0; x2—4=0=>x1=— 2, x, = 2.
X

2

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

f”(x)z 2x-x2—(x42—4)-2x _ 2x2—23x2+8 _ 13.
X X X
f”(— 2) = (_82)3 =— 1 < 0 >Maximo relativo para x =— 2.
2
f(—2)= (_2_)2+4 = _82 =— 4 =Maximo relativo: A(— 2, — 4).

f”(Z) = % = 1 > =Minimo relativo parax = 2.

La condicidon necesaria para que una funcion tenga un punto de inflexion es
que se anule su segunda derivada.

Como es f”(x) = 137&0, VX€ER.
X

La funcion f(x) no tiene puntos de inflexion.

b)

Son puntos de la curva
0@, 0), A(m, —2) y B(@2m0). La
representacion grafica, aproximada, de la
funcion se muestra en la figura adjunta.

Teniendo en cuenta que la zona de la
superficie a calcular tiene sus ordenadas
negativas, su valor es el siguiente:




0 0
S =[f(x)dx = [— 2sen (%)dx =

=— 2-}sen (%)dx:{x =0t =0x = ot = %}=— 2'}5671 t-2dt =

2

= 4- | sent-dt = 4-[— coscost ]07 = 4-[(— COS COS % ) — (= coscos 0 )] =

O%N‘:l

=4(—0+1)= 4.
S=4u.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JULIO — 2016 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcidon B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A
1°) Dado el sistema x +y + z = 2 ay +z=1x+ 2y + 2z =3}
a) Estudie su compatibilidad segun los distintos valores del namero real a.

b) Resuélvalo, si es posible, en el caso de a = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M =(1110a1122)yM'=(1110a1122 213).
El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

IM|=11110a1122|=2a+1—-a—-2=a—1=0=a=1.

Para a#1=RanM = RanM = 3 = n® incog.=S. C. D.

Para a=1 es
M=(111011122 213)=>{F1+F2=F4}:,~RangM = 2.

Paraa = 1=RanM = RanM = 2 < n® incog.=S. C. L

b)
Para a=1 el sistema es
xX+y+z=2 y+z=1x+ 2y + 2z =3}, que es compatible
indeterminado.

A. Menguiano



Despreciando la tercera ecuacion y haciendo z = A:
y=1-Xx=2-A—-y=2—-A—-1+A=1

Solucion:x =1, y =1 — A, z = A, VAER.
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2°) Considere los planos mEX + 2z = 0 ym,=z — 3=0
a) Estudie la posicion relativa de T YT,

b) Encuentre, si es posible, las ecuaciones implicitas de una recta r paralela a T YT,

a)

Los vectores normales de los planos Ty T, oson n o= (1,0, 1) y

2

-

n,= (0, 0, 1) respectivamente, que son linealmente independientes por no tener

proporcionales sus componentes y no son perpendiculares por ser distinto de cero su
producto escalar, por lo cual:

Los planos m_y m, se cortan en una recta.

b)
La recta s que determinan los planos T ym, es s=fx +z=0z-3=0.

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan:

-

[{1=(1, 0, 1){2=(o, 0, 1)}=>v's=|ijk1o1oo1|:—j=>1?s=(0, 1, 0)

La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricas es:
s={x =—3y=A z=3

La recta s es paralela al eje Y, por consiguiente, puede considerarse esta recta
como contestacion al apartado, pero, en general, basta considerar un punto cualquiera

y el vector director de s, por ejemplo, el punto P(1, 2, 3):

r={x =1 y=2+2Az=3
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3°) Sabiendo que el ( xl - 2—";) es finito, calcule el valor del nimero real m y halle
e

el valor del limite.

1 m 1 m 1 m
— o T~ = — — — = owoto=[ndet. >
e —1 X e —1 2-0 0 0
2x—me +m 0—m+m 0 ' . 2—-me’
- =—0F — = 5 ~Indet. =>{L Hopltal} > —"F =
Zx(e —1) Z(e —1)+2x-e
2—me’ 2—m
= = =22 - m=0>m= 2.
Z(ex—1)+2x-ex 0+0 -
1 m) _ 2—2¢" . 1=€ _ 1-¢ _
e'—1 2x Z(ex—1)+2x-ex e —14x-e" e’ (14x)—1
0 ' x
1-e 1-1 0 , e
= =4 = 5 =Indet. z{LHopltal}:ﬁ =
e (1+0)—-1 - e (1+x)+e
__1 5
T 14x+1 2
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4°)y Lacurvay = \3/; y las rectas x = 8 ¢ y = 1 limitan un recinto cerrado finito en
el plano.

a) Dibuje un esquema del recinto.

b) Calcule su area.

a)

La representacion grafica de la situacion, aproximada, es la que se indica en la
figura.

b)
La superficie S a calcular es la siguiente:

S =?(\3/;— 1)-dx =[f;+i — xr:[x; — xr:[%xxg/;— x]j:

1 3 1 1
=(%-8-\3/§—8)—(%-1-\3/I— 1)=%-8-2 -8 —%+ 1=5 —%=£.

17 2

S=Tu.
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OPCION B

1°) Dados los numeros reales

A=(xbcaxlacx).

a, b, c,

X,

se considera

la matriz

a) Halle los valores de a, b, c, x, para los cuales A es simétrica (recuerde que la

: e .ot
matriz A es simétricasit A = A)

b) Sia = b = ¢ = 1, halle los valores de x para los cuales A tiene inversa.

Nota: A" denota la matriz traspuesta de A.

a)

Por ser

simétrica:

A =At=>(xbcax1acx)=(xaabxcclx)=>{a= ba=cc=1.

La matriz A es simétrica VxERcona = b = ¢ = 1.

b)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Paraa=b=c=1lesA=(x111x111x).

A=|x111x111x|=x4+14+1-x—-x—-x=%x —3x+2=0

Resolviendo por Ruffini:

0
1
1
| 1
211 2
2 -2

o]

|'C:'MI'!J—"-I-J

0]

Lamatriz A es invertible VxeR — {1, — 2}.
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2°) a) Obtenga la ecuacion implicita del plano T que pasa por los puntos A(0, 2, 1),
B(1, 2, 0)yC(2, 0, — 3).

b) Halle la distancia del origen de coordenadas al plano .

a)

Los puntos A, B y C determinan los vectores:

-

AB=[B — Al=[(1, 2, 0)— (0,2, D]= (1,0, — 1).
AC=1[C-A]l=[(2 0, —3)— (0,2 D]=(2 -2 -—4).
Considerando el punto A(0, 2, 1):
n(A; AB, AC)= |xy — 22— 110 — 12 —2 — 4|=0;
2y — D=2z -1 —2x+4(y —2)=0; —2x+2(y —2)— 2(z — 1) = 0;

x—-—(-2)+-1D)=0 x—-y+2+z—-1=0.

n=x —y+z+1=0.

b)
La distancia del plano Ax + By + Cz + D = 0 al origen de coordenadas
: . D]
viene dada por la formula d(0, M) = ————.
Aplicando la féormula al planon=x — y + z + 1 = 0:
L L i unidades.

d(0, ) = 1] — =1 _
Vs’ B 3
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3°) Partiendo en dos trozos un alambre recto de 340 centimetros de longitud, se
construyen un cuadrado y un rectangulo. Sabiendo que la base del rectangulo mide el
doble que su altura, calcule las longitudes de cada uno de los trozos de alambre para
que la suma de las areas del cuadrado y del rectdngulo sea minima.

4x + 2y + 4y = 340; 4x + 6y = 340; ! y

2x + 3y = 170>y = -5, S 5y

S=Sl+52=x2+y-2y=x2+ 2y2=x2+ 2-(—
= x" +2(170 - 2%)".

Para que la superficie sea minima es condicidon necesaria que se anule su
primera derivada:

S(X) = 2% + =-(170 — 2x)-(— 2) = 2x — —(170 — 2x) = 0=

=2x =%(170 — 2x); 9x = 4-(170 — 2x); 9x = 680 — 8x; 17x = 680;

170—2x 170—2-60 170-120 50 50
= = = == 6y =26 = 100.

17 - Y= 3 - 3 - 3 - 3 3

La superficie es minima cuando los trozos son de 240 cm y 100 cm.
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2 2
4°) Obtenga I = [ A8l ax.

I
H%N

1 1 2 x P 1 2 1
= [—Lx G 2)]1 = 7-[L ]1 = 7-(L2—+2 ~ L=

1 x2+2x

2 2 2 2
4x +8x+1 .dxzf(4x2+8x + 1 )-dxzf(4+

2 2
x +2x 1\ X +2x x +2x 1

~
I
b—\'ﬁt\)

1

2 ‘dx>M + N=0 2M=1}>M=—N
x +2x

Sustituyendo el valor obtenido de A en la expresion (*):

\S]

2
I = [Z P dx = 4 + L1, 5.
1 x +2x

sk sk skeosk ko ko skok

1

2 2 2 2
— L dx = L dx = (M + N —
4 _{x2+2x dx _{x(x+2) dx _{(x t x+2)dx _f
(M+N)x+2M

x2+2x
1 f 7
1
L. (g L_ ;L
)= % (% - L3)

1
x2+2x

Mx+2M+Nx
— = = .dx

).dx

= [4dx + [ dx =40 +A=42-41+A=4+A=1 (%
X +2x




IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JUNIO — 2016 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcidon B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A

1°) Considere un nimero de tres cifras cumpliendo que la suma de su nimero de
decenas y su numero de unidades es 5, y si al nimero original le restamos el nimero
escrito con los digitos en orden contrario, se obtiene 792.

a) Escriba el sistema de ecuaciones lineales.

b) Determine la matriz del sistema y la matriz ampliada.

¢) Obtenga los posibles nimeros en las condiciones dadas.

“ Sea el numero (xyz) (no como producto).
Del enunciado del ejercicio se deduce el siguiente sistema de ecuaciones:
y +z=5(xyz)— (zyx) = 792} y +z=5100x -
y+z=5100x + 10y + z — 100z — 10y — x = 792}
Finalmente, el sistema resultantees: y + z = 5x — z = 8 }.
b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
M=011110 —11)y M'=(01110 —1 58).
c)

A. Menguiano



Por ser RangM = RangM = 2 < n%inc6g, segun el teorema de
Rouché-Frobenius, el sistema es compatible indeterminado.

Para resolver el sistema se hace, por ejemplo:
z=Ay=5—-—A x=8+ A

Los Uinicos nimeros que cumplen la condicion pedida son los siguientes:

A=0=x =8y =25, z=0=Numero 850.

A=1=x=9,y =4 z=1=Numero941.
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2°) Considere larectar={x + y —z+ 1 =0y —z=0

a) Escriba la ecuacion implicita de un plano T perpendicular a r pasando por el punto
A(— 1, 2, 2).

b) Obtenga el punto proyeccion ortogonal de P(— 1, 3, 3) sobre el plano .

a)
La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r={x+y—-—z+1=0y—-—2z=0 sy=z==x=—1=r={x =— 1y = A
Un vector director de r es v o= (0, 1, 1).

Un vector normal del plano m pedido es cualquiera que sea linealmente
dependiente del vector director de la recta.

La expresion del haz de planos perpendiculares ares =y + z + D = 0.
De los infinitos planos pertenecientes a 3, el plano T es el que contiene al
punto A(— 1, 2, 2):

B=y+z+ D=0 A= 1,2,2)}22+2+D=0,4+D=0=D=—14

=y +z—4=0.

b) r

Para la realizacion de este ejercicio se e
debe tener en cuenta que el punto
P(— 1, 3, 3) pertenece a la recta r, por lo
cual, la situacion es la indicada en el grafico 3
adjunto. i

Se trata de encontrar el punto P,
simétrico de P con respecto al plano . T

Tiene que cumplirse que PA = AP'.

-

PA=[A-Pl=[(-122-(—133)]=(0© -1 —1).



P —Al=[(ty,2)—-(—1,2D]=x+1y -2 2z—2)

o, -1

- D=x+1,y—-2,z-2)=>
>{x+1=

0Oox=—1y —2=—1-5y=1z-2=-1-5z=1}>P'(— 1,1, 1)
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3°) a) Calcule los valores a y b para que la funcion f(x) = % tenga como asintota

vertical la recta x = 2, y como asintota vertical larectay = 3.

b) Dados a y b distintos de cero, razone si la funcion tiene algiin extremo relativo.

a)

Las asintotas verticales son los valores finitos que anulan el denominador:

x—a=0=2x=2>=>a=2.

Una asintota horizontal es el valor finito de la funcidn cuando x tiende a
infinito:

y=f)=—2 =2+=3=b=3.

xX—a

b)
Para que una funcion tenga un extremo relativo es condicidon necesaria que se
anule su primera derivada:

f(x) — b.(x—a)—ﬁ)x-l — bx—ab—sz — —ab2 =0=a=00b =0, en contra
(x—a) (x—a) (x—a)

de la condicién dada de que a y b son distintos de cero.

La funcion f(x) no tiene ningun extremo relativo.
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4°) a) Dibuje un esquema del recinto cerrado plano limitado por las graficas de las

funciones f(x) = e, g(x) = e "y h(x) = €.

b) Halle el area de dicho recinto.

a)
La funciones f(x) = e y g(x)= e " son simétricas con respecto al eje de
ordenadas y se cortan en el punto A(0, 1).

' ' ' ' ' '
e ———————— e o e e e .
' ' ' ' ' ' '

H a

2 o 2z @ x

La funcién f(x) = e’ es monotona creciente por ser f (x) = e > 0, VxER;

pasa por el punto B(1, e) y corta a la funcién h(x) = e’ en el punto C (2, ez).

Porser f(x) = 0, el semieje —X es asintota horizontal de f(x) = e

Los puntos D y E son los simétricos de B y C, respectivamente.

La representacion grafica, aproximada, de la situacion se expresa en la figura.
b)

Teniendo en cuenta la simetria de las funciones, la superficie a calcular es la

siguiente:

S = Z-Z(e2 — ex)-dx = 2-[6236 — ex]z = 2'[(232 - 62) - (O - 80)] -

s =2(e + 1)u’=16,78 1",
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OPCION B

1°)  Dados los numeros reales o y b se tiene la matriz
A=(a+baaaa+ baaaa + b).

a) Obtenga el determinante de A.

b) Estudie el rango de A dependiendo de los valores de a y b.

a)

|A|=|a+baaaa+baaaa+b|=>{F2—>F2—F1F3—>F3—F1}=>Ia+baa -
=b"la+baa —110 —101[={C > C +C,+C}=b"]3a+baa010001

=b>(3a + b)|1001|=b"(3a + b)-1.

|A|=b"-(3a + b).

b)
Del apartado anterior se deduce lo siguiente:

Paraa=b =0=>A=(000000000)=Rang A = 0.

Paraa#0yb = 02A = (aaaaaaaaa)=>Rang A = 1.

Paraa = 0y b#0=>A =(b000b000b)#0=>Rang A = 3.

Para b# — 3a=|A|#0=>Rang A = 3.
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2°) a) Encuentre m tal que los puntos A(2, — 5, 2), B(4, m, 2) y C(5, — 2, 2)
estén alineados.

b) Obtenga las ecuaciones implicitas de la recta determinada por los puntos
anteriores.

¢) Halle la distancia del origen de coordenadas a la recta encontrada en b).

a)
Los puntos A(2, — 5, 2), B(4, m, 2) y C(5 — 2, 2) estan alineados

cuando los vectores AB y AC son linealmente dependientes, o sea, que sus
componentes son proporcionales.

-

AB=[B - Al=[(4 m 2)— (2 -5 2)]=(2 m+ 5, 0).

-

AC=[C—-A]l=[5, -2 2)—-(2 -5 2)]=(@, 3, 0).

2 __ m+5 _1 _ . _
5 = _0=>2—m+5,m— 3.
Los puntos A, B y C estan alineados param =— 3.

b)

Considerando el vector AC = (3, 3, 0) y el punto A(2, — 5, 2), la recta r

. .y _ x—2 y+5 z—2
tiene por expresion: r= 3 — "3 — "5 -

La expresion de r mediante unas (no las, como indica el enunciado) ecuaciones
implicitas es la siguiente: r={x — 2 =y + 5z —-2=0.

r={x—y—-7=0z-2=0

c)

La distancia de un punto a una recta puede O
determinarse teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo que determinan dos vectores es el
modulo de su producto vectorial y, de forma
geométrica, es el producto de la base por la altura. A

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

- -
vr/\AO'

v
r

S = 'Q/\Aﬁa's = ';r|-h}:> 'Jr/\[a| = |;r|-h Sh = d(0,1) =




Aplicando la férmula al punto O y a la recta r:
Siendo v o= (1, 1, 0) un vector directordery A0 = (— 2, 5, — 2):

d(0,7) = ”/‘0‘4' _ llijk110-25-2| _ |-2i+5k+2k+2j| _ |=2i42j+7k| _ (2 42°470 _
) - s - - - - -
v V12412407 V1+1+0 2 2
57 114
2 2 -

unidades.

d(0, r) = 11t

2
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3°) En un concurso se da a cada participante un alambre de dos metros de longitud
para que dobldndolo convenientemente hagan con el mismo un cuadrilatero con los
cuatro angulos rectos. Aquellos que lo logren reciben como premio tantos euros como
decimetros cuadrados tenga de superficie el cuadrilatero construido. Calcule
razonadamente la cuantia del maximo premio que se puede obtener en este concurso.

2x + 2y =20dm; x +y =10=y = 10 — x.
y S

S = x-y =>Maximo.
Sustituyendo en la formula del area el valor de y:

S=x(10 — x)= 10x — x".

Para que la superficie sea méaxima es condicidon necesaria que se anule su
primera derivada:

S(X)=10 — 2x. S(x)=0>10 —2x=0; 5 — x = 0=x = 5.
Notese que S”(x) =— 2 < 0=>Maximo parax = 5.
Sustituyendo en el valor de la altura: y = 10 — x = 10 — 5 = 5.

S = 5.5 = 25dm".

El maximo premio que puede obtenerse es de 25 euros.
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4°) Determine la funcion f: (0, + o0)—R sabiendo que es dos veces derivable, que

se cumple (1) = e + 2, que f'(l) =e+ 2yque f”(x) = — 4.
X

F =1 f Gordx = (& = Lx = [(¢" = x)ax =

X x_

. 1 _X 1 _v
=e ——F+C=e +—-+C=f().

fD=e+2=e +—+C =e+2 1+C =2C =1
La funcién derivada resulta ser f '(x) =¢ + % + 1.
FOO) = [ £ Go)-dx = f(ex Frt dx ="+ Ly + x +C,

fD=e+22e +L1+1+C =e+2 0+1+C,=25C, =1.

La funcion resulta ser f(x) = e+ Lx + x + 1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se
valorard la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico y no matematico)
utilizado por el alumno. Se valorardn negativamente los errores de calculo. Puede
utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizaran las que traigan informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A
1°) a) Discuta para que valores de m el sistema
x+(m-—-2)y+2mz=1 3x —y—2z=2 x+z=3}

es compatible.

b) Resuélvalo en el caso de m = 1.

5

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=1m—-22m3 —1 —2101) y
A=1m-22m3 —1 —2101 123).

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro m es el
siguiente:

|A|]=|1m —22m3 —1 —2101|=—1—-2(m—2)+2m — 3(m — 2)=

—1-5(m—-2)+2m=0; —1—-5m+ 10+ 2m =0; 9 = 3m=>m = 3.

Para m#3=Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Para
m=324=(1163 -1 —2101 123):>RangA':>(cl, c, C4):>

51113 —12103|=—3+2+1— 9 =— 9%0=Rang A = 3.
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Param = 3=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

b)
Para m=1 el sistema resulta:
X—y+2z=13x—y — 2z =2 x+ 2z =3}, que es compatible
determinado. Resolviendo por Cramer:
y = J17122-1-2301] _ —1+6+6+2 _ 13
o -3-149 o 6 6
11232-2131| _ 2+18-2-4+6-3 _ 17
- 6 o 6 6
[1-113-12103]| _ -3-2+149 _ 5
- 6 - 6 6
Solucién: x = 23 _ 17 _ 5
olucion:x ==,y =— -,z =~
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. x—1 +1 -3 ,
2°) Determine m para que la recta r=—— = Y — = 2 — forme un angulo de 60° con

el plano m=x + 2y + mz = 6y calcule el punto de interseccion entre ellos.

Proveccion de t/

Para que la recta r forme un angulo de 60° con el plano Tt es necesario que el
vector director de la recta y el vector normal del plano formen un dngulo de 30°.

Un vector director de la recta r es v o= (0, 1, 1) y un vector normal del plano

nes;: (1, 2, m).

Por definicion de producto escalar: n v = n| | | cos cos 30°.

1, 2 m)(0, 1, D=+1"+ 2" + m*~J0* + 1* + 1%L,
200 + 2 + m)=1/5 + m2+/3; 4 + 2m =/30 + 6m’;
2
(4+2m)2:(\/30+6m2); 16 + 16m + 4m° = 30 + 6m’;

2m’ — 16m + 14 = 0; m’ — 8m + 7 = 0; m = 2R64=20 _ G436 _ 846 _

=443=>m =1, m = 7.
1 2

Larectaryelplano n forman un angulo de 60° param = 1 yparam = 7.

El punto P de interseccion de la recta r y el plano 1 es el siguiente:

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r={x =1 y=—1+2Az=3+A



Param=1=sn=x+ 2y +z=6r={x =1 y=—1+2Az=3+A =1
1-2+20+3+A=6 3% =4-1="

{x=1 y=—142=—xz=3+2>=2 }=>p1(1,%,%)

Param =7=n=x + 2y + 7z =6r={x = 1 y=—1+2Az=3+A 1=

1 -2+ 21+ 21+ 74 =6 9A =— 1454 =— 4~
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3°) Considere la funcion f(x) = 2.¢"“P 4 4x. Calcule los maximos y minimos

relativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y demuestre que f(x) es

concava para todos los valores de x. Una funcion es concava cuando f (x) > 0.

X

f(x)= 2. "+ 4x.

1—x

foemzd ™t am 22— Feze

1mx 0; 2 = e 31 — x = 2o

f'(x) = 0=>2-(2 — el_x) =0; 2—e
=>x =— 1.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f”(— 1) = 2¢" "V = 2¢* > 0=Minimo relativo parax =— 1.

—(-1-1)

f(=1)= 2-e + 4-(— 1) = 2¢” — 4= Minimo:P(— 1, 2¢° — 4).

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es R, los periodos de
crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > 0=x <— 1.

Decrecimiento: f (x) < 0=>x >— 1.

f”(x) = 2-e > 0, VxER.

f(x) es concava (U) VXER, como se pedia demostrar.
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4°) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ (xz + 1)-Lx-dx.

3
I = f(xz + 1)-Lx-dx = [u = Lx—du = %-dx dv = (x2 + 1)-dx—>v = xT + x}=>

3 3 3 2
:Lx-(x? + x) - f(xT + x)%dx = (xT + x)-Lx - f(xT + 1)-dx =

_ X X
—(T+x)-Lx—T—x+C.

3 3
I=(x7+ x)-Lx—xT—x+C.
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OPCION B

1°) Sea lamatriz4A = (@001a001a), con a real. Calcule AZ, A° y At y calcular

r .y n
una formula general para la expresion de A .

A= AA=(@001a001a)(@001a001a)=(a"002aa"012aa’).

A'=A"A=(a"002aa"012aa")(@001a001a)=(a 003a a 03a3a a’)

A'=A"A=(a’003a"a’03a3a"a )-(a001a001a)=(a'004a’a' 06a” 4a’a

De lo anterior se deduce la potencia n-€sima de A, que es la siguiente:

n n n—-1 n nz_n n—2 n—-1 n
Az(aOOna a 0 -—a na a).

Para obtener el coeficiente del elemento a 51 S€ ha tenido en cuenta que:

La sucesion resulta: 0, 1, 3,6, ----- , que es una progresion aritmética superior:
a =0n—-10)+1n-11)+1n-12)= 13 6
" 2 3

1

- 0- (n — Dt
=014+1(n—-—1+1 i =
_ (n—1)-(n—=2)-(n=3)! _ n-1)-(n-2) _ n’—3n+2
=0+n—-1+ 312 =n—-1l+—F—=n-1+——"=
_ 2n—2+4n"—3n+2 _ n’—n
- 2 )
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: X +1 +3
2°) Determine m para que la recta r= == =
-1 m 3

ecuacion m=x + y — z = 5y calcule la distancia entre ellos.

sea paralela al plano de

La recta r y el plano  son perpendiculares cuando el vector director de la recta
y el vector normal del plano son perpendiculares, es decir, que su producto escalar
sea cero.

Un vector director de la recta r es v o= (= 1, m, 3) y un vector normal del

N

planomesn = (1, 1, — 1).
vr-n=(— 1,m 31,1 —1)=0 —14+m-—3=0>m =4

Larectaryelplano n son paralelos param = 4.

. X X +1 z+3
La distancia de la recta r=— = . T = 3

equivalente a la distancia de un punto de r a .

al planom=x + y — z = 5 es

Unpuntoderes P(0, — 1, — 3).

La distancia de un punto P O(x o Vo Z 0) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax +By +Cz +D|

_ _L0+1(=D)-1-(=3)=5] _ [0-143-5] _ 3 _
apm=dr, m= Piiten? 0 I+ B3 = 3.

viene dada por la formula d (P o n) =

La distancia de larectar al plano mes \/§ unidades.
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3°) De todos los rectangulos de diagonal d = 6\/5 cm, determine el rectangulo de
perimetro maximo.

Perimetro: P = 2b + 2h=>Maximo.

Por Pitagoras: d=b+nr>

—h =+/d° — b* =/72 — b°.

Sustituyendo en el perimetro: P = 2b + 272 — b,

-

El perimetro sera maximo cuando se anule su primera derivada:

' —2b 2b b / 2
P =2+2—=2 - = 0=>1 = ; V72 — b = b;
(b ¥ 2\72-b" 7 =0 2 b=h

=72 -b" 5 2b°=72 5 b° = 36=b = +36= b =6, b, =— 6.

La solucion negativa carece de sentido 16gico, por lo cual: b = 6.

h=172 —b" =72 —36=-36=b = 6.

Elrectangulo de perimetro maximo es un cuadrado de lado 6 cm.
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4°) Considere las funciones f(x)= X’ y gx)= 3x° — 4. Haga un dibujo
aproximado de las funciones anteriores para x€[— 3, 3]. Calcule el area limitada por
las graficas de las funciones anteriores.

Los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la ecuacidon que

resulta de la igualacion de sus expresiones: ] 3 0 4
- -1 4 -4
3 2 3 2 | - 4 0
x =3x — 4, x —3x +4=0. 2 y) 4 \
l 2 0
Resolviendo por Ruffini: 2 = =
esolviendo por Ruffini: | ﬂ-‘

Los puntos de corte son A(— 1,— 1) y B(2, 8).

El vértice de la pardbola es el siguiente:

g'(x) = 6x=>g'(x) = 0=6x = 0=x = 0.

g(0)= 30" — 4 =— 4=V(0, — 4).

La representacion grafica de la situacion es, =l
aproximadamente, la que indica la figura adjunta.

En el intervalo correspondiente al area a calcular, todas las ordenadas de la

., 3 : :
funcion f(x) = x son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la

funcién g(x) = 3x° — 4.
El area a calcular es la siguiente:

S = }[x3 — (3x" = 4)]dx = }(x3 — 3% + 4)dx = [’%— 3;‘3 + 4x]2
-1

=["—4—x3+ 4x]2 =(ZT4—23+ 4.2)—[(‘7”4—(— 1)° + 4-(— 1)]:

_ 1 _ 5 1 112-1 _ 111 2
=4-8+8-——-—-1+4=7-—=—"=—;Uu
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Conteste de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se
valorard la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico y no matematico)
empleado por el alumno. Se valoraran negativamente los errores de calculo. Puede
utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizaran las que porten informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A
1°) a) Discuta para qué valores de a el sistema
x+(a—-—1y+3z=1 3x + 2y +z=—1 —ax —y+z=1}

tiene solucion.

b) Resuélvalo en el caso (o casos) en que sea compatible indeterminado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(la-13321—-a —11) y
M =(1a-13321-a -11 1 —11).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|[=11a—13321 —a —11|=2-9—-a(a—1)+6a+1—-3@a—-1

——6-ad4+a+6a—-3a+3=—a"+4a-3=0; a"—4a+ 3 = 0;

_ 4+\16—12 _ 4+4 442
2 2

o= 211=>a1 =1, a, = 3.

Para {a#1 a+#3 }=»Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Para
a=15M =(103321 =1 =11 1 — 11)=>RangM = {F, > F, — 3F F - F
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= (10302 —80 —14 1 —42):>{F2=— 2F3}=>RangM'=2.

Paraa = 1=>Rang M = Rang M=2<ne incég.=S. C. I.

Para
a=3=>M'=(123321 -3 -11 1 — 11):>RangM':>{F2—>F2—3F1F3—>F

= (1230 —4 — 80510 1 —44)=>[Fzz—%Fz}:(1230120510 114)

(10 —1012000 —11 — 1)=>RangM = 3.

Paraa = 3=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)
Para a=1 el sistema resulta:
x+3z2=13x+ 2y +z=—1 - x—-y+z=1} que es
compatible indeterminado. Despreciando la segunda ecuacion, por ejemplo, y
haciendo z = A, resulta:

x+3A=1—-x—-y+A=1}=x=1 - 3A
y=—x+A—-1=—14+3A+A—-1=—2+ 4\

Solucion:x =1 — 3\, y =— 2 + 4A, z = A, VAER.
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2°) Dados los puntos A(0, 0, 0) y B(1, 1, 2), determina los puntos C y D tales que el
cuadrilatero ABCD es un rectangulo en el plano m=x + y — z = 0y la coordenada
x del punto C valga 1. Ved la figura adjunta.

C D

A B

Los puntos del plano m tienen la forma general P(x, y, x + y); en particular,
elpuntoCes C(1, y, 1 + y)yelpuntoDes D(x, y, x + y)

-

AB=[B—-A]=[(1,1, 2)—- (0,0, 0)]= (1, 1, 2).

-

BC=[C-B]=[1Ly1+y»-(112)]=0y—-1y-1).

-

AC=[C-Al=[1»1+»-(,00]=1 y 1+y).
Los puntos ABC determinan un triangulo rectdngulo, por lo cual:
o2 2 5 2
|4B| +|ac| = |Bc| =
s+ 1+ 2+ [P+ +a+ =0+ - D+ - D
2 2 2 2
1+1+4+1+y +1+2y+y =2y -2y +1)=2y -4y + 2

44+1+142y=—14y; 6 =—6y=>y=—1> C(1, — 1, 0).

AB = CD. Siendo D(x, y, z):

(1,1,2)=CD=[D —Cl=[(, 3, 2)— (1, —1,0)]=x -1,y +1,2)=>
>x—1=1-x=2y+1=1-y =0 z=2}>=> D20, 2).
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: ., -3
3°) Considere la funcion f(x) = e —x—2, para x=0. Calcule los extremos
relativos, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y deducir que si x=>4,

f0)= — 4.

Una funcidn tiene un maximo o un minimo relativo cuando se anula su primera
derivada:

f)=€¢ " —1=02e " =12x — 3 = 0=x = 3.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva se trata de un minimo vy, si es negativa, de un maximo.

f”(x) =7 =>f”(3) =’ =¢’ =1 > 0=Minimoparax = 3.

fB)=e =3-2=1-"5=— 4= Minimo:A(3, — 4).

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

Teniendo en cuenta que D(f)=R, los periodos de crecimiento y decrecimiento
son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0=>x€(— oo, 3).

Crecimiento: f'(x) > 0=>x€(3, + ).

Teniendo en cuenta el periodo de crecimiento de la funcidén es (3, + ) y que
f(3) =— 4, queda justificado que:

Six=4es f(x)= — 4.
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4°) Haga un dibujo aproximado de las curvas y = senx e y = cos cos x, con
U T . . , .
xE[— - |- indicando los puntos en que se cortan. Calcular el darea del recinto

. . . T
limitado por las dos curvas anteriores y las rectas x =— —y x = —.

Los puntos de corte de dos funciones se obtienen de la ecuacion que resulta de
la igualacion de sus expresiones:

s . .7 . s TT
senx = COSCOSX =X = . Unica solucion en el intervalo [— - T]'
Noétese que en el intervalo correspondiente al area a calcular, todas las
ordenadas de la funcion y = coscosx son iguales o mayores que las

correspondientes ordenadas de la funcion y = sen x, por lo cual, la superficie a
calcular es la siguiente:

T

4

S = ) (coscosx — senx)-dx = [senx + cos x]

4

ph‘_ﬁéh

=(sen%+ coscos%)—(sen_T“+ cos cos —- ): f 42 _(ﬁ n —ﬁ)

BB, 5o 2
=4S - = 2u'=1,414 0
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OPCION B

1°) Calcule la matriz X tal que A-X*A =B, con A=(201211100) y
B=(033220302).

A-X-A = B, multiplicando por la izquierda y por la derecha por la inversa de la
matriz A:

At AaxAaA  =aBa T 1x1=4"BA ">

SX=A4"BA"

: : : -1 . de A’
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: A ~ = ﬂuﬁi'

A|=1201211100]=—1. A'=(221010110).

Adj. deA"=(J1010] —|0010[]0111] —|2110][2110] —]2211]]2
A '=@001 -11010 — 2).

X=A""BA"'=@001-11010 —2)(033220302)(001 —11010

=(3022 -1 -3 —-63 —1)(001 —11010 —2)=(20 —1 —2 —18

X=20—-1-2—-18 —43 —4).
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2°) Calcule el punto simétrico de A(1, 1, 1) respecto del plano
m=x +y + 3z = 6.

Un vector normal del planont=x + y + 3z — 6 = 0esn = (1, 1, 3).

La recta r perpendicular al plano 1 que contiene al punto A(1, 1, 1) tiene la
siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétricas:
r=x=1+Ay=1+A z=1+ 3A.

El punto de corte de la recta r y el plano 1 es la solucidon del sistema que
forman:

m=x+y+3z—-6=0 r={x=1+Ay=14+Az=1+4+31}=>0+21)
1+A+1+A+434+9M-6=0 11A—-1=0>1=-—
El punto interseccion es:
1 12 1 12 3
{x=1+}\:1+T=T y=1+7\=1+?=7 Z=1+37\=1+T=

-

El punto A'(x, y, z) es simétrico de A(1, 1, 1) cuando sea AP = PA:

P-A=[a-r) | % B)-a1|=|cya- (2 8

1 1 3\ (11x—=12 11y-12 11z-14
11’ 11’ 11 )~ 1 1 11

J={ir —12=1ox =11y - 12 =1

(13 13 17
=>‘4(11' 11’ 11)
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3°) Determinar un triangulo is6sceles de perimetro 9 cm que tenga area maxima.

l+1+b=9 b=9 - 2L

{
h —-\,l —'(Eg = \,l —'_T'—-\/ l = D) =

2 2 2 2
JalP—(81-361+41") _ Jal—81+361-4l’ _ 36l-81 _ 3
= = = =2 fal—9=h

2 2 2 — 2

b-h 1 1 3 3 2
S=2t o Lpp=2.9 - 202 /al — 9 =241 - 9)-(9 — 21)° =

= 2~/(al — 9)-(81 — 361 + 41) =

= %-\/3241 — 729 — 1441° + 3241 + 160’ — 360" =

3 3 2
= T-\/16l — 1800 + 6481 — 729 = S.

La superficie sera minima cuando se anule su primera derivada:

' 2
S()= 2. 230068 _ 0=481° — 3600 + 648 = 0;

24/161°~1801°+6481-729

20 — 150 + 27 = 0; | = ASRE26 _ ASD _ 1Sy _ 9y _ 3

La solucién [ L= % carece de sentido 16gico, por lo cual: [ = 3 cm.

La solucion es un triangulo equilatero (isésceles) de 3 cm de lado.
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2x2+x—2

4°) Calcule la integral indefinida: I = [ -dx.

x3—2x2—x+2

1 -2 -1 2
2°4x=2 A B c_ | | 0 -2
—2xt—x+2 Tox-l + x+1 + x=2 | I ': _22 ﬂ_.
2 2 2 1 -2 0
_ A(x"—x=2)+B(x"=3x+2)+C(x"-1) _ 5 2
- (x—1)(x+1)(x—2) - 1 g_|
_ (A+B+O)x’+(=A—3B)x+(—24+2B—C)
- 3 2 =
x —2x —x+2
A+ B+ C= —A—-3B=1-24+2B-C=—2}>01D)+Q@=>-4
—__ 1 1 -0 R =— Lt _ 1 _ 1 _
=>4 = 2,2+3B—0,B— = > 6+C—2=>
_ 1, 1 _ 1243+1 _ 16 _ 8
=C=12+ 2 + 6 6 ~ 6 3
2 2 ~ — o
X +x— _ 2 6 3 _
I_fx—Zx—x+2 dx_f(x1+x+1 +x—2)dx_
—_ Lpdx _ 1 _dx Brdx __ 1 _ 111 8 _
=— [ -5+ 5= FLx — 1 -—Llx + 1|+ Ljx = 2|+ C

2
[ = [2Xtx=2 g, :%.[16L|x —2|—3L|x — 1| — L|x + 1]]+ C.

x3—2x2—x+2
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANARIAS

JULIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

1°) Hallar el valor de m para que la funcion
2 . 2 . :

fx)={6 —m(x + 2) six<—13 + s SL X > 1 sea derivable en

x =— 1.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para el valor x = -1 cuya
continuidad se va a obtener, para lo cual, se van a de determinar los valores de m que
la hagan continua en este punto.

Para que f(x) sea continua en x =— 1 es necesario que sus limites laterales en
ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion:

[0 =[6-m@x+2]=6-m=f(-1) f@) =[3+Zr|=3+L=

3+/9-8 _ 3+1
— =

6m—m2=3m+2;m2—3m+2=0;m= >

=>{m1=1m2=2

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto vy,
ademas, sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

Se va a determinar ahora cual o cuales de los valores de m hacen derivable a la
funcion para x =— 1.
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2

Param=1=>f(x)={6—(x+2)2 six<s =13 +—75 si x>=1.

m=1=f(x)= {— 2x — 4 six< — 1 (‘2)2 six>—13f(=1)={— 2 six< —
x+

f'(— 1_) = f'(— 1+)=>f(x) es derivableenx =— 1param = 1.

Param = 2=f(x) = {6 — 2(x + 2)2 six< — 13 +xJ+2 si x>—1.

m=2:/~f'(x)={— 4x — 8 six< — 1 (_;)2 six>=1=>f(—1)={— 4 six< —
x+

f'(— 1_) * f'(— 1+)=>f(x) no es derivableenx =— 1param = 2.
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2°) a) Dibujar las gréficas aproximadas de las funciones f(x) = X’ — 4x + 3 y

2
g(x) = 3 + 4x — x , sefialando los puntos de corte entre ambas.

b) Calcular el area encerrada entre las graficas de las dos funciones del apartado a).

a)
Las abscisas de los puntos de interseccion de las parabolas son las soluciones
de la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

X —4dx+3=3+4r—x;2x —8x=0; 2x(x — 4)= 0>
= {x1 = O%sz = 4-B(4, 3) .
El vértice de la pardbola convexa (U) = f(x) = X’ — 4x + 3esel siguiente:
f'(x) =2x — 4 =0-x =2=C2, —1).
El vértice de la parabola concava (N) - g(x) = 3 + 4x — X esel siguiente:

g'(x) =4 — 2x = 0-x = 2=D(2, 7).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

b)
Por ser las ordenadas de la parabola g(x) = 3 + 4x — X iguales o mayores

que las correspondientes ordenadas de la pardbola f(x) = X —4x + 3 en el
intervalo del area a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:



[_

4

4

S = f[(3 + 4x —xz)— (x2 — 4x + 3)]dx = f(— 2x" + 8x)-dx =

2x3

3

64 —

0

+

8x
2

2

[l

192—-128

2

3

X 2
3 + 4x

128

3

3

_ 64 2

3

4
_(_ 24
- 3
0

u = S.
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3°) Resolver el siguiente sistema matricial AXB = C, con A =(—1001),
B=(2513)yC=(1001).

AXB=C A “AXxBB '=4'c¢cB " Ix1=4"CB ">
>x=4"cB "

(I)=(1001):>{F1—> —F1}=>(— 1001)=>4 '=(—1001).

IB|=12513|=6-5=18"=(2153).

Adj. deB‘°=(3 —5 —12)=B '=@3 -5 — 12).

Sustituyendo los valores obtenidos de A y B 'enla expresion de X:

X=A"CB'=(=1001)(1001)(3 -5 —12)=
=(-1001)3 -5 —-12)=(—35 —12).

X=(-35—-12).
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4°) Sean los puntos A(0, 1, 0) y B(0, 3, — 1):

a) Hallar la ecuacibn del plano m™ que es paralelo a la recta
r={x —y—5=0 2x + y + z = 0 ypasapor los puntos Ay B.

b) Hallar el punto del interseccion del plano z = 0 y la recta s que pasa por B y con
vector director Vo= 2 —-1,1).

a)

Los puntos A y B determinan el vector:

-

AB=[B - A]=[(0,3 —1)-(01,0]=(0,2 —1).

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que

sonnl— (1, -1, O)yn =(2,1,1).

-
1

v =|ijkl —10211|=—i+k+2k—j=—i-j+3ksv = (1,1 —:

La expresion general del plano 1 pedido es la siguiente:
n(A; v, A_)B)E|xy— 122 — 1102 — 1|=x + 4z — 2x + 2(y — 1) = 0;

—x+4z4+2y—-2=0>n=x -2y —4z+ 2 = 0.

b)
La expresion de s dada por wunas ecuaciones paramétricas es
s={x = 2A y=3—-—Az=-1+A.

El punto del interseccion del plano z = 0 y la recta s es la solucion del sistema
que forman:

s={x = 2A y=3—-Az=—1+Az=0 120 =—1+ A2 =
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OPCION B

1°) Dada la funcién f(x) = L(Zx — xz), se pide:
a) Determinar su dominio.

b) Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

a)
El dominio de f(x) es el conjunto de valores reales de x tal que 2x — x> 0.
2x —x° = 0; x(2 —x)= 0:>x1= 0, X, = 2.
2x —x° > 0, VX€(0, 2) = D(f) = (0, 2).

b)

Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente, en ese punto.

f(X)= 2—2x — 2(1—x)

Ix—x’ x(2—x) *
Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es (0, 2), el denominador de

la primera derivada es x(2 — x) > 0, Vx€D(f), por lo cual, la primera derivada sera
positiva y negativa cuando lo sea su numerador.

Crecimiento:f'(x) > 0=x€(0,1).

Decrecimiento:f'(x) < 0=xe(1, 2).
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2°) Se va a construir una caja sin tapa, a partir de una cartulina cuadrada de 60 cm de
lado, recortando cuadrados iguales en las esquinas de la cartulina tal como se muestra
en la figura 1, doblando después de la manera adecuada, tal como vemos en la figura
2. Calcular las medidas de la caja para que su volumen sea maximo.

60 cm

Figura 1

I_i, _______

De la observacion de la figura se deduce que: y + 2x = 60—y = 60 — 2x.

V= yz-x =>V(x) = x[2(30 — x)]2 = 4x-(30 — x)z.

Para que el volumen sea maximo es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

V(x) = 430 — x)° + 4x-[2:(30 — x)(= )] =

= 4-(30 — x)[(30 — x — 2x)] = 4-(30 — x)(30 — 3x) = 12:(30 — x)(10 — x)

V(x) = 0=12:30 — x)(10 — x) = 0=x, = 30, x, = 10.

La solucion x = 30 carece de sentido por ser imposible la construccion; se
trata de un minimo. La solucidn 16gica de méximo es para x = 10. Se comprueba a
continuacion:

V (x)= 12[— 1-(10 — %) + (30 — x)-(— 1)] =— 24(20 — x).

V (10) =— 24(20 — 10) =— 240 > 0 >Méximo parax = 10.

Elvolumen de la caja es maximo cortando 10 cm de cada esquina.
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39 Dado el sistema de ecuaciones lineales
{x +my =2 —2x+(m+ 1Dy +z=0 x+ (2m-— 1y +

a) Discutirlo en funcion del pardmetro m.

b) Resolverlo para el caso de m =— 1.

5

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1m0 —2m+1112m — 1m + 2) y
M=(1m0 —2m+1112m —1m+2 206).

El rango de M en funcidn del parametro m es el siguiente:
IM|=]1m0 —2m+ 1112m —1m + 2| =

=(m+1(m+2)+m-0Cm— 1)+ 2m(m + 2) =
—m+2m A m+24+m—2m+14+2m +4m=3m-+ 6m+ 3 = 0;
m+2m+1=0(m+1’=0>m=—1.

Param# — 1>RanM = RanM = 3 = n® incég.=S. C. D.

Para m=—1 es
M=(1—-10 —2011 —31 206)=>RangM :>{C1, C, C4}:>

5|1 —12 —2001 —36|=2|-12 —36|=20=0=>RangM = 2.

Param =— 1=RanM = RanM = 2 < n® incog.=S. C. I.

Para m=—1 el sistema es
{x —y= —2x+z=0 x—3y+z=6: que es compatible
indeterminado, segun al apartado anterior; despreciando una de las ecuaciones
(tercera) y parametrizando una de las variables (x), resulta:

x=Ny=—2+ Az=2\
Solucion: {x = A y==—2+4+A z=2A , VAER.
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4°) Sean los puntos A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) y C(0, 0, 1).
a) Hallar la ecuacion del plano 1 que los contiene.

b) Determinar las coordenadas de un punto D, de forma que A, B, C y D sean los
vértices de un paralelogramo.

a)

Los puntos A, B, y C determinan los vectores:

AB=[B — A]=1[(0,1,0—-(1,0 0]=(-1,1, 0).

AC=[C - A]=1[(0,0,1)—(1,0,0]=(—1,0,1).

Considerando el punto A(1, 0, 0):

n(4; AB, AC)=|x —1yz —110 —101|=0; x -1+ 2z +y = 0.

n=x+y+z—-—1=0.

b)

Los casos posibles son los siguientes:

C
A N
AC=BD = o Dy ac=(-10 1.
B

BD, =D, - B|=[(x v 5~ (0, 1,0)]= (x, y - 1, 2),

x=—1 } = D1(_ 1,1, 1).

-

BA=(1, —1,0).

-

CD2 = [D2 — C] =[(x,y,2)— (0,0 D]=(x,y, z—1).



y:—l Z—1=0—>Z=1}$D2(1,—1,1)-

BD,=[D,— B|=[(x y. 20— (0.1, 0=y - 1 2.

y—1=0oy=1z=—1 } =D, 1 - 1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

+PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANARIAS

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

1°) Dada la funcion f(x) = { x — X si 0<x<1 (x — 1)L2x si 1 < x<2.
a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f(x) en x = 1.

b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la cura y = f(x) en el punto de abscisa

x ==
=7

a)
La funcién f(x) es continua en su dominio, [0, 2], excepto para x = 1 cuya
continuidad vamos a estudiar.

Para que f(x) sea continua en X = 1 es necesario que sus limites laterales sean
iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

fo) =(x-x) =1-1=0=fO)f® =[@- DL =0

f(x) = f(x) = f(0)=>f(x) es continuaenx = 1.

b)
Para x = % la funcidén es f(x) = x — X

El punto de tangencia es el siguiente:
2
3y -3 _(3y-3_2°2 _ 129 _ 3 3 3
f(T)_zr (4) ~ 4 16 16 16 =>T(4’ 16)'

La pendiente de la tangente a una funciéon en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto:
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f'(x)=1—2x:>m=f'(%)=1_2.%: R Y

Ecuacion de la recta punto-pendiente: y — Y, = m(x — xo); la tangente es:

3 1 3
y_?z_T(x_—);; 16y — 3 =— 8x + 6 > t=8x + 16y — 9 = 0.
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2
2°) Calcular las siguientes integrales: a) I = [ #. byl = | %dx.
a)
5dx 5 dx 5 dx 6x+4
/=] = ==
(6x+4)’+2 2 I I

A2 gy
6

5

_sﬁ_f dt 52
12 2, . T

= c«arctgt + C.
t'+1 t*+1 12 g

S5dx 5.2 6x+4
I = = arctg —
I (6x+4)°+2 12 g 2

+ C.

b)
szlZJ;_—Bde=I4x—12x+9d
X

6
z = =t—-dx
(Extd) g 2 6x+4 2 { \/E \/E
2 T +1

dt]=>

41249 o 4 X % [ _
7 s x—3f\/;dx 4f\/;dx+3f\/;

1

3 ki _
=%-fx2-dx — 4 [x*dx + 3 [x *dx =

241 < +1 —+1 4 s 2 L
== — 41—+ 3 11+c=?i——4%+ﬁ%f+c=
2 2

S
2 2 2

= 18—5-x2\/; - %x\/; + 6\/; + C.

_orex=3) o 2fx (.2
I= 55 de =5 (4x" - 200 + 45)+ C.
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39 Resolver el siguiente sistema matricial:
2P + Q=(14 —120104 —-2)P-Q=(R2 -1 —-51920 -1 —1)

2P+ Q=(14 —120104 —2)P—-Q=(2 -1 —51920 —1 — 1)}

2P + Q=(14 — 120104 —2) —2P +2Q =(— 4210 —2 — 18 —4022)

>Q=(—1230 -6 —1020).
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4°) Dada la recta r={x +y+z=1 x—-2y—-—2z=0 vy el plano
n=2x + y + mz — 3 = 0, se pide:

a) Determinar el valor del parametro m para que la recta y el plano sean secantes.
b) Determinar el valor del parametro m para que la recta y el plano sean paralelos.

c¢) (Cual es la posicion relativa de la recta r del enunciado y un plano o de ecuacion
a52x+y+z—%=0?

a)

Un vector director de la recta r dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan:

-

rEx+y+z=1 x-2y-22=0=v =|ijk1111 —2 - 2|=

=—2i+j—2k—k+2i+2 =3 —3k=(0, 3, —3)=>17r=(0,1, ~- 1)

Un vector normal del plano t=2x + y + mz — 3 = 0esn = (2, 1, m).
Como quiera que el vector director de la recta y el vector normal del plano son
linealmente independientes (no son paralelos), la tnica condicion que deben reunir

para que la recta y el plano sean secantes es que su producto escalar no sea cero (en
cuyo caso serian perpendiculares y la recta y el plano serian paralelos).

vr-n=(0, 1, — 12,1, m=0+1—-—m=1—- m+0.

Larectaryelplano m son secantes cuando m+1.

b)

La recta r y el plano m son paralelos cuando el vector director de la recta y el
vector normal del plano son perpendiculares, o sea, cuando su producto escalar es
cero:

vn=001 -~ 12 1Lm=0+1-m=1-m=0.

Larectaryelplano wson paralelos cuandom = 1.




La recta r oy el  plano T determinan el sistema
x+y+z=1x—-2y—-2z=06x+ 3y +3z=5}
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1111 -2 — 2633)yM'=(1111 —2 —2633 105).
Seglin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:

1. -- Rango M = Rango M’ =2 = La recta esta contenida en el plano.

2. -- Rango M =2, Rango M’ =3 = La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M =Rango M’ =3 = Larecta es secante al plano.

Rangode M =]1111 — 2 — 2633|=>{CZ=C3}=>RangoM = 2.

RangM = {C, C, C}J=[1111 —20635|=—10+3+12-5=0>

=Rang M' = 2.
Larectar esta contenida en el plano .
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OPCION B

1°) Determinar el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los
intervalos de concavidad y convexidad, las asintotas, los puntos de corte con los ejes,

los extremos y los puntos de inflexion de la funcion f(x) = M

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x
que anulan el denominador: D(f)=R — {0}.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

o [2:G=2)1]x—(x=2)"1 2 —dx—(x"—4x+4) _ 2 —dx—x"+4x—4 _ x'—4
f(x) - xZ - x2 - 2 - 2

X X
o= =0;x2—4=0:x1=—2,x2=2,
oL O, O |
De la observacion de la figura se O Numerador

i ;
deducen los periodos de crecimiento Denominador
n s p > y_O OO O
decrecimiento, que son los siguientes: o 2.

Crecimiento: (— o, — 2)U (2, + ).

Decrecimiento: (— 2, 0) U (0, 2).

Una funcion es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

—4)2 2%°—2x"+4 4
O e e

Concavidad (N): f”(x) < 0=x < 0=(— oo, 0).

Convexidad (U): f (x) > 0=x > 0=(0, + o).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k=f(x)= @ = o0=> No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda



a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.
x = 0= Larectax = 0 (ejeY) es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

-2

2
m = f(x) — x — X —42x+4 -1
X X x
2 2 2
n = [M — mx] — ( (X—Z) _ x) — x —4x+4—x — _ 4
X X x

Larectay = x — 4 es asintota oblicua.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:
: _ : PN c=) 9=
EjeY=x = 0-x¢D(f). EjeX=>f(x)=0=>"—"—"=0=x -2 =0-

>x = 224(2, 0).

Elunico punto de corte con los ejes de f(x) es A(2, 0).

Para que una funcidon tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

’_4

f @)= 0==

— = 0=>x =— 2, x_ = 2.
x 1 2

f”(— 2) = ( 2)3 < 0=>Maximo relativoparax = — 2.

_(=2-)" . .
f(= 2) = ——=— 8=Maximo: P(— 2, — 8).

f"(2) = % > 0=>Minimo relativoparax = 2.

-t ..
f(2) = ~==— = 0=>Minimo: Q(2, 0).




Para que una funcién tenga un punto de inflexidon es condicion necesaria que se
anule su segunda derivada:

f”(x) = 0:,'i3 = 0= x¢R = No tiene puntos de inflexion.
X
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2°) a) Dibujar las graficas aproximadas de f(x)= X+ 4x + 5 y g(x) =5,
sefalando los puntos de corte entre ambas curvas.

b) Calcular el area encerrada entre las graficas de las dos funciones del apartado a).

a)
Los puntos de interseccion de la pardbola con la recta son las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

x2+4x+5=5;x2+4x=O;x(x+4)=0=>{x1=0—>A(0,5) X

El vértice de la pardbola convexa (U) = f(x) = X+ 4x + Sesel siguiente:

FOO)=2x + 4 = 0ox =— 23V(- 2, — 1).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

b)
Por ser las ordenadas de la recta g(x)= 5 iguales o mayores que las

correspondientes ordenadas de la parabola f(x) = x* + 4x + 5 en el intervalo del
area a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

S = _}4[5 — (xz + 4x + 5)]dx = _}4(— x° — 4x)-dx = l— S ]: =

3

:[XT"'ZxZ] :L;L+2.(_4)2_0=_63_4+32=—64+96:32-
0




koo sk soskeoske sk koo

3°) Dada la matriz A = (1010mOZlm2 — 1):

a) Estudiar el rango de la matriz A segun los diferentes valores del pardmetro m.

b) Calcular la matriz inversa A param = 1.

a)
|A|:|1010m021m2— 1|:m(x2— 1)—2m=m(x2—1—2)=

m(x2 — 3) = 0:>x1 = 0, X, == \/§, X, = \/§

Rang A = 3, VmER — {— \/§, 0, \/5}

Param = 0esA =(10100021 — 1)=>Rang A = 2.
Param=—\/§eSA=(1010 —\/§0212):>RangA=2.
Param =+3esA =(1010+30212)=RangA = 2.

Param =-— \/5, m=0 m= \/§=>RangA = 2.

b)
Param=cesA=(101010210).

Se obtiene la inversa de A por el procedimiento de Gauss-Jordan:

(I)=(100010001):{F3—>F3—2F1}=>
= (100010 —201):>{F3—>F3—F2}=>(100010 —2 —-11)>
1 1 1
=>[F3—>—7F3}=><10001017 —7):{F1—>F1—F3}=>

1 1 1 1 -1 1
=>(0 -1 20101+ —7):>A =1.0 -1102021 — 1)
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o — _y—1 _ z+2 — x+5 _ y-3 _ z+4 <1
4)Dadas1asrectasr1_x 1="7F== Y1, = = = , se pide:

a) Demostrar que se encuentran en un mismo plano.

b) Hallar la ecuacion del plano que determinan.

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta r: AL, 1, — 2)yvr =(1, — 1, 2). Recta S:

B(— 5,3, — 4)yv$ = (4, — 2, 3).
Los vectores v yv_son linealmente independiente por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:

w=AB=[B - Al=[(-53 —4)—(,1 —2)]=(—62 —2)

- oS

Segun que los vectores {vr, v, w} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr,vs,w}=>|1 — 124 —-23 —-62 —2|=4+16+18—-24 -6 — 8 =

- o —>] e

=>Rangiv, v, wi= 2=v, v, wson coplanarios.
T S T S

Las rectas r y s estan en un mismo plano, como se debia demostrar.

b)
La expresion general del plano T que contiene a las rectas r y s es el siguiente:

T[(A; vr,vs)E|x—1y—1z+21 - 124 - 23|=0;

- 3x—-1D+8y—-1)—-2(z+2)+4(z+2)+4(x—-1)—-3(y—1)=0;



x-1D+5y-1D)+2z+2)=0, x—1+5y—-5+2z+4=0.

m=x + 5y + 2z — 2 =0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

4.- Los dispositivos que puedan conectarse a internet, o que pueden recibir o emitir
informacion, deben estar apagados durante la celebracion del examen.

OPCION DE EXAMEN N° |

1°) Sea A una matriz de la forma A =(—x + 1 — 1xx + 1), con xER. Sea
[ = (100 1) la matriz identidad.

a) Calcule los valores de x para los cuales se verifica la igualdad:
AA-DH=A- 1L

b) Calcule los valores de x para los cuales A tiene inversa. Calcule la inversa de la
matriz A cuando x = 2.

a)
A-IT=(—x+1—-1xx+1)—(1001)=(—x — 1xx).

AA-DHD=A—-I>(—-x+1 —1xx+1)(—x —1xx)=(—x — 1xx);
(xz—x—xx—l—x —x2+x2+x —x+x2+x)=(—x —1xx); (x2—2x

=>{x2—2x=—x x2=x}=>x1=0,x2=1.

b)
Una funcion tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.

[Al=]—x + 1 —1xx+1|=(—x+1)(x+1)+x=1—x2+x=0;

Antonio Menguiano



1+/1+4 _ 1+5
2 -2

xz—x—1=0;x=

A es invertible VXER — { 15 145 }

)

Parax=2esA=(—1 —123).
Se obtiene la inversa de A mediante el método de Gauss-Jordan.

(I)=(1001)=>{F1—>—F1}:>(— 1001)=
=>{F2—>F2—2F1}:>(— 1021)=>{F1—>F1—F2}=>(— 3 —121)=

A4 '=(-3 -121).
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2°) Se quiere construir un deposito (sin techo) con forma de prisma recto de base
cuadrada y los lados rectangulos. El deposito debe albergar un volumen de 2.000 m’.
Sabemos que el coste de materiales de la base es de 50 euros/m?, el coste de
materiales de las cuatro paredes es de 100 euros/m?. Ademas, el coste de construccion
es un coste fijo de 20.000 euros.

a) Escriba la funcion C(1) de coste total en funcion del lado de la base €.
b) ;Para qué valor de { es el coste total minimo? ;Cudnto es este coste?

¢) (Qué ocurre con el coste cuando el lado € de la base del deposito tiende a infinito?
.Y cuando tiende a cero?

d) Usando solo los datos obtenidos de los apartados anteriores, haga un esbozo de la
grafica de la curva C(1) en el dominio [€(0, o).

a)

V =1"h = 2.000=h = 2";200. *) [

C = 50-1° + 100-4-I'h + 20.000 = ]
= 500° + 400-I1-h + 20.000.

Sustituyendo el valor de h obtenido en (*):

13,5 + 20.000 = 50l2 + 400-2.000

2
C(D)= 500" + 400-1— :

+ 20.000 =

501°+20.000{+800.000
z :

500°+20.0001+800.000

cH= .

b)
Para que el coste total sea minimo es condiciébn necesaria que su primera
derivada sea cero:

' 2 3
C)= (1501°+20.000)-1-(501"+20.0001+800.000)-1 _

lZ

1501°+20.0001—501°—20.000/—800.000 __ 100{°—800.000

- 2 - 2

l l




l3

' 3
ch= 0= ‘;0("00" = 0; 1000° — 800.000 = 0; I’ — 8.000 = 0;

= 8.000 = 20° = | = 20.

El coste total es minimo paral = 20 m.

Justificacion de que se trata de un minimo:

Una funcion tiene un minimo relativo cuando su segunda derivada es positiva

para los valores que anulan su primera derivada:

d)

" 2.2 3 3 3

c'(l) = 3001"1 —(100;4—800.000)-21 — 100.-3 —2(113—8.000) — 100 2’ +t6000
" 3

C (20)= 100-% > 0 =>Minimo, como se queria justicar.

3
C(20) = 22RO IEINID. = 50-400 + 40.000 + 20.000 = 80.000

El coste minimo es de 80. 000 euros.

. 500°+20.000/+800.000
lim

c) = | - o,
[—00 —

3
C(l) — llm 501 +20.0010l+800.000 = o0,
-0 —

Teniendo en cuenta que C(20) = 80.000 y los valores de los limites hallados

en el apartado anterior, la representacion aproximada del coste total es la que se
indica en la siguiente figura.

.
........

.........
0

| l:.nngmu;l en, metrgs)
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3°) Sea el plano m=x — y + z = 0. Sea larecta r= x;1 L = Zerl.

a) Describa la posicion relativade my r.

b) Calcule el angulo formado por 1 y r (si no posee calculadora, puede dejar indicado
el resultado final).

¢) De un ejemplo de una recta que corte a r, una recta que sea paralela y distinta de r
y una recta que se cruce con r. Al menos una de esas rectas debe darse mediante unas
ecuaciones implicitas (generales).

a)
La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:
r= x;l =2-= Z;’l S>r={—x+1=2y2y =—z—1>r={x + 2y =— 12y

La recta r y el plano =w  determinan el sistema
x+2y=—1 2y+z=—1x—-y+2z=0}

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
M=(1200211 - 11)yM’=(1200211 -11 -1 -10).
Segtin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:

1. -- Rango M = Rango M’ =2 = La recta est4 contenida en el plano.

2. -- Rango M =2, Rango M’ =3 = La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ =3 = La recta es secante al plano.

IM|=11200211 —11|=2+ 2+ 1 =5#0=>RangM = Rang M' = 3.

Larectaryelplano m son secantes.

b)

Un vector director de r es v o= 2, -1, 2).

Un vector normal del planomesn = (1, — 1, 1).



- > =
Por definicion de producto escalar: nv = |n|-|vr|- cos cos f3.

- - - -

n.vr . n'vr
cos cos 3 = ———=—. Por ser a y B complementarios: sen & = ———.
|n|. vr |n|ivr|
Proveccion de r
2,-1,2)-(1,-1,1 2+1+2 5 5
sena = ( ) ) = 0,9623>

V2P (=221 (- 1)1 T mrieaieiel B 27
=a = 74°12 25",

Larectaryelplano mt forman un angulo de 74° 12 25",

c)

Ejemplo de recta t que corte a r:
Un punto y un vector directorderson P(1, 0, — 1)y v o= 2, —-1,2).

Basta determinar una recta que pase por P con un vector director linealmente
-

independiente del vector director de la recta, por ejemplo, v = (1, 2, 3).

Ele=-2L=%$t5{zx—2=y3y=22+2 = tE{ZX—y—ZZO 3y_‘

Ejemplo de recta s paralela a r y distinta de r:

Basta determinar una recta que pase por un punto Q que no pertenezca a r con
un vector director linealmente dependiente del vector director de la recta.

Un punto que no perteneceares Q(1, 1, 1)y Vo= (2, —1,2).



— -1 _ _
s=—=t—=—"3s={-x+1=2y -2x—-1=2z-1 = s={x+ 2y -3
Ejemplo de recta k que se cruce con r:
Una forma de obtener la recta k es que pase por un punto que no pertenezca a r
y que su vector director sea normal al vector director de r, p. e.: v, = (1,0, —1).

vy =052 —1,2(L0 -~1)=2-0-2=0

Un punto que no pertenece ares Q(1, 1, 1).

=x_1=y_=z__11:>k5{0=y—1 —x+1=z-1=2k=ly-1=0
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OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) Considere el sistema de ecuaciones:

(20 10¢32t°—3t+200 22 )-(xyz)=(2333), siendo t€R. Estudic la
compatibilidad del sistema, dependiendo del parametro t, y calcule todas las
soluciones en los casos en los que sea compatible.

El rango de la matriz ampliada en funcion de t es el siguiente:

|M'|=|2010t32t2—3t+2 0022 2333 |=t-|212223t2—3t+223 =
=t-[12+8+3(t2—3t+2)—4(t2—3t+2)— 12 — 6] =

=t-(2—t2+3t—2)=t2(3—t)=0:>t1=t2=0, t,=3.

Para {t#0 t#3 }=»>Rang M < 4; Rang M = 4=Sistema incompatible.

Parat = 0esM' =(20100322 0022 2333), que a efector de
rango es equivalente a

M =(212033223)=|M"|=(212033223|=18+46—-12—-12=0

Parat = 0=>Rang M = Rang M' = 2.

Parat = 0=Rang M = Rang M=2<ne incdg.=S. C. I.

Parat = 3esM' =(201033220022 2333), equivalente a
efectos de rango a la matriz

M =(201033202 233)=>{Cl, c, C3}=>|201033202|= 12 — 6 = 620

Parat = 3=Rang M = Rang M' = 3.

Parat = 3=Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.
Parat=0 el sistema resulta: {2x + z =2 3z = 3 2x + 2z = 3, que
es compatible indeterminado.




Soluciones: x = %, y =A z =1, VAER.

Para t = 3 el sistema resulta: {2x + z =2 3y + 3z = 32x + 2z = 3,
equivalente a {2x +z=2 y+z=1 2x + 2z =3, que es compatible
determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

_ J201111302| _ [2132] _ 4-3 _ 1
T 1201011202 © 2122 © 4-2 ~ 2°
_ |221011232| _ 4+4-2-6 _ 8-8 0
y = 2 o 2 o2 T
;= 202111203] _ [2223] _ 6-4 _ 1
o 2 o 2 o2 T

Parat = 3 las soluciones del sistema son: x = %, y=0z=1.
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2°) Sea f(x) = L(x" + 3x + 2).

a) Calcule el dominio de f, los cortes con los ejes, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, méximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) Haga un esbozo de la grafica de f.

a)

El dominio de la funcién f(x) es el conjunto de valores reales de x que hacen
quex2+ 3x + 2> 0.

2 _ _ _
x +3x4+2=0;, x = 3i;/ﬁ: 32i1=>x1:—2,x2=_ 1.

Los valores hallados dividen la recta real en los tres siguientes intervalos:

2
(—o, —2),(—2, —1)y(— 1, + o),enloscuales laexpresion x + 3x + 2
toma valores, alternativamente, positivos y negativos.

Considerando que para x = 0€(— 1, + o0) el valor de X+ 3%+ 2 es
2 > 0, el dominio de la funcion f(x) es el siguiente:

D(f)=(— o, —2)U(— 1 + o).

Los cortes con los ejes son los siguientes:

Eje X: Tiene que ser L1 = 0:
X+ 3x+2=1 X +3x+1=0; x=—20%_
- _3;_r > A( _3; - 0) }’B(ig;r >, 0), aproximando:

A(— 2'62, 0) y B(— 0'38, 0).

Eje Y: x = 0= C(0, L2), aproximando: C(0, 0'69).

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

fe)=—=2 © . ©
X +3x+2 f MNumerador
C A4 A S -
= . Denominador
fx)= 02— = g ©.0.0.0
X 43x+2 i T ~r1



2x + 3 = 0=x =— =

Para deducir los periodos de crecimiento y decrecimiento se hace el grafico
adjunto.

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0=2x€(— o, — 2).

Crecimiento: f'(x) > 0=xe(— 1, + o).

Para que una funcidén tenga un maximo o minimo relativos es condicién
necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.

La funcion f(x) = L(x + 3x + 2) no tiene maximos ni minimos relativos
por no pertenecer al dominio de la funcion el valor de x que anula su primera
derivada.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k=f(x)= [L(x2+3x+2)]=L(x2+3x+2)= + oo.

No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito.

Teniendo en cuenta que LO =— oo, son asintotas verticales los valores que

L, 2
anulan la expresion x + 3x + 2.

Lasrectas x =— 2y x =— 1 son asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, {m#0, m#o00} siendo:
- mx].

fx) _ L(x2+3x+2)
T x o x

= —>=Ind. =>{L'Hopital} =



2x+3

x2+3x+2 _ 2x+3 —
== =— =0.
x +3x+2

No tiene asintotas oblicuas.

b)
Con los datos obtenidos puede esbozarse la grafica de f(x), que es la que se
expresa en el grafico siguiente.

...................................................

..............................................

......................................................
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3°) Sea el plano m=(0, 0, 1) + t(1, 2, 0) + s(0, 1, 1) y seael punto U(2Z, 0, 1).
a) Calcule el punto V del plano T mas proximo a U.
b) Calcule la distancia de U a .

c¢) Calcule las ecuaciones implicitas (generales) de una recta r paralela al plano 1 que
pase por el punto U.

a)
S
Un vector normal del plano m es P

cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de sus dos vectores

directores: v, = 1,2 0y v, = 0, 1, 1). 4

n=vAv, =ijk120011]=

—2i+k—jon=(2 -1,1).

Un vector director de la recta s, perpendicular al plano, y que pasa por el punto

U(2, 0, 1), es el propio vector normal del plano: v=n= 2 —-1,1).

La expresion de s dada por wunas ecuaciones paramétricas es:
s={lx =2+ 22y=—1A z=1+2A.

La expresion del plano m dada por su ecuacion implicita o general es la
siguiente:

n=lxyz—-1120011|=0; 2x+(Z—-1)—y=0=>nm=2x -y +z—-1=0

El punto V es la interseccion de la recta s con el plano T
mn=2x -y +z—-—1=0 s=E{x =2+ 22y=—2A z=1+21 }=22(2

444 +A+1+A—1=0 6L+ 4=0; 31+ 2=0=1=—~.

— 2\ _ A _2 ., __(_2)_2 -1 _2_1
V:{x—2+2-(—3)—2 t=2y= ( 3)_3 z=1-+=1
b)

La distancia del punto U al plano m es la misma que la distancia entre los



puntos U(2, 0, 1) yV(%, %, %)

0.0 =T =f(2 -3+ 0 -3+ (1-3) - FH T4
23
d

d(U, m) = ZTﬁ unidades.

c)
Existen infinitas rectas que pasando por el punto U(2, 0, 1) son paralelas al
plano m=2x + y + z — 1 = 0, que son todas las infinitas rectas que estuvieran

contenidas en un plano paralelo a T que pasara por el punto U.

5
Se trata de buscar un vector director de la recta r, v, perpendicular al vector
normal del planon = (2, — 1, 1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero, por lo

- -

tanto, tiene que cumplirse que von= 0.

Por ejemplo: v o= (3,4, — 2). Una expresion de r es:

_ x—2 y z—1

3 4 =2
Expresada por ecuaciones implicitas es:

r={(4x —8=3y —2x+4=3z—-3 =
r={4x — 3y —8=02x+3z—-7=0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

OPCION DE EXAMEN N° |

1°) Sean las matrices A = (labclb — 1ca), B=(215)yC =(1350), con
a, b y c nimeros naturales.

a) Calcule los valores de a, b y c para que AB = C.

b) Calcule la inversade Acuandoa = 0, b = 1, ¢ =— 1.

a)
AB=C>(labclb —1ca)(215)=(1350); (2+a+5b2c+ 1+ 5b

a+ 5b=115b+ 2c =4 5a+c=2} Resolviendo por la regla de
Cramer:

_ |1150452201| _ 55420—20 _ 55 _

150052501 ~ 5450 55 L.
p = 1110042521 _ 4+110—4 _ 110 _ 2
o 55 o 55 - 55 =
c = [1511054502] _ _104100-275 _ —165 _ 3
- 55 - 55 - 55 :

AB=C>a=10b=2¢c=-3.

b)
Paraa =0,b=1c=—1esA=(101 —111 —1 —10).

Se obtiene la matriz inversa por el método de Gauss-Jordan.

Antonio Menguiano



(I)=(100010001)=>{F2—>F2+F1F3—>F3+F1}=>
=(100110101)={F, > F,+F}=(100110211)=
1 2 1 1
=>[F3—>?F3}:>(100110???):{FlaFl—F3F2—>F2—2F3}=>

-1 2

1 1 1 11 2 2 1 1 1 1 1 11 2
=>(3_3_3_33_3333)=>A _(3_3_3_33_35
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2°) Sea f la funcion dada por
fX)={—3x+3six< 1ax’ + bx + 35i1§x$3\/x2— 5si3<x.

a) Calcule a y b para que la funcién f sea continua en todo R.

b) Si a =1yb = 2, calcule el area encerrada bajo la grafica de f(x) entre las
rectasy = 0, x = 0yx = 3.
a)

La funcién f(x) es continua en la recta real Va, b€R, excepto para los valores
criticos x =1 y x = 3, cuya continuidad se va a forzar determinando los
correspondientes valores de los parametros reales a y b.

Para que la funcion sea continua en los puntos criticos es necesario que sus
limites laterales en esos puntos sean iguales e iguales a los correspondientes valores
de la funcién en esos puntos.

f@) = lim (= 3x+3)=—3+3=0 foo = (ax" + bx + 3)
- (1)

a

flx) = lim(ax2+bx+3)=9a+3b+3=f(3)f(x) =\x' =5 =+/4=2

x—3

=9a +3b+3=2; 9a+ 3b=—1. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b==—39%+3b=—1} —3a—3b=99a + 3b =— 1}=>6a =8; 3a =4

a+b=—3 ++b=-3 4+3b=—9; 3b=—13 > b =— .
La funcién f(x) es continuaen R paraa = % yb =— %
b)
Para a=1yb =2 la funcion es

f)={—3x+3six< 1x° + 2x + 35i1$x§3\/x2— 5si3<x.



Para una mejor comprension del calculo del area pedida se hace una
representacion grafica, aproximada, de la funcion, tal como aparece en el grafico que
se observa a continuacion.

En el intervalo (— oo, 0) la funcion es f(x) =— 3x + 3, que es una recta de
pendiente -3 y que termina en el punto A(1, 0).

En el intervalo [1, 3] la funcién es f(x) = X+ 2x + 3, que es una parabola
convexa (U), cuyo vértice es el punto P(— 1, 2), que no pertenece al intervalo. Los
valores extremos de la funcion en el intervalo son B(1, 6) y C(3, 18).

En el intervalo (3, + o0) la funcion es f(x) = ’\/xz — 5, que es una rama
parabolica concava que comienza en el punto D(3, 2) y contiene, por ejemplo, a
E(20, =19).

......

(Este apartado carece de sentido, el area que se pide no es un entorno cerrado,
como se observa en el grafico. No obstante, se resuelve).

1 3
S=/[(-3x+ 3)-dx+f(x2+ 2x + 3)-dx=
0 1

[_

(— = +3'1)—0+(3T+32+3'3)—(1?+12+3'1)=

3x° ! X 2 3
> +3x] +l7+x +3x]=
0 1

3x2 ! x3 2x2 3
ECIS P ESE

3 1 _ 3 1 _ _
— = +3+9+9+9-5-1-3=26—>—5=—T"=2
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3°) Considere los puntos A(1, 1, 1), B(0, — 1, 1)y C(2, — 1, 2) de R’
a) Calcule P, la proyeccion ortogonal del punto A sobre la recta BC.
b) Calcule la distancia de A a la recta BC.

¢) Compruebe que |C_:4|2 — |AﬁB| |CP| |PB|2.

a)
Los puntos B y C determinan el vector BC = [C — B] = (2, 0, 1).

La recta BC tiene por expresiones paramétricas:
BC={x=2" y=—1 z=1+A.

El haz de planos perpendiculares a BC es @=2x +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz ¢, el plano T que contiene al punto A es el que
satisface su ecuacion:

@$=2x+z+ D=0 AL, 1,1)}=2+ 1+ D =0=D =— 3=n=2x + z —
El punto P pedido es la interseccion del plano T y la recta BC:

n=2x4+z—-3=0 BC={x=2\ y=—1 z=14+A1}=222A+ (1 +A)— 3 =
2 2 4 2 7 4 ‘
57\—2=0=>7\=?=>{x=2-?=?y=—1 Z=1+?=?}=>P!?; -

b)

-

ap=p-A=|+ -1 - 1n|=(-+ -2 %)

La distancia entre A'y BC es la misma que la distancia entre los puntos Ay P:

d(4, BC) = d(AP) = 4P = |4P| = \/(— %)2 + (-2 + (%)2 _

—E At =t A== 251 +/105.




d(4, E) = %-x/lOS unidades.

=

CA=[A-Cl=[(1,1, D=2 -1 2]=(—12 - 1).

-

AB=[B—-A]=[0 -1, 1)—(, 1 D]=(1 =2 0).

cﬁp=[P—C]=[(%, -1, 3H)-@ -1 2)]:(—%, 0, - <),

-

PB=[B—P]=:(O, -1D-(% -1, %)]=(—% 0, —5).

L2 L2 o2 L2
|CA| —|AB| = CP| —|PB| -

36 9 16 4 45 20
=1+ 4 + 1)—(1+4+0)=(E+E)—(E+E); 6_5=E_E=> =

L2 o2 5 2 o2
Queda comprobado que ICAI — IABI = ICPI — IPBI :

seskoskoskoskoskoskoskokok



OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) Considere el sistema de ecuaciones:
(a03a321 —10 —3a)(xyz)=(15 — 1), dependiente del parametro a.
Estudie el comportamiento del sistema dependiendo del valor del parametro a€R.
Calcule todas las soluciones cuando el sistema sea compatible.

(a03a321 —10 —3a)xyz)=(15 —1)> ax + 3az=13x + 2y +

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(@03a321 — 10 — 3a) y
M =(@03a321 —10 —3a 15 —1).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

M|=1a03a321 —10 — 3a =—6a2+6a=—6aa—1 =0=>a =0;,a =1
1 2

Para {a#0 a#1}=>Ran M = Ran M =3 =ne incég.=S. C. D.

Paraa = 0sM = (000321 — 100 15 — 1)=>Rang1v1'=>{cl, c,Cl=

1001325 — 10 — 1|= 2#0=>Rang M = 3.

Paraa = 0=Ran M = 2; Ran M’ = 3=Sistema incompatible.

Paraa = 1M = (103321 —10 =3 15 — 1)={F =—F }=Rang M :

Paraa = 1>RanM = RanM = 2 < n® incog.=S. C. I.

Se resuelve el sistema por la regla de Cramer para a#0 y a#1.

__1103a521-10—-3a|
—6a(a—1)

- {F1 =— F3}=>x = 0.



la13a351-1-1-3a| _ —15a°—9a—1+15a+a+9a _ —15a’+16a—1 _ 15a°—16a+1

—6a(a—1) - —6a(a—1) - —6a(a—1) - 6a(a—1)

(a—1)(15a—1) __ 15a-1

6a(a—1) o 6a
[a01325-10-1] _  —=2a4+2 _ -2(a—1) _ 1
o —6a(a—1) ~ —6a(a—1) = —6a(a-1) = 3a’

Solucion: x = 0,y = %, zZ = %VaER — {0, 1}.
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2°) Sea f(x) = —

s

a) Estudie el dominio de f, cortes con los ejes, simetrias respecto del eje OY y
respecto del origen, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos locales y
asintotas de la funcion.

b) Dibuje un esbozo de la grafica de f.

a)
Por ser x + 4+#0, Vx€R = D(f)=R.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

Eje Y->x = 0-f(0) = 0=0(0, 0).

Eje X—>f(x) = 0=—— = 0=x = 0=0(0, 0).

x2+4

ElUnico punto de corte con los ejes de f(x) es 0(0, 0).

Una funcion es simétrica con respecto al eje Y cuando f(— x) = f(x) y es
simétrica con respecto al origen cuando f(— x) =— f(x).

f- )=——7—=-=—=-f().

(—x)2+4- x +4

La funcion f(x) es simétrica con respecto al origen.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f(X) _ 1-(x2+4)—x-2x _ X ra—2x" _ 4—x"
(x2+4)2 (xz+4)2 (x2+4)2

f‘(x)=0=> X o 4—x=0>x =2, x = 2.
(x*+1) ! 2

2
: 2 : .. :
Como quiera que (x + 4) > 0, Vx€R, la derivada es positiva o negativa

., 2
cuando lo sea la expresion 4 — x .

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:



Crecimiento:f'(x) > 0=xe(— 2,2).

Decrecimiento: f (x) < 0=>xe(— oo, — 2) U (2, + 00).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f”(x)= —2x-(x2+4)2_(4—x2),[2.(x2+4).2x] _ —2x~(x2+4)—4x.(4_x2)
(x2+4)4 (x2+4)3

—2x —8x—16x+4x" _ 2x'—24x _ 2x(x’ —12)

(x2+4)3 (x2+4)3 (x +4)
f ( 2)= 16+48 > 0=>Minimo relativo para x =— 2.
—2 2 1 .. 1
fC2)=FF=—5="7> Mmlmo:P(— 2, _T)'

f (2) = 1648 48 < 0=>Maximo relativo para x = 2.

2 2 1 . 1
fQ2)=—-5 =?=T=>Maxlm0:Q(2, —)

También se obtiene el maximo teniendo en cuenta la simetria con respecto al
origen de la funcion.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

= f(x) = =0.

x+1

Eleje de abscisas es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito; son los valores que anulan el denominador.



2 ., . ] :
x + 4 = 0=x€R = La funcion f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, con m#0, m+#oo, siendo:

X
fx) S X _—
x X X +ax '

La funcién f(x) no tiene asintotas oblicuas.

m:

b)
Con los datos obtenidos puede hacerse un esbozo de la grafica de f(x), que es
el siguiente:

“Y .
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3°)Sean P(1, — 1, 1), Q(0, 1, 3), R(1, 2, 2) tres puntos de R’.

- -

a) Calcule el vector v con la misma direccion y sentido que PQ y con el mismo

modulo que QR.

b) (Estan los puntos P, Q y R alinecados? En caso negativo, calcule el area del
tridngulo PQR.

c¢) Calcule una recta perpendicular a ﬁ que pase por el punto R.

a)
P_)Q =[Q—P]=[0,1,3)—(1, -1, D]=(1, 2, 2).

L e R

-

QR=[R-Q]=[(1, 2 2)- (0,1, 3)]=(1 - D).

0R|= V1" + 1P+ ' =T+ 1+ 1=,

R
El versor de PQ (el versor de un vector es otro vector con la misma direccion y

N
sentido y con médulo la unidad) es u = (— %, %, %)

El vector v pedido de la misma direccion y sentido que PQ y con el mismo

modulo que Q_)R es: 17 = (— B3 %E, %E)

3 )

b)

Los puntos P, Q y R estaran alineados si los vectores PQ y QR son linealmente
dependientes.

Dos vectores son linealmente dependientes cuando sus componentes
respectivas son proporcionales.

0 = R — 1,2, 2
PQ=(-122yQR=(1,1 —D=>—FT=#T+—"7.

Los puntos P, Q y R no estan alineados.

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan sus vértices:



- -

1 1 , .
SPQR=7.|prQR|=7-||L]k — 12211 - 1| =

=L 242 — k= 2k — 20— jl=d— 4+ ) - 3k =)= 9+ 1+ (= 3)

L6 +1+ 9=

2

9]
—

El haz de planos 3 perpendiculares a%es =—-—x+2y+2z+D=0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano T que contiene a R(1, 2, 2) es el
que satisface su ecuacion:

B=—-x+2y+2z2+D =0 R(1,2,2)} -1+ 22+ 22+ D -
=D =—7=>n=—-x+2y+2z—7=0,omejor:t=x — 2y — 2z + 7 = 0.

La recta S que pasa por P y Q es
s=sx=1—-A y=—1+4+2Az=1+ 2A

El punto T, interseccidn de la recta s y el plano m es el siguiente:

m=x — 2y —2z+7=0 s=lx =1—-A y=—1+4+2Az=1+21" }=>(1

1-A+2-40—2—-41+7=0; —9A+8=0>k=-1-

_ i _8_1 {6 _ 7 _ 4, 16 _ 25 17 25
Tax=1-2=+ y=—1+2=l,=1+L=2 }=>T(9, 9,9)

La recta r pedida es la que pasa por los puntos T y R.
- 1 7 25 8 11 7
TR=R-T=|022-(% %+ 5)|=(% % -5

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del
vector TR, por ejemplo: v o= (8, 11, = 7). La recta r es:

r={x=14+8u y=2+11lpz=2 —7p
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacion 16gica y los célculos.

OPCION A

1°) a) Discutir para qué valores de a€R lamatriz M = (— 5a10 — a — 1) tiene

inversa. Calcular M~ paraa = 0.

b) Si B es una matriz cuadrada de orden 3 y |B| =— 5, calcular |2Bt|, donde B'
denota la matriz traspuesta de B.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

IM|=]-5a10 —a—-1|=5a+5—-10a =0; 5 - 5a = 0=a = 1.

M es invertible VaeR — {1}.

Paraa = OesM =(— 5010 —1). M =(-5100 — 1).
|M| = 5.

Adj. deM'=(—10 —10 = 5) > M '=—-1.(10105).
5

b)

Antonio Menguiano



Se deben tener en cuenta las siguientes propiedades de las matrices y los
determinantes:

1.- El determinante de una matriz es igual que el determinante de su
traspuesta.

2.- El producto de un nimero real por una matriz es otra matriz cuyos
elementos quedan todos multiplicados por dicho numero.

3.- Si los elementos de una fila de un determinante se multiplican por un
numero real el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

|2B'| = 2°|B| = 8:(— 5)=— 40.

|23t| —— 40.
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2°) a) Calcular un vector de mddulo 4 que tenga la misma direccion, pero de distinto

sentido, que el vectorv = (2, 1, — 2).
b) Calcular un punto de la recta r= x_—11 =2 Jlrz = Z__23 cuya distancia sea minima al

punto A(— 1, 2, 0).

a)

_)
El vector u pedido tiene las siguientes caracteristicas:

zjz(— 2a, — a, 2a),cona > Oy|1:)|=4.

|L_t)| = \/(— Za)2 + (— a)2 + (Za)2 = 4; \/4a2 +a+ 4d° = 4; \/@ = 4;

3a = 4=>a=%.

J—(_8 _4 8
- 3’ 3’7 3 )

b)
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es:
r=x=1-A y=—2+Az=3-2\.

Un vector director de r es v o= 1, -1, 2).

El haz de planos [ perpendiculares a r tiene la siguiente expresion dada en
forma general o implicita: f=x — y + 2z + D = 0.

De los infinitos planos de haz 3, el plano m que contiene al punto A(— 1, 2, 0)
es el que satisface su ecuacion:

B=x —y + 22+ D =0 A(-1,2, 00} —-1—-2+D=0=D =

>n=x —y + 2z + 3 = 0.

r
El punto Q de interseccion de la recta
ry el plano m es la solucion del sistema que r*?'r _d__.e
forman: | Q

r=x=1-A y=—2+4+2Az=3-2A n=x-y+2z2+3=0}>

1-2A42—-A+6—-414+43=0; 12—-6A=02A=2=0(—1,0, — 1)




La distancia entre A y r es la misma que la distancia entre Ay Q:

dA ) =A0=\(=1+ 12+ 0 -2 +(—1-0"=0+4+1=15

d(4, r) = \/g unidades.
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3°) a) Calcular a, by c para que la funcion f(x) = X+ ax’ + bx + ¢ tenga
pendiente nula en el punto P(1, 1) de su grafica y, sin embargo, no tenga extremo
relativo en dicho punto.

b) Probar que la ecuacion x + x — 1 = 0 tiene una Unica solucion positiva.

a)
Por pasar por P(1, 1):
f(H= 151°+ a1+ b+c=1a+ b +c=0.
f'(x) = 3x" + 2ax + b. Por tener pendiente nula en P(1, 1):
F()=0231"+2a1+b=0;, 3+2a+b=0; 2a+b =3
Por no tener extremo relativo en P(1, 1) tiene que ser f ”(1) = 0:
F)=6x+2a=>f(1)=06+2a=0; 3+a=0>a=—3
2a + b=—3=22(-3)+b=—3;, —6+b=—3=>b=3.

a+b+c=0=>—-34+3+c=0=>c=0.

b)

: . 5 .
Considerando la funcion f(x)=x + x — 1, que por ser polindmica es
continua y derivable en su dominio, que es R.

Teniendo en cuenta que f(0) =— 1y f(1) = 1, segln el teorema de Bolzano,
en el intervalo (0, 1) la funcion f(x) tiene, al menos una raiz x = a€(0, 1), tal que

f(a)= 0.
Vamos a demostrar ahora, como se pide, que la raiz es unica.

Si la funcion f(x) tuviera al menos otra raiz real positiva x = b, indicaria que
f(b) = 0, con lo cual se podria aplicar el teorema de Rolle, teniendo en cuenta la
continuidad y derivabilidad de f(x).

Si b > a, tendria que existir un valor positivo ¢, tal que a < ¢ < b, para el

cual se anularia la primera derivada de la funcion, es decir: f (c¢) = 0, y esto, como se
demuestra a continuacién, es imposible:

f'(x) = 5x" + 1 y siendo ¢ > 0 es: f'(c)io, VcER, lo cual contradice el



. ., 5
teorema de Rolle y, en consecuencia, demuestra que la ecuacion x + x — 1 =0
tiene una sola raiz positiva, como se tenia que probar.

st s sk sk sk ko skok
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4°) a) Calcular (% S - ) :
El

b) Calcular el area de la region limitada por la funcion f(x) = 1 — X y las rectas
tangentes a dicha grafica en los puntos de abscisas x =1y x =-1.

1 1 1 1 : —
(_ — ): — ——— = 0 — w=Indet.= lim = =
0 e —1 x—0" x~(e _1)

e'—1 _1-1

_ 0 . ] '
= - =Indet. >{L'Hopital} = lim R = <570

+
x—0

= %:Indet. =

X

. . e 1 1
= {L'Hopital} = lim = = —.
{ p } x—>0+ e +1-e +xe" 1+1+0 i

b)
Los puntos de tangencia son los siguientes:

F()=1—-1=0=A4(, 0).

f(=1)=1-1=0=B(—1, 0).

La pendiente de la tangente a una funciéon en un
punto es el valor de su primera derivada en ese punto.

f)=—2x=f1)=m =- 2.
t, =y —0=- 2:(x — 1)=— 2x + 2>t =y == 2x + 2.
f(- D=m =2

t,=y — 0= 2¢(x + 1)=2x + 2=>t=y = 2x + 2.

Las dos tangentes pasan por el punto C(0, 2).



El vértice de la parabola f(x) = 1 — X esel siguiente:

f'(x) =— 2x = 0-x = 0=>V(0, — 1).

La representacion grafica de la situacion, aproximada, es la indicada en la
figura adjunta.

Conviene observar la simetria con respecto al eje Y del conjunto.

De la observacion de la figura se deduce al area a calcular, que es la siguiente:

2 2
— . — . — . —_ — —_ 2 . =
S=2 { [tl f(x)] dx = 2 { (= 2x +2)— (1 — x)]-dx

3

2 2 ;
=2 [(x" = 2x + 1)dx = Z-le—xZ + x] = 2-[(27— 2% + 2)— 0]=
0 0
16 16—12 4
= T— 4 = 3 = ?.

4 2
S—?u.
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OPCION B

1°)  a) Discutir, segin el valor del pardmetro m, el sistema
fx+y+mz=2 x+my+z=2mx+y—mz=20
b) Resolverlo param = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=11m1Iml111l —m)yA=1A1m1iml11ll —m 22mQ0).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

A=]11m1m11l —m|=—m +m+1-m —1+m=—2m" + 2m =

=—2m(m - 1)=0=>m =0,m, =1

Para {m#0 m#1 }=>Rang A = Rang A=3=ne incog.=S.C. D.

Param = OesA = (110101110 200)=>RangA'=>{C1, C, C4}=>
51112100110 |= 2#0=>Rang A = 3.

Param = 0=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

Param = lesA = (11111111 — 1 220):{F1=F2}=>Rang,4'= 2

Param = 1=>Rang A = Rang A=2<ne incég.=S.C. L

b)

Para m=1 el sistema es
fx+y+z=2x+y+z=2x+y—-2z=0, equivalente a
{x+y+z=2x+y — z=0,quees compatible indeterminado.

Haciendo

y=M=x+z=2—-Ax—z=—A }PPx=1-ANx+z=2—-A —x+z=27A}:

Param = 1 las solucionesson:x =1 — A, y = A, z = 1, VAER.
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x_y—1:Z

. X z—1
2°) Consideremos las rectas r=—- =y = ——y s=—- 2

2
a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan.

b) Hallar la ecuacion de la recta t que pasa por el origen de coordenadas y corta a las
rectasry s.

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Rectar: A(0, 0, 1) yv = (2,1, 2). Rectas: B(0, 1, 0) yv = (2, 3, 1).
Los vectores v yv_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:w =AB = (0,1, — 1).

e

Segun que los vectores {vr, v, W} sean 0 no coplanarios las rectasr y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- o5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{;r, v, J}=>|21223101 C1|=— 64+ 4— 2+ 2= 220>

d - —)] - - -

=>Rangiv, v, wi= 3=v, v, wno son coplanarios.
T S T S

Las rectasry s se cruzan, como se queria comprobar.

b)
En primer lugar determinamos un plano a que contiene a la recta r y pase por
el origen:

El punto A(0, 0, 1)€r con el origen determina el vector OA = (0, 0, 1).

a(o; v, 0A)E|xy2212001|= 0= a=x — 2y = 0.



Ahora determinamos otro plano 3 que contiene a s y pasa por el origen:
El punto B(0, 1, 0)€s con el origen determina el vector OB = (0, 1, 0).
B(O; v, OB)E lxyz231010|=0=>B=x — 2z = 0.

La recta t pedida, expresada por unas ecuaciones implicitas y también por unas
ecuaciones paramétricas, es la que determinan los planos a y f3:

t={x —2y=0x—-2z=0=>y=z=Ax=2A=>t={x =20y =A z =1, VA€
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3°) Tenemos un cartdon cuadrado de 6 cm de lado y queremos construir con ¢l una caja
sin tapa. Para ello recortamos un cuadrado de x cm de lado en cada vértice del carton.
Calcular x para que el volumen de la caja sea maximo.

y
T L
5 Y <
(s Y X r’#i
7
1 v I

b6 cm——*
De la observacion de la figura se deduce que: y + 2x = 6>y = 6 — 2x.

V= yz-x =>V(x)= x(6 — Zx)z.

Para que el volumen sea maximo es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

V’(x) = 1-(6 — Zx)2 + x[2:(6 — 2x)(— 2)]=(6 — 2x)(6 — 2x — 4x) =
=23 — (6 — 6x)= 123 — 0)(1 — ) = 12(x" — 4x + 3).
V(x)= 02123 - (1 — x)= 0=x, =3, x, = L.

La solucion x = 3 carece de sentido por ser imposible la construccion; se trata
de un minimo. La solucion légica de maximo es para x = 1. Se comprueba a
continuacion:

V (x) = 12(2x — 4) = 24(x — 2).
V”(3) = 24(3 — 2)= 24 > 0 >Minimo parax = 3.

V(1) = 24(1 — 2) =— 24 < 0 >Méximo parax = 1.

Elvolumen de la caja es maximo cortando un cm de cada esquina.

seskoskoskoskoskoskoskskok



1

4°) a) Calcular (1 + xz) x.

b) Calcular el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f(x) = Lx, el
eje OX ylarectax = 3.

a)

1

(1 + xz) = 1"=Ind. del tipon2e = {x—>0+ Qx—00 } =

1
a

b)
La grafica de la funciébn T
f(x) = Lx pasa por los puntos P(1, 0) y l

Q(e, 1). R

La representacion grafica, S
aproxi-mada, de la situacidén es la que . |
indica el grafico adjunto. :

De la observacion de la grafica se - ............. ........ . ....... _______
deduce la superficie a calcular, que es la L L Lo
siguiente:

3 3
S = fo-dx:{{u = Lx—=du = %dx dv = dx-v = x}:Lx.x — fx%dx] —
1
1

3
= [Lx-x - fdx] = [xlx — 2], = (313 = 3)— (1L1 — 1) =313 — 3 + 1
1

= 3L3 — 2=3,30 — 2 = 1, 30.

S = (L27 — 2)u’=1,30",
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacion 16gica y los célculos.

OPCION A

1°) a) Discutir, en funciéon del valor de m, el sistema de ecuaciones
fmx + y+z=0mx + mz=2 yresolverlo param =— 1.

b) Para m = 1 afadir una ecuacion al sistema del apartado a) para obtener: en un
caso un sistema compatible determinado y en otro caso un sistema incompatible.

5

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=mllmOm)yM =(m11lmOm 02).

Porser [100 2| = 2#0=Rang M =2
Param = 0esM =(011000)=>RangM = 1.

Param#0esM =(m11mO0Om)=|110m|= m#¥0=Rang M = 2.
Param#0=>Rang M = RangM = 2 < n2%incég.=S. C.I.

Antonio Menguiano



Param = 0=Rang M = 1; Rang M = 2=Sistema incompatible.

Se resuelve para m =— 1, en cuyo <caso el sistema resulta
{(-x+y+z=0—-—x—-—2z=2 , que es compatible indeterminado.
Haciendo z = A:

X=—2-X y=x—A=—2-A—A=—2—2A

Solucion: {x =— 2 — A y=—2 —2Az=A , VAER.

b)
Param = lelsistemaes{x + y + z=0x + z = 2

El sistema resulta compatible determinado afnadiendo una ecuacion que sea
linealmente independiente de las ecuaciones del sistema, por ejemplo:

SSC.D.>{x+y+z=0 x+z=2 x+2y+3z=1.

Para que el sistema sea incompatible basta afiadir una ecuacién que sea
linealmente dependiente a cualquiera de las ecuaciones referente a los coeficientes y
linealmente independiente con respecto a los términos independientes, por ejemplo:

Sistema incompatible = {x + y+ z=0x + z = 2 x+y+z=1.
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2°) a) Determinar la posicion relativa de la recta
r={—x+2y—-—z=32x—-3y+z=1 y el plano de ecuacion
m=5x — y + 2z = 4.

b) Dadas las rectas r,=E——=——=—= y
r,= {—x+ 2y —z=32x — 3y + z =1, calcular el plano que contiene a r
y es paralelo a T

a)
La recta r y el plano =@  determinan el sistema
—x+2y—z=32x—-3y+z=15x—y + 2z =4}

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(—12 —12 =315 —12) y
M=(—12 —12 —315 —12 314).

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M =Rango M’ =2 = Larecta esta contenida en el plano.
2.-- Rango M =2, Rango M’ =3 = La recta es paralela al plano.
3. -- Rango M =Rango M’ =3 = Larecta es secante al plano.

Rango de M
=>|-12 —-12 -315 -12|=6+2+10-15-1-8=18 — 24 =

=— 6#0=>Rang M = 3.

Larectaryelplano  son secantes.

b)
Un punto y un vector director de r, son A(1,0,0)y v, = (2, —1,5).

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan. Un vector director de r , 8 el siguiente:

rzz{—x+2y—z=32x—3y+z=1=>[n1=(—1,2, —1)n2=(2,



=202/ +3k—4k—3i+j=—i—j—ksv =(1 1 1)

La ecuacion general del plano pedido m es la siguiente:

n(A; v, 172)5|x—1yz2 —15111]= 0;
—(x—-D+5y+2z24+4z—-5x—-1)—2y=0;, —6(x—1)+3y+ 3z=0;
2c—-1)—y—z=2z 2x—-2—-—y—z=0.

nm=2x —y —z—2=0.
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3°) Dada la funcion f(x)= 2e |x|’ estudiar: derivabilidad, crecimiento y
decreci-miento, extremos relativos y asintotas.

Teniendo en cuenta que |x|={— xsix < 0xsix=0 , la funcion

f(x)= 2¢ M puede expresarse de la forma f(x) = {Zer six <0 2e six=0.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea
continua en ese punto.

La funciéon f(x) es continua y derivable en R, excepto para x = 0 cuya
continuidad y derivabilidad son dudosas; se estudian a continuacion.

Para que la funcion sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

foo =(27) =21 =2 fO0 =(2¢M)=21=2=f(0) }> f(x) = fG

., -2 :
La funcion f(x) = 2e ! es continua parax = 0.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto y,
ademas, existen sus derivadas laterales y son iguales.

f'(x) = {4er si x <0 — 4e_2x si 0>0 =>f'(0_) =4e = 4; f'(0+) —— 4o =— 4

f'(()_) + f'(0+) = La funcion f(x) es derivable en R — {0}.

Una funcidon es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

Crecimiento:f'(x) > 0=xe(— o0,0).

Decrecimiento: f'(x) < 0=x€(0, + ).

Notese que, aunque la funcion no es derivable para x = 0, tiene un minimo
para este valor; es lo que se denomina un “punto anguloso” que, en este caso, segun
el estudio del crecimiento y decrecimiento, se trata de un minimo absoluto.



Minimo absoluto en A(0, 2).

Por ser f(— x) = f(x), la funcion es simétrica con respecto al eje Y.

Una funcion tiene una asintota horizontal cuando su limite cuando x tiende a
mas o0 menos infinito es un numero real.

fx) = (Zer) =2e =—7=—=0.

f(x) = (Ze_zx) =2¢e =2 =22).

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcidn.

Por ser una funcidn exponencial carece de asintotas verticales y oblicuas.
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4°) a) Calcular [x(el/x — 1)] :

b) Consideremos la funcion f(x) = X + mx’ + 1con m=0. Calcular el valor de m
para que el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x), el eje OX y las
rectasx = 0 yx = 2 sea 10.

a)
N
[x(el/x — 1)] = 0'(61/0 - 1) = O-(eoo — 1) = 0-c0=Indet. =
e*~1 oo 0 ~ e =0 1/x
= lim —— = — = —>=Indet. >{L'Hopital}=> lim ————= lim e~ =
=0 o x=0" 2 x-0"
1
T 400
=e =e =+
1/x
[x(e — 1)] =+ oo,
b)

Siendo m=0, las ordenadas de la funcién f(x) = x>+ mx’ + 1son positivas,
por lo cual les:

2 2 ' 2
[ f(x)-dx = 10:>f(x3 + mx + 1)-dx = 10; [x—+ — + x] = 10;
0 0

2 m-2> 8
L 422 1 2)-0=10; 4 +2m+ 2 = 10;
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OPCION B

1°) a) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y tal que |A| = 2. ;Tiene inversa la
matriz A*? Calcular |5A_1| y |(5A)_1|.

b) ;Para qué valores del parametro a el rango de lamatrizM = (a + 162 a) es 1?

a)
|4 = 4D’ = 2" = 1620.
La matriz A4 es invertible.
o= sl = s = 5= 2

Teniendo en cuenta que:
1.- La matriz A es cuadrada de orden 3.

2.- El producto de un nimero real por una matriz es otra matriz cuyos
elementos quedan todos multiplicados por dicho numero.

3.- Si los elementos de una fila de un determinante se multiplican por un
numero real el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

-1 3 71 311 125

|G |=[5"4 |=5"|5|=""
b)

El rango de M es 1 cuando las filas o columnas son proporcionales:
anrl =£; a’ +a= 12; a’+a-— 12 =0; a= L1448 C1h9 147

a 2 2 2
>a =— 4, a = 3.
1 2

La matriz M tiene rango 1 paraa =— 4 yparaa = 3.
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2°)  a) Hallar la ecuacion del plano perpendicular al plano
m=2x — 2y + 4z — 5 = 0y que contiene a los puntos A(— 2, 0, 0) y B(0, 1, 0).

b) En los planos 11152x —2y+z—-1=0 ynZEZx — 2y + z+ 5 = 0 estan

situadas dos caras de un cubo. Calcular el volumen de dicho cubo.

a)
Un vector normal del plano m=2x — 2y + 4z — 5 =0 esr_l)z 1, —-1,2)

Los puntos A(— 2, 0, 0) y B(0, 1, 0) determinan el vector A_)B =(2, 1, 0).
La ecuacion general del plano 3 pedido es la siguiente:
B(A; n, AB)E Ix + 2yz1 —12210|=0; 4y +z — 2(x + 2)= 0;

4y +z — 2x — 4 = 0.
B=2x — 4y — z + 4 = 0.

b)
El lado del cubo es igual que la distancia entre los planos paralelos 1 YT,

La distancia entre los planos a y a paralelos dados por sus ecuaciones

generales alex + By + Cz + D1 =0y aZEAx + By + Cz + D2 = 0 viene

[0,7D,|
dada por la formula d = ———:
|5+1] 16| 6 _ 6
( 1 2) \/m V4+4+1 /9 3
3 .3

El volumen del cubo es de 8 unidades cubicas.
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3°) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1, 1) y forma con los ejes
coordenados un tridngulo de area minima en el primer cuadrante.

El area del tridngulo es § = aT'b.

Con objeto de expresar la superficie I
en funcion de una sola incdgnita se
expresa b en funcion de a, para lo cual se J
consideran los tridngulos sombreados de la
figura 2, que son semejantes por lados
paralelos.

¥
" i ...............
X 2
_____________ 1. P
} S
: X
. 4
0 1 2
b—1 _ 1 | . _ 1 1
T_a—l’b 1_a—l’b_a—l-}_lz>
14+a—1 a
=b a—1 a—1
__ab _ a5 _d
S = > =S(a) = 2 = 2D

La superficie es minima cuando su primera derivada es cero:

2
2a-(2a—2)—a2-2a 2a°—2a—a’ —a’+2a —2a —a(a2+2a—2)

S (a) = - = =

4-(a—1)° 2-(a-1)° 2-(a-1)" 2-(a-1)"

S =022 — o g(a® + 20 — 2)= 0=a, = 0.

2-(a-1)°

2 A 24448 2412 —24243 _
a+2a—2=0; a= - =—=ts === ——1i\/§:>a2——1—\/§,

a, =-— 1+\/§.



Las raices a | ¥ a, carecen de sentido; la solucién es a = \/§ - 1.

b:a_\E—l_3—1

a-1 = 3—1-1  +f3-2"
y3-1
La pendiente de la rectaesm =— % =— f‘zl = 1\5 = 2:_? =2 +1/3.

La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — y 0= m(x - X 0):

y—1=(2+B)x-1D=(2+3)x -2 -3
Recta:r=y =(2 +\/§)x +(— 1 —\/5)
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4°) Se considera la pardbola y =— X+ 2x.

a) Calcular las rectas tangentes a dicha parabola en sus puntos de interseccion con el
eje OX.

b) Calcular el area delimitada por la grafica de dicha parabola y las rectas tangentes
obtenidas en el apartado anterior.

a)

Los puntos de corte de la parabola y =— x> + 2x son los siguientes:
y=0=—x +2x=0; —x(x—2)=02{x, = 050(0, 0)x, = 2-4(2, 0)

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

y' =— 2x + 2.
m =y(0)=—20+2 = 2.

1

0(0, 0)=>y—0=2(x—0)=2x:>t15y=2x.

m =y@)=—22+2=—14+2=—2

A(2,0)=>y—0=—2(x—2)=—2x+4=>t25y=—2x+4.

b)

El vértice de la pardbola f(x) =— X+ 2x es
siguiente:

F)=—2x + 2 = 0>x = 1=V(1, 1).

El punto de corte de las tangentes es:

2x =— 2x + 4 4x = 4 x = 1=C(1, 2).

La superficie a calcular es la siguiente:



1 2
S = {[tl - f()]-dx + {[tz - f()]-dx =

= i[Zx — (— x2 + Zx)]-dx + ?[(— 2x + 4) — (— x2 + Zx)]-dx =

1 ) 2 ) s 1 3 2 2
=fx-dx+f(x—4x+4)-dx=[x—] +[xT—4; +4x]=
0 1

7 2’ 2 2 1 8 1 _
—T+(T—2'2 +4'2)—(T—2'1 +4'1)—?+?—8+8—?+2—4—

2 2
S—?u.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1°) Dada la funcioén f(x) = X+ 3% + ax — 6, a€R, se pide:

a) Determina el valor del pardmetro a€R para que la pendiente de la recta tangente a
la grafica de f(x) en su punto de inflexion sea -3.

b) Para el valor del parametro encontrado, calcular los extremos relativos e intervalos
de crecimiento y decrecimiento de f(x).

a)
Una funcién polindmica de tercer grado tiene un punto de inflexion para los
valores de x que anulan su segunda derivada.

f'(x) = 3x" + 6x + a. f”(x) = 6x + 6.
f ()= 026x+ 6 =0; 6(x +1)= 0=x =— 1.
La funcion f(x) tiene un punto de inflexioén para x =— 1.

La pendiente de una funcién en un punto es igual que el valor de la primera
derivada de la funcion en ese punto.

F)=m=—323(= )2+ 6(— D+ a=—3 3—6+a=—23

—3+a=—3=>a=0.

b)
Para a = 0 la funcidn resulta: f(x) = X+ 3% — 6.

Antonio Menguiano



La condicién necesaria para que una funcidén tenga un maximo o un minimo
relativo en un punto es que se anule su primera derivada en ese punto:

f'(x) = 3x° + 6x.
f'(x) — 0=3x + 6x =0; 3x(x + 2)= 0:>x1 =0, X, == 2

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

f”(x) = bx + 6=>{f”(0) = 6 > 0=Minimo relativo paax = 0 f”(— 2)=—6<

f(0)=— 6 = Minimo: A(0, — 6).

f=2)=(=2"4+3(-2"-6=—8+12 — 6 = 2=

= Maximo: B(— 2, — 2).

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en R y los puntos méximo y minimo
obtenidos, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimient0:>f’(x) > 0=x€(— o, — 2)U (0, + o0).

Decrecimiento:f'(x) < 0=>x€e(— 2, 0).
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o
4

2°) Calcula la integral definida: I = [ %-dx. Nota: Puede ayudarte hacer el
0
cambio de variable t = \/; y a continuacion aplicar integracion por partes.

, 2
[ = coscos \/x -dx{x:Zﬁtz%XZOQtZO}:)I%'Zt'dtZ
0

2

o%.,;‘:l.\}

t-coscost-dt={u = t->du = dtdv = coscost-dt->v = sent}= ’t-sen t — [ se

O A

L

[t-sent + coscost]; = [%-sen ~ + coscos + ]— [0-sen 0 + coscos0]=

m—2

_T[ —
=21+0-1="1

coscos\/; dx = m—2

I= 2 2

o %N‘;lw
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39 a) Discute el sistema de ecuaciones lineales
fx—y+mz=0 4x — 3y + 2z =m -mx+y—z=1—men
funcion del pardmetro meR.

b) Calcula la solucion cuando el sistema sea compatible indeterminado.

5

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(1 -1m4 —32 —m1 —1) y
A=1-1m4 —-32 —m1 —1 0m1l—m).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro m es el
siguiente:

Aj=]1 —1m4 —32 —m1 —1|=3+4m+2m—-3m -2 — 4 =

= 3m+6m—-3=0m—-2m+1=0; (m-1)"=0>m=1.

Param#1=>Rang A = Rang A’ = 3 = n%incbdg.=>S. C. D.

Param =124 =(1 — 114 —32 — 11 — 1 010)=Rang A'>{C, C, C

5|1 —104 —31 —110|=—|1 —1 —11|= 0>Rang 4 = 2.

Param = 1=>Rang A = Rang A=2<ne incodg.=S. C. I.

b)

Para m=1 el sistema resulta:
fx—y+z=0 4x — 3y +2z=1 —x+y—z=0 , equvalente al
siguiente sistema: {x —y +z =0 4x — 3y + 2z = 1, que es compatible
indeterminado.

Haciendo zZ =M\

XxX—y=—A4x —-3y=1-2A}—-3x + 3y = 3A 4x — 3y =1 — 2A}=>x =

y=x+A=14+A4+A=1+4+ 2\
Solucion:x =1+ A y =1+ 2)A, z = A, VAER.
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4°) Sea r la recta determinada por el punto P(1, 0, 1) y el vector v o= 1, -1, 0).

a) Calcula el punto de r més cercano al punto Q(0, 0, 1).

b) Calcula el punto simétrico de Q respecto a .

a)
El haz de planos perpendiculares a r es de la forma f=x — y + D = 0.

De los infinitos planos pertenecientes al haz {3, el plano T que contiene al punto
Q(0, 0, 1) es el que satisface su ecuacion:

B=x —y + D = 0Q(0, 0, 1) 120 — 0 + D = 0=D = O=n=x — y =

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r=x=1+Ay=-2A z=1

El punto M, interseccion de la recta r con el plano m es la solucion del sistema
que forman:

r={x=1+Ay=—2A z=1 m=x—-—y=0}=>0A+1)-(—-1)=0 1+A+

=>)\=—%=>{x=1—%=%y=% z=1 }:M(%,%,l).

El punto de r mas proximo a Q(0, 0, 1) es M(%, %, 1).

b)
Para que Q’ sea el simétrico de Q con respecto a r
tiene que cumplirse que:

QM =MQ' = [M - Q] =[Q — M];

(5% 1)@ 0 ][ 0~ (3 1)}
(

44 0=ty -de-1)=
1

1 1 1 '
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OPCION B

1°) @) Enuncia los teoremas de Bolzano y Rolle.

., x 5 . .y
b) Razona que la ecuacion 2e” + x = 0 tiene al menos una solucion real.

c¢) Razona que, de hecho, dicha solucion es unica.

a)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".
El teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c) = 0.

b)

: : ., 5
Probar lo pedido es equivalente a demostrar que la funcion f(x) = 2¢" + x
tiene al menos una solucion real.

La funcién f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por ser la
suma de dos funciones continuas y derivables en R, por lo cual le es aplicable el
teorema de Bolzano en cualquier intervalo cerrado que se considere, por ejemplo,
[— 2, 0]:

f(=2)=2€e +(-2=2-32<0f0)=2€e"+0=21=2>0 =3¢
e

. x 5 . . 7
Lo anterior prueba que 2e¢ + x = 0 tiene al menos una solucion real.

c)
., X 5 . .,
Ya se ha probado que la ecuacion 2e” + x = 0 tiene al menos una solucion
real; ahora se debe demostrar que esa raiz es Unica.

Teniendo en cuenta la continuidad y derivabilidad de f(x) y que:

' 4 . ., .
f(x)= 2¢" + 5x > 0, Vx€R, lo cual significa que la funcién es mondtona
creciente lo que implica que tenga mas de una solucion.

Queda demostrado lo pedido.
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2°) a) Calcula el area de la region acotada por las graficas de las siguientes parabolas:
f(x)=x2 — 4x + 3yg(x)=—x2 + 2x + 11.

b) Calcula c€R para que las rectas tangentes a las graficas de f(x) y g(x) en el punto
de abscisas x = e tengan la misma pendiente.

Los puntos de corte de las dos pardbolas son las soluciones de la ecuacidon que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

X —4dx +3=—x +2x+11; 2x —6x —8=10: x°— 3x — 4 = 0;

3++/9+16 3+4/25 3+5
= BP0 _ 3805 _ 35 o = 154(- 1, 8)x, = 4-B(4, 3)

Los vértices de las parabolas son los siguientes:

fO=2x—4=0-x=2-V (2 - 1.

g’(x) =—2x + 2 = 0-x = 1—>V2(1, 12).

La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la indicada en la
figura.

En el intervalo correspondiente al drea a calcular, todas las ordenadas de la
2 : :
parabola g(x) =— x + 2x + 11 son iguales o mayores que las correspondientes

ordenadas de la parabola f(x) = X' — 4x + 3, por lo cual el area a calcular es la
siguiente:



S=}[(—x2+2x+11) (x —4x+3)]dx— 4( 2x2+6x+8)dx=
-1

-1
2x3 6x2 4 4
=[— s l - | -
-1 1
=( ) [—2(1)+3( D+ 8(- 1)]
128 130 255—-130 _ 125

=— 22 +48+32 -2 -3+8=85 =220 20

125 2
S=——u.
b)
Por ser la pendiente a una recta en un punto igual que el valor de su derivada
en ese punto, se trata de igualar los valores de las respectivas derivadas:

fOO=2x—4 g)=—2x+ 2} f()=g()=2x — 4 =— 2x + 2; 4x =

Elvalor pedido es x = %
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3°) Sabiendo que |D|=1223xyza2b3c|= 10, donde x, y, z, a, b, cER,
calcula los siguientes determinantes:
|M|=|141421x+4y+4z+6——% y
IN|=103xyz 03a2b3c 05 60 23 00 |, indicando las propiedades que usas
en cada caso para justificar tu respuesta.

2b a 2b 3c

M| = |141421x+4y+4z+ - |141421xyz—TT +|'

A=7—+223xyza2b3c|=-+10 = 14.

B=72+223223a2b3c|==0 = 0.

Sustituyendo los valores obtenidos de A y B:
|M|=|141421x+4y+4z+6%%35—c = 14.

IN|=103xyz 03a2b3c 05602300 |=—53xyz3a2b3c623|=— 5=

=— 15223xyza2b3c|=— 1510 =— 150.

(Notese que el valor no cambia de signo por haber intercambiado dos lineas entre si
dos veces)

IN|=103xyz 03a2b3c 05 6023 00 |=— 150.

En la realizacion de los dos apartados del ejercicio se han utilizado las
siguientes propiedades de los determinantes:

1%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
dicha linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes
elementos iguales a los del determinante inicial.

2% .- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
cero.

3%.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

4? - Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen




por un nimero su valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.
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4°) Dados los planos T =ax +y + 2z = 2, TEXx+y+z= 0 vy
=X + ay + z = a, donde a€R, se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de los planos anteriores en funcion del pardmetro a.

b) Para a = 1, calcular la distancia entre T,y

a)

Los tres planos determinan las siguientes matrices de coeficientes y ampliada:
M=(@121111al)yM' =(al121111al 20a).

Segin que los rangos de estas matrices, la posicion relativa de los planos son
las siguientes:

1°. -- Rang M = Rang M' = 3 =Los planos se cortan en un punto.

2°. -- Rang M = 2; Rang M = 3=Los planos son secantes dos a dos.
3°. -- Rang M = Rang M =2 =Los planos se cortan en una recta.
4°, -- Rang M = 1; Rang M = 2>Los planos son paralelos.

5°. -- Rang M = Rang M = 1>Los planos son coincidentes.

RangM:|a121111a1|=a+2a+1—2—a2—1=—a2+3a—2=0;

2 Jo_g
a —3a+ 2 = 0; x=3i298=3;£1=>a1=1,a = 2.

Para {a#1 a#2 }=»Rang M = Rang M = 3=Los planos se cortan en un punto

Paraa = lesM = (112111111 201):RangM'=>{C2, C3, C4}:>

51(122110111|=1+2 — 2 — 2 =— 1#0=>Rang M = 3.

Paraa = 1=Rang M = 2; Rang M' = 3=>‘IT2 ym, paralelos y secantes a T,




Paraa = 2esM' =(212111121 202):>RangM'=>{Cl, c, C4}=>

>1(212110122|=4— 4 — 2 + 2 = 0=>Rang M = 2.

Paraa = 2=Rang M = Rang M' = 2=Los planos se cortan en una recta.

b)
Para a = 1 los planos T,y T, son paralelos:

n25x+y+z=0yn35x+y+2=1.

|D2_D3| .

Ny

La distancia entre dos planos paralelos es d(‘l‘[z, 1'[3) =

d(‘l‘[ T[)= |D2_D3| _ [0—1] _ 1

d(‘l‘[Z, 113) = g unidades.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1°) Se quiere construir un depodsito de chapa abierto superiormente con forma de
prisma recto de base cuadrada, de 1.000 m® de capacidad, lo mas econémico posible.
Sabiendo que:

El coste de la chapa usada para los laterales es de 100 euros el metro
cuadrado.

El coste de la chapa usada para la base es de 200 euros metro cuadrado.

(Qué dimensiones debe tener el deposito? ;Cual es el precio de dicho deposito?

a)

De la observacion de la figura podemos

deducir la expresion del volumen, de la cual se

expresa la altura en funcion de x con objeto de |

expresar el coste como una funcion de x. h =T~
P X

2 1.000 <
V=x"-h=1.000=>h =——. X
X
Suelo

~Pared lateral

Coste = C(x, y) = X200 + 4-x-h-100 = 200x" + 400-x-h =
= 200x-(x + 2h).

C(x) = ZOOx-(x + 2‘°§’°)= 200x-
X

3 3
x +2.000 x_+2.000
2R = 2002

X
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Es condicion necesaria para que el coste sea minimo que se anule su primera
derivada:
3x’x—(x"+2.000)-1
2

C (x) = 200 = 0>3x = x + 2.000; 2x° = 2.000;
x> =1.000 = 10°>x = 10. h = 1'100020 = 10.

El coste es minimo cuando el depédsito es un cubo de 10 metros de arista.

3
El coste minimo es: C(10) = 200-——=>>- = 20-1.200 = 24. 000.

El coste minimo es de 24. 000 euros.
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2°) Dada la funcion g(x) = (x + b)- coscos x, x€ER.
a) Calcula la primitiva G(x) de g(x) que verifica G(0) = 1.

b) Calcula el valor de b€R sabiendo que M =— 2.

a)

G(x)= [ f(x)dx = [[(x + b) cos cos x |dx={x + b = u—»du = dx dv = cos cos x dx-

= (x + b)-senx — [ senx-dx = (x + b)-senx + coscosx + C = G(x).

G(0)= 1=(0 + b)-sen0 + coscos0 + C =1; 1+ C =1=C = 0.

G(x)=(x + b)-senx + coscos x.

b)
g(x)=1-coscosx — (x + b)-senx = coscosx — (x + b)-senx.
G(x)—g'(x) -2 = [(x+Db)-sen x+coscos x |—[coscos x—(x+b)-senx] __ 2.
x - X - !
(x+b)-sen x+coscos x —coscos x+ (x+b)-senx _ 2:-(x+b)-senx __ 2. (xtb)-senx _ 1
X - X - ! X - !
x+b senx . senx
-, =1 Sabiendo que —— = 1:

(x+b) =—1=b =— 1.
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3°) Dadas las matrices:
A=010-11),B=(1000100 —11),C=(123 —-12 —3)y
D=312010):

a) (Qué dimension debe tener una matriz X para poder efectuar el producto matricial
A-X-B?

b) Despeja X en la ecuacion matricial A-X-B + C = D.

c¢) Calcula la matriz X.

a)
El producto de matrices cumple que: Amxn-anp = mep
En el caso que nos ocupa: Asz-anp = M2><p =>n = 2.
Por otra parte tiene que ser posible: XZXP-ng3 = M2><3 =>p = 3.

La matriz X tiene por dimensién 2X3.

Ejemplo: A-X-B = (10 — 11)-(123456)-(1000100 — 11)=
=(123333)(1000100 —11)=(1 —13303).

b)
AXB+C=D; AXB=D — C
AAaxBB '=AT\D-0)B T Ix1=4"D - C)B .

X=A""D-0)B"

c)
A=(10 —11); |Al=1;, A= —101); Adj. deA" =(1011)=4"".

(D=(100010001)={F, > F +F}=(100010011)=

B '=(100010011).
D-C=(312010)—(123 —12 -3)=(2 -1 —11 —13).

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:



X=4'"D-0B'=(1011)2 -1 —-11 —13)(100010011)=
=(2 -1 -13 —22)(100010011)=(2 —2 —1302).

X=2 -2 -1302).
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4°) Dadas las rectas r=2 —x=y - 2=+ y
s={x=—1+2Ay=—1+ A z=c — 31 A€R, donde cER, se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de r y s en funcion del parametro c€ER.

b) Hallar el punto de interseccion de r y s cuando dichas rectas sean secantes.

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta r: A2, 2, O)yvr =(—1,1, 3). Recta S:

B(—1, -1, c)yvs =(2,1, —3).
Los vectores vy v_son linealmente independiente por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEssw=AB=[B — A]l=[(—-1 —1,¢)—(2, 2, 0]=(—3, — 3, 0).

- o

Segun que los vectores {vr, v, W} sean 0 no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- o5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectasr y S se cortan; en caso contrario, se cruzan.

- 5

Rang{vr,vs,w}=>|—11321 -3 -3 -3¢c|==c—-—184+9+9+9 —2c=

=—3c+9=0;, —c+3=0>=c=3.

- - —>} e

Para c = 3=Rang [vr, v, wp= 2 =>vr, v, wson coplanarios.

Parac = 3lasrectasr y S se cortan en un punto.

- o —)] > 5 o

Para c#3=Rang {vr, v, wp= 3 =>vr, v, Wno son coplanarios.



Para c#3 las rectas r y s se cruzan.

b)

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r={x=2—-py=2+pnuz=3up .

Parac = 3ess={x =— 1+ 22y =—1+A z=3 — 3A

2 —pu=—14+2A24+pu=—1+12A 3u=3-3A}=2u=—34+2A u=1-2}

Para c = 3 el punto de corte de lasrectasr yses P(3, 1, — 3)
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OPCION B

., 1- :
1°) Dada la funcién f(x) = 2x-e ¥ se pide:
a) Estudiar si tiene asintotas horizontales.

b) Calcular sus puntos de inflexion.

a)
Las asintotas horizontales de una funcion son los valores finitos que toma la
funcion cuando x tiende a mas infinito o menos infinito.

@) = flxe™) == we = o

Larectax = 0 es asintota horizontal en la parte positiva del eje X.

b)
La condicién necesaria para que una funcion tenga un punto de inflexion es
que se anule su segunda derivada.

flx) = 2

e

f'(x)= 20" —2xe” | 2-2x _ 2(1-x)

(ex_l)Z - ex—l - ex—l
"o =2 '22(1=x)€ T —2—2(1—x) _ —2—2+2x _ 2x—4 _ 2(x=2)
f (x) - Y1 2 - x—1 - x—1 - -1 = x—1
(e ) e e e e

f )= 0252 — 0, 2(x — 2) = 0=x = 2.
e

f2)=22¢ =4 =L

e "

Punto de inflexion: P(Z, %)
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2°) Dadas las funciones f(x) = % y g(x) = 3 — x, se pide:

a) Esbozar la region encerrada entre las graficas de f(x) y g(x).

b) Calcular el area de la region anterior.

a)

La funcion f(x)=% es simétrica con respecto al eje Y por ser
f(—=x)=— f(x) y pasa por los puntos A(1, 2), B(2, 1) y sus simétricos
M(— 2, — 1), N(—1, - 2).

La funcion g(x) = 3 — x es una recta de pendiente negativa que pasa por los
puntos C(0, 3) y D(3, 0).

Los puntos de corte de las dos funciones se obtienen resolviendo la ecuacion
que resulta de la igualacion de sus expresiones:

f(x)=g(x)=>%=3—x; 2=3x—x2; x2—3x+2=0; X = 3i29_8 =

=5 {x, = 154(1, 2)x, = 2-B(2, 1).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.




b)

Como puede observarse en la figura, en el intervalo de la superficie a calcular,
que es (1, 2), las ordenadas correspondientes a la recta son iguales o mayores que las
correspondientes coordenadas de la curva, por lo cual la superficie a calcular es la
siguiente:

2 2 2
S =190 — f@ldx = |G - x) - Ldx = [(3 — x - L)dx =
1 1 1

_ x2 2 _ 22 12 .
=|3x — 5 — 2Lx| = |32 ——F — 2.L2|— |31 —— — 2:L1|=
1

37116 ~0 1137 u°

-6 — 2 — — L 0 = 1 _ -3 _ —
=6—-2-22-3+5+20=1+5—-14=—-—-L4=—"—=
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3°) @) Enunciar el teorema de Rouché-Frébenius.

b) Razona que un sistema de tres ecuaciones lineales con cuatro incognitas no puede
ser compatible determinado.

c¢) Determina para qué valores del parametro a€R el sistema
2x +3y —z+2t=25x+y+2z=1 x+8y—5z+6t=a es
incompatible.

a)

El teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones con n
incognitas tenga solucion es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes con
el rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incdgnitas el sistema es compatible
determinado.

Si el rango es menor que el nimero de incdgnitas el sistema es compatible
indeterminado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicion necesaria y
suficiente para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los
coeficientes sea menor que el nimero de incognitas. La condicidon necesaria y
suficiente para que un sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea
compatible es que el determinante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)

Segtn el teorema definido anteriormente, para que un sistema sea compatible
determinado tiene que cumplirse que el rango de las matrices de coeficientes vy
ampliada tiene que ser igual e igual al nimero de incognitas. Si el sistema tiene tres
ecuaciones, los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen, como
maximo, rango 3, que es menor que el numero de incognitas, que es 4, por lo cual:

Un sistema con 3 icuaciones y 4 incognitas no puede ser C. D.

c)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(251318 —12 —5206 ) y
M=(251318 —12 —5206 21a ).

El sistema es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficientes y
ampliada no son iguales; como quiera que el maximo rango de la matriz de
coeficientes es 2, por ser F s = 3F LT F ,» bara que el sistema sea incompatible es



necesario que el rango de la matriz ampliada M’ sea 3.
Rang M = 3,VaeR — {5}.

El sistema es incompatibla VaeR — {5}.
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4°) Dados los planos n=2x — 3y +z =0,

n'E{x=1+7\+uy=7\—u z=1+ 22+ p A pER, y el punto
P(2, — 3, 0), se pide:

a) Hallar la ecuacion continua de la recta r que pasa por P y es paralela a la recta s

determinada por la interseccion de Ty .

b) Calcular el angulo entre los planos T y .

a)
Un punto de T es A(1, 0, 1) y tiene como vectores directoresau = (1, 1, 2)
yv=(1, —1,1).

Laexpresi()ndeﬂ'E{x=1+7\+uy=7\—u z=1+ 22+
dado por su expresion general es:

w(Aw v)=lx - 1yz—-11121 — 11]=0;
x—-—D+2y—-(z-1)—-C-D+2x—-—1)—y =0;
3x-1D)+y—-2z—-1)=0; 3x -3 +y—2z+2=0=>
=>1T'53x+y—22—1:0.

Los planos Ty T determinan la recta
s={(2x — 3y +z=0 3x+y—2z—-—1=0.

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan

s=(2x —3y +z =0 3x+y—2z—1=o=>{rf=(2, ~3,1)n

=60+ 3+ 2k + 9%k — i +4j =5+ 7 + 1lk=>v = (5,7, 10).

La expresion de la recta pedida r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones
parameétricas es la siguiente:

r={x =2+ 51 y=—3+ 7Az =11\

b)

-
'

G,



El 4ngulo entre los planos Ty m es el menor &ngulo que forman sus vectores

-

normales, que sonn = (2, — 3, 1) yn’ =(3,1 —2).

Por el concepto de producto escalar:

-
-

nn

-

' 2,-3,1)(3,1,—2
nn I( )-( )]

e e

n |- CoOSCcoSs a= Ccoscosa = S

n

.
= [n]

i

[6—3—2] — =1

= T — 1 = 00714« = 85°54 14"

Los planosmty n forman un angulo de 85° 54 14"
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales
{2x + 4y + 4z = 4k — 7 2x — ky =— —2x=k+1
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro k.

b) Resuelva el sistema para el caso de k = 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(2442 — k0 —200) y
A'=(2442 — k0 —200 4k —7 — 1k + 1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro k es el siguiente:

|A|=12442 — k0 —200|=— 8k = 0=k = 0.

Para k#0=>Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Para k = 0 es
A=(244200 —200 —7 — 11)=>{F2=—F3}=>Rang.A = 2.

Para k#0=>Rang A = Rang A=2<ne incodg.=S. C. I.

b)

Resolvemos el sistema para k = 0, que es compatible indeterminado.

El sistema resulta
{2x + 4y + 4z =— 72x =— 1 —2x =1 , cuyas soluciones
son:

Antonio Menguiano



1 —7—2x—4z —7+1—-4z 3
x——z,z—k,y— 2 = ” ——2—7\.
o 1 3 _
Solucion: x =— Y == = A z = A, VAER.
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2°) En R3, sealarectar=(x, y, z2)= (1 + A, A, 1 — A) y el plano m cuya ecuacion
general es m=2x — y + z =— 2.

a) Determine la posicidn relativa del plano m y la recta .
b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano .

Nota: puede calcularse la distancia de un punto de coordenadas (x o Vo Z 0) al plano
|Ax +By +Cz +D|

de ecuacion Ax + By + Cz + D = 0 con la expresion

a)

Un vector director de la recta r y un vector normal del plano m son,
respectivamente: v o= 1,1, —Hyn=(2, —1,1).
Los vectores v _yn son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; teniendo en cuenta que:
vr-n=(1, 1, -1 —-1,1H)=2-1-1= 0=>er_n.

Larectaryelplano wson paralelos.

b)
La distancia entre la recta r y el plano m es la misma que la de un punto de la
recta r al plano; un punto der es P(1, 0, 1).

Aplicando la férmula recomendada al plano m=2x — y + z + 2 = 0 y al
punto P(1, 0, 1):

2:1-1-0+1-1+2] |2—0+1+2] 5
d(m, r)= d(P, ) = l = = )
(m, ) ( ) 2+ (1) 41 4+1+1 /6
La distancia de larectar al plano m es 56 unidades.

6
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3°) Considere al funcion f(x) = x-e .

1

a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcidn f en el punto de
abscisa x = 1.

b) Determine los periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f.

a)

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de

su primera derivada en ese punto.

b)

oA+ %),

F)=1e""+ xe
fFH=m=e 1+ 1)=12=2>m=2
El punto de tangencia es el siguiente:
f)=1e""=¢"= 1P, 1).

Ecuacioén de la recta punto-pendiente: y — Y, = m(x — xo); la tangente es:

y—1=2x—-1)=2x—-2=>t=2x -y —1=0.

Una funcidn es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada

es positiva o negativa, respectivamente, en ese punto.

F) =1 + x)= 0x =— 1.

: -1 .. .,
Teniendo en cuenta que e’ > 0, Vx€R, y que el dominio de la funcién es R,

los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > 0=>x >— 1.

Decrecimiento: f (x) < 0=>x <— 1.
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4°) Responda a las cuestiones siguientes:

a) Calcule todas las matrices de la forma A = (10m — 2) que satisfagan la
igualdad A+ a=2 , siendo I la matriz identidad, I = (100 1).

b) Justifique que si A es una matriz cuadrada que cumple A+ A= 21, A es

: : ., -1 ., :
invertible y calcule la expresion de A ~ en funcidn de las matrices A e L.

a)
AA=AA=010m —2)10m —2)=(10 — m4).
A+ A=2>10m —2)+ (10 —m4)=(2002)= 2L

A+ A = 2], VmeR.

Satisfacen laigualdad todas las matrices de la formaA = (10m — 2).

b)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
Sabiendo que el determinante de la suma de dos matrices es la suma de los

determinantes de las matrices y que, el determinante del producto de dos matrices es
el producto de los determinantes de las matrices:

A+ A= 20|+ A= 20 |4+ 1A= 2500 1AAl+ 1Al = 4
|AL-|A| + |A] = 4 =>|A|%0.

Queda justificado que la matriz A es invertible.

A+ Aa=21 Multiplicando por la derecha por A

AAA" + AA =204 A+ 1 =24 24 =24+ D)
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5% Considere el tetraedro de wvértices A(x, 0, 1), B(0, x, 1), C(3,0,0) y
D(0, x, 0) siendo 0 < x < 3.

a) Compruebe que el volumen del tetraedro viene dado por V(x) = %(— X+ 3x).

b) Determine el valor de x para que el volumen sea maximo y calcule ese volumen.

Nota: Puede calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D viene dado por
la expresion %|AB, AC, AD|.

a)

.

AB=[B — A=, x, 1)—(x, 0, )]=(— x, x, 0).

=

AC=[C—-A]=[@(3, 00— (x 0 D]=B —=x 0 — 1).

-

AD =D — A]=1[0,x,0)—(x, 0, D]=(—x, x, — 1).

Haciendo uso de la formula dada:

- - - 2

- ! 1 2

Queda comprobado que el volumen del tetraedro es V(x) = %(— X+ 3x).

b)
El volumen es maximo cuando se anula su primera derivada y su segunda
derivada es negativa para los valores que anulan la primera:

V'(x)=%(— 2x+3)=0=>—2x+3=0—>x=%.

V”(x) = %(— 2)=— % < 0 >Maximo para x = %
3\ 1 3\? 3| 1 9 ., 9\ _1 9 _ 3
V(?) = 4— (7) +35= ?(— T 7) AR
El volumen maximo es para x = = y suvalor es ERn

2 8
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6°) Dadas las parabolas f(x) = X4k y g(x) =— X+ 9k
a) Calcule las abscisas, en funcion de k, de los puntos de corte de las parabolas.

b) Calcule el valor del parametro k para que el area comprendida entre las pardbolas
sea de 576 unidades cuadradas.

a)
Las abscisas de los puntos de interseccion de las pardbolas son las soluciones
de la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

XAk ==+ 9k 21 — 8k = 0; 2(x’ — 4k") = 0={x, =— 2kx, = 2k

b)

Las pardbolas f(x) = 4k y g(x)=— x*+ 9k” son simétricas con
respecto al eje de ordenadas.

. . 2 2
Por ser las ordenadas de la parabola concava (N) g(x) = — x + 9k mayores
: . 2 2
que las correspondientes ordenadas de la parabola convexa (U) f(x) =x + k enel
intervalo del 4rea a calcular y teniendo en cuenta su simetria, se deduce que:

2k 2k
. 2 2y (.2 2 — o [(— 942 2y _
5_2£[( x+9k) (x +k)]dx 2{( 2x +8k)dx

2k

3 3 3
— 2-[— 2y 8k2x] _ 2-[[—&’3"L+ 8k2-2k]— o]= 2-(16k3 — %) ~

0

3 32k _ 96k’-32k° _ 64k’
o e e
3
S=576="4% 1.728=64k >k =22 =27 =3’k = 3.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°)Sealarectar=(x, y, z2)= (5 + k, k, — 2 — 2k)ylospuntos P(1, 0, — 1)y
Q(2, 1, 1).

a) Calcule la ecuacién paramétrica de la recta s que pasa por el punto Q y es
perpendicular al plano determinado por la recta r y el punto P.

b) Calcule el punto H de la recta r que equidista de los puntos Py Q.

a)

Un vector director de la rectar es v o= (1,1, — 2).
Un punto deres A(5, 0, — 2).

Los puntos P y A determinan el vector PA =[A — P]= (4, 0, — 1).

La expresion general del plano T que determinan la recta r y el punto P es:

- -

n(P;v,PA)E|x—1yz+111 - 240 —-1|=0 —(x—-1)—-8y —4(z+ 1)-

r

—x+1-8y—-4z—-4+y=0>n=x+ 7y +4z+ 3 =0.

Un vector normal del plano tes n = (1, 7, 4).
La recta s dada por wunas ecuaciones paramétricas  es:
sElx =2+ A y=1+7Az=1+ 4A.

Antonio Menguiano



b)
Los puntos Py Q determinan el vector PQ = [Q — P] = (1, 1, 2).

3 1

El punto medio M del segmento P_Q es M (7, - 0).

El plano mediador 3 del segmento % tiene la siguiente expresion general:
B=x + y+ 2z + D = 0.

Como el plano 3 contiene al punto M tiene que satisfacer su ecuacion:

B=x+y+2z+D =0 M3 5 0)}=2 5+ +20+D=0 2+

El plano mediadores: f=x + y + 2z — 2 = 0.

El punto H pedido es la interseccion del plano 8 y la recta r:

B=x+y+2z—-—2=0 r=x=5+k y=k z=—2-2k}>(G+

5+k+k—4—4k—2=0; —1—2k=0; 1+ 2k =0=k =—

H=>{x=5——=— y =~ z=—2—2-(——)=—1}:

Otra forma de hacer este ejercicio:

Un punto genérico de larectares C(5 + k, k, — 2 — 2k).

Por definicion del ejercicio: cP = E

CP=G+k-1+(k—0>+(2—2k+1)°

@+ K A (=1 =207 =16 + 8k + K2+ k> + 1 + 4k + 4K°

— 6k + 12k + 17.



CO0=AG+k-2"+(k-1)"+(-2-2k-1)"=

VB + 1+ (k=12 + (=3 - 2k =

— O+ 6k + kP + K — 2k + 1+ 9+ 12k + 4k° = /6k* + 16k + 19,

CP = CQ = /6k> + 12k + 17 = \/6k* + 16k + 19;

12k + 17 = 16k + 19; — 4k = 2; 2k =— 1=k =— .

H=>{x=5——=— yz—% Z=—2—2-(—
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2°) Tres nimeros x, y, z, cumplen dos condiciones: que el primero es la suma de los
otros dos, y que el segundo es la suma de la mitad del primero y el doble del tercero.

a) Compruebe que el calculo de los tres numeros x, y, z, tiene una infinidad de
soluciones.

b) Encuentre una expresion general de las soluciones.

a)
x=y+zy=%+22}x—y—z=02y=x+4z} x—y—z=0x— 2y -
Por ser |1 — 11 — 2|+#0, el rango de la matriz de coeficientes es 2 y el
numero de incognitas es 3.
Por tratarse de un sistema homogéneo de dos ecuaciones linealmente
independientes con tres incognitas, segiin el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema

es compatible indeterminado.

Queda probado que el sistema tiene infinitas soluciones.

b)

Parametrizando una de las incdgnitas, por ejemplo z = A:

X —y=Ax — 2y =— 4)} X—y=A—-—x+2y=4A}=>y =51 x=A"-

Solucion: {x = 6Ay = 50z = A , VAER.
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3°) Quiere disefiarse un envase de helado con forma de prisma regular de base
cuadrada y con una capacidad de 80 cm’. Para elaborar la tapa y la superficie lateral,
se usard un determinado material que vale 1 euro/cm?, pero para la base debera
utilizarse un material que es un 50 % mas caro.

a) Si x es la medida, en cm, del lado de la base, compruebe que la funcidén que
determina el precio del envase es P(x) = 2, 5x° + 3—3260.

b) Calcule las medidas que debe tener el envase para que el precio sea el minimo
posible.

a)

De la observacion de la figura podemos deducir
la expresion del volumen, de la cual se expresa la
altura en funcidén de x con objeto de expresar el coste
como una funcion de x.

V = xxh = 80=h = =,

X X

Base Techo

Coste = C(x, h) = xz-l, 57 +x 17 + 4-x-h-1

~Pared lateral

=1, 5x2 + x2 + 4x-h

= 2, 5x° + 4x-h. Sustituyendo el valor de h obtenido en el volumen:

C(x)= 2, 5x2 + 4x-8—(2) = 2, 5x2 + ixo.
X

b)
Es condicion necesaria para que el coste sea minimo que se anule su primera
derivada:

' 3
C(x)= 5x — 3220 = _2320 = 0=>5x3 — 320 = 0; x3 — 64 = 0>
X

X

53’ = 64mx = J6h =2° =2 = 4.

El coste es minimo cuando el ancho de la base es de 4 centimetros.

El coste minimo es: C(4) = 2, 5.4° + % = 40 + 80 = 120.



El coste minimo es de 120 euros.

soskoskoskoskoskoskosksksk
4°) Sea la funcion f(x) = sen x.
a) Calcule la ecuacion de las rectas tangentes a la funcion f en los puntos de abscisa
x = 0 y x = m, respectivamente. Encuentre las coordenadas del punto en el que se
cortan las dos rectas.
b) Calcule el area de la region limitada por la grafica de la funcidon f y las rectas

tangentes del apartado anterior (en el caso de no haber resuelto el apartado anterior,
suponga que las rectassony = x ey =— x + T, respectivamente).

a)

Los puntos de tangencia son los siguientes:
f(0)=sen0 = 0=0(0, 0). f(m) = senm = 0=A(m, 0).

La pendiente de una funcion en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto.

f(x)=cosx=>{x = 0=>m1 = coscos0 = 1x = T=m, = COSCOST =-— 1.
La recta punto-pendiente tiene por expresion: y — y 0= m(x — xo).
t=>y = 0=1(x-0) = t=y = x.

t,=>y — 0=—1(x—-m = t=y =—x + m

La abscisa del punto de corte de las dos tangentes es la solucion de la ecuacion
que resulta de la igualacion de sus expresiones:

_ _ — . — .
y=Xx y=—x+m}=2x =—x + T 2x = moXx =—.

Las rectas tangentes se cortan en el punto P(%, %)

b)
De la observacion de la figura adjunta se deduce que, en el intervalo de la
superficie a calcular, las ordenadas correspondientes a las tangentes son iguales o



mayores que las correspondientes ordenadas de la funcidn. La superficie a calcular es
la siguiente:

S = [tl - f(x)]-dx + I[tz - f(x)]-dx =

2

O%N‘ﬂ

TC

(x — senx)-dx + [(— x + T — senx)-dx =

I
© = A

2 B 2 T

X X

=T+ COSCOSX] +[—T+1TX+COSCOSX] =
- 0

2

12 2 T
LL+ coscos%]—(o + cosc050)+(—“7+ T + coscosn)—[— :

2 2 2 2 2

o nz 2 T T _ T __ m—8
=5 +t0-1-——F+m —-1+5-—F-0="7—-2=——

2
§ =12 u'=0,467 "
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5°) Responda a las siguientes cuestiones:
. : : 2
a) Encuentre la Uinica matriz de la forma A = (% % a % ) que satisface A = A,y

compruebe que Ay A — I no son invertibles.

b) Justifique razonadamente que si A es una matriz cuadrada de orden n distinta de la

matriz nula, O, y de la matriz identidad, I, y satisface la igualdad A2 = A, entonces
las matrices Ay A — I no son invertibles.

a=1 es A=(%%1%) y
A—Iz(%%l%)—(lOOl):(—%%l -+

N———

1 1 ; i i
— T = 0 = A no es invertible, c.q. j.

=
Il

[\Jl’—‘

4>|>-
—_

NlH
Il

Si A° = Aentonces A° — A = 0, es decir: A(A — ) = 0.

Ahora vamos a demostrar que ninguna de las dos matrices pueden ser
invertibles.

Si A fuera invertible, se cumple que:
-1 -1
A A(A—-—D=A -0=>A=17.
Si A — [ fuera invertible, se cumple que:
AA-DA-D"=0@A-D"24=o0m.

Como se observa, en ambos casos se llega a conclusiones absurdas.




st sfe st sk sk ko skok



6°) Responda a las siguientes cuestiones:

a) Calcule la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D)
del plano que pasa por el punto P(0, 0, 1) y es perpendicular a los planos de
ecuaciones 111§3x +y—-—z=1 ym=Ex +y + 2z = 5.

b) Suponga que un plano T es perpendicular a un segundo plano T,y que el plano
T, es a su vez perpendicular a un tercer plano T, Explique razonadamente si

necesariamente los plano Ty, deben ser perpendiculares entre ellos.

.}
~—

Los vectores normales de los planos dados son v, = 3,1 -1 vy
v,=(1,1,2).

El producto vectorial de dos vectores es perpendicular a cada uno de los
vectores que se multiplican:

-

v Xv, =|ijk31 —1112|=2i—j+3k —k+i—6j =3i - 7j + 2k

Un vector del plano ¢ es n,= (3, =7, 2).

La expresion general del plano @ es 9=3x — 7y + 2z + D = 0.
Como el plano @ contiene al punto P(0, 0, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

@$=x—7y+2z+ D=0 P0,0,1)}»0 -0+ 2+ D = 0=1

@w=3x —7y + 2z -2 =0.

b) Suponga que un plano T es perpendicular a un segundo plano T,y que el plano
T, es a su vez perpendicular a un tercer plano .. Explique razonadamente si

necesariamente los plano ™Y, deben ser perpendiculares entre ellos.

- -

.
Siendo n, n, n, los vectores normales de los planos T, T, T,

- - - -
respectivamente, y se cumple que n_-n , = 0On , M, = 0 }, se tiene que demostrar si,

1 3



- o

necesariamente, tiene que cumplirse que non,= 0.

Utilizando los planos del apartado anterior y llamando: n1§3x +y—z=1,

T, = 3x — 7y + 2z -2 = 0y1T3Ex + y + 2z = 5, se cumple que:

-

m L m porserv v, = 31 —1)@G@, —=-7,2)=9-7-2=0.
T, J_113p0rser172-v3 =3, —7,2)1,1,2)=3-7+4=0.

Sin embargo los planos T, Y T, no son perpendiculares, por ser:

- -

m Lm, porserv v, = (3,1, —1D(1,1,2)=3+1 - 2+0.

Todo lo anterior demuestra que:

La perpendicularidad de planos no cumple la propiedad transitiva.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JULIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno elegirda una de las dos opciones propuestas. Cuando la solucion de una
cuestion se base en un calculo, éste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
1°) Determine los numeros reales a y b sabiendo que el sistema de ecuaciones

lineales ax + by +3z=2 x+2y—-—2z=0 3x—y+2z=1} tiene al
menos dos soluciones distintas.

Primera forma:

Si un sistema tiene al menos dos grupos de soluciones es que es compatible
indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Segin el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema es compatible
indeterminado cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son

iguales y menores que el nimero de incognitas.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(@b312 —13 — 11)yM'=(ab312 - 13 —11 201).
El rango de M en funcion de los parametros a y b es el siguiente:
IM|=|ab312 — 13 —11|=2a—-3—-3b—-—18—-a—-—b=a — 4b — 21
(1)
Por existir en la matriz M el menor |1 23 — 1|#0 es Rang M>2.

Por ser tres el numero de incognitas, para que el sistema sea compatible
indeterminado tiene que ser Rang M = Rang M' = 2.

Rang M = 2= {cl, c, C4}=>|a321 ~10311]|= o{cz, C, c4}=> b322
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Segunda forma:

Sabiendo de antemano que el sistema es compatible indeterminado, se trata de

resolverlo.
Para resolver el sistema compatible indeterminado

ax +by+3z=2 x+2y—2z=0 3x—y+ z =1} se climina una de
las ecuaciones (primera) y se parametriza una de las incdgnitas: z = A.

x+2y=A 3x—-y=1-A} x+2y=2A 6x — 2y =2 —2A}=27x =2 — )

3x—y=1-Xx y=3x—1+A=2-2A-1+2A3y =——+ A

Sustituyendo en la primera ecuacion los valores obtenidos de x e y:

2a a b 4p 2a b a 4b
Zofa-g+ =2 (- (-+F+3p =22

2a b a 4b _ _ _ _ —
= 7—7—2—7+7+3—0} 2a — b = 14 a+ 4b + 21 =
=7b =— 28=>b =— 4.

20 —(—4)=14; 2a + 4 =14=qa = 5.
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2°) En R®, sea el plano m=x — z = 2, y sea r la recta que pasa por los puntos
A(1, 0, 0) y B(O, O, b).

a) Calcule un vector director de la recta r.
b) Determine b para que r y Tt sean perpendiculares.
¢) Determine b para que r y Tt sean paralelos.

d) (Esta r contenida en m para algiin valor de b? Razone la respuesta.

a)
Un vector director de la recta r es B_)A.
BA=[A - B]l=[(1, 0, 0)= (0, 0, b)] = (1, 0, — b).
v o= (1, 0, — b).
b)

Un vector perpendicular (normal) del planomesn = (1, 0, — 1).

Para que la recta r y el plano T sean perpendiculares es necesario que el vector
director de la recta y el vector normal del plano sean linealmente dependientes, es
decir, que sean proporcionales sus componentes:

1 0 —b b

T Pl=yeb =1

Larectaryelplano mwson perpendiculares parab = 1.

c)
Para que la recta r y el plano m sean paralelos es necesario que el vector
director de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

von=05(1 0, —b)(L0, —1)=0 1+0+b=0sb=—1

Larectaryelplano m son paralelos parab =— 1.

d)
Una forma de resolver el apartado es la siguiente:



Un plano contiene a una recta cuando contiene a dos puntos de la recta.
Los puntos A(1, 0, 0) y B(0, 0, b) pertenecen a la recta r por definicion.
Un plano contiene a un punto cuando satisface su ecuacion:

n=x —z = 2A(, 0, 0) =1 — 0#£2 2A¢m.

Larectar no esta contenida en el plano m para ningun valor real de b.
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3°) a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Dado un ntimero real A, utilice el teorema de Rolle para probar que el polinomio

3 : , .
P(x) =x + x + Ano tiene dos raices distintas.

¢) ¢ Tiene el polinomio P(x) = X4 x o+ A alguna raiz? Justifique la respuesta.

a)
El teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c) = 0.

b)

: . 3 .
Considerando la funcién f(x)=x + x + A, que por ser polinémica, es
continua y derivable en R, por lo cual, le es aplicable el teorema de Rolle a cualquier
intervalo finito que se considere.

P(x)=3x+ 1> 0, Vx€R, lo cual implica que f(¥)=2x + x + A es
mondtona creciente en R, por lo cual:

Elpolinomio P(x) no puede tener dos raices iguales.

c)
Siendo la funcion f(x) =x + x + A mondtona creciente en R, implica,
necesariamente, que corta al eje X en algin punto, lo que justifica que:

AAER para el cual el polinomio P(x) = X+ x + Atiene unaraiz real.
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4°) Calcule el valor de la integral definida I = [ !
o Vx+l

calculo de la integral indefinida puede hacerse con el cambio de variable t = \/} (es

.dx, donde a = (e — 1)°. [El

: 2 . : )
decir, x = t ), o también con el cambio de variable u = \/}H].

12{&11 dx=>{x—a—>t=\/ax=0—>t= }=>
Va Va a Va
1 t t+1-1 1
=>ft+—1-2tdt= {mdt=2f 1 dt=2{(1—t+—1)'dt—
Va Va .
=2[dt —2[—5-dt =24 - 2B. (¥
0 0
Va ) -
A=[dt=[t]"=Va=V( -1 =e-1
0
\a \a+1
B=[——dt>{t =\Jaoh=+a+ 1t =0-h=1}=> [ —-dh =
0 1

— [Lh]f+1 _ [L(\/a + 1) — Ll] = L(\/a + 1) _ L[ql(e _ 1)2 4 1]:

=Le—1+1)=Le=1.
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos:
I =2(A—-—B)=2(e—-1—-1)= 2(e — 2).

a

— 1 . —_ —_
1_{%1 dx = 2(e — 2).

Segundo: con el cambio u = \/; + 1.



1-dx=>{x= a—>u=\/a+ 1x = 0-u = 1}=>

Ja+1 Ja+1 Ja+1
> [ 2w - 1du=2 [ Shdu=2 [ (1--)du=
1 1 1

Va+1 Va+1

=2 [ du—2- | %du = 2-[1(]\1/;r1 f“ =
1 1

— 2+[Lu]

= 2:(Va+1-1)-2[L(Na+ 1) - L1] = 2\a - 2[L(a + 1) - 0] =
= 24/(e - 1)’ - 2-L(\/(e -1+ 1)= 26 — D) —2:Le—1+ 1=

=2(e—1)—2Lle=2e —2 —2=2e—4=2e-—2).

1=f&1+1 dx = 2(e — 2).
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OPCION B

1°) Dadas las matrices A = (1 — 101)y B = (20 — 12), obtenga las matrices
X que cumplen la igualdad AX + B> — 24 = 0.

AX +B°—24=0; AX =24 -B°=M: A "AX=4""M:

I X=A"'"M=aX=4"M.

M=24-B"=2(1 -101)—(20 —12)(20 —12)=(2 —202)— (40 —

=(—2 —-24 -2)=M.
Lamatriz A~ se obtiene por el método de Gauss-Jordan:
(1001)={F, > F +F}=>(1101)=4 =(1101).
Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:

X=A"M=(Q1101)(—2 —24 —2)=(2 — 44 — 2).

X=2 —44 —2).
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2°) En R°, considere el punto P(1, 0, 1) y los planos TEX + z = 0,
TEy -z = 0. Obtenga un plano T, que cumpla a la vez las siguientes condiciones:
i) PET[3; ii) T, corta a T, en una recta iii) Los planos T, T,y T, no tienen puntos

en comun.

Sea el plano pedido m,=Ax + By + (z+ D = 0.

De i) =» Porcontenera P(1, 0, 1)=> A + C + D = 0. (1)

De ii) — Los planos T, Y T, se cortan en la recta .

iii) Los planos T, T,y T, no tienen puntos en comun, es decir, que se cortan

dos a dos, como se observa en el dibujo que se adjunta.

Larectase:nquesecor‘[an1t1y1T2 ess={x +z=0y —z=0.

La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

/

Z= X ="Ky =u= \
.
Las rectas r, s y t donde se
cortan los planos dos a dos son t
paralelas. /
Un vector director de s es \
Vo= (- 1,1, 1).

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

z=AN x=—XA —AA+By+CA=—D; y=—r—=——+—21A>
_ D A—C

=>r={x =— A y=——5+t—F52Az=121 . Un punto de r es

Q(o, - L 0).

D

QP = [P — Q] = [(1, 0, ) (0, -4 0)]= (1 5 1)



- -

Los vectores v_y QP son directores del plano ., que contiene a P(1, 0, 1).

La expresion general del plano T, es la siguiente:

1T3(P; v, Q_)P)E x—1yz—1 —111BDB|= 0;
Bx—-1)+By—-D(z—-—1)—-—B(z—-1)—-D(x—-1)— By =0;
Bx —B—-—Dz+D—-Bz+B—-Dx+ D=0, Bx — Dz — Bz — Dx + 2D = 0;
(B—D)x+ (=B —-D)z+ 2D = 0.

Teniendo en cuenta que T, = Ax + By + Cz + D = 0, se deduce que

B = 0, con lo que resulta:

3E—Dx—Dz+2D=O=>1135x+z—2=0.
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3°) a) Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales
de la funcion f(x) = %
—x +x

b) Utilizando los datos obtenidos en el apartado anterior, represente,
aproximadamente, la grafica de la funcion f(x).

a)
El dominio de una funcion racional es el conjunto de los ntimeros reales,
excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

—x2+x=0; —x(x—1)=0:>x1=0,x = 1.

D(f)=R — {0, 1}.

Para estudiar el signo de la funcion tenemos en cuenta, ademas de las raices
halladas del denominador que la raiz del numerador es x = %. Ademas, nos valemos
del grafico adjunto para determinar el signo de la funcion.

o, O N .
umenra r
O O, O o
. . Denominador
O OO0 O
—tﬁ:ﬁ:—
0 ']

F(x) < 0=x€(0, %) U (1, + o).

f(x)> 0=x€(— oo, 0)U (¥, 1).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcién cuando x tiende a méas o menos infinito.

k=fx)= % = 0= Larectay = 0 es asintota horizontal.
—-Xx +x

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Larectas x = 0 yx = 1 son asintotas verticales.

b)
Utilizando todos los datos obtenidos en el apartado anterior puede hacerse un
grafico bastante aproximado de la funcion, que es el que sigue:



.....................................................
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4°) a) Escriba la “regla de la cadena” para la derivacion de funciones compuestas.
b) Calcule la derivada de la funcion f(x) = L(coszx), — % <x< %

c¢) Obtenga, utilizando el apartado b), una primitiva G(x) de la funcion g(x) = tg x
que cumpla G(0) = 1.
a)

La regla de la cadena se utiliza para derivar funciones compuestas, es decir,
funciones que son, a la vez, funciones de otras funciones. Si una funcion es a su vez
composicion de dos funciones, (gof)(x) = f[g(x)], su derivada es de la siguiente
forma y se denomina “regla de la cadena”:

(9°H) ®) = flg®)] = g [F®)]f @).

b)
_ 2.\ ' _ g'(x) __ _2-coscosx-(=senx) __ _2senx
f@) = L(cos'x) = Lign)] =f (x) = 45 = Stz 288
flx) = L(coszx) =>f(x)=—2tgx, — S <x<-
c)

f ) =—2tgx =— 2g(x) 2g(x) =— ~-f ()

G(x) = [ g(x)-dx =— —ff(x) dx =— (cos x) + C.

G0)= 12 — +L(cos’0)+ C=1; —2L1+C=1 —0+C=1=C =1

G(x)=— %-L(coszx) + 1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno elegirda una de las dos opciones propuestas. Cuando la solucion de una
cuestion se base en un calculo, éste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

: ., 2 , :
1°) Considere la funcion f(x) = sen x (tenga en cuenta que el dngulo x se mide en
radianes).

a) Estudie los extremos relativos de f(x) en el intervalo 0 < x < m.

b) Estudie los puntos de inflexion de f(x) en el intervalo 0 < x < %

a)
La condicidén necesaria para que una funcion tenga un maximo o un minimo
relativo en un punto es que se anule su primera derivada:

f(x)= 2-senx- coscos x .

L

f'(x) = 0= 2-senx-coscosx =0 = {senx = 0-x¢(0, m) coscosx = 0-x =

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un méaximo relativo.

f'(x) = 2-senx-coscos x = sen (2x) = f”(x) = 2-cos cos (2x) .

f(%) = 2-coscosm = 2:(= 1) =— 2 < 0=Maximo relativo parax = .

f(i) — Senz% —1"=1> Méximo:A(%, 1).
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b)
Para que una funcién tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que se
anule su segunda derivada en ese punto.

f”(x) = 0= 2-coscos (2x) = 0; coscos (2x) = 0=2x = % =>x = —.

La condicion anterior es necesaria pero no es suficiente; para que exista el
punto de inflexién es necesario que no se anule su tercera derivada para el valor que
anula la segunda:

fm(x) =— 4-sen (2x).

f(%) =— 4-sen - =— 41 =— 4#0=P. . parax = -

f(%) = SenZ%: (%)2 = % = P. L :B(%, %)
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2
—2x 1—x 2
— — 2xe + 2xcos x

2°) Calcule una primitiva de F(x) de la funcién f(x) =

e—Xx
que cumpla F(0) = 1.

2

F(x)= [ f(x)-dx = f( ::2 — 2xe’ " + 2xcos xz)-dx =

2
X _.dx — 2 [ xe' “-dx + 2[ xcos x"-dx =— 24 — 2B + 2C = F(x).
X

e—

=2

A=[— -dx=>{e —x’ = txdx =— %dt}=> — —[-dt =— Lt =— LL(e _ xZ)

2
B=[xe " dx=>{1 —x" = txdx =— %dt }=> — %f e'dt =— %-e =— —e

2 2 :
C = [ xcos x -dx=>{x = txdx = %dt}: %f cos cos t -dt = %sent = %senx

Sustituyendo en la expresion de F los valores obtenidos de A, By C:

2
F(x)=— 2-[— %L(e — xz)] - 2-[— %el_x ] + 2-%sen x2 + C =

2

+ senx2 + C.

=L(e—x2)+e
F(0)=1=Le — 0)+e ' +sen0+C=1L1+4+e+C=1=C =— e.

La funcion resulta, finalmente:

2

F)=Lle —x')+e " + senx’ — e.
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3°) Discuta, en funcion del parametro b, el sistema de ecuaciones
3y +bz=b—2 bx + by=1 —x+z=b—3}, (no es necesario
resolverlo en ningln caso).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=03bbb0 —101)yA'=(03bbb0 —101 b—21b — 3).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro b es el siguiente:

|A|=[03bbb0 —101|=—b"—3b=0;, — b(b+3)=0=b =0, b, =— .
1 2

Para {b#0 b+ — 3} =Rang A = Rang A = 3 = n® incég.=S. C. D.

Para
b = 0=>A'=(030000 - 101 —-—21 — 3)=>RangA'=>(Cl, Cz' 64):;

=103 —2001 —10 — 3|=— 3%20=Rang A = 3.

Para
b=-32A=(03 -3 -3-30-101 —51-6)>Rangd=(C,C,C,):

=103 -5 -3 —31 —10 — 6|=—3 + 15 — 54 =— 42#0 >Rang A = 3

Para{b = 0b =— 3}=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.
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4°) Considere en R’ los puntos A(1,1, — 1) y B(0,1, 1) y los planos
TEX Yy = Oynzzx —z=0.

a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos A y B.

b) Obtenga un punto P de la recta r cuya distancia al plano T, sea el doble de su
distancia al plano T, esto es, d(P, 1'[1) = Z-d(P, 1'[2).

a)

Los puntos A y B determinan el vector AB = [B — A]=(— 1, 0, 2).

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r=x=1-A2 y=1 z=—1+ 2\.
b)

Los puntos de la recta r tienen la expresion general: P(1 — A, 1, — 1 + 21).

La distancia de un punto Po(xo' Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0

|Ax +By +Cz +D|
: r _ 0 0 0
viene dada por la formula d (Po' n) = ———
VA“+B +C
1-(1-)+1-1 1-A+1 2—\ .
d(P,T[ ) — 1a=y p— L _ 2-A unidades.
1 V1’41240 V1+1+0 V2
1-(1—A)—1-(=142A 1-A+1—-22 2—3A .
d(P, nz) — LA=H-1( A _ L _ | unidades.

V17 4+0°+(-1)° V1+0+1 V2

d(P, m )= 2-d(P, m))= J%”—: z-JZ‘TZ“L; 2 — A= 22 — 3A|=>

_ _ _ 2 = _ 6
S{2-A=4-60 2-A=—4+6L {SA =20 == 7k =64 ==+,

_ _ 2 3 _ _ 4 -1 3 1
P=lr=1-%2=2% y=1 z=—1++=2L)=r (31, 2

_ _ 6 1 _ _ 12 5 1 5
PZ:: {X-— 1 - == y =1 zZ = 1 +“f7'—-?r} = P1(7th 77)
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OPCION B

1°) Considere la funcion

FOO)={"—3x+a si x<0 —x 4+ Bx + B + 1 si x>0 definida a partir
de los parametros a, BER.

a) Obtenga la relacion que debe haber entre o y 3 para que f sea derivable en x = 0.

b) Para los valores de o y B obtenidos en el apartado b), jes f derivable en x = 02
Razone la respuesta.

a)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcién f(x) es continua en la recta real Va, bER, excepto para x = 0, para
el cual, se trata de determinar los valores de o y b para que lo sea.

Para que la funcién sea continua en x = 0 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

fo) =(x'—3x+a)=a f) =(—x +Px+Pp+1) =7
(*)

La funcion resulta f(x) es derivable en R, excepto para x = 0, para cuya
derivabilidad vamos a determinar los valores de a y 3.

Una funcidn es derivable en un punto cuando existen sus derivadas laterales en
ese punto y ademas son iguales.

ffx)={2x —3six<0 — 2x + Bsix=0.
f(0)==3. f(0)=p=r(0)=r(0")=p==23
Sustituyendo en (*) el valorde 3: a =— 3 + 1 = a =— 2.

b)

La funcion resulta
f(x)={x2—3x—2 si x<0 —x" —3x — 2 si x=0 .

Por supuesto que es derivable para x = 0; en otro caso el apartado anterior no
, o= o+
estaria correctamente hecho: f (O ) =f (O ) =— 3.
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2°) a) Calcule los puntos en los la recta y = x — 1y el eje OX cortan a la parabola

: 2
de ecuaciony =— x + 6x — 5.

b) Dibuje, aproximadamente, el recinto plano limitado entre la parabola de ecuacidén

y =— X+ 6x — Sylarectay = x — 1.
c¢) Calcule el area de dicho recinto plano.

a)
Las abscisas de los puntos de corte de dos funciones son las soluciones reales
de la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones.

y=—x2+6x—5y=x—1 }=>—x2+6x—5=x—1;x2—5x+4=
X = SﬂZZS_T = SJ—;@ = 5§3 =X, = 1,x2=4.

Los puntos de corte se deducen facilmente de la recta: A(1, 0) y B(4, 3).
b)

La pardbolay =— x* + 6x — 5 es concava (N) y su vértice es el siguiente:

y'(x) =— 2x + 6. y'(x) = 0> — 2x + 6 = 0-x = 3=V (3, 4).

Los puntos de corte con ¢l eje X de la parabola son los siguientes:

2 ) -
—X +6X—5=0;x—6x+5:0;x=6i\/326720:6i;/E=6§4=

= 3+2=x =1, x,= 52 A(1, 0) y C(5, 0).

La representacion gréafica, aproximada, de la situacion se indica en la figura
adjunta.




c)
De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

S = }[(— X+ 6x — 5)— (x — 1)]dx = }(— x°+ 5x — 4)-dx =
1 1

3 2 4 3 2 3 2
=[—"—+ o —4x] =(—4—+ = —4-4)—(—17+ = —4-1)=
1

64 1 5 63 5 5 5
=—T+ 40 — 16 +?_7+4=_T+ 28—7=— 21+28—7=7—7=-

S=%u2= 4,5u2.
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3°) Considere las matrices A=02 —-22 —-12220) y
B=(101010 —101).

a) Calcule la matriz C = 24 — B’

b) Halle la inversa A™" de la matriz A.

a)
C=24-B"=2(02 —22 —12220)— (101010 —101)-(101010

= (04 —44 —24440)— (002010 —200)=C=(04 — 64 —34640)

b)
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: AT = ﬂj'lf%.
|[A|=102 — 22 —12220|=—8+8 — 4 =— 4. At=(0222—12—2

Adj. deA"=(]— 1220] — |22 —20||2 =1 —22] —|2220]]02 — 21

-1 Adj. deA’ _ (—4—-4244-464—-4) -1 _ 1 . 5 _ _
A = m = — = A ——2( 2 2122 232
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4°) Sean en R’los vectores u = (1,1, 0)yv=(—1,0,1).

- -

a) Calcule el producto vectorial u X v.

b) Obtenga un vector e, de R’ que cumpla cos cos & (el, 17) = 0.

c¢) Obtenga un vector e, de R’ que cumpla & (ez’ ;) = 0.

a)
uxv=]ijk110 —101|=i+k—j>uxv=(1 —1,1).

b)
Por la definicién de producto escalar de dos vectores, siendo a el &ngulo que
forman:

. h L.
'|U|'COSCOSQ=>COSCOS(1= =0=>e-u=0.

- -,
|8 u| 1
1

- - -
e ‘u=\,|e
yu=le

Siendo e, = (a, B, Y) cona, B, YER:

e u=02(c B V)L 1 0)=a+B=0-B=—c

El vector e, es de la forma e = (a, — a, v), Ya, YER.

- -

A modo de ejemplos: e = (1, — 1, 0), e, = (3, —3,5) vy

-

e, =(—220)

c)

- -

_)
Para que se cumpla que <« (e - 1;) = 0 es necesario que los vectores e , YV

sean paralelos, es decir, que sea 0° el angulo que forman, por lo cual, sus
componentes son proporcionales.

Siendo e,= (6, @, W) con s, @, HER: _T1=%=%=>6 =—u, @ = 0.

- -

A modo de ejemplos: e, = (1,0, — 1), e, = (2,0, —2) y




e, =(—303).
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE GALICIA
JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.

OPCION A

1°) a) Calcula todas las matrices de la forma A = (0 a a b ) de rango 2 tales que su

inversa sea A_1 = A — 21, siendo I la matriz unidad de orden 2.
b) DadalamatrizM =(m+ 2 —1m+10m+ 10 —1 —2m + 1):

i) Calcula segtn los valores de m, el rango de M.

ii) Para el valor m =— 1, calcula todas las matrices X = (xyz) tales que
M-X=(000).
a)

A|=1[0aab|=—a; A'=A=(0aab); Adj. deA'=( —a —a0)=

=>A_1=—L2-(b —a — a0)=(—%%i0).
a

a a

Al =4 - 2]:(—%%%0)=(0aab)—(2002)=(— 2aab —2)=>

a

:_Lzz_z l:ab—2=0}=>b=2; —%=—2=>a2=1=>a =—1,a_-=
a a a 1 2

Soluciones: A1=(0 -1 -12) yA2=(0112).

IM=im+2 —1m+10m+10 -1 —2m+1|=m + 2)(m + D° + (m +

=(m + D[(m + 2)+ 1]=(m + 1)’(m + 3) = 0sm =—1,m =— 3.

Antonio Menguiano



Param =— 1M =(1 — 10000 — 1 — 20)=>RangM = 2.

Param=—33M=(—1 -1 -20 —20 —1 — 2 —2):>{F1=F3}=>Ra

RangoM = 3, vmeR — {— 1, — 3}.

Param =— 1ym =— 3=>Rango M = 2.

i0)
m=—1=M-X =(000)=(1 —10000 —1 —20)-(xyz)=(000)= x -

x—y=0x+2y=0}=2x=y=0,z=A
Solucion: X = (0027), VAER.
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2°) a) Calcula el valor de m para que los puntos A(m, — 1, m),B(1, — 5, — 1),
C(3,1, 00yD(2, — 1, 0) estén en un mismo plano. Calcula la ecuacion implicita o
general de ese plano.

b) Calcula el angulo que forma el plano n=2x — y + 2z — 5 = 0 y larectar que
pasa por los puntos P(3, — 4, — 7)yQ(1, — 3, —9).

¢) Calcula los puntos de r del apartado anterior que distan 9 unidades del plano .

a)

Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores:

DA=[A—-D]=[m —1m)— (2 —1, 0]=(m— 2, 0, m).

N

DB=[B-D]=[1, -5 —-1)-2 —-1,0]=(—1 —4 —1).

-

DC=[C-D]=[3 10— (2, —1 0]=(1 2 0).

- - -

Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios, los vectores DA, DBy DC
tienen que ser coplanarios, o sea, que su rango tiene que ser menor de tres; el
determinante que forman tiene que valer cero:

Rang{DA,DB,DC}< 33m —20m —1 —4 —1120]|=0;
—-2m+4dm+2(m—-2)=0; 2Zm+2m—-4=0; 4m — 4 = 0=>m = 1.
2m — 2 — 4 =0; 2m = 6>m = 3.

Los puntos A, B, Cy D estan en un mismo plano param = 1.

b)
Un vector director de la recta es:

v =QP=[P-Q=[G -4 -7N-( -3 -9N=@2 -12)

Un vector normal del plano m=2x — y + 2z — 5 = 0esn = (2, — 1, 2).

El vector director de r y el vector normal de 1 son linealmente dependientes
(son iguales), por lo cual:



Larectaryelplano m son perpendiculares; forman un angulo de 90°.

c)
La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r={x=3+2\y=—4—-Az=—7+ 2A.

Un punto genéricoderes S(3 + 24, — 4 — A, — 7 + 2)).

. . |Ax +By +Cz +D| .
La distancia de un punto a un plano es: d(P; m) = N ; aplicando
A"+B+C
la férmula al punto Sy al planom=2x — y + 2z — 5 = 0:
12(3+20) —(—4—N)+2(=7+2)0)—5| |6+4A+4-+A—14+42—5] |9A—9| .

d(r; m)= 9= = — ;

V2 (1) 428 VA+1+4 V9

9=Lh 3= -1=2B3=2-1-1 =4 3=—21+1-1 =—2.

SB+2h —4—-1% —7+20)>A =455 (11, -8 DA =—2-S (-1, -2
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3°) a) Definicion e interpretacion geométrica del teorema del valor medio del calculo
diferencial.

b) Calcula los siguientes limites: i) x—21 : i) %
X—\a—X

a)
El teorema del valor medio del calculo diferencial, también conocido como
teorema de Lagrange, se puede enunciar del siguiente modo:

“Si f(x) es una funcidon continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b),

f)—=f(a) 5
b—a )

entonces, existe al menos un punto c € (a, b) que cumple f (c¢) =

La interpretacion geométrica puede apreciarse Y |

facilmente en la figura adjunta.
fib)

Considerando la funcion f(x), continua en [a,
b] y derivable en (a, b) existe, por lo menos un punto f(a)
N perteneciente al intervalo (a, b) en el que la recta
tangente a la grafica de f es paralela a la cuerda que
une los puntos P y Q de coordenadas P [a, f ()] yQ O
[b, £ (b)].

b) i)
x—1 o 1-1 0 (x—1)(x++/2—x)
x—\J2—x N 1—@ N 1—\/1 (x—\/ﬂ) (x+ Z—x)

— (x—l)(x+x/2—x) — (x—l)(x+w/2—x) — (x—l)(x+x/2—x) (*)
xz_wﬁ)z X —(2—%) X x=2 '

2 —14+/1+8 —1++/9 —143
X +x—-—2=0;,x= > = 2(= >

= %:Indet. =

>x =— =1=
X, 2,x2 1

Sx +x—2= (x + 2)(x — 1). Sustituyendo este valor en (*):

x—1 (= D(x+2—x)  _ x+2—x _ 1+2-1 _ 1+1

2

x—l2—x  (x+2)(x-1) x+2 1+2 = 3 3"
=1 _ 2
xX—\2—Xx 3°
ii)
1
x—L(1+x) _ 0-L1 _ 0-0 -

= %:Indet. ={L'Hopital} = =

LL(1+0)+

xL(1+x) ~—  0L1 00




1 1+x—1

1

_ T 14x . 1+x _ X _ 0 _ 0 _ 1 =
LL(14x)+ (1+X>'1Lfrlx+X>+x (14x)-L(14+x)+x 1-L14+0 1-04+0 0
. . 1 1 1 1
=Indet. ={L'Hopital} = = = ==,
t pital} 1-L(1+x)+(1+x) 4 +1 1L1++1 1.0+1+1 2
x—L(1+x) _ 1
xL(1+x) — 2
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1-Lx

4°) La derivada de una funcion f(x), cuyo dominio es (0, =), es f ’(x) =—
X

a) Determina la funcion f(x) sabiendo que su grafica pasa por el punto P(1, 0).

b) Determina los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

a)
FO) = [ fe)dx = [—Edx = [Ldx — [Zdx = A — B. (¥
1 ) x—2+1 x—1 1
A= f?dx =[x "dx = 211 1 T ko

1

1
.Lx — —
x

1 1 1
=— T-Lx + fx—zdx =— o == T(Lx + 1).

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B:
f)=——+—(Lx+ 1+ C=——+—Lx+—+ C=—Lx + C.
Por contener f(x) al punto P(1, 0) es f(1) = 0:

f)=—41L1+C=010+C=0=C=0.

f(x) = —-Lx.

Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

4 - 4 - 3 - 3 - 3
X X X X X

1 2
f”(x)— — X —(A-L)2x e ox(1-Lx) _ —1-2-(1—Lx) _ —1-2+2Lx __ 2Lx—3

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, que es: D(f) = (0, + o), lo
que supone que el denominador es siempre positivo, lo cual implica que la segunda
derivada es positiva o negativa cuando lo sea la expresion 2Lx — 3:



2
2 3 3/ 2
2—Lx=3;Lx=?=>x=e3= e .

Los periodos de concavidad (N) y convexidad (U) son los siguientes:

Concavidad (N): f"(x) < 0=>xe(0, \3/2)

Convexidad (U):f'(x) > 0=>xe(\3/2, + 00).
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OPCION B
1°) a) Discute, segiin los valores de m, el sistema:
0

fmx +3y+4z=mx -4y —52=0 x —3y — 4z =
b) Resuelve cuandom = 0y cuandom = 1.

5

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(m341 —4 —51 —3 — 4) y
M=(m341 -4 —51 -3 —4 mo00).

El rango de M en funcion del parametro m es el siguiente:

IM|=m341 —4 —51 —3 —4|=16m—-12-154+ 16 — 15m + 12 =m +4
>m =— 1.

Param+ — 1>Ran M = Ran M=3=ne incodg.=S. C. D.

Para m=—1 es
M=(—-1341 -4 -51 -3 -4 —-100)>RangM =>{Cl, Cz' C4}=>
=|—13 —11 —401 —30|=—1:|1 —41 —3|=—(—3 + 4)=— 1#0=Ran

Param =— 1=>Ran M = 2; Ran M’ = 3=Sistema incompatible.
b)
Para m=20 el sistema es

{3y +4z=0 x—4y —52=0x —3y —4z =0, que es compatible
determinado y, ademas, es homogéneo, por lo cual solamente admite la solucion
trivial.

Solucion:x =y =z = 0.

Para m=1 el sistema es
{x+3y+4z=1x —4y —5z2=0x — 3y — 4z =0, que es compatible
determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:
_ |1340-4-50-3-4| _ 16-15

1+1 2

L
o



11410-510-4| _ —5+4 _ 1
- 2 - 2 T 2
[1311-401-30] _ —3+4 _ 1
- 2 -2 T2
Solucién: x =+ y=—L 5,1
olucton: x =—, y =— -, Z =
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2°) Dadalarectar={x —y+2=0 x+y—-—z—-—2=0:

a) Calcula la ecuacion implicita o general del plano m que pasa por el punto
P(2, 5, — 2)yesperpendicular a la rectar.

b) Estudia la posicion relativa de la recta r y la recta s que pasa por los puntos P y

Q(— 1, 4, 2).
¢) Calcula el punto de la recta r que equidista de los puntos Py Q.

a)
La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r={fx —y+2=0 xX+y—z—-—2=0=>y=\A x=—24+AN z=x+y—2

=—24+A+A—-2=2A—-4=>r=x=— 2+ Ay =2 z=2\A—4.Un
punto deres M(— 2, 0, 2).

Un vector director de r es v o= 2, -1, = 2).

El plano m, por ser perpendicular a r, tiene como vector normal a cualquier
vector que sea linealmente dependiente del vector director de la recta:

n=(2, —1 —2).
La expresion general de m es la siguiente: n=2x — y — 2z + D = 0.

Por contener el plano m al punto P(2, 5, — 2) tiene que satisfacer su
ecuacion:

n=2x —y—2z+D=0P(2,5 —-2)}222-5-2(-2)+D =0;
4 —54+4+D=0;,3+D=0=D=—3.

nm=2x —y—2z—3=0.

b)
Los puntos P(2, 5, — 2)y Q(— 1, 4, 2) determinan el vector:

QP =[P — Q=[5 —2)—(—14 2)]=@3, 1, — 4).



- -

Un vector director de s es v = QP =G, 1, — 4).
Los vectores v_y v_son linealmente independiente por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto M€r y extremo el
punto PEs:w=MP =[P — M]|=[(2,5 —-2)—(—2,0,2)]={,5 - 4).

- 5 >

Segtin que los vectores {vr, v, W] sean 0 no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

> 5

Los vectores {vr, v, W] son coplanarios cuando el rango del determinante que

determinan es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se€ cruzan.

Rang{;r,l;;,\;}:ﬂ 1 —231 —445 —4|=—8 30+ 16 + 8 + 40 — 12

= 56 — 42 = 14+0.
Las rectasry s se cruzan.

c)
Un punto genérico de la recta r={x =— 2 + Ay = A z=2\A—14 es
N(— 2 + A A 20 — 4).

PN=A(=2+A=2"+Q -5+ @2\ —4+2)° =

-8+ =57+ @A - 2)° =

A= 8L+ 16 + 25— 10A + 25 + 40° — 8L + 4 = /61" — 26) + 45,

o=V 2+2+ D'+ -4 +@r—4-2) =

VO - D'+ -4 +@r—6) =

- 2041 +25— 8) + 16 + 425 — 24X + 36 = /61° — 34A + 53,



PN = PQ = /60> — 261 + 45 = /61 — 34\ + 53;
— 26) + 45 =— 34A + 53; 81 = 824 = 1.

N-24+AA20—4)=2A=1=>N(- 1,1, — 2).
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3°) a) Enunciado e interpretacion geométrica del teorema de Rolle.

b) Sea la funcion f(x) = 2x +%L(1 + xz). Calcula la ecuacion de la recta

tangente a la grafica de f(x) en el punto correspondiente a x = 0. Determina, si
existen, los maximos y minimos relativos de f(x).

a)
El teorema de Rolle dice que “si una funciéon f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c) = 0. Y4 /
La interpretacion geométrica puede ] %N/
apreciarse facilmente en la figura adjunta. / !

Considerando la funcion f(x), continua en
[a, b] y derivable en (a, b) existe, por lo menos
un punto N perteneciente al intervalo (a, b) en el 0 X
que la recta tangente a la grafica de f es paralela a la cuerda que une los puntos P y

Q.
b)

La pendiente de la recta tangente a una funciéon en un punto es igual que el
valor de la primera derivada de la funcién en ese punto.

f@)=2 +%- 12"2 =2+-2_ m=f(0)=2
+x 1+x

f(0)= 20 + %Ll = 0. El punto de tangencia es 0(0, 0).

Larecta tangente pedida esy = 2x.

Para que una funcion tenga un extremo relativo, maximo o minimo, es
condicidén necesaria que se anule la primera derivada de la funcion y sea distinta de
cero el valor de la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

f)=0=2 +

2= 0; 2(1+ %)+ 5x=0; 2"+ 5x + 2 =0,
1+x

_ —5+425-16 __ —5+/9 543 . 9 4 —_ L
B 2:2 T4 T 4 1- . T

" 5'(1+x2)—5x~2x 5+5x —10x" 5—5x° 5-(1—x2)
fe= - = S s,

) ed) ) ()




f(=2)= L_? =— ;—2 < 0=Maximo relativoparax = — 2.
(1+4)

5 5 ~
f(=2)=2:(— 2)+ +L(1 + 5)=— 4 +—L5=0,02.

Maximo relativo: P(— 2, 0,02).

f(— %): 2 (— %)+%L(1 +%)=— 1+212= - 0,44.
Minimo relativo: Q(— %, -0, 44).
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4°) Dada la funcion f(x) = { ax + 2 si x < 13(x — 2)2 si x=1:
a) (Es f(x) derivable en x = 1, para algin valor real de a?

b) Para a = 1, calcula el area de la region limitada por la grafica de f(x) y el eje
OX.

a)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua en la recta real Va€R. Se trata de determinar el
valor de a para que sea derivable en el punto critico x = 1.

Para que la funcion sea continua en un punto es necesario que sus limites
laterales sean iguales e igual al valor de la funcion en ese punto.

fx) =(ax + 2)=a + 2 fo) =[x -2 =3=f)}=>a+2=

La funcion resulta ser f(x)={ —x + 2 si x < 13(x — 2)2 si x=1,
que es derivable en R, excepto para x = 1, cuya derivabilidad vamos a comprobar.

f'(x) ={ —1 six<16x— 12 si x=1 =>f'(1_) =— 1¢f'(1+) =— 6.

La funcién no es derivable para x = 1.

b)
Paraa = 1lafuncidones f(x) = { x + 2 si x < 13(x — 2)2 si x=1.

Para una mejor comprension del
ejercicio se hace una representacion grafica
aproximada de la situacion.

Para la representacion de la funcion
tenemos en cuenta que en su intervalo
(— o, 1) se trata de la expresion
f(x)= x + 2, que es una recta que corta al
de abscisas en el punto A(— 2, 0). En el

eje

intervalo (1, + o) se trata de la expresion f(x) = 3(x — 2)2, que es una parabola
convexa (U) que tiene su vértice en el punto V(2, 0). Un punto especial de la funcion
es B(1, 3), en donde se produce la continuidad y no derivabilidad de la funcién.



1 2 2 1
[x7+ Zx] + 3f(x2—4x+4)dx [x—+ Zx]

La representacion grafica es, aproximadamente, la que indica la figura.

La superficie S pedida, que se deduce facilmente de la gréafica, es la siguiente:

S_f(x+2)dx+f3(x—2)dx_f(x+2)dx+3f(x—2)dx_
-2 -2

-2 1

11 2 2

S=Tu =55u.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE GALICIA
SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.

OPCION A
1°) DadalamatrizA = (0a — 21a —1a — 1a02):

a) Calcula, segln los valores de a, el rengo de A. Calcula, si existe, la inversa de A
cuando a = 0.

b) Para @ = 0 calcula la matriz B que verifica ABA™ ' — A = 2I.

¢) Para a = 1, calcula todas las matrices X = (x y z ) talesque AX = (000).

a)
A|=10a—-21a—1a —1a02|=—ala —2)—a — 2(a — 1)(a — 2) =
=—a2+2a—a2—2(a2—2a—a+2)=— 2a2+2a—2a2+6a—4=
—— 4a° + 8a — 4 =— 4(a2—2a+ 1)=— 4(a — 1)220:‘1: L
Para a#1=>Rang A = 3.
Paraa=1=2A=(0 — 1101 —1102)=>(0110|#0=>Rang A = 2.
Paraa = 1=>Rang A = 2.
b)

Paraa = 0esA=(0 —21 —10 —1002).
ABA ' —A=2I; ABA =A+ 2I.Siendo A + 21 = M:

Antonio Menguiano



A ABA  A=4"MA I'BI=A4"MA=B =4 "M-A.

M=A+2[=0 —21 —10 —1002)+(200020002)=(2 —21 -

Para obtener la inversa de A se utiliza el método de Gauss-Jordan:
(1)=(100010001)=>{F2—>—F2}=>
=(1000 — 10001):>{F1<—>F2}=>(0 —10100001)=>
1 1 1 1
= {F,> = 3F,F,»5F,}=> (0 - 10 = 500005 )5 {F, > F —F,F,>F, +
1

(0 -1 -5 =501005)24"=(0 -1 -5 —505005 =750

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de B:

-1 1 ‘
B=A MA=—40 -4 -2 -201002)(Q2 —21 —12 —1004)(0 — 2

1 1
=% -8-4-442008)(0 -21 -10 —-1002)=---(8 —84 — 48

B=2 —-21-12 —1004).

c)
Para
a=12AX=000)=>(0 —1101 —1102)(xyz)=(000)=>

>—-—y+2z=0 y—2z=0x+2z=0}, equivalente al sistema:
y —z=0x + 2z = 0}, que es compatible indeterminado.

Haciendoz = A=>x =— 2\, y = A

X = (= 2AA1), VA€ER.
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2°) Dados los planos n1§3x + 3z -8 = 0;
nzz{x=%+7\—u y=—A4+punu z=3+4+2X+ pu:
a) Calcula el angulo que forman T YT, Calcula las ecuaciones paramétricas de la

recta r que pasa por 0(0, 0, 0) y es paralela a T YT,

b) Calcula punto simétrico de 0(0, 0, 0) respecto del plano T

a)

El angulo a que forman dos planos es el menos angulo que forman sus vectores
_)

normales. Un vector normal de moesn = (1, 0, 1).

Los vectores directores del plano T, sonu = (1,0, 2)yv=(—1,1, 1).

Un vector normal de m , ©8 cualquiera que sea linealmente dependiente del

producto vectorial de dos de sus infinitos vectores directores, por ejemplo:

n,=uxv=lijkl —12 —111]|=—i—2j + k — k — 2i — j =— 3i — 3j=

=n, = (1, 1, 0).
Por el concepto de producto escalar:

R T P I _ '”1'"z| _ 1@won- Ly _
7’l1'n2 = nl . le cCOSCOSOa=COoScCcosS A = ———= = — =
‘n1|"n2| \'1 +1 ‘\[1+1

[1+0+0] |1}

T 2l

1 o
=?=>O(=60.

Los planos T YT, forman un angulo de 60°.

Un punto de
R __ _ 5
mE{x=2+A-p y=—A+yp z_3+zx+uesp(2,0,3).

La expresion general del plano , €8 la siguiente:

-

w(P; u,1?)z|x—%yz—31 ~12 - 111]=0;



—(x—%)—2y+(z—3)—(z—3)—2(x—%)—y=0; —3(x—%)—3y=
Xx—5+y=0 2x-5+2y=0>m=2x +2y - 5=0.

La recta s e la que forman los planos T YT, €S
s=3x +3z-8=02x+ 2y —5=0.

Un vector director de s es cualquiera que sea linealmente dependiente de los
vectores normales de los planos que la determinan:

-

v =lijk101110|=j+k—i=—i+j+ksv =(1, —1 —1)

La recta r, por ser paralela a la recta s, tiene su mismo vector director.

La recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r={x =A y=—2Az=—A.

b)
La recta t que pasa por O y es *
perpendicular al plano ™ tiene como vector

director al vector normal del plano:
n = (1, 0, 1).

La expresion de t dada por unas
ecuaciones paramétricas es T
t={x =py =0z = p.

El punto Q, interseccion del plano T, con la recta t es el siguiente:
1T153x+3z—8=0 tE{x=uy=02=u}=>3u+3u—8=0=>u=—§

Tiene que cumplirse que 0Q = QO".

.

00 =10 - 01= (% 0 %)

Q_b'z[O' — Q]=[(x, Y, z)—(%, 0, %)]z(x—?,y— O,Z—%).



(o=l -0z -f)mfe-dotor=t y-0=0-

3 3 3
= 0'(%, 0, %)
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3°) a) Definicion e interpretacion geométrica de la derivada de una funcidon en un
punto.

b) De una funcién f(x) sabemos que f ’(— 1) = 1 y que su funcién derivada es la

siguiente: f'(x) ={2x —1 si x<0 e — 2 si x=0 . Calcula las ecuaciones de
L2

las rectas tangentes a la grafica de f(x) en los puntos de abscisas x =— 2y x =—.

a)

V1 Considerando la funcion f(x) de la
figura, continua en el punto A, de abscisa a, se
denomina tasa de variacion media de un

intervalo cerrado [a, b] a la expresion:

TVM[a, b] = L8=LE (1)

La TVM]a, b] es la tangente o pendiente de la
secante a la funcién f(x) que pasa por los
puntos Ay B.

La derivada de una funcién en un punto es la tasa de variacion instantanea de la
funcion en ese punto, o sea, es el limite cuando b—a de la fraccion (1). Si hacemos el
cambio de variable h = b — a, queda finalmente la expresion de la derivada, que se

expresa de este modo: f '(a) = Mz—f@ :

La interpretacion grafica de la derivada de una funcién en un punto puede
deducirse de la observacion de la figura: cuando b tiende a a (h tiende a cero), el
punto B tiende a aproximarse infinitamente al punto A, con lo cual la secante tiende a
confundirse con la tangente; es decir:

La derivada de una funcion en un punto es la recta tangente en ese punto.

b)
Para x < 0 la funciénes f(x) = [(2x — 1)-dx = X —x+ C1‘
f-D=15(-1D = (-D+C, =1L 1+ 1+C =1=C =- 1.
El punto de tangencia para x < 0 es:

fc2D)=(=2"-(=2)—1=4+2-1=52P(— 2 5).



La pendiente de una funcion en un punto es igual que el valor de su derivada en
ese punto. Para el punto P(— 2, 5) la pendiente es la siguiente:

m =f(-2)=2(-2)—1=—4-1==5

La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — Y, = m(x — xo).
Para P(— 2, 5)ym =f (- 2)=2:(-2)— 1 =— 4 — 1 =— 5.
t=>y = 5=—5(x+ 2)=— 5x — 10.

t155x+y+5=0.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, cuando una funcion es derivable en un punto,
necesariamente, es continua en ese punto.

Por existir la derivada en x = 0, la funcion f(x) es continua para x = 0.

La funcion derivada es f'(x) ={2x — 1 si x< 0e” — 2 si x=0 y la
1 2x

funcion f(x) resultaser f(x) = (x" —x — 1 4" — 2x + .

Por ser la funcion continua en x = 0 tiene que cumplirse:

o =@x-x-1)= -1 765 =(%ezx—2x+C2)=%+CZ 1=

., 2
Para x > 0 la funcion es f(x) = %e Y 2% — %

El punto de tangencia para x = L—ZZ es el siguiente:

f(L—2)=%eL2—L2 ~2=t2-12-2=-12 —%:Q(L—Zz. - L42+1)-

L2

. '( L2 2=
La pendiente en el punto Q es: m, = f(T) =e —-2=2-2=0.

t2=>y + L4+1 O(X _ L2

L T)=0;2y+L4+1=0.



=2y + L4 +1=0.
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4°) Dibuja y calcula el area de la region limitada por el eje de abscisas, la grafica de la
parabola y = x(x — 2) y larecta y = x. (Nota: para el dibujo de la grafica de la
parabola, indica los puntos de corte con los ejes, el vértice y la concavidad o
convexidad).

Las abscisas de los puntos de corte de dos funciones son las soluciones reales
de la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones.

y=x2—2x y=x}:>x2—2x=x;x2—3x=0;x(x—3)=0=>x1=0,x2:

Los puntos de corte se deducen facilmente de la recta: 0(0, 0) y A(3, 3).
La pardbolay = x° — 2x es convexa (V) y su vértice es el siguiente:

y’(x) = 2x — 2. y’(x) = 0=2x — 2 = 0-x = 1=V(1, — 1).

Los puntos de corte con el eje X de la parabola son los siguientes:

x' = 22 = 0; x(x — 2)= 0=x, =0, x, = 2= 0(0, 0) y B(2, 0).

La representacion gréafica, aproximada, de la situacion se indica en la figura

Y

adjunta.

De la observacion de la figura se deduce
la superficie a calcular, que es la siguiente:

S ={x-dx + {[x — (xz — 2x)]dx =

0 2 2
3.3° 3° 3.2° 2° 27 8 27 8 81+16—
=2+(z _T)_(z _T):2+T_9_6+?:T+?_13: 5
97-78 19
6 6
19 2
S=—u
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OPCION B

1°) a) Discute, segiin los valores de m

fx+y+z=1 4x + my + 3z=m2x + 3y +z =3
b) Resuelve cuando m = 5.

5

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

, el sistema:

M=(1114m3231)yM =(1114m3231 1m3).

El rango de M en funcion del parametro m es el siguiente:

IM|=|1114m3231|=m+12+6-2m -9 —4=—m+5=0>m=>5

Param#5=Ran M = RanM = 3 = n® incég.=S. C. D.

Param = 5=M = (111453231 153)={C,=C }oRangM =2

Param = 53RanM = RanM = 2 < n® incég.=S. C. I.

b)

Para m=>5 el sistema es
{x+y+z=1 4x+5y+3z2=52x+ 3y + z =3, que es compatible
indeterminado.

Despreciando la segunda ecuacién y haciendo z = A:

x+y=1—-2A2x+3y=3—-1A} 3x+3y=3-3\A —2x —3y=—3+ A}

=1—-A—-(—20)=1—-A+21=1+ A

Solucion:{x =— 2L y=1+ Az =2 , VAER.
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2°) Dadas las rectas =23 2 _ 21 y

s=3x + 2y —6=02y+4z+3 =0:

a) Estudia su posicion relativa.
b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que contiene a r y es paralelo a s.

¢) Calcula la distancia entre r y s.

a)
La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
: 6—21 2 —3-21 3 1
Haciendoy = A=sx =—— =2 -Shz=—F—=— 7 —5A>
=(y — 2 — —_3_1
=s={x =2 -1 y=2A z == A

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T AQ3, 2, 1)yvr =4, -1, 3). Recta S:

B(z, 0, — i)yvs = (4, — 6 3).
Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:

V\_/)=A_)B=[B—A]=[(2, 0, -+)-G 2 1)]=(— 1, -2 -7

- 5 >

Segtin que los vectores {vr, v, W] sean 0 no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- 5

Los vectores {vr, v, W] son coplanarios cuando el rango del determinante que

forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{v, v, wl= |+ =134 —63 —1 -2 — T [=42+3 24— 18 + 24 -



- o —>} e

= 45 — 25 = 20#0=Rang [vr, v, W= 3 =V, vV, Wnoson coplanarios.

Lasrectasr Yy S Secruzan.

b)
El plano m pedido, por contener a r contiene al punto A(3, 2, 1)€r y tiene

como vector director a v o= 4, -1, 3).

Por ser 1 paralelo a la recta s tiene como vector director a Vo= (4, — 6, 3).
La expresion general del plano T es la siguiente:
n(A; v, vS)E x—3y—2z—14 —134 —63|= 0;

—3x—3)+12(y — 2)— 24z - 1)+ 4(z - 1)+ 18(x — 3)— 12(y — 2) = 0;

15(x —3)— 20z — 1)=0; 3(x —3)—4(z—1)=0; 3x —9 — 4z + 4 =0

m=3x — 4z — 5 = 0.

c)

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, v yv,y

-

el vector w que tiene como origen al punto A de r y extremo el punto B de s.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la



base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las

rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

- - — - - - - v-lv XW'
V=v-(v><w)=v><v-h='v xv|-d=>d= ——
r s r s r s v x-v‘
r N
J v (vSXW)| [4-134-63-1-2—| 120]
(r, s) = v x| T T lijk4-134-63| [|-3i+12j—24k+ak+18i—12j]
T N

4 4 4

20 20 20

4
~ |-3i4+21j—-9k| ~ |15i—20k| =~ 5-|3i—4k| /732+(_4)2 "~ o+16 25 5°

d(r, s) = %u = 0,8u.
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3°) Dibuja la graficade f(x)= 1 + —— - 2)2, estudiando: dominio, simetrias, puntos

de corte con los ejes, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y
minimos relativos, puntos de inflexion e intervalos de concavidad y convexidad.

2 (x—2)"+2 X —dx+4+2 X —4x+6

e (x—2)* (x-2)" (x-2)* (x—2)*

Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores
reales de x que anulan el denominador = D(f) =R — {2}.

No es simétrica con respecto al eje Y por ser f(— x)#f(x) y, tampoco es
simétrica con respecto al origen, por ser f(— x)# — f(x).

No tiene ningun tipo de simetrias.

Cortes con el eje X:

Fl)= 052246 00 32 4y 46 = 0; x =62 ap
x-2)° 2

La funcion no corta al eje X.

Corteconeleje Y: x = 0=f(0) = ﬁ = % = %=> A(O, %)

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
=f(x)= % = 1= Asintota horizontal:y = 1.
e

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

(2x—4) (x=2)"— (" —4x+6)-2-(x—2)-1 _ (2x—4)(x—=2)—2(x —4x+6) _
@-2)" (x-2)°

fx)=



2x° —Ax—4x+8—2x +8x—12 ___—4

x-2)° x-2)""

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Parax < 2= f'(x) > 0 = Crecimiento: (— o, 2).

Parax > 2= f'(x) < 0 = Decrecimiento: (2, + o).

Para que una funcidon tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

—4
(x—2)°

f o) = £0, VxED(f).

La funcion f(x) no tiene ni maximos ni minimos relativos.

Para que una funcién tenga un punto de inflexioén es necesario que se anule su
segunda derivada:

" 0+4-3(x—2)"1 12
f — — +0, VxeD(f).
(x) (X—2)6 (x_2)4— X ( )

La funcién f(x) no tiene puntos de inflexion.

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente, teniendo
en cuenta que el recorrido de la funcion es R(f) = (1, + o0):
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4°) a) Enuncia el teorema fundamental del célculo integral. Calcula la ecuacion de la
X 2
recta tangente a la grafica de la funcién F(x) = [ ; +6t dt,enx = 0.
+e

1
b) Calcula [ x-L(1 + x)-dx.
0

a)

El teorema fundamental del calculo integral dice que:

“Dada una funcion f integrable en el intervalo [a, b], se define F sobre [a, b]
X

por F(x) = [ f(t)-dt. Si f es continua en c€(a, b), entonces F es derivable en ¢ y

F(c)= f(c)”

X

Fx) =[S dt = F (x) = 22

0 2+e 2+e

La pendiente de una funciéon en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto:

N 046 6 6 _
m = F(0)= e a4l 3 = 2.
0 2
El punto de tangencia es: F(0) = [ ;:i -dt = 0=0(0, 0).
0 e

La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — y 0= m(x - X 0):

y —0=2(x— 0)=2x.

Recta tangente: t=2x — y = 0.

_mx x—1
0 —x
+ x+ 1
0 +1
b)

1

2
{x-L(l + x)-dx:»[u = L(x + 1)>du = % dv = x-dx—v = xT]:



] ) 1
L(x+1)——f" xﬂ} ’—L(x+1)——fx+1. ] —
i ) 0

- 1
—L(x + 1)——f(x -1+ x+1)dx] [ L(x + 1)_lx—+ _%le N 1|]1
i 0 0

= (L2 =5+ 5 —5L2) = (0L1 =0+ 0 =5 L1)=— 5+ 57 - 0 == -1
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JULIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno contestaré a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora
no autorizada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

x
1+4+x°

1°) i) Halle una funcion f tal que f(0) = 1y parax >— 1 cumple f '(x) =

ii) Calcule el area de la region que delimita la grafica de f ’(x) y el eje de abscisas
para 0<x<1.

I

fa . . . X
iii) Determine, si existe, .
x+1-1

i)

f)=[f)de = [Zdx = [ ax = f(1 - 1ix)-alx =

=x—L(1 +x)+ C.
fO)=1=20-L1+0)+C=1, 0—-0+C=1=C = 1.

fx)=x—-LA + x)+ 1.

ii)
En el intervalo 0<x<1, todas las ordenadas de la funcion f (x) = %er son

positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

Antonio Menguiano



1 1
S=[f()dy = [T dx =[x — L(1 + 0], =
0 0

1+x

=(1-12)—(0 -L1)=1-12=1— 0,593 = 0,307.
1
S = [ f(x)-dx=0,307 u".
0

i)

f(x) — 1-T—x _ . X _ 0 _1

Friel el e @e(heion) | ra-n o o aehs
ol x (e 1+1) — lim —% \/MHZ) _ pim b 141)

1m = = =
x—0 (1+x)(\/m—1)(\/m+1) x—0 (1+x)[(m) _1J x—0 (+0)(x+1-1)

lim x(\et1+1) lim A+l Aotiet a4t o

1+x)x 1+x 140 ~— 1
x—0

x—0
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- -

2°) i) (Cual es el angulo que forman los vectores no nulos u y v que satisfacen la
- -, = O
igualdad |u X v| = |u|-|v|?

it) Los vectores a y b cumplen |a| =1, |b| = 2 y su producto escalar es a-b = 2.

Calcule el producto vectorial a X b.

)

N
Por definicion: |u X v| = |u|-|v|-sen a, siendo a el angulo que forman los
vectores.

Por ser |u X v|

, se deduce que sena = 1= a = 90°.

- -5

Los vectors uy v forman un angulo de 90°.

i0)

- > -,
Por definicion de producto escalar de dos vectores: a-b = |a| |b| COS COS .

Con los datos del gjercicio es:
2 =1-2-coscosa >coscosa = 1=a = 0°.

|Z>< 5| — |Z|-|5|-sen 0° = 1.2-5en 0° = 2:0 = 0.

Como quiera que el producto vectorial de dos vectores es otro vector:

- - - -

Los vectores ay b cumplen | | = 1, |b| = 2y su producto escalar es a-b = 2

. Calcule el producto vectorial a X b.

- -

x b=

seskoskoskoskoskoskoskoskok



x’—5x
3°) Sea g(x) =

x2+1 '

i) Determine el dominio de g. it) Halle sus asintotas.
iii) Determina los extremos relativos y estudie la monotonia de g.

iv) Dibuje la grafica de g destacando los elementos hallados anteriormente.

)
Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x

que anulan el denominador y como es X+ 1+0, VxeR = D(g)=R.

ii)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k=g = xz—slx = o0 = No tiene asintotas horizontales.
x +

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2 . , .
x 4+ 1#0, Vx€R = No tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

m = 9@ yn=[ﬂ—mx].
X X
x3—5x 3
m=49 - S X g
X X X +x

n = [ ggxxz _ mx] — (x32—5x _ X) x3—5x—x3—x —6x — 0.

x +1 x2+1 x2+1

Larectay = x es asintota oblicua de la funcion.

iii)
Una funcion tiene un extremo relativo (méximo o minimo) para los valores de
X que anulan su primera derivada.



_ (3x2—5)-(x2+1)—(x3—5x)-2x _ 3x +3x —5x'—5—2x"+10x _ X +8x°—5

g () = .
(+1) (+1) (+1)
' 4 2
g(x)= 0=>x(+28—x_25= 0; x +8x —5=0.
x +1

Se trata de una ecuacion bicuadrada. Haciendo x° = y= yz + 8y —5=0.

_ 8464420 _ -8+B4 _ 84421 _ 82021 __ ,. 5
- 2 - 2 — 2 - 2 - -

1=
=>y1:—4+\/ﬁ, y2=—4—\/ﬁ.

La solucién y, == 4 — +/21 por ser menor que cero no tiene soluciones en x.

y=—4+ \/ﬁEO, 58. Deshaciendo el cambio de variable:

xz = y:}y = i\/;= i 0,58:3('1 =— 0, 76, x2 = 0, 76

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trate de un maximo
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

g (x) = (1 +163) (1) ~(x*+82°~5)[2(x"+1) 2x] _ (4’ +160)(x"+1)tnls"+82°5) _

(+1)’ (P+1)

44X +16x +16x—4x =32 +20x _ —12x+36x _ —12x(x=3) _ "
- 2 3 - 2 3 - 2 3 =9 (X)
(x +1) (x +1) (x +1)
g (—0,76) = _12'(_((_);;6)'(_) < 0 =>Maximo relativo parax =— 0, 76.

3
g(— 0,76) = {07 —>C076) ~ 226 _ 5 4osMax. =A(— 0,76, 2,42).

(-0,76)°+1 158
3 3 3
—x)*=5-(= —x'+5 -5 iy
Por ser g(— x)=-2 >0 _ X . X% __ 40y), la funcion
(—x) +1 x +1 x +1

g(x) es simétrica con respecto al origen, por lo cual:

Min.=>B(0,76, — 2,42).

Teniendo en cuenta que la funcidon es continua en R y el maximo y minimo
obtenidos anteriormente, la monotonia de la funcidn es la siguiente:



Crecimiento:g'(x) > 0=x€(— oo, — 0'76)U (0'76, + o0).

Decrecimiento=>g'(x) < 0=xe(— 0'76, 0'76).

iv)
Considerando los elementos hallados anteriormente, a representacion grafica,
aproximada, de la funcion es la que aparece a continuacion.

También se ha tenido en cuenta que la funcion pasa por el origen de
coordenadas, que es un punto de inflexion.

seskoskoskoskoskoskoskskok



4°) Dadas las rectas r===2—y= y
s={x =2+ aly = 2A z =5 — 6A,A€ER.

i) Halle una ecuacion para el plano 1 que pasa por O(0, 0, 0) y es perpendicular ar.

ii) Estudie la posicion relativa de las rectas r y s en funcion de a.

Un vector director de r es v o= (2, —1,3).

Por ser el plano T perpendicular a la recta r, el vector normal del plano es
linealmente dependiente del vector director de la recta.

El plano m carece de término independiente por pasar por el origen de
coordenadas; su expresion general es la siguiente:

n=2x —y + 3z = 0.

ii)
Un punto y un vector director de cada una de las rectas son los siguientes:
Recta r: A0, — 2, 1)y v o= (2, — 1, 3). Recta S
B(2, 0,5y v o= (a, 2, — 6).

- -

Para que los vectores vy v_sean linealmente dependientes tienen que ser

proporcionales sus componentes:

a 2 —6 a
2—_1—3:,~2——2:>a——4.
Para a =— 4 las rectas r y s son paralelas. Para diferenciar el caso de que sean

0 no coincidentes comprobamos si el punto AEr pertenece o no a la recta s:

ssSfx=24+aky =22 z=5—61A4(0, —2 1) 1221 =— 224 =— 1=0 :

Paraa =— 4 lasrectasry s son paralelas no coincidentes.

- -

Para a# — 4 los vectores vy v_son linealmente independiente por no ser

proporcionales sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se



cruzan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:w=AB =[B — A]=[(2,0,5) - (0, — 2, D]=(2, 2, 4).

- 5

Segun que los vectores {vr, v, w} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.
- 5
Rang{vr, v, w}=> 213a2 — 6224|=16 + 6a — 12 — 12 + 24 — 4a =

=2a+ 16 =0; a + 8 = 0=a =— 8.

Paraa =— 8lasrectasr y s se cortan.

Lasrectasry s secruzanVaeR — {— 4, — 8}.
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PROPUESTA B

1°) i) Halle una funcion f tal que f(0) = 1y parax >— 1 cumple f'(x) = ﬁ—x

ii) Calcule el area de la region que delimita la grafica de f '(x) y el eje de abscisas
para 0<x<1.

_f
Vr+1-1

iii) Determine, si existe,

- -

2°) i) (Cual es el angulo que forman los vectores no nulos u y v que satisfacen la
igualdad |u X v| = |u|-|v|?

ii) Los vectores a y b cumplen |a| = 1, |b| = 2 y su producto escalar es a-b = 2.
Calcule el producto vectorial a X b.

(Resueltos en la propuesta A)

3°)Seag(x)={L(xx—+1)+ 1, six >0 ax + b, six<0.

i) Halle los valores de a y b para que la funciéon g sea continua en R.
ii) Determine los valores de a y b para los cuales g sea derivable en R.

iii) Para los valores de a y b del inciso anterior, calcule la derivada de g.

)
La funcion g(x) es continua en R, Va, bER, excepto para x = 0, para lo cual
se van a determinar los valores de a y b para que lo sea.

Para que la funcion sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

g =2 1| =141=2 Mg = (@x +b) =b=f(0)=2

1 1
x+1 . 0+1
1 -1 T 1

(*) Lix+1) _ L1

X 0

_0 . -
= - =Ind. =>{L'Hopital} =

La funcion g(x) es continuaexx = 0, VaERy b = 2.




ii)
La funcién resulta: g(x) = {L:& + 1, six >0 ax + 2, six<0.

Una funcién es derivable en un punto cuando, siendo continua en ese punto,
existen las derivadas laterales y ademas son iguales:

g(x) = {x (x+(1)Lgc+1) ) six >0 a six<0.
+

x—L(x+1) .
(*) Siendo h(x) = ﬂﬁ h(x) _ = : S _ X (x+1)L(x+1)
x x x (x+1)

g'(0+) _ 0-(0+DLO+D)

! = %=>Indet.Se obtiene el limite:
0°(0+1)

gx) =X (x+(1)LSC+1) %:Indet. ={L Hopital} =
+
[1 Lx+1)+(xe+1)- x+1] _ 1[G+ A-LeD-1 . L)
2x-(x+1)+x -1 2 +2x+x° 22+ 2x+x 3x°+2x
0 — ~ o 1 At 1
_ Y ’ . x+1 — 0+1 — = — =
= s =Indet. >{L’Hopital} = —— = ——- == =>g(0 )— >

g'(0+) = g’(O_) = a=- %

g(x) es derivable en R para a =— % yb = 2.

iii)

(D) oy 5 0 — L six<o0.

gx)= oat) >

koo sk skoskoske sk koo



4°) Discuta, en funcion del parametro B, el sistema

{Bx+y+z=Bzx—y+z=1 3x—y—z=16x—-—y+2z=3 vy
resu¢lvalo cuando sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=EB111 —1136 —1 -1 —11) y
A=(p111 -1136 —1 -1 —11 321133).

En primer lugar se determina el rango de la matriz ampliada en funcién de f3:

A|=[p111 - 1136 -1 -1 —11 8°113p |= Sumando Ia
tercera fina a todas las demas:

|Al=|B+3004 —2039 —1 -2 —10 8° + 12138+ 1 |=—[p +

>{F,>F,—FJ)=> —|B+30p +14 — 225038 — 1|=2:|p + 38" + 153p -

B+3)3B -1 -5 +1)=0; 38°-B+9p -3 -58"~5=0;

28°— 88 +8=0; -4 +4=0; (B-2) =0>8=2

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:

Para B#2=>Rang A = 3; Rang A = 4>Sistema incompatible.

Para =2 e A=(Q2111 -1136 —1 -1 —11) 'y
A=(2111 —1136 —1 -1 —11 4116).

RangA=>{F1,F2,F3}=>|2111 —~113 =1 —1|=2—-1+3+ 3 + 2 + 1£0=
=Rang A = 3.

Para 3 = 2=Rang A = Rang A = 33S. C. D.

Para B =2 el sistema es
2x+y+z=4x—-y+z=13x—-y—z=16x—-—y+2z=6, que
tiene cuatro ecuaciones con tres incognitas. Para resolverlo es suficiente con tres
ecuaciones; cogemos las 3 primeras y resolvemos por la regla de Cramer:



4111-111-1-1] _ 4-1+1+1+4+1 10 _ 4
2111-113-1-1] = 2-1+3+3+2+1 0
24111131-1] _ —2+1+12—3-2+4 10 _ 4
10 o 10 10 0
2141-113-11] _ —2—4+43+12+2-1 _ 10 __ 1
10 - 10 — 10 T
Solucion del sistema:x =y =z =1

seskoskoskoskoskoskoskoskok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno contestaré a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora
no autorizada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Sean las matrices A = (1112)yB =(0214).
i) Halle la matriz inversa de A.

ii) Encuentre la matriz X tal que A-X = B.

Se obtiene la inversa de A mediante el método de Gauss-Jordan.

(I)=(1001)=>{F2—>F2—F1}=>(10 ~11)>

-1
=>{F1—>F1—F2}:>(2 ~1-11)24 =2 -1 —-11).

i0)

A-X = B, multiplicando por la izquierda los dos términos por AT
A AX=A'B IX=A"B=>X=A4"B

X=A"B=2 -1-11)(0214)>X=(-—1012).
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1

2°) i) Calcule, si existe, (1 + 4x2) o

ii) Halle el area de la region delimitada por las graficas de las siguientes parabolas:

2 2
y=x,x=Yy.

i)

1

1

(1 + 4x2) Tt =01+ 0)T = 1"=Ind. del tipon2e.

1

Siendo A = (1 + 4x2) "y tomando logaritmos naturales:

1

2
sen x

LA = L[(l + 4x2) } Teniendo en cuenta que el logaritmo de un limite es

el limite del logaritmo:

x—0 | sen x x—0 sen x

= lim[ 12 -L(l + 4x2)]= lim i(#)- =

LA = lim [(1 +4x)"

x—0

8x

L(1+0 L1 0 ’ , . X . 8
= L4 _ ML _ 0 g ={L Hopital} = lim 2 = lim = =
sen 0 0 0 x>0 2senx-coscosx x—0 (1+4x )-sen (2x)
. 8 . X %
= lim —- lim = M-N. (%)
x>0 1+4x° x>0 Sen(2x)
. 8 8
M = lim -~ = = 8.
x—0 1+4x 1+0
. X 0 ’ , . 1 1 1
N = Ll_r}lg sen (2x) T:Ind' :{L Hopltal}=> }Cl_l’)% 2-coscos (2x) 21 2

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:

LA=MN=8-=43A=¢"

ii)
Los puntos de corte de las parabolas tienen por abscisas las soluciones reales
de la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:



2 2 g 2 2 4 2 4 2
y=x x=Yy }otambién: y =x y=\/§}=>x =\/;c; x =x; x —x =0;

xz(x2 — 1) = 0:>x1 =0, x =1, X, == 1. (la solucién x =— 1 no tiene sentido).

Los puntos de corte son 0(0, 0) y A(1, 1).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la expresada en
la figura adjunta.

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

5 = I - ax = J{e” - ax = - 2] = (- 2) - 0=

1
0 0 S5 t1

2

1 _ 1
3 3~ 3

1 2
S—3u.
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3 2
3°) Sea g(x) = 22—

i) Determine el dominio y la continuidad de g.
ii) Halle las asintotas de la grafica de g.
iii) Determina los extremos relativos y estudie la monotonia de g.

iv) Dibuje la grafica de g destacando los elementos hallados anteriormente.

3 2 2 2
La funcién puede simplificarse: g(x) = xxj_zz = (x’_i ;;‘(J;Z_)Z) =X

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x
que anulan el denominador: D(g)=R — {2}.

La funcion es continua en R, excepto para los valores que anulan el
denominador que no esta definida.

ii)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k=g = xjiz = oo = No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x — 2 =0>=>Larectax = 2 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

m = 49 yn=[LxxL—mx].

X

n.

2 2 2
nz[ggx) —mx]= (x _x)x—x+2x — lim 2x — 9

x—2 x—oo X—2



Larectay = x + 2 es asintota oblicua de la funcién.

iii)
Una funcidn tiene un extremo relativo (méximo o minimo) para los valores de
x que anulan la primera derivada.

2x-(x—2)—x2-1 22 —4x—x" X —4x x(x—4)

9= w2’ w2 w2 w2

g'(x)z 0:@= 0; x(x —4)=0=>x_ =0, x_ = 4.
(x=2) 1 2

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trate de un maximo
relativo y, si es positiva, de un minimo relativo.

" (2x—4)-(x—2)2—x(x—4)-[2-(x—2)-1] (2x—4)-(x—2)—2x(x—4)
X) = = =
g (x) . 2y
_ 2 —dx—4x+8-2"+8x _ _ 8
(x—2)’ @-2)""
g”(O) = (0_82)3 = _88 =— 1 < 0 >Maximo relativo para x = 0.
_ 0 . .
9(0) = 5= = 0= Maximo relativo: 0(0, 0).
g (4) = ﬁ = % = 1 > 0 =>Minimo relativo para x = 4.
4 16 i .
g(4) = — = -~ = 8= Minimo relativo: A(4, 8).

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada sea positiva
0 negativa, respectivamente.

: . . ' x(x—4
Para estudiar el signo de la derivada g (x) = f—z)} tenemos en cuenta que,
Y
por ser el denominador positivo para los valores de su dominio, la derivada es

positiva o negativa cuando lo sea su numerador.

Considerando lo anterior y teniendo en cuenta el dominio de la funcién y los
maximos y minimos relativos encontrados, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:g'(x) > 0=x€(— o, 0) U (4, + o).




Decrecimiento:»g'(x) < 0=x€(0, 2) U (2, 4).

iv)
Considerando los elementos hallados anteriormente, a representacion grafica,
aproximada, de la funcion es la siguiente:

sk skeosk kosk kosk skok



4°) Dadas las rectas r =X == == y

rzz{x=1 y=—1+4+tz=1-1¢

i) Determine la posicion relativa de las rectas ryrT,

ii) Halle el punto de la recta r mas proximo al punto P(1, 0, 1).

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta I 0(0, o, O)yv1 = (1, 2, 3). Recta Iy
B(1, -1, Dyv,=(0,1 —1).

- -

Los vectores v y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r; y r, se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

.
Se considera el vector w que tiene como origen el punto OEr1 y extremo el

punto BErz: v; =0B=({1, —1,1).

e

Segun que los vectores [vl, v, W} sean o no coplanarios las rectas r; y r,

se cortan o se cruzan, respectivamente.

- o5

Los vectores {v » Uy W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas Iy y I, se cortan; en caso contrario, se cruzan.

- 5

Rang{vl, v, w}=>|123o1 ~11 —11|=1-2-3 -1 =— 6%0=>

- > —>] - > -

=>Rang {vl, v, Wi = 3 =>v1, v,, WNo son coplanarios.

Lasrectasr yr, se cruzan.

i0)

Una forma de resolver este ejercicio es la siguiente:



El haz de planos perpendiculares a r  es de la forma

1
B=x + 2y + 3z + D = 0.

De los infinitos planos pertenecientes al haz {3, el plano T que contiene al punto
P(1, 0, 1) es el que satisface su ecuacion:

B=x + 2y +3z+ D =0P(1, 0, 1) }121+314+D=0; 4+

>n=x + 2y + 3z — 4 = 0.
y zZ

La expresion de r =X =+ = por unas ecuaciones parameétricas es la

siguiente: r = {x =A y=2\z = 3A.

. .y Z
El punto Q, interseccion de la recta r,=x = = con el plano m es la

solucion del sistema que forman:

rlz{x=7\ y=2Az=3An=x+ 2y +3z—4=0}=>A+ 22X + 33

2 2 4 6
140 — 4 = 0; 7 =224 == =0(% & &),

Elpunto de r mas préximo a P(1, 0, 1) es Q(%, %, %)
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PROPUESTA B

1°) Sean las matrices A = (1112)yB =(0214).

i) Halle la matriz inversa de A. ii) Encuentre la matriz X tal que A-X = B.

1

2
sen x

2°) i) Caleule, si existe, (1 + 4x)

ii) Halle el area de la region delimitada por las graficas de las siguientes parabolas:

2 2
y=x,Xx=Yy.

(Resueltos en la Propuesta A)

39 Sean a y b numeros reales y la funcion
f(x)={ X six<—1ax+1si—1Sx$1x2+bx+25ix>1.

i) Calcule los valores de a y b tales que la funcidn f es continua en todos los puntos
reales.

ii) Determine, en funcion de a y b, la derivabilidad de f y calcule f' cuando sea
posible.

iii) Utilice el teorema de Bolzano para justificar que si P es un polinomio de grado 5,
con coeficiente principal positivo, tal que P(— 1) >— 1, entonces la ecuacion
f(x) = P(x) tiene al menos una solucion ¢, con ¢ <— 1.

)
La funcion f(x) es continua en Va, bER. Se trata de determinar los valores de a
y b para que sea continua en los puntos criticos x =— 1y x = 1.

Para que la funcion sea continua en x = -1 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

f@) =x =(-1’=—1 f@) =(ax+D=—a+1=f(-1)}=
—1=a+ 1=a =— 2.

Para que la funcion sea continua en x = 1 es necesario que sus limites laterales
sean iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

f) =(-2x+D=—2+1=—1=f(1) fx) =(x +bx+2)=1+b+2=



La funcion resulta:
3 , , 2 .
f)y={ «x Six<—1—-2x+1si —1<x<1x —4x + 2six>1
ii)
Una funcion es derivable en un punto cuando existen las derivadas laterales en
ese punto y ademas son iguales:

f'(x)={3x2 six <—1 — 2 si —1<x<12x —4six>1
f(-1)=31D"=3 f(-1")=—2

f’(_ 1_) * f(— 1+)=>f(X) no es derivable en x =— 1.

+

f(1)=—2 f( —4=—2

)=
f( ) f( )=>f(x) es derivableenx = 1.

iii)

Siendo f(x)=P(x) y P(—1)>— 1, considerando la funcion
gx)=fx)+1 s€ cumple que
g—DH=f-D+1=P-D+1>~1+1>0.

La gréfica adjunta pretende ilustrar la cuestion; el punto A corresponde al valor
f(—= 1) >— 1y el punto A’ corresponde al valor g(— 1) > 0.

Por otra parte: f(x) =— oo, por ser f(x) una funcion de quinto grado con el
coeficiente principal positivo.

De lo anterior se deduce que g(x) = [f(x)+ 1] =— o0 + 1 =—

Lo anterior implica, teniendo en cuenta la
continuidad de la funcion g(x) en R por ser ;
polinémica, que para un valor kER suficiente A
grande es g(— k) < 0.

Probar que f(x) tiene al menos una solucion
¢ <— 1, que es lo pedido, es equivalente a probar :
que la funcion g(x) tiene al menos una solucion - i
igual a la pedida, ¢ <— 1.




Aplicando el teorema de Bolzano a la funcién g(x) y considerando el intervalo
finito [— k, — 1]:

g(— k)< 0g(— 1)> 0}=>3ce[— k, — 1]=g(c) = 0.

Queda probado que f(x) tiene al menos una solucion c <— 1.
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4°) Sea ¢ wun numero treal y el sistema de ecuaciones lineales:

2 3
fecx+y+cz=1x+cy+z=cx+y+cz=c:
i) Calcule el determinante de la matriz de los coeficientes y determine para qué

valores de c el sistema anterior es compatible, compatible determinado y compatible
indeterminado.

ii) Resuelve el sistema anterior cuando ¢ = 2.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(clclclllc)yA =(clclclllc 1cc).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro c es el siguiente:

|A|=|clc1c111c|=c3+c+1—cz—c—c=0; - —ct+1=0

=1 c =— 1.

Resolviendo por Ruffini resultan las raices: c,=c, 3

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:

Para {c#1c# — 1}=>Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.

Parac = lesA = (111111111 111)= RangA = RangA = 1.

Parac = 1=>Rang A = Rang A’ = 1 < n%incdg.=S. C. I
(Dos grados de libertad)

Parac =— 1esA'=(— 11 - 11 —-1111 -1 11 — 1)=>RangA'=>{Cl,C2, C4

»|-1111 -1111 - 1|=—1+1+1+1+1+1 =4¢OzRangA’=3
Parac =— 1=Rang A = 2, Rang A = 3>Sistema incompatible.

ii)
Para c=2 el sistema resulta

2x+y+2z=1x+2y+z=4 x+y+2z=8, que es compatible
determinado.



Resolviendo por la regla de Cramer:

[112421812| __ 4+8+8-32-1-8 _ 20—41 __ -21

212121112 = 8+2+1-4-2-2 =~ 11-8 = 3 == 7.
_ J212141182] _ 16+16+1-8-16-2 _ 33-26 _ 7
y = 3 = 3 =73 3
5 211124118 _ 32+1+4-2-8-8 _ 37-18 _ 19
3 o 3 -3 7 3"
. ) 7 19
Para c = 2 las soluciones del sistema son:x =— 7, y = - Z =3
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MADRID

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica,
siempre que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo
simbolico. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A
L(l x)

1°) Dada la funciéon f(x)= {———

logaritmo neperiano, se pide:

six < 0x-e  si s=0, donde L denota el

a) Estudiar la continuidad de f y calcular f(x) .

b) Calcular la recta tangente a lacurvay = f(x) enx = 2.

1
¢) Calcular [ f(x)-dx.
-1

a)

La funcion f(x) es continua VxER — {0}, cuya continuidad vamos a estudiar.

Para que f(x) sea continua en x = 0 es necesario que sus limites laterales sean
iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

f) =22 = =2 =0 f@) =(xe) = ="=0=f(0))}:

f(x) = f(x) = f(0)=>f(x) es continuaenx = 0.

x) = lim 2422 = 2 oindet. ={L'Hopital} =
x 00

X——00 1-
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f(x) =0.

b)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su primera
derivada en ese punto:

Para x =2 la funcién es f(x) = x-e .

X 1—x

X

—xe =e (1—x)=

fFo)=1e

=2 __ 1

-2
2 2"
e e

m=f(2)=

e

El punto de tangencia es: f(2) = 2.¢ " =>T(2, iz)

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la

siguiente: y — Y, = m(x = X,)-

y — 2 =— T (x - 2); ezy—2=—x+2.
e e

La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:

2
Recta tangente: t=x + ey — 4 = 0.

c)

1 0 1
[ fe)de = [ 22 dx + [xe “dx = A+ B. (%)
-1 -1 0

0 0
-1 L2

L2 2 L2 2 2 2
_ |t _ow2” 0o L2 _
—ftdt—[—] = —— = = A.

B = fx-e_x-dx:{u = x-du = dxdv =e -dx-v =— e_x}=>
0



1 1

0 0

1

:— e (x + 1)] [e_x(x + 1)](1) =0+ 1)—e 2=1- %

0

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B:

1 2 2
__ L2 e—2 _ el 2+2e—4
—f1 fx)dx ==+ ——= > :

1 2
f f(x)dx — eL 22+62e—4.
-1

st sfe sk sk skeosk skeosk skok

1

x.(— e_x) - /- e_x-dx‘ = [— xe  + fe_x-dx] = [_ xe - e_x]o -




2°) a) Despeje X en la ecuaciéon matricial X-(CD)_1 = A+ X-(D_lC'_1 — B),
siendo A, B, C, D matrices cuadradas invertibles. Expresar X de la forma mas simple
posible.

b) ParaA=(20 —1101211),B=(11 —1 —101111), determine Y
talque Y-B = A.

a)
Para la realizacion de este apartado es muy importante saber que la inversa del
producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambiando el

orden, es decir: (CD)_1 =p ¢’
X(CD) '=A+Xx(DC -B)=A+XxD ¢ - XB=
= A+ X-(CD)_1 — X'B. Eliminando los sumandos iguales:

X-B = A. Multiplicando los dos términos, por la derecha, por B~

-1

X-BB '=A4B 5 XI=AB "

X =AB .
b)
Y-B = A. Multiplicando los dos términos, por la derecha, por B~

-1

Y-BB '=AB " YI=A4B ‘=Y =4B""

Se obtiene la inversa de B por el método de Gauss-Jordan.

(I)=(100010001)=>{F2_>F2+F1F3_)F3_Fl}:

= (100110 —101):>{F1—>F1—F}=>(0 ~10110 —101)=

2
:>[F3—>%F3}:>(O ~10110 — 304 )={F, > F +F}=

1 1 1,1 -1_1 . 4 _
:(—7—17110 —707):>B =—(-1 21220 101).
Sustituyendo en el valor de Y el valor de B~ y operando:



Y=AB =20 —1101211)4-(-1 —21220 —101)=—-(—1 — 41

1
Y=-(-1-41-2-22 -1 —23),
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3°) Dados los planos mEax +y — z+ 1=0y T=x +ay +z - 2 =0,

determine, en caso de que existan, el valor o posibles valores del parametro a, para
cada uno de los siguientes supuestos:

a) Que T YT, sean paralelos. b) Que T YT, sean perpendiculares.

¢) Que la recta interseccion de m LY T, sea perpendicular al plano f=x = y.

a)
Teniendo en cuenta sus términos independientes, la condicidon necesaria y
suficiente para que los planos T Yy T, sean paralelos es que sus vectores normales

sean linealmente dependientes, o sea, que tengan proporcionales sus componentes.

-

Los vectores normales de los planos son n L= (a, 1, — 1) y
n,= (1, a, 1).
a _ 1 _ -1 —
T =7 "1 =>a =— 1.
Los planos T YT, son paralelos paraa =— 1.

b)
Para que los planos m |y T, sean perpendiculares es condicidn necesaria y

suficiente que sus vectores normales los sean, o sea, que su producto escalar sea cero:

nmn,=0=>(@1l —1D(lal)=0a+a-1=0 2a=1=a=+

: 1
Los planos T YT, son perpendiculares paraa = —-.

c)

La recta r interseccion de los planos T y ™ es

1 2
r=fax+y—-—z+1=0x+ay+z-2=0.

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan:

noxn =lijkal —1lal|=i-j+ak—k+ai—aj=



=@+ Di—(a+Dj+ (@ - 1)k=@+Di—(a+1j+ @+ - Dk

Un vector director de r es v o= 1, —1,a-1).

Un vector normal del plano f=x = y es ng = (1, — 1, 0).

Para que la recta r interseccion de T YT, sea perpendicular al plano f=x = y
es necesario que el vector director de la recta y el vector normal del plano sean

linealmente dependientes, o sea, que sus componentes sean proporcionales:

1 -1 a—1 a—1
T=0T =09 =% =1 a—1=0=a=1.

Larectaryelplano 3 son perpendiculares paraa = 1.
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4°) Dado el punto P(2, 1, — 1), determine el punto P simétrico de P respecto al
plano que pasa por los puntos A(0, 2, — 1),B(1, — 3, 0)yC(2, 1, 1).

Los puntos A(0, 2, — 1), B(1, —3,0) y C(2, 1, 1) determinan los
vectores:

AB=[B - Al=[(1, —3,0)— (0,2 — 1D]=(, -5 1)

-

AC=[C—-Al=[2 1 1)—-(0,2 — D=2 -1,2).

La expresion implicita o general de plano T que contiene a los puntos A, By C
eslasiguiente:n(A; AB, AC)E xy —2z+11 —512 —12|=0;

—10x+ 2y —2)—-(+ 1D+ 10z+ D+ x — 2(y — 2)= 0;

- 9% +9(2z+1)=0, —x+z+1=0=>n=x—-—2z-1=0.

Un vector normal del planomesn = (1, 0, — 1).
La recta r, perpendicular a ™ que contiene al punto P(2, 1, — 1) tiene la
siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétricas:

r={x=2+2A y=1 z=—1—-A.
El punto Q interseccion de r y m es el siguiente:

1, -1)

m=x—z—-1=0 r={x=2+2A y=1 z=—1-A}=>Q2+M)D+1+ 1)

2+A+1+A-1=0; 21+ 2 =0=>A=— 1.

x=2-1=1 y=1z=—1+1=0}=0(1 1, 0).

Para que P’ sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:



PQ=QP'=[Q-Pl=[P-Q [1L1L0)- (2 1 - D]=[(xy -1 1, 0)}

(-1,0 D=@x—-1v -1, 2)= P'(0, 1, 1).

seskoskoskskoskoskoskksk
OPCION B
1°) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
Bx+y+mz=1 X—y+2z=—2 S5x +(m+ 1)y + 2z =4
, se pide:

a) Discutirlo segun los valores del pardmetro m.
b) Resolverlo en el caso de m = 0.

¢) Resolverlo en el caso de m = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=B1ml —125m+ 12) y
A=B1ml —125m+12 1 —24).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro m es el
siguiente:

|A|=131m1 —125m+12|=—6+m(m+ 1)+ 10 + 5m — 6(m + 1) -

=2+m2+m+5m—6m—6=m2—4=0:>m1=—2,m2=2.

Para {m# — 2m#2}=Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Param =-— 2=>A'=(31 —-21 —-125-12 1 — 24):oRangA'=>{C1, Cz’

503111 —1 —25 —14|=—12—-1-10+5 — 6 — 4#0>Rang A = 3

Param =— 2=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

Param = 2=A' = (3121 — 12532 1 —24):>RangA'=>{F1<—>F2}=>

(1 —12312532 —214)=>[F2—>F2—3F1F3—>F3—5F1}=>(1 ~ 1204
=



= Rang A' = 2.
Param = 2=>Rang A = RangA = 2 < n%incég.=S. C. L.

b)
Para m=20 el sistema resulta:
3x+y=1x—y + 2z =—25x+y + 2z =4}, que es compatible
determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

[110-2-12412] —2+8—-2+4 8

X = ") = —4 = - =— 2.
_ [3101-22542| _ -12+10-24-2 _ 28 _ v
y = —4 o —4 T -4
;= 3111-1-2514] _ —1241-1045+46-4 _ 14 _ 7
- —4 - —4 T -4 T 2
., 7
Solucion:x =— 2, y =7,z = -
c)
Para m= 2 el sistema resulta:

3x+y+2z=1x—y+ 2z=—25x+ 3y + 2z = 4}, que es compatible
indeterminado. Despreciando una ecuacion (tercera) y haciendo z = A:

3x+y=1-2lx—y=—2—2A}=>4x =— 1 — 4h>x =— 4 — X

y=x+2+20=——F-A+2+2=2+A1

Solucion: x =— % — Ay = % + A, z = A, VAER.
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2°) Se consideran los puntos A(0, 5, 3), B(0, 6, 4), C(2, 4, 2) y D(2, 3, 1) y se
pide:

a) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono ABCD es un
paralelogramo.

b) Calcular el area de dicho paralelogramo.

c) Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre el plano
ABCD es el punto medio del paralelogramo.

a)
Los puntos A, B, C y D son coplanarios cuando el punto D pertenezca al plano
1 determinado por los puntos A, By C.

Los puntos A(0, 5, 3), B(0, 6, 4), C(2, 4, 2) determinan los vectores:

-

AB =[B — A]=[(0, 6, 4)— (0, 5, 3)] = (0, 1, 1).

-

AC=1[C - Al=[(2 4 2)- (0,5 3)]=(2, -1 - 1.

n(A;AB,AC)E|xy—52—30112 —1 —1|=0;

- x+20—-5—-2z-3)+x=0y—-5—-—z+3=0=>n=y—-—2z-2=0

n=y —z—2=0D(2 3, 1) 123 — 1 — 2 = 0=>Si=Der.

Los puntos A, B, Cy D son coplanarios, como se pedia comprobar.

El poligono ABCD es un paralelogramo cuando se cumplan las siguientes

igualdades de vectores: AB DC y AD BC C
B

AB = (0, 1, 1). D
. A
DC=[C—D]=[(2 4 2)— (2 3, 1] =(0, 1, 1).

-

AD=[D — A]=1[(2,3, 1) (0,5 3)]=(2 -2 - 2).

-

BC=[C—-B]=[(2 4 2)— (0, 6 )]=(2, —2 - 2).

Como puede observarse, se cumple lo pedido: AB = DCy AD = BC.



Los puntos A, B, Cy D forman un paralelogramo, c. q. c.

b)
El area de un paralelogramo es el modulo del producto vectorial de los dos
vectores que lo determinan:

SABCD=|AB><AD|= lijk0112 —2 — 2| =2[ijk0111 —1 — 1] =

2
=2-|—i+j—k+i|=2-|j—k|=2'\/12+(—1) =2/1+1>

s =224
ABCD

c)

El lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre el plano ABCD es
el punto medio Q del paralelogramo es la recta r, perpendicular al plano m, (que es el
que contiene a los puntos dados), que pasa por el centro del paralelogramo.

El punto medio del paralelogramo es el punto medio del segmento AC (o
también el punto medio del segmento BD):

A(0, 5, 3) C(2, 4, 2)}=>Q(1, 2, %)

Un vector normal del planonn=y — z — 2 = 0 esr?= 0,1, —1).

Lugar geométrico pedido: r={x =1 y = % + Az = % — A, VAER.
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3°) a) Determine el polinomio f(x), sabiendo que fm(x) = 12, para todo XER y
ademas verifica: f(1)=3; f ()= 1;f (1) = 4.

b) Determine el polinomio g(x), sabiendo que g”(x) = 6, para todo xER y ademas

1 2
verifica: [ g(x)-dx = 5, [ g(x)-dx = 14.
0 0

a)
Por ser que fm(x) = 12, el polinomio f(x) es de tercer grado.
Sea el polinomio pedido f(x) = ax’ + bx’ + cx + d.
f'(x) = 3ax’ + 2bx + c. f”(x) = 6ax + 2b. fm(x) = 6a.
f (x)=12=6a = 122a = 2.
F()=42621+2b=4 12+2b=14 6+ b=2>b=—4,
F()=12321"+2(4)1+c=1 6—-8+c=1>c=23,
f(1)=3221"-41"+314d=3; 2-4+3+d=3>d=2.
f(x)= 2x° — 4x" + 3x + 2.
b)

Por ser g"(x) = 6, el polinomio g(x) es un polinomio de segundo grado.
Sea g(x) = ax’ + bx + c.

g'(x) = 2ax + b. g”(x) = 2a.

g ()= 6>2a = 6>a = 3.

El polinomio resulta: g(x) = 3x” + bx + c.

3x3 bx

}g(x)-dx =5= }(sz + bx + c)-dx =[
0 0



2

_ 3 b1
(1

()

+c-1)—0=5; 1+%+c=

2 2
[g(x)dx = 14> f(BxZ + bx + c)-dx
0 0

3 b2
=2+2+2C—0=14;8+2b+2C
. (2

5;

24+ b+ 2c=10; b + 2c

2

2
3
lx > +cx] =
0

2

14, 4+ b+c=7, b+c

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

b+2c=8b+c=3}b+2c=8 —b—-—c=—3}=>c=5,b=-2

glx)= 3x° — 2x + 5.
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4°)  Estudie la continuidad y la derivabilidad de la  funcién
f(x)={0 si x<0|xLx|six > 0,donde L denota el logaritmo neperiano.

Teniendo en cuenta que Lx < 0=20 < x <1 y que Lx > 0=>x > 1, la
funcion f(x) puede redefinirse de la forma
f)={0 si x<0 — xLxsi0<x<1xLx si x=1.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0 y para x = 1 cuya
continuidad es dudosa y se va a determinar.

Una funcion es continua en un punto cuando se cumple que sus limites por la
izquierda y por la derecha son iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

Parax = 0= {f(x) = 1133) =0 = f(0) f(x)= 1133) (—xLx)=0 (*)}

*) lm})( x-Lx) =— 11m (x:Lx) =— 0-(— 0)=>Ind.=> — 11rr}) - —=

x— x—0
=Ind. = {L'Hopital}= — lim _71 = lim x = 0.

x—0 7z x—0
f(x)= lim+ = f(0) = f(x) es continuaenx = 0.
x—0
Parax = 1= {f(x) = lirn1 (—xLx)y=0 f(x)= lim1 (x-Lx)= 0 = f(0)
X— X—

f(x)= hm = f(1) = f(x) escontinuaenx = 1.

x—>1

Para que la funcidén sea derivable para x = 0, sus derivadas laterales en ese
punto tienen que ser iguales:

ffx)={ 0 si x<0 —1-Lxsi0<x<11+ Lx si x=1
> f(0)=0 £(07)=+w}=r(07)%F(07)=

f(x) no es derivableen x = 0.
ffx)={ 0 si x<0 —1-Lxsi0<x<11+ Lx si x=1

> f(1)=-1f(1")=1 }=r(1)zr(17) =




f(x) no es derivableenx = 1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MADRID

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica,
siempre que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo
simbolico. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

: 3 :
1°) Dada la funcién f(x) = (6 — x)-ex/ , se pide:
a) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos
relativos.

¢) Determinar el area de un triangulo que forman los e¢jes coordenados con la
tangente a la curva y = f(x) en el punto x = 0.

a)

La funcién f(x) estad definida para cualquier valor real de x: D(f)=R.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen infinito el valor de
la funcion: No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma la funcion cuando x
tiende a mds infinito o menos infinito.

(o]

f(X) = [(6 — x)-ex/3] — 6j; — ;Lz %:}Indet:}

= {L'Hopital} = fl_i = =—=0.

——e 3 e
36
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(0]

f(x) = [(6 — x)'ex/3] =— o00-e =— 00.
Larectax = 0 es asintota horizontal en la parte negativa del eje X.

Cortes con el eje X:
F(x)= 02(6 — x)¢”” = 02x = 62 A(6, 0).

Cortes con el eje Y:

x =02y = f(0)=(6 — 0) e’ = 6" = 61 = 6= B(0, 6).

x/3
ex/g(— 3+6— x)=%e (3 — x).

x/3

f@=5e G- 2.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente:

! 1 x/3
f)=—e (3 —x)=0=x=3.

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es R, los periodos de
crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento=>f'(x) > 0=>x€(— oo, 3).

Decrecimiento:f'(x) < 0=x€(3, + ).

Es condicién necesaria para que una funcidon tenga un extremo relativo
(méximo o minimo) que se anule su primera derivada:

' 1 x/3
f)=—e (3B —x)=0=x=3.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.



" x/3
Fo=3{3e"6 -0+ n|=tte 6 - x - 3= Tx”

f”(3) =— %-B-e1 =— % < 0 >Maximo relativo para x = 3.

f(3)=(6 — 3)-(33/3 = 3e=>Maximo relativo: C(3, 3e).

b)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto:

0

m=f(0)=~e P -0y=e = 1.

El punto de tangencia es: f(0) = (6 — 0)-60/3 = 6-1 = 6=B(0, 6).

La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — Y, = m(x - xo):

— + X =1

y—6=1x-0=x x -y == 6=3t=— -

Los puntos de corte con los ejes de la tangente son D(— 6, 0) y B(0, 6).

La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la siguiente:




S = 184°
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2°)  Dadas las rectas r={x —2z2—-1=0 x+y+z—-—4=0 'y
s={(2 + A, 1 — 3A, A); AER}, se pide:

a) Obtener la recta t que pasa por el punto P(1, 0, 5) y corta perpendicularmente a r

b) Obtener el plano que contiene a la recta r y es paralelo a s.

c¢) Hallar la distancie entre las rectas r y s.

a)
Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente de los
vectores normales de los planos que la determinan:

v =ijk10 —2111|=—2j+k+2i—j=2i -3/ + kv =(2, -3, 1)

El haz de planos 3 perpendiculares ar es =2x — 3y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 8, el plano a que contiene al punto P(1, 0, 5)
es el que satisface su ecuacion:

B=2x —3y+z+ D=0 P(1,0,51}=221-30+5+D=0; 2+
74+ D=0->D==—7=20=2x -3y +2z—7=0.
El punto Q, interseccion de Tt con r es:

0=2x —3y+z—-—7=0 r={x—-2z2-1=0 x+y+z—-4=0}=>2x
. Resolviendo por Cramer:

[7-3110-2411] __ 14+24+14+3 _ 42 __ 3 y = [27111-2141| __ 2+4—14—-1+16—

X = 2-3110-2111| =~ 14+6+4+3 ~ 14 14 o 14

Los puntos Py Q determinan el vector:

Un vector director de t es cualquiera que sea linealmente dependiente de QP,

por ejemplo: v = (1, 0, — 2).



La expresion de t por unas ecuaciones paramétricas es:
t=x=14+Ay=0 z=5—2\.

b)

El plano m pedido, por contener a r, contiene al punto Q(3, 0 1)€r y tiene
como vector director a v o= (2, — 3, 1)y, por ser paralelo a s tiene como vector
director al vector Vo= (1, —3,1).

La expresion general de m es la siguiente:
n(Q; v, vS)Elx— 3yz—12 —311 —31|=0;

—3x—-3)+y—-—6(z-1D+3(z-1D+3x—-—3)—2y=0, —y—-—3(z—-1)=

n=y + 3z — 3 =0.

c)

Los vectores directores de las rectas 7 y s son linealmente independientes por
no ser proporcionales sus componentes; por otra parte 7 y s no tienen puntos en
comun, por lo cual se cruzan.

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, v yv,y

el vector w que tiene como origen al punto Q de r y extremo el punto P(2, 1, 0) de s

w=P0=[Q - P]=[(3,0 1)— (21 0]=(1, —11).

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la



base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las

rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

- - - - - - - v-lv XW'
V:U-(v XW):va.h:'v xv|.d:>d: r_)s_)
r S r S r s ’ )(v‘
r N
d(r, s) = Ur'(vsxw)| _ ll2=311-311-11]| _  |-6-1-3+3+2+3] 8-10]
» 0) = ;X;' T ijk2-311-31]  |-3i+j—6k+3k+3i—2j] |—j—3k]|
r N
[=2] 2 2 2@ _ \/E

- /(_1)2+(_3)2 T 1+9 10 — 10 ~ 5
d(r, s) = J;Eu.
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3°) a) Determine, si es posible, los parametros ay 3 de modo que se verifique la
igualdad: a-(3 — 45 — 1)+ B(1021)°=3 -8 — 2 —5).

b) Determine los posibles valores de A para que el rango de la matriz A sea 2, donde
A=2A(2213)+(1001).

a)

(1021)°=(1021)(1021)=(1041).
a3 —45 — 1)+ B(1041)=3 -8 —2 —5)> 3a+B=3 — 4o =—
b)

A=2(2213)+(1001)=(2A + 12AA3% + 1).

Para que Rang A = 2 tiene que ser |A|#0:

20+ 122430 + 1|=0; (2A + 1)(3A + 1) — 22° = 0;

6+ 20+ 3+ 1 —20"=0; 4+ 5A+ 1 =0 A= SR R

—543 . __ 1
=% =>Al— 1,)\2— T

Rang A = 2, YAER — {— 1, — %}
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4°) Cierta fundacién ha destinado 247.000 euros para la dotacion de 115 becas de
estudios. El importe de cada beca es de 3.000 euros, si el estudiante cursa grado
universitario; de 2.000 euros, si cursa la fundacion profesional y de 1.500 euros, si
realiza estudios de posgrado. Sabiendo que la fundacién ha concedido doble numero
de becas de formacion profesional que de posgrado, ;cuantas becas ha concedido a
cada nivel de estudios.

Sean x, y, z el niamero de becas concedidas a estudiantes de grado
universitario, formacion profesional y postgrado, respectivamente.

3.000x + 2.000y + 1.500z = 247.000 x+y+z=115

Resolviendo por la regla de Cramer:

1494431151101 -2| _ —988+345—494+920 _ 1.265-1482 _ —217 31
~ |64311101-2] —1243-6+8 o 11-18 -7 :
_ |649431115100-2| _ —2-64941115| _ —2:(690—494) _ —2.196 __ .
y = — = — = — =— = 2:28 = 56
6449411115010 | —|6 4941115 | 690—494 196
= — = — = - = - = 28.

Se concedieron 31, 56 y 28 becas de grado, f. profesional y posgrado, respec.
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OPCION B

1°) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
2x+(a—-—1)y—2z=a2x+y —az =2 —x+y+z=1—-a
, se pide:

a) Discutirlo segtn los valores del parametro a.

b) Resolverlo cuando sea posible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=Qa-1-221-a -111)yM=Qa-1-221 —a —111 a21

RangM=|2a -1 — 221 —a —111|=0;2 -4+ a(a—1)— 2 + 2a — 2(a

1+/1+48 _ 1+/9 _ 143
2 -2 T2

—4+a2—a+2a—2a+2=0;az—a—2=0;x= =
>a =—1,a_ = 2.
1 2

Para {a# — 1 a#2}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Paraa =— 1=>M'=(2 -2 -2211 -111 - 122)=>RangM'=>{C1, Cz’ C3}:

S>2 -2 -1212 —112|=4—-2+4+4—-1—4+ 8 =16 — 7#£0>Rang M =

Paraa =— 1=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Paraa =25M = (21 —221 —2 =111 22 - 1)= {F =F }sRang}

Paraa = 2=Rang M = Rang M=2<ne incog.=S. C. I.

b)
Resolvemos en primer lugar para a# — 1 y a#2 aplicando la regla de



Cramer:

_ laa—1-221-al-all| _ a—4+a(a—1)’+2(1-a)+a’—2(a=1) _
o (a+1)(a—2) o (a+1)(a—2) -
_ a—4+a(a2—2a+1)+4(1—a)+a2 _ a—4+a'—2a +a+i—4a+a’ _ a’—a’—2a _ a(az—a—Z) _
o (a+1)(a—2) - (a+1)(a—2) T (a+1D)(a-2) = (a+tD)(a-2)
_ a(az—a—Z) __a(a=2)(a+1) __
= @iD@—2) - (D2 %
_ |2a-222-a-11-al| _ 4+a’—4(1—a)—4—2a+2a(l—a) _ a' —4+4a—2a+2a—2a  _
y = (@t (a-2) = (a+1)(a-2) = (at1)(a-2) =
2 2
_ —a+t4a—4 _  —(a—2) _ —(a=2) _ 2-a
" (a+D(a-2)  (a+D(a-2) = a+l = a+1’
__|2a-1a212-111-a| __ 2(1-a)+2a—2(a—1)+a—4—-2(a—1)(1-a) __
z = @+ D@-2) = @+ D@-2) =
_ —4(a—1)+3a—4+2(a—1)° _ —4a+4+3a—4+2(d’~2a+1) _ —a+2d’—4a+2 _  2d°—5a+2 _
o (a+1)(a—2) - (a+1)(a—2) T (a+D(a-2) T~ (a+D(a-2)

_ (a=2)(2a—1) __ 2a-1

(a+1)(a=2) =~ a+1 °
Solucién: x = aq, y = =% 7z =2&L
) =AY =0T o
Resolvemos ahora para a=2 El sistema resulta:

2x+y—-2z2=22x+y—2z2=2 —x+y+z=—1, equivalente al
sistema {2x +y—2z2=2 —x+y+z=—1, que es compatible
indeterminado.

Haciendo
Z=A=22x+y =242\ —x+y=—1—-A} 2x+y=2+2Ax—-—y=1+ A}

=>x=14+A y=x—-1-2A=14+A-1-A=0.

Solucion: x =1+ A, y =0, z = A, VAER.
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2°) Dada la funcion f(x) = {S_ix st x<0 S—Jlrx si x > 0, se pide:
a) Estudiar la continuidad de f y determinar sus asintotas.

b) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f '(x) donde sea posible.

1
c) Calcular I = [ f(x)-dx.
-1
a)
La funcion f(x) es continua Vx€R, excepto para x = 0, cuya continuidad se
estudia a continuacion.

Para que la funcidén sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

1

f) === +=f0) f(x) ==+ }= f(x) = f(x) = £0).

f(x) es continua en R.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

11

x<0=y=k=f)= c——=—=0.
1 1
x>0=y=k=fx)= =55 =0.

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontalen — o yen + oo,

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

No tiene asintotas verticales.

(Los valores que anulan el denominador no pertenecen a la parte de la funcion)

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se ha estudiado
su continuidad.



La funcion f(x) es derivable en R, excepto para los valores x = 0 cuya
derivabilidad se va a estudiar a continuacion.

Un funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales.

A 0-(5—x)—1-(—1) 1 (A 1 1

0 = = = 0 = = :

f ( ) (5-x)° 5-x)° f ( ) (5-0)° 25
ot 0-(5+x)—1-1 —1 o —1 —1
e = = f(0") = ==
f( ) (5+x)° (5+x)° f( ) (5+0)° 25

f'(o_) * f'(0+)=>f(x) no es derivable en x = 0.

La funcién f(x) es derivable en R — {0}.

La funcién derivada de f(x) es la siguiente:

' 1 . -1 .
= <0 > 0.
f(x) {(5—x)2 Sl x e Si x

1 0 1 0 1
I= [ fe)dx = [ f(dx + [ f(x)dx = [ c—dx + [o—dx =
-1 -1 0 -1 0

[— LIS = xII°, + [LI5 + x[], = (= L5) — (— L6) + L6 — L5 = 2L6 — 2L5

36 N
= LE = L1,44=0, 36.

1
I = [ f(x)dx = L1,44=0, 36.
-1
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3) Sea m el plano que contiene a los puntos A(O, 2, 1),
B(1,0,1)yC(— 1, — 2, — 1). Calcule el volumen del tetraedro que forma el
origen de coordenadas con los puntos de interseccion de 1 con cada uno de los ejes
coordenados.

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B - Al=[(1,0 1)— (0, 2, D]=(1, — 2, 0).

-

AC=[C—-A4]=[(-1 -2 —1D—=(0,2 D]=(-1 —4 -2).

n(A; AB, AC)= |xy — 2z 11 —20 —1 — 4 = 2|=0;
4x —4(z—-1)—-2z—-1D+2(y—2)=0; 4x — 6(z — )+ 2(y — 2)= 0;
2x +(y—2)—-3(z-1)=0=>n=2x+y —-3z+1=0.

Los puntos de corte del plano m=2x + y — 3z + 1 = 0 con los ¢jes de
coordenadas son los siguientes:

n=2x+y—3z+1=0EjeX->{y=0,z=0}}-2x+ 1= 0; x=—%=>A(—

0,z=0}}>y+1=0;,y =—1=B(0,

n=2x +y —3z+ 1 =0EjeY->{x

n52x+y—32+1=OEjeZ—>{x=0,y=0}}—>—3Z+1:0FZ=%=>'C

Los puntos A, B y C con el origen forman los vectores que determinan el
tetraedro.

0A=(-% 0,0). 0B=(0, —1,0).0c=(0, 0, +)

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
que los determinan:

1

Vouse = 5|04, 0B, 0C| = +|- 000 = 1000+ |=++(=3)-(- D5 =55 u
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4°) Dado el plano m=3x + 3y + z — 9 = 0, se pide:
a) Determinar la ecuacion del plano 8 perpendicular a Tt que contiene al eje OX.

b) Determinar el punto P del plano T mas cercano al origen de coordenadas.

a)

Un vector director del plano 8 pedido es el vector normal de m: n = (3, 3, 1).

El plano [, por contener al eje OX contiene al punto 0(0, 0, 0) y tiene como

vector directora v = (1, 0, 0).
La expresion general del plano 8 es la siguiente:
B(0; n, 17)5 xyz331100|=0; y — 3z = 0.

B=y — 3z = 0.

b)
La recta r que pasa por el origen y es perpendicular al plano T tiene la

siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétricas:
r={x = 3Ay =31z =A

El punto P pedido es la interseccion del plano m con la recta 7

m=3x +3y+z—-9=0 r={x =3Ay=3Az=1 }=33X+ 3A
9
19\ = 9= = ETR
27 27 9
P55 3 55)
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estd permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A
1°) Considere las matrices A = (4 — 211)yB=(4 — 2 — 31).

a) Compruebe que ambas matrices son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion A-X-B = A + B.

a)

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.

|[A|]=14 — 211|=4 + 2 = 6#0=> Aesinvertible, c.q.c.

|[Bl]=14 —2 —31|=4 — 6 =— 2#0= Besinvertible, c.q.c.

A=@n1 -21).
Adj. deA'=(12 —14)>4  =—=.(12 - 14).

B'=(4 —3 —21). Adj. deB'=(1234)>B  =——-(1234).

b)
AXB=A4A+B.

Multiplicando por la izquierda por la inversa de A y por la derecha por la

Antonio Menguiano



inversa de B los dos términos:
AT AXBB =AM A+B)B L IXI=A"4+B)B "

X=A"(A+B)B .

X =

o=

(12 —14)[(4 —211)+ (4 -2 —31)](- 1)5-(1234)=

=———(12 —14)(8 —4 —22)(1234)=——(40 — 1612)-(1234) =

1
=— —(482016).
1
X =—+(1254).
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2°) Considere los puntos P(2, 7, 3),0Q0(1, 2, 5)yR(— 1, — 2, 5).
a) Calcule el area del triangulo PQR.

b) Determine la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene al triangulo
PQR.

c¢) Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) de la recta que pasa por P, estd
contenida en el plano que contiene al tridngulo PQR y es perpendicular al lado QR.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:

PQ=1Q - PI=1(1,25-@2 7 3)]=(1 =52).

-

PR=[R-Pl=[(-1 —-25-(273)]=(—3 -9 2).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1 1.2 i 1 ..

= |- 10i — 6j + 9k — 15k + 18i + 2j| = |8i — 4j — 6k| = 2-|4i — 2j — 3k| =

2

—2E 4 (- 2)

b)

+(=3)° =216 + 4 + 9= S,0n = 2 291,

n(P; PQ, PR)=|x =2y =7z -3 -1 =52 =3 —=92|=0;
—10(x — 2)— 6(y — 7)+ 9(z — 3) — 15(z — 3) + 18(x — 2) + 2(y — 7) = 0;
8x —2)—4(y —-7)—6(z—3)=0; 4(x - 2)— 2y = 7)—3(z - 3)= 0;
4x -8 -2y + 14— 32+ 9 = 0.

m=4x — 2y — 3z + 15 = 0.

c)

Los puntos R y Q determinan el vector:

-

RQ=[Q —R]=[(1,2,5—-(—1 —2,5]=(, 4 0).



La recta s que pasa por los puntos R y Q tiene la siguiente expresion dada por
unas ecuaciones paramétricas: S={x = 1 + A y =2 4+ 21z =5

El haz de planos 3 que contiene a la recta s que pasa por los puntos Q y R tiene
la siguiente expresion general: f=x — 2y + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano y que contiene al punto P(2, 7, 3)
es el que satisface su ecuacion:

B=x — 2y + D = 0P(2, 7, 3) 122 —27+D=0;2—-14+D=0; -

=D =14 = y=x — 2y + 14 = 0.

El punto N es la interseccion de la recta s con el plano y:

V=x —2y+14=0 s={x=14+Ay=2+21z=5 1= (1 + ) - 22
1+A—-4—-41+14=0;, 9—-31=0; 3 —A=0=A=3.
N=o{x=1+3 y=2+4+23z=5  }=N(4 8, 5).

La recta r pedida es la que pasa por los puntos P(2, 7, 3) y N(4, 8, 5):

.

PN=[N — Pl=[(4 8 5 — (2 7, 3)]=(2 1, 2).

re(x=2+20y=7+A z=3 + 2A.
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a) JA+x—J4—x b sen (1—sen x) .

3°) Calcule los siguientes limites: ” >
x coSs x

a)

@;@ _ Jﬁ(z—jﬁ - ﬁ;ﬁ = +=Ind. >

(Jarx—fa—x)(Jarxtfi—x) _ (Ja4x) —(a—x) _ ddx—(4—x)

= = =
4x-(xl4+x+ 4—x) 4x-(x/4+x+ 4—x) 4x-(xl4+x+ 4—x)
_ 4+x—4+x _ 2x _ 1 _ 1 _
4x-(\[4+x+/4—x) 4x-(\/4+x+/4—x) 2-(\4+x+/4—x) 2-(\/4+0++/4-0)
-1 _ 1
T o2:(2+2) 8"
VA+x—4—x 1
4x -8’
b)
_ sen (1—sen—- _
sen (1sen) s > D _ senan _ 00 = 2=Ind. >{L'Hopital}=
cos x cos - 0
a
—coscos x -cos (1-senx) _ cos (1-senx) __ €O0S (1_56717) _ cos(1-1) _ coscosO _ 1
—2-5em x-coscos x - 2-senx - 2-sen% - 21 o 2 T2
sen(l—senx) 1
- 2 T
cos x
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2x+1
—2°dx.

4°) @) Calcule la siguiente integral indefinida I = |
(x2+x+1)

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0y

x = 2,y la gréfica de la funcién f(x) = %

(x +x+ 1)

a)
I = fu—+12-dx=>{x2 +x+1=1tQx+ 1)dx=dt}= [—dt = [t 2dt
(x*+x+1) t
- tc=2L4c
=—+C=——+C
| = [y =— ——+ C.
(x2+x+1) x +x+1
b)
En el intervalo (0, 2) todas las ordenadas de la funcion f(x) = % son
x +x+1
positivas, por lo cual, la superficie pedida es la siguiente:
2 2
S=[fedx =2 _dxa{x =2t =7x =0t =1}>
0 0 (x2+x+1)

:,sz.dtz[_L]7=[i]1=%_%=%=£.

~
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OPCION B

1°) Considere el sistema de ecuaciones
{x+3y+z=5ax+2z=0 ay—z=a enfuncidon del pardmetro a:

a) Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucién unica.
Calcule dicha solucion paraa = 1.

b) Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

c¢) Determine para qué valor del pardmetro a el sistema no tiene solucion.

“ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(131a020a —1)yA =(131a020a —1 50a).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

|A|=[131a020a —1|=a"—2a+3a=0, @ +a=0; a(@a + 1)= 0=
>a = 0, a,=-— 1. Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:

Para {a#0a# — 1}>Rang A = Rang A = 3 = n®incég.=S. C. D.

El sistema tiene solucién inica VaeR — {0, — 1}.

Para a=1 el sistema resulta

{x+3y+z=5x+2z2=0 y—z=1 , que es  compatible

determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

_ I53100211-1] _ 205311] _ ¢

1°+1 2
_ 115110201 -1] _ 1-245 _ 4 _ 2
y = 2 o 2 o2 =

-3 =2

_ 1135100011] _ —|3511] _ —(3-5) _ 2 _
- 2 - 2 - 2 -2
Paraa = 1 la solucion del sistema es: x =

2,y=2z=1.

b)



Paraa = 0esA = (13100200 — 1 500)= {F, =— 2F }> Rang4 =2

Paraa = 0=>Rang A = Rang A=2<ne incog.=S. C. I.

El sistema tiene infinitas soluciones paraa = 0.

Paraa = Oelsistemaes{x + 3y + z=52z =0 z=10
, equivalente a {x+3y+z=5z=0 , que es compatible
indeterminado, cuyas soluciones son, haciendo y = A:

Para a = 0 las soluciones del sistemason:x =5 — 3\, y = A, z = 0, VAER.

c)

Paraa =— lesA = (131 — 1020 —1 —1 50 — 1)=>RangA'=>{Cl,C2,

5135 —1000 —1 —1]=[35 —1 —1|=—3 + 5 = 2#0=>Rang A = 3

Paraa =— 1=Rang A = 2, Rang A = 3=Sistema incompatible.

El sistema no tiene solucion paraa = 0.
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2°) Considere los puntos P(1, 0, 0), Q(0, 2, 0) y R(0, 0, 1).
a) Estudie si el tridngulo PQR es o no rectangulo en el vértice P.

b) Dado el punto S(1, 2, 3), calcule el volumen del tetraedro de vértices P, Q, R y S.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:

PQ=1[Q - P]=[(0, 2, 0)~ (L, 0, 0)] = (- 1, 2, 0).

-

PR=[R - P]=[(0,0,1)— (1, 0, 0)]=(- 1,0, 1).

- -

El triAngulo de vértices PQR es rectangulo en P cuando los vectores PQ y PR
sean perpendiculares, es decir, que su producto escalar sea cero:

PQ-PR=(—1,2,0)0(—1,0,1)=1+ 0 + 0 = 1=0.

El triangulo PQR no es rectangulo en P.

b)
PS=1[S - Pl=[(1, 2 3)— (1, 0, 0)] = (0, 2, 3).

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
que lo determinan:

1

_ — - - __;L___ ~ _-;L. .
Voase =6 PQ’PR;P5|— —[—120 101023 |=—(2 +6)=—"
_4 2

Voage =3 -
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3°) El nimero de personas, medido en miles, afectadas por una enfermedad infecciosa
90x

2
x +2x+9
en dias, desde que se inici6 el contagio.

viene dado por la funcién f(x) = , donde x es el tiempo transcurrido, medido

a) ;Cual es el nimero de personas enfermas el cuarto dia?

b) ;Qué dia se alcanza el maximo numero de personas enfermas? ;Cudl es ese
numero maximo?

¢) (Puede afirmarse que la enfermedad se ird erradicando con el paso del tiempo?
Razone la respuesta. (Indicacion: calcule el limite de f(x) cuando x— + oo y
observe qué ocurre.)

a)
_ 904 360 _ 360 _ 120 _ .n'ananon.....
fe4) = 4’12449 164849 ~ 33 T 11 10905090
Elnumero de personas enfermas el cuarto dia fue de 10.909.
p
b)
' _ 90 {x +2x+9)=90x-(2x+2) __ x +2x+9-2x —2x __ 9—x
£ () = 2ol r2ero)o0x — 90.% 2 _ gg._ 9%
(x2+2x+9) (x2+2x+9) (x2+2x+9)
' 2
fFX)= 0290 —=— =029 — x" = 0=x_ = 3, x. =— 3.
(x2+2x+9) 1 2
La solucion x =— 3 carece de sentido logico.
"L —2x-(x2+2x+9)2—(9—x2)-[2-(x2+2x+9)-(2x+2)] _
f (=90 ~ - =
4
(x2+2x+9)
—2x- (" +2x+9)—4(9—x") (x+1 (o +2x4+9)+2(9x+9—x"—x°
— 90. x(x (xz) (4x)(x ):_ 180.x(x X 2) (x3 X x):
X +2x+9) (x +2x+9)
—_ 180. K42 +9x+18x+18-20"—22" _ 180. —x’+27x+18
(xz+2x+9)3 (xz+2x+9)3
" 3
f (3)=— 180-L7'3+138 < 0= Maéximo, como cabia esperar.

(32+2-3+9)

Elmaximo numero de personas enfermas se produce el tercer dia.

90-3 360 360 90
15.

f@)= Pi23+9  9+6+9 24 6



Elmaximo numero de personas enfermas fue de 15. 000.

c)
fx) = lim —X—=0.

x—+0o0 x2+2x+9

Con el paso del tiempo se erradica la enfermedad.
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4°) @) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ xedx.

b) Obtenga una primitiva F(x) de la funcion f(x) = xe que cumpla la condicion
F(0)= 1.

a)

I = fxz-ex-dx = {u = x'>du = 2x-dxe’-dx = dv—v = ex}=> xet - fex-Zx-c

=x'e’ — 2°fx-ex-dx =x"e" - 2.4, (*)

A= fx-ex-dx = {u = xodu = dxe dx = dvov =€ }=>x-ex — fex-dx =

=x-ex—ex+C=ex(x—1)+ C.

Sustituyendo en (*) el valor de A:

[ =x"e — Z-ex(x — D+ C = ex(x2 — 2x + 2)+ C.

I = fxz-ex-dx = ex(x2 — 2x + 2) + C.

b)

F(O) = [ f(x)dx = [x"e"dx = &'(x" — 2x + 2) + C.

F(0)=12e(0 - 0+ 2)+C=1 2 + C = 1=C =— 1.

F(x) = ex(x2 — 2x + 2)— 1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

SEPTIEMBRE — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estd permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) Considere la siguiente matriz
A = (sena coscosa 0 coscosa — sena0001).
a) Calcule el determinante de A.

b) Calcule las potencias sucesivas AZ, A3, At y A%, Calcule A”°"°.

a)
|A] = |sena coscosa 0 coscosa — sena0001|=— sen’x — cos'x =— 1.
|A| =— 1.
b)
A= AA = (sena coscosa 0 coscosa — sena0001)-(sena coscosa 0 ¢

2 2
= (sen X + cos x coscos x-senx — senx-coscosx 0 coscosx-senx — sen x-cCoS C(

>A°=(100010001)= 1.

A=A a=aa=4"=1=24"=1

Antonio Menguiano



En general A" es igual que A o I, seglin que n sea impar o par, respectivamente.

2016 2016

A -npar=A I
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2°) Los puntos P(1, 1, 1), Q(2, 2, 2) y R(1, 3, 3) son tres vértices consecutivos del
siguiente paralelogramo: p g

a) Calcule el area del paralelogramo. 0 / /
R

b) Determine el cuarto vértice del paralelogramo.

a)
Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:
PQ=[Q —P]=1[(222)—(1,1, 1D]=(1, 1, 1).

-

PR=[R - Pl=[(1, 3 3)— (1, 1, D]= (0, 2, 2).

El 4rea del paralelogramo que determinan dos vectores linealmente
independientes es el modulo de su producto vectorial:

SPQRS=|PQ><PR|= lijk111022]| =|2i + 2k — 2i — 2j| = |2j — 2k| =

=2 — k= 212+ (= DP =241 F 1= 242

S =224
PQRS

b)
Siendo S(x, y, z) tiene que ser PQ = SR:

(L1, D)=[R-S5]=[1,3,3)—-(xy,2)]=1-x3—-y,3 —2)>
>{1=1-x>x=01=3—-y>y=21=3-2-z=2}>= 500, 2, 2).
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2x

3°) Dada la funcién f(x) = e "™ , se pide
a) Estudie las asintotas de la grafica de f(x).

b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos
relativos de la funcion.

a)
Asintotas verticales: son los valores finitos que hacen que la funcion valga mas
infinito o menos infinito.

2x

1 +x2

e " es finito VxER = f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k, siendo k los valores finitos que
toma la funcidén cuando x tiende a mas infinito o menos infinito:

2x

k=f(x) =e™ = e’ = 1.

Larectay = 1 es asintota horizontal en +oo de la funcion.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)
Una funcidn es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente.

' 2 (1+x2) 2x:2x 12x2 2+2x2 4x2 129‘2 2 2x2 12XZ
° — * +x — +x — +x
fx)= e =E——— e =—— e .
(1+x ) (1+x )

(1+x2)
) 2 2x .
Por ser (1 + x ) > 0, VxERye'™ > 0, VxER, f (x) es positiva o negativa

., 2
cuando lo sea la expresion 2 — 2x :

2 — 2x° = 2(1 —x2)= 0=x, =— 1, x,= 1.

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio, que es R, las raices de
la primera derivada dividen su dominio en tres intervalos alternativos de crecimiento
y decrecimiento. Para determinar los intervalos que son crecientes o decrecientes se
estudia un punto de uno de ellos, por ejemplo x = 0:

2—0

0
—.e'" = 2.1 = 2 > 0-Creciente.
(140)

f(0) =



Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0=xe(— 1, 1).

Decrecimiento: f'(x) < 0=>x€(— o0, — 1)U (1, + o).

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativo para los valores de x que
anulan la primera derivada; para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a
la segunda derivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se
trata de un minimo relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

No obstante lo anterior y debido a la complejidad de la segunda derivada, se
deducen los méximos y minimos por los periodos de crecimiento y decrecimiento.

Minimo relativo para x =— 1y maximo relativo parax = 1.

-2
_ o1 11 ;. . . 1
f(=1)=e" =e =-= Minimo obsoluto: A( 1, - )

2
f(Hh=e'" = e' = e = Méaximo obsoluto: B(1, e).
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4°) @) Calcule la siguiente integral indefinida I = |

X

a
b) Determine el valor de a > 0 para que [— = -dx

0 (1+e )

a)
I =[—— 'dx=>{ex= te -dx = dtdx =dT
(1+ex)
-2 -1
=fa+0 ae="tc=——+cC
I = —dx =— —— +
(1+ex) 1+e
b)
Teniendo en cuenta la solucion del apartado anterior:
a x a 0
J——=dx =%=>[— 1x] == [ 1x] =
0 (1+ex) 1+e 0 1+e a
: @ _1, X __*t _1 1 _1__1 1
1+1 14e* 47 2 14 47 2 4 7 gyt 4
a = L3
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OPCION B

1°) Sabiendo que |xyz101246|= 2, calcule razonadamente los siguientes
determinantes:

a)|3013x2yz686|. b)|2 +x4+y6+2z3x —13y3z—-—1101].

a)

|3013x2yz686|=32:(101xyz246|=—6:|xyz101246|=— 62 =— 12
b)

2 +x4+y6 +2z3x—13y3z—-1101|=|2+x4 +y6 + z3x — 13y -

=12463x3y3z101 |+ |xyz — 10 —1000|=3246xyz101|=32=6

En la realizaciéon de los dos apartados del ejercicio se han utilizado las
siguientes propiedades de los determinantes:

1%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
dicha linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes
elementos iguales a los del determinante inicial.

2%.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
cero.

3*.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

4%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen
por un niamero su valor queda multiplicado o dividido por dicho nimero.

5%.- Si se rotan las lineas de un determinante no cambia su valor
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2°) Considere el plano T que pasa por el punto P(2, 0, 1) y tiene como vectores

directores a los vectores v= (1, 0, 2) y w= (0, 1, — 2). Considere la recta r
s —x _ytl _ =z
dada por la expresion r=— = ~—— = -

a) Estudie la posicion relativade Ty 7.

b) Calcule la ecuaciéon de la recta s que pasa por el punto Q(— 1, 0, — 2), es
paralela a m y perpendicular a r.

a)

La expresion general del plano Tt es la siguiente:

n(P; v, w)=|x = 2yz = 110201 —2|=0; (z - 1)— 2(x — 2) + 2y = 0;

z—1—-2x+4+ 2y>n=2x — 2y —z—3 = 0.

.y _ X y+1 z . . ; s
La expresion de r=-- =-=5—= - por unas ecuaciones implicitas es la
siguiente:
r={3x =2y + 2x = 2z 0 mejor:

r=3x — 2y —2=0x—-2z=0

La recta r 'y el plano m  determmman el  sistema
3x — 2y =2 x—2z2=02x — 2y —z=3}.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=3 —2010 —22 —2 —1) y
M=(3—-2010 —22 —2 —1 203).

Seglin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M = Rango M’ =2 = La recta esta contenida en el plano.
2.-- Rango M =2, Rango M’ =3 = La recta es paralela al plano.

3.-- Rango M =Rango M’ =3 = Larecta es secante al plano.

RangM=]3 — 2010 —22 —2 —1|=8— 12 — 2 =— 60 =>Rang M = 3



Larectaryelplano m son secantes.

b)
El vector director de s, por ser paralela al plano m, es perpendicular a su vector

normal, que es T_l)= 2 -2, —=1).

También, el vector director de s, por ser perpendicular a r, tiene que ser

perpendicular a su vector director, que es v o= (2, 3, 1).

Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente
dependiente del producto vectorial de estos dos vectores:

v5=(n/\vr)=|ijk2 -2 —1231|=—2i - 2j+ 6k + 4k + 3i — 2j =

=i—4j + 10k=v_=(1, — 4, 10).

La expresion de s dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es:

s=s{x =— 1+ A y=—14A z=— 2+ 10A.
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39 Considere la funcion dada por
f)={a+ L1l —x)six<O0 xie " i x=0:

a) Calcule f(x) y f(x) .
b) Determine el valor de a para que la funcion sea continua en todo R.

a)

f(x) =[la+ LA — x)] = Loo =+

2 —Xx x2 oo .
f(x) = (x e ) = — = —>Indet.=>{L'Hopital} =
e
=2 = —=Indet. ={L'Hopital} = 2 = % = 0.
e e -

b)

La funcién f(x) es continua en RVa€R. Se trata de determinar los valores de a
para que sea derivable en su punto critico x = 0.

Para que la funcion sea continua en un punto es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

2

f@) =la+Ld -] =a+0=af(x) =% =1=f0)=0 } =

X

La funcion f(x) es continuaenx = Oparaa = 0.
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3
x +x+1
2L dx.

4°) @) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ )
x +

x3+x+1

b) Obtenga una primitiva F(x) de la funcion f(x) = —; . que cumpla la condicién
x +

F(0) = 2.

a)

x +1 x +1 x2+1

sz%m-dx=f(x2+x+ ! )-dx=f(x+ ! )-dx=

2
= [xdx + [ 21 -dx =x7+ arctag x + C.
x +1

x3+x+1 x2
[ = [ gy o

) - tarctagx + C.
x +

b)
Teniendo en cuenta la solucion del apartado anterior:

3 2
F(x) = fx;—j:ldx =x7+ arctag x + C.

F(0)= 20+ arctag0 + C =2; 0 + C = 2=C = 2.

2
F(x)=x7+ arctag x + 2.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JULIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a y
resu¢lvelo en los casos en que es compatible:

2y +z=1 (a—1)x+(a+2)y+z:O(az—a)x—ay=a+

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(021a-1a+21a —a —a0) y
M=(021a—1a+21a2—a —a0 10a+2)

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

|M|=|021a—1a+21a2—a —a0|=2(a2—a)—a(a—1)—(a+2)(a2—a
=a(a—- 12 —-—a—-2)—a(a - 1)=—a2(a— 1)—a(a —1)=
=—a(@a—- 1@+ 1)=0=a =—1,a,=0a,=1

2 3

Para{a# — 1a#0a#1}=>Ran M = Ran M =3 =ne incodg.=S. C. D.

Paraa =— 1M = (021 — 211210 101)=>{F1—F2=F3}=>RangM'=

Paraa =— 1=RanM = RanM = 2 < n® incég.=S. C. I.

Antonio Menguiano



Paraa = 0sM = (021 — 121000 102)=>RangM'=>{cl, c,cl=
5011 —110002|=2]01 — 11|= 21 = 2#0=>Rang M = 3.

Paraa = 1M = (0210310 — 10 103)>RangM =[211310 — 10
=6+ 1—9=—2#0>Rang M = 3.

Para{a = 0a = 1}=>Ran M = 2; Ran M = 3=Sistema incompatible.

Se resuelve para {a# — 1, a#0, a#1} por la regla de Cramer:

4 = _11210a+21a+2-a0] _ 2(a+2)—(a+2)’+a _ 2a+4—(a’+4a+4)+a _ 3at+d4—a’'—4a—4
o |021a_1a+21a2_a_a0| © —a(a-D(a+1)  —a(a-1(a+1l) —a(a—1)(a+1)
_ — _ —a(a+1) _ 1
~ —a(a—-1D(a+1) = -a(a-1D(a+1) = a-1°
_ |011a—101a2—aa+20| _ (a—l)(a+2)+(a2—a) _ a’+2a—a—2+a"—a _ 2a°—2 _
y = —a(a—1)(a+1) ~ —a(a-1(a+1) = =—a(a—-1D(a+1) = —a(a-1)(a+1)
_2(@®-1) 2Dl _ 2
~ —a(a-D(a+1) = —a(a—1(a+1) a’
_ |021a—1a+20a2—a—aa+2| _ —a(a—1)—(a+2)(a2—a)—2(a—1)(a+2) _
- —a(a—1)(a+1) T —a(a—1)(a+1) -
_ —a2+a—(a3—a2+2a2—2a)—2(a2+a—2) _ —d’+a—a'—a’+2a—2a°—2a-+4 _ —a’—4a’+a+4
o —a(a—1)(a+1) o —a(a—1)(a+1) ~ —a(a—1)(a+1)

=Descomponiendo por Ruf fini: — @’ —4a’ +a+4=— (a—1D(a+ 1)(a + 4)=

N —(a—1)(a+1)(a+4) __ a+4
—a(a—1)(a+1) T a
., _ 1 .. 2 _ _ at4
Solucionix = —;y ==z =—,
Se resuelve ahora el caso de compatible indeterminado:
Para a=—1 el sistema es
2y +z=1 - 2x+y+z=02x+y =1 : que es compatible

indeterminado; despreciando una de las ecuaciones (primera) y haciendo x = A:



y+z=2ly=1-2A}2z=—y+2AL=—1+ 21+ 21 =— 1 + 4\

Solucion: {x = A y=1-=2A z=—1+ 4A,VAER.
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2°) Dados los puntos P(1, — 2, 3) y Q(3, 0, — 1), encuentra el punto R que
—4 _ y+1 _ z-3
1 3 1

equidista de Py Q y est4 en la recta r=—

La expresion de la r por wunas ecuaciones parameétricas es:
r={x=4+A y=—1+4+3Az=3+2A .
Un punto genéricode larectares R(4 + A, — 1 4+ 3A, 3 + A).

Tiene que cumplirse que PR = QR.

PR=VA+2A -1 4 (1+3A+2°+@+1-23)°=

VO3 + A+ D A =W A+ 9 +9 %+ 6A+ 1+ 2=

— /112 + 122 + 10.

QR="(A+1-3) +(=1+3A -0 +@+1+1)’=

O+ D G =D+ + 4=

S A1+ A+ 142+ B+ 16 =112° + 44 + 18,

PR = QR= 1122 + 121 + 10 = \112% + 4\ + 18; 124 + 10 = 42 + 18;
8A = 8=A = 1.

R4+ A —1+4 3\ 3+ 2)=A=1=>R(, 2 4).

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El punto medio de los puntos P(1, —2,3) yv Q@3,0, —1) es
M2, —-1,1).

Los puntos Py Q determinan el vector PQ = [Q — P] = (2, 2, — 4).

El plano 1 perpendicular al segmento P_Q que pasa por M tiene la siguiente
expresion general: n=x + y — 2z + D = 0.



Por contener el plano m al punto M(2, — 1, 1) tiene que satisfacer su
ecuacion:

n=x+y—2z+D =0 M2, -1, 1)}=»2-1-21+D=0;
n=x+y—2z+1=0.

El punto R pedido es la interseccion del plano m con la recta 7:

m=x+y—2z+1=0 r=x=4+2A y==—1+3Az=3+21A }=>4+
4 4+A2-14+31-6-22+1=0, —24+2A1=0 —-14+2A=0=2>A=1.
R=2{x=4+A y=—1+4+3Az=3+2A }»A=1=R(,24.
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2

-dx.

3
3°) Calcula las siguientes integrales indefinidas: I1 = xJ:Z dxel , = 1]

3
x+3 X —x

— x— 3x X3
+ 3x 2
+3°+ 9
+ 9.— 2
— 99— 2
— 2

+3 x+3

3
Ilzfi_zdxzf(x2—3x+9+ _Zg)dxz

3 2
=2 — 2 4 9x — 29L|x + 3|+ C.

3 3 2
I =[Zdx =2 — 2+ 9x — 29L|x + 3|+ C.

=]

2 2
dx = f x(xz—l) dx = f x(x+1)(x—1) dx=

2 _i_l_ B + C _ Ax+1)(x—1)+Bx(x—1)+Cx(x+1) __
x(x+1D)(x-1) ~ «x x+1 x—-1 x(x+1)(x—1) o

3
X —X

Ax’—A+Bx’—Bx+Cx’+Cx (A+B+C)x +(=B+C)x+(—A)

- x(H D) (x—1) = A1) (= 1) >A+B+(C=0 —-B+C=0

= B+(C=2 -B+C=0}=20=2;, C=1;, B=1.

I, = [=—dx = [(SE+ o7 + 57)dx == 2LIx| + Lix + 1|+ Llx — 1]+ C =

2 r—x X x+1 x—1

2
=L-|u|-+ C.

2
X



2
2 g =124 ¢
X

X —X
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2
X

B

4°) Demuestra que existe O(E(l, \/E), tal que f '(0() = 1siendo f(x) = L sen

X X 2

' 2 4 _ X X
fx)= —— = ——-cotg ——.

Teniendo en cuenta que f (x) es continua en R le es aplicable el teorema de los
valores intermedios a cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de los valores intermedios dice que: “si f es una funcion continua
en el intervalo [a, b), entonces para cada valor m tal que f(a) < m < f(b), exista

29

al menos un valor c perteneciente al intervalo (a, b) tal que f(c) = m”.

f(1)=7'C0th=7'1 == > 1.

f(\/i) =%-cotg om0 <1

2 2

Lo anterior demuestra que Elae(l, \/E) tal que f'(a) = 1.
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OPCION B

1°) Encuentra todas las matrices B que cumplen AB = BA,siendo A = (111 2).

SealamatrizB = (mnpq).
AB=1112)(mnpgq)=(m+pn+qm+ 2pn + 2q).

B A=(mnpq)(1112)=(m+nm+ 2np + qp + 2q).

AB=BA>(m+pn+gqgm+2pn+2q)=(m+nm+ 2np +qp + 2q)=>

>{m+p=m+nm+2p=p+qn+qg=m+2nn+2q=p+ 2q}=>{n=

Ejemplo, a modo de comprobacion:m = 0, n = 1=B =(0111):

AB=(1112)(0111)=(1223)BA=(0111)(1112)=(1223)}=>AB =

seskoskoskoskoskoskoskskok



2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pasa por el punto

P(— 3, —2,4) y corta a las rectas
_ _ x-1 ~1 +3
r={2x+y-2z=0 3x-y+z-5=0yr, == "=

La expresion de r, por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

r={2x+y-z=0 3x—-y+z-5=0=z=2%1> 2x+y=2A3x-y-=
y=—2x+}\=—2+7\=>r15{x=1 y==—2+4+2Az=A
Un punto y un vector director de r, son A(l, — 2, O)yv1 =(0, 1, 1).

Los puntos A y P determinan el vector PA = [A — P]= (4, 0, — 4).

El plano T que contiene a r.yaP tiene la siguiente expresion general:

nl(P; ;1,AP)E|x+3y+ZZ—401140 4= 0; [x+3y+2z—401110
- x+3)+W+2)-z-4)=0 —x-3+y+2-z+4=0>
»n=x—-y+z-3=0.

Unpuntoyunvectordirectorder2 sonB(1, 1, — 3)yv2=(1, 0, 2).

Los puntos B y P determinan el vector PB = [B — P]= (4, 3, — 7).

El plano T, que contiene a r,ya P tiene la siguiente expresion general:
nZ(P; v, BP)E x+3y+22—410243 — 7= 0;

8y +2)+3(z—4)—-6(x+3)+ 7y + 2)=0;

—6(x+3)+15(y+2)+3(z—4)=0; 2x+3)— 5y +2)—(z—4)=0;



2x+6—5y—10—z+4=0=>11252x—5y—z=0.

La recta pedida r es la que determinan los planos YT, al cortarse, que es la

siguiente: r={x —y+z—-3=02x — 5y —z=10

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r=x —y+2z—-3=02x—-5—-—2z=0 =2y=A=x+2z=3+ A 2x —z =51

x=14+2\ z=34+A—-—x=34+A—-1-2A=2—-2=r=fx =1+ 21y =2

La expresion de r dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:
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o 2
\/ZX +3x+3+3'2x+1+4

\/x4+x2+1

3°) Siendo f(x)=

, demuestra que existe a€(— 1, 1) tal que

fl@==+

La funcién f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por cual le es
aplicable el teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una funcion es
continua en [m, n] y derivable en (m, n), entonces existe al menos un valor
Sm)—f@) »

a€(m, n) que cumple lo siguiente: f '(a) E——

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion f(x) en el intervalo (— 1, 1):

o=t BE _ B _ B
T R B B

=

-

_ ~2'+32%+4 _ 128+12+44 _ a4 12
f(l)_ \/m \/§ _\/§_\/Z_2'

=

' _ SO 2-1
fl@="" =71n

1
=—

Lo anterior prueba que a€(— 1, 1) tal que f'(a) = %
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4°) Dadas las funciones f(x)=x — x y g(x)= 2x — 2x, encuentra los tres
puntos en que se cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas

curvas.

Las dos funciones son continuas y tienen ambas por dominio R.

Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de
la ecuacion que resulta de la igualacidon de sus expresiones:

f@)=g@=x —x=2"-26 2 —x =0 x(x - 1)=0;
x(x — Dx +1)= 0=>x1 =—1, X, = 0, X, = 1.

Los puntos de corte son A(— 1, 0), 0(0, 0) y B(1, 0).

Por ser f(— x) =— f(x) y g(— x) =— g(x), las dos funciones son simétricas
con respecto al origen.
Teniendo en cuenta que:
1 1V 01 1 1 1-4 3 1 113 1 2
3)=E) ~=5-7=%="% o5)=2(z3) ~25=5-1=

1 1
, €S f(?) > g(;).
Teniendo en cuenta lo anterior y la simetria de las funciones, la superficie a

calcular es la siguiente:

S = 2-}[f(x) — g(x0)]-dx = 2‘}[x3 - X — (Zx3 — Zx)]-dx
0 0

= Z-z(— X+ x)-dx = 2-[— xT4 + xTz]l 2-[(— 174 + 172) — 0] = 2-(— % + %) =

1 2
S—Zu.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A
1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro a y
resu¢lvelo en los casos en que sea compatible:

fx+2y+2z=1 x+(@+1)y—-z=1 — 2x — (2¢

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(1221a+1-1-2 —2a-2a —2) y
A'=(1221a+1 —1 -2 —-2a—-2d" -2 11a).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
Al=|1221a+1 -1 -2 —2a—2a - 2|=
=@+ D@ -2)+2(-20-2)+4+4a+ D+ (-2a-2)-2(a -2)=

—d —2a4+ad° —2—-4a—-4+4+4a+4—2a—2—2d"+ 4=

o | 0 |4 4
=a —a —4a+4=0. | ' L -
| 0 4 o]
7
Resolviendo por Ruffini: g | 2 a
22 -2
a =1 a =2, a =— 2. ' i‘

Para {a#1 a#2 a# — 2 }=>Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.
Paraa = 1:>A' =(12212 -1 -2 —4 —1 111)=>Rang. A'=>(C1, C3, C
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501211 =11 =2 —11|=—1-1—-4—2+ 1 — 2 = 9#0=Rang. A = 3

Paraa=2=>A'=(12213 —1 -2 —62 112)=>Rang. A':,o(Cl, Cz’ C4):

50121131 -2 —62|=6—-6 -4+ 6 + 6 — 4 = 4#20=>Rang. A = 3

Para{a = 1a = 2}=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

Paraa =— 2=>A':(1221 -1 -1-222 11 — 2)=Rang. A'=>(C1=C

=Rang. A' = 2.

Paraa =— 2=>Rang A = Rang A' = 2 < n%incdg.=S. C. L

Se resuelve, en primer lugar, para {a#1, a#1, a¥ — 2}

A=(1221a+1 -1 -2 _2a-2d" -2 11a)={F,>F, —F F -
> (1220a -1 302 - 2ad" + 2 10a+2):>{F3—>F3+2F2}=>

2 1
>(1220a -1 - 300d" — 4 10a+2):>{F3—>mF3}z(1220a— 1 -3

1 3 3
=@a-2)z=1=2z=—7. (a—- 1y —-3z=0=y = a—Z1 = oDeD
_ N _ _ _ 6 __2 _ (a=1)(a=2)—6-2(a=1) __
x=1=-2y-2z=1-1ay "oz~ (a—1)(a—2)
_ d’-3a+2-6-2a+2 _ _a—5a—2 _
= D@2 | @bh@2 *
. d-5a-2 _ 3 1
Solucion: x = m, y = m, zZ = 77

Para a=—2 el sistema resulta
{x+2y+2z=1 x—y—z=1 —2x + 2y + 2z =— 2, que
es equivalente al sistema
fx+2y+2z=1x—-y—-—2z=1 x—-—y—-—z=1 0, también:
{x+2y+2z=1x—y—-—2z=1 , que es compatible indeterminado.

Haciendo z = A:



x + 2y

1—-2Ax—-—y=1+A} x+2y=1—-2A2x —2y =2+ 2A}=3x =

x—1—-A=1-1-2A=—A

Solucion: {x =1 y=— Az =21 , VAER.
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2°) Se considera el plano ™ que pasa por los puntos P(1, 1, 3), Q(2, 1, 0) y
R(— 1, — 4, — 1). Encuentra el punto de m que mas cerca esta del punto
S(— 3,1, 1) (o sea, el pie de la perpendicular de S a m).

Los puntos P, Q y R determinan los vectores:
PQ=[Q-P]l=[(210-(@1 1 3)]=({10 -3).

PR=[R—Pl=[(-1 -4 —1)—(1,13)]=(2 -5 -4,
Considerando el punto P(1, 1, 3):
n(P; PQ, PR)=|x — 1y =12 -310 =3 =2 =5 — 4|=0;

6(y — 1)— 5(z — 3)— 15(x — 1) + 4(y — 1) = 0;

—15x—-1)+ 10y —1)—5—-3)=0; 3(x—1D)—=-2y — D+ (z - 3)= 0;

3x—-—3—-2y+2+z—-3=0=>1m=3x—-2y+z—4=0.

-

Un vector normalde mesn = (3, — 2, 1).

La expresion de la recta r, perpendicular a m  es:
r={x=—3+4+3Ay=1-2\A z=1+2A

El punto M de m pedido es la interseccion de la recta r con el plano T
m=3x — 2y +z—-—4=0 r=x=—3+3Ay=1-2A z=1+2A
—9+9A—-24+4+1+4+2—-4=0;, 14A - 14 =0; A — 1 =0=>A=1.

(x=—3+3Ay=1-21 z=1+21 }=A=1=>M0, — 1, 2).
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X

. . ;. x-tag x sen (mx
3°) Calcula los siguientes limites: a) —— TR b) x*"™

a)
xtagx  _ 0-tag 0 __0 _ 0 ' ,
T~ = Tocoscos0 — 11T = 0 =Indet. =>{L'Hopital} =
2
Ltag x+x-(1+tag'x) _ tag0+0-(1+0) _ 0400 _ 0 . .
T2-(20) = 70 =", = o ~Indet.={L'Hopital} =
2 2 2
N 1+tag x+1-(1+tag x)+x-2-tagx-(1+tag x) _ 140+1140 _ 2 _ 1
2'(2x) - 4_.1 - 4 - 2 .
xtagx _ 1
1-(2x) 2
b)
x 1 1
sen (Tx) — 1senn — 10 — 100:Indet =
X X X
= xsen(ﬁx) — A LA — L xsen(nx) — Lxsen(nx) — X 'Lx —
’ sen (Tx)
1
xLx 111 0 : . LLxdx—
o () = senm =0 =Indet. =>{L'Hopital} = meos () =
1+L 1+L1 1+0 1 . 1
+ + + —
= X = = = —==[LA2A =e¢ " =—.
-cos (Tx) T-COS Tt (1) s e
X
sen (mx)  __ 1
—\“/;.
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4°) Dadas las funciones f(x) = |x — 1| — 1 y g(x) = sen —, encuentra los dos

puntos en que se cortan. Calcula el 4rea de la region del plano encerrada entre ambas
curvas.

Teniendo en cuanta que |[x — 1|={—x + 1six<lx —1six>1, la
funcion f(x) puede redefinirse de la forma siguiente:
f(X)={—x si x<1x — 2six>1.

Los puntos de corte se obtienen igualando las dos funciones:
Parax < 1= — x = sen — =x = 0= 0(0, 0).
Parax > 1=x — 2 = sen — =x = 2= A(2, 0).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la siguiente:

[ sen %-dxﬁ{% = t>—dx = dt—dx = %dt} = %f sent-dt =

2 2 X
=— —-(C0SCO0St =— —CoS——.
T T 2
Teniendo en cuenta lo anterior y de la observacion de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

2 1 2

S = {[g(x) — f()]dx = {[Sen == (- x)]dx + {[sen = - (x - 2)]dx =



2

= Z(sen%+ x)dx + {(sen% - Xx + Z)dx =

2 2° 2 T 1°
— —coscosTm ——+ 2:2|—|——coscos = ——+ 2:1|=
T 2 T 2 2

=— 045 +=1-=(-1)-2+4+0+5—-2="+1="1
i1 T 2 i1

S =" ~9 2747

T
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OPCION B

1°) Dada lamatrizA = (— 101 — 1), calcula A% y A%

AA=A44=(-101 —1)(-101 —1)=(10 — 21).
A=aA=010-21)(-101 —1)=(-103 — 1).
A=A A4=(-103 —1)(=101 —1)=(10 — 41).

A=4"4=010-41)(-101 —1)=(-=105 — 1).

A== D"on(- " (- D]
A =[-D"057(- D" (- 1 ]=(-1057 - 1).

A7 =(=1057 - 1).

AC=[=1D""0 —68(- 1 (-1 ]=(10681).
A% =10681).
También puede hacerse del siguiente modo:
-68 1 1 — 1 — — 1
A - A68 - [(—1)58068-(—1)69(—1)68] - (10-681) - (10 681) .

Procediendo por el método de Gauss-Jordan:
(1001)=>{F2 ~F, + 68F1}:,~ (10681).

st sfe ks skeosk skoosk skok

2°) Encuentra la ecuacion en forma continua de la recta que corta perpendicularmente
ar=(2x —y—2=0 x—-2y+z-3=0ys=t=Lt=12

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:



r=(2x —y—-2=0 X—2y+z—-3=0=2x=A=2y=—2+4+2\ z=3 —x+

=3 -A—-—4+4=—1+3A=>r={x=2A y=—2+2Az=—1+ 3A

Un punto y un vector directorde r son A(0, — 2, — 1)y v o= (1, 2, 3).

Un punto y un vector director de s son B(2, 4, — 2)y v o= 2, —-1,1).
| l
B

- - -
Un vector w perpendicular a los vectores vy v es cualquiera que sea

linealmente dependiente del producto vectorial de estos vectores:
W'=vr/\v5=|ijk1232 —11|=2i+6j —k—4k + 3i — j=5i + 5] — 5k>

Sw=(1,1, — 1)

Determinamos dos planos wt; y 7, de las siguientes caracteristicas:
nl(A; v, W)E Xy +2z+ 112311 — 1=

- 2x+3(y+2)+(+1DH)-2+1D)—-3x+ Wy + 2)=0;

=—5x+4y +2)—-(z+1)=0;, - 5x+4y+8—-—2z—-1=0=>

1T155x—4y+z—7=0.
HZ(B; 175,1;)E|x—2y—4z+22 1111 — 1=

=x-2)+ (@ —-DH+ 22+ 2)+(z+2)—-(x—2)+ 2(y — 4)=0;



=30y - D+3z+2)=0y-4+z+2=0=n=y+z-2=0.

La recta pedida t es la interseccion de los planos obtenidos anteriormente, m; y

mt={5x —4y +z—-7=0y+2z—-2=0

Para expresar t en funcion continua hacemos:

z=MNy=2—-—\A5x=74+4y—-2=7+8—-4A1—-A=15 —-51>

>x=3-A>ts{fx=3—-Ay=2—-2Az=2A

La expresion de t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x-3 _ y-2 _ z

t= 1 = "1 T
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4x"—1

3°) Hallar las asintotas de la funciony = f(x) = ——

Las asintotas pueden ser horizontales, verticales y oblicuas.

Horizontales: Son los valores finitos de x para los cuales la funcién toma valores
finitos, es decir, es el limite cuando x—oo de la funcion.

2
y=k=f(kx) = 42’;;41 = oo=>No tiene sintotax horizontales.

Verticales: Son los valores finitos de x que anulan el denominador.
2x+4 =0, x+ 2 =0>=>x =— 2.

Larectax =— 2 es asintota vertical de la funcién.

Oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

m = fgcx) y n = [f(x) — mx], con m finito y m=0.
2
SO .
x +4x
4x*—1 4x’—1—4x"—8x
n=Ux-mx = ( 2x+d Z-x) - 2x+4 == 4

Asintota oblicua: y = 2x — 4.
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., 2 :
4°) Dada la funcién f(x)= sen (%x )-ex , demuestra que existe un valor

a€(— 1, 1) tal que f'(a) = 2. Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su
uso.

Por ser f(— x)= f(x), la funciébn es simétrica con respecto al eje de
ordenadas, lo que implica que f(— 1) = f(1) y, en consecuencia, no le es aplicable
el teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una funcion es continua
en [m, n] y derivable en (m, n), entonces existe al menos un valor a€(m, n) que

Z (m )—Z (Tl) ’9

cumple lo siguiente: f '(a) =

La derivada de la funcidn es la siguiente:

2 2

' _ o 2 X T 2 ) ) x
f(x)—nx-cos(zx)-e +sen(2x)2xe =

Xz T 2 T 2
= x-e ‘|m-cos (73( ) + 2sen (7x ) )

Teniendo en cuenta que f (x) es continua en R le es aplicable el teorema de los
valores intermedios, que dice que: “si Escriba aqui la ecuacion. es una funcion
continua en el intervalo [a, b], entonces para cada valor m tal que
f(a) < m < f(b), exista al menos un valor c perteneciente al intervalo (a, b) tal

que f(c) = m”.

f(=1)=— 1'81'(1'['COS - + 2:sen %) =— e2 =— 2e < 2.
' 1 i T
f()=1l-e -(11-6057 + 2-sen T) =e2 = 2e > 2.

Lo anterior demuestra que 3ce(— 1, 1) tal que f'(c) = 2.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JULIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se valorard el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracion errores numeéricos, de calculo, etc.,
siempre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, graficos, presentaciones,
esquemas, etc., que ayuden a visualizar mejor el problema y su solucion se valoraran
positivamente. Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A
1°) Discute el sistema
fx+y+z=0 —x+2y+bz=—3x—-2y—2z=0b> . Encontrar

la solucidn, si existe, para el casode b = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(111 -12b1 -2 — 1) y
A'=(111 —-12b1 —2 —1 0 — 3b).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro b es el siguiente:

Al=1111 —12b1 —2 —1|=—2+4+24+b—-2+2b—1=3b—3 = (

Para b#1 =Rang A = Rang A = 3S. C. D.

Para
b=124=(111 —1211 =2 -1 0 —31)=>{C1,C2, c4}=>|110 12 —

=2-3-6+1=—6#0=>RangA = 3.

Parab = 1=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

b)
Se resuelve para b = 2; el sistema es compatible determinado.

Antonio Menguiano



Resolviendo por la regla de Cramer:

[011-3222-2-1| _ 6+4—4-3 _ 3

= 3.2-3 = 3 =3 =1

_ 1101-1-3212-1] _ 3-243-4 _ 0 _ g

y = 3 o 3 -3
, — l110-12-31-22] _ 4-3-6+2 _ -3 __
o 3 o 3 -3 :
Solucionix =1,y =0, z =
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2°) Calcular la distancia del punto A(4, 4, 3) al plano que pasa por los puntos
B(1, 1, 0),C(1, 0, 1) y D(O, 1, 1).

Los puntos B, C, y D determinan los vectores:

-

BC=[C-B]=[(1,0 1)— (1,1, 0)]=(, -1, 1).

BD=[D — B]=[(0, 1, 1)— (1, 1, 0)] = (- 1, 0, 1).
Considerando, por ejemplo, el punto B:
n(B; BC, BD)= |x — 1y =120 =11 = 101|=0; —(x - 1= — -

x—14+y—-14+z=0=>nmn=x+y+z-2=0.

La distancia de un punto Po(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|AxO+ByO+CZO+D|

\A +B +C°

Aplicando la férmula al planom=x + y + z — 2 = 0 y al punto A(4, 4, 3):

viene dada por la formula d (Po’ n) =

d(A, T0) = |14+1-44+13-2] _ |4+4+3-2] _ 9 _ 93@ _ 3\/§unidades.

A1 +1% 41 3 V3
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3°) Calcular los wvalores A, B, C y D para que la funcién
f(x) = A + BX + Cx + D tenga extremos relativos en 0(0, 0) y P(2, 2).

Por pasar por 0(0, 0) y P(2, 2):

F(0)=0=20+0+0+D=0=D=0.

f(2)=2>A42"+B2°+C2=2; 84+ 4B + 2C = 2;
4A+2B+C=1 (1)
f'(x) = 34x" + 2Bx + C.

Para que una funcién tenga un extremo relativo en un punto es condicidén
necesaria que se anule su primera derivada en ese punto:

Por tener extremos relativos en 0(0, 0) y P(2, 2):

F(0)=0=0+0+C=0=C=0.

F(2)=0>342"+2B2=0; 124+ 4B=0;, 34+ B =0. ()

Con las ecuaciones (1) y (2) con C = 0 se forma el sistema:

4A + 2B =13A+ B =0} —4A—ZB=—16A+ZB=O}=>2A=—1;A=——;

2

., 1.3, 3
La funcion resulta ser: f(x) =— —x + —x .
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4°) Resolver las siguientes integrales: a) I = [— 5:x+2 . b)
X —oX

I =[x+ 1D"dx

a)
1= xzf:;z '
x2—3x+2=0; X = 3i\£ﬁ = 3? :oxlz 1,x2=2.
x2—3x+2=(x— D(x — 2).

o el (MeCIN L g =0 oM - N

> - M=5 M=—-5=N =5.

A= [st—dx = [(F + ) dx = (5 + ) dx =

x —3x+2 X x—2
x—2 5
x—1

dx = L

=— 5-Llx — 1|+ 5-Ljx — 2|+ C=1

J

x2—3x+2

b)
4 1 1 4 1 ¢
I=[(@2x+ 1) -dx=>{2x + 1= tdx=7-dt}=>7-ft dt =——+C =

_ 1 e+’

=+

[@2x + 1)4-dx =%-(2x + 1)5 + C.
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5°) Calcula la cifra de las unidades del nimero N = 32010 4 201

30=1, 31=3, 32=9, 33=27' 34= 81’ 35=243’ .......

Noétese que las sucesivas potencias de 3 terminanen 1,3,9,7,1,3,9,7, -----

En general 3" termina en el resto de la divisién de n entre 4.

En particular 3% termina en 1 por ser 2.016 divisible por 4. (resto 0)

20= 1, 21=2, 22=4’ 23=8, 24= 16’ 25=32, 26= 64.’ .......

. . . 0 .
Notese que las sucesivas potencias de 2 (excluyendo 2°) terminan,
sucesivamente, en 2,4, 8, 6,2, 4, 8,6, -+

En general, 2 termina en:
{6—Reston:4es(02-Reston:4 es14—-Reston:4es28->Reston:4es3.

El resto de 2.016 entre 4 es 0, por lo cual 2% termina en 6.

Como6 +1=7:

2.016 2.016 )
N =3 + 2 terminaen?.
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OPCION B

1°) Determina el rango de la matriz A = (— 12aaa — 3 — 102 1) segun los
valores del parametro a. En caso de existir, calcula la inversa de A paraa = 1. Sino

existe tal inversa explica porqué.

Al=|-12aaa—-3 —1021|=—(a —3)+2a°— 2 — 2a =
|

——a+3+42°—2-20=24"-3a+1=0; q=2%t08 _ 31 _ 341

2:2 - 4

1
=>a1— 2,azz—l.

Por existir el menor de A: |[— 120 2 |#0:

Para {a#Y% a#1 }=>Rang A = 3.

Para{a = Y>2a = 1}=>Rang A = 2.

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
Como quiera que para a = 1=|A| = 0.

La matriz A no tiene inversaparaa = 1.
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2°) Sea r la recta que pasa por los puntos P(1, 2, 3) yQ(— 1, 0, 1).

a) Determinar la ecuacion del plano T perpendicular a la recta r y que pase por el
punto A(4, — 2, — 1).

b) Determinar la ecuacion del plano T, perpendicular a la recta r y que pase por el
punto B(2, 1, — 3).

c¢) Calcular la distancia que hay entre ambos planos.

a)

Los puntos Q y P determinan el vector:
QP =[P —Q]=1[@1,2,3)—-(— 1,0 1D]=(2 2, 2).

Cualquier vector linealmente dependiente del vector QP es normal al plano

pedido T, por ejemplo, n = (1, 1, 1).

La expresion general de mesn=x+y+z+D = 0.

1

Como T contiene al punto A(4, — 2, — 1) debe satisfacer su ecuacion:

n15x+y+z+D1=0A(4,—2,—1) }=>4—2—1+D1=O:

n15x+y+z+1=0.

b)
Cualquier vector linealmente dependiente del vector QP es normal al plano

pedido T, por ejemplo, n,= (1, 1, 1).
La expresion general de mesn=x+y+z+D, = 0.
Como T, contiene al punto B(2, 1, — 3) debe satisfacer su ecuacion:

m=x+y+z+D,=0B2 1 —3) }22+1-3+D,=0=L



n25x+y+z=0.

c)
La distancia entre los planos paralelos cualesquiera dados por sus ecuaciones
generales: alex + By + Cz + D1 =0y aZEAx + By + Cz + D2 = 0, viene

)= |D1_D2|
) iaad

Aplicada a los planos nEx+y+z+ 1=0 ym=Ex +y+z= 0 es:

dada por la férmula: d(a e

D -D B
d(T[,T[Z)_ |1 2| _ [1-0| _ 1

1 ,A2+BZ+CZ /12+12+12 \@ :

d(‘l‘[l, nz) = ABE unidades.
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3°) Dada la funcion polindmica P(x) = xT -x + xT:

a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de P(x).
b) Obtener sus maximos y minimos.

¢) (Existe algun valor de x tal que P(x) < 0?7 Razonar porqué.

a)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente, en ese punto.

P’(x) =2 -3¢ + x = x(2x2 — 3x + 1).

P(x)=0=x(2x" = 3x + 1)=0; =x, = 0; 2x — 3x + 1 = 0;

N—

_3ix/9—8_3i\ﬁ_3i1:>x_ix_1
- 22 T 4 T 4 2 27 73T &

Teniendo en cuenta que P(x) es continua en R por ser una funcioén polindmica,

los valores que anulan la primera derivada dividen el dominio de la funcion en cuatro
intervalos crecientes o decrecientes de forma alternativa.

Teniendo en cuenta que, por ejemplo, P(2)= 6 > 0, los periodos de
crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: P'(x) > 0:>xe(0, %) U (1, + o0).

Decrecimiento: P'(x) < 0=>x€e(— o0,0) U (%, 1).

b)

Una funcion tiene un maximo relativo en un punto cuando se anula la primera
derivada y es negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera vy,
tiene un minimo relativo para los valores reales que anulan la primera derivada y
hacen positiva la segunda derivada.

P”(x) = 6x2 — 3x + 1=>{P”(O) =1 > 0-min. p"(1/2) — % _ % + 1

P(0) = 0 =>Minimo=0(0, 0).

1



P(%) == —

1 1 ;. 1 1
+ e 3—2=>Male0=> A(?, 3—2)

1
8
P(1)=— — 1 + — = 0=Minimo= B(1,0).

4 2 2
X

P(x)=x7—x3+7=x7(x2—x+ 1).

xz—x+1=0; x=1i—“21_4=>x€R=>x2—x+1>0.

2

Segun lo anterior y siendo XT > 0 se cumple que P(x) > 0, Vx€ER.

No existe ningun valor real de x tal que P(x) < 0.
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4°) Dadas las funciones y = f(x) =9 — X ey = g(x)= 2x + 1.
a) Dibujar el recinto acotado por sus graficas.

b) Hallar el area de dicho recinto.

a)

Los puntos de interseccion de la parabola y la recta son las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus
expresiones:

9—x2=2x+1;;x2+2x—8=0;

_ 24432 _ —2436 _ 246 _ 143
o 2 o 2 T2 -

= {x1 =— 4-5A(— 4, —7) X, = 2-B(2, 5)

El vértice de la parabolay = 9 — X es:

y =— 2x = 0—x = 0= V(0, 9).

l

La representacion grafica del conjunto es el indicado en la figura adjunta.

b)

Para el calculo del area limitada por la pardbola y la curva, que es la parte
sombreada de la figura, se tiene en cuenta que, en el intervalo (— 4, 2), todas las
ordenadas de la pardbola son mayores que las correspondientes ordenadas de la recta.

S = }[(9 — xz)— (2x + 1)]-dx = }(— X’ — 2x + 8)-dx =
4 —4

2

X 2x 2 X 2 2
=[——— > +8x] =|l-5—x +8x| =
—4 —4

3

(—%3—22+ 8-2)—[—(_74)3— (— 4) + 8(- 4)]:

72 _ 60 — 24 =36u".

—_ 8 _ _ o4 — —
== 4 + 16 ;- + 16 + 32 = 60 3
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5°) Ampliamos una fotografia rectangular de manera que sus dimensiones, largo y
ancho, sean un 20 % mas que las dimensiones originales. Si la nueva fotografia ocupa
432 centimetros cuadrados, /cudnto ocupaba la fotografia inicial?

Fotografia inicial Fotografia final
y Sl —) Sz =432 1.2y
* 1,2x

Siendo x e y las dimensiones del rectangulo inicial, el rectangulo final tiene,
respectivamente, 1,2 x y 1,2 y como dimensiones.

S =xy=S,=(12x)-(1,2y) = 1,44x-y = 1,44 = 432>

432 _ 43.200

1 144 144 300.

=S5

La fotografia inicial ocupaba 300 centimetros cuadrados.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se valorard el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracion errores numeéricos, de calculo, etc.,
siempre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, graficos, presentaciones,
esquemas, etc., que ayuden a visualizar mejor el problema y su solucion se valoraran
positivamente. Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A
1°) Discute el sistema
{x+2y —z=2 x+1+b)y—bz=2bx+by+A+b)z=1

segun los valores del pardmetro b (NO es necesario resolverlo en ninglin caso).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(12 —1114+b —b1b1l+b) y
A'=(12 —1114+b —b1b1l+b 22b1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro b es el siguiente:

A'|=112 —111+b —b1bl1+b|=(1+b)"—b—-2b+ (1 +b)+b° — 201

=b’+2b+1—-3b—(1+b)+b =2b"—b+1—-1—b=2b"—2b=

= 2b(b — 1)=0=b =0, b, = 1.

Para {b+0 b#1 }=>Rang A = Rang A=3=ne incég.=S. C. D.

Parab =0esA =(12 — 1110101 201)=>RangA':>{Cl, C, C4}=>
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=>1(122110101|=1— 2 — 2 = 1#0=>Rang A = 3.

Parab = 0=>Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

Parab =lesA =(12 —112 —1112 221)={F =F}= RangA =:

Parab = 1=>Rang A = Rang A=2<ne incdg.=S. C. L.
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2°) Determinar el plano T que pasa por el origen de coordenadas, es paralelo a la recta
—_x=1 _ y-1  z-
-1 0 -1 1
puntos: A(0, 1, 1) y B(1, 1, 0).

! y también es paralelo a la recta s que pasa por los siguientes

Un vector director de r es v o= 1, —1,1).

- -

Un vector director de s es Vo= AB=[B — A]=(1,0, —1).
La expresion general del plano 1 pedido es la siguiente:
T[(O; v, vs)5|xyzl - 1110 = 1|=x+y+z+y=0.

n=x + 2y + z = 0.
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3°) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion
3

X , ;. ;.
y = f(x) = —— y calcula cudles son sus maximos y sus minimos.
x —4

X

x2—4

El dominio de la funcién y = esD(y)=R — {2, — 2}.

Porsery = f(x) =— f(— x), la funcion es simétrica con respecto al origen.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

2 (.2 3 4 2 4 4 2 202
' _3x(x"—4)—x"2x _ 3x —12x"—2x __ x —12x" _ x'(x"—12)
fx)= :

> = = =

(x*-4) (x*-a) (F-a)  (P-a)
Fx) = o:i((ﬁl = 0; x’(x* — 12)= 0=x, = 0.x" — 12 = 0;
x —4
x = +12 = £23= x, =— 2.3, x, = 2\/3.

Teniendo en cuanta el dominio de la funcién, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > O=>xe(— o, — 2\/§) U (2\/5, + 00).

Decrecimiento:f'(x) < O=>xe(— 2\/5, — 2) Uu((—=2 2)u (2, 2\/5)

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;

se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

2
f"(x)= (4x°=24x)-(x"~4) —x(x"-12)[2-(x’~4)-2] _ (43°—24x)(x"—4)—4x"(x*~12) _
2 G\t 5 33
(x _4) (x —4)
4x°—16x°—24x +96x—4x +48x° _ 8x +96x _  Bx(x'+12)

3

(*—a) (-4 (x*-4)



f”(O) = 0=No hay ni maximo ni mimino para x = 0.

Para x = 0 existe un punto de inflexion.

f”(— 2\/§) = _162{32'(1;?12) < 0=Maximo relativo para x =— 2\/5.

f(= 243) = CREL = 2245 __ 3.3 maximo: P(= 2,3, — 33).

Por simetria con respecto al origen: Minimo: Q( 2-/3, 3\/§)
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4°) Dibujar el recinto encerrado entre las grafica de las funciones

f(x) = X — 4x + 3 y g(x) =— x + 3y calcular el area de dicho recinto.

Los puntos de corte de la curva y la recta son
los siguientes:

X' —4x +3=—x4+3; x*—3x=0;

x(x — 3)= 0=>{x1 = 0-4(0, 3) X, = 3-B(3, 0).

El vértice de la parabola f(x) = X — 4x + 3 esel siguiente:

fO)=2x — 4 =0-x=22V(2 — 1)

La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la que indica la
figura.

De la observacion de la figura se deduce la superficie S a calcular, que es:

3 3 3 2 3
= [[(= (¥ - = ((= 5 |2, 3
S—{[( x +3)—(x 4x+3)]dx_£( x+3x)dx—l —+ ZL

3 2
. 27 —18+427 9 2 2
== 53t =9t =—F =7u=45u.
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5°) La siguiente serie esta compuesta por los siguientes multiplos consecutivos del
numero 5: 45, 50, 55, -+~ , 650, 655.

a) (Cuantos nimeros componen la serie? b) ;Cual es su suma?

a)
La serie: 45, 50, 55, - , 650, 655»} es una progresion aritmética de las
siguientes caracteristicas: a L= 45; a = 655;d = 5. Se desconoce el numero de

términos.

Siendo:

a
an=a1+(n—1)-d=>n= - + 1= 5

655—45 +1 = 6;0 +1 =

= 122 + 1 = 123.

La serie la componen 123 nimeros.

b)
a1+an

2

La suma de los términos de una progresion aritmética es: S = ‘n.
n

_ ;%00 _ 454655 __ 700 _ _
S, =—52123 = 222123 = 2123 = 350-123 = 43.050

La suma de los nimeros de la serie es 43. 050.
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OPCION B
1°) DadalamatrizA =(a — 1 —11lala—222):
a) Encuentra los valores del parametro a para que la matriz NO sea invertible.

b) En caso de existir, calcula la inversa de A para a = 2.

a)
Una matriz no es invertible cuando su determinante es cero.

Aj=la —1 —11ala—-222|=2a"-2—-(a—2)+ala — 2)— 2a + 2

2a2—a+2+a2—2a—2a=0; 3a2—5a+2=0; a=—5i’v265_24:

_ 5+J1 541 2 _
=—% - 24 =734a,=1

. . . 2
La matriz Ano es inversible paraa = — yparaa = 1.

b)
Paraa = 2lamatrizesA =(2 —1 —1121022).

Se obtiene la matriz inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(I):(100010001):{F1<—>F2}=>(010100001):>
=>{F2—>F2—2F1}:>(0101 - 20001)=>{F2—>—F2}=>
= (010 —120001):{F2—>F2—2F3}:>(010 —~12 —2001)=

=>{F 5F —2F F >F —2F}=>(2 —34 —12 —22 —45):{F —>LF}=
1 1 2 3 3 2 3 473

{
:>(2 ~34 -12 -2+ —1%):{F1—>F1—3F3F2—>F2+F3}:>

1 1 1 3 1 5 —1_ 1 1 1 3 1 5
:>(707 —71—77—17):’A —(707 —71—77—17)
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2°) Dado el plano: m=x — 3y + 2z = 7:
a) Determinar el punto simétrico de P(3, — 8, 4) respecto a dicho plano.

b) Calcular la distancia entre los dos puntos simétricos.

a)

Un vector normal del planomesn = (1, — 3, 2).

La recta r que pasa por punto P(3, — 8, 4) y es perpendicular al plano m
tiene como vector director al vector normal del plano; su expresion dada por unas

ecuaciones paramétricas es /

) p’ Q P(3.-8.4)

r={x=3+A y=—8-3Az=4+2A

El punto Q interseccion de ry m es el siguiente:

m=x — 3y +2z—-7=0 r={x=3+A y=—8-3Az=4+2\ }=
3+A—-3(—-8-3)+24+20)—-7=0; 3+A2+24+9A+8+4A—-7 = 0;
140+ 28=0, A +2=0=A=—2=>{x=3-2=1 y=—8+6=-2z=4

Para que P’ sea el opuesto de P con respecto al plano T tiene que cumplirse
que:

Po=0qP'=10 - P1=[P - Q;
(L -2,0-G -8 dl=[xy -1 -2 0]

(2,6 —4)=(x—-1L,y+2,2)>2{x—-1=—2-ox=—1y+2=6oy=4 z



b)

PP= B+ 1)+ (4 +8)°+@+4) =4 +12°+8 =

= /16 + 144 + 64 =224 =+/16:14 = P'P = 4+/14 unidades.
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3°) Dada la funcion f(x) = Ax" + Bx' + C:

a) Calcula los valores de A, B y C de manera que la funcion satisfaga las siguientes
propiedades: pase por el punto 0(0, 0) y tenga un maximo local en P(1, 2).

b) Calcula todos los valores de la variable x en los que la grafica de la funcién tiene
tangente horizontal.

a)
Por pasar por el punto 0(0, 0): f(0)=0=>C = 0.

Por pasar por P(1, 2): f(1)=2=>A + B =2. (1)
f'(x) = 34x" + 2Bx.

Por tener un maximo local en P(1, 2):f'(1) =0=34+ 2B =0. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

A+B=23A+2B=0} —2A—-2A=-43A+2B=0}>A4=—4;
6.

La funcion resulta: f(x) =— 4x° + 6x°.

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
la primera derivada de la funcion en ese punto; se debe tener en cuenta que una recta
horizontal tiene de pendiente cero.

f(x)=— 12%° + 12x.
fe0= 02— 12¢ + 12x = 0; — 12x(x — 1)= 0=x, = 0, x, = 1.

Los puntos de tangente horizontal son los siguientes:



f(0)=0=0(0,0). f(1)=—4+6=2=A4(1, 2).
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2
2x +5x—1
LX oxml g

4°) Resolver la integral: [ = [ ——
x(x +x—2)

Xt x—2= 0; x = _1i2“1+8 = _12i3 >x =—2,x. = 1.
1 2
x2+x—2=(x+2)(x—1).
2 45x—1 _ A B L€ ACHDGoDHBYGDACHHD)
x(x2+x—2) T ox x+2 x-1 x(x+2)(x—1) -
_ A(x2+x—2)+B(x2—x)+C(x2+2x) _ Ax +Ax—2A+Bx’—Bx+Cx'+2Cx _
B x(x42)(x—1) - x(x"+x-2)
2
_ (AHBHOXH(A=BH20x+(=24) | 4 L B 4 C=2A — B 4+ 2C = 5§ _ 24 =— 1}

2
x(x+x—2)
B+C== —-B+20==}>

=3C=6C=2 —+B+2=228=——

1 1

_op2xset g op(2 o T2 o2 |\ g lrde 1 da dx _
I_fx(x2+x—2).dx_f X + x+2 T x—l)dx_ 2f x 29 x+2 +2fx—1 -

2
= Lol = LLpx + 2+ 2Ljx — 1]+ ¢ = L&y ¢
x+2

2

—1)*x
A/ x+2

| = 2x2+5x—1 d

=L
x(x2+x—2) x

+ C.
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5°) En un teatro hay tres tipos de localidades, que llamaremos A, B y C. Las del tipo
A cuestan 24 euros, las del tipo B cuestan 20 euros y las del tipo C cuestan 15 euros.
El teatro tiene una capacidad de 400 butacas de las cuales se han vendido el 80 %. En
total se han recaudado 5.940 euros. Sabiendo que se han vendido el doble de
localidades del tipo B que del tipo A. ;Cudntas localidades de cada tipo se han
vendido?

Se han vendido: 80 % de 400 = 0,8-400 = 320 butacas.

A+ B+ C =32024A + 20B + 15C = 5.940 2A = B}

34 + C = 320644 + 15C = 5.940} — 454 — 15C =— 4.800 644 + 15C = 5.
A =122 =60. B = 120.
60 + 120 + C = 320; C = 320 — 180; C = 140.

Se han vendido 60 butacas tipo A, 120 butacas tipo B y 140 butacas tipo C.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNED
JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Atencion: Conteste a los problemas de una unica opcion. Puede utilizar una
calculadora cientifica sin prestaciones graficas ni de programacion.

OPCION A
1°) Resuelva el sistema
S}\E{B)\x+2y+32=1x—7\y—z=1 X—y—z=2A para los

valores de A que hacen al sistema compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=0GA231 -2 —-11 -1 —1) y
M =@GEA231 -2 —-11-1-1 1121).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro A es el siguiente:
IM|=|3A231 — A —11 -1 —1|=3)\2—3—2+37\—37\+2=0; 37
3(0° —1)=0; A’ —1=02A =— 1,4 =1
( )_ ’ - 1 7 T

Para {A+ — 1A#1}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Se resuelve para A= — 1 y A#1 por el método de Gauss:

(11;\)=>{F3—>F3—F2}=>(11;\— 1)=

=>y=1=>SAE{37\x+2+3z=1x—7\—z=1 x—1—-z=2A = 3Ax +

243\
=3 +3x =2+ 3\ 3x(A+ 1)= 2 + 3A=>x = 3001
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x—z=1+ X Z=x—1—7\=2+—3}\—(1+)\)=2+37\_3(1+}‘) —

3(A+1) 3(A+1)
2 2 2

_243a=3(A°+2241) _ 243A-31"—-6A—-3 _ —-31"-3A—-1 __

- 3(A+1) o 3 +1) T3+

Paral =— 1M = (— 32311 —11 -1 -1 11 — 1)=>RangM'=>{Cl,

=|-3211111 -1 —1|=3—1+2—1—3+2=2¢0=>RangM'=3

ParaA =— 1=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Paral = 1M = (3231 -1 —11 -1 — 1 111)=>{F2=F3}:>Rang1\

ParaA = 1=Rang M = Rang M=2<ne incdg.=S. C. I.

El sistema resulta
S=3x+2y+3z=1x—-y—-—z=1 x—y—z=1 equivalente a
3x+2y+3z=1x—-—y—-—2z=1

Haciendo zZ=A>
3x+2y=1-3A x—-—y=1+2A}3x+2y=1—-3A2x — 2y = 2 + 2A}=>5x =

3 1 3 1 6
=>x=?—?)\. y=x—1—7\=?—?7\—1—7\:—?—?7\.

. 3 1 2 6
Solucion: x = - = ?7\, y =——7= ?7\, Z = A, VAER.
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2°)  Determine la  distancia del punto A(1,1, 1) a la recta
r=3x+2y+3z—-1=0x—-y—z+1=0

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el mdédulo de su producto
vectorial y, de forma geomeétrica, es el producto de la base por la altura, siendo la
altura la distancia pedida del punto P a la recta r.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un esquema de la situacion.

S = 'v /\PA’S = |v|-h}=>|v /\PA'= \v'-h:
T T T T

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r=3x+2y+3z—-1=0x—-y—-—z+1=0 =>zZ=A=>3x+2y=1—-:¢
3x +2y=1-3A2x —2y=—2+2A}=5x=— 1 — &, x =—— — =X y = x

1 1
=—?—?7\+1—7\=

SIFS

6 =y =L _L1yy=2_25 —
—fA=yersr=m - gAy =5 oA 2=

Un punto y un vector director de r son P( % % 0) yv = =(1, 6 — 5).

-

PA=1[A — P]= [(1, 1, 1) — (— L 0)]= (% <, 1).

Aplicando la férmula al punto A y a la recta 7

A7) = PA| lijk16—5c—41] B |6i—6j+5k—% Jeti—| 7i=7j=7k| _ Tlimj—k| _
o] reres? \1+36+25 T ez ez

r




71+ (=) 2+ (=1)° 7A1+1+1 73 7./186 .
= il (@) D _ e - \/g = g unidades = d(A,1).

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos perpendiculares a la recta r tiene la siguiente ecuacion
general: a=x + 6y — 5z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano T que contiene al punto A(1, 1, 1)
es el que satisface su ecuacion:

a=x + 6y — 52+ D=0 AL, 1, 1)}=»1+6—-5+D=0;, 2+D
=>n=x + 6y — 5z — 2 = 0.

El punto Q, interseccion de la recta r con el plano T es la solucion del sistema
que forman:

u-||4>

6
—?7\ zZ=2A

/

m=x + 6y —5z2—2=0 T'E{x:———%)\y:

— 1 - A+ 24— 361 — 250 — 10 = 0; 13 = 62A=A = ==

x__i_i.13__62+13_—75_—15 _ 4 6 13 _ 248-78 _ 170 _ 34
- 5 5 62 310 310 62 Y T 5 5 62 310 310 = 62

La distancia pedida del punto A a la recta r es equivalente a la distancia entre

los puntos A y @, o sea el modulo del vector |A_>Q|:
_linl = B L T N LR S R L
d(A, r)—|AQ|—\/(— L 1) +(62 - 1) +(62 - 1) =

2 2 2 2 2 .2
_ —77 —28 —49\° _ . [11°+4°+7° _[186 _ ., [3 _ 7186
_\/(62)"'(62)-"(62)_7 62> =7 62-62_7 62 62




d(4, r) = % unidades.
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3°) Represente la grafica de la funcion f(x) =

El dominio de la funcién f es el conjunto de nimeros reales que cumplen la
condicion 3x — x° > 0; x(3 —x)=0=D(f)= (0, 3).

La funcién f no corta a los ejes de coordenadas por lo siguiente:

1

2
3x—x

Cortes conel eje X = f(x) = 0= #0, VxeD(f).

Corte conelejeY = x = 0=f(0)¢D(f).

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

1

f(x)= \/ﬁ =(3x—x2) "

3

f'(x) =— %(Sx — xz) 7.(3 _ 2x) = 3

J—20°

F) =0 ——2Z——0; 3 -2x=02x==>

\(B3-2x)° A

Teniendo en cuenta el dominio de la funcidn, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento:f'(x) < 0=>xe(0, %)

Crecimiento:f'(x) > O:xe(%, )

Dado que la funcién f es continua en su dominio, de lo anterior se deduce que

: . 3
tiene un minimo absoluto para x = —-.

1 £ = Minimo absoluto: P(i 2 )

3)= ke 2
( ) \/3-1—(1) \/7—7 o

wlm

N‘W

Los limites laterales de la funcidn es sus valores extremos son los siguientes:



1

fxX) =—
3x—x 3x—x

=+ - =+ . f(x) =——

1 _
- —+0—+00.

Lasrectas x = 0y x = 3 son asintotas verticales de la funcion.

Con todos los datos obtenidos anteriormente puede hacer una representacion
grafica bastante aproximada de la funcidén, que es la que aparece en la figura
siguiente.
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4°) Calcule | = [=X22HL gy

2
x —x +x—1

Descomponiendo por Ruffini el denominador resulta:

x3—x2+x—1=(x—1)(x2+1).

—xX+2x+1 _ —x+2x+l A 4 Brre _ AL +1)+(Bx+0)(x=1)
= tx—1 (x—l)(x2+1) x—1 41 (x—l)(x2+1)

_ AXHA+BX—Bx+Cx—C _ (A+B)x'+(=B+C)x+(A—C) N

3 2 3 2
x —x +x—1 x —x +x—1

2A+B=—1-B+C=2 A-C=1}>{124+ 2254+ C=14—-C=1)}

X—x'4x—1 x=1 x*+1 x +1

I=f_3x+—2x+1-dx=f( L o )-dx=fﬁ-dx—f 2y =

= Lx—1-M=1 (¥

szxzzil -dx:){x2+ 1 =t2xdx = dt}:f%-dtz Lt + C=L(x2+ 1)_|_

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de M:

I=Llx—1-L{x" + 1)+ C.

—x'+2x+1 [x—1|
I =I#'dx = L2—+ C.
x —x +x—1 x +1
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OPCION B
1°) Resuelva, dependiendo del valor de A, el sistema

SAE{Z)\x+2y+37\2=17\x—7\y—z=2 X—y—z=2A

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=2A23 A1 —A —11 -1 — 1) y
M =(@QA23AA —A —11 —1 —1 1221).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro A es el siguiente:
IM|= 202300 =2 —11 —1 —1]=2 =3 =2+ 32 =24 + 21 = (

2% — 2 = 0; 2(;\2—1)=0; V- 1=02A =— 1, A = 1.
1 1

Para {A+ — 1A#1}=>Rang M = Rang M =3 = ne incodg.=S. C. D.

Se resuelve para A= — 1 y A#1 por el método de Gauss:

(127\):>{F1<—>F3}:>()\21)=>

> {F,>F,—AF F,>F,—20F }> (A2 -X'1- 22" )=z =2

g 10A—51>

2=\ 2 2
20+ Ny + 522 =1-225 20 + Ny =1 — 22" - 1820 =

_ (1=28a-D-100450°  a—1-22°+22°—100+50°  3a’+2n’-9a—1 3+ ’-oa-1
- A—1 - A1 o A1 o 2(2’-1) o

3’22 —oa—1 2
2(2\2—1) A1

X—y—z=ANx=y+z+ A=

_ A=) (3> +22°=92—1)+(22—2) (A~ 1)+22—=1) (A’ ~1) _
20-1)(x"-1)

st o’ o’ a—sa’ ol +oat 122’ —2a—22 %y 2+ (20— 2 (WP -1)
20-1)(x*-1)

B 7 R b TN N W Ny N S Ty N7 Sy s Ly -/ T
20-1)(x"-1) 20-1)(3°~1)




Paral=— 1M = (—=22 —3 —11 =11 =1 —1 12 — 1)>Rang M

>]-2-31-1-121 -1 —-1|=—2+1-5+1—-4+ 3 =— 6+0=>Ran

Paral=1=M = (2231 -1 - 11 -1 -1 121)=RangM ={C, C,

512211 =121 —11|=—2—-1+4+ 1+ 4 — 2 =— 520=>Rang M = 3

Para{A =— 1A = 1}=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.
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2°) Se considera la recta r={x + y—1=0x+2z+1=0 y el plano
m=x + my — z = 6. Determine m para que r sea paralela a m. Para ese valor de m,

calcule la distancia entre 7 y .

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

=x+y—-1=0x+2z+1=0=2x=%A y=1—-X% z=—1-2A=2r={x =A

Un punto y un vectorder son P(0, 1, — 1)y v o= (1, — 1, — 1.

Un vector normal del planom=x + my — z = 6 esr_{: 1, m —-1).

Una recta y un plano son paralelos cuando el vector director de la recta y el
vector normal del plano son perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
von = =1, -1, - D1, m —1D=1-m+1=0 m=2.

Larectaryelplano wson paralelos param = 2.

Param = 2esni=x + 2y — z = 6.

La distancia de un punto PO(xO, Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
e dad . d(P ) |Ax +By +Cz +D|
viene dada por la formula ,T) = :
0 VA +B

Aplicando la férmula al punto P(0, 1, — 1) y al plano
m=x + 2y —z—6 =0:

d(P,ﬁ):: ‘JF:;ZQjIF = VEIZ;I ¢g Jg .

1-042:1-1-(-1)—6 0+2+1-6 -3 3 3+/6 6 .
| =D L= 128 —(=£umdades.
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3°) Sea la funcion f(x) = ex(x — 2). Estudie el dominio, asintotas, crecimiento,
posibles extremos relativos, convexidad y posibles puntos de inflexién de la funcion
f. Haga un dibujo aproximado de la grafica de la funcién f.

Por ser f(x) una funcién que es producto de dos funciones continuas cuyo
dominio es R: D(f) = R.

f@) =[x = 2] = e (= ©) == 0-comIndet. =

x—2

—Xx
e

= —= {L'Hopital} = L= lim '=—e "= =0.
—e

X—>—00 e

=

Eleje — X es asintota horizontal de la funcién.

No tiene asintotas verticales.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:
Eje X—f(x) = 0=x = 2 = A(2, 0).
EjeY-x = 0-f(0) =— 2=B(0, — 2).

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(x) = ex-(x - 2)+ el = ex-(x - 1).

Decrecimiento:f'(x) < 0=xe(— oo, 1).

Crecimiento:f'(x) > 0=xe(1, + ).

Para que una funcidon tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicidon, que es
necesaria, no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.



f@=0me"(x - 1)=0; x - 1=0=x =1
f@=e"(x— D+e1=xe"
f”(l) = 1-e' = e > 0=Minimo relativo parax = 1.

f()=e(1 — 2) =— esMinimo: P(1, — e).

Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

f (X)= 0x-e" = 0=x = 0.

Concavidad (n):f”(x) < 0=>xe(— oo, 0).

Convexidad (U):f”(x) > 0=>x€(0, + ).

Una funcion tiene un punto de inflexion cuando se anula su segunda derivada y
es distinta de cero la tercera derivada para los valores que anulan la segunda.

fm(x) = 1€ 4 xe = ex(x + 1).
fm(O) = eO-(O + 1) = 1#0=Punto de inflexion parax = 0.

£(0)=e’-(0 — 2) =— 2=Punto de inflexién: A(0, — 2).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que aparece
en la figura adjunta.

.........................................................................................
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4°) Calcule I = | Lx"-dx. Observacion: Lx representa el logaritmo neperiano de x.
1

Se resuelva en primer lugar la integral indefinida:

2
= [ Lx"-dx = | 2xLx-dx = 2 xLx-dx = {u = Lx—>du = —dx xdx = dv-v = =
A= (Lxd 2xLx-dx = 2 [ xLx-d Lx—du = —dx xdx = d :

=>2.x_2.L _Z.Ix_z.i.d e — [ x-dx = 2L _x_z_l_C_
—-Lx o dx = x-Lx x-dx =x -Lx — 5 =

2
x
=T'(2LX - 1)+ C = A.

I = Zsz-dx = leZ-(ZLx - 1)]? [62—2-(2Le - 1)]— lsz-(ZLl - 1)]:

2

e2 1 e 1 ez+1
:7.(2 —1)—7{0— 1):T+7: >

2
I=fo2-dx= el
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE VALENCIA

JULIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcion. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni almacenar
texto o fébrmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1°) Se da el sistema de ecuaciones
{x+y+2z=2 —3x + 2y +3z2=—22x +ay — 5z =— 4 , donde

a es un parametro real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando a = 0.
b) El valor del parametro a para el que el sistema es incompatible.

¢) Los valores del parametro a para los que el sistema es compatible y determinado y
obtener la solucion del sistema en funcidn del parametro a.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(112 —3232a - 5) y
A'=(112 —3232a -5 2 —2 —4).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
|A|=1112 —3232a —5|=—10+6 —6a —8 — 3a — 15 =— 27 — 9a = 0;
3+ a=0>a=—3.

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:

Para a# — 3=Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.

Antonio Menguiano



Para a=0 el sistema resulta
fx+y+2z=2 —3x+2y+3z2=—22x+ay — 5z=—4 ,quees
compatible determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ |212-223-40-5| _ —20—12+16—10 _ —42+16 __ —26 _ 26

- -27 - -27 - =27 T =27 — 27"

_ 1122-3-232-4-5| _ 10+24+12+8+12-30 _ 66-30 _ 36 _ 4
y = -27 - -27 - =27 27 3"
;= [112-32-220—4| _ —8-4—8-12 _ —32 _ 32

- —27 - —27 27 T 27"

., ) 26 4 32
Para a = 0 la solucion del sistema es: x = 5 Y == 5 Z =5

b)
Paraa=—3esA'=(112 - 3232 -3 -5 2 -2 —4)=>RangA’=>{C1,

5112 =32 =22 —3 —4|=—8+ 18— 4 — 8 — 6 — 12#0=>Rang A = 3

Paraa =— 3=>Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

El sistema es incompatible paraa = — 3.

Segun se deduce del apartado a):

El sistema es incompatible determinado VaeR — {— 3}.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ |212-223-4a-5| _ —20-12-4a+16-6a—10 _ —26-10a _ 2(13+5a)
- —27-9a - —9(3+a) T —9(3+a) ~ 9(a+3)
_ |122-3-232-4-5| _ 10424+1248+12-30 _  66-30 __ 36  _ —4
y = —27-9a = ~9(3+a) = To@B+a) . —93+ta) _ 3ta-
_ |112-32-22a-4| _ -8-6a—4-8+2a—12 _ —32-4a _ 4(8+a)
z= —27-9a = —9(a+3) = To(@+3) _ 9(a+3) "

2(13+5a) =4 _ 4(8+a)
9@a+3) * 7 7 3+a’ “ " 9(@a+3) "’

La solucion del sistema es: x =
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2°) Se dan los puntos A(0, 0, 1), B(1, 0, — 1),C(0, 1, — 2)y D(1, 2, 0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano 1 que contiene a los puntos A, By C.

b) La justificacion de que los cuatro puntos A, B, C y D, no son coplanarios.

c¢) La distancia del punto D al plano m, y el volumen del tetraedro cuyos vértices son
los puntos A, B, Cy D.

“ Los puntos A, B y C determinan los vectores:
AB=[B — Al=[(1, 0, — 1)— (0,0, D] = (1, 0, — 2).
AC = [C — A]=1[(0,1, —2)—(0,0, D]=(0, 1, — 3).
Considerando el punto A(0, 0, 1):
n(A; AB, ch)z Ixyz—110 —201 —3|=0; z—1+2x+3y =0
nm=2x + 3y +z—1=0.
b)

Los puntos A, B, C y D son coplanarios si el punto D pertenece al plano T:

nm=2x+3y+z—-1=0D(1,2,0)}=221+32+0-1=2+6—-1=7+0

Queda justificado que los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

c)
O)alplanoAx+By+C‘z+D=O

|Ax +By +Cz +D|
NV

Aplicando la formula al plano m=2x + 3y +z —1 =0 y al punto
D(1, 2, 0):

La distancia de un punto P o(xo’ Yy Z

viene dada por la formula d (P . n) =



d(D, ) = |2:143-240-1] _ [246-1] _ 7 _ 714 _ 14
’ NEIE Jaror1 414 14 2

unidades.

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
que los determinan:

AD=1[D — A]=[(1, 2, 0)— (0,0, D] = (1, 2, — 1).

V,se = |AB, AC, AD|=<+10 =201 =312 —1|=5-(-1+2+6)=—¢1
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3°) Se da la funcion f definida por f(x) = X+ |x|, donde x es un nimero real
cualquiera y |x| representa al valor absoluto de x.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El punto o puntos donde la grafica de la funcion f corta a los ejes coordenados.

b) La justificacion de que la curva y = f(x) es simétrica respecto al eje de
ordenadas.

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f.

d) La representacion grafica de dicha curvay = f(x).

0 2
e) Las integrales definidas | L= [ f(x)dxel , = [ f(x)-ax.
-1 0

a)

Teniendo en cuenta que |x| = {— xsix < 0x si x=0 la funcion f(x) puede

: o . 2 .
redefinirse de la forma siguiente: f(x) = {xz —xsix<0x + x si x=0.
La funcion contiene al origen de coordenadas, por ser f(0) = 0.

Ademas, corta al eje X en los puntos siguientes:

XE(— o0, 0)=>f(x) = X —x = x(x —1)= 0=x = 0, x, = 1. No corta al

eje X en su parte negativa por no pertenecer x = 1 al intervalo (— oo, 0).

x€(0, + oo)=f(x)= X+ x = x(x + 1) = O=>x1 = 0, X, == 1. No

corta al eje X en su parte positiva por no pertenecer x =— 1 al intervalo (0, + o).

ElUnico punto de corte de f(x) con los ejes es el origen.

b)
Una funcioén es simétrica con respecto al eje Y cuando f(— x) = f(x).

Utilizando la expresion dada:

f=0) =0 +|-x=x"+|- x| = f(0).

Queda justificado que f(x) es simétrica respecto al eje de ordenadas.




f'(x)={2x— 1six<02x+ 1 six=0.

Crecimiento: f'(x) > 0=x€(0, + o).

Decrecimiento: f'(x) < 0=2x€(— o, 0).

d)

Considerando la parabola g(x) = X - x, que es convexa (U) y cortas el eje X
en el origen y en el punto A(1, 0); su vértice es el siguiente:
g'(x)z 2x — 1 = 0-x =%.
1\ _ (1} 1 _ 1 1 _ 1 1 1
I(7)=0) ~T=5-7=5=V(z -7)
Otros puntos de g(x) son (— 1, 2), (— 2, 6), (— 3, 12).

Considerando la parabola h(x) = X+ X, que es convexa (U) y cortas el eje X
en el origen y en el punto B(— 1,0); su vértice es el t1r 1Y
siguiente:

h'(x) =2x +1=0->x =— %

1 1\ 1 _ 1 1 1 1 | 1I |
g(—7)= (—7) —7=T—7=—T=>V2(—7» _T)-
Otros puntos de h(x) son (1, 2), (2, 6), (3, 12).

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la que aparece al lado.

0 0 2 3 2 0
= [ feydr = [ (¢ - Jax =[5 - 2| =

-1 —

| e o ay_ 1,1 _ 243 _ 5
_0[3 2]_(3 )_3+2_ 67
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OPCION B
1°) Se dan las matrices A = (11 — 1121011),B=(01 — 121210 — 1)
el =(100010001).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El determinante de las matrices A-(Z-BZ) y A-(Z-BZ)-(SA)_l.

: -1 -1 171
b) Las matrices A 'y [(B -A) -B] :
c¢) Las solucidn de la ecuacion matricial A-X + B-X = 31.

a)

B°=BB=(01-121210 —1)(01 — 121210 —1)=(11343 —2 — 1

A.(2.32)=(11 —1121011)[2:(11343 —2 —110)]=

=(11 —-1121011)-(22686 —4 —220)=(12621616 — 268 — 4

|A-(2-B2)|:|12621616 — 268 —4|=1222]63188 —134 —2|=

= 8(— 96 + 32 — 9 — 24 + 24 + 48) = 8-(80 — 105) = 8-(— 25) =— 200.



|A-(2:B%)| =— 200.

También puede hacerse de la forma siguiente: teniendo en cuenta que el
determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de las
matrices y que el producto de una matriz por un niamero es la matriz que resulta de
multiplicar todos y cada uno de los elementos de la matriz por el nimero:

|(2:8%)| = 2*|B"| = 81BI:IBI.

|A-(2:B°)| = 8:|A|"|B-B| = 8:|A|"|B|"|B|.

Al=111 —1121011|=2-1-1-1=-1.
B=101 — 121210 —1|=2+1+2 =5,

|4-(2-B°)| = 8-(= 1)-5-5 =— 200.

T Al 7T

2 -1 3 1 1
A-(2-B")-(34) | = |A|-2"|B|:|B|-5;r = 8|Al|B|"|Bl-—=— =
34] =

8 =2 _ 200

|a-(2:B%)-(34) | = 2=

b)
Se obtiene lainversade A = (11 — 1121011) porel método de
Gauss-Jordan.

(I)=(100010001):{F2—>F2—F1}=>
= (100 —110001)=>{F »F —F,F,>F,—F,}=>(2 —10 —1101 — 11

=>{F3—>—F3}=>(2 ~10 —110 — 11 —1)=>{F1—>F1+3F3F2—>F2—2F3}:

>(—12 -31-12 -11 -1)=24 '=(-12 =31 -12 —11 — 1)

[(19-,41)‘1-3]_1 - [,4‘1-13‘1-3]_1 = [A_l-l]_l = (A_l)_l = A



[(B-A)_l-B]_l - A

c)
AX + B-X = 3I; (A + B)-X = 3I. Multiplicando por la izquierda los dos

términos por (4 + B)_l:
A+B) “(A+B)X=@A+B) -@I); I'X=(+B) @)=
SX=(A+ B -@3D.

A+B=(11-1121011)+(01 —121210 —1)=(12 —233311

(A + B)_1 se obtiene por la adjunta de la  traspuesta:

-1 _ Adj. de (A+B)"
(A + B) ==

A+ B|=|12 —2333110|=6—-6+6-3=3. (A+B)=(131231 —

Adj. de (A + B)' =(13130] —|21 —20][23 —23| —[3130]||11 — 2

=(—3 —-21232 —901 —-3)>A+ B) '= Adf'ljﬁl*m =—=(-3 — 21232

X=@A+B) -BD=—(-3 —-21232 — 901 —3)3[ = (-3 — 2123

X=(—3-21232 =901 — 3).

sesk skeosk kosk skok skok



2°) Se dan los planos m=x + y + z = 1 yo=ax + by + z = 0, donde a y b son
dos parametros reales.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a y b para los que el plano o pasa por el punto P(1, 2, 3) vy,
ademas, dicho plano o es perpendicular al plano .

b) Los valores de a y b para los cuales sucede que el plano o pasa por el punto
Q(0, 1, 1) y la distancia del punto M(1, 0, 1) al plano o es 1.

c) Los valores de a y b para los que la interseccion de los planos my o es la recta r

para la que el vector v = (3, 2, — 5) es un vector director de la recta r, y obtener un
punto cualquiera de la recta .

a)

Si el plano o pasa por el punto P(1, 2, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

o=ax + by +z=0P(1, 2,3)}»a+2b+3=0;, a+ 2b=—3.
(1)

Si el plano o es perpendicular al plano m, sus vectores normales también son
perpendiculares.

n_ = 1, 1, 1)yn(y = (a, b, 1).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
n-n_ = (1,1, D(a b, )=a+b+1=0 a+b=—1. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+2b=—3a+b=—1}a+2b=—3 —a—-b=1 }»>b=—2,a=1

b)
Si el plano o pasa por el punto Q(0, 1, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

o=ax + by +z=00Q(0, 1, 1)}=b+1=0=b =— 1.

La distancia de un punto P o(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0



|Ax +By +Cz +D|

Aplicando la férmula al plano c=ax — y + z = 0y al punto M(1, 0, 1):

d(M, ) = 15>—1e=0 1 Jatll _ _atl _ g5 41 =1/d + 2
N+ 1 A1+l A2

a2+2a+1=a2+2; 2a=1=>a=%.

viene dada por la formula d (P . n) =

c)
Larectar interseccionde m=x + y + z = 1yo=ax + by + z = O tienela
expresion: r={x + y+z=1 ax+ by +2z=0.

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es

cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan

-

[{1:(1, 1, Dn = (a b 1)}=>v'r=|ijk111ab1|=i+aj+bk—ak—

=1-bi+(a-1Dj+b-a)k=@3,2, —5)=>{1-b=3a—-1=2b—-a-=

>a=3,b=—2>=>r=fx+y+z=1 3x—-—2y+2z=0.

Un punto cualquiera de r es una solucion del sistema compatible indeterminado
que forman las ecuaciones de la recta, por ejemplo, haciendo x = 0:

y+z=1-2y+2z=0} y+z=12y—2z=0}=3y=Ly=—2=1-

|~

Unpuntoderes N(O,

2
;?-

w
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3°) La diferencia de potencial “x” entre dos puntos de un circuito eléctrico provoca el
paso de una corriente eléctrica de intensidad “y”, que esta relacionada con la

: : : ., 2 :
diferencia de potencial “x” por la ecuacibon y =— x — x + 6, siendo 0<x<2.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La gréfica de la funcion f(x) =— X —x+6 y deducir, grafica o analiticamente,
el valor de la intensidad “y” cuando la diferencia de potencial “x” es 0 y el valor de la
diferencia de potencial “x” al que corresponden una intensidad “y” igual a 0, siendo
0<x<2.

b) El valor de la diferencia de potencial “x” para el que es maximo el producto y-x de
la intensidad ““y” por la diferencia de potencial “x”, cuando 0<x<2, y obtener el
valor maximo de dicho producto y-x, cuando 0<x<2.

c) El area de la superficie situada en el primer cuadrante limitada por la curva
y = f(x), el eje de abscisas y el eje de ordenadas.

a)

La funcién f(x) =— x — x + 6 es concava (N) y su vértice es el siguiente:

y'(x) =— 2x — 1. y'(x) =0=>—-2x —1=0-x =— %

R R e R e

>x =—3,x,=22A(- 3, 0)yB(2, 0).

La representacion grafica, aproximada, de la & i fi 77
situacién se indica en la figura adjunta.

Analiticamente se deduce el valor de la
funcion para x = 0: f(0) = 6, asi como los valores =~ i firrE
de x que anulan la funcion, que sonx =-3yx=2, _f. |\
pero como tiene que ser 0<x<2, solamente vale el ~af |t Ky
valor positivo de x.




Graficamente los valores pedidos son los puntos C y B, respectivamente.

b)
., 2 3 2
La funcién producto P(x) = xy = x-(— X —x+ 6) =—Xx —Xx + 6bx.

P(x)=— 3x" — 2x + 6.

La condicion necesaria para que una funcion tenga un maximo en un punto es
que se anule su primera derivada y sea negativa su segunda derivada para los valores
que anulan la primera.

PX)=0> —3x —2x+6=10; 3x + 2x — 6 = 0; x = —224H72 _

23
2476 —24+/419 _ —242/19 _ —1+/19 oy = —1—/19 X = —14+/19
-6 6 - 6 -3 1 3 72 3
., —1—/19 . ..,
La solucién X, =—7 —se deshecha por no cumplir la condicion 0<x<2.

. ~1+4/19
Elproducto y-x es maximo para x = Tr

El valor del producto maximo y-x es el siguiente, considerando el valor

aproximado de x = %@El, 12:

P(1,12)=—1,12" = 1,12° + 61,12 =— 1,40 — 1,25 + 6,72 = 4,07,

Elvalor maximo, aproximado del producto y-x es 4,07.

c)

Y

De la observacion de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

2 2
S=[feodx =[(-x" - x +6)dx =
0 0
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DE VALENCIA

JUNIO — 2016
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcion. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni almacenar
texto o fébrmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1°) Se da el sistema de ecuaciones
fax —z =a 2x+ay+z=12x+z =2 , donde a es un parametro

real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es incompatible.
b) Todas las soluciones del sistema cuando éste sea compatible indeterminado.

¢) Las soluciones del sistema cuando a =— 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=@0 —12a1201)yA'=(@0 —12a1201 al?2).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

[Al=1a0 —12a1201|=a" + 2a=0; a(a + 2)=0=a =0, @, =— 2

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:

Para {a#0 a# — 2)}=>Rang A = Rang A = 3 = n®incég.=S. C. D.
Paraa = 0esA =(00 — 1201201 012)=>RangA >0 —1021121:

Antonio Menguiano



=12122|= 4 — 2 = 2#0=Rang A = 3.

Paraa = 0=>Rang A = 2, Rang A = 3=Sistema incompatible.

Paraa =— 2esA =(-20 —12 —21201 —212)={F =—F}= Rang4 :

Paraa =— 2=>Rang A = Rang A=2<ne incog.=S. C. I

b)

Para a=—2 el sistema resulta
{(—2x—z=—2 2x—-2y+z=12x+2z =2 , que es equivalente al
sistema{2x — 2y +z=12x +z = 2 , que es compatible indeterminado.

Haciendox = Aesz = 2 — 2A.

2A—2y+2-2A=1;2y=1 y=—

2

Paraa =— 2 las soluciones son:x = A, y = % z = 2 — 2A, VAER.
c)

Para a=-—1 el sistema resulta:
{—-x—2z=—1 2x—-—y+z=12x+2z =2 , que es compatible

determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

g = Azto-ti-t1201) _ o=1-121) (142 _ g
o —1:(—1+2) o -1 o -1 o
_ lmi-1-t211221)  SAo4e2424242 o1 g
y = -1 - -1 -1
;= IZ10-12-11202) _ —=1-122) _ 0 _ 4
o -1 - -1 -1
Para a =— 1 las soluciones del sistemason:x =1,y =1, z = 0.
skokskoskskskskskksk

2°) Se dan las rectas r={x — 2y +z+3=03x+y—z+1=0 vy
s={x =1 y=2a z=a-2.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La recta t paralela a r que pasa por el punto P(0, 1, 0).



b) El plano 1 que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

c¢) La distancia entre las rectas r y s.

a)

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r={x —2y+2z+3=03x+y—-—2z+1=0=2y=»=>x+2z=—3+2A3x —z =
1 1 7
x==—1+,%8 2z=-3+2A+1—-A=—2+A

r={x =— 1 +%7\y = A z =— 2 +%7\ 0 mejor:
r={x =— 1+ A y=4A z=—2+7\.

Un vector director de r es v o= (1, 4, 7).

. . X
La recta t es, dada por unas ecuaciones continuas: t=—— =

b)
Dos puntosderson A(— 1, 0, — 2)y B(0, 4, 5).

Los puntos A y B determinan el vector: A_>B =[B —A]l=(1, 4, 7).
Un vector director de s es 1;; = (0, 2, 1).

El plano m pedido tiene la siguiente ecuacion general:

n(A; AB, Js)z x+1yz+2147021|=0;

4x+ D+ 2z+2)—14x+1)—y=0, —10(x+ D+ 2(z+2)—y=0;

—10x =10+ 2z + 4 —y = 0.
m=10x +y — 2z + 6 = 0.

c)

Las rectas r y § se cruzan o se cortan por ser linealmente independientes sus

vectores dlrectoresv = (1, 4, 7)yv = (0, 2, 1).

Es de suponer que se cruzan; en el caso de que se corten, su distancia seria 0.



Unpuntodeses C(1, 0, — 2).

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

‘_._,.-r.-l‘ l__""—l__‘__‘_

=7 P |

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores

- -

de las rectas v yvy el vector m.

-

Mm=AC=C—A=(1,0, —2)—(=1,0, —2)= (2 0, 0).

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

V‘Uxm'
r s

- -

- - — - - - -
V=v-(v Xm)z'v ><v|-h=|v ><v|-d:>d=
r \s r s T s 1]><v|

v Xv =[ijk147021|=4i+ 2k — 14i —j=— 10i —j + 2k =(— 10, — 1, 2

i, $) = v, (v, x m)| _ 1147021200 _ |8—28] _ 20 _ 20 _ 20105
) - - _
‘vr X vs| (=10, 1, 2)| \/(_10)2+(_1)2+22 \100+1+4 105 105

d(r, 5) = 20

T unidades.

seskeoskoskoskoskoskoskoskok

3°) Se da la funcién f definida por f(x) = ——

x2—5x+6 )



Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Dominio y asintotas de la funcion f.
b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f.

c) El valor de a > 4 para el que el area de la superficie limitada por la curva
y = f(x)ylasrectasy = 0, x = 4yx = aes L(3/2).

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es el conjunto de los niumeros
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

2 5++/25—24 5++/1 5+1
x—5x+6=0;x=_2 =‘2\f=5=>x1=2,x2—3.

D(f)=R — {2, 3}.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores reales
de x que anulan el denominador.

Lasrectas x = 2y x = 3 son asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma
la funcion cuando x tiende a & oo:

k=f(x) =———=0.

x2—5x+6

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcidn.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, {m#0, m+#o0} siendo:

o= ey = [L2 ]
x X
1
m = f(x) — x —5x+6 — llm + — 0.
x x X—00 x(x —5x+6)

No tiene asintotas oblicuas.

b)



Una funcidn es creciente o decreciente cuando el valor de su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente.

—(2x-5) — 5—2x
(x2—5x+6)2 (x2—5x+6)

f)=

2 T
2 .. :
Por ser (x — 5x + 6) > 0, Vx€R, f (x) es positiva o negativa cuando lo

sea la expresion 5 — 2x.
5 —2x = 0; 2x = 5-x = == {f () > 02x <~ f (x) < 02x > .

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > 0=xe(— 00,2) U (2,%).

Decrecimiento: f'(x) < O=>xe(%, 3) U (3, + o0).

c)

Para valores de x>4, todas las ordenadas de f(x) = ﬁ son positivas, por
X —5x+

lo cual es:
a

}f(X)'dx = L3 [w——dx =L+ (¥
4 4 X —5x+6

Se resuelve previamente la integral indefinida:

sz;-dxzf;-dxzf( Ay £ )-dx. (1)

x2—5x+6 (x—2)(x—3) x—2 x—3
A B A(x—3)+B(x—2) Ax—3A+Bx—2B (A+B)x+(—3A—2B)
+ = = > = > =
x—2 x=3 (x=2)(x=3) x —5x+6 x —5x+6

= A+B=0—-34A—-2B=1}—-2A—-2B=0 3A+2B=—1}>A4 =—

Sustituyendo en (1) los valores de A y B obtenidos:

sz;-dx=f( - )-dx=—L|x—2|+L|x—3|=L

x—2 x—3

x—3
x—2 |



Considerando el valor obtenido de I, 1a expresion (*) resulta:

x—=31* _ .3
=], = 1=

x—3
x—2

a 3
] == Porsera > 4:
4

3 3 a—3
2 _Lz' La—2

a—3
a—2

— (L1 -12)=13 - L2; L

+ L2 = L3 — L2;

a—3
a—2

L22 — 13 -2[2=13—-14=L>= =3. 4a — 12 = 3a — 6.
a—2 4 4

a = 6.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



OPCION B

1°) Se dalamatrizA = (/50001 —2021).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La comprobacion de que AT = 5_1-At, siendo A la matriz traspuesta de A.

b) Los valores del pardmetro real A para los cuales A — Al no es invertible, siendo I
la matriz identidad de orden 3.

c¢) El determinante de una matriz cuadrada B cuyo determinante es mayor que 0 y

) Lo—1 t
verifica la ecuacion B = B .

a)
i i : .4~ _ Adj. ded’
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: A = o
Al=[50001 —2021]|=+/5+ 45 = 55. A'=(/5000120 —21)

Adj. deB'= (112 — 21| —10201[[010 —2| —100 —21|]5001| — |/5¢

1)

574" =+(5000120 —21)= (0004 F0 -2 4},

e

-1 Adj.deA” _ (5000+/5250-255) _ (5 12
A= Adiged - _(5000550

Queda probado que A =5 A",

b)
A-M=(/50001 —2021)- (A00020002)=(y/5-20001 — 2 —

Una matriz no es invertible cuando su determinante es cero:

A= M|=]5-20001 -2 —2021—24]=0; (5-2)@ -0+ 4(5 - 1)=



(5= -D"+4]=0 (5-2)(1-22+2"+4)=0;
(V5= 2)(A" = 24 + 5)= 02" — 24 + 5 > 0, VAER =1 =+5.

Lamatriz A — Al no es invertible para A = \/g

B =8" Multiplicando por la izquierda los dos términos por B:

-1 t t

B-B =BB; I =B'B.

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es igual al
producto de los determinantes de las matrices y que |I| = 1; también que el
determinante de una matriz es igual que el determinante de su matriz traspuesta:

1] = |B-Bt|; 1= |B|-|Bt| = |B|-|B| = (|B|)2 = |B] = £4/1; como tiene que
ser |[B| > 0:

IB| = 1.
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2°) Se da el plano m=6x + 3y + 2z — 12 = 0y los puntos A(1, 0, 0), B(0, 2, 0)
y C(0, 0, 3).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion implicita del plano o que pasa por los puntos A, By C.
b) El area del tridngulo de vértices A, By C.

¢) Un punto P del plano 1 y el volumen del tetraedro cuyos vértices son P, A, By C.

“ Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
AB =[B — A]=[(0, 2, 0)— (1, 0, 0)] = (— 1, 2, 0).
A_)C =[C — A]=1(0,0, 3)—(1,0,0]=(-1,0, 3).
o(4; AB, AC)=|x — 1yz — 120 — 103|=0; 6(x — 1)+ 2z + 3y = 0
o=6x + 3y + 2z — 6 = 0.
b)

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1 | A7 - 1 .. L _
SABc:7'|ABXAC|=7'||l]k — 120 — 103 =—16i + 2k + 3j|=
1 2 2 2 1 1 7
=7'\/6 +2 +3 =7-\/36+4+9=7-w/49=7
_ 7.2
Supc =7 U~
c)

Un punto P del plano m=6x + 3y + 2z — 12 = 0 es, por ejemplo,
P(2, 0, 0).

-

AP =[P — A]=[(2, 0, 0)— (1, 0, 0)] = (1, 0, 0)

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores



que los determinan:

- -

_ 1
VABCP T 6 04, 0

B, OP|=~+|- 120 — 103100

seskoskoskoskoskoskoskoskok
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3°) Cada dia, una planta productora de acero vende x toneladas de acero de baja
calidad e y toneladas de acero de alta calidad. Por restricciones del sistema de

produccion debe suceder que y = 23—_5’6, siendo 0 < x < 2—53 El precio de una

10—x
tonelada de acero de alta calidad es de 900 euros y el precio de una tonelada de acero
de baja calidad es de 300 euros.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los ingresos obtenidos en un dia en funcién de x.

b) Cuantas toneladas de cada tipo de acero se deben vender en un dia para que los
ingresos obtenidos ese dia sean maximos.

¢) El ingreso maximo que se puede obtener por las ventas de acero en un dia.

a)
Ingresos = I(x) = 300-x + 900-y = 300-x + 900- 2130—_5xx _
= 300. _I_ 69——1536 — 300. 10x—x2+69—15x _ 300. —x2_5x+69
B X 10-x )~ 10—x - 10—x
_ X’ +5x—69
I(x) = 300-— = —
b)

Para que los ingresos sean maximos es condicion necesaria que se anule su
primera derivada:

' 2 2 2
I (x) = 300 (2x+5)-(x—10)—(x2+5x—69)-1 _ 3002 —20x+5x—50—2x —5x+69 _
(x—10) (x—10)
— 300 x°=20x+19
(x—10)°
’—20x+19

I(x) = 0=300 oy =0 X = 20x + 19 = 0; x = 2RH0T6 _
-

_ 20+4/324 __ 20+18
= : =

;= 10i9$x1 =1, x, = 19.

2

Por ser 0 < x <2—53 la soluciébn x = 19 no tiene sentido lbégico (para

minimo).
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Parax = eesy = |;— = —5— = 2. Los ingresos maximos se obtienen:

Vendiendo al dia 1y 2 Tm de acero de baja y alta calidad, respectivamente.

c)

1°45-1-69

1(1) = 300-—>

= 300-—= = 300-7 = 2.100

Elingreso maximo al dia es de 2. 100 euros.

seskoskoskoskoskoskoskoskok
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