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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de

resultados deben estar suficientemente justificados. m
OPCION A

.

1°) Se quiere hacer una puerta rectangular coronada por un h

semicirculo como el que indica la figura. El hueco de la puerta
tiene 16 metros cuadrados. Si es posible, determina la base x para
que el perimetro sea minimo. ! X

El valor de la superficie en funcion de los valores de x y h:

2
x n 2

2
Sk = xh +5m(5) = xh+ 55 = xh+ 5" = 16,
h = 16_%"62 _ 128—mx”
- x - 8x

El perimetro en funcion de x es el siguiente:

128—mx” 128—mx’
p=2h+x+nx=2-T+x+nx=T+x+nx=
2 2 2 2 2 2
128-mr'+4x’+amx’ 1 128+4x’+3mx’ _ 1 (4+3mx’+128
- 4x T4 x T4 x :

Para que la superficie sea maxima es condicidon necesaria que se anule su
primera derivada:

S'(x) _ 1 24430 -(443mx’-128 _ 1 (4+31T)x2—128.

4 e 4 e
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1 (4+3mx°-128
4 2

2 128 128
X =g 5-=x =+ A/ 13 =3,09.

El perimetro es minimo para x =+

S(x)= 0> = 0; (4 + 3m)x" — 128 = 0; (4 + 3m)x" = 128;

128
4431

=3 09 metros.
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2°)  Considera la region limitada por las curvas y = f(x)= X e

y =gx)=— X+ 4x.
a) Esboza la gréfica de la region dada, hallando los puntos de corte de ambas curvas.

b) Expresa el area como una integral. c¢) Calcula el area.

a)
Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

X =—x 4+ 4x; 2x° — 4x = 0; X - 2x = 0=>{x1 = 0-0(0, 0) X, = 2-A(2, 4

La pardbola y = g(x) =— X+ dx
corta al eje OX en los puntos siguientes:

y=—x2+4x=0; —x(x —4)= 0=

> {x, = 0-0(0,0) x, = 4-B(4,0) .

. 2

La parabola y = f(x) = x, por ser

simétrica con respecto al eje OY pasa por el origen y por los puntos A(2, 4) y por su
punto simétrico C(— 2, 4).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

b)
Por ser las ordenadas de la pardbolay = f(x) =— X+ dx iguales o mayores

que las correspondientes ordenadas de y = f(x) = x° en el intervalo del 4rea a
calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

S = }[g(x) — f(x)]dx = }[(— X+ 4x) — xz]dx = }(— 2x" + 4x)-dx.
0 0 0

2
—_— — 2 .
S—{( 2x +4x)dx.




3 3 3
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3 2 3
[— 2 +2x2] =(— 22 +2-22)—0=—£+8=
0

g8 2
—?u = S.
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3°) Considera las matrices A = (— 2 — 20 — 21000 —2)yX=(xyz).

a) Determina los valores de A para los que la matriz A + Al no tiene inversa (I es la
matriz identidad).

b) Resuelve A-X =— 3X. Determina, si existe, asigna solucion con x = 1.

a)
A+AN=(=2—-20-21000 —2)+ (A000A000A)=(QA—2 — 20

A+ M=03A—2 —20 —2A+1000A—2]=0; A — 2)°A + 1) — 4(\ —

b

A-2DA-2DA+D-4=0 A—2)A -1 —6)=0=A =2

A R R . R

LamatrizA + M no es invertible paral =— 2, A = 2y A = 6.

b)
AX =—3X; AX +3X =0; (A+3DX=0;

Del apartado anterior sabemos que la matriz A + Al no es invertible para
A =3 por lo cual, la matriz
A+31=3-2 -20-234+10003-2)=(1 —20 —240001)
no es invertible y el sistema resulta:

(1 —20 —240001)(xyz)=(000) x—-2y=0 —2x+4y =0
, equivalente al sistema homogéneo: x — 2y = 0 z = 0}, cuyas soluciones
son:

x =2y = wz =0, VUER.




En particular, para x = 1=p = %=> Solucion: x = 1;y = %;z = 0.

seskoskoskoskoskoskoskoskok

4°) Considera el punto P(1, —1,0) y la recta
r={x=1+3ty=—2 z=t

a) Determina la ecuacion del plano T que pasa por P y contiene a 7.

b) Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

a)
Un punto y un vector directorde r son Q(1, — 2, 0)y v o= (3,0, 1).

Los puntos Py Q determinan el vector PQ = [Q — P]= (0, — 1, 0).

El plano 1 que pasa por P y contiene a r tiene la siguiente expresion general:

n(P; P_>Q, 1;;) lx =1y +1z0 —10301|=0; —(x— 1)+ 3z=0.

x—1—-3z2=0=>mnm=x—-—3z—-—1=0.

b)
El haz de planos perpendiculares ar es B=3x + z + D = 0.

El plano @€ que contiene al punto P(1, — 1, 0) es el siguiente:

B=3x +z+ D = 0 P(1, —1,0)}>31+ 0+ D = 0;

3+ D=0=D=—3=3¢p=3x+2z— 3 =0.



El punto Q interseccidn de la recta r con el plano @ es el siguiente:

e=3x+2z—-3=0 r={x=14+3ty=—2 z=t =230 +3)+t -3
349t+t—-—3=0; 10t=0=2A=0= Q(1, — 2, 0).
Para que P sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:
PQ=QP'=>(0, —1,0=[P - Q|=[x y -1 -2 0]
O —-L,0=x—-1,y+2,z-0)=2{x—-1=0>x=1 y+2==1>y=="

= P'(1, — 3, 0).

seskoskoskoskoskoskoskskok



OPCION B

2
X

x—1"

1°) Considera la funcion f definida por f(x) =

para x#1.

a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

b) Estudia y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f. Calcula
los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que alcanzan).

a)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a més o menos infinito.

4
k=fx= x’il = oo= No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x —1=0>=Larectax = 1es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

m =-%L y n = [f(x) — mx], con m finito y m=#0.

n = [f(x) — mx] =(xx_21 — 1-x) =% = 1.

Asintota oblicua: y = x + 1.

b)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente:

2

' 2x~(x—1)—x2-1 2" —2x—x" x'—2x x(x—2)
x) = = = = .
f &) (x—1) (x—1)" x-1)° (@-1°

f'(x)= Ozﬁ}z 0; x(x —2)=0=>x_ =0, x_ = 2.
(x—1) 1 2



Las raices halladas dividen al conjunto de los numeros reales en los tres
intervalos (— oo, 0), (0, 2) y (2, + o) en los cuales el signo del numerador es,
alternativamente, positivo o negativo. Teniendo en cuenta el valor, por ejemplo 3
€ (2, + o0), que el numerador tiene por valor: 3-(3 — 2) = 3 > 0y el dominio de
la funcién que es D(f)=R — {1}, los periodos de crecimiento y decrecimiento son
los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0=x€(— o, 0) U (2, + ).

Decrecimiento: f'(x) < 0=x€(0, 1)U (1, 2).

La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo es que
se anule su primera derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre
a la segunda derivada: segin que sea negativa o positiva para los valores que anulan
la primera derivada se trata de un maximo o de un minimo, respectivamente.

' 2_2 )
fo=-"—r="5

1) (x—1)
" _ (2x—2)(x—1)2—x(x—2)-[2-(x—1)-1] _ _@x=)(—D—2x(x—=2) _
f S =
_ 2 —2x-2x42-2x+dx _ __ 2
(x-1)° (x-1)° "
f”(O) = —2_ < 0=>Maximo parax = 0.

-1’

f(0)= 0 = Maximo: 0(0, 0).

2
2-1)°

fQ@=

= 2 > 0=>Minimo parax = 2.

2° 4

fR)=57F=7T=4 = Minimo: P(2, 4).

seskoskoskoskoskoskoskoskok



16
2°) Calcula |
1

\fcf:\"f : (sugerencia t = \4/;)
X X

= 4-[272— 2 + L2 + 1)]— 4-[172— 1+ L(1 + 1)]:

=4-(2—2+L3)—4-(%—1+L2)=4L3—2+4—4L2:2—4L%:

=2 — 4L1,5=2 - 1,6219 = 0,3791.

16

A
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3°) Sabemos que el coste de 3 lapices, 1 rotulador y 2 carpetas es de 15 euros,
mientras que el de 2 lapices, 4 rotuladores y 1 carpeta es de 20 euros.

a) Sabiendo que 1 lapiz y 7 rotuladores cuestan 25 euros ;podemos reducir el precio
de cada uno de los articulos? Razona la respuesta.

b) Si por el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lapices ;cuanto cuesta cada
uno de los articulos?

a)

Sean x, y, z el nimero de lapices, rotuladores y carpetas que se compran,
respectivamente.

Del enunciado se deduce el sistema de ecuaciones lineales:
3x+y+2z=152x+ 4y + z = 20 x+ 7y =25}

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(312241170)yM' =((312241170 152025).
El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

IM|=1312241170|=28+1—8 — 21 = 0=Rang M = 2.

M=(312241170 152025)=>RangM'=>{F1<—>F3}=>(170241312
=

=>{F2—>F2— 2F F, > F, — 3F1}=>(1700 — 1010 — 202 25 — 30 — 60)=

Rang M = Rang M =2 < ne incég.=S. C. I.

Para resolver el sistema se desprecia una de las ecuaciones y se parametriza
una de las ecuaciones:

3x+y+2z=152x+ 4y + z = 20 x+ 7y =25}y =2A=3x + 2z = 15 -
325 = 7M)+ 2z=15—- A 75 — 21A + 2z =15 — A; 2z =— 60 + 20A=>

=>A =— 30 + 10A.
Solucion: x = 25 — 74,y = A,z =— 30 + 10A, VA€ER.

Del enunciado se deduce que la rebaja de los articulos es absurdo.




Por ejemplo, si A = 0 resulta que un lapiz costaria 25 euros; los rotuladores
“nos los regalan” y por cada carpeta que cojamos “nos regalan 30 euros”. En fin,
cosas de los que ponen estos examenes.

b) Si por el precio de una carpeta se pueden comprar 10 lapices ;jcuanto cuesta cada
uno de los articulos?

z = 10A=> — 30 + 10A = 10-(25 — 7A) = 250 — 70A; 80A = 280;
2\ = 7=A = 3,5.
x=25-735=25-245=0,5y=3,5z=—30+ 10-3,5 = 5.

Un lapiz cuesta 0, 5 euros; un rotulador, 3,5 euros y una carpeta, 5 euros.

seskeoskeoskoskoskoskoskoskok



4°) Considera los vectoresu = (1, 0, 1), v= (0, 2, ) yw = (m, 1, n)

- o - -

a) Halla myn sabiendo que u, vy w son linealmente dependientes y que w es

ortogonal a u.

- - -

b) Para n = 1, halla los valores de m para que el tetraecdro determinado por u, vy w
tenga volumen 10 unidades cubicas.

a)
- -
Los vectores {u, v, 1;/2 son linealmente dependientes cuando son
coplanarios, es decir: cuando el rango del determinante que forman es cero.

Rang{u, v, wl=101021mln|=0; 2n—2m —1=10. (1)

Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) cuando su producto escalar es

uw=02(1,0 1)(m1L,n)=0; m+n=0. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

2n—2m=1 n+m=0} 2n—-2m=12n + 2m = 0}=>4n = 1; n=%; m =

- -

- 5 S
u, v, wson linealmente independienes yu L wparam =—

%lH
S
I
I

b)
Paran = lesw = (m, 1, 1).

El volumen del tetraedro que determinan tres vectores es un sexto del producto
mixto de los tres vectores:

- o5 o

=L |u v, w|=10; |u, v, w|=60=]101021m11]= 60;

2 -2m—1=60; —2m=6l=>m=—-2-=—30,5.

sk skeosk kosk kosk skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

1°) Una imprenta recibe el encargo de realizar una tarjeta rectangular con las
siguientes caracteristicas: la superficie rectangular que debe ocupar la zona impresa

es de 100 cmz, el margen superior tiene que ser de 2 cm, el inferior de 3 cm y los
laterales de 5 cm cada uno. Calcula si es posible, las dimensiones que debe tener la
tarjeta de forma que se utilice la menos cantidad de papel posible. Si es posible,
determina la base x para que el perimetro sea minimo.

[} &

La superficie del -cartel es
5 S = x-y, que tiene que ser minima para lo cual
su derivada tiene que ser cero.

Lh

Lid

Para poder derivar hemos de

expresar una variable en funcion de la otra,

para lo cual tendremos en cuenta que la superficie a imprimir, que es la central, tiene
que ser de 100 cm?.

De la observacion de la figura se deduce que:

(x —10)(y — 5)=100; xy — 5x — 10y + 50 = 100; xy — 5x — 10y = 50;

50+5x
x—10 °

xy — 10y = 50 + 5x; y(x — 10)50 + 5x=y =

Sustituyendo el valor de y en la expresion de la superficie:

Antonio Menguiano



2
50+5x 5x +50x
S, y)=xy=5x)=x~— 5 =" 10
(10x+50)-(x=10)—(5x"+50x)-1 _ 10x —100x+50x—500—5x"—50x __
(x—10)° (x—10)°

S(x) =

5x°—100x—500
(x-10°

£ 100500 — 0; 5x” — 100x — 500 = 0; x — 20x — 100 = 0;
(x—10)

S(x) = 0=

2

204/400+400 _ 20+/800 _ 20+20n2 _ _ _
= = S5 = = 10£10v/2= {x, = 10 — 10:2x, = 10 + 10

La raiz negativa carece de sentido, por lo cual: x = 10 + 10\/5 =24, 14.

50+5-(10+1042) _ 50450+50y2 _ 100+50y2 _ 1045y2 _ 1042410 __
= = = - =

50+5x

~ x=10 T (10+1042)-10 1042 1042 2

= 52+ 5 = 5(y2 + 1)=12,07.

La tarjeta de minimo papel tiene 24, 14 cm de base y 12,07 cm de altura.

Perimetro = P(x, y) = 2x + 2y.

. 50+5x
Sabiendo que y = ——

_ _50+5x __10+x
P(x)= 2x + 2.—— 5~ = 2x + 10-——-

P(x)= 2 + 10-200-CHOL _ 5 4 0. 20210 _ 5 20 _ g
(x—10) (x—10) (x—10)°

=2 = ( 201(2,)2; (x — 10)2 = 100=>x = 20. (carece de sentido la solucion x = 0
Y
).

504520 _ 50+100 15
—  20-10 10 - :

La tarjeta de perimetro minimo tiene 20 cm de base y 15 cm de altura.
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2°) Determina la funcién f: R—R tal que f (x) = x-e, cuya grafica pasa por el
origen de coordenadas y tiene un extremo relativo en x = 1.

FOO)=[f (x)dx = fx-ex-dx:{u = x—du = dxdv = € -dx—v = ex}=>

>xe — [ede=xe —e +C=e(x — 1)+ C,.

Por tener f(x) un extremo relativoenx = les f '(1) = 0:

f(D)=0=e' (1 - 1D+C =0 ed+C =0=C =0.

fo=e( - 1.
f(x) = ff'(x)-dx = fex-(x — 1)-dx:>{u =x — 1odu = dxdv = ¢ -dx—v = ex}:>

S>x—-1De —[ede=(x—1)€e - +C=€(x—2)+C.
Por pasar f(x) por el origen de coordenadas es f(0) = 0:
FX)=0=e (x —2)+C=0; (0 —2)+C=0;, —2+C=0=C=2

f)=¢e"(x —2)+ 2.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



3°) Considera el sistema de ecuaciones A-X = B, siendo
A=(11120313m—-2),X=(xyz)yB=(m2m+1m—1).
a) Discute el sistema segun los valores de m.

b) Para m = 2, calcula, si existe, una solucién del sistema anterior para la que
z = 17.

a)
El sistema AX =B resulta ser
X+y+z=m 2x +3z=2m+1x+ 2y +(m—2)z=m

La matriz de coeficientes e A y la ampliada es
A=(11120313m—-2 m2m+1m —1).

|A|=111120313m —2|=6+3—-9—-2(m—2)=0; —2(m — 2)= 0=>m =

Para m#2=Rang A = Rang A=3=ne incég. =S. C. D.

Param = 224 = (111203130 251 ):>{Cl+c3=c4}:>RangA'= 2.

Param = 2=Rang A = Rang A=2 < n2%incédg. =S. C. L.

b)

Para m= 2 el sistema resulta
x+y+z=2 2x+3z=5 x+3y=1} que es compatible
indeterminado; despreciando la segunda ecuacién y haciendo y = A:

x+z=2—-A x=1-3A}21-3A+z=2-7 z=1+ 2\

Solucién:x =1 —3XA, y =21, z =1+ 2\ VAER.

De las infinitas soluciones se pide laque z = 17:

1 4+ 2X = 17=A = 8 = Solucion:x =— 23, y =8, z = 17.

st sfe ke sk skeosk skoske skok

4°) Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son vértices consecutivos del
paralelogramo ABCD.



a) Calcula el area del paralelogramo.

b) Halla la ecuacion general del plano 1 que contiene a dicho paralelogramo.

c¢) Calcula las coordenadas del vértice D.

a)
El 4rea de un paralelogramo es el modulo del producto vectorial de los dos
vectores que lo determinan.

Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) determinan los vectores:
v=AB=[B - Al=[2 22— 1, D]=(1 1, 1.

- -

w=AC=[C - Al=[(1, 3, 3)— (1, 1, D] = (0, 2, 2).

Sipep = WA= ij k1110221 =120 + 2k — 2 — 2j| = |- 2j + 2K| =

=2+ 28 =+ a=-8=202

2
SABCDz 2\2u .

b)
n(A; v, w)=lx -1y — 1z -1111022|= 0;

2 - D)+ 2z-1)H)-2x-D-2y—-1D)=0;, z—-1—-y+1=0, z—y =0

n=y —z = 0.

c)
AB=DC= (1,1, 1)=[C — D]=[(L, 3, 3) — (x, ¥, 2)];

(L1, 1H)=Q-x3-y,3—-2)2{1l—x=1->x=03 —-y=1-5y =23 —z =

st sfe st sk sk skosk skok



OPCION B
1°) Considera la funcion f: R—R definida por f(x) =

X —X

e te
2

a) Estudia y determina los intervalos de crecimiento y los intervalos de
decrecimiento de f. Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y
valores que alcanzan).

b) Halla la ecuacion normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = 0.

a)
Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(x) = %-(ex — e_x).

f'(x)= 0:%-(ex — e_x)= O=>e =e ; e =— e =1=x=0.

Crecimiento: f'(x) > 0=>x€(0, + o).

Decrecimiento: f'(x) < 0=>x€(— oo, 0).

b)
La pendiente de la ecuacion normal a la grafica de una funcion es igual a la
inversa con signo contrario de la primera derivada de la funcion en ese punto.

1 1 —2 :
m =— =— = =— oo. (es una recta vertical)

f@© () 0

Lanormala f(x) enelorigenes el eje de ordenadas: x = 0.
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2°) Considera el recinto del primer cuadrante limitado por el eje OX, larectay = x,
la graficay = % y larectax = 3.
X

a) Haz un esbozo del recinto descrito. b) Calcula el area del recinto.

c¢) Si consideras la grafica y = % en lugar de y =%, el area del recinto
X

correspondiente jseria mayor o menor que la del recinto inicial? ;por qué?

a)

Los puntos de corte de las dos funciones en el Y
primer cuadrante tienen por abscisas las raices reales
positivas de la ecuacién que resulta de la igualacion de
sus expresiones:

x =1 x'=12x = 1241, 1).
X

b)

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la que
aparece sombreada en la figura; es la siguiente, teniendo en cuenta que en el intervalo
(1, 3) las ordenadas de la recta y = x son mayores que las correspondientes

., 1
ordenadas de la funcion y = —:
X

_3_2+1_1_2_|_1_i_l_1_i_i_81+1—9—9_82—16_66_11
|2 2.3° 2 212 ] 2 18 2 2 18 18 T~ 18 3
11 2

S=Tu’:“3,67u
c
) Y

. . . ., 1
Si se considera la grafica de la funciény = —en 4

1 . 14
lugar de y = — la superficie seria menor por ser, a
X

partir de x = 1, las ordenadas de la gréfica y = 21- ....... .............. .......

1
x .
mayores que las correspondientes ordenadas de la -A)




grafica de la funcién y = % En la grafica siguiente se comprende mejor lo
X

expuesto.
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3°) ConsideraA = (kOkk + 1k00k + 1k + 1).

a) Discute el rango de A segun los valores de k.

2017

b) Para k = 1, calcula el determinante 2-(At-A_1) , siendo A la traspuesta de la

matriz A.

a)

A|=|kOkk + 1k00k + 1k + 1|=k(k + 1)+ k(k + 1)°

k(k + D[k + (k + D] = 0; k(k + D(2k + 1) = 0=k, = 0, k, =—

I
w

Para {k;tO k+ — 1k+ — % } =Rang A

k=0=4=(000100011).
k=—124A=(—10 —10 —10000).

k=—g=4=(-50 -5 -7 oo%%).

Para{k =0k=—1k =—%}$RangA = 2.

b)
‘2.(At.A_1)2.017

= 0;

1
1, k,=— 5

Nota: Se ha tenido en cuenta que la matriz cuadrada A es de tercer orden y que el

determinante de una matriz es igual que el determinante de su traspuesta.
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4°) Considera el punto P(0, 1, 1) ylarectar={x — 2y =— 5z = 2
a) Determina la ecuacion del plano T que pasa por P y contiene a 7.

b) Halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto de r.

“ La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es
r={x =— 5+ 2Ay = A zZ =2

Un punto y un vector director de r son Q(— 5, 0, 2) y;r =(2, 1, 0).

Los puntos P y Q determinan el vector \; = Q_)P =[P—-0Q]=(5,1 -1

n(Piv, w)=lxy - 1z - 121051 - 1]=0;
- x+2-1)-5-D+20-1)=0, —x—-3—-1+2(y—-1)=0;
—x—3z+3+2y—-2=0.

m=x — 2y +3z—-1=0.

b)

El haz de planos perpendiculares ar es =2x + y + D = 0.

El plano a€f que contiene al punto P es el que
satisface su ecuacion:

B=2x + y+ D =0 P00, 1, 1)}=20+ 1+ D = 0;
1+ D=0=>D=—1=20=2x+y —1=0.
El punto Q interseccion de r y « es el siguiente:

a=2x +y—1=0 r={fx=—5+ 22y =2 z =2 }1=2:(= 5+ 20)+
—10+42+ A —-1=0;



50 — 11 = 0=A = -,

=— AL 22 __ 3 _ 11
x—5+25—5+5—5 y ==

Para que P sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:
PQ=0QP'=[Q - Pl=[P - Q];
3 11 3 11
[(— = 2) -1 1 0)] = [(x, Y, z) = (— - = 2)];

8 6 3 11 3 8 11
(——, = 2)=(x+?,y—— Z—Z):{x L T A

5 )

1 11 17
= P(- 5 5 4)
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B.

OPCION A
1°) a) Clasifique el sistema de ecuaciones
fx+y=1 A +z=0 x+A+ND)y+2rxz=A+1

segun los diferentes valores de la constante real A.

b) Halle la solucidn, si existe, cuando A = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(11020111+2AA)yA"=(110A0111+2AA 10A+ 1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro A es el siguiente:
A= 11020111 +2AA|=1 -1 +0)=-A=01-1-2A-2"=0;

—A=A=0; A+ =0 AL+ =022 =04 =— 1.

Para {A#0A# — 1}=Rang A = Rang A=3=ne incég.=S. C. D.

Paral = 024 = (110101110 101)= {F = F3}:Rang,4'= 2.

Para
A=—124 =(110 = 10110 —1 100)={C,=C, }=Ranga = 2.

Para{A = 0A =— 1}=Rang A = Rang A=2<ne incog.=S. C. I.

b)
Para A=1 el sistema resulta
x+y=1 x+z=0x+2y+2z=2}, que es compatible

Antonio Menguiano



determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

110001221 _ 2-2 0 ~ 0
110101121 =~ 1-2-1 =~ -2 ~
_J110101121] _ 1-2-1 _ -2 1
y = -2 =2 =2
_J111100122] _ 2-2 _ 0 _ 0
z = -2 -2 =2

Solucion:x = 0, y =
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2°) a) Determine la posicion relativa de las rectas
r={fx=1+ty=1+4+tz=t ys={2x —y=0 3y —2z=0.
b) Determine la distancia del punto O(0, 0, 0) a cada una de las rectas anteriores.

a)

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s=2x —y =0 3y —2z=0=x=Xy =2\ 32L—-2z2=0,3A—-2=0;z=3

=>s={x = A y=2Az = 3A.

Un punto y un vector director de r son A(1, 1, 0) y v o= (1, 1, 1).

Un punto y un vector director de s son 0(0, 0, 0) y v o= (1, 2, 3).
Los vectores v yv_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

-

Se considera el vector w que tiene como origen el punto O€s y extremo el
punto Aer:w =0A=[A — 0]= (1, 1, 0).

- 5

Segun que los vectores {vr, v, w} sean o no coplanarios las rectasry s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- oS

Los vectores {vr, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectasr y S se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr, v, w}=>|111123110|=1+3—2—3=— 1#0=>

=Rang {vr, v, W] = 3.

Lasrectasr y S Se cruzan.

b)
La recta s contiene al origen de coordenadas, por lo cual su distancia es cero.

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta



que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion. 0
-
A
5=12Amﬂ5=hfhp4vAAQ=hﬁh:
T T T r

v /\AO'

> h=dP,r) =

1.7
T

Aplicando la férmula al punto O y a la  recta
r={x=1+ty=1+tz=t

- - '

d(O r)— v AAO _ ijk111-1-10]| _ [|=j—k+k+i] _ [|i—j] w/l +(— 1 \/ﬁ 2z
) - = _ - — —

v NIRRT Vi+1+1 \3 \3 BB

r

d(o,r) = A6 unidades.
3

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos perpendiculares a la recta r tiene por ecuacion general la
expresion: a=x +y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz «, el plano 1t que contiene al punto 0(0, 0, 0)
es el que satisface su ecuacion: m=x + y + z = 0.

El punto P, interseccion de la recta r con el plano 1 es la solucion del sistema
que forman:

m=x+y+z=0 r={fx=1+ty=1+4+tz=t I=>1+t+1+t+



_ C o -1 _ 2 _ 1 _ 4 _2_1_ __ 2 =
St==2t= =>{x—1 =5 y=l-5=52z=-3 }P(3'

La distancia pedida del punto O a la recta r es equivalente a la distancia entre

los puntos O y P, o sea el médulo de |0P|:

10 =[0 =8 + (3 + (- 3) = AFr e =

Como cabia esperar se obtiene la misma solucion.

st s sk sk ko ko skok

3°) a) Considere la funcion f(x) = x-(Lx)Z.
al) Determine el dominio de la funcion f(x).

az) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x).

a 3) Determine, si existen, los maximos y minimos relativos y, en ese caso, calcule el

valor de la funcién f(x) en cada uno de ellos.

b) Determine el valor de la constante k para que se verifique que:

(\/x2+kx—7—\/x2—2x+5)=%.

al)

Sabiendo que los nimeros negativos y el cero no tienen logaritmo:

D(H)= (0, + ).

a
,)

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

F0) = 1-(Lx)" + x(ZLx%) = (Lx)* + 2Lx = Lx-(Lx + 2).

+ o O

Lx < 0=20<x<1;, Lx > 0=>x > 1. +Q. IQ

- | O
Lx+2=0;Lx=—2;x=e2=L2. #OIQI

e

1
EX



Lx +2 < 02x <—; Lx + 2 > 0=x > —.
e e

De lo anterior se deduce, en particular del grafico, los periodos de crecimiento
y decrecimiento de la funcion, que son los siguientes:

Crecimiento: (O, LZ) U (1, + o).
e

. 1
Decrecimiento: (—2, 1).
e

a
2

La condicidon necesaria para que una funcion tenga un maximo o un minimo
relativo en un punto es que se anule su primera derivada:

f'(x) = Lx-(Lx + 2).
fOO)=0=Le(lx +2)=0=x, = 1, x, =+

Aunque se deducen los maximos y minimos por los periodos de crecimiento y
decrecimiento, se van a determinar por la segunda derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

ﬁ 2Lx

Ll B 2 x4 1),

X X X X

T = L. L
f)=—Ux+2)+ Lx— =
"N 2 _ - . _
f ) =-1(1+ 1)= 2 > 0=>Minimo relativo parax = 1.

£(1) = 1-(L1)* = 0=Minimo relativo: A(1, 0).

f(L) L(L— + 1) =— 2¢° < 0 >Maximo relativo parax = LZ
e

2
f(%) = %(Liz) = 4 =>Maximo relativo: B! iz'
e e e e e e

b)



(\/x2+kx—7—\/x2—2x+5;=%.

(\/xz + kx — 7 — \/x2 — 2x + 5} = 00 — 0= [Indeterminado =

(\/x2+kx—7—\/x2—2x+5)-(\/x2+kx—7+\/x2—2x+5)

\/x2+kx—7+\/x2—2x+5

_ (x2+kx—7)—(x2—2x+5) _ X tkx—7—x"+2x—=5 _ (k+2)x—12 _
\/x2+kx—7+\/x2—2x+5 \/x2+kx—7+\/x2—2x+5 \/x2+kx—7+\/x2—2x+5
k+2 5

_ _ 4
=3 3k + 6 = 10; 3k—4:k—3.

(\/x2+kx—7—\/x2—2x+5)=% =>k=%.
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4°) En una clase de bachillerato hay 10 chicas y 8 chicos. De ellos 3 chicas y 4 chicos
juegan al ajedrez. Si escogemos un estudiante al azar, determine las siguientes
probabilidades:

a) Sea chica y no juegue al ajedrez.

b) No juegue al ajedrez sabiendo que es chico.

a)
P = P(MNA) = P(M)-P(A/M) = o —— = —— = 0,3889.
b)
P(VNA) P(V)-P(A/V) SR ] 4

— n — n — : — 188 — 18 — —
P=PA/V)= P(A)  P(M)P(A/M)+P(V)P(A/V) ~— 107 B4 Tt T4

4 —
= = 0,3636.
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OPCION B

1°) a) Sea A una matriz de dimension 3X3 y denotamos por |A| el determinante de la
matriz.

a 1) Considere la matriz B = (%)A Si |B| = 1, calcule el determinante de A.

az) SiA=(x11x —1202x — 12). Determine los valores de x para los que se

cumple que |[B| = 1, siendo B = (%)A

b) Determine las matrices cuadradas de dimension 2X2 de la forma M = (1x0y)

que verifique que M-M = (1004) donde M ‘ representa la matriz traspuesta de M.

a
D

Para la resolucion de este apartado conviene recordar propiedades de las
matrices y los determinantes tales como las siguientes:

Cuando se multiplica una matriz por un nimero quedan multiplicados todos los
elementos de la matriz por dicho nimero.

Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un niimero, el
determinante de la matriz queda multiplicado por dicho niimero.

3
Por ser A una matriz de dimension 3X3: |%A| = (%) A = %-|A|.
1 1 1
B = (7)-A=>|B| = | 74| = 1 =44l

1A| = 8.

az)
[A|=8=>|x11x —1202x —12|=8; 4x + (x — 1)2—4—2(x— 1)=8;

4y +x —2x4+1—4—-2x4+2=8 x —1=8; x2=9=>x1=—3,x2=3

x =— 3, x = 3.

b)



M=(1x0y)=>M ={10xy).

MM =(1x0y)(10xy)=(1004); (1+x xyxyy )=(1004)={x=0 y =

Solucion: M1=(1002)yM2=(100 - 2).
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2°) a) Sea m una constante real. Determine la posicion relativa de los planos
siguientes, segun los valores de m: TWEmx -6y +2z=2 'y

nvz{x=1+u y=1-2A z=2—2\A+ p.
b) Determine el &ngulo que forman las rectas que tienen las siguientes ecuaciones:
r={x+z=1y =0 ys={2x — 4y — 2z =0x+y +3z=—1.

a)

Un vector normal del plano mesn = (m, — 6, 2).
Dos vectores directores de T son @ = 1, -1, —2)yb=(1,0,1).

Un vector normal del plano 1 es cualquiera que sea linealmente dependiente

- -

del producto vectorial de los vectores a y b:

-

no=lijkl =1 -2101|=—i-2j+k—j=—i-3+kan=(13 —1)

-
-

ny n paralelos; 2 = —2

2
1 —T—_—1=>m—— 2.

Param =— 2 los planos Tty Tt son paralelos o coincidentes.

Para diferenciar el caso se considera el punto P(0, 1, 2) € Tt : si pertenece a T
los planos son coincidentes y si no pertenece son paralelos:

—2x — 6y + 2z = 2 P(0, 1, 2)}> — 2:0 — 6:1 + 2:2#2=P¢m.

Param =— 2 losplanosmy T son paralelos.

Param# — 2 los planos Ty T son secantes.

b)
Con objeto de hallar un vector director de la recta r se expresa por unas
ecuaciones paramétricas:

r={x+z=1y =0 sz=A=>r={x=1—-Ay=0 z=A2A



= v = (1,0, —1).
Un vector director de la recta s es cualquier vector que sea linealmente
dependiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la

determinan:

s=2x —4y —2z=0x+y + 3z=-1 =>{n1=(1, -2 - Dn,=(1,1,

—6i—j+k+2k+i—3j=—5y—4j+3k=>17s=(5,4» - 3).

El angulo que forman dos rectas es el que forman sus vectores directores:

-

v _ (1,0,=1)-(5,4,-3)
12 (=1)2 57 4424 (=3)

r

- >

uv =

= v
|U|‘|U|‘COS cCoS A= CosScosa = -5
U .

S

N

v
s

r

5+0+3 8 =0,8=>ua = 36° 52' 12",

_ _ 8
14142541649 +2+50  +/100

Lasrectasry s forman un angulo de 36° 52 12"
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3°) a) Encuentre dos nimeros tales que el doble del primero mas el triple del segundo
sea 24 y su producto sea maximo.

1

b) Determine: (Ll) L

1+senx

a)

Sean los nimeros x e y.

24-2
2x + 3y = 24—y = S
P(x, y) = x-y =>Maximo.

P(x)= x-# = %-(129( — xz).

Una funcion polindmica tiene un maximo en un punto cuando se anula su
primera derivada y es negativa su segunda derivada en ese punto:

P)=2(12 - 2x)=2-(6 — x).
P(x)= 05=(6 — x)= 0=x = 6.

P”(x) = %-(— 1) < 0=Maximo parax = 6.

24—2:6 _ 24—12 _ 12
3 - 3 -3

= 4,

Los nimeros pedidos son 6 y 4.

b)
1 1 1
x+1 © 0+1 \o 00 o 14+sen x+x—senx \ °
_— =—] =1 = . nle=> =
( 1+senx ) ( 1+0 ) 1 Indet. n®e 1+senx
1 1 . 1+senx | x—senx
1 ¥ ¥ x—semnx l+senx
= (1 x—senx \ i __ 1 1 =1 1 _
- + 1+sen x - + 1+sen x - + 1+sen x -
x—senx x—senx
1 x—senx 1 x—senx
1t+senx ? " 1tsenx 1+senx ? " Itsenx
1 x—senx 1 x—senx
= 1 + 1+senx = hm 1 + 1+sen x =
x—sen x x-0 x—senx

lim 1 | X—senx
x=0 \ x> ltsenx

=e .



. 1 x—senx | _ . x—senx _ _0-0 _ 0O 1 .
lim ( : )— }Cliré Psseny 000 T 0 =Ind. =>{L'Hopital} =

. 1—cos x 1-1 0 Y .
= lim = = —=Ind. =>{L'Hopital} =
x—0 2x-(1+senx)+x2-coscosx 0-(1+0)+0-1 0 { p }
. senx 0 0
= lim 2 ~ 2:(140)+0-14+0-—0-0 ~ 2 0.

x—0  2-(1+sen x)+2x-coscos x +2x-C0SCOS X—X -Sen x

Sustituyendo el valor obtenido en (*):

1+senx

x+1 £ xo0 \x 0
(1+senx) =€ =e =1.

. 1 x—senx
lim (72 . )

x+1 V2 _
( 1+senx) =1.
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4°) En una urna hay 10 bolas blancas y 3 negras. Se extrae una bola al azar y, sin
verla ni reemplazarla, se extrae una segunda bola.

a) ;Cual es la probabilidad de que la segunda bola extraida sea negra?

b) Sabiendo que la segunda bola ha sido negra, calcule la probabilidad de que la
primera bola extraida fuera negra también.

a)
10 3 3 2
P = P(N)= P(B)-P(N/B)+ P(N)-P(N/N) = 3 12 + TRETES
3046 _ 36 _ 3 3 _
1312 1312~ 131~ 13 0,2308.
b)
3 2
_ __ P(NNN) P(N)-P(N/N) _ 13 12 6
P = P(N/N) = P(N) ~ P(B)-P(B/N)+P(N)-P(N/N) ~— 10,3 . 3 2 " 30+6
13 12 13 12
_ 6 _ 1 _
=3¢ =% = 0,1667
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B.
OPCION A

1°) Sea m una constante real. Determine para qué valores de m el siguiente sistema es
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible:

5x + 4y + 2z =10 2x+3y+z=04x—y+mzz=m—1}.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(5422314 —1m’)yA =(5422314 —1m’ 00m —1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro m es el
siguiente:

Al=|5422314 — 1m’|=15m -4 + 16 — 24 + 5 — 8m" = 7Tm — 7 =

7(m2— 1)=0; m° — 1=0sm =—1m = 1.

Para {m#+ — 1 m#1}=Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Param =— 124 = (5422314 —11 00 — 2)=>RangA'=>{cl, c, cg}=>

=>(5402304 —1 — 2|=— 2:[5423|=— 2-(15 — 8) =— 14#0=>Rang A = 3

Param =— 1=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

Param = 1A = (5422314 —11 000)=>RangA = 2.

Antonio Menguiano



Param = 1=Rang A = Rang A=2<ne incodg.=S. C. I.
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2°) a) Estudie la posicion relativa de los siguientes planos: m=x — 2y + z =1y

n={x=2A+py=A+muz=1-—p , segiin los diferentes valores de la
constante real m.

b) Determine el &ngulo que forman esos planos cuando m = 3.

a)

Un vector normal del planomesn = (1, — 2, 1).

- -

Dos vectores directores del plano T son v’1 =((2,1, 0y v'z =1, m —-1).

.

Un vector normal n del plano m es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de dos de sus vectores directores:

- -

v Xxv,=[ijk2101m — 1|=—i+2mk — k +2j =[— i + 2j + @m — Dk]=

-

>n=(-12 2m— 1).

Los planos Ty 1 son paralelos cuando sus vectores normales son linealmente
dependientes, o sea, cuando sus componentes son proporcionales:
1 —2 1

T = =g >2m—-1=-1=m=0.

Para m#0 los planos m y  son secantes.

Para m = 0 los planos son paralelos o coincidentes. Para diferenciar el caso
determinamos un punto de uno de los planos y comprobamos si pertenece o no al otro
plano.

Param=Oes1T'E{x=2)\+uy=?\ z=1—u.Unpuntode1T'
es;{A=0u=0}>P(0, 0, 1).

m=x — 2y +z=1 P(0,0, 1)}=>0 — 2:0 + 1 = 1=P€m.

Param = 0 los planos my t son coincidentes.

b)



-

Param = 3 los planos Ty T son secantes y n = (-1, 2, 5).

El angulo que forman dos planos es igual que el angulo que forman sus
vectores normales.

Por el concepto de producto escalar:
- - —_ J;
uv = |u||v| COS COS A= CO0S COS A = ——
[}
coscosa = 2 = (1,-2,1):(=1,2,5) _ 1-4+45 0 _ o
- n V1 (=2) 412 (=D 22257 VI+4+1/1+4+25 /630

= coscosa = 0=>4 = 90°.

Param = 3 los planos ty T son perpendiculares.
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1+x°

3°) Considere la funcién f(x) =

a) Determine el dominio de la funcion.
b) Determine, si existen, sus asintotas.

¢) Determine los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento de la funcion f(x)
asi como sus maximos y minimos relativos, si existen.

a)
Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores de x
que anulan el denominador: D(f)=>R — {— 1}.

b)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2

k=fm= 75

= oo=> No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

1+ x=0>x =— 1= Larectax =— 1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

X X
m —_— f() —_— Lix —_— 2 —_— 1'
X X x+x
2 2 2
| f _ _ X X =x=x . X __
n _[ x mx|= 1+x x| = 1+x 3161_52, 1+x 1.

Larectay = x — 1 es asintota oblicua.

c)
Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

'

f(X)_ 2x-(1+x)—x2-1 _ 2x+2x —x" _ x4 2x _ x(xt2)

(1+x)° (1+x)° (1+x)° (142"



f'(x) = 0:>x(x—+23 =0; x(x + 2)= 0=x =0, x, =— 2.

(1+x)
De la observacion de la figura se deducen los periodos de crecimiento y
decrecimiento, que son los siguientes: O O
l l Numerador
Crecimiento: (— o, — 2)U (0, + ). O# Denominador
OO0
Decrecimiento: (— 2, — 1)U (= 1, 0). EIRI

Para que una funciéon tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicion
necesaria no es suficiente; para que exista el médximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f(x)= 2x+2)-(1+20) —x(x+2)-[2-(1+x)1] 20+ -(4x)—2x(x+2)

(1+x)" (1+x)°
20D —2x"—4x _ 2(x’42x+1)—2x"—4x 2 +Ax+2-2x—4x 2
(1+x)° (1+x)° (1+x)° (140>

f”(O) = % = 2 > 0 =>Minimo relativo parax = 0.

f(0) = —= = 0= Minimo: 0(0, 0).

f”(— 2) = _il =— 2 < 0 >Maximo relativo para x =— 2.

2

f(-2)=-2

=— 4 = Maximo: A(— 2, — 4).
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4°) Se dispone de dos cajas con bolas blancas y negras. La caja A contiene 6 bolas
blancas y 3 bolas negras y la caja B contiene 4 bolas blancas y 5 negras. Se lanza un
dado y si sale par se sacan dos bolas de la caja A, una tras otra, sin reponer ninguna.
Por su parte, si sale impar al lanzar el dado se sacan dos bolas de la caja B, también
unas tras otra, sin reponer ninguna. ;Cudl es la probabilidad de extraer exactamente
dos bolas blancas?

Aplicando el teorema de la probabilidad total:

5 1 _ 542 _ 7
P=PA)+ PB)=o+75 =5 =5
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OPCION B

1°) Sea k una constante real y considere lamatrizA = (1040k3k + 210 — k).
a) Estudie la existencia de inversa de la matriz A segun los diferentes valores de k.
b) Si k = 2, calcule la inversa de A, si existe.

c¢) Determine el rango de la matriz A segun los diferentes valores de k.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
IA|=11040k3k + 210 —k|=—Fk — 4k =0; — k(k + 1)= 0=k, = 0, k, =—

Lamatriz A es invertible VkeER — {0, — 1}.

b)
Parak = 2esA=(10402810 — 2).

Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan.

(I)=(100010001):{F3—>F3—F1}=>

1 1 1 1 1
= (100010 = 101)={F, > 5F, F»> —+F }= (10005050 — 4=

1, 2 2 1 2 1 1
:{Fl_)pl_4F3F2_>F2_4F3}:(?0? _????0_?)_
-1 1, 2 2 1 2 1 1 1
= A _(?OT -2l _?)_?.(204_43410_1).

Al == k(k + 1) = 0=k =0, k =— 1.

Para {k#0 k#+ — 1}=>Rang A = 3.

Parak = 04 = (104002100)= |1402 |#0.

Parak =— 1A =(1040 —1 —1101)=[100 — 1|0.



Para{k = 0k =— 1}=>Rang A = 2.
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2°) a) Determine, como interseccion de dos planos, la ecuacion de la recta que es
paralela a la recta r={2x — 3y + z=4y +z=0 y pasa por el punto
P2, 1, —1).

b) Determine el angulo que forman los dos planos siguientes: n=2x — 3y + z = 1

yn=y + z = 0.

a)

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan.

r=(2x — 3y +z=4y +z2=0 :{El=(2,—3,1)52=(0,1,1) ]

=—3i+2k —i—2j =—4i — 2k + 2k=v = (2,1, - 1).

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es
r={x=2+2y=1+A z=-1-A.

r= x—=2 _ y-1 _ z+1
- 2 1 T =1

r={x —2=2y—2 —x+2=2z+ 2.

r={x —2y=0x+2z=0.

b)
El angulo que forman dos planos es igual que el angulo que forman sus
vectores normales.

-

ﬁ 1
Los vectores normales de los planossonn = (2, — 3, 1) yn = (0, 1, 1).
Por el concepto de producto escalar:
N - > J;
uv = |u||v| COS COS A= COSCoOS A = ——
[ ]
nn (2,-3,1)-(0,1,1) 0-3+1 -2 1
COSCOS A = ——5r = —— — — = = =— =
| VP VAL 1442 7

=— 0,3780=a = arccoscos (— 0,3780) = 112° 12'35".

Como quiera que también forman el complementario del angulo hallado vy,
como es légico, debe considerarse como angulo que forman dos planos al menor de



ellos.
180° — 112° 12 35 = 67° 47 32"

Los planos ty T forman un angulo de 67° 4732".
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3°) a) Determine los valores de a y b para que la funcidon que aparece a continuacion
sea continua:

f(x)={ ix si x<0acoscosx + bsi 0<x<m senx — ax si x < T.
e
b) Calcule la integral: I = [ xz-(Lx)Z-dx.

. . . -1
¢) Determine el siguiente limite: (ex — 1)

a)
La funcién f(x) es continua en R, excepto para los valoresde x = 0 y x = .
Se trata de determinar los valores de a y b para que lo sea.

Para que la funcion sea continua en los puntos criticos es necesario que sus
limites laterales en esos puntos sean iguales e iguales a los correspondientes valores
de la funcién en esos puntos.

f(x) = 1x=1=f(0) f(x) =(arcoscosx +b)=a+ b }=»a+ b =
(1)

f(x) =(a-coscosx + b)=—a+ b= f(n) f(x) =(senx — ax) =— ma
2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=1—-a+b=—ma} b=1—-—ab=a—-—ma}=>1—-a=a—-1na 2a

a2 -m=1sa=5— b=1l-a=1--—=="+=""

1-m

La funcion f(x) es continuaparaa = —yb = ——.

b)

3
I = fxz-(Lx)Z-dx:{u = (Lx)2—>du = 2Lx-%-dx dv = xz-dx—m — xT]:

2 X X 1 X 2 2 2
= (Lx) -5 — fT-ZLx-T-dx =5 (Lx) — ?-fx Lx-dx =



3

3

3 3
A= fxz-Lx-dx=>{u = Lx—=>du = %-dx dv = x"-dx—v = x? ]:)Lx-x— — f%%dx =

3 3

3 3
= Lx-x? —%-fxz-dx = Lx-xT— %XT + C =x7(3Lx - 1+ C.

Sustituyendo el valor de A encontrado en (*):

3

2 2 X ¥ 2
=2 (L) - +5@Lx — 1)+ C =%~[9-(Lx) — 2-(3Lx — 1)] + C.

I =[x (Lx)dx = %-[9-(Lx)2 - 2:(3Lx — 1)]+ C.

c)
_ x—1 _ 1-1 0
(exl—l) =(ell—1) =eo—1)—(1—1)0—0:>1ndt=>
— x—1 _ x—1
> -1) =4 L[(e [ e — 1) ]=
[(x — 1)L(ex 1)] = llrrll L? = :>Indet ={L'Hopital} =
x— 0
&t €141 1
= lim —— = lim —/— = lim ——=— lim ix_x_le_ —:»Indet:
x—-1 2 x—1 2 x—1 2 x-1 1—e
(x-1) -1 =1
= {L'Hopital}= — hrrll L:) =—2;% =—= 0 = LA=>A = 1.
x— —e —e
_ x—1
(1-1) =1
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4°) En una clase de bachillerato, el 60 % de los alumnos aprueban matematicas, el 50
% aprueban inglés y el 30 % aprueban las dos asignaturas. Calcule la probabilidad de
que un alumno elegido al azar:

a) Apruebe alguna de las dos asignaturas (una o las dos).

b) Apruebe Matematicas sabiendo que ha aprobado inglés.

P(M)= 0,6; P(I)= 0,5; P(MnI)= 0,3.

a)
P = P(MUI)= P(M) + P(I)— P(MNI)= 0,6 + 0,5 — 0,3 = 0,8.
b)
P(MnI 0,3
P = P(M/I)= 50 = 4 = 0,6.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcidon B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A
1°)  Determina los valores de a para los que el sistema
fx+y=1 2x + ay = 2 5 +(Ba—-1)y=6—a

tiene solucion. Calcula las soluciones en los casos posibles.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

M=012a53a — 1)yM'= (1112a253a—-16 — a).
El rango de la matriz de coeficientes en funcion de a es el siguiente:
[M|=11112a253a - 16 - a|=0;

a(6 —a)+ 2(3a — 1)+ 10 — 5a — 2(3a — 1)— 2(6 — a)= 0;

66 —a +6a—-2+10-5a—6a+2—-124+2a=0 —a +3a—2=0;

2 —
d—3a+2=0 a=LLB I 35 g4 =2

Para {a#1 a#2 }=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

a=15M =(112152); M =(111212525)=>Rang M = Rang M = 2

A. Menguiano



Paraa = 1>RanM = RanM = 2 = n® incodg.=S. C. D.

a=2>M=(112255); M =(111222554)=>Rang M = 1; Rang M = 2

Paraa = 2=Rang M = 1; Rang M = 2=Sistema incompatible.

Se resuelve para a=1. El sistema resulta:
{x+y=1 2x+y=2 5x+ 2y =5, que es compatible determinado; como
tiene tres ecuaciones con dos incdgnitas, se desprecia una de las ecuaciones, por
ejemplo, la tercera.

x+y=12x+y=2} —x—-—y=—1 2x+y=2}=>x=1y=0.
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2°) Sea la grafica de la parabola y = 3x” en el intervalo
[1, 2] y m un valor de dicho intervalo.

a) Halla, en funcidon de m, el area de cada una de las partes
sombreadas A y B.

b) (Cuadl es el valor de m que hace minima la suma de esas
areas?

oo
Il
S—n
Vo
—_
N
|
w
=
N
\_./
QU
<
Il
| — |
—
N
=
I
L
[\]
Il

O

= [12x - x3]jn = (122 - 2°) - (12m - m’) =

—24—-8—12m+m =m — 12m + 16.

A= (m3 — 1)u2yB = (m3 — 12m + 16)u2.

7

b)
S=A+BaS(m)=m" —1+m — 12m + 16 = 2m" — 12m + 15.

La condicidn necesaria para que una funcion tenga un minimo es que se anule
su primera derivada:

S(m)=6m" — 12.
S(m)= 0=6m" — 12 = 0; m’ — 2 = 0=m, =—+2; m_=12.
La solucion negativa carece de sentido 16gico, segln la figura dada.

La suma de las areas es maxima param = \/5
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3°) Sea el punto A(1, 2, 0) perteneciente a un plano . Calcula:

a) La ecuacion del plano m sabiendo que P(0, 0, — 2) pertenece a la recta
perpendicular a T que pasa por el punto A.

b) La ecuacion de un plano 1 ) paralelo a 1 que esté a distancia 3 unidades del

mismo.

¢) Un punto B perteneciente a 1t y al plano n=2x — y = 0 y que estd a distancia
/45 de A. (Observacion: A€m).

a)

Los puntos A y P determinan el vector:

-

AP =[P —A]=(0,0, —2)— (1,2 0=(—1 —2 - 2).

Un vector director del plano m es cualquiera que sea linealmente dependiente

del vector AP, por ejemplo: n_ = (1, 2, 2).

La expresion general del plano T es la siguiente: n=x + 2y + 2z + D = 0.

Para determinar el término independiente D se tiene en cuenta que A€ por lo
cual tiene que satisfacer su ecuacion:

m=x+ 2y + 224D =0 A(1,2,0)}21 422 +20+D=0; 1+

5+ D =0=D=-75.
nm=x + 2y + 2z — 5 = 0.

b)
El plano T, por ser paralelo a m, tiene por ecuacion

n'Ex+2y+Zz+D1=0.

|D_D1|

La distancia entre dos planos paralelos es d(‘l‘[, T 1) = ; aplicando la

férmula a los planos que nos ocupan:

d(T[ m ) = |_5_D1 = 3 |_5;D1 = 3 |_5_D1| — 3 |_5_D1| — 35
T 1*+2°+2° To1+4+4 SN ’ 3



=>|-5-D|=92(-5-D =9-D =—14 +5+D =9-D =4
Existen dos planos que cumplen la condicidon pedida:

n11£x+2y+22—14=0y1r125x+2y+22+4=0.

c)
Los planos m=x + 2y + 2z — 5 =0 yn'EZx — y = 0 determinan la recta

s de expresion s={x + 2y + 2z — 5=02x —y =0 , que contiene al
punto B.

La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s={x + 2y +2z2—-5=02x—-y =0 =>x =\ y=2\ 2z2=5—x — 2y

=5-A—-224=5-54 z=———A=s=x=A y=20 z=—--—)

El punto BE€s tiene por expresion general: B()\, 24, % — %7\)

—_ 2
AB = 45:\/@— 1)2+(2A—2)2+(%—%7\—0) = /45;
NM—aar 1’ -+ 4+ 2222 By = g

2% — 100 - EA + 5 + £ = 45,

2
5A +

200° + 25A° — 40\ — 50A + 20 + 25 = 180; 451" — 90A + 45 = 180;

4507 — 90 — 135 = 0; A* — 20 — 3 = 0; A = 22 _ T _ 2 _ g0,

=>A1=— 1, 7\2=3.

5 5
31:>A1=—1=>{x=—1 y=2(-1)=2 z=2 -2 (= 1)==

5 5
B,=1,=3>{x=3 y=23=6 z=45-33=-5}2B(
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4°) En una cierta enfermedad el 60 % de los pacientes son hombres y el resto
mujeres. Con el tratamiento que se aplica se sabe que se curan un 70 % de los
hombres y un 80 % de las mujeres. Se elige un paciente al azar:

a) Calcula la probabilidad de que se cure de la enfermedad.

b) Si un paciente no se ha curado, ;cual es la probabilidad de que sea mujer?

a)
P = P(C) = P(H)-P(C/H) + P(M)-P(C/M)= 0,6:0,7 + 0,4-0,8 =

= 0,42 + 0,32 =0, 74.

b)
— _ P(MNC) P(M)-P(C/M) _ 0,4:0,2 008
P(M/C)_ P(E) - P(H)-P(E/H)+P(M)-P(Z'/M) ~ 060,3+0,4-0,2 ~ 0,184+0,08
0,08
= 026 = 0,3077.
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OPCION B

1°) DadalamatrizA = (10 — 10x341 — x) donde x es un namero real. Halla:
a) Los valores de x para los que la matriz A posee inversa.

b) La inversa de A para x = 2.

¢) Con x = 5, el valor de bER para que la matriz b-A tenga determinante 1.

a)

0.

Una matriz es invertible (tiene inversa) cuando su determinante es distinto de

== = 211=>x1 =1, X, = 3.

La matriz A es invertible VxeR — {1, 3}.

b)
Parax = 2esA=(10 — 102341 — 2).

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(I)=(100010001)=>{F3—>F3—4F1}=>
= (100010 —401)=>{F2<—>F3}=>(100 —401010)=
=>{F3—>F3—2F2}=>(100 — 40181 —2)=>{F3—>—F3}:>
= (100 —401 — 8 —12)=>{F1—>F1+F3F2—>F2—2F3}=>(—7 ~ 12122

A '=(-=7 —12122 =3 —8 —12).

c)
Parax = 5esA=(10 — 105341 —5)y
b-A=((b0 —b05b3b4bb — 5b).



|b-A|=|b0 — b05b3b4bb — 5h|=1; b+|10 — 105341 —5|=1; b>(— 25 -

3 3 1 5[ 1 1
—8b =1, b =—5=b=1/-5 ="
1
b=-7.
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2°) Dada la funcién f(x) = xf T

a) Estudia su dominio de definicion y calcula sus asintotas.

b) Halla, si existen, los maximos, minimos y puntos de inflexion. Intervalos de
crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad.

¢) Haz un esbozo de su grafica.

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es el conjunto de los nimeros
reales, excepto los valores que anulan el denominador:

D(f)=R — {4}.

Verticales: Son de la forma x = k; son los valores que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 4.

Horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma la
funcion cuando x tiende a & oo:

2

k=f0) =25 =w.

No tiene asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

m = fix) yn = [f(x) — mx].
£00 i 2

m = X — x—4 — ZX — 1.
x X X —4x

n = [f(x) — mx] =(x’iz4 —x) =%=4.

Asintota oblicua:y = x + 4.

b)
Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.



' _ 2x(x—4)—x"1 _ 2 —8x—x' _ x—8x _ x(x—8)
f)=

(4" 4" @ @
f(x)= 028 x(x ;” = 0; x(x — 8)= 0=x, = 0, x, = 8.

Crecimiento: f'(x) > 0=>x€(— o, 0) U (8, + ).

Decrecimiento: f'(x) < 0=x€ (0, 4) U (4, 8).

Para que una funcidon tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;

se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

" _ (2x—8)-(x—4)2—x(x—8)-[2-(x—4)-1] _ _(2x-8)(x—4)—2x(x—8) _
ey v o~
_ 2x’-8x—8x+32-22"+16x _ _ 32
(=4’ (=4
f (0)—
f(0)= = 0= Maximo: 0(0, 0).
f ( )= iy > 0 =Minimo relativo para x = 8.
2
f(8) = % = — = 16 > Minimo: A(8, 16).

Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

"L 32
F@=—"

Concavidad: f”(x) < 0=2x€(— oo, — 4).

Convexidad: f"(x) > 0=>x€(— 4, 4)U (4, + ).




Los puntos de corte de la funcidn con los ejes son los siguientes:

2
EjeY = x = 0-0(0, 0). EjeX= f(x)= 0=—— = 0=x = 0-0(0, 0).

El inico punto de corte con los ejes es el origen de coordenadas.

Teniendo en cuenta lo anterior, la representacion grafica, aproximada, de la
funcion es la siguiente:
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3°) Dada la recta r={x —y +2z=1 2x+y—5z2=2 1y el plano
m=ax —y+z+1=0.

a) Halla el valor de a para que sean paralelos.

b) Para a = 2, calcula la ecuacién del plano m que contiene a 7 y es perpendicular al
plano .

a)
La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r={x —y+2z=12x+y—-5z2=2=2z=>x—-—y=1—-2A2x+y=2+ 5,

x=14+XN y=x+22—-1=14+A+2A—-1=3=r={x=1+Ay=3\" z-=

Un punto y un vector director de la recta r son P(1, 0, 0) y v o= (1, 3, 1).

Un vector director del planotesn = (a, — 1, 1).

La recta r y el plano T son paralelos cuando el vector director de la recta y el
vector normal del plano son perpendiculares.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
v n= 0=(1, 3, )(a, —1,1)=0; a—3 +1=0=>a=2

Larectaryelplano mwson paralelos paraa = 2.

b)

El plano 1, por ser perpendicular al plano T, tiene como vector director a su
vector normal y, por contener a r, contiene a todos sus puntos y el vector director de

la recta es vector director del plano n cuya expresion general es la siguiente:
n'(P; n 1;;)5 x—1yz2 —11131]= 0;
- (x-D+y+6z+z—-3(x—-1)—2y=0 —4(x—-—1)—y+7z=0;

—4x+4 -y +7z=0.



n’E4x+y—7Z—4=O.
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4°) De una baraja espafola Daniel y Olga extraen 8 cartas: los cuatro ases y los cuatro
reyes. Con esas 8 cartas Olga da dos cartas a Daniel y posteriormente una para ella.
Calcula:

a) La probabilidad de que Daniel tenga dos ases.

b) La probabilidad de que Daniel tenga un as y un rey.

c¢) La probabilidad de que Olga tenga un as y Daniel no tenga dos reyes.

a)
_ 43 _ 13 _ 3 _
P=—2=—"2=-2=0,2143
b)
_A 4445144
P=— "t r =20 === 0,574
c)

2 (4 3 3 (4 4 3 (4 4Y_ 1 1 , 1 _ 1+242 _ 5 _
_—-(—-—)+—-(—-—)+—-( )_ L= o5 - 0,3571

st sfe st sk sk sk skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Tiene que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcién A o
realizar unicamente los cuatro ejercicios de la Opcidon B. Conteste de forma razonada
y escriba ordenadamente y con letra clara. Todos los procesos que conducen a
resultados deben estar suficientemente justificados y completamente explicados.

OPCION A

1°) Un boxeador ha disputado 20 combates en el afo 2016. Por cada combate ganado
cobraba 3.000 euros, 2.000 por combate nulo y 1.000 por combate perdido. En total
obtuvo 40.000 euros. Si las cantidades cobradas hubieran sido 6.000 euros por
combate ganado, 4.000 por nulo y 1.000 por perdido, habria obtenido 72.000 euros.

a) Plantea, en el campo de los nimeros reales, el sistema de ecuaciones que modeliza
el problema en funcion del nimero de combates ganados, hechos nulos y perdidos. Y,
si es posible, calculalos.

b) Estudia si hay alguna cantidad k que sustituya a los 6.000 euros por combate
ganado que hiciera imposible la solucion del problema dentro del campo de los
numeros reales.

a)
Sean x, y, z los combates que gana, hace nulo y pierde el boxeador,
respectivamente.

x+y+z=203.000x + 2.000y + 1.000z = 40.000 6.000x
La matriz de coeficientes es M =(111321641) cuyo rango es el
siguiente:

IM|=1111321641|=2+ 12+ 6 — 12 — 4 — 3 = 1£0=>Rang M = 3.

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado.
Resolviendo por la regla de Cramer:

A. Menguiano



= L — 4051110211841 | = 4-(10 + 40 + 18 — 36 — 20 — 10)

= 4-(68 — 66) = 42 = 8.

y =030l = 4115131016181 |= 4-(10 + 54 + 30 — 60 — 18 — 15)

= 4-(94 — 93) = 4-1 = 4.

z =13 R008 2 = 4111532106418 |= 4:(36 + 60 + 60 — 60 — 40 — 54)

= 4.(156 — 154) = 4-2 = 8.

El boxeador gan6 8 combates, hizo 4 nulos y perdié 8 combates.

b)
La matriz resultaria:
x+y+z=203.000x + 2.000y + 1.000z = 40.000 kx -

Para que el sistema sea incompatible es necesario que los rangos de la matriz
de coeficientes y la matriz ampliada sean distintos.

Expresando a k en miles de euros es: M = (111321k41 204072).

(111321k41 204072)=>{F >F —3F F >F — kF }=>(1110 — 1
2 2 1 3 3 1
=>{F3—>F3+(4—k)F2}=>(1110—1—200k—7 20 — 20 — 8).

Parak = 7.000=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

sesk skeosk kosk skosk skok
2

2°) Sean las funciones f:R—Ry g:[0, + o)—R definidas por f(x)= xT y
900 = 2x.
a) Halla los puntos de corte de las graficas f y g.

b) Realiza un esbozo del recinto que queda limitado por las graficas de las funciones
entre esos puntos y calcula su area.



a)
Los puntos de corte de las graficas f y g tienen como abscisas las raices reales
de la ecuacion que resulta de la igualacidon de sus expresiones:

2
f) = g(x) == 2x; X = 8% x = 64x; x' — 64x = 0;
x(x3 — 64) =0 =>{x1 = 0-0(0, 0) X, = 4—A(4, 4) .

b)

La representacion grafica de la situaciones, \: @ | |
aproximadamente, la expresada en la figura '\ | @ | |
adjunta.

De la observacion de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

_ [ NS _ o= X424t _ 32716 _ 16
- 3 3 3 3

§ =25 u'=5,330"
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3°) Dadas lasrectas r={x + 2y = 1z = 1 ys=x + 1 = y-1

>— = z. Calcula:
a) Un vector director de cada recta.

b) El angulo que forman las rectas.
¢) El plano paralelo a las dos rectas y que pasa por el punto A(1, 2, 1).

a)
La expresion de r por wunas ecuaciones
r={x =1-2Ay =A z=1 .

paramétricas  es

Un vector director de r es v o= (= 2,1, 0).

Un vector director de s es Vo= (1, 2, 1).

b)
El angulo que forman dos rectas es el menor dngulo que forman sus vectores
directores.
- - - - Ur'vs (_2' 1‘ 0)(1‘ 2’ 1)
Vv v |-|lv|-coscosa=coscosa = ——— = e
rs rebr v ||v. V=2t 2% 1
—2+42

—_ 0 J— —_— o
= T = s = 0=a = 90°

Las rectasry s son perpendiculares.

c)

El plano 1 pedido tiene como vectores a los vectores directores de las rectas
su expresion general es la siguiente:

n(A; v, vs)E|x—1y—22—1 ~210121|= 0;

x—-—1D-4z-1D-(-DH)+20-2)=0x-D+2(yv—-—2)— 5z —-1)=0;
x—1+2y—-4—-5z+5=0.

n=x + 2y — 5z = 0.
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4°) Una urna A contiene tres bolas numeradas del 1 al 3 y otra urna B, seis bolas
numeradas del 1 al 6. Se elige, al azar, una urna y se extrae una bola:

a) ;/Cual es la probabilidad de que sea una bola con el namero 1?

b) Se extraida la bola resulta tener el nimero 1, ;cudl es la probabilidad de que
proceda de la urna A?

a)
P =P(A/1)+ P(B/1)= P(A)-P(1/A) + P(B)-P(1/B) =
11 1 1 1 1 241 3 1 _
= 3t s=stm =71 =1z -7=025
b)
P(AN1) P(A)-P(1/4) Sae - 4 2
— — — : — 2_3 —_ 6 _ 4 _ 2 _
P =P(1/4)= P(1) ~ P(A)-P(1/A)+P(B)-P(1/B) %%Jr%% - % 6 3 0,67
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OPCION B
1°) Sean las matrices A = (102k01)yB =(k0 — 1112).

a) Estudia, en funcién de los valores reales de k, si la matriz B-A tiene inversa.
Calculala, si es posible.

b) Estudia, en funcion de los valores reales de k, si la matriz A-B posee inversa.

a)

b)

BA=(kO0 —1112)(102k01)(k — 13k + 2).

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero:
BAl=k — 13k +2|=k + 2k + 3 = 0; k =212 pep

La matriz B-A es invertible para cualquier valor real de k.

Por ejemplo, parak = 0=>B-A = (0 — 132).
|B-A| = 3. (B-A) = (03 — 12). Adj. de (B-A) =21 — 30).

~-1 _ Adj.de(B-A)' _ 1
(B-A) :_ﬁI_L:?.(Zl - 30).

AB=(102k01)(k0 —1112)=(k0 — 13kk2k —2112).

|A-B|=|k0 — 13kk2k —2112|= 2k’ — 3k + k — k(2k — 2) = 0;

2k — 2k — 2k + 2k =00 = 0.

Lamatriz A-B no es invertible para cualquier valor real de k.

sesk skeosk kosk skosk skok

2°) Se considera el arco comprendido entre los puntos P(0, 1) y Q(2, 0) de la gréfica

de la funciony = f(x) = a + bx + cx’ con Y
tangente en el punto P paralela al eje OX.

a) Calcula los valores a, by c.

/ 10 X



1

b) Con a =1, b =0yc =—— y siendo A(m, n) un punto perteneciente a ese

4

arco. Determina los valores m y n para que el area del triangulo rectangulo ABC sea
maxima.

a)

b)

Por contener la funcion al punto P(0, 1)=f(0) = 1:

f(0)=a=1.

Por contener la funcion al punto Q(2, 0)=f(2) = 0:
F2)=1+2b+c2°=0; 2b + 4c=— 1. (%)

Por tener la funcion una tangente horizontal para x = 0=>f'(0) = 0:
f'(x) = b + 2cx.

£(0)= 0=b + 2¢-0 = 0=b = 0.

Sustituyendo el valor de b obtenido en la expresion (*): ¢ =— %.

1 2

Se debe tener en cuentaquem = xyquen =y =1 — —-x.

L1 = A =Ly - L3
2 2 87

La superficie del triangulo es S = %-m-n

Para que la superficie sea minima tiene que anularse su primera derivada y ser

positiva la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

S =7-22"=04-3=0 x =+>x =% x =—

2
8 37717 3 3

El valor negativo carece de sentido, segtn el grafico.
S (x)=— %x < 0.



"2\ __ 3 2 . _ 2
S(\E)_ , —ﬁ<0:¢Maxlmoparax _\E'

1 (2 1 4 1 2
":1_7'(f) =l-pg=l-3=75

=1, 15 unidades. n = %EO, 67 unidades.

2z
\3
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3°) Dados los puntos A(1, 2,0), B(—1,1,1), €(0,0, 1)yD(4, 1, 3).
Determina:

a) Si los cuatro puntos son coplanarios.

b) La recta r que pasa por D y es perpendicular al plano T que contiene a los puntos
A,ByC.

c¢) El punto de corte de la recta r con el plano Tt.

a)

Los puntos A, B, C, y D determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B—-A4]=[(-11 1D-(,2 0]=(—2 -1, 1.

-

AC=1[C-A]l=[(0,01)— (1,2 0)]=(-1, — 2 1)
AD=1[D — Al=[4 1,3)— (1,2 0)]=@3, -1, 3)

- - -

Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios, los vectores AB, AC'y AD
tienen que ser coplanarios, o sea, que su rango tiene que ser menor de tres; el
determinante que forman tiene que valer cero:

- - -

Rang{AB,Ac,AD}:|—2 ~11 -1 -213 —13|=12+1-3+6 -2 — -
19 — 8 = 1120.

Los puntos A, B, C y D no son coplanarios.

Otra forma de resolver este apartado es la siguiente:

Los puntos A, B y C determinan el plano:
n(A;AB,AC)E|x—1y—Zz -2 -11 -1 -21|= 0;
- (x-D+4z-yy—-2)—z+2x—-1D+ 2y — 1= 0;

x-1D+@y—-2)+3z=0 x—-1+y—-—2+3z=0=>n=x+y+3z—-—3=0



Si los puntos son coplanarios, el punto D pertenece a ¢l; en caso contrario, no:

m=x+y+3z—-3=0 D(4,1,3)}24 + 1+ 33 —3 =14 — 320>

Como cabia esperar, se llega a la misma conclusion.

b)
Un vector normal del plano m es n= (1, 1, 3), que es lincalmente

dependiente del vector director de la recta r pedida, por lo cual v o= (1, 1, 3).

r={x=4+Ay=1+2Az=3+ 3A.

El plano m se determind en el apartado anterior:

mn=x+y+ 3z—3=0.

) El punto de corte de la recta r con el plano 1 es la solucion del sistema que
forman:
m=x+y+3z—3=0 r={x=4+Ay=14+Az=3+31}=>14 +
4 +A2+1+A+9+9A—-3=0;, 111+ 11 =0; A +1 =0=A=— 1.
x=4-1=3y=1-1=0z=3-3=0}=P(3,0,0).
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4°) En una asociacion benéfica se reparten dos productos, harina y leche. Todas las
personas que entran cogen dos unidades a elegir entre dos tipos de producto. EI 70 %
de las personas que entran cogen harina y el 40 % los dos productos. Calcula:

a) La probabilidad de que una persona que entre coja leche.
b) La probabilidad de que una persona que entre coja un solo tipo de producto.

c¢) Una persona que sale de la asociacion lleva leche. ;Cudl es la probabilidad de que
haya cogido también harina?

P(H)=0,7. P(HNL) = 0, 4.

Por coger todas las personas dos unidades a elegir entre los dos productos se
deduce que P(HUL) = 1.

a)
P(HUL)= 1 = P(H) + P(L) — P(HNL).

P=PL)=1+ PHNL)— P(H)=1+0,4-07=0,7.
b)

Como todas las personas cogen dos productos, los sucesos coger un solo
producto y coger los dos productos son sucesos contrarios, por lo cual:

P=1-PHNL)=1-04=0,6.

P(HNL) _ 04
P(L) 07

P = P(H/L) = =0,5714.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se
valorard la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico y no matematico)
utilizado por el alumno. Se valorardn negativamente los errores de calculo. Puede
utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizaran las que traigan informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A

1°) a) Discuta para que valores de m el sistema
mx +3z=mx + 2y —z=12x + y — z = 2} es compatible.

b) Resuélvalo en el caso o casos en que sea compatible indeterminado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(m0312 —121 —1)yA '=(m0312 —121 -1 m12).

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro m es el
siguiente:

|Al=|m0312 —121 —1|=—2m+3—-12+m=0; —m — 9 = 0=n

Param# — 9=>Rang M = Rang M =3 =ne incodg.=S. C. D.

Param =— 924 = (— 90312 — 121 -1 - 912):{C1:C4}:}Rang‘

Param =— 9=>Rang M = Rang M =2 < n%incég.=S. C. I.

b)
Para m=—9 el sistema resulta:

Antonio Menguiano



— 9% +3z2=—9x+2y—2z=12x+y —z =2}, equivalente al sistema
simplificado: 3x —z=3x+2y—z=12x+y—2z=2}, que es
compatible indeterminado.

Despreciando una ecuacion, por ejemplo la segunda, y haciendo x = A:

z=—34+3\ y=2—-2x+z=2—-2A—-3+3A2=—1+ A

Solucion:x = A, y =— 1 + A, z =— 3 + 3A, VAER.
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2°) El numero de litros por metro cuadrado que llovié un determinado dia viene dado
3 2
por la funcién Q(t) =— % + 3Tt — % + 10, con t dado en dias, con 1<t<8 (dias

de la semana).

a) Determine el dia de la semana que llovido mas y el que llovid6 menos. ;Cudntos
litros por metro cuadrado llovieron estos dos dias?

b) Haga un esbozo de la funcion anterior durante los 8 dias.

a)
La condicion necesaria para que una funcion polindmica tenga un extremo
relativo es que se anule su primera derivada.

Q) =—2t" + 3t — =

Q't=0:>—it2+6t—i=o; t2—8t+12=0;t=8im=
8 2 2

_ 8+/16 _ 8+4 . .
= B0 = B =449t =2, ¢ = 6.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;

si es positiva para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un minimo vy,
si es negativa, de un maximo.

Q () =——t +32{t = 2-Q (2)=— 12 + 3 =+ > 0=>Minimo  t, = 6-Q (6) -

3

2 3.2° 9.2
Q(2)=_?+T_T+ 100 =—14+6 -9+ 10 = 6.
3 2
Q(6) =— 2+ - — 22+ 10 =— 27 + 54 — 27 + 10 = 10.

El dia que mas llovid fue es sexto y fueron 10 l/mz.

El dia que menos llovid fue es segundo y fueron 6 l/mz.

b)



_ 1 1 : 1,3 9 _ —1-24480 _ 55 _
Q) =— 4+ -5 +10=—++5——+ 10 = ——"2 = 26,8

3 2
QB =— =+ -2+ 10 =— 64 + 96 — 36 + 10 = 6.

La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la que se indica
en la grafica siguiente.

0 T W W

| §]
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o — x—1 —
3°) Dadas las rectas r=—— = 5- = ——~ Yy s= = =; —

a) Demuestre que se cruzan.

b) Calcule la distancia entre las rectas.

a)

Un punto y un vector director de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A(l, 0, — 1)yvr =(2,3 —1). Recta S:

B0, 2, — Dyv =(12 -2

Se considera el vector \; que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BeEs:w=AB =[B — A]=[(0,2, —1)—-(1,0, — D]=(—1, 2, 0).

- oS

Segun que los vectores {vr, v, w} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r Yy S se cortan; en caso contrario, se cruzan.

- 5

Rang{vr, v, w}=>|23 ~112 —2 —120|=—2+4 6 — 2 + 8 = 10=0.

- 5 >

Rang {vr, v, W}:>3=>Queda demostrado que las rectas r y s se cruzan.

b)

Para calcular la distancia entre las rectas rys vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, vV yv,y

-

un tercer vector w que tiene como origen al punto A de r y extremo el punto B de s.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.
T ——

=T -7

- f) - !




El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las

rectas.
Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - —

N - — - - - - v-|v XW'
V:v-(v xw)=|v Xv'-h='v Xv|-d=>d= ——
r S r N r N v Xv‘
T S
d = |VT'(VSXW)' _ 23-112-2-120] _ |10] — 10 =
- - T )ijk23-112-2| |-6i—j+4k—3k+2i+4j| = |—4i+3j+k|

v xv]

T s

10 10 10 1026 5426

= = = = 26 = 13 u = d( T', S)_
4/(_4)2+32+12 \16+9+1 26
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4°) Se lanzan dos dados de 6 caras no trucados y se consideran los siguientes casos:
S - “la suma de los resultados de los dos dados es 7.

impar “el producto de los resultados de los dos dados es impar”.

a) Calcule las probabilidades de que se produzcan los eventos anteriores.

b) (Son independientes los eventos S ;Y Pimpar? Razona la respuesta.

a)
p(57) = P(16) + P(61) + P(25) + P(52) + P(34) + P(43).

Por ser equiprobables todos los sucesos del caso anterior:

P(s,)) = 6(%%) =L =0,1667.

P(Pimpar) = P(11) + P(13)+ P(31) + P(33) + P(15) + P(51) +

+ P(35) + P(53) + P(55).

Por ser equiprobables todos los sucesos del caso anterior:

P(Pimpar) = 9(%%) = % = % = 0’ 2500.

b)

Dos sucesos S ;Y Pimpar son independientes cuando se cumple que:

P(S7 n Pimpar) = P(S7).P(Pimpar)'

Conocemos P(S 7) y P (Pimpar) pero carece de sentido hablar de la probabilidad
P(S ;N Pimpar) ya que €s un suceso que no existe; es un conjunto vacio.

Por lo anterior, los sucesos S ;Y Pimpar no son independientes.
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OPCION B

1°) Tenemos tres grifos para llenar un deposito de agua y suponemos que el caudal de
agua de cada grifo es constante. Si usamos el grifo 1, tardamos 10 horas en llenar el
deposito; si usamos los grifos 1 y 2, tardamos 4 horas y si utilizamos los tres grifos,
tardamos una hora. Supongamos que la suma del caudal de los tres grifos juntos es de
10 litros por minuto, calcule el caudal de cada uno de los grifos y la capacidad del
depdsito.

Supongamos que en una hora llenan cada uno de los depositos:

n® 1-— del depdsito; n® 2->— del depOsito; n2 3> del deposito.
x y z
1 1 1 1
10-—deD =D 4-—deD + 4-—deD =D1-—d
x x y x

De la primera ecuacion se deduce que x = 10 horas.

Sustituyendo en la segunda ecuacion:

4 4 2 20
o t7=1L 5+5=1 2y + 20 = 5y; 3y = 20=y = horas.

< |

Sustituyendo en la tercera ecuacion:
1 3 1 4
ﬁ+%+7=1; 2z + 3z + 20 = 20z; 15z = 20; 32=4=>z=?horas

Como los tres grifos juntos llenan el depodsito en una hora y cada minuto los
tres juntos 10 litros:

La capacidad del depo6sito es de 600 litros.

11

Grifon?1: En 10 horas = 600 minutos arroja 600 litros=>C1 =

min
Grifon®2: En % hora = 400 minutos arroja 600 litros=C_ = Lot
2 min
Grifon?3: En % hora = 80 minutos arroja 600 litros=>C3 = Znill :
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2°) Debemos disefiar una ventana como la que aparece en la
figura adjunta, o sea, el poligono ACEDB, de 30 metros de
perimetro. Se trata de un rectangulo con un triangulo equilatero
encima. Calcular las dimensiones del rectangulo para que el D
area de la ventana sea maxima.

A B

3x + 2y = 30>y = 25,

2 .2 N2 22 L, 2 X

X =h (5] = s h= Y - =
I e N
o 4 o 4 2

x-h 30—3x x'@ 30x—3x A3 60x—6x +x+[3

S=x-y+T=>S(x)=x- s+ ——= > +— = 2 =

= L[(B — 6)x" + 60x] = 224" + 15x = S().

Para que la superficie sea maxima es condicidbn necesaria que se anule su
primera derivada:

S( )= B + 15, S"(x) = @ < 0=>Maximo.

—30 30

3-6 63

S@=02C% +15=0; (B-6)x+30=0; x =

_ _30(6+3) _ 30(6+8) _ 30(6+8) _ 10(6+3) L 13
Sed T %y T owm o =n0s

10- 6+3[3 15 6+3{3
_ 303 L 15 — 15(6++3) _ 165-90—15y3 _ 75-15y3 _
y = 2 - 1 - 11 - 11 - 11

= (5 —+/3)=4, 4.

Area maxima: rectangulo de 7,03 u de base y 4, 46 u de altura.
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3°) Se consideran las rectas r={x =14+ AMy=—1+tz=3 -2t vy

x=2 _ y _ x=3
U |

S= , dependientes del parametro A.

a) Calcule el valor del parametro A para que r y s se corten.

b) Calcule el punto de interseccion para el valor de A calculado.

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A(l, -1, 3)yvr = 1, = 2). Recta s:

B(2, 0, 3)yv5 = (A 27, —1).
Los vectores vy v_son linealmente independiente por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BeEs:w=AB=[B — A]=1[(2,0,3)— (1, —1,3)]=(, 1, 0).

- o5
Para que las rectas r y s se corten es necesario que los vectores {vr, v, W}

sean coplanarios.

- o5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero:

-

Rang{;;, vs,w}=>|x1 — 2224 —1110|=0; —2A—1+4A+A=0; 3A — 1

1

1
Lasrectasry s se cortanpara = —.

1
Para A = e
—

las rectas son r={x =1 +%ty=— 1+tz=3-2t vy
3




La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas  es:

SE{x=2+%u =%u z=3—u.

(l+5t=2+—p —1+t=

wll\J

W 3-2t=3-p}>t=3+p p=2t)

Elpunto de corte de lasrectasr yses P(0, — 4, 9)
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4°) El test de inteligencia (CI) es una prueba que en teoria mide la inteligencia de los
individuos y da un valor que aproximadamente tiene una media de 100. O sea, el
nivel 100 se supone que es nivel de inteligencia de una persona normal. Supongase
ahora que el nivel de inteligencia de una determinada poblacion sigue una
distribucion normal de media 100 y desviacidn tipica 10.

a) Calcule el porcentaje de la poblacion que se considera superdotada. Una persona
se considera superdotada si tiene un nivel de inteligencia superior a 130.

b) Calcule el porcentaje de la poblacion con un nivel de inteligencia entre 90 y 110.

¢) Nos dicen que el 70 % de la poblacion tiene un nivel de inteligencia menor que un
determinado umbral. Calcule este umbral.

a)
Datos: x = 100; o = 10.

(X=130). Tipificando la variable: Z = w4100

[ X=100 130100\ _ 30\ _ _
P(x2130) = P(X5p% = 12500 = p(z234) = P(223) =

=1-PZ<3)=1-0,9987 =0,0013.

Son superdotados un 0,13 % de la poblacion.

b)
(90<X<100).

90—100 X—100 100—100 \ p -10
10 = 10 - 10

P(90<X<100) = p( < < 20 —gzg%) _

= P(— 1<Z<D)=P(Z <1)-PZ <-1)=P(Z <1)—[1 - P(Z< 1)]=
=P(Z<1)—1=208413 —1=1,6826 — 1 = 0, 6826.

E1 68,26 % de la poblacién tiene un nivel de inteligencia entre 90 y 110.

c)
P(X<x) = 0, 70.

P(X<x) = P(Z < 210 ) = 0, 7 = Mirando en la tabla N(0, 1) resulta:

10

Para 0,52— 0,6985 y para 0,53— 0,7019 = Para 0,525-0.,7.




x—100
10

= 0,525; x — 100 = 5,25=>x = 100 + 5,25 = 105, 25.

EL70 % de la poblacién tiene un nivel de inteligencia menor de 105, 25.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Contesta de manera clara y razonada a una de las dos opciones propuestas. Se
valorard la correccion y la claridad en el lenguaje (mateméatico y no matematico)
utilizado por el alumno. Se valorardn negativamente los errores de calculo. Puede
utilizar calculadora de cualquier tipo, cientifica, grafica o programable, pero no se
autorizaran las que traigan informacion almacenada o puedan transmitirla.

OPCION A
1°) Las edades de Juan, Miguel y Gabriel suman 70 afios. La edad de Juan, el doble
de la edad de Miguel y el triple de la edad de Gabriel suman 160 afios y la edad de

Gabriel es igual a la suma de las edades de Juan y Miguel. Calcule las edades de
Juan, Miguel y Gabriel y en qué afio nacié cada uno.

Sean x, y, z las edades actuales de Juan, Miguel y Gabriel, respectivamente.
El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:
x+y+z=70x+ 2y + 3z = 160 z=x+y}
Sustituyendo el valor de z en las dos primera ecuaciones:
x+y+x+y)=70x+ 2y + 3(x + y)= 160} x+y+x+y=70x

— 4x — 4y =— 140 4x + 5y = 160 }=>y = 20.
x +y =235 x+ 20 = 35>x = 15.

z=x+y =15+ 20 = 35.

Juan tiene actualmente 15 anos, Miguel 20 afios y Gabrial, 35 afios.

Como estos ejercicios de Selectividad son del afio 2.017:

Antonio Menguiano



Juan naci6 el 2.002; Miguel naci6 el aiio 1.997 y Gabrial el aiio 1.982.
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2°) Entre dos torres de 15 y 25 metros de altura, respectivamente, hay una distancia
de 30 metros. En medio de las dos torres tenemos que poner otra torreta de 5 metros
de altura y hemos de tender un cable que una los extremos de las torres con el
extremo de la torreta. ;Donde hemos de situar la torreta de 5 metros para que la
longitud del cable sea la minima posible? ;Cual es la longitud del cable en este caso?

La longitud del cable es la
siguiente: L = l1 + lz’ que tiene que

ser minima. ‘

De la observacion de la figura
se deduce lo siguiente: l ] -

L= V(30 — ) + 20% =

= /900 — 60x + x* + 400 =/x* — 60x + 1.300.

L(x) = Vx> + 100 + /x* — 60x + 1.300.

Para que la longitud del cable sea minima es condicidon necesaria que se anule
su primera derivada:

' 2x 2x—60 x x—30
L(x)=—F +—— =— +— = 0;
23/x"+100 2x —60x+1.300 \/x +100 \/x —60x+1.300
2 2 2
x _ 30—x . X _ (30—x) _ 900—60x+x

V24100 —60x41300 X +100  x'—60x+1300  x'—60x+1.300

x' — 60x° + 1.300x° = 900x" — 60x° + x* + 90.000 — 6.000x + 100x":

1.300x° = 900x" + 90.000 — 6.000x + 100x°; 300x + 6.000x — 90.000 = 0

X2 +20x — 300 =0; x = —201x/4§0+1.200 — —20i2\/1.600 — —202i40 —— 104+20=>



= X, == 30, X, = 10.

La solucién negativa carece de sentido 16gico, por lo cual: x = 10.

La torreta debe colocarse a 10 metros de la torre pequefia.
Para x = 10 metros la longitud del cable es la siguiente:

L =~/10° + 100 + /10° — 60-10 + 1.300 = /200 + /1. 400 — 600 =
= /200 ++/800 = 10+/2 + /100-4-2 = 10+/2 + 20+/2 = 30+/2.

La longitud minima del cable es de 30\/5 metros=42,43 metros.
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3°) Consideremos el cubo que aparece en la figura adjunta. Supongamos que las
coordenadas del punto C son C(1, 1, 1), las aristas del
cubo son paralelas a los ejes de coordenadas (o sea, la
arista AE es paralela al eje X, la arista AD, al eje Y y la

arista AB, al eje Z) y los lados del cubo tienen de
longitud 2. Calcule el plano T que pasa por los puntos |_ |
A, E, Cy Gy la recta r perpendicular al plano 1 que pad
pasa por el punto D. el
‘ Las coordenadas de los vértices del cubo

son los siguientes:

________ - ’,

[
|
|
|
|
Anteriores=>{A(1, — 1, —1); B(1, — 1, 1)C(,1,1); D1, 1, — 1)

Posteriores={E(— 1, —1, —1); F(-1, —1,1)G(- 1,1, 1); H- 1,1, — 1)

-

AE=[E-Al=[(-1 -1 —1D—-(, =1, — 1D]=(- 20, 0).

-

AC=[C-Al=[111D-(, —1 — D]=(0, 2 2).

- -

n(G;AE,AC)E|x+1y—1z—1 —200022|=0; —4(zz-D+4y -1 =
-z-D+@y-1)=0 —z+1+y—-1=0.

z=y — z = 0.

Un vector director de r es cualquier vector que sea linealmente dependiente del
vector normal del plano T v o= 0,1, —1).

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es:
r={x =1 y=1+Az=-1-A.
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4°) El tiempo que un alumno puede estar concentrado y escuchar al profesor en una
clase de Matematicas sigue una distribucion normal de media 15 minutos y
desviacion tipica 5 minutos.

a) Calcule la probabilidad de que un alumno esté concentrado mas de 20 minutos.
b) Calcule la probabilidad de que un alumno esté concentrado entre 10 y 30 minutos.

c) Nos dicen que la probabilidad de que un alumno esté concentrado més de x
minutos vale 0,75. Calcular este valor de x minutos.

a)
Datos: p = 15; o = 5.

El tiempo constituye una distribucion normal tal que: X=>N(15; 5).

X—p _ X-15
- 5

Tipificando la variable: Z = P(X > 20).

X—15 20—15 5
> )=P(z>+3)=PE>1)=1- PE<1)=

P(X>20)=P( : =

=1 - 0,8413 =0, 1587.

b)
(10 < X < 30).

_ p(10-15 _ X—15 _ 30-15)\ _ (-5 15 _
P(10<X<30)—P( << )—P(5 <Z<5)_

=P(-1<7Z<3)=PZ<3)—-PUZ<-1D)=PZ<3)—-[1-PZ<1]=

= 0,9987 — (1 — 0,8413) = 0,9987 — 0,1587 = 0,8400.

x—15
5

P(X > x)= P(Z > ) = 0, 75= Mirando en la tabla N(0, 1) resulta:

Para 0,67— 0,7486 y para 0,68— 0,7517 = Para 0,675—0.75.

Por la simetria de la curva, el valor correspondiente es -0,675:

x—15
5

=— 0,675, x — 15 =— 3,375=x = 15 — 3,375 = 11, 625.

El75 % de los estudiantes esta concentrado menos de 11, 625 minutos.
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OPCION B

1°)  a) Discuta para los distintos valores de a el sistema:
ax +y—2z=—1 —x+ay+z=2 3x+y—-—z=0 y+z=3}

b) Resuélvalo en el caso en que sea compatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(@1 -2 —-1a13110 —11) y
M =@l -2-1 —1al 23011 —1103 ).

El rango de la matriz ampliada en funcion del pardmetro a es el siguiente:

IM|=]al —2 -1 —1a123011 —-1103 |=>{C3—>C3—CZC4—>C4
>lal -3 -4 —1al—-a2-3a3011 —20 —30 |=]a —3 —4 -1
=—3a(1 —a)—8—-92 —-3a)+ 12(1 — a)+ 9 + 2a(2 — 3a) =

=—3a+3a2+1—18+27a+12—12a+4a—6a2=;

——3d"+ 16a — 5 = 0; 3a" — 16a + 5 = 0; q = GHIZe-60 _ 16019 _

16+14 847 _ 1 _
- 6 3 =>a1—3,a2—5.

Para {ai% a#5 }=>Rang M < 4; Rang M = 4=Sistema incompatible.

1 1 1
Paraa=?=>M=(?1 -2 — 1?131 10 — 11 )=>RangM:,~{F1,F3, F4}
1 1 7 7
= |51 -231 -1101|={C,»C,-C}=|51 -531 —4100|=|1 -
=Rang M = 3.
Paraa =5>M = (51 —2 — 1513110 —11 )=>RangM=>{F1,F3, F4}:>

=151 —231 —1101|=>{C3—>C3—Cl}=>|51 ~ 731 —4100|=]1 — 71



=>Rang M = 3.

Para {a = % a= 5}=>RangM = Rang M’ = 3 = n%incég.=S. C. D.

b)
Por ser un sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas y compatible
. 1 ., .
determinado para los valores a = —-y a = 5, para su resolucion, despreciamos una

de las ecuaciones.

Para a== el sistema resulta:
%x+y—ZZ:—1 3x+y—z=20 y+z=3} que es
compatible determinado y equivalente al sistema:
x+3y—-6z=—3 3x+y—-—z=0 y+z=3}

Resolviendo por la regla de Cramer:

y = =33-601-1311) _ -3-9+18-3 _ 3 _ 3
-~ |13-631-1011| ~ 1-18+1-9 ~ -25 =~ 25°
_ |1-3-630-1031] _ —54+43+9 _ —42 _ 42
y = 25 =T 25 T 25 25¢
, — 113-3310013] _ 3-9-27 _ -33 _ 33
- -25 =25 =25 7 25°
./ 9
Solucionix =1,y =0, z = -
Para a=>5 el sistema resulta:
—x+55+z=23x+y—-—2z=0 y +z=3}, que es compatible
determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

25101-1311] _ 2-15-3+2 _ —14 __ 1
[-15131-1011| ~ —-1+3-1-15 = -14 = ~°
_ |-12130-1031] _ 9-3-6 _ 0 0
y = —-14 T 14 T 14 T
_|-152310013| _ —3+6-45 _ —42 3
z= —-14 - -14 = -14 =

Solucion:x =1,y =0, z = 3.
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2°) Considere la funcion f(x) = x:|x — 1|. Haga un dibujo aproximado de la
funcion anterior en el intervalo [0, 2]. Calcule el area limitada por la grafica de la
funcion anterior y el eje X.

Teniendo en cuenta que |x — 1|={—x+ 1six < 0x —1 si x>0, la
funcion puede expresarse de la forma siguiente:

f(x)={—x2+xsix<0x2—xsi x=0.

. L4 2 14
En el intervalo (— oo, 0) la funcién es f(x) =— x + x, que es una parabola
concava (N) cuyo vértice es el siguiente:

f@)=—2x+1=02x =—

f(Z)=—v+7=5="=(x )

En el intervalo (0, + o) la funcidon es o

2 , -
f(x)=x — x, que es una pardbola convexa (U) cuyo & i
vértice es el siguiente:

f'(x)=2x—1=0:>x=%_ f(i)=%—%:—i=>vz(i _L).

La representacion grafica, aproximada, de la funcidn es la que aparece en la
figura anterior.

La superficie a calcular se deduce de la figura siguiente:

Y Li
. - . S = }(— X + x)-dx + }(x2 — x)-dx =
0 1

x3 le x3 x22 13 12
RN Rl (_T+T)_O+
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3°) Dados los puntos A(1, 0, 3) y B(1, 3, 4), determina los puntos situados en el
plano m=z = 1 que forman con los puntos A y B un tridngulo equilatero. Calcule el
volumen del tetraedro formado por los tres puntos anteriores y el origen de
coordenadas.

Los puntos del plano T tienen por expresion general P(x, y, 1).

AB=\V1 -1 +@B -0+ @4 —-3"=40+9+1=110

AP = 4B =105 (x = D* + (v — 0)*+ (1 — 3)* =

=\/x2—2x+1+y2+4=\/x2+y2—2x+4; x2+y2—2x+5=10;

X4y —2x—5=0. (1)

BP=AB=10=(x - D°+ (v — 3)*+ (1 — 4)° =

=\/x2—2x+1+y2—6y+9+9=\/x2+y2—2x—6y+19;

2 2 2 2

X +y —2x—-6y+19=10; x +y —2x -6y +9=0. (2
Igualando las expresiones (1) y (2):

x2+y2—2x—5:x2+y2—2x—6y+9=0; —5=—6y+9;

7

6y = 14=y = —-.

2
x2+y2—2x—5=0; x2+(%) —2x —5=0;

X'+ —2x—5=0; 9% +49 — 18x — 45 = 0; 9x" — 18x + 4 = 0;

18+/324—144 184+/180 18++/36:5 184645 3+/5 3—/5 3++/5
= 18 =" 18 - 18 18 3 XT3 %%

Los puntos pedidos son Pl( 3_3£ , %, 1) y Pz( 3+3£ ) %, 1).

El volumen de un tetraedro es, en valor absoluto, un sexto del producto mixto




de los tres vectores que lo determinan; en este caso se tienen dos tetraedros cuyos
volumenes son:

I U | PP | B | 3—5 7 1
VOABPI—?-HOA,0B,OP1“—?-“103134 L L1||=55|l1031343 - 57

=19+ 21 — 9(3 —\/5) — 28| = |2 — 27 + 95| = 2525 _ Losas]

_ 2595 3_ 3
VOABPl_ 15 u=488u.
=2 |loa oB, op ||= L. 35 7 q || = L.
Vou = 5|[04 0B, 0P| =5 |[t03134 255 L 1| = |[1031343 4

OABP2

=9 + 21 — 9(3 +/5) - 28| =5~[2 — 27 — 95| = |—9g—25| _ 9(_:25

25+9\5 3 3
1% = 25095 u =4512 u .
0ABP, 18
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4°) Supongamos que los estudiantes de la UIB solo tienen dos sistemas operativos en
sus teléfonos moviles: Android e IOS (el de iPhone). El 80 % de los estudiantes de la
UIB tienen el sistema operativo Android. El 25 % de las chicas de la UIB tienen 10S
en su teléfono movil y el 45 % de los estudiantes de la UIB chicos.

a) Calcule la probabilidad de que un chico de la UIB tenga IOS en su teléfono movil.

b) Calcule la probabilidad de que un estudiante que tenga Android en su teléfono
movil siendo chica.

Datos: {P(A)= 0,8->P()= 0,2 P(I/M)= 0,25-P(A/M)= 0,75 P(H) -
a)

Se pide: P(I/H).

P()= P(H/)+ P(M/I)= P(H)-P(I/H)+ P(M)-P(I/M).

_ P(D—P(M)-P(I/M) __ 0,2-055025 _ 02-0,1375 _ 0,0625

P(I/H) = P(H) o 0,45 o 0,45 045 0,1389.
b)

P(M/A) = P(MNA) _ P(M)-P(A/M) _ 055075 _ 04125 _ 0 5156

P(A) P(A) o 0,8 08
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CANARIAS

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

1°) Determinar los valores de a y b para que la funcion f(x) definida de la siguiente

forma: f(x) = {x2 + 4x + a si x<2 — x~ + bx si x > 2 sea derivable en todo
X€ER.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 2; se trata de determinar
los valores de a y b para que sea derivable en el punto critico x = 2.

Para que la funcion sea continua en x = 2 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguale al valor de la funcion en ese punto.

f(x) :(x2+4x+a)=4+8+a=12+a = f(2) f(x) =(—x2+bx):—4+
12 +a=—4+2b; a—2b=-16. (1)

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales son
iguales en ese punto.

fOO={2x+4six<2 —2x+bsix>2={f(2)=4+4=8f(2")=—4+

= — 4 + b = 8=>b = 12. Sustituyendo el valor de b en (1):

a— 212 =—16; a =— 16 + 24=>a = 8.

Antonio Menguiano
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2°) Calcular el area de la region sombreada en la figura adjunta, sabiendo las
ecuaciones de las funciones que aparecen en la grafica.

Y 3

Los puntos de corte de las dos funciones
tienen como abscisas las soluciones de la ecuacion
que resulta de la igualacion de sus expresiones:

f(x)=g(x)=>x3+1=x+1; x3—x=0;

O

X

x(x° = 1)= 0={x, =— 154(- 1, 0)x, = 0-B(0, 1)  x, = 1-C(L, 2)

En el intervalo (— 1, 0) las ordenadas de la funcion f(x) = x4+ 1 son
mayores que las correspondientes ordenadas de la funcién g(x) = x + 1 y en el
intervalo (0, 1) ocurre lo contrario.

Teniendo en cuenta lo anterior y de la observacion de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente.

0 1
S = _fl[f(x) — g(®)]-dx + {[9(?6) = f)]-dx =

0 1
J— 3 —_ . —_ 3— . =
—_fl[(x + 1) (x + 1)] dx+£[(x+ 1) (x 1)] dx
—} 41 1)-d } 1—x +1)dx =
—_1(x+ —x—)-x+0(x+ —x + 1)dx =



= }(xg—x)-dx +}(—x3+x + 2)-dx =[XT4—X—2]O +[—x—4+x—2+ Zxr:
-1 0 -1 0

_ 0" A 1,1 11 _ 3
—0—[ - ]+(—4+2+2.1—0_—4+2—4+2+2_2

3 2
S—Zu.

skeostk sk seoskeoske sk sk
3°) Sea la matriz M = (0117). Resolver el siguiente sistema de ecuaciones
matriciales:  2X + 3Y = M3X — 2y = M ).

La inversa de M se obtiene por el método de Gauss-Jordan.
(M/I)=(1001)=>{F1<—>F2}=>(0110):{F1—>F1— 7F1}=>
>(-7110)=>M '=(-7110).
2X +3Y = M3X — 2y =M '} 4X + 6Y = 2M9X — 6y = 3M ' }=>13X
13X =2(0117)+ 3(—-7110)=(02214)+ (—21330)=(—215514)>

1
X =——(- 215514).

2X +3Y = M3X — 2y =M '} 6X + 9Y = 3M — 6X + 4y =— 2M

13Y =3-(0117)—2(—7110)=(03321)— (— 14220)=(141121)=

1
Y =—-(141121).

st sfe ke sk skeosk skok skok



4°) Dado el plano n=2x+y—z=0 y la recta
r={x —y+z=32x+y=1 y,sepide:

a) Escribir la ecuacion de la recta r en forma de ecuaciones continuas.

b) Hallar la ecuaciéon del plano que pasa por el punto P(1, 2, 1), es paralelo a la
recta r y perpendicular al plano .

a)
r={x—y+z=32x+y=1 =5x=Ay=1-2z=3—-x+y=3-A+

=4-3A=r=x =1 y=1-2\z=4- 3L

_x _ y-1 _ z—4
=T =" T =
b)
Un vector director de la recta r es v o= 1, -2, = 3).
Un vector normal del planomesn = (2, 1, — 1).

La expresion general del plano 3 pedido es la siguiente:
B(P; vr,n)E|x— ly—-2z-11 -2 —-321 —-1|=0;

2 —1D)—6(y —2)+ @z - D+ 4z - D+ 30x - D+ - 1)=0;
S5(x —1D)—50 -2)+5(z-1)=0 (x—1)—( —2)+(z— 1)=0;

x—1—-y+2+4+z-1=0=>p=x-y+2z=0.

s sk skeosk kosk ko skok



OPCION B

— X
o o [ e +e —2coscos x V4+x—2—
1°) Calcular los siguientes limites: a) > —_—
sen (x ) X
a)
e'+e —2coscos x e’+e "—2coscos 0 1+1-2-1 0 '
- = = = —=Indet. =>{L Hopital} =
sen (x ) sen( 0 0
e'—e +2senx 1 . 1 e'—e +2senx 1 1 e'—e +2senx
= n o =7 lim o =7 =
2x-cos (x ) x—0 coscos (x ) X x
1 e'—e“+2senx 1 e'—e +2sen0 _ 1 1-1420 _ 1 0 _ 0
=7 X 2 0 2 0 =55 = g >lndet.>
' ) 1 e +e +2-cosx 1 1+1+2:1 4
=>{LHOplt(11}=> - 1 = = =2
X —X
e +e ~—2coscos x
2 = 2
sen (X )
b)
VAx—2—" \l4+0—2—L 2-2-0 0 !
— = — = = —>Indet. =>{L Hopltal}=>
x 0 0 0
1
L0+ el S S : A Tafe
2\/4+x 4 2Jat0 4 44 0 . 2 x+4
= — = n =—F— = 4 >Indet. =>{LH0pltal}=> 2
.+t r __ i 1 __ 1
4 (44x) A4 4 42 32
X
Va+x—2-% 1
jE 32
Otra forma de hacer este ejercicio:
VAtx—2—7 4 f4rx—8—x 4/440-8-0 _ 42-8 _ 0
— = - = - = = —>=Indet. >
x 4x 4-0 0 0

N atx—8—x _ 4fA+x—(8+x) _ [4[4+x—(8+x)|[4/4+x+(8+x)]
2 - 2

4x 4x 4x2-[4x/4+x+(8+x)]
2
(44 x) —8+%)°  _ 16(4+0)—(64+16x+x]) _ 64+16x—64—16x—x"

40" (444 x+8+x) B 4x" (4 [4+x+8+x) N 4" (4[4 x+8+x)



’ ~1 _ -1 1

—x _
B 4x2-(4m+8+x) B 4-(4/4+x+8+x) 4-(4-2+8+0) 32 °
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2°) Se quiere fabricar un smartphone con una pantalla LCD de 18 cm?® Los bordes
superior e inferior han de tener 2 cm cada uno y los bordes laterales 1 cm. Calcular
las dimensiones del teléfono para que la superficie del mismo sea minima.

La superficie total es § = x-y.  (¥) 2

También puede expresarse la superficie total de la
forma siguiente:

S =18 4+ 22x + 2:1-(y — 4).

18 + 2-2x + 2-1-(y — 4) = xy;

I3

18 + 4x + 2y — 8 = xy; 10 + 4x = x-y — 2y;

10+4x
x—2 °

y(x — 2)=10 + 4x=>y =

4x+10 _ 4x +10x
x-2 x—2

Sustituyendo en (*) el valor hallado de y: S(x) = x-

Para que la superficie sea minima es condicién necesaria que se anule su
primera derivada:

(8x+10)-(x—2)—(4x"+10x)-1 8x —16x+10x—20—4x"—10x 4x°—16x—20

S(x) = - =

(x-2)" (x-2)" (x—2)*

\ 2
S(x)z():L&C;ZO:O; 4x2—16x—20=0; x2—4x—5=0;
(x—2)

_ 4+16+20 _ 4436 _ 446 _ _ _
= B = B - 28 = 243y =— 1, x,= 5.

La solucidn negativa carece de sentido, es para minimo. La solucién es x = 5.

_10+4:5 _ 10+20 _ 30
- 52 = 3 _3_1()'

La superficie es minima cuando las dimensiones del teléfono son 10x5 cm.

st sfe sk sk sk skosk skok



3°) Hallar la matriz X que cumple la ecuacion matricial AT'XA = B siendo las
matricecsA = (31 —2 —1)yB=(1 —121).

A'XA =B AAXAA =ABA Y X1 =ABA .

X = ABA .

Al=131 -2 —1|=—3 +2 =— 1.
AA=B =21 -1). Adj.deA"'=(-1 —123).

-1 Adj.deA” _ (-1-123) -1
AT =t = B s 4T =11 -2 - 3).

X=ABA =31-2-1)1 —121)(11 -2 —3)=
=5 -2 —41)(11 -2 —-3)=(0©11 —6 — 7).

X=011 -6 — 7).

deskeoskososkoskoskoskoskok
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m

4°)yDados larectar=x =y + 1 = Zi y el planos m=2x + y + z = 9, se pide:

m

a) Calcular el valor del parametro m para que la recta r sea paralela al plano .

b) Param = 2, determinar el punto de interseccidn de la recta r y el plano .

a)
La recta r es paralela al plano  cuando el vector director de la recta y el vector
normal del plano son perpendiculares.

Un vector director de r es 1;; = (1, 1, _73)

Un vector normal de Tt es r_{ =(2,1, 1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

vn=05(1L1 )2 1, D=0 2+1-==0 3m—3=0
m-—1=0>m=1.

Larectaryelplano son perpendiculares cuandom = 1.

b)
_11
Para m=2 la recta e 7r=x=y+1=—7 0  mejor
2
r=x =y +1= 22%311
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas €S
r={x = A y=—1+7\z=12—1—%7\
m=2x+y+z=9 r={x=A y=—1+7\z=%—%7\ =22+ (= 1+

20— 1+ A+ —5A=9 3k +=——2A=10; 61+ 11 — 31 = 20; 31 = 9=

11

=>A=3=>{x=3 y=—1+3=22=7—%=1}=>P(3,2,1).
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CANARIAS

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

1°) Calcular el valor de los parametros ¢ y d sabiendo que la grafica de la funcién

f:R—>R definida por f(x) = 2" — % + ex + d, tiene como recta tangente en el
punto P(1, — 2)larectadeecuaciony = 5x — 7.

Por contener f(x) al punto P(1, — 2)es f(1) =— 2:

f=21"-1"+c+d=—22-14+c+d=—2; c+d=—3
(D

La pendiente de la recta tangente y = 5x — 7esm = 5.

La pendiente a una funcion en un punto es igual que el valor de la pendiente de

la recta tangente en ese punto, por lo cual es f ’(1) = 5:
f'(x) = 6x" — 2x + c.

F()=5261"-21+c=5 6-2+c=5 4+c=5>c=1.

Sustituyendo en (1) el valorde ¢ = 1:

c+d=—3 1+d=-3>d=—4.

fFO)=2x —x + x — 4.

Antonio Menguiano
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2 2 4 2
2°) Resolver las siguientes integrales: a) I = [ i%ﬂ—-dx. bl = M;dex.
1 X

a)
B : !
| = [£CO g =>{x=——>t= 1x=——>t=0}=>%ft2-dt=
1 0
2

b)

N m

+C=

4 2 _3 3
1=f3"+5’;+xdx=f(3x2+5+x 2)-dx= 4 5x + =
x ~

NI

_ 0 _ 2
=x + bx J}-I—C'

X

4 2
I=fwdx=x3+5x—2\/;+6.
X
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3°) Dadas las matrices
A=(101 -1;B=(1xx—-1-1)yC=0 —1 —12):

a) Calcular el valor de x para que se cumpla: A + B + C ‘=31 , donde I es la matriz
identidad de orden 2.

b) Calcular la matriz X solucion de la ecuacion matricial: A-X + C ‘=31

a)
A+B+C=3 101 —1)+Qxx—-1—-1)+(@0 -1 —12)(0 =1 — 12

(2xx —2)+(1 -2 —25)=3 B3x—2x—-23)=3003)>x = 2.

b)
AX +C°=3L AX=31-C=M A AX=4"M:

IX=A4A"M=a>x=4"M.
M=3-C=B003)—(1 —2 —25)=(3003)+(—122 —5)=(222 —

A=(101—1); |Al=—1; A'=(110 —1); Adj. deA' =(—10 —11)=
A '=(101 -1)= 4
X=A""M=(101 —1)(222 —2)=(2204).

X =(2204).
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4°) Dado el plano m=5x + ay + 4z — 5 = 0y la recta r==- = % = Z__42 y, se

pide:
a) Calcular el valor del parametro a para que la recta r sea paralela al plano .

b) Para a = 0, calcular el angulo que forman el plano 1 y la recta 7.

a)
La recta r y el plano m son paralelos cuando el vector director de la recta y el
vector normal del plano son perpendiculares, o sea, cuando su producto escalar es 0.

Un vector director de la recta es v o= (1, 3, — 2).

Un vector normal del plano mes n = (5, a, 4).

von=(13 -265a4=0 5+3a-8=0 3a=3>a=1

b)

Para a = 0 el vector normal del plano T es 77 = (5,0, 4).

El vector director de r y el vector normal de m son linealmente independientes
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual son secantes.

- >

el
Por definicion de producto escalar: nv_ = |n|-|vr|- cos cos 3.

- -

nv,
coscos B = ——=-= sena.
v
senq = —809W3-2) 5+0-8 -3 -3 -3

5242124354 (—2) \25+16+/1+9+4 41414 /574 23,9583

=— 0,1252 = B = arc(— 0,1252) = 7° 11 36",



Larectar yelplano m forman un angulo de 7° 11 36",
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OPCION B

2
1°) Dada la funcion f(x) = %, se pide:

e
a) Determinar los intervalos de crecimiento y los de decrecimiento.

b) Calcular los maximos y minimos relativos.

a)
Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

2
f(X)Z 2x-ex2—x -2x-ex2 22 2x(1—x2)

2

2x X X
e e e

f'(x) = O:ﬁlx_z—x)— = 0; 2x(1 — xz) = Oﬁx1 =1, x =0, X, = 1.
e

2 '

Por ser € > 0, VX€ER, f (x) es positiva o negativa cuando lo sea el
numerador de su expresion, que por ser una expresion polindmica, sus tres raices
dividen el dominio de la funcion, que es R, en cuatro intervalos donde la derivada es,
alternativamente, positiva o negativa.

Los intervalos mencionados son (— o, — 1), (= 1, 0), (0, 1), (1, + ).

4(1-4)

Considerando el valor 2€(1, + o0)= f’(Z) = ——— < 0, los periodos de
e

crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: (— o, — 1)U (0, 1).

Decrecimiento: (— 1, 0) U (1, + o0).

b)

Para que una funcidén tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicion,
que es necesaria, no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario
que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera
derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.



f"(x)_ (2—6x2)-ex2—2x(1—x2)-Zx-ex2 _2—6x—4x(1=x)) _ 2—6x'—4x+4x"

22 e e
e e e
ax'-10x°+2 _ 2(2x"—5x"+1)
- o - e .
e e
221-51+1 —4 . .
f( 1) == ) = — < 0=>Maximo relativo para x =— 1.

€

_ D A aavimo: Af— 1
f(—=1)= o T e :Maxlmo.A( 1, e).

f (O) wz % = 2 > 0=>Minimo relativo para x = 0.
e

£(0) = = = + = 0= Minimo: 0(0, 0).
e

f (1) 221 51+1) = _84 < 0=>Maximo relativo parax = 1.

e

f(H= 112 = % =>Méxim0:B(1, %)

Q

Estos calculos se simplifican teniendo en cuenta que la funcion es simétrica
con respecto al eje de ordenadas, por ser f(— x) = f(x).
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2°) Dibujar y calcular el area de la region del plano limitada por las siguientes rectas:

y=3x; y=x; y=—Xx+ 8, x = 3.

De la observacion de la figura se deduce el area a calcular, que aparece
sombreada en la figura, y que es la siguiente:

S =

O~ N

3 0
3x-dx + [(— x + 8)-dx + [ x-dx =
2 3

(32" 3’ 2° 3°
R e N O E
=6-—+24+2-16—-—>=32-16-9=32-25=7.

S =74

seskoskoskoskoskoskoskskok



39 Sea el sistema de ecuaciones lineales:
2x +y+ kz=1kx + 2y — z =— 2 y — 3z =—3}.

a) Estudiarlo y clasificarlo para los distintos valores del parametro k.

b) Resolverlo para k = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=Q1kk2 —101 — 3) y
M =QR21kk2 —101 -3 1 —2 — 3).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro k es el siguiente:

IM|=|21kk2 —101 —3|=—12+k +2 +3k=0; k + 3k — 10 = 0

= —3iw2/9+40 _ —31;@ _ —32i7 N kl ——5 kz _ 9

Para{k# — 5k#2}=>Rang M = Rang M =3 =n° incdg.=S. C. D.

Parak =— 55M = (21 —5 —52 —101 —3 1 — 2 — 3)=>RangM =

51211 =52 —201 —3|=—12 — 5 + 4 — 15 =— 28%0=>Rang M = 3

Parak =— 5=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Parak = 25M = (21222 —101 —=3 1 —2 —3)=RangM ={C, C,

51021122 =201 —3|=—12+ 2+ 4 + 6 = 05Rang M = 2.

Parak = 2=Rang M = Rang M =2 < ne incég.=S. C. I.

b)
Para k=2 el sistema resulta
2x+y+2z2=12x+ 2y —z =— 2 y — 3z =— 3 }., que es compatible
indeterminado.

Para resolverlo se desprecia una de las ecuaciones (primera) y se parametriza



una de las incognitas, por ejemplo, z = A.

2x + 2y =— 2 + A y=—3+3A}=22x+2(—3+30)=—2+ A 2x — 6 + ¢

2x =4 — 5% x =2 ——L

Solucion: x = 2 — %A; y =— 3 + 3\, z = A; VAER.
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4°) Dados los planos mEx -y + 3=0; nZEZx + y — z = 0, determinar:
a) La ecuacion de la recta perpendicular a T, que pasa por el punto P(2, 2, 1).
b) La ecuacion del plano perpendicular a la recta que determinan Ty T, que

contiene al punto A(1, 1, — 1).

a)
Un vector normal del plano T, es 771 =(1, —1,0).
Un vector de la recta r pedida es cualquiera que sea linealmente dependiente
del vector normal del plano T, por lo cual, v o= (1, — 1, 0).
r={x=2+Ay=2-7Az=1
b)
El plano T, pedido es perpendicular a los planos T,y T, por lo cual tiene como

vectores directores a los vectores normales de los planos T YT,

-

n,=(21 -1

nS(A; nl,n2)5|x—1y—1z+11 ~1021 —1|=0;

x-D++DH)+22+DH)+ @ -D=0 x—-—D+@ -1+ 3=+ 1)=0;
x—1+y—-1+3z+3=0.

n35x+y+32+1=0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

4.- Los dispositivos que puedan conectarse a internet, o que pueden recibir o emitir
informacion, deben estar apagados durante la celebracion del examen.

OPCION DE EXAMEN N° 1
1°) Consideremos la  igualdad de  matrices A-M = B, donde
A=(t2t2 —1t1 —111)yB=(1 —301 —22).

a) ;Cuantas filas y columnas debe tener la matriz M?

b) ;Para qué valores de t es la matriz A invertible?

c) En el casot =— 1, despeje la matriz M en funcion de las matrices A y B y calcule
su valor.
a)
El producto de matrices cumpleque: A B~ =C
mxn nxp mxp
En el caso que nos ocupa: A3><3'Mn><p = B3><2 >n=3yp = 2.

La matriz M tiene por dimension 3X2.

b)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

A= [t2t2 —1t1 —111|=t -2 -2t + 2t —t+ 2t =t +t — 2 = 0;

—1++/148 —1++/9 —143
t = > = > = >

=t == 2, t2=1.

Antonio Menguiano



Lamatriz A es invertible VteR — {— 2, 1}.

Parat =— lesA=(—1-22 -1 —11 —111).
-1 -1 -1 -1
AM=B; A “AM=A B; IM=A B=aM=A4 -B. (%

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(D=(100010001)={F~ - F }=

= (- 100010001):{F2—>F2+F1F3—>F3+F1}=>(— 100 —110 — 101"

1
:>{F1—>F1— 2F F, > F, — 3F2}=>(1 -20 -1102 — 31):>[F3—>7F3}=>

:>(1 ~20 -1101 —%%):{Fz—)F2+F3}:>(1 ~200 -+ 21 -1

=>A_1=(1 ~200 - > +1 -2

N

). Sustituyendo este valor en (*):

L

M=4"B=(1-200 -7

1 3 1 1
T1-55)a =301 -22)=(1 -5 -1

M=(1—5—1%—2—%).

skeosk sk skoskeoske sk koo



2°) Sea la funcioén f(x) = \F
X

a) Calcule una primitiva de f. Compruebe la solucion obtenida.

b) Calcule el 4rea encerradapor f yelejey = Oylasrectasx = Oy x = 4.

a)

Fx)=[ \/% -dx:>{«/1 Fx=tox=t —ldx = 2t-dt}=>

3

=2 f(t" - 1)dt = 2-(% )+ c=2-2a+c=2e(-3)+c=

=-1+xQ+x-3N+C=2/1+x@x-2)+C

F(x)=—=x + 1-(x — 2) + C.

Comprobacion:

F’(@:%-[M% (x — 2)+Jx+71]= . [Z(M) (x — 2)+W]

_ 2 x—24+2x+2 _ 1 3x o x
_3\'x+1[2(+1)+1] Tt ey et ey =g s =™
Queda comprobado lo pedido.

b)
. Ny X
En el intervalo (0, 4) todas las ordenadas de la funcion f(x) = Ny son

positivas, por lo cual, al area pedida es la siguiente:

S = Zf(x)-dx = |+ 1 - 2)]2 = (£/5:3) - |41 =
2ot

3

= 2(3\5 + 1) u'=5,14u".
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3°) Sea el punto P(0, 2, 2). Sea la recta r dada en forma continua

x=2 _ y _ z+1
4 1 2 -

r=

a) Escriba unas ecuaciones paramétricas de la recta 7.
b) Calcule la distanciade P ar.

¢) Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.

a)
r={x =2+ 41 y=A2A z=—1+ 2X.

b)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion. P

A
r

S = 'v /\AP|S - |v|-h}=>|v /\A_>P': ‘;|-h=>
T T T T

v AAP|
T
=

v

r

= h = d(P,7) =

Un punto y un vector directorderson A(2, 0, — 1)y v o= 4, 1, 2).

N

AP =[P — A]=[(0,2,2)— (2,0, — D]= (-2 2, 3).

Aplicando la férmula al punto P y a la recta r:

- - - . . . . . 3 2 2
(P, 1) = vr/:AP‘ _ Nijk412-223]| _ |3i-4j+8k+2k—4i—12j| _ |-i=16j+10k] _ V(=1 +(=16) 4
v w/42+12+22 \/m \/ﬁ \/ﬁ

= B0 _ 5 17 =, 120 = d(P, )




Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
El haz de planos perpendiculares ar es: a=4x + y + 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano m que contiene al punto P(0, 2, 2)
es el que satisface su ecuacion:

o=4x +y+2z+D =0 PO, 2,2)}=>40+ 2 + 22+ D = 0=D =
>m=4x + y + 2z — 6 = 0.

El punto B, interseccion de la recta r con el plano T es la solucion del sistema
que forman:

m=4x + y+2z—-6=0 r={x =2+ 4L y=A z=—1+ 2\ }=>4(2

8+ 16A+A—-2+4A -6 =0; 21X = 0=A = 0= /

=B=A(2, 0, — 1).

La distancia pedida del punto P a la recta r es
equivalente a la distancia entre los puntos B y P, o sea el

modulo de |BHP|:

d(P, 1) = |B_)P| VO -2 +@ -0+ @2+ 1)’ =

=4+ 4 +9=117.

d(P, r)= \/ﬁunidades.

c)
Calculado en la segunda forma de hallar la distancia del punto a la recta del
apartado anterior.

nm=4x +y + 2z — 6 = 0.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) Considere el sistema matricial: (11111a3a2a2a)(xyz)=(221).
a) Determine los valores de a para que el sistema sea compatible.

b) Calcule todas las soluciones en el caso en el que sea compatible indeterminado y
enel casode a = 3.

a)

Segln el teorema de Rouché-Frobenius, para que un sistema sea compatible es

necesario que los rangos de las matrices de coeficientes M y ampliada M sean
iguales.

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de a es el siguiente:

IM|=|11111a3a2a2a|=2a+2a+3a —3a—-2a—2a=da —a=0;

a(a — 1)= O:>a1 = 0, a, = 1.

Para {a#0 a#1 }=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.
Paraa = 0O:

M=(111110000)=|1110|#0=Rang M = 2.

M=(111110000 221)=>RangM'=>{cz, C, c4}=>|112102001|=—

=Rang M =3

Paraa = 0=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.
Paraa = 1:

M=(111111322)=|1132|#0=>Rang M = 2.

M=(111111322 221)=>RangM = {F =F }=RangM = 2.

Paraa = 1=Rang M = Rang M' = 3 < n%incdg.=S. C. I



El sistema es compatible VaeR — {0}.

b)
Se resuelve en primer lugar para a = 1; el sistema resulta
x+y+z=2 x+y+z=23x+ 2y + 2z =1}, que es compatible
indeterminado, equivalente al sistema x +y +z =23x + 2y + 2z =1}
X+y+z=23x+2y+2z=1}=2z=A=>x+y=2—-A3x+2y=1—2)
>x=— 3, y=2—-A—-x=2—-A+3=5-A

Solucion:x =— 3; y =5 — A\;z = A, VAER.

Para a=3 el sistema resulta

x+y+z=2 x+y+3z=29%+ 6y + 6z = 1}, que es compatible
determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

_1211213166] _ 12+41243-1-36-12 _ 15-37 _ 22 _ 11
o 32_3 o 9-3 6 6 3
_|121123916] _ 12+1+54—-18-3-12 _ 55-21 _ 34 _ 17

y = 6 - 6 - 6 6 3
_|112112961] _ 0 _

z = A === 0.

., 11 17
Solucion:x =— —;y = —2z = 0.

3
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2°) Tenemos la funcion definida a trozos:
gx)={ ad si x < 02x° — 15x° + 36x + 3 si x=0 .

X

a) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funciéon g en R — {0}
y determine los méximos y minimos relativos.

b) Determine si la funcion es continua en x = 0.

¢) Haga un esbozo del gréafico de la funciéon en un entorno de x = 0.

a)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

g ={ ——= si x<06x — 30x + 36 si x=0.
X
6x2—30x+36=0; x2—5x+6=0; X = Si@z 5J_rzﬁ= 5J2_r1 N

Las raices halladas dividen al intervalo [0, 4+ ) en los intervalos siguientes:

0, 2), (2,3)y(3, + ©), donde la expresion 6x° — 30x + 36 es,
alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 1, el valor de la expresion
6x° — 30x + 36 es: 6 — 30 + 36 > 0.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:

Decrecimiento: g’(x) < 0=x€(— o, 0) U (2, 3).

Crecimiento: g'(x) > 0=>x€(0, 2) U (3, + o0).

b)
Para que la funcion sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion.



g() = == g(x) =(2x" - 15x" + 36x + 3)=3
gx) # g(x).

La funciéon g(x) es discontinua para x = 0.

(Discontinuidad inevitable de salto infinito).

c)

Son puntos de la funcién A(0, 3) y B(— 1, 0) y son asintotas las rectas y = 1
y x = 0. La representacion grafica de la funcion es, aproximadamente, la que se
indica en la figura adjunta.
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3°)Sean A(— 2, 1, 0), B(1, 1, 1) y C(2, 0, 2) tres puntos de R’
a) Calcule la ecuacion implicita (general) del plano 1 que pasa por A, By C.
b) Calcule la ecuacion continua de la recta BC.

c¢) Calcule el area del tridngulo definido por ABC.

d) Determine, usando el producto escalar, si los vectores u=(3, 1, 0) y

v = (4, — 1, 2) son ortogonales.

a)

Los puntos A, B, y C determinan los vectores:

-

AB=[B—-Al=[(1, 1, 1)-(-2 1 0]=(3, 0, 1).

-

AC=[C—-A]1=[2 02— (-2 1,0]=4 - 1,2).

n(B; AB, AC)=|x — 1y — 1z - 13014 — 12|=0;
4y -D-3z-D+x-D—-6(y -1D=0;
x-1D)-20-1)-3z-1)=0 x—-1-2y+2—-3z+3=0.

nm=x — 2y —3z+ 4 =0.

b)
v =BC=[C-B]=[202)- (1 D]=( -1 1)
r= xIZ — _yl _ ZIZ
c)

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

- -

S 5|AB x Ac|=F-1ijk3014 — 12 =54 — 3k + i — 6j| =

ABC

2
= li = 2j = 3k| = %-\/12 +(-2) + (=)= T +4+90="1




d)
Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) cuando su producto escalar es
cero:

wv=3 1004 —12)=12—-1+ 0 = 11=0.

- >

Los vectores u yvnoson ortogonales.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

SEPTIEMBRE — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método

utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta

permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

4.- Los dispositivos que puedan conectarse a internet, o que pueden recibir o emitir

informacion, deben estar apagados durante la celebracion del examen.

OPCION DE EXAMEN N° |

I°)SealamatrizM = (x —xx1 — xxx2xx).

a) Calcule el rango de M en funcion del valor de x.

b) Calcule la inversa de M en el caso de x =— 1.
a)
M|=|x —xx1 — xxx2xx|=—x3+ 20—+ =2+ X

—3x2(x— H=0>x =x,=0,x,= 1.
1 2 3

Para {x#0 x#1 }=>Rang M = 3.

Parax = 0=>|M|=1000100000|= RangM = 1.

=— 3x3 + 3x2

Parax = 1=|M|=|1 — 111 —11121|=|1 — 112 |#£0=Rang M = 2.

b)
Parax =—1lesM =(-11 -111 -1 -1 -2 —-1).

Se obtiene la inversa de M por el método de Gauss-Jordan.

Antonio Menguiano



(I)=(100010001):>{F1<—>F2}=>
=>(010100001)=>{F2—>F2+F1F3—>F3+F1}=>(010110011)=>
=>{F2<—>F3}:>(010011110):>{F2—> —F2}=>

(0100 — 1 —1110)=>{F1—>F1—F2F3—>F3—2F }=>(0210 —1 —11°

2

1 1 1 1
=>[F3—>—?F2]=>(0210 -1-1-+ -1 —?)=>{F1—>F1+3F3F2—>F2-

1 1 1 1 1 1 1 1 1
:(—770?0 -3 "% ~ 2030 -5 -5 —-

N
N

—L)s (-
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2°) a) Calcule el rectangulo de base x cm, altura y cm y diagonal 3\/5 cm cuyo
perimetro sea maximo.

b) Calcule la recta tangente a la funcion h(x) = X+ xenel punto P(1, 2).

a)
Perimetro: P(x, y)=x + y + 3\/§=>Minimo.

2
Por el teorema de Pitagoras: (3\/5) =x + yz.

y =V\18 — X Sustituyendo en el perimetro:

P(x)= x +18 — x" + 3-/2.

El perimetro sera minimo cuando se anule su primera derivada:

' —2x x x 2
Px)=1+—==1 — = 0=1 = ; x =V18 — x;
2/18—x 18—x° 18—x

xX’=18 —x°; 2x° = 18; x° = 9=x =—3,x,=3.

El valor negativo carece de sentido l6gico, por lo cual: x = 3.

y =418 -3° =18 —9=-/9 = 3.

Esun triangulo rectangulo isosceles de catetosx =y = 3cmyz = 3\/5 cm.

b)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

h(X)=2x + 1om=h(1)=21+1=3.
y_yO:m(x—xO)zy—2=3-(x—1)=3x—3.

Recta tangente: t=3x — y — 1 = 0.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



3 Seana=x + 3y + 2z — 1 = 0y B=2x + 6y + 4z + 3 = 0 dos planos.
a) Extraiga el vector normal al plano o de su ecuacion implicita (general).

b) Calcule unas ecuaciones paramétricas del plano a.

¢) Determine la posicion relativa de los planos a y f3.

d) Calcule la recta normal al plano 3 que pase por el punto 0(0, 0, 0).

a)
n =(1,3,2).

04

b)

a=x+3y+2z2—-1=0=2{y=yz=906}20={x =14+ 3y + 20y =y

c)
n, = (1, 3, 2).

Los vectores directores de los planos son linealmente dependientes, en este
caso iguales, por lo cual los planos a y [3 son paralelos o coincidentes.

Teniendo en cuenta que B=x + 3y + 2z + % = 0:

Los planos a y 3 son paralelos.

d)
Una recta normal a un plano tiene como vector director a cualquiera que sea
linealmente dependiente del vector normal del plano.

La recta r normal al plano (3 que pase por el punto O(0, 0, 0) tiene la siguiente
expresion mediante unas ecuaciones paramétricas:

r={x =A y=3Az = 2A.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) Considere el sistema de ecuaciones
{x+y+z=3 2tx +y+(t+Dz=1 (t—Dx +ty +tz=—2
dependiente del parametro real t.

a) Escriba el sistema de ecuaciones como el siguiente sistema matricial:
A(xyz)= B.

b) Clasifique el sistema en funcion del valor del parametro t, calculando todas las
soluciones en los casos en los que sea compatible.

a)
(1112t1t+1t—1tt)(xyz)=3B1 — 2).

b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=1112t1t+1¢t—1t¢t) y
A=@112t1t+1¢t—1tt 31 — 2).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro ¢ es el siguiente:
A= |1112¢1t+ 1t —1tt|=t+20+@+ Dt - 1)—(t—1)—tt + 1) -
2 2
=t+t —1—-t+1—-t —t=—t=0>t=0.

Parat#0=Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Parat = 034 = (111011 — 100 31 —2):>{F3=F2—F1}=>RangA'=

Parat = 0=Rang A = Rang A=2<ne incog.=S.C. L.

Se resuelve para t#0 por la regla de Cramer:

31111¢+1—2¢¢| _ 3t+t—2(t+1)+2—t=3t(t+1) _ 3t—2t—2+2-3t—3t _ —2¢—3¢’
- —t _ —t o —t - —t -
= 3t + 2.
O |1312t1t4+1t—1-2¢] _ t—4t+3(t+1)(t=1)—(t—D)+2(¢t+1)—6t"
= g = g =
2 2 2 2 2
—3t+3(¢°—1)—t+1+2t+2—6t —2t+3t°—3+3—6¢ —3t°—2¢
= —Sers(e) - - =3t + 2.

—t —t —t



1132611 ¢=1t—=2]| _ =246t +(t—1)=3(t—1)—t+4t _ —2+6t —2t+2+3t _ 6t +t _

- —t —t —t —t

=— 6t — 1.

Solucion:x =3t + 2, y =3t + 2, z =— 6t — 1, VteR — {0}.

Se resuelve ahora para t =0. El sistema resulta
x+y+z=3y+z=1 —x == 2 , que es  compatible
indeterminado. Despreciando la primera ecuacion y haciendo z = A:

Solucion:x = 2, y =1 — A, z = A, VAER.
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2°) Sea f la funcion definida a trozos:
f(x)= {ax2+ x + 3 si xSBZxZ— 3si3<x<5 be si x>5.

a) Calcule los valores de a y b para que la funcion sea continua en todo R.

b) Sia = 1, b = 3, calcule el area encerrada bajo la grafica de f comprendido entre
lasrectasx =— 1yx = 3.

c¢) Calcule los extremos relativos de la funcion g(x) = 2x° + x + 3.

a)
La funcion f(x) es continua en R Va, b€R. Se trata de determinar los valores
de a y b para que lo sea en los puntos criticos x = 3y x = 5.

Para que la funcion sea continua en los puntos criticos es necesario que sus

limites laterales en esos puntos sean iguales e iguales a los correspondientes valores
de la funcién en esos puntos.

x=33{f(x) =(ax’+x+3)=9a+6=f(3) f(x) =@x —3) =29 -3 =1

9a = 9=a = 1.

x = 52{f(x) = (2x2 —3)=225-3=47 f(x) =(be')= be’ = £(5) )
=47 = b-e5 =

= ph =L

b)

X

Paraa = 1yb=3esf(x)={x2+x+3si x<32x —3si3<x<5 3¢ si

: ., 2
En el intervalo (— 1, 3) la funciénes f(x) = x + x + 3, cuyas ordenadas
en el intervalo son todas positivas, por ello, la superficie a calcular es la siguiente:

3 ) 3 2 3
Szf(x +x+3)-dx=[x7+x7+3x] =
~1 -1



_ (3, 3 0’ | (=1’ _ 9
_(3+2+3-3)—[ = +3-(—1)]_9+



_ 1_ 1 _ 7541 _ 76
=21+4+5=25+5=2—=—""

§ =2 u'=25,33u",

c)
., 2 J4 r .
La funcion g(x) = 2x + x + 3 es una pardbola convexa (U) cuyo vértice,
que es un minimo absoluto, es el siguiente:

g'(x) = 4x + 1. g”(x) = 4 > 0=>Minimo.
g =024x + 1 = 0; 4x =— 1ox =— —.

4

1-2424 _ 23

-Plr—x

o-H)=2(-4) -Lt+3=L1-L13-=

Minimo absoluto: V(—

& |-

N
|83
N——

)
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3°) Sea 1 el plano de ecuacion vectorial

-

m=(0,0 D+s2 —1,0+¢t(2 —-1,1).
a) Calcule la ecuacion implicita (general) del plano .
b) Calcule la ecuacion de la recta que pasa por P(— 1, 2, 4) y sea perpendicular a Tt.

¢) Calcule la distancia del punto P(— 1, 2, 4) al plano .

a)

Un punto de i1 y dos vectores directores son
AO0,0 D,u=(C, -1, 0yv=(2, —1,1).

n(A w V)= xyz —12 =102 —11]=0; —x - 2(z — D+ 2(z — 1)~ 2y =

—x — 2y = 0.
n=x + 2y = 0.

b)
La recta r que pasa por P(— 1, 2, 4) y es perpendicular a T tiene como vector

director al vector normal del plano 1, que esn = (1, 2, 0).

r={x=—14+Ay=2+21z=4

|Ax0+By0+CZO+D|
A8+

Aplicada al punto P(— 1, 2, 4) y plano n=x + 2y = 0:

La distancia de un punto a un plano es d(P, m) =

11-(=1)+2-24+0-44+0] _ |-1+440] _ 3 _ 35
=

N

d(P, m) = 3—f unidades.

d(P, m) =
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1°) Dada la funcién f(x) = { X' +a six<2 —x +bx—9six>2;

a) Calcula razonadamente los parametros a y b para que f(x) sea derivable en todo
R.

b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el
apartado anterior, la funcion f(x) verifica las hipotesis del teorema en el intervalo
[— 2, 6].

a)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcién f(x) es continua Va, bER. Se trata de determinar los valores de a y
b para que sea derivable en el punto critico x = 2.

Para que la funcion sea continua en x = 2 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion.

f(x)=(x2+a)=4+a=f(2) f(x)=(—x2+bx—9)=-
=4 +a=2b—13; a — 2b=—17. (1)
La funcién f(x) es derivable Va, bER, excepto para el valor critico x = 2,

cuya derivabilidad vamos a forzar determinando los correspondientes valores de
ayb.

A. Menguiano



Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto vy,
ademas, sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

f'(x)z{ 2x Sl x<2 —2x+ bsix>2.
f(2)=22=4 f(2")=—22+b=—14+b
f(2)=f(2")24=—4+b=b=8 a—-28=—17=a=—1.

La funcion f(x) es derivableen Rparaa =— 1yb = 8.

b)
El teorema de Rolle dice que “si una funciéon f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c) = 0.

Para a=—1yb =8 es
f(x)={ X -1 St x<2 — X+ 8x—9six>2.

fc=C2'-1=4-1=3

f(6)=—6 +86—9=—136+48 — 9 = 3.

Teniendo en cuenta que la funcidén f(x) en continua en R, por lo tanto le es
aplicable el teorema de Rolle a cualquier intervalo cerrado que se considere, por

ejemplo, el intervalo dado [— 2, 6]:

A la funcion f(x) le es aplicable el teorema de Rolle por ser f(— 2) = f(6).

seskoskoskoskoskoskskskok



2°) Con una chapa metélica de 8 X 5 metros se desea construir, cortando cuadrados en
las esquinas, un cajén sin tapa de volumen méximo. Halla razonadamente las
dimensiones de dicho cajon.

8m

N

5 m

De la observacion de la figura se deduce que:

V(x)=x(8 — 2x)(5 — 2x) = x-(4x2 — 26x + 40) = 4x3 — 26x2 + 40x

Para que el volumen sea maximo es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

V(x) = 12x° — 52x + 40.

V(x)= 0212x" — 52x + 40 = 0; 3x" — 13x + 10 = 0;

13++/169—120 13++/49 1347 10
— 5 = 5 = 6 = xl = 1’ xZ = T

., 10 . : : .,
La solucion x = —~- carece de sentido por ser imposible la construccion del

., 20
cajon por ser 2x = —= > 5 metros.

La solucién légica de maximo es para x = 1 metro. Se comprueba a
continuacion:

V (x)= 24x — 52.
V”(l) = 24 — 52 < 0 >Maximoparax = 1.

. : ., 3
Las dimensiones del cajon son 6 X3 X1 metros y suvolumen 18 m .
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39 a) Discute el sistema de ecuaciones lineales
fax —y+z=a-4 2x+y—-—az=a—-1y —z=—3 en
funcion del pardmetro a€R.

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a =— 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(@-1121 —a01 - 1) y
M=(@—-1121 —a01 -1 a-—4a-1 - 3).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=]a —1121 —a01 —1|=—a+2+a —2=0a —a=0; a(a—1)=

Para {a#0 a#1 }=Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Paraa = 0sM' =(0 — 1121001 —1 —4 —1 —3)=>RangM'=>{c1
510 —1 —421 —101 — 3|=— 8 — 6 = 14#0=>Rang M = 3.

Paraa=1=>M'=(1 —-1121 —-101 -1 —30—3)=>RangM'=>{C1
|1 -1 —321001 —3|=—3 -6 — 6 =— 1520=>Rang M = 3.

Para{a = 0a = 1}=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para a=—1 el sistema resulta:
—x—y+z==—52x+y+z=—2 y — z =— 3}, que es compatible
determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

|-5-11-211-31—1] 5—2+3+3+5+2 16

-D’=(-1) 1+1 2



[-1-512-210-3-1| —2—6—3-10 21

y = 2 = 2 =—— =—10,5.
1-1-521-201-3 3-10-2-6 15
z = > L = > =——=—17,5.

Solucion: x = 8; y =— 10,5; z =— 7,5.
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4°y Dado el punto P(2,0, — 1) las rectas 7r= x_—12 =yJ2r—1=% y

sE{x —y+ 2z =—4x +y =—
a) Determina razonadamente la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que pasando por P es
paraleloaryas.

a)
La expresion de la recta s dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

s=x —y+2z=—4x+y=-1 >z=A=2x—-—y=—4—-2Ax+y=-—1

5
x——z—)\.

5 3 —f —_ 5 — 3 —
y=—1l-x==1+S+A=—+A=as=sx=——-Ay=—+21 z=A4

Un punto y un vector directorde r son A(2, — 1, 0) y v o= 1, =2, 0).

Un punto y un vector director de s son B(— 3,2, - %) yv = (-1,1,1).
Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r ys se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso se hace lo siguiente:

Se considera el vector w linealmente dependiente del vector que tiene
como origen el punto A€r y extremo el punto BE€s:

-

\;/':AB:[B—A]:[(— 3,2, —3)-@ -1, 0)]:(— 5,3, —5)

El vector w considerado puede ser, por ejemplo: w = (10, — 6, 1).

- 5

Segun que los vectores {vr, v, w} sean o no coplanarios las rectasr y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectasr y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.



Rang{vr, vs,w}:/~|1 —20 —11110 - 61|=1-20+ 6 — 2 =— 15#0=>

- - — - - -
=>Rangiv, v, wi= 3={v, v, w{no son coplanarios.
T S T S

Las rectasry s se cruzan.

b)
El plano 1 pedido tiene como vectores directores a los vectores directores de
las rectas y contiene al punto P(2, 0, — 1):

n(P; vr,vS)E|x—2yz+11 - 20 —111|=0;
—2—-2)+(z+1)-2z+1)—y=0, - 2x—-2)—y—-(z+1)=0;
—2x+4-y—-z—-1=0.

n=2x +y+z—-—3=0.
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5°) a) Los operadores A, B y C producen, respectivamente, el 50 %, el 30 % y el 20
% de las resistencias que se utilizan en un laboratorio de electrénica. Resultan
defectuosas el 6 % de las resistencias producidas por A, el 5 % de las producidas por
B y el 3 % de las producidas por C. Se selecciona al azar una resistencia:

a 1) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuosa.

az) Si es defectuosa, calcula razonadamente la probabilidad de que proceda del

operario A.

b) Las resistencias se empaquetan al azar en cajas de cinco unidades. Calcula
razonadamente la probabilidad de:

b1) Que en una caja haya exactamente tres resistencias fabricadas por B.

b 2) Que en una caja haya al menos dos fabricados por B

al)
P = P(D)= P(A)-P(D/A) + P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =

= 0,5-0,006 + 0,3-0,05 + 0,2:0,03 = 0,030 + 0,015 + 0,006 = 0, 051.

az)
_ _ P@nD) __ P(A)-P(D/A) _
P =P (A/ D)_ P(D) ~  P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)
. 0,5-0,006 . 0,030 0030
~ 0,5-0,006+0,3-:0,05+0,2:0,03 ~  0,0304+0,015+0,006 ~ 0,051 0, 5882.
b)

b 1) Se trata de una distribucion binomial cuya probabilidad es: P = (n x )-pr-qn_r,



siendo p = 0, 3 la probabilidad de que la resistencia la haya producido el operario B
yqgq=1—-—p=1-0,3 =07 la probabilidad de que la resistencia no la haya
producido el operario B; n es el nimero de resistencia del grupo y r es el numero de
las resistencias del grupo que ha producido el operario B.

P = (nr )'pr.qn_r = (5 3 ).Ol 33'0; 75_3 = (5_53')|3| 'O; 33'0; 72 =

= 313 .0,027-0,49 = 10-0,027-0,49 = 0,1323.

También puede resolverse este apartado de la forma siguiente:

P = P(BBBAA)-P," + P(BBBAC)-P, + P(BBBCC)-P, " =

_ 5 n 230250230k, 51 a3 o2 _
=< 0,3:0,5 + 3 0,3°:0,5-0,2 + <o 0,3°.0,2° =

=0,3°(550,25 + 200,10 +5-0,04) = 0,027-(2,5 + 2 + 0,4) =

= 0,027-4,9 = 0,1323.

bz) La probabilidad pedida es equivalente a la unidad menos la probabilidad de

que no haya ninguna producida por el operario B menos la probabilidad de que una
haya sido fabricada por el operario B:

P=1-[50)03"07"+(51)0,3"0,7|=
=1 - [1-1-0, 7° + 50,30, 74] =1 —(0,16807 + 0,36015)= 1 — 0,52822 =

= 0,4718.
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OPCION B

1°) Calcula razonadamente los siguientes limites:

x3+3x2—4 b) x-L(x+1)
A5 +8x+4 2—2coscosx °

a)
3 2
x +3x" —4 —8+12—4 0 ' .
— = o1 = —=Indet. >{L'Hopital} =
X +5x +8x+4 —8+20-16+4 0
2
_ 3x'+6x _12-12 0 ' . 6x+6 _ —12+6
" 3%i10xe8 | 12-2048 T 0 =Indet. >{L'Hopital} = 6x+10 —  —12+10
—6
=— = 3.
X 43x°—4 = 3
X +5%° +8x+4 '
b)

1
xLx+1) 0Ll __ 0 : . LLOc+ D)+
2—2coscosx  2-21 0 =Indet. :{L Hopltal}=> 0+2x

1 1-(e+1)—x-1

Lex+D)+7; L1+7 , it
_ _ — . (x+1) —
= — = —5— = 5 >Indet. >{L'Hopital} = ——-—

1 1 1 1
_ ey % o 14l _ 2 1
" 2-coscos x ~  2-coscosO 21~ 2 —

x-L(x+1) -1

2—2c0scos x
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2°) Dadas las funciones f(x) =— X yg(x)= X = 2x — 4
a) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitados por sus graficas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la grafica de g(x) en el
punto de abscisa x =— 3.

a)
Los puntos de interseccion de las curvas son las soluciones de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

FO)=g)> —x =x = 2x — 42X —2x —4=0; x —x — 2 = 0;

x = 1i\/2m = 1i2\@ = 1J5r3 = {X1 == 1-4(-1 -1 X = 2-B2, —4)

La representacion grafica, aproximada, de la situacion se expresa en la figura
adjunta.

Por ser las ordenadas de la parabola f(x) =— X iguales o mayores que las

correspondientes ordenadas de la pardbola g(x) = x> — 2x — 4 en el intervalo del
area a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

S = }[f(x) — gx)]dx = }[— X - (x2 — 2x — 4)]dx =
-1 -1

= }(— x2 —x2 + 2x + 4)-dx = }(— Zx2 + 2x + 4)-dx =
-1 -1

2
—_1_ 2x° 2x° _|_
= 3 > =
1

-)—[—2“) + (= D'+ 4(- 1)]




=L 144+8-L-1+4=15-6=9u" =5

b)

La ecuacion de la recta normal a una curva en un punto viene dada por la

ecuacion y — Yy =" L(x — xo), donde m es la derivada de la curva en el punto.
m

El punto de tangencia es el siguiente:
g(—=3)= (- 3)2— 2(=3)—4=9+4+6 —4=11=P(— 3, 11).

La pendiente de la recta normal es la siguiente:
gx)=2x —2=29(—3)=2(—3)—-2=—6—-2=—8.

-1 -1 1

m = = — = =

g@3) -8 8

y — 11 =—(x + 3); 8y — 88 = x + 3.

Larectanormal pedidaes:n=x — 8y + 91 = 0.
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3°) Dadas las siguientes matrices cuadradas A =(210 — 10012 — 1),
B=(-1012 -10100)yC=(010030 —10 —1):

a) ;Tiene inversa la matriz 21 , T B? Razona la respuesta.

b) Calcula razonadamente la matriz X que verificaque 2X + C = A — X-B.

a)

b)

M =2 +B=(200020002)+(-1012 —10100)= (10121010

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

|M|=|213+B|=|101210102|=2—1=1¢0.

La matriz 213 + B es invertible.

2X +C=A—-XB;, 2X+XB=A-C, X2+ XB=A-C.
Sacando X factor comun por la izquierda en el primer término:
X2 + B)=A—-C;, XM = N.

Multiplicando los dos términos por la derecha por M -

-1

XMM  =NM 5 XI=NM '2X=NM"

N=A-C=(210 —10012 —1)—(010030 —10 —1)=(200 — 1 — .

Se obtiene la inversa de M =(101210102) por el método de

Gauss-Jordan.

(I)=(100010001):>{F2—>F2— 2F1F3—>F3—F1}=>

= (100 —210 — 101)=>{F1—>F1—F3F2—>F2+2F3}:>(20 —1 —-412 -

S>M =20 -1 -412 —101).



Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de N y M -

X=NM ' '=@Q00-1-30220)(20 —1 —412 —101)=(40 — 210 -

X=(40 —210 —3 —5 — 422).
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4°) a) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta s, en su forma general o
implicita, que contiene a los puntos P(0, 1, — 2)y Q(4, — 3, 0).

b) Encuentra razonadamente un punto que equidiste de P y Q y que pertenezca a la

rectar={x =2 +Ay=—A z=—15 ,A€ER.

a)
Los puntos P y Q determinan el vector PQ = [Q — P] = (4, — 4, 2).

Un vector director de s es cualquiera que sea linealmente dependiente del

vector PQ = (4, — 4, 2), por ejemplo: Vo= (2, —2,1).

s==—=—="" ss=s{x=—y +1 y—1=—2z—-4.

La expresion de s por unas ecuaciones generales o implicitas es la siguiente:

s={x +y—-—1=0y+2z+3=0.

b)
El punto medio del segmento que forman los puntos P(0, 1, — 2) y
Q(4, —3,0esM2, —1,—-1).

El plano m, bisector del segmento m tiene por expresion general a la ecuacion
m=2x — 2y +z + D = 0. Teniendo en cuenta que contiene al punto
M(2, — 1,— 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=2x — 2y +z+ D =0 M2 —-1-1)}222-2(1D+(1D+D

44+2—-14+D=0,5+D=0=>D=—5=>n1=2x—-2y+2z—-5=0.

La interseccion del plano m=2x — 2y +z—-5=0 vy la recta
r={x =2+ Ay =—A z=—175 eslasolucion del sistema que forman:

m=2x — 2y +z—-5=0 r={x=2+Ay=—A z=—5 }=2202+ 17—

4420+20-5-5=0; 44— 6=0; 24 — 3 = 0=} = =~

El punto T de r que equidista de P(0, 1, — 2) y Q(4, — 3, 0) es el
siguiente:



{x=2+%=%y=—% z=—75
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5% a) En mi casa dispongo de dos estanterias A y B. En A tengo 20 novelas, 10
ensayos y 10 libros de matematicas y en la B tengo 12 novelas y 8 libros de
matematicas. Elijo una estanteria al azar y de ella, también al azar, un libro. Calcula
razonadamente la probabilidad de que:

a 1) El libro escogido sea de matematicas.
az) Si el libro elegido resultd ser de matematicas, que fuera de la estanteria B.

b) El tiempo de espera en una parada de autobus se distribuye segun una distribucion
normal de media 15 minutos y desviacion tipica 5 minutos.

b1) Calcula razonadamente la probabilidad de esperar menos de 13 minutos.

bz) (Cuantos minutos de espera son superados por el 33 % de los usuarios?

Razona la respuesta.

a)
al)
P =PM)= P(A)-P(M/A)+ P(B)-P(M/B) =
.t w0 1 '8 1 1 1 2 _ 1, 1 _ 5+8 _ 13 _
) 40+2 20~ 2 4+2 5_8+5_ 40 _40_0’3250'
az)
P(MNB) P(B)-P(M/B) T e +
— _ n _ : _ 220 _ 2’5 _ 5
P = P(B/M)= P(M) — P(A)-P(M/A)+P(B)-P(M/B) %%J%% - %%ﬁ%@ - %Jr%

1
5 5 140 _ 8
==k == 10,6154
40




b)
Datos: p = 15; o = 5.

bl)
P(X < 13).
Tipificando la variable: Z = X;“ = X‘515
X—15 13—-15 -2
P(X < 13)= P(XE < B8 = p(z < 22 = P(Z <— 0,4) =

=1- P(Z=0,4)=1 — 0,6554 =0, 3446.

b,)

ZO=P(Z <ZO)= 1-33%=67% = 0,67.

Mirando la tabla de distribucién Normal N (0, 1), a 0,6700 le corresponde en
la tabla 0,44.

X—15
5

=044, X =15+ 2,2 =17,2.

El33 % de los usuarios supera los 17, 2 minutos de espera.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA-LA MANCHA

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno deberd contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

OPCION A

1°) a) Calcula razonadamente el area de la region determinada por la curva de
ecuacion f(x) = (x — 1)(x + 2), las rectas x =— 3, x = 2 y el eje de abscisas.
Esboza dicha region.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la
funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2.

a)

F0)=2x + 1.

f(X)=0=2x + 1 = 0x =— —

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

-2 1 2
S=J fxdx — [ f(x)dx +{f(X)dx =
-3 -2

A. Menguiano



-2 -2 2
= [ fGodx + [ fydx + [ foodx = [FOOI_. + [FOOL,” + [FL =

= F(— 2)— F(— 3)+ F(- 2)— F(1) + F(2) - F(1) =
2F(— 2)— F(— 3)— 2F(1)+ F(2)=S. (%)

3 2

F(x)= [ f(x)-dx = f(x2 + x — 2)-dx =xT+xT— 2x.

3 2
F(-2)=2L + 2 2 (-2)=—3+2+4=6-—=="

3 2
F(-3)=LL + 8 —2(-3)=—9+>+6=5>-3==

1 1 _243-12 _ 7
3+2_2_ 6 T 6"

3 2
F()=—+—— 211

3 2
FQ)=%+—>-22=-+2-4=-—2=—

Sustituyendo los valores hallados en la expresion (*):

29
3

_3
2

]

2—
+?—

_ 910 3 o 7\, 2 _2 3
S =2 ’ 2( )+3_3 >+

b)
El punto de tangencia es el siguiente:

f(2)=(2 — D2 + 2)= 4=P(2, 4).

El valor de la pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que
el valor de la primera derivada de la funcién en ese punto.

fF)=2x+1. m=f2)=22+1=4+1=5.

y —y,=m(x —x )=y — 4 =5 - 2)=5x — 10

Recta tangente: t=5x — y — 6 = 0.
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2°) a) Determinar el valor de k€R para que la funcién
1

f(x) = {( ad )x si x < 06x + k si x>0 sea continuaenx = 0.

2x+1

b) Enuncia el teorema de Bolzano y comprueba si la ecuacién coscosx = 2 — x
tiene alguna solucioén real en el intervalo [0, 2m].

a)
Para que la funcion sea continua en x = 0 es necesario que sus limites
laterales en ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion.

1

f@ =(555) =e ®  f) =@6x+k)=k=f(0))=k=e

1 1 1

* x+1 \x _ [ 0+1 Yo _ 0 x+1+x—x \x _
()(2x+1) - (0+10 =1 =Indet. n®e= 2x+1 -

1 1
o 2x+1-x\x _ —-x_ \x _ 1 .
_( 2x+1 ) - (1+2x+1) _(1+ZX+1) -

=

2x+1 x 2x+1 1

1 7 x 2x+1 1 x 2x+1
= 1 + 2x+1 = 1 + 2x+1 =
x x
1
2x+1 | 2x4+1 2x+1 | 241
x x m
1 . 1 ) 2x+1 2
(1+2X+1) = 11m(1+2x+1) =e =e =e
x x=0 x

La funcion f(x) es continuaparax = 0 cuando k = e.

b)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcion continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".
Sea la funcion f(x) = 2 — x — coscos x.

Comprobar que la ecuacion cos cos x = 2 — x tiene alguna solucion real en
el intervalo [0, 21] es equivalente a demostrar que la funcion f(x) tiene alguna raiz
real en el mismo intervalo.

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, por lo cual le es aplicable
el teorema de Bolzano en cualquier intervalo finito que se considere.



Considerando el intervalo [%, n] € [0, 2m] y aplicando el teorema de Bolzano

af(x):

f(%)=2—%—coscos% =2—%—0= —> 0.

f(M=2—-m—coscosm =2 —-—n+1=3-n<0.

Queda demuestrado que cos cos x = 2 — x tiene alguna solucion en [0, 2].
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39 a) Discute el sistema de ecuaciones lineales
ax+y+z=1x+ay+z=0x+y + az = 0} en funciéon del pardmetro
a€eRr.

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a = 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(a111a111a)yM'=(a11 lal 11a100 ).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

|M|=|a111a111a|=a3+1+1—a—a—a=a3—3a+2=0.

1 ] -3 2
| 1 1 -2
Resolviendo por Ruffini: | ' 1| g 0|
—a =1 a = 2| 2 [0]
al—az—l, a3——2 B )

o]

Para {a#1 a# — 2 }=>Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.

a=1>M =(111111111)yM =(111111 111100 )= {RangM = 1 Ra:

Paraa = 1=>Rang M = 1; Rang M = 2=Sistema incompatible.

Paraa =— 2=M = (211121 112 100 )=Rang M'=>{Cl, c, C4} =

51211120110|=1 — 2 =— 1£0=>Rang M = 3.

Paraa =— 2=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)
Para a =0 el sistema es y+z=1x+2z=0x+y =0}, que es
compatible determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:



111001010 _ -1 _ 1 _ 1011101100]
[011101110] =~ 1+1 ~—  2° y = 2
011100110| _ 1 _ 1
2 2 2
. 1 1 1
Solucion: x =— Y =0 Z =
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4°) Dados los planosa= — x + 2y + z+ 2 =0yB= -2y + z = O:

a) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro formado por el origen de
coordenadas y los puntos de interseccion del plano a con los tres ejes de coordenadas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion general o implicita de la recta paralela a los
planos a y 8 que pase por el punto P(0, — 1, 3).

a)
Los cortes con los ejes coordenados del plano o= — x + 2y +z + 2 =0
son los siguientes:

EjeX=>{y=0z=0}>—x+ 2 =0; x = 22A(2, 0, 0).

EjeY=2{x =0z=0}22y +2=0; y+ 1 =0;y =— 1=B(0, — 1, 0).
EjeZ={x =0y =0}z + 2 =0; z =— 2=C(0, 0, — 2).

Los vectores que determina el origen de coordenadas con los puntos de corte
con los ejes coordenados son los siguientes:

04 = (2, 0, 0). 0B = (0, — 1, 0). 0C = (0, 0, 2).

El volumen del tetraedro que determinan tres vectores es un sexto de su
producto mixto en valor absoluto:

v ==|[04, 0B, 0C||=+112000 — 10002 (/=+|- 4|= 2.

b)
Los vectores normales de los planos son

n = (-1, 2 l)ynB= 0, —2,1).

El vector director de la recta tiene que ser, simultaneamente, perpendicular a
los vectores normales de los dos planos; es decir: el vector director de la recta es
cualquier vector que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los
vectores normales de los planos:

vi=n An =lijk —1210 —21|=2i + 2k + 2i + j = 4i + j + 2k=

Sv=(4 1, 2).



La expresion de la recta r pedida dada por unas ecuaciones continuas es la

x _ y+1 _ z=3
4 1 2

siguiente: r= . Su expresion por unas ecuaciones implicitas es:

r=x =4y + 42y +2=z-3}=>r={x —4y =4 2y —z=-75.
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5°) a) En una empresa hay tres robots A, B y C dedicados a soldar componentes
electronicos en placas de circuito impreso. El 25 % de los componentes son soldados
por el robot A, el 20 % por el B y el 55 % por el C. Se sabe que la probabilidad de
que una placa tenga un defecto de soldadura es de 0,03 si ha sido soldado por el robot
A, 0,04 por el robot B y 0,02 por el robot C.

a 1) Elegida una placa al azar, calcula razonadamente la probabilidad de que

tenga un defecto de soldadura.

az) Se escoge al azar una placa y resulta tener un defecto de soldadura, calcula

razonadamente la probabilidad de que haya sido soldada por el robot C.

b) Lanzamos cinco veces una moneda trucada. La probabilidad de obtener cara es
0,6. Calcula razonadamente la probabilidad de:

b1) Obtener exactamente tres caras.

b 2) Obtener mas de tres caras.

al)
P = P(D)= P(A)-P(D/A) + P(B)-P(D/B)+ P(C)-P(D/C) =

= 0,25-0,03 + 0,20-0,04 + 0,55-0,02 = 0,0075 + 0,0080 + 0,0110 = 0,0265

az)
_ _ PnD) _ P(C)-P(D/C) _
P = P(C/D)_ P(D) ~  P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)
0,55-0,02 0,0110 0,0110

~ 70,25-0,03+0,20-0,04+0,55-0,02 _ 0,0075+0,008040,0110 _ 0,0265 0,4151.




b)

b))

Datos:p = 0,6; q = 0,4, n=5; r = 3.
Aplicando la formula de la probabilidad de la distribucion binomial, que es la

siguiente: P = (nr)p -q .

5!

3 2
P=(53)06:04 = (5—3)!-3!

0,216:0,16 = --0,03456 = 0, 3456.

b))

P=(54)060,4+ P =(55)0604" =

_ 5! .0,1296-0, 4 +L-0,0778-1 = 5.0,0518 + 1:0,0778 =
(5—4)!-4! (5-5)1-5!

= 0,2592 + 0,0778 = 0,3370.
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OPCION B

1°) Halla razonadamente las dimensiones mas econdmicas de una piscina de 32 m

con un fondo cuadrado, de manera que la superficie de sus paredes y el suelo
necesiten la cantidad minima de material.

V=x"h=322h=12 (¥

<~ 1T — S=x2+4-x-h.

Sustituyendo el valor de h obtenido en (*):

2 32 2 128 X +128
SxX)=x +4x—5=x + =
X

X X

Para que la superficie sea minima es condicidon necesaria que su primera
derivada sea cero:

2 3 3 3 3
' 3x -x—(x +128)-1 3x —x —128 2x —128
S (x) = e = 2 = 2 .

! 2x°—54 3
Sx)=0=>——=0; 2x —128=0; x =64 =4 =>x = 3.

Elmaterial es minimo para 4 m de lado de la base y 2 m de altura.

Justificacion de que se trata de un minimo:

Una funcion tiene un minimo relativo cuando su segunda derivada es positiva
para los valores que anulan su primera derivada:

S () = 6xx —(2x°—128)2x __ 6x—2(2x'—128) _ 6x —4x°+256 _ 2x +256
(x)_ x4 - 3 - 3 - 3 .

X X X

" 3
2-3°4256 .. f e
S (3) = ——— > 0 = Minimo, como se queria justificar.
33
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2°) Calcula razonadamente las siguientes integrales:

a) I = IM dx. b) I = fxz-Lx-dx.

x+x2

Nota: L denota logaritmo neperiano.

a)
I_fx+2x+x 10 dx
x+x2

X +2x +x —10 |x2—5x

3 2

—x —x +2x x+1
0 4+ +3x—10
= x 42

0 + 2x — 8

2
I—fwdx—f(x+l+ﬁ)dx——+x+/l. (*)
+x—2 X x—2

. o 1148 —143 _ B
X +x—2=0; x = 2 =— =>x1——2,x2_1,
2
X +x—2=(x+ 2)(x —1).
2x-8 M N Mx=M+Nx+2N _ (M+N)x+(=M+2N) B )
Cax—2  Xt2 T 1 T T ey s > M+ N=2 —M+ 2N =

=3N =— 6; N =— 2=M = 4.

A=[3= 'dx:f(xlfz + xljl).dxzf(xiZ - )-dx=

X +x—2

—4L|x+2|—2L|x—1|+C—LEx+2; + C.
.

Sustituyendo en (*) el valor de A obtenido:



3 2
szx+2x+x—10 dx = +x+L(x+2)

X x—2 (x—1)

+ C.

b)

3 3 3
I = fo-Lx-dx = {u = Lx—du = %-dx dv = x"-dx—v = T }:Lx 5 fx?'%-dx =

3 3 3

x 1 2 X 1 x X
=5 Lx —?-fx dx = —5Lx — 5 =53Lx — 1).

3
I =[x"Ledx =% 3L — 1)+ C.
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3°) Dadas las matrices
A=(011100001),B=(—1010 —10110)yC=(110030 —101)

-1
a) Calcula razonadamente A .

b) Calcula razonadamente la matriz X que verificaque A-X + B = C 2

a)

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(D=(100010001)={F ©F}=(010100001)=

=>{F2—>F2—F3}=>(01010 ~1001)A4  =(01010 —1001).

b)
AX+B=C:AX=C—-B A "AX = A‘l-(c2 ~ B),

X =4 (" -B)=>x=4"(c"-B)

¢*=¢C=(110030 —101)(110030 —101)= (140090 —2 —11)
- B=(140090 —2 —11)—(—1010 —10110)=(24 — 10100 — :

X=A_1-(C2—B)=(01010 ~1001)(24 —10100 —3 —21)=(010056

X=(010056 —2 —3 —21).
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4°) a) Halla razonadamente el valor de a€R para el cual el plano
B=x —y —az+ 5= 0es paraleloalarectarEﬂ =L ==z

3 -5 2
b) Calcula razonadamente la distancia de la recta rEx—;3 =y — 1 = z al punto
P(1, 2, 3).
a)
Un vector normal del plano fesn = (1, — 1, — a).
Un vector director de la recta r es v o= (3, =5, 2).

El plano B y la recta r serdn paralelos cuando el vector normal del plano y el
vector director de la recta sean perpendiculares, o sea, cuando su producto escalar sea
cero.

- >

nv =0=(1, -1, —a)-3 —52=0 3+5-2a=0 8- 2a=0

4 — a = 0=>a = 4.

Elplano B y larecta son paralelos paraa = 4.

b)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Un punto y un vectorde r son Q(3, 1, 0) y v o= (2,1, 1).

QP =[P — 0]=1[(1,2 3)— (3 1,0)]=(- 2 1, 3).

Para una mejor comprension del proceso se hace un dibujo de la situacion.

S = |vr A Q_)Pi S = |vr|-h}:> |vr A QP| - |vr|-h=>



v AQP|

v
r

> h=dP,r) =

Aplicando la férmula al punto Py a la recta r:

v AOI . Lo . . o [2 2 2
d(P, T‘) — 1Jr/:QP| — lijk211-213] — |3i—2j+2k+2k—i—6j| — |2i—8j+4k| — 2 +(—8) +4 —
v V2 41t 41 Va+1+1 V6 6

r

_ Ja+64+16 _ 84 _
= 2R = =+/14u = d(P, ).

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos L a r tiene por ecuacion: «=2x + y + z + D = 0.
De los infinitos planos del haz «, el plano T que contiene al punto P(1, 2, 3)
es el que satisface su ecuacion:
o=2x+y+z+ D=0 P(1,2,3)}221+2+4+3+D=0;,7+D =
>n=2x+y+z—7=0.
La expresion de la recta r dada por dos ecuaciones implicitas es la siguiente:
x—3

r==—=y-1=2z x-3=2y-2y—-1=2z}=r={x -2y =1y — 2z

El punto T, interseccion de la recta r con el plano T es la solucidn del sistema
que forman:

n=2x+y+z—-7=0 r={x —2y=1y—-2z=1} 2x +y + z =

2y + D+y+2z=7 y—2z=1}5y +z=5y —2z=1} 10y + 2

1—-2z2=1=2z=0;, x=21+1 = 3. /

El punto de corte es T(3, 1, 0).

La distancia pedida del punto P a la recta r es
equivalente a la distancia entre los puntos P y T, o sea el

modulo de |PﬁT|:




d(P, r) = |PﬁT| =\/(3 D)+ A=+ 0 -3 "=

D)+ (3 = Er 1+ 9=112

d(P, r)= \/ﬁunidades.
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5% a) De una urna que contiene tres bolas blancas y dos bolas rojas extraemos,

sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas. Calcula razonadamente la
probabilidad de:

a 1) Que la segunda bola extraida sea blanca.
az) Si la segunda bola extraida ha sido blanca, que la primera fuera roja.

b) El tiempo de duracion de las llamadas telefonicas a cierta centralita se distribuye
segin una distribucion normal de media 5 minutos y varianza 4. Calcular
razonadamente:

b1) La probabilidad de que una llamada dure menos de 4,5 minutos.

bz) El tiempo de duracion que no es superado por el 33 % de las llamadas.

a)

al)

3 2 2 3 6 6 12 3

P = P(BB)-I— P(RB)=?'T+?'T= 20 + 20 20 = 0,75

az)

P(12RN22B) P(12R)-P(22B) Ty o 6
_ _ = = _ “n)e = _ 5 4 _ 20 _ _

P = P(22B) = P(28B) ~  P(BB)+P(RB) %%J%% o T%Jr% 12
_ 1 _
=5 = 0, 5.
b)

b))

1
Datos: u = 5; o = 4.

P(X < 4,5). Tipificando la variable: Z = % = L2

P(X < 4,5)= P(*3> < 242 ) = P(z < T3%) = P(Z <— 0,125) =

4 4

=1- P(Z=0,125)=1 — 0,5497 = 0,4503.

b))

ZO=P(Z<ZO): 1—-33%=67% = 0,67.



Mirando la tabla de distribucion Normal N(0, 1), a 0,6700 le corresponde en
la tabla 0,44.

XT—5= 0,44; X =5+ 1,76 = 6, 76.

El33 % de los usuarios no supera los 6, 76 minutos por llamada.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacion 16gica y los célculos.

OPCION A

1SeanA =(1 —4 —13)yB=(1 -1 —11).
a) Estudiar si A y B tienen inversa y calcularlas cuando sea posible.

b) Determinar X tal que AX = 2B + Isiendol = (1001).

a)
|Al]=11 —4 — 13|=3 — 4 =— 1= Lamatriz A es invertible.
A=01 -1 -43). Adj. de A" = (3411).
-1
A =—(3411).
|[B|]=11 —1 —11|=1 -1 = 0= Lamatriz B no es invertible.
b)

AX = 2B + 1

M: A AX =AM X =4 "M=2>X =4""M.

Antonio Menguiano



M=2B+1=2(1-1-11)+1=2 —2 —22)+(1001)=(3 —2 — 2.

X=4"M=-(3411)3 —2 —23)=—(4611).

X=(—4-6—-1—-1).
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2°) Determinar la recta r que es paralela al plano m=x — y — z = 0 y que corta

. _x=1 _ y+3 _ z-2
perpendicularmente a la recta s==— = ~—— =~ ~enelpunto P(2, — 1, — 2).
Un vector director de la recta s es Vo= 1, 2, —4).
Un vector normal del planomesn = (1, — 1, — 1).

La recta r, por ser perpendicular al plano T, tiene como vector a cualquiera que
sea linealmente dependiente del vector normal del plano y por ser perpendicular a s

5
sus vectores directores también lo son; es decir: v tiene que ser perpendicular

N

-
simultaneamente a v.yan,o lo que es lo mismo: linealmente dependiente del

producto vectorial de estos vectores.

.

v'r=|ijk12 —41 -1 —-1|=—2i—-4 -k -2k —-4i+j=—6i—3j —3j=

>v =(21, 1)

La expresion de r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas es:

r={x=2+2Ay=—14+2Az=—2+A.
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3°) @) Enunciar el teorema de Bolzano e interpretarlo geométricamente.

. 6 4 ;
b) Encontrar un intervalo en el que P(x) = x + x — 1 tenga al menos una raiz.

a)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcion continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c) = 0.

La interpretacion grafica del Teorema de Bolzano es la indicada en las figuras.

& &

»
{——————-»

.____.__

b)

La funciéon P(x) es continua en su dominio, que es R, por lo cual le es
aplicable el teorema de Bolzano en cualquier intervalo cerrado que se considere, por
ejemplo, [0, 1]:

PO)=0+0—-1=—1<0 P)=1"+1"-1=1+1-1=13>0

, 6 4 . .
La funcion P(x) = x + x — 1tiene al menos unaraizrealen [0, 1].
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4°) a) Calcular la recta tangente a la curva f(x) = 4 enel punto P[1, f(1)].

b) Calcular el area de la region limitada en el primer cuadrante por la grafica de la

funcion g(x) = X y larectay = 4x.

a)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

F)=fx)=4e "om=f(1)=4e ' =4e =41=4
f(1) = 4e ' =4e =41 =43P, 4).
y—y0=m(x—xo)=>y—4=4-(x— 1) = 4x — 4.

Recta tantenge:t=4x — y = 0.

b)
Las abscisas de los puntos de corte de la curva y la recta son las soluciones de
la ecuacion que resulta de la igualacidén de sus expresiones:

x3=4x; x3—4x=0; x(x2—4)=0=>
=>x1=— 2,x2=0,x3=2.

Los puntos de corte de la funcion y la recta son los ™
siguientes: A(— 2, — 8), 0(0, 0) y B(2, 8). i

Noétese que, tanto la funcidon como la recta son
simétricas con respecto al origen. Por otra parte, en el
intervalo (0, 2) las ordenadas de la recta son mayores que
las correspondientes ordenadas de la funcion.

Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie S a
calcular es la siguiente:
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5°) Se lanzan dos dados (con forma cubica) al aire. ;Cudl es la probabilidad de que la
suma de los puntos sea 8?

El espacio muestral es:
E ={11, 12, 13, 14, 15, 1621, 22, 23, 24, 25, 2631, 32, 33, 34, 35, 3641,

Los casos favorables aparecen sombreados en la siguiente expresion del
espacio vectorial:
E = {11, 12, 13, 14, 15, 16 21, 22, 23, 24, 25, 26 31, 32, 33, 34, 35, 36 41, 42, 43,

Aplicando la regla de Laplace:

__ Casos favorables 5
b= Casos posibles 36 0,139.
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OPCION B

1°)  a) Discutir, segin el valor del parametro A, el sistema
fx+Ay+Az=1x+y+z=1 x+2y+4z=2.
b) Resolverlo para A = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada en funcion de A son las siguientes:
M=12AA111124)yM' =(1AA111124 112).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro A es el siguiente:

IM|=|1AA111124|=4+ 20+ A —A—2 — 41 =0; — 2A + 2 = 01 :

Para A#1=Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.

Paral=1=M = (111111124 112)= {F =F }sRangM = 2.

ParaA = 1=Rang M = Rang M=2<ne incodg.=S. C. I.

b)
Para A=1 el sistema es
x+y+z=1 x+y+z=1x+2y+4z =2}, equivalente a

x+y+z=1x+2y+ 4z =2}, que es compatible indeterminado.
Haciendo z = :

x+y=1—-—pux+2y=2—-4p} —x—y=—1+4+p x+2y=2—4u}=>y

x+y=1—pup>x+1-—-3p=1—-w x =2

Solucion: x = 2y, y =1 — 3y, z = y, VUER.
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2°) Dado el plano m=3x + y+2z—2 =0 y los puntos P(0, 1, 1) y
Q(2, — 1, — 3) que pertenecen al plano m, determinar la recta r del plano T que
pasa por el punto medio de P y Q y es perpendicular a la recta que contiene a estos
puntos.

El punto medio de los puntos P(0, 1, 1) y Q(2, — 1, — 3) es el siguiente:

x=GE=Ly="5-=0 z==-19M(1, 0, - 1),

Los puntos P(0, 1, 1) y Q(2, — 1, — 3) determinan el vector:

-

PQ=[Q-PI=[2 -1 -3)-(0, 1 D=2 -2 - 4.

El vector normal del planotesn = (3, 1, 1).

El vector director de la recta r es, al mismo tiempo, perpendicular a los

- -

vectores n y PQ. Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea
linealmente dependiente del producto vectorial de los dos vectores.

nAPQ=|ijk3112 — 2 —4|=—4i+ 2j — 6k — 2k + 2i + 12j =— 2i + 14§

Un vector director de la recta r es, por ejemplo, v o= 1, =7, 4).

La recta r, que contiene a M(1, 0, — 1), dada, por ejemplo, por unas
ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r=fx=1+A y=—7r z=—1+4A.
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3 2
3°) a) Dado el polinomio P(x) = x? — 3; + 2x + C, hallar C para que el valor de

P(x) en su minimo relativo sea 1.

b) Calcular (x-Lx) .

a)
El polinomio P(x) puede considerarse a efectos de maximos y minimos
3 2
relativos como la funcion f(x) = x? — 3; + 2x + C.

Para que una funcion polindmica tenga un minimo relativo son condiciones
necesarias que se anule su primera derivada y sea positiva su segunda derivada para
los valores que anulan la primera.

F)=x"—3x + 2. f ()= 2x — 3.
f'(x)= 0=x" — 3x + 2 = 0; x = 3i“29_8 = 3? =»x =1x, =2

f”(l) =21 -3 =2 -3 =—1 < 0= Maximo relativo para x = 1.

f”(Z) =22 -3 =4 -3 =1 > 0= Minimo relativo para x = 2.

3 2
PQ)=1=2 -2 1224C=1 2-6+4+C=1, +-2+C=1

8—6+3C=3 2+3C=3; 3C=1=C =~

b)
(x-Lx) = 0-L0 = 0-(— oo):]ndet.=>LTx = %: — >Indet. =

1 oo
x 0

1
X
1

=—x =— 0.

= {L'Hopital} = —

2
X

(x:Lx) =0 .
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4°) Sea f(x) = {(x — 1)2 st x<la + Lx si x > 1.
a) Encontrar a para que la funcion sea continua.

b) Calcular el area de la region delimitada por la grafica de f(x) y lasrectasx = 1e
y = 1.

a)

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores reales de a para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 15{f() =(x - 1)’ = 0 = f(1) f0) =(a+10= a+ L=
= f(@) =f0) = fM)=>a=0.

b)
La funcioén resulta: f(x) = {(x — 1)2 si x<11 + Lx si x > 1.

Para la representacion grafica de la funcidon se tiene en cuenta que en el

intervalo (— oo, 1] la funcién es la pardbola y = (x — 1)2, que es una parabola
convexa (U) que corta al eje de ordenadas en el punto A(0, 1) y cuyo vértice es el
punto B(1, 0). En el intervalo (1, + o0) la funcién es una rama parabdlica de
origen el punto B 'y contiene al punto !

Cle, D~C(273, 1).

La representacion grafica, aproximada, es la que
indica la figura adjunta.

La superficie pedida se deduce de la observacion
de la figura, teniendo en cuenta que sus puntos tienen
todos ordenadas positivas; es la siguiente:

S={[1—(x— 1)2]dx={[1—(x2—2x+ 1)]dx={(—x2+2x)dx=
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5°) La probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda es % (Cudl es la

probabilidad de sacar 3 caras en tres lanzamientos?

1 1 1 1
P =PCCO)Y=———F= e
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee.

2.- CALCULADORA: Se permitira el uso de calculadoras no programables (que no
admitan memoria para texto ni representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Se observaran fundamentalmente
los siguientes aspectos: Correcta utilizacion de los conceptos, definiciones y
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de resolver.
Justificaciones teoricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y
coherencia en la exposicion. Precision en los célculos y en las notaciones. Deben
figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse
la argumentacion 16gica y los célculos.

OPCION A

1°) a) Sea M = (12 3 a). Estudiar, en funcion del parametro a, cuando M posee
inversa.

b) Siendo A = (12 37), calcular A yA_l.

“ Una funcidn tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.
|A|=1123a|=a — 6 = 0=>a = 6.
Lamatriz A es invertible VaeR — {6}.
b)

AP = AA=(1237)(1237)=(7162454).

La inversa de A se obtiene por el método de Gauss-Jordan.

(A/I)=(1001):>{F2—>F2— 3F1}=>(10 - 31)=

Antonio Menguiano



~1
:>{F1—>F1—2F2}=>(7 —2 —-31)24 =7 -2 —31).
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2°) a) Consideremos los puntos P(— 1, — 4, 0), Q(0, 1, 3) y R(1, 0, 3). Hallar el
plano T que contiene a los puntos P, Q y R.

b) Halla a para que el punto S(3,a 2), pertenezca al plano
nm=x+y—2z+5=0.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:

PQ=[Q - PI=[0,1,3)-(1 -4 0]=(5 3).

-

PR=[R-P]l=[(1,0,3)—(—1, — 4 0)]=(2 4 3).

n(P; PQ, PR)=|x + 1y + 42153243 = 0;
I5x+ D+ 6y +4)+ 4z — 10z — 12(x + 1) — 3(y + 4) = 0;
3x+D+3y+4)—-6z2=0, x+ D+ +4)—2z=0.

m=x+y—2z+4+5=0.

b)
El punto S(3, a, 2) pertenecerd al plano m=x + y — 2z + 5 = 0 cuando
satisfaga su ecuacion:

m=x+y—-—2z+5=0 S3,a,2)}»3+a—-22+5=0; 84
4 + a = 0=>a=— 4.

Elpunto S esta contenido en el plano mpara a =— 4.
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3°) a) Dada la funcion f(x)={ x si x <0 X+ ax, si x=0, calcular a para
que f sea derivable en x = 0.

b) Hallar a, byc para que la funciéon f(x)= ax’ + b-senx + ¢ verifique
f@=o0.
fO)=1yf (0)= 2.

a)

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para el valor x = 0 cuya
continuidad se va a forzar, para lo cual, se va a de determinar el correspondiente valor

de a.

Para que f(x) sea continua en x = 0 es necesario que sus limites laterales en
ese punto sean iguales e iguales al valor de la funcion:

f(x) =x=0 fO =(x" +ax)=0=f(0) }=f() =
= La funcion f(x) es continua en x = 0, VYa€R.

Una funcion es derivable en un punto cuando es continua en ese punto vy,
ademas, sus derivadas por la izquierda y por la derecha son iguales.

Se va a determinar ahora cual o cuales de los valores de a hacen derivable a la
funcion para x = 0:

f'(x)= {1 six <02x + asix=0.
f(0") =1 f(0)=a
F(0)=F(0")=a = 1.

La funcion f(x) es derivableenx = Oparaa = 1.

b)
£(0)= 02a-0° + bsen0 + c=0; 0+ 0 + ¢ = 0=¢ = 0.

f'(x) = 2ax + b-coscos x.

£(0)= 122a-0 + b-coscos0 = 1; 0 + b1 = 1=b = 1.



f”(x)= 2a — 1-x = 2a — senx.
f (0)=2=2a — sen0 = 2; 2a — 0 = 2; 2a = 2=>a = 1.
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ex—e(xz)

X

4°) a) Calcular

b) Hallar el area de la region del plano comprendida entre las graficas de las

funciones f(x) =— x"y g(x) = x~ — 2.

a)

* (xz) 0 (02) ; (xz)

£ ¢ ¢ 1-1 0 ' : e —2x-e —

X =—F— =" = o =>Indet. >{L'Hopital} = ———
eo_z.o.e(oz) 1—0
1 1 = 1.
e —e(x) — 1
x

b)

Las abscisas de los puntos de interseccidon de las curvas son las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

—x=x -2 '~ 2=0 2"~ 1=05{x =— 154(- 1, — Dx,= 1B

La parabola f(x) =— x°, cuyo vértice es el
origen, también tiene otros puntos, como por
ejemplo, C(— 2, — 4)yD(2, — 4).

La parabola g(x) = x2 — 2 tiene como .
vértice al punto V(0, — 2). Otros puntos de la | i [\
parabola son E(— 2, 2) y F(2, 2).

La representacion grafica, aproximada, de @ f
la situacion se expresa en la figura adjunta. [

Por ser las ordenadas de la parabola f(x)
iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la pardbola g(x) en el
intervalo del area a calcular y de la observacion de la figura se deduce que:

1

S = }[f(x) — gx)]-dx = }[— X - (xz — 2)--dx = f(Z — 2x2)dx =
-1 -1 . -1

3

. ]
_ 2 | _ 21 2D | _ 2 2 _ 4 _
_[Zx—gL_(zq— )—lz-(—1)— 5|2yt 2og =4

3
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5°) De una bolsa con 2 bolas blancas, 2 negras y 2 amarillas se extraen dos sin
devolucion (es decir, una vez extraida una bola no se vuelve a poner en la bolsa).
Calcular la probabilidad de que las dos sean blancas.

P = P(BB) =+~ =—== 0,0667.
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OPCION B

1°)  a) Discutir, segin el valor del pardmetro m, el sistema
mx+y+z=1x+y+2z=1.

b) Resolverlo param = 1.

“ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(m11112)yA'=(m11112 11).
Por existir el menor [111 2 |#0=>Rang A = Rang A = 2, YmeR.
Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:
Rang A = Rang A = 2 < n® incég.=S. C. I. VmeR.
b)

Param = 1 el sistemaresulta: x + y + z =— 1x + y + 2z = 1}, que es
compatible indeterminado. Haciendo y = A, resulta:

x+z=—1-Ax+2z2=1-A} —x—z=14+Ax+2z=1—-A}=2z=2;x"

Solucion:x =— 3 — A, y = A, z = 2, VAER.
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2°) a) Calcular la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2, 3, 4) y es
perpendicular al planot=x + y + 2z + 4 = 0.

b) Calcular a para que las rectas r=x — 1=y — 2 = Z;2 y
— x—1 y—2 z—2 .

S=—— = = =~ sean perpendiculares.

a)

Un vector normal del plano n=x + y + 2z + 4 = 0esn= (1, 1, 2), que
también es vector director de la recta r pedida.

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas  es:
r=x=2+Ay=3+Az=4+ 2).

b)

Los vectores directores de las rectas son v o= 1,1, 2)y Vo= (a, 2, 3).

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.

0=(1, 1, 2)(a, 2,3)=0; a+ 2 + 6 = 0=a =— 8.

- -
v v
r s

Las rectasry s son perpendiculares paraa =— 8.
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2
. s X +1 . . r °
3°) Consideremos la funcién f(x) = ——. Calcular el dominio, asintotas, intervalos
X

+2
de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos. Esbozar su grafica.

Por tratarse de una funcidn racional su dominio es R, excepto los valores reales
de x que anulan el denominador.

x* + 2#0, VXER=D(f) =R.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.
x2+1

k=f(x)= = = 1= Asintota horizontal:y = 1.
x +

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2 ) , .
x + 2#0, VxeR=No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(x): 2x~(x2+2)—(x2+1)~2x _ 2x~(x2+2—x2—1) _ 2x

(*+2) (+2) (+2)

Parax > 0= f'(x) > 0= Crecimiento: (0, + o0).

Parax < 0= f'(x) < 0 = Decrecimiento: (— o, 0).

Para que una funcion racional tenga un maximo o minimo relativo en un punto
es condicion necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.

f'(x)= 0=>—2% —=0; 2x=0; x = 0.

(x2+2)

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.



2
" 2-(x*+2) —2xf2-(x*+2)2x] _ 2-(x’+2)-8x" _ 2x’+4-8x" _  4—6x’
= Lleznd

(+2)’ (+2) (+2) (+2)

f”(O) = % = % > 0 =>Minimo relativo parax = 0.

fO)=22 =15 Minimo:A(o, i).

La representacion grafica, aproximada, de la funcién es la siguiente:

3
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4°) @) Calcular ———"= | b) Calcular I = [ Lx-dx.
X

a)
x 0
x-e —senx 0-e —sen 0 0-0 0 Y ,
5 = > = = —=Indet. >{L'Hopital} =
x 0 0 0
N l-e' +xe —cosx _ 1-¢°+0-"—cos 0 __ 1+40-1 —£:>Indet :>{L'H0 ital}:
2x - 0 0 o0 ' p
e +1-¢ +x-e +sen x _ e'+1-¢’+0-"+0 _ 1414040 _ 2 1
2 o 2 - 2 2
x-e —senx
— = 1
X
b)

I = fo-dx:>{u = Lx—>du = %-dx dv = dx—-v = x}:>Lx-x — fx%dx =
= x-Lx — [dx = x-Lx — x + C.

I =[Lxdx =x(Lx — 1)+ C.
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5°) Se tiran al aire, simultaneamente, un dado (con forma cubica) y una moneda.
Teniendo en cuenta que los sucesos son independientes. ;Cual es la probabilidad de
que en el dado salga un 5 y de que en la moneda salga cara?

1

> = 0,0833.

1 1
P=-—r—=

st sfe ke sk sk sk skok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales
Ax+y—-—2z=0 y+z=10 2Ax — y + 5Az = 30 :

a) Estudie para que valores del parametro A el sistema es incompatible.

b) Resuelva el sistema para el caso de A = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=A1 —-10112x — 15}%) y
M=A1 —10112x — 1512 01030).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del pardmetro A es el siguiente:

IM[=A1 — 10112\ — 15| =5+ 20+ 24 + A = 0; 5> + 50 = 0; \°

A+ 1) =024 =— 1,1 = 0.

Para {A#+ — 1A#0}=>Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.

Paral=— 1M = (- 11 - 1011 =2 —1 —5 01030)=Rang M = {C

=]-1100110 —2 — 130|=— 30 — 20 — 10 =— 60£0=>Rang M = 3.
Parad = 0=M = (01 — 10110 — 10 01030)=Rang M :{cz, C, c4}=:

|1 —101110 —1030|= 30 + 10 + 30 = 60£0=>Rang M = 3.

Antonio Menguiano



Para {A# — 1A#0}=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para A=1 el sistema resulta
(x+y—-—2z=0 y+z=10 2x —y + 5z = 30, que es compatible
determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

Xy = 01-1101130-15] _ 10+30+30-50 _ 20 __ 2
- 5.1%45.1 o 5+5 10 7
_ [10-101012305| _ 50+20-30 _ 40 4

y = 10 = 10 70 — *

5 = [11001102-130] __ 304+20+10 _ 60 6
- 10 - 10 — 10 ~

Solucion:x = 2, y = 4, z = 6.
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2°) Considere los planos n1§5x —y—-7z=1 ynZEZx + 3y + z = 5.

a) Determine la ecuacion general (Ax + By + Cz + D = 0) del plano 3 que pasa
por el origen de coordenadas y es perpendicular a los planos T YT,

b) Calcule el angulo que forman los planos Ty,

a)

Los vectores normales de los planos son n = G5, -1, =7 y

n,=(2 3 1.

El plano B, por ser perpendicular a los planos m (YT, tiene como vectores

directores a sus vectores normales; su expresion general es la siguiente:

- -5

B(O; nl,n2)5|xy25 -1 -7231|=0;, —x— 14y + 15z + 2z + 21x — 5y =

B=20x — 19y + 17z = 0.

b)
El angulo que forman los planos m LY T, es el mismo que forman sus vectores

normales.

Por el concepto de producto escalar:

-

nl‘TTZ = (5' -1, _7)'(2' 3, 1)
|;1'|’?2| \/52+(—1)2+(—7)2-\/22+32+12

- - -
n-n =m
12 i

-
1"|le|' coscosa=coscosa =

_ 10—3—7 _ 0
\25+1+49/4+9+1 \[75+/14

= 0=a = 90°.

Los planos T YT, son perpendiculares.
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3°) Considere la funcion f(x) = 21 = siendo k un parametro real distinto de 0. Para

los diferentes valores de k:
a) Calcule el dominio y las asintotas de f(x).

b) Determine los maximos y minimos relativos de f(x).

D(f)=R — {— +k, +k}.

Asintotas verticales: Son de la forma x = k; son los valores que anulan el
denominador.

Asintotas verticales: x =— \/Ey X = \/E

Horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma la
funcion cuando x tiende a + oo:

y=k=f@x) ==—=0.

xz—k

Larectay = 0 (eje de abscisas) es asintota horizontal.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)

La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo es que
se anule su primera derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre
a la segunda derivada: segin que sea negativa o positiva para los valores que anulan
la primera derivada se trata de un maximo o de un minimo, respectivamente.

f)=—2+
(x'=r)

f'(x)z 0:(;22)2 =0=>—2x=0; x =0.
e

" 2 3\? 2 2 2 2 2 2
—2-(x —k) +2x-|2:(x —k)-2x —2-(x"—k)+8x —2x +2k+8x 6x +2k
) = 2l vl o] | el _

(k) (k) ) (R




f”(O) = (?—11)‘3 =— % < 0, Yk€ER, k#0=>Minimo relativo para x = 0.

f(0) = 5 ==+ = Minimo: 4(0, — ).
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4°) Sabiendo que el sistema de ecuaciones lineales
{x+ay=1x+4+az =1y + z = a tiene una unica solucion:

a) Compruebe que a#0.

b) Encuentre la solucidn del sistema en funcion del parametro a.

a)

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas es compatible determinado cuando el rango de la matriz de coeficientes es
tres, o sea, que su determinante es distinto de cero.

La matriz de coeficienteses M = (1a010a011).

IM|=11a010a011|=—a — a =— 2a#0=>a+0.

Queda comprobado que el sistema es compatible determinado VYa€R, a+0.

b)

M'=(1a010a011 11a)= {Cambiando filas}= (10a0111a0 1al)=

=>{F3—>F3—F1}=>(10a0110a ~a 1a0)=>{F3—>F3_aF2}=>

=>(10a01100 —2a 1la —a2)=>{F3—> —%Fg}:(lOaOllOOZ laa)=z

i')""Z=Cl;)""%=Cl=>y=%;x+az=1=>x=1—‘7‘—=2_a

=Z =70 2 2

2—(12

2 )

Solucién: x = y = % z = % VaeR.
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5°) Considere las matrices cuadradas de orden 2 de la forma M = (x -1 y2 + 1 x)
, siendo x e y nimeros reales.

a) Compruebe que la matriz M es siempre invertible, independientemente de los
valores de x e y.

b) Parax = 1, y =— 1, calcule M

a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
2 2 2
|M| = |x —1ly +1x|=x +y + 1#0, Vx, yeER
Queda comprobado que M es invertibla Vx, yER.
b)

Parax =1, y=—1lesM=(1 —121).

IM|=|1 —121]=3. M =12 —11).
Adj. deM =11 —21) =
~1 _ Adj.deM _ 1 _
Mo o=A0 =211 - 21).

M|

M =—(11-21).
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6°) Considere un cono de 120 cm® de volumen que tiene una altura h, un radio de la
base x y una generatriz a.

a) Comprueba que a’ = %-% + R

b) Calcule la altura del cono que tiene la generatriz de longitud minima.
Nota: Recuerde que el volumen del cono es un tercio del volumen del cilindro recto
que tiene el mismo radio de la base y la misma altura.

2 2
_ 1 X _ Tx ‘h __ 1440
V—3n(2) h=120; T2t = 120=x" = 1220
2 _ (x)° B = % b N p2 o 360 2
@ =(5) R =R = =2
Queda comprobado que a = 16T0 %+h2.

b)
La condicidn necesaria para que la generatriz a sea minima es que se anule su
primera derivada.

[ 360 + Rt = [360+mh’ _ 1 [360+mwh’
a(h) — V mh - wh T n ho
’ 3mh’h—(360+mh)-1
a  =-— ' = 0=3mh™h — (360 + wh')1 = 0;

h \/E 9. 360+mh’
VA

3wh’ = 360 + wh; 2wk’ = 360; h° =1 oh =2

h=- %53, 86 cm.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) Considere el plano m=x + y + z = 1 y la recta r que pasa por los puntos
P(0, 0, 6) yQ(1, 2, 3).

a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Calcule la distancia entre la recta r y el plano .
Nota: Puede utilizar la formula de la distancia del punto PO(xO, Yy ZO) al plano de

ecuacion m=Ax + By+(Cz+ D=0 como la expresion
Ax +By +Cz +D
d(PO’ T[): O 202 0z
\A"+B +C
a)

- -

El vector director de la recta r es v o= PQ=1[Q — P]=(1, 2, — 3).

El vector normal el planomesn = (1, 1, 1).

- -

Los vectores vy nson linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes, pero son perpendiculares por ser
von = 1,2, -3)(1,1,1)=1+ 2 -3 = 0, porlo cual:

Larectaryelplano son paralelos.

b)
La distancia entre la recta r y el plano m es la misma que la distancia de
1-0+1:0+1:6-1 _ 5

A1 41741 V3

cualquier punto de la recta al plano: d(r, ™) = d(P, ) =

Antonio Menguiano



d(r, m) = STﬁ unidades.
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2°) Sean las matrices
A=(1110 —211 —-11)yB=B4 —1 -1 —430 — 44).

a) Compruebe que satisfacen la igualdad A - %A-B = I, donde I es la matriz
identidad de orden 3.

b) Utilizando la igualdad anterior, determina la matriz inversa de A: At

a)
A"~ LAB=1 244~ AB =2, AQQA - B)= 2I;

(1110 —211 —11)-[2:(1110 —211 —11)— (34 —1 —1 — 430
(1110 —211 —11)-[(2220 —422 —22)— (34 —1 —1 — 430 — 44)
(1110 =211 —11)(—1 —2310 —122 — 2)= 2I;

-1+1+2-24+40+23-1-2-0-2+4+2-0-0+20+2-2 —

Queda comprobado que A - %A-B = 1.

b)
A - %A'B = [. Multiplicando por la izquierda por AT

A AA-~A AB=A I, IA-+IB=4">
A '=A-2B324 =24-B=(2220 —422 —22)-(34 -1 -1 -

=(-1-2310 —122 —2)=>4 =—-4(-1-2310 — 122 - 2).

st sfe ke sk sk skok skok

39 Considere el sistema de ecuaciones lineales
x+y+z=3x+y—z=12x + ay = 2a}.
a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro real a.

b) Resuelva el sistema para el caso de a = 2.

a)



Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=11111 —12a0)yM' =(11111 —12a0 312a).
El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=111111 —12a0|=a—-2—-2+4+a=0; 2a—4=0; a — 2 = 0=

Para a#2=Rang M = Rang M‘ = 3 = n%incdg.=S. C. D.

Paraa = 1M = (11111 — 1210 312)=>RangM'=>{cl, c, C4}=>

>(113111212|=2+3+2—-6—1— 2 =— 2#0>Rang M = 3.

Paraa = 1=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para a=2 el sistema resulta:
x+y+z=3x+y—z=1 2x + 2y =4}, que es compatible
indeterminado. Despreciando una ecuacion, por ejemplo la primera, y haciendo
y = A

x=2—-XN2z=3—-x—-—y=3-2+A—-A=1.

Soluciéon:x =2 — A, y = A, z = 1,VA€ER.
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4°) De las funciones f(x), f ’(x), gx)y g'(x), conocemos los valores siguientes:

f® | re | [* 90| 9@
2 1 1 1
1 0 -6 1 3 3

a) De la funcion f(x) se sabe también que la pendiente de la recta tangente en un

punto de abscisa x es 4x° — 9x° — 2x + 1. Encuentre f(x).

b) Calcule: (gof) (1).

a)

La pendiente de la recta tangente en un punto de una funcion es el valor de su

primera derivada en ese punto: f '(x) =4x° — 9% — 2x + 1.

f(x)=ff'(x)dx =f(4x3— 9x’ — 2x + 1)dx = — — +x+ C =
=x4—3x3—x2+x+C.
f(0) = 2=C = 2.

f(x)=x4—3x3—x2+x+2.

b)

Segtn la regla de la cadena de la derivacién de la composicion de funciones:
(9N = gIf @)1= (gof) () = g[F@]f ().
(9°) (1) = g[F(D]f (1) = g (0)-(— 6) = 1-(— 6)=— 6.

(g°f) () = 6.
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5% En R3, sean larectar={x — z =22y + z = 4 yelpunto P(0, 1, — 1).

a) Calcular la ecuacion general (es decir, la que tiene de forma Ax + By + Cz = D
) del plano T perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P.

b) Calcular el punto simétrico del punto P respecto del plano y=x + y + z =— 3.

a)

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan

[{1:(1, 0, —Hn,=(0,2 1) ]=>1;;=|ijk10 —1021|=2k + 2i — j

-

>v =2, —1,2).

Por ser la recta r perpendicular al plano m, el vector director de la recta es
linealmente dependiente del vector normal del plano, por lo cual:

n=2x —y + 2z + D = 0.

Para determinar el valor del término independiente D se tiene en cuenta que el
plano contiene al punto P(0, 1, — 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

m=2x —y+2z+ D=0 PO, 1, —1)}=20-1+2:(— D+
—1—-24+ D =0=D = 3.

n=2x —y +2z+ 3 =0.

b)
La recta t que pasa por P(0, 1, — 1)y ®

es perpendicular al plano y=x + y + z =—

tiene como vector director al vector normal del

plano: 1?1 =(1, 1, 1). *

La expresion de t dada por unas
ecuaciones paramétricas es
t={x = A y=14+Az=-1+A.

El punto Q, interseccion del plano y con la recta t, es el siguiente:

_.————-..._||



yV=x+y+z=—3 t={x=2A y=1+Az==1+A}PA+A+1)+ (-

=Q(1, 2, 0).
Tiene que cumplirse que PQ = QP'.
PQ=[Q - Pl=[(1, 2 0)- (0,1, — D]=(1, 1, 1).
QP =[P — Q=[x % D~ (L2 0]=(x~-1y~2 2z 0)

(L1, D=(x—-1,y-2,z—-0)=>{x—-1=1-5x=2y -2 =15y =32z -
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6°) Sea la funcién f(x) = —5—.
cos X

a) Calcule la primitiva de la funcién f(x).

b) Calcule el area limitada por la funcion f(x) y el eje de abscisas y las rectas x = 0

x = —
y 4

a)

[ f(x)-dx = [ .dx={coscos x = t senx-dx =— dt}= — [+-dt =— [t ‘dt =
CoS X t

—_t -1
=——+C=—+C
_ senx _ 1
[ f(x)-dx = f—coszx dx = ———+ C.
b)
En el intervalo (0, %) todas las ordenadas de la funcién f(x) = —5— son
cos X

positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

T T
B . 1 0 1 1 1 1 2
senx 4
S = [ fEdx = [2050dx = | o] = e - = - = -
0 o cos'x coscos x| coscos -, coscos Az \/E

I
1

~ 1
S =42 - 1u°=0,414".
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

La prueba consta de dos opciones, A y B, de las cuales el alumno debera elegir una.
Cada opcion consta de 5 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones
diferentes, se considerard como elegida la correspondiente al primer ejercicio
presentando por el alumno. Cuando la solucion de una cuestion se base en un célculo,
¢ste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
1°) a) Calcule el determinante de la matrizA = (1010 — 1020 — 1).

: : 4 :
b) Obtenga el determinante de la matriz B = % A, sin calcular previamente B.

c¢) Calcule la matriz inversa de A.

a)
|A|=11010 — 1020 —1|=1+ 2 = 3#0=>Rang A = 3.

b)
1Bl = |5-4°|= (3 ) (1an'=%3"=3.

3
Nota: La expresion (?) se debe a que si se multiplica un nimero real por una matriz

resulta otra matriz cuyos elementos han sido todos multiplicados por dicho nimero y
la matriz A es de orden tres.

c)

Se obtiene la inversa de A =(1010 — 1020 — 1) por el método de
Gauss-Jordan.

() = (100010001):{F3—>F3— 2F1}=>

1 2 1
= (100010 —201)=>{F2—>—F2F3—>—?F3]=>(1000 - 1040 —;):

Antonio Menguiano



:>{F1—>F1—F3}=>(§o%o -1020 —%):

1 1 2 1 1
A7 =(5050-1030 -5 )=5-(1010 —3020 - 1).
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2°) Considere en R’ las rectas r={x=0y=0ys={x+y=1z=10
a) Obtenga un vector director de la recta s.

b) Obtenga el plano 1t , que contiene a r y es paralelo a s.

c¢) Obtenga el plano T, que contiene a r y es perpendicular a s.

a)

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquier vector que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los
vectores normales de los planos que la determinan

-

s=lx +y=1z=0 =>[n1=(1, 1, 0)n2=(0, 0, 1)}=>v'5=|ijk110001|=

-

>v =(1, —-1,0).

b)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r={x =0y =0z =A.

Un punto y un vector director de r son 0(0, 0, 0) yv = (0, 0, 1).
nl(O; v, JS)E xyz1l —10001|=0; —x —y = 0.

mEXt+y = 0.

- -

Las rectas r y s son perpendiculares por ser vV o= 0.

El haz de planos perpendicularesases f=x — y + D = 0.
El plano T, pedido, perteneciente al haz 3, es el que contiene al punto O€r:
B=x —y+D =0 0(0,0,0)}»0—-0+ D =0=D =0.

TEX -y = 0.
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3°) @) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange.

b) Aplicando a la funcion f(x) = LZ el anterior teorema, pruebe que cualquiera que
X

sean los numeros reales 1 < a < b se cumple la desigualdad a + b < 2d°b°.

a)
El teorema del valor medio del calculo diferencial, también conocido como
teorema de Lagrange, se puede enunciar del siguiente modo:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b),

[ =f(@) »

entonces, existe al menos un punto ¢ € («, b) que cumple f (¢) = = —-

La interpretacion geométrica puede apreciarse facilmente en la figura adjunta.

Considerando la funcién f(x), continua en ‘
[a, b] y derivable en (a, b) existe, por lo menos un
punto N perteneciente al intervalo (a, b) en el que
recta tangente a la grafica de f es paralela a la
cuerda que une los puntos P y Q de coordenadas

Pla, f(@)]y Q[b, f(b)]. 0

b)

la

fo=—-2=-=

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion f(x):

1
f(b) f(a) 2 2 & &b a’—b° (a+b)(a—b)
C) = ———""— —_— = = =— = ;
f © b—a b-a a’b’-(a—b) a’b’-(a—b)

2= +b" =2a’b" = ¢>-(a + b).
a

Teniendo en cuenta que C>1> queda probado que a + b < 2a°b".
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2x

4°) Calcule la primitiva F(x) de la funcion f(x) = — e "+ 2x- cos cos (xz)

x2+1
que cumpla F(0) = 0.

F(x)= f[ xzzj:1 — e " 4 2x-cos cos (xz) ]-dx =

=f 22161 dx — fe_x'dx + f2x- COS coS (xz) dx=A—-B+C. (¥
X

A= xfjfl -dx=>{x2 +1=t2cde=dt}s [dt =Lt = L(x2 + 1).

t —X

B=[e dxa{—x=tdx=—dt}> — [e-dt =——e =— e

C = [ 2x- cos cos (xz) ~dx:>{x2 = t2x-dx = dt}:> [coscost-dt = sent + C =

= sen (xz) + C.
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de A, B y C:

F(x) = L(x2 + 1) +e "+ sen (xz) + C.

F(0)=0=L(0 + 1)+e " +sen0+C=0;0+1+ 0+ C = 0=C =— 1.

F(x)= L(x2 + 1) +e "+ sen (xz) - 1.
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5°) En un libro con 3 capitulos, el primero consta de 100 paginas y 15 de ellas
contienen errores. El segundo capitulo, de 80 paginas, tiene 8 con error, y en el
tercero, de 50 paginas, el 80 % no tiene ningun error. Calcule la probabilidad de que
una pagina elegida al azar no esté en el capitulo dos y no tenga errores.

Total de paginas: 100 + 80 + 50 = 230.

, 100 10 . 80 8
o_y Y _ 2 o, % _ _S_
Capitulo 1°>— 3 Capitulo 2°—— 3
, 50 5
0 —_
Capitulo 3°>— = —=.
17 5 117 1 4

10 4
P=P)yPM)+ PO)PB)=g3 0t 5= 2 T3 1=

17 4 17+8 25
T 46 + 23 7 46~ 46 0, 5435.

st s skeosk ko skosk skok



OPCION B

1°) Considere el sistema de ecuaciones
x+y=0 x —z=1ax + by + cz = 1}. Obtenga valores de

los parametros a, b y c en los siguientes casos:

a) Para que el sistema sea compatible determinado.

b) Para que el sistema sea compatible indeterminado.

c¢) Para que el sistema sea incompatible.

a)
Las matrizampliadaes: M' = (11010 — 1labc 011).

M =(11010 — labc 011)=>{F >F —F F.>F.—aF }=>(1100
2 2 1 3 3 1
:>{F2—>—F2}=>(1100110b—ac 0—11)=>{F3—>F3+(a—b)1~"2}=>
=>((11001100a-b+c 0 -1 —-—a+b+1).

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

Paraa — b + ¢#0=Rang M = Rang M' = 3 = n%incog.=S. C. D.

El sistema es compatible determinado cuando a — b + c#0.

b)
Paraa—b+c=0=>—-a+b+1=(@—-b+c)—a+b+1=

=a—-b+c—a+b+1=c+1=0; c=—1:>RangM=RangM'=2.

El sistema es compatibl indeterminado para c =— 1.

c)

Para

{a—-b+c=0 —a+ b+ 1#0}=>c + 1#0=>Rang M = 2; RangM'= 3.
El sistema es incompatible cuando ¢ + 1+#0.
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2°) Considere en R’ los puntos
A1, 2,1),B(—-2, -1, —3),€C0,1, —1)yD(0,3, — 1),ysealarectar
que pasa por los Ay B.

a) Calcule ecuaciones paramétricas de 7.

b) Obtenga un punto P de la recta r tal que la distancia de C a P sea igual a la
distancia de D a P.

a)
Los puntos A y B determinan el vector AB = [B — A]=(— 3, — 3 — 4).

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del

vector AB, por ejemplo: v o= (3, 3, 4).

Unas ecuaciones paramétricas de r son:
r={x=1+3Ay=2+3Az=1+ 4A.

b)
Un punto genéricode res: P(1 + 3A, 2 + 3A, 1 + 4A).

CP=DP= 1 +30 =0+ @2 +30 - 1>+ (1 + 44 + 1)° =

VA +30 -0+ @2 +30 -3+ + 4+ 15
A+30°+@+30°+Q+40° =0 +30°+(=1+ 30+ @2 + 45

T+30)°=(=1+30% 1+60+9°=1—6)1+ 92" 1210 = 0= = 0.

P=A(1, 2, 1).
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3°) Estudie el dominio, el signo, las asintotas verticales y las asintotas horizontales de
.y 2x+1
la funcion f(x) = ——.

X +x

Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores reales
de x que anulan el denominador.

x2+x=0; x(x+1)=0=>x1—

D(f)=>R — {0, — 1}.

2x + 1 = 0=x =— —.

O . O
|
o
Para determinar el signo de la funcién nos O I O :
fijamos en la figura de la derecha, donde se deducen (O AOIOA O
los periodos donde la funcion f(x)= Zfﬂ es o

X +x
positiva o negativa, que son los siguientes:

Positiva=f(x) > O: xE(— 1, — %) U (0, + o).

Negativa=f(x) < 0: x€(— o, — 1)U (— %, 0).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k=f(x)= Zfﬂ = 0= Eleje OX es asintota horizontal.
X +x

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores de x que anulan el denominador.

x2+x=0=>x1=0,x2=— 1.

Lasrectas x = 0y x =— 1 son asintotas verticales.
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4°) a) Represente, aproximadamente, la grafica de la funcion f(x) = X -1

definida en el intervalo [0, 2].

b) Calcule el area de la region plana limitada por la grafica de la funcién

f(x)= X - 1,elejeOX ylasrectasx = 0y x = 2.

a)

La funcién f(x) = x> — 1 es una parabola
convexa (U) cuyo eje de simetria es el eje de
ordenadas y cuyo vértice es V(0, — 1). Corta al eje
X en los puntos C(— 1, 0) y D(1, 0). Otros puntos
de la funcién son A(— 2, 3) y B(Z, 3)

La representacion  grafica de  f(x),
aproximada es la que indica la figura.

b)
De la observacion de la figura se deduce que
la superficie a calcular es la siguiente:

1 2
S == [f()dx + [ f(x)-dx =
0 1

0 2
= { f(x)-dx + { f(x)-dx =

= [F@)], + [FI, = F(0)— F(1)+ F(2) - F(1)= F(0)+ F(2) — 2F(1).
(*)

F() = [ f@)dx = [(x" = 1)dx =% — x.

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de F(x):

_ 2° 1’ I 2 6
S—0+(T—2)—2-(T—1)—?—2—?+2—?—2.

S=2u.
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5°) El 40 % de la poblacién activa de una ciudad son mujeres. Se sabe que el 20 % de
las mujeres y el 12 % de los varones esta en el paro. Elegida al azar una persona entre
la poblacién activa que no esta en paro, calcule la probabilidad de que dicha persona

sea mujer.

_ =y _ P(MnP) P(M)-P(P/M) . 0,4-0,80 _
P = P(M/P) - P(P) - P(M)-P(P/M)+P(V)-P(P/V) ~ 0,4-0,80+0,6:0,88
0,320 _ 0320 _ 0,3774.

= 70,32040,528 0,848
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

La prueba consta de dos opciones, A y B, de las cuales el alumno debera elegir una.
Cada opcion consta de 5 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones
diferentes, se considerard como elegida la correspondiente al primer ejercicio
presentando por el alumno. Cuando la solucion de una cuestion se base en un célculo,
¢ste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1°) a) Estudie cOmo es el sistema de ecuaciones:
3x —5z2=33x—-3y+2z=0 2x—-—y—z=1}

b) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=GB0-53 -322 -1 -1)yM =30 —53 —322 -1 —1 3

M=30-53 -322-1-1 301):>{F1—>F1—F3}:>(11 — 43 -

=>{F2—>F2—3F1F3—>F3—2F1}=>(11 — 40 — 6140 —37 2 —6 —3)=

Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I

b)
Se resuelve el sistema despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la
segunda, y se parametriza una de las ecuaciones, por ejemplo, z = A:

3x =3 +502x —y=1+2A}>x=1+=>\
y=2x—1-A=2+=A-1-2>
7
=>y=1+?7\.
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Solucion: x = 1 + %7\; y=1 +%)\; z = A, VAER.
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2°) Sean en R’ los vectores e = 0,1,0,u=@3, —2,2)yv=(0,1, 1).

- -

a) Calcule el producto vectorial e X u.

- -

b) Calcule el angulo ¢ que forman u y v.

- >

¢) Demuestre que la familia de vectores {e, U, 1;} es linealmente independiente.

a)
exu=ijk0103 —22|=2i —3k > exu=(20 —3)
b)
OSE Pot T D¢ " 3,-2,2)-(0,1, 1)
uv = |ul|-|v|- coscos d = coscosh = —=—— = =
1 B R L esS
_ 0—242 _ 0 _ _ o
= i oy 0 ¢=90%
c)

- -

La familia de vectores {e, u, 17} es linealmente independiente cuando el rango
de la matriz que determinan es tres, o sea que, el determinante de la matriz que
determinan tiene que ser distinto de cero:

Rang e, u, v}= 0103 — 22011|=— 3%0=Rang {e, v, v}= 3.

- -

Queda demostrado que la familia de vectores {e, u, 17} es l. independiente.

<
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3°) a) Estudie el dominio de definicion, los extremos relativos y las asintotas de la
x2+1
X

funcion f(x) = x +— =

b) Teniendo en cuenta los datos obtenidos en el apartado anterior, represente,
aproximadamente, la grafica de la funcion f(x).

a)
El dominio de una funcion racional es el conjunto de niumeros reales excepto
los valores reales de x que anulan el denominador.

D(f)=R — {0}.

Es condiciébn necesaria para que una funciéon tenga un extremo relativo
(maximo o minimo) que se anule su primera derivada:

' 2x-x—(x2+1)-1 2 —x"—1 x'—1
f(x)= 2 == =2

=02 =0; 2"~ 1=0=x, =— 1, x, = 1.
X

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para el valor que anula la primera derivada, se trata de un minimo
relativo y, si es negativa, de un maximo relativo.

2 2
f (x) 2xx—(x —1)2x _ 2x —23x+2 :%-
X X
f”(— 1= (_2 - =— 2 < 0 =>Maximo relativo parax =— 1.
f(—= 1= C 1) LR _21 =— 2 =>Maximo relativo: A(— 1, — 2).

f (1) = % = 2 > 0 =>Minimo relativo parax = 1.

1t 2 .. .
f(1) = ——=—T = 2 =>Minimo relativo: B(1, 2).

Asintotas verticales: son los valores reales de x que anulan el denominador:

Larectax = 0 (ejeY) es asintota vertical de la funcion.

Asintotas horizontales: son los valores finitos que alcanza la funcién cuando x



tiende a mas infinito o menos infinito:

2
k=f(x) == :1 = oo = No tiene asintotas horizontales .

Una funcidn racional tiene asintotas oblicuas cuando el grado del numerador es
una unidad mayor que el grado del denominador, como es el caso que nos ocupa. Las
asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

xz+1

£

X

41 -1
2 - .
X

m =

= =

n = [f(x) — mx] =(x2+1 —x) i S

X X

Asintota oblicua: y = x.

b)

+1
S€ exXpresa

La representacion grafica, aproximada, de la funcion f(x) = —

en la figura adjunta.
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4°) Utilizando el cambio de variable 1 + X = t2, calcule una primitiva F(x) de la
3

X

funcion f(x) = — que cumpla que F(0) = 0.
1+x

3 ‘
F(x) = ff(x)°dx = f \/% -dx:,'{l + x2 = t2—>2x~dx = 2tdtx = \/tz —1=>x
+x

:f“(tzt_l)- —t+ C =

tdt
°—1

</ t'—1

[
—
—
ﬁ
S
|
—_
—
~
N
j
—_
QU
~
Il
~—
—
ﬁ
S
|
—_
—
QU
~
Il
wl“w

=Lt -3+ =1+ 11+ -3+ =1 -2\ +1+C
F)=5(x"—2\x" + 14 C3F(0)= 0> -2+ ¢ = 0sC = 2.

F(x)= %(xz — 2)\/x2 + 1+ %
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5°) En una poblacion se sabe que el 80 % de los jovenes tienen ordenador portatil, el
60 % tiene teléfono movil, y el 10 % no tiene portatil ni mévil. Si un joven de esa
poblacion tiene teléfono movil, calcule la probabilidad de que dicho joven tenga
también ordenador portatil.

Se conoce: P(0)= 0,8; P(T)= 0,6; P(O NT)= P(OUT)= 0,1.

Se pide: P(T) = % (*)

P(ONT)= P(OUT)= 1 — P(OUT) =

=0,1 = 1 — P(OUT)=P(OUT) = 0,9.

Sabiendo que P(OUT) = P(0) + P(T) — P(ONT) =

= P(ONT) = P(0) + P(T) — P(OUT)= 0,8 + 0,6 — 0,9 = 0, 5.

Sustituyendo en la expresion (*): P(T) = P;T(%O L = 8'2 :

_ P(no) _ 5 _
P(T) = “5% =+ = 0,8333.
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OPCION B
1°) Considere las matrices A = (1 — 1), B=(1 —2), X =(xy)y0 =(00).
a) Obtenga la matriz A-B y calcule su rango.

b) Clasifique y resuelva el sistema de ecuaciones A-B-X = 0.

a)
AB=(1 -1)1 —2)=(1 -2 —12).
AB|=|1 —2 —12|=2—-2=0.
AB=(1 -2 —12).
Rang (A-B) = 1.
b)

ABX=0=>1 -2 —-12)xy)=00)>x -2y —x+2y)=(00)=
= x—2y=0—-x+2y=0}

Sistema homogéneo compatible indeterminado.

Haciendo y = A:

Solucion: x = 27, y = A, VAER.
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2°) En R’ se consideran las rectas r=3x+ 2y =0x —-2z=—8 y
x+1 _ y-3 _ z—1
-2 a = -1

S=

a) Halle el valor de a para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de a obtenido en el anterior apartado, calcule la distancia entre las
rectasrys.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r=3x + 2y =0x — 2z =—8=2z=A>x=—8+ 25 — 24 + 6\ + 2y = 0;

— 12430 +y=0;, y=12 = 3A=r={x =— 8+ 22y =12 — 3 Az = A

5
Los vectores directores de las rectas son v o= 2, —3, 1) y

v =@ —a )

N

Dos rectas son paralelas cuando sus vectores directores son linealmente
dependientes, o sea, sus componentes son proporcionales.

Las rectasr y s son paralelas paraa = 3.

b)
Se va a determinar la distancia entre las dos rectas por dos procedimientos:

Primero:

Unpuntoderes A(— 8, 12, 0) yunpuntode ses P(— 1, 3, 1).

La distancia entre r y s es equivalente a la distancia de PEs ar.

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto

vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso
se hace un dibujo de la situacion.



S = 'v /\AP’S = |v|-h}:>|v /\AP'= \v'-h=>
r r r r

) AAP|
>h =d(P,r)=d(r, s) = ———

r

*)

-

AP =[P —Al=[(-13 1)— (-8 12, 0]=(7, — 9, 1).

Aplicando la formula al punto P(—1,3,1) y a la recta
r={3x + 2y = 0x — 2z =— 8:

Y .. . . . . . . 2 2 2
d(P,7) = ”/:AP' _ llijk2-317-91| _ |-3i+7j-18k+21k+9i=2j| _ |6i+5/+3k| _ J6"+5+3" _
. 2, 2 2 4+9+1 14 14
; 22+ (=3)+1

_ A/36+25+9 F [70 \/*
1 14
d(r, s) = \/gunidades.

Segundo:

El haz de planos a perpendicular a las rectas r y s tiene por ecuacion general:
o=2x — 3y +z+ D =0.

De los infinitos planos del haz «, el plano m que contiene al punto
P(— 1, 3, 1) es el que satisface su ecuacion:

a=2x —3y+z+ D=0 P(- 1,3 1)}=2(—-1)—33+1+ D=0

- 2-94+1+D=0, —10+D=0=>D=10=>n=2x -3y +z+ 10=0

El punto Q, interseccion de la recta r con el plano T es el siguiente:

m=2x —3y +z+ 10=0 r={x =— 8+ 2Ay =12 - 3Az = A
=2(— 8+ 20)—3(12 = 30)+ A + 10 = 0;



— 16 + 41 — 36 + 9L + A + 10 = 0; 14A = 42;
A =3=30Q(— 2 3, 3).

La distancia pedida entre las rectas es la misma que la distancia entre los

puntos P y Q, o sea, el modulo del vector PQ.

-

PQ=[P-0Q]=[(—-1,31)—-(—2 3, 3)]=(@1, 0, —2).

d(r, s) = |PQ| = ViZ+ (=2 =JT+4=15

d(r, s) = \/gunidades.

seskeoskeoskoskoskoskoskskok

sen (2x)+(1—x)2—1
L (coscos x)

3°) Calcule, aplicando la regla de L’Hopital, el limite

sen (2x)+(1—x)°=1 _ 0+1-1

_ 0 ' .
L (coscos x) == =% =Indet. ={L'Hopital} =

N 2-cos (2x)+2-(1—x)-(—1) cos (2x)—1+x —

=— 2:C0SCOS X -

_—Ssenx sen x
—— p. 5@ x5 170 5.0 indet. ={L'Hopital} =
senx 0 0
-~ _ 2. —2-sen (2x)—0+1 —_ 0. —2-0+1 —— 2
cos x 1
sen (2x)+(1—x)2—1 —— 2

L (coscos x)

st sfe ke s skeosk skeosk skok



2
4°) a) Calcule los puntos en los que las curvas y = e e y =— x cortan a la rectas

x=0yx = 1.

b) Calcule el area de la region plana limitada por las curvas y = e e y

lasrectasx = Oy x = 1.

a)
y=¢ x=0}>e = 124(0, 1).

y=ex X = 1}=>e1= e=>B(1, e).

y=—x" x=0}>-0" = 00(0, 0).

y=—x x=1}>- 1" =— 1=C(1, - 1).

b)

2
X y por

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que se indica

en la figura adjunta.

1 1 1 1
S = fex-dx — [- xdx = fex-dx + fxz-dx =
0 0 0 0

x 2 1, 1 o 0 1
=|le + &+ =(e +—)—(e +T)=e+?—1—0=e—
0

f(ex + xz)-dx




§ =222 05u"

sk skeosk kosk kosk skok



5°%) Una asociacién deportiva tiene 1.000 socios, el 40 % de ellos mujeres. Estan
repartidos en tres secciones y cada socio s6lo pertenece a una seccion. En la seccidén
de baloncesto hay 400 socios, 120 de ellos mujeres, en la de natacion hay 350 socios,
180 de ellos mujeres, y en la de tenis estan el resto de los socios. Calcule la
probabilidad de que un socio seleccionado al azar sea varén y de la seccion de tenis.

Mujeres = 40 % de 1.000 = 400.
Hombres = 1.000 — 400 = 600.

Baloncesto={120 mujeres 280 hombres }.
Nataciéon={180 mujeres 170 hombres }

Tenis={100 mujeres 150 hombres }.

0,4
0.6
P = P(VNT) = P(V)-P(T/V) = 0,6 =1 = 0, 15.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE GALICIA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.

OPCION A

1°) DadalamatrizA = (111111):

a) Determina, segun los valores de A, el rango de la matriz AA = A , siendo Al la
matriz traspuesta de A e I la matriz unidad de orden 2.

b) Determina la matriz X = (x y ) que verifica la ecuacion matricial A-A"X = 6X.

a)
AA =N =(111111)111111)= A1 =(3333)—A(1001)=

=(3333)— (A00A)=(3 —A333 — ).
44" = |=13-2333-A|=B - -9=9-61+2" — 9=

=X - 6L=AA - 6)=0=1 =0, =6.

Para {A+0 A#6 }=>Rang (A-At — M) = 2.

Para) = 0=A-A" — Ml = (3333)=Rang (A-A"— Al) = 1.
Para) = 6=A-A' = M = (- 333 — 3)=Rang (A-A' — M)= 1.

Para{A = 0\ = 6}=>Rang (A-A' — AI) = 1.

b)
AAX = 6X=(3333)(xy)=(6x6y);, 3x + 3y =6x3x + 3y =6y} — 3x + 3

Antonio Menguiano



—x+y=0 x—y=0}=>x =y =2A=>X = (A1), VAER.
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2°) a) Calcula —Senx3x

exz—coscos 2x
b) Se desea construir una caja de base cuadrada, con tapa y con una capacidad de 80
dm’. Para la tapa y la superficie lateral se quiere utilizar un material que cuesta 2

euros/dm? y para la base otro que cuesta 3 euros/dm®. Calcule las dimensiones de la
caja para que su coste sea minimo.

1
c) Calculal = [ x-L(1 + x)-dx.
0

a)
sen’x—3x" 0-0 0 0
- = — = —— = =>Indet.={L'Hopital} =
" —coscos 2x e —coscos 0
2-5en x-coscos x —6x 1 sen2x—6x 1 0-0 0 ,
= 7 = > =050 = o ~Indet. ={L'Hopital} =
2x-€ +2-2x x-e +2x
N 1 2-cos 2x—6 _ 1 2-coscos0—-6 1 21-6 1 -4 2
2 2 —_ . 0 — —— - T e m— T —.
2 1. 4x2xe" +2-coscos 2x 2 e'+0+2-coscos 0 2 1421 z 3 3
sen’x—3x" _ 2
X o 3°
e —coscos 2x
b) |
2 80
V =x"h = 80=h = >- |
x
|
e
~
~
P
2 ﬁTapaylaterales 2 ’*‘Suelo
Coste = C(x, y) = (x + 4xh)-2 +x -3
Sustituyendo el valor de h:
2 80 2 2 640 2 2 640
C(x)=(x + 4x-—2)-2 +3x =2x +——+ 3x =5x +——.
x

Es condicion necesaria para que el coste sea minimo que se anule su primera

derivada:

C(x)= 10x — 2% = 010x° = 640; x° = 64 = 4'=x = 4.
X




Se justifica que se trata de un minimo:

C”(x) — 10 — —642-2x — 10 + 1.2;30‘
X X
C”(4) =10 + 1'150 > 0=>Minimo para x = 4. (queda justificado).
_ 80 _ 8 _ 80 _
h = X 4 16 >

El coste es minimo cuando el lado de la base es de 4 dm y la altura, 5 dm.

c)
1 2
I = fx-L(l + x)-dx=>{x = L(1 + x)—du :%dv = x-dx—v :’CT]:
0
xz x + 1 L
_xz - X x —1 E—
0 - X
+x +1
+ 1

x2 xz dx '
== L(l + X)T_ IT Ttz =

0

- 1
_ = S S SN
=|75L1 + x)— fx+1 dx] =

- 0

] 1
= xTZ-L(1+x)—%-f(x—1+ ! )dx] =

x+1

0

2

= _XTZ-L(l + x) — %["T —x + L(x + 1)}]1 =
B 0

=[FLa + - F{F -1+ 00 + DY -[FLa + 0= F0 - 0+ L0 + 1))

=(FL2 -5 +5-512)-(0-50)=5 -5 -0=FF=1



1
I=[xL(1+ x)dx = %.
0
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39 Dados los planos TEX+y - zZ+ 2=0 y
nzz{x=2+7\+uy=7\+3u z=—1-A

a) Estudia la posicion relativa de T YT, Si se cortan, calcula el &ngulo que forman.

b) Sea r la recta que pasa por el punto P(1, 1, 1) y es perpendicular a . Calcula el

punto de corte de r y .

c¢) Calcula el punto simétrico del punto P respecto del plano ™.

a)

Un vector normal del plano moesn, = (1,1, —1).

Dos vectores directores del plano T, sonu = 1,1, - 1)y ; = (1, 3, 0).

Un vector normal del plano T, es cualquiera que sea linealmente dependiente

del producto vectorial de dos de sus vectores directores.

-

no=uxv=|ijkll —1130|=—j+3k —k+3i=3i—j+2k=3, — 1,

Los vectores normales de los planos T, YT, son linealmente independientes

por no ser proporcionales sus componentes.

Los planos T Yy T, son secantes.

El angulo que forman dos planos secantes es el mismo que forman sus vectores
normales.

- - - - e, (11-1)@G-12)
n - n = nl . nz +COScosSsa=coscosa =———= = 2 32 2 2 2 .2
] || P+ (1) 35+ (1) 42

12
= 0=a = 90°.

3-1-2 0
A+ +1+4 B+H/14

Los planos T, YT, Son perpendiculares.




b)
La recta 7, por ser perpendicular al plano T tiene como vector director al

vector normal del plano: n = 1,1, —1).

La expresion de r por wunas ecuaciones parameétricas es
r={x=1+Ay=1+2Az=1-A.
El punto de corte de r y L tienen por componentes las soluciones del sistema

que forman:

n15x+y—z+2=0 r={x=1+Ay=14+2Az=1-2A}=>10+

1+2+1+2A2—-1+A2+2=0;, 32+ 3

0; A+ 1=0>1=-1

A=—12{x=1-1=0 y=1-1=0 z=1-(—1)=2}=>M(Q,0,2)

c)
De los apartados anteriores se deduce la /

situacion que refleja el dibujo adjunto, del que se
deduce lo siguiente:

El punto P'(x, y, z) es simétrico de P(1, 1,

cuando sea PM = MP':

-

PM=[M—-P]=[0,02—-(11 D]=(—1 —1,1).

MP' =[P — M]=[(x, y,2)— (0, 0, 2)]= (x, ¥, z — 2).

x, v, z—-—2)=(—1, -1, 1D=>{x=-—1 y=—1 z—2=1-z

st s sk sk skosk ko skok



4°) a) En un experimento aleatorio, sean A y B dos sucesos con
P(A)=10,4,P(B)=0,7. Si A 'y B son independientes, calcula
P(AUB) y P(A — B). (Nota: A suceso contrario o complementario de A)

b) En un grupo de 100 personas hay 40 hombres y 60 mujeres. Se eligen al azar 4
personas del grupo, ;cual es la probabilidad de seleccionar mas mujeres que
hombres?

a)
Si A’y B son independientes se cumple que P(ANB) = P(A)-P(B).
P(ANB) = P(A)-P(B) = [1 — P(A)]-P(B)= (1 — 0,4)-0,7 = 0, 42.
P(AUB) = P(4) + P(B) — P(ANB) = [1 — P(A)] + P(B) — P(ANB) =
=1-04+07—-042=17—-0,82=0,88.
P(A — B) = P(AnNB) = P(4) — P(ANB) = 1
=[1 — P(A)] - P(AnB)=1 — 0,4 — 0,42 = 0, 18.
b)
La probabilidad de elegir una mujer es: p = % = 0,6.

La probabilidad de elegir un hombrees: g =1 —p =1 — 0,6 = 0, 4.

Por tratarse de una distribucion binomial la probabilidad de que salgan r

elementos de un total de n=>r es: P(r) = (nr )-pr-qn_r.

Si en eleccidon de 4 personas tiene que haber mas mujeres que hombres tendran
que ser los casos de 3 mujeres y un hombre o 4 mujeres y ningiin hombre.

P = P(mmmh) + P(mmmm) = (43)-0,6°-0,4" + (44)-0,6-0,4° =

Y 021604 +—* . 1= 4 | q
= G—3)3! 0,216:0,4 + Aol 0,1296-1 = 40,0864 + 1:0,1296-1 =

= 0,3456 + 0,1296 = 0,4752.

seskoskoskoskoskoskskkok




OPCION B
1°) a) Discute, segin los valores del pardametro m, el sistema:

{x+2y —z=1x—-—z=m x+y—z=1.
b) Resuélvelo, si es posible, cuandom = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(12-110 —111 — 1) y
M=(12-110 -111 -1 1m1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=1]12 — 110 — 111 — 1|= o=>{c3 =— cl}:RangM = 2.

RangM':>{Cl, Cz‘ C4}=>|12110m111|= 1+2m—-—-m—-2=m—-1 = (
>m = 1.

Param = 1=Rang M = Rang M=2<ne incég.=S. C. I

Param#1=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para m=1 el sistema resulta:
x+2y—z=1 x—z=1x+y—-—z=1}, que es compatible
indeterminado. Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y
haciendo z = A:

x=14+Ay=14+A—-x=14+2A-1-A=0

Solucion:x =1+ A, y =0, z = A; VAER.
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2°) a) Calcula  los  valores ayb para que la  funcion

f(x) = {ax2 + b si x < 3L(x — 2) si x=3 sea derivable en x = 3 y determina
el punto en el que la tangente a la grafica de f(x) es paralela a larectax + 3y = 0.

b) Si P(x) es un polinomio de tercer grado, con un punto de inflexion en A(0, 5) y
1

un extremo relativo en el punto B(1, 1), calculal = [ P(x)-dx.

a)

Para que una funcion sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 3, cuya continuidad es
dudosa; a continuacién se determinan los valores de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

x =32{f() =(ax" + b)= 9a + b f(x) =[L(x — 2)]=L1=0= f@3) :

= f(x) =f(x) = f(3)=9%a+ b =0. (1)

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales.

f'(x) = {2ax si x < 3 ﬁ si x=0. f'(B_) = 6aq.
f3)=3z=7=1

f(37)=r(3")=6a = 15a =+

Sustituyendo en (1) el valor de a: 9-% + b = 0=>b =— %

Resultan: f(x) = {%xz — % si x < 3L(x — 2) si x=3 y

f'(x) = {%x si x <3 le si x=0

La pendiente de larectax + 3y = Oesm =— %



La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su primera
derivada en ese punto.

x < 3=>f’(x) =%x =— %:x =— 1.

Punto de tangencia:

2 3 _ 1 3 8
T2 76 2~ 6 :P1(_1’_)

f-D=5(1

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la
siguiente: y — Y, = m(x —X,)-

y +% = %'(x +1); 3y + 4 =— x — 1=Tangente:t=x + 3y + 5 = 0.

x> 35f(X) = —5 =— = x — 2 =— 32x =— 1¥3.

La tangente hallada es la inica que cumple la condicion.

b)
Sea el polinomio P(x) = ax’ + bx’ + cx + d.

Por contener P(x) al punto A(0, 5)=P(0) = 5:

P(0) = 5=d = 5.

Por contener P(x) al punto B(1, 1)=P(1) = 1:
Pl)=1=a+b+c+5=1 a+b+c=—4 (1)
P'(x) = 3ax” + 2bx + c. P”(x) = 6ax + 2b.

Por tener P(x) un punto de inflexién en A(0, 5) = P”(O) = 0:

P (0) = 0=2b = 0=b = 0.

Por tener P(x) un extremo relativo en B(1, 1) = P'(l) = 0:

P()=0=3a+2b+c=0ob=0-3a+c=0 (2



Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) y teniendo en
cuentaque b = 0:

a+c=—43a+c=0} —a—-c=43a+c=0}=2a=4% a=2
2+ c=—4=c =— 6.

P(x) = 2x° — 6x + 5.

1 1 4 2
I =[Px)dx = f(Zx3 — 6x + 5)-dx =[2%—6%+ Sx] =
0 0

4 1 4
x 2 1 2 1 1 5
=[7-m:+540=t;—34 +54)—0=———34—5=3~r2=3<

1
I =[P(x)dx =2=2,5.
0
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3°) Sea r la recta que pasa por los puntos P(1, 0, 5) y Q(5, 2, 3).
a) Calcula la distancia del punto A(5, — 1, 6) alarectar.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que es perpendicular a r y pasa
por el punto A(5, — 1, 6).

c¢) Calcula el area del triangulo de vértices los puntos P(1, 0, 5) yA(5, — 1, 6)y
al punto de corte de larectar conel planon=2x + y — z — 3 = 0.

a)

Un vector director de r es:

-

PQ=[Q - PI=[(5.23)~ (10 5=42 -2>v =21 -1

La distancia de un punto a una recta puede
determinarse teniendo en cuenta que el area del
paralelogramo que forman dos vectores es el
modulo de su producto vectorial y, de forma
geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion.

- - - - - - 17/\1;,4'
S = 'v /\PA| S = |v |-h}=> |v /\PA': |v '-h=>h = d(4,r) ==
T r T r v
PA=[A-P]=[(5, —1,6)—(1,0,5]=04, —1,1).
Aplicando la férmula al punto A y a la recta 7:
17/";“‘| _ llijk21-14-11] |i—4j—2k—4k—i—2j| |—6j—6K| 6-|—j—k|

dA) = - - = e = =
(4.7 ; D) Sl Jo o

r

e (=DHEDE 614D 62 6 63 _
= G == —\%—\E—3—2\/§u—d(A,r).

b)
El haz de plano 3 perpendicularesares f=2x + y — z + D = 0.



De los infinitos planos del haz B, el plano m™ que contiene al punto
A(5, — 1, 6) es el que satisface su ecuacion:

=2x + y—z+ D=0 A5, —1,6)}=225+(—-1)— 6+ D =0; 10
34+ D =0=D=—3.

Elplano L ar que contiene alpunto Aesn=2x + y —z — 3 = 0.

c)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas  es:
r={x =1+ 21y =2 z=5—-2A

El punto N de corte de la recta r con el plano T es el siguiente:

mn=2x+y—-—z—-—3=0 r={x =1+ 21y =2A z=5—-1 }=22:(1 + 2

2+ 4+ A -54+2-3=0, —6+6A=0;, —1+A=0=>A=1.

A=1={x=1+21=1+2=3y=1 z=5—-1=4

AP = (— 4,1, — 1).

-

AN=[N-A4]=[3, 1, 4H-G, -1 6)]=(2 2 - 2).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

17 - 1 .. ..
S e = 7|AP X AN|= 5-llijk —41 =1 —22 — 2| = [lijk —41 -1 —11
C— 44kt k+i—4f|=|-3 —3k=(=3)’+ (=3’ =9+9=

= /18 = 3+/2.

2
S oy = 320",
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4°) En un estudio realizado en un centro de salud se ha observado que el 30 % de los
pacientes son fumadores y de éstos, el 60 % son hombres. Entre los pacientes que no
son fumadores, el 70 % son mujeres. Elegido un paciente al azar:

a) Calcula la probabilidad de que el paciente sea mujer.

b) Se el paciente elegido es hombre, ;cudl es la probabilidad de que sea fumador?

a)
P = P(M) = P(F)-P(M/F) + P(F)-P(M/F)= 0,3-0,4 + 0,7-0,7 =

=0,12 + 0,49 =0, 61.

b)
P = P(F/H) = P(FNH) _ P(F)-P(H/F) 0306 018

P(H) P(F)-P(H/F)+P(F)-P(H/E)  03:0,6+0,7-03 ~ 0,18+0,21 =

0,18
= 339 = 0,4615.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE GALICIA
SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.
OPCION A

1°) Dadas las matricesA = (10k111)yB=(11 — 331 - 1):

a) Determina, segun los valores de k, el rango de las matrices A-B y B-A.
b) Para el valor de k = 0, determina las matrices X que verifican A-B-X = (000 ).

a)
AB=(10k111)(11 —331 —-1)=(11 —3k+3k+1 —3k—142
|A-B|=111 —3k+3k+1 -3k —-142 —4|=

=— 4k + 1) -6k +3)+4(—3k -1+ 12k +1)— 2(— 3k — 1)+ 4(k + 3) =

=8k+1)—2(k+3)+2(—3k—-—1)=8k+8—2k—6 —6k—2=0.
|114 2 |#0 es un menor de A-B, por lo cual:

Rang (A-B) = 2, VkeR.

BA=(11-331 —-1)(10k111)=(k—2 —2k + 20).

|B-Al=|k—2 —2k+20|=2(k + 2)= 0=k =— 2.
Para k+ — 2=Rang (B-A) = 2; Parak =— 2=Rang (B-A) = 1.

b)
Parak = 0esA-B=(11 —331 — 142 — 4).

AB-X =(AB)X =(000)=> (11 —331 —142 —4)(xyz)=(000)=> x +

Despreciando una ecuacion, por ejemplo, la tercera y haciendo z = A:

Antonio Menguiano



X+y=3A3x+y=A}) —x—y=—3A3x+y =21 }=22x =— 2

X = (= A4A1), VAER.
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2x

2x
2°) @) Calcula: )22 i) X2
x+e

b) La derivada de una funcién f(x), cuyo dominio es (0, o0), es f'(x) =1+ Lx.
Determina la funcién f(x) teniendo en cuenta que su grafica pasa por el punto
P(1, 4).

¢) Determina, si existen, los maximos y minimos relativos de f(x).

a)
2x —o0 —00-|-i oo_l_i
.\ Xt+3-e _ —oo+3-e _ &’ w _ —o+0 _ oo
I') 2x - -0 1 1T = _—ot0 o =>Ind€t$
x+e —oote —oo+—- —oo+
e
x+3-e” —x+3e " —143-(=2)-e -1
= {L'Hoplta'l} = 2x = —2x = —2x = 62 =
e —x+e —1-2-e —1—0

10 —1- x+3'ezx
= 1 == - 1 ﬁ 2x 1
—1— —1-0 x+e
x+3-ezx 0+3-e 00400 00
)—— = = = —=Indet=>{L'Hopital} >
x+e o+te 00+00 ©
2 146 e e
1+3.2.e _ [5'e) er _ ez;' _ o _ 0+6 .
5 _?ﬁlndet: s — 1 = — =03z = 3=
1+2- = —t2 —+2
e e
2x
x+3-e
= 2x 3
x+e
b)

f)=Jfl)dx = [(1 + Lx)-dx:>{u =1 + Lx—du =%-dx dv = dx-v = x}=>
=>(1+Lx)-x—fx-%dx=x(1+Lx)—x+C=x(1+Lx—1)+C=xLx+C

Por pasar la funcion f(x) por el punto P(1, 4) =f(1) = 4:

f()= 421114+ C=4; 1.0 + C = 4=C = 4.



f(x)= xLx + 4.

c)
L
—.

F)=021+Lx=0; Lx =— 1ox =¢

"oy 1 "1 _ .. . _ 1
f)=—>=Ff (7) = e > 0=>Minimo relativo parax = —.

Ly_t,1 = L. - _gq 1 4e1
f(—)—eLe+4—e( D+4=4-1=

e

e » - 1 46_1
Mlmmorelatwo:Q(?, - )

st sfe ke s sk sk skok



3°) Sea r la recta que pasa por los puntos P(0, 1, 3) y Q(l 1, 1) y s la recta de
ecuacions={x + y — 2z —1 =0y —2z=0

a) Estudia su posicion relativa.
b) (Es s paralela al plano YZ? ;Est4 contenida en dicho plano?

¢) Calcula la distancia de la recta r al plano n=2x + z = 0.

a)
PQ=v =[Q - P]=[(0, 1, 3)~ (L L, D]= (- 1, 0, 2).

La expresion de r dada por wunas ecuaciones paramétricas es
r={fx=1-2Ay=1 z=1+ 2A.

s=lx +y—-—2z2—-1=0y—-2z2=0 =Sz=Ay =2\ x +2A—-21—-1=
s>x=1=2s={x =1 y=2Az=2A .

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta r: Q(1, 1, 1)yvr =(—1, 0, 2). Rectas: A(1, O, O)yvs =(0, 2, 1)

- -

Los vectores v yv_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas ry s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector \; que tiene como origen el punto Q€r y extremo el
punto Aessw=QA=[A - Q]=[(1,0,0—-(1, 1, D]=(O, —1, — 1)

- oS

Segun que los vectores {vr, v, w} sean o no coplanarios las rectasr y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r Yy S se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr, v, w}=>|— 1020210 -1 —-1|=2-1=1+0>



- o —>] - o -

=Rangi{v, v, wi= 3=v, v ywno son coplanarios.
T S T S

Las rectasry s se cruzan.

b)
Un vector normal del plano YZ es n = (1, 0, 0).
La recta s serd paralela al plano YZ cuando el producto escalar del vector

director de la recta y el vector normal del plano sea 0; es decir, estos vectores son
perpendiculares:

nv_= (1,0, 0)(0, 2, 1)=0 =>nJ_vS.

El plano YZ tiene por ecuacidn general o implicita YZ=y=x = 0.

La recta s estara contenida en YZ=y=x = 0 cuando todos sus puntos estén
contenidos en el plano, para lo cual, basta que lo estén dos de ellos.

Siendo s={x =1 y =2Az=A, los puntos de s son de la forma
M(1, 22, A); ninguno de los puntos de s estan contenidos en YZ.

Larectasyelplano YZ son paralelos.

c)
Como es logico suponer, la recta r al plano m=2x + z = 0 son paralelos; en
caso contrario tendrian algiin punto en comun y su distancia seria cero.

La recta r es paralela al plano 1 cuando el producto escalar del vector director
de la recta y el vector normal del plano sea 0; es decir, estos vectores son
perpendiculares:

nwv =(0201(-102)==24+0+2=0=>n 1lv.
m T T r

La distancia de la recta r al plano m es igual a la distancia de un punto de r a .

La distancia de un punto P o(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax +By +Cz +D|

\A*+B*+C’

Aplicando la formula al plano de ecuacion m=2x + z = 0 y al punto de r

Q(1, 1, 1):

viene dada por la formula d (P . n) =

2:140-1+1-140 2+0+14+0 3 3+/5 .
d(Q, 1) = d(r, ) = LZLHOLHLIH0L _ 240+140) _ 3 _ 35 igades.

V22407 +1° V4+0+1 V5 >
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4°) Sean A 'y B dos sucesos con P(A) = 0,7; P(B)= 0,6 y P(AUB) = 0,9.
a) ;Son A 'y B sucesos independientes? Justifica la respuesta.

b) Calcula P(A — B) y P(A /E). (Nota: B suceso contrario o complementario de B).

a)
Dos sucesos A y B son independientes cuando P(ANB) = P(A)-P(B).
P(ANB)= P(A)+ P(B)— P(AuB)=10,7+ 0,6 —0,9=1,3-0,9=0,4
P(A)-P(B)=0,7-0,6 = 0,42#0,4 = P(ANB).
Por lo expuesto anteriormente los sucesos Ay B no son independientes.
b)

1

P(A — B)= P(ANB) = P(A) — P(ANB) =

=07-04=0,3.

S\ _ P(ANB) _ P(AnB) 03 _ 03 __
P(A/B) = p(B)  1-P(B)  1-06 ~ 04 0,75.
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el sistema:

OPCION B
1°) a) Discute, segun los valores del pardmetro m,
X+ my— 2z=m.

{3x — 2y =0 X—y+z=m
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m = 0.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=B —-201 —-111m - 2)
A=((3-201 -111m —2 0mm).

El rango de la matriz de coeficientes en funciéon del pardmetro m es el

siguiente:
|A|=13 =201 —111m - 2|=6—-2-3m—-—4=—3m=0>m=20

Param#0 =>Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Param = 024 = (3 — 201 — 1110 —2 000)=RangA = 2

Param = 0=Rang A = Rang A' = 2 < n%incog.=S. C. I.

resulta:

el sistema
es compatible

Para m=20
x —2z=0}, que

3x—2y=0x—-y+2z=0
indeterminado. Despreciando la segunda ecuacion y haciendo z = A, resulta:

b)

x =2\ 32L—-2y=0; 3A—y=0; y=3A
= 3\, z = A, VAER.

Solucion: x = 27, y
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2°) Dada la funcion f(x) = 5 J:CIxI ;

a) Estudia, en x = 0, la continuidad y la derivabilidad de f(x).

b) Determina los puntos de la grafica de f(x) en los que la recta tangente es paralela
alarectax — 4y = 0y determina las ecuaciones de estas rectas tangentes.

0
¢) Caleculal = [ f(x)-dx.

-1
5

Teniendo en cuenta que |x|= {— x si x < 0x si x>0, la funcion puede

expresarse de la forma siguiente: f(x) = {fo six <0 %x si x=0.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcidén f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

x=02{f(x) =75 = 15 =0 fO) =T =T =1T=0=f(0) -

= f(x) = f(x) = f(0) = La funcion f(x) es continuaenx = 0.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales.

x ' 1-(1—x)—x-(—1) 1—x+x 1 x ' 1-(1—x)—x-(—1) 1—x+
= = = = = = = = =
Y=ae Ty 1-0° ' a0 T Y 1-0° (1-x)

(1-0)°

La funcién f(x) es derivable en x = 0.

b)

La pendiente de larectax — 4y = Qesm = %.



La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su primera
derivada en ese punto.

X< 03f()=——F=+21 - x=14251 — x = 22x =— L.
(1-x)
Punto de tangencia: f(— 1) = —— (11) = 1_+11 =_%:> pl(_ 1, _%)

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la
siguiente: y — Y, = m(x — xo)

1 _ 1, . — D f = -1 =
y+—o =7 (x +1); 4y + 2 = x + 1=>Tangente: tl_x 4y — 1 = 0.

1

x> 05f()=——F =121+ x=14251 +x=23x= 1.
(14+x)
1

Punto de tangencia: f(11) = 1—+1 = —=> P (1 7).
y—% %(x—l) 4y — 2 = x — 1= Tangente: t_x—4y+1=0.
c)

0 0 -1 1
X X X—
=] fayde = | 5dx = [ Somde = [ S5 mdx =

-1 -1

-1
=f(1+711)-dx=fdx+fx_;l-dx=[x];1+A=—1+O+A=
0 0 0

—1+A4=1 (%

1 -2
A= fx+1-dx=>{x =— 1ot =—2x =0->t =—1}= f%'dt =
0

-1
-2
= [LIel] % = LI- 2] - LI- 1] = L2,

Sustituyendo en (*) el valor encontradode A: I =— 1 + L2.



0
I= | f(x)dx = L2 — 1.
—1
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39 Dados los planos
a=2x — 2y +4z—-7=0; B=s{fx=1-2A+3uy=5+2A+pz=4+2A—1p
ylarectar={x + 2z —3 =0y —5=10 :

a) Estudia la posicion relativa de los planos a y 3. Calcula la distancia entre ellos.

b) Calcula la ecuacidon implicita o general del plano T que es perpendicular a o y
contiene a la recta r.

c) Sean P y Q los puntos de corte de la recta r con los planos XY e YZ
respectivamente. Calcula la distancia entre Py Q.

a)

Un vector normal del plano a es n = a, -1, 2).

Dos vectores directores del plano sonu=(—1, 1, ) yv=(3, 1, — 1).

Un vector normal del plano B es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de dos de sus vectores directores.

n'B=u><v=|ijk ~ 11131 —1|=—i+3j—k -3k —i—j=—2i+2j —4

=(-22 -9=>n=(1 -12)

Por ser linealmente dependientes los vectores normales de los planos a y 3,
¢éstos son paralelos o coincidentes, en cuyo caso la distancia entre ellos seria cero.

La distancia entre dos planos paralelos es la misma que la distancia de un
punto de uno de los planos al otro plano.

Un punto del plano B es P(1, 5, 4).

La distancia de un punto PO(xO, Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax0+ByO+CZO+D|

\A*+B*+C*

Aplicando la  formula al punto P(1,5,4) 'y al plano
a=2x — 2y + 4z — 7 = 0:

viene dada por la formula d(Po’ T[) =

|2:1-2-54+4-4—7| _ |2—10+16-7] _ 1 1 /6

N © \Jat4+16 24 26 127

d(a, B) = d(P, m) =



d(a, B) = Jg unidades.

b)
La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x+2z-3=0y—-5=0 =z=Ahx=3 -2\ y=5=2r={x =3 - 2Ay

Un punto y un vector director de r son A(3, 5, 0) y v o= (- 2,0 1).

Un vector normal del plano a es n = 1, -1, 2).
La ecuacion implicita o general del plano 1 pedido es la siguiente:
n(A; v, na)E|x— 3y -5z —2011 —12|=0;

(y—=5+2z+x—-3)+4@y —5=0, (x—=—3)+ 5@ =5+ 2z =0;
x—34+5y—-—25+4+2z=0.

m=x + 5y + 2z — 28 = 0.

c)
Siendor={x =3 — 2Ay =5 z=2A y las ecuaciones implicitas
de los planos: {XY—z = 0YZ—-x = 0, los puntos de interseccion son los siguientes:

XY-z=0r={x =3 —-2Ay =5 zZ=2A }=>z = 0=A = 0=P(3, 5, 0)

YZox =0r=(x=3 -2y =5 z=1  }=x=021=+>0(0 5 5

d(QP)=|QQP|=\/(3 — 0+ (5 — 5)2+(o —%)2= 9+ 0+2=

3649 45 345 )
=\/ 2 =\/4 = 2( unidades.
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4°) El total de ventas diarias de un pequefio restaurante es una variable que sigue una
distribucion normal de media 1.220 euros al dia y desviacion tipica 120 euros al dia.

a) Calcula la probabilidad de que un dia elegido al azar las ventas excedan de 1.400
euros.

b) Si el restaurante debe vender al menos 980 euros al dia para cubrir gastos, ;cual es
la probabilidad de que un dia elegido al azar, el restaurante no cubra gastos?

a)
Datos: p = 1.220; o = 120.
Las ventas constituyes una distribucion normal tal que: X=N (1. 220; 120).
Tipificando la variable: Z = 2% = X—112.(2)20
P(X > 1.400).
P(X > 1.400) = P(F0% > 20 = p(7 > 00 = P(Z > 1,5) =

=1-P(Z<1,5)=1 - 0,9332 =0,0668.

b)
P(X<980).

X—1.220 980—1.220 —240
P(x<980) = P(XL28 < B0 = p(z< 20 ) = P(z< - 2) =

=1—-P(Z >2)=1-0,9772 =0,0228.

Aeskeoskososkoskoskoskoskok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno contestaré a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora
no autorizada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Sea m un ntimero real y los vectoresu = (1, 0, 1)) yv = (2, — 1, m).

- -

i) Halle todos los vectores de modulo 3 que son perpendiculares a los vectores u y v.

-

it) Determine, si existe, un valor de m tal que el correspondiente vector v forma un

angulo de 45° con el vector u.

i)
Un vector perpendicular a dos vectores dados es cualquiera que sea linealmente
dependiente del producto vectorial de los dos vectores.

UAV=1ijk10121 —m|=2j +k—i+mj=— i+ (m + 2)j + k.

- - -

Un vector perpendicular a los vectoresuyvesw = (— 1, m + 2, 1).

|w|=3=>\/(— D+ m+2)+1°=3 1+m +4m+4+1=3;

—4+/16—-12 _ —4+J4 _ —442
2 2

m2+4m+3=0;m= >m =— 3, m_=— 1.

2 1 2

Los vectores que cumplen la condicion pedida son los siguientes:

Antonio Menguiano



w=(-1 -1 Dyw,=(-111)

ii)
Por el concepto de producto escalar:
- > - > -
2 u-v 1,0,1)(2,—1,m
wv = |u|-|v|-cos cos a= cos cos 45° = JZL =——= = 5 - )g 2) — =
R O R e

2-0+m 24+m A2 / 2 [ 2
= = == 22 +m)=2\5+m; 2+ m=\5+m;
J1+1/4+1+m° J2/54m* 2

4 + 4m +m2=5+m2; 4m=1=>m=%.

- -

1
Los vectores uy v forman 45° param = —-.
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2°) i) Halle, segin el wvalor de a, el rango de Ila matriz
M=1 -11310123 -3 —2a+ 4).

ii) Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 4 tales que det(AB) = 1. ;Qué se
puede decir del rango de A?

)
M=(1 -11310123 -3 —2a+4):{F2—>F2—3F1F3—>F3—F1F‘

A efectos de rango la matriz M es equivalente a
M=(1-1104 —30 —1a+ 2).

IM|=11 —1104 —30 —la+2|=4@+2)—3=0; 4a+8—-3=0

5
=>a =— 7

Para a#+ —%=>RangM = 3. Paraa =— %:RangM = 2.

i0)
|A-B| = |A|-|B| = 1=|4|%£0 y |B|%O0.

Por ser |A|#0 el rango de A es 4.

(Igual puede decirse del rango de B)
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3°) En una universidad el 30 % de los alumnos va a la cafeteria A, el 60 % va a la
cafeteria B y el 20 % va a ambas cafeterias.

i) Si se elige al azar un estudiante que va a la cafeteria A, halle la probabilidad de que
también vaya a la cafeteria B.

it) Si se elige al azar un estudiante de esa universidad, calcule la probabilidad de que
el estudiante no vaya a la cafeteria A ni a la cafeteria B.

P(A)=0,3; P(B)= 0,6; P(ANB) = 0, 2.

[)
_ _ P(ANB) _ 02 2 _
P =PB/A) =" =15 =7 = 0,6667.
i)
P=PANB)=1— P(AUB) = A
B
1 — [P(A) + P(B) — P(ANB)] = L

=1-PA)—- P(B)+ P(ANB)=1-0,3-0,6+0,2=1,2-209=0,3.
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4°) Sea f(x) = = % Sabiendo que e > x para todo nimero real x, para la funcion f

X
e —x

estudie:
i) El dominio y las asintotas.
ii) La monotonia y los extremos relativos.

iii) Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.

)
El dominio de una funcion racional es el conjunto de los nimeros reales,
excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

Comoese > x>e — x#0, VXER.

D(f)=R.

Asintotas verticales: Son de la forma x = k; son los valores que anulan el
denominador.
No tiene asintotas verticales.

Horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma la
funcion cuando x tiende a + oo:

e +x o QX;X 1+§
y=k=f(x) =——=—>Indet.>—— = — = 1. (%)
e —Xx —
(*) = =-ZsIndet.={L'Hopital} = — =—= 0.

e e

x etx
_ _ __et+x _ 00— x _
y=k=f(kx) = = orw =Indet. = —— =

X

=<— = 1. (™)
o
x —0 L
x%) £ _ e _ < 0 _
( ) x  —o o =0

Lasrectasy = 1 ey =— 1son asintotas horizontales.




No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

ii)
Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

' (ex+1)-(ex—x)—(ex+x)-(ex—1) ezx—x-ex+ex—x—(ezx—ex+x-ex—x)
f )= 2 = e =
("—x) (¢'—x)

2 2
e —xe'te'—x—e  +e —x-e'+x _ 2e" —2x-¢" _ Zex(l—x)

2

(€= (=) (¢—)

F)=022020 _ 0. 1 — x = 02x = 1.
()
e —X

Los periodos de crecimiento y decrecimiento de la funcion son los siguientes:

f(x) creciente: f'(x) > 0=>xe(— oo, 1).

f(x) decreciente: f'(x) < 0=xe(l, + o).

La condicion necesaria para que una funcidon tenga un extremo relativo es que
se anule su primera derivada.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcién y los periodos de crecimiento
y decrecimiento, la funcidn f(x) tiene un méximo absoluto para x = 1.

e+l e+l 37183 _ . :
f) == = = 2152 Max. A(L 2'16).

iii)
Teniendo en cuenta que f(0)= 1=B(0, 1) y todo lo anterior, la
representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:

LY*’-‘&
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PROPUESTA B

1°) Sea m un niimero real y consideremos lamatriz4A = (10mm042 — 11).
i) Halle los valores de m para los que la matriz A tiene inversa.

ii) Determine el rango de A cuando m = 2.

) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
Al=[10mm042 —11|=—m"+ 4 = 0=m =—2,m =2
Lamatriz A es invertible VmeR — {— 2, 2}.
i0)

Param = 2esA = (1022042 —11)= |4]= 0=]202 — 1 |#0.

Paraa = 2 elrango de lamatriz A es 2.
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2°) i) Pruebe que cualquiera que sea el valor de a, los planos m=ax +ay —z = 0,

nzzx — y + az = 0 se cortan en una recta 7.

ii) Estudie, en funcién de a, la posicion relativa de la recta r y el plano que contiene
a los puntos A(1, 1, 1), B(1, 0, 2) y C(0, 1, 2a).

)
Dos planos se cortan en una recta cuando sus vectores normales son
linealmente independientes, es decir, que no tienen proporcionales sus componentes.

-

Los vectores normales de los planos son n = (a,a, — 1) y

n=01, -1, a).

- -

- # _Tl, Va€R=>n_ y n, son linealmente independientes.

-1

a
T¢

Queda probado que los planos T YT, Se cortan enunarecta Va€eR.

ii)
La recta en que se cortan los planos ™oy mM,ooes

r=fax +ay —z=0x—-—y+az=0 .

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan:

vr=n1><n2=|ijkaa - 11 —1a|=a2i—j—ak—ak—i—a2j=

=("-1i+(-d-1)j+2ak=(a"-1,-a"~1, —2a)=v.

r

Los puntos A, B, y C determinan los siguientes vectores:

AB=[B - A]=[(1, 0, 2)— (1, 1, D]=(0, — 1, 1).
AC=1[C - A]l=[(0,1,2a)— (1, 1, D]=(— 1, 0, 2a — 1).

La expresion general del plano 3 que determinan es la siguiente:

B(B; AB, AC)=|x — 1yz—20 — 11 —102a — 1= 0;



—(x-1D2a-1)—-y—-(2-2)=0 x—1)R2a-1D+y+(z—-2)=0;

2ax —x —2a+1+y+2z—-2=0=2f=Qa-Dx+y+z+(—1-2a)=0

Un vector normal del plano f es ng = (2a — 1,1, 1).

La recta r y el plano B son secantes cuando el producto escalar del vector
director de la recta y el vector normal del plano es distinto de cero:

Jr-r?ﬁ;to:(az ~1,-d’— 1, - 2a)Qa - 1, 1, D#0;

(a" = 1)@2a - D+ (- a" = 1)1 — 2a-120;

2

2a3—a2— 2a+1—a — 1 — 2a+0; 2a3— Zaz— 4a+0; a3—a2 — 2a#0;

a(az—a—2)=0:>a1=0; az—a—2=0; a =

1+/1+8 _ 149 _ 143
2 =72 T2 7

= =—1 = 2.
a, , a,

Para {a#0 a# — 1a#2}larectaryelplano 3 son secantes.

Para{a = 0a =— 1a = 2} larectaryelplano 3 son paralelos.
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3°) En una universidad el 30 % de los alumnos va a la cafeteria A, el 60 % va a la
cafeteria B y el 20 % va a ambas cafeterias.

i) Si se elige al azar un estudiante que va a la cafeteria A, halle la probabilidad de que
también vaya a la cafeteria B.

it) Si se elige al azar un estudiante de esa universidad, calcule la probabilidad de que
el estudiante no vaya a la cafeteria A ni a la cafeteria B.

4°) Sea f(x) = = . Sabiendo que e > x para todo nimero real x, para la funcion f

X
e —Xx

estudie:
i) El dominio y las asintotas.
ii) La monotonia y los extremos relativos.

iii) Dibuje la grafica de f destacando los elementos anteriores.

(RESUELTOS EN LA OPCION A)
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno contestaré a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que
se le ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios
distintos de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempre que no sean programables
ni graficas ni calculen integrales. Si algin alumno es sorprendido con una calculadora
no autorizada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le retirara la
calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Sean los puntos A(1, — 1, 0),B(2, 2, 1),C(1, — 2, — 1)yD(0, — 1, 2).
i) Halle una ecuacioén de la recta que pasa por A 'y por B.
ii) ¢{Son coplanarios los puntos A, B, C y D?

)
Los puntos A y B determinan el vector: AB =[B — A]= (1, 3, 1), que es
vector director de la recta r pedida.

La recta r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas tiene por
expresion:r = {x =1+ A y=—1+3Az=2A

ii)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:
AB =[B — A]=(1, 3, 1). AC=[C — A]l=((0, =1, —1).

Los puntos A, B y C determinan el plano m cuya ecuacién general es la
siguiente:

n(A; AB, AC)=|x — 1y + 121310 — 1 — 1]=0;
- 3c-D)—z+x-D+@+1DH)=0 -2c-D+@WY+1)—2z=0;

Antonio Menguiano



—2x+2+y+1—-—z=0=>n=2x—-y+z—3=0.

Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios es condicion necesaria que el
punto D pertenezca al plano T, o sea, tiene que satisfacer su ecuacion:

m=2x —y+z—-3=0 DO, —1,2)}=20—-(—1)+ 2 -3 = 0=Si=D

Los puntos A, B, Cy D son coplanarios.

Aeskeoskeoskoskoskoskosko ko



2°) Sea el sistema de ecuaciones:
cx+3y—2z=—3 x+cy+z=c ccx+y+z=1}

i) Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.

ii) Halle la solucion o soluciones cuando el sistema sea compatible.

)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=(3 —11cl1cl11l)yM =(3 —11clcl1l1l —3cl).
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro c es el siguiente:
2 2 2
IM|=1|c3 —11clcll|=c —1+4+3c+c —c—3c=0; 2c —c—-1=
14148 149 143 _ 1 _
-4 T 4 T 4=>C1__2'Cz_1
Para {c;t — % c¢1}=>RangM = Rang M' = 3 = n%incdg.=S. C. D.
1 ’ 1 1 1 1
Parac:—7=>M=(—73 -11-—+1-+11 -3 —71)=>RangM
1 1 1 1 -1 _ 343 _ 1 _ a9 __ 3 0=
=>—73—31—7—?—711—4 3+4-I-4 ” 3 = 6+2¢0—
Parac =— %@RangM = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.
Parac=1=M = (13 — 1111111 —311)={F,=F |>RangM = 2
Parac = 1=>Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.=S. C. L.
b)

. 1
Resolvemos en primer lugar para {ci —— c#l },

cx+3y—2z=—3 x+cy+z=c cx+y+z=1}, por la regla de
Cramer.



_ |=33-1cc1111| _ —3c—c+3+c+3-3c __ 6—6¢C _ 6(1—c) _ =6

x = = = = = .
7, 2(C+%)(C_1) (ZctD)(c—-1) (2c+D)(c-1) 2c+1
_ Je=3-11clcll| _ c’—1-3ctc'—c+3 _ _2c—4c+2 _ 2(c*=2c+1) _ 2(c=1)° _
y 21 z(c J%)(C_l) (2c+1)(c—1) (2c+1)(c—1) 2c+1
_ 2(c=1)
T 2ct+1
5 = de3=31ccern] _ =343 +3°=c"=3 _ 6c’=6  _ 6(c=1) _ 6(c+D)(c=1) _
2c°—c—1 2(c+%)(c—1) (2c+1)(c-1) (2c+1)(c-1) (2c+1)(c-1)
_ 6(ct+1)
T 2c+1
., . _ =6 _ 2(c-1) __ 6(ctl)
Solucion:x == ¥ = =07 2 = 7
Para c=1 el sistema resulta

x+3y—z=—3 x+y+z=1 x+y+z=1}, que es compatible
indeterminado. Despreciando una de las ecuaciones iguales y haciendo z = A:
x+3y—z=—3 x+y+z=1})=z=»=x+3y==—3+Ax+y=1-2A} .
=22y =—4+2 y=—2+A x+(—2+1)=1-A=>x=3 - 2\

Solucion:x = 3 — 2\, y =— 2 + A, z = A, VAER.
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3°) El 50 % de los habitantes de una localidad tienen mas de 65 afios y el 10 % tienen
menos de 18 afios. El 60 % de los mayores de 65 afios, asi como el 80 % de los
menores de 18 y el 40 % del resto de los habitantes, utilizan el complejo de piscinas
local.

i) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice
el complejo de piscinas local.

ii) Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscinas
local, halle la probabilidad que tenga mas de 65 afios.

0.1

Consideremos las probabilidades P(V), P(M) y P(J) como mayor de 65 afios,
entre 18 y 65 afios y menor de 18 afios, respectivamente.

Igualmente se considera P(U) yP(ﬁ) las probabilidades de utilizacion o no
utilizacion del complejo de piscina local, respectivamente.

a)
P =PWU)= PWV)PWU/V)+ P(M)-P(U/M)+ P(J)-P(U/)) =
= 0,5-0,6 + 0,4-0,4 + 0,1.0,8 = 0,30 + 0,16 + 0,08 = 0, 54.
b) - B
p = P(ﬁ/M)= P(MU) _ ___ POM)P(U/M) _
P(U) P(M)-P(U/M)+P(M)-P(U/M)+P(J)-P(U/])
0,5-0,4 _ 0,20 =020 _ ) 4348

= 0,5-0,4+0,4:0,640,1-0,2 ~ 0,20+0,244+0,02 ~ 0,46
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N 1/3
4°) Sea la funcion f(x) = (8 - X ) . Para ella estudie:

i) El dominio, la continuidad y las asintotas.
it) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.

iii) La curvatura y los puntos de inflexion. Dibuje la grafica de f destacando los
elementos anteriores.

f(x)= (8 - x2)1/3 = \3/8 —x

La raiz cubica de cualquier nimero real es un nimero real, por lo cual:

i)

D(f)=R.

ii) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas laterales existen y
son iguales en ese punto.

1 2
-1 —3

fo=t(e-x) =2 ) - 2 2
3V(8-x") *

La funcién no es derivable para 8 — X = 0=>x1 =— 242y X, =+ 2\/5.

iii) La curvatura y los puntos de inflexion. Dibuje la grafica de f destacando los
elementos anteriores.
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PROPUESTA B

1°) Sean las matrices A = (3512)yB =(1122).
) Halle, si existe, A~ .

.. . .. . ., .. -1
ii) Determine, si existe, la solucion X de la ecuacion matricial: A = AXA + B.

ho

A=(3512)=>|A|=|3512|=6 — 1 = 1= Lamatriz A es invertible.

(A4/D=1001)={F o F}=(0110)={F,>F, - 3F}=

=011 =3)={F>—F}=(01 -13)=>{F >F - 2F >

(2 -5 -13)24 =2 -5 —13).

i)
A=AXA ' '+B A—B=AXA"

A NA-B)YA=A"AXAT A ATV A - B)A = X1

>X=A4 (A - B)A.

X=4A"A-B)yA=2 -5 —13)[(3512)—=(1122)](3512) =

=2 -5-13)((24 —-10)((3512)=(98 =5 —4)(3512)=(3561 — 19

X = 3561 — 19 — 33).

st sfe sk sk skeosk skosk skok



2°) Dados los vectoresu = (2, — 3, 5),v=(1, 2, —2)yw= 2k, — 1, k),

i) Calcule el valor de k para que los vectores anteriores sean linealmente
dependientes.

i) Compruebe que para k = 2 los vectores forman una base del espacio euclideo
tridimensional.

iii) Halle las coordenadas del vector a = (15, — 11, 18) respecto de la base del
apartado anterior.

)
- o o

Los vectores u, v, w son linealmente dependientes cuando el rango de la matriz
que determinan es menor de tres, es decir, que el valor del determinante sea cero.

Rango{u, vywi=>|2 —3512 — 22k —1k|=4k — 5 + 12k — 20k — 4 +

—k—-—9=0; k+ 9 =0=k =—0.

- o5 o

Los vectores u, v, w son linealmente dependientes parak =— 9.

ii)
Tres vectores forman una base cuando son linealmente independientes. Segiin

- 5 -

el apartado anterior, los vectores u, v, w forman base VkeER — {— 9}.

- 5 o

Con lo anterior se comprueba que u, v,w forman base para k = 2.

iii)
a= (15 -—11, 18)= Bu+ yv + &w;

B2, —3,5+v(1,2 —2)+8((4 —12)=(5 - 11, 18) =

= 26+y+46=15 -3+ 2y —&6=—11 5B — 2y + 26 = 18}.
Resolviendo por la regla de Cramer:

B = [1514-112-118-22] _ 60+88—18-144-30+22 _ 170-192 _ —-22 2
T |214-32-15-22| 8+24—5—40—4+6 T 38-49 T -11 = =
_ 12154-3-11-15182| _ —44-216-75+220+36+90 _ 346—335 _ 11 _ 1
Y = -11 - -11 - -11 T -11
5 = 2115-32-115-218| __ 72+90-55—150—44+54 _ 216—249 _ -33 3

-11 -11 - —11 - 11



- - - -

a=2u—v+ 3-w.
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3°) El 50 % de los habitantes de una localidad tienen mas de 65 afios y el 10 % tienen
menos de 18 afios. El 60 % de los mayores de 65 afios, asi como el 80 % de los
menores de 18 y el 40 % del resto de los habitantes, utilizan el complejo de piscinas
local.

i) Elegido al azar un habitante de la localidad, calcule la probabilidad de que utilice
el complejo de piscinas local.

ii) Elegido al azar un habitante de la localidad que no utiliza el complejo de piscinas
local, halle la probabilidad que tenga mas de 65 afios.

(Resuelto en la opcion A)

1/3
4°) Sea la funcion f(x) = (8 — xz) . Para ella estudie:

i) El dominio, la continuidad y las asintotas.
ii) La derivabilidad, los extremos relativos y la monotonia.
iii) La curvatura y los puntos de inflexion. Dibuje la grafica de f destacando los

elementos anteriores.
(Resuelto en la opcion A)
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE MADRID

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica,
siempre que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo
simbolico. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

1°) Dado el sistema de ecuaciones
2x +ay +z=a x—4y +(a+ 1)z=14y —az =0 , se
pide:

a) Discutirlo en funcién de los valores del parametro real a.
b) Resolver el sistema paraa = 1.

¢) Resolver el sistema para a = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=R2all —4a+104 —a) y
M'=2all —4a+104 —a al0).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
IM|=|2a11 —4a+104 —a|=8a+4—8@a+ 1)+a = 0;

a°+8a+4—8a—8=0; a2—4=0:>a1=—2,a2=2.

Para {a# — 2 a#2}=>Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.

Paraa =—25M =(2 — 211 —4 = 1042 —210)=RangM ={C, C

A. Menguiano



5|2 -2 —21 —41040|=— 8 — 8 =— 16£0=>Rang M = 3.

Paraa =— 2=Rang M = 2; Rang M = 3>Sistema incompatible.

Paraa = 25M = (2211 — 4304 —2 210)={C, =C, J=RangM =2

Paraa = 2=Rang M = Rang M=2<ne incog.=S. C. I.

b)

Para a=2 el sistema resulta:
2x+y+z=1 x—4y+2z2=14y —z=0 , que es compatible
determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

_ J1111-4204-1| _ 4+4-8+1 _ 1 _ 1
a 1224 o -3 -3 3
_ l21111200-1] _ —241 _ -1 _ 1
- -3 -3 -3 3"
_ 12111-41040| _ 4-8 _ -4 _ 4
a 1%_4 -3 7 -3 7 3
¥ -1, -1 ,_4
Solucion: x = > Y =5 Z =7
c)

Para a=1 el sistema resulta:

2x+2y+z=2x—-—4y +3z=14y — 2z=0 , que es compatible

indeterminado. Despreciando, por ejemplo, la segunda ecuacion y haciendo z = A:

2x + 2y =2 — A 4y = 20}=y = A
2x+25A=2-X% 2x=2—-A—X

2x =2 —22=>x =1 — A.

Solucion:x =1 — A, y = %7\, z = A, VAER.

skesk sk sk kosk kosk skok

2°) Dados los puntos P(1, — 2, 1), Q(— 4,0, 1), R(— 3,1, 2)yS(0, — 3, 0),
se pide:

a) Hallar la ecuacion del plano que contiene a P, Q y R.



b) Estudiar la posicion relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py Q, la recta s,
que pasa por Ry S.

c¢) Hallar el area del triangulo formado por los puntos P, Q y R.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los vectores:

PQ=[Q-Pl=[(-40 1)~ (L, —2 D]=(-5 2 0).

-

PR=[R-P]=[(-3 12— ({1, —2 1]=(-4 3, 1).

El plano m que determinan los puntos P, Q y R tiene la siguiente expresion
general:

n(P; PQ, PR)=|x — 1y + 2z — 1 =520 — 431|=0;
26— 1)—15(z—- 1)+ 8z —-1)+ 5@y + 2)= 0;
2 - D+5(p+2)—-7z—-1)=0;, 2x =2 +5y+10 -7z + 7 = 0.

z=2x+5y —-7z+ 15 = 0.

b)

PQ=[Q - P]=[(=401D-(1 -2 D]=(=520).

RS=1[S—R|=[(0, —3 0)—(=312)]=@G -4 —2).

La recta r que pasa por P y Q es
r={x=1-5A y=—2+2Ax=1 y la recta s que pasa por los puntos
RySess== = y_+43 ==

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Rectar: P(1, — 2, 1)yv = (- 5, 2, 0).

Rectas: R(— 3, 1, 2)yvs =(— 3, 4, 2).

Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r ys se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:



Se considera el vector w que tiene como origen el punto PEr y extremo el
punto REssw=PR=[R - P]=[(—3,1,2)— (1, — 2, D]=(—4 3, 1).

e

Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- 5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r Yy S se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{;r, v, V;}=>|—520 342 —431|=—20—16 + 30 + 6 =— 36 + 36 :

d - ﬁ] - - -

=Rangiv, v, wi= 2=v, v, wson coplanarios.
T S T S

Las rectasr y S Se cortan.

PQ=[Q —P]=[(—40 1D)—-(1, —2 1D]=(=35,2,0).

-

PR=[R-P]=[(-312—-(, —2 D]=(-4 3, 1).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1 |pr 5 1 1 ; .
Spor = 7|PQ X PR|=5-llijk — 520 — 431 =20 — 15k + 8k + 5j| =

2
= 120 + 55 — 7k|=%.\/22+52+(— 7) =44 + 25 + 49 = 784"
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3°) Se administra una medicina a un enfermo y t horas después la concentracioén en

o : : —t/2 ... cers
sangre del principio activo viene dada por c(t) = t-e miligramos por mililitro.
Determine el valor maximo de c(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor
maximo. Sabiendo que la maxima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, senale si
en alglin momento hay riesgo para el paciente.

ct)=1e PP —tte?= %-e_z-(Z — t).

c(t) = 0s—e (2 —-t)=0; 2 —t=0=t =2

t t t

c()=—"te 2 -t)—2e ‘=—te Q2 -t+2)=
I U YO
=——e (4-0.
. _2 1
c(2)=— %-e ‘(4 - 2)=— %-e =— % > 0=>Maximo parat = 2.
c(2) = 2-¢ /* =2£=0,7358.

Elmaximo se produce parat = 2yesde0,7358 mg/ml.

Por ser 0,7358«1, el paciente no debe tener ningun temor.
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4°) Dada la funcion f(x) = %f;é, se pide:

a) Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) Calcular VACIRY
X

a)

5
¢) Calcular [ f(x)-dx.
3

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores reales
de x que anulan el denominador.

D(f) =R — {2}.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion

tienda a infinito o menos infin

ito: son los valores que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

2 + + 6 x =2
+ x x
_ t2x x +3
0 +3x +6
—3x + 6
0 12
b)
x2+x+6 2
fx) _ x— _ x +tx+6 1
x - x 2 I
x —2x
c)
° S rrte ° 12
+x+
[ fGoydx = [25%dx = [(x + 3 + ) -dx =
3 3 3

.
5+ 3x + 12L(x - 2)]

[ 2

5
S+ 35 + 1215 - 2)

— 25 _ 2 _
=—-+ 15 + 12L3 >

5

3

2

]—[37+ 3.3 + 12L(3 — 2)

|-

9 — 1201 ===+ 6 + 12L3 — 0 = 14 + 12L3.



5
[ f(x)-dx = 2(7 + 6L3).
3
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OPCION B

1°) Dadas las funciones f(x) = % y g(x) = sen x, se pide:

a) Calcular [f (x) — 2 ] .

gx)

b) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(%, 4)

c¢) Calcular el area delimitada porlacurvay = f(x)ylarectay =— x + 3.
a)
2 2 2 2 2
[f(X) g(x)] = (7 senx) = T o F = © — o=/nd. =

:>2(i _ 1 ) = 225X = 2.2 = 2=ind. >{L'Hopital} =

cos x—1 0 ' .
D2 = 2 =T:>Ind. ={L'Hopital} =
—sen x—0 —0 0
' cos x+1-coscos x —x-sen x =2 1+1-0 == 2'7 = 9
b)
' 2 (1 2 2
fx)=—=2 m=f(3)=—"Fr=-+=-8
* (2) ¢
—y = —x )=y —4=—8(x —=)=—8x + 4
y =y = m(x - x) 2y - 4= 8(r - 3)=—8r+ 4
Recta tangente:t=8x + y — 8 = 0.
c)

Los puntos de corte de la curva y = f(x) y larecta y =— x + 3 tienen por
abscisas las soluciones de la ecuacion que resulta de la igualacioén de sus expresiones:

f(x)=y=>%=—x+ 3, 2=—x 435, x —3x+2=0; x = 3i“29_8 =

_ 31 _ 341
=== =

= x, = 1-A(1, 2); x, = 2-B(2, 1).



., 2 . :
La funcion f(x)=-— es simétrica con respecto al eje Y por ser

f(—x)=— f(x) y pasa por los puntos A(1, 2), B(2, 1) y sus simétricos
M(— 2, — 1), N(—1, - 2).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

Como puede observarse en la figura, en el intervalo de la superficie a calcular,
que es (1, 2), las ordenadas correspondientes a la recta son iguales o mayores que las
correspondientes ordenadas de la curva, por lo cual la superficie a calcular es la
siguiente:

2 2 , 2 ,
S = {[y — f(x)]dx = {[(3 — x)—T]-dx = {(3 - X —7)-dx =

X ? _ 2’ 1° .
3x — - = 2Lx| =132 — - = 2:L2|— (31 — - = 2:-L1|=
1

3-L16

L16 ~0,1137 "

=6-2-2L2-3+5+20=1+—L4=——L4=

s sk skeosk ko ko skok



2°) Dadas las matrices P = (121322232)y]J=(—=100020001), se pide:

: .o -1, :
a) Determinar la matriz P, inversa de la matriz P.

: R : -1 —1
b) Determinar la matriz B, inversa de la matrizB =P -] .

c¢) Calcular el determinante de la matriz Az, siendo A = P-J P

a)
Adj. de P’

: : : -1
La inversa de P se obtiene por la adjunta de la traspuesta: P~ = P

IP|=1121322232|=44+9+8—-4—6—12 =— 1.
P =(132223122).

Adj. deP'=(]2322| —|2312||2212| — 3222|1212 —|1312]]3

-1 Adj. deP' (-2-12-20151-4)

SP ' =(21-220—-1-5 —14)

b)
Se obtiene la inversa de J por el método de Gauss-Jordan.

_ _ 1 _ 1
(I)—(100010001)=>{F1—> F F, - 2F1}=>( 100040001)=
>J " =(-100050001)
B =P

Ty =@1-220 -1 -5 —14)(-100040001)=(- 2+

B=P ) =(-23 -2 -20-15 —54)

c)
A=PJP '=(121322232)(-100020001)(21 —220 —1 — 5 -

=(—141 —342 —262)(21 —220 -1 -5 —14)=(1 —22 —8 —5

JAl=]1 —22 —8 =510 —2 —46|=—30 + 64 + 40 — 20 + 40 — 96 = 14



2 2 2
47| = 14-Al = |A]1A] = A" = (- 2)" = 4.

A= 4.
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3 a) Determine la distancia entre las rectas r

TZE{x+y—1=0x—z+1=O.

b) Obtenga el punto de corte de la recta s=x =2 — y = z — 1 con el plano
perpendicular a s, que pasa por el origen.

a)
Un punto y un vector de r, son 00,0, 0y v, = (1, 1, 1).

La expresion de la recta r , por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r,=fx+ty-1=0x-z+1=0=x=2A3y=1-Xkz=1+2A>r = {x =)

Un punto y un vector de r, son A0, 1, 1Dy v, = 1, —1,1).

Para hallar la distancia entre dos rectas que se cruzan hacemos lo siguiente:

Los vectores directores de las rectas r LY T, son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas se cortan o se
-

cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector m que tiene como origen un
punto 0(0, 0, 0) de T,y como extremo el punto A(0, 1, 1) de T

m=0A=A—0=(0,1,1)—(0,0,0) = (0, 1, 1).

> o5 o

Segun que los vectores {vl, v, m] sean coplanarios o no, las rectas r.yr,se

cortan o se cruzan, respectivamente.

B I T

Los vectores [v v Vy m} son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es

decir, cuando el determinante que determinan es cero:

e

1111 —11011|=—1+1-1-1=— 2¢O=>Rango{v1, vz,m]=3:>

= Las rectas 7"1 y 7'2 Sse cruzan.



Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores

- -

de las rectas v yv,y el vector m.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

. ————
- —_

- ! )

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

— — —

- - - - - - - 171- UZXm
V=v-vxrn='v><v’-h=|v><v|-d:>d= P
1\ 2 1 2 1 2 'v ><v|
1 2
d = |”1‘(”zxm)' _ 1111-11011) _  |=1+1-1-1]  |=2| _ |-1] _ 1
- > T lijk1111=11|| ~  |i+j—k—=k+i—j| — |2i=2k| ~ |i—k|] — 2 2
|”1x"z| i) I |i+) jl | I li—k| N D)
1 1 2 .
= = = 2 unidades = d(r , T )
1+1 2 2 r 2

La expresion de s dada por wunas ecuaciones paramétricas es
s={x = A y=2-iAz=1+A.

Un vector normal del plano es cualquier vector que sea linealmente
dependiente de cualquier vector director de la recta s.

Un vector director de s se v o= 1, —1,1).

La expresion general del plano m, perpendicular a s, que pasa por el origen de
coordenadasesm=x — y + z = 0.



El punto P de corte de s y Tt es la solucion del sistema que forman:

m=x—y+z=0 s=f{x=A2A y=2—-—2Az=14+2A}P=A -2 -D+0+ 2A):

30— 1=0; A=

|~

_ — 1_5,_ 1 _ 2 1l 5 4
P=>{x—3 y—2—3—3z—1+3—3}=>P(3,3,3).

seskoskoskoskoskoskoskoskok



4°) E140 % de los sabados Marta va al cine, el 30 % va de compras y el 30 % restante
juega a videojuegos. Cuando va al cine, el 60 % de las veces lo hace con sus
compafieros de baloncesto. Lo mismo le ocurre el 20 % de las veces que va de
compras, y el 80 % de las veces que juega a videojuegos. Se pide:

a) Hallar la probabilidad de que el proximo sibado Marta no quede con sus
compaiieros de baloncesto.

b) Si se sabe que Marta ha quedado con sus compaiieros de baloncesto, ;cual es la
probabilidad de que vayan al cine?

/A

a)
P = P(B) = P(Ci)-P(B/Ci) + P(C0)-P(B/Co) + P(Vi)-P(B/Vi) =

=0,40,4+0,30,8+0,3-0,2=0,16 + 0,24 + 0,06 = 0, 46.

b)
_ . _ P(CinB) _ P(Ci)-P(B/CY) =
P = P(Ci/B) = =55y~ = B pGB/COTP(Co) P(B/Coy I P PGBV —
0,406 =2t _ 92% _ ) 4444

= 0,4-0,6+0,3:0,240,3-0,8 ~  0,24+0,064+0,24 ~ 0,54
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE MADRID

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica,
siempre que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo
simbolico. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

L(x+1)

1°) Dada la funcion f(x) = {x-ezx st x < 0——3

logaritmo neperiano, se pide:

st x=0, donde L significa

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.

0
b) Calcular f(x) y f(x) c) Calcular I = [ f(x)-dx.

a)

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcidén f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

x = 0=2{f(x) = (x-ezx)= 0:1=0 f(x) =%= L—11=%= 0=f(0) =

= f(x) = f(x) = f(0)=>f(x) es continuaenx = 0.

A. Menguiano



Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales.

1

f'(x) = {1-ezx + x2e" = ezx(2x + 1) six < 0=

‘(x+1)—L(x+1)-1 _ 1-L(x+1)
(x+1)° D)’

si x=0

f0)=e"@o+1n=11=1.
f'(0+)= LSO+ Aol 120 _ 4

(0+1) 1° 1

f'(O_) = f'(0+)=> f(x) es derivable para x = 0.

b)
f(x) = (x-ezx) =— c0e | =— ;% =— —=/ndet. >
= i = _; = _ef =— —>Indet. =>{L'Hopital} = _1.12.; =
=== e = —Te_oo =— 2_1600 =—%= 0
f(x) = (x-ezx) =0
f(x) = (x-ezx) = c0-e = 00:00 = o
f() = (xe”) = o
c)

0 0
I=]f@)dc=J x’ezx'dxi{u = x>du = dxdv = e -dx—v = %.ezx}:
-1 -1

0 0
1 2x 1 2x 1 2x 1 2x
= |x—e — fT-e -dx] = [—-x-e ——Je -dx] =

-1

= [%-ezx-(Zx — 1)]0

-1

1 0 1 —2 1
=2e-(0 - 1)—Fe (—2-D=—4+—5 =0



3—62

0
= J fx)yde =5
-1 4e
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2°) Dadas las rectas r= fbx —y—z=12x -y +z=1 y
TZE{Bx—Sy—Zz=33x+y+4z=3 , se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de las rectas ryrT,

b) Calcular la distancia entre las dos rectas.

c¢) Hallar la ecuacion del plano m que contiene a Ty al punto P(1, 2, 3).

5

La expresion de ambas recta r por ecuaciones paramétricas son las siguientes:

r15{6x—y—z=12x—y+z=1=>x=7t=>—y—z=1—67\—y+:

Sy =—2+4N y+z=-1+6A —y+z=1-—2A}>2z = 4\ z=27\:>r15{

r25{3x—5y—22233x+y+4z=3 =5y =A=3x — 2z =3 + 5A 3x + 4z :

> —6z2=6A z=—A 3x+22=34+5=23x=3+3\ x=1+ A>

=>r25{x=1+)\y=)\ z=—2A
Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A0, — 2, 0)yv1 = (1, 4, 2). Recta T

B(1,0,0)yv, =(1, 1, — D.

- -
Los vectores v LY v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r, YT, se cortan o se cruzan. Para

diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

-
Se considera el vector w que tiene como origen el punto AEr1 y extremo el

punto Ber_:w = AB = [B — A] = [(1, 0, 0)— (0, — 2, 0)]= (1, 2, 0).

e

Segun que los vectores {vl, v, w} sean o no coplanarios las rectas r_yr,

se cortan o se cruzan, respectivamente.



- 5

Los vectores {v r Uy W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas 7"1 y T'Z se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vl, v, W}$|14211 —1120|=4—-4—-4+ 2 =— 2#0=>

- -5 —>] - o5 o

=>Rang iv_, v, wy= 3=>v_, v_, wno son coplanarios.
1 72 1 72

Las rectas 7"1 y T'Z Sse cruzan.

b)
Para calcular la distancia entre las rectas r, YT, vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, V.yV,y

-

un tercer vector w que tiene como origen al punto A de T,y extremo el punto B de r,

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

- e
=T —_—
-7 e 1

- i -

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- (7 - - - - - ';1 JZXM_/)'
V=v (v Xw|=|v Xv |-h=|v XV |d=>d=-"—"—
D b 1 v, x|
1 2
d = |”1'(”2XW)\ _ ll14211-1120] _ |—2] _ 1-2|
a '17 ><1?| T lijk14211-1| T |—4i+2j+k—4k—=2i+j] ~ |-6i+3j—3k|
1 2



2
3| =2i+j—k| Y - 18 9
|—2i+j—k| 3.\/(_2)2“2“_1)2 3+/4+1+1 316

c)

2

2

2 _2f6 _ 6

B

-

AP =[P — Al=[(1, 2 3)= (0, — 2 0)]=(1, 4 3).

-

n(P; v, E)zpc— 1y —22—3142143|=0;



12x — 1D+ 2y —2)+4(z—-3)—4(z-3)—-8(x—-—1)— 3@y — 2)= 0;
4x — 1) —(y—2)=0; 4x —4 -y + 2 =0.

m=4x —y — 2 =0.
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Oro (%) | Plata (%)
A 100 0
B 75 15
C 60 22

3°) Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, entre otros metales, oro y
plata en las proporciones indicadas en la tabla adjunta. Se quiere obtener un lingote
de 25 gramos, con una proporcion del 72 % de oro y una proporcion del 16 % de
plata, tomando x gramos de A, y gramos de B y z gramos de C. Determinense las
cantidades x, y, z.

El lingote a obtener contiene:
{0ro—72% de 25 = 0,72-25 = 18 gr Plata—16 % de 25 = 0,16-25 = 4 gr Otros—:

Oro-x + 0,75y + 0,6z = 18 Plata—0,15y + 0,22 = 4  Otros—0,1y + 0, 18:

20x + 15y + 12z = 360 15y + 22z = 400 5y + 9z = 150 }.
Resolviendo por la regla de Cramer:
_ 13601512400152215059| _ 48.600+24.000+49.500—27.000—39.600—54.000
o [20151201522059 | o 2.700—2.200 o
_122.100-120.600 _ 122.100—120.600 _ 1.500 __ 3
500 o 500 500 '
__ ]203601204002201509| __ 72.000-66.000 __ 6.000 __ 12
- 500 - 500 - 500 :
;= [201536001540005150| _ 45.000—40.000 _ 5000 10
o 500 o 500 ~ 500 '

Hay que coger 3 gramos de A, 12 gramos de B y 10 gramos de C.
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4°) Dados dos sucesos, A y B, de un experimento aleatoria, con probabilidades tales
que P(A) = %, P(B) = % y P(AUB) = %, se pide:

a) Comprobar si los sucesos A y B son independientes o no.

b) Calcular P(Z/ B), donde A denota el suceso complementario de A.

a)
Dos sucesos A y B son independientes cuando P(ANB) = P(A)-P(B).

4 1 2 8+9—-12 5
P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AUB) = 5 + o — = = - = =

4 1 2 5

Por lo expuesto anteriormente los sucesos Ay B no son independientes.

b)

P(A/B) = P(ANB) = P(B) — P(ANB) = ﬁ
5 9-5

4 _ 2
18 18 18_1'

_ 1 _ _
-2
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OPCION B

1°0 Dada la matriz A=(200001010) vy la matriz identidad
[ =(100010001),se pide:

a) Calcular lamatrizB = (A — I)-(2] + 24).
b) Determinar el rango de las matrices A — 1, AP -1 yA3 - L

. 6 :
c¢) Calcular la matriz inversa de A , en caso de que exista.

“ B=(A-DQ]+24)=[(200001010)— (100010001)]-(2] + 24) =
= (1000 —1101 — 1)[2:(100010001)+ 2:(200001010)] =
=(1000 —1101 —1)[(200020002)+ (400002020)]=(1000 — 11
=(600000000).
b)
A—-1=(000 —1101 —1)=[1000 —1101 —1|=1-1=0
Rang (A — 1) = 2.
A* = 1=(200001010)(200001010)—(100010001)=
=(400010001)—(100010001)=(300000000).
Rang(AZ—I)=1.
A —1=A%4-1=(400010001)(400010001)—(100010001)-
=(1600010001)— (100010001)=(1500000000).
Rang (A3 — I) = 1.
c)

A’ =44 =(1600010001)(1600010001)=(25600010001)



|A6| = 256¢0=>A6 es invertible.

Se obtiene la inversa de A° por el método de Gauss-Jordan.

_ 1
(I)—(100010001):{F1—>—256F1}=>

> (5 00010001).

(4% =(gs00010001),

st s sk sk ko ko skok
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e

x2+1

2°) Se considera la funcion f(x) = y se pide:

a) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de
abscisa x = 0.

b) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcion f y, en su
caso, determinarlas.

c¢) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y sus extremos
relativos en el caso de que existan.

a)
La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es el valor de su primera
derivada en ese punto.

—e " (x+1)—e "2x _ —e M (x+2+1) _ —e “(a+1)’

(+1) (+1) (+1)

fx)=

’ —e ’0+1)° _ -11
m=f(0)=—00 === 1.
(0°+1)

-0

El punto de tangencia es el siguiente: f(0) = 02“ = % = 1=A4(0, 1).

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la
siguiente: y — Y, = mx —x ).

y—1=—1(x — 0)=— x.

Recta tangente: t=x + y — 1 = 0.

b)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

—X

k= fo0)=

= 0= Larectay = 0 es asintota horizontal.

e
2
x +1

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

2 , . ] .
x + 1#0, VxeR=>La funcion f(x) no tiene asintotas verticales.




c)
Una funcidn es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva 0 negativa, respectivamente, en ese punto.

f) ==t

(x +1)

(2+) > 0, VX€ER:

. —X
Teniendo en cuenta que — e =~ =—
¢ (x +1)

f(x) < 0, VxER=f(x) es monbOtona decreciente en su dominio, que es R.

Por ser f (x)#0, VxER=f(x) no tiene extremos relativos.

skeoskesk seoskeoskeosk skoskosk



3°) Sea r la recta que pasa por los puntos P1(3, 2,0y P2(7, 0, 2). Se pide:

a) Hallar la distancia del punto Q(3, 5, — 3) alarectar.

b) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano m perpendicular a r que pasa por
el punto Q.

a)
PP,=[P,-P]|=[702-320]=(4 -22)=v =02 -11)

La expresion de r dada por wunas ecuaciones paramétricas es:
r={x =3+2Ay=2-Az=2A

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto

vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion.

r'-h}: 'vr A P1Q| - 'vr|-h=>

PQ=[0-P|=1B5 -3)-@320]=(03 -3)
Aplicando la férmula al punto Q y a la recta r:

- -

1 ..
d(P,r) = vAP,Q) _ lijk2-1103-3) _ Ijk2-1100-40  jivok—it2j] _ |2j+2k _ 2}
) -
v (-1 41 4+1+1 36 3./6 34

T

o211 22 212 23
= _3\6_3‘6_9u—d(P,T).

b)



El haz de planos perpendicularesares =2x — y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano m es el que contiene al punto Q:

B=2x —y +z+ D =0 03,5 —3)}223 -5+ 1:(—3)+ D = 0;

6 —5—-—3+4+D=0 —2+D=0;, D=2=>n=2x—-y+2z+2=0.
El punto N pedido es la interseccion de la recta r con el plano m:

m=2x —y+z+2=0 r={x=3+2ly=2-Az=2A }1=2:(3 + 22

6 +4A -2+ A+A+2=0, 6+6A=0;, 1+A=0=A=—1.

A=—12{x =3+4+2(—-1)=3-2=1y=2—-(-1)=2+1=3 z=—1
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4°) Se considera el tridngulo de vértices A(1, 3, — 1), B(3, 1, 0) yC(2, 5, 1) yse
pide:

a) Determinar razonadamente si el triangulo es equilatero, isosceles o escaleno.
b) Obtener las medidas de sus tres angulos.

La contestacion del apartado b) conlleva la respuesta del apartado a).

b)

A
AB=[B - A]=[(3 1,0 - (1,3 —1]=(2 -2 1)

-

AC=[C - A]=[(2 5 1D- (1,3 —1]=(, 2 2).

BC=[C—-B]=[251)-@G 1 0]=( 14 1)

Por el concepto de producto escalar:

AB-AC = |AB|-|AC|- COSCOS O = COSCOS QA = —/——— .
|AB|-|AC|
(2,-2,1)-(1,2,2) 2—4+42 0 0 o
coscosa = = = =—=0=>a =90
. ) 9 > =7V
2P (=) 121222 \A+4+1+/1+4+4 \/9-/9

El triangulo es rectangulo en A.

cos cos B = BA-BC (=2,2,-1)-(-1L,41) _ 248-1 9
B4 BC|  ~f—2y 2t e A — ) A T Va+ari-[i+16+41  \[o-[18
9 1
= =—=>p = 45°.
ooz 2 B =45°
CA-CB (=1,-2,-2)-(1, =4, —1) —1+8+2
COScosy = = =

calles] Vvt Ty e



9 1

J— 9 —_— J—
T BB b 2

=y = 45°.

El triangulo es rectangulo en A e isésceles.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estd permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A
1°) Considere las matrices A = (— 2012), B=(1322)yC=(02 —12).

a) Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion A-X-B = C.

a)
A=(—2012); |Al=|—2012]|=— 4#0 = Aes invertible.

A'=(~2102); Adj.deA' =20 —1 —2)>4  =—(-2012).

B=1322);, |B|=|1322|=2 — 6 =— 4#0= B es invertible.

La inversa de B se obtiene por el método de Gauss-Jordan.

(B/I)=(1001)=>{F2—>F2— 2F1}=>(10 —21)>

AXB=C A “AXBA =A"cA S IxI=4"cA"

Antonio Menguiano



x=4tca

-1 -1 1 1
X=ACA =-(-2012)(02 —12)4(-232 —1)=

1 1 1
=0 —4 —26)(—232 —1)=——(— 8416 — 12)=+-(— 214 - 3)

1
X=-(-214 - 3).
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2°) Considere el plano m que pasa por el punto P(1, 2, 3) y tiene como vectores

directoresau = (1, — 1, 0) yv = (1, 0, 2). Considere la recta r que pasa por los
puntos A(1, 0, 4) y B(3, 2, 2).

a) Determine la ecuacion del plano .
b) Determine la ecuacion de la recta 7.

¢) Estudie la posicion relativa del plano m y la recta r.

a)
n(Piw, v)=|x— 1y —2z-31 -10102]=0;

- 26—+ (2z-3)-2y—-2)=0;, —2x+2+z—-3—-2y+4=0;

—2x —2y+z+ 3=0.
z=2x + 2y —z — 3 = 0.

b)
Los puntos A y B determinan el vector: AﬁB =[B — A]l=(2, 2, — 2).

Un vector de la recta r pedida es cualquiera que sea linealmente dependiente
del vector AB = (2, 2, — 2), por ejemplo, v o= 1,1, —1).

La expresion de r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la
siguiente:

=TT T T T T
c)
Un vector normal del plano m es n= (2, 2, — 1), que es linealmente
independiente del vector director de la recta, v o= (1,1, — 1), por no ser
proporcionales sus componentes; por otra parte

nv = 2,2, —1)(@@1,1, —1)=2+ 2 + 1+0, tampoco son perpendiculares.

De todo esto se deduce que:

Larectar corta al plano  en un punto no siendo perpendiculares.
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3°) Calcule los siguientes limites: a) ( ! T 4) :
o

a)
1 4 1 4 1 4
(\/;_2 - x—4) T a2 44 0 0 % — co=Ind. =
x—4—4(x=2) _ x—4—4x+8 _  x+d—4/x  _  4+4—44 0
= = F:>

(k-2)e-v  (r-2)e-  (-2)e-s  (a-2)@-s

T O Gl G o

Sen X—Xx-COSCoS X
b) x—senx

Ind. =

= =
(Va=2)(Vx+2) (x—4) (x+4+4/x) (x—4) (x—4) (x+4+4/x)
_ vz Af-sxtle 242 (=8 _ 4 1=t _1
x+4+4\/; (x_4_)2 44448 (x_4)2 16 16 4
También puede seguirse de la forma siguiente a partir de:
+4—4 4+4—4/4 0 ,
__xtix B _ 0 g, ={L'Hopital} =
(Va—2)(x—4) (V4-2)(4-4 O
140—*
2 2\x—4 2/x—4 4—4 0
= = = =Tz2—a8s ~ 0
(#_0)@_4”(\/;_2).1 X—4+2x—4nx 3x—4—4[x
X
i_o 1 1
' . 2\x _ 2 _ 4
=Ind.={L'Hopital} = 0 T3l s 4
2x
1 4 _ 1
Jx—2 x—4 | T 4
b)
senx—x-coscosx __ 0-01 _ O Y .
— = =0 = o =Ind.={L'Hopital} =
cos x—(1-coscos x —1-sen x) C0S X—COSCOS X +Xx-sen x x-senx 0-0 0
= = = = —
1—cos x 1—cos x 1—cos x 1-1 0
' . 1-sen x+x-coscos x sen x+x-coscos x 0+0-1 0
=Ind. =>{L'Hopital} = = = = —=Ind. >
O+senx senx 0 0
N {L'Hopital}=> cos x+1-coscos x —x-sen x — 1+1-0 =9
coS x 1
Sen X—x-coscosx = _ 2

xXx—senx




st sfe st sk sk sk skok

4°) @) Calcule la siguiente integral indefinida I = [ x-sen %-dx.

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0y
X

x = 1,y la grafica de la funcion f(x) = x-sen —

a)

X

X X 2
I = [ x-sen - dx = {u = x—=du = dxdv = sen —dx—vV =— —C0S €0S —

X
2

X

2 2 X 2x 2
=] = X'(— ?'COS cos )— f— ?'COS COST -dx =—T'COS cos 2 +?'ICOSC

X

L X
2

2x
+ C =— —-coscos
T 2

2x X 2 2 4 X
=— ——:C0SC0S —— + —:—-Sen + —-sen—+ C
i 2 T T p 2

X

X 2x
I = [ x-sen ——+dx =———"-cos cos —

4 X
+ —-sen — + C.
T 2

(*)

v = [ sen TITx-dx = {“—x = t—=dx = %-dt} = %f sent-dt =— % COS cos

2

X
2

b)
En el intervalo (0, 1) todas las ordenadas de la funcién f(x) = sen (%) son

positivas, por lo cual el area pedida es la siguiente, teniendo en cuenta (*):

1 1
S =[f(x)dx = [— =X coscos - + —sen %] =
0 T 0

= (_ 2. coscos ~ + iz-sen l) — (— 0-coscos0 + iz-sen O) =— 2.0 + iz-l —
T 2 - 2 T m T

= iz uZEO, 405 u”.
i
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5°) Segtn un estudio reciente, el 68 % de los encuestados poseen un smartphone, el
38 % tienen una tablet y el 16 % disponen de ambos dispositivos.

a) Calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar no disponga de ninguno
de los dos dispositivos.

b) Resulta que la persona elegida posee un smartphone, ;qué probabilidad hay de que
tenga una tablet?

Smartphone—P(S) = 0, 68. Tablet—P(T) = 0, 38. P(SNT) = 0, 16.
a)
P=PSNT)=1- P(SUT) =
S
=1—[P(S)+ P(T)— P(SNT)] = T
[ |

1-(0,68+ 0,38 —-10,16)=1— 0,90 =0, 10.

b)
P(TNS) __ 0,16

P = P(T/S)= P(S) 0,68

= 0, 2353.
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OPCION B

1°) Considere el sistema de ecuaciones
2x+y+2z=0 2x + 3y +2z=0 x—y+azz=a—1enfuncic’)n
del parametro a:

a) Determine para qué valores del pardmetro a el sistema tiene solucidon tnica. No
hay que resolverlo.

b) Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

¢) Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.

a)

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas tiene solucion tnica cuando el determinante de la matriz de coeficientes es
tres.

Matriz de coeficientes: M = (2 122321 —1 a2 )

M| =]2122321 —1a"|=0; 6a°—4+2—6+4—2a =4a’ — 4 =0;

a2—1=0=>a =—1,a = 1.
1 2

El sistema tiene solucion anica VaeR — {— 1, 1}.

b)

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas tiene infinitas soluciones cuando los determinantes de la matriz de
coeficientes y la matriz ampliada son iguales y menor que el nimero de incognitas.
Como en este caso existe en el sistema el menor |21 2 3 |#0, el rango de las dos
matrices tiene que ser dos.

M| = 0=>a1 =—1, a, = 1. Paraa =— lya = 1=Rang M = 2.

Paraa =— 1=>M’=(2122321 - 11 00 —2)=>RangM'z{Cl, Cz' 64}:

5102102301 —1 — 2|=— 12 + 4 =— 8%0=>Rang M = 3.

Paraa = 1M = (2122321 —11 000)={C, = C J>RangM = 2.



El sistema tiene infinitas soluciones paraa = 1.

Paraa =1=2{2x+y+2z2=0 2x+3y+2z2=0x—-y+2z=0 , que
es homogéneo. Para resolverlo se desprecia una ecuacion (segunda) y se parametriza
una incognita, por ejemplo, z = A.

2x + y=—2A x—y=—A}=23x =— 3\ x =— A
y=x+A=—A+1A=0.

Solucion: x =— A; y = 0; z = A, VAER.

c)

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficientes y
ampliada son diferentes.

Paraa =— 1=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

El sistema no tiene soluciébn paraa =— 1.
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2°) Los vértices de un triangulo ABC son A(—a, 1, 1), B(2, —1,2) y
c(1, — 2a, 3).

a) ;Cuanto ha de valer a para que el triangulo sea rectangulo en B?

b) Calcule el area del triangulo ABC para el caso de a =— 1.

a)

-

AB=[B-Al=[2 -1,2)-(—a 1 D]=CQ+a -2 1.

-

BC=[C—-B]l=[1, —2a3)-(2 —-12]=(-11-2q 1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

- -

AB-BC=0=>2 4+a —2,1)(—1,1— 2a 1)=0;
- 2+a)-21-2a)+1=0, —2—-—a—-2+4a+1=0; 3a -3 = 0;
a—1=0>a=1.

El triangulo de vértices ABC es rectangulo en B paraa = 1.

b)
Paraa =— 1: A(1, 1, 1), B(2, — 1, 2)yC(1, 2, 3).

-

AB=[B—-Al=[2 -12-(,1 D=1, -2 1).

-

AC=[C - A]l=[(1,2 3)— (1, 1, D]= (0, 1, 2).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1] a7 - 1y s 1 . . .
S e =7|AB X AC|=Fllijk1 — 21012 =—5|— 4i + k — i — 2j| =

30

=l si— 2t k=tA= 5 (- 1 =25 A+ 1=

[ =

=1, 2
SABC— > \/%u.
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3°) La produccion mensual de una fabrica de bombillas viene dada por P = 2LK ? (en
millones), donde L es el coste de la mano de obra y K es el coste del equipamiento
(en millones de euros). La fabrica pretende producir 8 millones de unidades al mes.
(Que valores de L y K minimizarian el coste total L + K?

P=2LK'=8>L=—"-=-% Llamando S = L + K:
2K K
4 4+K°
S =L+ K =—5+K="5-
' 3K° K —(4+K’)-2K 3K°—2(4+K> 3K°—8—2K" K-8
S (1) = HCALHOC _ SICAc) _ 02 K8
K-8

S(K)= 0= = 02K’ — 8 = 02K = 2.

K3

Justificacion de que se trata de un minimo:

"o~ 3KCK—(K—=8)-3k° _ 3K'-3(K°—-8) _ 3K°-3K’+24 _ 24
S (K) - K6 - K4 - K4 - K4 *

S”(Z) = Zz—j = % > 0=Minimo, como se queria justificar.
L(2) = Zi =2 =1

Se minimiza el coste para K = 2.000.000 eurosy L = 1.000. 000 euros.
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4°) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ —— p -dx.
X +x—

—14y1424 _ 1425 _ —145
2 - 2 -

x2+x—6=0;x= -

> X =—3 =
1 ’xz

=

X+ x—6=(x+3)(x—2).

x ___ x2 A L B _ Ax204Bxi3B _ (AB)rt(-2A43B)
6 | @)@-2) 243 | x-2 (D@2 N

A+B=1—-2A+3B=0} 24+2B=2 —-—2A+3B=0}=5B=2; B=

L A=1-2

2 _ 3
5  5°

3 2

1=z 'dx=f(xi3 + xfz)'dx=%le+ 3|+ —Llx — 2|+ C.
X

I =f - X dx =%.L|(x + 3)3'(36' _ 3)2| L C
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5°) Dos aulas de 2° de Bachillerato hacen conjuntamente un examen de Matematicas.
En el primer grupo hay 25 alumnos de los cuales aprueba el 64 %, mientras que en el
segundo grupo, de 30 alumnos, lo hace el 70 %. De entre todos los exdmenes se elige
uno al azar y resulta que estd aprobado. ;Cual es la probabilidad de que sea un
alumno del primer grupo?

Total alumnos: 25 + 30 = 55.

25
. _ P(GlnA) P(G1)-P(4/G1) _ 55 0,64 _
P = P(G1/4) = P(A) ~ P(GD)-P(A/G1)+P(G2)-P(A/G2) %.0,64”%.0,70 o
0,2909 _ 02909 _ 0, 4324

= 0,2909+0,3818 ~ 0,6727
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

SEPTIEMBRE — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estd permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) Considere las matrices A = (2413)yB =(—21 — 20).

a) Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus
correspondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion A-X-B = A + B.

a)

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.

|A|=12413|= 6 — 4 = 2#0=>Lamatriz A es invertible.

La inversa de A se obtiene por el método de Gauss-Jordan.

(A/H=1001)={F o F}=0110)={F,>F, - 2F }=
S e N TSR A

:(% — 2 —%1):,4‘1:(% — 2 —%1):%-(3 —4 - 12).

|IBl=|—21 —20|=0 + 2 = 2#0=Lamatriz B es invertible.
La inversa de B se obtiene por la adjunta de la traspuesta.

Antonio Menguiano



B'=(-2 -210). Adj. deB"'=(0 — 12 — 2).

-1 Adj.deB" _ (0-12-2) -1

B 3] = > =>B =

N

(0 —12 = 2).

b)
-1 -1 -1 -1
AXB=A+B=S A -AXBB =A SB ;

IXI=4tsB '=>x=4a"'sB"

S=A+B=2413)+(—-21 —20)=(05 —13).
-1 -1 1 1
X=4A -SB =—-03B-4-12)(05-13)—5(0 —-12 —-2)=
1 1
=543 -21)(0 -12 -2)=-+(6 —1020).

1
X=—(3 -510).
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2°) Considere la recta r que pasa por los puntos A(1, 1, 1) yB(3, 3, 4) y larecta s
cuyo vector director es Vo= (= 1, 3, 1) y pasa por el punto C(4, 0, 3).

a) Determine las ecuaciones continuas de 7 y s.

b) Estudie la posicion relativade r y s.

a)

Los puntos A y B determinan el vector AB, que es director de la recta r.

-

AB = JT: [B—Al=[@3 3 49— (1,1 D]=(2 2 3).

Las expresiones de las rectas pedidas expresadas por ecuaciones paramétricas
son las siguientes:

r={x=1+2Ay=1+2Az=1+3A ys=s{x=4—-—py=3p z=3+ 1

b)
Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes por
no tener proporcionales sus componentes, por lo cual, o se cortan o se cruzan. Para
-

diferenciar el caso se determina un vector w que tiene como origen el punto A dery
como extremo el punto C de s; es el siguiente:

- -

w=AC=[C - Al=[(40,3)—(1, 1, D]=@3, -1, 2).

- - -

Segun que los vectores v , v y w sean coplanarios o no, las rectas r y s se
T S

cortan o se cruzan, respectivamente.

- -

Los vectores {vr , V, Wi son coplanarios cuando su rango es menor que tres,

es decir, cuando es cero el determinante de la matriz que forman:

- -

Rang{vr,vs,w}=>|223 1313 —12|=124+346-27+2+4=0

-

Rang {vr U, W} < 3= Lasrectasry s se cortan en un punto.
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X
3°) Calcule los siguientes limites: a) (z%) : b) (L - ) :

a)
x—1\* oo o x+3—4\* —4 \* _
(x+3) =1 =Indet. n—e=>( 3 ) = (1 + x+3) =
L x+3 -4
1 x 1 —4 x+3
= 1 + x+3 = 1 + x+3 =
-4 —4
X —4 —4x
a3 P s x43 | x+3 lim =
—4 —4
1 1 X—+o0 x+3 _4_
= 1 + x+3 = 1 + x+3 = € =e€
—4 -4
(x—l)x —3_4—L
x+3 et
b)
1 1 1 1 1 1 . x—1-Lx
_— = — = — — — = 00 — 00 —_—
(Lx x—l) L1 1-1 0 0 =Indet. = }Cl_r)rll (x—1)Lx
1-1-11 1-1-0 0 . . : 1-0— .
= = = —=/Indet. >{L'Hopital} = lim ————— = lim
(1-1L1 0-0 0 x—1 1-Lx+(x—1)-7 x-1 Lx+
. -1 1-1 0 . : 1-0
= lim —= = = —=[Indet.=>{L'Hopital} = lim =
o1 XLx+x—1 1-0+1-1 0 { p } o1 1~Lx+x~%+1—0
lim ! =—1_=-1 -1
xo1 Lx+141 7 L1427 042 27

11 _ 1
Lx x—1) ~— 2°
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2
COSscos x-sen x
-dx.

4°) a) Calcule la siguiente integral indefinida [ = >
1+sen x

2
COScCoS x-sen x

b) Obtenga una primitiva F(x) de la funcion que cumpla que F (%) =1

2
1+4+sen x

2 2 2
COSCOS xX:sen x t 1+t -1

1= =~ -dx = {senx = t coscosx-dx = dt}= [—-dt = | —-

1+sen x 1+t 1+t

=f(1 — 1i2)-dt =t —arctagt + C = senx — arctag (senx) + C.
t

2
I _ f COScCos x-sen x

——-dx = senx — arctag (senx) + C.
1+sen x

b)

2
F(x)= [ 2 .dx = senx — arctag (senx) + C.
1+sen x

F(%)z 1=sen —- — arctag (sen%)+ C=11-arctagl + C = 1=

— S
=C =arctag1l =~

— — L
F(x) = senx — arctag (senx) + —-.
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5°) En un colegio se imparten, como primer idioma, inglés, alemén y francés. EI 65 %
de los alumnos estudian inglés, el 20 % aleman y el recto francés. La asignatura de
roboética es optativa y la elige el 30 % de los alumnos de inglés, el 50 % de los que
estudian aleman y el 70 % de los que cursan francés. Se elige un alumno al azar.
(Cual es la probabilidad de que estudie robdtica?

P = P(R)= P(I)-P(R/I) + P(A)-P(R/A) + P(F)-P(R/F) =
= 0,65-0,3 + 0,20-0,5 + 0,15-0,7 = 0,195 + 0,100 + 0,105 = 0, 400.
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OPCION B
1°) Considere el sistema de ecuaciones
fax +2y+z=1 x+2ay+z=2 x+ 2y + az =— 3en funcion del

pardametro real a:

a) Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene solucion unica. No
hay que resolverlo.

b) Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

¢) Determine para qué valor del pardmetro a el sistema no tiene solucion.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(@2112a112a)yM =(a2112a112a 12 — 3).

El rango de M en funcidn del pardmetro a es el siguiente:

|M|=|a2112a112a|=2a3+2+2—2a—2a—2a=2a3—6a+4=

=2(a"-3a+2)=0 ad -3a+2=0 o= =3,y =14 =2

Para {a#1 a#2 }=>Rang M = Rang M=3=no incég.=S. C. D.

El sistema tiene solucioén Gnica Va€eR — {1, 2}.

b) c)
Paraa = 1M = (121121121 12 — 3)=RangM = 2.

Paraa = 1=>Rang M = 1; Rang M = 2=Sistema incompatible.

Paraa = 25M = (221141122 12 — 3)=>RangM':~{cl, c, C3}:>

51022114212 —3|=—24+2+ 4 — 4 — 8 + 6 =— 24#0>Rang M = 3



Paraa = 2=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

El sistema no tiene soluciébn paraa = 1yparaa = 2.

No existen valores de a para que el sistema tenga infinitas soluciones.
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2°) Considere los puntos A(1, 1, 1), B(1, — 1, 0)yC(0, — 2, 1).
a) Calcule el area del tridangulo ABC.

b) Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiera de sus formas) contenidas en el
plano que forman A, B y C que, pasando por A, es perpendicular al lado BC.

a)

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B-Al=[(1, —1,0—-(,1 1]=(0, —2 - 1).

-

AC=[C—A]l=[0, —2 1D—-(1, 1 1D]=(-1 -3, 0).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1 | A < 1 s s 1 s
S,pc =5 |AB X AC|=5lijk0 —2 =1 =1 =30 =5[lijk021130]| =

1. a1 o, 1 2 2 2
— = 2k = 3i|=5+|— 3l+]—2k|=7-\/(— 3) +1 +(—2) =

L1 ra=ty?

b)
El plano a que contiene a los puntos A, By C es el siguiente:

o(4; AB, AC)=|x — 1y —12z~-10 =2 =1 — 1 =30[=0;
b-D-2z-1D)-3x—-1)=0,y—-1—-2z2+2—-3x+ 3 =0=>

=y —22—3x+4=0, —3x+y—2z2+4=0;, a=3x —y+2z—-4=0

Los puntos B y C determinan el vector:

.

CB=[B-C=[1 —-10-(0 -2 1)]=(1 - 1.

El haz de planos [3 perpendiculares a la recta que pasa por B y C tiene la
siguiente expresion general: f=x + y — z + D = 0.



De los infinitos planos del haz 3, el plano y que contiene al punto A(1, 1, 1)
es el que satisface su ecuacion:

B=x+y—z+ D=0 AQ,1,1H)}=1+1—-1+D=0; 1+ D =0=
>y=x+y—z—-—1=0.
La recta r pedida es la que forman los planos a y y al cortarse:

r=3x—-—y+2z2—-4=0x+y—-—2z—-1=0

Otra forma de expresion de r es, por ejemplo, por unas ecuaciones
paramétricas:
r=3x—-—y+2z2—-4=0x+y—-—2z—-1=0 =x=%5 —y+2z=4-3A
y=z+1—-A=5—-41+1—-A=6 — 5\

r={x = A y =6 —5 Az =5 —4A.

seskeoskoskoskoskoskoskoskok



2

3°) Dada la funcién f(x) = x-e , se pide:
a) Calcular f(x) .

b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos
relativos de la funcion.

a)
2
f(x) = (x-e_x) = - = —>Indet. >{L Hopital} >
e
>—1-==2=0.
2x-€e @
2
(xe ™) =0

b)

' _x2 _xz _xz 2
f(x)=1e + x(— 2x)e =e (1 — 2x )
f=02e (1-2")=01-2c'=0 2'=1 2" =+ =
__ a2 _ 2

SX =TT 5T

. —x .
Teniendo en cuenta que f(x) = x-e =~ es continua en R por estar compuesta

por el producto de dos funciones continuas, las raices de su primera derivada dividen

su dominio en los intervalos (— ©, — %), (— \zﬁ , \zﬁ ) y (\zﬁ, + 00) donde su

valor es, alternativamente, positivo y negativo. Considerando, por ejemplo, el valor
x=0esf(0)=e(1—0)=1>0.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion, que son los siguientes:

N

Crecimiento: f’(x) > O:xe(— > 72)

£, (2
2

Decrecimiento: f'(x) < 0=>x€(— ©, — —) U ( > T 00).

De la continuidad de la funcién y de los periodos de crecimiento se deducen
los extremos relativos asi como si son maximo o minimos; no obstante se determinan



a través de la segunda derivada.

La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo es que
se anule su primera derivada. Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre
a la segunda derivada: segiin que sea negativa o positiva para los valores que anulan
la primera derivada se trata de un maximo o de un minimo, respectivamente.

2

f () =—2xe " (1 - 2x2) + e_xz(— 4x) =— Zx.e‘xz(l ol 2)=

2

=— 2x-e -(3 — 2x2).

f”(— £) = \/5-6_7-(3 - 1= % > 0=>Minimo relativo para x =— g
e

f(— %) — %.3_; - ZL\ZE —_ e = Minimo: P(— Nz \/ﬁ)

2e 2’ 2e

Teniendo en cuenta que f(x) es simétrica con respecto al origen por cumplirse

que f(— x) == f(x):

27 2e

Maximo: Q(ﬁ 2 )
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4°) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ L(HTx)—-dx,
X

I = fi(“%)--dxz[u = L(1 +x')~du =2 dx dv = —dx—v =— L]:)
X

1+x x X

2 1 1 2x 1+ 1 _
=>L(1 + x )(— 7)— —T-W-dx == — + 2°f o dx =

2
=— X 4 2.arc tagx + C.

X

_ L!1+x2! _ 1-|-x2
| = [==5—dx =— + 2-arctagx + C.
X

X

stk sk skoskoske sk koo



59) Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que:
P(A) =+, P(B)=— P(ANB)=—. Calcule: P(AUB), P(ANB)y P(B/A).

10
(Donde, si C y D son sucesos C denota el suceso complementario de C y P(C/D)
denota la probabilidad del suceso C condicionada al suceso D).

P(ANB)=1 — P(AUB).

P(AUB)=1—-P(ANB)=1——-—=-—==0,09.

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB).

3 7 9 3 2 6—2
P(AnB) = P(A) + P(B) — P(AUB)=?+W_W:?_E=T:
_ 4 _ 2 _
10 5 0,4
1
_ 3 2
=\ _ P(BNA) _ P(A)—PMAnB) _ 57§ _ 1 _
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A
1°) Estudia el siguiente sistema
2x + 4y +z=1 2x +(a" +2)y +3z=3 — 2

dependiente del parametro real a y resuélvelo en los casos en que es compatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=[2412a"+23 -2 —(a"+ 2)a - 3];
M=[2412a"+23 -2 — (" +2)a—-3 132-3]

El rango de M en funcion del pardmetro o es el siguiente:
M|=|2412a"+23 =2 - (a" + 2)a - 3|=
=2(a-3)(a" +2)-2(a" +2)- 24 +2(a’ +2)+ 6(a’ +2)- 8(a—3)=
=2(a—3)(a" +2)- 24 + 6(a" +2)— 8a + 24 =
=(a’ +2)2a — 6 + 6)— 8a = 2a-(a’ + 2)— 8a = 2a° + 4a — 8a =

= 2a° — 4a = Za(a2 — 2)= O=>a1 =0, X, == \/E, X, =\/§.

Para {aiO a* — \/Eaix/i}:RanM = RanM = 3 = n® incodg.=S. C. D.

Paraa=OzM'=(241223 -2 -2 -3 13\/5—3):RangM’:>{Cl, Cz' C4‘

Antonio Menguiano



= [241223 =2 —22-3|=42-12 -4 - 24 + 4 + 12 - 82 + 24 =

=Rang M' = 3.

Paraa =—+2=M = (241243 —2 —4 —2—3 13+2-3)=RangM =
=>{Cl, C, C4}:>|211233 -2 —\2-3-2-3|=
=62—-18-22-6 -6+ 6 — 62+ 18 — 242 + 6 =— 4[2#0=
=>RangM':3.

Para{a = 0a =— \/§}=>RanM = 2; Ran M = 3=Sistema incompatible.

Paraa =~2=M = (241243 -2 —42-3 13:2-3)={c,=c}>

=Rang M = 2.

Paraa = \/E:RanM = RanM = 2 < n® incdg.=S. C. I.

Se resuelve, en primer lugar, cuando el sistema es compatible determinado
aplicando el método de Gauss:

M=[2412a"+23 -2 —(d’+2)a—3 1342-3]={F,>F,—F I

= (2410a" - 2200a 12\/§)=>az=\/§:>z=£.

a

22 2a-242
2 _ BT e R
(a Z)y + 2z = 2=y = 2 a2 L2 a(az_z) .
2x+4y+z=122x=1—-4y —z=1+ —8(612—\/5) + 2 _
a(a —2) a

_ a(az—Z)—S(a—\ﬁ)—\/E(az—Z) — a3—2a—8a+8\/§—az\ﬁ+2ﬁ — a3—10a+10ﬁ—a2\/§ —

B a(a2—2) a(a2—2) a(aZ—Z)

_ afa=2)-10(a—2) _ (a=2)(a’=10) _  _ (a=y2)(a’~10)

a(aZ—Z) a(az—Z) B 2a(a2—2)




Solucion: x = (a=2)(a _10), y = 2{a—2) zZ = ﬁ; Ya€ER — {O, \/E}

Za(az—Z) a(az—Z) ’ a

Se resuelve ahora para a = \/E en cuyo caso el sistema es:

2x+4y+2z=1 2x + 4y + 3z =3 — 2x — 4y + |
, que es compatible indeterminado.

Para su resolucion se elimina una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y
se parametriza una de las incognitas, por ejemplo y = A, con lo que resulta:

2x +4 +z=1 2x+4A+3z2=3}2x +z=1—4X 2x + 3z =3 — 4\} —.
=z=1,2x+z=1—-4)\ 2x =1 — 4X — 1 =— 4A=x =— 2\

Solucion: {x =— 22y =A z =1 ,VA€ER.
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-1 _ y+1 _ z—1 —_Xx _ y _ z+3
1T -2z T 2 YT T T
perpendicularmente y halla el punto P de corte. Encuentra un punto RE€r y un punto
S€s de forma que P, R , S sean vértices de un triangulo rectangulo cuyos catetos son

de longitud 3.

se cortan

2°) Comprueba que las rectas r=-—

Un punto yun vectorder son A(1, — 1, 1)y v o= (1, 2, — 2).

Un punto y un vector de s son B(0, 0, — 3)y Vo= 2, 1, 2).
- - . . . .
Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:

w=AB=[B — A]=[(0,0, —3)—(1, —1, D]=(= 1,1, — 4).

- o5

Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectasry s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- 5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

e

Rang{vr, vs,w}$|12 — 2212 - 11 —4|=—4—-4-4-2-2+16

- - —>] > 5 o

=>Rang v, v, wi= 2=v, v, w son coplanarios.
T S T S

Las rectasr y S se cortan.

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores; dos
vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

vy =12 —2(21,2)=2+2-4=0.

Queda comprobado que las rectas r y s se cortan perpendicularmente.

0=



El punto P de corte de ambas rectas es el siguiente:

x—1
1

Y+l
2

=X y+1=2y; y=1

=%; 2x — 2 =x; x = 2.

z—1 z+3

-2 2’

2z — 2 =—22—6; 4z=—4;, z=—1=>P(2, 1, —1).

Las expresiones de ambas rectas por ecuaciones paramétricas son las
siguientes:

r={x=1+A y=—1+2Az=1-2\ ys={x =2\ y =2A
Unos puntos de r y s son R(1+A —1+4+2A1-2)) y
S(2A, A, — 3 + 22).

Los puntos P, R y S determinan los siguiente vectores:

=

PR=[R-P]=[(1+A —1+2,1-20)—-(2,1, —1]=

=(—1+XA —2+2)2—22.

|P4R|= 35— 1+ 07+ (=2 + 207+ (2 — 20)° = 3;
1204+ +4—8A+4 " +4—81+42=9 9A° - 181 +9 =09;
oA’ — 181 =0; A’ =21 =0; AA — 2)=0=A =0, A = 2.

A, = 0=R (1, —1,1). A, = 22R,(3,3, - 3).

PS=[S—Pl=[2MA —3+20)-(2 1, — 1)]=

=(—2+42, —1+2A —2+2).

|1;S| 3o 2+ 2P+ (104 (— 2+ 20 = 3;

4 —BA+ 4+ 1 - 204+ +4 -8 +4°=9 9A°— 181 =0; A" — 2 = O

AL —2)=0=1 =0, =2



A, = 0=5(0,0, —3). A, = 255,(4, 2, 1).
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3°) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

Q) I =[5
X —x—2
a)
dx
I =
fx—x—Z
X—x—2=

0; x =

b) I = xe dx.

1+/148 143 _ _
5 == =>x1— 1,x2—2.

x —x—2=(x+ 1)(x — 2).

1 M N _ Mx—2M+Nx+N __ (M+N)x+(—2M+N) —n
Xo—x—2 T x4l + x—2  (x+D@x=2) Xo—x—2 = M+N=0 ZM + N
> M+N=02M-N=-1}33M=—1;, M=——+; ——+N=0>N=-~

-1
szle 'dx:f(x+31

1

+ )-dx =— —Llx + 1|+ 5Llx — 2|+ C =

x—2

x—2

_ 1, 9 _ 7.3
= (Llx —2|—- Llx + 1D=L x+1|+ C.
_ dx _ 3] x=2
I=f="—= L]+ C

b)

I =[x"e"dx.

2x -
I = fxzezx-dx = {u = x'>du = 2xdx e dx = dv—v = %ezx}: xz%e — [é

1 2 2x 2x
=X e —fx-e dx =

%xz-ezx - A (¥



2x 2x 1 2x 1 2x 1 2x
A=[xe"dx=> {u = x—>du =dxe -dx = dvov = e }=>x-7e — e +dx

_L.Zx_in _le .
=S xe ¢ tC0=—e (2x -1+ C

Sustituyendo en (*) el valor de A:

1 2 2x 1 2x 1 2x 2
I=—-x-e ——Fe 2x—-—1D)+C=-e (Zx —2x+1)+ C.

[ = x2°ezx-dx = %ezx(sz — 2x + 1) + C.
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4°) Demuestra que existe a€(0, 2) tal que f '(a) =— %, siendo la funcién primitiva

(x—l)-coscos%x . . L.
f(X)=(x+ 1) . Menciona el resultado teérico empleado y justifica su
uso.

Las funciones f(x) y f | (x) son continuas y derivables en el intervalo (0, 2).

X
1)-coscos -,

f(x)=(x + 1)(x_ =>L[f(x)] = [(x — 1)- cos cos %]-L(x + 1).

Derivando:
' 1
% = [1- CoS cos % - (x — 1)-%-% ]L(x + 1)+ [(x — 1)- cos cos % ]F
= [cos cos = _ Tl ]L(x + 1)+ = coscos = =
2 2 2 X1 2
- (x-1) coscos - _ _
Sf)=(+ 1) 7 -{[cos cos - — “(xz L. = ]L(x + 1)+ iTi cos cos -~

f0)= 1_“-{[1 + %-o]-o - 1}=— 1.
£ =2""{0 - 0-1]L2 + 0-0}= 2.0 = 0.

En el intervalo (0, 1) € (0, 2) le es aplicable a f (x) el teorema de los Valores
Intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si una funcién f(x) es continua en un
intervalo [a, b] y un niimero k estd comprendido entre los valores extremos de la
funcion, o sea, f(a)<k<f(b) o f(a)=k=f(b), entonces existe un valor c€[a, b] tal
que f(c) = k™.

Como quiera que es f’(O) =1 <- % < f'(l) = 0:

Aa€(0, 2) tal que f (a) =— %, como teniamos que demostrar.
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OPCION B

1°) Encuentra la matriz X que verifica 74 — A" = BB'x ,siendoA =(10 —11)
yB=(20-1110).

74 — A = BB"X; 7TA — A = M-X; M_l-(7A — A7) =M MX;

M (74 - A )=1x=X=M (74 - 4.

M=BB =20 -1110)(2101 —10)=(5222).

IM|=15222|=10—-4=6. M =M=(5222).

Adj. deM' =2 -2 —25).

~1 _ AdjdeM _ 1 . o
M == =6 2 —2 —25).

AA=A4A4=010 -11)(10 —11)=(10 - 21).

A=a"A=010-21)10 —11)=(10 — 31).

A'=@10 -71).
74— A" =(70 —77)—(10 —71)=(6006)= 6I.

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:
X=M"(7A-4)=%@2 -2 - 25)6l =(2 — 2 — 25).

X=2 -2 —25).
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2°) A, B y C son los puntos de corte del plano m=4x + 2y + z — 4 = 0 con los

ejes coordenados. Encuentra el punto D de la recta r= le =2 ;3 = Z__13 tal que A,

B, Cy D son vértices de un paralelepipedo de volumen 6 W,

EjeX=>51§ {y=0z=0. EjeY=>sZE fx=0z=0.
EjeZ=>sSE fx=0y=0.

Corte con el eje X:
m=4x + 2y +z—-4 =10 51§{y=02=0}=>x=1=>A(1,0,0)
Corte con el eje Y:
m=4x + 2y +z—4 =10 SZE{x=OZ=O}:>y=2=>B(O,2,O)
Corte con el eje Z:
m=4x + 2y +z —4 =10 535{x=0y=0}=>z=4=>C(0,0,4)

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es
r={x=1+Ay=3 z=3-A.
El punto D tiene por expresion general: D(1 + A, 3, 3 — A).

Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores:

=

AB=[B — A]=[(0, 2 0)— (1,0, 0)]= (- 1, 2, 0).

-

AC=1[C - A]=[(0,0, 4)— (1,0, 0)]=(— 1, 0, 4).

AD=[D —Al=[1L+A33-N0—-(00]=@ 3 3 —2.

Sabiendo que el volumen de un paralelepipedo es el producto mixto de los tres
vectores que lo determinan:

VABCD: | =120 —104A33 = Al =6; |8A+ 12 + 2(3 — 1)| = 6;

4A + 6 + 3 — A= 3; [3A + 9| = 32A + 3|= 124 + 3 = +1=.



> A =—4=D (- 3,3, 7); A, =— 2D (- 1, 3, 5).

s s sk sk skosk ko skok

3°) Demuestra que existe a€(0, 1) tal que f'(a) = 3 siendo la funcion primitiva

f(x)=(x + 1)(x+1). Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

La funcion f(x) = (x + 1)(x+1) es continua y derivable en (0, 1).

0+1)

F0)=(0 + 1) 1
f=@a+ D"V =2"=4
(x+1)

LIf)]= Lix + DY = (x + D-L(x + 1).

Derivando:

1@ _ . 1
0 =LLx+D+x+1)—7=1+Lx+ 1.

F) =@+ DY+ L + DI
FO) =0+ D[+ L0+ D]=11=1
FO=@1+ D"+ L2 + D]= 41 + L3)=8,39.

Por ser f(0) # f (1) no es posible la aplicacion del teorema de Rolle, pero si
es posible la aplicacion del teorema de los Valores Intermedios o propiedad de
Darboux que dice: “si una funcion f(x) es continua en un intervalo [a, b] y un
numero k esta comprendido entre los valores extremos de la funcion, o sea,
f(@)<k<f(b) o f(a)=k=f(b), entonces existe un valor c€[a, b] tal que f(c) = k”.

Como es f (0) < 3 < f(1)=3a€(0, 1) tal que f (a) = 3.

Lo anterior demuestra lo pedido.
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4°) Dadas las funciones: f(x) =— y g(x) = X - 4x, encuentra los tres puntos en

que se cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvas.

Los tres puntos de corte son A(— 2, 0), 0(0, 0) y B(2, 0).

Teniendo en cuenta que f(— x)=— f(x)yg(— x)=— g(x), ambas
funciones son simétricas con respecto al origen.

Considerando el valor x = 1€(0, 2):
f(H = sen%= L, g(D=1-4==3=f(1)> g(1).

De lo expresado anteriormente se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

2 2
$ = 210 - geoldx = 2 {[— - (¢~ 4x)]ax =

2 2
= 2. [ 2 dx — 2 [(x” — 4x)-dx = 2M — 2N. (%)
0 0

T
—dx=>{x = 2ot =mx=0-t=0}= fsent-%-dt =
0

% -(coscos 0 — coscos T )—% 1 - (= 1)]—%

Sustituyendo los valores obtenidos de M y N en la expresion (*):

S=2M—2N=2-i—2.(_ 4)=i+8= 8+8m _ 8(1+n).
n i

TC T

§ =20 o *~10,55u",
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real
a y resuélvelo en los casos en que es compatible:

fx+(a@a—-—1Dy+z=-1 (a— 1Dy + 2z=—2 x+(a2—5a+5)z:

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1a—110a—1210a2—5a+5);
M=(1a—110a—1210a2—5a+5 —1 -2 —a+4)

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:
M|=|1a-110a—-1210a" - 5a +5|=(a— 1)(a - 5a +5)+ 2(a — 1) -
=@-1(a - 5a+5)+(@a-1D=(a-1)(a - 5a+6)=

=a’-5+6a-a +5a-6=a —6a+1la— 6 = 0={Ruffini} =

Para {a+1 a+#2 a#3 }»>Ran M = Ran M=3=n° incég.=S. C. D.

Paraa = 1M = (101002101 —1 — 23)=>RangM'=>{Cl, c, )=
511 —102 —2113|=6 -2+ 2 + 2 = 8#0=>Rang M = 3.

Antonio Menguiano



Paraa = 25M = (11101210 =1 -1 —22)=RangM ={C, C, C,}=

(11 —101 —2102|=2 -2+ 1 = 1#0=>Rang M = 3.

Para{a = 1a = 2}=>RanM = 2; Ran M = 3=Sistema incompatible.

Paraa = 35M = (12102210 —=1 -1 —21)={C, =— C }=RangM =2

Paraa = 3=>RanM = RanM = 2 < n® inc6g.=S. C. I.

Se resuelve, en primer lugar, cuando el sistema es compatible determinado
aplicando el método de Gauss:

M'=(1a—110a—1210a2—5a+5 1 -2 —a+4)=>{F1—>F1-

> (10 ~10a-1201—-ad " —5a+4 1 —2 —a+5)>{F,>F +F)}>

—a+3

—C

> (la—-110a-1200a" - 5a+6 -1 -2 —a+3)5z=-
a —5a+6

2 —2a+4+2

_ _ —2—2z __ 2t _ a—2 ___—2(a-3)
(@ - Dy +2z=-25y= a—1 =~ a-1 = a-1 = (a-1)(a-2)"
_ _ _ 1 _ a-2-1 _ a3
x—z=1l>x=14+z=1+—FF=—5—=—-
. _ a3 _ __—2(a=3) e —
Solucionix =—-, ¥ = =X Ya€eR — {1, 2}.

Se resuelve ahora para a =3 en cuyo caso el sistema es
fx+2y+z=—12y+2z2=—2 x-2z=1 , que es compatible
indeterminado.

Para su resolucion se elimina una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y
se parametriza una de las incognitas, por ejemplo z = A, con lo que resulta:

2y + 20 =— 2 XxX—A=1}=2x=14+X% y=—1-—-A

= (@2



Solucion:{x=1+A y=—1—-A z=2A , VAER.
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2°) Dadas las rectas 1r={2x —y —2z4+1=03x -y —-—4z+6=0,

le = -OL: % y el punto de expresion P(1, — 1, 0), halla la ecuacion

general de un plano m que sea paralelo a ambas rectas y tal que la distancia de Pam
sea 2.

S=

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan.

rE{Zx—y—Zz+1=03x—y—4z+6:0=>{n1=(2, -1, —2)n2=(3,

=40 — 6] — 2k + 3k — 20 + 8 = 2i + 2j + k=v_= (2, 2, 1).

. x—1 +1 -
Un vector director de s=— =2 =Z=¢esv = (1, 0, 1).
1 0 1 s

El vector normal del haz de planos paralelos 8 que contiene al plano 1 pedido
es linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores directores de las dos
rectas:

- -

n=v xv =[ijk221101|=2i+j—-2k—2j=2i—-j—-2k=(2, —1, —2

La expresion general del haz de planos B es: f=2x — y — 2z + D = 0.

La distancia de un punto P o(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax +By +Cz +D|

Aplicando la férmula anterior al punto P(1, — 1, 0) y al plano 3:

viene dada por la formula d (P . n) =

|2:1—1-(=1)—2-0+D| |24+1—0+D| |3+D]
d(P,B) = =2, ——=2;, —=2; |13+ D|= 6>
(P, B) 22— (=2) \A+1+4 9 | |

= 3+D=6—>D1=3—3—D=6—>D2=—9}.

Existen dos planos que cumplen la condicidon pedida; son los siguientes:

1T1£2x—y—22+3=0yn152x—y—Zz—9=0.
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3°) Calcula los siguientes limites:

1

b) [cos cos (mx) + 2" ]Lx :

a) (\/2x2+3x+ 1—\/2x2—5x+7).

a)
2 2 )
2x +3x+1—-—\2x —5x + 7| = 0o — c0o=[ndet. =
(\/2x2+3x+1—\/2x2—5x+7)~(\/2x2+3x+1+\/2x2—5x+7)
= lim =
x—>+00 \/2x2+3x+1+\/2x2—5x+7
2 2 2 2
2x +3x+1| —[/2x"=5x+7
. (\/ X hSxt ) (\/ X moxd ) . 2x2+3x+1—(2x2—5x+7)
= lim - - = lim - - =
x—>+00 \/Zx +3x+1+\/2x —5x+7 x—>+00 \/Zx +3x+1+\/2x —5x+7
2 2
. 2x +3x+1-2x +5x—7 . 8x—6
= lim lim =

xX=400 2?3414/ 26° —5x+7

8x—6
X

X=400 23 3x414/26° —5x+7

6

oL

lim
X—+00

lim
xotoo A 2x+3xtl | \fax'—5x47

+
X X

X
\/2 +i+%+\/5—i+%
X x X x

\/ 2 +%+%+\/ 5—2 4L

8—0 8 8 4 42
= = =S ot 42 _5f
\[24+0+0++/2—0+0 2442 22 42 2
b)
1 1 1
x 7 Lx 1\ L1 — 0
[cos cos (mx) + 2 ] = (cos cosm + 2 ) =(— 1+ 2)° =1 >Indet. n%e>
L X
Xt 1 x L|coscos (mtx)+2
=>A=[coscos(nx)+2 ] = LA =L—L[coscos(nx)+2 ]: | (o +2" | N
X Lx
% L|‘ 2x -I L[coscos (ﬁx)+2x] L(—142)
X X +
=>A = [cos cos (Tx) + 2 ] =LA = COSC"SLEC“X) =4 =e Lx —e B =
_—mesen (m)+2"12 ori
L1 0 €0Scos (nx)+2x ﬁ
e ——Ind. E B L4
=e" =¢’ e =e ' =e .

[cos cos (mx) + Zx]Lx ="
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.y X 2 . , - .
4°) Demuestra que la funcion f(x) = sen ——-\x + x tiene un maximo relativo en

el intervalo (1, 3). Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

La condicion necesaria para que una funcion tenga un maximo relativo es que
se anule su primera derivada.

X 2x+1

T. 2\/x2+x ‘

' 2
f(x)=%-cos ﬂTx X + x + sen

(1) = Z.cos =/1° oL 2L . 33
f)=—-cos—\1 + 1+ sen - - 20\/§+12ﬁ i

2\1 +1

f3) = Z-cos S 3° + 3 + sen .23 _ T0/12 + (- 1)-—

N 212

_ 7
43"
Las funciones f(x) y f | (x) son continuas y derivables en el intervalo (1, 3).

Por ser f(1)#f(3) no es posible la aplicacion del teorema de Rolle, pero si es
posible la aplicacion del teorema de los Valores Intermedios o propiedad de Darboux
que dice: “si una funcion f(x) es continua en un intervalo [a, b] y un nimero k esta
comprendido entre los valores extremos de la funcidon, o sea, f(a)<k<f(b) o
f(a)=k=f(b), entonces existe un valor c€[a, b] tal que f(c) = k.

Como es f(1)> 0 > f(3) y la funcion f(x) es creciente en x = 1 y
decreciente en x = 3, necesariamente tiene al menos un maximo en (1, 3).

Lo anterior demuestra lo pedido.
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OPCION B

1°) Calcula los valores del parametro t para los que la siguiente matriz no es regular:
A=(—tt+1 —-t+110 —t+12 —t—11).

Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Al=|-tt+1 —t+110 —t+12 —t—11|=(—t — (-t + D)+ 2(¢t +
Ft(—t— D=t + )= (t+1)=

c (D[t D+ 20+ D+ t(=t— D] =t + 1) =
=(—t+D(-t-1+2t+2 -t —t)-t-1=(-t+D1-t)-t-1=

=—t+t3+1—t2—t—1=t3—t2—2t=t(t2—t—2)=0=>t1=0;

2 A . 1+/148 _ 149 _ 143 _ _
t —t—2=0; t= > == —2=>t2— 1,t3—2.
Lamatriz Ano esregular parat =— 1, t = 0yt = 2.
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta r que pasa por el punto P(— 4, 2, 0) y

corta a las rectas r15{2x+3y+z—1=0x+2y—3=0 y
— x+1 _ y+3 _ z+2
r="=>2""3 T3

La expresion de r | por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r15{2x+3y+z—1=0x+2y—3=0 Sy =A=x=3-2\ z=1—.

=1—6+47\—37\=—5+7\=2=>r1 {x=3—-21y =2 z=—5+A

Un punto y un vector director de r, son Q(3,0, =5 vy

v, = 2, —1, = 1).
Los puntos P y Q determinan el vector:

PQ=[Q —Pl=[(3,0, —5) —(—42 0]=(7 —2 -5)

El plano T que contiene a la recta Ty al punto P tiene la siguiente expresion

general:
nl(P; vl,PQ)E|x+4y—222 1 -17 —2 —5|=0;

5x+4)—-7(y—2)—4z+ 7z - 2(x+ 4)+ 10(y — 2)= 0;

3(x+4)+3(y—2)+32=0;x+4+y—2+z=0=>n15x+y+z+2=0

Un punto y un vector director de T son:

R-1, -3, —2yv,=(-233).

Los puntos P y R determinan el vector:

.

PR=[R-Pl=[(-1 -3, —-2)—-(—42 0]=@B, -5 - 2).

El plano T, que contiene a la recta T,y al punto P tiene la siguiente expresion

general:



- -

nZ(P; vz,PR)E|x+4y—Zz ~ 2333 -5 —2|=0;

—6(x+4)+9(y —2)+ 10z — 9z + 15(x + 4)— 4(y — 2)= 0;

x+4)+5(y—-2)+z=0;, %x+36+5y—-—10+z=0=>
=>n2£9x+5y+z+26=0.

La recta r pedida es la interseccion de los planos LY T

r={x+y+z+2=0 O9x+5y+2z+26=0.

La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x+y+2z+2=0%9%+5y+2z2+26=0}=>x=A=> y+2z=—2—A5y

—y—2z=2+ A5y +z=—26—-9A}=>4y =— 24 — 8=y =— 6 — 2A

Z=—2—-x—2z==—2—-2A+6+2L=4+A=r={x = A y=—6—2\z=

<
[
Hlk
I
F.
(o)}
T
NN
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3°) Encuentra los extremos absolutos de la funcién f(x) = (x2 — 3)-e_x+2 en el

intervalo [— 2, 4]. Menciona los resultados teoricos empleados y justifica su uso.

f(x) = (x2 — 3)-e_x+2.

La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo es que
se anule su primera derivada.,

f'(x) = 2xe T 4 (x2 — 3)-(— 1)-e_x+2 = e_x+2-(2x — X+ 3).

fx)= 0=>e_x+2.(2x —x ¥ 3) —0 X —2x—3=0; x = zﬂ;m _

2416 244 _ _
=, =, —1i2=>x1— 1,x2—3.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trate de un minimo y,
si es negativa, de un maximo.

f”(x) =— ey (— X+ 2% + 3) +e (= 2+ 2)=

= e_x+2-(— 26+ 2 +x — 2x — 3) = e_x+2-( ’

x — 4x — 1).

f”(— 1)= 63'(1 +4-1)= 4¢’ > 0=Minimo parax =— 1.

f(= D =( - 3)e’ =— 2¢’= — 40,17=Minimo: P(~ 1, — 2¢°).
F@)=e (9 -12 - 1)=— % < 0=>Maximo parax = 3.
f(3)=(9 - 3)e =222 21=Maximo: Q(3, i)

Teniendo en cuenta que f(x) es continua en su dominio y que:
f(=2)= (4 — 3)-¢" = e"=54,60.

f(4)=(16 — 3)e =L =176
e

Minimo absoluto: P(— 1, — 263)yméximo absoluto:B(— 2, e4).
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las siguientes funciones:
X 2
e
encerrada entre ambas graficas.

f(x) = cos cos y glx)= XT — 1. Calcula el area de la region del plano

Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de
la ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones.

2
X X X x x
f(x)= g(x)= coscos =-—1 =coscos—- = (— — 1)(? + 1)-

4 4 2
. X .
Teniendo en cuenta que para x = 2= cos cos —— = 0, las soluciones de la

ecuacion son X, ==2,x,=2.
Los puntos de corte de las dos curvas son A(— 2, 0) y B(2, 0).

En el intervalo (— 2, 2) las ordenadas de la funcion f(x) = cos cos % son

2
mayores que las correspondientes ordenadas de la funcion g(x) = XT — 1, por lo

cual, la superficie a calcular es la siguiente:

S = _jz[f(x) — g(x)]dx = f[(cos cos - ) - (xTz — 1)]-dx =

-2

z 2 2 2 )
= f(coscos% -+ l)dx:fcoscos%-dx+ f(—xT+ 1)dx:M+N
) ) 2
(*)
2
M = fCOSCOS%'dJCi{JC:Z—)t:%x:— 2—>t=_7“}:>
~2
% 4 4 % 4
>M = f cos cost-?-dt =;-[Sent]_=?-[sen%— sen (_ %)]:
_%, 2
— 41— (= _ 8
=—[1-(1D]=



8 8
——?4-2—?4-2:4—

16

4
12 _4_T__'

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de M y N:

24+8n __ 8(m+3)

S=M+N=24+2=
i 3

3t - 31
§ =203 yfx5,210"
TC
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se valorard el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracion errores numeéricos, de calculo, etc.,
siempre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, graficos, presentaciones,
esquemas, etc., que ayuden a visualizar mejor el problema y su solucion se valoraran
positivamente. Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A
1°) Discute el sistema
fax + 2y + 6z =0 2x +ay + 4z = 2 2x +ay + 6z=a— 2

segin los valores del parametro a. En caso de existir, encontrar la solucion para el
casode a = 0.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=@262a42a6)yM =(@262a42a6 02a— 2).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
IM|=]a262a42a6|=6a"+ 12a + 16 — 12a — 4a" — 24 = 2a° — 8 = 0

a —4=0; a =4=>a1=—2,a2=2.

Para {a# — 2a#2}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Paraa=—2=>M'=(—2262 — 242 —26 02 —4)=>RangM'=>(C1, C3

>|- 26024226 — 4|= 32 + 24 + 24 + 48#0=>Rang M = 3.

Para =— 2=>Rang M = 2; Rang M' = 3=Sistema incompatile.

Antonio Menguiano



Paraa =2=M = (226224226 020)={F = F]>RangM =2

Paraa = 2=>Rang A = Rang A=2 < n?incog.=S. C. I.

Para a=20 el sistema resulta:
2y + 62 =0 2x + 4z = 22x + 6z =— 2}, que es compatible determinado,
equivalente al sistema y + 3z =0 x +2z=1x+ 3z =—1}.

Restando a la tercera ecuacion la segunda resultaz =— 2; x = 5; y = 6.

Solucion:x =5,y =6, z =— 2.
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2°) Dada la recta que pasa por los puntos A(0, 2, 3) y B(— 1, 1, 1), encontrar un
punto P de dicha recta tal que la distancia de P al punto M(1, 0, 1) sea la misma que
la distancia de P al punto N(O, 4, 2).

-

BA=[A—-B]=[(0,23)-(-11 D]=(1 1, 2).

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es
r={x = A y=2+Az=3+ 2\.

Un punto genéricode r es P(A, 2 + A, 3 + 21).

MP=NP=V(A— 1) +(2+A—0 +(3+21—1)°=

VA =0+ (2+2 -4+ (3 + 24 -2
A=+ 2+ +2+20° =D+ (=2 +0°+ (1 + 20%

A e A+ 1+ 44+ MM+ + 4+ +4 =24 -4+ + 1+ 40+ 45

61 + 10L + 9 = 61" + 5; 100 + 9 = 5; 100 =— 4; 51 =— 22 =— —.

2 2 8 4 11 2 8 11
{XZ—? y=2——=—Z=3——=— }:P(_?’?’T)
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3°) Sabemos que la recta y = 2x — 10 es tangente a la grafica de la funcion
f(x) = X + Ax" + Bx — lenel punto P(1, — 8).

a) Calcular los valores de Ay B.

b) Calcular los puntos de corte de la funcién f(x) con larectay =— 15x — 1.

a)
Por contener f(x) al punto P(1, — 8) =f(1)=— 8:

fF)=1"+41"+B1-1=—8 A+B=—28. ()

La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual al valor de su
primera derivada en ese punto.

Larectay = 2x — 10 tiene de pendiente m = 2 :>f'(1) = 2:
f(x)=3x"+ 24x + B.
F()=31"4+241+B=2 24+B=—1. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

A+ B =—824+ B =— 1} —A—-—B=82A+ B =— 1}::AA = 7;lg:=_

f(x) = X+ 7x° — 15x — 1.

b)

FOO)=y=x + 7x = 15x — 1 =— 15x — 1; x + 7x" = 0;
2
x(x+7)= 0:>x1=x2= 0, X, == 7.

Y, == 12P(0, = 1).

Y == 15:(= 7)= 1 = 105 = 1 = 104=Q(~ 7, 104).

Los puntos de corte son P(0, — 1)y Q(— 7, 104).
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4°) Resolver la integral: I = [(x + 5)-egx-dx,

I=[(x+ 5)-esx-dx=>{x +5=u>du = dxedx = dvov = %-eg’x}:

= (x + 5)~%-e3x - f%-eSx-dx =(x + 5)'%'639( —%f e dx = (x + 5)'%'63

x 1
9

1 3x 1 3x
=3¢ Bx+15-1D+C=—5e CBx+ 14+ C

I =[(x+5)e dc=—e"Bx+ 14)+ C.

seskoskoskoskoskoskskoskok



5°%) La suma de 45 numeros seguidos nos da 1.890. ;Cual es el menor y el mayor de
los nimeros que componen esa suma?

Se trata de la suma de los 45 términos de una progresion aritmética cuya
diferencia es uno.

a +a
Sabiendo que S = — ~-ny que a =a + (n — 1)-d:
S ata 2-sn 2-sn
= n= =a +a; a = —-a..
n 2 n n t 1" "n n 1
2-sn d 2-sn Oed: 2 2-sn
= —_ = — = — — = — (1" — .
a ~ a a a1+(n )d } ~ a, a1+(n )-d; a, ~
s, 2-1.890
S = — —(=Dd e —(5-D1 8444 40 _ 20
1 2 - 2 - 2 T 2 T &%

an:a1+(n—1)d=20+44-1=64.

Elmenor de los nimeros es 20 y el mayor, 64.
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OPCION B

1°) a) Calcula para que valor, o valores, de x admite inversa la siguiente matriz
A=11xx0 -1 —6 —10).

b) En caso de existir, calcula la inversa de A para x =— 3.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Al=111xx0 =1 —6 —10|=—x"+6—1=0; x =55x, =—+5x, =15

Lamatriz A es invertible VXER — {— \/g, \/g}

b)
Parax =— 3esA=(11 -3 -30 -1 -6 —10).
Adj. de A

: : : -1
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: A = m

A]=]11 =3 =30 -1 -6 —10|=—9+6—-1=—4 A =1 -3 —61

Adj.deA"=(0 =1 —10] —|1 =1 —30[|10 =3 —1] =|-3 —6 — 10

~1 _ Adj.deA” _ (-13-16-18103-53) _ 1 . _ _ _
A =—p= — =——-(—13 -16 — 18103 —53)

Al =—=2.(-13 -—16 - 18103 - 53).
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2°) a) Encontrar la ecuacion de la recta que es paralela a los planos de ecuaciones:
nlzx—3y+2=0 y nZEZx—y+32—5=O y que pasa por el punto

P(2, 6, 5).
b) Encontrar la distancia del primer plano a la recta obtenida.

a)

Por ser la recta paralela a los planos T Y T, su vector director tiene que ser

perpendicular a los vectores normales de los planos, es decir: tiene que ser
linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores normales de los
planos.

N

[;1:(1, ~3, D=2 -1, 3)}=>v'r=|ijk1 ~ 312 — 13]=— 9 +

=—8i—j+5k=(—8 -1, 5)=>vr=(8, 1, = 5).
La expresion de r dada por wunas ecuaciones paramétricas es:

r={x=2+8ly=6+A z=5— 5A.
b)

La distancia del plano m x la recta r es la misma que la distancia del plano a

un punto cualquiera de la recta:

La distancia de un punto Po(xo, Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0

|Ax0+By0+CZO+D|
JA+B

Aplicando la férmula al plano T EX — 3y + z = O yal punto P(2, 6, 5):

viene dada por la formula d(Po’ T[) =

_ _112-3-6+415] _ [2-18+5] _ _11 _
d(p, m) = Novrovaai e V11

d(r, 111) = \/Hunidades.
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3
3°) Dada la funciéon y = f(x) = = +24 :

X
a) Razonar la existencia de maximos y minimos de la funcion. Si existen, hallarlos.
b) ;Para qué intervalos es creciente la funcion?

c¢) Hallar todas las asintotas de la funcion.

a)
Para que una funcién racional tenga un extremo relativo es condicidon necesaria
que se anule su primera derivada:

3t = +4)2x  3x—2(x+4) _ 3x’-2x'—8 _ x'—8
4 X3 X3 X3

y =f(x)=

' ' 3
y=f)=0"2=0 x" - 8=02x=2

X

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un minimo vy,
si es negativa, de un maximo.

" " 2 3 3 2 3 3 3 3
3x x —(x —8)-3x 3x —3:(x —8 3x —3x +24 24
y = f(r)= 2ty aoalece) | avea 4

X X X X

f”(Z) = % = 3 > 0=>Minimo relativo para x = 2.

3
f(2)= 2;4 =2 — 12 _ 35 Minimo: P(2, 3).

4 4
b)
Una funcidn es creciente cuando su primera derivada es positiva.
L x-8 _ 8 8
fO)=—F=1-=5>0=>=<1I=2{x<0x > 2.
X X X
La funciony = f(x) es creciente para x€(— o, 0) U (2, + o0).
c)

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.



3
k=fx)= = j‘* = o0=> No tiene asintotas horizontales.
X

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x = 0= Larectax = 0 (eje de ordenadas) es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

3
x +4

3
_ 0 4 X +4
m=-+--—" =—— = = = 1.
x3+4 x3+4—x3 4
n=[f(x)—mx]=( > —x)= ——= lim — = 0.
X X X—00 X

Larectay = x es asintota oblicua.
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4°) Calcular el area del recinto limitado por las parabolas y =— X - 10x,

y =(x + 4)2, realizando un dibujo del mismo.

Los puntos de interseccion de las parabolas son las soluciones de la ecuacion
que resulta de la igualacion de sus expresiones:

X —10x=(x+4)°=x"+8x+16=0; 2x" + 18x + 16 = 0;

X+ 9x + 8= 0 x = EITEL o 9H 9~ 8L A(— 8,16) x, =—

2

. 2 . , ..
La pardbolay =— x — 10x es coéncava (N) y su maximo es el siguiente:

y=—2x—10=0; x + 5 = 0=

=>x =— 5.

Vg == (=5 = 10:(= 5) =

=— 25 + 50 = 25> V (- 5, 25).

2
La parabola y = (x + 4) es convexa
(V) y su minimo es el siguiente:

y'=2(x+4)=0; x+ 4 =0=>

>x =— 4.

2
Yy =4+ =02V,(~40)

La pardbolay = (x + 4)2 corta al eje de abscisas en los puntos C(— 10, 0) y
0(0, 0).

La situacion se expresa, aproximadamente, en la figura adjunta.

Como se observa en la figura, en el intervalo (— 8, — 1) las ordenadas de la
, 2 :
pardbola y =— x — 10x son mayores que las correspondientes ordenadas de la

pardbolay = (x + 4)2, por lo cual la superficie a calcular es la siguiente:



-1

—_ _ 2_ —_ 2- =
S—_fB[( X 10x) (x+4)]dx

-1 -1
— — 2 — — 2 . — — 2 — — . =
= _fg[ x" — 10x (x + 8x + 16)] dx _f8( 2x" — 18x 16) dx

-8 -8 -8
= [(2x" + 18x + 16)dx [2;‘ TR S 16xl =[2§ ] =
-1 -1 -1

_[”8) +9:(— 8)° + 16:(— 8)] [2“) +9:(— 1’ + 16:(— 1)]

(2 570 = 120 (3910 (22 ) (-3 7)-

1.022 _ 1.365-1.024 _ 341
3 3 -3

s =2 u'=113, 67",
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2017 2017 2017 2017
5°) Dado el nimero N =2 + 5 +6 sea Z =N . Contestar

razonadamente a la siguiente pregunta: ;es Z multiplo de 10?

. , . 0 .
Notese que las sucesivas potencias de 2 (excluyendo 2°) terminan,
sucesivamente, en 2,4, 8, 6,2, 4, 8,6, -+

En general, 2 termina en:
{6—>Sielreston:4es02-Sielreston:4es14-Sielreston:4es?28-Sielreston: 4

2.011 :
El resto de 2.017 entre 4 es 1, por lo cual 2 termina en 2.
: : 2.017 :
Todas las potencias de 5 terminan en 5, por tanto 5 termina en 5.

: : 2.017 :
Todas las potencias de 6 terminan en 6, por tanto 6 termina en 6.

N = 22017 n 52017 n 62017.

El nimero N terminaen 3 porser2 + 5 + 6 = 13.

Las sucesivas potencia de 3 son las siguientes:

3 =1, 3 =3; 3 =09; 33=27; 34=81; 35:243, .......

En general 3" termina en el resto de la divisién de n entre 4.

n .
En general, 3 termina en:

{1-Sielreston:4es03-Sielreston:4es19-Sielreston:4es27-Sielreston: 4

En resumen: ninguna potencia de un nimero que termine en tres puede
terminar en cero y, como consecuencia de todo lo anterior se deduce que:

7 =N"noes multiplo de 10.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JUNIO — 2017

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se valorard el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si
las hubiere. No se tomaran en consideracion errores numeéricos, de calculo, etc.,
siempre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, graficos, presentaciones,
esquemas, etc., que ayuden a visualizar mejor el problema y su solucion se valoraran
positivamente. Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A
1°) Discute el sistema {2x + y —z=1 x4+ my+z=23x+y —mz =3

segun los valores del parametro m. (NO es necesario resolverlo).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=21-11m131 —m)yAd =21 —11m131 —m 123)

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro m es el
siguiente:

A|=21 —11m131 —m|=—2m =1 +3 +3m -2+ m = 0;

—2m2+4m=0; m2—2m=0; m(m—2)=0=>m1=0,m2=2.

Para {m+#0 m#2 }=>Rang A = Rang A=3=ne incog.=S. C. D.

Param = 0=A = (21 — 1101310 123)={C +C,=C,}=RangA = 2

Param = 0=Rang A = Rang A=2<ne incodg.=S. C. I.
Param =2=A =(21 - 112131 —2 123)=Rang4 ={C,C, C,}=

Antonio Menguiano



>1211122313|=12+1+6 —6 — 4 — 3 = 6#0=>Rang A = 3.

Param = 2=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.
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2°) Dado el punto M(1, — 3, 7), obtener su simétrico respecto a la recta que pasa
por los puntos A(1, — 3, 4)yB(0, — 4, 1).

-

BA=[A-B]l=[(1, -3, 4—-(0, —4 1D]=(1,1, 3).

Un vector director de la recta r que pasa por A y B es ;r = (1, 1, 3).

El haz de planos perpendicularesares =x + y + 3z + D = 0.

El plano € que contiene al punto M(1, — 3, 7) es el siguiente:

B=x+y +3z+D =0 M@, =3, 7)}»1-3+374+D=0;

D=—19>n=x+y + 3z — 19 = 0.

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r={x = A y=—4+2Az=1+ 31.

El punto Q interseccion de la recta r con el plano T es el siguiente:

m=x +y+3z—-19 =0 r={x = A y=—4+Az=1+ 3\ }=A + (-
A—4+A+3+90—19=0; 11A — 20 = 0=A =1

20 20 24 24 T
X = 11

- 20 _ 24 — 60 _ 71 20 22 7
y=—4+ - Z_1+11_11}:>Q(11' 11’ 1

Para que M sea el simétrico de M con respecto a r tiene que cumplirse que:



(

1

1

)

IVYQ = QTVI'=> [(

1

1

)

20 24 71 20 24 71
1~ 11’ 11)_(1' -3 7)]=[(x,y,z)—(11,— 11’ 11)];
6 20 24 71 20 9 29 24
— = —_— _ _— —_—_—= ) = — —_— =
11) (x Yt Z 11):{’5 1o XT T Yt
(29 15 65
=M ( 11’ 11’ 11 )
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: 4 3 2
3°) Dada la funcion f(x) =x + Ax + Bx + Cx + 7:
a) Calcular A, B y C sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa x = 0 es
horizontal, que ademds la funcion tiene un extremo relativo en el punto de abscisa

x = 2yquecortaal eje OXenx = 1.

b) Para los valores obtenidos calcule los maximos y los minimos de la funcién.

a)
La pendiente de la tangente a una funcidn en un punto es igual al valor de su
primera derivada en ese punto:

f'(x) = 4x" + 3Ax" + 2Bx + C.

m=0=f0)=C=0.

Por tener un extremo relativo parax = 2= f ’(2) =0:

F2)=42"+342°+2B2+0=0; 32 + 124 + 4B = 0;
8+34+B=0;, 3A+ B=—8. (1)

Por cortar al eje OX enx = 1=f(1) = 0:

4 3 2

1" +A41+B1°+01+7=0, A+ B=—8. (2

Resolviendo el sistema que forman las ecuaciones (1) y (2):

34+B=—8 A+B=—8}34+B=—8 —A—-—B=8 }=224=024=0
B =— 8.

f(x)= X — 8¢ + 7.

b)
f'(x) = 4x° — 16x.

f'(x) = 0=:»4x3 — 16x = 0; 4x(x2 — 4) = O=>x1 =0, X, == 2, X, = 2.

f (x)= 12x" — 16.



f”(O) = 12:0° — 16 =— 16 < 0=>Méximo relativo parax = 0.

f(0) = 7=Maximo: P(0, 7).

f”(— 2)=12-(— 2)2 — 16 = 32 > 0=>Minimo relativo para x =— 2.

f(-2)=(2)"—8(- 2"+ 7 =16 — 32 + 7 =— 9=>Minimo: Q(— 2, — 9)

f"(Z) = 12:2° — 16 = 32 > 0=>Minimo relativo parax = 2.

f2)=2"-82"+7 =16 — 32 + 7 =— 9>Minimo:R(2, — 9).
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4°) La curva y = f(x) = %x divide al rectangulo A(0, 0), B(0, 2),C(4, 2),

D(4, 0) en dos recintos.
a) Dibuja la grafica de la funcion y el rectangulo ABCD.

b) Calcula el area de cada uno de los dos recintos.

a)
2
La pardbola y = f(x) = %x , por
ser simétrica con respecto al eje OY pasa
por el punto C(4, 2) y su simétrico

C (— 4, 2), y tiene su vértice en el origen.

La recta y = 2 es la que pasa por
los puntos B(0, 2) y C(4, 2).

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

b)

4 _ 8
3~ 3°

I
~
N
N
I

|l\)
w
~——
I
(e
Il

8—
4—?—4-—

_ 8 2 2
Sl-— 3 u :2,5711.

2 4 2 4 2 4
S, =[f()dx + [ 2dx = [ +x dx + [ 2dx =+ x'dx + 2] dx =
0 2 0 2 0 2
1 & 4 1 (2 4 _ 4 16
=1 +2-[x]2—7-?—0 +2'(4—2)—?+4—4+?—T.
0

s =28 =5 3347
2 3
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5°) Calcular la potencia A% de la matriz A = (01 —10).

AA=A44=01-10)01 —10)=(—100 —1)=—(1001)=— 1

A =A%A = 1.4 = A.

A=A A= a4=—4A=—(D=1

En general A elevado a n es igual que A elevado al resto que resulta de dividir
n entre 4.

2017 _ 2016+1
4 4

= 504 +% =>Resto = 1.

0172 _ 1

A A=A4=(@01-10).
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OPCION B
1°) DadalamatrizA =(m — 200 —2001m):

a) (Para qué valores de m la matriz A posee inversa? Estudiar el rango de la matriz
en funcion del parametro m.

b) Hallar el valor de m para que se cumpla la igualdad A% = 4-(100010001).

“ Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
A|=|m — 200 —2001m|=—2m’ = 0=m = 0.
La matriz A es invertible VmeR — {0}.
Param = 0=A=(0 — 200 —20010)=>RangA = 1.
Para m#0=>Rang A = 2;param = 0=>Rang A = 1.
b)

A"=AA=(m -200 —2001m)(m —200 —2001m)=(m" — 2m + 40

A*=4(100010001)= (m" —2m + 400400 — 2+ mm" )= (4000
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2°) Calcula la ecuacidén de la recta que corta perpendicularmente a la recta de
=23 = %y que pasa por el punto A(14, 3, 3).

., . _ X
ecuacion continua 7":7 ="

Un vector director de la recta r es v o= (2, = 2, 3).

El haz de planos 3 perpendiculares ar es =2x — 2y + 3z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano T que contiene a A(14, 3, 3) es el
que satisface su ecuacion:
=2x — 2y +3z+ D=0 A(14, 3,3)}=> 214 - 23 + 33+ D =
26— 6+94+D=0;, 31+ D=0=>D =—31=>n=2x — 2y + 3z — 31 =0

La recta r dada por unas ecuaciones paramétricas  €s

r={x=2A y=3—-2Az=1+ 3A.

El punto B, interseccion de la recta r y el plano T es el siguiente:

nm=2x — 2y +3z—-31=0 r={x=2A y=3—-2Az=1+3A}=

0; A — 2 =0=A=2.

AN —6+ 412+ 3 +9A—-31=0; 171 — 34

B={x=22=4 y=3-22=—1z=1+32=7 }=B& —-1,7)

Los puntos A y B determinan el vector BA = [A — B] = (10, 4, — 4)

La recta s pedida dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la

siguiente:
x=4 _ y+1 _ z-7

S= 5 = 2 5
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3°) Dada la funcion f(x) = - —
—X

a) ;Cual es el dominio de la funcién? ;Para qué intervalos es creciente?
b) Razonar si tiene maximos y minimos. En caso afirmativo, hallarlos.

c¢) Calcula la recta tangente a dicha curva en el punto cuya abscisa es x = 0.

a)
El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores que anulan el
denominador.

2
1 —x —O=>x1—— 1,x2—1.

D(f)=R — {— 1, 1}.

Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando el valor de su
primera derivada en ese punto es positiva o negativa, respectivamente.

2

' 2 2 2
£ = 1 (1-x )2+2x-2x _ d-x +22;2c _ 1+x2 _ > 0, vxeD(f).
(1-x) (1-x") (1-x)

La funcion f(x) es mono6tona creciente en su dominio.

b)
Para que una funciéon tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicién necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.

Por ser f’(x) * 0, Vx€R.

La funcién f(x) no tiene maximos ni minimos.

c)
La pendiente de la tangente a una funciéon en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto, por lo cual:

1-0
(1-0)*

m = f(0) = = 1.

El punto de tangencia es 0(0, 1).

La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — Yy = m(x — xo):



y—0=1(x —0)= x.

Recta tangente:t=x — y = 0.
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_ X 45 _ X 45 _ X 45 *
I'= f X—2x +x dx = f x(x2—2x+1) dx = f x(x—1)2 dx ( ) =

N X 45 _ i_l_ B + C _ A(x—1)2+Bx(x—1)+Cx _ A(x2—2x+1)+Bx2—Bx+Cx _
x(x—1)° x x—1 (x—=1) x(x—1)° x(x—1)°

2 2 2
_ Ax —2Ax+A+Bx2—Bx+Cx — (A+B)x +(—2A—ZB+C)x+A - A+B=12A4+B—-C=0
x(x—l) x(x—l)

25—-4—-C=0,10—-4—-C=0;, 6 —C=0=C=6.

Sustituyendo los valores hallados en la expresion (*):

_ X 45 s —4 6 .
[ —fm'dx —f[7+ T T oy -dx = 5Lx — 4L|x — 1|+ M.
(**)

M =f( 61)2 dx=>{x — 1 =tdx =dt}= 6f%dt — 6‘ft_2'dt _

x= t

-1
=6-—+K=—>+K=-—"—+K=M.

- x—1

Sustituyendo el valor de M en (**):

x2+5

I =fT-dx = 5Lx — 4L|x — 1|—T61+ K.
x —2x"+x
_ x2+5 5.1 x| 6
I = f—x3—2x2+x -dx _Tle—l | 1 + K.
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5°%) Un autobus transporta 60 viajeros de tres tipos. Hay viajeros que pagan el billete
entero, que vale 1,2 euros. Otro grupo de viajeros abona el 80 % y un tercer grupo
abona el 50 %. La recaudacion del autobus fue de 46,56 euros. Calcular el nimero de
viajeros de cada clase sabiendo que el nimero de viajeros con mayor descuento es el
doble que el numero del resto de viajeros.

Siendo x los viajeros que pagan el billete entero; y los viajeros que pagan el 80
% del billete y z los viajeros que pagan el 50 % del billete.

Cada uno de los tipos paga: x—1, 2 euros; y—0, 96 euros; z—0, 6 euros.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+y+z=6012x+ 0,96y + 0,6z = 46,56

Z

x+y+z=6030x + 24y + 15z = 1.164 2x + 2y —z=0}

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ |60111.164241502—1] _ —1.440+2.328—1.800+1.164 _ 3.492-3.240 _ 252 14

T ]11130241522-1] = —24+60+30—48-30+30 90-72 18 T )

_ |1601301.1641520-1| _ —1.164+1.800—2.328+1.800 __ 3.600—3.492 _ 108 __ 6
y = 18 - 18 - 18 18 T

_ |116030241.164220| _ 3.600+2.328—2.880—2.328 __ 5.928-5208 _ 720 __ 40

o 18 o 18 o 18 18 :

Pagan el billete entero 14 viajeros; el 80 %, 6 viajeros y el 50 %, 40 viajeros
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE VALENCIA

JULIO — 2017
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcion. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni almacenar
texto o fébrmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 tales que Al=— A -1 y

3 . : : -
2B = B, siendo I la matriz unidad. Obtener razonadamente, escribiendo todos los
pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que la matriz A es invertible.

b) Los valores posibles del determinante de B.

: .2 : : .
¢) El valor del determinante de la matriz B, sabiendo que la matriz B tiene inversa.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

Amm AL A+ A=—1 AUA+ D= I>|AA + D|= |- I|;

|A||A + I| =— 1=|A|#0, |A + I]|#0, lo cual prueba que:

La matriz A es invertible como queriamos justificar.

b)

Una solucion trivial es |B| = 0 y otras soluciones son las siguientes:

2B° = B; 2B"B = B=>2B" = I,2-B-B = I=|2-B-B| = |I|;

Antonio Menguiano



= ) 3' = ) 2'_'1- = J—:: _l_
12B||B|=1; 2°|B||B|=1; (|B])" === |B| J_,\/: +1
\/7

Soluciones: |B| = 0; |B| = iTZ.

c)
2B> = B: 2B*B = B: 2B°B-B ' = B-B " 2B°I = I
3 2 1
2-B:B = I>[2B||B| = 1; 2|B||B|=1; |B"|=+-
2] 1
|B =
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2°) Se dan la recta r={x — 2y —2z=1x+4+3y—z=1 y el plano
nm=2x + y + mz = n. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los valores de m y n para los que la recta r y el plano T se corten en un punto.

b) Los valores de m y n para los que la recta r y el plano m no se cortan.

¢) Los valores de m y n para los que la recta r esta contenida en el plano .

a)
La recta r y el plano m se corten en un punto cuando el sistema que forman es
compatible determinado.

La recta r 'y el plano m determinan el  sistema
x—2y—2z=1 x+3y—z=12x+y + mz=n}

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas es compatible determinado cuando los rangos de las matrices de

coeficientes y ampliada son iguales e igual al nimero de incégnitas, es decir, tres.

Para que el rango de ambas matrices sea tres es suficiente que el rango de la
matriz de coeficientes sea tres, o sea, que su determinante sea distinto de cero.

La matriz de coeficienteses A = (1 — 2 — 213 —121m).
|[A|=11 —2 —213 - 121m|=3m—-2+4+ 12+ 1+ 2m = 5m + 1!
m + 3 = 0=>m =— 3.

Larectary el plano Tt se cortan en un punto VmeR — {— 3} y neR.

b)

La recta r y el plano 1 no se cortan cuando son paralelos sin ser coincidentes, o
sea, cuando el vector normal del plano y el vector director de la recta son
perpendiculares y el plano no contiene ningun punto de 7.

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.

Para determinar un punto y un vector de la recta r se expresa mediante unas
ecuaciones parametricas:

r={x — 2y —2z=1x+3y—z=1=2y==x—-2z=14+2A x—z=1— 3

=2z=—5, x=14+2A—-10A=1—-8=r={x =1 -8y =A z =— 5A



Un punto y un vector director de r son P(1, 0, 0) yv = 8, —1,5).

Un vector normal del plano n=2x + y + mz = nesn = (2, 1, m).
von = 0=@8, —1,5(2,1,m=0,16 -1+ 5m=0; 15+ 5m = 0;
3+ m=0>m=— 3.

mgP=>n=2x + y — 3z =n P(1, 0, 0)}=>2 + 0 — 0#n=>n=#2.

Larectaryelplano mno se cortanparam =— 3y n#2.

c)
La recta r estd contenida en el plano m cuando tienen infinitos puntos en
comun, o sea, cuando el sistema que forman es compatible indeterminado.

Segiin el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema es compatible
indeterminado cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son

iguales y menores que el nimero de incognitas, es decir, menor que tres.

Un menor de la matriz de coeficientes es |1 3 2 1 |#0=Rang A = 2.

A=(1-2-213 -121 -3 11n)=>RangA =23{F +F,=F }=n

Larectar esta contenida enelplanonparam =— 3yn = 2.

skesk skeosk kosk skok skok



: 3 ., 3 :
3°) Se consideran las curvas y = x , y = ax y la funcién f(x) = x — ax, siendo a
un parametro real y a > 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los puntos de corte de la curva y = f(x) con los ejes de coordenadas y los
intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f.

b) La gréfica de la funcién f cuando a = 9.

c) El valor del pardmetro a, el area de la region acotada del primer cuadrante

3
encerrada entre las curvas y = x ey = ax, cuandoa > 1.

d) El valor del pardmetro a para el que el area obtenida en el apartado ¢) coincide

. ., : 3 :
con el area de la region acotada comprendida entre la curva y = x , el eje OX y las
rectasx = Oy x = 2.

a)
Corte coneleje Y: f(x) = X — ax=x = 0=f(x)= 0= 0(0, 0).

Cortes con el eje X: f(x) = 0>x° — ax = 0; x(x2 — a) = 0=

= x = 0; x, =—+Ja, x, = Ja= 0(0, 0), P(=+/a, 0) y Q(\/a, 0).

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

2 _ 4 fBa _ +Pa

f'(x)=3x2—a=0;x=—=>x =— , X =

Las raices de la derivada dividen el dominio de la funcion, que es R, en los tres

siguientes intervalos: (— 0o, — ﬁ), (— J?“, @)y(@ + 00) que son,

3 3’
alternativamente, crecientes o decrecientes.

X = OE(— Jzﬁ, Agi) es

Considerando, por ejemplo, el wvalor

f(0)=—a < 0.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:

f(x) creciente:f'(x) > O=>xe(— 0, — @) U (@, + 00).

3 3




f(x) decreciente: f'(x) < 0:>xe(— Ba @)

3’7 3

b)

Cuando a = 9 la funcién es f(x) = X - 9x.

LOS puntos de corte con los ejes sSOn los _
siguientes: 0(0, 0), P(— 3, 0) y Q(3, 0).

..................................

Los puntos maximo y minimo son los [
siguientes:

f'(x)= 3x° — 9 = 0; X =33

5 x == 3, x, = 3.

Teniendo en cuenta la simetria con respecto al
origen de la funcion por ser f(— x) =— f(x):

f(=+3)=— 33+ 93 = 63=10,4=>
>Max =>M(— /3, 6y3).

Por simetria: Min. =N (\/5, — 6\/§)

.............................................

La representacion grafica de la funcion, aproximada, aparece en la figura
adjunta.

c)
: 3
La abscisa del punto de corte de la curvay = x con la
recta y = ax, cuando a > 1, es la siguiente:

3 2
X" =ax; x = a=x =+ a.

En el intervalo (O, ﬁ) las ordenadas de la recta son i iy
mayores que las correspondientes ordenadas de la funcion, por ...-2 @] ...
lo cual el area pedida es la siguiente:

2
ax X
2 4

S = \/f[ax — xg]-dx = [




d)

El area de la region acotada comprendida entre la curva y = x3, el eje OXy las
rectas x = 0y x = 2 es la siguiente:

2, S A
S=fx-dx=[xT] =5 - 0=4
0 0

2
L =4 d =16a>0>a=4
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OPCION B
1°) Se consideran las matrices A = (00 —1010100)el/ =(100010001)
. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La justificacion de que A tiene matriz inversa y el calculo de dicha inversa A7
b) La justificacion de que At=1

¢) El célculo de las matrices A7, A% y A%

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

|[A]=100 — 1010100 |= 1#0 = Lamatriz A es invertible, c. q. j.

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(D=(100010001)={F ©F}=(001010100)=

=>{F3—>—F3}=>(001010 ~100)>4 '=(001010 —100).

S>M =20 -1 —-412 —101).

? A*=A4A4=00-1010100)(00 —1010100)=(—10001000 —
A =4"A=(-10001000 —1)(00 —1010100)=(001010 — 10
A'=4>4=(001010 —100)(00 —1010100)=(100010001)=

Queda justificado queA4= I

c)

A =a"A=1454"=001010 —100).

7
A= (4a) A" =1"4a"=4">4"=(-10001000 — 1).




I

2

=1=24"=1
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2°) Se dan la recta TE% =Y -zl
a -1
a y b dos parametros reales. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del

razonamiento utilizado:

y el plano m=2x — y + bz = 0, siendo

a) El punto de interseccion de la recta r y el plano m cuando a =— b = 1.
b) La distancia entre la recta r y el plano m cuandoa = b = 4.

c) La posicion relativa de la recta r y del plano T en funcién de los valores de los
parametros a y b.

a)
Paraa =— b = I:rz%:%z Z__ll yn=2x —y — z = 0.

La expresion de r dada por wunas ecuaciones paramétricas es
r={x =1+ 41y = A z=1-2A

m=2x —y—z=0 7r={x=1+4Ay =A2A z=1—-A }=2(1 + 4A) —

2+8 —-A-1+A=0; 8L+ 1=0=r=——

Il
—_
+

oo|>—x

[l

@ |o
——

1 1 1 1
{x=1—4~?=1—7=7y=—? z

b)

Paraa = b = 4=r= le =< = Z__ll yn=2x —y + 4z = 0.

Un punto y un vector director de r son A(1, 0, 1)y v o= 4, 4, — 1).

Un vector normal del planomesn = (2, — 1, 4).

Como es logico, la recta r es paralela al plano (en cualquier otro caso la
distancia seria cero), para lo cual es necesario que el vector director de la recta sea
perpendicular al vector normal del plano, o sea, que su producto escalar tiene que ser
cero, como se comprueba a continuacion:

- -

v on= 4,4, —1)(2, —1,4)=8—4 — 4 = 0=>Paralelos, c.q.c.

La distancia de la recta r al plano m es la misma que la de cualquier punto de r
al plano .




La distancia de un punto PO(xO, Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0

|Ax0+ByO+CZO+D|
B

Aplicando la férmula al punto A(1, 0, 1) y al plano n=2x — y + 4z = O:

viene dada por la formula d(Po’ T[) =

2:1-1-0+4-1 2-0+4 6 6121 221 .
d(P,m) = d(r, m) = ZLOHAL _ 1220ti 6 601 _ 2 g e,
N (1) +4 \4+1+16 21
c)
La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:
x—1 z—1
re—=2<="= r={ax — a = 4y —x+1=4z — 4 >r={ax — 4y = ax

Larecta r y el plano 1 determinan el sistema
fax — 4y = a x+4z =5 2x —y+bz=20.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
M=( —401042 —1b)yM =(a — 401042 —1b a50).
Segun sean los rangos de M y M | pueden presentarse los siguientes casos:
1.— Rang M = Rang M = 2= La recta esta contenida en el plano.

2.— Rang M = 2; Rang M = 3= Larecta es paralela al plano.

3.— Rang M = Rang M = 3= La recta es secante al plano.

RangMyM'=(a — 401042 —1b a50)= {Rotando filas}= (1042 -
=>{F2—>F2—2F1F3—>F3—aF1}:>(1040 —1b—80 —4 —4a 5 — 10 — ¢
=>{F2<—>F3}:>(10401a0 —~1b -8 5a — 10)=>{F3—>F3+F2}:>
=(10401a00a+b -8 5aa — 10).

a+b—-—8=0 a=8-b



Paraa = 10y b =— 2=>Rang M = Rang M =2

Paraa = 10y b =— 2=Larecta esta contenida en el plano.

Paraa = 10y b# — 2 Paraa#10ya + b#8 }=>Rang M = Rang M = 3.

Paraa = 10y b# — 2 Paraa#10ya + b#8 }=>Larectay el plano son secantes

Paraa#10ya + b#8=Rang M = 2; Rang M =3

Para a#10y a + b#0=Larectay el plano son paralelos.
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3°) Se considera el triangulo T de vértices 0(0, 0), A(x, y) y B(0, y), siendo x > 0,
y > 0, y tal que la suma de las longitudes de los lados OA y AB es 30 metros.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El area del triangulo T en funcion de x.
b) El valor de x para el que dicha area es maxima.

¢) El valor de dicha 4rea méaxima.

a)
Para facilitar la comprension del ejercicio se
ilustra con un dibujo aproximado de la situacion.

__ BasexAltura __ xvy
S = 2 - 2 (*)

0A + 4B = 30; \Jx +y + x = 30;
Vx'+y =30 —x x +y = (30 — x)° = 900 — 60x +x; y' = 900 — 60x=

=y =900 — 60x.

Sustituyendo el valor obtenido de y en la expresion (*):

. /900—-60 1 2 3
§="t=20 =7-\/900x — 60x .

S(x) = 2-+/900 — 60x.

b)
La condicidn necesaria para que el area sea maxima es que se anule su primera
derivada:

. 2
S (x) = +. 180180 _ 1 800x — 180x” = 0; 180x(10 — x) = 0=

2 27/900x*—60x°

La solucién x = 0 carece de sentido y, ademds, con cumple la condicion
x > 0.



La superficie es maxima para x = 10 metros.

c)

$(10) = 5-+/900 — 60-10 = 5-/300 = 50-/3=86, 60.

La superficie maximaes S = 86,60 metros cuadrados.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)
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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcion. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni almacenar
texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Se da el sistema de ecuaciones
{—x+ay+2z=a2x+ay—2z=2 ax —y + 2z = a , dependiente del
parametro real a. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando a = 2.
b) Los valores del parametro a para los que el sistema es compatible determinado.

c) El valor del parametro a para que el sistema es compatible indeterminado y
obtener todas las soluciones del sistema para ese valor de a.

a)

Cuando a= el sistema resulta
{—x+2y+2z2=22x+ 2y —z=2 2x —y + 2z =2 . Resolviendo por
la regla de Cramer:

Xy = |22222-12-12| _ 8-4-4-8-2-8 _ 18 _ 2
T |-12222-12-12| = —4-4-4-8+1-8 = -27 = 3°
_ 1-12222-1222| _ —4+8—4-8-—2-8 _ -18 _ 2
- —27 - —27 - =27 7 3°

5 = |-1222222-12| _ —4-4+8-8-2-8 _ -18 _ 2
- —27 - —27 =27 7 3°

., 2
Solucionix =y =z = —.

Antonio Menguiano



b)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incdgnitas es compatible determinado cuando las matrices de coeficientes y ampliada
tienen rango tres, o sea, cuando el determinante de la matriz de coeficientes es
distinto de cero:

Matriz de coeficientes: M = (— 1a22a — 1a — 12).

IM|=|-—1a22a —1la —12|=—2a—4 —a —2a" + 1 — 4a = 0;

—3¢°-6a-3=0,a+2a+1=0; (a+1)°=0>a=—1.

El sistema es compatible determinado Va€R — {— 1}.

c)
Segtn el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas es compatible indeterminado cuando las matrices de coeficientes y

ampliada tienen el mismo rango y menor de tres, que es el nimero de incognitas.

Lamatrizampliadaelez(— la22a —1a —12 aZ2a).

Del apartado b) =>Paraa =— 1=>Rang M = 2 por ser
|- 1 —12 — 1]=+0.

Paraa=-1sM =(-1 -122 -1 -1 -1-12 =-12 —-1)={c =c,
El sistema es compatible indeterminado paraa =— 1.
c)
Para a =— 1 el sistema resulta
{(—x—-—y+2z2=—12x—-—y —z =2 — x —y + 2z =— 1, que tiene dos
ecuaciones

iguales, por lo que es equivalente al sistema: x + y — 2z =12x —y —z = 2 }.

xX+y—2z=12x—y—z=2}2z==x+y=1+2A2x —y =2+ A}=3x
x+y=1+25 1+A+y=1+ 22y = A

Solucion:x =1+ A y = A z = A, VAER.
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2°) Se dan el punto P(1, 1, 1), la recta
r={x+y—-—z+1=0x+2y—2z—1=0 y el plano de ecuacion general
n=x + y + z = 1. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado, las ecuaciones de:

a) El plano a que contiene al punto P y a la recta 7.

b) La recta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano T, la distancia del
punto P al plano  y el punto de interseccion de la recta s con el plano .

¢) El plano o que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .

a)
La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r={x+y—-—z+1=0x+2y—2z—-—1=0=3z=»>=x+y=—1+Ax + 2y =

sy=2x=—14+A—-y=—14+A-2==3+=>r={x =—3 +Ay =2

Un punto de r es A(— 3, 2, 0) y un vector director de r es v o= (1, 0, 1).

Los puntos Ay B determinan AP = [P — A]= (4, — 1, 1).
oc(P; v, AP)E lx —1y—-—1z—-11014 —11|=0;

4y -D--D+Ex-D-@-D=063(0-D+x-D—-(-1=0;
x—1+3y—-3—-2z+4+1=0.

o=x +3y —z—3=0.

b)

Un vector normal del plano T es n = (1, 1, 1), que también es vector director
de la recta s pedida:

s=S{x=1+Ay=1+2Az=1+A.

|Ax +By +Cz +D|

\A*+B*+C?

La distancia de un punto a un plano es d(P, m) = . Aplicada al



punto P(1, 1, ) yplanon=x + y + z — 1 = 0:

1-1+1-1+1-1-1 1+1+1-1 2 2+/3
d(P, ) = - L _ | __2 _ 28

N1 41241 IR TR A

d(P, m)= Z—f unidades.

El punto de interseccion de la recta s con el plano 1 es la solucion del sistema
que forman:

m=x+y+z—-—1=0 sElx=1+Ay=14+2Az=1+A}>1+ X
1+A+1+A+1+A2—1=0; 3%=—2=%=——.

2 1 2 1 2 1 1 1 1
f=1-F=5y=1-F=5z=1-F=5}=>M5 5 3)

c)
Un punto de r es A(— 3, 2, 0):

G(A; vr,ﬁ)z|x+3y—221o1111|=0;

v—-2)+z-(x+3)—-(y—-2)=0;, —(x+3)+z=0, —x—-—3+2z=0

o=x—2z+ 3 =0.
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3°) Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m de anchura, con
el punto N situado en el otro lado de la calle, 18 m mas abajo, mediante dos cables
rectos, uno desde M hasta un punto P, situado al otro lado de la calle, y otro desde P
hasta el punto N. Se representd la calle en un sistema cartesiano y resulté que los
puntos son M(0, 6), P(x, 0) y N(18, 0). El cable MP tiene que ser mas grueso
debido a que cruza la calle sin apoyos intermedios, siendo su precio de 10 euros/m. El
precio del cable PN es de 5 euros/m. Obtener razonadamente, escribiendo todos los
pasos del razonamiento utilizado:

a) El costo total C de los dos cables en funcion de la abscisa x del punto P, cuando
0<x<18.

b) El valor de x, con 0<x<18, para que el costo total C es minimo.

¢) El valor de dicho costo total minimo.

a)
C(x) = 10-MP + 5-(18 — x) = 10/x" + 6~ + 90 — 5x.
C(x) = 101/x" + 36 — 5x + 90.
b)

El coste es minimo para los valores de x que anulan su primera derivada y
hacen positiva la segunda derivada:

2x

24/x°+36 B \Jx*+36
Nerww

10x 2x 2
—5=0; — 1 =0=2x =\x + 36;
\x’+36 \/x*+36

4x°=x" +36; 3% =36, x = 122x =— 23, x, = 2,/3.

C (x) = 10-

C(x)= 0=



2
10/x*+36—10x— 2 A +36—F

" . = 2, L, 2
C (X)Z 2x'436 10- Vx'+36 10- x +36—x

( /—szr%)2 N (x"+36)\/x"+6" -

2 2
= 360- 1 = 360- @_
(x2+36)’\/x2+62 (x2+36)

¢ (- 23)=c(243)= 360-(—13:;2 > 0=Minimo.

Teniendo en cuenta que la raiz negativa no pertenece al dominio de la funcion:

El costo es minimo para x = 2\/§ metros=3, 46 metros.

c)
C(2+3) = 10/12 + 36 — 5:2¢/3 + 90 = 10-/48 — 10y/3 + 90 =

= 10-/16-3 — 10+/3 + 90 = 10-4+/3 — 10/3 + 90 = 30/3 + 90 =
= 30-(3 ++/3)=141, 96.

El costo minimo es de 141, 96 euros.
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OPCION B

1°) a) La comprobacion de que ¢’ =2¢ - 1, siendo
C=(5 —422 —11 — 44 — 1) e I la matriz identidad de orden 3X3, y el

. A
calculo de la matriz C .

-1
b) El valor del determinante de la matriz (3A4 4A2) , sabiendo que A es una

matriz cuadrada de cuatro columnas cuyo determinante vale — 1.

¢) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad B-B = B.

a)

CC=CC=5 —422 —11 —44 —1)(5 —422 —11 —44 —1)=(9 -

2-1=2(5-422 -11 —44 -1)-1=(10 —844 —22 —88 -
=9 —844 —-32 —-88 — 3).

Queda comprobado que c=20-1

c*=c*c"=(©9 -844 —32 —88 —3)(9 —844 —32 —88 — 3)=(17

C4=(17 — 1688 — 74 — 1616 — 7).

b)

M = (3;14)(4,42)_1 = Z‘z SENS

Para la resolucion de este apartado conviene recordar propiedades de las
matrices y los determinantes tales como las siguientes:

Cuando se multiplica una matriz por un nimero quedan multiplicados todos los
elementos de la matriz por dicho numero.

Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un nimero, el
determinante de la matriz queda multiplicado por dicho niimero.



Temiendo en cuenta, ademas, que la matriz A es cuadrada de orden 4:

4

1= | 2-a%| = (2) 1akal = (3) - v = 2

‘(3,44) (44%)

I

4t T 256

B-B = B. Multiplicando los dos términos por la derecha por B

BB-B '=BB ; BI=I=>B=1.

La Unica matriz invertible B que cumple que B-B = BesB = I.
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2°) Sea T un tetraedro de vértices 0(0, 0, 0), A(1, 1, 1), B(3, 0, 0) y C(0, 3, 0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion del plano T que pasa por los puntos A, By C, y las ecuaciones de la
recta h 0 perpendicular a Tt que pasa por O.

b) El punto de interseccion de la altura h0 y el plano .

c¢) El area de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, y el volumen del
tetraedro T.

a)
Los puntos A(1, 1, 1), B(3, 0, 0) y C(0, 3, 0) determinan los vectores:

-

AB=[B—-A]=[(3,00-(,1 D=2 -1 - 1.

N

AC=1[C—-A]1=1[(0,30—-(1 1 1]=(—12 - 1.

n(B; AB, AC)=|x —=3yz2 -1 -1 =12 - 1]|=0;
x—-—3)+y+4z—-z+2x—3)+2y=0; 3(x —3)+ 3y + 3z = 0;

x—3+y+z=0.
n=x+y+z-—3=0.

Un vector normal de Tt es T_l) =(1, 1, 1).

La recta pedida hO dada por wunas ecuaciones paramétricas es:
hy={x=Ay=21z=2.

X El punto de interseccidon de la altura h oY el plano m es la solucion del sistema
que forman:
n=x+y+z—-—3=0 hOE{x=?\y=7xz=)\}:>?\+7\+7\—3=
fx=1y=1z=1}=A4(1, 1, 1).
c)

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:



SABC

10 - 1 . - 1 . . .
7|AB><AC|=7||Uk2—1—1—12—1||=7-|l+]+4k—k+21

Lsi+ 3 +3k=21’+ 17 +3 =T+ 1+ 1=

w
N<H

w

N

ABC

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
que lo determinan.

Siendo los vértices del tetraedro 0(0, 0, 0), A(1, 1, 1), B(3,0,0) y
C(O 3,0), los wvectores que lo determinan son: O0OA = (0, 0, 0);
OB—(3 0, O)yOC—(O 3, 0).

-

=1, B ocl=-L. _lg_23
Vs = ¢ |0A 0B, 0C|=—1111300030]|=~9 = -

3 3 3
== =1 )
VOABC > u ,5u
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x2+1

X

3°) Dada la funcion f definida por f(x) =

pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

, para cualquier valor real x#0, se

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f, y los extremos
relativos de la funcion f.

b) Las asintotas de la curvay = f(x).

x2+1

c¢) El area de la region plana limitada por la curva y = , 1<x<e, el segmento

que une los puntos P(1, 0) y Q(e, 0),ylasrectasx = 1y x = e.

a)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

Q | (..-:..) | G N d
1 1 umerador
' 2x-x—(x2+1) 22 —x'—1 -1 OL _
fx)= 2 = 2 ="z - - Denominador
* * X o OO O
! hal !
' 2_ 2
f(x): O=>x21 =0:x —1 =():x1=— 1,x2= 1.
X

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es D(f)=R — {0} y de la
observacion de la figura se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento de la
funcion, que son los siguientes:

Crecimiento: (— o, — 1)U (1, + o).

Decrecimiento: (— 1, 0) U (0, 1).

Para que una funcidon tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicion
necesaria no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

2x-x2—(x2—1)-2x _ 2x°—2x"+2 _ 2
4 - 3 - 3
x X

f @)=



: 21)3 = _Ll =— 2 < 0 >Maximo relativo para x =— 1.

f(=1=

=DM 141 . o _
f(=1)=———=—=— 2=>Maximo relativo: A(— 1, 2).

1M1 141 . .
fQ) = ——=——= 2=>Minimo relativo: B(1, 2).

b)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k=f(x)= x;—l = o0=> No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x = 0= Larectax = 0 (eje de ordenadas) es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

f@ _ x _xt oy Y

m =

.................................................................

= lim i=O.
X

X—0C0

Larectay = x es asintota oblicua.

c)

La representacion grafica,
aproximada, de la funcién es la indicada en
la figura adjunta.




2
§ = u'=4,194",
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