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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

1°) Halla los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que la funcion f: R—>R definida por la

expresion f(x) = x4+ ax’ + bx + ctieneenx = 1un punto de derivada nula que
no es un extremo relativo y que la grafica de f pasa por el punto P(1, 1).

Por pasar por P(1, 1) es f(1) = 1:
f=1"+al’+bl+c=1a+b+c=0 ()

f'(x) = 3x" + 2ax + b. f”(x) = 6x + 2a.

Tratandose de una funcion polindmica y si su derivada se anula parax = 1y

no es un extremo relativo, tiene que ser, necesariamente, un punto de inflexion, es
decir: que para x = 1 se anulan tanto la primera como la segunda derivada:

F()=0231"+2a1+b=0; 2a+b=—3. (2
F()=0261+2a=0; 3+a=0>a=—23.

Sustituyendo el valor de a obtenido en la expresion (2):

2(-3)+b=—3; —6+b=—3=b=23.

Sustituyendo en (1) los valores de a y b obtenidos:
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a+b+c=0=>-3+3+c=0=>c=0.
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2°) Considera las funciones fyg:R—R dadas por f(x)= 6x —x y

gx) = |x2 — 2x|.

a) Esboza el recinto limitado por las graficas de f y g y calcula los puntos de corte
de dichas graficas.

b) Calcula el area del recinto limitado por las graficas f y g.

a)

La funcion g(x) = |x2 — 2x| puede redefinirse de la forma siguiente:

gx)={— x* + 2xsi x€[0, 2] X’ — 2xsi XE(— o0, 0)U (2, + ).

Los puntos de corte de las dos funciones son los siguientes:

Para x€(— oo, 0)=f(x) = g(x)=6x — X =x - 2x; 2x° — 8x = 0;
x* = 4x = 0; x(x — 4) = 0=x, = 0¢(— , 0); x, = 4&(— , 0),

Las funciones f(x) y g(x) no se cortan en el intervalo (— oo, 0).

Para x€[0, 2]=f(x) = g(x)=>6x — X =—x + 2x; 4x = 0=>x = 0=

=0(0, 0).
Para x€(2, + ©)=f(x)= g(xX)=>6x —x = x" — 2x; 2x — 8x = 0;

X — 4x = 0; x(x—4)—0=>x = 0¢(— oo, 0); X, = 4=A(4, 8).

[0, 2] y es el siguiente:
g®)=2x — 2 = 0=x = 1=V (1, D).

El punto minimo de la  funcion

f(x)= 6x — X esel siguiente:

fO)=6— 2x = 0=x = 32V (3, 9).




La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la que se indica en la
figura adjunta, donde también se indica sombreada la superficie a calcular en al
apartado siguiente.

b)
De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

2 4
S = {[f(x) — g(x)]-dx + {[f(X) — g()]-dx =

Il
o N

[(6x — xz) — (— X+ Zx)]-dx + z[(6x — xz) - (xz - Zx)]-dx =

(6x — X+ X - Zx)-dx + }(6x —xX— x4+ 2x)-dx =
2

=

2 4 2 3 : 4
= [ 4x-dx + f(— 2x° + 8x)-dx - 4["—] + l_ 2 8L] _
0 2 0 2

4
e 2x° 2| _ 2:4° 2 2:2° 2\ _
_4-(7—0)+[— : +4xL—8+(— - +4-4)—(— - +4-2)_

_ 128 16 _ _ 112 _ 168-112 _ 56
=8 -2 464+ 16 =56 12 =282 50
s =30 %~18 67 u%
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39 Considera el sistema de ecuaciones
{x+2y+(m+3)z2=3 x+y+2z=3m 2x + 4y + 3(m + 1)z = 8
a) Discutelo seglin los valores del parametro m.

b) Resuelve el sistema param =— 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(12m+3111243m + 3) y
A=(12m+3111243m+3 33m8).

El rango de la matriz de coeficientes en funciéon del pardmetro m es el
siguiente:

|JA|=112m +3111243m + 3|=
=3m+3+4m+3)+4—-2(m+3)—4—-—6m—6=—3m— 3 + 2(m + 3)-=

=—3IMmM-3+2m+ 6 =—m+ 3 = 0>m = 3.

Para m#3=Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.

Param = 1A = (1111 =11 =11 =1 111)=Rang4 ={C, C, C,}

501111 —11 —111|=—1+1-1-1-1— 1 =— 4#0=>RangM = 3

Param = 1=Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

b)

Para m =— el sistema es
{(x+2y+2z=3 x+y+z=—6 2x+ 4y — 3z = 8, que es compatible
determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ 321-61184-3] _ —9-24+16-8-12-36 __ 16—89 _ —73
- —(=2)+3 o 243 -5 5"
_ ]1311-6128-3| _ 18+8+6+12—8+9 _ 45 9



[12311-6248|

8+12—-24—-6+24—-16 __ 20-22

5

Solucionix =— —, y =9, z =

5 o 5

7

w
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4°)  Considera los puntos P(1, 0, —1),0(2,1,1) y la recta
z+2 |
-2 "

r=x — 5=y =

a) Determina el punto simétrico de P con respecto a 7.

b) Calcula el punto de r que equidista de Py Q.

a)

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es
r=Ex=5+A y=A z=—2—2\.

Un vector director de r es v o= 1,1, — 2).

El haz de planos perpendicularesares f=x + y — 2z + D = 0.

El plano a€f que contiene al punto P(1, 0, — 1) es el siguiente:
B=x+y—-2z+ D=0 P(1, 0, —D}=1-2(-1DH)+D=1+2+D=

2>a=x+y —2z—-3=0. /

El punto B interseccion de r y a es el siguiente:

o=x+y—2z—-—3=0 r={x=5+1 y=2A z=—2-2\}>
54+A+A—-2(—2—-20)—3=0;

2+22+4+412=0;, 6A+6 =0, A +1=0>A=—1.

fx=5+A y=2A z=—2—=-2A}=A=—12{x=5-1=4 y=-—1

Para que P sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:

PB=BP'=[B — P|=[P - B];



(4 -1, 010 -D]=[xy 2-& —1 0]
G -1, D)=xx-4y+1,2)2{x—-—4=3>x=7 y+1==—1>5y=—22z=
b)

Los puntos P(1, 0, — 1)y Q(2, 1, 1) determinan el vector PQ = (1, 1, 2).

El punto medio del segmento ﬁ es M (%, %, O).

El haz de planos y perpendicular al segmento ﬁ tiene la siguiente expresion
general: y=x + y + 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz y, el plano m que contiene al punto M es el que
satisface su ecuacion:

_ _ 1 3 1 o
Y=X+y +2z+ D=0 M(7,7,0)}:~7+7+2-0+D_0,2+.
>n=x +y + 2z -2 =0.

El punto H pedido, perteneciente a la recta r que equidista de P y Q el la
interseccion de la recta r y el plano T

m=x+y+2z—-—2=0 r={x=5+A y=A z =—2 — 2\ }=5
34+20—4-4A=0; —21—-1=0; 24 + 1 = 0= =— —.

2+22+4+42=0;, 6A+6 =0, A+ 1 =0=>A=—1.
fx=5+A y=2A z=—2—2}\}=>}\=—%=>{x=5——=— y:—%
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OPCION B
1°) Determina k+0 sabiendo que la funcion

fiR-R=>f(x)= {3 — kx” si x<1 % si x > 1 es derivable.

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores reales de k para que lo sea.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 15{f(x) =(3 — kx')= 3 — k = f(1) f(x) ==— =

Sf(x) =f(x) =f()=23 - k== 3k—k' =2 k' —3k+2=0;

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad se
va a forzar determinando el correspondiente valor de k.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

f0) = {~ 2kx si x<1 — kiz si x20 2x = 1=f (1) = {~ 2k si x<1 — = si x>C

k=1=(f(17)=—2 f(1)=—2=—2 =7(1")=r(1")
k=2s(f(17)=—4 f(1)=—Z=—1 =7(1")=r (1))

La funcion f(x) es derivable en x = 1 Unicamente para k = 1.

s s skeosk ks ko skok
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2°) Considera las funciones f y g: R—=R definidas por f(x) = 3 — X y g(x) =— xT.



a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la graficade f enel puntox = 1y
comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de
tangencia con la grafica de g.

b) Esboza el recinto limitado por la recta y = 4 — 2x y las graficas de fy g.
Calcula todos los puntos de corte entre las graficas (y la recta).

c¢) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a)
El punto de tangencia es: f(1) = 3 — 1°=3-1-= 2=P(1, 2).

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

f'(x) =— 2x>m = f’(l) =— 21 =— 2.

Sabiendo que la expresion de una recta conocida la pendiente viene dada por la
formulay — y 0= m(x - X 0), la ecuacion de la tangente pedida es la siguiente:

y—2=—2x—-1)=—2x+ 2 = t=y =— 2x + 4.

Si la recta t es tangente a la funcién g(x), la ecuacidon que determinan la
igualacion de sus expresiones tiene que tener solucion tnica:

2
X

y=9gx)=>—2x + 4 =— —8x+16=—x2; x2—8x+16=0;

2
(x — 4) =0:>x1=x2:4.

Queda probado que larectay =— 2x + 4 es tangente a g(x).

2

2
gx) =— XT =— 4T =— 4 = Elpunto de tangencia es Q(4, — 4).

b)
La representacion de la recta y = 4 — 2x queda determinada por los puntos
de tangencia P(1, 2) y Q(4, — 4).

Los puntos de corte de las dos parabolas concavas (N) (por tener ambas

negativo el coeficiente de x ) se obtienen de la resolucion de la ecuacion que se
obtiene de la igualacion de sus expresiones.



f(x)=gx)=3 — Xo=— X 12 — 4" =— xz; 3x” = 12; X’ = 4=
> {x, =— 204(- 2, — Dx,=2-B(2, — 1)

La representacion grafica, aproximada, de la situacidn es la que se indica en la
figura adjunta.

c)

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente, teniendo en cuenta que las ordenadas de la recta son mayores que las
correspondientes ordenadas de cada una de las dos pardbolas en los intervalos
correspondientes:

S = ?[(4 - 20)— (3 — x')]-dx + z[(z} — 2%) — (— xTz)]-dx =

2

2 4
:f(xz— 2x + 1)-dx+f(xT— 2x+4)-dx=
1 2

X 2x° 2 X 2x° * X 2 2 X 2 *
[T_ > +x]1+l1—— > +4x]2:lT—x +x]1+[g—x +4x]2

3 3 3

3
(27_22+2)—(1T—12+ 1)+(4— 42+4-4)—(%—22+4-2)=

12

8 1 16 2 _21 L
?—4+2—?+1—1+T—16+16—?+4—8—3 6 =7 6
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3°) a) Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las siguientes
restricciones:

--- Utilizando tnicamente monedas de 50 céntimos de euros, de 1 euros y de 2
euros.

--- Se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas.

--- Tiene que haber igual niimero de monedas de 1 euros como de 50 céntimos
y 2 euros juntas.

(De cuantas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?

b) Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no seguir
haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

a)
Sean x, y, z las monedas de 50 céntimos, de 1 euros y de 2 euros las monedas
de que se dispone, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

0,5x + y + 2z = 34,5 x+y+2z=30 y=x+2z} x+ 2y + 4z

El rango de la matriz A de coeficientes y de la matriz ampliada A son los
siguientes:

A|=11241111 —11|=1—-4+42—-4+1— 2 =— 6%£0=>Rang A = 3

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible determinado.

Se puede pagar de una sola forma.

Para resolverlo se hace lo siguiente: Restando a la segunda ecuacion la tercera:
2y = 30; y = 15.

Utilizando las ecuaciones primera y tercera:

x+30+4z2=69 x—-15+4+2z2=0} x+4z2=39 x+2z=15} x + 4z = 39



x+8=15 x=7.
Se paga con 7 monedas de 50 céntimos, 15 de un euro y 8 de 2 euros.

b)

Redondeando la cantidad a 35 euros seria:

0,5x + y + 2z = 35 x+y+z=30 y=x+2z} x+ 2y +4z=70

Como la matriz de coeficientes es la misma, el sistema sigue teniendo una
solucién unica; la unica condicion que se pone es que las soluciones sean todas
numeros naturales; en otro caso seria imposible.

Restando a la segunda ecuacion la tercera: 2y = 30; y = 15.

Utilizando las ecuaciones primera y tercera:

x+30+4z=70 x—-15+2z=0} x+4z=40 x+z=15} x + 4z = 40

Con el redondeo a 35 euros no es posible el pago.
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4°) Considera el punto P(2, — 1, 3) yel planon=3x + 2y + z = 5.
a) Calcula el punto simétrico de P respecto de .

b) Calcula la distancia de P a .

a)
El vector normal del plano t=3x + 2y + z = S5esn = (3, 2, 1).

La recta s perpendicular al plano T que contiene al punto P(2, — 1, 3) tiene
la  siguiente  expresion, dada por unas ecuaciones  paramétricas:
s={x =2+3A y=—1+2Az=3 + A

El punto Q de corte de s con m es la solucion del sistema que forman:

m=3x+2y+z=5 ssx=2+3A y=—1+2Az=3+ 1 }=32 +

6 +9A—2+4A+3 +A=5; 14A + 7 =5; 14\ =— 2=A

Il

I

I
~ |-

Q=>(x=2+30 y=—1+2lz=3+1 }oA=——>{x=2—-—=

El punto P'(x, y, z) es simétrico de P(2, — 1, 3) cuando sea PQ = QP':

b)
La distancia de un punto Po(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax0+ByO+CZO+D|
NI
Aplicando la férmula al punto P(2, — 1, 3) y al plano
n=3x + 2y +z—-5=0:

viene dada por la formula d(Po’ T[) =



d(P, 1) = |3-242:(=1)+1-3=5| _ |6—=24+3-=5] _ |-2] _ 214 _ 14 unidades.

N Jotay1 14 1 _7
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA

SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Instrucciones: Tienes que elegir entre realizar inicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcién B. Contesta de
forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara. Se permitira el uso de
calculadoras que no sean programables, graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencion de
resultados deben estar suficientemente justificados.

OPCION A

1°) Considera la funcion f:R->R definida por

F(x) = {ax’ + bx + ¢ si x<0 ===

Po—— st x > 0. Determina a, b y c sabiendo

que f es continua, alcanza un maximo relativo en x =— 1 y la recta tangente a la
grafica de f en el punto de abscisa x =— 2 tiene pendiente 2.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 0=>{f(x) = (ax2 + bx + c)= c = f(0) f(x) =%= 2 (™

5[ =f@) = fO)=c=2

(*) 2w e=e's0 11 2 >Indet. ={L'Hopital} = ehe 2 _

x—senx  O—sen0 ~ 0 0 ' p l—cosx

1412 0 e'—e” e’—e’ 1-1 0
= — = — ! i — = — = — = —
= — 7 = o =>Indet.>{L'Hopital} = —— — 5 o =Indet. =
e+e e’+e’ 1+1
1 . — — —
= {L'Hopital} = = 0 =1 = 2
Por alcanzar la funcion un méaximo relativo en x =— 1 tiene que anularse su

primera derivada y ser negativa la segunda derivada para los valores que anulan la

Antonio Menguiano



primera.
Parax =— les f(x) = ax’ + bx + 2$f’(x) = 2ax + b.
f(-1D=022a(-1)+b=0;, —2a+b=0; 2a—b=0. (1)

f (¥)= 2a < 0=a < 0.

La pendiente de la rectan tangente a una funcidén en un punto es igual que el
valor de la primera derivada de la funcidn en ese punto.

Parax =— 2es f(x) = ax’ + bx + 2=>f'(x) = 2ax + b.

m=f(-—2)=222a(-2)+b=2 —4da+b=2 4a—b=—2.
(2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

2a —b=04a —b=—2} —2a+b=04a — b =— 2}=2a =— 2=a =—1

2a —b=0=>—-2—b =0=b =— 2.
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2°) Considera las funcion f definida por f(x) = ax-Lx — bx para x > 0 (L denota

la funcioén logaritmo neperiano). Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo
2

relativoen x = 1y que | f(x)-dx = 8:L2 — 9.
1

Para que la funcién f tenga un extremo relativo en x = 1 tiene que anularse su
primera derivada y ser negativa la segunda derivada para este valor.

f'(x)= aLx + ax-%— b=alx + a — b.
f()=0>all+a-b=0 a0+a—-b=0; a—b=0>b=a
2 2

[ f(x)-dx = 8:L2 — 9= [(ax-Lx — ax)-dx = 8:L2 — 9. (¥)
1 1

Se resuelve en primer lugar la integral indefinida:

A = [(ax-Lx — ax)-dx = af x-Lx-dx — af x-dx = aM — =~ (*¥)

2 2 2
M = fx-Lx-dx=>{u = Lx—du = %-dx xdx = dv-v = x7]=>l,x-x7 — fxT%dx =

2

X 1 _ X 1 x _ X
= —Lx —T-fx-dx = Llx -5+ C=""2Lx - 1)+ C.

2

2
Sustituyendo en (**) el valor obtenido de M: A = ——(2Lx — 1) — =

X
2 2+C

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de A:

axz axz 2
[ =~ (2Lx — 1) - 2| =812 - 9;
1

2

2° 2° 1 1
["4 -2L2 — 1) =5 ]—[“4 (2L1 — 1) = 5

2
]= 8:-L2 — 9;



a-(2L2 — 1) — 2a — [%-(0 -1 —%]: 8:L2 — 9;

2aL2—a—2a+%+%=2aL2—3a+%=2aL2—9T“=8-L2—9;

8al2 — 9a = 32:L2 — 36=>a = b = 4.

sheskeoskoskoskoskoskoskoskok

39 Considera las matrices
A=(0010 —10100)yB=(abc010 —100).

a) Determina, si existen, los valores de a, b y ¢ para los que las matrices Ay B
conmutan.

b) Calcula A%, 4°, 47" 3y 4*°"°,

¢) Calcula, si existe, la matriz inversa de A.

a)
AB=(0010 —10100)-(abc010 —100)=(—1000 —10abc).

B-A=(abc010 —100)(0010 —10100)=(c —ba0 —1000 — 1)

AB = B-A=(— 1000 —10abc)(c —ba0 —1000 —1)=>a=0,b =

b)

A"=AA=(0010 —10100)-(0010 —10100)=(100010001)= I
A=aA=14= A
En general

7 2018

A" = {I[sinespar Asinesimpar = A% =AyA I

c)

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.



(D=(100010001)=>{F & F,F > —F,}=(0010 —10100)=

>A=(0010 —10100)= A.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



x+1 y z+1

4°) Considera las rectas rE=—— ==

ys={2x — 3y =— 5y — 2z=—1

a) Estudia y determina la posicion relativade r y s.

b) Calcula la distancia entre r y s.

a)

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s=(2x — 3y =— 5y —2z=-—1 2z=A2y =— 1+ 2% 2x — 3(— 1 + 2) =— 5;
2x + 3 — 6L =—5; 2x =— 8 + 6} x =— 4 + 3A=>s={x =— 4 + 3hy =— 1 + 2)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A(— 1,0, — 1)y1;; = (2, 1, 3). Recta s:
B(-4, —1,0)yv =3 2 D.

- -
Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r ys se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

N

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEs:

w=AB=[B—Al=[(—4 —1,0)—(—1,0, —1D]=(=3, -1, 1)

- 5

Segin que los vectores {vr, v, W] sean 0 no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

> o5

Los vectores {vr, v, W] son coplanarios cuando el rango del determinante que

forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr, vs,w}=>|213321 ~3 —-11|=4—-9—-3+ 18 + 2 — 3 = 10£0=

- - —>] e

=Rangi{v, v, wi= 3=v, v, wno son coplanarios.
T S T S



Lasrectasry s se cruzan.

c)

Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, v yv,y

-

el vector w que tiene como origen al punto A de r y extremo el punto B de s.
Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.

_‘_-o-""?-'"_—---._
- ! 7

—

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - — - - - - ;-;)x;'
T N
V=v-(v><w)=v><v-h='v xv|-d=>d= -—
r \s T s T s v xv‘
T S
d(r, s) = ”r'(”sxw)| _ Jl213321-3-11] _ [10] . 10
’ - > T ijk213321|  |i+9j+4k—3k—6i—2j| = |-5i+7j+k|

UXU'
r s

10 10 10 2 243

- 4/(_5)2_'_724_12 \25+49+1 75 53 \3 3

d(r, s)= 224,

seskoskoskoskoskoskoskoskok



OPCION B

1°) Considera la funcion f(x) = a-Lx + bx’ + x para x > 0, donde L denota
logaritmo neperiano.

a) Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativosenx = 1yenx = 2.
b) ;Qué tipo de extremos tiene f enx = lyenx = 2?
a)

Para que la funcién f tenga un extremo relativo en un punto tiene que anularse
su primera derivada y ser negativa la segunda derivada en ese punto.

f) =2+ 2bx + 1.

Parax = 1=af(1)=0=a + 2b + 1 = 0. (1)
Parax = 2=f (2)= 0>~ +4b+1=0; a+8b +2=0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+2b=—1a+8b=—2} —a—2b=1a+8b=—2}=6b=—1=b =——

— 2 10 =L _ S
a+2b——1:>a—6— 1,a—3 1=>a = x
b)
La funcioén resulta f(x) =— %-Lx — %xz + x.
f(x)—————x+ 1. f'(x)=0=>x1= 1, x2=2.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

fo=>4-+

f”(l) =S 7 3373 % > 0=>Minimo relativo para x = 1.



fy=—211-+1+1=—20-++1=2> Minimo:A(l, %)

2 450 152 _ L4 4 4-l4 (e 4—L4
fQ)=—7512 -2 + 2 =——F+5=— :Maxlmo.B(Z, 3 )

skeoste sk skoskeoske sk koo



2°) Considera la funcion f: R—R definida por f(x) = e

a) Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y =— 2ex.
b) Esboza el recinto limitado por la grafica de f, la recta y =— 2ex y el ¢je de
ordenadas.

c¢) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a)
La pendiente de la tangente de una funcidn en un punto es igual que el valor de
la derivada de la funcion en ese punto.

La pendiente de larectay =— 2ex esm =— Ze.
fe)=—2€ "
f'(x) =m= — 2¢  =— 2e; — 2x = 1=>x =— %

El punto de tangencia pedido es P(— %, e).

b)

., -2 : 2
La funcion f(x) =e * contiene a los puntos P, A(0, 1)y C(— 1, e =7, 4) y
por ser una funcion exponencial de exponente negativo tiene como asintota la parte



positiva del eje de abscisas. La recta y =— 2Zex contiene al origen de coordenadas y
al punto P. La representacion grafica, aproximada, de la situacion es la de la figura.
c)

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

§=J)If(x) - yldx

Il
% o
Q
N\
x
|
~\
|
N
Q
=
~
L
=
Il
;’ o
VS
Q
N
=
+
N
Q
=
\_'/
U
=
I

[
pim T

1 2 2el | 1 —2x 21°
=|—-5e + =[——e +ex] =

W N R e o> DR QRN 6 & DR PRSI D S
- 2 € 2 € e( 2) T2 2 € &y =
__ 1 e e _ —24+2—e __ e=2
== T3 4 = 4 T4
—2x 1 10t 1t 1 —2x
Nota: fe -dx=>{— 2x=tdx=—7dt}=>—7fe.dt =——e =——e .
-2 2 2
s =-2u'=0,18u".
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39 Considera el sistema de ecuaciones lineales

2
fx+y+mz=my—-—z=m X+ my+z=m.
a) Discute el sistema segun los valores del parametro m.

b) Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de m, calcula, si es posible, una
solucién en la que z = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(11m01 —11m1)yA =(11m01 — 11m1 m mm).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

|A|]=111m01 —11ml1l|=1—-1-m+ m = 0=RangA4 < 3.

Porexistir |1101|= 1#0=>Rang A = 2, VmER.

El rango de A se obtiene por el procedimiento de Gauss:

(11mo1 —11m1 mzmm):{F3—>F3—F1}=>(11m01 ~10m - 11

=>[11m01 —10m—-1-(m—-1) m’ m — m(m — 1)]z{m¢0ym¢1=>Rang

Para{m # O0m # 1}=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

Para{m = 0m = 1}=Rang A = Rang A=2<ne incog.=S. C. I.

b)

Para m=1 el sistema resulta
fx+y+z=1y—-z=1 x+y+z=1, que es compatible
indeterminado y equivalente al sistema{x + y + z =1y —z =1

Haciendoz =22y =14+ A x+ 1+ A+ A =1, x =— 2A,

Solucion:x =— 2A, y =1+ A, z = A, VAER.

Para que sea z = 2 tiene que ser A = 2.

La solucion pedidaes:x =— 4, y = 3, z = 2.
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4°) Considera las rectas 7= x;l = y:ll =zys={x + nz=—2y —z=—13 .

a) Halla los valores de m y n para los que r y s se cortan perpendicularmente.

b) Param = 3 yn = 1, calcula la ecuacion general del plano T que contiene ar y s.

a)

La expresion de s dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s=E{x +nz=—2y—z=—3 z2=»A3s=f{x=—2 —nly=—3+A z=2A

- -

Unos vectores directores de las rectas son v o= 2, m 1y Vo= (—=n 1, 1).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

Vv o= 0=2, m 1)(—n 1, 1)=—2n+m+1=0 m— 2n =— 1.
(1)

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r={x=1+2p y=—1—-—mpz=np )
Unpuntoderes A(1, — 1, 0) yunpuntodeses B(— 2, — 3, 0).

-

BA=[A-B]=[(1, —1,0—(=2 =3 0]=(@, 2 0).

- - -

Si las rectas r y s se cortan tiene que cumplirse que Rang {vr, v, AB} = 0;es

decir: el valor del determinante que forman tiene que ser cero:

|2m1 —n11320|=0; —2n+3m -3 —-4=0; 3m —2n="7.
(2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

m-2n=—13m—-2n=7} —m+2n=13m—-2n=7}=2m = 8>m = 4;

b)
Param = 3yn = 1=v = (2,3, Dyv = (- 1, 1, D).



Considerando el punto P(1, — 1, 0)er:
T[(P,' v, vS)E|x— ly+1z231 —111|= 0;

3x—-1D-@+D+2z+3z-(x—-1)—-2(y + 1)=0;
2 - 1)—-3y+1)+5z2=0; 2x —2 -3y —3 +5z=0.

n=2x — 3y + 5z — 5 =0.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ARAGON

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas: A o B.

OPCION A
1°) Considere el sistema de ecuaciones
x+y+mz=mmx+(m-—1)y+z=2 x+y+z=1}

a) Determine los valores del parametro m para los que ese sistema de ecuaciones es
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible.
b) Encuentre las soluciones de ese sistema cuando m = 1.

¢) Considere las matrices C = (1 — 10), D = (12 — 1). Determine el rango de
la matriz producto P = C-D.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=011mmm-11111)yA ' =11mmm-11111 m21).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro m es el
siguiente:

Aj=11mmm—-11111]=m—-1+m +1—-mm-1)—-1-m =
2 2
=m —m +m-1=m-1=0=>m = 1.

Param#1=Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.

Param = 1=>A'=(111101111 121).
Por ser F1 = F3yser, por ejemplo, [1 110 |#0=>Rang A = Rang A = 2.

Param = 1=>Rang A = Rang A=2 < n2%incég.=S. C. D.

A. Menguiano



El sistema no es incompatible para cualquier valor real de m.

b)
el sistema resulta

2x+y+z=1} que es equivalente al sistema
2 }, que es compatible indeterminado.

Para m
x+y+z=1 x +
x+y+z=1 x +

I
| I

N N

Haciendoz = Aesx =2 — Aey =— 1.

Solucion:x =2 — A, y =— 1, z = A, VAER.

P=CD=(1-10)12 -1)=(12 -1 -1 -22000).
Por contener la matriz al menor |1 — 1 — 12 |#0:

ElRang P = C-Des 2.
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2°) Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto O(0, 0, 0) y contiene a la
rectar={2x —y—2=0 3y —2z+4=0.

La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r=2x —y—-—2=03y—-2z4+4=0=2y =X 2x=2+?\;x=1+%)\; 2Z =
z=2+3A=>r=x=1+-Ay=1  z=2+~A

Un punto y un vector director de r son P(2, 2,5), para A = 2, y
v o= 1, 2, 3).

El vector OP = (2, 2, 5) es director del plano pedido m y también lo es el
vector director de la recta r por estar contenida en el plano.

La ecuacion general del plano m pedido es la siguiente:

n(oqp, v, P)E x — 2y —22—5225123|= 0
6(x —2)+5(@y —-—2)+4(z—-5—-2(z-5—-10(x —2)—6(y — 2)= 0;
—4(x-2)-(y—-2)+2(z—-5)=0;, 4x—-8+y —2 -2z + 10 = 0.

n=4x +y — 2z = 0.
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x+1

x2+1

3°) a) Considere la funcion f(x) =

al) Determine el dominio y las asintotas de la funcién f(x).
a 2) Determine los maximos y minimos relativos de la funcién f(x).

a3) Determine la recta tangente a la funcion f(x) en el punto x = 2.

_ X’—3x+3
b) Calcule | = [—="=.dx.

x—1

a)

al)
: 2
Teniendo en cuentaque x + 1 > 0, VXx€ER = D(f)=R.
Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion

tienda a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores
reales de x que anulan el denominador.

[ 2 . , )
x + 1#0, Vx€ER=>No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que
toma la funcidén cuando x tiende a £ oo:

k=fx = Al {—1six> — o0 1 six—> + o,
x2+1
Larectay =— 1 es asintota horizontal de la funcion parax < 0.

Larectay = 1 es asintota horizontal de la funcién para x > 0.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, {m#0, m#o00} siendo:

m:myn:[m_mx],
X X
x+1
=10 e gy 2

x x
X—o0 x-\/x2+1

No tiene asintotas oblicuas.




az)

La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo
x+1

\/x2+1
2
1-\/x2+1—(x+1)-27’; 1

es que se anule su primera derivada.

£ = s _ | ' e
x'+1 x'+1 (x2+1)-\/x2+1 (x2+1)-\/x2+1
fo)=0o—2—=0;1-x=0x=1

(x +1) x +1
Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:

si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un minimo y,
si es negativa, de un maximo.

_ —X — (1- x)\/:
f (X) (x +1) \/_1 (x +1)

[ 1\/:+(1 —x)- j’;} x+1 [(1 x)\/:][Z x'+1 2x]
(x+1)

{ 1+ \/:‘( —4x-(1—x)- \/x +1 M-(x2+1)—(4x—4x2)-\/x2+1

f o=

_ e _
(+1) (1)
X x| _ AN
e R e ) () () () _
(+1) (1) 1
_ (—2x"+x—1)—(4x—4x") _ —2x'+x—1—4xt+4x’ _  2x—3x—1

(x2+1)2-\/x2+1 (x2+1)2-\/x2+1 B (x2+1)2-\/x2+1 .

21° —3 1-1 —2 . .
f (1) = = < 0=>Maximo relativo parax = 1.
(* +1) ~1+1 42
1+1
f()= = - = 2 = Maximo relativo: P(1, /2).
V1t+1 (
a3)

La pendiente de la recta tangente a una funcion en un punto es igual que
el valor de su primera derivada en ese punto:



Fag=mlet Ly fpy = it

(*+1) (2%+1) 25

El punto de tangencia es el siguiente:

241 3 35 35
f@O === =p(2, 2,

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la
siguiente: y — Y, = m(x —X,)-

y — 3f =— ;E(x— 2); 25y — 15\/§=—\/§x+ 2\/5.

La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:

Tangente: tE\/gx + 25y — 17\/§ = 0.

b)

2
—3x+3
= [EEE gy

xz — 3x +3 |x—1

— X + x x — 2
0 — 2x +3
+ 2x — 2
+1

I=f(x—2+x+1)-dx=fx-dx—2fdx+fx_;l-dx=

2

=<-—2x + Llx — 1|+ C.

_ X' =3x+3 _ X
I—f—-dx—T— 2x + L|lx — 1|+ C.

x—1
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4°) Al 80 % de los alumnos de una clase les gusta el futbol; al 40 % les gusta el
balonmano y al 30 % les gustan ambos deportes.

a) Si se elige un alumno al azar, ;cual es la probabilidad de que le guste alguno de
los dos deportes (uno o los dos)?

b) Se eligen 10 alumnos al azar con reemplazamiento, es decir, cada vez que se elige
un alumno se le pregunta por sus gustos y se repone a la clase, pudiendo ser elegido
nuevamente. Calcule la probabilidad de que solo a 3 les guste el futbol (no es preciso
finalizar los célculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los nimeros
que la definen y sin hacer los calculos).

Datos: P(F)= 0,8; P(B)= 0,4; P(FNB)= 0, 3.

a)
P = P(FUB)= P(F)+ P(B)— P(FNnB)= 0,8 + 0,4 — 0,3 = 0,9.

b)
La probabilidad de que le guste el futbol es p = 0, 8 y la probabilidad de que
no le gustees g = 0, 2.

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
p20181 q:O;Z; Tl=10; T':S,

La formula de la probabilidad de la distribucion binomial es

P =(nr)p-q ,laprobabilidad pedida es:

_ 30 510-3 10t o3 .7
P=(103)-0,8-0,2"  =-g55508702 =

_10-9-8-7!

-5 —0,512-:0,0000128 = 5-3-8:0,000006553 = 0,000786.

P = 0,000786.
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OPCION B
1°) Considere lamatrizA = (30100010 3):

a) Determine los valores del pardmetro k para los que la matriz M = A — k-1 tenga
inversa, siendo [ la matriz identidad de orden 3.

b) Encuentre la matriz X que verifica que (A — 31)-X = 21, siendo I la matriz
identidad de orden 3 y A la matriz que aparece al comienzo del enunciado.

a)
M=A—-kl=A-%k(100010001)=(301000103)—(k000k000k)=
=3 —-k010 — k0103 — k).

Una funcion tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.

IM|= 0|3 — k010 — k0103 — k|=— k(3 — k)° + k = 0;

—k[B -k —1]=02k, =0 3-k -1=0 9-6k+k - 1=0;

Ko -6k + 8= 0; k=SB0 G 68 3y Z gk =4

LamatrizM = A — kl es invertible VkeER — {0, 2, 4}.

b)
(A —3D:X =2 (A—30) “(4d—-3DX=(A-30) "2

[X = 2:(A — 30) “I=X = 2:(A — 3) .

A—-31=(0010 —30100).
Se obtiene la inversa de A — 31 por el método de Gauss-Jordan.

(D=(100010001)={F o F}=
1 1
=>(001010100)=>{F2—>—?FZ]:(O(HO ~10100)

:>(A—31)‘1=(0010 —%0100).



X=2(-3)"=2(0010 —50100)=(0020 —50200)
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2°) Considere el plano n=2ax +y +az = 4 y la recta
r=2x +y+z=2 —x+y+2z=3:

a) Determine la posicion del plano y la recta segun los diferentes valores de a.

b) Para a = 2, determine la recta que es perpendicular al plano m y pasa por el punto
P(0, 1, 0).

a)
La  recta T y el plano T determinan el sistema
2ax + y+az=42x+y+z=2 —x+y+2z=3.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
M=2ala211 — 112)yM'= (2al1a211 —112 423).
Seglin sean los rangos de M y M | pueden presentarse los siguientes casos:
l.-- RanM = Rang M "= 2 = La recta esta contenida en el plano.
2.-- Ran M = 2; Rang M = 3 = Larecta s paralela al plano.

3.-- Ran M = Rang M=3>La recta es secante al plano.

Rang M=>|2a1a211 —112|=4a+2a—-1+a—-2a—4=5a—-5=0;
a—1=0=a=1.
Para a#1=>Rang M = Rang M = 3.

Para a#1 larectary el plano m son secantes.

Paraa = 1M = (211211 —112)yM =(211211 — 112 423).

Paraa = 1=>{F1 = Fz}:RangM = 2.
Paraa = 1=Rang M = {cl, c, c4}=> 214212 —113|=

—6+8—-2+4—4—6=620>RangM = 3.



Paraa = 1=Rang M = 2; Rang M' = 3.

Paraa = 1larectary el plano m son paralelos.

b)
Paraa = 2=>n=4x + y + 2z = 4 ysuvectornormalesn = (4, 1, 2).

La recta r pedida, por ser perpendicular al plano T, tiene como vector director
a cualquier vector que sea linealmente dependiente del vector normal del plano.

La recta r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones parameétricas es la
siguiente:
r={x =4\ y=1+ Az = 2A
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3°) a) Determine los valores de los parametros ay b para que la funcion
f(x)= a(x — 1)3 + bx + c:

-- Pase por el punto P(1, 1).
-- En el punto P(1, 1) su tangente tenga de pendiente 2.

-- En el punto x = 2 tenga un maximo relativo.

3x°-1

2 x
b) Determine el valor del limite: A = (%)
X —ZX

a)
Por pasar por P(1, 1)=f(1) = 1:

f)=al-1D"+bl+c=b+c=1 ()
Si en el punto P(1, 1) la pendiente es 2 = fv(l) = 2:
f(x) = 3a(x — 1)° + b.

f)=223al - 1)’ +b=22b=2

Sustituyendo el valor de b en la expresion (1): ¢ =— 1.
Por tener un maximo relativoparax = 2es2 = f '(2) = 0:
f@)=023a2 - 1)"+2=0; 3a+2=0>a =~

b)

3x°—1

2 x

_3 +2 [00] . .7 .

A= (—x — ) = 1 =Indeterminacion de tipo n2 e=
x —2x

3x°-1 3x°—1 3x°-1
2 x 2 x x
X —2x—x+2 X —2Xx —x+2 —x+2
=\ =757+ =1 +— =
X —2x X —2x X —2x X —2x

3x°-1 3x*—1

—x+2 x
[1 + —x(—x+2)]




1 SN lim
— x—+o0
=| lim (1 + ) y =e
x—+00 -
3x2—1
2 x
x —3x+2 -3 1
x —2x e
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4°) En una empresa los trabajadores se clasifican en tres categorias: A, B y C. El 30
% de los trabajadores pertenecen a la categoria A; el 25 % a la categoria B y el resto a
la categoria C. Ademads, se sabe que de los trabajadores de la categoria A un 5 %
habla inglés; mientras que de la categoria B un 20 % habla inglés y de los
trabajadores de la categoria C un 60 % habla inglés.

a) Si se elige al azar un trabajador de la empresa, ;cudl es la probabilidad de que
hable inglés?

b) Se elige al azar un trabajador de la empresa y resulta que habla inglés, ;cudl es la
probabilidad de que pertenezca a la categoria C?

A3

a)
P = P(I)= P(INA) + P(INB) + P(INC) =

= P(A)-P(I/A) + P(B)-P(I/B) + P(C)-P(I/C) =

= 0,30-0,05 + 0,25-0,20 + 0,45-0,60 = 0,015 + 0,050 + 0,270 = 0, 335.

b)
_ __P(CnD) P(C)-P(I/C) —
P = P(C/I)= P() ~ P(A)-P(I/A)+P(B)-P(I/B)+P(C)-P(I/C) ~—
_ 0,45-0,60 . 0,270 _ 0270 _ 270 _ 54 _ 0 806

~ 0,30-0,05+0,25-0,20+0,45-0,60 ~  0,015+0,050+0,270 ~ 0,335 = 335 67
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ARAGON

SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones propuestas: A o B.
OPCION A

1°) a) Resuelva el sistema: (243222132)(xyz)=(000).

b) Sabiendo que el determinante de la matrizA = (111abcxyz) es 4, es decir
|A| = 4, determine el determinante de la matriz

B=Q23a+ kx+523b+ky+523c+ kz+5).

a)
(243222132)(xyz)=(000)=>2x + 4y +3z2=02x + 2y + 2z =0 x

Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas que es
homogéneo por carecer todas las ecuaciones de término independiente distinto de
cero.

Todos los sistemas lineales homogéneos son compatibles, pues todos admiten
la solucidn trivial x = y = - = 0.

A efectos de rango, las matrices de coeficientes y ampliada son equivalentes.

IM|=1243222132|=8+18+8 — 6 — 12 — 16 = 0=Rang M = 2

Segtn el teorema de Rouché-Frobenius:

Rang M = 2 < n2de incog.=S. C. I.

Para su resolucion se desprecia una de las ecuaciones, por ejemplo la primera,
y se parametriza una de las ecuaciones, por ejemplo y = A.

El sistema resulta:
X+ z=—Ax+2z=—3\} —x—z=Ax+ 2z=— 31}z =— 2\

A. Menguiano



X — 2\ =— A=>x = A

Solucion:x = A, y = A, z =— 2A, VAER.

b)
B=Q23a+ kx+523b+ky+523c+kz+5)=23ax23by23cz)-

=23 Qax1lbylcz)+ 0=6-(111labcxyz)= 64 = 24.
Se han utilizado las siguientes propiedades de los determinantes:

1%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
dicha linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes
elementos iguales a los del determinante inicial.

2% - Si un determinante tiene dos lineas proporcionales su valor es cero.

3%.- Si los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen por un
numero real el valor del determinante queda multiplicado o dividido por dicho
numero.

4% - El valor del determinante de una matriz es igual que el determinante de su matriz

traspuesta.
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2°) a) Dados los vectores u = (1, 2, 1), v=(2, 1, D yw = (0, 2, 1), determine
el volumen del paralelepipedo que definen esos tres vectores.

b) Determine la posicion relativa de las rectas de ecuaciones siguientes:
— z+2

% SR AN R _ 4 = _c —
r==—=v="Tys=s{-x+y+2z2-4=0x+2y+2z-5=0 .

a)

- o -

El volumen del paralelepipedo que determinan los vectores u, vy w es
equivalente al producto mixto de los tres vectores.

Vo= |wvywl=lw(@aw)|=l121211021) =1+ 4 -2 - 4=

(u, v, W

=|-1|= 1.

b)
La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

y=3—-XA —x+3-A=4-2\;, x==1+2A=s=s{x=—1+Ay=3 —-—A z=

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A(— 1,0, — Z)yvr = (4, 6, 1). Recta s:

B(— 1, 3, O)yvs =1, —1,1).
Los vectores v yv_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
puntoBEssw=AB=[B — Al=[(—1,3,0—-(—1,0, — 2)]=(0, 3, 2).

e

Segun que los vectores {vr, v, W} sean 0 no coplanarios las rectasr y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.



- 5

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

- o5

Rang{vr, v, w}=>|4611 ~11032|=—8+43 — 12 — 12 =— 20%0=

- - a] e

=Rangiv, v, wi{= 3=v, v, wno son coplanarios.
r S T S

Lasrectasry s se cruzan.

sesk skeosk kosk kosk skok



X =3x+3

3°) a) Considere la funcion f(x) = —

a 1) Determine las asintotas de la funcion f(x).

az) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los maximos

y minimos relativos de la funcion f(x).

b) Calcule la siguiente integral: | = [ ———-

a)
a
")
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos
de la funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
X —3x+3 , ’ ,
k = f(x) = = = o= No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x —1=0;, x =1=Larectax = 1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

m =49 g z[m_mx].
x x
X' —3x+3 2
m = f(x) — x—1 — x—23x+3 -1
x x x —x

2 2 2
_ | fx _ x =3x+3 \ x —3x+3—x +x
n = [ . mx|= \———

x—1 X} x—1
—2x+3
= — 2
Larectay = x — 2 es asintota oblicua de la funcién.
a
,)

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es
positiva o negativa, respectivamente.



(2x—3)-(x—=1)—(x’—3x+3)-1 2x°—2x—3x+3—x"+3x—3 x'—2x x(x—2)

f)= _ _ _

(x—1)° (-1 x-1* =D

f'(x) = 0222 = gox(x — 2)= 02x. = 0; x_ = 2.
(x—1) 1 2

Las raices de la derivada dividen a la recta real en los intervalos (— oo, 0),
(0, 2) y (2, + o), donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valor x = 3€(2, + o0) es: f'(3) = % =

3-1 3 .
= — = > 0=Creciente.
2

Teniendo en cuenta lo anterior y que el dominio de la funcidon es
D(f)=R — {1}, los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

f'(x) > 0=Crecimiento: x€(— o, 0) U (2, + o0).

f'(x) < 0=>Decrecimiento: x€(0, 1) U (1, 2).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es

negativa, de un maximo.

(2x=2)(x—1)"—x(x=2)[2-(x—1)1] 2(x—1)’—2x(x—2) 2(x’—2x+1)—2x"+4x

f )= -1" N -1’ N -1’ N
_ 22— Ax 2
-1’ -1
(0)= —2— =2 < 0=>Maximo relativo para x = 0.
-’ 1
_ 0-043 _ 3 _ f _

f(0) =——/—=— =— 3=Maximo: 0(0, 3).
f@2)= #3 = = 2 > 0=Minimo relativo parax = 2.

2’-3243 _ 4-6+43 _ C
fR)="—"1"=—"7 = 1=Minimo: A(Z, 1).




b)

x2+x—2=0; X = _1J—’2J1+78 = _lzi3 >x =— 2, x. = 1.
1 2
x2+x—2=(x+2)(x—1),
9 _ M N_ _ Mx—M+Nx+2N _ (M+N)x+(—M+2N) P )
x—z X2 T T T ey Pz > M+ N=0—M+ 2N =

=23N=9, N=3; M+ 3 =0=>M =— 3.

9 -3 3
= f x—2 ax = f(x+2 t x—1).dx == 3-Llx + 2|+ 3-Llx — 1|+ C =
3
_ x—1
L x+2| + C
— 9 _ x—1 3 _ x—1
I_fx2+x—2 dx =1L x+2| + =3 x+2|+ C.
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4°) Se lanza 10 veces un dado equilibrado (es decir un dado donde todas sus caras
tienen la misma probabilidad de aparecer):

a) Determine la probabilidad de que salga un nimero par en todos los lanzamientos.

b) Determine la probabilidad de que salga un numero par exactamente en tres
lanzamientos. (NO es preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la
probabilidad, precisando los numeros que la definen y sin hacer los calculos).

a)

Se trata de una distribucidon binomial de las siguientes caracteristicas:
Sacarn®par: p = 0,5; Sacarn®impar: q = 0,5; n = 10; r = 10.

Sabiendo que la formula de la probabilidad de la distribucion binomial es
P=(nr)p-q

p =(1010)-0,5"%0,5" = 1.0,5°1 = 210 = 0,000977.

b)

p=(103)0,5%0,5" = —515=-0,5" =12%7.0,5" = 10.3.40,5" =

= 120.0,5'" = 120-0,000977 = 0,1172.
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OPCION B
1°) a) Dadas las matrices A = (010100001)yB=(1 — 111 —10202)
, encuentre la matriz X, de dimensién 3X3, que resuelve la ecuacion matricial:

AX + B = A

b) Determine el rango de la matriz C = (21342kkk1) segin los diferentes
valores del parametro k.

a)
AX +B=A" AX=A"—B: A “AX = A_l-(AZ - B);

IX=4"(A"-B)>x=4"(a"-B).

A*=A4A4=(010100001)(010100001)=(100010001)= 1.

A —B=1-B=(100010001)—(1 —111 —10202)=(01 —1 — 12¢

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(I):(100010001):{F1<—>F2}:>(010100001):

A '=(010100001).

X=A‘1-(A2—B)=(010100001)-(01 -~ 1 -120 —20 —1)=(—12001

X=(-12001 -1 —-20 —1).

b)

IC|=121342kkk1|=4 + 12k + k" — 6k — 2k’ — 4 =— k" + 6k = 0;

— k(k — 6)= 0=k =0, k,= 6.

Para {k#0 k#6 }»Rang C = 3.

Parak = 0=C =(213420001)=|1320 |#0.



Parak = 6=C =(213426661)= (2661 |+0.

Para{k = 0k = 6 }=»Rang C = 2.
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2°) Determine el valor de los pardmetros m y n que hacen que la recta r de ecuacion
r={x+y+z=2 2x+3y+2z=3 estt contenida en el plano
m=mx +y + nz = 4.

Para que la recta r esté contenida en el plano m es condicidén necesaria que el
vector director de la recta sea perpendicular al vector normal del plano.

La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:
r={x+y+z=2 2x+3y+z=32y=2A=2> x+z=2-2A2x+z=3— 3

=2>x=1-25 1-2A+z=2-X z=1+4+2=2r={x=1-2Ay =2 z =1

Un vector director de r es v o= 2 -1, = 1.

Un vector normal de mesn = (m, 1, n).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
von = =2, -1, —1)(m1,n)=2m—-1-n=0; 2m —n = 1.
(1)

Para que la recta r esté contenida en el plano  es necesario que todos los
puntos de la recta pertenezcan al plano. Un punto de r es P(1, 0, 1).

Un punto pertenece a un plano cuando satisface su ecuacion:
m=mx +y +nz =4 P(1,0, D)}=>m+0+n=4 m+n=4

2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

2m —n=1 m+ n = 4}=3m = 5; m=%.

5 5 7
3+n—4,n—4—3—3.

. . 5 7
Larectar esta contenida en el planomparam = —-yn =—.
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2
3+x

o ;. x2+1 x3_x2_x+2 x
3°) @) Calcule el limite: |-—— — =
X

s . : . 2 :
b) De entre todos los triangulos rectangulos que tienen un area de 1 cm , determine
el que tiene la hipotenusa de longitud minima y proporcione las longitudes de los tres
lados de ese tridngulo.

c¢) Calcule el area limitada por la curva f(x) = X+ x y larecta g(x) = x + 4.

a)
3+x2
2 3 2 x
x +1 X —x —x+2 0o
( - = ) = (0 — 00) =Indet.=
X x
3+x2 3+x2
3 32 x 2 x
X +x—x +x +x—2 x +2x—2 00
= > = |—— = 1 =Indet. n® e=>
X X
3+x2 3+xZ xz 2x—2
3+x —_— _— —
. 1 x 1 X 2x—2 x
2x—2
= (1 + 2 ) = (1 + 2 =11 + 2 =
x X X
2x—2 2x—2
3+x° 2x—2 6x—6+2x"—2x"
2 T 2 3
X X X X X
2x—2 2x—2
1 1
=1 + — =1 +— =
2x—2 2x—2
2025 +6x—6
2 3
x x
2x-2 2x°—2x" +6x—6
1 3 2
=11 +— =e =e
2x—2
3+x
X+l Xox'=xt+2 | * _ 2
- 2 =e.
X x
b)
b-c 2
S==C=1=c=—.

y 2
Por el teorema de Pitagoras:a =b + ¢ =



2 4 7 4
2 2 2 4 b +4 b +4 b +4
=b+( ) :b+ 2 = 2 =a = 2 :\/ :
b b b b

La hipotenusa es minima cuando se anule su primera derivada y sea positiva su
segunda derivada para los valores que anulan la primera.

2b

w° 4 * 4 4 [ [a ?
-b—\/b +4-1 —\/b +4 2b —[\b +4
* _ b*+a ( " ) — 2b'—b'—4 _

'b _ 2\b +4 _
a()_ 2 - 2 2 [ a T 2 [a
b b b /b +4 b /b +4
b4
b>A/b*+4

' 4
a(b)=0s—"=2—=0; b' — 4 = 0=(b > 0)=b = 2.
b \b +4

Justificacion de que el valor hallado es el minimo:

4b3-(bz-\/b4+4)—(b4—4)-(2b- b4+4+b2-4b3)

2/b*+4

a (b)= b"(b"+4)

> 0=>Minimo.

a”(\/i): 4‘2\/5‘(2'@_(4_4)'(""‘) _ 8\/5(123/5)_0

4-(4+4) o

_2_2 _ _V2+a B
c=f=2=12 a="2r ===

Los lados del triangulo sona = 2cm, b = ¢ = \/5 cm.

c)
La funcion f(x) = X° + x es una parabola

convexa (U) que corta al eje de abscisas en los
puntos 0(0, 0) y A(— 1, 0).

El vértice de la parabola es el siguiente:

' 1 1 1:
f(x)=2x +1=0-x =— 7:>V(— - —).



Los puntos de corte de la pardbola y la recta se obtienen de la igualacion de sus
expresiones:

X Hx=ax+ 4, X — 4= 0=>{x1 =— 2-B(— 2, 2) X, = 2-C(2, 6)

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que se indica
en la figura adjunta.

En el intervalo correspondiente a la superficie a calcular, (— 2, 2), todas las
ordenadas de la recta son mayores que las correspondientes ordenadas de la parabola,
por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

2

2
S = [[g(x)— F0)]-dx = _fz[(x +4)— (2" + x)]-dx =

-2

= }(x +4—x - x)-dx = }(4 _xz).dx =[4x _%3]2 _
) ° L

3 3 .
=(4-2—ZT)—[4-(— 2) — 2 ]=8—ﬁ+8—i= 16 — & =32 2 = 10,67 u
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4°) a) En una clase de 20 alumnos, 10 estudian ruso, 12 practican algin deporte y tan
solo 2 hacen ambas cosas. ;Cudl es la probabilidad de que, al escoger un alumno al
azar, si estudia ruso, practique algun deporte?

b) Un tirador de pistola olimpica, tiene una probabilidad de 0,8 de hacer blanco. Si
dispara 12 veces, /cudl es la probabilidad de que haga 10 o mas blancos? (NO es
preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando los
numeros que la definen y sin hacer los célculos).

a)
Datos: P(R)=—>= 0,5 P(D)=—~-=-=0,75 P(RND)=—=0,1.

P(ROD) _ 01 _ 0,2.

P = P(D/R) = P(R) 05 <&

b)
Se trata de una distribucidon binomial de las siguientes caracteristicas:

Hacer blanco: p = 0,8; Fallar: q = 0,2; n = 12.

Sabiendo que la férmula de la probabilidad de la distribucién binomial es

P=(nr )-pr-qn_r, siendo 7 los casos de éxito.

P =(1210)-0,8"0,2° + (1211)-0,8'"0,2" + (1212)-0,8'%0,2° =

12!

10 11 12
= oo 08 0,04 +12:0,8 0,2 + 1:0,8 -1 =

= 570,810,04 + 2,40,8" +0,8" =0,8"-(660,04 +2,40,8 +0,8") =

=0,8"(2,64 + 1,92 + 0,64) = 0,107374182-5,20 = 0, 5583.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El examen presenta dos opciones: A y B. Elige una de ellas y responde
razonadamente a los cuatro ejercicios de que consta dicha opcion.

OPCION A
1°) Discutir el sistema resolver en las casos de compatibilidad:
2x+y+z=a 2x+y+2z=2a2x+y+3z=3 .

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=211212213)yM' =(211212213 aZ2a3).

El rango de la matriz de coeficientes es Rang M = 2 por tener dos columnas
proporcionales.

El rango de la matriz ampliada es el siguiente, en funcion del parametro a:
RangM = (211212213 a2a3)=>{F2—>F2—F1F3—>F3—F1}:o(211

=>{F3—>F3— 2F2}=>(211001000 aa3 — 3a)=3 — 3a = 0=a = 1.

Paraa = 1>Rang M = Rang M =2 < n%incég.=S. C. I.

Para a#1=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Para a*1 el sistema resulta:
2x+y+z=1 2x+y+2z2=22x+y + 3z=3, que es compatible
indeterminado. Para su resolucion se desprecia una ecuacion (tercera) y se hace
x =X

y+z=1-2Ay+2z2=2—-2A}) —y—z==—1+2\y+2z=2-2A

Solucion:x = A, y =— 2\, z = 1, VAER.

A. Menguiano
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2°) Se tiene un abrevadero de longitud 6 m y de altura 1 m. Su seccion es la descrita

en la figura adjunta formada por la funcion y = x°. Por h indicamos la altura del

nivel del liquido. : i
a) Comprueba que el area de la regioén S, sombreada \ ; en
la figura, en funcion de h se puede expresar como \ /

4h R : S
S(h) = Al 0 X

b) Determina la altura h donde se alcanza la mitad del volumen total del abrevadero.
Nota: El volumenes V = S-L.

a)
Los puntos genéricos de la funcion y = x* son de la forma P(x, xz); si se hace
y = h las coordenadas del punto son P(\/ﬁ, h). Teniendo en cuenta que la funcion

y = x es simétrica con respecto al eje de ordenadas, la superficie tiene la siguiente
expresion:

S = zf(h — ) dx = Z-lhx - XT]ZE _ 2.[(;1.@ _ jig)_) _ 0]:

= 2-(h\/71 —hT\/E) = 2-(2}?/%) = 4h\/ﬁ, c. q. C.

3

b)
El Volumen total en funcion de hes: V(h) = S-l = 4]13—%-6 = 8hx/ﬁ.

Teniendo en cuenta que h = 1: V.= 8-1-\/1 =8m.

La altura cuando el volumen se reduce a la mitad (4 m3) es la siguiente:
TR Y Y PE S D S N RN SRS )

8hfh=4; 2k =1; VK" == h" = =h= i R

Elvolumen es la mitad del total para h = % m=0, 63 m.
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3°) Los puntos A(0, 1, 0) y B(— 1, 1, 1) son dos vértices de un triangulo. El tercero
C pertenece a la recta r={x =4z =1. Ademas la recta que une Ay C es
perpendicular a la recta r.

a) Determinar el punto C. b) Calcula el area del triangulo.

a)
Los puntos A y B determinan el vector BA = (1, 0, — 1).

La recta r tiene la siguiente expresion: r={x = 4y = uz = 1.
El haz de planos a perpendiculares ar esa=y + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano B que contiene al punto A(0, 1, 0)
es el que satisface su ecuacion:

o=y +D =0 A(0,1,0)}=21+ D =0=D =—1=p=y -1 = 0.
El punto C es la interseccion del plano (3 con la recta r:

BEy—l:O TE{X:Ll-y:}\Z:l}:)\_l:O;}\:1:6(4,1'1)

b)

BC=1[C — Al=[(4 1, 1)— A0, 1, 0)] = (4, 0, 1).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

1 |5 i U 1 , . 1 . 5
S, pc =5 |BAXBCl=5-ijk10 —1401| =5-|- 4j — jl=5]- 5|=%

5 2 2
— =, =2 )
SABC—2 u =2,5u
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4°) Consideremos dos dados, uno normal con las caras numeradas del 1 al 6 y otro
trucado, con 4 caras con el numero 5 y 2 caras con el numero 6. Se elige al azar uno
de los dos dados y se lanza.

a) Calcula la probabilidad de sacar 5.

b) Si el resultado de la tirada es 5, ;cudl es la probabilidad de haber elegido el dato
trucado?

a)
\
<

P = P(5)= P(N)-P(5/N) + P(T)-P(5/T)= 0,5:— + 0,5:= = 0,5~ =
=22 =B -3 = 0,4167.
b) 4

P = P(T/5)= P;T(Q)S) - P(N)-Pé(/TI\)I.):)-(IE(/YY:))-P(S/T) = 0,5.21)6,5.2 = 00,’55:}2 = 2?5 =
=2+===0,8
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OPCION B
1°) DadalamatrizA = (100231162 144),calcula:
a) Su rango.

b) Si existe, una columna combinacion lineal de las restantes.

c¢) Si existe, una fila combinacion lineal de las restantes.

a)
Rang A=(100231162 144):>{F2—>F2— 2F1F3—>F3—F1}:>(1000:

=>{F3—>F3— 2F,}= (100031000 12 — 1)=>Rangd = 3.

b)
Las columnas segunda y tercera son linealmente dependientes; en particular se
observa claramente en la matriz expresada escalonadamente.

Las columnas segunda y tercera son combinacion lineal.

c)
Como la matriz tiene tres filas y su rango es tres, se deduce, necesariamente
que:

No existe ninguna fila combinacion lineal de las demas.
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2°) Se tienen 20 metros de un marco metalico para
construir una valla publicitaria rectangular. El terreno &
donde se quiere instalar la valla es fangoso y al colocarla
se hunde una altura h que es la quinta parte de la anchura 1

de la valla. Calcula las medidas de la valla de forma que el area visible (la sombreada
en la figura adjunta) sea la maxima posible.

Sean xey las dimensiones de la base y la altura del rectangulo,
respectivamente.

2x + 2y =20; x +y = 10=y = 10 — x.

1 Se sabe que h = %

1 La superficie visible es: S = x-(y — h).

El valor de la superficie visible en funcion de x es la siguiente:

S(x) = x-(lO — X —%) = %(50 —5x —x)= %(50 — 6x) =

o=

(50x - 6x2).

Para que la superficie sea méaxima tiene que anularse su primera derivada y ser
negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

S (x) = ~(50 — 12x). S (%) = ++(~ 12) < 0=>Maximo.

S(x) = 0>—+(50 — 12x) = 0; 50 — 12x = 0; 25 — 6x = 0=x = =,

25 _ 60-25 35
6 6 -6

25
6

y =10 — x = 10 — 2—6554, 16. =5, 83.

Las dimensiones son, aproximadamente, 4,16 m de base y 5,83 m de altura.
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3°) Dados los puntos A(2, 1, 0) y B(1, 0, — 1) y larecta r que determinan. Y sea s
la recta definidapors={x + y =2y +z =0.

a) Estudia la posicion relativa de las dos rectas.

b) Determina un punto C de la recta s tal que los vectores CA y CB sean
perpendiculares.

a)
Los puntos A y B determinan el vector BA = = [A —B]=(1, 1, 1).
La expresion de r mediante unas ecuaciones continuas es la siguiente:
ExIZ =y%1=%=>{x—2=zx—2=y—1}=>rE{x—z=2x—y=1
Las rectas r y S determinan el sistema

{x—z=2x—-y=1x+y=2y+2z=0.
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(11100 —111 —1001 ) y
M=(10-12110 —1110 1021 0).

Seglin sean los rangos de M y M | pueden presentarse los siguientes casos:
1 — Rang M = 3, Rang M' = 4=Se cruzan.

2 — Rang M = 3, Rang M = 3>Se cortan.

3 — Rang M = 2, Rang M = 3=Son paralelas.

4 — Rang M = 2, Rang M = 2=Son coincidentes.

RangodeM=>{F1,F2,F3}:> 10 —11 —10110|=— 1 — 1#0=>Rang M = 3

RangM =10 — 12110 —1110 10 21 0 |=>{F2—>F2—F1 F,—>F

>

por tener las dos ultimas filas iguales =Rang M = 3.



Lasrectasry s se cortan.

b)

La expresion de s dada por wunas ecuaciones paramétricas es
s={x=2—-Ay=A z=—21 .

Un punto genéricode ses C(2 — A, A, — A).

-

CA=[A-Cl=[21,0—-C2 -3 —N]=Q 1 =21 A).

-

CB=[B-Cl=[(1,0, —1)—Q2—-AA —N]=(1+1% —A —1+2)

N

Los vectores CA y CB seran perpendiculares cuando su producto escalar es 0:

CACB=OA1-AN)(=1+A —A —141)=0;

A+ —A+ T A+ =0, 3 -3 =0; 3AA - =022 = 0,4 =1

Existen dos puntos que cumplen lo pedido: 61(2, 0,0y Cz(l, 1, —1).
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4°) En una ciudad hay dos equipos destacados, uno de fatbol y otro de baloncesto.
Todos los habitantes son seguidores de alguno de los dos equipos. Se sabe que hay un
60 % de seguidores del equipo de futbol y otro 60 % del equipo de baloncesto.
Calcula:

a) La probabilidad de que un habitante sea seguidor de ambos equipos a la vez.

b) La probabilidad de que un habitante sea inicamente seguidor del equipo de fltbol.
c) Se elige al azar un habitante de la ciudad y se comprueba que es seguidor del
equipo de baloncesto. ;Cudl es la probabilidad de que sea también seguidor del

equipo de futbol?

Datos: P(F)= 0,6; P(B)= 0,6; P(FUB)= 1.

a)

P = P(FNB)= P(FUB) = P(F) + P(B) — P(FNB).

P(FNB)=P(F)+ P(B)— P(FUB)=0,6+0,6—-1=12-1=0,2
b) 1

P = P(F)— P(FNB)= 0,6 — 0,2 =0,4.
c)

P(FNB) _ 02

P = P(F/B) = PGB~ 06

= 0,3333.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE ASTURIAS

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El examen presenta dos opciones: A y B. Elige una de ellas y responde
razonadamente a los cuatro ejercicios de que consta dicha opcion.

OPCION A

1°) DadalamatrizA =(11m —11m - 11m — 111), donde m es un numero
real.

a) Estudia el rango de A segln los valores de m.

b) Para m =— 1, calcula la solucion, si existe, del sistema At-(xyz) =(000),

donde A es la matriz traspuesta de A.

a)
El rango de la matriz A en funcion del pardmetro m es el siguiente:

Al=11m-11m-11m-111|=m-1+m-1+m—-1-(m —

—1—1=3m—5—(m3—3m2+3m—1)=3m—5—m3+3m2—3m+1=

| -3 0 4
-1 -1 4 -4
I -4 4
2 2 -4 m
-2
2 | 2 m
o]

M+ 3m—4=0;m —3m° + 4 = 0.

Resolviendo por la regla de Ruffini:

x =—1;, x. =x_= 2.
1 2 3

Para {m# — 1m#2}=>Rang A = 3.

A. Menguiano



Param =— 124 =(11 —21 —21 —211)= 111 —2|=—2 -1 =—

Param =— 1=>Rang A = 2.

Param =24 =(111111111)=Rang A = 1.

Param = 2=Rang A = 1.

b)
Param =— 1=4'=A=(11 —21 —21 —211).

At-(xyz)z (000)»>(11 —21 —21 —211)(xyz)=(000)> x+y

Se trata de un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas cuya
matriz de coeficientes tiene rango dos.

Segtin el teorema de Rouché-Frobenius, por ser el rango de la matriz de
coeficientes (que en este caso es igual que el rango de la matriz ampliada) menor que
el nimero de incdgnitas el sistema tiene infinitos grupos de soluciones.

Despreciando una ecuacion (por ejemplo, la tercera) y haciendo z = A:

X+ y=2Ax—-2y=—2A} x+y=2 —x+2y=2A}=23y =3\ y=2

Solucion: x = y = z = A, VAER.
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2°) Se quiere construir una rampa (ver grafica) para camiones con una pendiente
m = tag « > 0y que salvauna altura h = 20 m.

a) Calcula, en funcion de m, el valor de b y comprueba que la
longitud de la rampa [ se puede expresar como

2
[ (m) = 204|221
m

b) El camién se mueve a una velocidad constante que depende de la pendiente m y se
expresa, en metros por segundo, a través de la funcién v (m) = % Demuestra que
m

el tiempo t, en segundos, que tarde en recorrer la rampa se puede expresar como

m2+1
t (m) = 20~/ 2L

m

c¢) Calcula la pendiente m que hace minimo el tiempo de recorrido de un camion. (Se
recuerda que tag = tangente y velocidad = espacio/tiempo).

a)
- —h_ 20
taga == m=b = —=—
2
L=+ 1 = f(5) +20° =
= /2% +20° = 204 /5 + 1 = 20 |1
m m m
1 2
Queda comprobado que l = 20-4 | ;rzn :
b)
200 |1 2
v =St =5 = f — ' _ 20. 1+72n AJm = 20- m(1+2m)$
v = o m o

2
=t (m) = 201/ mr:lrl , como se debia demostrar.

c)
La condicion necesaria para que el tiempo sea minimo es que se anule su
primera derivada:

Lt = 120 + —L(m" + 1) — 2-Lm.



1 2m 1 1 m 1 2m—(m’+1) _ 2m’-m’-1 _  m’-1
Ot T T Ty am T am(mien)
m +1 m +1 Zm(m +1) Zm(m +1) Zm(m +1)
1.

m’—1 m°+1 m°—1 2
——= 20"/ . > =0=>m —1=0>m, =—1 m_=
Zm(m +1) m Zm(m +1) 1 2

La solucién negativa carece de sentido légico, por lo cual esm = 1.

El tiempo es minimo cuandom = tag a = 1-a = 45°.
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3°) Sean r y s dos rectas perpendiculares que se cortan. La recta r viene dada por la

ecuacion rEx;—l =y + 1=— 2z + 2. Calcula:

a) Un vector director de 7.

- -

b) Un vector director de s sabiendo que v Xv_es proporcional al vector (1, 0, 2).

¢) Las ecuaciones del plano T que contiene a ambas rectas.

Ex—=y+1=—z+2:r5x;1 = lerl = Z__1 =>UT=(2» L -1

b)
Sea Vo= (a, b, c) el vector director de s.

- -

Por ser las rectas perpendiculares es Vv o= 0:
Vv o= 2,1, —1(a b c)=0; 2a+b —c=0. (1)

1;;><1;)S=|ijk21 — labc|=ci — aj + 2bk — ak + bi — 2¢j =
=Mb+c)i+(—a-—- 2c)j+(—a+ 2b)k.

- -

Por ser v X es proporcional al vector (1, 0, 2):

b+c _ —a—2c __ —a+2b
T 0 2

>{—a—-2c=0a+2c=0 2b + 2c =— a + 2b; a

=a + 2c = 0. (2)

De las ecuaciones (1) y (2):

2a+b—-—c=0a+2c=0 } 4a+2b—2c=0a+2c=0 }=5a + 2b




v =(a b, o=(-4 b1 > v =(-25 1.

Un punto de larectares P(1, — 1, 2).
La ecuacion general del plano m pedido es la siguiente:

n(;r, JS,P)z|x—1y+1z—221 ~1 -251|=0;
x—D+20+ D+ 10z - 2)+ 2(z — )+ 5 — 1) = 2(y + 1) = 0;
6(x — D+ 12(z-2)=0; x —1+2(z—2)=0; x — 1+ 22 — 4 = 0.

m=x + 2z — 5 = 0.
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4°) En un espacio muestral se tienen dos sucesos independientes: A y B. Se conocen

las siguientes probabilidades: P(ANB) = 0,3 y P(A/B) = 0, 5. Calcula:
a) P(A) y P(B). b) P(AUB) y P(B/A).
c¢) La probabilidad de que no ocurra ni el suceso A ni el suceso B.

a)
_ _P(ANB) _ P(AnB) _ 03 _ 3
P(A/B) = P(A) =P(4) = P(A/B) ~ 05  5°
3
P(A)=—==0,6.
Por ser los sucesos A y B independientes: P(ANB) = P(A)-P(B):
_ P(AnB) _ 03 _ 3 _ 1
P(B) = PA 06 6 2
1
P(B)=-—=0,5.
b)
P(AuB)= P(A)+ P(B)— P(ANB)=0,6+0,5-0,3=1,1-0,3
P(AUB) = 0, 8.
_ P(AnB) _ 03 _ 3
P(B/A) = P(B) ~ 05  5°
P(B/A)=—+=0,6.
c)

P=PANB)= P(AUB)=1 — P(AUB)=1 — 0,8 = 0, 2.

La probabilidad de que no se produzcani AniBes 0, 2.
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OPCION B
1°) Dadas las matrices
A=(1301),B=(10 —101111 —1)yC=(120 —102):

a) Calcula, si existe, la inversa de B.

b) Determina, si existe, la matriz X que verifica la relacion AXB = C.

a)
. . : -1 Adj. deB’
La inversa de B se obtiene por la adjunta de la traspuesta: B~ = B
|IB|=110 —101111 - 1|=—1+4+1-1=-—1. Bt=(101011—11—

Adj. =111 —1] =101 -1 —1[]01 — 11| =011 —1||]11 —

B =21 -1-10111 — 1).

b)
AXB=CA “AXBB =4 ' cCB L I1XI=4"CB ">

=X = A" -C-B_'. La inversa de A se obtiene por el método de Gauss-Jordan:
(A/T) = (1001)=>{F1—>F1— 3F2}=> (1 —301)=
A =01 -301)

X=4"CB'=(1 -301)(120 —102)(21 -1 —10111 —1)=

=42 -6 —102)(21 -1 —-10111 —1)=>X=(0 —2401 — 1)

skokskoskskskskskksk
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2 .
x +x—6

2°) Dada la funcion f(x) =

a) Estudia su dominio de definicidn y calcula sus asintotas.

b) Estudia sus maximos, minimos y puntos de inflexion.



¢) Calcula una primitiva de la funcién f(x).

a)
Por tratarse de una funcién racional su dominio es el conjunto de los nimeros
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

2 —14+4/1+24 —14+/25 —145
X +x—-—6=0;, x = 5 = 2r= > =>x1=—3,x=2.

D(f)=R — {— 3, 2}.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion
tienda a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores
reales de x que anulan el denominador.

Lasrectas x =— 3y x = 2 son asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que
toma la funcidén cuando x tiende a + oo:

k=f) =———=0.

+x—6

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcidn.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, {m#0, m#00} siendo:

m = f(x) yn _[f(xx) _ mx].
I S
m = f(x) = 220 = [jm — = 0.
x x—00 x(x +x—6)

No tiene asintotas oblicuas.

b)
La condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo es que
se anule su primera derivada.

2 2
(x +x— 6) (x2+x—6)
f)=0—21 =0, —2x—1=0; 2x + 1 = 0=x =— —.

(x +x— 6)



Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un minimo y,
si es negativa, de un maximo.

2
"o =2 x=6) —(=2x=1)[2(x’+x=6)-2x+D)] _ —2(x’+x—6)+2(2x+1)-(2x+1) _
£ o= e | _ 20t _
(x +x—6) (x +x—6)
2 —2xt1242(4x+4x+1) | —2x —2x+1248x +8x+2  6x +6x+14 _ 2(3x°+3x+7)
- 3 - 3 - 3 37 .
(x2+x—6) (x2+x—6) (x2+x—6) (x2+x—6)
" (3 34 5. 3-6+28 25
f(_ %): (4 : 3) = — = —— < 0=>Maximo para x =— L
) 5 ) 2
4 2 4
1 1 1 4 . . 1 4
f(— 7)= T T 1z T s :Maxlmorelatwo:P(— > _E)‘

La condicidén necesaria para que una funcion tenga un punto de inflexion es
que se anule su segunda derivada:

f”(x) = O:l(izwri;z)— = 0; 3x2 +3x+7=0;, x= _3i2— {2_84650, Vx€ER.
X +x—6

La funcion f(x) no tiene puntos de inflexion.

1 1 A B
F(x) = f e dx = fmdx = f(x+3 + x_z)-dx. (1)

A B A(x-2)+B(x+3) _ Ax—2A+Bx+3B __ (A+B)x+(—24+3B)
x+3 x—2  (x+3)(x=2) tx—6 X tx—6

= A+B=0—-2A+3B=1} 2A+2B=0 —2A+ 3B =1}=5B = 1-B

Sustituyendo en (1) los valores de A y B obtenidos:

1

_1 1
F(x):f;dx=f( 4 5)dx=—%L|x+3|+%L|x—2|+C=

x’—5x+6 x+3 x=2

x—2
x+3

1 —2 5
= 5L |+ c=2F) =

x+3

|+C.
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3°)Dadalarectar={y = 1z = 0, el punto Q(1, 1, 1) y sea un plano m:
a) Calcula el punto P de la recta r que verifique d(P, Q) = 1 u.

b) Se sabe que Qenty que d(P, Q) = d(P, ). Determina la ecuacion del plano .

a)
Los puntos de la recta  son de la forma P(x, 1, 0).
dP, Q=& - D'+ A - D'+ 0 - D =1 Va- D'+ 1=1
2 2
x—1) +1=1, (x—1) =0=x = 1.
El punto pedido es P(1, 1, 0).
b)

Por ser d(P, Q) = d(P, m), el vector PQ es normal al plano .

PQ=10 - PI=[(1, 1L D~ (1 1, 0)]= (0, 0, 1.

La expresion general del planoes m=z + D = 0.

Por pertenecer el punto Q al plano T tiene que satisfacer su ecuacion:
Q(1, 1, 1) n=z+D=0}>1+D=0;, D=—1.

=z —1=0.

sk skeosk ok kosk skok



4°) En la siguiente tabla se muestra la distribucién de un grupo de personas en
relacion al consumo de tabaco:

Fumador | No fumador
Hombres 10 30
Mujeres 20 40

Se elige en ese grupo una persona al azar. Calcula las probabilidades de los siguientes
sucesos:

a) Sea fumador.
b) Sabiendo que es fumador, se trate de una mujer.

c¢) Se extrae una segunda persona al azar, ;cudl es la probabilidad de que una fume y
la otra no?

Total hombres: 40. Total mujeres: 60. Total personas: 100.
a)
__ Casos favorables __ 10+20 _ 30 _ 3
P = Casos posibles 40460 ~ 100 = 10 0,3
b)
_ _ PMnF) _ 20 _ 20 _ 2
P = PM/F)= P(F) ~ 10420 ~ 30 = 3 °
c)
_ = T _ 30 70 70 30 _ _7 7 14
P = P(FF)+ P(FF) = 00 99 T 700 99 — 33 T 33 =33 = 0,4242.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Tenéis que resolver tres de los cuatro problemas siguientes. Se han de justificar todas
las respuestas.

OPCION A
1°) a) Discutir para qué valores de m el sistema
4 +my+z=m+2x+y+mz=—2(m+ 1) 4x +y+z=m}

es compatible.

b) Resolvedlo en el caso de m = 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(“Am111m411) y
A=@m111m41l m+2 —2(m+ D)m).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

A= 4m111m4ll|=4+1+4m -4 —4m-m=4m —5m + 1 =

5++/25—-16 5++/9 543 1
= — = _\/7 =— o m = —, m_= 1
2-4 8 8 1 4 2

Para {m;t% m#1 }=>RangA = Rang A=3=ne incég.=S. C. D.

Param = 111

-Pl»—k

=>A'=(4

N

9 10 1 ' '
411 ¢ —4F 4 )2Ranga ={c, C, C,

1 9 10 1 9 10 1 1 1 .
=45 11 —741T|=1+T—T—9—1—6+ 10 = 2 — - — --#0=Ra;

Param = 124 = (411111411 3 — 41)=>Rang,4':>{cl, c, c4}=>

Antonio Menguiano



541311 —4411|=4+3—16 — 12 + 16 — 1 =— 6#0>Rang M = 3

Para {m = % m=1 }=>RangA = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.
b)
Para m=20 el sistema resulta
4x + z = 2 x+y=—24x+y+z=0}, que es compatible
determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ |201-210011]|

x = N =2-2=0.
_ |4211—120401| —_848_2=_2
;= |402111—2410| —2_8+8=2

Solucion:x =0, y =— 2, z = 2.

deskeoskeososkoskoskoskoskok



x2+1

2°) Consideramos la funcion f(x) =-——. Realizar un dibujo aproximado de la

funcion anterior en el intervalo [— 1, 1]. Calcular el 4rea limitada por la grafica de la
1

., : : : 1
funcion anterior, el eje X y las rectas verticales x =— — yx = —-.

Por tratarse de una funcidn racional su dominio es R, excepto los valores reales
de x que anulan el denominador.

x —1=0=x =-1x = 1=D(f)=>R — {— 1, 1}.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(X)= 2x-(x2—1)—(xj+1)-2x _ Zx-(xz—l—xz—l) —4x

(1) (1) (1)
Parax < 0= f'(x) > 0= Crecimiento: (— o, — 1)U (— 1, 0).

Parax > 0= f'(x) < 0= Decrecimiento: (0, 1)U (1, + ).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

f0) = o:(;—‘“l‘)z =0; — 4x = 0=x = 0.
2

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

2
" —4-(x"=1) —4x-[2-(x’=1)-24] —4-(x"=1)-16x" —4x +4—16x" 4—20x"
f 0= | b = =

4

(-1) (1) (1) (1)

f”(O) = _il =— 4 < 0 >Maximo relativo parax = 0.



f(0) =t =— 1 = Maximo: A(0, — 1).

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k=f(x)= x;i = 1= Asintota horizontal:y = 1.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales: x =— 1, x = 1.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

La representacion grafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:

En el intervalo considerado la funcion asi como el recinto de la superficie a
calcular se expresan en la figura siguiente.




La funcidén f(x) es simétrica con respecto al eje de ordenadas por cumplirse
que f(— x)= f(x), por lo cual, y de la observacion de la figura se deduce la
superficie a calcular, que es la siguiente:

0 0,
S=2[f(x)dx=2[ "ji dx. (%)

x —

2 2

Se resuelve en primer lugar la integral indefinida.

1=/

X +1 X142 _ 2 _ ek
Zl-dx—f dx = [dx + [ dx = x + A, (¥%)
2

xz—l x2—1

2 2 2 M N Mx—M+Nx+N
4= f -1 dx = Po1 D1 T x+1 + x—1 ~  (x+D(x-1)

_ (M+N)x+(—M+N) _ . _ _ . _ —
= e T2 MAN=0-M+N=2}2N=2 N=1,M=-1>

1 1
A =f(— L4 x_l)-dxz[L|x— - Lx+ 1]+ C =1L

§E|+ C.

x—1

Sustituyendo en (**): [ = x + L e

|+C.

Finalmente, sustituyendo en (*):

x—1
x+1

l,-

2

x2—1

0 0o,
S =2J feyde = 2 [ dx = 2|x + L

2

_ 0-1 1 L= S A1]=
= 2{0 + L]2H|- 2-[2 +1 H_ 200 + LI- 1] - 2|+ + L|-+|=

1_
2
1
7+ 1

=201 —-1- 2-L|§|= 20 -1 —2(L1 —L3)=—1—2:(0 — L3) =
=—1-0+42L3=19 — 1.

S = (L9 — Du’=1,20".
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3°) Hallar los puntos A, B 'y C de la recta r=x — 12 = J’Zi = % que estan

situados en los planos coordenados y determinar cuél de estos tres puntos A, B, C
esté situado entre los otros dos.

-
Los puntos de corte de la recta r=x — 12 = -sz = % con los diferentes

planos coordenados son los siguientes:

_ __ y+t6 __ z—6 —, _ _ _ _ y+6 _
r=x — 12 = — == 0=z =0}=>x — 12 == 2-x = 10 ——=
r=x — 12 = L& =22 B=y =0}=>x —12=3-x =15 LE=:
_ __ y+t6 __ z—6 — y+6 — _ z—6 _
r=x — 12 = —— == y=x =0}=>-——=—12-y =— 30 4 =-1

Existen diversas formas de determinar el punto que esta situado entre los otros
dos; una de ellas es por las distancias entre ellos.

AB = /(15 — 10)° + (0 + 10)% + (15 — 0)> = 25 + 100 + 225 = /350,

AC =/(0 — 10)* + (= 30 + 10)* + (— 30 + 0)* =+/100 + 400 + 900 =

= +/1.400.



BC =0 — 15)> + (= 30 — 0)° + (— 30 — 15)> =+/225 + 900 + 2.025 =

=+/3.150.

La mayor de las distancias es entre los puntos B y C, por lo cual:

El punto que esta situado entre los otros dos es el A.
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4°) Queremos hacer un estudio de las opiniones politicas de los estudiantes de primer
curso de la UIB. Para ello, hemos escogido una muestra representativa de 500
estudiantes de primer curso y les hemos preguntado a qué partido politico votaron en
las Ultimas elecciones. De los 500 estudiantes, 200 respondieron que votaron al PP,
100 al PSIB y el resto, a otras formaciones politicas. Sabiendo que 200 de los
estudiantes eran chicos, que el 40 % de los votantes del PP eran chicas y que el 50 %
de los votantes de PSIB eran chicos, se pide:

a) Probabilidad de que un estudiantes haya votado a otras formaciones politicas y sea
chica.

b) Probabilidad de que un estudiante chico haya votado al PP.

c¢) Probabilidad de que un estudiante que haya votado a otras formaciones politicas
sea chica.

2 1 2

< P(PSIB)=—+; P(OF)=—+; 2

Datos: P(PP)= P(H) == P(M) =2

P(PPNM) = 0,4; P(PSIBNH) = 0, 5.

Mujeres que votan al PP: n = 200-0,4 = 80.

Hombres que votan al PP: n,= 200-0,6 = 120.

Mujeres que votan al PSIB: n,= 100-0,5 = 50.

Hombres que votan al PSIB: n, = 100-0,5 = 50.

Mujeres que votan a OF: 300 — (n1 + n3) = 300 — (80 + 50) =

= 300 — 130 = 170.

Hombres que votan a OF: 200 — (n, +n ) = 200 — (120 + 50) =

= 200 — 170 = 30.

a)

P = P(OFNM) = 4 = — = 0, 34.
b)

P = P(PPNH) = — = —- = 0, 16.



c)

P = P(OF/M) =

P(OFNM)

034 _ 034
3

P(M)

3 70,60
5
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OPCION B

1°) Consideremos las matrices A = (1213)yB = (111 2). Hallar la matriz X
que verifica: A-X-B =1 =(1001).

AXB=1 AAxBB =4 1B 1x1=4"B">

>x=4"B""

Se obtienen las inversas de A y B por el método de Gauss-Jordan.

(A/I)=(1001)=>{F2—>F2—F1}:>(10 ~11)=

-1
=>{F1—>F1—2F2}=>(3 —2-11)24 =3B -2 —11).

(B/I)=(1001)=>{F2—>F2—F1}=>(10 —11)=
>{F, >F -F}>@ -1-11)2B =2 -1 - 11).

X=4"'"B'=3-2-11)>2 -1 -11)=( -5 — 32).

X=(8 -5 —-132)
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2°) Dada la funcion f(x)= {ax2 +bx +5six<2 cx+1 six=2,
encontrar los valores de a, b y ¢ para los que verifican la hipotesis del teorema de
Rolle en el intervalo [0, 4]. Determinar en qué punto(s) se verifica lo que asegura el
teorema.

La funcién f(x), por ser polindmica, es continua y derivable en cualquier
intervalo finito que se considere, excepto para x = 2 cuya continuidad y
derivabilidad son dudosas y se van a determinar los valores de a, b y c para que lo
sea.

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c)= 0.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 2={f(x) = (ax2 + bx + 5)= 4a+ 2b+5f(x) =(cx +1)= 2c + 1

= f(x) =f(x) =f2)=4a+2b+5=2c+ 1, 2a+b —c=—2.(1)

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

f'(x)={2ax+ bsix<2 c six=22>=>x= 2=>f'(2)={4a+ b si x <2c six=>2

=

=f(2)=f(2)=>4a+b=c 4a+b-c=0 (2

Las ecuaciones (1) y (2) forman el sistema
2a+b—-—c=—24a+b—-—c=0 }.

Restando a la segunda ecuacion la primera resulta:

4da+b—-—c—2a+b—-—¢c)=0—-(—2);, 2a = 2=a = 1.

La funcion resulta f(x) = {x° + bx + 5 six <2 cx+ 1 si x>2.

Para que se verifiquen las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]
es necesario que f(0) = f(4):



f(0)=5; f(4)=4c + 1=5 = 4c + 1=c = 1.

4da+b—-—c=0=>4+b—-1=0=b=—3.

La funcidn resulta ser f(x) = {xz —3x+5six<2 x+1 six=>2.
Aplicando el teorema de Rolle en el intervalo [0, 4]:

f'(x)= {2x — 3 six <2 1 six=2.

f(X)=0=2x — 3 = 0; 2x = 3=x = =

- - 7 - 2
Elteorema de Rolle se verifica inicamente para x = —-.
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3°) El plano perpendicular en el punto medio del segmento de extremos P(0, 3, 8) y
Q(2, 1, 6) corta a los ejes coordenados en los puntos A, B y C. Hallar el area del
tridngulo ABC.

El punto medio del segmento de extremos P(0, 3, 8) y Q(2, 1, 6) es
MQ@, 2, 7).

Los puntos P y Q determinan el vector PQ = [Q — P]= (2, — 2, — 2).

El haz de planos B perpendiculares a la recta r que contiene a los puntos P y Q
tiene por la siguiente expresion general: f=x — y — z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3 el plano m que contiene al punto M es el que
satisface su ecuacion:

B=x —y—z+ D=0 MA,2,7)} =21 -2—-7+D=0;, —8+ D=
>n=x —y—2z+8=0.

Los puntos de corte del plano Tt con los ejes coordenados son los siguientes:

EjeX=>n=x—y—-—2z+8=0y=0z=0}=>x=—8=A4(— 8, 0, 0).

EjeY=>n=x —y—2z+8=0x=0z=0}=y =8=B(0, 8 0).
EjeZ=n=x —y—-—z+8=0x=0y =0}=>z=8=((0, 0, 8).

Los puntos 4, B y C determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B — A]=[(0, 8, 0)— (— 8, 0, 0)] = (8, 8, 0).

-

AC=[C — A]=[(0, 0, 8) — (— 8, 0, 0)] = (8, 0, 8).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 | A7 -, 1 s 1 . .
S o =7 |AB X AC|=5-1lij k880808 = 5-|64i — 64k — 64j| =

= 32i—j— k= 3241°+ (= D 4+ (= D*=32+1 1 + 1= 323,

2
S o= 323
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4°) Es considera la poblacion de estudiantes que han aprobado la selectividad en la
convocatoria de junio un afio determinado. Sea X la variable aleatoria que modela la
proporcidon de estudiantes de la poblacidon anterior que escoge estudiar un grado de
humanidades. Esta variable aleatoria X se modela con una distribucién normal de
media 0,35 y desviacion tipica 0,1. Se pide:

a) (Cual es la probabilidad de que en un afio cualquiera mas del 45 % de los
estudiantes de la poblacion considerada estudien un grado de humanidades?

b) En los ultimos 10 afios, jen cudntos afios el porcentaje de estudiantes de la
poblacion considerada que han escogido estudiar un grado de humanidades no ha
superado el 30 %?

a)
Datos: n=1; pn= 0,35 o =0,1.

N(u, %):W(O,BS; %) = N(0,35; 0,1).

X—-u _ X—035
- 01

Tipificando la variable: Z =

0,45—35
0,1

)=P(Z >£)=P(Z> 1) =

P=P(Z>0,45)=P(Z> oL

=1-P(Z<1)=1 - 0,8413 = 0,1587.

g Datos: n = 10; n= 0,35 0 =0,1.

N(p, %):N(O,BS; %) = N(0,35; 0,03).

Tipificando la variable: Z = X;“ = X;’g’: 2

P = P(2<0,3) = P(zs%ooj’s) = P(Zgg:—gg) = P(Z<1,67) =
= 0,9525.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE BALEARES

SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Tenéis que resolver tres de los cuatro problemas siguientes. Se han de justificar todas
las respuestas.

OPCION A

1°) a) Discutir para qué valores de m el sistema
4x + my + z=m + 2 mx +y—z=10 x+3y+z=0} es
compatible.

b) Resolvedlo en el caso de m =— 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=0A4Amiml —1131)yA'=@Am1ml1 —1131 m+ 200).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

A= 4m1m1 —1131|=4+3m-m—1+12 —m =—m’ + 2m + 1

m2 —2m —15=0; m = Zi“j%o = Zi;/a = ZJE’B = 1i4=>m1 =— 3, m, = 5

Para {m# — 3 m#5 }=>Rang A = Rang A=3=n° incodg.=S. C. D.

Param =— 324 = (4 —31 —31 — 1131 — 100)=>RangA'=>{C1, c,

>4 -3 —-1-310130|=—|-3113|=9 + 1 = 10#£0=Rang M = 3

Param = 5=A = (45151 — 1131 700)=RangA ={C, C, C }=

Antonio Menguiano



= (457510130|=7-[5113|=— 105 — 7 =— 112#0=Rang M = 3.

Para{m =— 3m = 5}=>Rang A = 2; Rang A = 3>Sistema incompatible.

b)

Para m=— 2 el sistema resulta
4x — 2y +z=0 —2x+y—2z=0 x+ 3y +z =0}, que es compatible
determinado.

Por tratarse de un sistema homogéneo solamente admite la solucion trivial

Solucion:x =0, y =0, z = 0.
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2°) Hallar las dimensiones de una caja con las dos tapas de base cuadrangular de
volumen 64 metros cuibicos de superficie minima. Comprobar que la solucion

obtenida es un minimo.

T—— S = 2x° + 4-x-h.

Sustituyendo el valor de h obtenido en (*):

2 2 3
S(x) = 2x" + 4x2=2x" + 2i6 = = ;256.
X

Para que la superficie sea minima es condicion necesaria que su primera

derivada sea cero:

2 3 3 3 3
' 6x -x—(2x"+256)-1 6x"—2x"—256 4x"—256
S (x) = xZ = 2 = x2 :

' 3
S(x)= 022256 _ 0. 45’ — 256 =0; x = 64 = 4 =x = 4.

2
X

64 64
h =-—Tﬁ:-——:3h = 4.
4 16

La superficie es minima cuando se trata de un cubo de 4 metros de arista.

Justificacion de que se trata de un minimo:

Una funcion tiene un minimo relativo cuando su segunda derivada es positiva
para los valores que anulan su primera derivada:

12x° % —(4x’—256)2x _ 12x°—2(4x°—256) _ 12x°—8x +512 _ 4x°+512

S (x): 4 = 3 - 3 - 3
X X X X

LA 3

2:4°+108 . ,

S (4) = ——— > 0= Minimo, como se queria comprobar.
4
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3°) Hallar unas ecuaciones paramétricas de la recta t que pasa por el origen de
coordenadas y corta a lasrectas r=x = 2y = z — 1 ys=3x = 2y — 2 = 6z.

Se resuelve el problema de dos formas distintas.

Primera forma:

z—1
2

Un punto y un vector de rE% = -1L = sonA(0, 0, 1)y v o= (2, 1, 2).

El plano 1 que contiene a la recta r y al origen tiene como vectores directores

al vector directorde r ya OA = (0, 0, 1). Su expresion general es la siguiente:

n(o; v, 0?1)5 xyz212001|= 0=m=x — 2y = 0.
El  punto P interseccion del  plano T y la  recta
1

s={x = A y=1+ %7\2 = %7\ es el siguiente:

n=x -2y = 0s=(x=—+A y=1+2Az=—A }>—+A- 2-(1 + 2

At 3= 0o = 3:>{x=‘73=—1 y=1-2=—2,;=2-_1 }:»P(—]

La recta t pedida es la que pasando por el origen tiene como vector director a
cualquiera que sea linealmente dependiente de

oP=(-1 -3 -3)=v,=2 1D

t={x =20y =A z=A .

Segunda forma:
El plano T que pasando por el origen contiene a r es t=x — 2y = 0.

Determinamos ahora el plano 3 que pasando por el origen contiene a s.
-

Un punto y un vector director de s son B(0, 1, 0) y Vo= (2, 3, 1).

El plano 3 que contiene a la recta s y al origen tiene como vectores directores

al vector director de sya OB = (0, 1, 0). Su expresion general es la siguiente:

3(0; v, OB)E|xy2231010|=0; 27 — x = 0=B=x — 2z = 0.



La recta t pedida es la interseccion de los  planos
myB:t={x — 2y =0x — 2z = 0. La expresion de t por unas ecuaciones
paramétricas es la siguiente:

t={x — 2y =0x —2z2=0=x =2\ y=2z=A

t={x =2Ay=A z=A .
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4°) En una clase de segundo de bachillerato, el 60 % de los alumnos son chicas, el 40
% aprobaron Lengua Castellana y el 20 % son chicas que aprobaron Lengua
Castellana. Se pide:

a) (Cuadl es la probabilidad de hallar una persona que sea chico y suspenda Lengua
Castellana?

b) ;Cudl es la probabilidad de que un chico suspenda Lengua Castellana?

¢) Si un alumno ha aprobado Lengua Castellana, ;cudl es la probabilidad de que sea
un chico?

Datos: P(M) = 0,6; P(H)= 0,4; P(LC)= 0,4; P(MNLC) = 0, 2.

a)

P = P(HNLC)= P(M N LC)= 1 — P(MULC) =

=1 — [P(M) + P(LC) — P(MNLC)] =

=1-(0,6+04-02=1-0,8=0,2.

b)

— P(HNLC 0,2
P = P(LC/H) = (P(r;I)) =53 =05

_ __ P(HNLC) _ P(MNLC) _ P(MNLC)—P(M)
P = P(H/LC) = P(LC) — PULC) P(LC) -

08-06 _ 02
- 04 04 E
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OPCION B
1°) Determinar qué relaciones hay entre a, b, cyd para que se cumpla que

AM = MA,siendoA =(0 — 111)yM =(abcd).

AM=MA=>0 —111)(abcd)=(abcd)(0 —111);

(—c —da+cb+d)=(b —a+bd —c+d)=> —c=5b

st sfe sk sk skeosk skosk skok

a+c



2°) Consideramos la funcion f(x) = Zx—x' Realizar un dibujo aproximado de la

funcion anterior en el intervalo [— 1, 1]. Calcular el area limitada por la grafica de la
funcion anterior y el eje de las X.

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores reales
de x que anulan el denominador: D(f) =R — {2}

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

Eje X=x = = 0=x° = 0-x = 0=0(0, 0).

. 0
EjeY=x = 0=— = 0=0(0, 0).

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(x): 2x-(2—x)—x2~(—1) _ 4x—2x +x° _ 4x—x" _ x(4=x)

=5% 2-x)" -0’ -0

f(x)—0=>’(c(4 ’)C) =0; x(4 —x)=0=x =0, x, =4

Las raices de la primera derivada dividen al dominio de la funcién en los
intervalos (— oo, 0), (0, 4) y (4, + o), en los cuales los valores de la derivada
son, alternativamente, positivos y negativos. Considerando, por ejemplo, el valor
x = 1€(0, 4) es:

1(41) 4
1) = ==>0.
(D 21 >0

Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcidon los periodos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion son los siguientes:

f'(x) < 0=Decrecimiento: (— o, 0) U (4, 0).

f'(x) > 0=>Crecimiento: (0, 4)U (4, + ).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria
no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;



si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f”(x): (4—2x)-(2—x)2_x(4—x)-[2-(2—x)-(—1)] _ (4—2x)-(2—x)+2x(4—x) _

2-x" 2-x°
2 2
_ 8—4x—4x+2x +8x—2x 8
2-x)° -2’

f”(O) = % = 1 > 0 =>Minimo relativo parax = 0.

f(0) = 0= Minimo: 0(0, 0).

f”(4) = _LS =— 1 < 0 >Maximo relativo para x = 4.
4 _ 16 -
f(4) =5 = — =— 8=>Maximo: A(4, — 8)

Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

8
-0

f (x) = f (¥) > 0=Convexidad (U): (= o, — 2).

f”(x) < 0=>Concavidad (N): (— 2, + ).

Para que una funcion tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que se
anule su segunda derivada:

f(x)=0= 5(; — = 0=>x¢R. La funcion no tiene puntos de inflexion.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
k = f(x) = —— = o= No tiene asintotas horizontales .
2—x

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcidén
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:



f(x)

m =-—=y n = [f(x) — mx], con m finito y m#0.
_f® e X 1
ox X ot
x2 x2+2x—x2
n = [f(x) — mx] =n=l2_x +x] = == 2.

Larectay = x + 5 es asintota oblicua de la funcion.

La representacion grafica, aproximada, de la funcidon se expresa en la figura
adjunta.

Para el calculo del area pedida se tiene en cuenta que las ordenadas de todos
los puntos que la determinan son positivos, por lo cual su valor es el siguiente:

1 1,
S = [ f(x)dx = f%dx
-1 -1



+ xZ |—-x + 2

— X+ 2x —x =2

0 + 2x
— 2x + 4
0 +4
Para la resolucidn de la integral definida anterior es conveniente conocer el
valor de la integral indefinida.

I=f_ji2-dx=f(—x—2+ i )-dx=

—x+2

=— [xdx — 2[dx + 4/ 1+2-dx=

—X

2

X
=—Z —2x+4M =1 (%)

dx
—x+2

M=

S{—x+2=tde=—dt}> — [4dt =— Lt + C =— L|— x + 2| + (

2

Sustituyendo el valor obtenido en (*): [ =— XT — 2x — 4L|— x + 2|+ C.

) 1
5=[—x7—2x—4L|—x+2|] =
-1

1 —1)°
=(—7—2 —4L- 1 +2|)—[—%—2-(— 1)— 4L— (- 1)+ 2|]=
_ 1 1 _ 5 1 _ _
—— ;=2 4Ll — (-7 +2 - M3)=— 3 -0+ —2+4L3 =43 — 4=
= 4-(L3 — 1) = 4-0,0986 = 0,3944.

S =4(L3 — 1) = 0,3944 1.
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3°) Calcular la distancia entre las rectas r={z + y =5z =4 y
s={2x —z=3y =0

a)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas  es
r={x=Ay=1z = 4.

Un punto y un vector director de r son A(0, 1, 4) y v o= (1, 0, 0).

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es
s={x = y=20 z =— 3+ 2u.

Un punto y un vector director de s son B(0, 0, — 3)y v = (1, 0, 2).

Para hallar la distancia entre las rectas r y s hacemos lo siguiente:

Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes por
no ser sus componentes proporcionales, lo cual implica que las rectas se cortan o se
-

cruzan. Para diferenciar el caso consideramos el vector m que tiene como origen el
punto A(0, 1, 4) de r y como extremo el punto B(0, 0, — 3) des:

- -

m=AB=[B — A]=[(0,0, —3)—(0,1, 4)]= (0, —1, — 7).

> 5 o

Segun que los vectores [vr, v, m} sean coplanarios o no, las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores [v , U, m} son coplanarios cuando su rango es menor que tres, es
r S

decir, cuando el determinante que determinan es cero:

|1001020 —1 —7|= 2¢0=>Rango{vr, vs,m}z 3= Lasrectasrys

S€ cruzan.




Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores

- - -

de las rectas v yvy el vector m.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - — - - - - ;-&;xﬁ'
T S

V=v-(v xm)='v xv|-h=|v xv|-d=>d= —

r \s r s r s v ><1,|

r N

Aplicando la férmula obtenida al caso que nos ocupa:

|’7‘(’7X’Z)' [1001020-1-7] 12| 2

= s = e ey — [ e
d = |§><17' = Tki0010Z1 T ol T 2 1 unidad = d(r,s).
r N
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4°) El nimero de pasos que da el profesor Jaimito durante una hora de clase se
modela con una distribucion normal de media 100 pasos y desviacion tipica 20,5
pasos.

a) Calcular la probabilidad de que el profesor dé mas de 125 pasos durante una clase.

b) Nos dicen que el 45 % de las clases que imparte el profesor da menos de x pasos.
Hallar dicho valor de x.

Datos: n = 1; p = 100; p = 20,5.

a)
N(p, %)zN(lOO; %5) = N(100; 20, 5).
n
.. . o X—p _ X—100
Tipificando la variable: Z = —~ = 05

P =P(Z>125)= P(z > 553 = P(Z > 55) = P(Z > 1,22) =

=1-P(Z<1,22)=1 — 0,8888 =0,1112.

b)
X—100
20,5

p(X<x) = 0, 45=>p(Zg ) = 0, 45.

Teniendo en cuenta la simetria de la normal estandar es:

p(z< - 55-)=1- 0,45 = 0,55.

Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,55 se obtiene, aproximadamente 0,125.

X—100
20,5

X—100
20,5

= 0,125;

=—0,125; X — 100 =— 0,125-20,5 =— 2,56;

X =100 — 2,56 = 97,44.

El45 % de las clases el profesor Jaimito da menos de 98 pasos.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CANARIAS

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal
podré anular su examen. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

1°) Tenemos que hacer dos cuadrados de tela donde cada cuadrado se hace con una
tela diferente. Los dos telas tienen precios de 2 y 3 euros por centimetro cuadrado,
respectivamente. ;Como hemos de elegir los lados de los cuadrados si queremos que
el coste total sea minimo y si ademds nos piden que la suma de los perimetros de los
dos cuadrados ha de ser 100 cm?

Sean x e y los lados de los cuadrados cuyos precios son de 2 y 3 euros por
centimetro cuadrado, respectivamente.

El coste total de las telas es el siguiente:

C=2x+3y. (*

Teniendo en cuenta que el total del perimetro tiene que ser de 100 cm:
4x + 4y = 100; x + y = 25>y = 25 — «x.

Sustituyendo el valor de y obtenido en la expresion (*):
COO=2x"+ 325 — x)" = 2x" + 3(625 — 50x + x*) =

— 2x° + 1.875 — 150x + 3x° = 5x> — 150x + 1.875.

Para que el coste sea minimo es necesario que se anule su primera derivada y
sea positiva su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

Antonio Menguiano



C(x) = 10x — 150. C (¥) = 10 > 0=Minimo.
C(x)= 0=10x — 150 = 0; 10(x — 15)= 0; x — 15 = 0=x = 15.
y =25—-—x=25-15 = 10.

Coste minimo: lado 15 cmpara el de 2 euros y 10 cm para el de 3 euros.
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2°) Determinar una matriz X que verifique la ecuacion AB — CX = I siendo las
matrices,

A=(1 —-2124 —1),B=(240 —5 —21),C=(20 —11)el =(1011)

AB—CX=1 CX=AB—1 C CX=C"“(4B - I);

I[X=C"“(A4B-D=>X=C (4B - D).

IC|=120 —11|= 2. =2 -101).
Adj. deC'=(1012)>

>C ==(1012).

AB—-1=(1 —-2124 —1)(240 —5 —21)—(1001)=(0156 — 13)— (1
= (- 1156 — 14).

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:

X=C"(AB-D=2(1012)(-1156 — 14)=—>-(- 11511 — 13)

X =

v =

(- 11511 —13)2(_% 15 11 13 )
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39 Estudiar la posicion relativa de los planos:
{o=2x +3y - 52+ 7=0pB=3x+2y+3z2—-1=0y=7x+8y —7z+ 13 =0

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(23 -532378 —7) y
M =23 -532378 —7 7 —113).

Seglin sean los rangos de M y M pueden presentarse los siguientes casos:
l.-- Rang M = Rang M = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.

2.-- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)

3.-- Rang M = Rang M = 1> Lostres planos son coincidentes.

4.-- Rang M = 1; Rang M=2> Hay planos paralelos.
(s1 no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(s1 dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)

5.-- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Hay planos secantes.
(st no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)
(st dos planos son paralelos son secantes al tercero)

IM|=123 — 532378 —7|=—28— 120+ 63 + 70 — 48 + 63 = 196 — 196 :

=>Rang M = 2.

RangM =M = (23 — 532378 —7 7 — 113)= {F, = 2F + F }>Rang

Rang M = Rang M = 2=Los tres planos se cortan en una recta.
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4°) Tres fabricas A, B y C, producen respectivamente el 30 %, 20 % y 50 % de los
motores agricolas que se demandan en la industria. Los inspectores de calidad saben
que son defectuosos el 5 % de los motores producidos por A, el 20 % de los
producidos por B y el 10 % de los que se fabrican en la C.

a) Un inspector de calidad elige un motor al azar, ;cual es la probabilidad de que esté
defectuoso?

b) Si el inspector comprueba que el motor agricola que elige esta defectuoso, ;cual es
la probabilidad de que no haya sido producido por la fabrica C?

a)
P =P(D)= P(A)-P(D/A)+ P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =

=0,3:0,05 + 0,2-0,20 + 0,5-0,10 = 0,015 + 0,040 + 0,050 = 0, 105.

b)
. _ P(DNAUB) _ P(4)-P(D/A)+P(B) P(D/B) —
P = P(D/AUB) = =5 )™ = 5y p(0/ A)+P(B)P(D/B)+P(C)-PDIC) —
03005402020 _ _ 001540080 _ _ 0055 _ o coag

= 0,3-0,05+0,2:0,20+0,5-0,10 ~  0,0154+0,0404+0,050 ~ 0,105
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OPCION B

1°)  Determinar los valores de ayb para que la  funcion
f(x)= a/3x + 3 + b/x — 1 tenga un punto de inflexion en el punto P(2, 8).

Por contener al punto P(2, 8) es f(2) = 8:

f@Q)=a32+3+b2-1=a9+bfl=3a+b=8 ()

Para que una funcion tenga un punto de inflexiéon en un punto es condicion
necesaria que se anule su segunda derivada en ese punto:

1 1

f@W=apet b =00r+3) * + = (x = 1) 7.

1 1

F@=2(-H6x+3  3+(-Ha-n " 1=

—_ Ya, T2 _ b 4y 2 —_ 92, 1 _ b 1

T4 (Bx + 3) 4 -1 4 (3x+3)\/3x+3 4 (e=1)x-1"

"oy — _ 9a, 1 _ b 1 g _ S8 _1 b _1 _ .

f@=0=-5 G2+3)032+3 4 (@-D2-1 0 HEEEECHE S B 0
9a¢ 1 b _ n a4 b _ Q4. _

— 57— =0 5+, =0a+3b=0. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

3a+b=8a+3h=0}) —3a—b=—8 3a+9 =0}=>8b=—8=bh=—1

a+3b=0a—-—3=0>a=3.
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2°) Considerar el sistema de ecuaciones
x+y+z=0 2x+ky+z=2x+y+kz=k—-1}%

a) Estudiar el sistema para los distintos valores de k.

b) Resolver el sistema para k = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=0112k111k)yM' =(1112k111k 02k —1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro k es el siguiente:
IM|=[1112k111k|=k'+2+1—-k—-1—-2k=0; k' — 3k + 2 = 0;

o= P S 3 g g g =2,

2 1

Para {k+#1 k+2 }>Rang M = Rang M =3 =n° inco6g.=S. C. D.

Parak = 1M = (111211111 020)={F =F }SRangM = 2.

Parak = 1=>Rang M = Rang M=2<ne incdg.=S. C. I.

Parak = 25M = (111221112 021)=RangM ={C, C, C}=

5(110212121|=1+ 2 — 4 — 3 =— 4#0=>Rang M = 3.

Parak = 2=Rang M = 2; Rang M' = 3=Sistema incompatible.

b)

Para k=1 el sistema resulta
fx+y+z=0 2x+y+z=2x+y+2z=0 , equivalente a
{x+y+2z=0 2x+ y+ z =2, que es compatible indeterminado. Haciendo
z =X

X+y=—A2x+y=2—1} —x—y=A2x+y=2-A}>x=2; y-=

Solucion:x = 2, y =— 2 — A, z = A, VA€ER.
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o —n _ y-1 _ z+2 x+5 _ y-3 __ z+4
3)Dadaslasrectasr1_x l="7F== yr, ===

a) Demostrar que r,yr,son coplanarias.

b) Hallar la ecuacién del plano T que determinan.

a)
Un punto y un vector director de r, son P(1,1, —2)y v, = (1, =1, 2).

Un punto y un vector director de r, son Q(—5,3 —4)y v, = 4, -2, 3)

Los puntos P y Q determinan el vector QP = (6, — 2, 2).

Demostrar que las rectas r, yr,son coplanarias es equivalente a demostrar que
- - -

los vectores {vl, v, QP} son linealmente dependientes (estan en un mismo plano).

- -5 -

Los vectores {vl, v, QP] son linealmente dependientes cuando el rango del

determinante que forman es cero.

- - -

Rang{vl, v, QP]=>|1 — 124 —236 —22|=—4—-16—-18+24 + 6 + 8 =

Queda demostrado que las rectas r YT, son coplanarias.

b)
La ecuacién general del plano  que determinan es la siguiente:

n[P; vl,v2}5|x—1y—1z+21 — 124 —23|=0;

- 3x—-1D+8y—-1)—-2z+2)+4z+2)+4(x -1 -3y —1)=0;
x-—-D+5y—-1D)+2(z+2)=0, x—1+5y—-5+2z+4=0.

m=x + 5y + 2z — 2 =0.
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4°) El 30 % de los habitantes de un determinado pueblo ve un concurso de television.
Desde el concurso se llama por teléfono a 10 personas del pueblo elegidas al azar.
Calcular la probabilidad de que, de las 10 personas elegidas, estuvieran viendo el
concurso de television:

a) Tres o menos personas.

b) Ninguna de las 10 personas a las que se ha llamado.

a)

Se trata de una distribucién normal de las siguientes caracteristicas:

p=203 q=07 n=10.

Sabiendo que la formula de la probabilidad de la distribucion binomial es
P=(nr)p-q ,laprobabilidad pedida es:

P =(103)-0,3°0,7 + (102)-0,3%0,7" + (101)-0,3"0,7" +

+(100):0,3%0,7" = —2-.0,027-0, 082354 + —=--0,09-0,057648 +

+ 10-0,3-0,040354 + 1-1-0,028247 =

_10-9-8-7!
716

10-9-8!
8!-2

-0,00222 + -0,00519 + 0,121061 + 0,028247 =

= 120-0,00222 + 45-0,00519 + 0,149308 = 0,2664 + 0,2336 + 0,1493 =

= 0, 6493.

b)
P =(100)-0,3%0,7" = 1-1.0,028247 = 0, 0282.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CANARIAS

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Elija una de las dos opciones, A o B, y conteste a las cuatro cuestiones que
componen la opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dos opciones el tribunal
podré anular su examen. En el desarrollo de cada problema, detalle y explique los
procedimientos empleados para solucionarlo.

OPCION A

1°) Se dispone de un hilo metalico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en
tres trozos de forma que la longitud de uno de los trozos sea el doble de la longitud de
otro y tal que, al construir con cada uno de los tres trozos del hilo un cuadrado, la
suma de las areas de los tres cuadrados sea minima. Encontrar la longitud de cada
trozo.

o

Del enunciado del problema y de la observacion de la figura se deduce que:

S, =S(x)=S +S,+5,= (%)2 + (%)2 + (1404—3’“)2 =

2
_ X x 19.600—840x+9x" _ x +4x'+19.600—840x+9x _ 14x'—840x+19.600

16 4 16 16 16

_ 7x°—420x+9.800
— 8

= S(x).

La superficie es minima cuando se anula su primera derivada:
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S (x) = —(14x — 420) = +(7x — 210) = =(x — 30).
S(x) = 0=T(x — 30) = 0; x — 30 = 0=x = 30.

Para justificar que se trata de un minimo, la segunda derivada tiene que ser
positiva para el valor encontrado de x que anula la primera derivada:

S"(x) = % > 0=>Minimo, como se queria justificar.
[, =30. [,=230=60. 1 =140 — 3-30 = 140 — 90 = 50.

Los lados de los cuadrados son 30, 60 y 50 metros, respectivamente.
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2°) Dado el sistema de ecuaciones
fx+ky+kz=1x+y+z=1 x+ 2y + 4z =2:

a) Discutir el sistema segun los valores del parametro k.

b) Resolver el sistema para k = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=Qkk111124)yA =(1kk111124 112).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro k es el siguiente:

|Al=|1kk111124|=4+2k+k —k — 2 — 4k =2 — 2k = 0=k = 1.

Para k#1=>Rang A = Rang A=3=no incog.=S. C. D.

Parak = 1A = (111111124 112)={F =F |>Rang4 = 2.

Parak = 1=>Rang A = Rang A=2<ne incég.=S. C. I.

b)

Para k=1 el sistema es
fx+y+z=1 x+y+z=1 x+2y+4z=2, equivalente a
{x+y+z=1 x+ 2y + 4z = 2, que es compatible indeterminado.

Haciendo z = A:
x+y=1—-Ax+2y=2—-4\} —x—-—y=—14+Ax+2y=2—-4A}=>y=1

x+y=1-23x=1—-A—1+3%=2\

Solucion:x = 2\, y =1 — 3\, z = A, VAER.

st sfe ke sk skeosk skosk skok



3°) a) Halla la ecuacion del plano m que pasa por los puntos
A(— 1,5 0yB(,1,1) y es paralelo a la recta
r=3x+2y —3=02y—-3z—-1=0.

b) Escribir la ecuacion de una recta s paralela a la recta r y que pase por el punto
medio del segmento AB.

a)
Los puntos A y B determinan el vector AB = [B — Al = (1, — 4, 1).

Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores
normales de los planos que la determinan.

r=(3x + 2y —3=02y —3z—-1=0 =>[171=(3, 2, 0)§2=(0, 2, —3)}=

=— 60 + 6k + 9 =— 60 + 9j + 6k:,ovr=(2, -3, = 2).
La ecuacion general del plano m pedido es la siguiente:
n(B; v, AHB)E|xy— 1z-12 -3 —21 —41|=0;

—3x-20-1D)-8z—-1D+3—-1)—-8x -2y —1)=0;
—11lx -4y - 1)—-5z—-1)=0; 11x +4y — 4+ 5z—-5=0.

n=11x + 4y + 5z — 9 = 0.

b)
El punto medio del segmento de extremos los  puntos
A= 1,5 0)yB(0, 1, 1) es M(— <3 %)

La recta pedida s, por ser paralela a la recta r, tiene como vector director a
cualquiera que sea linealmente dependiente del vector director de 7.

La recta s dada por unas ecuaciones paramétrica  es:
s={fx=—5+2ly=3-31 z=5—2A

st sfe ke s sk skosk skok

4°) Se sabe que el 30 % de todos los fallos en las tuberias de plantas quimicas son
ocasionados por errores del operador.



a) (Cual es la probabilidad de que, de 20 fallos en la planta quimica, exactamente 5
se deban a errores del operador?

b) (Cual es la probabilidad de que 2 o mas fallos de 20 encontrados en una planta
quimica, se deban a errores del operador.

a)

Se trata de una distribucidon binomial de las siguientes caracteristicas:
n=20 p=03, q=0,7 r=5.
Sabiendo que la férmula de la probabilidad de una distribucion binomial es

P=(nr )-pr-qn_r, la probabilidad pedida es:

5 15 20!
P =(205)0,3-0,7 = W-O, 00243-0,00475 =

_20-19-18:17-16
- 5-4.3-2

-0,000011536 = 19-3-17-16-0,000011536 = 0, 1789.

b)
El suceso contrario a “que existan 2 o mas fallos” es “que existan cero o un
fallos”, por lo cual, la probabilidad pedida es la siguiente:

P=1-[P(0)+P(D)]=1-[200)0,3"0,7" + (201):0,30,7"| =
= 1 — (1-1-0,000798 + 20-0,3-0,001140) = 1 — (0,000798 + 0,006839) =

=1 - 0,007637 = 0,9924.
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OPCION B

1°) Calcular las asintotas y los extremos relativos de la funcion

3x
y=f(x)=3x+—

2 2
_ _ 3x _ 3x —3x+3x __ 3x
y = f(x) = 3x + x-1 x—1 T ox-1"

Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a més o menos infinito.

2
k=f(x)= % = o0o= No tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x —1=0=>x =1>=Larectax = 1 es asintota vertical.

2 xz
=— 0O = o0
x—1 ’ x—1 + ’

Tendencias:

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, siendo:

m = L@ yn:[m_mx].
X X
3 2
m=f(X) = a1 = ?;x =3
x x x —x

2

2 2
n=[%—mx]= (3x — SX) 3x—3x+3x3 .

x—1 x—1

Larectay = 3x + 3 es asintota oblicua de la funcién.

Para que una funcién tenga un extremo relativo en un punto es condicion
necesaria que se anule su primera derivada:

2x-(x—1)—x2-1 26" —2x—x" x'—2x x(x—2)

f@)= = =21k

(x—1)* (x—1)° c-1F =D

F)= 022 = 0. x(x — 2)=0>x. =0, x. = 2.
(x—1) 1 2



Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de un maximo
y, sl es positiva, de un minimo.

f(x): (2x—2) (x—1)" —x(x=2)[2-(x=1)-1] _ 20=DE=D-2x(x=2) _

(-1 (-1)°
_ 2(-ax1)-ontax _ ax'—dxd2-2x’tax 2
-1’ (-1’ -1
f (0)= o 21)3 = _21 =— 2 < 0=>Maximo relativo para x = 0.

£(0) = = = 0= Maximo: 0(0, 0).

@ 21)3 = % = 2 > 0>Minimo relativo parax = 2.

f@=

3.2° 12 , .
f(Z) =51 =-1 = 12 = Minimo: P(Z, 12).
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2°) DadalamatrizA = (10 —10m+ 12m —200):

a) Calcular los valores del parametro m para los cuales la matriz A tiene inversa.

. -1
b) Param = 1, calcular la matriz inversa A .

a)
Una matriz tiene inversa (es invertible) cuando su determinante es distinto de
cero.

|[A|=110 —10m+12m —-200|=(m+ 1|1l —1m—-20|=(m+ 1)(m — 2
=>m1=— 1,m2=2.

La matria A es invertible VmeR — {— 1, 2}.

b)
Param = 1esA=(10 — 1022 —100).

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.
_ 1
(I)—(100010001):{F3—>F3+F1F2—> 2F2]=>
1 1
> (100050101)={F» -F}= (100050 —10 - 1)>

> {F, > F +F,F,>F,-F}=(00 —1151 -10 —1)=4" =(00 - 11

s s sk sk sk ko skok



39 Dados los planos
n15x+y+z—5=Oynzz{x=3+7\+2uy=1—7\—uz=1+u

a) Comprobar que los planos T YT, se cortan en una recta. Hallar la ecuacion de

dicha recta en forma de unas ecuaciones paramétricas.

b) Hallar la ecuaciéon del plano 1 5 que pasa por el origen y es perpendicular a los
planos T YT,

a)
Un punto del plano T, es P(3, 1, 1).

Dos vectores del plano T, son u = 1, -1, 0yv=(2 —1,1).

La expresion general del plano , 8 la siguiente:

n(Puv)=lx -3y -1z-11 =102 — 11|=0;

—x=-3)-C-D+2z2-D-Q@C-D=0 x-N+Y-D-(Z-1=0;
x—3+y—1—Z+1=0:>1125x+y—z—3=0.

Dos vectores normales de los planos T, YT, son, respectivamente, los vectores
n, = 1, 1, l)yn2 =(1,1, —1).

- -

Los vectores n ,ymn,son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes, por lo cual:

Los planos T YT, Secortan enunarecta, como se queria comprobar.

La recta T en que se cortan los planos es
r={x+y+z—-—5=0x+y—-—2z—-3=0.

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x+y+z—-5=0x+y—2z—-3=0=2x=A=2y+z=5—-Ay—2z=3—



=22z=2;z=1y+1=5—-LA y=4—A

r={x = A y=4-2Az=1

b)
El vector normal del plano T, es cualquiera que sea linealmente dependiente

del producto vectorial de los vectores normales de los planos Tt (YT,

no=(1Dyn=(1 -1

noAn,=ijk11111 —1|=—i+j+k—k—i+j=—2i+2=>n =(1, —

TEX -y = 0.

skeostkesk seskeoske sk skoskosk



4°) E1 75 % de los alumnos de un instituto acude a clase en algun tipo de transporte y
el resto acude andando. Por otra parte, llegan puntual a clase el 60 % de los que
utilizan transporte y el 90 % de los que acuden andando. Se pide:

a) Si se elige un alumno al azar, ;cual es la probabilidad de que no haya llegado
puntual a clase?

b) Si se elige un alumno al azar un alumno que ha llegado puntual a clase, ;cual es la
probabilidad de que haya acudido andando?

a)

P = P(Pu) = P(TNPu) + P(ANPu) =
= P(T)-P(Pu/T) + P(A)-P(Pu/A) = 0,75:0,6 + 0,25:0,9 =

= 0,450 + 0,225 =0, 675.

b)
_ _ P(AnPu) _ P(A)-P(Pu/A) _ 0,25-0,9 _
P = P(A/Pu) = P(Pw) —  P(T)-P(Pu/T)+P(A)-P(Pu/A) ~— 0,75-0,6+0,25:09
_ 0,225 _ 0225 _ 225 _ 1 _
~ 0,45040,225 = 0675 675 3 0,3333.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

4.- Los dispositivos que puedan conectarse a internet, o que pueden recibir o emitir
informacion, deben estar apagados durante la celebracion del examen.

OPCION DE EXAMEN N° |
1°) Sean X,y Z nuameros reales. Consideremos las matrices
A=(z2x1 -y —zx+z —yz),B=(2 —11)yC=(—231).

a) Escriba un sistema de ecuaciones en las incognitas x, y, z que resuelvan el
problema matricial A-B = C'y calcule sus soluciones.

b) Six = 0. y = 0, calcule para qué valores de z la matriz A tiene rango 2.

a)
AB=(C=>z2x1 -y —zx+z —yz)((2 —11)=(—231);

2z -2+ x2+y—2z2x+2z2+y+2z)=(—231)> x+2z=0 y -

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(10201 —1213 011)yA'=(10201 — 1213 011).
Los rangos de la matriz de coeficientes y ampliada son los siguientes:

(10201 — 1213 011)=>{F3—>F3—2F2}:>(10201 -~101 -1 011)=

=Rang A = Rang A=2<ne incodg.=S. C. I.

Antonio Menguiano



Eliminando la tercera ecuacion de
x+2z=0 y—2z=12x+ y + 3z = 1}yhaciendoz = A:

Solucion: x =— 2\, y =1 4+ A, z = A, VAER.

b)

Para x=0.y=0 e A=(z2010 —2zz0z). Para que
Rang A = 2=|A| = 0:

|A|=122010 — zz0z|=— 27" — 27 =— 2z(z — 1)=0=>Zl= 0, z, = 1
Paraz =0=2A=(020100000)=>[0210|#0=>Rang A = 2.

Paraz = 1A =(12010 —1101)= 1210 |#£0=>Rang A = 2.

Parax = y = 0 lamatriz Atienerango 2paraz = 0yz = 1.
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o -1
2 ) Sea f(x) = m

a) Calcule todas las primitivas de f(x).

b) Calcule el area encerrada por la grafica f(x) ylasrectasy = 0, x = 3yx = 4.

a)
F(x) = fﬁ-dx.
X = 7x+10=0; x = 7i@ = 71er6 =2 >x =2x,=5
X — Tx + 10 = (x — 2)(x — 5).
Feo = xz—x7_xi-10 - xAjZ + xljs - MJC(;EIZ)JE:IQTS_)ZN - (M+1\;)2x_+7(x—+511‘g—21\’) >

= M+N=1-5M-2N=-1} —2M — 2N =— 25M + 2N = 1}=>3M =—

1 K
3

F(x) = fxz_L-dx — f(x_jz + x_s)-dx = <Llx — 5| ——Llx — 2|+ C.

b)
x—1

En el intervalo (3, 4) todas las ordenadas de la funcién f(x) = S
x —7x+

Son

negativas, por lo cual la superficie a calcular es la siguiente:

3
3 3 4 4 4
= . = —x_l . = ’ (x—5) = ’ —(_2) —_ ’ —(_1) =
S = { f(x)dx = | S dx [Lw/ y= ] I\ I/ >

4
4

= 2" - 5 =512 - Lo ==+12 — (L1 — L2) =512 — —(0 — L2) =

-4 1y 32
=< L2 +5L2 == L2



S=2L2u'=1,16u",
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3°) Tenemos la recta 1r={x —y+z=12x —z =10 y el plano
m=3x —y = 2.

a) Demuestre que r y 1 son paralelos.
b) Calcule una recta paralela a r y contenida en .

¢) Calcule la distancia de r a .

d) ;Cudl es el vector director de la recta s=22% = L = 249

a)
Una recta y un plano son paralelos cuando el vector director de la recta y el
vector normal del plano son perpendiculares.

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x—y+z=12x—z=0 =x=A z=2\, y=x+z—-1=A+21-1:

=—14+3A=y=2r={x = A y==—1+4+3Az=2A . Un vector

director de r es v o= (1, 3, 2).

Un vector normal del planot=3x — y = 2esn= (3, — 1, 0).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
von = 1,3 23, —1,0=3-3+0= 0=>er_n.

Queda demostrado que larectar es paralela al plano .

b)
Para calcular una recta r paralela a r y contenida en 1 basta encontrar un punto

P del plano; la recta r contiene a P y tiene como vector director al de la recta r, que
esv = (1, 3, 2).

Un punto del plano n=3x — y = 2 es P(1, 1, 0).

r'E{x=1+7\ y=1+ 31z =2\




c)
La distancia entre la recta r y el plano m es la misma que la de un punto de la
recta r al plano; un punto de r es P(0, — 1, 0).

La distancia de un punto Po(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax0+ByO+CZO+D|

Aplicando la férmula al punto P(0, — 1, 0) yal planon=3x — y — 2 = 0:

viene dada por la formula d(Po’ T[) =

_ _30-1(=D=2| _ [0+1-2| _ |- _ 1 _ 10 .
d(r, m)= d(P,m) = S = a0 - 1o unidades.
d)
Un vector director de larecta s=% = L = 2% o5y = (3, 2, 2).
3 2 2 s
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OPCION DE EXAMEN N° 2

1°) Considere el sistema: (2b0 — 10b —1 — 10120 ) (xyz)=(0110)

a) Clasifique el tipo de sistema segun el parametro b.

b) Calcule todas las soluciones del sistema en el caso de b =— 2.

a)

(2b0 —10b —1 — 10120 )(xyz)=(0110); (2x + by — x + bz — x +

La matriz ampliada es M = 2b —1000p1 —10 —112100)
cuyo rango es el siguiente:

|M'|=|2b ~1000b1 —10 —112100 |=>{Cz_)cz+c1}=>|2b+20 -1

=— (= 1)b+200 —1b1 —121|=( + 2)|b121]|=(b + 2)(b — 2)

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

Para{b#+ — 2 b#2}>Rang M < 4y Rang M = 4=Sistema incompatible.

Parab =—2=M =(2 —20 —10 -2 —1 —101 20)=>RangM=>{F1, F,F,

=12 =20 —10 —2 —102|=2|-1 —2 —12|=2(— 2 — 2)=— 8#0=R

Parab = 2=M = (220 —102 —1 — 10120 )=>RangM=>{F1, F, F4}=>
=220 —102 —110|=— 222 —11|=— 2:(2 + 2) =— 8#0=>Rang M = 3

Para{b =— 2b = 2}=>Rang M = Rang M=3=ne incog.=S. C. D.

b)
Para b =—2 el sistema es
2x —2y=0 —x—-2z=1-x+2z=1 —x+y=0}, que es



compatible determinado.

De las ecuaciones segunda y tercera se deduceque z = Oy x =— 1.
Considerando lo anterior y de la cuarta ecuacion: y =— 1.
Solucion:x =y =— 1, z = 0.
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2°) Se quiere construir un cilindro de volumen 2501 metros cibicos y drea minima.
a) Exprese la altura h del cilindro en funcion del radio r de la base.

b) Calcula la funcidon A(r) que expresa el area del cilindro en funcion del radio de la
base.

c¢) Calcule el valor del radio y la altura que hacen el 4rea minima.

Datos: Volumen del cilindro: V = n-rz-h, area del cilindro: A = 21‘[-7"2 + 2mrh.

a)

V =mr'h =250 rh = 2505k =5
b)

A =2mr + 2nrh = A() = 2w + 2mr St = 2“'(7‘2 + Zio):

T
= 21r- r +250
A(r) = 2n ﬂ

c)

El 4rea sera minima cuando se anule su primera derivada y sea positiva la
segunda derivada para los valores que anulan la primera.

A'(r) — o 3r2~r—(r32+250)~1 — o 3r3—r32—250 — o 2r3—2250 — 4 r3—125
r r r r
A(r) = 04 :25 =0; r —125=0; r = 125 = 5°=r = 5,
A"(r)z A 3r2-r2—(r34—125)-2r — 4. 3r3—2x33+250 — 4m. r3+§50
r r r
A (5) = 4m % = 411-% = 12n > 0=>Minimo parar = 5.
h = 25—520 =22 = 10.

La superficie es minimaparar = 5myh = 10 m.
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3°) Sean las rectas r={x =1 y =2t z=—2+3t,teER 'y
x=1 _ y z+1 |

S= =< =

3 1 -2

a) Calcule la posicion relativa de las rectas 7 y s.
b) Calcule la distancia entre las rectas r y s.

c¢) Calcule el plano m perpendicular a s que pase por P(0, 1, 0).

a)

Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A1, 0, — Z)y;r = (0, 2, 3). Recta S:

B(1, 0, — 1)yvs =3, 1 —2).
Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el
punto BEssw=AB=[B — A]=[(1,0, —1)— (1,0, — 2)]=(0, 0, 1).

- o5

Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

e

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.
Rang {vr, v, w} =(02331 —2001|=— 6#0=>Rang [vr, v, W} =3

Las rectasry s se cruzan.

b)
Para calcular la distancia entre las rectas r y s vamos a determinar un

- -

paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas, v y v,y
T S

-

un tercer vector w que tiene como origen al punto A de r y extremo el punto B de s.



El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
otra parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la
base por la altura. Observando que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las
rectas.

Para una mejor comprension se hace el esquema que se observa.
—_— e ——

_——

=T -7

o ! -

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

- - -

- - — - - - - v-lv Xw
r S
V=v-(v ><w)=|v ><v'-h='v ><v|-d:d= —
T s r s r s v XV
%
d = ’VT'(“SXW)' _ Jlo2331-2001] _ |—6] _ 6 _ 6 _
o > ~ |ijk02331-2| T |—4i+9j—6k-3i] |—7i+9j—6k|

v Xv
r s

=7y 49"+ (=6)’

_ 6 6 6166 _ 34166
\/49+81+36 1166 166 83

c)

unidades = d(r,s).

El haz de planos perpendiculares a s es f=3x + y — 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano  que contiene a P(0, 1, 0) es el
que satisface su ecuacion:

m=x+y—z=0 P0,1,0)}=>1+ D =0=D =— 1.

m=3x+y—2z—-—1=0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

1.- Debe escogerse una sola de las opciones

2.- Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método
utilizado para su resolucion. Todas las respuestas deben ser razonadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta
permitido el uso de dispositivos con acceso a internet.

4.- Los dispositivos que puedan conectarse a internet, o que pueden recibir o emitir
informacion, deben estar apagados durante la celebracion del examen.

OPCION DE EXAMEN N° |

1°) Considere el sistema (— 1mOmlml —2m0)(xyz)=(—203),
dependiente del parametro m.

a) Clasifique el sistema en funcion del parametro m.

b) Calcule todas las soluciones en los casos en los que el sistema sea compatible.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=(—1mO0Omlml — 2m0) y
M=(—-1mOmlm1l —2m0 - 203).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

IM|=|-1m0mim1l — 2m0|=m’ — 2m° =—m’ = 0=>m = 0.

Param#0=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Param = 0sM = (— 100010100 — 203)=>RangM'=>{cl, c,cl=

>|—10 —2010103|=— 3 + 2 =— 1#0=Rang M = 3.

Antonio Menguiano



b)

Param = 0=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Se resuelve para m#0 por la regla de Cramer:

|-2m001m3—2mo| 3m’—4m’ —m’
X = > = > = > = 1.
—-m —-m —-m
_ |=1-20m0Om130| _ -2m+3m _ m _ 1
y = 2 - z zZ —  m’
—-m —-m —m
_ |-1lm-—2m101-2m3| _ —3+4m+2-3m° _ m—-1 _  m-1
Z = 2 - 2 - 2 T 2 .
—-m —m —-m m

Soluciom: x =
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2
2°) a) Calcule %(J%):x—x . (L denota el logaritmo neperiano).

d
x +1

—— una asintota oblicua en + oo?

b) (Para qué valor de d tiene la funcion f(x) =

Calcule dicha asintota.

a)
sen(2x2)+x __ sen0 _i:lndet i{L'HOtl’ al}=> 4x-cos(2x2)+1 _
Lx+D+x L140 _ 0 : p T =
x+
_ 4x-cos(2x2)+1 _ (4x2+4x)-cos(2x2)+x+1 _ 0:cos0+0+1 _ 1
- x+2 o x+2 - 0+2 o2
x+1
2
sen(2x )+x 1
Lx+D+x ~ 2°
b)

Para que una funcidn racional tenga una asintota oblicua es necesaria que el
grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador, por lo
cual:

x2+1
x—2 '

La funcion resulta f(x) =

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

m =49 g z[m_mx],
X X
241 2
m = f(x) = x=2 = xZ+1 = 1'
x X x —2x

X X

2 2 2
X x +1 x +1—x +2x 2x+1

Larectay = x + 2 es la asintota oblicua de la funcion.
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3°) Sean loa planos A=(0, 1, 0) + t(l, -1, 2) + S(O, 0, 1), con t, SER y

B=x + 2y + 2z = 1.
a) Calcule la ecuacion implicita (general) del plano A.
b) Calcule un punto y el vector director de la recta interseccion de A y B.

¢) Calcule el angulo formado por los dos planos A y B.

a)
Un punto del plano Aes P(0,1, 0) yt=(1, —1,2)ys=(0,0, 1) son
dos de sus infinitos vectores directores.

A(P; ts)=lxy — 121 —12001|=0; —x-y+1=024=x+y—1=0

b)
La recta T interseccion de los planos AyB es
r={x+y—-1=0 x+2y+2z=1.

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x +y=1 X+2y+2z=1=2z=»>=>—-x—-y=—1 x+2y=1-2

x=1—-y=1+2=r=x=1+2Ay=—2A z=2A

Un punto y un vector director der sonQ(1, 0, 0)yv= (2, — 2, 1).

c)
El 4ngulo que forman dos planos es el mismo que forman sus vectores
normales.

Un vector normal de A es n,= (1, 1, 0) y un otro de B es n,= (1, 2, 2).

Por la definicion de producto escalar de dos vectores:

- - -
n-n =mm
AT = |

- n -n
1,1,0)-(1,2,2
|-|nB|-cos COS 0= CcoSs cos o = _,A i = ( X )

|nA|'|nB' \Jorr12 412412425422

A



14240 3. 1 42

111444 23 2 2

= Los planos Ay B forman un angulo de 45°

skeoskesk seskeoske sk skoskosk

OPCION DE EXAMEN N° 2

1°)Sean A =(31x3), B=(11y1),conx, yeER.

a) Determine los valores de a y b para los cuales AB = BA.

: 2 : :
b) Determine un valor x parael que A = 6A. ;Tiene A inversa en este caso?

c) Sen N, R, S, X matrices 2X2 que tienen todas matriz inversa. Despeje la matriz X
de la expresion N-X-R = S.

a)
AB=031x3)11y1)=@ +y4x+ 3yx + 3)

BA=(11y1)@B1x3)=@3 +x4x+ 3yy + 3).

AB=BA>@B +y4x+3yx+3)=@ +x4x+3yy+3)=>x=y.

b)
A = AA=3B1x3)(B1x3)=(9 + x66xx + 9).
6A = 6:(31x3)=(1866x18).
A = 6:A=>(9 + x66xx +9)=(1866x18)=>x = 9.
Parax = 9resultaA =(3193). |4|=13193|=9 -9 = 0.
Para x = 9 lamatriz Ano es invertible.
c)

NXR=S N “NXRR =N "SR "

X1 =N‘'srR'sx=nNn"tsr™
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2°) Sea
f)={ x+ 2 si xS—2x2+ax5i —2<x<02senx + b si 0<x:

a) Determine a y b para que la funcién f sea continua en todo R.
b) Sia = 3, b = 0, clasifique la discontinuidad en x =— 2.

c) Sia=2,b =0, calcule el area encerrada por la grafica de f entre las rectas
y=0,x=—5yx =— 3.

a)

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x =— 2y x = 0, cuya
continuidad es dudosa y se van a determinar los valores reales de a y b para que lo
sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax =— 2={f(x) =(x +2)= —2+4+2=0=f(—2) f(x) =(x2+ax)= 4

= f(x) =f(x) =f(—2)=20=4—-2a 2 —a=0>a=2.

La funcién resulta
f)={ x+ 2 si xs—2x2+2xsi —2<x<02senx + b si 0<x.

Parax = 0{f(x) = (x + 2x)= 0 f(x) =(@2senx + b)= b = f(0) =
S £ = f(x) = f©)=b = 0.

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

—a+b=12a+b=4}a—-b=—12a+b=4}=23a=3=>a=1yb =2

b)
Para a=3b=0 la funcion es

fX)={ x+ 2 si xs—2x2+3xsi —2<x<02senx si 0<x.

Parax =— 2={f(x) =(x +2)= —-2+4+2=0=f(—2) f(x) =(x2+3x)= 4



= f(x) # f(x).

La funcién f(x) presenta una discontinuidad de salto finito para x =— 2.

c)

Para a=2,b=0 la funcion es
fX)={ x+ 2 si xS—2x2+2xsi —2<x<02senx si 0<x.

En el intervalo (— 5, — 3) todas las ordenadas de la funcién f(x) son
negativas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

-3 -5 -5 ) -5
S=— [ f@)dx = [ f(x)dx = [(x + 2)dx = [XT+ Zx] =
-5 -3 -3 3

Z[L;ﬁ+2.(_5)] li_L+2( 3)]———10—i 6=8—4=4u"
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3°) Sean el punto A(4, 0, 1) ylarectar={x — 2 =0 y—z—2=0.
a) Calcule el plano m perpendicular a r que pasa por el punto A.

b) Calcule la ecuacion general (implicita) del plano y que contiene ar y a A.

a)
Un vector director de una recta dada por la interseccion de dos planos es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores

normales de los planos que la determinan:

-
'

r=(x =2 =0 y—z—2=o=>[1fl=(1,0,0) n =01 —1)]=>vr

=k + j=v = (0, 1, ).

El haz de planos a perpendicularesaresa=y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano T que contiene al punto A(4, 0, 1)
es el que satisface su ecuacion:

a=y+z+D=0 A(4,0,1)}204+1+D=0=D=—1=2n=y +z — 1 =

b)

La expresion de r por wunas ecuaciones paramétricas es
r={x = 2 y=2+2Az=2A

Un punto de r es P(2, 2, 0).

Los puntos P y A determinan el vector:

-

PA=[A - P]l=[(4 0 1)— (2 2 0)]=(2 — 2 1).
y(A; ;r,P?l)E|x—4yz—10112 —21|=0;

x—-—4)+2y—2z-D+2x—-—4)=0; 3(x —4)+ 2y —2(z—1)=0;
3x =12+ 2y — 22+ 2=0.

y=3x + 2y — 2z — 10 = 0.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA LA MANCHA
JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Dentro de
cada opcion el estudiante elegira cuatro ejercicios entre los cinco propuestos. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

1°) Después de la administracion por via oral de un farmaco, la concentracion de este
: 2 —bt :
en sangre sigue el modelo: C(t) = at e , donde t€E[0, + ) es el tiempo en horas

. . ., +
transcurridas desde la administracion y a, bER .

a) Determina los valores de a y b para que el modelo de la concentracion tenga un

) -2
extremo relativo en el punto P(Z, 8e )

b) Segun el modelo anterior, ¢a qué valor tiende la concentracion de este fArmaco a
largo plazo? Interpreta el resultado.

Nota: A largo plazo se entiende como que t— + oo.

a)
Por contener al punto P(Z, 86_2) es C(2) = 8e "

C(2) = a2’e ™ =8e% ae P =2e ma =27 (%)

Por tener extremo relativo en el punto P(Z, 88_2) es C ’(2) = 0.

Para que una funciéon tenga un extremo relativo en un punto es condicion
necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.

CH)=a(2te " —tbe ')=ate (2 bt).

C(2)= 0>a2e (2 — 2b)=0; ae (1 — b)= 0.

A. Menguiano



Sustituyendo en la ultima expresion el valor de a de la expresion (*):

26721 = b)=0; e °(1 — b)= 0=b = 1.

2-1-2 0

a = 2e = 2e = 21 = 2=>a = 2.
b)
C(t) = (atze_bt) = 2~ = Z>Indet. >{L'Hopital} =
e
% = —>=Indet. ={L'Hopital} = 24— .
€ b'e

Alargo plazo la concentracion del farmaco desaparece.
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2°) Dada la funcion f(x) = {5~ si x < 0bx — 1 six>0:

a) Calcula razonadamente los parametros a y b para que f(x) sea derivable en R.

2
b) Calcula razonadamente el parametro b para que | f(x)-dx = 4.

a)
Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

2

Parax = 0={f(x) === —a f(x) =bx—-1)= —1=f(0) =

x—1

= f(x) = f(x) = f(0)= —a=—1=a = 1.

si x < 0bx — 1 six=0.

2
La funcion resulta: f(x) = { 9;11

La funcién f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad se
va a forzar determinando el correspondientes valor de a.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

' 2 '
f(x)={%six<0 Mb six=0 =2x=0=f0)={—1six<0b si x>

=

=f(0)=£(0")= — 1 =b=b =—1.

2 , ) , ; 2
*) g(x) == +1 9(x) = 20 (x=1)—(x"+1)1 _ 2x—2x—x-1 _ x —2x-1

x—1 (x-1)° @)t @)t

La funcion f(x) es continua y derivableenx = Oparaa = 1yb =— 1.




b)

2 2 2 2
[ f(x)-dx = 4= [(bx — 1)-dx = lb; — x] = 4;
1 1 1

2 2

3h = 10; b=13—0.

2
[ f(x)-dx = 4=b ==~
1
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39 a) Discute el sistema

x—y—z=1 x+2y+z=—4x—4y—32=a2—3}
en funcion del pardmetro a€R.

b) Resuélvalo razonadamente para el valor a =— 3.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A=(1-1-11211 — 4 - 3) y
M'=(1 -1 -11211 — 4 — 3 1—4a2—3).

El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

IM|=]1 —1 —11211 —4 —3|=—6+4—1+2+ 4 — 3 =0=Rang

Se estudia el rango de M | por el procedimiento de Gauss:

(1 -1-11211-4-3 1 —4a2—3)=>{F2—>F2—F1F3—>F3—F1'

>{F,>F +F}>(1 -1 -1032000 1 -5a —9)={a -9 = 0-Rang.

2
a —9=0:>a1=—3,x2=3.

Para{a =— 3 a = 3}=>Rang M = Rang M=2<ne incég.=S. C. I

Para {a# — 3 a#3}=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para a =— el sistema resulta
{x—y—-—2z=1 x+2y+z=—4x—4y —3z=6, que es compatible
indeterminado. Para su resolucion eliminamos una ecuacion (tercera) y se hace
y =X

x—y—z=1x+2y+z=—4}> x—z=1+Ax+2z=—4— 2A}=2x



3 1 5 3
Z=X—y—1=—7—71—)\—1=—7—77\.

3 1 5 3
- 77\, y = A zZ=—— —77\, VAER.

Solucion: x =— - 5
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4°) Dados los puntos A(— 1, 3, 0), B(2, 0, — 1) y la recta r interseccion de los
planosa=x — 2y — 6 = 0y =2y + z = O:

a) Calcula la distancia del punto A a la recta 7.
b) Encuentra razonadamente el punto de r cuya distancia al punto A sea minima.

¢) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano y que pasando por A y B
sea paralelo a la recta r.

a)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geomeétrica, es el producto de la base por la altura, siendo la
altura la distancia pedida del punto P a la recta r.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un esquema de la situacion.

S = 'v /\PA\S = |v|-h}=>|v /\PA': \v'-h:
r T T r

JAP74|
—h = d(P,r) = 'f

r

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x — 2y =62y +z=02y==2x=6+ 2\, z=—22=r={x = 6 + 2Ay = A

Un punto y un vector director de r son P(6, 0, 0) y v o= 2,1, —2).

-

PA=[A-P]l=[(-1, 3, 00— (60, 0)]=(—7 3, 0).

Aplicando la férmula al punto A y a la recta 7:

”/\PA| _ llijk21-2-730 _ |14j+6k+7k+6i] _ |6i+14j+13k] _ 6 +14°+13°

= —_— —_— —_—

v V2P 4174+ (=2)° Va+1+4 V9 3

r

d(A,7) =




= @ — a0 unidades = d(4,1).

3

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos perpendiculares a la recta r tiene la siguiente ecuacion
general: a=2x + y — 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz «, el plano m que contiene al punto
A(— 1, 3, 0) es el que satisface su ecuacion:
a=2x +y—2z+ D=0 A= 1,3, 0 }=2(-1)+13-20+D =
—2+4+3-0+D=014+D=0; D=—1=n=2x+y —2z—-1=0.

El punto @, interseccion de la recta r con el plano T es la solucion del sistema
que forman:

m=2x+y—2z—1=0 r={x =6 + 21y = A z =— 22 }=2(

12+ 40+ A+ 41— 1=0; A+ 11 = 0% =— =

22 32 11 22 32 11 22
=>{x—6———7y——7 zZ=-5 }:Q(g» BACE 9)°

La distancia pedida del punto A a la recta r es equivalente a la distancia entre

los puntos A 'y Q, o sea el modulo de |AQ|:

d(A, )= |AQQ|=\/(3—92+ 1)2 + (—19—1— 3)2 + (2—92— 0)2 -

9 9 9 9

_\/( 41 )2 + (_ 38 )2 n (22 )2 _ a1*+38°+22°  \[1.681+1.444+484 _ +3.609 _ /9-401



_ 3+/401 /401

9 3
d(4, r) = \/43“ unidades.
b)
El punto de r cuya distancia al punto A es minima es el punto Q hallado en a)-
El punt de r mas proximo al punto A(— 1, 3, 0) es Q( 392 , = 191 ) 292 )
c)

El plano vy, por pasar por A y B, tiene como vector director al vector que
determinan, que es
AB=[B - A]=[2,0, —1)—-(-1,30]=@G, —3, —1) vy, por ser
paralelo a la recta r tiene como vector director a v o= (2,1, = 2).

La expresion general de Y es:
y(A; AB, vT)E|x+ 1y =323 —3 =121 — 2| = 0;

6(x+1D)—-2(y—-—3)+3z+(x+ 1)+ 6(y —3)+ 62 =0;
7x+ 1D+ 4@y —3)+9z2=0; 7x +7 + 4y — 12 — 3z = 0.

Y=7x + 4y + 9z — 5 = 0.
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5°) a) En una tienda de lamparas tienen tres proveedores A, B y C. A suministra el 20
%, B el 10 % y C el resto. De las ldmparas de A salen defectuosas el 5 %, de las de B
el 4 % y de las de C el 2 %. Elegida una lampara al azar de la tienda, calcula
razonadamente la probabilidad de:

a 1) No salga defectuosa.
az) Si resultd defectuosa, que fuera suministrada por B.

b) Una parte de un examen consta de cinco preguntas tipo test. Se aprueba dicha
parte si contestas correctamente al menos tres preguntas. Calcula razonadamente la
probabilidad de aprobar dicha parte, contestando al azar, cuando:

b1) Cada respuesta tiene dos items, solamente uno verdadero.

b 2) Cada respuesta tiene cuatro items, solamente uno verdadero.

P = P(AND) + P(BND) + P(CND) =
= P(A)-P(D/A) + P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =

=0,2-0,95 + 0,1-0,96 + 0,7-0,98 = 0,190 + 0,096 + 0,686 = 0,972.

a
)
P(BND) __ P(B)-P(D/B) __ 0,1-004 _ 0,004
P(D) ~  1-pm)  1-0972 0,028

P = P(B/D) = = 0, 1429.

b)

b))

Se trata de una distribucién normal de las siguientes caracteristicas:



Bién: p = %; Mal: q = %;

Sabiendo que la formula de la probabilidad de la distribucion binomial es

n=5 r=3,r=4yr =5,

P=(nr )-pr-qn_r, la probabilidad pedida es:
P =(53)0,50,5 + (54)0,5-0,5 + (55)-0,5-0,5° =

= -2L-.0,125-0,25 + 5-0,0625-0,5 + 1.0,03125-1 =

= 10-0,03125 + 0,15625 + 0,03125 = 0,3125 + 0,1875 =0, 5.

b))

Se trata de una distribucidn normal de las siguientes caracteristicas:

Bién:p=i; Mal:q=%; n=5r=3r=4yr =5.

P =(53)0,25°0,75 + (54)-0,25 0,75 + (55)-0,25-0,75 =

= %-0,015625-0,5625 + 5-0,003906-0,75 + 1-0,000977-1 =

= 10-0,008789 + 0,014648 + 0,000977 = 0,08789 + 0,01563 = 0, 1035.
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PROPUESTA B

1°) a) Determina razonadamente el punto P(x, y) de la pardbola y = X+ lenel
que la suma de sus coordenadas alcanza su minimo valor.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la gréafica de la parabola
dada en el punto de abscisa x =— 1/2.

a)

Los puntos genéricos de la parabola son de la forma P(x, X+ 1).

Se pide que sea minima la suma: S(x) = x + YHl=x+x+1

Para que una funcién tenga un minimo es necesario que se anule su primera
derivada y que sea positiva la segunda derivada para los valores que anulan la
primera.

S'(x) = 2x + 1. S"(x) = 2 > 0=>Minimo.

S'(x) =0=22x+1=0; x =— %

. . 2 .y .
Notese que por ser la pardabola y = x + 1 una funcion par, también es

. 1
solucion el valor x =+ >

2 1\2 1 5

Cumplen la condicién pedida los puntos A(— %, %) y B(%, %)

b)
1

f@

La pendiente de la normal a una funcién f en un punto es m =—

o ot 1
y(x)—2x=>m— y'(—%) 2.(_1) 1.

El punto de corte de la normal y la pardbola es el siguiente:

y(_;)=(—%)2+ 1 =%+ 1

S~ +%)

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la



siguiente: y —Y, = m(x —xo).
5 1
y - =1(x+5) 4y -5=4x+2 4x—4y+7=0.

La ecuacion de la recta normal pedida es la siguiente:

Normal: n=4x — 5y + 7 = 0.
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3 2 2 3
2°) Calcula las integrales: a) I = fzxz—ﬂz-dx. b) I = [(2x — 3)-ex "dx.
1

a)
2" — i + 2 |x2—x
— 2% 4 2% 2x + 1
0 44 +2
_xz + x

_ 20 —x"+2 _ x+2 _
I =[=dx =[|2x + 1 +5=|dx =

X —X X —X

2
=2fxdx + [dx + [ x2+2 dx = 2; +x+11=x2+x+11=1.
x —x
_ x+2 x+2 _  x+2 A B Ax—A+Bx _ (A+B)x+(-4)
I1 o f Xo—x dx= —x T ox(x-1) T «x + -1~ x(x-1) —x =
>A+B=1 —A=2}>A=-2=>B =3=>

X X—

3
=>11=f(‘2 +%)=— 2L|x| + 3L|x — 1|+ C = Lﬂx;—jL+ C.

3_2 2 _ 3
szw-dxzx +x+Lﬂ%|L+C.

X —X X

b)
2 -1
I =[x —3)e -dx
1

Se resuelve en primer lugar la integral indefinida:

I =[x — 3)-ex_1-dx=>{2x — 3 =uodu = 2-dxe dx = dvov = ex_l}:>

x—1

> 2x —3)e = [T 2dr =2x = 3)e =2+ C =



= 2x - 5)+ C.

2
I'=J@x - 3)e dx =[e" " (2x - 5)]? =
1

=" @2-9]-[e “@1-5)]|=e(-1D-1(-3)=——c+3.

2
=[x —3)e dx=3—e.
1
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3°) Dadas las matrices A = (1 —301)el =(1001):

a) Halla razonadamente dos parametros a y b tales que A =aA + bl

b) Calcula razonadamente todas las matrices X que verifican que
A-X)A+X)=4"-X"

a)
A =aA+bI>(1 —301)@1 —301)=a(l —301)+ b(1001);

(1 —-601)=(a —3a0a)+B00b)=(a+b —3a0a+b)=a+b=1 —

>a=2 b=—1.

b)
A-XA+X=A" X5 AA+4X-XA-X =4 -X">

=A-X — XA = 0=>A4-X = X‘A.
Lo pedido es equivalente a encontrar las matrices X que conmutan con A.
SealamatrizX = (mnpq).
AX = XA=>(1 —301)(mnpg)=mnpq)(1 —301);

(m—-3pn—-3qpgq)=(m —3m+np —3p+q)>m—-3p=mn—3q=n -

Las matrices X sonde la formaX = (imn0m).
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4°y  Dados los puntos A(—1,2,0),B(1,0, —4) 'y la recta
r={x=1—-Ay=A z=3+4 A, A€R:

a) Calcula razonadamente un punto C de la recta r que forme con A y B un tridngulo
isosceles con el lado desigual en AB.

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta s perpendicular a

la recta r y al vector AB y que pase por el punto A.

a)
Los puntos genéricos de r son de la forma P(1 — A, A, 3 + A).

Tiene que cumplirse que AP = BP:

AP =1 -2+ 1)’ + A -2+ @ +1-0) =

A M r A+ M+ 4+ F 6L+ 9 =3 = 24 + 17,

BP=\V1 - A- 1D+ Q-0 +3@+A+4)°=

SV 27+ 27+ 140+ 49 =307 + 142 + 49.

AP = BP =307 — 24 + 17 = /32% + 141 + 49;

30— 20 + 17 = 30° 4 144 + 49; — 32 = 16\ =— 2.

Elpunto pedidees C(3, — 2, 1).

b)

AB=[B-A]=[10, —4)—(—120]=(@2 -2 -4).

R
Un vector director de la recta r es v o= (—-1,1,1).

Un vector perpendicular a AB y a v es cualquiera que sea linealmente

dependiente del producto vectorial de éstos vectores:

ABxv =|ijk2 —2 —4 —111|=—2i + 4j + 2k — 2k + 4i — 2j = 2i + 2j



Un vector director de la recta pedida s es Vo= (1, 1, 0).

7 . . —_ x+1 _2 Z
La expresion de s dada por unas ecuaciones continuas es: S=—— = -1L =
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5°) a) En una clase el 80 % aprueba la asignatura de Biologia, el 70 % aprueba la
asignatura de Matematicas y el 60 % aprueba Biologia y Matematicas.

al) Si se elige un estudiante al azar, ;cudl es la probabilidad de que apruebe

alguna de las asignaturas?

az) Si se elige un estudiante y ha aprobado Biologia, ;cudl es la probabilidad

de que también haya aprobado Matematicas?

b) Un dispensador de cierto refresco estd regulado de manera que cada vez descargue
25 cl de media. Si la cantidad de liquido dispensado sigue una distribucion normal de
varianza 4:

b1) Calcula razonadamente la probabilidad de que descargue entre 22 y 28 cl.

b 2) Calcula razonadamente la capacidad minima de los vasos que se usen,

redondea a cl, para que la probabilidad de que se derrame el liquido sea inferior al 2,5
%.

a)

Aprueba o no biologia: B y B. Aprueba o no matematicas: M y M.
Datos: P(B)= 0,8, P(M)=0,7; P(BnhM)= 0,6.
al)

P = P(BUM)= P(B) + P(M)— P(BAM)= 0,8 + 0,7 — 0,6 = 0, 9.

az)

_ _ PBNM) _ 06 _ 6 _ 3 _
P=PM/B)="p5=1e=5="5=075

b)
b))

Datos: p = 25; n = 1; 0" = 450 = 2.



A A :
x_>1v(u, ﬁ) N(ZS, ﬁ) N(25; 2).
Tipificando la variable: Z = X_ZZS.
22-25 28-25 -3 3
P = P(2257<28) = P[5 <7< B8 = p(F <z =

= P(- 1,5<7Z<1,5) = P(Z<1,5)— [1 — P(Z<1,5)] =
= P(Z<1,5)— 1 + P(Z<1,5)= 2-P(Z<1,5)— 1 =

= 2-0,9332 — 1 =1,8664 — 1 = 0,8664.

b))
2
Teniendo en cuenta que la capacidad C que se pide es menor que la media, el
valor de su probabilidad es 1 — 0,025 = 0,9750.

P = P(C<Z) = P(C‘25 <z) = 0,9750.

5 =

Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,9750 se obtiene: 1,96.

=B =1,96; C — 25 = 3,92=C = 25 + 3,92 = 28,9229,

La capacidad minima de los vasos es de 29 cl.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA LA MANCHA
JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El estudiante debera contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Dentro de
cada opcion el estudiante elegira cuatro ejercicios entre los cinco propuestos. Los
ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas.
Se puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

1°) a) Enuncia el teorema de Bolzano y justifica razonadamente que la grafica de la

funcion f(x) = x4 x + 1 corta al eje OX al menos una vez en el intervalo
[— 1, 1].

b) Calcula razonadamente el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando
x recorre toda la recta real.

a)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".

., 15 . :
La funcion f(x) = x  + x + 1, por ser polindmica, es continua en R, por lo
cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se
considere.

Considerando, por ejemplo, el intervalo [— 1, 1] y aplicando el teorema de
Bolzano a f(x):

f-D=C-D"-1+1=-1<0.

fFH=1"+1+1=1+2=3>0.

Lo anterior prueba que:

La funcion f(x) = X x+ 1 corta, al menos unavez, aleje Xen|[— 1, 1].

A. Menguiano



b)
En el apartado anterior se ha demostrado que f(x) tiene al menos una raiz en el
intervalo [— 1, 1].

. ' 14 e
Teniendo en cuenta que f (x) = 15x + 1 > 0, Vx€ER, lo cual indica que la
funcion f(x) es mondtona creciente en R; esto significa que:

La funcion f(x) corta exactamente una vez al eje X.
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2°) Calcula razonadamente las siguientes integrales:

TT

a) I = f(x2 — 1)-cos cos x -dx. b) I = fe—x-dx.

0 ezx+ex—2

Nota: En la integral b) puede ayudarle hacer el cambio de variable e =t

5

T
I = f(xz — 1)- cos cos x -dx.
0
Se resuelve en primer lugar la integral indefinida:

A= f(x2 — 1)- COS COS X -dx=>{u = x" — 1odu = 2x-dx dv = sen x-dx—v = se

= (xz o 1)-senx — [ senx-2x-dx = (x2 o 1)-senx — 2-[ x-senx-dx =

= (x2 — 1)-Senx — Z-A1 =A (%
A1 = [ x-sen x-dx=>{u = x—>du = dx dv = sen x-dx—>v =— cosx }=>

=x-(— cos x) — [— cos x-dx =— x-cos x + [ cos x-dx =
=— Xx'cosx + senx = A1'

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de A %

A= (x2 — 1)-Senx — 2:(— x:cosx + senx) =

= (x2 — 1)-Senx + 2x:cosx — 2:senx = (xz — 3)-Senx + 2x-cos x.

—T[ 2— . . e 2— . . T[=
I = {(x 1) cos cos x -dx [(x 3) senx + 2x-cos x]o

[(nz — 3)-senn + 2m-cos n] — [(O2 — 3)-sen 0 + 2:0-cos O] =



=2 (— 1)+ 3-0 — 0 =— 2m.

I = }(x2 o= 1)-cos cos x -dx =— 2m.
0

b)
I = [—5—dx={e = tedx = dt}= [——dt. (9
e +e -2 t +t-2
2 A . —lH148  —1+9 143 _ _
t +t—2=0;t= 5 = 3 =— =>t1_—2,t2—1.
Ert—2= (t+ 2)(t - 1. Sustituyendo en (*):
1 — — ((4- L B).
I ) de = (t+2)(t D at = f( vzt t—l) dt. (%)

A B _ At—A+Bt+2B __ (A+B)t+(—A+2B) _a _ _
2 v T ooy P = A+B=0-A+2B=1}=>3B=1
=B = %, A =— % Sustituyendo en (**):

_1 1
Ny p— 3 - = - — =
I_f(t+2+t )dt— SL|t + 2|+ 5Lt — 1+ C = L|t+2|+c
[ = [—f—dx =% L 4 c
e +e -2 e+2
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39 a) Discute el sistema
x+3y—az=4 x+ay+z=2x+4y —5z2=6} en funcién del
parametro a€R.

b) Resuélvalo razonadamente para el valor a = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(13 —alall4d —5)yM' =13 —alall4d —5 426).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
IM|=[13 —alall4 —5|=—5a—-4a+3+a —4+15=a — 9a + 14 =

_ 9J_m/821—56 _ 9in% _ 94;5 Sa =2a =7
1 2
Para {a#2 a+7 }=>Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.
Paraa = 2=>M =(13 — 212114 -5 426):{61, ¢,ccC,C, C4}=>

{|1134122146|=12+16+6 -8 —-8—18=134 —34 =0 I3 —2421

Paraa = 2=Rang M = Rang M=2<ne incog.=S. C. L.

Paraa =75M = (13 — 717114 — 5 426)=>{Cl, c, c4}=>

=>(134172146|=42+ 16 + 6 — 28 — 8 — 18 = 64 — 54%0=>Rang M = 3

Paraa = 7=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para a=2 el sistema resulta:
x+3y—2z=4 x+2y+z=2x+4y —52=6}, que es compatible
indeterminado. Despreciando una de las ecuaciones (tercera) y haciendo z = A:

x+3y=4+2Ax+2y=2-X} x+3y=4+20 —x—-2y=—2+A}>y



X+2Q2+30)=2—-X x=2—-A—4—6A=—2— 7\

Solucion:x =— 2 — 7\, y = 2 + 3\, z = A, VAER.
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4°) Dado el plano a=4x + 2y + 4z — 15 = Oy el punto A(2, — 3, 1):
a) Calcula la distancia del punto A al plano a.

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya
distancia al plano « sea igual a la distancia del punto A al plano «.

a)
La distancia de un punto P o(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0

|AxO+ByO+CZO+D|

\A +B +C°

viene dada por la formula d (P o n) =

4-242-(=3)+4-1—15] |8—6+4—15] |-9] 9 3 )
dAO(=| = = =—=— = 1,5unidades.
(4, @) NI \16+4+16 /36 6 2 ’

b) Calcula razonadamente el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya
distancia al plano « sea igual a la distancia del punto A al plano a.

Se trata de dos planos paralelos al plano a=4x + 2y + 4z — 15 = 0, uno
por cada lado, uno de los cuales contiene al punto A.

|[4x+2y+4z—15]

3.
==
4 2%+ 4°

So=4x + 2y +4z-15=9 o=—4x -2y —4z+ 15 =9} a =4x + 2y +

|[4x+2y+4z—15|
6

3
=—=4x + 2y + 4z — 15|= 9=

Solucién: aIEZx +y+2z—-12=0y ocZEZx +y+2z—-—3=0.

El plano que contiene al punto A es a, que satisface su ecuacion.
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5% a) Una planta industrial tiene tres maquinas. La maquina A produce 500
condensadores diarios, con un 3 % de defectuosos, la maquina B produce 700 con un
4 % de defectuosos y la C produce 800 con un 2 % de defectuosos. Al final del dia se
elige un condensador al azar:

a 1) Calcula razonadamente la probabilidad de que sea defectuoso.

az) Si es defectuoso, calcula razonadamente la probabilidad de que haya sido

producido por la maquina A.

b) Lanzamos un dado perfecto cinco veces. Sea X la variable “nimero de multiplos
de tres que pueden salir”.

b1) Calcula razonadamente la media y la desviacion tipica de la variable X.

b 2) Calcula razonadamente la probabilidad de obtener cuatro o mas multiplos

de tres.
a)
Total condensadores: 500 + 700 + 800 = 2.000.
500 700 800
P(A) = 000" = 0,25; P(B)= =000 = 0,35; P(0)= 000 = 0, 40.

al)
P = P(D) = P(AND) + P(BND) + P(CND) =

= P(A)-P(D/P) + P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =

= 0,25-0,03 + 0,35-0,04 + 0,40-0,02 = 0,0075 + 0,0140 + 0,0080 = 0,0295




az)

_ _ _P(AnD) _ PA-PD/P) _ P(A)-P(D/P) _

P =P (A/ D)_ P(D) P(D) ~ P(A)-P(D/P)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C) ~—

. 0,25-0,03 . 0,0075 00075 75 15 0 2547
~ 0,25-0,03+0,35-0,04+0,40-0,02 ~  0,00754+0,01404+0,0080 ~ 0,0295 ~ 295 ~ 59 ~

b)
El espacio muestral es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, de los cuales son sucesos
favorables los numeros sombreados {3, 6}, por lo cual p = % = %

Se trata de una distribucién binomial conn = 5;p = % yg=1-— % = %

b1)
: 1 5
Media = p=np = 5—= —.
e 1 2 10 /10
Desviacion tipica = 0 = \n'p-q = A /5-?-? = 4 /T =—— = 1,0541.
b))

2
La formula de la probabilidad de la distribucion binomial es

P=(nr )-pr-qn_r, la probabilidad pedida es:

p = (54).(%)4_(%)1 + (s 5).(%)5.(%)0 _ 5%% + 1.?.1 — %(1—30 + %) =

1 11 11 11
= 5= =55 = 0,0453.
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PROPUESTA B

1° a) Prueba que cualquiera que sea la constante a la funcidon

f(x) = ©—5x +7x +a cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el
intervalo [1, 3].

b) Calcula razonadamente un punto del intervalo abierto (1, 3) cuya existencia
asegura el teorema de Rolle.

¢) Calcula razonadamente los puntos de la grafica f(x) = x> — 5x° + 7x donde la
recta tangente tenga la misma pendiente que larectay = 4x + 2.

a)

Una funciéon cumple las hipotesis del teorema de Rolle en un intervalo cerrado
cuando es continua y derivable en ese intervalo y, siendo p y g valores reales del
intervalo se cumple que f(p) = f(q).

Para que el valor de a sea indiferente, basta encontrar dos valores myn
pertenecientes  al  intervalo [1, 3] para los que la  funcion

gx)=f(x)—a = X — 5%° + 7x tome igual valor, es decir: g(m) = g(n).

Considerando los valores extremos del intervalo:

g(1)=13—5-12+7-1=1—5+7=3 g(3)=33—5-32+7-3=27—A

De lo anterior se deduce que f(1) = f(3) y, en consecuencia:

Queda probado que f(x) cumple las hipotesis del teorema de Rolle en [1, 3].

b)
El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c) = 0.

f'(x) = 3x" — 10x + 7.

. , ]
f(x)=0=3x" —10x + 7 =0; x = 10iJ1600784 _ 10:;@ T B

> x =1¢(1, 3)yx, =4 € (1,3).



El punto que satisface el teorema de Rolle en [1, 3] es P[%, f (%)]

c)
La pendiente a una funcién en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto.

Lapendiente delarectay = 4x + 2esm = 4.

f'(x) = 3x" — 10x + 7.

f'(x) = 4=3x" — 10x + 7 = 4; 3x° — 10x + 3 = 0: x = 10J_r3[1600—36 _

_101@_1018_514:3( 1, -3
6 -6 3 1 3’ o

3 2
1\ _ (1 _ (L 1 _ 1 5 , 7 _ 1-15+63 _ 49
f(?)_(3) 5( ) t 7= o T3 T T 7 T

f3)=3" - 53"+ 73=27—-45+ 21 =3

Los puntos pedidos son P(%, %) vy Q(3, 3).
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: - 2 -
2°) Dadas las funciones f(x) = 2x-e * y g(x)=x-e *  calcula razonadamente el
area del recinto cerrado limitado por las graficas de esas funciones.

Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

F) = glo)=2xe “=x"e " xe Y2 - x)= 0=x, =0, x, = 2.

En el intervalo de la superficie a calcular ambas funciones tienen sus ordenadas
positivas. Teniendo en cuenta que, por ejemplo, para x = 1€(0, 2):

f(1) = 21 ' = % y g(1) = 1o =%=>f(1) > g(1), la superficie a

calcular es la siguiente:

2

2
S = [[f(x) — g(x)]dx = f(Zx-e_x — xz-e_x)-dx =
0 0

(2x — xz)-e_x-dx.

o N

Se resuelva, en primer lugar, la integral indefinida:

A= f(Zx — xz)-e_x-dx = {u = 2x — X' >du = 2(1 — x)-dxdv = e “dx—v =-
= (Zx — xz)-(— e_x) —[—e 21 — x)dx =
=— (Zx — xz)-e_x + 2 /(1 — x)e dx =— (Zx — xz)-e_x + 24 = A

A = @ = x)e “dx = {u =1 — x>du =— dxdv = e -dx—-v =— e_x}:>

X

= (1 - x)-(— e_x) —[—e i (—dx)=— (1 — x)e —[e dx =



=—— (1-x)e 4+e +C=e [-A-0+1+C=xe +C =A,.
Sustituyendo en el valor de A el valor obtenido de Alz
A =-— (Zx — xz)-e_x + 24, =- (Zx — xz)-e_x +2xe +C=

= [— (Zx — xz) + Zx]-e_x +C=xe"+C=A

S = {(Zx — xz)-e_x-dx = [xz-e_x]o = (22'8_2) — (Oz-e_o) =

4
=——0.
e

s =4 u’=0,544".
e

st sfe sk sk skeosk skosk skok



3°) a) Encuentra los valores del parametro a€R para que la siguiente matriz tenga
inversa: A =(a— 11 —10a —-21a02).

b) Para a = 2 calcula razonadamente A y comprueba el resultado.

c) Para a = 0 calcula razonadamente el valor de los determinantes |A_1| y |24].

a)
Una matriz tiene inversa (es invertible) cuando su determinante es distinto de
cero.

[A]=la—11 —10a—-21a02|=2(a—-1(a—-2)+a+ ala — 2)=

=2(a2—3a+2)+a+a2—2a=2a2—6a+4+a2—a=3a2—7a+4=0;

_ 7+[49-48 _ 7H1 _ 741
6 6

4
A :>a1—1,a2— T

4

La matriz A es invertible VaeR — {1, ?}.

? Paraa = 2esA=(11 —1001202).
Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan.
(I)=(100010001):>{F3—>F3—2F1}:>

=~ (100010 —201):>{F3—>—%F3}=>(10001010 -1)=

> {F,oF}=(10010 -5 010)={F, > F -F}=

1 1 1 1
=>(00 L10 - 010)=>{F1—>F1—F3F —>F2+2F3}:,~(0 ~1212 —-+o

Nl)—\ N

4" =(0 —1512 —5010)=5(0 - 2124 —1020).

Comprobacion:

AA" =13(11 —1001202)—(0 — 2124 —1020)=—-(200020002)



ueda comprobado que A-A = = I.
Qued bad AAT =(200020002)=1

c)
Paraa = 0esd=(—11 —10 —21002). |A| = 4.

Y= = s =
124 = 2°-|A| = 84 = 32 = |24]| = 32.

Para la resolucion de este apartado conviene recordar propiedades de las
matrices y los determinantes tales como las siguientes:

Cuando se multiplica una matriz por un nimero quedan multiplicados todos los
elementos de la matriz por dicho ntimero.

Si los elementos de una linea de una matriz se multiplican por un niimero, el
determinante de la matriz queda multiplicado por dicho ntimero.
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4°) Dados los vectoresu = (0, 1, 1), v=(1, 1, — H)yw = (2, 0, 3):

- -

a) Determina el valor de A€R tal que el vector u — Av sea perpendicular a w.

- - -

b) ;Son linealmente dependientes los vectores u, v y w? Razona la respuesta.

¢) Encuentra razonadamente las ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta que
pasa por el punto P(2, 0, 2) y que sea perpendicular simultineamente a los vectores

uyv.

a)

U—w=011D-AL1 —1D=0,1, D=AA —N=(-A1-A1+21

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
(= A)w=(-A1-241+1)(@203)=—22+3+3A=021+3=0

Los vectores (u — 7\1;) y w son perpendiculares para A =— 3.

b)

- -
Los vectores {u, v, vq son linealmente dependientes cuando son
coplanarios, es decir: cuando el rango del determinante que forman es cero.

Rang{u, v,w=101111 —1203|=—2 — 2 — 3 =— 7+0.

- - -

Los vectores u, vy w son linealmente independientes.

c)

El vector director de la recta pedida r es cualquiera que sea linealmente

- -

dependiente del producto vectorial de los vectores u y v:

©1,1),v=(,1 -1

v =uAv=[ijk01111 —1|=—i+j—k—-i=—2i4+j—-k=(-21 -1

r



La expresion de r expresada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas o

paramétricas es la siguiente:
x=2 _ 'y __ z—2
2 -1 1

r= or={x =2+ 2Ay=—A z=2+A.
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5% a) El 60 % del censo de una ciudad son mujeres. Las preferencias de las mujeres
por los tres partidos que se presentan son: 30 % vota a A, el 50 % a B y el resto a C;
mientras que entre los hombres las preferencias son: el 10 % votasa A, el 60 % aBy

el resto a C. Elegida al azar una persona del censo, calcula razonadamente la
probabilidad de:

a 1) Ser hombre y votante de C. a 2) Si resultd ser votante de B, que sea

mujer.

b) Las notas que se han obtenido por 1.000 opositores han seguido una distribucion
normal de media 4,05 y desviacion tipica 2,5.

b1) (Cuantos opositores han superado el 5?7 Razona la respuesta.

b) Si tenemos que adjudicar 330 plazas, calcula razonadamente la nota de
corte.

a)
0.6
0.4
al)
P = P(HNC) = P(H)-P(C/H)= 0,4-0,3 =0, 12.
az)
_ _ PMnB) _ P(M)-P(B/M) __ P(M)-P(B/M) _
P = P(M/B) = P(B) P(B) ~ P(M)-P(B/M)+P(H)-P(B/H)
. 0,6:0,5 . 0,30 _ 030 _ 30 _ 5 _
~ 0605+04-06 ~  0304+0,24 ~ 054 54 9 0,5556.
b)
b)

1
Datos:n = 1.000; p = 4,05; o = 2,5.



X—pu _ X—4,05
25

Tipificando la variable: Z =

P=PX>5= ( >5405) P(Z>0—95) P(Z > 0,38) =
=1 - P(Z<0,38)=1 — 0,6480 = 0, 3520.

0,352-1000 = 352.

Han superado el 5 de nota 352 opositores.

b))

330
1.000

La probabilidad de que un aspirante sea admitido es p = = 0, 33.

La probabilidad de que no sea admitidoesg =1 —p =1 — 0,12 = 0, 67.

No—4,05

p(X < No) = 0,67=p(Z<=3

)_ 0,67.

Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,67 se obtiene: 0,44.

No—4,05

—2 = 0,44; No — 4,05 = 0,44 =>No = 4,05 + 1,1 = 5,15.

Lanota de corte es de 5, 15.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CASTILLA Y LEON

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno deberd escoger una de las dos opciones, pudiendo desarrollar los cinco
ejercicios de la misma en el orden que desee. Se permitira el uso de calculadoras no
programables (que no admitan memoria para texto ni representaciones graficas). Se
observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion
que se trata de resolver. Justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de
las respuestas. Claridad y coherencia en la exposicion. Precision en los calculos y en
las notaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones no triviales, de modo
que puedan reconstruirse la argumentacion ldgica y los célculos.

OPCION A

1°) a) Discutir el sistema de ecuaciones
M+z=1x+y+2Az=1 x —y + z = 1} en funcidn de los valores del

parametro A.

b) Resuélvalo para A = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=A0111A1 —11)yM =A011121 - 11 111).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro A es el siguiente:

IM[=A011121 —11|=A-1-1+2=2"+21—-2=0; A =512
=149 _ —143 _ _
=——=— :>}\1—— 2,}\2— 1.

Para {A# — 2A#1}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

ParaA =— 2=>M'=(—-20111 —-21 - 11 111)=>RangM'=>{C1, Cz’ C
>|-2011111 - 11|=—2-1-1-2=— 6¢0=>RangM’= 3.

A. Menguiano



Para A+ — 2=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Paral=1=M = (1011111 — 11 111)={C =C,=CJ>RangM =

ParaA = 1=Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I.

b)
Para A=1 el sistema resulta:
x+z=1lx+y+z=1x—-y+z=1}, que es compatible
indeterminado. Despreciando una ecuacion (tercera) y haciendo z = A:

x=1—-Ax+y=1—-2A}=y =0.

Solucion:x =1 — A, y =0, z = A, VAER.
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2°) Determinar la recta s que es simétrica de r=x + 2 = y = z — 2, respecto del
planont=x — z + 2 = 0.

Un vector director de la recta es v o= (1, 1, 1) y un vector normal del plano es

n=(,0 —1).

Notese que von = (1,1, 1D(A,0, —1)=1+4+0—-1 =0, lo cual indica

que son perpendiculares; esto supone que la recta r es paralela al plano .

La expresion de r dada por wunas ecuaciones paramétricas es
r={x =— 2+ Ay =A z=2+A

Un punto de r es P(— 2, 0, 2). El punto simétrico P de P con respecto al
plano ™ es el siguiente:

La recta s perpendicular a m que contiene a P es
s={x=—2+ pupuy=0 zZ=2—-U

El punto P de corte de s y Tt es la solucion del sistema que forman:

m=x—2z+2=0s={x=—2+ py=20 Zz=2—-n }»> -2+ p-

- -

PP =PP =[P - P|=[P - P|=

=>[(-1,01)-(+-202)]=[xy2—(—101]; @10 —DD=x+1,y,z

Sx+1=1ox=0 y=0 z—1=— 15z =0}= P=0(0, 0, 0)



La recta 7 pedida es la que tiene por vector director a v o= (1,1, 1)y

contiene al punto 0(0, 0, 0).

La recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

seskoskoskoskoskoskoskskok
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3°) Dada la funcién f(x)= 3x + x — 1, determinense sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento, sus extremos relativos y el nimero total de puntos en
los que f(x) se anula.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(x) = 12x" + 3x".

'x =O:>~12x3+3x2=3x2 4x + 1)=0=>x =x_=0, x =—i.
1 2 4

2 ., , . :
Por ser 3x > 0, Vx€R, la funcion sera creciente o decreciente cuando la
expresion (4x + 1) sea positiva o negativa, respectivamente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son

los siguientes:

Decrecimiento: f (x) < 0=>x€(— ©, — %)

Crecimiento: f'(x) > O:>xe(— %, O) U (0, + o0).

Es condicion necesaria para que una funcion tenga un extremo relativo,
maximo o minimo, que se anule su primera derivada; para diferenciar los maximos de
los minimos se recurre a la segunda derivada: si es negativa para los valores que
anulan la primera derivada se trata de un maximo y, si es positiva, de un minimo.

f”(x) = 36x" + 6x.

f (0) = 0, ni maximo ni minimo (para punto de inflexion).

f”(_ _) - 36(_ _)2 + 6'(_ %) = %— % = % —%> 0=>Min. parax =— %

1) _ 1\* 13 3 1 _ 3+4-256 249
f(——)—3'(——) +(_T) 1= T e 1= T s

, . ) 1 249
Minimo relatwo.P(— T T e )




: 4 3 , . :
Teniendo en cuenta que f(x) = (3x +x — 1) =+ oo, que el minimo tiene
ordenada negativa, se deduce necesariamente que:

La funcion f(x) se anula exactamente en dos puntos.
skeoskesk sk sk skoskosk




4°) Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcion

f(x) = x-coscos x y el gje de las x, cuando x pertenece al intervalo [O, %]

En el intervalo [O, %] todas las ordenadas de la funcion son positivas, por lo

cual, la superficie a calcular es la siguiente:

S = J x-coscos x -dx={x = u—>dx = du coscos x-dx = dv-v = senx } =

O%N‘:l

s
2

=} N‘:l

= [x-senx — [ sen x~dx] = [x-senx + coscos x |
0

— (= I V(0. = (. — = _
—(Zsen2+coscosz) (Osen0+c050050)—(21+0) 0+ 1)=- 1

S = “;2 u250,57 u
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5°) a) Se tira una moneda tres veces. Calcular la probabilidad de que, sin tener en
cuenta el orden, salgan una cara y dos cruces.

b) Una persona elige al azar, sin verlas, dos cartas de una baraja espanola (de 40
cartas, de las cuales 10 son de cada uno de los 4 palos: oros, copas, espadas y bastos).
Calcular la probabilidad de que ninguna de las dos cartas elegidas sea de copas.

“ El espacio muestral es el siguiente:
E={+++, ++¢c +c+, + cc ccc,cc+,c+c c++}.
Los casos favorables son los siguientes: E = {++ ¢, + ¢ +, ¢ ++}.
Aplicando la regla de Laplace:
p - Lemlmmtle _p 20,375
b)

Elegir dos cartas simultaneamente es equivalente a elegir dos cartas sucesivas
sin reemplazamiento.

P—30-£—3-29—
T 40 39 ~ 4 39

29 29

13 = 52

& |-

0,5577.
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OPCION B
1°) Dadas las matrices A = (1225), B=(1011)yM = (11ab), calculense

ayb para que se verifiquen [M-A|= 2y |M + B|= 3, donde se estd usando la
notacion habitual (con barras verticales) para denotar al determinante de una matriz.

M-A=(11ab)(1225)=3B7a+ 2b2a + 5b).

IM-A| = 2=|37a + 2b2a + 5b|=6a + 15b — 7a — 14b =— a + b = 2.
M+B=(11ab)+(1011)=21a+1b+ 1).
IM + B|=3=2|21a+1b+1|=2b+2—-a—-1=—a+2b+1=3;
—a+ 2b =2
Resolviendo el sistema de las dos ecuaciones halladas:

—a+b=2—-—a+2b=2}=>b=0; a=—2.
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2°) Dadas la recta r=x — 1 = .

pide:

a) Determinar la oposicion relativo de r y .

=z—1yelplano n=x —y + z = 0, se

b) Hallar el plano m paralelo a Tt situado a la misma distancia de r y .

a)

La expresion de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:
rex—1=2t=z-1=2x—2=y+1 x—1=z—-1}3r=2x —y — 3 =0
La  recta T y el  plano T determinan el  sistema

2x —y—3=0 x—z=0x—-y+z=0}
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
M=2 -1010 —11 —-11) y

M=(2 -1010 —11 —11 300).

Seglin sean los rangos de M y M pueden presentarse los siguientes casos:

l. -- Rango M = Rango M’

2. -- Rango M =2, Rango M’

3. -- Rango M = Rango M’

2 = Larecta esta contenida en el plano.
3 = Larecta es paralela al plano.

3 = Larecta es secante al plano.

RangM =12 — 1010 —11 —11|]=1—-2+ 1 = 0=>RangoM = 2.

RangM = {C, C, C}=12 = 131001 — 10|=— 30 =>Rango M’ = 3.

Larectaryelplano mson paralelos.

b)

Un punto de larectares P(1, — 1, 1).

La recta s, perpendicular a T que contiene
siguiente expresion, dada por unas

al punto P(1, — 1, 1) tiene la
ecuaciones paramétricas:



s=sfx=14+2A y==—1-2z=1+2A
El punto Q de corte de s y T es la solucion del sistema que forman:

m=x—y+z=0s=sfx=14+A y=—1-Az=1+4+2A }1+A+1+

El punto interseccion es:
fx=1+2A y=—1—-Az=1+21A }=>A=—1=0=0(0, 0,0).

El punto medio del segmento de extremos OyP(1, — 1,1) es

1 1 1
M -+ 3)

El plano T pedido es paralelo a T y contiene al punto M (%, — i, %)

N

n=x—y+z+D=0 M(% —%,%)}:%+%+%+D=O;

n'Ex—y+z—%=O:ﬂ'EZx—2y+ZZ—3=0.
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3°) Dada la funcién f(x) = x-e ~, determinense su dominio de definicion, asintotas,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, intervalos de
concavidad y convexidad y puntos de inflexién. Esbdcese también su grafica.

f)=xe ==
e

Por ser ¢ #0, Vx€R, el dominio de la funcion es R: D(f)=R.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a més o menos infinito.

= %:ﬂndet. ={L'Hopital} = 1x = %z 0.
e e

X
x

k= fo0)=

Larectay = 0 (eje X) es sintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores reales de x que anulan el
denominador.

ex¢0, Vx€ER=No tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: Son de la formay = mx + n, con meR — {0}, siendo:

m=-%L yn =[f(x)— mx].
m_M=? =1x=i=0
X X [ee]

No tiene asintotas oblicuas.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

fa)=1e" —xe =e (1 - x)= 1=

P
e

X ., . .
Por ser e > 0, VeExD(f), la funcion es creciente o decreciente cuando la
expresion (1 — x) sea positiva o negativa, respectivamente.

Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:



Parax < 1= f'(x) > 0 = Crecimiento: (— o, 1).

Parax > 1= f'(x) < 0 = Decrecimiento: (1, + o).

La condicion necesaria para que una funciéon tenga un extremo relativo,
maximo o minimo, es que se anule su primera derivada:

f)=1e —xe =e"(1 - x).

f'(x) =02e (1 —x)=0; e #0, Vx€R; 1 — x = 0=>x = 1.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo vy, si es
negativa, de un maximo.

fF)=—ec A -x+e “(~D)=—e A -x+1D=e "(x — 2).

f”(l) = e_l(l - 2)=- e =— % < 0=>Maximo relativo para x = 1.

f=1e ' =+ = Méximo:P(l, %)EP(L 0'37).

Una funcién es concava (N) o convexa (U) cuando su segunda derivada es
negativa o positiva, respectivamente.

f=e (x-2)==2

Por ser e’ > 0, VexD(f), la funcion es concava (N) o convexa (U) cuando la
expresion (2 — x) sea negativa o positiva, respectivamente.

Los periodos de concavidad (N) o convexidad (U) son los siguientes:

Parax < 2= f”(x) < 0= Concavidad (N): (— oo, 2).

Parax > 2= f”(x) > 0 = Convexidad: (2, + o).

Para que una funcion tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que se
anula su segunda derivada:

f”(x): 022X =022 —x=0; x = 2.
e




e

f(2)= 2.¢ 0 = iz = Punto de inflexion: Q(Z, %)EQ(Z, 0'27).

Teniendo en cuenta lo anterior y que la funcidon pasa por el origen de
coordenadas, puede hacerse una representacién grafica, aproximada, de la funcion,
que es la siguiente:
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o e"—coscos x _ [’
4°) a) Calcularw . b) Calcular I = | ——dx.

a)
x 0 x
e —C0SCos X e —coscos 0 1-1 0 " . e +senx
T =m0~ o0 =7 =Indet.={L'Hopital} = E =
X
0
_ e+sen0 _ 140 _ 1
T
1+0
X
e —coscosx  _ 4
L(1+x)
b)

o (W) _ 2 _ 1 1 _
I = fT-dx:{u = (Lx) »du = 2:-Lx-—dx dv = —-dx-v = Lx}:>

2
> (L) Lx — [ Le2Lx—dx = (1)’ - 2. [ L dx = (1)’ - 21
3 1 3
31 = (Lx) + (=1 =—-(Lx) + C.

2
[=[8 gy =L.00)’ + C.
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5°) La variable aleatoria IMC (indice de masa corporal, de modo abreviado) de las
personas adultas de un determinado pais sigue una distribucion normal de media 26 y
desviacion tipica de 6. Si tener un IMC superior a 35 significa ser obeso, encontrar la

proporcion de personas adultas obesas de ese pais.

Datos:n = 26; o = 6.

Tipificando la variable: Z = X—u _ X—26
o 6

P =P(X >35)=P(z >3 = p(z > %)= P(Z > 1,5) =

=1-P(Z<1,5)=1 - 0,9332 = 0,0668.

Las personas adultas obesas de ese pais suponen el 6, 68 %.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) Sean las matrices M = (120 — 1t2)yN=(—1t210 — 1).

a) Calcule M-N y compruebe que la matriz resultante no es invertible.

b) Encuentre los valores de t para los que la matriz N-M es invertible.

a)
M-N =120 —1t2)(-1t210 —1)=(1t0 — 1012—tt22t—2)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
IM-N|=[160 — 1012 —tt°2t — 2|=t2 — ) =t + t(2t — 2) =
=2t —t —t + 20— 2t=0.

Queda comprobado que la matriz M-N no es invertible.

b)
NM=(—1t210 —1)-(120 —1¢t2)=2t—-12—t1 —t0).

IN-M|=]2t =12 —t1 - t0|=—(1 - )2 - )=— (2 -t — 2t + )=

—— ¢t 4+ 3t — 2.

IN-Mj= 0= — ' 43t —2=0; £ =3t +2=0 x=2200 _ 3 _

Antonio Menguiano



3+1

Lamatriz N-M es ivertible VteR — {1, 2}.
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2°) Sea r la recta que pasa por los puntos A(0, 1, 1) yB(1, 1, — 1).
a) Encuentre la ecuacion paramétrica de la recta 7.

b) Calcular todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos

TEX Y =- 2y1125x -z =1

Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas PO(xO, Yy ZO) al plano

de ecuacion m=Ax + By + Cz+ D =0 con la expresion
|Ax +By +Cz +D|
d(P , T[) =
0 Va*+B*+c’
a)

Los puntos A y B determinen el vector AB = [B — A] = (1, 0, — 2).
Considerando, por ejemplo el punto A, unas ecuaciones paramétricas de r son:

r={x = A y=1 z=1-2A.

b) Calcular todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos
TEx +y =— 2y1125x -z =1

Un punto genéricode res P(A, 1, 1 — 2A).

|1A+1-140-(1=20+2] _ [A+1+2] _ [A+3]
d P, = = = :
V12412407 vitl V2
1A4+0-1-1-(1—20)—1 A+0—1+2A—1 3A—2
d(P, nz) — ( -1 _ | L _ |

V12407 +(-1)° B Vi+1 SR

d(P, m)=d(P, m,)= ”‘}23' = '“(;2'; A+ 3|=[3A - 2>

> A+3=31-2A+3=—31+2} 2A=54=—1}=>1 =7, A =

PZ[— 1,1 - 2-(— %)]:PZ(— 1, %)
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3°) Sea la funcioén f(x) = X —x

a) Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica y que sea paralela a la recta
de ecuacion x + 3y = 0.

b) Calcule, si los hay, los puntos de la grafica en la que la funcién presenta un
maximo o minimo relativo o un punto de inflexion.

a)
L

La recta x + 3y = 0 también puede expresarse de la forma y =— -

X, cuya
. 1
pendiente es m =— —-.

La recta tangente, por ser paralela a la recta dada, tiene su misma pendiente.

La pendiente de la recta tangente a una funciéon en un punto es igual que el
valor de su primera derivada en ese punto:

f'(x)= 3x° — 2x>m =f'(x)= 3x° — 2x =— %; 9x’ — 6x + 1 = 0;
2 1
Bx—-1) =0 3x =1 =0=x =~
El punto de tangencia es el siguiente:
1 1)3 1\ _ 1 1 1-3 2 1 2
F)=G) -G =w-v=%=—5= -%)

La expresion de la recta que pasa por un punto conocida la pendiente es la

siguiente: y — Y, = m{x —x,).

2 1 1 1
y+—=——(x—?)=—?x +55 27y + 2 == 9x + 3.

La ecuacion de la recta tangente pedida es la siguiente:

Tangente: t=9x + 27y — 1 = 0.

b)
Para que una funciéon tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;



si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

£ = 32" — 2x. Fo)=6x - 2.
f'(x) = 0$3x2 — 2x = 0; x(3x — 2) = ():)x1 =0, xz — %
f”(O) = 60 — 2 =— 2 < 0=>Maximo relativo parax = 0.

f(0) = 0=Maximo: 0(0, 0).

f (%) = 6'% — 2 = 2 > 0=>Minimo relativo para x = %

3 2
2 2 2 8 4 _ 8-12 4 .. 2 4
f(3)—(3) _(3) — 27 9 27 27=>M1nlm0.A(3, _27)

Para que una funcién polindmica tenga un punto de inflexién son condiciones
necesarias que se anule su segunda derivada y sea distinta de cero la tercera derivada
para los valores que anulan a la segunda.

f0=6x -2 f ()= 60.

fy(X)ZZO:$6x — 2 = 0; 3x — 1 = 0=>x =:%r

1y _ (1)3 1\2 1 1 1-3 _ 2 o1 =2
3)=G) -GF) =% -s=%=—%=>P L85 7)
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4°) Considere los puntos P(3, — 2, 1), Q(5, 0, 3), R(1, 2, 3) y la recta r que
tiene por ecuacionr={x + y + 1 =0 2y +3z—-5=0.

a) Determine la ecuacion general (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D)
del plano y que pasa por P y Q y es paralela a la recta r.

b) Dados el plano m=x + 2y + mz = 7 y el plano [ que pasa por P, Q y R,
encuentre m para que sean paralelos y no coincidentes.

a)
Los puntos P(3, — 2, 1) y Q(5, 0, 3) determinan el vector PQ = (2, 2, 2).

Un vector director de larecta r={x + y + 1 =0 2y +3z—-5=0 es
cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores

normales de los planos que la determinan, que son n1 =(1,1, 0y n = (0, 2, 3).

v =1ijk110023]|=3i+ 2k — 3/ = 3i — 3 + 2k=v_= (3, - 3, 2)
y(Q; PO, 1;;,)5|x—5yz—32223 ~32|=0;

4(x — 5)+ 6y —6(z—3)—6(z—3)+ 6(x —5)— 4y = 0;

10(x — 5)+ 2y — 12(z — 3)= 0; 5(x — 5)+ y — 6(z — 3) = 0;

5 —254+y—-—6z4+18=0=>y=5x+y -6z —7 = 0.

b)
Los puntos P(3, — 2, 1)yR(, 2, 3) determinan el  vector

PR = (-2 4, 2).

B(Q: PQ, PR)=|x = 5yz — 3222 —242|=0;
4(x = 5)— 4y +8=z—-3)+4(z—-3)—8x -5 —4y = 0;
—4(x =5 -8y +12(z—-3)=0; (x =5+ 2y —3(z—-3)= 0;

x—54+2y—-3z2+9=0= B=x+ 2y — 3z =— 4.



Si los planos m=x + 2y + mz = 7y B=x + 2y — 3z =— 4 tienen que ser
paralelos y no coincidentes tienen que tener proporcionales sus respectivos
coeficientes de x, y, z y no ser proporcionales sus términos independientes:

—=—=—%— > m =— 3.
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5°) Sea la funcioén f(x) = \/} + x — 2.

a) Compruebe que la funcion f(x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el
intervalo [0, 2] y que, por tanto, la ecuacion f(x) = O tiene alguna solucién en el
intervalo (0, 2). Compruebe que x = 1 es una solucion de la ecuacion f(x) = 0y

razone, teniendo en cuenta el signo de f (x), que la solucidn es unica.

b) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el area limitada por la
gréafica de la funcién f(x), el eje de abscisas y lasrectasx = Oy x = 1.

a)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".
La funcion f(x) = \/§ +x—2 es continua en su dominio,

D(f)= [0, + o), por ser la suma de tres funciones continuas, por lo cual le es
aplicable el teorema de Bolzano en el intervalo [0, 2]:

f(0O)=+/0+0-2=—2<0.

f2)=2+2-2=+2>0.

Queda comprobado que la funcion f(x) tiene al menos una raiz en (0, 2).

f=1+1-2=1-1=0.

Queda comprobado que x = 1 esraiz de la funcion f(x).

Se pide comprobar que la raiz es unica. Se usa el método de reduccion al
absurdo.

Si tuviera otra raiz le seria aplicable el teorema de Rolle a la funcién en el
intervalo considerado.

El teorema de Rolle dice que “si una funcién f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc, a < ¢ < btalque f (c) = 0.

() = —L_
f(x)= s + 1#0, Vx€ER.



Al no existir ningun valor real tal que f ’(x) = 0:

Queda demostrado que f(x) solamente tiene una raiz real.

b)
Para el calculo del area pedida debe tenerse en cuenta que en el intervalo
(0, 1) las ordenadas de la funcion son negativas.

3
2

1 0 0 ) 0
S =— [ f()dx = [ f)dx = [(x + x — 2)-dx=[x—+"7— Zx] =
0 1 1

3
2

0
x| A _ 2141, 1° __ 2 1 _ —4-3+12 _
_[—3+2—2xL_0—(3 +2—2-1)_—3—2+2_ 2

§ =2 u'=0,833u".
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6°) Unos estudiantes de bachillerato han programado una hoja de calculo como el de
la figura siguiente que da la solucion de un sistema de ecuaciones compatible
determinado de una manera automatica:

V4

12 =11 -1 -2212" -6 —-36" Sx=1y=—2z=23

a) Escriba el sistema y compruebe que los valores propuestos como solucion son
correctos.

b) (Qué valor deberia ponerse en lugar de 2 que esta enmarcado en la imagen,
correspondiente a la celda a,,, para que el sistema sea incompatible?

a)

12 —-11 -1 —-2212)(xyz)=(—6 —36)>x+2y—z=—6x—y — 2.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ 1=62-1-3-1-2612] _ 1243-24-6-12+12 _ 15-30 _ 15 _ 4

- |12-11-1-2212| = -2-1-8-2+2-4 ~  -15 = -15 =~

_ 11-6-11-3-2262] _ —6-6+24-6+12+12 _ 24-6+12 _ 30 __,
y = 15 = 15 =T o5 T C1s T ~
;= 112-61-1-3216] _ —6-6-12-1243-12 _ —45 _ 4

o -15 o -15 To—-15 v

Queda comprobado que la solucibnesx =— 1, y =— 2yz = 3.

b)
Supongase que el valor a determinar es n.

Procediendo por el método de Gauss:

M=(12-11-1-221n -6 —36):>{F2—>F2—F1F3—>F3—2F1}=>(
=>{F3—>F3—F2}=~(12 —~10 —3 —100n+3 —6315)=n + 3 = 0=n =-

Segtn el teorema de Ruoché-Frobenius:

Paran =— 3=Rang M = 2; Rang M = 3>Sistema incompatible.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Responda a CINCO de las seis cuestiones siguientes. En las respuestas, explique
siempre qué quiere hacer y por qué. Puede utilizar calculadoras, pero no se autorizara
el uso de calculadoras u otros aparatos que tengan informacion almacenada o que
puedan transmitir o recibir informacion.

1°) Considere la funcién polinémica f(x) = x° — ax” + bx + c.

a) Calcule los valores de los parametros a, b y ¢, sabiendo que la funcién tiene un
extremo relativo en el punto de abscisa x = 1 y que la recta tangente a la grafica de
la funcién en el punto de abscisax = Oeslarectay = x + 3.

b) Para los valores a = 2, b = 1yc = 3, calcule las abscisas de los extremos
relativos de la funcion y clasifiquelos.

a)

Por tener un extremo relativo en el punto de abscisax = 1es f ’(1) = 0:
f'(x) = 3x" — 2ax + b.

F()=0231"-2a1+b=0; —2a+b=—3. ()

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
la primera derivada de la funcion en ese punto.

La pendiente de larectay = x + 3esm = 1.
Lo anterior implica que f ’(O) = 1:
m=f(0)=3x -2ax+b=1=b= 1.

Sustituyendo en (1) el valor de b:

—2a+1=—3;, — 2a =— 4=>a = 2.

Antonio Menguiano



La funcion resulta f(x) = X -2+ x+c
El punto de tangencia es T'(0, 3), por lo cual es f(0) = 3:
f(0)= 3=c = 3.

b)
f(x)=x3— 2x° + x + 3.

Para que una funcidon tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidn necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f'(x)=3x2—4x+1. f”(x):6x—4.

F)=023x —4x +1=0; x = x = 4416-12 _ 4+ _ 42 _ 231

2:3 - 23 T 23 3

1
=>x1— 3,x2—1.

f(%) = 6.% — 4 =2 -4 =— 2 < 0=>Maximo relativo para x = %

D)= - 2@ +dramdodedea o

27 27 27
85
) 2 .

f”(l) =61—4=6—4= 2> 0>Minimorelativoparax = 1.

ool»—\

= Maximo: P(

f(1)= 021" — 2.1° + 1 + 3 = 3=Minimo: Q(1, 3).
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2°) Considere el sistema de ecuaciones lineales
{x+y+z=3x+y—2z=12x + ay = 2a, que depende del parametro real
a:

a) Discuta el sistema para los diferentes valores del parametro a.

b) Resuelva el sistema para el casode a = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
M=11111 —12a0)yM' =(11111 —12a0 312a).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|[=111111 —12a0|=a—-2—-24+a=2a—-—4=0; a— 2 =0=a-=

Para a#2=Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Paraa =25M = (11111 - 1220 314)=>RangM =>{C, C, C}=

>[1131 —11204|=—4+ 2+ 6 — 4 = 0>Rang M = 2.

Paraa = 2=Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. L.

b)
Para a=1 el sistema resulta
fx+y+z=3x+y—2z=12x+y =2 ,queescompatible determinado.

_|31111-1210] _ 1-2-2+3 _ 0 0
- 2:1—4 - -2 - 2
_ 13111-1220] _ 2-6-24+2 _ —4 2
Y= -2 - 2 T =2 T~
[113111212] 243+2—6—-1-2 -2
7 = 5 = 5 = - = 1

Solucion:x =0, y =2, z= 1.
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39 Cons1dere el plano que pasa por el punto A(1, 0, 3) y tiene como vectores
dlrectoresu =(—1, 3, 2) yv = (2, 1, 0).

a) Calcule la ecuacidon de la recta que es perpendicular al plano y pasa por el punto
A.

b) Calcule la distancia del punto P(1, 5, 0) al plano.

Nota: Puede calcular la distancia de un punto de coordenadas Po(xo, Yy ZO) al plano
de ecuacion m=Ax + By + Cz+ D =0 con la expresion
d(P ) |Ax +By +Cz +D|

, T

0 Va*+B*+C’
a)

Un vector normal del plano es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de sus vectores directores.

-
1

n=uxv=|ijk —132210|=4j — k — 6k — 2i =— 2i + 4j — Tk>

-

>n=(2 -4 7).

El vector normal del plano es el vector director de la recta pedida, cuya
expresion dada por wunas ecuaciones paramétricas es la  siguiente:
r={x=1+2\y=—4\1 z=2+ 7A.

b)

La ecuacion general del plano es:
n(A; w, v)=|x — 1yz -3 - 132210 =0;

4y —(z—3)—6(z—3)—2x—-—1)=0 —-2c—1D+4y—-7(z—-3)=0;
—2x+2+4y —7z+ 21 =0=>n=2x — 4y + 7z — 23 = 0.

Aplicando la féormula recomendada al plano n=2x — 4y + 7z — 23 =0y
al punto P(1, 5, 0):

|2:1—4-547-0-23| _ [2—20—23| __ |—41] _ 41-/69

- - 69
. /22+(_4)2+72 \4+16+49 \/69

d(P, ) = 41f

d(P, T) =

unidades.
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4°) Dada lamatrizA = (10aa0 — 12 — 11), donde a es un parametro real.

a) (Hay algtin valor de a€R tal que A no tiene inversa para este valor?

b) Calcule la matriz inversa de A paraa = 0.

a)

Una matriz no es invertible (no tiene inversa) cuando su determinante es cero.

2 2
|A|=110aa0 — 12 —11|=—a —1=0, a +1=0.
: 2
Teniendo en cuenta que a + 1+#0, Va€R:
Lamatriz A es invertible para cualquier valor real de a.

b)

Paraa = 0esA=(10000 — 12 —11).

A*=AA=(10000 —12 —11)(10000 —12 —11)=(100 — 21

Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan:
(I)=(100010001)=>{F2—>F2+ 2F F,—F, - 4F1}=>
= (100210 — 401):>{F3—>F3+F2}=>(100210 —211)=

-1
=>{F2—>F2+F3}=>(100021 —211)>(4°) =(@100021 —211).
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59 Considere los puntos del espacio tridimensional
A(1, 1, 0), B(3,5 0)yC(1,0,0)ylarectar=x =y — 1 = —

a) Encuentre el punto de interseccion de la recta r con el plano que pasa por los
puntos A, By C.

b) Encuentre los puntos de la recta r para los cuales el tetraedro de vértices P, A, By

: 3
C tiene un volumen de 2 u .
Nota: El volumen de un tetraedro de vértices P, Q, R y S viene dado por la siguiente

expresion: V = =|det(PQ, PR, PS)|.

a)

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B - A]l=1[3,5 0 —(1, 1, 0)] = (2, 4, 0).

AC=1[C - Al=[(1, 0, 00— (1, 1, 0)]= (0, — 1, 0).

La ecuaciéon general del plano m que determinan los puntos A, B y C tiene la
siguiente expresion general:

T[(C; AB, AC)E Ix —1yz2400 —10|=0; — 2z = 0=>n=z = 0.
El punto de interseccidn del plano y la recta es el siguiente:
z=0r=x=y—-1==—1}=3x=0,y=1=M(, 1, 0).

b)
La expresion de r por wunas ecuaciones parametricas  es
r={x = A y=1+Az =2\

Los puntos de r tiene por expresion P(A, 1 + A, 21).

-

AP=[P —Al=[A 14+ A 20)—=(1, 1, 0)]=Q — 1, A 22).

- -

Aplicando la féormula recomendada: V = %-|det(A_)B, AC, AP)| = 2;

AB, AC, APL= 12; 12400 — 10A — 1A2X| = |— 4A| = 12; |4 = 12=2]A| = 3>
51, =3P (3,46 =—3>P (-3 -2 -6)
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6°) Dadas las funciones f(x) = X -1 ygx)=3 — X

a) Haga un esbozo de las graficas de las parabolas f(x) y g(x) en un mismo sistema
de ejes cartesianos y encuentre los puntos de corte con el eje de las abscisas, los
vértices y los puntos de corte entre las dos graficas.

b) Calcule el area de la region del semiplano y=0 comprendido entre las graficas de
las funciones f(x) y g(x).

Las abscisas de los puntos de interseccidn de las curvas son las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones:

X —1=3-x5 2 =4 x = 22{x, = 2o4(- 2, 1) x, =25B(,/2, 1)

La parabola f(x) = x - 1, que es convexa (U) por ser positivo el coeficiente
2 . s : :
de x , tiene su vértice en el punto V1(_ 1, 0) y corta al eje de abscisas en los puntos
C(— 1, 0)yD(1, 0).

. 2 , . .
La pardbolay = 3 — x , que es concava (N) por ser negativo el coeficiente de

2 . L : :
x , tiene su vértice en el punto VZ(O, 3) y corta al eje de abscisas en los puntos

E(—+/3, 0)y F(y/3, 0)

La representacion grafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

Por ser las ordenadas de la parabola de ecuacion g(x) = 3 — X iguales o

mayores que las correspondientes ordenadas de la funcion f(x) = X’ =1 en el
intervalo del area a calcular y, ademas, considerando que las dos funciones son pares
y, en consecuencia, simétricas con respecto al eje de ordenadas, la superficie S a
calcular es la siguiente:



3'\5

-0

\f
-

(3—x - X +1)d

odx = 2-[4x _ — 2.[4.\/5 _ ﬂTﬁL]_ 2.0 =

82(1 - +)= 822 =192

S = 16( =7 544"
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno deberé elegir una.
Cada opcion consta de 4 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones
diferentes, se considerard como elegida la correspondiente al primer ejercicio
presentado por el alumno. Cuando la solucion de una cuestion se base en un calculo,
¢ste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1°) a) Discute, en funcion del pardmetro A, el sistema de ecuaciones:
x+2y—-z=0A&xx+y+z=1x+y+Az=1}

b) Resuelva el sistema para A = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son las siguientes:

M=(12 —1A1111A)yM =(12 — 1211111 011).

El rango de M en funcion del parametro A es el siguiente:
IM[=[12 —1A1111A|=A—-A+2+1—-1-22"=0; 2 — 22° = 0;
1-2"=02A =— 1; A = 1.
1 2

Para{A# — 1A#1}=>RanM = RanM = 3 = ne incég.=S. C. D.

Para A=—1 es
M=(12-1-11111 -1 011)=>RangM 3{61, Cz’ C4}:>

50120 —111111|=1+2— 1 + 2 = 4#0=>Rang M = 3.

ParaA =— 1=>Ran M = 2; Ran M' = 3=Sistema incompatible.

Para A=1 es
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M=(12-1111111 011)={F,=F J=>RangM = 2.

Para) = 1=>RanM = Ran M = 2 < n®incbg.=S. C. .

b)

Para A=1 el sistema es
x+2y—z=0x+y+z=1x+y+2z=1}, que es compatible
indeterminado y equivalente al sistema x + 2y —z=0 x+y+z=1}
Haciendo z = A:

xX+2y=Ax+y=1-27A} x+2y=2A —x—y=—1+ A}y =

x=1-A—-(—1+2)=1—-A+1-21=2— 3\

Solucion:{x =2 —3A y=—1+4+ 21z = A , VAER.
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o _ _ —x+t1 _ y-1 _ z-1
2°)Seaelplanon=y + z = Oylarectar=——=~— = —.

a) Calcule la interseccion del plano y la recta.

b) Determine la recta s que pasa por el punto P(1, 0, 0), es paralela al plano my es
perpendicular a la recta r.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es
r={x=—14+Ay=1-21z=1+ A

Un vector director de la recta 7 es v o= (1, —2,1).

Un vector normal del planotes n = (0, 1, 1).

- -

Los vectores v_y nson linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes, por lo cual, la recta y el plano son secantes.
Su punto P de interseccion es el siguiente:
=y +z=0r=x=—1+Ay=1-2Az=1+A }21-22+1+A

S>{x=—1+2=1 y=1-22=-3z=1+2=3 }=>P1, -3, 3)

b)
La recta s, por ser paralela al plano 1 y perpendicular a la recta r, su vector
director es perpendicular al vector normal del plano y al vector director de la recta. El

- -

vector v_es linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores n y v

v =]ijk0111 —21|=i+j-k+20=@i+j-k=@31 - D.

Por contener la recta s al punto P(1, 0, 0), su expresion dada, por ejemplo,
por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s=S{x =1+ 3Ay = A z=—A

soskoskoskoskoskoskosksk sk
3°) a) Enuncie el teorema de Bolzano y demuestre, usando dicho teorema, que la

. 3 . , .-
funcion f(x) = x + x — 3 tiene una raiz real positiva.



b) Calcule la primitiva F(x) de la funcién f(x) = (x + 1)-e_x que cumpla la
condicion F(0) = 0.

a)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".

.y 3 c . .
La funcion f(x) = x + x — 3, por ser polindbmica, es continua en R, por lo
cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo finito que se
considere.

Considerando, por ejemplo, el intervalo [0, 2] y aplicando el teorema de
Bolzano a f(x):

£(0)=—3 < 0.
f2)=2"+2-3=8-1=7>0.

. . 3 , ;
La funcion f(x) = x + x — 3 tiene, por lo menos, unaraiz real en (0, 2).

b)

F(x) = f[(x + 1)-e_x]-dx=>{u =x + 1odu = dxdv = e -dx-v =— e_x}=>

= (x + 1)-(— e_x) —f—e fdx =— (x + 1)e + [e “dx =

——(x+De —e +C=—¢€ [(x+ D+ 1]+ C=—(x+ 2)e .
F(0)=0=> —(0 +2)e ' +C=0;, —2+C=0=C=2.

F(x)=— (x + 2)e - + 2.
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4°) En una red social el 55 % lee noticias deportivas, el 65 % lee noticias de
informacion, y el 10 % no lee las noticias deportivas ni las de informacién. Tomando
al azar una persona de esta red social:

a) Calcule la probabilidad de que lea noticias deportivas o de informacion.

b) Sabiendo que lee noticias de informacion, calcule la probabilidad de que también
lea noticias de deportes.

c) Sabiendo que lee noticias de deportes, calcule la probabilidad de que no lea
noticias de informacion.

Datos: P(D)= 0,55; P(I)= 0,65; P(D nI)=0,10.

a)
P = P(DUD):
P(DNn D)= 1 — P(DUI). —
P(DUD=1-P(DNI)=1- 0,10 = 0,90.

b)

P(Dnl
P = P(D/1)=4H7“)l:

P(DUD) = P(D) + P(I) — P(DN)=P(DNI) = P(D) + P(I) — P(DUI) =
= 0,55 + 0,65 — 0,90 = 1,20 — 0,90 = 0, 30.

P(OND) _ 030 _ 30 _ 6

P =P(D/]) = PO = 065 — 65 — 13 = 0,4615.
c)
- __ P(InD) _ P(D)—-P(DN) __ 055—0,30 __ 1
P = P(/D)= D) P0) =5 =
025 _ 5
= =T = 0,4545.
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OPCION B
1°) Considere las matrices
A=(—-2 -202120 —22)yB=(101010 —101).

a) Calcule la matriz C =— 34 + B,

b) Halle la inversa A~ de la matriz A.

a)
C=—34+B =—3(—2 —202120 —22)+ (101010 —101)(101010

=(660 —6 —3 —606 —6)+ (002010 —200)=(662 —6 —2 —6 -

b)
Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(I)=(100010001)=>{F1—> _%pl]z

N %00010001):{F2—>F2—2F1}=>(—%00110001)=>

2

1 1 1 1
410 -1 -10 -2 —21):{F3—>—7F3}=>(710 ~1-1011 ——)

= 2

=

2 2

>{F,> = F)=(-500 -1 -10001)={F > F —F,F >F +2F,}>
(
(F:

F —>F —ZFF - F +2F} (—i -1111 —-111 —i)=>

>4 =(-3 - 1111 111 =5 )=5+(-3 - 2222 - 222 - 1)

st sfe st sk sk sk skok

2°) Sea el punto A(1, 0, 1) y la recta r dada por el punto B(— 1, 0, 2) y el vector
v=(—-1,1,0).

a) Calcule la distancia del punto A a la recta r.

b) Calcule el area del triangulo de vértices A, B y O siendo 0(0, 0, 0).



a)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta
que el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un dibujo de la situacion.

S=1l /\BA‘S=|17|-h}=>|v /\BA|='v‘-h=>
T T T r

v ABA‘
T

14
r

> h=dAr) =

-

BA=[A—-B]=[(1,0 1)— (- 1,0, 2)]=(2 0, — 1).

Aplicando la férmula al punto Ay a la recta 7:

d(A 7) = ”/\BA|  llijk=11020-1 _ |-i—2k—j| _ |—i—j—2k| _ |i+j+2k] _ ~1’+1%+2°
’ v Jen 2+ 1%+0 J1+1 2 2 \2
: (—1D*+1%+0

_ i _ o
= _ﬁ_\/gu—d(A,r).

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos perpendiculares a r tiene por ecuaciéon: a=x — y + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano m que contiene al punto A(1, 0, 1)
es el que satisface su ecuacion:

a=x —y+ D=0 A(1,0,1)}21 -0+ D =0=>D=—1=n=x —y — 1:

El punto P, interseccion de la recta r con el plano T es la solucion del sistema
que forman:

m=x—y—1=0 r={x=—1-Ay =12 z =2 I=>-1-A—-A"



r={x=—1—-Ay=A2A z=2 =>A =— 1=P(0, — 1, 2).

La distancia pedida del punto A a la recta r es equivalente a la distancia entre

los puntos A 'y P, o sea el modulo de |AP|:

d(A, 1) = [4P|=1 - 0’ + 0+ D'+ 2 - 1)’ =

_i+1+1=f

d(A, r) = \/§ unidades.

b)
Los puntos A, B y O determinan los siguientes vectores:

04 = (1, 0, 1). 0B = (- 1,0, 2).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

-

%-|0A 2

S

= 1 s 1 . . 1 . 3
. X 0B|=—-ijk101 =102 = 5= j = 2jl=F|-3jl=5u
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3°) a) Estudie el dominio, las asintotas y maximos y minimos de la funcion

) =—

xz—l '

b) Represente la grafica de f(x) utilizando los datos del apartado anterior.

c¢) Calcule una primitiva F(x) de la funcién f(x).

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es el conjunto de los nimeros
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

2
X —1—0=>x1—— 1,x2—1.

D(f)=R — {— 1, 1}.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién
tienda a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores
reales de x que anulan el denominador.

Lasrectas x =— 1y x = 1 son asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que toma
la funcién cuando x tiende a + oo:

k=f(x) =——=0.

x2—1

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcion.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

La condicion necesaria para que una funcién tenga un extremo relativo,
maximo o minimo, es que se anule su primera derivada:

f)=—2+ f(x)=05—25=10; —2x=0=x=0.

(x —1) x —1

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo vy, si es
negativa, de un maximo.



f”(x)z —2-(x2_1)2_(_2x)-|-2.(x2_1),2.| _ —2'(x2—1)+8x _ _2‘(x2_4x_1).

T T = —

(-1)’ (1) (=1)

" 2
f )= _2'((02_4')2_1) = _21 < 0=Maximo relativo para x = 0.
0°-1

1

f(0)= CaP 1= Maximo relativo: P(0, — 1).
b)
c)

1 1 A B

Fe) = [ Zdr = [y de = IS+ <5)dx ()
A B _ Ax—A+Bx+B _ (A+B)x+(—A+B) _ _ _
Tt T e = a2 A+B=0-A+B=1}328=1=

-1 4=_1
=B =—, A =——.

Sustituyendo en (*) los valores de A y B obtenidos:

1 1

F(x)=fx211 -dx =f(_2 +4)-dx =——>Llx + 1| +~Llx — 1|+ C =

x+1 x—1



x—1

1
- T.L x+1

|+C.

x—1
x+1

F(x)=

|+C.
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4°) A una prueba de oposicion se han presentado 2.500 aspirantes para 300 plazas.
Las calificaciones que han obtenido los aspirantes tienen una distribucion normal de
media 6,5 y desviacion tipica 2. Calcule:

a) La nota de corte para los admitidos.

b) La probabilidad de que un alumno elegido al azar tenga una nota mayor que 9.

a
) La probabilidad de que un aspirante sea admitido es P = 2?:80 = % =0,12.
Datos: pu = 6,5, o = 2.
X-N(u; o)= N(6,5; 2).
Tipificando la variable: Z = X;“ = X_26’5
La probabilidad de que un aspirante sea admitido es p = ;50 (())0 = 2—35 = 0,12.

La probabilidad de que no sea admitidoesg =1 —p =1 — 0,12 = 0, 88.

p(X < No) = 0, 88=>p(ZSN_T6'5) = 0,88.

Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,88 se obtiene: 1,175.

N0;6,5 = 1,175; No — 6,5 = 2,350=>No = 6,5 + 2,35 = 8, 85.

La nota de corte es de 8, 85.

b)
P=PZ>9)= P(Z > 9‘6'5)= P(Z >%)= P(Z > 1,25) =

2

=1 — P(Z<1,25)= 1 — 0,8944 = 0,1056.

La probabilidad de obtener mas de 9 es del 10,56 %.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA (FILTRADQO)

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno deberé elegir una.
Cada opcion consta de 4 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones
diferentes, se considerard como elegida la correspondiente al primer ejercicio
presentado por el alumno. Cuando la solucion de una cuestion se base en un calculo,
¢ste debera incluirse en la respuesta dada.

OPCION A
1°)  a) Discute, en  funcion del  pardmetro a, el  sistema

x+y—z=1x+ay+az=1ax +3y +z=a}.
b) Resuelve el sistema para a = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son las siguientes:

M=(11 - 11aaa31)yM’=(11 —11aaa31 11a).

El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:

IM|=[11 —11aaa3l|=a—-3+d +a —3a—-1=2da —2a—4=0;

2 1+/1+8 1++/9 143
a —a—2=0;a-= 5 = 2\[=

>a =— 1, a = 2.
2 1 2

Para{a# — 1 a#2}=>Ran M = RanM = 3 = n® incég.=S. C. D.

Para a=—1 es
M=(11-11 -1 -1 -131 11 —1)=>{Cl=C4}=>RangM=2.

Para a=2 es
M=(11-1122231 112)=>{C1=C4}=>RangM = 2.

Antonio Menguiano



Para{a =— 1a = 2}=RanM = RanM = 2 < n® incég.=S. C. I.

b)
Para a=2 el sistema es
x+y—z=1x+2y+2z2=12x+ 3y +z =2}, que es compatible
indeterminado, segun al apartado anterior; despreciando una de las ecuaciones
(tercera) y parametrizando una de las variables (z), resulta:

x+y=14+Ax+2y=1—-21} —x—-—y=—1—-Ax+2y=1-2\

x=1+A—-(=30)=1+ 4

Solucion:{x =1+ 4\ y=—3"A z=12A , VAER.
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2°) Una nave espacial sigue una trayectoria aproximadamente recta dada por la

ecuacién r=x + 1 =2 = 2z + 1. Se acerca a un asteroide situado en el punto

2
P(1, 1, 2). Calcule:
a) La distancia minima a la que la nave pasa del asteroide.

b) El punto de la trayectoria de la nave mas cercano al asteroide.

a, b)

1
Z+2
1
2

La recta r puede expresarse de la forma: r=x + 1 = -ZL =

Un vector director de la recta r es v o= (2, 4, 1).

El haz de planos perpendiculares ar es: a=2x + 4y + z + D = 0.
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas  es

r={x=— 1+ Ay = 2A Z=—%+%}\.

De los infinitos planos del haz a, el plano T que contiene al punto P(1, 1, 2)
es el que satisface su ecuacion:

a=2x +4y +z+ D=0 P(1,1,2)}=221+41+ 2+ D =0=D
>n=2x + 4y + z — 8 = 0.
El punto B, interseccion de r con T es la solucion del sistema que forman:

n=2x + 4y +z—-8=0 r={x =— 1+ Ay = 2A Z=—%+—7\

— 4 +41+16A -1+ A —16 = 0; 21A — 21 = 0;



A—1=0=A=1. r={x =— 1+ Ay =2A Z=——=+=A =
1 1 1
=>7\=1=>{x=—1+1:0 y=22=21=2 z=——+F7A=—F+=

La distancia pedida del punto P a la recta r es equivalente a la distancia entre

los puntos P y B, o sea el mddulo de |PB|:

AP, 1) = |1;B|=\/(o _ 12+ @2 -1 40 -2 = 1"+12+22= /6.

La distancia minima de la nave al asteroide es de \/652, 45 unidades.

Elpunto B(0, 2, 0) es el punto de la trayectoria mas cercano a P(1, 1, 2).
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3°) a) Estudie el dominio, las asintotas y los periodos de crecimiento y decrecimiento

de la funcion f(x) = 2;
x +2x—8

b) Represente la grafica de f(x) utilizando el apartado anterior.

c¢) Calcule el area del recinto limitado por la funcion f(x), el eje de abscisas (OX) y
lasrectasx =— 1yx = 1.

a)
Por tratarse de una funcidn racional su dominio es el conjunto de los nimeros
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

—2++/4432 —2++/36 —246
5 = Zrz :>x1——4,x=2.

x2+2x—8=0;x= >

D(f)=R — {— 4, 2}.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion
tienda a infinito o menos infinito. En el caso de funciones racionales, son los valores
reales de x que anulan el denominador.

Lasrectas x =— 4y x = 2 son asintotas verticales.

Asintotas horizontales: Son de la forma y = k; son los valores finitos que
toma la funcidén cuando x tiende a + oo:

k=f(x) =————=0.

x2+2x—8

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcidn.

Asintotas oblicuas: son de la forma y = mx + n, {m+#0, m#00} siendo:

m =12 =[f(x) _ mx].
X X
I
— f(x) — x +2x—8 — llm . 1 — 0
x x X—00 x(x +2x—8)

No tiene asintotas oblicuas.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando el valor de su primera derivada
es positiva o negativa, respectivamente.



' —1-(2x+2 -2 1
flo=—120 = 2l
(x +2x—8) (x +2x—8)

2
2 ' . :
Por ser (x + 2x — 6) > 0, Vx€R, f (x) es positiva o negativa cuando lo

sea la expresion — 2(x + 1).

— 2+ 1)=0; x+ 1= 0-x =— 12{f (x)> 02x <— 1f(x) < 0=x >— 1

Teniendo en cuenta el dominio de la funcién, los periodos de crecimiento y
decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > 0=>xe(— 00,— 4)U (— 4,— 1).

Decrecimiento: f'(x) < 0=xe(— 1,2) U (2,+ ).

Del estudio del crecimiento y decrecimiento se deduce que la funcion tiene un
maximo relativo en el punto A(— 1, 0).

Teniendo en cuenta que todas las ordenadas de la funcion en el intervalo de la
superficie a calcular son negativas, deben cambiarse los limites de integracion para
que la superficie sea, como es logico, positiva.



x2+2x—8=o=>x1=— 4, x, = 2.
X+ 2x —8=(x+ 4)(x - 2).
1 M N_ _ Mx=2MANxtdN _ (MAN)x+(-2M+aN)

= + = =
X +2x—8 x+4 x—2 () (x-1) X +2x—8

M+ N=0 —2M A

> 2M+2N=0 —2M + 4N = 1}=6N =1; N =— M =— —.

1=/

e I 4 e = I+ =

x2+2x—8

X

x;i|+ C.

=—(—Llx + 4+ Llx — 2D+ C=—L

Sustituyendo el valor hallado en la expresion (*):

T L )
o |]1 =%'[L| = | - L|1—Jj]=%-(m - L%):

1
S = ?[L

o=

«(0 — L1 + L5)=—L5.
S =—L-L5u’=0,268u".
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4°) Se conoce que el ganado caprino padece un 10 % la tuberculosis. La prueba de
tuberculosis caprina no es completamente fiable, ya que da un 10 % de positivos en
cabras realmente sanas y también da negativo en el 5 % de cabras enfermas.

a) Calcule la probabilidad de que la prueba sea positiva.

b) Calcule la probabilidad de que una cabra elegida al azar esté sana sabiendo que en
la prueba ha dado positiva.

a)
P = P(+) = P(EN +) + P(SNP) = P(E)-P(+ /E) + P(S)-P(+ /S) =

=0,1.0,95 + 0,9-0,10 = 0,095 + 0,090 = 0, 185.

b)
_ _ PNt _ P(S)-P(+/S) = 09010 _ _
P =P/ )= 50 = PEra/E)re)PG/S) — 01095+09010 —
009 __ _ 009 _ 9 _ 18 _ 4 ygcc

= 70,09540,090 _ 0185 _ 185 37
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OPCION B
1°) Considere las matrices A = (21 — 11)yB =(1234).

: L -1
a) Demuestre que la matriz A tiene inversa y calcula A .

b) Resuelve la ecuacion matricial: AX+ B* = A.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

[A|=121 —11|= 2 + 1 = 3#0=>Queda demostrado que A es invertible.

(A/I)=(1001):>{F1<—>F2}:>(0110)=>

F—>—F1}=>(0 — 110)=>{F2—>F2—2F1}=>(0 ~112)=

AX+ B =A; AX = A —B% A 'AX = A_l-(A _ BZ) =

SX = A_l-(A - BZ).

A-B'=(21-11)-(1234)(1234)=(21 —11)—(7101522) =

=(-5 -9 —16 — 21).
X=A"(A-B)=3(1 -112)(-5 -9 —16 —21)=+-(1112 — 37 =5

1
X =--(1112 - 37 —51).
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2°) Sea r la recta dada por el punto P(2, — 4, 1) yelvectorv= (3, — 4, 0),yel
plano n=7x — y = 8.

a) Demuestre que r y Tt se cortan y calcule el &ngulo que forman.

b) Calcule el plano que contiene a r y es perpendicular a .

a)

Un vector normal del planomesn = (7, — 1, 0).

El vector director de r y el vector normal de 1 son linealmente independientes
por no tener proporcionales sus componentes, por lo cual:

Larectaryelplano  son secantes.

- > - 1>
Por definicion de producto escalar: nv_ = |n|-|vr|- cos cos 3.

- - - -

coscosfB = :l ‘Vi . Por ser a y B complementarios: sen a = :l 'vi :
e e
sena = (7,-1,0)-(3,—4,0) 21+4 _ 25 325

74 (1) 2407324 (—4) 40 T Ja9+1-9116 50425 1800

2 1 2 2
=25 _ _ a2 =>a = arcseni = 45°,
5125 2 2 2

Larectaryelplano m forman un angulo de 45°.

b)

El plano B que contiene a r y es perpendicular a T tiene como vectores
directores al vector normal de m y al vector director de r; su expresion general de 3
es:



B(P; v, n)E|x—2y+4z—13 ~ 407 —10]|=0; —3(z — 1)+ 28(z -

- 25z-1)=0,z—-1=0
=z — 1 = 0.
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3°) a) Estudie los extremos relativos (maximos y minimos) y los puntos de inflexion

de la funcién f(x) = x-e .

b) Calcule la primitiva F(x) de la funcién f(x) = x-e que cumple F(0) = 0.

a)
La condicion necesaria para que una funcién tenga un extremo relativo,
maximo o minimo, es que se anule su primera derivada:

oxe T=e (1 - x).

fo)=1e
f'(x) =02e (1 —-x)=0; e #0, Vx€R; 1 — x = 0=>x = 1.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:
si es positiva para los valores que anulan la primera se trata de un minimo vy, si es
negativa, de un maximo.

fF=—e " A-0+e “(~D=-e A -x+1=¢ "(x - 2).
f”(l) = e_l(l - 2)=-— el =— % < 0=>Maximo relativo para x = 1.

-1 1 . 1
fH=1e =—= Maxlmo:P(l, 7).

Para que una funcidn tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que se
anule su segunda derivada y sea distinto de cero la tercera derivada para los valores
que anulan la segunda.

F)=02e ‘x=-2)=0; x — 2= 0>x = 2.
F)=—e " (x—2)+e 1=-e"A-x+2)=e ‘(x — 3).
fm(Z) = 9_2(2 — 3)#0=>Punto de inflexion para x = 2.

f2)= 2 " = % = Punto de inflexién: Q(l, %)

b)

F(x)= [ f(x)-dx = fx-e_x-dx:{u = xodu = dxdv = e dx—v =— e_x}:>



—X —X

=>x-(— e_x) —[—etdx=—xe +[e ddx=—xe —e +C=

=—e “(x + 1)+ C = F(x).
F(0O)=0> —¢ 0+ 1D)+C=0;, —1+C=0>C=1.

Fx)=—e (x + 1)+ 1.
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4°) La edad de los habitantes de Altojardin se distribuye normalmente, con una media
de 36 anos y una desviacion tipica de 12 afios.

a) Calcule el porcentaje de habitantes de Altojardin entre 30 y 48 afios.

b) (Qué edad tiene la Reina de Altojardin sabiendo que el 67 % de los habitantes
tiene mas edad que la Reina?

a)
Datos: p = 36; o = 12.

X-N(w; o)= N(36; 12).

X—-u _ X-36
o 12 -

Tipificando la variable: Z =

_ _ (.30-36 48-36\ _ (=6 12 _
P = P(30<z<48) = P(X<z< 250 ) = p(TE<z< )=

=P(- 0,5=Z=s)=P(Z <1 —[1 - P(Z<05)]=

=PZ<1)-1+PZ<05)=0,8413 -1+ 0,6915 = 1,5328 — 1 =0,5328

Tienen entre 30 y 36 afios el 53,28 % de los habitantes de Altojardin.

b)
p(X > E)=0, 67:>p(XIZS6 > E;jé) = 0,67 J‘N

O

{negativo)

Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,67 se obtiene: 0,44.

E—-36
12

= 0,44, — E + 36 =5,28=E =36 — 5,28 = 30,72.

La edad de la reina es, aproximadamente, de 31 afios.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE GALICIA
JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.
OPCION A

1°) a) Dada la matriz M = (mm + 111), calcula los valores de m para que la

.. 1
matriz inversa de M sea TM .

b) Dadas las matrices A =(— 101), B=B301)yC =(4 — 20), calcula la

matriz X que verifica: B AX +C' = X, siendo Bty ¢’ las traspuestas de By C
respectivamente.

a)
IM|=mm+111|=m-m—-1=—1 M =@mlm+ 11).

Adj.deM'=(1 —-m -1 —1m)>M '=(—w1m+ 11 —m).
j

-1 1 1 m m+l )
M =TM=>(—1m+11—m)=T-(mm+111)=(T———)=>m=—_
b)

B AXx +Cc =% B AX - X =—C"

(B4 - 1)_1'(Bt-A —1)X =— (B-A - 1)_1'Ct;

-1 -1
[X =— (Bt-A - 1) C =X = (Bt-A - 1) .C.

B°A—1=@(301)(-101)—1=(—303000 —101)—(100010001)=

=(-—4030 —10 —100).
Se obtiene la inversa de B~A — I por el método de Gauss-Jordan.

Antonio Menguiano




(I)=(100010001):>{F3<—>F1}:>

:(001010100):{F1—>—F1}=>(00 ~1010100)=
1
:>{F3—>F3+4F1F2—>—F2}:,~(00 ~10 —1010 —4)=>{F3—>?F3}=>

> (00 =10 1050 —%):(Bt-A—I)_1=(OO - 10 —1050 — %)

X=—(Bt-A—I)_1-Ct=(00101O -505 )@ -20=(0 -2 - %),

x=(0-2-%)
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2°) a) Calcula: intervalos de crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos
x—1

relativos de la funcion f(x) =

b) Dibuja y calcula el area de la region limitada por la parabola y = X' — 4x y las
rectas y = x — 4. (Para el dibujo de la pardbola, indica: puntos de corte con los ejes,
el vértice y concavidad y convexidad).

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

3 3
X X

f(X) 1x'— (x 1)2x _ x—2x+2 _ 2—x

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcion es D(f)=R — {0}, los
periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento:f'(x) > 0=>x€(0, 2).

Decrecimiento:f'(x) < 0=xe(— o, 0) U (2, + o00).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicion necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

F)=022=0; 2 —x = 0=x = 2.
X

f”(x)z —1-x3—(26—x)-3x2 _ —x—3£2—x) _ —x—(1+3x _ 2x:6.
X X X
f (2) = —— < 0=>Maximo relativo parax = 2.

_2-1 _ 1 e 1
f(2)= = 4=>Maxlmo.B(2, )

4

., 2 , ..
La funcién f(x) = x — 4x es una pardbola convexa (U) por ser positivo el

coeficiente de xz, que corta al eje de abscisa en los puntos 0(0, 0) y A(4, 0).



El vértice de la parabola es el siguiente:
f(x)=2x — 4 = 0-x = 2=V(2, —4).

Los puntos de corte de la parabola y la recta se obtienen de la igualacion de sus
expresiones:

2 2 54+/25—16 54+/9 543
x—4x=x—4;x—5x+4=0;x=‘2 =‘2\f=‘

=

2

= {x, = 1-P(1, —3)x,=4-Q(4,0) . 1

La representacion grafica de la situacion
es, aproximadamente, la que se indica en la
figura adjunta.

Por ser todas las ordenadas de la recta
mayores que las correspondientes ordenadas de
la parabola en el intervalo (1, 4), la superficie
a calcular es la siguiente:

4 4

S =J[(x — 4 - f))dx = f[x — 4 — (" — 4x)]-dx =
1 1

3 2

=z(x—4—x2+4x)-dx=z(—x2+5x—4)-dx=[—x7+ 5; —4x] =

4 54 1 51° 64 15 _
(_T-I_ > —4-4)—(—T+T—4-1)——T+40—16+?—7+4—

_ 63 5 _ o9 51 5 _ 7 _5_9 2_
=28-2-2=28-21-—=7-2=—u =45u.
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3°) a) Determina el valor de A para que los puntos A(3, 0, — 1), B(2, 2, — 1),
C(1, — 2, — 5 yD( 6, — 1)sean coplanarios y calcula la ecuacion implicita o
general del plano que los contiene.

b) Determina la posicion relativa del plano m=4x + 2y — 3z — 15 = 0 y la recta
r que pasa por los puntos P(— 4, 4, 2) y Q(4, 8, — 4). Si se cortan, calcula el
punto de corte.

c¢) Calcula el punto simétrico del punto P(— 4, 4, 2) respecto del plano de ecuacion
general m=4x + 2y — 3z — 15 = 0.

a)

Los puntos 4, B, C y D determinan los siguientes vectores:

-

AB=[B-Al=[22 —1)-@G, 0 —1D]=(-1 2 0).

N

AC=[C-Al=[(1, -2 —-5-(30 —D]=(-2 -2 -4
AD=1[D —Al=[(L 6 —1)—=@3,0, — D]=@ -3, 6, 0).

- - -

Para que los puntos A, B, Cy D sean coplanarios, los vectores AB, AC y AD
tienen que ser coplanarios, o sea, que su rango tiene que ser menor de tres; el
determinante que forman tiene que valer cero:

Rang {AB, AC, AD}< 32|- 120 —2 —2 — 41 —360|=0; — 8 — 3)— 24
A=—3)+3=0; A-3+3=02A=0

Los puntos A, B, Cy D estan en un mismo plano para A = 0.

El plano 1t que contiene a los puntos A, B, C y D tiene la siguiente expresion
general:

n(A;AB,AC)E|x—3yz+1 — 120 —2 —24|=0; [x—3yz+1 —-1201
4x —3)—(z+1D)—-2z+ D+ 2y =0; 4(x —3)— 3(z+ 1)+ 2y = 0;

4x — 12 + 2y — 3z — 3 =0=>n=4x + 2y — 3z — 15 = 0.

b)
Los puntos P(— 4,4,2) y Q(4,8 — 4) determinan el vector



PQ = (8, 4, — 6).
Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del

vector hallado PQ, por ejemplo: v o= (4, 2, — 3).

La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

— x+4 _ y—4 _ z-2 _ _ _
=——="5"="73= 2x+8=4y -16 -3y + 12 =2z - 4}=>r={x - 2y +

La  recta T y el plano m  determinan el  sistema
x — 2y =— 12 3y + 2z = 164x + 2y — 3z = 15 }.

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=( —2003242 — 3) y
M=( —-2003242 —3 —121615).

Segln sean los rangos de M y M | pueden presentarse los siguientes casos:
l.-- Rang M = Rang M = 2= Larecta esti contenida en el plano.
2.-- Rang M = 2; Rang M = 3= Larectaes paralela al plano.

3.-- Rang M = Rang M = 3= Larectaes secante al plano.

RangM=|1 — 2003242 —3|=—9 — 16 — 4#¥0=>Rang M = 3.

Rang M = Rang M = 3=Larectar y el plano Tt son secantes.

El punto de corte es la solucion del sistema.

Resolviendo por la regla de Cramer:

|[-12-201632152 -3 108—60+48—-96 156—156 0

X = —29 = —29 == — =0
_ |1-1200162415-3| _ —48-96-30 _ —174 __ 6

y = -29 - -29 - —29

5 = |1-2-1203164215| _  45-128+144-32 _ 189-160 _ 29 _ 1
- -29 - -29 - -29 - —29

Elpunto de cortees C(0, 6, — 1).




c)

Un vector normal del plano mn=4x + 2y — 3z —15=0 es
n=(4, 2, - 3).

La recta s perpendicular al plano T que contiene al punto P(— 4, 4, 2) tiene la
siguiente expresion, dada por unas ecuaciones paramétricas:
s={x =— 4 +4r Ay =4+ 2\ z=2 — 3A

El punto Q de corte de s con m es la solucion del sistema que forman:

n=4x + 2y — 3z = 15 SE{x =— 4 +4Ay =4+ 20 z=2— 31 }=>4

— 16 + 16A + 8 +4A -6 + 9A =15, — 14 + 2914 = 15; 294 = 29=A =1

Q=>{x=— 4 +4ry =4+ 2\ z

230 J2A=1{x =—4+4=0y=14+

-

El punto P'(x, y, Z) es simétrico de P(— 4, 4, 2) cuando sea PQ = QP':

[Q-PI=[P-0Q] [(0,6 —1)= (-4 4 D]=[xy -0 6 — DI

4 2 —-3)=(x—-0y—6z+1D)=2>{x—-0=4>5x=4 y—-—6=2-5y=28

P(4,8 - 4)
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4°) En las rebajas de unos grandes almacenes estdn mezcladas y a la venta 200
bufandas de la marca A, 150 de la marca B y 50 de la marca C. La probabilidad de
que una bufanda de la marca A esté defectuosa es 0,01; 0,02 si es de la marca By
0,04 se es de la marca C. Una persona elige una bufanda al azar:

a) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida sea de la marca A o defectuosa.

b) Calcula la probabilidad de que la bufanda elegida no sea defectuosa ni de la mara
C.

¢) Si una bufanda elegida no es defectuosa, ¢cual es la probabilidad de que sea de la
marca B?

Total de bufandas: 200 + 150 + 50 = 400.

200 150 50
A—>4—00 = 0,500,‘ B%W: 0,375; Cﬁm = 0, 125.

a)
P = P(A)+ P(B n D)+ P(CND) =

= P(A) + P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =

=05+ 0,375-0,02 + 0,125-0,04 = 0,5 + 0,0075 + 0,0050 = 0,5125.

b)
P = P(D nC)= P(AND) + P(BND) =

= P(A)-P(D/A) + P(B)-P(D/B) = 0,5-0,99 + 0,375-0,98 =

= 0,4950 + 0,3675 = 0,8625.




c)

= P(BND P(B)-P(D/B
P = P(B/D) = (BnD) _ _ (B)-P(D/B) _
P(D) P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)
_ 0,375-0,98 _ 0,3675 0,3675
0,5-0,99+0,375-0,98+0,125-0,96 _ 0,4950+0,3675+0,1200 0,9825

deskeoskeoskoskoskoskoskoskok
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OPCION B
1°) a) Discute, segin los valores del pardametro m, el sistema:

3x —6y+mz=0x—-2y+z=0 x+y=m
b) Resuélvelo, si es posible, cuando m = 3.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=@B3 —-6m1 —21110)yA'=@B —6m1 —21110 00m).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

Al=13 —6m1 —21110|=m—-6+2m—3=3m—9 = 0=m = 3

Para m#3=Rang A = Rang A= 3 = n%incog.=S. C. D.

Param =324 =3 — 631 —21110 003)= {F = 3F2}=>RangA'= 2

Param = 3=>Rang A = Rang A' = 2 < n%incog.=S. C. L.

Paraa = 1>Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.=S. C. L.

b)

Para m = 3 el sistema resulta
{3x —6y+3z=0x—-2y+2z=0 x+y=3 , equivalente al
sistema {x — 2y +z=0x +y =3 , que es compatible indeterminado;

haciendo y = A:
x=3—-\N z==—x+2y==—34+A+22L=—3+ 3\ =2z

Solucion:x =3 — A, y = A, z =— 3 + 3A, VAER.
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2°) a) Calcula ayb para que la funcion
f(x) = {ezx +ax+bsix<O0 %(xz + 2) si x=0 sea continua y derivable

enx = 0.
b) Calcula los vértices del rectangulo de area maxima que se puede construir, si uno

de los vértices es el 0(0, 0), otro esta sobre el eje X, otro sobre el eje Y y el otro
sobre larecta 2x + 3y = 8.

3
c) Calculal = [ x+/x + 1-dx.
0

a)

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 0=>{f(x) = (ezx+ ax + b)= 1+b f(x) = [%(xz + 2)]= 1=f1) =

> f(x) = f(x) = f()=>1 + b = 1=b = 0.

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad se
va a forzar determinando el correspondientes valor de a.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

FO)= (2" +asix<0 x six20=>x=0>f(0)={2+asix<00six>0
=

=>f'(0_) = f'(o+) =2+ a=0>a=—2.

La funcion f(x) es continua y derivableenx = Oparaa =— 2y b = 0.
b)
Un punto genérico de la recta es P(x, 8_32x) y los puntos sobre los ejes de



coordenadas son A(x, y) y B (O, 8_32x )
Larecta 2x + 3y = 8 contiene a los puntos M(4, 0) y N(1, 2).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que indica la
figura adjunta.

N

La expresion de la superficie es: S = x-—— = i(— 2x" + 8x).

Las condiciones para que la superficie sea maxima es que se anule su primera
derivada y sea negativa la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

S(xX)=—(— 4x + 8). S (x)=~(~ 4) =— = < 0=>Maximo.
S(x)=0>—(— 4x + 8)= 0; — 4x + 8 = 0=x = 2.

Los vértices del rectantulo pedido son 0(0, 0), A(2, 0), B(O, %) y P(Z, %)

c)
I =

O~ w

4
xlx + ldx=>{x =3-t=4x=0-t =1}= [(t — Dt-dt =
1

3

4 241 R L 5 E ) 4
| e t? | e tr | | 2t 20t |
{(t\/Z—\/E)-dt—[;H _1+1] _[T_T] _[ 53 ]1_

2 2 1

5 5 3

(2-42-\/1 _ 2-4'\/1) _ (2-12-ﬁ _ 2-1-ﬁ) 64 16
3
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3°) a) Dado el plano n=2x — y — 2z — 3 = 0, calcula el valor de a para que la
recta r que pasa por los puntos P(a, a, a) y Q(1, 3, 0) sea paralelo al plano .

b) Para a = 1, calcula la distancia de r a .

c) Para a = 1, calcula la ecuaciéon implicita o general del plano 3 que es
perpendicular a Ty contiene a 7.

La recta r, por ser paralela al plano T, tiene como vector director a cualquier
vector que sea linealmente dependiente del vector normal del plano.

Un vector normal del planotesn = (2, — 1, — 2).

Los puntos P(a, a, a) yQ(1, 3, 0) determinan el vector
QP =(a — 1, a — 3, a).

- -

Los vectores n y QP son perpendiculares.

- -

Para que los vectores ny QP sean perpendiculares su producto escalar tiene
que ser cero:

nP=0=>2, -1, —2)(a—1,a-3,a)=0;, 2a—2—-a+ 3 — 2a=0;
—a+1=0=>a=1.

Larectar es paralela al plano my pasapor Py Q paraa = 1.

b)
La distancia de la recta r al plano 1 es la misma que la distancia de cualquier
punto de la recta al plano. Un punto de larectar es P(1, 1, 1).

La distancia de un punto PO(xO, Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|AxO+By0+CZO+D|

Aplicando la formula al punto P(1, 1, 1) y al plano
nm=2x —y —2z—3 =0:

viene dada por la formula d (Po' n) =

_ _[21-11-21-3] _ [2-1-2-3| _ |-4| _ 4 _ .
d(r, m)= d(P,m) = N R unidades.




c)
El plano pedido, 3, por ser perpendicular a T, tiene como como vector director
al vector normal de T y, por contener a r contiene a un punto de r y el vector director

de r también es director del plano f3.

La expresion general de 3 es la siguiente:

B(P; E-Jr)zpc— ly—-12z-12 -1 —20 —21|=0;
—(x-1D—-4z-D—-4x -1 -2y —1)= 0;
- 5x—-1)-2y—-1)—4z—-1)=0; 5x =5+ 2y -2+ 4z -4 =0.

B=5x + 2y + 4z — 11 = 0.
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4°) a) Un examen tipo test consta de 10 preguntas, cada una con 4 respuestas de las
cuales solo una es correcta. Si se contesta al azar, ;cudl es la probabilidad de
contestar bien al menos dos preguntas?

b) La duracion de un cierto tipo de pilas eléctricas es una variable que sigue una
distribucion normal de media 50 horas y desviacion tipica 5 horas. Calcula la
probabilidad de que una pila eléctrica de este tipo, elegida al azar, dure menos de 42
horas.

a)
El suceso contrario de “contestar bien a dos o0 mas preguntas” es “contestar mal
a 0o 1 preguntas”.

Se trata de una distribucion normal de las siguientes caracteristicas:

i'n=10;r=0yr=1.

Contestar bien: p = i, contestar mal: q = T

Sabiendo que la férmula de la probabilidad de la distribucién binomial es

P =(nr)p-q ,laprobabilidad pedida es:

P=1-[(100)0,25"0,75" "+ (101)0,25+0,75  |=

1 - (1:1:0,75" + 100,25:0,75 )= 1 — (0,0563 + 0,1877) =

=1 - 0,2440 = 0,7560.

b)
Datos: n=1; u=50; o0 = 5.

N(u, %):N(SO, %) = N(50, 5).

X—p _ X-=50
5

Tipificando la variable: Z =

P=P{Z<42)= (Z< 42— 50)

= P(Z <‘TB)= P(Z <— 1,6) =

=1 — P(Z<1,6)= 1 — 0,9452 = 0,0548.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE GALICIA
SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno debera responder solo a los ejercicios de una de las opciones.

OPCION A
1°) Dada lamatrizA =(00 — 1 —1000 — 10):

J4 .7 . . _1 t
a) (Qué relacion existe entre su inversa A ~ y su traspuesta A .

b) Estudia, segun los valores de A, el rango de A — A-1, siendo I la matriz identidad
de orden 3. Calcula las matrices X que verifican A-X + X = (000).

a)
(I)=(100010001)=>{F1—> —F F>—F F— —F3}=>

= (—1000 —1000 — 1):>{F1<—>F2}=>(0 -~ 10 —10000 —1)=

>{F,oF}=>(0 -1000 -1 - 100)=>4 =0 —1000 —1 —100)

A'=(0 -1000 —1 —100).

Como puede observarse: ATt =40

b)
A—AI=(00 -1 —-1000 —10)—(A000A000A)=(—A0 —1 — 1

A—M|=]-20 =1 =1 =200 -1 —A|==2"=1=0; I’ + 1 = 0=

Para A+ — 1=>Rang (A — A1) = 3.

Paral =— 124 — M =(10 =1 —=1100 - 11)=>{C, +C,=—C,}

Antonio Menguiano



ParaA =— 1=Rang (A — A1) = 2.

AX+X=(000) (A+1-X=(000).

A+I1=(00—-1-1000 —10)+(100010001)=(10 —1 — 110

(10 —1 — 1100 —11)(xyz)=(000)= x—2z=0 —x+y=0 —

A+ 11=110 =1 —=1100 —11|={¢C,+C,=—C}=110 -1 - 1100 — 1

Por existir |10 — 11 |#0=>Rang (A + I) = 2.
Segin el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es compatible

indeterminado cuyas soluciones son las siguientes: x = y = z = A, VAER vy, en
consecuencia:

X = (AAL), VAER.
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2°) a) Enuncia el teorema de Rolle. Calcula a, b y ¢ para que cumpla las hipotesis de

dicho teorema la funcion f(x) = {Zx2 + ax six <1 bx + c si x=1 en el
intervalo [0, 2] y calcula el punto en el que se cumple el teorema.

b) Dibuja y calcula el area de la regioén limitada por la parabola y = X — 2x y la
recta y = x. (Para el dibujo de la parabola, indica: puntos de corte con los ejes, el
vértice y concavidad y convexidad).

a)
El teorema de Rolle dice que “si una funcion f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c)= 0.

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 1, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores reales de a, b y ¢ para que lo sea.

Una funcidén es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 15{f(x) = (22" + ax)=2+a  f() =(x+ )= b+c=f(1) =
SF) =f() =fM)=2+a=b+c a—b—c=—2. ()
Por cumplir f(x) las hipotesis del teorema de Rolle:
£0)=0f(2)=2b + c}=>f(0)= f(2)=2b + c = 0. (2)
Por ser f(x) derivable en (0, 2) tiene que cumplirse que £ (17) = £ (17):
fF(D={4+asix<1bsix>1 >4+a=5b, a—b=—4. (3)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3):

a—b—c=— 2b+c=0 a— b =— 4}=> (Restando la 3?
ecuacion a la primera) = ¢ =— 2.

2b —2=0,b—1=0=>b=1. a—-—1=— 4=a =— 3.

La funcion resulta: f(x) = {2x2 —3xsix<1 x—2six=>1.

f'(x)= {dx — 3 six <1 1 six=>1.



f'(C)= {4c — 3 six <1 1 si x=>1

f©)=024c —3=01=0?}zc =< 1.

(=23 -3tz -2ot-2o2_ 2

El punto que cumple las hipotesis del Teorema de Rolle es P(%, — %).

b)
La funcién f(x) = x* — 2x es una parabola convexa (U) por ser positivo el
coeficiente de xz, que corta al eje de abscisa en los puntos 0(0, 0) y A(2, 0).

El vértice de la parabola es el siguiente:
f(xX)=2x — 2 =0-x =1=V(1, —1).

Los puntos de corte de la pardbola y la recta se obtienen de la igualacion de sus
expresiones:

x2—2x=x;x2—3x=0; x(x —3)= 0=

> {x, = 0-0(0, 0) x, = 3-B(3, 3).

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la que se indica
en la figura adjunta.

Por ser todas las ordenadas de la recta mayores que las correspondientes
ordenadas de la parabola en el intervalo (0, 3), la superficie a calcular es la siguiente:

3 3

3
= — . = — 2 — . = — 2 . =
S = {[x f(x)]-dx {[x (x Zx)] dx {( x + 3x) dx
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3°) Dadalarectar={x + y+z—-2=0x—-y+z—-2=0:

a) Calcula la ecuacion implicita o general del plano 3 que pasa por A(1, 1, 1) y es
perpendicular a 7.

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano y que contiene a los puntos
P(—1,0,6)yQ(3, — 2, 4)yesparalelo alarectar.

c¢) Calcula la distancia de larectar al planon=x + y + z — 5 = 0.

a)
La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r={x+y+z—-2=0x—-y+z—-2=0=3z=»=x+y=2—-Ax—y=2—,

x=2—-XN2-2A+4+y=2—-—Xy=0=r=x=2-Ay =0 zZ=A

Un vector director de r es v o= (1,0, —1).

El haz de planos a perpendicularesaresa=x — z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano B que contiene al punto A(1, 1, 1)
es el que satisface su ecuacion:

a=x —z+ D =0 A(1,1,1)}21 -1+ D =0=D=0=f=x —z=0

b) Calcula la ecuacion implicita o general del plano que contiene a los puntos
P(—1,0,6)yQ(3, — 2,4)yesparaleloalarectar.

Los puntos P(— 1, 0, 6) y Q(3, — 2, 4) determinan el siguiente vector:

-

PQ=[Q-PI=[3, -29-(-10,6]=4 -2 -2

Por ser la recta r paralela al plano pedido y el vector v o= (1,0, —1)es

director del plano y, cuya ecuacidon implicita o general es la siguiente:

y(P; vr,PQ)E|x+1yz—610 14 —2 —2|=0;



—4y —2(z—6)—2(x+ D+ 2y =0; 2(x+ 1)+ 2y + 2(z — 6) = 0;
x+D+y+(z—-6)=0 x+1+y+2z—-6=0.

yY=x+y+z-5=0.

c)
La recta =x+y+z—-—2=0x—-y+z—-2=0 1y el plano
m=x + y + z — 5 = 0 son paralelos por ser perpendiculares el vector director de

la recta y el vector normal del plano, queesn = (1, 1, 1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
v o= (1,0, —1)(1,1,1)=1+ 0 — 1 = 0=L1 (perpendiculares).

La distancia de un plano paralelo a una recta es igual que la distancia del plano
a cualquier punto de la recta.

Un punto de r es C(2, 0, 0).

La distancia de un punto Po(xo' Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0
|Ax +By +Cz +D|

Aplicando la féormula al punto C(2, 0, O) yalplanon=x + y + z — 5 = 0:

viene dada por la formula d (P . n) =

_ _ [1-241041-0=5] _ _|2-5 _ |-3] _ 3 _ .
d(r,m)=d(C, m) = e a5 5 —\/§unldades
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4°) En un bombo tenemos 10 bolas idénticas numeradas del 0 al 9 y cada vez que
hacemos una extraccion devolvemos la bola al bombo.

a) Si hacemos 5 extracciones, calcula la probabilidad de que el 7 salga menos de 2
veces.

b) Si hacemos 100 extracciones, calcula la probabilidad de que el 7 salga menos de 9
veces.

5

Se trata de una distribucidon binomial de las siguientes caracteristicas:

Salir7: p=0,1, q =09 n=5 r=0,1y2.

Sabiendo que P = (nr)-pr-qn_r es la formula de la probabilidad de la
distribucion binomial:

P=(50)01"0,9"+(51)0,1"0,9* = 1-1:0,5905 + 5-0,1-0,6561 =

= 0,5905 + 0,3281 = 0,9186.

b)
Si hacemos 100 extracciones, calcula la probabilidad de que el 7 salga menos
de 9 veces.

Datos: n =100; p =0,1;, q = 0,9.
Se trata de la distribucion binomial B(100; 0, 1).

Como quiera que n-p = 100-0,1 = 10 > 5n-q = 100-0,9 =90 > 5},
se puede aproximar a una distribucion normal con

w=np=10yo =+/np-q=+100-0,1-0,9 = 3:

X—10
3

B(100; 0, 1)=N(10; 3). Tipificando la variable: Z =

X—10
3

y aplicando la

. (En el caso que nos ocupa es X =X- 0,5).

correccion de Yates: Z =
P=PX<9=PX<85)= p(Z <L;10)= P(z - —;,5)2

= P(Z <—0,5)=1— P(Z<0,5)= 1 — 0,6915 = 0, 3085.
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OPCION B

1°) a) Discute, segun los valores del parametro m, el sistema:
{x+2y —z=1x—-—z=m x+y—z=1.
b) Resuélvelo, si es posible, cuandom = 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(12-110 —111 — 1) y
M=(12-110 —-111 -1 1m1).

El rango de la matriz de coeficientes es 2 por ser proporcionales la primera y
tercera columnas y ser [1 2 1 0 |#0.

RangM':{cl, C,C}=12110m111|=1+2m-m—-2=m—1=0=

>m = 1.

Param = 1=Rang M = Rang M =2 < ne incog.=S. C. I.

Param#1=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Se resuelve para m = 1. El sistema resulta
fx+2y—z=1x—-2z=1 x+y—z=1, que es compatible
indeterminado.

Despreciando la primera ecuacidn y haciendo z = A:
x=1+XA1+A+y—-—A=1=y =0.

Solucionix =1+ A, y =0, z =17, VAmeER.
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coscos 2x+mx —1 -3

sen (xz)

b) Calcula los valores de a, b, cyd para que la funcion

2°) a) Calcula, si existe el valor de m para que

f(x) = ax’+ bx" + cx + d tenga un punto de inflexion en el punto P(0, 5) y la
tangente a su grafica en el punto Q(1, 1) sea paralela al eje X.

e
c¢) Calcula] = | \/}-Lx-dx. (Nota: L = logaritmo neperiano)
1

a)
2
coscos 2x+mx —1 coscos 0+0—1 1-1 0 .
- = = = —=Indet. >{L'Hopital} =
sen (x ) sen 0 0 0
2x+2mx —2:04+0 0 ' .
= = Tomoso. = o —Indet.={L'Hopital} =
2x-cos (x ) "cos
2x+2m 0+2m 1+2m
= > = =7 =— 2+ m = 3=>m = 5.
2-cos (x )—2x-2x-sen (x ) -cos 0—0 )
b)

Por pasar por el punto P(0, 5) es f(0) = 5:

f(0)= 5=d = 5.
Por tener un punto de inflexién en el punto P(0, 5) es f ”(O) = 0:
£(x)= 3ax’ + 2bx + c. f (x)= 6ax + 2b

f (0)= 0=2b = 0=b = 0,

La funcion resulta f(x) = ax’ + cx + 5.
Por pasar por el punto Q(1, 1) es f(1) = 1:
f(H=1=a+c+5=1 a+c=—4. (1)

La pendiente de la tangente de una funcion en un punto es igual que el valor de
la primera derivada de la funcion en ese punto.

La pendiente de las rectas paralelas al eje X esm = 0.

El valor de la pendiente en el punto Q(1, 1) es:



f'(x) = 3ax’ + czf’(l) =0=3a+c=0. (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):
a+c=—43a+c=0} —a—-—c=43a+c=0}>2a =4=>a =2

2+ c=— 4=>c =— 6.

e
I = f\/}-Lx-dx.
1

Se resuelve en primer lugar la integral indefinida.

A= f\/}.Lx.dx = {u = Lx—=du = %'dx\/;-dx — dv—p = 2x;/} }:

2 2 1 2 2 2 2 2

_ 2xx _
= 2% .3Lx - 2)+ € = A.

I = [+xLxdx = [ZXT&'(BLx - 2)]6 =
1 1

= [ZeT\/;-(BLe - 2)]— [“T'ﬁ@u - 2)]: 2031~ 2)~ 230 - 2)=

_ 2ele 2 _ 2ee | 4 _ 2eet4
== — o)==+t =""7F—

9

e
I = f\/}-Lx-dx = M.
1
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3°) Sea r la recta que pasa por P(9,4,1)yQ(1, 1, 1). Dada la recta
x-1 _ y z—5

S= =< =

2 1 -1

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s. Calcula, si se cortan, el punto de
corte.

b) Calcula, si existe, la ecuacion implicita o general del plano T que contiene a las
rectasr y s.

¢) Calcula la distancia del punto 0(0, 0, 0) a la recta s.

a)
Unvectorderesv = QP =[P — Q1 =[(9, 4, )~ (1, 1, D] = (8, 3, 0).

Un punto y un vector director de la recta s son A(1, 0, 5) y Vo= 2,1, —1)

- -

Los vectores v_y v_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r ys se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

-

Se considera el vector w que tiene como origen el punto Q€r y extremo el
punto A€s:w =QA=[A—-Q]=[(1,0,5—-(1,1 D]=(0, —1,4).

> 5

Segun que los vectores {vr, v, W] sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- o5

Los vectores {v , U, W] son coplanarios cuando el rango del determinante que
r S

forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr, v, W}=>|83021 —10 —14|=32-8—-24=0=>

- - —>] e

=>Rangiv, v, wi= 2=v, v, wson coplanarios.
T S T S

Lasrectasry s se cortan.

Para determinar el punto de corte de las rectas r y s se expresan ambas por
ecuaciones  paramétricas: r={x =1+ 8Ay =1+ 3Az=1 y



s=s{x =1+ 2py =yp z=5—-1
De las expresiones de las rectas se deduce que p = 4y que A = 1.

Elpunto de cortees D(9, 4, 1).

b)
Dos rectas que se cortan determinan un plano, por lo tanto existe el plano m,
cuya ecuacion general es la siguiente:

n(A;;r, 175)5|x—1yz—583021 ~1]=0;
3 —1)+ 8z -5 —6(z—5+8y=0 —3(x—1)+8y+2(z—5)=0:
—3x+3+8y+22-10=0.

nm=3x — 8y —2z+7 =0.

c)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un esquema de la situacion.

S = |§ /\A_)0|S - '17|-h}=> |§ /\A_)0|= |§'-h=>
S S S S

v /\AO'
S

v
N

> h=d(0,s) =

A0 =(—1,0, —5)

Aplicando la férmula al punto O y a larecta r:

- - |

.. P . . . 2 2 2
d(0, s) = PAMO| lijk21-1-10-5| _ |-Si+j+k+10j] _ |Si+11j+k| _ S +11°+1° _ 25+1

m Va+1+1 6 NG

-

v
s




— 6? =\/L?=\/?= é — 72ﬁ u = d(0,s).

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos perpendiculares a la recta s tiene la siguiente ecuacidon
general: a=2x + y — z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano ¢ que contiene al punto 0(0, 0, 0)
es el que satisface su ecuacion:

o=2x+y—z+ D=0 00,0, 0)}>0+0—-0+ D =0=D = 0=
>@p=2x +y —z=0.

El punto B, interseccion de la recta r con el plano ¢ es la solucion del sistema
que forman:

@=2x+y—z=0 s=sx=1+2py =u z=5—-pn =201 +201)+ p -
2+4p+pu—5+pu=0; 6u=3=>u=%:

1 1 _9
=>{x=1+1=2y=7 Z=5—7=—}$B(2,— —).

La distancia pedida del punto O a la recta s es equivalente a la distancia entre

los puntos O y B, o sea el modulo de |OB|:

d(0,5)=|0_)B|=\/22+(%)2+(%)2=\/4+%+841=\/16+i+81=J?S=

_ 492 _ 72

2
2 2 -




d(0, s) = % unidades.
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4°) En una fabrica hay tres maquinas A, B y C que producen la misma cantidad de
piezas. La maquina A produce un 2 % de piezas defectuosas, laBun4 % ylaCun 5
%.

a) Calcula la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa.

b) Si se elige una pieza al azar y resulta que no es defectuosa, ;cudl es la
probabilidad de que haya sido fabricada por la maquina A?

P = P(D) = P(A)-P(D/A) + P(B)-P(D/B) + P(C)-P(D/C) =

1

_ L L. 1005 = L. ~ L1011 =
= =0,02 + 0,04 + 50,05 = —(0,02 + 0,04 + 0,05) =—0,11 = 0,0367

b)

— D (D 10,98
P = P(A/D) = P(AND) __ P(A)-P(D/A) _ 3 _ 098 _ 098 _ 0,3391.

P(D) 1—-P(D) 1_%.0,11 ~ 3-011 ~ 2,89
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JULIO — 2018

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras
cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen integrales. Si
algiin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado
del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

OPCION A

1°)

Sea I la matriz identidad de orden 2 'y las matrices

A=(1601)yB=(1110).

a) Calcule, si existe, la matriz inversa de A.

b)

Halle las matrices XeY que son soluciones del sistema:

AX + BY =31 AX — BY =1}

a)

b)

: : : -1 . de A’
La inversa de A se obtiene por la adjunta de la traspuesta: A = ﬂlzleA'

Al=11601]=1 A"'=(1061). Adj.deAd ' =(1 —601).

-1 _ Adj. de A’ -1 (1-601)
A = m >A = 1 )

A'=(01 -601).

AX + BY = 3] AX — BY = [)=24X = 4I; AX = 2I; X =2['-A =X =(2 -

A. Menguiano



AX +BY =31 —AX + BY =— [}=2BY = 2I; BY = Y =B ..
IB|=11110|=—1. B'=B=(1110).

Adj. deB"'=(0 —1 —11).

~1 _ Adj. deB' -1 (0-1-11)

B |B| -1

Yy =011 —1).
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2°) Sea la funcién f(x) = 2 — coscos x — 3x.

a) Discute, si existen, las asintotas oblicuas de f.
b) Calcule I = [ f(x)- cos cos x -dx.

¢) Demuestre que la funcion f(x) solo corta una vez el eje horizontal.
Nota: Puede ser util el teorema de Rolle.

a)
Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:
m = L% yn :[M_mx]_
X X
m = f(x) — 2—coscos x —3x — (i __ coscosx 3) —0—-0—-3 =3,
X X X X
n = [ feo mx] _ (2—coscosx—3x n 3\ 2—coscosx =3x+3x  _
X x } X
2—C0ScoS X -0
X
Larectay =— 3x es asintota oblicua de la funcion.
b)

I =] f(x)coscosx-dx = [(2 — coscosx — 3x)-coscos x -dx =
2
= f(Z COS COS X — cO0S X — 3Xx-COS cosx)-dx =
= 2 coscos x -dx — fcoszx-dx —3fx-dx = 211 — I2 — 313. (*)

I1 = [ coscos x -dx = senx + C1'

I, = [x-dx =] 1+C°SC;)S ) .dx = %-f[l + cos cos (2x) ]-dx =



1 1 1 1 1
=—x + T'f cos cos (2x) -dx=>{2x =tdx = —dt}=> X+

> 1-fcoscost-dtz

2

1 11
=X+

1 1 1
> —sent + C'2 =—x + sen (2x) + C'2 = —[2x + sen (2x)] + C2 =]

2

I3 = [ x-dx=>{x = u—»dx = du coscos x-dx = dv—>v = senx }=
=x-senx — [ senx-dx = x-senx + coscosx + C3 = 13.

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion (*):

I = 211 — 12 — 313 = 2senx — %[Zx + sen (2x)] — 3(x-senx + coscosx )+ C

I = [ f(x) coscosx-dx = 2sen x —%[Zx + sen (2x)] — 3(x'senx + coscosx )+ C

c)
El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcién continua en [a, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3c€(a, b) tal

que f(c)= 0".

La funcién f(x) = 2 — coscos x — 3x es continua en R, por ser la suma de
tres funciones continuas, por lo cual le es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier
intervalo finito que se considere.

Considerando, por ejemplo, el intervalo [0, T]:

f(0O)=2 —coscos0 —30=2—-1-0=1>0.

f(M)=2 —coscosm —3nm=2—-(—1)—3n=3-3nt<0.

Lo anterior demuestra que la funcion f(x) tiene, por lo menos, una raiz real en
el intervalo considerado.

Se nos pide demostrar que esa raiz es unica. Se empleara el método de
reduccion al absurdo.



Si tuviera otra raiz le seria aplicable el teorema de Rolle a la funcion en el
intervalo considerado.

El teorema de Rolle dice que “si una funciéon f(x) en continua en [a, b] y
derivable en (a, b), con a, bER y a < b, y se cumple que f(a) = f(b), existe al

menos un valorc,a < ¢ < btalque f (c)= 0.

f'(x) = senx — 3#0, Vx€R.
Al no existir ningin valor real que anule la derivada:

Queda demostrado que f(x) solamente tiene una raiz real.
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3°) El numero de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mafiana es de 140, por la
tarde, 200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mafana
es del 2 %, por la tarde de 4 % y por la noche, de un 6 %.

a) Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto.

b) Si el vuelo llegd con retraso a este aeropuerto, ;cual es la probabilidad de que
fuera un vuelo de la tarde?

Numero total de vuelos: 140 + 200 + 40 = 380.

_ 140 _ 7 _ 200 _ 10 40 _ 2
P(M) = 380 19’ P(T) = 380 © 19’ P(N) = 380 19"
R

/¥

a)
P = P(R) = P(M)-P(R/M) + P(T)-P(R/T) + P(N)-P(R/N) =

= 0,98 + 220,96 +-=-0,06 = 0,3611 + 0,5053 + 0,0063 = 0,8727.

b)
. _ P(TNR) _ P(T)-P(R/T) —
P =P(T/R)= P(R) ~ P(A)-P(R/A)+P(B)-P(R/B)+P(C)-P(R/C)
150,04 _ 00211 _ 00211 _ y qceg
"~ 1-P(R)  1-08727 © 01273 = =~ )
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4°)  Considere las rectas 1r={x —y +2z=7 x—y—5z=—7 'y
s=lx =3+2ty=1+t z=1 , con tER.
a) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendiculares a 7.

a)

La expresion de s mediante unas ecuaciones continuas es la siguiente:
ssfx=34+2ty=1+¢t z=1 523 vyl 2l 3=2y—2z-—
= y 2 1 0o’ y

Las rectas T y S determinan el sistema

{x—y+2z=7 x—y—-5z2==—7x—-2y=1 z=1
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M=(1110 -1 —-1-20 2 —-501) y
M=(1-12 7110 —1-20 =5 —-70111).

Segln sean los rangos de M y M | pueden presentarse los siguientes casos:
1 — Rang M = 3, Rang M = 4=Se cruzan.

2 — Rang M = 3, Rang M' = 3=Se cortan.

3 — Rang M = 2, Rang M = 3=Son paralelas.

4 — Rang M = 2, Rang M = 2=Son coincidentes.

RangodeM:{Fl,Fz,F3}:>|1—121—1—51—20|=—4+5+2—10=
=7 — 14 =— 7#0=>Rang M = 3.
RangM = |1 —12 7110 -1 -20 =5 —-70 11 1 |=>{F, > F,—F I

> {F,=—7F,} = Rang M = 3.

Lasrectasry s se cortan.

2




b)
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r={x —y+2z=7 x—y—5z2==—7y=A=> x+2z=7+Ax —5z2=—7+

=7z = 14; z = 2. x+4=7+A x=3+A=>2r={x=3+Ay=A27A zZ =

El haz de planos perpendicularesares B=x + y + D = 0.

La expresion de [ por wunas ecuaciones paramétricas es:
B={x ==y - Dy =124 z =

Dos vectores directores de 3 son v, = (—-1,1,0y v, = (0, 0, 1).

- -

Los vectores linealmente dependientes de los vectores v, yv,son de la forma:
- - -

@ =mv, + nv, VYm, neR.

@=m(=1 1,0+ n(0,0, )= (= m, m 0)+ (0, 0, n) = (— m, m, n).

-
Todos los vectores normales ar sonde la forma® = (— m, m, n), Vim, n€R.
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OPCION B
1°) a) Determine el rango de lamatrizM = (234 — 101222).

b) Sabiendo que labc —101222]|= 2, calcule
|- 202abca—4b —4c — 4.

a)
IM|=1234 —101222|=—8+6 -4+ 6=0=>RangM = 2.

b)
|-202abca—4b —4c—4|=|—202abcabc|+|—202abc —4 — 4 -
=0+ (— 12(—2)|—101abc222|= 42 = 8.

|-202abca—4b —4c — 4|=8.

En la realizacion del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los
determinantes:

1%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
dicha linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes
elementos iguales a los del determinante inicial.

2% .- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
cero.

3%.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

4% - Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen
por un niimero su valor queda multiplicado o dividido por dicho numero.
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2°) a) Halle, si existe, el valor de a para el cual se cumple que:

Vox* + ax +1—3Bx - 1)|=2.

b) Determine, si existe, (\/ ox” + 12x + 1) , donde (\/ ox’ + 12x + 1) representa

la derivada de \/ ox” + 12x + 1.

a)

[\/9x2 +ax+1—(Bx — 1)|= o0 — coIndet. =

2
[\/ 9x’+ax+1- (3x— 1)]-[\/ 9x’+ax+1+ (3x— 1)] (\/ 9’ +ax+ 1) —(3x— 1)2
= lim = lim

x—=+00 \/9x2+ax+1+(3x—1) x—>+o0 \/9x2+ax+1+(3x—1)

. 9x2+ax+1—(9x2—6x+1) . 9x’+ax+1—9x +6x—1 . ax+6x
= lim = lim = lim =

X—>+00 \/9x2+ax+1+3x—1 X—>+00 \/9x2+ax+1+3x—1 X—+00 \/9x2+ax+1+3x—1

(a+6)x

= lim (at6)x = lim ——= Ilim ato =
x>+ |9y’ 4 ax+143x—1 X+ @ X=+oo 79’(2:”“ +3—%
. a+6 . a+6 a+6 a+6
= lim = lim = = —
xoteo ottt g 1 x>t fopaglyz L Jor it iz L \J94+0+0+3-0
x x X
a+6 a+6 a+6
= = = = = = =
b)
2 ‘ 18x+12 9x+6
(\/9x + 12x + 1) = - = - :
2V9x +12x+1 V9x +12x+1
\ 9x+6
ox° + 12x + 1| = —2° - |im —— =
2
\9x’ +12x+1 xoo orrarl
6 6 6
i s : s 9+0 9 _ 9
= lim ————= lim : =2 -3

9 [oe]
X—+c0 9x’ +ax+1 X—+00 [9+i+% . /9+i+i \V9+0+0 \/6 3

X



(\/9x2 + 12x + 1) = 3.
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3°) El numero de vuelos que llegan a un aeropuerto por la mafiana es de 140, por la
tarde , 200, y por la noche, 40. El porcentaje de vuelos que se retrasan por la mafiana
es del 2 %, por la tarde de 4 % y por la noche, de un 6 %.

a) Calcule la probabilidad de que no se retrase un vuelo con destino a ese aeropuerto.

b) Si el vuelo llegd con retraso a este aeropuerto, ;cual es la probabilidad de que
fuera un vuelo de la tarde?

4°)  Considere las rectas 1r={x —y+2z=7 x—y—5z2=—7 'y
s={fx =3+2ty=1+t z=1 , con tER.
a) Determine la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Halle, utilizando parametros, todos los vectores perpendiculares a 7.

(RESUELTOS EN LA OPCION A)
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE LA RIOJA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una de las dos propuestas (A o B) que se le
ofrecen. Nunca debera contestar a ejercicios de una propuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas. Se permite el uso de calculadoras
cientificas siempre que no sean programables ni graficas ni calculen integrales. Si
algiin alumno es sorprendido con una calculadora no autorizada, podra ser expulsado
del examen; en todo caso, se le retirard la calculadora sin que tenga derecho a que le
proporcionen otra.

OPCION A

1°) Sean los vectoresu = (— 1, 4, 8)yv=(1, 2, — 2).

- -

a) Demuestre que el angulo entre los vectores u y v es mayor de 90°.

- -

b) Calcule un vector perpendicular a u y v que tenga de mddulo 1.

a)
Por la definicion de producto escalar de dos vectores:
- > - > -
u-v —1,4,8)(1,2, -2
u-v=|u|-|v|-coscosa=>coscosa= — = (2 - z( > 2) = =
[ul|v] VD 44248”14254 (—2)
—1+8-16 -9 1 ,
= = =— —=90° < a < 180° como se debia demostrar
14+16+64/1+4+4 \/81+/9 3
b)

Por definicion de producto vectorial, el producto vectorial de dos vectores es
otro vector que es perpendicular a los dos vectores que se multiplican.

- -

Un vector w perpendicular a uyv es cualquiera que sea linealmente
dependiente del producto vectorial de los dos vectores:
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w=uxv=|ijk —14812 — 2|=— 8i + 8 — 2k — 4k — 16i — 2j =
=— 24i + 6j — 6k>w=4i — j + k.

El vector pedido, m, es un vector linealmente dependiente de w y de médulo la
unidad:

77_1)_ 4i—j+k _ 4i—j+k  4i—j+k _ 4i—j+k
. /42+(_1)2+12 V16+1+1 18 32

- 4 . 1, - 4 1
m = i — =

1 _ . 1.
T35 3\ﬁ]+3ﬁkymz_ 3\El+3ﬁ] 3ﬁk'
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2°) En una empresa fruticola, la produccion por arbol sigue una distribucién normal
de media 54,3 kg y desviacion tipica 6,5 kg.

a) (Cual es el porcentaje de arboles que producen mas de 57 kg?
b) (Qué porcentaje de arboles producen entre 50 y 57 kg?

c¢) Si se escoge al azar un arbol que esta dentro del 70 % de los arboles que menos
producen, ;a lo sumo, cudntos kilogramos deberia producir?

a)
Datos: n = 54,3; o = 6,5. X-N(w;, 0)= N(54,3; 6,5).
Tipificando la variable: Z = 2= = £=243
o 6,5
_ _ 57-543) _ 27\ _ B
P = P(X=57) = P(ZZ = )_ P(Zzg) = P(Z20,42) =

=1-P(Z<0,42)=1 - 0,6628 =0,3372.

Producenmas de 57 kg el 33,72 % de los arboles.

b)

_ _ [.50-543 57-543\ _ pf —43 27 _
P = P(50<7<57) = P(X <7< T2 p(H <7< 2] =

= P(— 0,66<7<0,42)= P(Z < 0,42) — [1 — P(Z < 0,66)] =
= P(Z<0,42)— 1+ P(Z <0,66)=0,6628 — 1 + 0,7454 = 1,4082 — 1 =

= 0,4082.
Producen entre 50 y 57 kg el 40, 82 % de los arboles.

)
—

X—54,3 Pr—>54,3
65 — 65

p(X<Pr) = 0, 70=>p( ) = 0,70.

Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,70 se obtiene: 0,525.

Pr—>54,3

—-*>=0,525; Pr — 54,3 = 3,41 =Pr = 3,41 + 54,3 = 57,71.

Debera producir al menos 57,71 kgs.
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3°) Sea la funcion f(x) = x-e

a) Calcule, segun los valores de a, las asintotas de la funcion f(x).

b) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ;Es un maximo
0 un minimo relativo?

a)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a més o menos infinito.

a<Qo:

k= f(x)= (xe_ax) = ;x = —>=Indet. >{L'Hopital} =
= 1ax = % =0

ae

k= f(x)= (x-e_ax) = ;x = + o (no hay asintota).

a>0

k= f(x)= (x-e_ax) = ;x = — o (no hay asintota).

k= f(x)= (xe_ax) = ;x = —>Indet. >{L'Hopital} =
= lax = % =0

Paraa < 0ya > 0Oeleje OX es asintota horizontal.

a=20:
La funcioén resulta f(x) = x

Paraa = 0 la funcion misma es la asintota oblicuay = x.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

ax X

f) = xe == e"%0, Va, x€R.
e




No tiene asintotas verticales.

b)

La condicidon necesaria para que una funcidon tenga un extremo relativo,
maximo o minimo, es que se anule su primera derivada:

f'(x) =1le —xae =e (1— ax).

F(1)=02e “(1 — a)= 0; e “#0, VaeR=>1 — a = 0=a = 1.

f(x) tiene un extremo relativoenx = 1paraa = 1.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada:

si es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trate de un minimo vy,
si es negativa de un maximo.

Paraa = 1es f'(x) =e (1 — x).

F)=—1e (1 -x)—1le (- D=—¢e “(1-x)—e "

=—e 1-x+1)=—e -2 - x).

fO=—¢"@-D=—e1=—c =<0

El extremo relativo que tiene f(x) parax = ley = 1 es un maximo
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4°) Sea el sistema de ecuaciones
fecx+y—-—2z=6 cx—-2y+2z=0 —2x+y +cz=—6:

a) Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.

b) Halle la solucion o soluciones, si existen, cuando el parametro c es 1.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(1l —2c —21 —21¢c) y
M =(cl1l —2c —21 —21c 60 — 6).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro c es el siguiente:

IM|=|c1 —2¢c —21 —21c|=—2-2c—2+8—-c—c =—3c—3c+6
2 . . —lk148 _ —1+9  —143 _ _
c +c—2=0;, ¢c= 5 =— = :>c1— 2,C2—1.

Para {c# — 2 c#1}=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Parac =— 25M = (=21 -2 —2 —21 =21 =2 60 -6)={c,C,

5|—216 —2 —20 —21 — 6|=— 24 — 12 — 24 — 12 =— 72#0=>Rang M =

Parac =— 2=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Parac=1=M = (11 =21 =21 — 211 60 — 6)=>RangM = {F, > F —F,
(11 -20 —3303 —3 6 —66)=>{F2=—F3}=>RangM’=2.

Parac = 1>Rang M = Rang M =2 < n2%incég.=S. C. L.

b)

Para c=1 el sistema resulta:
fx+y—-2z=6 x-2y+z=0 —2x+y+z=—6, que es
compatible indeterminado. Despreciando una de las ecuaciones (tercera) y haciendo
zZ =X\



X+y=6+2Ax—-2y=—A }) x+y=6+2A —x+2y=1A }=23y=6+

x+2+N)=6+25 x=4+ A

Solucion:x =4 + A, y =2 + A, z = A, VAER.
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OPCION B

1°) Una mujer, que sospecha estar embarazada, acude a la consulta del médico. Al
examinarla cuidadosamente, el médico cree que estd embarazada con una
probabilidad de 0,6. Para confirmar el diagnostico, el médico encarga un test que da
negativo en el 4 % de los casos que la mujer estd realmente embarazada. Mientras
que el test da positivo en el 5 % de los casos en los que mujer no estd embarazada.
Calcule la probabilidad de que:

a) El test dé positivo.

b) La mujer esté embarazada sabiendo que el test da positivo.

a)
P = P(+) = P(EN 4+) + P(EN +) = P(E)-P(+ /E) + P(E)-P(+ /E) =

= 0,6:0,96 + 0,4-0,05 = 0,576 + 0,020 = 0, 596.

b)
_ _ PENH) _ P(E)-P(+/E) — 0,6-0,96 —
P = P(E/ +) P P(E)-P(+/E)+P(E)-P(+/E) ~ 06:096+0,4-0,05

0576 _ 0576 _ 576 _ 144 _
= 057640020 — 059 — 596 — 149 — 0r 7064
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2%) Seaelpunto P(1, 2, — 2)ylarectar={x =2 — Ay =14+ Az = 2A
a) Determine la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular a la
rectar.

b) Determine el punto A de r mas proximo a P.

c¢) Halle la recta r simétrica de r respecto al punto P.

a)

Un vector director de la recta r es v o= (- 1,1, 2).

Un vector normal del plano 1 pedido, por ser perpendicular a la recta r, es
cualquiera que sea linealmente dependiente del vector director de la recta:

n=(, -1, - 2)

La ecuacién general del planoest=x — y — 2z + D = 0.

Por contener el plano 1 al punto P(1, 2, — 2) debe satisfacer su ecuacion:
nm=x —y—2z+D=0P(, 2, — 2) =21 —-2-2(-2)+D =0, —
=D =— 3.

m=x —y—2z—3=0.

b)
El punto A es la interseccion de la recta r con el plano m, que es la solucion del

sistema que forman:

m=x —y—2z2—3=0r={fx=2—-Ay=1+ Az =2A 1=

52 -0)—(1+21)—221 -3 =0;



2-A—-1-A—-41-3=0; —2— 61=0;
1+ 3% = 0=A =— .

c)
Dos puntos de la recta r={x =2 —Ay =1+ Az =2A son
M2, 1, 0)yN(, 2, 2).

Los puntos simétricos de M y N con respecto a P(1, 2, — 2) son M'yN',
respectivamente.

Larectar pedida es la que pasa por los puntos M | yN )

-

MP=PM=[(1,2 —2)—(@210]=[xy 2)-2 — 2]

(-1L,1 —-2)=(x—-1y—-2,z+2)=2{x—-1=—1-5x=0 y—2=1-y =3

-

NP=PN=[(1,2 —2)—(22)]=[xy2~-{2 —2)I

0,0 —4)=x-1,y—-2,z4+2)=2{x—-1=0>x=1 y—-2=0>y=2

.
1

v =MN=[1,2 —6)—(0,3 —4]=0, -1, —2)

r

T'E{x=7\ y=3-—-12A z=—4 -2\
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3°) Sea la funcion f(x) = x-e

a) Calcule, segun los valores de a, las asintotas de la funcion f(x).

b) Halle el valor de a para que f tenga en x = 1 un extremo relativo. ;Es un maximo
0 un minimo relativo?

4°) Sea el sistema de ecuaciones
fecx+y—-—2z2=6 ax—-2y+z=0 —2x+y +cz=—6:

a) Discuta el sistema anterior para los distintos valores del parametro c.

b) Halle la solucién o soluciones, si existen, cuando el pardmetro c es 1.

(RESUELTOS EN LA OPCION A
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE MADRID

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que
no tenga NINGUNA de las siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos,
ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones con
matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni
almacenamiento de datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas
caracteristicas serd retirada.

OPCION A

1°) Dadas las matrices
A=(14010075345a), X =(xyz)yB =(237/211), se pide:

a) Discutir el rango de la matriz A, en funcién de los valores del parametro a.
. . -1
b) Para a = 0, calcular, si es posible, A .

c¢) Resolver, si es posible, el sistema AX = B,enelcasodea = 1.

a)

|A|=114010075345a|= 490a — 210 — 280 = 490a — 490 = 0=>a =1

Para a#1=>Rang A = 3.

Un menor de Aes |14 0 0 7 |#0, por lo cual:

Paraa = 1=>Rang A = 2.

b)
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Paraa =0es A =(14010075340), que es invertible. La inversa de A

se obtiene por la adjunta de la traspuesta: ATl = Adided 'lAdleA
|A|=1140100753 40| =— 490. A"=(14030741050).

Adj. de A" = (]7450| —]04100[|07105] —|0350]|143100]| — 140105 |

-1 Adj. de A —2040-7015-30—-70—-21 -5698 -1 1
— J- ae _ ) = 4 —

A |A| o —490 490

(20 — 4070 — 1

c)
AX = B={a = 1}> (14010075345)-(xyz)=(237/211)=>  1l4x + 10z =

El sistema es compatible indeterminado; para su resolucion se desprecia una de
las incognitas (tercera) y se parametriza una de sus incognitas (z = A):

14x + 10z = 27y + 5z = 18,5} 7x + 5z = 114y + 10z = 37 }=z = A=>{x =

37 _ 2, z = A VAER.

-/ 1 5
Solucion: x === 77\, Y=
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3
x =
x—2

2°) Se considera la funcion f(x) = {86236_4 si x<2 si x > 2 y se pide:

a) Estudiar la continuidad de f en x = 2.

b) Calcular las asintotas horizontales de f(x). ;Hay alguna asintota vertical?

2
¢) Calcular I = [ f(x)-dx.
0

a)
La funcidén f(x) es continua en R, excepto para x = 2, cuya continuidad es
dudosa y se estudia a continuacion.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 25{f(x) =8¢" = 8= f(2) f(x) =218

=8 ( =

x—2

= f(x) = f(x) = f(2)= f(x) es continua parax = 2.

3

2
() Aot o ) xedeed) (+2x) =4+4=8.

x—2 x—2 x—2

b)
Las asintotas horizontales son de la forma y = k; son los valores finitos que
toma la funcién cuando x—+co.

Para x<2={8e” " =8e "= = % =08 = 8e = =

= Para x<2: asintota horizontal y = 0 (Eje X).

x3—4x x3—4x
=4+ = 4+ o0 =
x—2 x—2

Parax > 2=

= Para x > 2:no hay asintota horizontal.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.
Para x < 2 no tiene asintotas verticales.




x3—4x
x—2

Para x > 2 la funciénes f(x) = = x(x + 2), que no es racional.

Para x > 2 la funcion no tiene asintotas verticales.

c)
p 2 ks 2x—4
I=ff(x)-dx=f8€x -dx=8-fex {dx=
0 0

0 0
S{x=2ot=0x=0-t=—14)28 [ e -—dt =4 [ edt =
—4 —4

e e

- 4-[et]: =4(e" —e )= 4-(1 - %) _ 4221

2 4
I=[Ff@)dx =42
0

e
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3°) Se consideran los vectores u=(—1, 2, 3)yv=(2,0, — 1) y el punto
A(— 4, 4, 7). Se pide:

- - -

a) Determinar un vector W, que sea ortogonal a uy v, unitario y con tercera

coordenada negativa.

- >

b) Hallar un vector no nulo w, que sea combinacion lineal de u y v y ortogonal a v.

c¢) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los

- - -

vectores u y vy una de sus diagonales es el segmento OA.

a)
- -

El vector pedido w > por ser ortogonal a u y v, es linealmente dependiente del

producto vectorial de estos vectores:

UAV=|ijk — 12320 —1|=—2i+6j — 4k — j = 2i + 5] — 4k = (— 2, 5,

|J/\§|=\/(— 2 + 5%+ (= 9 =+/4 + 25 + 16 = /45 = 35.

-2 . 5 . _4 _ 25 5. 45
w, = 3\El+3\5] 3\@]{_ e L+ ) e k.
b)
Un vector combinacion lineal de u y v es, por ejemplo:
z=mu+nmw=m((—123)+n(2,0, —1)=(—m++ 2n, 2m, 3m — n)
Como el vector pedido, w,, es ortogonal a v, tiene que ser z-v = 0.
zv=0=>(—m+ 2n, 2m, 3m — n)(2,0, — 1)= 0;
—2m+4n—-3m+n=0, —-5m+5n=0 m—n=0>m = n.

Haciendo, por ejemplo, m = n = 1:



S
Il

i +2j + 2k

c)
OA=0Q+QA=mu+nv=>(—447)=m(—1, 2, 3)+n(2, 0, — 1)

(-4, 4 7)=(—m, 2m,3m)+ (2n, 0, —n)=—-—m+ 2n =— 4 2m = 4

00 = (= m, 2m, 3m)=>m = 20(— 2, 4, 6).

QA= (2n, 0, — m)=n =— 1204 = (- 2, 0, 1).

0P = QA= (x,y, 2)= (- 2,0, 1)= P(— 2, 0, 1).
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4°) Segun los datos de la Fundacion para la Diabetes, el 13,8 % de los espaifioles
mayores de 18 afios tiene diabetes, aunque el 43 % de ellos no sabe que la tiene. Se
elige al azar un espafiol mayor de 18 afios:

a) (Cuadl es la probabilidad de que sea diabético y lo sepa?, ;cual la de que no sea
diabético o no sepa que lo es?

b) Cierto test diagnostica correctamente el 96 % de los casos positivos de diabetes,
pero da un 2 % de falsos positivos. Si un espafiol mayor de 18 afios da positivo en el
test, ;cual es la probabilidad de que realmente sea diabético?

a)
Datos: P(D) = 0,138; P(D)= 0,862; P(No/D)= 0,43; P(Si/D)= 0,57

P(Si/D) = %:0,57 = 20 S P(DNSi) = 0,57-0,138 = 0,07866.

La probabilidad de que sea diabético y lo sepa es del 7,87 %.

P = P(DUNo) = P(DNSi)= 1 — P(DNSi)= 1 — 0,07866 = 0,92134.

La probabilidad de que no sea diabético y no lo sepa es del 92,13 %.

b)

_ __ P(DnPo) __ P(D)-P(Po/D) _ 0,138-0,96 _
P = P(D/PO) = P(Po) P(D)-P(Po/D)+P(D)-P(Po/D) ~ 0,138:0,96+0,862:0,02
0,13248 _ 013248 0, 88485 .

= 0,13248+,01724 ~ 0,14972
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OPCION B

1°) Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises (Francia, Alemania y
Suiza). En los hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Francia, 25
euros diarios en Alemania y 30 euros diarios en Suiza. En comidas cada uno ha
gastado: 20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania y 25 euros diarios
en Suiza. Ademads, el transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada uno.
Sabiendo que el gasto total del viaje ha sido 765 euros por persona, que ha durado 15
dias y que han estado en Francia el doble de dias que en Suiza, obtenga el nimero de
dias que han estado en cada uno de los tres paises.

Sean x, y, z los dias que han pasado en Francia, Alemania y Suiza,
respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente:

x+y+2z=15(20 + 20 + 8)x + (25 +
x+y+z=1548x + 48y + 63z = 765 X =2z}=>

=

y =15 — 3zy = 12220 3515 — 3z = L8222, 720 — 1447 = 765 — 159z 152

=2z=3, y=15-9=6; x = 6.

Han estado 6 dias en Francia, 6 en Alemania y 3 en Suiza.
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2°) El dibujo adjunto muestra la grafica de una funcién f(x). Usando la informacion
de la figura, se pide:

a) Indicar los valores de f(— 1) yf'(l).

b) Justificar, usando limites laterales, si f es
continua en los puntos x =— 1yx = 0.

¢) Indicar razonadamente si f es derivable en los
puntosx =— 1 y x = 0.

0

d) Determinar el valor de | f(x)-dx.
-2

a)
fD=1

El valor de la derivada en un punto es la pendiente de la tangente a la funcion

en ese punto, por lo cual: f'(l) = 0.

b)

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax =— 1={f(x) =1 fx)y =1=f(-1) =
=>f) =fx) =f(=1.

La funcion f(x) es continuaenx =— 1.

Parax = 0=>{f(x) =0=f0)f(x) =1 = f(x) # f(x).

La funcion f(x) es discontinua en x = 0 (salto finito).

c)
Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual:

La funcion f(x) no es derivableenx = 0.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.



x =— 1=>{f'(— 1_) = 1 (pendiente) f’(— 1+) =— 1 (pendiente) = f'(— 1_) * f'(—

La funcién f(x) no es derivable en x =— 1.
d)
0 -1 0 -1 0
[ fodx = [(x + 2)dx + [ (= x)dx = [ (x + 2)dx — [ xdx =
-2 -2 -1 -2 -1

2 2

fea B e e o) fo- -

_ 15 E
=>-2-2+4+5=1

0
[ f(odx = 1.
—2
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3°) Dados el punto P(0, — 1, 1) y las rectas r, que pasa por el punto Q(1, 0, 1) y

tiene como vector director v = (0, 1, 2), se pide:

a) Hallar la ecuacion implicita del plano T que contiene a r y pasa por P.

b) Encontrar el punto S contenido en 7 tal que el vector SP sea perpendicular a 7.

c) Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos T1 y Tz’

contenidos en la recta 7, que estan a distancia \/E de P.

a)
Los puntos P y Q determinan el vector PQ = (1, 1, 0).

La expresion general del plano m pedido es la siguiente:

T[(P,' vr,PQ) x —1yz—-1012110|=0; 2y —(z—1)— 2(x — 1) = 0;
2y —z+1-2x+2=0 —2x+2y—-—2z+3=0.

n=2x — 2y +z— 3 =0.

b)
El haz de planos a perpendiculares a r tiene por ecuacion:
o=y + 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz «, el plano B que contiene al punto
P(0, — 1, 1) es el que satisface su ecuacion:

o=y +2z+D =20 PO, —1, 1)} —-14+2+4+D =0=D =— 1=B=y +
El punto S, interseccidon de la recta  con el plano [3, es la solucidn del sistema

que forman:

B=y +2z-1=0 r={x=1 y=A z=1+ 2\ }=A+ 2(1 + 2



c)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el mdédulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se
hace un esquema de la situacion.

.9=F¢AQﬂs==PJh}:P@AQP}=

vrAQPi

>h = d(P,7) =

[N

v
r

”r/\QP| Cijk012-1-10| _ |—2j+k+2i] _ [2i=2j+k] _ ~2*+2°+1% _ +Ja+a+

h = d(P, T') = ;r o = ive = & & N
_d_ 3 y
IR

Aplicando el teorema de Pitagoras al

tridngulo rectangulo T PM:

2x-h 45 3 12
ST PT = 2 = x'h = 5 . = 5 .
. V5
12 2 2
STlPT =—=u = 2,4u
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4°) La variable aleatoria X sigue una distribucion normal de media p = 8,5 y
desviacion tipica 0 = 2, 5. Se pide:

a) Calcular el valor a tal que P(X<a) = 0, 05.

b) Calcular la probabilidad de que la variable tome un valor comprendido entre 8 y
9,3.
a)

Datos: n=8,5 n=1; o = 2,5.

X—>N(u; %) = N(8, 5; %) = N(8,5; 2,5).

X—8,5

Tipificando la variable: Z = —=

El valor de a es negativo, por lo cual:

p(X<a)= 1 — 0,05 = o,95=>p(zs 50

)= 0,95,
Mirando en el interior de la tabla dada de las areas limitadas por la curva
N(0, 1), con el valor de 0,95 se obtiene: 1,645.

X—8,5
2,5

=1,645 X — 85 =4,1125=> X = 8,5 + 4,1125 = 12,6125.

a =— 12,6125.

b)

P = P(8<7<9,3) = PS5 <7< 208 = p(SE<z< 28 =
= P(~ 0,2<7<0,32) = P(Z < 0,32) — [1 — P(Z < 0,2)] =
= P(Z<0,32)— 1+ P(Z<0,2)=0,6255 — 1+ 0,5793 = 1,2048 — 1 =

= 0, 2048.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE MADRID

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberé escoger una de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion
elegida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que
no tenga NINGUNA de las siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos,
ser programable, pantalla grafica, resolucion de ecuaciones, operaciones con
matrices, calculo de determinantes, calculo de derivadas, calculo de integrales ni
almacenamiento de datos alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas
caracteristicas serd retirada.

OPCION A
1°) Dado el sistema de ecuaciones
fx+my=1 —2x—-—(m+ Dy +z=-1
, se pide:
a) Discutir el sistema en funcion del parametro m.
b) Resolver el sistema cuando m = 0.
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
A=(1m0 -2 —m-1112m—-1m + 2) y

A=1Im0 -2 - m—-1112m-1m+2 1 — 12 + 2m).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el
siguiente:

Al=11m0 —2 —m—-1112m —1m + 2| =
=(m-1Dm+2)+m—-02m - 1)+ 2m(m + 2) =
=—m2—2m—m—2+m—2m+1+2m2+4m=m2—1:o:>

= =—1 =— 1.
a, , a,

Para {m# — 1 m#1}=>Rang A = Rang A=3=ne incodg.=S. C. D.

A. Menguiano



Para
m=—124=(1 —10 —2011 —31 1 —10)=>RangA'=>{cl, C, C4}:>

501 —11 —20 —11 —30|=6+ 1 — 3 = 4#0>Rang A = 3.

Param =— 1=>Rang A = 2; Rang A = 3=Sistema incompatible.

Para
m=12A4=(110 —2 —21113 1 —14)=>Rang,4'=>{cl, C, C4}=>

(101 —21 —1134|=4—-6—-1+ 3 = 0=>Rang A = 2.

Param = 1=Rang A = Rang A=2<ne incog.=S. C. I.

b)

Para m=20 el sistema resulta
{x =1 —2x—y+z=—1x—-y+2z2=2 , que es
compatible determinado.

Sustituyendo el valor de x = 1 en las otras ecuaciones:

- 2-y+z=—11-y+2z=2 } —y+z=1-—-y+2z=1}=z-=

Solucionix =1, y=—1,z = 0.
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2°) a) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes:
m, = 0,92, m, = 0,94, m, = 0, 89, m, = 0,90ym5 = 0,91. Se tomara como

resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los errores sea minima. Es
decir, el valor para el que la funcion:

E(x)= (x —m 1)2 + (x — mz)z + e + (x — ms)z alcanza el minimo. Calcule
dicho valor x.

b) Aplique el método de integracion por partes para calcular la siguiente integral:
2

1= xZ-Lx-dx, donde L significa logaritmo neperiano.
1

a)

E(x)= (x — 0,92)" + (x — 0,94)" + (x — 0,89)° + (x — 0,9)° + (x — 0,91)" =

(x2 — 1,84x + 0,8464) + (x2 — 1,88x + 0,8836) + (x2 — 1,78x + 0,7921) +
+(x - 1,8x + 0,8100) + (x" — 1,82x + 0,8281) =

= 5x° — 9,12x + 4, 1602.

Otra forma de obtener la funcion de forma muy aproximada es la siguiente:

—  mtmEmerm+m, 0,92+0,94+0,89+0,90+0,91 456
m= ¥ = = =—= 0,912.
i=m
2 2 2 2
E(x):(x_ml) +(x—m2) + eeees +(x—m5) = (x—mi) =
1=1

—_ 2
= N-(x —m) =5 — 0,912)°.

La condicion necesaria para que una funcion tenga un minimo relativo es que
se anule su primera derivad y sea positiva la segunda derivada para los valores que
anulan la primera derivada.

E(x)= 10-(x — 0,912). E (x)= 10 > 0=Minimo.

E (x)= 0210-(x — 0,912) = 0=x = 0,912.



La suma de los cuadrados de los errores es minima para x = 0,912.

b)

En primer lugar resolvemos la integral indefinida:

3 3 3
A= fxz-Lx-dx = {u = Lx—=du = %-dx dv = x"-dx—v = xT }:>Lx-x? — fx?%dx =

3 3 3
2

1 1 ’
-Lx—?-fx-dxsz-Lx—?-xT+szT-(BLx— D+ C = A

X
3

2

I = ?xZLx-dx = leg-(BLx - 1)] [%3-(3L2 ~ 1)]— [173-(3L1 - 1)]:

1

_ 8, S | —_N=2y 8, 1L _8;5 7
=5CBL2 -1)-5CLll -1D==5L2 -+ ==L2 -

2
I = foLx-dx = %LZ — %.
1
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39 Dados los planos
n154x + 6y — 12z + 1 = Oynzz — 2x — 3y + 6z — 5 = 0, se pide:

a) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

b) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2, 1,3) y B(1, 2, 3),
calcular los vértices C y D, sabiendo que C pertenece a los planos
T,YMEX —y + z = 2.

a)

El lado del cubo es igual que la distancia entre los planos paralelos T YT,

La distancia entre los planos a y a paralelos dados por sus ecuaciones
generales alex + By + Cz + D = 0y aZEAx + By + Cz + D,= 0 viene

[,-D)|

1115435 + 6y — 12z + 1 = 0y1r254x + 6y — 12z + 10 =0

dada por la férmula d =

[ = d(nl, “2)_ |10-1  _ 19] 9 9

a6t 12° \16+36+144 /196 14

9\ 9 729
) === = Fo = 0,2657.

El volumen del cubo es de 0, 2657 unidades cubicas.

b)
Los plano nZE—Zx—3y+6z—5=0y1T3Ex—y+z=2

determinan larecta s={2x + 3y — 62+ 5=0x -y +z—-2=0

La expresion de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

s=2x +3y—6z+5=0x—-y+2z—-2=0 =z = A=2x + 3y =— 5 + 6Ax

b

2x +3y=—5+6A3x -3y =6 —3A}=35x=1+34 x=—+ A =+

1 3 9 8 _ 1 3 9 8
y:?-l-?}\—z+A=—?+?}\=>S={X=?+?)\ y:_—+?xzz}\



Los puntos A(2, 1,3) y B(1, 2, 3) determinan el vector: BA = (1, — 1, 0).

La recta que contiene a los puntos A 'y B es
t={x=2+Ay=1-2Az=3

El haz de planos 3 perpendiculares a larectates f=x — y + K = 0.

De los infinitos planos de haz 3, el plano a que contiene al punto B es el que
satisface su ecuacion:

B=x —y + K =0 B(1,2,3))}21 -2+ K=0=2K=1=a=x —y + 1 =

El punto C es la interseccion del plano a y la recta s:

aEx—y+1:OSE{x=%+%7\ y=—%+%7\z:?\ }:%+%7\+%
El punto C es:
ssx=4++A y=——+Az=21 SA=3={x =2y =3z=3}=((

Hay diversas formas de obtener el punto D; una de ellas es la siguiente:

El centro del cuadrado M es el punto medio del segmento de extremos
A2, 1,3)yC(2, 3, 3)=>M(2, 2, 3).

El centro del cuadrado M también es el punto medio del segmento de extremos
B(1, 2,3)y D(x, y, z).

= 2ax =3 HL=2sy =2 ££=332=3>D@, 2 3).
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4°) El1 60 % de las ventas de unos grandes almacenes corresponden a articulos con
precios rebajados. Los clientes devuelven el 15 % de los articulos que compran
rebajados, porcentaje que disminuye al 8 % si los articulos han sido adquiridos sin
rebajas.

a) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.

b) ;Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios rebajados?

a)
P = P(D)= P(R)-P(D/R) + P(R)-P(R/D) = 0,6-0,15 + 0,4-0,08 =

= 0,090 + 0,032 =0,122.

b)
_ _ PRnD) _ P(R)-P(D/R) _ 0,6-0,15 _
P = P(D/R)_ P(R) P(R)-P(D/R)+P(R)-P(R/D) ~ 0,60,15+0,4-0,08
0,090 _ 009 _ 9 _ 45 — 0.7377

= 009040032 _ 0122 _ 122 _ 61
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OPCION B
1°) Dadas las matrices A = (m02 — 24m01 —1)yB =(— 200), se pide:

a) Obtener los valores del pardmetro m para los que la matriz A admite inversa.
b) Param = 0, calcular A-B y AT'B.

c¢) Calcular B-B' y Bt-B, donde B’ denota la matriz traspuesta de B.

a)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

A|=|m02 —24m01 —1|=—4m —4 —m’ = 0; m" + 4m + 4 = 0;

(m + 2)2 = 0=>m =— 2.

Lamatriz A es invertible VmeR — {— 2}.

b)
Param = 0=A4-B = (002 — 24001 — 1)-(—200)=(040).

Param = 0=4A=(002 — 24001 —1).
Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

(I):(100010001):{F1<—>F2}=>(010100001):;

=

>{F> -5F}=(0 —F0100001)={F, o F,

)
=>(0 —%0001100) {F > F + 2FF —>—F3]=> 0 ——2001—00)

—=Ll.p =
> {F > F + 2F, F,>F, +F}=>(1 —52501500)24" =52 - 1411

Para
-1 1 1
m=02A4 B=--(2 —14102100)(—200)=—+(—4 -2 —2)=(—2 -

c)



BB =(—200)(—200)=(400000000).

B'B = (—200)(—200)=(4). (matriz de una fila y una columna)
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2°) Dada la funcion f(x) = ﬁ, se pide:

x2+9

a) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).

b) Calcular f (4).

c¢) Hallar el area del recinto limitado por la curva y = f(x), el eje OX y las rectas
x=—1yx=1

.7 X .
La funcién f(x)= lzl puede redefinirse como
x +9

f(x)= (——six < 0 —— six>0.

x2+9 \/x2+9

Las asintotas horizontales de una funcion son los valores finitos que alcanza la
funcion cuando x tiende a mas infinito o menos infinito.

f(x) = X = _x = -1 = -1 = —1 =
2 x*+9 2 / 9 [ 9
x 49 = xx-l2—9 1+X—2 1+?
_ -1 _ -1 =1
140 1 '
Larectay =— 1 es asintota horizontal en (— oo, 0).
5 1 1 1
f(x) = ’: = ;+9 = . = — = — =
\x*+9 v x;ﬂ A /1+x—2 N
-1 _1_1
\1+0 1
Larectay = 1es asintota horizontal en (0, + ).
2 2 2
, 14 94— E 9% X +9—x
=X . 24K +9 49 VX9
g(X) - 3 =49 (X) - 2 - 2 - 2 -
x 49 ( ¢x2+9) x +9 x 49
-9

(x2+9)~\/x2+9 -
1 x2+9—x~

h(X)Z x =>h(x)= 24549 _ 49 _ K49

2

2 2
X249 ( /x2+9) x 49 x"+9

9

(+9)x+9



f'(X)= {2_—9Six <0—2 x>0 .

(x +9)- x2+9 (x2+9)-\/x2+9

’4 = K = J = K .
f( ) (42—}—9)-\/% 25,@ 125

c)

.y |x| —X , X
La funcion f(x) = = six <0
f( ) \/x2+9 {\/x2+9 \/x2+9

positivas en el intervalo (— 1, 1), por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

si x=0 tiene ordenadas

1 0 1 0 1
S=J fe)yde = [ fOOdx + [ f)ydx = [ 2 4 [ XL -
-1 -1 0

—1 Vx +9 0 x2+9

=A+B. (%

Resolvemos en primer lugar la integral indefinida:

= [ gxsl® 4 9 = t2xdx = dtxdx = L Aofde LT o
I—f\/xz_wdx:{x+9 t2vdx = dexdx = gedt )= 5 [ =gt dt =5

=Jt+Cc=x"+9+cC

Sustituyendo el valor obtenido en las expresiones de A 'y B:

0 -1 -1
A= [—= -dx=fx'de=[\/x2+9] == 1)+ 9-0"+9=
-1 Vx +9 0 x +9 0

=1+ 9—-3=+10- 3.

11
: -dx=[\/x2+9] 12+ 9-1/0° + 9=+/10 - 3.
+9 0

X

1
B=]

0
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B:

S =+/10 — 3 ++/10 — 3 = 24/10 — 6.

s = (2410 — 6)u’=0,32 1",
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3°) Dados el punto P(1,1, 1) y las rectas r={2x — y =25x 4+ 2z =6,
x—=2 _ y+1 _ z—1
-1 1 = 1/3°

se pide:

a) Hallar la distancia del punto P a la recta 7.
b) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

c¢) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pase por el punto P.

a)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto
vectorial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se P
hace un esquema de la situacion.

) r
A

S=1yAmﬂS=Pth4vAAﬂ=Lﬂhﬁ
r T T r

- -
vTAAP |

v
r

> h=d(Pr) =

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

-

d(P,r) =

r=2x —y=25x+z=6=2x=A=2y=— 2+ 2\, z=6 — S5A=>r={x = A y
Un punto y un vector director de r son A(0, — 2, 6)y v o= 1, 2, —5).
AP =[P - A]l=[(1, 1, 1)—-(0, —2,6)]=(@1,3, -05).
Aplicando la férmula al punto Py a la recta 7:
;/‘Aﬁp‘ _ llijk12-513-5| _ |-10i-5/+3k=2k+15i+5j] _ |Si+k| _ ~S+1° _ 25+1
S 22 (=5) N J1+4+25 \30 \30 \30

T



26 [13 13 _ 41315 _ 4195 =
~ ko N1 T s T 15 15 u = dp,m.

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El haz de planos perpendiculares a la recta r tiene la siguiente ecuacion
general: a0=x + 2y — 5z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano m que contiene al punto P(1, 1, 1)
es el que satisface su ecuacion:
o=x + 2y — 52+ D=0 P(1,1,1)}=>1+21—-51+D=0=D =
>n=x + 2y — 52+ 2 =0.

El punto B, interseccion de la recta r con el plano T es la solucion del sistema
que forman:

m=x + 2y — 52+ 2 =0 r={x = A y==—2+4+2Az=6 — 5\ }=A+

A—4+ 40 —30+ 250+ 2 =0; 300 — 32 =05 =—-=

16 32 2 16 _ 2 6 2 2
=>{x— y=—2+qg="g5z=6-75=53 }:3(15' 15'3)

La distancia pedida del punto P a la recta r es equivalente p la distancia gntre

los puntos B y P, 0 sea el médulo de |BP|:

d(P, r) = |BﬁP| = \/(1 —%)2 + (1 —%)2 + (1 _%)2 -

_ _12_|_ 132_|_i2— 1169 1 [1¥169+25 _ /195
o 15 15 3) — \ 225 225 9 225 - 15

d(P, r)= Ji;@ unidades.

b)
Un punto y un vector de cada una de las rectas son los siguientes:

Recta T A0, — 2, 6)y17r =(1, 2, —5). Recta S:



B(2, -1, 1)yv5 =(—3, 3 1).
Los vectores v yv_son linealmente independientes por no ser proporcionales

sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para
diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

_)
Se considera el vector w que tiene como origen el punto A€r y extremo el

punto Bes:w = AB = [B — A]=[(2, — 1, 1)— (0, — 2, 6)]= (2, 1, — 5).

- o5

Segun que los vectores {vr, v, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se

cortan o se cruzan, respectivamente.

- o

Los vectores {vr, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante

que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

Rang{vr, vs,w}$|12 -5 -33121 —-5|=—15+15+4+30-1-30=

- —>] - 5 o

5
= 3#0=>Rang {vr, v, Wi= 3 =>vr, v, Wnoson coplanarios.

Las rectasr y S Secruzan.

c)
El haz de planos [ perpendiculares a la recta s tiene la siguiente ecuacidon
general: f=3x — 3y —z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano y que contiene al punto P(1, 1, 1)
es el que satisface su ecuacion:

B=3x -3y —z+D =10 P(1,1,1)}=31 — 31— 1-1 + D = 0=D

y=3x — 3y —z+1=0.
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4°) En una fabrica se elaboran dos tipos de productos: A y B. El 75 % de los
productos fabricados son de tipo A y el 25 % de tipo B. Los productos de tipo B salen
defectuosos un 5 % de las veces, mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2,5
% de las veces.

a) Si se fabrican 5.000 productos en un mes, ;/cuantos de ellos se espera que sean
defectuosos?

b) Un mes, por motivos logisticos, se cambid la produccién, de modo que se
fabricaron exclusivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6.000

unidades, determinar, aproximando la distribucion por una normal, la probabilidad de
que haya mas de 160 unidades defectuosas.

a)

P = P(D) = P(A)-P(D/A) + P(B)-P(B/D) =
= 0,750,025 + 0,250,050 = 0,01875 + 0,01250 = 0, 03125.
5.000-0,03125 = 156, 25.

Se espera que sean defectuosos 157 productos.

X La probabilidad de que un producto sea defectuoso es p = 0, 025.
g=1—-—p=1-0,025=0,975.
Media = p = n-p = 6.000-0,025 = 150.
Desviacién tipica = 6 = +/n-p-q = /6.000-0,025-0,975 = /146, 25 =
= 12,1.

Datos:n = 6.000; p = 150; o = 12,1.

wo_ X—150
o121

Tipificando la variable: Z = X;



160—150

o )= P(Z > 10

P = P(X > 160) = P(Z > 12'1)= P(Z > 0,83) =

=1-P(Z<0,83)=1 - 0,7967 = 0,2033.

La probabilidad de que haya mas de 160 defectuosos es 0, 2033.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estd permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) Considere lamatrizA = (102010001).
: : 2 3 4
a) Calcule las potencias sucesivas A, A, A .

b) ;Cudl sera la expresion general de la potencia A" para cualquier valor nEN?

)

) A*=AA=(102010001)(102010001)=(104010001).
A =44 =(104010001)(102010001)=(106010001).
A'=4A=(106010001)(102010001)=(108010001).

b)

Considerando la sucesion 2, 4, 6, 8, .-+, que es una progresion aritmética de
primer término 2, de diferencia 2.

El término general de una progresion aritmética es a =a + (n —1)d.

Aplicando la férmula al caso que nos ocupa:

a =2+M—-1)2=2+2n-2=2n

Antonio Menguiano



A"=(102n010001), Vnen.
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2°) a) Descomponga el ntimero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma
de uno de ellos mas el doble del logaritmo neperiano del otro sea maxima.

b) Calcule dicha suma maxima.

a)

Sean los nimeros x y (10 — x).
S(x)=x + 2L(10 — x).

La condicion necesaria para que una funcion tenga un maximo es que se anule
su primera derivada.

-1 —1—

S)=1+ 24 10—x _ 10—x _ 10—x°

S(x) = 022

T =0; 8 —x =0=>x = 8.
X
Para diferenciar los maximos se recurre a la segunda derivada; si es negativa

para los valores que anulan la primera, se trata de un maximo vy, si es positiva, de un
minimo.

" —1-(10—x)—(8—x)-(—1) —104+x+8—x -2
S = = = .
(%) (10—x)° (10-x)° (10-x)°
S”(8) = ——= _ =% —_ 1 < 0=>Maximoparax = 8
(10-8)° 4 2 p '

Los nimeros pedidos son 8 y 2, respectivamente.

b)
S=8+22=8+12"=8+ L4

La suma maxima pedida es 8 + L4=9, 386.
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3°) a) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ ——-dx.

~2x’+1

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0y
X

N

x = 2,y la gréfica de la funcién f(x) =

I =[— -dx=>{2x2 + 1 =t4x-dx = dtx-dx = %'dt}ﬁf-f%-dt = %f

\/2x2+1

1 = 1
=T'T+C=2—\/Z+ C.

dx = +\2x" + 1+ C.

b)

X

\2x’+1

En el intervalo (0, 2) todas las ordenadas de la funcion f(x) = son

positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:

2 2 - 2
S = ff(x)-dx = [——dx = [% 2x + 1] =
0 0

0 \/2x2+1
1 2 1 [5.02 _ 1 1 r_3 _ 1 _2_
==&;V22 4—1)—-(; 2:0 4—1)_ N9 —l=2—-—===1

Aeskeoskoskoskoskoskoskoskok



4°) Considere el plano 1 dado por la ecuacion m=3x — 2y + z = 3.

a) Estudie la posicion relativa del plano m y de la recta
r={x+3y+3z=0y +2z=1

b) En caso de que la recta r sea paralela al plano T, calcule la distancia entre ambos.

En caso de que la recta r corte al plano T, calcule el punto de corte y el angulo de
corte entre ambos.

“ La  recta T y el plano m  determinan el  sistema
3x—2y+z=3x+3y+3z=0 y+2z=1}

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

M= (3 - 21133012)yM':(3 —21133012 301).

Seglin sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1. -- Rango M =Rango M’ =2 = La recta est4 contenida en el plano.

2.-- Rango M =2, Rango M’ =3 = La recta es paralela al plano.

3. -- Rango M = Rango M’ =3 = La recta es secante al plano.

RangM= 1|3 —21133012|=18+1 -9 + 4 = 14#0=>Rang M = 3.

Rang M = Rang M = 3=Larectar y el plano T son secantes.

b)

Un vector normal del planot=3x — 2y + z — 3 = 0esn=(3, — 2, 1).

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={x +3y+3z=0y + 2z =1 Sz=2A2y=1—-2% x+ 3 — 61+ 3% = (

Xx=—3+3=r={x =—3+3Ay=1-2A z=A

Un vector director de r es v o= (3, — 2, 1), que es el mismo que n.

Por ser el vector director de la recta paralelo (coincidente) al vector normal del
plano:



Larectaryelplano mt son perpendiculares (forman 90°).
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5°) Una méquina funciona en modo automatico el 70 % de los dias y el resto de los
dias funciona en modo manual. La probabilidad de que tenga un fallo cuando
funciona en modo automatico es 0,15. La probabilidad de que tenga un fallo cuando
funciona en modo manual es 0,05.

a) Calcule la probabilidad de que no tenga ningutn fallo.

b) Si un dia tiene un fallo, ;cudl es la probabilidad de que haya funcionado en modo
manual?

a)
P = P(F) = P(ANF) + P(MNF) = P(A)-P(F/A) + P(M)-P(F/M) =
= 0,7-0,85 + 0,3:0,95 = 0,595 + 0,285 = 0, 880.
b)
_ __ P(MNF) __ P(M)-P(F/M) __ 03005 _ 0015 _ 15
P = PM/F)= P(F) 1—P(F) ~ 1-0,880 ~ 0,120 120 —M-
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OPCION B
1°) Considere el sistema de ecuaciones

2 ., .
{x—y+z=4ay+z=—4 x+2z=aqa en funcion del parametro a:
a) Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.

b) Determine para qué valor del pardmetro a el sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

a)

Segin el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema nunca es compatible
determinado cuando las matrices de coeficientes y ampliada no tienen el mismo
rango.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(-11011102)yM' =(1 - 11011102 4a —4a2).
El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:
IM|=]1 —11011102|=2-1-1=0=>RangM = 2.

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de a es el siguiente:

M'=(1 ~— 11011102 4a —4a2)=>{F3—>F3—F1}=>(1 ~ 1101101

=>{F3—>F3—F2}:>(1 —~ 11011000 4a —4a2—4a+4)=[1 — 110110

Param = 2=Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.=S. C. I.

Param#2=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Queda justificado que el sistema nunca es compatible determinado.

b)
Como se ha probado en el apartado anterior:

El sistema es compatible indeterminado paraa = 2.
skeoskesk sk sk skoskosk

2°) Considere la funciéon dada por f(x) = { e” six <0a+ bsenx si x>0
. Determina los valores de ay b para los cuales la funcidon f(x) es continua y
derivable en x = 0.



Para que una funcion sea derivable en un punto es condicidon necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es
dudosa y se van a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 0=>{f(x) = el =¢e =1 f(x) =(a+ bsenx)= a = f{

=>f) =f® =f0)=a=1

La funcioén resulta f(x) = { e six <01+ bsenx si x=0.

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 0 cuya derivabilidad se
va a forzar determinando el correspondiente valor de b.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

F)=1{ & six < 0bcosx si x>0 =x = 0=f(0)= {1 si x < 0b si x>0
=

=f(0)=f(0")=b=1.

La funcion f(x) es derivableenx = Oparaa = b = 1.
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3°) a) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ x-€ -dx.

b) Determine la primitiva de la funcion f(x) = x-e que pasa por el punto P(0, 1).

a)
I = fx-ex-dx = {u = xodu = dxe dx = dvov =¢ }=>x-ex — fex-dx =
=xe —e +C =ex(x - 1+ C.

[=fxede=¢(x—1)+C.

b)
F(x) = ex(x -1+ C.

Por contener F(x) al punto P(0, 1) es F(0) = 1:

F0)= 12 (0 = 1)+ C=1;, (= 1)+ C=1; =14 C=12C = 2

F(x) = ex(x - 1)+ 2
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4°) Considere el punto P(0, 1, 2) y la recta
r=2x+y—-—z=—1x—-y+z=3 :

a) Calcule la ecuacién (en cualquiera de sus formas) del plano 1 que es perpendicular
a la recta r y pasa por el punto P.

b) Calcule la distancia del punto P al planom=x + y + z = 5.

a)
La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la
siguiente:

r=2x +y—z=—1x—-y+z=3 =z==22x+y=—1+Ax—y=
4 7 _ 2
y=—1+7L—2x=—1+7\—?=—?+7\=>r:{x=? y=—?+7\Z=7\
Un vector director de r es Vo= 0, 1, 1).

El haz de planos 3 perpendiculares a r tiene la expresion =y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz 3, el plano T que contiene al punto P(0, 1, 2)
es el que satisface su ecuacion:

B=y +z+ D=0 P(0,1,2)}»1+2+D=0; 34+ D =0=>D=—

=y +z—3=0.

b)
La distancia de un punto Po(xo’ Yy Zo) al plano Ax + By + Cz + D =0

|Ax0+By0+CZO+D|

Aplicando la férmula al punto P(0, 1, 2) yalplanon=x + y + z — 5 = 0:

viene dada por la formula d(Po' T[) =

1-04+1-14+1-2—-5 0+1+42-5 -2 2 2-/3
d(P, ) = - L _ | _1=2 _ 2 _ 28

Joier | e B B 3

unidades.
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5°) En la pena del Atlético de Madrid, el 70 % de sus miembros prefiere que Antoine
Griezmann contintie jugando en el equipo durante la proxima temporada, el 50 %
prefiere que Fernando Torres continte jugando en el equipo la proxima temporada y
el 30 % prefiere que ambos jugadores sigan jugando en el equipo la proxima
temporada. Elegido al azar un miembro de la pefia, se pide:

a) (Cudl es la probabilidad de que prefiera que al menos alguno de los dos jugadores
siga jugando en el equipo la proxima temporada?

b) (Cual es la probabilidad de que prefiera que ninguno de los dos jugadores siga
jugando en el equipo la proéxima temporada?

¢) (Cuadl es la probabilidad de que prefiera que solo Fernando Torres siga jugando en
el equipo la préxima temporada?

Datos: P(G)= 0,7; P(T)=0,5; P(GNT)= 0,3.

a)

P = P(GUT) = P(G)+ P(T)— P(GNT)= 0,7 + 0,5 — 0,3 = 0,9
b)

P(GNT)=1— P(GUT)=1— 0,9 =0,1. —
c)

P = P(TNG) = P(T) — P(GNT) =

=05-03=0,2
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDAD DE MURCIA

SEPTIEMBRE — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a todas las
cuestiones de una de las opciones A o B. No estd permitido utilizar calculadoras
programables ni que realicen calculo simbolico, integrales o graficas. No es necesario
responder a las cuestiones en el mismo orden en que estan enunciadas. Antes bien, se
recomienda al alumno que empiece por aquellas cuestiones que le resulten mas
sencillas.

OPCION A

1°) Considere lamatrizA = (— 213 — 2).

a) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion AX = A + At, donde A es la
matriz traspuesta de A.

a)
|A|=1]— 213 — 2|=4 — 3 = 1#0 = Lamatriz A es invertible. C. q.

A'=(=231 - 2).
Adj.deAd'=(—2 =1 -3 —2)4 '=—(2132).

b)
AX=A+A A AX =4 (A+4) IX=4"(4+4)>

=X =A4(4+ 4.

7

A+A =(=213 =2)+ (=231 —2)=(— 444 — 4).

X=A"(A+4)=(@2132)(4 -4 —44)=(4 —44 - H)=41 —11 — 1)

Antonio Menguiano
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2°) Calcule los siguientes limites:

@) (\/x2+2—\/x2—2).

L(coscos x+sen x
b) ( )

X

oo — oco=[ndet.

=

. (\/x2+2—\/xZ—Z)(\/xz+2+\/x2—2)

2 2
= lim x +2-(x -2) lim

(\/x2+2)2—(\/x2—2)2

= lim

x—+0o0 A2+ =2

x2+2—x2+2

x40 A [y* 1 o4alx—2 x>+

V24’2 -

lim

4 —
oo el |

4

4
(0]

2 2
(\/x + 2 —\x — 2) = 0.
b)
L(coscos x+sen x L(coscos 0+sen 0 L(1+0 0 ' .
( " ) = K 5 ) — (0 ) = =>Indet. ={L'Hopital}=
—sen x+coscos x

—s _coscosxtsenx _ _—Senx+coscos x —sen 0+coscos 0 —0+1 _ 1 _ 1

1 T coscos x+sen x coscos 0+sen 0 1+0 ~ 1 =

L(coscos x+sen x )

X

= 1.
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COScos x

3°) a) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ sen x-e dx.

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x = 0y

TC , .y COoSscos x
x = -,y la grafica de la funcion f(x) = sen x-e

a)

Coscos x
I = fsen x-e

Coscos x COScoSs x

I = [senx-e dx =— e + C.

b)

En el intervalo (0, 1) todas las ordenadas de la funcion

2
f(X) — sen x.ecoscos x

son positivas, por lo cual la superficie a calcular es la

siguiente:
L ud
2 2 % 0
COScos x COScos x Coscos x
S = [ f(x)dx = f(senx-e )-dx = [— e ]o = [ ]l =
0 0 2
coscos 0 coscos % 1 0
=e —e =e —e =e — 1.
2
S=(—-—1Du.

deskeoskoskoskoskoskoskoskok

‘dx={coscosx =t senx-dx =— dt}=> — fet-dt =—e

COSCOS )



4°)  Considere las rectas 1r={2x —y +3z=3x+3y+5z=1 'y

_ x5 _ vy _ _z
S=T, T T

a) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) Determine la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano T que contiene a
ambas rectas.

a)

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r=(2x —y+3z2=3x+3y+5z2=1=2z2==22x—-y=3-3Ax+3y=1-5

57y =—1-7A2y == - % x+3(-F—-2)=1-5%

Xx—2-3=1-5% x="C-2=r=x = -2Ay=—F-Az=1 >

=25 Y 2 Ly~ (21, — 1)
- 2 1 -1 s r :

- -

Las componentes de v yv_son proporcionales.

Queda comprobado que las rectas r y s son paralelas.

b)

Un punto de r es P(1—70, — %, 0). Un punto de s es Q(5, 0, 0).

-

10 1 25 1
Pe=10 - FI=[0. 0,0 - (5 -7 0)]=(F 7 0)
Vectores directores del plano sonljs =(2,1 —-1) ym_/> = 7P_)Q = (25, 1, 0).
n(Q;JS, VF)E Ix —5yz21 — 12510 = 0;

— 25y +2z—-252+(x —5)=0; x — 5 — 25y — 23z = 0=

> n=x — 25y — 23z — 5 =0.
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5°) En una clase hay 40 estudiantes, de los cuales 25 son chicas y el resto son chicos.
Ademas, 30 estudiantes han aprobado las matematicas, de los cuales 10 son chicos.

a) Elegido un estudiante al azar, se pide:

a 1) (Cual es la probabilidad de que no haya aprobado las matematicas?

az) (Cudl es la probabilidad de que sea chica y haya aprobado las

matematicas?

b) Si se elige un estudiante que ha aprobado las matematicas, ;cual es la probabilidad
de que sea una chica?

a)

Mujer=P = i—g = 0,625=>{Aprueba—P = % = 0,800 Noaprueba—P = % =0,

Hombre=P = 411_3 = 0,375=>{Aprueba—P =< = 0,667 No aprueba—~P = 15_5 =

.

P = P(A)= P(M)-P(A/M) + P(H)-P(A/H) =

al)

= 0,625-0,200 + 0,375-0,333 = 0,125 + 0,125 = 0, 250.

a,)
2
P = P(MnA) = P(M)-P(A/M) = 0,625-0,800 = 0,500

b)

_ _ P(MnA) __ P(M)-P(A/M) __ 0,6250,800 _ 0,500 _
P =PM/A) = P = 1ph 12025~ 075 = 0,6667 .
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OPCION B

1°) Considere el sistema de ecuaciones homogéneo
fax + y+az=0 x+y+az=0 2x +(a— 1Dy +az=0
en funcion del parametro a:

a) Determine los valores del parametro a para los que el sistema tiene inicamente la
solucidn trivial (0, 0, 0).

b) Si es posible, resuélvalo para el valor del parametro a = 2.

5

La matriz de coeficienteses M = (alalla2a — 1a).

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, a efector de rango, las matrices de
coeficientes y ampliada son equivalente.

El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:

IM|=]alallaZa — 1a|=a2+a(a— 1)+ 2a—2a—a—a2(a— 1)=

2 2 3 2 3 2 2
=a +a —a—a—a +a =—a + 3a —2a=—a(a —3a+2)=0=>

2 3++/9—-8 3+4/1 3+1
=>a1=0;a—3a+2=0;a= — =‘2\f=;:>a2=1,a=2.

VaeR — {0, 1, 2}=Rang M = 3.
Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema es compatible determinado
cuando los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e iguales al

numero de incognitas; en el caso que nos ocupa el nimero de incognitas es tres, por
lo cual:

Es sistema tiene Unicamente la solucién trivial VaeR — {0, 1, 2}.

b)
Paraa = 2=M =(212112212):>{CZ= ZCZ}:RangM = 2.

Paraa = 2=Rang M = 2 < n%incbdg.=S. C. .

Para a=2 el sistema resulta
2x+y+2z2=0x+y+2z=0 2x+y + 2z=0, que es compatible
indeterminado y equivalente al sistema {2x + y + 2z =0x + y + 2z =0 .
Haciendo z = A:



2x +y=—2L x+y=—2A}2x+y=—2A —x —y=2A}=>x=0;, y =— 2\

Solucion:x = 0, y =— 2\, z = A, VAER.
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2°) Considere la funcion dada por f(x) = x\/18 — X con—4 < x< 4

a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus puntos criticos.
b) Justifique si la funcion f(x) tiene algin méximo o minimo.

f(x)=x\18 — X = \/18x2 _—

. 3 2 , 2
36x—4x 4x(9—x 2(9—x

fla =St o) o foy = 20x)
2\ 18x —x 2x\/18—x 18—x

La condicidn necesaria para que una funcion tenga un punto critico (maximo o
minimo) es que se anule su primera derivada.

a)

' 2
f(x)=0=>i(9_—x2-=0; 2(9—x2)=0; 9—x2=():>x1=— 3, x2=3_

\18—x
f(= 3)=— 31/18 — (= 3) =— 3+/18 — 9 =— 39 =— 9.
f(3)=31/18 —3°=3+/18 — 9= 3/9=9.

Son puntos criticos de la funcion A(— 3,— 9) y B(3, 9).

b)

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

— _ 2
—2x\/18-x"—(9-x") : J% _, —2x-\/18—x2+xfg_xx2

( W)Z 18—x

f@=2

2

—2x(18—x2)+x(9—x2)
9. \18—x" — 9. —36x+2x +9x—x" _ 0. X —27x

18—’ a (18—x2)\/18—x2 B (18—x2)\/18—x2'

n 3
f(=3)=2 ((_12)_9_)?1';(;;_39) = 2-%= 2:(— 1+ 3)=4 > 0=>Minimo



3’273  _ . 27-81

f @)= Z'W = o3 = 2:(1 — 3)=— 4 < 0=>Maximo

Elpunto A(— 3,— 9) esunminimo y el B(3, 9) un maximo.

Este apartado se puede resolver de una forma mas sencilla teniendo en cuenta
que la funcidon f(x) continua en su dominio puede estudiarse el crecimiento o
decrecimiento y un punto del intervalo (— 3, 3), por ejemplo, para x = 0.

f 0)= 20°9 - 0= Creciente para x = 0, de donde se llega a la conclusion

o

anterior, que el minimo es A(— 3, — 3) y el maximo B(3, 3).
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3°) a) Calcule la siguiente integral indefinida: I = [ x-Lx-dx.

b) Determine la primitiva de la funciéon f(x) = x-Lx que pasa por el punto P(1, 0).

a)
I =[xLxdx= {u = Lx—du = %-dx x-dx = dv-v =x7}=>Lx-xT — fXT%c
_x_Z.L — = xd —x_Z.L _L.X_Z_I_C_x_z.(ZL —1D+C
= Lx —— ) xdx = FLx — 5 == b .
2
I = [ x-Lx-dx =xT-(2Lx - 1)+ C.
b)

F(x)= [ f(x)dx = XT-(ZLx — 1D+ C=[xLxdx = xT(ZLx - 1)+ C.
Por pasar F(x) por P(1, 0) es F(1) = O:
F(1)= 0=--(2L1 — 1)+ C = 0; (20 — 1)+ C = 0=C =

F() = 7[x"@Lx — 1) + 1]
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4°)  Considere los puntos P(1,1,3) 'y 0Q(1,5 0) la recta
r={(2x —y—2z=—3 —x+y=4 ;

a) Compruebe que el punto P no estd en la recta r y que el punto Q si lo esta.

b) Determine el punto R de la recta r tal que el triangulo PQR sea rectangulo en P (es
decir, con angulo recto en el vértice P).

c¢) Calcule el area de dicho triangulo PQR.

a)

La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r=2x —y —2z=—3 —x+y=4 =z = A=2x —y=— 3 + 2A — X

y=44+x=4+14+2A=5+2=2r={x =1+2Ay=5+2Az=12A

P(1,1,3)er={1 =1+ 2A1 =5+ 213

A 1=2AgR=P(1, 1, 3)er.

Q(1, 5 0)er={1 =1+ 2A5 =5 + 210

A 124 = 0=Q(1, 5, 0)€er.

Queda comprobado que P no pertenece ary Q si.

b)
Los puntos de la recta r tiene por expresion general R(1 + 2A, 5 + 2A, A).

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:

-

PQ=[Q—-P]=1[(1,50—-(,1,3)]=(0, 4 - 3).

-

PR=[R—Pl=[1+2L,5+ 2, 0)— (1, 1, 3)]=QA 4 + 2, A — 3).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

PQ-PR = 0=(0, 4, — 3)-(2A, 4 + 2, A — 3)= 16 + 8\ — 31 + 9 = 0;

5L+ 25 =0, A +5 = 0=A =-5.



A=—5=2R=>{x=1-10=—9y=5-10=-—5z=-5 }= R(— 9

c)
Una forma de hallar el area del tridngulo es por la férmula basica del area de
un tridngulo como base por altura dividido por dos.

PR=(-10, — 6, — 8).

g = PO||PR| _ \0*+4*+(=3)°~(=10)°+(=6)*+(=8)> _ +/16+9-/100+36464 _
- 2 = 2 - 2 -

_ [254/200 _ 5102 _
50 _ 5104k _ gy

2
Spor = 252 u”.

Otra forma de hallar el area del tridngulo es la siguiente:

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos:

112 - 1 . - i
SPQR=7|PQ><PR|=7||l]kO4 ~3 -10 —6 — 8| =lijk0 —43534] =

= |- 16i + 15j + 20k — 9i| = |— 25i + 15j + 20k|= 5:|— 5i + 3j + 4k| =

= 5/(= 5)° 432+ 4° = 54025 + 9 + 16 = 5-/50 = 5512 = 252.

2
Spor = 252 u”.
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5°) Realizada una encuesta entre los habitantes de una ciudad, se ha llegado a la
conclusion de que el 40 % de sus habitaciones lee habitualmente el periddico local, el
30 % lee revistas del corazon y el 20 % lee ambos tipos de publicaciones. Elegido un
habitante al azar, se pide:

a) (Cudl es la probabilidad de que lea al menos alguno de los dos tipos de
publicaciones?

b) ;Cual es la probabilidad de que no lea ninguno de los dos tipos de publicaciones?

¢) (Cudl es la probabilidad de que lea solo revistas del corazén?

Datos: Periddico: P(P) = 0, 4; Revistas: P(R) = 0,3; Ambos: P(PNR) = 0, 2

a)

P = P(PUR) = P(P)+ P(R)— P(PNR)= 0,4 + 0,3 — 0,2 = 0,5.
b)

P=P(PNnR)=1-P(PUR)=1-0,5=0,5.
c)

P = P(RNP)= P(R) — P(PNR)= 0,3 — 0,2 =0, 1.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION A
1°) Estudia el sistema de ecuaciones
{(a—3)x +(a—-2)y + 2z =— 2a-6)x+@Ba—-6)y+5z2=—1 (3-a)

dependiente del parametro real a y resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(a—3a—222a—63a—653—aOa—Z),M'z(a—Ba—ZZZa—6J

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=]|la —3a—222a—-63a—-—653 —ala—-2|=|a—3a—-222(a —
= 3(a — 3)(a — 2)2 +5@a—-2)3—-—a)—6(a—2)3—a)— 2(a — 3)(a — 2)2 =
—@-3)a-2 -@-2)3-a)=@@-3)a-2)"+(@@-2)(a-3)=
=(a—3)(a-2)[(a—-2)+1]=(a—1)(a - 2)(a—-3)=0=>

a, 1, a, 2, a,

Para {a#1 a#2 a#3 }=»Rang M = Rang M=3=ne incdg.=S. C. D.

Paraa=1>M =(—2 —12 —4 —3520 —1 —1 —12)=>{C1— 4
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=Rang M' = 2.

Paraa = 1=Rang M = Rang M' = 2 < n%incog.=S. C. L.

Paraa = 25M = (- 102 — 205100 -1 — 11)=RangM = {C, C,, (
>|-12 —1 —25 —1101|=—5—2+5 + 4 = 2#20=Rang M = 3.

Paraa = 35M = (012035001 —1 — 12)=>RangM'=>{Cz, c, )=
512 — 135 —1012[=10 — 3 + 1 — 12 = 4#0=>Rang M = 3.

Para{a = 2a = 3}»>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Para a=1 el sistema resulta
{(—-2x—-—y+2z=—1 —4x -3y +5z=—12x—2z=2 , que
es compatible indeterminado. Para su resolucion se desprecia la segunda ecuacion y
se hace x = A:

Z=—2+28 —2L—y — 4 + 4A =— 1=y =— 3 + 21

Solucion:x = A, y =— 3 + 2\, z =— 2 + 2\, VA€ER.

Se resuelve ahora para a#1, a#2 y a#3 por el método de Gauss:

M'=(a—3a—222a—63a—653—a0a—2 -1 —1a2—4a+5)=>{F
=>(a-3a-220a-210a-2a —11a2—4a+4)=>{F3—>F3—F2}=>

2
>(a-3a-220a-2100a—1 —1la —4a+3)=z =" - Lo

a—1 a—1

4—a
a—2"

(a@a—2)y+a—-3=1 (a—2)y=4—a=>y =

4—a
a—2

(@a-3)x+@-2)—=+20@a-3)=—L (@-3)x+4—-a+2a-6=—1

1—a
a—3"

(a—3)x+a-2=—1 (a—3)x+a—-2=1—-a>x =



Solucion: x = , Yy = z =a — 3, YaeR — {2, 3}.
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2°) Halla el simétrico del punto P(2, 5, 2) respecto de la recta
x+1 _ y=2 _ z+1
2 -1 2

La expresion de r dada por wunas ecuaciones paramétricas es
r={x=—1+4+2Ay=2-A z=—1+ 2A.

Un vector director de r es v o= (2, —1,2).

El haz de planos perpendicularesar es B=2x — y + 2z + D = 0.

El plano a € que contiene al punto P(2, 5, 2) es el siguiente:

B=2x —y + 22+ D=0 P(2,5 2)}222-5+22+D=0; 4-

3+D=0;, D==—33a=2x—-—y + 2z—-3=0. /

El punto B interseccion de r y a es el siguiente:

a=2x —y+2z—-3=0 r={x=—1+4+2\y=2-A z=—1+ 2\
214+20)-R2 -+ 2(-1+20)—-3=0;

—2+4+4A—-24+2A—-24+41-3=0,94-9=0;, A—1=0=A=1.

fx==—14+2Ay=2—-2A z==—14+2A=2A=1=2{x=—1+2=1y=2-1=

Para que P sea el simétrico de P con respecto a r tiene que cumplirse que:
PB=BP'=[B — P|=[P — B]
[(17 1, 1) - (2' 5, 2 )] = [(X, Y, Z) - (1' 1, 1)];

-1 -4 —-1DHD=xx-1y—-1,z-D=>{x-1=—1-x=0 y—1=—4-
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3°) Demuestra que existe a€(0, 2) tal que f'(a) = 1, siendo la funcion f(x) de
T+TIX
2

tedricos empleados y justifica su uso.

., 2 :
expresion f(x) = sen ‘COS %-L (Zex + 2x — x ) Menciona los resultados

f'(X) = —--cos ﬂ+2“x -cos L (Zex + 2x — xz) —

T+TX Lsen X L
2 2 2

x 2 T+TIX mx  2e4+2-2x
— sen (Ze + 2x — x ) + sen ——-cos .

2 2 Zex+2x—x2 .
Las funciones f(x) y f | (x) son continuas y derivables en el intervalo (0, 2).

f(0)=-—cos—cosO0-L(2+0—0)-

LN
2

sen0-L (2 + 0 — 0) + sen —--cos 0- 220 =

TC
- sen o 2 240—0

=01L2—-1-—0L2+112=0+0+2=2

f(D)= —--cos T--cos oL (2e + 2 — 1) —

T+T T T T+ T Z2et+2-2
— sen ——-—-:sen — ‘L (2e + 2 — 1)+ sen —C0S oo =
L 0L(2e +1)— 0-=. T L(2e+2 -1+ 0 o 2e+2-2 _
= 7 cosmO-L (2e ) 7 sen 5L (2e ) €08 5 2ev2-1

=0-0+0=0.

En el intervalo (0, 1) € (0, 2) le es aplicable a f (x) el teorema de los Valores
Intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si una funcion f(x) es continua en un
intervalo [a, b] y un niimero k esta comprendido entre los valores extremos de la
funcion, o sea, f(a)<k<f(b) o f(a)=k=f(b), entonces existe un valor c€[a, b] tal

que f(c) = k”.
Como quiera que es f’(O) =2>1> f’(l) = 0:

da€(0, 2) tal que f ’(a) = 1, como teniamos que demostrar.
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4°) La grafica de la funcion f(x) = cos cosnTx divide al cuadrado de centro

0(0, 0) y lado 2 en tres regiones. Calcula el area de cada una de esas tres regiones.

Teniendo en cuenta que f(0)=1; f(— 1)= f(1)= 0, la representacion
grafica, aproximada, de la funcidn es la que aparece en la figura adjunta.

4

De la observacion de la figura se deducen las

superficies a calcular, que son las siguientes:
1
=J[1 - f(x)]d
0
1 1 1
=f(1 — Coscos“Tx)-dx = [dx — fcoscosﬂz—x-dx =
0 0 0

=[x, -A=1-0-A=1-4=S5. (%

1 2
A=fcoscos%-dx=>{x=1—>t=%x=0—>t= } %fcoscost-dt=
0 0

2 2 T 2 2
= —[sent] = = ?-(sen7— sen 0) =—1-0==

£
0
Sustituyendo el valor obtenido en (*):

m—2
.

— 2 _
51_1_11_

S =5 ="2u'=0,36u".

La superficie S 5 puede obtenerse de forma sencilla restando a la superficie del

cuadrado las superficies S Y S 5> 1O obstante se resuelve por integrales.

1

1
= [[f(x) = (= 1)]dx f(1+coscos—)dx—
1

-1



1 1
=fdx+fcoscos%-dx=[x]il+B=1—(— 1)+B=2+B=52.
—1 -1

(**)

1
B = fcoscos%x-dxz{x = 1-t =%x =— 1-t =—%}=>%-
-1

coscost-dt =

|
o= %N‘j

T
2 2z 2 L s 2 L 1 4
= —:[sent] =—sen— — sen|——=||=—='(sen - + sen | =—.
g _m m 2 2 i1 2 2 i1
2

Sustituyendo el valor obtenido en (**):

S =2 +— =22

2 T i

2n+4 2 2
S, =" u'=3,27u"
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OPCION B

1°) Siendo lamatrizA = (t2t + 2 — tt001 2), calcula el valor del parametro t

para que se cumpla la igualdad |A_1| =— 1.

A|=[t2¢t+2 —tt0012|=2t" — t(t + 2)+ 4t = 2" —t* — 2t + 4t =— 1;
2 2 2
Pt 2t=—1 +2t+1=0; (t +1° =0t =—1.

IA_ll =— 1parat =— 1.
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2°) Halla la ecuacion continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rectas

de ecuaciones r={x+y+z—-3=02x+2z-5=0 y
—x=2 _ y+3 _ z-1
=" T 1T T

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r={x+y+z—-—3=02x+2z—-5=0 =2x=2A2z=5-2\, y=3—-—x—2z=
=3—-A—=-54+2A=—2+A>1r={x=A y=—2+Az=5—-2\.

Un punto y un vector director de r son A(0, — 2, 5)y v o= 1,1, —2).

Un punto y un vector directorde s son B(2, — 3, 1)y Vo= (—=2,1,1).

- -

S
Un vector w perpendicular a los vectores vy v es cualquiera que sea

linealmente dependiente del producto vectorial de estos vectores:

w=v Av =lijk11l —2 —211|=i+4j + k + 2k + 2i — j = 3i + 3j + 3k

Sw=(1,1,1).

Determinamos dos planos &, y 7, de las siguientes caracteristicas:
nl(A; v, W)E Xy +22z-511 —2111|= 0;

x=—20+2)+(Zz-5-(C-5+2x—-(y+ 2)=0;



3x —3(y + 2)=0; x—(y+2)=0=>n15x—y—2=0.

nZ(B; 1;;,1;)5|x—2y+32—1 ~211111|= 0;
x—-—2)+@y+3)-2z-D-zz—-1D—-(x—-2)+2(y+3)=0;
3y +3)=3z—-1)=0 ¥+3)—(z-1)=0, y+3—2z+1=0=

=>n25y—z+4=0.

La recta pedida t es la interseccion de los planos obtenidos anteriormente, m; y
mt=s{x —y—-—2=0y—-—2z+4=0.

Para expresar t en funcion continua hacemos y = A:
x=2+N z=4+M>t=sx=2+Ay=A z=4+ .

La expresion de t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x=2 _y z—4

t:1_1 T
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3°) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

x+1 e
I =)= dx. I = ——-dx
1 x +3x—4 2 14+2e +e
x+1
I =)= dx
1 x +3x—4
2 —3+4/9+16 —34+/25 —345
X +3x—4=0;, x = 5 = 2r= > =>x1=—4,x2=1.

X +3x—4=>00+ 4 - 1).

x+1 M N  Mx—M+Nx+4N _  (M+N)x+(—M+4N) _ _

K43x—4  xF4 T T T e a2 = M+N=1—-M+ 4\
— 9. ' 2 _ _ 4 _ 2 _3
S5N=2, N=4] M+-=1sM=1-—=—.

3 2

U 5. SR U 5 gy = 2. 2 gl — _
Il—fx2+3x_4 dx—f(x+4+x_1)dx—5L|x+4|+5L|x 1|+ C =

— IN(x + 4D°(x — D’ + C.

[ =[x = L\S/(lx + 4|)3-(x — 1)2 + C.

1 x2+3x—4
| = [——dx = [—° 2-dx=>{1+ex=tex-dx=dt}=>f%-dt=
1+2e +e (1+e") t
-2 -1
=t dt ="+ C=——+C=——5+C
- t 1+e
e 1
I = ——dx =— -+ C
2 1+2e +e 1+e
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4°) Halla los extremos relativos y los puntos de inflexién de la siguiente funcion:

f(x)= X —x

Por ser f(— x)= f(x), la funcién es simétrica con respecto al eje de
ordenadas.

Para que una funcidén tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion, que es
necesaria, no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no
se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

F(x)= 4x" — 2x. =124 - 2.

()= 024x° — 2x = 0; 2x(2x° — 1) = 0=x = 0=2x° — 1 = O;
1

2x2— 1 = 0; x2=%=>x =—£ X =J2£.

2 2773
f”(O) =— 2 < 0 >Maximo relativo parax = 0.

f(0)= 0 = Maximo: 0(0, 0).

f”(_ %) = 12'% — 2 = 4 > 0=Minimo relativo para x =— %

2 )

f(-2)= (L) - (- L) =2 -+ = 2= Minimo: P~ 2, 1)

Por simetria con respecto al eje Y: Minimo: Q(%, — %)

Una funcion tiene un punto de inflexion para los valores que anulan la segunda
derivada, siendo distinto de cero el valor de la tercera derivada para los valores que
anulan la segunda.



fm(x) = 24x=>fm(x1)¢0 yfm(xz)¢0=>P. I.parax =x yx =x

. 2 _ _
Siendo x =%esf(+%):L—%: -6 __ 5

36 36 36 °

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion con respecto al eje Y:
Puntos de inflexion: M(— b _ 5 ) y N( e _ 5 )

6’ 36 6’ 36
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE NAVARRA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION A
1°) Estudia el sistema de ecuaciones
fx+2y=1 x+@+4)y+@+1)z=0 — (a +

dependiente del parametro real a y resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(1201a+4a+ 10 —a—2a2+3a+2)yM'=(1201a+4a+10 -

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:
M|=[1201a +4a+10 —a—2a +3a+2]|=
= (a + 4)(a2+ 3a + 2)—((1 + 1)(—a— 2)- 2(a2+ 3a + 2)=

=a3+3a2+2a+4a2+12a+8+a2+2a+a+2—2a2—6a—4=

3 2 1 6 11 §]
=a + 6a + 1la + 6 = 0. -] -1 -5 -6
I 5 6 0
Resolviendo por Ruffini: =2 2 e o
esolviendo por Ruffini: : ; ﬂ
3 3
=a =—1a=-24a=-3. 1 _{]_|

Para{a+ — 1la# — 2a# — 3 }=>Rang A = Rang A' = 3 = n%incég.=S. C. D

Paraa =— 1M = (1201300 — 10 103)=>RangM'=>{cl, c,cl=

A. Menguiano



=5]1211300 —13[=9 — 1 — 6 = 2#0=>Rang M = 3.

Param =— 2=M = (12012 — 1000 102)=>RangM'=>{cz=zcl}=>
={c,C,C}=>11011 —10002[=- 2#0=Rang M = 3.

Para{a =— 1a =— 2}=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Paraa =— 35M = (12011 — 2012 101):>{F1—F2=F3}=>RangM'=

Paraa =— 3=>Rang A = Rang A=2 < n2%incég.=S. C. I.

Se resuelve en primer lugar para a# — 1, a# — 2y a# — 3 por la regla de
Cramer:

X = [1200a+4at+la+s —a—2a’+3a+2| _ (a+4)(a’+3a+2)+2(a+D)(a+D)+(a+2)(a+1) _
(a+1)(a+2)(a+3) (a+1)(a+2)(a+3)
_ d+3d’+2a+4a"+12a+8+(a+1)(2a+8+a+2) _ a +7a'+14a+8+(a+1)(3a+10)
- (a+1)(a+2)(a+3) o (a+1)(a+2)(a+3)
_ d+7d°+14a+8+3a°+10a+3a+10 _ a'+10a°+27a+18 _ (a+1)(a+3)(a+6) _ a+6
(a+1)(a+2)(a+3) T (a+D(a+2)(a+3) (a+1D)(a+2)(@+3) ~  a+2
_ |l11010a+10a+4a’+3a+2| _ —(a+(a+D)—(a’+3a+2) _ —a’—5a—4—a’—3a—2 _
y = (a+1)(a+2)(a+3) o (a+1)(a+2)(a+3)  (a+D(a+2)(a+3)
_ —2a°—8a—6 _ —2-(a2+4a+3) —_ . (a+1)(a+3) =2 _
T (a+D(a+2)(a+3) ~  (a+1)(a+2)(a+3) (a+1D)(a+2)(a+3) =~ a+2 Y.
_11211a+400—-a—2a+4| _ (at+4)(a+4)—a—2-2(a+4) __ a’+8a+16—a—2—2a—8 _
o (a+1)(a+2)(a+3) o (a+1)(a+2)(a+3) T (a+1)(a+2)(a+3)
_ a’+5a+6 _ (a+D(@+3) 1
T (at+D(a+2)(@+3) ~  (a+1)(a+2)(a+3) ~ at+l Z.
. _ a6 =2 1 e _ _
Solucion: x = ) == Z="7 YaeR — {— 1, 2, 3}.
Para a=—3 el sistema resulta

fx+2y=1 x+y—-2z=0y+2z=1 , que es  compatible
indeterminado. Despreciando la segunda ecuacion y haciendo z = A:



y=1-2% x=1-2y=1-21-20)=1-2+4r=—1 + 41

Solucion:x =— 1 + 4A;, y =1 — 2h z = A, VAER.
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2°) Sean los puntos P(7, 4, 2), Q(1, 2, — 2)yR(2, 1, — 3). Uno de ellos es el
centro de un rombo, y los otros dos, vértices. Halla los dos vértices restantes.

Los puntos P(7, 4, 2), Q(1, 2, —2)yR(2,1, — 3) determinan los
siguientes vectores:

QP =[P —Q]=1[(7,4 2)— (1, 2, — 2)]=(6, 2, 4).
RP =[P — R|=[(7, 4 2)— (2, 1, —3)]=(5, 3, 5).
QR=[R-0Q]=[(2 1 -3)-(1 2 -2)]=(1, -1, —-1)
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

QP-RP = (6, 2, 4)-(5, 3, 5)= 30 + 6 + 20 = 56%0=QP y RP no son L.

QP-QR= (6,2, 4)(1, —1, —1)=6 —2 — 4 = 0=QP y RP son L.

El centro del rombo es el punto Q(1, 2, — 2).

PO=\VA -7’ +@2 -4+ (=2-2"=36+4 + 16 =56.

PR=V2 -7+ (1 -4’ + (=3 —2)"=1/25+9 + 25 =159,

QR=V2 - 1D’ +(1 -2+ (=3+2°=T+1+1=15

De lo anterior se deduce que los puntos Py R determinan un lado del
rectangulo y los puntos P y Q determinan un segmento que es la mitad de la diagonal
mayor y los puntos Q y R determinan un segmento que es la mitad de la diagonal
menor.

De la observacion de la figura adjunta se deducen las igualdades de los
siguientes vectores:

QR=TQ=(1, —1, —1)=[Q — T];




1, -1, - D=[1,2, -2)-(xy.2)]=1-x2-y, —2—-2)=>

=>{1-x=1-x=0 2 —y=—1-y =13 —2—-—z==1-z=-1}>T(O,

QP=50>(624)=[Q-S=[12 —2)—(xy 2)]=

6,2,49)=0-x2-y, —2-2)=2{1l—-x=6-0x=—52—-—y=2-5y=0
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3°) Calcula las siguientes integrales:

3
a)l = [ .sen 3x-dx. b)I = [—8Z gy,
1+cos (2x)
a)
3
I = feCOSCOS *.sen 3x-dx=>{cos cos(3x) =t — 3-senx-dx = dt senx-dx =— —;
:_%‘et +C :_%.ecoscos(Bx) +C
[ = fecoscos 3x-sen 3x-dx =— %.ecoscos (3x) tC
b)
| = f sen22x dx = 2.senx'c;)scosx -dx=>{cos cos2x =t — 2-sen2x-dx = dt s
14cos (2x) 14cos (2x)
1 1 1 1
= — 7f e -dt =— —arctagt + C =— —--arctag (coscos 2x) + C.
[ = [—2 . 4x =— +.arctag (cos cos 2x) + C.
f 1+cosz(2x) 2 g ( )
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4°) Halla las asintotas (no es necesario hacer el estudio de la posicion de la curva

2
respecto a ellas) y los extremos relativos de la funcion y = f(x) = %.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a més o menos infinito.

2x°+6
x—1

2
k=fx)= 22 = 4 ok=f(x)= — o }= No tiene asintotas

x—1

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x — 1 =0>=>x = 1=Larectax = 1es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: Son de la forma y = mx + n, siendo:

_ S — _ i
m =~y n = [f(x) — mx], conm finito y m#0.

2

2x +6 ) 2 6
X — X +
m fmn f( ) = 21 = 2 = 2.
x X x —x
2x°46 2x°+6—2x"+2x
n=|[f(x)—mx] = ( — Zx) = o=
2x+6
x—1 2

Asintota oblicua: y = 2x + 2.

Para que una funcién tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicion necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicion,
que es necesaria, no es suficiente; para que exista un maximo o un minimo es
necesario que no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la
primera derivada.

4 (=D —(2x°+6)1 _ 4x’—4x—2x"—6 2’ —4x—6 _ 2(x’—2x—3)

y = f(X) = (x—l)z = (x—l)z = (x—l)z (x—l)z

' ' 2
V= fay= 0o 228) 00 o 3 g oo 2l

(x—1)° ’ 2

216 _ 2 _ qygny == 1, x =3
2 2 - 1 ’ ’




Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

y” _ f"(x) _ (=) =1’ =2 -2x=3)-[2-(x=1)1] _

(@-1)"
_ (4x—4)-(x—1)—4(x"—2x—3) _ 4x" —4x—4x+4—4x +8x+12 __16
(-1’ (-1’ @1
f(—1= ( 1161)3 = ig =— 2 < 0=>Maximo relativo para x =— 1.

2
f(— 1)=2E220 = 20 = 4o Maximo: A(— 1, — 4).

f”(3) = (3161)3 = 186 = 2 > 0=Minimo relativo para x = 3.

2
f(3) = 5% = 22 = 12=Minimo: B(3, 12).
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OPCION B

1°) Sea la matriz A =(—112abcxyz) tal que |A|=— 1. Calcular el

determinante de la matriz Az-Bt siendo
B=(xyz2a—-x2b—y2c—za+1b—1c — 2).

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es el
producto de los determinantes de las matrices y que el determinante de una matriz es
igual que el determinante de su matriz traspuesta:

2t

|[A"B| = |4-A-B| = |A|"|A||B| == 1-(~ 1)|B| = |B|.

Considerando la propiedad de los determinantes que dice que si todos los
elementos de una linea estdin formados por dos sumandos, dicho determinante se
puede descomponer en la suma de dos determinantes en los que las demads lineas
permanecen invariantes:

|IB|=|xyz2a — x2b —y2c—za+1b—1c - 2|=
=|xyz2a2b2ca+ 1b—-1c—-2|+|xyz —x —y —za+1b—-1c—-2|=|
= 2:|xyzabca+ 1b—1c — 2|=2:|xyzabcabc|+ 2:|xyzabcl —1 — 2

=— 2:|xyzabc — 112|=+ 2:|—-112abcxyz|= 2:|A|=2:(—1)=—- 2

Para el resultado anterior se han tenido en cuanta las propiedades de los
determinantes que dicen que si dos lineas de un determinante son proporcionales el
valor del determinante es cero y que si se intercambian dos lineas de un determinante
su valor cambia de signo.

IAZ-BtI —— 2
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2°) Halla unas ecuaciones continuas de la recta t que pasa por el punto P(— 4, 0, 5)

y corta a las rectas

= — — _x=2 _ y-3 _ z
r={x+y+z—-—1=0x+y+1=0 ySE——=-7T-=T.

La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
r={x+y+z—-—1=0x+y+1=0 Sy==x=—1—-A z=1—-—x — A-:
=1+14+A-A=2=z=r={fx=—1—-Ay=A2A z =2

Un punto y un vector directorder son Q(— 1, 0, 2) y v o= (- 1,1, 0).

Los puntos P y Q determinan el vector:

PO=[Q —Pl=[(—1,0,2)— (-4 0,5)]=(3, 0 —3)

El plano T, que contiene a la recta r y al punto P tiene la siguiente expresion

general:

nl(P; ;,P_)Q)E|x+4yz—5 11030 —3|=0; —3(x+4)—3(z-5)—3

(x+4)+(z—5)+y=0:>1115x+y+z—1=0.

Un punto y un vector director de la recta s son: R(2, 3, 0) y Vo= 2,1, 1)

Los puntos P y R determinan el vector:

.

PR=[R—-P]=[(2 3, 0= (—4 0, 5]=(6 3 —5).

El plano T, que contiene a la recta s y al punto P tiene la siguiente expresion

general:
nZ(P; v, PR)E x+4yz—521163 —5|=0;

—5(x+4)+ 6y + 6(z—5) —6(z —5)— 3(x + 4)+ 10y = 0;



—8(x+4)+16y=0;x+4—2y=0=>n25x—2y+4=0.

La recta t es la interseccion de los  planos T YT

2
t=x +y+z-1=0x—-2y+4=0 .

La expresion de la recta t por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

t=fx+y+z-1

Ox —2y4+4=0 =2y=A=2x=—44+2\, z=1—-x—Yy
=14+4—-2A—-—A=5-3A=2z

t={x =— 4 + 21y = A z=5-3A oSt=Xt-_y_25
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3°)  Demuestra que existe a€(2,3) tal que f(a)=— %, siendo

3[ 3 2 : .
f(x) = cos cos (mx) \/x — 2x — 1. Menciona los resultados teoricos empleados
y justifica su uso.

La funcion f(x) = cos cos (1x) \3/ x> — 2x° — 1 es continua en su dominio,
que es R, por ser el producto de dos funciones continuas en R, por lo cual le es
aplicable el teorema de los Valores Intermedios a cualquier intervalo finito que se
considere.

El teorema de los Valores Intermedios dice que: “si una funcién f(x) es
continua en el intervalo [m, n] se cumple que para un valor p tal que
f(m) < p < f(n) o también f(m) > p > f(n), existe al menos un valor a€[m, n|

tal que f(a) = p”.

Aplicando el mencionado teorema a la funcion f(x) en el intervalo [2, 3].

F(2) = coscos @m) 22— 22" —1=18 =B —-1=9=1=—1.

f(3) = cos cos (3m) -\3/33 — 23" 1= 1427 — 18 — 1 =—— 8 =— 2.

Como quiera que f(2) >— % > f(3), queda probado que:

La funcion f(x) toma el valor — 2 al menos una vez, en el intervalo (2, 3).

2
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las siguientes funciones:
f(x)=— X+ 3x y g(x) = {% Si x<2 3 — xsix > 2. Calcula el area de la

region del plano encerrada entre ambas graficas.

Los puntos de corte de dos funciones tienen como abscisas las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus expresiones.

x<2=f(x)= g(x)= — X+ 3x = %; — 2%+ 6x = X; 2x° — 5x = 0;

x(2x — 5)=0=>x=0,x = %$2=>Soluci(m: X, = 0.

x> 05f()=g)> —x +3x =3 —x x — 4x + 3 = 0;

£ = 4i\/126—712 4+\f 2 _ 2+1=>x = 122, x = 3=Solucién: X, = 3.

Considerando el valor x = 1=20 < 1 < 3:
f=—1"+31=—1+3=2 g)=— f)> g(D).

Teniendo en cuanta lo anterior, la superficie a calcular, que se ilustra en la
figura adjunta, es la siguiente:

2

3
= 1760~ gotdx = [|(~ "+ 31) -

0

x
7-dx+

|

+ Z[(— X+ 3x) - (3 - x)]-dx =

( X +—)dx+f( x2+4x—3)-dx=

o N

-+
=(2T

=——2+5-9+18-9+--8+6=5-8+6=11—8=3.

X 4x° 3 X 5x° 2 X 2 3
]+[—T+ > —Bx] =[—T+ 4]+[—T+2x—3x]=
2

3 3
)—o+(—%+ 2-32—3-3)—(—27+ 2-22—3-2)=



S =34
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DEL PA{S VASCO

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Este examen tiene dos opciones, A y B. Solamente se podran usar calculadoras no
programables.

OPCION A

1°) Determinar el rango de la matrizA = (11a + 1a000a2 120),segln los
valores de a.

Procediendo por el método de Gauss:

(1la+1a000a?2 120)=>{F2—>F2—aF1}=>(11a+10 —a -d-a0a:
2 2 ~
=>{F3—>F3+F2}=>(11a+10—a—a—aOO—a—a+2 12 -a2—-a

2 2 —1+f1+8 - _
™) —a —a+2=0a+a—-2=0a= 1i21+8= 1;—”@: 12i3=>

>a =—2a=15>-d —a+2=—(a+2)(a— 1.

=>[11a+10 —a —-a —-a0o —(a+ 2)(a—-1) 12—a2—a]. (la
tercera fila no se puede anular).

Rang A = 3, Va€R.
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2°) Seael plano m=x + y+ z = 1,sealarectar={x = 1y =tz =1t y seael
punto P(1, 1, 0).
a) Hallar la ecuacion del plano  perpendicular a r y que contenga al punto P.

b) Hallar el punto P simétrico de P respecto del plano Tr.

a)

Un vector director de la recta r es v o= 0, 1, 1).

El haz de planos a perpendicularesaresa=y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano 3 que contiene al punto P(1, 1, 0)
es el que satisface su ecuacion:

a=y +z+D =0 P(1,1,0)}=1 + 0 + D = 0=D =— 1.

B=y +z — 1= 0.

b)

El vector normal del planont=x + y + z = lesn= (1, 1, 1).

La recta s perpendicular al plano m que contiene al punto P(1, 1, 0) tiene la
siguiente expresion, dada por unas ecuaciones paramétricas:
sEix =1+Ay=1+2Az=A2A

El punto Q de corte de s con Tt es la solucion del sistema que forman:

m=x+y+z=1 ssx=1+Ay=1+2Az=2A =@ +2)+ A + 7

30+ 1 =024 =— -

Q=>{x=1+Ay=14+Az=12A }:Az—%:{le—%z%yzl—%z—

.

El punto P'(x, y, z) es simétrico de P(2, — 1, 3) cuando sea PQ = QP':

[Q - PI=[P - Q] [(% + -3 0|=|@ y 2- (£ % - %)]



(1 1 2
Pl 5-3)
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<, 2 —x . . ..
3°) Dada la funcion f(x)= x -e ~, estudiar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento y la existencia de maximos, minimos y asintotas.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.
2 2

2 —x 2 ' 2x-€ —x e e (2—x x-(2—x 2x—x
f@=x-e =5 f)=grs =20 = 200 = 20

f=0=2E2 20 x2 - x)=02x,=0,x, =2
e

Por ser f(x) una funcién continua en su dominio, que es R, las raices de la
derivada dividen al dominio en los intervalos (— oo, 0), (0, 2) y (2, + ), donde
la funcidn es, alternativamente, creciente o decreciente.

Considerando, por ejemplo, x = 1€(0, 2):

e

f'(l):ﬂzl;lL:L> 0.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0=>x€(0, 2).

Decrecimiento:f’(x) < 0=xe(— o, 0) U (2, + o0).

Para que una funcidén tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicién necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

" _ (2-2x)€—x(2—x)€e ex-(2—2x—2x+x2) _ X —4x+2
f (x) - er - 2x - X

e e

f”(O) = io = 2 > 0 =>Minimo relativo parax = 0.
e

f(0)=—=5 === 0 = Min. 50(0, 0).
e



f )= 4_82+2 = _22 < 0 =Maximo relativo para x = 2.
e e

f(2) = 2— =1 5 Max =>Q(2, iz).

e e

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
X 2x oo

= — =Indet. =>{L'Hopital} = - == =— =

x
e e

k== %
2

=Indet. =>{L'Hopital} = ix =— =0.
e

Larectay = 0 (eje de abscisas) es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

exth, Vx€ER.
No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.
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4°) Calcular la siguiente integral indefinida: I = | xe Fodx.

I =[x"e " dx

2 -3 2 -3 -3
I=[x"e x-dx=>{u=x—>du=2xdxe “dx = dv-v =—%e x}z)
2 1 3% 1 —3x 1 2 -3x 2 —3x
=—-x—e + f?e 2xdx = ——x e+ ?-fe xdx =
2
R N *
=—5x-e +<4 (%)
—3x —3x 1 —-3x
A=[xe -dx:>{u=x—>du=dxe dx = dv-v =— —e }=>
-3 -3 -3 -3 -3
:—x-%e x+f%e x-dx=—%x-e x—%e x+C=—%e x(3x+1)+C

Sustituyendo en (*) el valor de A:

1 %2 -3x 2 1 -3 1 —3x(, 2
I=—-——x-e —55e (Bx+1+C=——e (9x +6x+2)+C.
I=[x"e " dx == e (92" + 6x + 2) + C.
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5°) Calcular el area méxima que puede tener un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa
mide 8 cm.

l"\A Superficie: § = %:Méxima.
oy 2 2 2
Por el teorema de Pitagoras: 8 =b + ¢
c =\64 — b, Sustituyendo en la superficie:
2
S(by = 208" — L Jean? — bt

La superficie serda maxima cuando se anule su primera derivada:

' 3
S(b)= -2 = 0128b — 4b° = 0; 4b(32 - b”) = 0=

2/64b*—b"
b, =0;32—b =0, b=+32=+42b =— 42, b, = 4 2.
La soluciéon b = 0 es para minimo.
El valor negativo carece de sentido l6gico, por lo cual: b = 4\/5 :

c =164 — b =-/64 — 32 =32 = 42.

s=be_ M2 _ g5 g6

e 7 . 7 2 z
Esun triangulo rectangulo isdsceles de 16 cm de a.
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OPCION B

1°) a) Discutir el sistema
S@={x+ay—2z=2 2x +y+az=0 3x +(a+ 1y —z:
en funcion de a.

b) (Hay solucion para a = 1? En caso afirmativo calcular dicha solucion. En caso
negativo razonar la respuesta.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(la —121a3a+1 —1) y
M =(la -—121a3a+1 -1 20a—1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=|1a —121a3a+1 —-1|=—1-2(a+ 1)+ 3a2+3+2a—a(a-
=2—2a—2+3a2+2a—a2—a=2a2—a=0; a(2a—1)=0=>{a1=0a2=

Para {aiO ai% }:RangM = Rang M’ = 3 = n%incdg.=S. C. D.

Paraa = 0sM = (10 — 121031 —1 20 — 1)=>RangM'=>{cl, ¢, ¢,

51010221031 —1|=—1+ 4 — 6 =— 3%0=Rang M = 3.

_ 1 _ (1L _ 123 _ _ L.
Paraa—2=>»M—(12 121232 1 20 2),aefectosde

rango equivalente a la matriz:
2M = (21 — 242163 —2 40 — 1)=RangM =>{CZ, C, C4}=> 1 — 24210

=—1-16 — 12 — 4 =— 33#0=>Rang M = 3.

Para {a¢0 ai% }=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para a=1 el sistema resulta
SMH={x+y—-—2z=2 2x+y+2z=03x+2y—-—2=0, que es
compatible determinado.



Resolviendo por la regla de Cramer:

21-101102-1] _ —2-4
21°-1 1
y=112 —120130 —1|=6 + 4 = 10.

X =

z=1112210320|=8 — 6 = 2.

Solucion:x =— 6, y = 10, z = 2.
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2°) Determinar el punto simétrico de A(— 3, 1, — 7) respecto a la recta r de
ecuaciones paramétricas r={x =— 1+t y =3 + 2t z =— 1 + 2t.

Un vector director de 7 es v o= 1, 2, 2).

El haz de planos perpendiculares ar es f=x + 2y + 2z + D = 0.

El plano a€ que contiene al punto A(— 3, 1, — 7) es el siguiente:

B=x+ 2y +2z+ D=0 A(-3,1, —7)}=> -3 +2142(—=7)+1

—34+2—-14+D=0;, —15+D=0; D=15=>
> a=x + 2y + 2z + 15 = 0.

El punto B interseccion de r y a es el siguiente:

a=x + 2y + 2z + 15=0 r={x=—14+ty=3+2t z=—1+ 2t
—14+t+23@+2)+ 2(— 1 + 2t)+ 15 = 0;

—1+t+6+4t—-—2+4t+15=0; 9t +18=0; t + 2 = 0=t =— 2.

(x=—14+ty=3+2t z=—1+ 2}t =—22{x=—1-2=—3y=3—4

Para que A sea el simétrico de A con respecto a r tiene que cumplirse que:
AB = AP'=[B — Al=[A - B];

(=3 -1 =5-31 -NDI=[xy2-(3 -1 =5



0, —2,2)=(x+3,y+1,z+5=>{x+3=0>x=—3 y+1=—2-y==—":
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3°) De la funciéon f(x) = X+ A" + Bx + C, se sabe que su grafica pasa por el
punto P(1, 0) y que tiene un extremo en x = 0 de valor 1.

a) Hallar A, By C.

b) (El extremo situado en el punto x = 0 es maximo o minimo?

“ Por pasar por el punto P(1, 0): f(1) = 0:
fF)=1"+A41"+B1+C=0, A+B+C=—1. (1)
Por tener un extremo relativo para x = 0 es f'(O) = 0:
f'(x) = 3x" + 24x + B.
f(0)= 0=B = 0.
Por tener un extremo en x = 0 de valor 1 es f(0) = 1:
f(O)=1=C = 1.
Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de B y C:
A+B+(C=—1=2A+0+1=— 124 =— 2.

b)

La funcion resulta: f(x) = X - 2x + 1.
f'(x) = 3x" — 4x. f”(x) = 6x — 4.

f (0) =— 4 < 0=Méximo.

La funciéon f(x) en x = 0 lo que tiene es un maximo relativo.

st sfe sk sk skeosk skoske skok



4% Lacurva y = f(x) = 4x” ylacurvay = g(x) = 4x — x° delimitan un recinto
finito del plano. Dibujar dicho recinto y calcular su area.

Los puntos de corte de las dos funciones tienen
como abscisas las soluciones de la ecuacion que resultas de
la igualacion de sus expresiones:

f(x)y=g9gx)= 4x° = 4x — xz; 5x° — 4x = 0;

#(5x = 4)= 09(x, = 000, 0)x, = 45 53]
La funcion y = f(x) = 4x° es una parabola convexa (U) de vértice el origen
de coordenadas y que contiene a los puntos C(— 1, 4) y D(1, 4).

La funcion y = g(x) = 4x — x° es una parabola concava (N) de vértice el
punto V (2, 4) y que contiene al origen y al punto A(4, 0).

La superficie a calcular se deduce de la figura adjunta y su valor es el
siguiente:

4
5

_? _ . =g — 2 — 2. = —_ 2 =
S—{[g(x) f(x)]-dx {[(49( x) 4x]dx f(4x Sx)dx

0

2 3 Ts 4)? 5 4\ 2 3
|t s 5 4'(5) _ (5) _ o2t _ 54 _ 32 64 _ 9664 _ 32
| 2 30_ 2 3 g2 353 25 75 75 75

_ 32 2 _ 2
S = 7 U = 0,427 u .
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2.018 2.018

5°) Hallar razonadamente el ultimo digito del numero P = (2.018)

(3)

Las sucesivas potencia de cualquier nimero natural que termine en 8 tienen las
siguientes sucesivas terminaciones: 8, 4, 2, 6, 8, 4, 2, 6, -+

2.018| 4

018 504
2

De la sucesion anterior se deduce que las terminaciones son, sucesivamente, 8,

4, 2 0 6, segun que los restos de dividir el exponente por 4 sean, sucesivamente, 1, 2,
300.

Por ser el resto 2 el nlimero (2. 018)2'018 termina en 4.

302 1, 3123’ 3229, 33227, 342 81’ 352243, .......

Noétese que las sucesivas potencias de 3 terminanen 1,3,9,7,1,3,9,7, -----

En general 3" termina en el resto de la division de n entre 4.

En particular 3% termina igual que 37 que es 9.

2.018 2.018

Elnamero P = (2.018) 3) igual que 4-9, o sea en 6.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DEL PA{S VASCO

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Este examen tiene dos opciones, A y B. Solamente se podran usar calculadoras no
programables.

OPCION A

1°) Determinar el rango de la matrizA = (11a + 1a000a2 120),segln los
valores de a.

Procediendo por el método de Gauss:

(1la+1a000a?2 120)=>{F2—>F2—aF1}=>(11a+10 —a -d-a0a:
2 2 ~
=>{F3—>F3+F2}=>(11a+10—a—a—aOO—a—a+2 12 -a2—-a

2 2 —1+f1+8 - _
™) —a —a+2=0a+a—-2=0a= 1i21+8= 1;—”@: 12i3=>

>a =—2a=15>-d —a+2=—(a+2)(a— 1.

=>[11a+10 —a —-a —-a0o —(a+ 2)(a—-1) 12—a2—a]. (la
tercera fila no se puede anular).

Rang A = 3, Va€R.
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2°) Seael plano m=x + y+ z = 1,sealarectar={x = 1y =tz =1t y seael
punto P(1, 1, 0).
a) Hallar la ecuacion del plano  perpendicular a r y que contenga al punto P.

b) Hallar el punto P simétrico de P respecto del plano Tr.

a)

Un vector director de la recta r es v o= 0, 1, 1).

El haz de planos a perpendicularesaresa=y + z + D = 0.

De los infinitos planos del haz a, el plano 3 que contiene al punto P(1, 1, 0)
es el que satisface su ecuacion:

a=y +z+D =0 P(1,1,0)}=1 + 0 + D = 0=D =— 1.

B=y +z — 1= 0.

b)

El vector normal del planont=x + y + z = lesn= (1, 1, 1).

La recta s perpendicular al plano m que contiene al punto P(1, 1, 0) tiene la
siguiente expresion, dada por unas ecuaciones paramétricas:
sEix =1+Ay=1+2Az=A2A

El punto Q de corte de s con Tt es la solucion del sistema que forman:

m=x+y+z=1 ssx=1+Ay=1+2Az=2A =@ +2)+ A + 7

30+ 1 =024 =— -

Q=>{x=1+Ay=14+Az=12A }:Az—%:{le—%z%yzl—%z—

.

El punto P'(x, y, z) es simétrico de P(2, — 1, 3) cuando sea PQ = QP':

[Q - PI=[P - Q] [(% + -3 0|=|@ y 2- (£ % - %)]



(1 1 2
Pl 5-3)
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<, 2 —x . . ..
3°) Dada la funcion f(x)= x -e ~, estudiar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento y la existencia de maximos, minimos y asintotas.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.
2 2

2 —x 2 ' 2x-€ —x e e (2—x x-(2—x 2x—x
f@=x-e =5 f)=grs =20 = 200 = 20

f=0=2E2 20 x2 - x)=02x,=0,x, =2
e

Por ser f(x) una funcién continua en su dominio, que es R, las raices de la
derivada dividen al dominio en los intervalos (— oo, 0), (0, 2) y (2, + ), donde
la funcidn es, alternativamente, creciente o decreciente.

Considerando, por ejemplo, x = 1€(0, 2):

e

f'(l):ﬂzl;lL:L> 0.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0=>x€(0, 2).

Decrecimiento:f’(x) < 0=xe(— o, 0) U (2, + o0).

Para que una funcidén tenga un méximo o minimo relativo en un punto es
condicién necesaria que se anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los méximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

" _ (2-2x)€—x(2—x)€e ex-(2—2x—2x+x2) _ X —4x+2
f (x) - er - 2x - X

e e

f”(O) = io = 2 > 0 =>Minimo relativo parax = 0.
e

f(0)=—=5 === 0 = Min. 50(0, 0).
e



f )= 4_82+2 = _22 < 0 =Maximo relativo para x = 2.
e e

f(2) = 2— =1 5 Max =>Q(2, iz).

e e

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

2
X 2x oo

= — =Indet. =>{L'Hopital} = - == =— =

x
e e

k== %
2

=Indet. =>{L'Hopital} = ix =— =0.
e

Larectay = 0 (eje de abscisas) es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

exth, Vx€ER.
No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.
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4°) Calcular la siguiente integral indefinida: I = | xe Fodx.

I =[x"e " dx

2 -3 2 -3 -3
I=[x"e x-dx=>{u=x—>du=2xdxe “dx = dv-v =—%e x}z)
2 1 3% 1 —3x 1 2 -3x 2 —3x
=—-x—e + f?e 2xdx = ——x e+ ?-fe xdx =
2
R N *
=—5x-e +<4 (%)
—3x —3x 1 —-3x
A=[xe -dx:>{u=x—>du=dxe dx = dv-v =— —e }=>
-3 -3 -3 -3 -3
:—x-%e x+f%e x-dx=—%x-e x—%e x+C=—%e x(3x+1)+C

Sustituyendo en (*) el valor de A:

1 %2 -3x 2 1 -3 1 —3x(, 2
I=—-——x-e —55e (Bx+1+C=——e (9x +6x+2)+C.
I=[x"e " dx == e (92" + 6x + 2) + C.
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5°) Calcular el area méxima que puede tener un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa
mide 8 cm.

l"\A Superficie: § = %:Méxima.
oy 2 2 2
Por el teorema de Pitagoras: 8 =b + ¢
c =\64 — b, Sustituyendo en la superficie:
2
S(by = 208" — L Jean? — bt

La superficie serda maxima cuando se anule su primera derivada:

' 3
S(b)= -2 = 0128b — 4b° = 0; 4b(32 - b”) = 0=

2/64b*—b"
b, =0;32—b =0, b=+32=+42b =— 42, b, = 4 2.
La soluciéon b = 0 es para minimo.
El valor negativo carece de sentido l6gico, por lo cual: b = 4\/5 :

c =164 — b =-/64 — 32 =32 = 42.

s=be_ M2 _ g5 g6

e 7 . 7 2 z
Esun triangulo rectangulo isdsceles de 16 cm de a.
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OPCION B

1°) a) Discutir el sistema
S@={x+ay—2z=2 2x +y+az=0 3x +(a+ 1y —z:
en funcion de a.

b) (Hay solucion para a = 1? En caso afirmativo calcular dicha solucion. En caso
negativo razonar la respuesta.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(la —121a3a+1 —1) y
M =(la -—121a3a+1 -1 20a—1).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=|1a —121a3a+1 —-1|=—1-2(a+ 1)+ 3a2+3+2a—a(a-
=2—2a—2+3a2+2a—a2—a=2a2—a=0; a(2a—1)=0=>{a1=0a2=

Para {aiO ai% }:RangM = Rang M’ = 3 = n%incdg.=S. C. D.

Paraa = 0sM = (10 — 121031 —1 20 — 1)=>RangM'=>{cl, ¢, ¢,

51010221031 —1|=—1+ 4 — 6 =— 3%0=Rang M = 3.

_ 1 _ (1L _ 123 _ _ L.
Paraa—2=>»M—(12 121232 1 20 2),aefectosde

rango equivalente a la matriz:
2M = (21 — 242163 —2 40 — 1)=RangM =>{CZ, C, C4}=> 1 — 24210

=—1-16 — 12 — 4 =— 33#0=>Rang M = 3.

Para {a¢0 ai% }=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

b)

Para a=1 el sistema resulta
SMH={x+y—-—2z=2 2x+y+2z=03x+2y—-—2=0, que es
compatible determinado.



Resolviendo por la regla de Cramer:

21-101102-1] _ —2-4
21°-1 1
y=112 —120130 —1|=6 + 4 = 10.

X =

z=1112210320|=8 — 6 = 2.

Solucion:x =— 6, y = 10, z = 2.
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2°) Determinar el punto simétrico de A(— 3, 1, — 7) respecto a la recta r de
ecuaciones paramétricas r={x =— 1+t y =3 + 2t z =— 1 + 2t.

Un vector director de 7 es v o= 1, 2, 2).

El haz de planos perpendiculares ar es f=x + 2y + 2z + D = 0.

El plano a€ que contiene al punto A(— 3, 1, — 7) es el siguiente:

B=x+ 2y +2z+ D=0 A(-3,1, —7)}=> -3 +2142(—=7)+1

—34+2—-14+D=0;, —15+D=0; D=15=>
> a=x + 2y + 2z + 15 = 0.

El punto B interseccion de r y a es el siguiente:

a=x + 2y + 2z + 15=0 r={x=—14+ty=3+2t z=—1+ 2t
—14+t+23@+2)+ 2(— 1 + 2t)+ 15 = 0;

—1+t+6+4t—-—2+4t+15=0; 9t +18=0; t + 2 = 0=t =— 2.

(x=—14+ty=3+2t z=—1+ 2}t =—22{x=—1-2=—3y=3—4

Para que A sea el simétrico de A con respecto a r tiene que cumplirse que:
AB = AP'=[B — Al=[A - B];

(=3 -1 =5-31 -NDI=[xy2-(3 -1 =5



0, —2,2)=(x+3,y+1,z+5=>{x+3=0>x=—3 y+1=—2-y==—":
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3°) De la funciéon f(x) = X+ A" + Bx + C, se sabe que su grafica pasa por el
punto P(1, 0) y que tiene un extremo en x = 0 de valor 1.

a) Hallar A, By C.

b) (El extremo situado en el punto x = 0 es maximo o minimo?

“ Por pasar por el punto P(1, 0): f(1) = 0:
fF)=1"+A41"+B1+C=0, A+B+C=—1. (1)
Por tener un extremo relativo para x = 0 es f'(O) = 0:
f'(x) = 3x" + 24x + B.
f(0)= 0=B = 0.
Por tener un extremo en x = 0 de valor 1 es f(0) = 1:
f(O)=1=C = 1.
Sustituyendo en (1) los valores obtenidos de B y C:
A+B+(C=—1=2A+0+1=— 124 =— 2.

b)

La funcion resulta: f(x) = X - 2x + 1.
f'(x) = 3x" — 4x. f”(x) = 6x — 4.

f (0) =— 4 < 0=Méximo.

La funciéon f(x) en x = 0 lo que tiene es un maximo relativo.
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4% Lacurva y = f(x) = 4x” ylacurvay = g(x) = 4x — x° delimitan un recinto
finito del plano. Dibujar dicho recinto y calcular su area.

Los puntos de corte de las dos funciones tienen
como abscisas las soluciones de la ecuacion que resultas de
la igualacion de sus expresiones:

f(x)y=g9gx)= 4x° = 4x — xz; 5x° — 4x = 0;

#(5x = 4)= 09(x, = 000, 0)x, = 45 53]
La funcion y = f(x) = 4x° es una parabola convexa (U) de vértice el origen
de coordenadas y que contiene a los puntos C(— 1, 4) y D(1, 4).

La funcion y = g(x) = 4x — x° es una parabola concava (N) de vértice el
punto V (2, 4) y que contiene al origen y al punto A(4, 0).

La superficie a calcular se deduce de la figura adjunta y su valor es el
siguiente:

4
5

_? _ . =g — 2 — 2. = —_ 2 =
S—{[g(x) f(x)]-dx {[(49( x) 4x]dx f(4x Sx)dx

0

2 3 Ts 4)? 5 4\ 2 3
|t s 5 4'(5) _ (5) _ o2t _ 54 _ 32 64 _ 9664 _ 32
| 2 30_ 2 3 g2 353 25 75 75 75

_ 32 2 _ 2
S = 7 U = 0,427 u .
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2.018 2.018

5°) Hallar razonadamente el ultimo digito del numero P = (2.018)

(3)

Las sucesivas potencia de cualquier nimero natural que termine en 8 tienen las
siguientes sucesivas terminaciones: 8, 4, 2, 6, 8, 4, 2, 6, -+

2.018| 4

018 504
2

De la sucesion anterior se deduce que las terminaciones son, sucesivamente, 8,

4, 2 0 6, segun que los restos de dividir el exponente por 4 sean, sucesivamente, 1, 2,
300.

Por ser el resto 2 el nlimero (2. 018)2'018 termina en 4.

302 1, 3123’ 3229, 33227, 342 81’ 352243, .......

Noétese que las sucesivas potencias de 3 terminanen 1,3,9,7,1,3,9,7, -----

En general 3" termina en el resto de la division de n entre 4.

En particular 3% termina igual que 37 que es 9.

2.018 2.018

Elnamero P = (2.018) 3) igual que 4-9, o sea en 6.

seskoskoskoskoskoskoskoskok



IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DEL PA{S VASCO

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Este examen tiene dos opciones, A y B. Solamente se podran usar calculadoras no
programables.

OPCION A
1°) Calcula el rango de la matrizA = (1040a4 — 13a 20 — 2), segun los
valores de a.

Procediendo por el método de Gauss:

(1040a4 —13a 20 —2)=>{F3—>F3+F1}:>(1040a403a+4 200)=

= {F,>+F )= (104015030 +4 200)={F,>F, - 3F}>

2
:(10401%00% 20 0).
2
Para %ﬁl_lzz 0=>Rang A = 2:

2
a’+4a—12 2 —44+-/16+48 —44+/64 —448
—  =0=a +4a-12=0; a = > = -~ =— =

=— 2+4=>a =— 6, a, = 2.
1 2

Para{a =— 6a = 2}=>Rang A = 2; para{a* — 6 a#2}=>Rang A = 3.

st s sk sk sk ko skok

2°) Se dan los puntos A(3, 3, 3), B(2, 3, 4), C(0, 0, 4) yD(3, 0, 1).

a) (Estan en el mismo plano? En caso afirmativo hallar la ecuacion del plano. En
caso negativo razonar la respuesta.

A. Menguiano



b) Calcular a para que el punto P(a, a, 8) esté en la recta que pasa por Ay C.

a)

Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores:

-

BA=1[A - B]=[@3, 3 3)— (2 3 4)]=(1,0 — 1)
CA=[A-C]=[3, 3 3) = (0,0 4)]=(@3, 3 —1).
DA=[A - D]=[(3 3 3)— (3,0, 1)]= (0, 3, 2).

- - -

Para que los puntos A, B, C y D sean coplanarios, los vectores BA, CA'y DA
tienen que ser coplanarios, o sea, que su rango tiene que ser menor de tres; el
determinante que forman tiene que valer cero:

Rang {BA, CA, DA}< 32|10 — 133 —1032|=6 -9 + 3 = 0.

Los puntos A, B, Cy D son coplanarios.

La ecuacion general del plano 1 que determinan tiene como vectores directores
a dos cualesquiera de los hallados y uno cualquiera de los puntos, por ejemplo:

n(c; BA, CA)E|xyz—410 — 133 —1|=0; —3y +3(z — 4)+ 3x + )
— 2y +3z—-12 + 3x = 0.

m=3x — 2y + 3z — 12 = 0.

b)
La recta r que pasa por A(3, 3, 3) y C(0, 0, 4) tiene por vector director al que

determinan estos puntos: CA = (3, 3, — 1).

La recta r dada por unas ecuaciones paramétricas  es:
r={x =31 y=3A z=4-A.

Para que la recta r contenga al punto P(a, a, 8) tiene que satisfacer su
ecuacion:

3\ = a=A = 4 — L =824 —

w|a

= 8; %=— 4=q =— 12.

Paraa =— 12 larecta que pasa por Ay C contiene al punto P.
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3°) Sea f la funcion definida por: f(x) = {3 — axz, six<1 % six>1.

Estudiar su continuidad y su derivabilidad en funcion de a.

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicion necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su
continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 1, que para forzar su
continuidad y derivabilidad se va a determinar el valor de a.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por
la derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

Parax = 1={f(x) = (3 - ax2)= 3—a=f1)f(x) == %

= f(x) = f(x) =f(1)=>3—a=%=>3a—a2=2; a2—3a+2=0.

> =>a1=1,a2:2.

_ 3+/9-8 _ 3+/1 _ 341
2 -2

La funcion f(x) es continuaen Rparaa = 1yparaa = 2.

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 1 cuya derivabilidad se
va a forzar determinando el correspondiente valor de a.

Una funcion es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

F)={-2ax si x<1 — % six>1. f'(1_) —— 2a.

a

F)=f(1)= -2a=-22a=1

La funcién f(x) es derivable paraa = 1.

La funcion f(x) es continua y derivable Gnicamente paraa = 1.
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2x—1
—-dx.
x(x+1)

4°) Calcular la siguiente integral indefinida: I = |

2x—1 A + B + C _ A(x+1)2+Bx(x+1)+Cx _ A(x2+2x+1)+Bx2+Bx+Cx _
x(x+1)° x x+1 (x+1)° x(x+1)° x(x+1)°
2 2 2
AX +2Ax+A+Bx +Bx+C A+B)x +(2A+B+C)x+A
= Ax 2dvtdiBe tBetCx _ (ArB)x +@ABHOxtA A+B=02A4+B+C=2
x(x+1) x(x+1)

—-2+1+C=2;, C=2+1=3.

[ 2x-1 _ ]t 1 3 |4 _
1=/ -dx—f[x + Tt (x+1)2]dx—

x(x+1)2
__ DT e gy 3
=— Llx|+ Llx + 1|+ 3= —+C=1 x| ——+ C.
_ o 2x=1 . oqxtl| 3
I={ dx = L|= =+ C

x(x+1)2
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5°) De todos los nimeros positivos x e y tales que x + y = 10, encontrar aquellos

2 ..
para los que el producto P = x -y sea maximo.

x+y=10=>y = 10 — x.

2 3 2
P(x)=x-(10 — x)=—x + 10x.
Para que una funcién tenga un méximo relativo es condicién necesaria que se
anule su primera derivada. Esta condicion, que es necesaria, no es suficiente; es

necesario que la segunda derivada sea negativa para los valores que anulan la
primera.

P’(x) =— 3x" + 20x.

P’(X) = 0> — 3X2 + 20x = 0, — X(3_X — 20) = Ole — O, xz =2_30

P (x) =— 6x + 20.
P”(O) =— 6-0 + 20 > 0=>Para minimo.

P"(%) =— 62~ + 20 =— 40 + 20 =— 20 < 0=>Méximo parax = 5

_ 20 _ 10
y =10 — =5 =—

2 s 20 10
ElproductoP = x -y esmaximoparax = —S-ey = — .

st sfe sk s skeosk skosk skok



OPCION B

1°) Dado el sistema de ecuaciones
Sa@={x+2y —z=2 x+(@+1)y—-—az=2ax+ay+@+ 1z=1
a) Discutirlo segun los distintos valores de a.

b) (Hay solucion para a = 2? En caso afirmativo calcular dicha solucion. En caso
negativo razonar la respuesta.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=(12 —11la+1 —alaa+1) y
M =12 —11la+1 —alaa+1 22al).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=112 —11a+1 —alaa+1|=@+ 1D —a—-2a+@+1+d - 2a

=a2+2a+1—3a—a—1+a2=2a2—2a=0;a2—a:0; a(a — 1)= 0=

Para {a#0 a#1 }=>Rang M = Rang M =3 =ne incog.=S. C. D.

Paraa = 0sM = (12 — 1110101 201)=>RangM'=>{cl, c, C4}=>

>1(122110101|=1— 2 — 2 =— 3#0=>Rang M = 3.

Paraa = 0=>Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible.

Paraa = 1M = (12 =112 — 1112 221)={F =F |>RangM =2

Paraa = 1=Rang M = Rang M=2<ne incdg.=S. C. I.

b)
Hay solucion para a = 2: el sistema es compatible determinado.




Para a=2 el sistema
{(x+2y—z=2 x+3y—-—2z=4x+2y+3z=1, que es
determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

|22-143-2123| _ 18-8—44+3+8-24 _ 21-28 _ 7
B 2.2°-2.2 o 8—4 o 4 T4
_ 112-114-2113| _ 12-1-4+442-6 _ 14-7 _ 7
y = 4 - 4 -4 T 4
;= 122134121 _ 3+448-6-8-2 _ 15-16 _ 1
- 4 - 4 - 4 - 4
Solucién:x =— L y =L 5, —_ L
olucion:x =——, y =, Z =— .

st s sk sk ko ko skok

resulta:
compatible



2°) Hallar la ecuacion del plano que contiene al punto P(2, — 1, 2) yalarectar de

.7 x — z—1
ecuacion r==- = 2= = =

Un punto y un vector director de r son Q(0, 3, 1) y v o= (2,1, —1).

Los puntos P y Q determinan el vector QP = [P — Q] = (2, — 4, 1).

La ecuacion del plano pedido es la siguiente:

n(P; ;r,Q_)P)E|x—2y+1Z—221 12 —41|=0;
x—2)-20+1)—-8z—-2)—2z-2)—4(x —2)—2(y + 1)= 0;
—3x—=-2)—4@y +1)—-10z—-2)=0; 3(x —2)+4(y + 1)+ 10(z — 2) = 0;
3x —6+ 4y + 4+ 10z — 20 = 0.

m=3x + 4y + 10z — 22 = 0.
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3°) Dada la funcion f(x) = x2_3 , se pide:

e
a) Hallar las asintotas de f.
b) Hallar los intervalos donde es creciente y donde es decreciente.

¢) ¢ Tiene extremos la funcioén f? En caso afirmativo, ;en qué puntos?

a)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k=f(0)=

2
xz_i = 1= Asintota horizontal:y = 1.
A

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x —4=0=>x =— 2, x = 2.
1 2

Asintotas verticales: x =— 2, x = 2.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto para los valores
reales de x que anulan el denominador: D(f) =R — {— 2, 2}.

Una funcidn es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

f'(X)= 2x-(x2—4)—(xz—3)-2x _ 2x-(x2—4—x2+3) __—2

(x*-4) () (x*-4)

Parax < 0= f'(x) > 0 = Crecimiento: (— o, — 2)U (= 2, 0).

2 .

Parax > 0= f'(x) < 0 = Decrecimiento: (0, 2) U (2, + ).

b)

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es
condicidén necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicion,
que es necesaria, no es suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario



que no se anule la segunda derivada en ese punto para los valores que anula la
primera derivada.

f(x)—0=> =0; —2x=0=>x=0.
x 4)

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

f"(x)z —2-(x2_4)2+2x-[2.(x2_4‘),2x] _ —2'(x2—2)+8x2 _ —2x2+4+8x2 _ 6x2+4 _
(x2_4) (x2—4) (x2_ ) (x2_4)

f (0) = (30 +2) = =X > 0=Minimo relativo parax = 0.

0°=3 _ — 3 .. 3
f(0)= Cap - = Minimo: A(O, —).

4
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4°) Representar el recinto del plano limitado por las curvas y = e’ y = e y por la
recta x = 1. Calcular su area.

a)
La funciones f(x) = e y g(x)= e son simétricas con respecto al eje de
ordenadas y se cortan en el punto A(0, 1).

6 . a3 . ot 3 5 x

La funcioén f(x) = e" es monodtona creciente por ser f (x) = e’ > 0, Vx€R.

Porser f(x) = 0, el semieje —X es asintota horizontal de f(x) = e
La representacion grafica, aproximada, de la situacion se expresa en la figura.

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
siguiente:

S = {(ex = e_x)-dx = [ex + e_x]o = (el + e_l) — (eO + e—o) =

ez+1—Ze
e

— 1 _ — 1 _ 5
=e+———(A+D=e+—_-2=

t —X

Nota: fe_x-dx:>{— x=ddx =— dt}=> — fet-dt =—e =—e

62+1—26

§ =<2 =2, 086 "
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5°) Si llamamos P a la suma de todos los nimeros pares menores que 1.001 y T a la
suma de todos los multiplos de 3 menores que 1.001, ;cuanto vale P — T?

Los ntmeros pares menores que 1.001 forman las siguiente progresion

aritmética: =2, 4, 6, «-- , 1.000, que tiene las siguientes caracteristicas:

a =2; d=2 a = 1.000.
La formula del término general de una =+ es a =a + (n — 1)-d.

a —a —_
n = le + 1 =.12%L£_+_1 =-2%i-+ 1 = 499 +-1 = 500.

a +a
_ 1+n

La suma de los términos de una =+ es Sn =——n.

+
p—h 222500 = 24500 = 501-500 = 250. 500.

Los nameros multiplos de tres menores que 1.001 forman las siguiente

progresion aritmeética: <3, 6, 9, «---- , 999, que tiene las siguientes caracteristicas:

a =3, d=3; a = 999.
1 n

a —

a _
n=—2 1+1=M+1=%+1=332+1=333.

d 3
_l_
T = alza“ n =-2222.333 = 222.333 = 501333 = 166.833.

P — T = 250.500 — 166.833 = 83.667.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE VALENCIA

JULIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcion. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni almacenar
texto o fébrmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1°) Dado el sistema de ecuaciones
fx+y=1 a-1Dy+z=0 x+ay+(a—-1)z=a,

donde a es un parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los
pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores del parametro a para los cuales el sistema es compatible.
b) Las soluciones del sistema cuando a = 1.

c¢) Las soluciones del sistema cuando a = 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=1100a—-111aa—-1) y
M'=(1100a—-111aa—-1 10a).

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parametro a es el siguiente:

IM|=[1100a - 111laa—-1|=@-1)’'+1-a=a -2a+1+1—a

=a2—3a+2=0;a= =>a =

3+/9-8 3+4/1 3+1
= = 1, a = 2.
2 2 2 1 2

Para {a#1 a+2 }=>Rang M = Rang M=3=ne incég.=S. C. D.
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Paraa = 1M = (110001110 101)={L =L }SRangM = 2.
Paraa = 1=>Rang M = Rang M=2<ne incég.=S. C. I.

Paraa = 25M = (110011121 102)=RangM ={C, C, C,}=

>10111010122|=2 — 1 = 1#£0=>Rang M = 3.

Paraa = 2=Rang M = 2; Rang M = 3=Sistema incompatible

El sistema es compatible Va€R — {2}.

b)

Para a=1 el sistema resulta {x +y=1z=10 x+y=1,
equivalente al sistema {x + y =1z = 0 , que es compatible indeterminado;
haciendoy = A: x =1 — A

Solucion:x =1 — A, y = A, z = 0, VAER.

c)
Paraa = Oelsistemaresulta{x + y=1 —y+z=0x—2z=0 ,que
es compatible determinado. Resolviendo por la regla de Cramer:

1100-1100-1] _ 1 _ J11000110-1] _ 1
- 2 2 - 2 o2
_ ]1110-10110] _ 1
- 2 2
., 1
Solucibn:x =y = z == VAER.
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2°) Se tiene el plano n=x —-—y+z—-—3=0, la recta
s={x — 2y =0z=0 y el punto A(1, 1, 1). Obtener razonadamente,
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La recta r que pasa por A, corta a la recta s y es paralela al plano .
b) El plano 3 que pasa por A, es perpendicular al plano 1t y paralelo a la recta s.

¢) Discute si el punto P(3, 2, 1) estd en la recta t paralela a s que pasa por

Q(5, 3, 1).

a)

La expresibon de s por unas ecuaciones paramétricas  es
s={x =20y =A2z=0

Un punto genérico de s es B(2A, A, 0).

Un vector director de r es:

=

v =AB=B - A=[2A A0 - (1,1, 1D]=CA-1A-1 — 1)

r

Un vector normal del planont=x — y + z — 3 = 0esn=(1, — 1, 1).

Por ser la recta r paralela al plano m, el vector director de la recta y el vector
normal del plano son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar es cero:

vn=02@A-1LA-1 -1 -1, D=0 22-1-A+1-1=0;

A-1=05A=0sy =(21-1,1-1 - 1=(,0 - 1.

La expresion de r dada, por ejemplo, por unas ecuaciones paramétricas, es la
siguiente:
r=fx=1+py=1 z=1-—p.

b)

Un vector director de la recta s es Vo= (2, 1, 0).

El plano 3, por per perpendicular a m, tiene como vector director al vector
normal de T y, por ser paralelo a la recta s, también tiene como vector director al
vector director de s. La expresion general de 3 es la siguiente:

B(A;E,;S)z|x—1y—1z—11 —11210(|=0;



200 - D+ (-D+2z-1D—-(x —-1)=0;
- x-D+20-DH)+3z—-1)=0, —x+1+4+2y—-2+3z—-3=0.

B=x — 2y — 3z + 4 = 0.

c)
La recta t paralela a s que pasa por Q5 3, 1) es
t={x=5+2y=3+6 z=1

Para que el punto P(3, 2, 1) pertenezca a la recta t tiene que satisfacer su
ecuacion:

t={x =5+20y=3+06 z=1 =>5+28=3 3+68=2}=6=—1=P(3,

Elpunto P(3, 2, 1) estaenlarecta paralela a s que pasa por Q(5, 3, 1).
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) ., 3 2
3°) Consideramos la funcion f(x) = ax + bx + cx- cos cos (mx) , que depende de
los parametros a, b, c. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) La relacion entre los coeficientes a, b, ¢ sabiendo que f(x) toma el valor 22
cuando x = 1.

b) La relacion que deben verificar los coeficientes a, b y ¢ para que sea horizontal la
recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P de dicha curva, sabiendo que la
abscisa del punto P es x = 1.

1
¢) I = [ x- cos cos (x) -dx.
0

a)
f(1) = 222a1° + b-1* + c1-cos cos (1) = 22;

a+ b+ ccoscost =22; a+b+c(—1)=22=a+ b — c = 22.

b)
El punto P tiene la siguiente expresion: P[1, f(1)]=P(1, 22).

La pendiente de la recta tangente a una funciéon en un punto es igual que el
valor de la primera derivada de la funcioén en ese punto, por lo cual, por ser la recta
horizontalesm = f (1) = 0.

f(x)= 3ax’ + 2bx + c:[1- cos cos (mx) + mx-sen (mx)] =
= 3ax’ + 2bx + c- cos cos (tx) + c-mx-sen (mx).

f'(l) = 0=3a-1° + 2b-1 + ¢ cos cos (m-1) + cm-1l-sen(ml)= 0;

3a+2b+c(—1)+cm0=0=3a+ 2b—c=0.

c)

1
I = [ x- cos cos (mx) -dx.
0

Se resuelve, en primer lugar, la integral indefinida:



A = [ x- cos cos (1x) -dx=>{u = x—=du = dx cos cos (nx) «dx = dv-v = %-(nx

:x-%-(nx) - f%-(nx) ‘dx = %-(ﬂx) — %f(ﬂx) dx =

= = (mx) + % cos cos (mx) = A.

1 1
I = [ x- cos cos (mx) -dx = [%-(nx) + LZ COS COS (nx)] =
0 T 0

1 1 0 1 1 1
=|—1t +—-coscosm|—|—0 +—coscos0|=0+—-coscosm — 0 ——-co
m T m T T T

1 1 2
=5 CED-=1=-=
T T T

1
I = [ x- cos cos (mx) -dx =— iz
0 T
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OPCION B

1°) Resolver los siguientes apartados, escribiendo todos los pasos del razonamiento
utilizado:

a) Dados A y B, matrices cuadradas del mismo orden tales que AB = Ay BA = B,
deducir que A =4 y B’ = B.

b) Dada la matriz A = (1000 ), se pide encontrar los pardmetros a, b para que la
matriz B = (a0 1 b ) cumpla que B*=B pero AB#A u BA+B.

¢) Sabiendo que |[x10y21z32|= 3, obtener razonadamente el valor de los
determinantes
12x102y212z32|y|x+ 110y +321z+ 532|.

A°=A-A=(AB)A = ABA=ABA)=AB =4, c.q.d.

B = B-B = (B-A)'B = B-AB = B-(A-B)= B-A =B, c.q.d.
b)

B°=BB=(a01b)(@01b)=(a"0a+bb ).

BZ=B:>(a20a+ bbz)z(a01b)=>{a2=a a+b=1b"=b }= {(O-a =

(MD-a=1b=024B=(1000)(1010)=(1000)= A=>No vale.

@-a

@-a=0b=1=B-A=(0011)-(1000)=(0010)%B=Sivale.

0,b=1=4AB =(1000)-(0011)=(0000)+A=Si vale.

Los valores que cumplen las condiciones pedidas sona = 0y b = 1.

c)

|2x102y212z32|=2:|x10y212z32|= 23 =6.

Se ha utilizado la propiedad de los determinantes de que si se multiplica o
divide una linea de un determinante por un valor real, el valor del determinante queda
multiplicado o dividido por dicho valor real.

Ix+ 110y +321z+532|=|x10y21232|+(110321532|=3 + |



Se han utilizado las dos siguientes propiedades de los determinantes:

1%.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en
dicha linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes
elementos iguales a los del determinante inicial.

2%.- Si un determinante tiene una linea que es combinacion lineal de otras lineas su
valor es cero. (en el 2° determinante la primera columna es la suma de las otras dos)
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2°) Dada la recta r={x + y =3 x + 4y — z =8, se pide obtener
razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r.

b) La ecuacion del plano m que es paralelo a la recta r y pasa por los puntos
A(5,0,1)yB(4, 1, 0).

c¢) La distancia entre la recta r y el plano 1 obtenido en el apartado anterior.

a)
r=fx+y=3 x+4y-z=82y=%x=3-X z=x+4y-8=

=3 -A+41—-8=-5+3A=z=>r=fx=3 -1 y=A z=—15+ 3\

b)

Un vector director de la recta r es v o= (- 1,1, 3).

Los puntos A y B determinan el vector B?l =[A-B]l=(1, —1,1).
La expresion general del plano 1 pedido es la siguiente:

n(A; v, B_:4)E|x— 5yz—1—1131 — 11|= 0;

x—=-5+3y+-1)—-(z—-1)+3(x—-5+y=0;, 4(x — 5+ 3y =0;

x—5+y=0=>n=x+y—-5=0.

c)

Un vector normal del plano mesn = (1, 1, 0).

- o

von = (—-1,1,3)>(1,1,0=—1+1=0> La recta r es paralela al

plano .

La distancia de la recta r al plano 1 es la misma que la distancia de cualquier
punto de la recta al plano. Un punto de la rectar es P(3, 0, — 5).

La distancia de un punto Po(xo’ Yy ZO) al plano Ax + By + Cz + D =0



|Ax +By +Cz +D|

Aplicando la férmula al punto P(3, 0, — 5)yalplanon=x + y — 5 = O:

viene dada por la formula d (P . n) =

_ _ 11341:040-(=5)-5| _ [3+0+0-5] _ |-2| _ :
d(r, m)=d(P,m) = Nrawas =~ iriro N \/Eumdades.
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3°) Dentro de una cartulina rectangular se desea hacer un dibujo que ocupe un

2 : .
rectangulo R de 600 cm  de area de manera que por encima y por debajo de R deben
quedar unos margenes de 3 cm de altura cada uno. Los margenes a izquierda y a
derecha de R deben tener una anchura de 2 ¢cm cada uno. Obtener razonadamente,
escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El 4rea de la cartulina en funcion de la base x del rectdngulo R.

b) El valor de x para el cual el area de la cartulina es minima.

c¢) Las dimensiones de dicha cartulina de 4rea minima.

a)

L

De la observacion de la figura se deduce que:

(x —4)(y — 6)=600; xy — 6x — 4y + 24 = 600; xy — 6x — 4y = 576;

xy — 4y = 576 + 6x; y(x — 4)= 576 + 6x=>y :%
Sustituyendo el valor de y en la expresion de la superficie:

576+6x _ 96x+x"
x—4 - x—4

S(x, y) = xy=S(x) = x

96x+x
S(x) = 6=

b)

Para que la superficie sea minima es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada y sea positiva su segunda derivada para los valores que anulan la
primera.

S'(x) — 6 (96-+2x)-(x=H)—(96x+x")1 _ 6 96x—384+2x"~8x—96x—x" _ 6 X—8x—384
G4y’ (=)’ -

' 2
S(x)= 02625538 _ . x* _8x — 384 =0; x = 8:+1/64+1.536 _

> =

(x—4) 2



= SECE = S0 = 4420 = {x, =— 16 < 0x, = 24

La raiz negativa carece de sentido, por lo cual: x = 24.
Se justifica a continuacidn que el valor hallado es para minimo:

S'(x) = 6-ZRGA (' Bx3 PG _ g Qeo8) Go)2x bx-304) _
(x—4-) (x_4)
. 2x —8x—8x+32—2x +16x+768 800 5400
= 6 : = 6 — = -,
(x—4) (x—4) (x—4)
S (24)= 2400 _ 0 - 0= Minimo, c. q. j.

4-4°  (20)°

x = 24 cm.

_ 576+6:24 _ 576+144 720 36
- 24—4 20 - 20 :

La cartulina de araa minima tiene 24 cm de base y 36 cm de altura.
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IES CASTELAR DE BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (EBAU)

UNIVERSIDADES DE VALENCIA

JUNIO — 2018
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS II Tiempo maximo: 1 horas v 30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres
problemas de la opcion. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean
graficas o programables, y que no puedan realizar célculo simbolico ni almacenar
texto o fébrmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analiticos,
numéricos y graficos deberian estar siempre debidamente justificados.

OPCION A
1°) Se tiene el sistema de ecuaciones
{y—z=1—-a —-x+z=5 —ax +y—z=1, donde a es un

parametro real. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) Los valores del pardmetro a para los cuales el sistema es compatible determinado.
b) Las soluciones del sistema cuando a = 3.

¢) Las soluciones del sistema para los valores de a que lo hacen compatible
indeterminado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

M=01-1-101 —al —1) y
M=01-1-101 —al1 -1 1-a51).

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del pardmetro a es el siguiente:

IM[=101 =1 —101 —al —1|=1—-a—1=0=a=0.

Para a#0=>Rang M = Rang M = 3 = n%incég.=S. C. D.

b)
Para a= el sistema es
{y —z=-2 —x+z=5 —3x+y—z=1, que es compatible
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determinado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ 1-21-150111-1| _ —5+14245 _ 3 _ 1
- -3 o -3 I )
_ 10-2-1-151-31-1] _ 1461542 _ 9-15 _ =6 _ ,
y = -3 o -3 -3 = -3 =
01-2-105-311]| 2—15+1 3-15 -12
7 = = = = = 4.
-3 -3 -3 -3
Solucion:x =— 1, y =2, z = 4.

Paraa =0=M = (01 -1 - 10101 —1 151)={F =F }=RangM =2

Paraa = 0=>Rang M = Rang M =2 < n2%incég.=S. C. I.

Para a =0 el sistema es {y—z=1 —-—x+4+z=5y—-2z=1 ,
equivalente a {y —z=1 —x+ z =15, que es compatible indeterminado.
Haciendo z = A:

Solucion:x =— 5+ A, y =1+ A z = A, VAER.
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2°) Dados los puntos A(— 1, 2, A), B(2, 3, 5)yC(3, 5, 3), donde A es un
parametro real, se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del
razonamiento utilizado:

a) El valor del pardmetro A para que el segmento AC sea la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo de vértices A, By C.

b) El area del tridngulo de vértices A, By C cuando A = 6.

c¢) La ecuacion del plano que contiene al triangulo de vértices A, By C cuando A = 6

Los puntos A, B y C determinan los vectores:

.

AB=[B-A4]=[(235-(—120]=@G, 15— A).

-

AC=[C—-A]=[@3 5 3)-(—12 N]=(4 3,3 — 2.

-

BC=[C-B]=[353) -2 3 5]=( 2 -2).

Por ser el segmento AC la hipotenusa del triangulo rectangulo, el angulo recto

es el vértice B, por lo cual, los vectores AB y BC tienen que ser perpendiculares.
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
AB-BC=0=(3,1,5-2)(1,2, —2)=3+4+2—-10+ 2A = 0;
5
2L =5 =0=A =—.

El triangulo es rectangulo en B para A = %

b)
CuandoA = 6esAB= (3,1, — 1)y AC = (4, 3, — 3).

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
modulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 |5 - .. 1 . . .
S e =5 |AB X AC|=[lijk31 — 143 — 3|l = 5|— 3i — 4j + % — 4k + 3i +



2
S22

2

2055 + Skl == + k|==1" +1° =22
c)

ParaA = 6esAB=(3,1, — 1),AC = (4, 3, — 3).

Considerando, por ejemplo, el punto B(2, 3, 5), la ecuaciéon del plano pedido
es la siguiente:

n(B; AB, AC)=|x — 2y -3z - 531 — 143 —3|=0;
C3(x—2)— 4y —3)+ 9z — 5)— 4(z — 5)+ 3(x — 2)+ 9(y — 3) = 0;
5(y —3)+ 5z —-5=0; y—3+2z—-5=0.

=y +z—8=0.
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3°) Dada la funciéon f(x) = 21 se pide obtener razonadamente, escribiendo todos
X

x —

los pasos del razonamiento utilizado:
a) El dominio y las asintotas de la funcion f(x).
b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f(x).

c¢) El &rea limitada por lacurvay = f(x),eleje X ylasrectasx = 2y x = 3.

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto para los valores
reales de x que anulan el denominador.

xz—x=0; x(x—1)=0=>x1=0,x2=1.

D(f)=R — {0, 1}

Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la
funcion cuando x tiende a mas o menos infinito.

1

k=fx)= 7= 0= Asintota horizontal:y = 0 (Eje X) .

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién
tienda a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales:x = 0 (EjeY), x = 1.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

b)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
0 negativa, respectivamente.

' —-1-(2x—1 1-2
fo=—&) - 0

(x*~x) (x"~x)

fx)= 0 (12‘22’;2 =0; 1 - 2x=0=x =~
2

Parax < %:> f'(x) > O0=Crecimiento: (— o, 0) U (O, —).




Parax > %=> f'(x) < 0=Decrecimiento: (%, 1) U (1, + o).

c)
Para ilustrar la resolucion de este apartado se hace una representacion grafica,
aproximada, de la funcién, para lo cual se tiene en cuenta que la funcion tiene un

, . . 1 . . .o
maximo relativo para x = —-, como puede deducirse de los periodos de crecimiento y

de decrecimiento.

=)

La superficie a calcular es la siguiente:

3

3
S =[fx)dx = [——-dx. (%)
2

, X'—

x2+2x—8=0=>x1=—4,x2=2.

X4 2x — 8= (x + 4)(x — 2).



1 M N Mx—M+Nx _ (M+N)x+(=M)
Xy x x—1 — x(x+4) 2

SM+N=0 —M=1}>M=—1;

X —X

szxfxx =f(ﬁ+ N )-dx=f(_1 + )-dx =—Lx + Llx — 1|+ C =

x—1
x

L

|+C.

Sustituyendo este valor de la integral indefinida en (*):

5=} 1 -dx=(L|%|)—(L|22;1|)=L%—L%=L2—L3—L1+L2=

2X—X

212 — L3 — 0 = L+~
S = L+ u’=0,29u".
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OPCION B

: 2 . :
1°) Sea A una matriz cuadrada tal que A + 2A = 31, donde I es la matriz identidad.
Calcular razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a y b para los cuales AT = ad + bl
b) Los valores de a y 3 para los cuales A =ad + BI.

: : -1 : :
c) El determinante de la matriz 2B , sabiendo que B es una matriz cuadrada de
orden 3 cuyo determinante es 2.

)

) A 424 =35 A(A+2D)= 3L A(FA+51)=1
Por definicién de inversa de una matriz: A-A~ " = I
A(a+50) =124 =54+ %1
Como senosdice:queA_1 =aAd + bl>a = %yb =%.

b)

A+ 24 =31 A" =31 — 24=A4" = A°A% = (31 — 24)-(31 — 24).
4 2 2 2
A =91 — 614 — 6AI + 4A° = 91 — 124 + 44" =

= 9] — 12A + 4-(3] — 2A)= 91 — 12A + 121 — 84 =— 204 + 211.

Como se nos dice que A'=a4 + BIbl = a =— 20y 3 = 21.

c)
|B| = 2.

Por ser B una matriz cuadrada de orden 3 es:

|2B‘1| = 23-|B‘1| = 8| = 8-|T}| =8+ =4

2B | = 4.

koot s skoskeoske sk koo






2°) Dados el punto A(5, 7, 3) y la recta r= x__f = %1 = %,

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

se pide obtener

a) La recta s que corta a la recta r, pasa por el punto A, y es perpendicular a 7.
b) La distancia del punto A a la recta r.

¢) La distancia del punto B(1, 1, 1) al plano 1 que pasa por P(3, — 1, 0) y es
perpendicular a la recta r.

a)
Un punto y un vector directorde rson C(3, — 1, 0)y v o= 1, =3, —2)

El haz de planos perpendiculares ar esa=x — 3y — 2z + D = 0.

De los infinitos planos del haz «a, el plano B que contiene al punto A(5, 7, 3)
es el que satisface su ecuacion:

a=x —3y —2z+ D=0 AG, 7,3)}25 -37 —-23+D=0; 5 -

5-27+D=0; —22+4D=0=D = 22> /

=>B=x — 3y — 2z + 22 = 0.
La expresion de r dada por unas ecuaciones
paramétricas es

r={x=3+A y=—1-3rz=—2A

El punto Q de interseccion de r y 8 es el siguiente:
a=x — 3y — 22+ 22=0 r={x=3+A y=—1-3Az=—2A

3+A+3+9A+ 41+ 22 =0; 141 + 28 = 0=A =— 2.

fx=34+A y=—1-3Az==2A IPA=—22{x=3-2=1 y =—

- -

Un vector director de la recta pedida s es v =0QA= [A—-Q]=4 2, — 1)



s=sS{x=54+4puy =7+ 2uz=3 —p

b)
Por ser perpendiculares las rectas 7 y s, la distancia del punto A a la recta r es

equivalente al mddulo del vector QA:

da M =ea=VE -+ 7 -’ +GB -0’ =V +2+ (- 1)’ =

=16 + 4 + 1 =+/21.

d(4, r)= \/ﬁunidades.

c)
De los infinitos planos del haz a, el plano ™ que contiene al punto
P(3, — 1, 0) es el que satisface su ecuacion:
a=x — 3y —2z+ D=0 PG3, —1,0)}»3-3(—-1)—20+ D = (

6 +D=0=>D=—6>n=x —3y — 22— 6 =0.

La distancia de un punto PO(xO, Yy ZO) al plano y=4Ax + By + Cz + D =0

Ax +By +Cz +D|
\A B +C

Aplicando la formula al plano m=x — 3y — 2z — 6 = 0 y al punto
B(1, 1, 1):

viene dada por la formula d (Po’ y) =

d(B,) = [111-3-1-2-1-6] _ |1-3-2—6] _ 10 __ 10/14 _ 514
’ \/12_{_(_3)2_'_(_2)2 \1+9+4 14 14 7

unidades.
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3°) Se divide un alambre de longitud 100 cm en dos partes. Con una de ellas, de
longitud x, se construye un triangulo equildtero y con la otra, de longitud 100 — x,
se construye un cuadrado. Se pide obtener razonadamente, escribiendo todos los
pasos del razonamiento utilizado:

a) La funcién de variable x que expresa la suma de las areas del tridngulo equiléatero
y del cuadrado, siendo 0<x<100.

b) El valor de la variable x en el intervalo [0, 100] para el cual dicha funcion (suma
de las areas en funcion de x obtenida en el apartado anterior) alcanza su minimo
valor.

c¢) El valor de la variable x en el intervalo [0, 100] para el cual dicha funcién alcanza
su maximo valor. Interpretar el resultado obtenido.

a)

o) - ) R R

2 2
1 3 100— 3.2 10.000—200x+
5,00 = 5,00 + 5,00 = F Ay 4 (1) = 27 Jooeoczoee

_ 43x°4+90.000—1.800x+9x"
o 144 :

S, (0 = 5| (43 + 9)x — 1.800x + 90.000].

144

b)
Para que una funcion tenga un minimo es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

S () =1 [2(43 + 9)x — 1.800].

S. () = 05— = [2(43 + 9)x — 1.800] = 0; 2(4/3 + 9)x — 1.800 = 0;



(443 + 9)x — 900 = 0=x = e = (o)) = e = -

__ 300-(9-43)
- 11

Para justificar la condicién de que se trata de un minimo se tiene en cuenta que
la condicidén necesaria anterior de minimo no es suficiente: para que existe el minimo
es necesario que sea positiva la segunda derivada para los valores que anulan la
primera.

S, (x) = 0=>——+ 144 [2(4\/7 + 9)] = 4(+9 > 0=Minimo, c.q.j.

300-(9—4+/3
x = —(11—()— cm=56, 50 cm.

Por no tener mas que una solucion la primera derivada no existe la condicidén
de maximo en el intervalo (0, 100), por lo cual, el maximo tiene que darse en uno de
los extremos del intervalo [0, 100].

90.000

$.(0) = o7 [(43 + 9)-0° — 1.800-0 + 90.000] = 2339 = 625.
§,(100) = —[(4/3 + 9)-100° — 1.800-100 + 90.000] =
= 4o [(43 + 9)-100 — 1.800 + 900] = =2>-[(4y/3 + 9)-100 — 900] =

= (4349 — 9) =243 = 481,13.

Elmaximo se produce parax = 0.

La interpretacion geométrica es que no existe el triangulo y los 100 cm se
utilizan para construir un cuadrado de 25 cm de lado.

st sfe sk s sk skosk skok
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