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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
a) Duración: 1 hora y 30 minutos. 
b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos 
d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se realizan más de cuatro ejerci‐

cios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para almacenar o 

transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de resultados deben estar suficien‐
temente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0.25 puntos para valorar la expresión correcta de 
los procesos y métodos utilizados 

Problema 1: 

Considera la función 𝑓 definida por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
 para 𝑥 ് 1, െ1 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de 𝑓. (1.25 puntos) 
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de 𝑓. (1.25 puntos) 

 

Problema 2: 

Calcula 𝑎 ൐ 0 sabiendo que el área de la región determinada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥𝑒ଷ௫, 

el eje de abscisas y la recta 𝑥 ൌ 𝑎 vale ଵ
ଽ
. (2.5 puntos) 

 

Problema 3: 

Considera la matriz 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 𝑚 ൅ 2
0 1 𝑚 ൅ 1
𝑚 0 5

൱ 

a) Estudia el rango de 𝐴 según los valores de 𝑚. (1.5 puntos) 
b) Para 𝑚 ൌ 2, calcula la inversa de 2020𝐴. (1 punto) 

 

Problema 4: 

Siendo 𝑎 ് 0, considera las rectas 

𝑟 ≡ 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2 ൌ ௭ିଵ

௔
     y    𝑠 ≡ ௫ିଷ

ି௔
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ାଵ

ଶ
 

a) Estudia la posición relativa de ambas rectas según los valores de 𝑎. (1.25 puntos) 
b) Para 𝑎 ൌ 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de 𝑟 y 𝑠 y es 

perpendicular a ambas. (1.25 puntos) 
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Problema 5: 

Sea 𝑓: ሾ0, 2𝜋ሿ → ℝ la función definida por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௦௘௡ ௫

ଶିୡ୭ୱ ௫
 

a) Halla los extremos absolutos de 𝑓 (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 
(2 puntos) 

b) Determina la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de 𝑓 en el punto de 
abscisa 𝑥 ൌ గ

ଷ
. (0.5 puntos) 

 

Problema 6: 

Sea 𝑓 la función dada por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ௫మାସ

ሺ௫ିଶሻమ para 𝑥 ് 2. 

a) Calcula ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥. (2 puntos) 
b) Calcula la primitiva de 𝑓 cuya gráfica pasa por el punto ሺ3, 5ሻ. (0.5 puntos) 

 

Problema 7: 

Considera 𝐴 ൌ ൭
1 1 1
1 0 1
4 1 4

൱; 𝐵 ൌ ቆ
𝑎

2𝑎
3𝑎

ቇ y 𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ 

a) Discute el sistema dado por 𝐴𝑋 ൌ 𝐵, según los valores de 𝑎. (1.25 puntos) 
b) Para 𝑎 ൌ 0, resuelve el sistema dado por 𝐴𝑋 ൌ 𝐵. Calcula, si es posible, una solución en la que 

𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4. (1.25 puntos) 

 

Problema 8: 

Se considera el punto 𝐴ሺ1, െ2, 0ሻ y la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0
𝑦 െ 3𝑧 ൅ 2 ൌ 0 

a) Calcula la ecuación del plano que pasa por 𝐴 y es perpendicular a 𝑟. (1.25 puntos) 
b) Calcula la ecuación del plano que pasa por 𝐴 y contiene a 𝑟. (1.25 puntos) 
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RESPUESTAS OPCIÓN A 

Problema 1: 

Considera la función 𝑓 definida por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
 para 𝑥 ് 1, െ1 

a) Estudia y halla las asíntotas de la gráfica de 𝑓. (1.25 puntos) 
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de 𝑓. (1.25 puntos) 

Solución: 

a) Como 𝑥 ് 1, െ1, se deduce que el dominio de la función es: 𝐷𝑜𝑚ሺ𝑓ሻ ൌ ℝ െ ሼെ1, 1ሽ.  
Empezamos el estudio de las asíntotas: 
 
Asíntota vertical (Son rectas 𝑥 ൌ 𝑎 tal que 𝑎 ∉ 𝐷𝑜𝑚ሺ𝑓ሻ y 𝑙𝑖𝑚

௫→௔
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ േ∞) 

𝑥 ൌ 1   

lim
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵ

௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
ൌ ିସ

଴
ൌ ∞  

 

Luego 𝑓ሺ𝑥ሻ tiene asíntota vertical en 𝑥 ൌ 1 

 
Estudiamos el signo del infinito a la derecha y la izquierda de 1: 

lim
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵశ

௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
ൌ ିସ

଴శ ൌ െ∞  

lim
௫→ଵష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଵష

௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
ൌ ିସ

଴ష ൌ ൅∞  

  

𝑥 ൌ െ1   

lim
௫→ିଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ିଵ

௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
ൌ ଴

଴
ൌ 𝐼𝑁𝐷.  

 
Aplico la regla de L’Hôpital 

lim
௫→ିଵ

ଶ௫ିଶ

ଶ௫
ൌ ିସ

ିଶ
ൌ 2 ⇒ 𝑓ሺ𝑥ሻ no tiene asíntota vertical en 𝑥 ൌ െ1 

 
Asíntota horizontal (Son rectas 𝑦 ൌ 𝑏 tal que  lim

௫→േஶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑏) 

 

lim
௫→േஶ

௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
ൌ ஶ

ஶ
ൌ 𝐼𝑁𝐷.  

 
Como el grado del polinomio del numerador es el mismo que el grado del polinomio del deno‐

minador (grado 2), se deduce que  lim
௫→േஶ

௫మିଶ௫ିଷ

௫మିଵ
ൌ 1. 

 

Luego 𝑦 ൌ 1 es asíntota horizontal 

Asíntota oblicua 

No hay asíntota oblicua porque la función ya tiene asíntota horizontal por ambos lados. 
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b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, primero derivo la función: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
2𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ൅ 2

ሺ𝑥ଶ െ 1ሻଶ  

Estudio el signo de 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇔ ଶ௫మାସ௫ାଶ

ሺ௫మିଵሻమ ൌ 0 ⇔ 2𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ൅ 2 ൌ 0 ⇔ 𝑥 ൌ െ1  

 
Este resultado no nos sirve pues 𝑥 ൌ െ1 ∉ 𝐷𝑜𝑚ሺ𝑓ሻ 
 
Por tanto: 
 

Intervalos  ሺെ∞, െ𝟏ሻ  ሺെ𝟏, 𝟏ሻ  ሺ𝟏, ൅∞ሻ 

Signo de 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ  ൅  ൅  ൅ 

 
↗ 

Crece 
↗ 

Crece 
↗ 

Crece 

 

Luego 𝑓ሺ𝑥ሻ es creciente en los intervalos ሺെ∞, െ1ሻ, ሺെ1, 1ሻ y ሺ1, ൅∞ሻ 
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Problema 2: 

Calcula 𝑎 ൐ 0 sabiendo que el área de la región determinada por la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥𝑒ଷ௫, 

el eje de abscisas y la recta 𝑥 ൌ 𝑎 vale ଵ
ଽ
. (2.5 puntos) 

Solución: 

En el intervalo ሺ0, 𝑎ሻ la función es positiva luego, el área determinada por la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ, el eje de 
abscisas y la recta 𝑥 ൌ 𝑎 es: 

𝐴 ൌ න 𝑥𝑒ଷ௫
௔

଴
 𝑑𝑥 

Resolvemos usando el método por partes: 

𝐴 ൌ ׬ 𝑥𝑒ଷ௫௔
଴  𝑑𝑥 ൌ ቈ

𝑢 ൌ 𝑥 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑑𝑣 ൌ 𝑒ଷ௫𝑑𝑥 𝑣 ൌ ଵ

ଷ
𝑒ଷ௫቉ ൌ ቂଵ

ଷ
𝑥𝑒ଷ௫ቃ

଴

௔
െ ׬

ଵ

ଷ
𝑒ଷ௫௔

଴ 𝑑𝑥 ൌ ቂଵ

ଷ
𝑥𝑒ଷ௫ െ ଵ

ଽ
𝑒ଷ௫ቃ

଴

௔
ൌ  

    ൌ ቀଵ

ଷ
𝑎𝑒ଷ௔ െ ଵ

ଽ
𝑒ଷ௔ቁ െ ቀെ ଵ

ଽ
ቁ ൌ 𝑒ଷ௔ ⋅ ቀଵ

ଷ
𝑎 െ ଵ

ଽ
ቁ ൅ ଵ

ଽ
  

 

Como el área tiene que valer 
ଵ

ଽ
, igualamos el resultado a dicho valor: 

𝑒ଷ௔ ⋅ ቀଵ

ଷ
𝑎 െ ଵ

ଽ
ቁ ൅ ଵ

ଽ
ൌ ଵ

ଽ
⇔ 𝑒ଷ௔ ቀଵ

ଷ
𝑎 െ ଵ

ଽ
ቁ ൌ 0 ⇔ ଵ

ଷ
𝑎 െ ଵ

ଽ
ൌ 0 ⇔ 𝑎 ൌ ଵ

ଷ
  

 

Por tanto, 𝒂 ൌ
𝟏

𝟑
  para que el área valga 

ଵ

ଽ
 𝑢ଶ 
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Problema 3: 

Considera la matriz 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 𝑚 ൅ 2
0 1 𝑚 ൅ 1
𝑚 0 5

൱ 

a) Estudia el rango de 𝐴 según los valores de 𝑚. (1.5 puntos) 
b) Para 𝑚 ൌ 2, calcula la inversa de 2020𝐴. (1 punto) 

Solución: 

a) Calculamos el determinante de la matriz e igualamos a 0 para ver qué valores de la 𝑚 anula el 
determinante: 
|𝐴| ൌ 5 െ 𝑚ଶ െ 𝑚 െ 𝑚ଶ െ 2𝑚 ൌ െ2𝑚ଶ െ 3𝑚 ൅ 5  
 

െ2𝑚ଶ െ 3𝑚 ൅ 5 ൌ 0 ⇔ 𝑚 ൌ 1, 𝑚 ൌ െ ହ

ଶ
  

 

 Si 𝑚 ് 1 𝑦 𝑚 ്  െ ହ

ଶ
⇒ |𝐴| ് 0. Por tanto, 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 3 

 Si 𝑚 ൌ 1 𝑜 𝑚 ൌ െ ହ

ଶ
⇒ |𝐴| ൌ 0. Por tanto, 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൏ 3 

Como en ambos casos el menor ቚ1 െ1
0 1

ቚ ൌ 1 ് 0, se deduce que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2 

En resumen 

𝑺𝒊 𝒎 ് 𝟏 𝒚 𝒎 ് െ
𝟓
𝟐
  𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟑 

𝑺𝒊 𝒎 ൌ 𝟏 𝒐 𝒎 ൌ െ
𝟓
𝟐
  𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐 

 

b) Para 𝑚 ൌ 2, se tiene que 𝐴 ൌ ൭
1 െ1 4
0 1 3
2 0 5

൱ 

La inversa de 2020𝐴 es: 

ሺ2020𝐴ሻିଵ ൌ 2020ିଵ𝐴ିଵ ൌ
1

2020
𝐴ିଵ 

Calculamos 𝐴ିଵ: 
 
Recordemos que 𝐴ିଵ existe si  |𝐴| ് 0 y además, para su cálculo, utilizaremos  la siguiente ex‐
presión:  

𝐴ିଵ ൌ
1

|𝐴|
𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ 

Por el apartado a) sabemos que como 𝑚 ് 1 𝑦 𝑚 ് െ ହ

ଶ
 entonces |𝐴| ് 0, por tanto 𝐴ିଵexiste. 

 
|𝐴| ൌ െ2ሺ2ሻଶ െ 3 ⋅ 2 ൅ 5 ൌ െ8 െ 6 ൅ 5 ൌ െ9  
 

Calculamos la traspuesta: 𝐴௧ ൌ ൭
1 0 2

െ1 1 0
4 3 5

൱ 
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Calculamos los menores adjuntos: 

𝐴ଵଵ
௧ ൌ ቚ1 0

3 5
ቚ ൌ 5 

𝐴ଵଶ
௧ ൌ െ ቚെ1 0

4 5
ቚ ൌ 5 

𝐴ଵଷ
௧ ൌ ቚെ1 1

4 3
ቚ ൌ െ7 

𝐴ଶଵ
௧ ൌ െ ቚ0 2

3 5
ቚ ൌ 6 

𝐴ଶଶ
௧ ൌ ቚ1 2

4 5
ቚ ൌ െ3 

𝐴ଶଷ
௧ ൌ െ ቚ1 0

4 3
ቚ ൌ െ3 

𝐴ଷଵ
௧ ൌ ቚ0 2

1 0
ቚ ൌ െ2 

𝐴ଷଶ
௧ ൌ െ ቚ 1 2

െ1 0
ቚ ൌ െ2 

𝐴ଷଷ
௧ ൌ ቚ 1 0

െ1 1
ቚ ൌ 1 

 

Luego 𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ൌ ൭
5 5 െ7
6 െ3 െ3

െ2 െ2 1
൱ 

 

Así que 𝐴ିଵ ൌ ଵ

ଽ
⋅ ൭

5 5 െ7
6 െ3 െ3

െ2 െ2 1
൱ 

 

Por tanto ሺ2020𝐴ሻିଵ ൌ
ଵ

ଶ଴ଶ଴
⋅

ଵ

ଽ
⋅ ൭

5 5 െ7
6 െ3 െ3

െ2 െ2 1
൱ ൌ

𝟏

𝟏𝟖𝟏𝟖𝟎
⋅ ൭

𝟓 𝟓 െ𝟕
𝟔 െ𝟑 െ𝟑

െ𝟐 െ𝟐 𝟏
൱ 
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Problema 4: 

Siendo 𝑎 ് 0, considera las rectas 

𝑟 ≡ 𝑥 െ 1 ൌ 𝑦 െ 2 ൌ ௭ିଵ

௔
     y    𝑠 ≡ ௫ିଷ

ି௔
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ାଵ

ଶ
 

a) Estudia la posición relativa de ambas rectas según los valores de 𝑎. (1.25 puntos) 
b) Para 𝑎 ൌ 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte de 𝑟 y 𝑠 y es 

perpendicular a ambas. (1.25 puntos) 

Solución: 

a) De la recta r obtenemos el punto 𝐴ሺ1,2,1ሻ y el vector director  𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,1, 𝑎ሻ  

De la recta 𝑠 obtenemos el punto 𝐵ሺ3, 3, െ1ሻ y el vector director 𝑑௦
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ𝑎, െ1, 2ሻ 

 

Construyo el vector  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ 
 
Construyo las siguientes matrices: 
 

𝑀 ൌ ቆ
𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗  

𝑑௦
ሬሬሬሬ⃗

ቇ ൌ ቀ 1 1 𝑎
െ𝑎 െ1 2

ቁ  

𝑀∗ ൌ ቌ
𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗

𝑑௦
ሬሬሬሬ⃗

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗

ቍ ൌ ൭
1 1 𝑎

െ𝑎 െ1 2
2 1 െ2

൱  

Para ver la posición relativa de ambas rectas debemos de estudiar el rango de la matriz en fun‐
ción del parámetro 𝑎. 
 
Calculo del determinante de 𝑀∗ 
|𝑀∗| ൌ െ𝑎ଶ ൅ 4 ൌ 0 ⇔ 𝑎 ൌ േ2  
Por tanto: 
 

 Si 𝑎 ് േ2, se tiene que 𝑟𝑔ሺ𝑀∗ሻ ൌ 3 pues |𝑀∗| ് 0. 
Como 𝑟𝑔ሺ𝑀ሻ ൑ 2, se deduce que 𝑟𝑔ሺ𝑀ሻ ് 𝑟𝑔ሺ𝑀∗ሻ ⇒ 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 

 𝑆𝑖 𝑎 ൌ 2, se tiene que 𝑟𝑔ሺ𝑀∗ሻ ൏ 3. Luego: 

𝑀∗ ൌ ൭
1 1 2

െ2 െ1 2
2 1 െ2

൱    y    𝑀 ൌ ቀ 1 1 2
െ2 െ1 2

ቁ  

Como el menor ቚ 1 1
െ2 െ1

ቚ ൌ െ1 ൅ 2 ൌ 1 ് 0, se deduce que 𝑟𝑔ሺ𝑀ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝑀∗ሻ ൌ 2 

Por tanto, 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 
 𝑆𝑖 𝑎 ൌ െ2, se tiene que 𝑟𝑔ሺ𝑀∗ሻ ൏ 3. Luego: 

𝑀∗ ൌ ൭
1 1 െ2
2 െ1 2
2 1 െ2

൱    y    𝑀 ൌ ቀ1 1 െ2
2 െ1 2

ቁ  

Como el menor ቚ1 1
2 െ1

ቚ ൌ െ1 െ 2 ൌ െ3 ് 0, se deduce que 𝑟𝑔ሺ𝑀ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝑀∗ሻ ൌ 2 

Por tanto, 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 
Resumiendo 
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𝑺𝒊 𝒂 ് െ𝟐 𝒚 𝒂 ് 𝟐 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒓𝒖𝒛𝒂𝒏. 

𝑺𝒊 𝒂 ൌ െ𝟐 𝒐 𝒂 ൌ 𝟐 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒐𝒓𝒕𝒂𝒏 𝒆𝒏 𝒖𝒏 𝒑𝒖𝒏𝒕𝒐. 

 
b) Para 𝑎 ൌ 2 las paramétricas de las rectas son: 

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆

𝑧 ൌ 1 ൅ 2𝜆
  y  𝑠 ≡ ൝

𝑥 ൌ 3 െ 2𝛽
𝑦 ൌ 3 െ 𝛽

𝑧 ൌ െ1 ൅ 2𝛽
 

 
Para construir una recta 𝑡 que pasa por el punto de corte y sea perpendicular a r y s, en primer 
lugar, hallaremos dicho punto de corte. Para ello, igualo las ecuaciones paramétricas y resuelvo 
el sistema para sacar los valores de 𝜆 𝑦 𝛽 
 

൝
1 ൅ 𝜆 ൌ 3 െ 2𝛽
2 ൅ 𝜆 ൌ 3 െ 𝛽

1 ൅ 2𝜆 ൌ െ1 ൅ 2𝛽
 ⇔ ൝

𝜆 ൅ 2𝛽 ൌ 2
𝜆 ൅ 𝛽 ൌ 1

2𝜆 െ 2𝛽 ൌ െ2
⇔ 𝜆 ൌ 0; 𝛽 ൌ 1 

 
Por tanto, sustituyendo 𝜆 ൌ 0 en 𝑟 (o 𝛽 ൌ 1 en 𝑠), obtendremos las coordenadas del punto de 
corte: 𝑃ሺ1, 2, 1ሻ 
 
Como la recta que queremos construir debe de ser perpendicular a las rectas 𝑟 y 𝑠, el vector di‐
rector de 𝑡, 𝑑௧

ሬሬሬ⃗ , debe de ser perpendicular a 𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗  y 𝑑௦

ሬሬሬሬ⃗ . Para hallarlo, calculamos el producto vecto‐
rial de ambos vectores. 
 

𝑑௧
ሬሬሬ⃗ ൌ 𝑑௥

ሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑑௦
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ቮ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 1 2

െ2 െ1 2
ቮ ൌ 4𝚤 െ 6𝚥 ൅ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ4, െ6, 1ሻ  

 
Por tanto, la recta que me piden, escrita en paramétrica, es: 

𝒕 ≡ ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝟒𝝁
𝒚 ൌ 𝟐 െ 𝟔𝝁
𝒛 ൌ 𝟏 ൅ 𝝁
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Problema 5: 

Sea 𝑓: ሾ0, 2𝜋ሿ → ℝ la función definida por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௦௘௡ ௫

ଶିୡ୭ୱ ௫
 

a) Halla los extremos absolutos de 𝑓 (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan). 
(2 puntos) 

b) Determina la ecuación de la recta tangente y de la recta normal a la gráfica de 𝑓 en el punto de 
abscisa 𝑥 ൌ గ

ଷ
. (0.5 puntos) 

Solución: 

a) Para  ver  los extremos absolutos de  la  función vamos a derivar 𝑓ሺ𝑥ሻ  después estudiaremos el 
signo de la primera derivada. 
 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
2cos 𝑥 െ 1

ሺ2 െ cos 𝑥ሻଶ 

 
Estudio el signo de 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ 
 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇔
2𝑐𝑜𝑠𝑥 െ 1

ሺ2 െ cos 𝑥ሻଶ ൌ 0 ⇔ 2𝑐𝑜𝑠𝑥 െ 1 ൌ 0 ⇔ cos 𝑥 ൌ
1
2
 

cos 𝑥 ൌ
1
2

⇔ 𝑥 ൌ
𝜋
3

; 𝑥 ൌ
5𝜋
3
 

  

Intervalos  ሺ𝟎,
𝝅
𝟑

ሻ  ൬
𝝅
𝟑

,
𝟓𝝅
𝟑

൰  ൬
𝟓𝝅
𝟑

, 𝟐𝝅൰ 

Signo de 𝒇ᇱሺ𝒙ሻ  ൅  െ  ൅ 

  ↗ 
Crece 

↘ 
Decrece 

↗ 
Crece 

Como  la  función crece en ሺ0, గ

ଷ
ሻ y en ቀହగ

ଷ
, 2𝜋ቁ y decrece en ቀగ

ଷ
, ହగ

ଷ
ቁ,  los posibles máximos son 

𝑥 ൌ గ

ଷ
 y 𝑥 ൌ 2𝜋. Veamos cuál de estos puntos es más alto: 

 

𝑓 ቀగ

ଷ
ቁ ൌ

௦௘௡ ቀഏ
య

ቁ

ଶିୡ୭ୱቀഏ
య

ቁ
ൌ

√య
మ

ଶିభ
మ

ൌ √ଷ

ଷ
  

𝑓ሺ2𝜋ሻ ൌ ௦௘௡ ሺଶగሻ

ଶିୡ୭ୱሺଶగሻ
ൌ 0  

 

Como 𝑓 ቀగ

ଷ
ቁ ൐ 𝑓ሺ2𝜋ሻ, el máximo absoluto se da en el punto 𝑷𝟏 ቀ

𝝅

𝟑
, √𝟑

𝟑
ቁ 

 

Los posibles mínimos son 𝑥 ൌ 0 y 𝑥 ൌ ହగ

ଷ
. Veamos cuál de ellos es el más bajo: 

𝑓ሺ0ሻ ൌ ௦௘௡ ଴

ଶିୡ୭ୱ ଴
ൌ 0  

𝑓 ቀହగ

ଷ
ቁ ൌ

௦௘௡ ቀఱഏ
య

ቁ

ଶିୡ୭ୱቀఱഏ
య

ቁ
ൌ

ି√య
మ

ଶିభ
మ

ൌ െ √ଷ

ଷ
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Como 𝑓 ቀହగ

ଷ
ቁ ൏ 𝑓ሺ0ሻ, el mínimo absoluto se da en el punto 𝑷𝟐 ቀ

𝟓𝝅

𝟑
, െ √𝟑

𝟑
ቁ 

 

b) La ecuación de la recta tangente a la gráfica de 𝑓 en 𝑥 ൌ గ

ଷ
 sigue la siguiente expresión: 

𝑦 െ 𝑓 ቀ
𝜋
3

ቁ ൌ 𝑓ᇱ ቀ
𝜋
3

ቁ ቀ𝑥 െ
𝜋
3

ቁ 

𝑓 ቀగ

ଷ
ቁ ൌ √ଷ

ଷ
  

𝑓′ ቀగ

ଷ
ቁ ൌ 0  

 

Sustituyendo: 𝑦 െ √ଷ

ଷ
ൌ 0 ⋅ ቀ𝑥 െ గ

ଷ
ቁ ⇒ 𝑦 ൌ √ଷ

ଷ
 

 

La ecuación de la recta tangente a la gráfica en 𝑥 ൌ గ

ଷ
 es 𝒚 ൌ √𝟑

𝟑
 

 

Como la ecuación de la recta normal a la gráfica en 𝑥 ൌ గ

ଷ
 es una recta perpendicular a la recta 

tangente en dicho punto y esta tangente es la recta horizontal 𝑦 ൌ √ଷ

ଷ
, la recta normal será una 

recta vertical de ecuación 𝑥 ൌ గ

ଷ
 

 

 

 

 

 

 

 

La ecuación de la recta normal a la gráfica es 𝒙 ൌ
𝝅

𝟑
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Problema 6: 

Sea 𝑓 la función dada por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଷ௫మାସ

ሺ௫ିଶሻమ para 𝑥 ് 2. 

a) Calcula ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥. (2 puntos) 
b) Calcula la primitiva de 𝑓 cuya gráfica pasa por el punto ሺ3, 5ሻ. (0.5 puntos) 

 

Solución: 

a) 𝐼 ൌ ׬
ଷ௫మାସ

ሺ௫ିଶሻమ  𝑑𝑥 ൌ ׬
ଷ௫మାସ

௫మିସ௫ାସ
𝑑𝑥 

 
Al  tratarse de una división de polinomios del mismo grado,  vamos a dividir  y  a  separar dicha 

función racional como "𝑐𝑜𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 ൅ ௥௘௦௧௢

ௗ௜௩௜௦௢௥
" 

 
3𝑥ଶ ൅  0𝑥   ൅ 4  𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 4 

െ3𝑥ଶ ൅ 12𝑥 െ 12  3 

12𝑥 െ 8     

 

Por tanto, 𝐼 ൌ ׬ 3 𝑑𝑥 ൅ ׬
ଵଶ௫ି଼

௫మିସ௫ାସ
 𝑑𝑥 ൌ 3𝑥 ൅ ׬

ଵଶ௫ି଼

௫మିସ௫ାସ
 𝑑𝑥ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ூభ

 

Resolvemos 𝐼ଵ expresando la función racional en suma de fracciones simples: 
 

ଵଶ௫ି଼

௫మିସ௫ାସ
ൌ ஺

௫ିଶ
൅ ஻

ሺ௫ିଶሻమ ⟹ 12𝑥 െ 8 ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻ ⋅ 𝐴 ൅ 𝐵  

Hallo 𝐴 y 𝐵: 

𝑆𝑖 𝑥 ൌ 2 ⟶ 16 ൌ 𝐵   

𝑆𝑖 𝑥 ൌ 0 ⟶ െ8 ൌ െ2 ⋅ 𝐴 ൅ 16 ⇒ 𝐴 ൌ 12   

Luego 𝐼ଵ ൌ ׬
ଵଶ

௫ିଶ
𝑑𝑥 ൅ ׬

ଵ଺

ሺ௫ିଶሻమ 𝑑𝑥 ൌ 12 ⋅ ln|𝑥 െ 2| െ ଵ଺

௫ିଶ
൅ 𝐶,  𝐶 ∈ ℝ 

Sustituyendo en 𝐼, tengo que: 

න
3𝑥ଶ ൅ 4
ሺ𝑥 െ 2ሻଶ 𝑑𝑥 ൌ 3𝑥 ൅ 12 ln|𝑥 െ 2| െ

𝟏𝟔
𝒙 െ 𝟐

൅ 𝑪,    𝐶 ∈ ℝ 

 

b) Sea 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥 ൅ 12 ln|𝑥 െ 2| െ ଵ଺

௫ିଶ
൅ 𝐶.  Aplicando la condición, se deduce que 𝐹ሺ3ሻ ൌ 5. 

 
𝐹ሺ3ሻ ൌ 9 ൅ 12 ⋅ ln 1 െ 16 ൅ 𝐶 ൌ 5 ⟹ 𝐶 ൌ 12  
 
Luego, 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥 ൅ 12 ln|𝑥 െ 2| െ
𝟏𝟔

𝒙 െ 𝟐
൅ 𝟏𝟐 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Ismael Montero Penido 

Comunidad Autónoma de ANDALUCÍA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)16 

Problema 7: 

Considera 𝐴 ൌ ൭
1 1 1
1 0 1
4 1 4

൱; 𝐵 ൌ ቆ
𝑎

2𝑎
3𝑎

ቇ y 𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ 

a) Discute el sistema dado por 𝐴𝑋 ൌ 𝐵, según los valores de 𝑎. (1.25 puntos) 
b) Para 𝑎 ൌ 0, resuelve el sistema dado por 𝐴𝑋 ൌ 𝐵. Calcula, si es posible, una solución en la que 

𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4. (1.25 puntos) 

Solución: 

a) Escribimos el sistema equivalente a la ecuación matricial 𝐴𝑋 ൌ 𝐵: 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
𝑥   ൅ 𝑧 ൌ 2𝑎

4𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 3𝑎
  

 
Por tanto, la matriz ampliada del sistema es: 

𝐴∗ ൌ ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ ൭
1 1 1
1 0 1
4 1 4

อ
𝑎

2𝑎
3𝑎

൱  

(donde 𝐴 es la matriz de los coeficientes y 𝐵 la matriz de los términos independientes) 
 
Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes para calcular el rango de 𝐴: 
|𝐴| ൌ 1 ൅ 4 െ 1 െ 4 ൌ 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൏ 3  

Como el menor ቚ1 1
1 0

ቚ ൌ െ1 ് 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2  

  
Calculamos el rango de 𝐴∗ en función del parámetro 𝑎: 

อ
1 1 𝑎
1 0 2𝑎
4 1 3𝑎

อ ൌ 𝑎 ൅ 8𝑎 െ 2𝑎 െ 3𝑎 ൌ 4𝑎 ൌ 0 ⟺ 𝑎 ൌ 0  

 

 Si 𝑎 ് 0 ⇒ 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ൌ 3  

 Si 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ൌ 2  

 
Por el teorema de Rouché – Fröbenius: 

 𝑆𝑖 𝑎 ് 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ് 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ⟹ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

 𝑆𝑖 𝑎 ൌ 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ൌ 2 ൏ 𝑛 ⟹ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 
(𝑛 es el número de incógnitas del sistema) 

b) Si 𝑎 ൌ 0 sabemos que el sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas solucio‐
nes. 
Resolvemos por el método de Gauss: 
 

൭
1 1 1
1 0 1
4 1 4

อ
0
0
0

൱

ிమିிభ
ிయିସிభሱ⎯⎯⎯ሮ ൭

1 1 1
0 െ1 0
0 െ3 0

อ
0
0
0

൱  
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Expreso el sistema de forma analítica: 

൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0
𝑦 ൌ 0   

 
Tomando como parámetro 𝑧 ൌ 𝑡 y sustituyendo en la primera ecuación, obtenemos: 
𝑥 ൌ െ𝑡  
Solución del sistema: ሺെ𝑡, 0, 𝑡ሻ, ∀𝑡 ∈ ℝ 
 
Una solución para que 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4, sustituyendo adecuadamente cada variable, obtenemos que 
𝑡 ൌ 4 
 

Por tanto, una solución para que 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 4 es: ሺെ𝟒, 𝟎, 𝟒ሻ 
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Problema 8: 

Se considera el punto 𝐴ሺ1, െ2, 0ሻ y la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0
𝑦 െ 3𝑧 ൅ 2 ൌ 0 

a) Calcula la ecuación del plano que pasa por 𝐴 y es perpendicular a 𝑟. (1.25 puntos) 
b) Calcula la ecuación del plano que pasa por 𝐴 y contiene a 𝑟. (1.25 puntos) 

Solución: 

Antes de comenzar, vamos a pasar la recta 𝑟 a paramétricas resolviendo el sistema. 

Sea 𝑧 ൌ 𝑡

௦௨௦௧௜௧௨௬௘௡ௗ௢ 
௘௡ ௟௔ ଶº ௘௖௨௔௖௜ó௡
ሳልልልልልልልልልልልሰ 𝑦 ൌ െ2 ൅ 3𝑡 

De la primera ecuación obtenemos que 𝑥 ൌ 2 െ 3𝑡 

 

Luego 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 3𝑡
𝑦 ൌ െ2 ൅ 3𝑡
𝑧 ൌ 𝑡

   donde se deduce que un punto de 𝑟 es 𝑃ሺ2, െ2, 0ሻ  y  su vector director es 

𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, 3, 1ሻ 

 

a) Para construir el plano vamos a tomar el punto 𝐴ሺ1, െ2, 0ሻ por el que pasa y al ser perpendicu‐
lar a la recta 𝑟, el vector normal del plano, 𝑛ሬ⃗ , coincide con el vector director de la recta 𝑑௥

ሬሬሬሬ⃗  
 
Luego െ3𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 
 
Sustituyo por el punto 𝐴 para obtener 𝐷: 
 
െ3 െ 6 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⟹ 𝐷 ൌ 9  
 
Por tanto, el plano es: 
 

𝝅 ≡ െ𝟑𝒙 ൅ 𝟑𝒚 ൅ 𝒛 ൅ 𝟗 ൌ 𝟎 
 

b) El plano que queremos construir estará definido por el punto 𝐴ሺ1, െ2, 0ሻ y al contener a la rec‐
ta, sus vectores directores serán 𝑑௥

ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, 3, 1ሻ y  𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, 0ሻ 
Calculamos la ecuación del plano: 

𝜋 ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 ൅ 2 𝑧

1 0 0
െ3 3 1

อ ൌ 0 ⟺ െ𝑦 ൅ 3𝑧 െ 2 ൌ 0 

 

𝝅 ≡ െ𝒚 ൅ 𝟑𝒛 െ 𝟐 ൌ 𝟎 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 
DE SEPTIEMBRE 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
a) Duración: 1 hora y 30 minutos. 
b) Este examen consta de 8 ejercicios. 
c) Cada ejercicio tiene un valor máximo de 2.5 puntos 
d) Se realizarán únicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se realizan más de cuatro ejerci‐

cios, solo se evaluarán los primeros cuatro ejercicios que aparezcan físicamente en el papel de examen. 
e) Se permitirá el uso de calculadoras que no sean programables, ni gráficas ni con capacidad para almacenar o 

transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtención de resultados deben estar suficien‐
temente justificados. 

f) En la puntuación máxima de cada ejercicio están contemplados 0.25 puntos para valorar la expresión correcta de 
los procesos y métodos utilizados 

Problema 1: 

Considera la función 𝑓: ℝ → ℝ dada por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 5𝑥 ൅ 6ሻ. Determina los intervalos de conca‐
vidad y de convexidad de 𝑓 y los puntos de inflexión de su gráfica. (2.5 puntos) 

 

Problema 2: 

Calcula ׬ 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻగ
଴ 𝑑𝑥. (2.5 puntos) 

 

Problema 3: 

Considero el sistema de ecuaciones dado por 𝐴𝑋 ൌ 𝐵 siendo 

𝐴 ൌ ൭
1 െ2 1
𝑚 4 െ2
0 𝑚 ൅ 2 െ3

൱ ,   𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ    𝑦   𝐵 ൌ ൭
2

2𝑚
1

൱ 

a) Discute el sistema según los valores de 𝑚. (1.5 puntos) 
b) Para 𝑚 ൌ െ2, ¿existe alguna solución son 𝑧 ൌ 0? En caso afirmativo, calcúlala. En caso negati‐

vo, justifica la respuesta. (1 punto) 

 

Problema 4: 

Considera el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 0 y la recta 𝑟 ≡ ൜
4𝑥 െ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1
3𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0  

a) Halla 𝑎 sabiendo que 𝜋 es paralelo a 𝑟. (1.5 puntos) 
b) Determina el plano perpendicular a 𝑟 que pasa por el punto 𝑃ሺ1, 2, 3ሻ. (1 punto) 
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Problema 5: 

Sea la función derivable 𝑓: ℝ → ℝ definida por  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜ 𝑒ଶ௔௫ିସ௕ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 1
1 െ 𝑥 ⋅ ln 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 1

 

(ln  denota la función logaritmo neperiano) 

a) Determina los valores de 𝑎 y 𝑏. (1.75 puntos) 
b) Halla  la  ecuación  de  la  recta  tangente  a  la  gráfica  de  𝑓  en  el  punto  de  abscisa  𝑥 ൌ 2. 

(0.75 puntos) 

 

Problema 6: 

Considera las funciones 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ definidas por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥| y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2 

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de 𝑓 y 𝑔. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos) 

 

Problema 7: 

Considera 𝐴 ൌ ൭
1 2 3
0 0 2
0 1 1

൱   y   𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ 

a) Halla  los  valores  de  𝜆  tales  que  |𝐴 െ 𝜆𝐼| ൌ 0,  donde  𝐼  es  la  matriz  identidad  de  orden  3. 
(1.25 puntos) 

b) Para 𝜆 ൌ 1, resuelve el sistema dado por ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ𝑋 ൌ 𝜃. ¿Existe alguna solución tal que 𝑧 ൌ 1? 
En caso afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos) 

 

Problema 8: 

Considera el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 y la recta 𝑟 ≡ ௫

ଶ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
 

a) Calcula la distancia entre 𝑟 y 𝜋. (1 punto) 
b) Halla la ecuación general del plano perpendicular a 𝜋 que contiene a 𝑟. (1.5 puntos) 
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Problema 1: 

Considera la función 𝑓: ℝ → ℝ dada por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 5𝑥 ൅ 6ሻ. Determina los intervalos de concavi‐
dad y de convexidad de 𝑓 y los puntos de inflexión de su gráfica. (2.5 puntos) 

Solución: 

Para estudiar la curvatura de la gráfica de 𝑓, calculamos la segunda derivada: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 5𝑥 ൅ 6ሻ ൅ 𝑒௫ሺ2𝑥 െ 5ሻ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 1ሻ  

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 𝑒௫ሺ2𝑥 െ 3ሻ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2ሻ  

 

Estudiamos el signo de 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⟺ 𝑒௫ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2ሻ ൌ 0 ⟺ 𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2 ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ െ1; 𝑥 ൌ 2  

 

Intervalos  ሺെ∞, െ𝟏ሻ ሺെ𝟏, 𝟐ሻ  ሺ𝟐, ൅∞ሻ 

Signo de 𝒇ᇱᇱሺ𝒙ሻ  ൅  െ  ൅ 

  ∪ 
convexa 

∩ 
cóncava 

∪ 
convexa 

 

𝑓ሺ𝑥ሻ es convexa en los intervalos ሺെ∞, െ1ሻ y ሺ2, ൅∞ሻ 

𝑓ሺ𝑥ሻ es cóncava en los intervalos ሺെ1, 2ሻ 

 

Los puntos de inflexión se dan en 𝑥 ൌ െ1 y 𝑥 ൌ 2. Veamos el valor de la  función en ambos puntos. 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ ଵଶ

௘
  

𝑓ሺ2ሻ ൌ 0  

 

Por tanto, los puntos de inflexión de 𝑓ሺ𝑥ሻ son 𝑷𝟏 ቀെ𝟏,
𝟏𝟐

𝒆
ቁ y 𝑷𝟐ሺ𝟐, 𝟎ሻ 
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Problema 2: 

Calcula ׬ 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻగ
଴ 𝑑𝑥. (2.5 puntos) 

Solución: 

Sabemos por trigonometría que 𝑠𝑒𝑛ଶሺ𝑥ሻ ൌ ଵିୡ୭ୱሺଶ௫ሻ

ଶ
, por tanto: 

׬ 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛ଶ𝑥
గ

଴ 𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥 ⋅ ଵିୡ୭ୱሺଶ௫ሻ

ଶ

గ
଴ 𝑑𝑥 ൌ ଵ

ଶ
׬ 𝑥

గ
଴ 𝑑𝑥 െ ଵ

ଶ
׬ 𝑥 ⋅ cosሺ2𝑥ሻగ

଴ 𝑑𝑥 ൌ ቂ௫మ

ସ
ቃ

଴

గ
െ ଵ

ଶ
׬ 𝑥 ⋅ cosሺ2𝑥ሻగ

଴ 𝑑𝑥ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ூ

  

Resolvemos 𝐼 usando el método por partes: 

𝐼 ൌ ׬ 𝑥 ⋅ cosሺ2𝑥ሻగ
଴ 𝑑𝑥 ൌ ቈ

𝑢 ൌ 𝑥 𝑑𝑢 ൌ 𝑑𝑥
𝑑𝑣 ൌ cosሺ2𝑥ሻ 𝑣 ൌ ଵ

ଶ
𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ቉ ൌ ቂଵ

ଶ
𝑥𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻቃ

଴

గ
െ ଵ

ଶ
׬ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻగ

଴ 𝑑𝑥 ൌ   

   ൌ ቂଵ

ଶ
𝑥𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻቃ

଴

గ
൅ ቂଵ

ସ
cosሺ2𝑥ሻቃ

଴

గ
ൌ ቂଵ

ଶ
𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ ൅ ଵ

ସ
cosሺ2𝑥ሻቃ

଴

గ
  

 

Luego, sustituyendo en la integral principal obtenemos: 

׬ 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ2𝑥ሻగ
଴ 𝑑𝑥 ൌ ቂଵ

ସ
𝑥ଶ െ ଵ

ଶ
𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝑥ሻ െ ଵ

ସ
cosሺ2𝑥ሻቃ

଴

గ
ൌ  

                 ൌ ቀగమ

ସ
െ గ

ଶ
𝑠𝑒𝑛 ሺ2𝜋ሻ െ ଵ

ସ
cosሺ2𝜋ሻቁ െ ቀെ ଵ

ସ
cosሺ0ሻቁ ൌ గమ

ସ
െ ଵ

ସ
൅ ଵ

ସ
ൌ గమ

ସ
 

Por tanto, 

න 𝑥 ⋅ 𝑠𝑒𝑛ଶሺ2𝑥ሻ
గ

଴
𝑑𝑥 ൌ

𝝅𝟐

𝟒
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Problema 3: 

Considero el sistema de ecuaciones dado por 𝐴𝑋 ൌ 𝐵 siendo 

𝐴 ൌ ൭
1 െ2 1
𝑚 4 െ2
0 𝑚 ൅ 2 െ3

൱ ,   𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ    𝑦   𝐵 ൌ ൭
2

2𝑚
1

൱ 

a) Discute el sistema según los valores de 𝑚. (1.5 puntos) 
b) Para 𝑚 ൌ െ2, ¿existe alguna solución son 𝑧 ൌ 0? En caso afirmativo, calcúlala. En caso negati‐

vo, justifica la respuesta. (1 punto) 

Solución: 

a) Expresamos el sistema en forma analítica 

൝
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑚𝑥 ൅ 4𝑦 െ 2𝑧 ൌ 2𝑚
ሺ𝑚 ൅ 2ሻ𝑦 െ 3𝑧 ൌ 1

  

 
La matriz ampliada del sistema es: 

𝐴∗ ൌ ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ ൭
1 െ2 1
𝑚 4 െ2
0 𝑚 ൅ 2 െ3

อ
2

2𝑚
1

൱  

Donde 𝐴 es la matriz de los coeficientes y 𝐵 es la matriz de los términos independientes. 
 
Calculo el determinante de 𝐴 e igualo 0 
|𝐴| ൌ െ12 ൅ 𝑚ଶ ൅ 2𝑚 ൅ 2𝑚 ൅ 4 െ 6𝑚 ൌ 𝑚ଶ െ 2𝑚 െ 8 ൌ 0 ⟺ 𝑚 ൌ 4 y 𝑚 ൌ െ2  
 
Usando el teorema de Rouché – Fröbenius: 

 Si 𝑚 ് 4; െ2 ⟹ |𝐴| ് 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 3 ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ൌ 𝑛 ⟹ S. compatible determinado 
(𝑛 es el número de incógnitas) 

 Si 𝑚 ൌ 4 ⟹ |𝐴| ൌ 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൏ 3 
 

𝐴∗ ൌ ൭
1 െ2 1
4 4 െ2
0 6 െ3

อ
2
8
1

൱  

 
o Calculamos el rango de 𝐴: 

Como el menor ቚ1 െ2
4 4

ቚ ൌ 4 ൅ 8 ൌ 12 ് 0 ⟹ 𝑟𝑔 ሺ𝐴ሻ ൌ 2 

 
o Calculamos el rango de 𝐴∗ 

Como el menor อ
1 െ2 2
4 4 8
0 6 1

อ ൌ 4 ൅ 48 െ 48 ൅ 8 ൌ 12 ് 0 ⟹ 𝑟𝑔 ሺ𝐴∗ሻ ൌ 3 

Como 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ് 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ⟹ S. incompatible. 
 

 Si 𝑚 ൌ െ2 ⟹ |𝐴| ൌ 0 ⟹ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൏ 3 
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𝐴∗ ൌ ൭
1 െ2 1

െ2 4 െ2
0 0 െ3

อ
2

െ4
1

൱  

 
o Calculamos el rango de 𝐴 

Como el menorቚെ2 1
0 െ3

ቚ ൌ 6 ് 0 ⟹ 𝑟𝑔 ሺ𝐴ሻ ൌ 2 

 
o Calculamos el rango de 𝐴∗ 

Como el menor อ
െ2 1 2
4 െ2 െ4
0 െ3 1

อ ൌ 0, pues las dos primeras filas son proporciona‐

les, luego 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ൌ 2 
Como 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴∗ሻ ൏ 𝑛 ⟹ S. compatible indeterminado.  
(𝑛 es el número de incógnitas) 
 

Resumiendo 
 

𝑆𝑖 𝑎 ് െ2 𝑦 𝑎 ് 4  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

𝑆𝑖 𝑎 ൌ 4  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

𝑆𝑖 𝑎 ൌ െ2  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜 

 
b) Para 𝑚 ൌ െ2 la forma analítica del sistema es: 

ቄ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
െ3𝑧 ൌ 1

⟹ 𝑧 ൌ െ ଵ

ଷ
  

 
Tomamos 𝑦 ൌ 𝜆 
De la 1ª ecuación: 𝑥 െ 2𝑦 െ ଵ

ଷ
ൌ 2 ⟹ 𝑥 ൌ ଻

ଷ
൅ 2𝜆 

 

Luego, la solución del sistema es: ቀ଻

ଷ
൅ 2𝜆, 𝜆, െ ଵ

ଷ
ቁ , ∀𝜆 ∈ ℝ 

 

No hay solución para 𝑧 ൌ 0, pues 𝑧 es una constante fija que vale siempre െ
ଵ

ଷ
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Problema 4: 

Considera el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 0 y la recta 𝑟 ≡ ൜
4𝑥 െ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1
3𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0  

a) Halla 𝑎 sabiendo que 𝜋 es paralelo a 𝑟. (1.5 puntos) 
b) Determina el plano perpendicular a 𝑟 que pasa por el punto 𝑃ሺ1, 2, 3ሻ. (1 punto) 

Solución: 

a) Para que 𝜋 y 𝑟    sean paralelos, el vector director de 𝑟 y el vector normal de 𝜋  tienen que ser 
perpendiculares, es decir, su producto escalar debe de ser 0. 
 
El vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 𝑎ሻ 
 
El vector director de la recta 𝑟 viene definido por el producto vectorial de los dos vectores nor‐
males de los dos planos que la definen: 
 

𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑛ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ቮ

𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
4 െ3 4
3 െ2 1

ቮ ൌ 5𝚤 ൅ 8𝚥 ൅ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ5, 8, 1ሻ  

 

Luego 𝑟 ∥ 𝜋 ⟺ 𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ⊥ 𝑛ሬ⃗ ⟺ 𝑑௥

ሬሬሬሬ⃗ ⋅ 𝑛ሬ⃗ ൌ 0 
𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗ ⋅ 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ5, 8, 1ሻ ⋅ ሺ1, െ1, 𝑎ሻ ൌ 5 െ 8 ൅ 𝑎 ൌ 0 ⟺ 𝑎 ൌ 3  
 

𝑟 ∥ 𝜋 ⟺ 𝒂 ൌ 𝟑 

 

b) Como el plano, 𝜋ᇱ, que queremos construir es perpendicular a 𝑟, el vector normal de este coin‐

cide con el vector director de 𝑟. Luego 𝑛ᇱሬሬሬ⃗ ൌ 𝑑௥
ሬሬሬሬ⃗  

Por tanto,  
 
5𝑥 ൅ 8𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  
 
Sustituyo el punto 𝑃ሺ1, 2, 3ሻ en la ecuación para obtener 𝐷 
 
5 ൅ 16 ൅ 3 ൅ 𝐷 ൌ 0 ⟺ 𝐷 ൌ െ24  
 

Por tanto, 𝝅ᇱ ≡ 𝟓𝒙 ൅ 𝟖𝒚 ൅ 𝒛 െ 𝟐𝟒 ൌ 𝟎 
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Problema 5: 

Sea la función derivable 𝑓: ℝ → ℝ definida por  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜ 𝑒ଶ௔௫ିସ௕ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 1
1 െ 𝑥 ⋅ ln 𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 1

 

(ln  denota la función logaritmo neperiano) 

a) Determina los valores de 𝑎 y 𝑏. (1.75 puntos) 
b) Halla  la  ecuación  de  la  recta  tangente  a  la  gráfica  de  𝑓  en  el  punto  de  abscisa  𝑥 ൌ 2.  

(0.75 puntos) 

Solución: 

a) Como 𝑓 es derivable en ℝ ⟹ 𝑓 es continua en ℝ 

 Calculamos la continuidad en el punto de ruptura 𝑥 ൌ 1 
𝑓ሺ1ሻ ൌ 1 െ 1 ⋅ ln 1 ൌ 1  
 
lim

௫→ଵశ
ሺ1 െ 𝑥𝑙𝑛 𝑥ሻ ൌ 1  

 

lim
௫→ଵష

𝑒ଶ௔௫ିସ௕ ൌ 𝑒ଶ௔ିସ௕  

Para que 𝑓ሺ𝑥ሻ sea continua en 𝑥 ൌ 1 debe de cumplirse que 𝑒ଶ௔ିସ௕ ൌ 1 
𝑒ଶ௔ିସ௕ ൌ 1 ⟺ 2𝑎 െ 4𝑏 ൌ 0 ⟺ 2𝑎 ൌ 4𝑏 ⟺ 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
𝑎  

 Derivamos la función: 𝑓ᇱሺ௫ሻ ൌ ൜2𝑎 ⋅ 𝑒ଶ௔௫ିସ௕ 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 1
െ ln 𝑥 െ 1 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 1

 

Calculamos la derivabilidad en el punto de ruptura 𝑥 ൌ 1 
𝑓ᇱሺ1ାሻ ൌ lim

௫→ଵశ
ሺെ ln 𝑥 െ 1ሻ ൌ െ1  

𝑓ᇱሺ1ିሻ ൌ lim
௫→ଵష

2𝑎 ⋅ 𝑒ଶ௔௫ିସ௕ ൌ 2𝑎 ⋅ 𝑒ଶ௔ିସ௕  

Para que 𝑓ሺ𝑥ሻ sea derivable en 𝑥 ൌ 1 debe de cumplirse que 2𝑎 ⋅ 𝑒ଶ௔ିସ௕ ൌ െ1 

2𝑎 ⋅ 𝑒ଶ௔ିସ௕ ൌ െ1
௘మೌషర್ୀଵ
ሯልልልልልሰ 2𝑎 ൌ െ1 ⟺ 𝑎 ൌ െ ଵ

ଶ
  

Como 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
𝑎 ⟹ 𝑏 ൌ െ ଵ

ସ
 

Para que 𝑓ሺ𝑥ሻ sea derivable 𝒂 ൌ െ
𝟏

𝟐
, 𝒃 ൌ െ

𝟏

𝟒
 

 

b) La ecuación de la recta tangente a la gráfica de 𝑓 en 𝑥 ൌ 2 es: 
𝑦 ൌ 𝑓ᇱሺ2ሻሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝑓ሺ2ሻ 

Calculamos 𝑓ሺ2ሻ y 𝑓ᇱሺ2ሻ: 
𝑓ሺ2ሻ ൌ 1 െ 2 ln 2  
𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ െ ln 2 െ 1  
Sustituyendo en la ecuación obtenemos: 
𝑦 ൌ ሺെ ln 2 െ 1ሻሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 1 െ 2 ln 2 ⟺ 𝑦 ൌ ሺെ ln 2 െ 1ሻ𝑥 ൅ 2 ln 2 ൅ 2 ൅ 1 െ 2 ln 2  

Luego la ecuación de la recta tangente es: 𝒚 ൌ ሺെ 𝐥𝐧 𝟐 െ 𝟏ሻ𝒙 ൅ 𝟑 
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Problema 6: 

Considera las funciones 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ definidas por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥| y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2 

a) Calcula los puntos de corte de las gráficas de 𝑓 y 𝑔. Esboza el recinto que determinan. (1 punto) 
b) Determina el área del recinto anterior. (1.5 puntos) 

Solución: 

a) La función 𝑓 la puedo expresar como: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ |𝑥| ൌ ቄെ𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0
𝑥 𝑠𝑖 𝑥 ൒ 0

 

Calculo los puntos de corte de 𝑓ሺ𝑥ሻ con 𝑔ሺ𝑥ሻ 
 

 Para 𝑥 ൏ 0 
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⟺ െ𝑥 ൌ 𝑥ଶ െ 2 ⟺ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 2 ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ െ2 y 𝑥 ൌ 1 
(descartamos 𝑥 ൌ 1 por no pertenecer al conjunto de todas las 𝑥 ൏ 0) 
Luego el punto de corte de 𝑓ሺ𝑥ሻ con 𝑔ሺ𝑥ሻ para 𝑥 ൏ 0 es 𝑃ଵሺെ2, 2ሻ 

 Para 𝑥 ൒ 0 
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⟺ 𝑥 ൌ 𝑥ଶ െ 2 ⟺ 𝑥ଶ െ 𝑥 െ 2 ൌ 0 ⟺ 𝑥 ൌ െ1 y 𝑥 ൌ 2 
(descartamos 𝑥 ൌ െ1 por no pertenecer al conjunto de todas las 𝑥 ൒ 0) 
Luego el punto de corte de 𝑓ሺ𝑥ሻ con 𝑔ሺ𝑥ሻ para 𝑥 ൒ 0 es 𝑃ଶሺ2, 2ሻ 

Por tanto, los puntos de corte de las gráficas 𝑓 y 𝑔 son: 𝑷𝟏ሺെ𝟐, 𝟐ሻ y 𝑷𝟐ሺ𝟐, 𝟐ሻ 

Para dibujar el recinto limitado por ambas funciones, sabemos que 𝑓 son dos rectas que son la 
bisectriz del 𝐼 cuadrante y 𝐼𝐼 cuadrante; y además, pasa por los puntos 𝑃ଵሺെ2, 2ሻ y 𝑃ଶሺ2, 2ሻ 
De  la gráfica de 𝑔ሺ𝑥ሻ  se  sabe que  tiene su vértice en 𝑉ሺ0, 2ሻ  y  corta al eje 𝑂𝑋  en  los puntos 

൫െ√2, 0൯ y ൫√2, 0൯ 
Por tanto, el recinto que determinan se puede observar en la siguiente representación gráfica: 
 

 
 

b) El área del recinto es: 𝐴 ൌ ׬ ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻ൯
ଶ

ିଶ 𝑑𝑥 
Pero simetría del dibujo, el área se puede expresar como: 

𝐴 ൌ 2 ⋅ ׬ ሾ𝑥 െ ሺ𝑥ଶ െ 2ሻሿଶ
଴ 𝑑𝑥 ൌ 2 ⋅ ׬ െ𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 2

ଶ
଴ 𝑑𝑥 ൌ 2 ⋅ ቂെ ௫య

ଷ
൅ ௫మ

ଶ
൅ 2𝑥ቃ

଴

ଶ
ൌ  

    ൌ 2 ⋅ ቂቀെ ଼

ଷ
൅ 2 ൅ 4ቁ െ ሺ0ሻ ቃ ൌ ଶ଴

ଷ
𝑢ଶ  

Por tanto, 𝑨 ൌ
𝟐𝟎

𝟑
𝒖𝟐 
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Problema 7: 

Considera 𝐴 ൌ ൭
1 2 3
0 0 2
0 1 1

൱   y   𝑋 ൌ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ 

a) Halla  los  valores  de  𝜆  tales  que  |𝐴 െ 𝜆𝐼| ൌ 0,  donde  𝐼  es  la  matriz  identidad  de  orden  3.  
(1.25 puntos) 

b) Para 𝜆 ൌ 1, resuelve el sistema dado por ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ𝑋 ൌ 𝜃. ¿Existe alguna solución tal que 𝑧 ൌ 1? 
En caso afirmativo, calcúlala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos) 

Solución: 

a) Calculamos 𝐴 െ 𝜆𝐼: 

𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
1 2 3
0 0 2
0 1 1

൱ െ ൭
𝜆 0 0
0 𝜆 0
0 0 𝜆

൱ ൌ ൭
1 െ 𝜆 2 3

0 െ𝜆 2
0 1 1 െ 𝜆

൱  

|𝐴 െ 𝜆𝐼| ൌ െ𝜆 ⋅ ሺ1 െ 𝜆ሻଶ െ 2ሺ1 െ 𝜆ሻ ൌ ሺ1 െ 𝜆ሻ ⋅ ሺ𝜆ଶ െ 𝜆 െ 2ሻ ⟺  𝜆 ൌ 1, 𝜆 ൌ െ1, 𝜆 ൌ 2  
 

Luego |𝐴 െ 𝜆𝐼| ൌ 0 si 𝝀 ൌ 𝟏, 𝝀 ൌ െ𝟏, 𝝀 ൌ 𝟐 

 

b) Para 𝜆 ൌ 1 se obtiene que 𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
0 2 3
0 െ1 2
0 1 0

൱ 

Por tanto, el sistema dado por ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ⋅ 𝑋 ൌ 0 se puede expresar como: ൝
2𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 0
െ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 0
𝑦 ൌ 0

 

De donde obtenemos que 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0 y 𝑥 ൌ 𝑡 

Luego la solución del sistema viene dada por ሺ𝒕, 𝟎, 𝟎ሻ, ∀𝒕 ∈ ℝ 

No hay solución para 𝑧 ൌ 1, pues 𝑧 es una constante fija que vale siempre 0 
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Problema 8: 

Considera el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2 y la recta 𝑟 ≡ ௫

ଶ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭ାଶ

ିଵ
 

a) Calcula la distancia entre 𝑟 y 𝜋. (1 punto) 
b) Halla la ecuación general del plano perpendicular a 𝜋 que contiene a 𝑟. (1.5 puntos) 

 

Solución: 

a) Para hallar la distancia entre 𝑟 y 𝜋 voy a tomar un punto de la recta 𝑟 y calcular la distancia de 
ese punto al plano. 
Sea 𝐴ሺ0, െ1, െ2ሻ ∈ 𝑟, se tiene que 𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ 
 

𝑑ሺ𝐴, 𝜋ሻ ൌ
|଴ିሺିଵሻାሺିଶሻିଶ|

ඥଵమାሺିଵሻమାଵమ
ൌ

|ିଷ|

√ଷ
ൌ ଷ

√ଷ
ൌ √3 𝑢  

 

Por tanto, 𝒅ሺ𝒓, 𝝅ሻ ൌ √𝟑 𝒖 

b) Sea 𝜋ᇱel plano que nos piden construir se deduce lo siguiente: 
 
Como 𝜋ᇱ es perpendicular a 𝜋, el vector normal de 𝜋 es el vector director de 𝜋ᇱ 

Por tanto, 𝑑ଵ
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1,1ሻ 

 
Como 𝜋ᇱ contiene a 𝑟, tendrá al punto 𝐴ሺ0, െ1, െ2ሻ y como vector director el mismo que el de 

la recta 𝑟, es decir, 𝑑ଶ
ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ1ሻ 

 
La ecuación general del plano 𝜋ᇱ es: 
 

อ
𝑥 𝑦 ൅ 1 𝑧 ൅ 2
1 െ1 1
2 1 െ1

อ ൌ 0 ⟺ 3𝑦 ൅ 3𝑧 ൅ 9 ൌ 0
:ଷ

⇔ 𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 3 ൌ 0  

 

Por tanto, 𝝅ᇱ ≡ 𝒚 ൅ 𝒛 ൅ 𝟑 ൌ 𝟎 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL 
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE 

GENERAL 
CURSO: 2019–2020 

MATERIA: MATEMÁTICAS II

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
 En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un 
máximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas.  
El estudiante debe indicar claramente en la primera página del tríptico, cuáles han sido las preguntas elegidas.  
(Si no se  indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán  las 5 preguntas que se han respondido en 
primer  lugar). Para  la  realización de esta prueba  se puede utilizar  calculadora,  siempre que no  tenga NINGUNA de  las 
siguientes  características:  posibilidad  de  transmitir  datos,  ser  programable,  pantalla  gráfica,  resolución  de  ecuaciones, 
operaciones con matrices, cálculo de determinantes, cálculo de derivadas, cálculo de integrales ni almacenamiento de datos 
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas características será retirada. 
CALIFICACIÓN: Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se 
indican. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
TIEMPO: 1 hora y 30 minutos. 

Problema 1:  

Dado el siguiente sistema de ecuaciones 

ቐ
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ሺ𝑚 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 2

𝑥 ൅ ሺ𝑚 െ 1ሻ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1

 

Discuta el sistema según los valores de 𝑚 ∈ ℝ 

Problema 2: 

Dadas las matrices  𝑨 ൌ ቀ 𝟏 𝟎 𝟑
െ𝟏 𝟎 𝟏

ቁ   𝑩 ൌ ቀ𝟎 𝟐 𝟏
𝟏 𝟎 𝟏

ቁ  y    𝑪 ൌ  ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ 

a) (1 punto) Calcule, si es posible ሺ𝑨 .  𝑩𝒕ሻି𝟏. 

b) (1 punto) Compruebe que 𝑪𝟑 ൌ 𝑰 , donde 𝑰 es la matriz identidad y calcule 𝑪𝟏𝟔 

Problema 3: 

Resuelva el siguiente sistema matricial ቐ
𝑿 െ 𝟐𝒀 ൌ ቀ𝟎 𝟑 𝟑

𝟎 െ𝟐 𝟎
ቁ

𝟐𝑿 ൅ 𝟑𝒀 ൌ ቀ 𝟕 𝟔 െ𝟏
𝟏𝟒 𝟑 𝟕

ቁ
 

Problema 4:  

 

Se considera la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1

2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 

a) (1, 25 puntos)Calcule la ecuación del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto ሺ0,0,1ሻ  

b) (0,75 puntos)Se considera el paralelepípedo definido por los vectores 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑦 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗. Sabiendo que 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ ሺെ1,1,1ሻ, 
calcule el volumen de dicho paralelepípedo.   

 Problema 5: 

Calcule el siguiente límite  lim
௫→଴శ

ቀሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛𝑥ሻ
ଵ

௫యൗ ቁ 
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Problema 6: 

Se  considera  la  siguiente  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
௫మ

ଵି௘షೣ.  Estudie  la  existencia  de  asíntotas  verticales,  horizontales  y  oblicuas  y 

calcúlelas, cuándo existan. 

Problema 7: 

Se considera la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ 

a) (1,25 puntos) Estudie su dominio, así como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

b) (0,75 puntos) Halla la ecuación de la recta tangente a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ
ଵ

ଶ
 

Problema 8:  

 Calcule la siguiente integral ׬൫√𝑥.  𝑙𝑛ଶ𝑥൯𝑑𝑥. 

 

Problema 9: 

Según estadísticas del Instituto Nacional de Estadística, la probabilidad de que un varón esté en paro es del 12%, mientras 

la de que una mujer lo esté es del 16%. Además, la probabilidad de ser varón es del 64% y la de ser mujer del 36% 

a) (0,75 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona, ¿Cuál es la probabilidad de que esté en paro 

y sea mujer? 

b) (0,75 puntos) Si se elige al azar una persona, ¿cuál es la probabilidad de que esté en paro? 

c) (0,5 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro, ¿Cuál es la 

probabilidad de que sea mujer? 

Nota informativa: las estadísticas anteriores (y los experimentos) están realizadas con personas en disposición de trabajar. 

Problema 10:  

De  los  estudiantes  universitarios,  uno  de  cada  5  abandona  sus  estudios.  Se  seleccionan  5  estudiantes  universitarios 

españoles al azar, de modo independiente. 

a) (1 punto) ¿Cuál es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus estudios? (No es 

preciso  finalizar  los cálculos, puede dejarse  indicada  la probabilidad, precisando y desarrollando  los números y 

operaciones básicas que lo definen pero sin hacer los cálculos finales). 

b) (1 punto) ¿Qué es más probable, que todos abandonen sus estudios, o que ninguno lo haga? Razone la respuesta 

de modo numérico. 
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SOLUCIONES DE LA CONVOCATORIA ORDINARIA 
Problema 1:  

Dado el siguiente sistema de ecuaciones 

ቐ
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ሺ𝑚 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 2

𝑥 ൅ ሺ𝑚 െ 1ሻ𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1
2𝑥 ൅ 𝑚𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1

 

Discuta el sistema según los valores de 𝑚 ∈ ℝ 
 

Solución 

Escribamos las matrices de coeficientes y ampliada del sistema: 

𝐴 ൌ ൭
1 1 𝑚 ൅ 1
1 𝑚 െ 1 2
2 𝑚 1

൱                       𝐴: 𝐵 ൌ ൭
1 1 𝑚 ൅ 1
1 𝑚 െ 1 2
2 𝑚 1

   
2
1

െ1
൱ 

𝐷𝑒𝑡 𝐴 ൌ  อ
1 1 𝑚 ൅ 1
1 𝑚 െ 1 2
2 𝑚 1

อ ൌ 𝑚 െ 1 ൅ 4 ൅ ሺ𝑚ଶ ൅ 𝑚ሻ െ ሺ2𝑚ଶ െ 2ሻ െ 2𝑚 െ 1 ൌ  െ𝑚ଶ ൅ 4 

𝐷𝑒𝑡 𝐴 ൌ െ𝑚ଶ ൅ 4 ൌ 0      𝑚 ൌ െ2   𝑜    𝑚 ൌ  െ2. 
 

 Si 𝑚 ് െ2, 2   ⟹ 𝐷𝑒𝑡𝐴 ് 0 ⇒ 𝑟𝑔𝐴 ൌ  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 3  ya que 𝐷𝑒𝑡 𝐴 es un menor de orden 

3 (máximo posible) tanto de 𝐴 como de 𝐴: 𝐵  y este rango común coincide con el  número 

de incógnitas ⇒⏟
்.ோ௢௨௖௛éିி௥ö௕௘௡௜௨௦

 El sistema es compatible determinado   

 Si 𝑚 ൌ െ2 
 

𝐴 ൌ ൭
1 1 െ1
1 െ3 2
2 െ2 1

൱          𝑟𝑔𝐴 ് 3 . El menor de 𝐴 :  ቚ1   1
1 െ3

ቚ ൌ  െ4 ് 0 ⇒   𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 

𝐴: 𝐵 ൌ ൭
1 1 െ1
1 െ3 2
2 െ2 1

   
2
1

െ1
൱   El menor 𝑀ଶଷସ ൌ  อ

1 െ1 2
െ3 2 1
െ2 1 െ1

อ ൌ 4 ് 0 ⇒  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 3   

  
Luego  𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 ്  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 3 ⇒⏟

்.  ௗ௘ ோ௢௨௖௛éିி௥ö௕௘௡௜௨௦

 El sistema es incompatible 

 Si 𝑚 ൌ 2 
 

𝐴 ൌ ൭
1 1 3
1 1 2
2 2 1

൱          𝑟𝑔𝐴 ് 3 . El menor de 𝐴 :  ቚ1   3
1 2

ቚ ൌ  െ1 ് 0 ⇒   𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 

𝐴: 𝐵 ൌ ൭
1 1 3
1 1 2
2 2 1

   
2
1

െ1
൱ ~⏟

ிଶ´ୀிଶିிଵ
ிଷ´ୀிଷିଶிଵ

൭
1 1 3
0 0 െ1
0 0 െ5

   
2

െ1
െ5

൱ ~⏟
ிଷ´´ୀிଷ´ିହிଶ´

൭
1 1 3
0 0 െ1
0 0 0

   
2

െ1
0

൱ 

 La matriz 𝐴: 𝐵 solo tiene dos vectores fila linealmente independientes ⇒ 𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 2 

Luego:  𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 ൌ  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵< nº de incógnitas ⇒⏟
்.  ோ௢௨௖௛éିி௥ö௕௘௡௜௨௦

El sistema es compatible 

indeterminado 
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Problema 2: 

Dadas las matrices  𝑨 ൌ ቀ 𝟏 𝟎 𝟑
െ𝟏 𝟎 𝟏

ቁ   𝑩 ൌ ቀ𝟎 𝟐 𝟏
𝟏 𝟎 𝟏

ቁ  y    𝑪 ൌ  ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ 

a) (1 punto) Calcule, si es posible ሺ𝑨 .  𝑩𝒕ሻି𝟏. 

b) (1 punto) Compruebe que 𝑪𝟑 ൌ 𝑰 , donde 𝑰 es la matriz identidad y calcule 𝑪𝟏𝟔 

Solución 

a) 𝐴 ∈ ℳଶ௫ଷሺℝሻ     𝐵௧ ∈ ℳଷ௫ଶሺℝሻ ⇒es posible calcular 𝐴 .  𝐵௧ y es una matriz cuadrada de orden 2 
con elementos reales 

𝐴 .  𝐵௧ ൌ ቀ 1 0 3
െ1 0 1

ቁ . ൭
0 1
2 0
1 1

൱ ൌ ቀ3 4
1 0

ቁ 

 

  𝐷𝑒𝑡ሺ𝐴 .  𝐵௧ሻ ൌ ቚ3 4
1 0

ቚ ൌ െ4 ് 0 ⇒ ∃ሺ𝐴 .  𝐵௧ሻିଵ                 𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴 .  𝐵௧ሻ ൌ ቀ 0 െ1
െ4 3

ቁ    

ሺ𝐴 .  𝐵௧ሻିଵ  =    ଵ

஽௘௧ ሺ஺ .  ஻೟ሻ
൫𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴 .  𝐵௧ሻ൯

௧
ൌ  െ ଵ

ସ
 ቀ 0 െ4

െ1 3
ቁ ൌ    ቆ

0 1
ଵ

ସ
െ ଷ

ସ
ቇ 

ሺ𝑨 .  𝑩𝒕ሻି𝟏   െ
𝟏
𝟒

 ቀ 𝟎 െ𝟒
െ𝟏 𝟑

ቁ ൌ    ൭
𝟎 𝟏
𝟏
𝟒

െ
𝟑
𝟒

൱ 

 

 

b) 𝐂𝟐 ൌ 𝐶 . 𝐶 ൌ  ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ . ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ = ቀ0 െ1
1 െ1

ቁ 

𝐂𝟑 ൌ 𝐶ଶ . 𝐶 ൌ  ቀ0 െ1
1 െ1

ቁ . ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ 𝐼 

 

𝐂𝟏𝟔 ൌ 𝐂𝟏𝟓. 𝐶 =ሺ𝐶ଷሻହ. 𝐶 ൌ 𝐶ଷ. 𝐶ଷ. 𝐶ଷ. 𝐶ଷ. 𝐶ଷ. 𝐶 ൌ 𝐼. 𝐼. 𝐼. 𝐼. 𝐼. 𝐶 ൌ 𝐶 ൌ ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ 

𝐂𝟑 ൌ 𝑰; 𝐂𝟏𝟔 ൌ 𝑪 ൌ ቀെ𝟏 𝟏
െ𝟏 𝟎

ቁ 
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Problema 3: 

Resuelva el siguiente sistema matricial ቐ
𝑋 െ 2𝑌 ൌ ቀ0 3 3

0 െ2 0
ቁ

2𝑋 ൅ 3𝑌 ൌ ቀ 7 6 െ1
14 3 7

ቁ
 

Solución 

ቐ
𝑋 െ 2𝑌 ൌ ቀ0 3 3

0 െ2 0
ቁ

2𝑋 ൅ 3𝑌 ൌ ቀ 7 6 െ1
14 3 7

ቁ
~⏟

ெ௨௟௧௜௣௟௜௖௔௡ௗ௢ ௣௢௥ିଶ  ா௖ଵ

ቐ
െ2𝑋 ൅ 4𝑌 ൌ ቀ0 െ6 െ6

0   4   0
ቁ

2𝑋 ൅ 3𝑌 ൌ ቀ 7 6 െ1
14 3 7

ቁ
  

Sumando ahora estas dos ecuaciones:  

7𝑌 ൌ ቀ 7 0 െ7
14 7    7

ቁ ⇒  𝑌 ൌ
1
7

ቀ 7 0 െ7
14 7    7

ቁ ൌ ቀ1 0 െ1
2 1    1

ቁ 

De la primera ecuación de partida: 

𝑋 ൌ 2𝑌 ൅ ቀ0 3 3
0 െ2 0

ቁ ൌ ቀ2 0 െ2
4 2   2

ቁ ൅ ቀ0 3 3
0 െ2 0

ቁ ൌ  ቀ2 3 1
4 0 2

ቁ 

La solución es 𝑋 ൌ ቀ2 3 1
4 0 2

ቁ , 𝑌 ൌ ቀ1 0 െ1
2 1    1

ቁ 
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Problema 4:  

Se considera la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1

2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 

a) (1, 25 puntos) Calcule la ecuación del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto ሺ0,0,1ሻ  

b) (0,75 puntos) Se considera el paralelepípedo definido por los vectores 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑦 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗. Sabiendo que 
𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ ሺെ1,1,1ሻ, calcule el volumen de dicho paralelepípedo.   

Solución: 

a)  𝑟 viene dada como intersección de dos planos⇒ cualquier plano que contenga a 𝑟 pertenecerá 
al haz que determinan ambos: 

ℋ ≡ ൜
𝜋ఈ: 𝑥 ൅ 𝑧 െ 1 ൅ 𝛼ሺ2𝑥 ൅ 𝑦 െ 3ሻ ൌ 0  𝛼 ∈ ℝ

𝜋ଶ: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 3 ൌ 0  

El plano buscado no es 𝜋ଶ ya que ሺ0,0,1ሻ ∉ 𝜋ଶ 

ሺ0,0,1ሻ ∈ 𝜋ఈ ⇒ ∃𝛼 ∈ ℝ 0 ൅ 1 െ 1 ൅ 𝛼ሺ2.0 ൅ 0 െ 3ሻ⁄ ൌ 0 ⇒ 𝛼 ൌ 0 

La solución es entonces 

     𝜋଴: 𝒙 ൅ 𝒛 െ 𝟏 ൌ 𝟎 

 

b)  El volumen del paralelepípedo que determinan 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑦 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗  es su producto mixto 

 ሾ 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗ , 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ሿ= ሾ  𝑣⃗ , 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗, 𝑢ሬ⃗   ሿ= ሾ  𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗, 𝑢ሬ⃗  , 𝑣⃗  ሿ = ሺ𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ሻ. ሺ𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ሻ = ሺെ1,1,1ሻ. ሺെ1,1,1ሻ ൌ 3 

Teniendo en cuenta que el producto mixto de tres vectores no varía si se rotan éstos y que se define 
como el producto escalar del primero de ellos por el vectorial de los otros dos. 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑒𝑝í𝑝𝑒𝑑𝑜: 𝟑 𝒖𝟐 
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Problema 5: 

Calcule el siguiente límite  lim
௫→଴శ

ቀሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛𝑥ሻ
ଵ

௫యൗ ቁ 

Solución: 

lim
௫→଴శ

ቀሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛𝑥ሻ
ଵ

௫యൗ ቁ ൌ  1ஶ ൌ 𝑒
୪୧୫

ೣ→బశ
భ

ೣయ.൫ሺଵା௫ି௦௘௡௫ሻିଵ൯
ൌ 𝑒

୪୧୫
ೣ→బశ

ೣషೞ೐೙ೣ
ೣయ =   𝑒

బ
బ ൌ 

ൌ⏟
௅´ுô௣௜௧௔௟

𝑒
୪୧୫

ೣ→బశ
భష೎೚ೞೣ

యೣమ ൌ    𝑒
బ
బ   ൌ⏟

௅´ுô௣௜௧௔௟

𝑒
୪୧୫

ೣ→బశ
ೞ೐೙ೣ

లೣ ൌ    𝑒
బ
బ   ൌ⏟

௅´ுô௣௜௧௔௟

𝑒
୪୧୫

ೣ→బశ
೎೚ೞೣ

ల =    𝑒
భ
ల ൌ √𝑒ల

 

lim
௫→଴శ

ቀሺ1 ൅ 𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛𝑥ሻ
ଵ

௫యൗ ቁ ൌ  𝑒
ଵ
଺ ൌ √𝒆𝟔
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Problema 6: 

Se considera la siguiente función 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥ଶ

1 െ 𝑒ି௫ 

 Estudie la existencia de asíntotas verticales, horizontales y oblicuas y calcúlelas, cuando existan. 

Solución 

𝐷𝑜𝑚 𝑓 ൌ  ℝ െ ሼ𝑥 ∈ ℝ 𝑒ି௫ ൌ 1⁄ ሽ = ℝ െ ሼ𝑥 ∈ ℝ െ𝑥 ൌ 0⁄ ሽ =  ℝ െ ሼ0ሽ 

Calculemos los límites laterales en 0 para estudiar si 𝑥 ൌ 0 es asíntota vertical (sería la única posible): 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎ష

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎ష

𝒙𝟐

𝟏 െ 𝒆ି𝒙 ൌ  
𝟎
𝟎

ൌ⏟
𝑳´𝑯ô𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎ష

𝟐𝒙
െ𝒆ି𝒙 ൌ  

𝟎
െ𝟏

ൌ 𝟎 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎శ

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎శ

𝒙𝟐

𝟏 െ 𝒆ି𝒙 ൌ  
𝟎
𝟎

ൌ⏟
𝑳´𝑯ô𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍

𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎శ

𝟐𝒙
െ𝒆ି𝒙 ൌ  

𝟎
െ𝟏

ൌ 𝟎 

No hay asíntota vertical. En 𝑥 ൌ 0 hay una discontinuidad evitable. 

 
Veamos ahora si hay asíntotas horizontales: 
 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ିஶ

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→ିஶ

𝒙𝟐

𝟏 െ 𝒆ି𝒙 ൌ  
∞
∞

ൌ⏟
𝑳´𝑯ô𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ିஶ

𝟐𝒙
െ𝒆ି𝒙 ൌ  

∞
െ∞

ൌ⏟
𝑳´𝑯ô𝒑𝒊𝒕𝒂𝒍

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ିஶ

𝟐
𝒆ି𝒙 ൌ  

𝟐
∞

ൌ 𝟎 ⇒ 

𝒚 ൌ 𝟎 es una asíntota horizontal si 𝑥 → െ∞ 

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ஶ

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→ஶ

௫మ

ଵି௘షೣ ൌ  ஶ

ଵ
ൌ ∞  ⇒ no hay asíntota horizontal si 𝑥 → ∞ 

Puede haber una asíntota oblicua si 𝒙 → ∞ 

𝑚 ൌ lim
௫→ஶ

௙ሺ௫ሻ

௫
ൌ lim

௫→ஶ
ቀ ௫మ

ଵି௘షೣ : 𝑥ቁ =  lim
௫→ஶ

௫

ଵି௘షೣ  ൌ ஶ

ଵ
ൌ ∞.      

Luego no hay asíntotas oblicuas. 
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Problema 7: 

Se considera la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ 

a) (1,25 puntos) Estudie su dominio, así como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. 

b) (0,75 puntos) Halla la ecuación de la recta tangente a 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
 

Solución 

a) 𝐷𝑜𝑚 𝑓 ൌ  ሼ𝑥 ∈ ℝ 2𝑥 ൅ 1 ൐ 0⁄ ሽ = ቀെ
𝟏

𝟐
, ∞ቁ 

𝑓 es continua y derivable en su dominio. Estudiamos su crecimiento mediante el signo de 𝑓´ 

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

ଶ௫ାଵ
     𝑓´ሺ𝑥ሻ ൐ 0   ∀𝑥 ∈ ቀെ ଵ

ଶ
, ∞ቁ ⟹ 𝑓 es estrictamente creciente en ቀെ ଵ

ଶ
, ∞ቁ 

No existe más que este intervalo de crecimiento. 

𝑓 es estrictamente creciente en ቀെ
ଵ

ଶ
, ∞ቁ 

 

b) Si 𝑥 ൌ ଵ

ଶ
∶        𝑓 ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ 𝑙𝑛2       𝑓´ ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ ଶ

ଵାଵ
ൌ 1 

  El  punto  de  tangencia  es  ቀଵ

ଶ
 , 𝑓 ቀଵ

ଶ
ቁ ቁ ൌ ቀଵ

ଶ
 , 𝑙𝑛2 ቁ    y,  según  la  interpretación  geométrica  de  la 

derivada, la pendiente de la recta tangente en este punto es 𝑓´ ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ 1 

La recta tangente tiene por ecuación: 𝑦 െ 𝑙𝑛2 ൌ 1 ቀ𝑥 െ ଵ

ଶ
ቁ ⟺ 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ ଶ௟௡ଶିଵ

ଶ
⟺ 𝑦 ൌ 𝑥 ൅ ௟௡ସିଵ

ଶ
 

𝒚 ൌ 𝒙 ൅
𝒍𝒏𝟒 െ 𝟏

𝟐
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Problema 8:  

 Calcule la siguiente integral ׬൫√𝑥.  𝑙𝑛ଶ𝑥൯𝑑𝑥. 

Solución  

Utilizamos el método de integración por partes׬ 𝑢𝑑𝑣 ൌ 𝑢𝑣 െ ׬ 𝑣𝑑𝑢 

𝐼 

𝑢 ൌ 𝑙𝑛ଶ𝑥  𝑑𝑢 ൌ
2 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑥
 

𝑣 ൌ ׬ √𝑥 𝑑𝑥 =׬ 𝑥
ଵ

ଶൗ 𝑑𝑥 = 
௫

య
మൗ

ଷ
ଶൗ

ൌ
ଶඥ௫య

ଷ
  𝑑𝑣 ൌ √𝑥𝑑𝑥 

𝐼 ൌ න൫√𝑥.  𝑙𝑛ଶ𝑥൯𝑑𝑥 ൌ
2√𝑥ଷ

3
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ

2
3

. 2 න ඥ𝑥ଷ   .   
𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ூభ

ൌ 

ൌ ଶ√௫య

ଷ
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ ସ

ଷ
׬ 𝑥√𝑥   .   ௟௡௫

௫
𝑑𝑥 ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

ூభ

= 
ଶ√௫య

ଷ
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ ସ

ଷ
׬ √𝑥   .  𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ

ூభ

 

𝐼ଵ 

𝑢 ൌ 𝑙𝑛𝑥  𝑑𝑢 ൌ
 𝑑𝑥
𝑥
 

𝑣 ൌ ׬ √𝑥 𝑑𝑥 =׬ 𝑥
ଵ

ଶൗ 𝑑𝑥 = 
௫

య
మൗ

ଷ
ଶൗ

ൌ
ଶඥ௫య

ଷ
  𝑑𝑣 ൌ √𝑥𝑑𝑥 

 

𝐼 ൌ 2ඥ𝑥3

3
𝑙𝑛2𝑥 െ 4

3 ׬ √𝑥   .  𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
𝐼1

 = ଶ
√௫య

ଷ
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ ସ

ଷ
 ൤ଶ√௫య

ଷ
𝑙𝑛𝑥 െ ଶ

ଷ
׬

 √௫యௗ௫

௫
൨= 

= 
ଶ√௫య

ଷ
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ ଼√௫య

ଽ
𝑙𝑛𝑥 ൅ ଼

ଽ
׬ 𝑥√𝑥   . ௗ௫

௫
 = 

ଶ√௫య

ଷ
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ ଼√௫య

ଽ
𝑙𝑛𝑥 ൅ ଼

ଽ
׬ √𝑥   𝑑𝑥 ൌ 

= 
ଶ√௫య

ଷ
𝑙𝑛ଶ𝑥 െ ଼√௫య

ଽ
𝑙𝑛𝑥 ൅ ଼

ଽ
 
2√𝑥3

3
൅ 𝐶= 

𝟐√𝒙𝟑

𝟑
𝒍𝒏𝟐𝒙 െ

𝟖√𝒙𝟑

𝟗
𝒍𝒏𝒙 ൅

𝟏𝟔
𝟐𝟕

ඥ𝒙𝟑 ൅ 𝑪 
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Problema 9: 

Según estadísticas del Instituto Nacional de Estadística, la probabilidad de que un varón esté en paro es 

del 12 %, mientras la de que una mujer lo esté es del 16 %. Además, la probabilidad de ser varón es del 

64 % y la de ser mujer del 36 % 

a) Hemos conectado por redes sociales con una persona, ¿Cuál es la probabilidad de que esté en 

paro y sea mujer? 

b) Si se elige al azar una persona, ¿cuál es la probabilidad de que esté en paro? 

c) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro, ¿Cuál 

es la probabilidad de que sea mujer? 

Nota  informativa:  las  estadísticas  anteriores  (y  los  experimentos)  están  realizadas  con  personas  en 

disposición de trabajar. 

Solución 

Sean los sucesos:        𝐴ଵ= “la persona elegida es hombre”   𝐴ଶ= “la persona elegida es mujer”    

                                       𝐵= “la persona elegida está en paro”     

a) 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐴ଶሻ= 𝑃ሺ𝐴ଶሻ ∙ 𝑃ሺ𝐵 𝐴ଶ⁄ ሻ =  ଷ଺

ଵ଴଴
∙ ଵ଺

ଵ଴଴
ൌ 0.0576 

La probabilidad de que esté en paro y sea mujer es del 0.0576. 

 

b) . 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ  𝑃ሺ𝐴ଵሻ ∙ 𝑃ሺ𝐵 𝐴ଵ⁄ ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴ଶሻ ∙ 𝑃ሺ𝐵 𝐴ଶ⁄ ሻ ൌ 
଺ସ

ଵ଴଴
∙ ଵଶ

ଵ଴଴
൅ ଷ଺

ଵ଴଴
∙ ଵ଺

ଵ଴଴
 = 0.0768 + 0.0576 = 0.1344 

La probabilidad de que una persona esté en paro es del 0.1344 

 

c) 𝑃ሺ𝐴ଶ 𝐵⁄ ሻ ൌ ௉ሺ஻∩஺మሻ

௉ሺ஻ሻ
ൌ ௉ሺ஺మሻ ∙ ௉ሺ஻ ஺మ⁄ ሻ

௉ሺ஺భሻ ∙ ௉ሺ஻ ஺భ⁄ ሻ ା ௉ሺ஺మሻ ∙ ௉ሺ஻ ஺మ⁄ ሻ
ൌ ଴.଴ହ଻଺

଴.ଵଷସସ
ൌ 0.4286 

Una persona nos ha confesado estar en paro, la probabilidad de que sea mujer es del 0.4286, 
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Problema 10:  

De  los estudiantes universitarios, uno de cada 5 abandona sus estudios. Se seleccionan 5 estudiantes 

universitarios españoles al azar, de modo independiente. 

a) (1 punto) ¿Cuál es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus 

estudios? (No es preciso finalizar los cálculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando 

y  desarrollando  los  números  y  operaciones  básicas  que  lo  definen  pero  sin  hacer  los  cálculos 

finales). 

b) (1 punto)  ¿Qué es más probable, que  todos abandonen  sus estudios, o que ninguno  lo haga? 

Razone la respuesta de modo numérico. 

Solución 

El  experimento  aleatorio  “seleccionar  un  estudiante  universitario  al  azar  y  observar  si  abandona  sus 
estudios” es una prueba de Bernoulli.  

Sea “éxito” = “el estudiante elegido al azar abandona sus estudios”  𝑝 ൌ ଵ

ହ
 

Se repite 5 veces este experimento. Las pruebas son independientes. 

Entonces la variable aleatoria X = “nº de éxitos” = “número de estudiantes universitarios que abandonan 
sus estudios”, es una variable binomial  

𝑋 ൌ 𝐵 ቀ5, ଵ

ହ
ቁ con función de probabilidad 𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ5

𝑘
ቁ ∙ ቀଵ

ହ
ቁ

௞
∙ ቀସ

ହ
ቁ

ହି௞
 

a) 𝑃ሺ“𝑢𝑛𝑜 𝑜 𝑛𝑖𝑛𝑔ú𝑛 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑏𝑎𝑛𝑑𝑜𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑜𝑠”ሻ =  𝑃ሺ𝑋 ൌ 1ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑋 ൌ 0ሻ ൌ 

ൌ ቀ5
1

ቁ ∙ ൬
1
5

൰
ଵ

∙ ൬
4
5

൰
ସ

൅ ቀ5
0

ቁ ∙ ൬
1
5

൰
଴

∙ ൬
4
5

൰
ହ

ൌ 5 ∙
1
5

 ∙  
256
625

൅ 1 ∙  1 ∙
1024
3125

ൌ
1280 ൅ 1024

3125
ൌ

2304
3125

 

 

𝑃ሺ“𝑢𝑛𝑜 𝑜 𝑛𝑖𝑛𝑔ú𝑛 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑏𝑎𝑛𝑑𝑜𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑜𝑠”ሻ ൌ
2304
3125

ൌ 𝟎. 𝟕𝟑𝟕𝟑 

 

b) 𝑃ሺ“ 𝑛𝑖𝑛𝑔ú𝑛 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑏𝑎𝑛𝑑𝑜𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑜𝑠”ሻ = 𝑃ሺ𝑋 ൌ 0ሻ= ቀ5
0

ቁ ∙ ቀଵ

ହ
ቁ

଴
∙ ቀସ

ହ
ቁ

ହ
ൌ ଵ ଴ଶସ

ଷ ଵଶହ
ൌ 0.3277 

      𝑃ሺ“𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑙𝑜𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑎𝑏𝑎𝑛𝑑𝑜𝑛𝑒𝑛 𝑠𝑢𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑢𝑑𝑖𝑜𝑠”ሻ= 𝑃ሺ𝑋 ൌ 5ሻ = ቀ5
5

ቁ ∙ ቀଵ

ହ
ቁ

ହ
∙ ቀସ

ହ
ቁ

଴
ൌ ଵ

ଷ ଵଶହ
ൌ 0.00032 

 

Es más probable que ningún estudiante abandone sus estudios 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL  
ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)  

FASE GENERAL            CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 
DE SEPTIEMBRE 

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante deberá elegir un máximo 
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas.  
El estudiante debe indicar claramente en la primera página del tríptico, cuáles han sido las preguntas elegidas.  
(Si no se  indica, y se han respondido más de 5 preguntas, sólo se corregirán  las 5 preguntas que se han respondido en 
primer  lugar). Para  la  realización de esta prueba  se puede utilizar  calculadora,  siempre que no  tenga NINGUNA de  las 
siguientes  características:  posibilidad  de  transmitir  datos,  ser  programable,  pantalla  gráfica,  resolución  de  ecuaciones, 
operaciones con matrices, cálculo de determinantes, cálculo de derivadas, cálculo de integrales ni almacenamiento de datos 
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas características será retirada. 
CALIFICACIÓN: Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se 
indican. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
TIEMPO: 1 hora y 30 minutos. 

Problema 1: 

Dados las matrices 𝐴 ൌ  ൭ 
𝑎 െ 3 0   4

   1 0 െ1
െ1 𝑎    2

൱ ൌ 𝑦 𝐵 ൌ  ൭
2

െ1 
    𝑎

൱ siendo 𝑎 un número real cualquiera 

a) (1,25 puntos) Discuta el sistema 𝐴𝑋 ൌ  𝐵 según los valores del parámetro 𝑎. 

b) (0,75 puntos) Resuelva el sistema cuando 𝑎 ൌ 1 

 

Problema 2:  

Una farmacia vende 3 tipos de mascarillas: quirúrgicas desechables, higiénicas y quirúrgicas reutilizables. El precio medio 

de las tres mascarillas es  de 0,90 €. Un cliente compra 30 unidades de mascarillas quirúrgicas desechables, 20 mascarillas 

higiénicas  y  10  quirúrgicas  reutilizables,  debiendo  abonar  por  todas  ellas  56  €.  Otro  cliente  compra  20  unidades  de 

mascarillas quirúrgicas desechables y 25 unidades de mascarillas reutilizables y paga 31 €. Calcule el precio de cada tipo de 

mascarilla. 

 

Problema 3: 

Resuelva la ecuación matricial 𝑋𝐴 ൅ 𝑋𝐴௧ ൌ 𝐵   siendo 𝐴 ൌ ൭
 1 െ1 0
 0  1 2

െ1 െ1 0
൱  y 𝐵 ൌ ቀ0 1 െ1

3 0 െ1
ቁ 

 

Problema 4:  

Halle la ecuación general del plano que contiene a la recta 𝑟: ൜
3𝑥 ൅ 𝑦 െ 4𝑧 ൅ 1 ൌ 0
2𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0   y es perpendicular al plano  

 𝜋: 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 െ 1 ൌ 0 

  

Problema 5: 

Calcule el siguiente límite:   lim
௫→଴

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
ଶ

௧௚ሺ௫ሻൗ
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Problema 6:  

Un campo de juego quiere diseñarse de modo que la parte central sea rectangular de base 𝒚 metros y altura 𝒙 metros, y las 
partes laterales sean semicircunferencias (véase dibujo)  

 

Su superficie se desea que sea de 𝟒 ൅  𝝅 𝑚ଶ. Se debe pintar el perímetro y las rayas interiores de modo que la cantidad de 

pintura que se gaste sea mínima (es decir, su longitud total sea mínima). Halle 𝒙 e 𝒚 de modo que se cumpla este requisito.

 

Problema 7: 

 Dada la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
ି௫మ

ଶ
൅ 2𝑙𝑛ሺ𝑥 ൅ 1ሻ 

a) (0,25 puntos) Calcule el dominio de 𝑓 . 

b) (1,75 puntos) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento 

 

Problema 8:  

Calcule la siguiente integral ׬ 𝑥ଷ𝑒௫మ
𝑑𝑥 

 

Problema 9:   

En el mes de abril de 2020 se realizó una encuesta a los estudientes de 2º de bachuller de un centro acerca de los dispositivos 

con los que seguían las clases online. El 80% disponía de ordenador, el 15% disponía de móvil y el 10% disponía de ambos 

dispositivos. Nos hemos encontrado por casualidad en la calle con un estudiante de este centro 

a)  (1,25 puntos) Halle la probabilidad de que el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos (o ambos) 

b) (1,75 puntos) Halle la probabilidad de que el estudiante no dispusise de ninguno de los dispositivos mencionados.

 

Problema 10:  

Un  estudiante  universitario  de  matemáticas  ha  comprobado  que  el  tiempo  que  le  cuesta  llegar  desde  su  casa  a  la 
universidad sigue una distribución normal de media 30 minutos y desviación típica 5 minutos. 

a) (0,75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad? 
b) (0,75 puntos) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde entre 20 y 40 minutos? 
c) (0,5 puntos) El estudiante, un día al salir de su casa, comprueba que faltan exactamente 40 minutos para que 

empiece la clase. ¿Cuál es la probabilidad de que llegue tarde a la clase? 
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NOTA: En la tabla figuran los valore de 𝑃ሺ𝑍 ൑ 𝑘) para una distribución 𝑁ሺ0,1ሻ. Si no encuentra el valor en la tabla, elija el más próximo y en el caso de 

que los valores por exceso y por defecto sean iguales, considere la media aritmética de los valores correspondientes. 
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Problema 1: 

Dados las matrices 𝐴 ൌ  ൭ 
𝑎 െ 3 0   4

   1 0 െ2
െ1 𝑎    2

൱ 𝑦 𝐵 ൌ  ൭
  2

െ1 
    𝑎

൱ siendo 𝑎 un número real cualquiera 

a) Discuta el sistema 𝐴𝑋 ൌ  𝐵 según los valores del parámetro 𝑎. 

b) Resuelva el sistema cuando 𝑎 ൌ 1 

Solución 

a) Compararemos los rangos de las matrices del sistema 

 𝐴 ൌ  ൭ 
𝑎 െ 3 0   4

   1 0 െ2
െ1 𝑎    2

൱   de coeficientes   y     𝐴: 𝐵 ൌ  ൭
𝑎 െ 3 0   4

   1 0 െ2
െ1 𝑎    2

 
  2

െ1 
    𝑎

൱ ampliada 

𝐷𝑒𝑡 𝐴 ൌ  อ
𝑎 െ 3 0   4

   1 0 െ2
െ1 𝑎    2

อ ൌ െ𝑎 ቚ𝑎 െ 3 4
1 െ2

ቚ ൌ  െ𝑎ሺെ2𝑎 ൅ 2ሻ 

𝐷𝑒𝑡 𝐴 ൌ െ𝑎ሺെ2𝑎 ൅ 2ሻ ൌ 0      𝑎 ൌ 0   𝑜    𝑎 ൌ  1 
 

 Si 𝑎 ് 0, 1   ⟹ 𝐷𝑒𝑡𝐴 ് 0 ⇒ 𝑟𝑔𝐴 ൌ  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 3  ya que 𝐷𝑒𝑡 𝐴 es un menor de orden 

3 (máximo posible) tanto de 𝐴 como de 𝐴: 𝐵  y este rango común coincide con el  número 

de incógnitas ⇒⏟
்.ோ௢௨௖௛éିி௥ö௕௘௡௜௨௦

 El sistema es compatible determinado   

 Si 𝑎 ൌ 0   𝑟𝑔𝐴 ് 3 
 

𝐴 ൌ ൭
െ3 0   4
   1 0 െ2
െ1 0    2

൱         𝐴: 𝐵 ൌ ൭
െ3 0   4
   1 0 െ2
െ1 0    2

 
  2

െ1 
    0

൱ 

 El menor de 𝐴  𝑦 𝐴: 𝐵:  ቚെ3  4
1   െ2

ቚ ൌ  2 ് 0 ⇒   𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 y  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൒ 2 

   La segunda columna de 𝐴: 𝐵 es el vector cero⇒ los menores de 𝐴: 𝐵  (los subíndices denotan las 
columnas que los definen)      𝑀ଵଶଷ ൌ  𝑀ଵଶସ ൌ  𝑀ଶଷସ ൌ 0 y el único de orden 3 que no la contiene es  

𝑀ଵଷସ ൌ  อ
െ3 4 2
1 െ2 െ1

െ1 2 0
อ ൌ 0 ൅ 4 ൅ 4 െ 4 െ 0 െ 6 ൌ െ2 ് 0 ⇒  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 3  

  
  𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 ്  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 3 ⇒⏟

்.  ௗ௘ ோ௢௨௖௛éିி௥ö௕௘௡௜௨௦

 El sistema es incompatible  

Si 𝑎 ൌ 1 
 

𝐴 ൌ ൭
െ2 0   4
   1 0 െ2
െ1 1    2

൱          𝑟𝑔𝐴 ് 3 . El menor de 𝐴 :  ቚ 1 0
െ1   1

ቚ ൌ  1 ് 0 ⇒   𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 

𝐴: 𝐵 ൌ ൭
െ2 0   4
   1 0 െ2
െ1 1    2

 
  2

   െ1 
   1

൱ ~⏟
ிଵ↔ிଷ

൭
െ1 1   2
   1 0 െ2
െ2 0    4

 
  1

   െ1 
   2

൱ ~⏟
ிଶ´ୀிଶାிଵ

ிଷ´ୀிଷିଶிଵ
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~⏟
ிଶ´ୀிଶାிଵ

ிଷ´ୀிଷିଶிଵ

൭
െ1 1   2
   0 1 0
0 െ2   0

 
  1

   0 
   0

൱ ~⏟
ிଷ´´ୀிଷ´ାଶிଶ´

൭
െ1 1   2
   0 1 0
0 0   0

 
  1

   0 
   0

൱   

Tanto 𝐴 como 𝐴: 𝐵 tienen solo dos vectores fila linealmente independientes, luego: 

𝑟𝑔𝐴 ൌ  𝑟𝑔 𝐴: 𝐵 ൌ 2 ൏nº incógnitas ⇒⏟
்.  ௗ௘ ோ௢௨௖௛éିி௥ö௕௘௡௜௨௦

 El sistema es compatible indeterminado 

 

Si 𝑎 ് 0, 1 → El sistema es compatible determinado. Si 𝑎 ൌ 0 → El sistema es 
incompatible. Si 𝑎 ൌ 1 → El sistema es compatible indeterminado 

 

b) Si 𝑎 ൌ 1 el sistema es compatible indeterminado. Por la forma de estudiar el rango de la matriz 
𝐴: 𝐵, tenemos en el último paso del apartado anterior, los coeficientes y términos independientes 
de un sistema triangular equivalente a 𝐴𝑋 ൌ 𝐵: 

൜
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 1

𝑦 ൌ 0  

  Las infinitas soluciones las obtenemos fijando el valor de 𝑧 ൌ 𝛼   ∶  
 

൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 2𝛼

𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 𝛼

𝛼 ∈ ℝ 
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Problema 2:  

Una farmacia vende 3 tipos de mascarillas: quirúrgicas desechables, higiénicas y quirúrgicas reutilizables. 

El  precio medio  de  las  tres  mascarillas  es  de  0.90  €.  Un  cliente  compra  30  unidades  de mascarillas 

quirúrgicas desechables,  20 mascarillas  higiénicas  y  10 quirúrgicas  reutilizables,  debiendo abonar por 

todas ellas 56 €. Otro cliente compra 20 unidades de mascarillas quirúrgicas desechables y 25 unidades 

de mascarillas reutilizables y paga 31 €. Calcule el precio de cada tipo de mascarilla. 

Solución: 

 Sean:  𝑥 = “precio de una mascarilla quirúrgica desechable”     𝑦 = ““precio de una mascarilla higiénica” 
             𝑧 = “precio de una mascarilla quirúrgica reutilizable” 

൞

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧
3

ൌ 0,90

30𝑥 ൅ 20𝑦 ൅ 10𝑧 ൌ 56
20𝑥          ൅    25𝑧 ൌ 31

 

൞

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧
3

ൌ 0.90

30𝑥 ൅ 20𝑦 ൅ 10𝑧 ൌ 56
20𝑥          ൅    25𝑧 ൌ 31

         ~⏟
ாଵ´ୀଷ଴ாଵ

         ൝
10𝑥 ൅ 10𝑦 ൅ 10𝑧 ൌ 27
30𝑥 ൅ 20𝑦 ൅ 10𝑧 ൌ 56
20𝑥          ൅    25𝑧 ൌ 31

 

Utilizamos la regla de Cramer para resolver el sistema 

det 𝐴 ൌ อ
10 10 10
30 20 10
20 0 25

อ ൌ  10.10.5 อ
1 1 1
3 2 1
4 0 5

อ ൌ 500ሺ10 ൅ 4 ൅ 0 െ 8 െ 0 െ 15ሻ ൌ െ4500 ് 0 

 
Utilizamos la regla de Cramer para encontrar la solución: 
 

𝑥 ൌ
อ
ଶ଻ ଵ଴ ଵ଴
ହ଺ ଶ଴ ଵ଴
ଷଵ ଴ ଶହ

อ

஽௘௧ ஺
= 

ିଷ଺଴଴

ିସହ଴଴
ൌ 0.80            𝑦 ൌ

อ
ଵ଴ ଶ଻ ଵ଴
ଷ଴ ହ଺ ଵ଴
ଶ଴ ଷଵ ଶହ

อ

஽௘௧ ஺
= 

ିହ଼ହ଴

ିସହ଴଴
ൌ 1.3           𝑧 ൌ

อ
ଵ଴ ଵ଴ ଶ଻
ଷ଴ ଶ଴ ହ଺
ଶ଴ ଴ ଷଵ

อ

஽௘௧ ஺
= 

ିଶ଻଴଴

ିସହ଴଴
ൌ 0.60   

 

Cada mascarilla quirúrgica desechable tiene un precio de 0.80 €, cada mascarilla 
higiénica 1.30 € y cada mascarilla quirúrgica reutilizable 0.60 €. 
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Problema 3: 

Resuelva la ecuación matricial 𝑋𝐴 ൅ 𝑋𝐴௧ ൌ 𝐵   siendo 𝐴 ൌ ൭
 1 െ1 0
 0  1 2

െ1 െ1 0
൱  y 𝐵 ൌ ቀ0 1 െ1

3 0 െ1
ቁ 

Solución 

𝑋𝐴 ൅ 𝑋𝐴௧ ൌ 𝐵 ⟺ 𝑋ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻ ൌ 𝐵  ⟹ด
ௌ௜ ∃ሺ஺ା஺೟ሻషభ

𝑋ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ ൌ 𝐵ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ ⟹ด
ௌ௜ ∃ሺ஺ା஺೟ሻషభ 

 

⟹ด
ௌ௜ ∃ሺ஺ା஺೟ሻషభ 

𝑋. 𝐼 ൌ 𝐵ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ  ⟹ด
ௌ௜ ∃ሺ஺ା஺೟ሻషభ 

     𝑋 ൌ 𝐵ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ 

 

𝐴 ൅ 𝐴௧= ൭
 1 െ1 0
 0  1 2

െ1 െ1 0
൱+൭

 1 0 െ1
െ1  1 െ1
0 2   0

൱ = ൭
 2 െ1 െ1

െ1  2   1
െ1  1 0

൱      

 |𝐴 ൅ 𝐴௧|=อ
 2 െ1 െ1

െ1  2   1
െ1  1 0

อ ൌ െ2 ് 0 ⟹  ∃ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ 

𝐴𝑑𝑗 ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

     ቚ2 1
1 0

ቚ െ ቚെ1 1
െ1 0

ቚ     ቚെ1 2
െ1 1

ቚ

െ ቚെ1 െ1
  1    0 

ቚ     ቚ   2 െ1
െ1 0

ቚ െ ቚ   2 െ1
െ1   0

ቚ

     ቚെ1 െ1
  2   1

ቚ െ ቚ   2 െ1
െ1   1

ቚ      ቚ   2 െ1
െ1 2

ቚ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ  ൭
െ1 െ1    1
െ1 െ1 െ1
  1 െ1 3

൱ 

 

ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ ൌ  ଵ

஽௘௧ሺ஺ା஺೟ሻ
 ሺ𝐴𝑑𝑗 ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻሻ௧= 

ଵ

ିଶ
 ൭

െ1 െ1    1
െ1 െ1 െ1
  1 െ1 3

൱ ൌ

⎝

⎜
⎛

    ଵ
ଶ

ଵ

ଶ
െ ଵ

ଶ

    ଵ
ଶ

ଵ

ଶ
     ଵ

ଶ

െ ଵ

ଶ

ଵ

ଶ
 െ ଷ

ଶ⎠

⎟
⎞
 

𝑋 ൌ 𝐵ሺ𝐴 ൅ 𝐴௧ሻିଵ ൌ ቀ0 1 െ1
3 0 െ1

ቁ

⎝

⎜
⎜
⎛

    
1
2

1
2

െ
1
2

    
1
2

1
2

     
1
2

െ
1
2

1
2

 െ
3
2⎠

⎟
⎟
⎞

ൌ ቀ1 0 2
2 1 0

ቁ 

 

𝑿 ൌ ቀ𝟏 𝟎 𝟐
𝟐 𝟏 𝟎

ቁ 
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Problema 4:  

Halle la ecuación general del plano que contiene a la recta 𝑟: ൜
3𝑥 ൅ 𝑦 െ 4𝑧 ൅ 1 ൌ 0
2𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0   y es perpendicular 

al plano  

 𝜋: 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 െ 1 ൌ 0 

 Solución 

Sea 𝜋ଵ el plano buscado. Cualquier punto de 𝑟 es también un punto del mismo: 

Para 𝑧 ൌ 0 : 

൜
3𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 1   ൌ 0
െ2𝑥 െ 𝑦 െ 2 ൌ 0 ⟹ ቄ𝑦 ൌ െ3𝑥 െ 1

𝑥 െ 1 ൌ 0     
 ⟹ ቄ𝑦 ൌ െ4

𝑥 ൌ 1
 ⟹ 𝑃 ሺ 1, െ4, 0ሻ es un punto de 𝑟 ∩ 𝜋ଵ 

 El vector 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1, 3ሻ asociado al plano 𝜋  es una dirección de 𝜋ଵ así como el vector director de la 

recta 𝑟 : 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
3 1 െ4
2 1 െ1

อ ൌ ሺ3, െ5, 1 ሻ 

𝜋ଵ está determinado por el punto 𝑃 y estas dos direcciones: 

𝜋ଵ : อ
𝑥 െ 1 𝑦 ൅ 4 𝑧

2 െ1 3
3 െ5 1

อ ൌ 0 ⟹ 𝜋ଵ: 14ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 7ሺ𝑦 ൅ 4ሻ െ 7𝑧 ൌ 0 ⟹ 

⟹ 𝜋ଵ: 2ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑦 ൅ 4ሻ െ 𝑧 ൌ 0 ⟹ 𝜋ଵ: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 2 ൌ 0 

𝜋ଵ: 𝟐𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 ൅ 𝟐 ൌ 𝟎 es la ecuación general del plano buscado 
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Problema 5: 

Calcule el siguiente límite:   lim
௫→଴

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
ଶ

௧௚ሺ௫ሻൗ
 

Solución 

lim
௫→଴

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
ଶ

௧௚ሺ௫ሻൗ ൌ  1ஶ ൌ 𝑒
୪୧୫
ೣ→బ

   మ
೟೒ೣ

.൫ሺଵା௫ሻିଵ൯
ൌ 𝑒

୪୧୫
ೣ→బ

  మೣ
೟೒ೣ=   𝑒

బ
బ ൌ⏟

௅´ுô௣௜௧௔௟

𝑒
୪୧୫
ೣ→బ

   మ
భశ೟೒మೣ ൌ    𝑒ଶ   

lim
௫→଴

ሺ1 ൅ 𝑥ሻ
ଶ

௧௚ሺ௫ሻൗ ൌ    𝒆𝟐 
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Problema 6:  

Un campo de juego quiere diseñarse de modo que la parte central sea rectangular de base 𝒚 metros y 
altura 𝒙 metros, y las partes laterales sean semicircunferencias (véase dibujo)  

 

Su superficie se desea que sea de 𝟒 ൅  𝝅 𝑚ଶ. Se debe pintar el perímetro y las rayas interiores de modo 

que la cantidad de pintura que se gaste sea mínima (es decir, su longitud total sea mínima). Halle 𝒙 e 𝒚 
de modo que se cumpla este requisito. 

Solución 

La función que debe ser mínima es 𝐿ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝜋 ௫

ଶ
 ൌ ሺ2 ൅ 𝜋ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 

El área del recinto = 𝑥𝑦 ൅ 𝜋 ቀ௫

ଶ
ቁ

ଶ
ൌ 4 ൅ 𝜋 

Podemos obtener 𝑦 en función de 𝑥:      𝑦 ൌ ଵ

௫
ቀ4 ൅ 𝜋 െ గ௫మ

ସ
ቁ ൌ ଵ଺ାସగିగ௫మ

ସ௫
 

 

Sustituyendo 

 𝐿ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ2 ൅ 𝜋ሻ𝑥 ൅ 2 ଵ଺ାସగିగ௫మ

ସ௫
ൌ ଶ௫ሺଶାగሻ௫ାଵ଺ାସగିగ௫మ

ଶ௫
ൌ ሺగାସሻ௫మାସሺగାସሻ

ଶ௫
=ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ௫మାସ

ଶ௫
 

Calculemos las derivadas primera y segunda de 𝐿(existen en ℝ െ ሼ0ሽ) 

𝐿´ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ସ௫మିଶ൫௫మାସ൯

ସ௫మ  = ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ଶ௫మି଼

ସ௫మ       si 𝑥 ∈ ℝ െ ሼ0ሽ 

𝐿´´ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ଵ଺௫యି൫ଶ௫మି଼൯଼௫

ଵ଺௫ర ൌ ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ଺ସ௫

ଵ଺௫ర ൌ ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ଺ସ

ଵ଺௫య      si 𝑥 ∈ ℝ െ ሼ0ሽ 

Determinemos los posibles valores críticos: 

𝐿´ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⟹ 2𝑥ଶ െ 8 ൌ 0 ⟹ 𝑥ଶ ൌ 4 ⟹ 𝑥 ൌ  േ2     𝐿´´ሺ2ሻ ൌ ሺ𝜋 ൅ 4ሻ ଷଶ

ଵ଺ .ଶయ ൐ 0       

Luego, si 𝑥 ൌ  2 la función 𝐿 es mínima y en este caso 𝑦 ൌ ଵ଺ାସగିగଶమ

ସ.ଶ
ൌ 2 

Tanto 𝑥 como 𝑦 deben medir 2 𝑚 

El gasto de pintura es mínimo si tanto 𝑥 como 𝑦 miden 𝟐 𝒎 

 

 

   

𝑦 
𝑥 
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Problema 7: 

 Dada la siguiente función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ି௫మ

ଶ
൅ 2𝑙𝑛ሺ𝑥 ൅ 1ሻ 

a) Calcule el dominio de 𝑓 . 

b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento 

Solución 

a) 𝐷𝑜𝑚 𝑓 ൌ  ሼ𝑥 ∈ ℝ 𝑥 ൅ 1 ൐ 0⁄ ሽ ൌ ሺെ1, ∞ሻ 

𝐷𝑜𝑚 𝑓 ൌ ሺെ1, ∞ሻ 

b) La función es derivable en su dominio y además 

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ
െ2𝑥

2
൅

2
𝑥 ൅ 1

ൌ െ𝑥 ൅
2

𝑥 ൅ 1
ൌ

െ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2
𝑥 ൅ 1

 

𝑓´ሺ𝑥ሻ ൌ  0 ⟹ െ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2 ൌ 0 ⟹ 𝑥 ൌ ଵേ√ଵା଼

ିଶ
ൌ ଵേଷ

ିଶ
ൌ ↗ െ2 ∉ 𝐷𝑜𝑚𝑓

↘ 1
 

 

  

 

 

 

 

La función 𝑓 es creciente en ሺെ𝟏, 𝟏ሻ y decreciente en  ሺ𝟏, ∞ሻ 

El punto ሺ𝟏, െ
𝟏

𝟐
 + ln4) es un máximo relativo. 

 
 

   

  ሺെ1, 1ሻ  1  ሺ1, ∞ሻ 

𝑆𝑖𝑔𝑛𝑜 𝑓´  +  0  ‐ 

𝑀𝑜𝑛𝑜𝑡𝑜𝑛í𝑎  

𝑑𝑒 𝑓 

Creciente  Máximo 
relativo 

Decreciente 
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Problema 8:  

Calcule la siguiente integral ׬ 𝑥ଷ𝑒௫మ
𝑑𝑥 

Solución 

Utilizamos el método de integración por partes׬ 𝑢𝑑𝑣 ൌ 𝑢𝑣 െ ׬ 𝑣𝑑𝑢 

𝐼 
𝑢 ൌ 𝑥ଶ  𝑑𝑢 ൌ 2𝑥𝑑𝑥 

𝑣 ൌ ׬ 𝑥𝑒௫మ
𝑑𝑥 ൌ

௘ ೣమ

ଶ
 = ∗  𝑑𝑣 ൌ 𝑥𝑒௫మ

𝑑𝑥 

 

𝐼 ൌ 𝑥ଶ   𝑒 𝑥
2

2
െ ׬ 2𝑥

  𝑒 𝑥
2

2
𝑑𝑥 ൌ 𝑥ଶ   𝑒 𝑥

2

2
െ ׬ 𝑥 𝑒 𝑥

2
𝑑𝑥  ൌ ด

∗

 𝑥ଶ   ௘ ೣ
మ

ଶ
 ‐ 

  ௘ ೣ
మ

ଶ
 + C 

න 𝑥ଷ𝑒௫మ
𝑑𝑥 ൌ

𝑒௫మ

2
ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ ൅ 𝐶 
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Problema 9:   

En el mes de abril de 2020 se realizó una encuesta a los estudientes de 2º de bachiller de un centro acerca 

de los dispositivos con los que seguían las clases online. El 80 % disponía de ordenador, el 15 % disponía 

de móvil y el 10 % disponía de ambos dispositivos. Nos hemos encontrado por casualidad en la calle con 

un estudiante de este centro 

a)  Halle la probabilidad de que el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos (o ambos) 

b) Halle  la  probabilidad  de  que  el  estudiante  no  dispusise  de  ninguno  de  los  dispositivos 

mencionados. 

Solución 

a) Sean los sucesos:   𝐴  = “el alumno dispone de ordenador” 

                                        𝐵 =  “el alumno dispone de móvil” 

𝑃ሺ“el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos”ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ 

𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ= ଼଴

ଵ଴଴
൅ ଵହ

ଵ଴଴
െ ଵ଴

ଵ଴଴
ൌ ଼ହ

ଵ଴଴
  =  0.85 

𝑃ሺ“el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos”ሻ ൌ 0.85. 

 

b) 𝑃ሺ“el estudiante no dispusiese de ninguno de los dispositivos”ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴௖ ∩ 𝐵௖ሻ 

 Por las leyes de Morgan y las propiedades de la probablidad: 

𝑃ሺ𝐴௖ ∩ 𝐵௖ሻ ൌ 𝑃ሺሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ஼ሻ ൌ 1 െ  𝑃ሺ𝐴 ∪ 𝐵ሻ ൌ 1 െ 0.85 ൌ 0.15 

𝑃ሺ“el estudiante no dispusiese de ninguno de los dispositivos”ሻ ൌ 0.15. 
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Problema 10:  

Un estudiante universitario de matemáticas ha comprobado que el tiempo que le cuesta llegar desde su 
casa a la universidad sigue una distribución normal de media 30 minutos y desviación típica 5 minutos. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad? 

b) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde entre 20 y 40 minutos? 

c) El estudiante, un día al salir de su casa, comprueba que faltan exactamente 40 minutos para que 
empiece la clase. ¿Cuál es la probabilidad de que llegue tarde a la clase? 

Solución 

Sea 𝑋 la variable que representa el tiempo empleado por el estudiante en llegar desde su casa a la 
universidad.  𝑋 ൌ 𝑁ሺ30, 5ሻ 

a) 𝑃 (“tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad”) = 𝑃ሺ𝑋 ൏ 40ሻ 

Para poder calcular esta probabilidad, normalizamos 𝑋: 

𝑃ሺ𝑋 ൏ 40ሻ ൌ 𝑃 ቀ௑ିଷ଴

ହ
൏ ସ଴ିଷ଴

ହ
ቁ= 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ = 0.9772 

𝑃 (“tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad”) = 0.9772 

 

b) 𝑃 (“tarde de que tarde entre 20 y 40 minutos”) = 𝑃ሺ20 ൑ 𝑋 ൑ 40ሻ 

𝑃ሺ20 ൑ 𝑋 ൑ 40ሻ ൌ  𝑃 ൬
20 െ 30

5
൑

𝑋 െ 30
5

൑
40 െ 30

5
൰ ൌ 𝑃ሺെ2 ൑ 𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ െ2ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ െ ൫1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ൯ ൌ 2𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ െ 1 

𝑃ሺ20 ൑ 𝑋 ൑ 40ሻ =  2 ∙  0.9772 –  1 = 0.9544 

𝑃 (“tarde de que tarde entre 20 y 40 minutos”) = 0.9544. 

 

c) 𝑃 (“llegue tarde a clase”) = 𝑃ሺ𝑋 ൐ 40ሻ  

𝑃ሺ𝑋 ൐ 40ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 40ሻ ൌ⏟
௉ሺ௑ୀସ଴ሻୀ଴

1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 40ሻ ൌ⏟
௔ሻ

1 െ 0.9772 ൌ  0.0228 

𝑃ሺ𝑋 ൐ 40ሻ ൌ 0.0228 

𝑃 (“llegue tarde a clase”) = 0.0228. 
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Bloque 1.A. 

Un estudiante ha gastado 57 euros en una papelería en  la  compra de un  libro, una calculadora y un 
estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble que el total de la calculadora y el estuche juntos. 

𝑎ሻ ¿Es posible determinar de forma única el precio del libro? ¿Y el de la calculadora? 

𝑏ሻ Además, si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente, un 50 %, 
un 80 % y un 75 % de los precios iniciales de cada artículo, el estudiante habría pagado un total de 34 
euros. Calcula el precio inicial de cada artículo. 

Solución:  

a) Sean 𝑥: “precio del libro”, 𝑦: “precio de la calculadora”, 𝑧: “precio del estuche”. Planteamos el 
sistema: 

൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 57

𝑥 ൌ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ →  ൜
2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 57

𝑥 ൌ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ
→ ൜

3𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ 57
𝑥 ൌ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ  

Sistema lineal de dos ecuaciones y tres incógnitas. Sistema compatible indeterminado. 

Resolvemos por sustitución. 

൝𝑦 ൅ 𝑧 ൌ
57
3

ൌ 19

𝑥 ൌ 2 ൉ 19 ൌ 38
 

Sí, es posible determinar el precio del libro, que es de 38 €. 

No  es  posible  determinar  el  precio  de  la  calculadora.  Sólo  podemos  estimar  que  el  precio  de  la 
calculadora + estuche son 19 €. 

 

b) Planteamos el nuevo sistema  

ቐ
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 57

𝑥 ൌ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ
0.5 𝑥 ൅ 0.8𝑦 ൅ 0.75𝑧 ൌ 34

→  ቐ
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 19

𝑥 ൌ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ
19 ൅ 0.8ሺ19 െ 𝑧ሻ ൅ 0.75𝑧 ൌ 34

→ ൝
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 19

𝑥 ൌ 2ሺ𝑦 ൅ 𝑧ሻ
0.05𝑧 ൌ 0.2

→ ൝
𝑥 ൌ 38
𝑦 ൌ 15
𝑧 ൌ 4

 

Los precios iniciales de cada uno de los artículos son: 

𝑥 ൌ 𝟑𝟖 € del libro, 𝑦 ൌ 𝟏𝟓 € de la calculadora, 𝑧 ൌ 𝟒 € del estuche 
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Bloque 1.B. 

Dadas las matrices 𝐴 ൌ ൭
𝑚 1 3
1 𝑚 2
1 𝑚 3

൱  𝑦 𝐵 ൌ ൭
2 2
1 0

െ1 2
൱: 

 𝑎ሻ Discute el rango de 𝐴 según los valores de 𝑥 ∈ 𝑅. 

𝑏ሻ ¿Qué dimensiones ha de tener la matriz 𝑋 para que sea posible resolver la ecuación 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵? 

𝑐ሻ Calcula la matriz 𝑋 del apartado anterior para 𝑚 ൌ 0. 

Solución:  

a) Calculamos el determinante de la matriz 𝐴 

𝐴 ൌ ൭
𝑚 1 3
1 𝑚 2
1 𝑚 3

൱, 𝐵 ൌ ൭
2 2
1 0

െ1 2
൱ 

|𝐴| ൌ 3𝑚ଶ ൅ 3𝑚 ൅ 2 െ ሾ3𝑚 ൅ 3 ൅ 2𝑚ଶሿ ൌ 𝑚ଶ െ 1 

 Si 𝑚ଶ െ 1 ് 0, entonces 𝑅ሺ𝐴ሻ ൌ 3, es decir, 𝑅ሺ𝐴ሻ ൌ 3 𝑠𝑖 𝑚 ് 1 𝑦 𝑚 ് െ1. 

 Si 𝑚 ൌ 1 

𝐴 ൌ ൭
1 1 3
1 1 2
1 1 3

൱ 

Entonces |1| ് 0, 𝑅ሺ𝐴ሻ ൐ 1, ቚ1 3
1 2

ቚ ൌ െ1 ് 0, 𝑅ሺ𝐴ሻ ൒ 2 𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑞𝑢𝑒 |𝐴| ൌ 0 entonces  𝑅ሺ𝐴ሻ ൌ 2. 

 Si 𝑚 ൌ െ1 

𝐴 ൌ ൭
െ1 1 3
1 െ1 2
1 െ1 3

൱ 

Entonces |3| ് 0, 𝑅ሺ𝐴ሻ ൒ 1, ቚ 1 3
െ1 2

ቚ ൌ 5 ് 0, 𝑅ሺ𝐴ሻ ൒ 2 𝑝𝑜𝑟 𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑅ሺ𝐴ሻ ൌ 2. 

𝑅ሺ𝐴ሻ ൌ 3 𝑠𝑖 𝑚 ് 1 𝑦 𝑚 ് െ1. Y si 𝑚 ൌ 1 o 𝑚 ൌ െ1 entonces 𝑅ሺ𝐴ሻ ൌ 2. 

 

b) Para  que  sea  posible  𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵,  𝑋  debe  tener  3  filas  para  que  se  pueda  multiplicar  (filas  x 
columnas), y para que el resultado sea 2 columnas 𝑋 debe tener 2 columnas. 

𝑋 debe ser una matriz de 3 filas y 2 columnas 

 

c) Para 𝑚 ൌ 0, 𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵, 𝐴 ൌ ൭
0 1 3
1 0 2
1 0 3

൱; |𝐴| ൌ 0ଶ െ 1 ൌ 1 por tanto, existe 𝐴ିଵ. Entonces 

𝐴ିଵሺ𝐴 ൉ 𝑋ሻ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵; 𝐴ିଵሺ𝐴 ൉ 𝑋ሻ ൌ ሺ𝐴ିଵ ൉ 𝐴ሻ ൉ 𝑋 ൌ 𝐼 ൉ 𝑋 ൌ 𝑋; 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 

Siendo 𝐴ିଵ matriz inversa de 𝐴. 

 Si 𝑚 ൌ 0. 
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𝐴 ൌ ൭
0 1 3
1 0 2
1 0 3

൱ → 𝐴௧ ൌ ൭
0 1 1
1 0 0
3 2 3

൱ → 𝐴𝑑ሺ𝐴௧ሻ ൌ ൭
0 െ3 2

െ1 െ3 3
0 1 െ1

൱ 

Siendo 𝐼  matriz unidad 3x3. 

𝐴ିଵ ൌ
𝐼

|𝐴|
𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ 

𝑋 ൌ ൭
0 3 െ2
1 3 െ3
0 െ1 1

൱ ൉ ൭
2 2
1 0

െ1 2
൱ ൌ ൭

5 െ4
8 െ4

െ2 2
൱ 

𝑋 ൌ ൭
5 െ4
8 െ4

െ2 2
൱ 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de ASTURIAS    www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)63 

Bloque 2.A. 

Sea la función 𝑓: 𝑅 → 𝑅, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ ൅ 9𝑥. 

𝑎ሻ Halla los puntos de corte de la función con el eje de abscisas y, si existen, los máximos y mínimos y 
los puntos de inflexión. 

𝑏ሻ Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Esboza una gráfica 
de la función. 

𝑐ሻ Calcula la recta tangente a la gráfica de la función en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 2. 

Solución:  

a) La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 6𝑥ଶ ൅ 9𝑥 es un polinomio y por tanto es continua en ℝ, así como sus 
funciones derivadas primera y segunda 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ሺ𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 9ሻ ൌ 𝑥ሺ𝑥 െ 3ሻଶ 

𝑓ᇱ ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 9 ൌ 3ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3ሻ 

𝑓ᇱ ሺ𝑥ሻ ൌ 0 → 𝑥 ൌ
4 േ √16 െ 12

2
ൌ

4 േ 2
2

→ 𝑥ଵ ൌ 3, 𝑥ଶ ൌ 1 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 3ሺ2𝑥 െ 4ሻ 

𝑓′′ሺ1ሻ ൌ െ6 ൏ 0 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚á𝑥𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 

𝑓′′ሺ3ሻ ൌ 6 ൐ 0 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑚í𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜 

𝑓′′ሺ2ሻ ൌ 0 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖ó𝑛 

Los puntos de corte son:  

 Para 𝑂𝑋: 𝑦 = 0, 𝑥 = 0, 𝑥 = 3 

 Para 𝑂𝑌: 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, O(0, 0), P(0, 3) 

Puntos de corte: A(3, 0); O(0, 0); Máximo relativo: B(1, 4). 
Mínimo relativo: A(3, 0). Punto de inflexión: C(2, 2). 

 

b) Estudiamos el signo de la derivada primera.  

Signo de f’. 

𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 9 ൐ 0, 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ െ3 ൏ 0; 𝑓ᇱሺ4ሻ ൐ 0 

 Si 𝑥 ൏ 1, 𝑓ᇱ ൐ 0, f es creciente. 

 Si 1 ൏ 𝑥 ൏ 3, 𝑓ᇱ ൐ 0, f es decreciente. 

 Si 𝑥 ൐ 3, 𝑓ᇱ ൐ 0, f es creciente.  

Por tanto, tiene un máximo relativo en ൫1, 𝑓ሺ1ሻ൯ ൌ ሺ1, 4ሻ. 

Tiene un mínimo relativo en ൫3, 𝑓ሺ3ሻ൯ ൌ ሺ3, 0ሻ. 

 Si 𝑥 ൌ 2, 𝑓′ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3ሺ2x െ 4ሻ; 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0. 

 Si 𝑥 ൏ 2, 𝑓′ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0, f es convexa, curva debajo de la tangente. 
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 Si 𝑥 ൐ 2, 𝑓′ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0, f es cóncava, curva encima de la tangente. 

Por tanto, tiene un punto de inflexión en ൫2, 𝑓ሺ2ሻ൯ ൌ ሺ2, 2ሻ. 

 

c) Calculo la recta tangente a la gráfica de la función en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 2. 

𝑡𝑔 𝑒𝑛 𝑥 ൌ 2 ቊ
𝑝𝑎𝑠𝑎 𝑝𝑜𝑟 ൫2, 𝑓ሺ2ሻ൯ ൌ ሺ2,2ሻ

𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 3ሺ4 െ 8 ൅ 3ሻ ൌ െ3
 

𝑡𝑔: 𝑦 െ 2 ൌ െ3ሺ𝑥 െ 2ሻ → 𝑦 ൌ െ3𝑥 ൅ 8 

𝑦 ൌ െ3𝑥 ൅ 8 
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Bloque 2.B. 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 4 െ 𝑥ଶ. 

𝑎ሻ Su gráfica determina con el eje de abscisas un recinto limitado 𝐷. Calcula su área. 

𝑏ሻ La gráfica de la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ divide 𝐷 en tres partes, 𝐷ଵ, 𝐷ଶ 𝑦 𝐷ଷ. Haz un dibujo de los tres 
recintos. 

𝑐ሻ Calcula el área del recinto 𝐷ଶ que contiene al punto 𝑃ሺ0, 1ሻ. 

Solución:  

a) 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 4 െ 𝑥ଶ, 𝑒s una parábola de eje vertical, ramas hacia abajo, vértice en (0, 4), simetría en 
eje 𝑌, corte con 𝑂𝑋 en 𝑦 ൌ 0, 𝑥 ൌ േ2, 𝑥 ൌ െ2. 

 

𝐷 ൌ 𝑃𝑅𝑄 ൌ Á𝑟𝑒𝑎 𝐷 ൌ 2 ൉ Á𝑟𝑒𝑎 𝑂𝑅𝑄 ൌ 2 න 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
ଶ

଴
ൌ 2 ቈ4𝑥 െ

𝑥ଷ

3
቉

଴

ଶ

ൌ 2 ൬8 െ
8
3

൰ ൌ 2 ൉
16
3

ൌ
32
3

𝑢ଶ 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ
32
3

𝑢ଶ ≅ 10.67 𝑢ଶ 

 

b) La gráfica de la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ es otra parábola 
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Parábola eje vertical, ramas hacia arriba, y vértice en (0, 0), simétrica en eje 𝑌. 

𝐶𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠 ൜
𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑦 ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ → ൜

𝑦 ൌ 4 െ 𝑥ଶ

𝑦 ൌ 3𝑥ଶ → ቄ4 െ 𝑥ଶ ൌ 3𝑥ଶ

4 ൌ 4𝑥ଶ → 𝑥 ൌ േ1 

D1 ൌ POQ,  D2 ൌ QOSR,  D3 ൌ ONS  

 

c) P (0, 1) pertenece a D2. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥 ൌሺଵሻ  2
ଵ

ିଵ
න ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥 ൌ  2 ൉ න ሺ4 െ 𝑥ଶ െ 3𝑥ଶሻ𝑑𝑥 ൌ

ଵ

଴

ଵ

଴
 

ൌ 2 ൉ න ሺ4 െ 4𝑥ଶሻ𝑑𝑥 ൌ 2
ଵ

଴
ቆ4𝑥 െ 4 ൉

𝑥ଷ

3
ቇ

଴

ଵ

ൌ 2 ൉ ൬4 ൉ 1 െ 4 ൉
1
3

൰ ൌ ൬4 െ
4
3

൰
ଶ

ൌ
16
3

𝑢ଶ 

(1) porque ambas son simétricas eje 𝑌. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ
16
3

𝑢ଶ ൌ 5.33 𝑢ଶ 
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Bloque 3.A. 

Dados el punto 𝐴ሺ2, 1, 1ሻ y la recta 𝑟: ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0: 

𝑎ሻ Calcula el vector director de la recta 𝑟. 

𝑏ሻ La ecuación del plano 𝜋 que contiene al punto 𝐴 y a la recta 𝑟. 

𝑐ሻ La ecuación de la recta 𝑠 contenida en 𝜋 que pasa por 𝐴 y es perpendicular a 𝑟. 

Solución:  

a) Llamamos 𝑦 ൌ 𝜆 

𝑟 ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2
𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0 → ൝

𝑥 ൌ 2 െ 𝜆
𝑦 ൌ 𝜆

𝑧 ൌ െ𝜆
 

𝐸𝑙 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑠: 𝑉௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 1ሻ o ሺെ1, 1, െ1ሻ 

 

b) Para que el plano contenga a la recta debe contener a los vectores formados con puntos de la recta.  

𝜋: 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝐴ሺ2, 1, 1ሻ, 𝑦 𝑟 ⇔ 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎 𝐴ሺ2, 1, 1ሻ, 𝑃ሺ0, 2, െ2ሻ, 𝑄ሺ1, 1, െ1ሻ  

⇔ 𝑂𝑋ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൅ 𝑡𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൅ 𝑠𝐴𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚é𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 

𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0 െ 2,2 െ 1, െ2 െ 1ሻ, 𝐴𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, െ2ሻ 

อ
𝑥 െ 2 െ2 െ1
𝑦 െ 1 1 0
𝑧 െ 1 െ3 െ2

อ ൌ 0 ⇔ െ2ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 1ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 1ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0 

𝟐𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 െ 𝟒 ൌ 𝟎  𝑒𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 
 

c) La recta s está contenida en π, pasa por A, es perpendicular a r. 

𝑉ௌሬሬሬ⃗  deber ser perpendicular a r y perpendicular a 𝑉గሬሬሬ⃗  (rectos directamente de π) por tanto,  

𝑉ௌሬሬሬ⃗ ൌ 𝑉ோ ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝑉గ  ሬሬሬሬሬ⃗  𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙  

𝑉ௌ ሬሬሬሬ⃗ ൌ อ
0 0 0
2 1 െ1
1 െ1 1

อ ൌ ሺ0, െ3, െ3ሻ 

𝐴௫ሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑡ሺ0, െ3, െ3ሻ  → ሺ𝑥 െ 2, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 1ሻ ൌ 𝑡ሺ0, െ3, െ3ሻ 

Su vector de dirección es ሺ0, െ3, െ3ሻ o bien: ሺ0, 1, 1ሻ y pasa por 𝐴ሺ2, 1, 1ሻ 

൝
𝑥 ൌ 2

𝑦 ൌ 1 ൅ 𝑡
𝑧 ൌ 1 ൅ 𝑡

 ecuación paramétrica Ecuación implícita: ൜
𝑥 ൌ 2

𝑦 െ 𝑧 ൌ 0 
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Bloque 3.B. 

Sea el prisma triangular (triángulos iguales y paralelos) de la figura 
adjunta,  con  𝐴ሺ1, 0, 0ሻ, 𝐵ᇱሺെ1, 2, 2ሻ, 𝐶ሺ0, 3, 0ሻ 𝑦 𝐶ᇱሺ0, 4, 2ሻ.  Y  los 
planos  𝜋,  al  que  pertenecen  los  puntos  𝐴, 𝐵 𝑦 𝐶 y  𝜋ᇱ  al  que 
pertenecen los puntos 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ 𝑦 𝐶ᇱ. Calcula: 

𝑎ሻ Las coordenadas de los puntos restantes: 𝐴ᇱ 𝑦 𝐵. 

𝑏ሻ La distancia entre los planos 𝜋 𝑦 𝜋ᇱ.  

𝑐ሻ El volumen del prisma triangular. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐴ሺ1, 0, 0ሻ, 𝐴′ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ, 𝐵ሺ𝑟, 𝑠, 𝑡ሻ, 𝐵ᇱሺെ1, 2, 2ሻ, 𝐶ሺ0, 3, 0ሻ 𝑦 𝐶ᇱሺ0, 4, 2ሻ 

Si el triángulo ABC es igual y paralelo a A’B’C’ entonces 

𝐴𝐴′ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐶𝐶′ሬሬሬሬሬሬ⃗  → ሺ𝑎 െ 1, 𝑏 െ 0, 𝑐 െ 0ሻ ൌ ሺ0, 1, 2ሻ ⇒ 𝑎 ൌ 1, 𝑏 ൌ 1, 𝑐 ൌ 2 

Las coordenadas del punto 𝐴′ son 𝐴′ (1, 1, 2). 

𝐵𝐵′ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝐶𝐶′ሬሬሬሬሬሬ⃗  → ሺെ1 െ 𝑟, 2 െ 𝑠, 2 െ 𝑡ሻ ൌ ሺ0, 1, 2ሻ ⇒ 𝑟 ൌ െ1, 𝑠 ൌ 1, 𝑡 ൌ 0 

Las coordenadas del punto 𝐵 son 𝐵 (െ1, 1, 0). 

𝐴′ (1, 1, 2). 𝐵 (െ1, 1, 0). 

 

b) Los planos π y π’ son paralelos. 

𝑑 ൌ ሺ𝜋, 𝜋ᇱሻ ൌ 𝑑ሺ𝐵ᇱ, 𝜋ሻ ൌ
𝜋 ሺ𝐵′ሻ

√1
ൌ

2

√1
ൌ 2𝑢ଶ 

𝜋 െ 𝐴𝑋ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑡 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൅ 𝑠 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  

อ
𝑥 െ 1 െ2 1
𝑦 െ 0 1 3
𝑧 െ 0 0 0

อ ൌ 0 ⇒ െ7ሺ𝑧 െ 0ሻ ൌ 0 ⇒ 𝑧 ൌ 0 

𝑑 ൌ ሺ𝜋, 𝜋ᇱሻ ൌ 2 𝑢 

 

𝑐ሻ 𝑉ሺ𝑝𝑟𝑖𝑠𝑚𝑎ሻ ൌ ൫Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑏𝑎𝑠𝑒 𝐴𝐵𝐶൯ ൉ 𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 ൌ
5
2

൉ 2 ൌ 5 𝑢ଷ 

Á𝑟𝑒𝑎 𝑑𝑒𝑙 𝑡𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝐴𝐵𝐶 ൌ
1
2

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ 𝑑ሺ𝐶, 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝐴𝐵ሻ ൌ
1
2

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ∧ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ
1
2

อ
0 0 0

െ2 1 0
െ1 3 0

อ ൌ ሺ0,0, െ5ሻ ൌ
1
2

ඥ0ଶ ൅ 0ଶ ൅ ሺെ𝑠ሻଶ ൌ
5
2

𝑢ଶ 

Para calcular el volumen se toma la mitad del paralelepípedo 

𝑉 ൌ
1
2

ቚቀ𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐴′ሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ቁቚ ൌ อ
െ2 1 0
0 1 2

െ1 3 0
อ ൌ 0 ൅ ሺെ2ሻ ൅ 0 െ ሾെ12ሿ ൌ

10
2

𝑢ଷ ൌ 5 𝑢ଷ 

𝑉 ൌ 𝟓 𝒖𝟑   

𝐴ᇱ

𝐶
𝐴

𝐵 

𝐵ᇱ
 

𝐶ᇱ
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Bloque 4.A. 

En  un  espacio  muestral  se  tienen  dos  sucesos  𝐴  y  𝐵.  Se  conocen  las  siguientes  probabilidades: 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0.3;   𝑃ሺ𝐴/𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵/𝐴ሻ 𝑦 𝑃൫𝐴൯ ൌ 0.2. Calcula: 

𝑎ሻ 𝑃ሺ𝐵/𝐴ሻ. 

𝑏ሻ 𝑃ሺ𝐵ሻ. 

𝑐ሻ ¿Son los sucesos independientes? 

Solución:  

Se conocen las siguientes probabilidades: 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0.3; 𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ; 𝑃 ሺ𝐴ሻ ൌ 0.2 

a) Cálculo de 𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ. 

Por definición de probabilidad condicionada: 

𝑃ሺ𝐵|𝐴ሻ ൌ
𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ

𝑃ሺ𝐴ሻ
ൌ

0.3
0.8

ൌ
3
8

  

Si 𝑃 ሺ𝐴ሻ ൌ 0.2, 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 1 െ 𝑃 ሺ𝐴ሻ ൌ 0.8 

𝑷ሺ𝑩|𝑨ሻ ൌ
𝟑

𝟖
. 

 

b) 𝑃ሺ𝐵ሻ 

𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ⇒ 0.3 ൌ
3
8

൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ⇒ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ
0.3
0.8

ൌ
3
8

ൌ 0.8 

𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 𝟎. 𝟖 

 

c) ¿Son los sucesos independientes? 

Dos sucesos son independientes si: Si 𝑃ሺ𝐴|𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ⇒ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0.8; 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0.8 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0.8 ൉ 0.8 ൌ 0.64 ് 0.3 ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ 

Los sucesos NO son independientes. 
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Bloque 4.B. 

Los  5  defensas,  3 medios  y  2  delanteros  de  un  equipo  de  fútbol  se  entrenan  lanzando penaltis  a  su 
portero. Los defensas marcan gol la mitad de las veces, los medios 2/3 de las veces y los delanteros 3/4 
de las veces. 

𝑎ሻ Se elige un jugador al azar, ¿cuál es la probabilidad de que meta el penalti? 

𝑏ሻ Se supone que  la probabilidad del apartado anterior es del 60 %. El equipo realiza en una semana 
600  lanzamientos.  En  cada  lanzamiento  se  elige  un  jugador  al  azar  y  regresa  al  grupo  pudiendo  ser 
elegido nuevamente. Calcula la probabilidad de que como mucho se metan 400 goles aproximando la 
distribución por una normal. 

Solución:  

a) Sean los sucesos: 

 A: ser defensa 

 B: ser medio 

 C: ser delantero 

 G: meter gol 

 NG: no meter gol 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ ଵ

ଶ
 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ଷ

ଵ଴
 𝑃ሺ𝐶ሻ ൌ ଶ

ଵ଴
; 𝑃ሺ𝐺|𝐴ሻ ൌ ଵ

ଶ
, 𝑃ሺ𝐺|𝐵ሻ ൌ ଶ

ଷ
, 𝑃ሺ𝐺|𝐶ሻ ൌ ଷ

ସ
 

𝑃ሺ𝑀|𝑁ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑀 ∩ 𝑁ሻ

𝑃ሺ𝑁ሻ
 𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑎𝑑 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑎 

𝐺 ൌ 𝐺 ∩ 𝐴 ൅ 𝐺 ∩ 𝐵 ൅ 𝐺 ∩ 𝐶 ⇒ 𝑃ሺ𝐺ሻ 

𝑃ሺ𝐺ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐺 ∩ 𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐺 ∩ 𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐺 ∩ 𝐶ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐺|𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐺|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐺|𝐶ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐶ሻ ൌ 

ൌ
1
2

൉
1
2

൅
2
3

൉
3

10
൅

3
4

൉
2

10
ൌ

1
4

൅
1
5

൅
3

20
ൌ

12
20

ൌ 0.6 

La probabilidad de que meta el penalti es 0.6. 

 

𝑏ሻ Se trata de una distribución binomial de las siguientes características:   𝑝 ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0.6;   𝑞 ൌ
𝑃൫𝐴൯ ൌ 0.4;   𝑛 ൌ 600. 

  Transformamos la distribución binomial en normal: 𝜇 ൌ 𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 600 ൉ 0.6 ൌ 360.         

𝜎 ൌ ඥ𝑛 ൉ 𝑝 ൉ 𝑞 ൌ √600 ൉ 0.6 ൉ 0.4 ൌ √144 ൌ 12. Tipificando la variable: 𝑋 → ௑ିఓ

ఙ
⇒ ௑ିସ଴଴

ଵଶ
. 

  Consideramos la corrección de Yates: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 400ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 400.5ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ସ଴଴.ହ ି ଷ଺଴

ଵଶ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ସ଴.ହ

ଵଶ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 3.375ሻ ൌ 0.9996. 

La probabilidad de que como mucho se metan 400 goles es 0.9996 
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Bloque 1.A. 

Dado el sistema ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑎                
ሺ2 െ 𝑎ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1
𝑎𝑥 ൌ 𝑎                      

, 𝑎 ∈ 𝑅. 

𝑎ሻ Estudia la compatibilidad según los valores de 𝑎. 

𝑏ሻ Resuélvelo cuando sea posible. 

Solución:  

a) Para estudiar su compatibilidad según los valores de a resolvemos el sistema por sustitución. 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑎

ሺ2 െ 𝑎ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1
𝑎𝑥 ൌ 𝑎

 ⇒  ቊ
𝑦 ൌ 𝑎 െ 𝑥

ሺ2 െ 𝑎ሻ𝑥 ൅ 2ሺ𝑎 െ 𝑥ሻ ൌ 1
𝑎𝑥 ൌ 𝑎

 ⇒ ቊ
𝑦 ൌ 𝑎𝑥

െ𝑎𝑥 ൌ 1 െ 2𝑎
𝑎𝑥 ൌ 𝑎

 ⇒ ቐ

𝑦 ൌ 𝑎 െ 𝑥

𝑥 ൌ
1 െ 2𝑎

െ𝑎
𝑎𝑥 ൌ 𝑎

 

 Si 𝑎 ് 0, para que exista solución del sistema. 

ቊ
െ

𝑥 ൌ 1
 𝑥 ൌ

1 െ 2𝑎
െ𝑎

→
1 െ 2𝑎

െ𝑎
ൌ 1   → ൝𝑎 ൌ 1 ൝

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
െ

𝑥 ൌ 1
⇒ 𝑦 ൌ 0 

Sistema compatible determinado. 

 Si 𝑎 ൌ 0, 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0

2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1
0 ൉ 𝑥 ൌ 0

 ⇒  ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 0

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ
1
2
 

Sistema incompatible. 

Si 𝑎 ് 0, Sistema compatible determinado. Si 𝑎 ൌ 0, Sistema incompatible. 

 

b) Resuélvelo cuando sea posible. 

 Si 𝑎 ൌ 1, 

൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1

𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1  ⇒  ൜
𝑥 ൌ 1
𝑦 ൌ 0 

Para cualquier 𝑎 ് 0: 𝑎𝑥 ൌ 𝑎 → 𝑥 ൌ 1.  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 𝑎 → 𝑦 ൌ 𝑎 െ 𝑥 

𝑥 ൌ 1; 𝑦 ൌ 𝑎 െ 𝑥 
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Bloque 1.B. 

Dada la matriz 𝐴 ൌ ൭
𝑥 ൅ 1 𝑥 ൅ 1 𝑥 െ 2

𝑥 𝑥 2 െ 𝑥
𝑥 𝑥 െ 1 𝑥

൱  𝑥 ∈ 𝑅: 

𝑎ሻ Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuando es invertible la matriz. 

𝑏ሻ Para 𝑥 ൌ 1, calcula su inversa. 

Solución:  

a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuándo es invertible la matriz. 

|𝐴| ൌ |𝐵| El determinante de una matriz no varía si a una fila (o columna) se le suma una combinación 
lineal de las demás. 

 

𝐴 ൌ ൮

𝐶ଵ 𝐶ଶ 𝐶ଷ
𝑥 ൅ 1 𝑥 ൅ 1 𝑥 െ 2

𝑥 𝑥 2 െ 𝑥
𝑥 𝑥 െ 1 𝑥

൲   ⇒ 𝐵|𝐴| ൌ |𝐵| El determinante de una matriz no varía si a una fila (o 

columna) se le suma una combinación lineal de las demás. 

𝐶ଵ 𝐶ଶ െ 𝐶ଵ 𝐶ଷ െ 𝐶ଵ 

൭
𝑥 ൅ 1 0 െ3

𝑥 0 2 െ 2𝑥
𝑥 െ1 0

൱ 

Un  determinante  es  la  suma  de  los  elementos  de  una  línea  por  sus  adjuntos.  Desarrollando  por  la 
segunda columna. 

|B| ൌ 0 ൉ Adj ൅ 0 ൉ Adj ൅ ሺെ1ሻሺെ1ሻହ ฬ
𝑥 ൅ 1 3

𝑥 2ሺ1 െ 𝑥ሻฬ ൌ 2ሺ1 െ 𝑥ଶሻ ൅ 3𝑥 ൌ  െ2𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2 ൌ |𝐴| 

Si െ2𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2 ് 0 existe 𝐴ିଵ. 

Si െ2𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0 no existe. 

െ2𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0 entonces 𝑥ଵ ൌ ଵ

ଵ
 y 𝑥ଶ ൌ 2. Por tanto,  

∃ 𝐴ିଵ si y sólo sí, 𝑥ଵ ്
ଵ

ଵ
 y 𝑥ଶ ് 2 

b) Si x ൌ 1,  𝐴 ൌ  ൭
2 2 െ1
1 1 1
1 0 1

൱ െ |𝐴| ൌ 2 ൅ 2 ൅ 0 െ ሾെ1 ൅ 2 ൅ 0ሿ ൌ 3; 𝐴ିଵ ൌ 𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ൉ ଵ

|஺|
 

𝐴௧ ൌ ൭
2 1 1
2 1 0

െ1 1 1
൱  → 𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ൌ  ൭

1 െ2 3
0 3 െ3

െ1 2 0
൱  

𝐴ିଵ ൌ ൮

ଵ

ଷ

ିଶ

ଷ
1

0 1 െ1
ିଵ

ଷ

ଶ

ଷ
0

൲    
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Bloque 2.A. 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫యାଵ

௫మ . 

𝑎ሻ Estudia y calcula su dominio de definición y sus asíntotas. 

𝑏ሻ  Halla,  si  existen:  máximos  y  mínimos  relativos  y  calcula  sus  intervalos  de  crecimiento  y 
decrecimiento. 

𝑐ሻ Haz un esbozo de su gráfica. 

Solución:  

a) La  función𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫యାଵ

௫మ ൌ 2𝑥 ൅ ଵ

௫మ  es  una  función  racional,  cociente  de  dos  polinomios,  por 

tanto, existe es continua y derivable menos cuando el denominador sea 0. 

𝐷ሺ𝑡ሻ ൌ ሼ𝑥| 𝑥 ∈ ℝ  𝑦  𝑥 ് 0ሽ 

Asíntotas: 

 Horizontales, para 𝑦 ൌ 𝑘. 

lim
௫ → ାஶ

ଶ௫యାଵ

௫మ ൌ  ൅∞ ;  lim
௫ → ିஶ

ଶ௫యାଵ

௫మ ൌ  െ∞ ; No existen. 

 Verticales, para 𝑥 ൌ 𝑘. 

lim
௫ → ଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൅ ∞ 

Por tanto, 𝒙 ൌ 0, es una asíntota vertical. 

 Oblicuas, para 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛. 

𝑚 ൌ lim
௫ → ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑥

ൌ lim
௫ → ஶ

2 ൅
1

𝑥ଷ ൌ 2 

𝑛 ൌ lim
௫ → ஶ

ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑚𝑥ሻ ൌ lim
௫ → ஶ

൬2𝑥 ൅
1

𝑥ଶ െ 2𝑥൰ ൌ 0  

Por tanto, 𝒚 ൌ 2𝒙 es una asíntota oblicua 

𝒙 ൌ 0 es una asíntota vertical. 𝒚 ൌ 2𝒙 es una asíntota oblicua 

 

b) Halla, si existen: máximos y mínimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y decreciente. 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅
1

𝑥ଶ → 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൅
െ2𝑥
𝑥ସ ൌ 2 െ

2
𝑥ଷ ൌ

2ሺ𝑥ଷ െ 1ሻ
𝑥ଷ  

 Si 𝑥 ൌ 1, 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 2 െ ଶ

௫య ൌ 0. Miramos los intervalos: ሺെ∞, 0ሻ, ሺ0, 1ሻ 𝑦 ሺ1, ൅∞ሻ 

 Si 𝑥 ൏ 0, 𝑥ଷ ൏ 0, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0, la función es creciente. 

 Si 0 ൏ 𝑥 ൏ 1, 0 ൏ 𝑥ଷ ൏ 1,  ଶ

௫య ൐ 2, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0, la función es decreciente 

 Si 𝑥 ൐ 1, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0, la función es creciente ሺ1, ൅∞ሻ. 

 En 𝐴ሺ1, 3ሻ la función pasa de ser creciente a ser decreciente, luego es un mínimo relativo. 
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𝑥 ∈ ሺെ∞, 0ሻ ∪ ሺ1, ൅∞ሻ creciente; 𝑥 ∈ ሺ0, 1ሻ decreciente. 𝐴ሺ1, 3ሻ mínimo 

 

c) Haz un esbozo de su gráfica. 

Los cortes con los ejes son:  

 Para 𝑥 ൌ 0, no existe. 

 Para 𝑦 ൌ 0, 𝑥 ൌ ටିଵ

ଶ

య
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Bloque 2.B. 

Calcula:   

𝑎ሻ lim
௫→଴

௦௘௡ ௫ି௫൉௘ೣ

௫మିଶ൉௖௢௦ ௫ାଶ
. 

𝑏ሻ Una primitiva de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 െ 𝑒ି௫ cuya gráfica pase por el punto 𝑃ሺ0, 3ሻ. 

Solución:  

a) 𝑙𝑖𝑚
௫ →଴

௦௘௡ሺ௫ሻି௫ ௘ೣ

௫మିଶ ௖௢௦ሺ௫ሻାଶ
ൌ ଴ି଴

଴ିଶ൉ଵାଶ
ൌ ଴

଴
 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑐𝑖ó𝑛 

Como  está  formada  por  funciones  trigonométricas,  polinómicas  y  exponenciales,  son  funciones 
continuas y derivables en todo ℝ, por lo que es aplicable la Regla de L’Hôpital. 

𝑙𝑖𝑚
௫ →଴

𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑔ሺ𝑥ሻ

ൌ lim
௫→଴

𝑓′ሺ𝑥ሻ
𝑔′ሺ𝑥ሻ

  

𝑙𝑖𝑚
௫ →଴

𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ െ 𝑥 𝑒௫

𝑥ଶ െ 2 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ ൅ 2
ൌ lim

௫→଴

cosሺ𝑥ሻ െ ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥𝑒௫ሻ

2𝑥 െ 2൫െ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ൯ ൅ 0
ൌ

1 െ 1 െ 0
0 ൅ 2 ൉ 0

ൌ
0
0
 

Aplicando de nuevo la regla de L’Hôpital 

ൌ lim
௫→଴

cosሺ𝑥ሻ െ ሺ𝑒௫ ൅ 𝑥𝑒௫ሻ

2𝑥 െ 2൫െ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ൯ ൅ 0
ൌ lim

௫→଴

െ𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ െ 𝑒௫ െ 𝑒௫ െ 𝑥 𝑒௫

2 ൅ 2 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ
ൌ

0 െ 1 െ 1 െ 0
2 ൅ 2

ൌ
െ2
4

ൌ
െ1
2
 

lim
௫→଴

𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 𝑥 ൉ 𝑒௫

𝑥ଶ െ 2 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൅ 2
ൌ

െ1
2
 

 

a) Una primitiva de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ െ 𝑒ି௫ Cuya gráfica pase por el punto (0, 3). 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ ሺ𝑥 cosሺ𝑥ሻ െ 𝑒ି௫ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥 cosሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥 െ ׬ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ ׬ 𝑥 cosሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ 

ൌ 𝑥 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ െ ׬ senሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ cosሺ𝑥ሻ ൅ 𝑘 

Integramos por partes 

𝑥 ൌ 𝑡
cosሺ𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑔ቚ ⇒

𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡
𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ฬ 

׬ 𝑓 𝑑𝑔 ൌ 𝑓 ൉ 𝑔 െ ׬ 𝑔 𝑑𝑡 

׬ 𝑒ି௫𝑑𝑥 ൌ െ𝑒ି௫ ൅ 𝑘 → 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ cosሺ𝑥ሻ ൅ 𝑒ି௫ ൅ 𝑘 

𝐹ሺ3ሻ ൌ 0 

𝐹ሺ0ሻ ൌ 0 ൅ 1 ൅ 1 ൅ 𝑘 ൌ 3 → 𝑘 ൌ 1 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 𝑠𝑒𝑛ሺ𝑥ሻ ൅ cosሺ𝑥ሻ ൅ 𝑒ି௫ ൅ 1 
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Bloque 3.A. 

Sean 𝐴ሺ2, 1, 0ሻ, 𝐵ሺ5, 5, 0ሻ 𝑦 𝐶ሺ2, 1, 5ሻ tres vértices de la cara 𝑆 
de un cubo (cuadrados iguales) y 𝐸ሺെ2, 4, 0ሻ un vértice de la 
cara opuesta. Se pide: 

𝑎ሻ El cuarto vértice 𝐷 de la cara 𝑆. 

𝑏ሻ La ecuación del plano 𝜋 que contiene la cara opuesta de 𝑆. 

𝑐ሻ ¿Cuál es el vértice de la cara 𝑆 adyacente a 𝐸? 

Solución:  

Siendo los vértices 𝐴ሺ2, 1, 0ሻ, 𝐵ሺ5, 5, 0ሻ 𝑦 𝐶ሺ2, 1, 5ሻ 

a) El cuarto vértice 𝐷 de la cara 𝑆. 

𝐴, B, C, D son vértices de un cuadrado, pero no sabemos en qué orden. Calculamos módulos. 

|𝐴𝐵|ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ඥ3ଶ ൅ 4ଶ ൅ 0ଶ ൌ 5 → |𝐴𝐶|ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ඥ0ଶ ൅ 0ଶ ൅ 5ଶ ൌ 5 → |𝐵𝐶|ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ඥ3ଶ ൅ 4ଶ ൅ 0ଶ ൌ √50 

|𝐴𝐷|ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ඥ?ଶ൅?ଶ൅?ଶ ൌ 

Luego B, es consecutivo de A y C.  

 

El cuadrado es ABDC, es decir, ሺ3, 4, 0ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 5ሻ, con lo cual D(5, 5, 5). 

D(5, 5, 5). 

 

b) La ecuación del plano π que contiene la cara opuesta de S. 

El plano π es paralelo a ABC y pasa por Eሺെ2, 4, 0ሻ; por tanto, sus vectores directores serán |𝐴𝐵|ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , |𝐴𝐶|ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

Siendo |𝐴𝐵|ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3,4,0ሻ, |𝐴𝐶|ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0,0,5ሻ. 

𝜋 ൌ อ
𝑥 െ ሺെ2ሻ 3 0

𝑦 െ 4 4 0
𝑧 െ 0 0 5

อ ൌ 0 → 5ሾ4ሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ 3ሺ𝑦 െ 4ሻሿ ൌ 0 → 4𝑥 െ 3𝑦 ൅ 20 ൌ 0 

𝟒𝒙 െ 𝟑𝒚 ൅ 𝟐𝟎 ൌ 𝟎 
 

c) Cuál es el vértice de la cara S adyacente a E?  

Si se designan los vértices como en la figura adjunta, sería el vértice 𝐶ሺ2, 1, 5ሻ. 

𝑪ሺ𝟐, 𝟏, 𝟓ሻ 
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Bloque 3.B. 

Dados dos planos: ቄ𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 3
𝜋ᇱ ≡ 𝑥 െ 𝑧 ൌ 5         

. Sea 𝑃 un punto de 𝜋 cuya proyección ortogonal sobre 𝜋ᇱ es el 

punto 𝐴ሺ5, 1, 0ሻ. 

𝑎ሻ Calcula las ecuaciones implícitas de la recta 𝑟 que une 𝑃 𝑦 𝐴. 

𝑏ሻ Calcula el punto 𝑃. 

Solución:  

Sean 𝑀: 𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 3, sea 𝑀ᇱ: 𝑥 െ 𝑧 ൌ 5, 𝐴 (5, 1, 0) 

La recta 𝑟 será la recta que pase por 𝐴 y sea perpendicular a 𝑀ᇱ, por tanto, 𝑉௥ሬሬሬ⃗  será el vector director de 
𝑀ᇱ: 𝑉௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ 

La ecuación resultante de 𝑟 es 𝐴𝑋ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑡𝑉ெᇱሬሬሬሬሬሬ⃗  

ሺ𝑥 െ 5, 𝑦 െ 1, 𝑧 െ 0ሻ ൌ 𝑡ሺ1, 0, െ1ሻ → 𝑥 െ 5 ൌ 𝑡, 𝑦 െ 1 ൌ 0, 𝑧 െ 0 ൌ െ𝑡 

Eliminando t nos queda 

𝑥 െ 5 ൌ െ𝑧, 𝑦 െ 1 → 

𝑟 ൜
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 5

𝑦 ൌ 1  

 

b) Calcula el punto 𝑃. 

𝑃 es la intersección de 𝑀 y 𝑟. Será la solución del sistema: 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 3

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 5
𝑦 ൌ 1

→ ൝
5 െ 𝑧 ൅ 1 െ 2𝑧 ൌ 3

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 5
𝑦 ൌ 1

→ ൝
െ3𝑧 ൌ 3

𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 5
𝑦 ൌ 1

→ ൝
𝑧 ൌ 1
𝑦 ൌ 1
𝑥 ൌ 4

 

Entonces el punto es 𝑃 (4, 1, 1). 

𝑃 (4, 1, 1). 
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Bloque 4.A. 

En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase B con 30 y la clase C con 
20.  Cada  clase  tiene un profesor distinto de matemáticas.  Con el  profesor de  la  clase A  aprueban el 
40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C el 75 % de los alumnos. Se coge al 
azar un alumno del curso. Calcula: 

𝑎ሻ La probabilidad de que el alumno haya aprobado matemáticas. 

𝑏ሻ Sabiendo que ha aprobado, ¿cuál es la probabilidad de que sea de la clase B? 

Solución:  

 

Sean los sucesos: 

 A: “ser de la clase A” 

 B: “ser de la clase B” 

 C: “ser de la clase C” 

 S: “aprobar matemáticas” 

 NS: “no aprobar matemáticas” 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ
50

100
→ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ

30
100

→ 𝑃ሺ𝐶ሻ ൌ
20

100
→ 𝑃ሺ𝑆|𝐴ሻ ൌ

40
100

 

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matemáticas. 

𝑃ሺ𝑆|𝐵ሻ ൌ
50

100
→ 𝑃ሺ𝑆|𝐶ሻ ൌ

75
100

→ 

La probabilidad total es: 

𝑆 ൌ 𝑆 ∩ 𝐴 ൅ 𝑆 ∩ 𝐵 ൅ 𝑆 ∩ 𝐶 

Según la definición de probabilidad condicionada: 𝑃ሺ𝑅|𝑁ሻ ൌ ௉ሺோ∩ேሻ

௉ሺேሻ
 

Por tanto,  

𝑃ሺ𝑆ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑆|𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑆|𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑆|𝐶ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐶ሻ ൌ 

ൌ
40

100
൉

50
100

൅
50

100
൉

30
100

൅
75

100
൉

20
100

ൌ
20 ൅ 15 ൅ 15

100
ൌ

50
100

ൌ
1
2

ൌ 0.5 

𝑃ሺ𝑆ሻ ൌ
1
2

ൌ 𝟎. 𝟓 

 

b) Nos piden ahora: 𝑃ሺ𝐵|𝑆ሻ ൌ ௉ሺௌ∩஻ሻ

௉ሺௌሻ
ൌ

௉൫𝑆ห𝐵൯൉௉ሺ஻ሻ

௉ሺௌሻ
ൌ

ఱబ
భబబ

൉ యబ
భబబ

ఱబ
భబబ

ൌ ଷ଴

ଵ଴଴
ൌ ଷ

ଵ଴
.  

Sabiendo que ha aprobado, la probabilidad de que sea de la clase 𝐵 es 3/10. 
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Bloque 4.B. 

En  una  pumarada  la  producción  en  kilogramos  de  cada  manzano  sigue  una  distribución  normal  de 
media 𝜇 ൌ 50 y desviación típica 𝜎 ൌ 10. Calcula: 

𝑎ሻ La proporción de árboles que dan entre 30 y 60 kilogramos. 

𝑏ሻ El número de kilogramos por árbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los árboles. 

Solución:  

𝑎ሻ Nos dice que:   𝜇 ൌ 50;   𝜎 ൌ 10. 

La proporción de árboles sigue una distribución normal: 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ50, 10ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିହ଴

ଵ଴
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ30 ൑ 𝑋 ൑ 60ሻ ൌ 𝑃 ൬
30 െ 50

10
൑ 𝑍 ൑

60 െ 50
10

൰ ൌ 𝑃 ൬
20
10

൑ 𝑍 ൑
െ10
10

൰ ൌ 𝑃ሺ2 ൑ 𝑍 ൑ െ1ሻ ൌ 

𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 0.9772 െ 1 ൅ 0.8413 ൌ 1.8185 െ 1 ൌ
0.8185. 

La proporción de árboles que dan entre 30 y 60 kilogramos es del 81.85 % 

 

𝑏ሻ Se debe hallar 𝛾 tal que: 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 𝛾ሻ ൌ 0.60 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ఊିହ଴

ଵ଴
ቁ ൌ 0.60. 

Mirando de forma inversa en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ a 0.60 le corresponde, aproximadamente, 0.253: 

 
ఊିହ଴

ଵ଴
ൌ 0.253;  𝛾 െ 50 ൌ 2.53;   𝛾 ൌ 50 ൅ 2.53 ൌ 52.53. 

El 60 % de los manzanos no superan una producción de 52.53 kilogramos. 
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Modelo 2. OPCIÓN A. Problema 1: 

 
Solución: 

:   
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Modelo 2. OPCIÓN A. Problema 2: 

 

Solución: 
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Modelo 2. OPCIÓN A. Problema 3: 

 
Solución: 
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Modelo 2. OPCIÓN A. Problema 4: 

 
Solución: 
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Modelo 2. OPCIÓN B. Problema 1: 

 
Solución: 

 
   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de BALEARES     www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)95 

 
   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de BALEARES     www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)96 

Modelo 2. OPCIÓN B. Problema 2: 

 

Solución: 
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Modelo 2. OPCIÓN B. Problema 3: 

 
Solución: 

 
 
 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de BALEARES     www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)99 

 
 
 
 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de BALEARES     www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)100 

Modelo 2. OPCIÓN B. Problema 4: 

 
Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN A. Problema 1: 

 
 
Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN A. Problema 2: 

 

Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN A. Problema 3: 

 
Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN A. Problema 4: 

 
 
Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN B. Problema 1: 

 
Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN B. Problema 2: 

 

Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN B. Problema 3: 

 

Solución: 
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Modelo 3. OPCIÓN B. Problema 4: 

 
Solución: 
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 EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 

MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 

ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

 Instrucciones: 
- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B. 
- En caso de presentar más de cuatro preguntas, sólo se corregirán las cuatro primeras. 
- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se 
califica todo el proceso. 
- Se puede utilizar cualquier calculadora científica no programable ni con conexión a Internet. 
TIEMPO: 90 minutos. 

OPCIÓN A 
Problema A.1: 
1.  Consideremos  la  función                              ,  donde  ln  denota  el  logaritmo  neperiano.  Resuelva 
justificadamente los siguientes apartados: 
a.  Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como los posibles extremos 
relativos de la función f(x).                                                                                                                         1.25 ptos   
b.  Calcule el valor de la integral:                                                                                                              1.25 ptos 
 
Problema A.2: 
2. Dada la matriz 
 
a.  Halle los valores del parámetro k para los que la matriz A tiene inversa.                                           1 pto 
b.  Tomando el valor k = −1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica que: A·X = 24·I3, siendo I3 la 
matriz identidad de orden 3.                                                                                                                        1.5 ptos
 
Problema A.3: 
3. Dadas las rectas siguientes 
 a. Estudie la posición relativa de r y s.                                                                                                           1.5 ptos 
 b. Halle la ecuación del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A (11,−2.5).          1 pto 
 
Problema A.4: 
 4. El tiempo que transcurre hasta  la primera avería de una unidad de cierta marca de  impresoras de 
chorro de tinta viene dado, aproximadamente, por una distribución normal con un promedio de 1500 
horas y una desviación típica de 200 horas. 
 a. ¿Qué porcentaje de esas impresoras fallarán antes de 1000 horas de funcionamiento?            1.5 ptos
 b. ¿Qué porcentaje de esas impresoras tendrán la primera avería entre las 1000 y 2000 horas de uso?   

1.5 ptos
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 

ORDINARIA DE 

JUNIO 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

 Instrucciones: 
- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B. 
- En caso de presentar más de cuatro preguntas, sólo se corregirán las cuatro primeras. 
- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se 
califica todo el proceso. 
- Se puede utilizar cualquier calculadora científica no programable ni con conexión a Internet. 
TIEMPO: 90 minutos. 

OPCIÓN B 
Problema B.1: 
1. Sean las funciones f(x) = 2x4 + ax2 + b   y g(x) = – 2x3 + c.   
a.  Calcule  los  valores  a,  b  y  c  de manera que  las  gráficas de  f(x)  y g(x)  cumplan  las dos  condiciones 
siguientes: 
  ‐ Se corten en el punto P(1,1).                                                                                                                   1.5 ptos   
  ‐ En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes. 
  Dar las expresiones de las funciones resultantes.                           
b. Suponiendo a = b = 1 en f(x), halle las asíntotas de la función:                                                              1 pto
 

Problema B.2: 
2. Una pequeña bombonería tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60 litros de leche, con los que 
elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas de chocolate y paquetes de chocolate en 
polvo. Del resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes. 
Se  sabe  que  las  cajas  de  bombones  requieren  2  kg  de  chocolate  y  6  litros  de  leche,  las  tabletas  de 
chocolate  requieren  4  kg  de  chocolate  y  4  litros  de  leche,  y  cada  paquete  de  chocolate  en  polvo 
requiere 1 kg de chocolate y 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se 
consume todo el chocolate y toda la leche almacenados. ¿Cuántas unidades deben fabricarse de cada 
tipo de producto?                                                                                                                                                       
 

Problema B.3: 
3. Consideremos la recta                                        , y el plano 
a. Calcule la ecuación del plano π2 que contiene a la recta r y es perpendicular al plano π1 .       1.25 ptos
b. Sabiendo que la recta r corta el plano π1, averigüe el punto de intersección.                             1.25 ptos 
 

Problema B.4: 
4.  Se  sabe  que  el  8  %  de  los  análisis  de  comprobación  del  níquel  en  una  aleación  de  acero  son 
erróneos. Se realizan 10 análisis. 
a. Se afirma que la probabilidad de que 3 o más análisis sean erróneos es menor que el 3 %. Justifique 
si es cierto.                                                                                                                                                    1.25 ptos 
b.  Se  afirma  que  la  probabilidad  de  obtener  exactamente  3  análisis  erróneos  es menor  que  el  3 %. 
Justifique si es cierto.                                                                                                                                  0.75 ptos 
c. Si se realizan 100 análisis, justifique si el número esperado de análisis correctos es igual a 8.   0.5 ptos
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RESPUESTAS OPCIÓN A 
Problema A.1: 
Consideremos  la  función                ,  donde  ln  denota  el  logaritmo  neperiano.  Resuelva 
justificadamente los siguientes apartados: 
a.   Presente el dominio,  los  intervalos de crecimiento y decrecimiento, así  como  los posibles extremos 
relativos de la función f(x).                                                                                                                                                        
b.  Calcule el valor de la integral:                                                                                                               

Soluciones: 

Dominio: la función logarítmica existe cuando el argumento del logaritmo es positivo, por lo tanto debe 
ser x > 0. Además, el denominador de la función racional debe ser distinto de cero. En este caso x2 ≠ 0. 
Se concluye que Domf = (0, + ∞). 

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: se halla la derivada de f: 

 

 

 

Igualando a cero la derivada:   

 

 

 

 

 

 

Se estudia el signo de la derivada en los intervalos determinados por el valor obtenido: 

Intervalos  (0, e1/2)  (e1/2, + ∞) 

Signo de f ‘  +  ‐ 

Crecimiento/decrecim

iento 

Creciente  Decreciente 

 

Extremos relativos: El punto                           es un máximo. 
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Otra forma: mediante la derivada segunda se puede determinar si el punto es un máximo o un mínimo. 

 

 

 

 

                                                                                     

 

Como la derivada segunda en este punto es negativa, se trata de un máximo. 

Domf = (0, + ∞). Creciente en (0, e1/2) y decreciente en (e1/2, + ∞).  

El punto (e1/2, 1/(2e)) es un máximo. 

                                                                                                                                                                     

b)  

Calculamos la integral indefinida mediante la integración por partes: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Por la regla de Barrow                                                   siendo F(x) una función primitiva de f(x). 

La integral definida es: 
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Problema A.2: 
2. Dada la matriz 
 
a.  Halle los valores del parámetro k para los que la matriz A tiene inversa. 
b.  Tomando el valor k = −1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica que: AꞏX = 24·I3, siendo I3 la 
matriz identidad de orden 3. 
Soluciones: 

a) La matriz A tiene inversa si su determinante es distinto de cero. 

               

                        

La matriz A tiene inversa si k ≠ 0, k ≠ 1 y k ≠ 5. 

b) Si k = – 1    

 

                                                            

 

Se calcula la matriz inversa de A, si existe: 
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Problema A.3: 
3. Dadas las rectas siguientes 
 a. Estudie la posición relativa de r y s.                                                                                                     
 b. Halle la ecuación del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A (11,−2.5). 
Soluciones: 

a) Se resuelve el sistema: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El sistema es incompatible, por lo tanto las rectas r y s se cruzan. 

        Otra forma:        

Punto de la recta r:                                                                                     

 

Vector director de la recta r: 

 

 

Punto de la recta s: 

 

Vector director de la recta s: 
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b) Como el plano debe ser perpendicular a la recta r, el vector director de r es el vector normal al plano 

π que hay que hallar. 

 

 

Como el plano contiene el punto A (11,−2.5): 

 

 

El plano perpendicular a la recta r que contiene el punto A (11,−2.5) es 

2x – y + z = 29 
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Problema A.4: 
 El  tiempo  que  transcurre  hasta  la  primera  avería  de  una  unidad  de  cierta  marca  de  impresoras  de 
chorro de  tinta viene dado, aproximadamente, por una distribución normal  con un promedio de 1500 
horas y una desviación típica de 200 horas. 
 a. ¿Qué porcentaje de esas impresoras fallarán antes de 1 000 horas de funcionamiento?  
 b. ¿Qué porcentaje de esas impresoras tendrán la primera avería entre las 1 000 y 2 000 horas de uso?   
Soluciones: 

a) X = “Tiempo que transcurre hasta la primera avería de una unidad de cierta marca de impresoras 

de chorro de tinta”             

X ~ N(1500, 200) 

 

 

 

 

Antes de 1 000 horas de funcionamiento fallarán el 0.62 % de las impresoras. 

 

b. ¿Qué porcentaje de esas impresoras tendrán la primera avería entre las 1 000 y 2 000 horas de uso? 

 

 

 

 

El 98.76 % de las impresoras tendrán su primera avería cuando hayan transcurrido entre 1 000 y 2 000 

horas. 
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 
Sean las funciones f(x) = 2x4 + ax2 + b   y g(x) = – 2x3 + c.   
a.  Calcule  los  valores  a,  b  y  c  de manera  que  las  gráficas  de  f(x)  y  g(x)  cumplan  las  dos  condiciones 
siguientes: 
  ‐ Se corten en el punto P(1, 1).  
  ‐ En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes. 
  Dar las expresiones de las funciones resultantes.   
b. Suponiendo a = b = 1 en f(x), halle las asíntotas de la función:                                    
Soluciones: 

a) Si las gráficas se cortan en P(1, 1), entonces f(1) = 1 y g(1) = 1: 

 

 

      En P(1, 1) coinciden las pendientes de las rectas tangentes, es decir, f’(1) = g’(1) 

 

 

 

 

Las funciones son: 

 

a = 7, b = 6; c = 3. 
 

b) Si a = b = 1: 

Asíntotas verticales:   

Se iguala a cero el denominador:                                          Calculamos los límites laterales 

 

 

Asíntota vertical: x = 1 
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Asíntotas horizontales: 

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, los límites cuando x tiende a ±∞ 

son ±∞. 

 

 

No hay asíntotas horizontales. 

Asíntotas oblicuas: 

 

 

 

 

 

 

La asíntota oblicua es y = 2x. 

Asíntota vertical: x = 1; La asíntota oblicua es y = 2x. 
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Problema B.2: 
Una  pequeña  bombonería  tiene  en  su  almacén  24  kg  de  chocolate  y  60  litros  de  leche,  con  los  que 
elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas de chocolate y paquetes de chocolate en 
polvo. Del resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes. 
Se  sabe  que  las  cajas  de  bombones  requieren  2  kg  de  chocolate  y  6  litros  de  leche,  las  tabletas  de 
chocolate requieren 4 kg de chocolate y 4 litros de leche, y cada paquete de chocolate en polvo requiere 
1 kg de chocolate y 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se consume 
todo el  chocolate  y  toda  la  leche  almacenados.  ¿Cuántas  unidades  deben  fabricarse  de  cada  tipo  de 
producto?  
Soluciones: 

x = número de cajas de bombones         (2 kg de chocolate y 6 litros de leche para cada una) 

y = número de tabletas de chocolate     (4 kg de chocolate y 4 litros de leche para cada una) 

z = número de paquetes de chocolate   (1 kg de chocolate y 4 litros de leche para cada una) 

 

Se fabricarán 12 unidades      

24 Kg de chocolate en total     

 

60 litros de leche    

Se resuelve el sistema por el método de Gauss: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Deben fabricarse 6 cajas de bombones, 2 tabletas de chocolate y 4 paquetes de chocolate en polvo. 
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Otra forma: utilizando el método de Cramer 
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Problema B.3: 
Consideremos la recta                                      , y el plano 
a. Calcule la ecuación del plano π2 que contiene a la recta r y es perpendicular al plano π1.  
b. Sabiendo que la recta r corta el plano π1, averigüe el punto de intersección.  
Soluciones: 

a) Punto de la recta r:   

 

 

 

Vector director de la recta r:    

 

Como r está contenida en el plano π2, el punto P está en dicho plano y uno de sus vectores directores es 

el vector director de la recta r. 

Vector normal a π1:                               

Como el plano π2 es perpendicular a π1, este vector es uno de los vectores directores del plano π2. 

La ecuación general del plano π2 es: 

 

 

 

 

 

9x – 3y – 4 z = 14 

b) Se resuelve el sistema 
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El punto de intersección es (5, 5, 4) 

Otra forma: se expresa la recta r en forma paramétrica y se sustituye en el plano π1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Sustituyendo el valor obtenido en la recta r se obtiene el punto (5, 5, 4): 
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Problema B.4: 
Se sabe que el 8 % de los análisis de comprobación del níquel en una aleación de acero son erróneos. Se 
realizan 10 análisis. 
a. Se afirma que la probabilidad de que 3 o más análisis sean erróneos es menor que el 3 %. Justifique si 
es cierto. 
b.  Se  afirma  que  la  probabilidad  de  obtener  exactamente  3  análisis  erróneos  es  menor  que  el  3  %. 
Justifique si es cierto 
c. Si se realizan 100 análisis, justifique si el número esperado de análisis correctos es igual a 8. 

Soluciones: 

a) Los análisis de comprobación de níquel son independientes 

X = “número de análisis erróneos”     

la variable X sigue una distribución binomial.              X ~ B(10, 0.08) 

n = 10        (número de  análisis realizados)           

Éxito: el análisis es erróneo p = 0.08    (probabilidad de que un análisis se erróneo)     q = 1 – p = 0.92 

 

 

 

                 

 

 

 
La afirmación no es cierta, la probabilidad de que 3 o más análisis sean erróneos es superior al 3 %, es 

4.01 % 

b)   

             

La afirmación no es cierta, la probabilidad de que exactamente 3 análisis sean erróneos es superior al 

3 %, concretamente 3. 43 %. 

c) q = probabilidad de que el análisis sea correcto. 

                                                  

Es falso, el número esperado de análisis correctos es 92. 
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  EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA DE 

SEPTIEMBRE 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

  Instrucciones: 
- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B. 
- En caso de presentar más de cuatro preguntas, sólo se corregirán las cuatro primeras. 
- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se 
califica todo el proceso. 
- Se puede utilizar cualquier calculadora científica no programable ni con conexión a Internet. 
TIEMPO: 90 minutos. 

OPCIÓN A 
Problema A.1: 
1. Responda razonadamente a las siguientes cuestiones: 
 
a. Calcule:                                                                                                                                                      1.25 ptos 
 
b. Halle las asíntotas de la función:                                                                                                          1.25 ptos 
                                                                                                                                      
Problema A.2: 
2. Dadas las matrices: 
 
Se plantea la siguiente ecuación matricial: X·A – Ct = X·B 
a. Justifique razonadamente cuál es la dimensión de la matriz X.                                                         0.5 ptos
b. Halle la matriz X que cumple la ecuación.                                                                                                2 ptos 
 
Problema A.3: 
3. Dada la recta                                    , y dado el plano 
 
a. ¿Cuál es la posición relativa de la recta r y el plano π?                                                                     1.25 ptos
b. Calcular el plano π′ que contiene a la recta r y es perpendicular al plano π.                                1.25 ptos
 
Problema A.4: 
4. Si una bombilla fluorescente presenta un 90 % de posibilidades de tener una vida útil de al menos 
800  horas,  seleccionando  20  bombillas  fluorescentes  de  este  tipo,  justificar  si  las  siguientes 
afirmaciones son ciertas: 
a.  Al  seleccionar  exactamente  18  bombillas  fluorescentes,  más  del  30  %  tienen  una  vida  útil  de  al 
menos 800 horas.                                                                                                                                                1 pto 
b. La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o menos NO tengan una duración de al menos 
800 horas es menor que 0,7.                                                                                                                             1 pto
c. El valor esperado de bombillas con una vida útil de al menos 800 horas si se toma una muestra de 
100 bombillas fluorescentes es igual a 10.                                                                                                0.5 ptos 
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  EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA 
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA DE 

SEPTIEMBRE 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN

Instrucciones: 
- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B. 
- En caso de presentar más de cuatro preguntas, sólo se corregirán las cuatro primeras. 
- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se 
califica todo el proceso. 
- Se puede utilizar cualquier calculadora científica no programable ni con conexión a Internet. 
TIEMPO: 90 minutos. 

OPCIÓN B 
Problema B.1: 
1. Halle los valores de a y b para que la recta de ecuación y = 6x + a sea tangente a la curva 

en el punto de abscisa x = 0. 
Escriba las funciones que se obtienen.                                                                                                       2.5 ptos 
Problema B.2: 
2. Sea el siguiente sistema de ecuaciones: 
 
a. Discuta el sistema según los valores del parámetro k.                                                                      1.75 ptos
b. Resuelva el sistema para k = 0.                                                                                                              0.75 ptos
Problema B.3: 
3. Consideremos el punto A(1,2,1), y la recta 
a. Encuentre la ecuación del plano π que contiene al punto A y es perpendicular a la recta r.       1.5 ptos 
b. Consideremos P  (1,4,2), un punto de  la  recta  r. Y  sea s  la  recta determinada por  los puntos A y P. 
Calcule el ángulo que forman las rectas r y s.                                                                                                1 pto 
 
Problema B.4: 
4. Mi despertador no funciona muy bien, pues el 20 % de las veces no suena. Cuando suena, llego tarde 
a clase el 20 % de las veces; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde es 0,9. 
a. Represente el diagrama de árbol del problema.                                                                                  0.5 ptos 
b. Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor que 
el 20 %.                                                                                                                                                          0.75 ptos 
c. Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0,5.                            0.75 ptos 
d. Si un día llego tarde a clase, ¿cuál es la probabilidad de que haya sonado el despertador?       0.5 ptos 
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RESPUESTAS OPCIÓN A 

Problema A.1: 
Responda razonadamente a las siguientes cuestiones: 
 
a. Calcule:                                   
 
b. Halle las asíntotas de la función:                                         
                                                                                                                                      
Soluciones: 

a) Calculamos la integral indefinida mediante la integración por partes: 

 

 

 

 

Por la regla de Barrow                                                 siendo F(x) una función primitiva de f(x). 

La integral definida es: 

 

 

 

                                                                                                        

                                                                                        

b) Asíntotas verticales:   

Se iguala a cero el denominador:                                          Calculamos los límites laterales 

 

 

 

 

Asíntotas verticales:  x = 1; x = – 1 

Asíntotas horizontales: 

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, los límites cuando x 

tiende a ±∞ son ±∞. 

Cxxsenxdxsenxxsenxdxxx   coscos

  
;cos

;
   siendo          







  senxvxdxdv

dxduxu
duvvudvu

   

2

2
101

2

0cos00
2

cos
22

coscos
2

0

2
0

























sensenxxsenxxdxx

1012  xx



























0

4

1

5
lim              

0

4

1

5
lim

0

6

1

5
lim              

0

6

1

5
lim

2

23

12

23

1

2

23

12

23

1

x

xx

x

xx

x

xx

x

xx

xx

xx

     aFbFdxxf
b

a




2

0

cos

π

xdxx

1

5
)(

2

23





x

xx
xf



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autora: Lidia Esther Fumero Acosta 

Comunidad Autónoma de CANARIAS    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)137 

 

 

 

No hay asíntotas horizontales. 

Asíntotas oblicuas: 

 

 

 

 

 

 

Asíntotas verticales:  x = 1; x = – 1. La asíntota oblicua es y = x + 5. 
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Problema A.2: 
Dadas las matrices: 
 
Se plantea la siguiente ecuación matricial: X∙A – Ct = X∙B 
a. Justifique razonadamente cuál es la dimensión de la matriz X. 
b. Halle la matriz X que cumple la ecuación. 
Soluciones: 

a) Las operaciones indicadas en la ecuación deben ser posibles. Como la dimensión de la matriz C 

es  3x2  (3  filas  y  2  columnas),  su  traspuesta  será  2x3.  El  producto  XA  debe  tener  también 

dimensión 2x3 (2 filas y 3 columnas).  Por lo tanto, X debe tener 2 filas. 

La dimensión de la matriz A es 3x3 (3 filas y 3 columnas). Para poder multiplicar X por A el número de 

columnas  de  X  tiene  que  ser  igual  al  número  de  filas  de  A.  De  aquí  se  deduce  que  el  número  de 

columnas de X debe ser 3. 

La dimensión de X es, entonces, 2x3. 

                                            

b)  

Se calcula la matriz inversa de M = A – B, si existe: 
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Otra forma: 
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Problema A.3: 
Dada la recta                                    , y dado el plano 
 
 
 
a. ¿Cuál es la posición relativa de la recta r y el plano π? 
b. Calcular el plano π′ que contiene a la recta r y es perpendicular al plano π.  
Soluciones: 

a) Se sustituye la recta en el plano: 

 

La ecuación no tiene solución, por lo tanto, la recta y el plano no tienen puntos en común, es decir, son 

paralelos. 

La recta y el plano son paralelos 

Otra forma: 

Vector director de r: 

Vector normal al plano π:   

Hallamos el producto escalar de los vectores:   

Los vectores son perpendiculares, por lo que la recta puede estar contenida en el plano o ser paralela a él. 

Se elige un punto de r y se comprueba si pertenece al plano: 

    

 

El punto no pertenece al plano, por tanto la recta r y el plano π son paralelos. 

b) El  plano  viene  determinado  por  un  punto  de  la  recta  r  y  dos  vectores  directores,  que  son  el 

vector  director  de  la  recta  r  y  el  vector  normal  al  plano  π,  ya  que  los  planos  deben  ser 

perpendiculares. 

Punto de r:                          Vector director de r:                              Vector normal al plano π:   

La ecuación general del plano π′ es: 

 

 

 

 

8x + 11y + 5z = 32 
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Problema A.4: 
Si una bombilla fluorescente presenta un 90 % de posibilidades de tener una vida útil de al menos 800 
horas, seleccionando 20 bombillas fluorescentes de este tipo, justificar si las siguientes afirmaciones son 
ciertas: 
a. Al seleccionar exactamente 18 bombillas fluorescentes, más del 30 % tienen una vida útil de al menos 
800 horas. 
b.  La probabilidad de que dos bombillas  fluorescentes o menos NO tengan una duración de al menos 
800 horas es menor que 0.7. 
c. El valor esperado de bombillas con una vida útil de al menos 800 horas si se toma una muestra de 100 
bombillas fluorescentes es igual a 10.  
Soluciones: 

a) X = “número de bombillas que tienen una vida útil de al menos 800 horas”     
La variable X sigue una distribución binomial.              X ~ B(20, 0.9) 
n = 20        (número de  bombillas analizadas)       

Éxito: la bombilla tiene una vida útil de al menos 800 horas  p = 0.9            q = 1 – p = 0.1 

 

 

 

                 
La afirmación no es cierta, la probabilidad de que exactamente 18 bombillas tengan una vida útil de 

más de 800 horas es del 28.52 %, inferior al 30 %. 

b) Si dos bombillas o menos no duran al menos 800 horas significa que hay 18 bombillas o más que 

sí duran al menos 800 horas. 

 

 

 

 

 

La afirmación es cierta, la probabilidad de que dos bombillas o menos no tengan una 
duración de al menos 800 horas es 0.6769, menor que 0.7. 

c)  

 

La afirmación no es cierta, se espera que 90 bombillas tengan una vida útil de al menos 
800 horas.   
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 
Halle los valores de a y b para que la recta de ecuación y = 6x + a sea tangente a la curva 

en el punto de abscisa x = 0. 
Escriba las funciones que se obtienen.  
Solución: 

Como la recta es tangente a la función f en x = 0, su pendiente coincide con la derivada de  f en dicho 

punto, es decir 

 

 

 

 

 

 

Por otro lado, la recta y la función f coinciden en el punto de abscisa x = 0, por tanto   

 

 

a =1; b = 3. 

Las funciones que se obtienen son 
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Problema B.2: 
Sea el siguiente sistema de ecuaciones: 
 
a. Discuta el sistema según los valores del parámetro k.      
b. Resuelva el sistema para k = 0.   
Solución: 

Se estudia el rango de la matriz A y el de la matriz ampliada A*. 

 

              

 

 

 

 

 

 

‐  Si k  ≠  ±  2                Rango(A)  =  Rango(A*)  =  3.  El  sistema es  compatible  determinado  (tiene una única 
solución). 

‐ Si k =   2              Rango(A) = Rango(A*) = 2. En este caso el sistema es compatible indeterminado (tiene 
infinitas soluciones). 

 

El  rango  de  A*  es  2  porque  la  primera  fila  y  la 
última son iguales. 

                                                                                      

 

‐ Si k = – 2        Rango(A) = 2 ≠ Rango(A*) = 3. En este caso el sistema es incompatible (no tiene solución). 
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b)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Solución del sistema: x = 5, y = 6, z = – 2 
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Problema B.3: 
Consideremos el punto A(1,2,1), y la recta 
 
a. Encuentre la ecuación del plano π que contiene al punto A y es perpendicular a la recta r. 
b.  Consideremos P  (1,4,2),  un  punto  de  la  recta  r.  Y  sea  s  la  recta  determinada por  los  puntos A  y  P. 
Calcule el ángulo que forman las rectas r y s.     
Solución: 

a) Como la recta r es perpendicular al plano π, el vector director de r será el vector normal a π. 

 

 

Vector director de la recta r: 

 

 

Plano: 

 

El punto A(1, 2, 1) pertenece al plano, por lo que sustituyendo en π las coordenadas de A obtenemos el 
valor de D. 

 

 

 

 

La ecuación general del plano es: x – y + 3z = 2 

Vector director de la recta r: 𝑤→ ൌ 𝐴𝑃
ሱ⎯ሮ

ൌ ሺ1 െ 1, 4 െ 2, 2 െ 1ሻ ൌ ሺ0, 2, 1ሻ 

b) Ángulo que forman los vectores directores de r y s:     

 

 

 

 

 

El ángulo α que forman las rectas r y s es 82.25o. 
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Problema B.4: 
Mi despertador no funciona muy bien, pues el 20 % de las veces no suena. Cuando suena, llego tarde a 
clase el 20 % de las veces; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde es 0.9. 
a. Represente el diagrama de árbol del problema. 
b. Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor que el 

20 %. 
c. Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0.5. 
d. Si un día llego tarde a clase, ¿cuál es la probabilidad de que haya sonado el despertador. 
Solución: 

a) Se definen  los sucesos S = “el despertador suena” y T = “llegar  tarde a clase” y sus contrarios 
NS = “el despertador no suena” y NT = “no llegar tarde a clase” 

 

b)  
La afirmación no es cierta, la probabilidad de que llegue tarde a clase y suene el despertador es del 

16 %, inferior al 20 %. 

c)  
La afirmación no es cierta, la probabilidad de que no llegue tarde a clase es superior a 0.5. 

d)  

 

La probabilidad de que, habiendo llegado tarde a clase, haya sonado el despertador, es 0.4706. 
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Ejercicio 1: 

Considera la ecuación 𝐴𝑋𝐴௧ ൌ 𝐵 en donde 𝐴 ൌ ቀെ2 0
1 1

ቁ , 𝐵 ൌ ቀ 0 2
െ1 2

ቁ, y 𝐴௧ denota la traspuesta de 

𝐴. 

𝑎ሻ Despeja la matriz 𝑋 en la igualdad dada. 

𝑏ሻ Comprueba que 𝐴 es invertible y calcula su inversa. 

𝑐ሻ Comprueba que ሺ𝐴ିଵሻ௧ ൌ ሺ𝐴௧ሻିଵ. 

𝑑ሻ Calcula 𝑋. 

Solución: 

𝑎ሻ 𝐴 ൉ 𝑋 ൉ 𝐴௧ ൌ 𝐵; Si la matriz 𝐴 tiene inversa, entonces:  

 → 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ൉ 𝐴௧ ൉ ሺ𝐴௧ሻିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 ൉ ሺ𝐴௧ሻିଵ  → 𝐼 ൉ 𝑋 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 ൉ ሺ𝐴௧ሻିଵ ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 ൉ ሺ𝐴௧ሻିଵ.  

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 ൉ ሺ𝐴௧ሻିଵ 

𝑏ሻ Sabemos que una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

|𝐴| ൌ ቚെ2 0
1 1

ቚ ൌ െ2 ് 0 ⇒ 

Luego 𝐴 es invertible 

𝐴 ൌ ቀെ2 0
1 1

ቁ ;  𝐴௧ ൌ ቀെ2 1
0 1

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀ 1 0
െ1 െ2

ቁ.   𝐴ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஺೟

|஺|
ൌ

ቀ ଵ ଴
ିଵ ିଶ

ቁ

ିଶ
 ⇒ 

𝐴ିଵ ൌ
1
2

൉ ቀെ1 0
1 2

ቁ 

𝑐ሻ ሺ𝐴ିଵሻ௧ ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀെ1 1

0 2
ቁ. 

𝐴௧ ൌ ቀെ2 1
0 1

ቁ.  |𝐴௧| ൌ |𝐴| ൌ െ2.  ሺ𝐴௧ሻ௧ ൌ 𝐴 ൌ ቀെ2 0
1 1

ቁ → 𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 ሺ𝐴௧ሻ௧ ൌ 𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴 

ሺ𝐴௧ሻିଵ ൌ
஺ௗ௝.ௗ௘ ൫஺೟൯

೟

|஺೟|
ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஺

|஺|
ൌ

ቀଵ ିଵ
଴ ିଶ

ቁ

ିଶ
 ⇒  ሺ𝐴௧ሻିଵ ൌ ଵ

ଶ
൉ ቀെ1 1

0 2
ቁ.   

ሺ𝐴௧ሻିଵ ൌ
1
2

൉ ቀെ1 1
0 2

ቁ 

Por tanto: ሺ𝐴ିଵሻ௧ ൌ ሺ𝐴௧ሻିଵ 

𝑑ሻ Sustituimos los valores obtenidos en la ecuación del apartado a) 

𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐵 ൉ ሺ𝐴௧ሻିଵ ൌ
1
2

൉ ቀെ1 0
1 2

ቁ ൉ ቀ 0 2
െ1 2

ቁ ൉
1
2

൉ ቀെ1 1
0 2

ቁ ൌ
1
4

൉ ቀ 0 െ2
െ2 6

ቁ ൉ ቀെ1 1
0 2

ቁ ൌ 

ൌ
1
4

൉ ቀ0 െ4
2 10

ቁ ⇒ 

𝑋 ൌ
1
2

൉ ቀ0 െ2
1 5

ቁ 
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Ejercicio 2: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௦௘௡ ௫

௫
. 

𝑎ሻ Calcula la derivada primera. 

𝑏ሻ Calcula la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 𝜋. 

𝑐ሻ Calcula las asíntotas. 

𝑑ሻ Calcula lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

Solución: 

𝑎ሻ Derivamos:   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௖௢௦ ௫൉௫ି௦௘௡ ௫൉ଵ

௫మ ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௫൉௖௢௦ ௫ି௦௘௡ ௫

௫మ . 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑥

𝑥ଶ  

 

𝑏ሻ  La  pendiente  de  la  tangente  a  la  gráfica  de  una  función  en  un  punto  es  igual  que  el  valor  de  su 
primera derivada en ese punto, por tanto: 

𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝜋ሻ ൌ గ൉௖௢௦ గି௦௘௡ గ

గమ ൌ గ൉ሺିଵሻି଴

గమ ൌ െ ଵ

గ
⇒. 

𝑚 ൌ െ
1
𝜋
 

 

𝑐ሻ Asíntotas horizontales: Calculamos el límite cuando 𝑥 tiende a más o menos infinito. 

𝑘 ൌ lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ஶ

௦௘௡ ௫

௫
ൌ 0  ya que el seno está acotado y el denominador tiende a infinito. 

Asíntota horizontal: 𝒚 ൌ 𝟎 
Asíntotas  verticales:  La  única  asíntota  vertical  posible  es  para 𝑥 ൌ 0,  pues  se  anula  el  denominador, 

pero resulta 𝑠𝑒𝑛 0 ൌ 0, por lo cual, para determinar si 𝑥 ൌ 0 es asíntota se debe resolver el siguiente 
límite: 

  lim
௫→଴

௦௘௡ ௫

௫
ൌ ௦௘௡ ଴

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→଴

௖௢௦ ௫

ଵ
ൌ ଵ

ଵ
ൌ 1 ് ∞. 

No hay asíntota vertical. Tampoco puede haber asíntota oblicua ya que hay asíntota 
horizontal. 

 

𝑑ሻ Ya lo hemos calculado:  

lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1 
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Ejercicio 3: 

Se  emite  un  rayo  láser  desde  el  punto 𝑃ሺ1, 2, 8ሻ  en  la  dirección  del  vector  𝑣⃗ ൌ ሺ1, 2, െ3ሻ.  El 
plano 𝜋 ≡ െ𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ െ8 determina la posición de una lámina de grandes dimensiones. 

𝑎ሻ Calcula la ecuación de la recta que contiene al rayo láser. 

𝑏ሻ Determina la posición relativa del rayo y la lámina. 

𝑐ሻ Se quiere situar otra lámina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen. Calcula la ecuación del 
plano de esta lámina. 

Solución: 

𝑎ሻ  Es  la  recta  que  pasa  por  el  punto  𝑃ሺ1, 2, 8ሻ  y  tiene  de  vector  de  dirección:  𝑣⃗ ൌ ሺ1, 2, െ3ሻ.  Su 
ecuación continua es: 

𝑟 ≡
𝑥 െ 1

1
ൌ

𝑦 െ 2
2

ൌ
𝑧 െ 8

െ3
 

 

𝑏ሻ Hallamos las ecuaciones implícitas de la recta, y resolvemos el sistema determinado por la recta y el 
plano: 

𝑟 ≡    2𝑥 െ 2 ൌ 𝑦 െ 2
െ3𝑥 ൅ 6 ൌ 𝑧 െ 8

ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0  
3𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 14

→
       2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
     3𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 14
𝑥 ൅ 𝑦 െ 3𝑧 ൌ 8

ൡ.. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 1
1 1 െ3

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 1
1 1 െ3

    
0

14
8

൱. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
2 െ1 0
3 0 1
1 1 െ3

อ ൌ െ1 െ 2 െ 9 ൌ െ12 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 3. 

El sistema es compatible y determinado, por tanto, la recta y el plano se cortan en un punto: 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 
 

𝑐ሻ El plano pedido debe tener como vector ortogonal el vector de dirección de la recta:  

𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 

Imponemos que pase por el origen de coordenadas, luego 𝐷 ൌ 0. El plano pedido es: 

𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝟑𝒛 ൌ 𝟎 
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Ejercicio 4: 

Un determinado test rápido para anticuerpos de COVID‐19 consigue detectar concentraciones iguales o 
superiores  a  10  u,  en  donde  u  son  unidades  de  concentración  de  anticuerpos.  De  esta  forma, 
concentraciones  iguales o superiores a 10 u dan un resultado positivo, mientras que concentraciones 
inferiores a 10 u dan un resultado negativo en el test. Suponemos que la concentración de anticuerpos 
sigue una distribución normal con media 20 u y desviación típica 5 u y que todas las personas que han 
pasado la enfermedad han desarrollado anticuerpos. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de negativo en el test. 

𝑏ሻ  Calcula  qué  concentraciones  debería  detectar  el  test  para  que  la  probabilidad  calculada  en  el 
apartado anterior fuese del 1 %. 

Solución: 

𝑎ሻ Sabemos que:  𝜇 ൌ 20;   𝜎 ൌ 5. 𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ20, 5ሻ. Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶ଴

ହ
. 

Como el resultado es negativo para concentraciones inferiores a 10, calculamos: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ଴ିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିଵ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ

0.0228. 

La probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de negativo en el test 

es de 0.0228. 

 

𝑏ሻ Nos piden que: 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 𝑦ሻ ൌ 1 % ൌ 0.01. 

𝑃 ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ௬ିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 0.01.  

No es posible buscar en 𝑁ሺ0, 1ሻ.  

Se hace lo siguiente:  

𝑃 ቀ𝑍 ൏ ௬ିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ െ ௬ିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ െ ௬ିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 0.01 ⇒  

⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ െ ௬ିଶ଴

ହ
ቁ ൌ 1 െ 0.01 ൌ 0.99.   

  Buscando en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ de forma inversa, a 0.00 le corresponde 2.33, aproximadamente:  

െ ௬ିଶ଴

ହ
ൌ 2.33; െ𝑦 ൅ 20 ൌ 11.65;   𝑦 ൌ 20 െ 11.65 ൌ 8.35. 

La concentración de 𝟖. 𝟑𝟓 𝐮 tienen una probabilidad del 1 % 
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Ejercicio 5: 

En  un  juego  de  mesa  se  pueden  comprar  tanques,  submarinos  y  aviones  por  1,  3  y  5  diamantes, 
respectivamente. El rival ha gastado 41 diamantes. Sabemos que tiene el doble de submarinos que de 
tanques, y que el número de submarinos más el de aviones es 10. 

𝑎ሻ  Con  la  información  dada,  plantea  un  sistema  de  ecuaciones  para  hallar  el  número  de  tanques, 
submarinos y aviones que tiene el rival. 

𝑏ሻ Clasifica el sistema. 

𝑐ሻ Resuelve el sistema. 

Solución: 

𝑎ሻ Llamamos 𝑥, 𝑦, 𝑧 al número de tanques, submarinos y aviones que tiene el rival, respectivamente. 

El sistema de ecuaciones lineales es el siguiente: 

𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 41
                    𝑦 ൌ 2𝑥
            𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 10

ൡ. 

 

𝑏ሻ La matriz de coeficientes es: 𝑀 ൌ ൭
1 3 5
2 െ1 0
0 1 1

൱. Calculamos su rango: 

|𝑀| ൌ อ
1 3 5
2 െ1 0
0 1 1

อ ൌ െ1 ൅ 10 െ 6 ൌ 3 ് 0 ⇒  

Por lo que su rango es 3, igual al de la matriz ampliada e igual al número de incógnitas.  

Según el teorema de Rouché‐Fröbenius: 

Es un sistema compatible y determinado. 

 

𝑐ሻ Resolvemos por la regla de Cramer: 

𝑥 ൌ
อ
ସଵ ଷ ହ
଴ ିଵ ଴

ଵ଴ ଵ ଵ
อ

ଷ
ൌ ିସଵାହ଴

ଷ
ൌ ଽ

ଷ
ൌ 3.   

𝑦 ൌ
อ
ଵ ସଵ ହ
ଶ ଴ ଴
଴ ଵ଴ ଵ

อ

ଷ
ൌ ଵ଴଴ି଼ଶ

ଷ
ൌ ଵ଼

ଷ
ൌ 6. 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଷ ସଵ
ଶ ିଵ ଴
଴ ଵ ଵ଴

อ

ଷ
ൌ ିଵ଴ା଼ଶି଺଴

ଷ
ൌ ଵଶ

ଷ
ൌ 4. 

El rival tiene 3 tanques, 6 submarinos y 4 aviones. 
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Ejercicio 6: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

௫మ. 

𝑎ሻ Calcula el dominio y las asíntotas de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑏ሻ Halla una primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ  Calcula  el  área  de  la  región  limitada  por  la  función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ,  las  rectas 𝑥 ൌ 1, 𝑥 ൌ 2  y  el  eje  de 
abscisas. 

Solución: 

Como es una  función racional cuyo denominador se anula en 𝑥 ൌ
0, el dominio es toda la recta real excepto ese punto. 

𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼ0ሽ 

Por tanto, la recta 𝑥 ൌ 0, es una asíntota vertical. 

Para  determinar  la  asíntota  horizontal,  si  existe,  calculamos  el 
límite cuando 𝑥 tiende a más infinito o menos infinito. 

lim
𝑥→൅∞

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
𝑥→൅∞

2

𝑥2 ൌ
2

∞
ൌ 0. 

Por  tanto,  la  recta  𝑦 ൌ 0,  es  una  asíntota  horizontal.  No  puede 
haber asíntotas oblicuas. 

Asíntota vertical: 𝒙 ൌ 𝟎. Asíntota horizontal: 𝒚 ൌ 𝟎. 

Es una función par, de eje de simetría el eje de ordenadas. Es siempre positiva. Creciente desde menos 
infinito a 0, y decreciente desde 0 a más infinito. No tiene ni máximos ni mínimos relativos. 

 

𝑏ሻ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ׬
ଶ

௫మ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 ൉ ׬ 𝑥ିଶ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 ൉ ௫షభ

ିଵ
൅ 𝐶 ൌ െ ଶ

௫
൅ 𝐶 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ െ
2
𝑥

൅ 𝐶 

 

𝑐ሻ Á𝑟𝑒𝑎 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଶ
ଵ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሾ𝐹ሺ𝑥ሻሿଵ

ଶ ൌ ቂെ ଶ

௫
ቃ

ଵ

ଶ
ൌ ቂଶ

௫
ቃ

ଶ

ଵ
ൌ ଶ

ଵ
െ ଶ

ଶ
⇒ Á𝑟𝑒𝑎 ൌ 1 𝑢ଶ. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ 1 𝑢ଶ 
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Ejercicio 7: 

Considera los puntos 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ, 𝐵ሺ2, 3, െ4ሻ, 𝐶ሺ4, 3, 2ሻ. 

𝑎ሻ Halla la ecuación de la recta que pasa por los puntos 𝐴 y 𝐵. 

𝑏ሻ Halla la ecuación del plano 𝜋 que contiene los tres puntos. 

𝑐ሻ Calcula el área del triángulo que forman los tres puntos. 

Solución: 

𝑎ሻ Los puntos 𝐴 y 𝐵.determinan el vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝐵 െ 𝐴ሿ ൌ ሺ1, 1, െ5ሻ. 

Escribimos  la ecuación paramétrica de  la  recta que pasa por el punto 𝐴ሺ1, 2, 1ሻ,  y  tiene de vector de 

dirección 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ5ሻ. 

𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆  
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆  
𝑧 ൌ 1 െ 5𝜆

 

 

𝑏ሻ Calculamos otro vector de orientación del plano: 𝐴𝐶ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝐶 െ 𝐴ሿ ൌ ሺ3, 1, 1ሻ. Y ya tenemos un punto: 

𝐴ሺ1, 2, 1ሻ, y dos vectores de orientación del plano: 𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, െ5ሻ y 𝐴𝐶ሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, 1, 1ሻ. 

Escribimos la ecuación general del plano 𝜋 que contiene los puntos 𝐴,  𝐵 y 𝐶: 

𝜋൫𝐴; 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 2 𝑧 െ 1

1 1 െ5
3 1 1

อ ൌ 6ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 16ሺ𝑦 െ 2ሻ െ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0;    

3ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 8ሺ𝑦 െ 2ሻ െ ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0 ൌ 3𝑥 െ 3 െ 8𝑦 ൅ 16 െ 𝑧 ൅ 1. 

𝝅 ≡ 𝟑𝒙 െ 𝟖𝒚 െ 𝒛 ൅ 𝟏𝟒 ൌ 𝟎 
 

𝑐ሻ El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del módulo del producto 
vectorial de los dos vectores que determinan. Ya tenemos determinados los vectores: 

𝑆𝐴𝐵𝐶 ൌ
1

2
൉ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝐴𝐶ሬሬሬሬ⃗ ห ൌ

1

2
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
1 1 െ5
3 1 1

ะ ൌ
1

2
൉ |𝑖 െ 15𝑗 ൅ 𝑘 െ 3𝑘 ൅ 5𝑖 െ 𝑗| ൌ 

ൌ ଵ

ଶ
൉ |6𝑖 െ 16𝑗 െ 2𝑘| ൌ |3𝑖 െ 8𝑗 െ 𝑘| ൌ ඥ3ଶ ൅ ሺെ8ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൌ √9 ൅ 64 ൅ 1 ൌ √74. 

𝑆𝐴𝐵𝐶 ൌ √74 𝑢2 ≅ 8.6 𝑢2 
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Ejercicio 8: 

En un concurso de televisión el premio consiste en lanzar de forma independiente un dado cúbico y una 
moneda (suponemos que ambos perfectos). Por cada punto obtenido con el dado sumamos 100 euros 
(si sacamos un 1 ganamos 100 euros, si sacamos un 2 ganamos 200 euros, etc.) y si en la moneda sale 
cara sumamos 300 euros adicionales. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de ganar exactamente 400 euros. 

𝑏ሻ Calcula la probabilidad de ganar 400 euros si sabemos que ha salido cara en la moneda. 

𝑐ሻ Calcula la probabilidad de que haya salido cara sabiendo que hemos ganado 400 euros. 

Solución: 

𝑎ሻ  Para  ganar  exactamente  400  euros,  podemos  sacar 
cara  y  un  1,  o  sacar  cruz  y  un  4.  Por  lo  que  la 
probabilidad de ganar es: 

𝑃 ൌ
1
2

∙
1
6

൅
1
2

∙
1
6

ൌ
2

12
ൌ

1
6
 

La probabilidad de ganar exactamente 

400 euros es 
𝟏

𝟔
 

 

𝑏ሻ Nos piden ahora una probabilidad condicionada: 𝑃ሺ𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟 400/𝐶ሻ 

𝑃ሺ𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟400/𝐶ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟 400 ∩ 𝐶ሻ

𝑃ሺ𝐶ሻ
ൌ

1/12
1
2

ൌ
1
6
 

La probabilidad de ganar 400 euros si sabemos que ha salido cara en la moneda es 
𝟏

𝟔
 

 

𝑐ሻ  Nos piden ahora otra probabilidad condicionada: 𝑃ሺ𝐶/𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟 400ሻ 

𝑃ሺ𝐶/𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟 400ሻ ൌ
𝑃ሺ𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟 400 ∩ 𝐶ሻ

𝑃ሺ𝑔𝑎𝑛𝑎𝑟400ሻ
ൌ

1/12
1/6

ൌ
1
2
 

La probabilidad de que haya salido cara sabiendo que hemos ganado 400 euros es 
𝟏

𝟐
. 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de CANTABRIA    www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)158 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de CANTABRIA    www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)159 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de CANTABRIA    www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)160 

Ejercicio 1: 

Considera el sistema de ecuaciones: ൜
𝑥 ൅ ሺ1 െ 𝑡ሻ𝑦 ൌ 𝑡     
ሺ1 ൅ 𝑡ሻ𝑥 െ 3𝑦 ൌ െ𝑡

 dependiente del parámetro 𝑡. 

𝑎ሻ Determina para qué valores del parámetro 𝑡 el sistema tiene solución única y resuélvelo en ese caso, 
expresando la solución en función del parámetro 𝑡 si es necesario. 
𝑏ሻ Determina para qué valores del parámetro 𝑡 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese 
caso. 
𝑐ሻ Determina para qué valores del parámetro 𝑡 el sistema no tiene solución. 
Solución: 

𝑎ሻ Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ቀ 1 1 െ 𝑡
1 ൅ 𝑡 െ3

ቁ y 𝑀′ ൌ ቀ 1 1 െ 𝑡 1
1 ൅ 𝑡 െ3 െ1

ቁ. 

Según  el  teorema  de  Rouché‐Fröbenius,  un  sistema  tiene  solución  única  cuando  los  rangos  de  las 
matrices de coeficientes  son  iguales e  igual al  número de  incógnitas. En el  caso que nos ocupa, este 
rango tiene que ser dos. 

ቚ 1 1 െ 𝑡
1 ൅ 𝑡 െ3

ቚ ൌ െ3 െ ሺ1 ൅ 𝑡ሻሺ1 െ 𝑡ሻ ൌ 0 ൌ 3 ൅ 1 െ 𝑡ଶ ൌ 4 െ 𝑡ଶ →  𝑡ଶ ൌ 4 ⇒ 𝑡ଵ ൌ െ2, 𝑡ଶ ൌ 2.  

El sistema es compatible y determinado, tiene solución única, ∀𝑡 ∈ 𝑅 െ ሼെ2, 2ሽ 
Resolvemos por la regla de Cramer: 

  𝑥 ൌ
ቚ ଵ ଵି௧
ିଵ ିଷ

ቚ

ቚ ଵ ଵି௧
ଵା௧ ିଷ

ቚ
ൌ ିଷାଵି௧

ସି௧మ ൌ ିଶି௧

ሺଶା௧ሻሺଶି௧ሻ
ൌ ିሺଶା௧ሻ

ሺଶା௧ሻሺଶି௧ሻ
ൌ ିଵ

ଶି௧
. 

  𝑦 ൌ
ቚ ଵ ଵ
ଵା௧ ିଵ

ቚ

ሺଶା௧ሻሺଶି௧ሻ
ൌ ିଵିଵି௧

ሺଶା௧ሻሺଶି௧ሻ
ൌ ିଶି௧

ሺଶା௧ሻሺଶି௧ሻ
ൌ ିሺଶା௧ሻ

ሺଶା௧ሻሺଶି௧ሻ
ൌ ିଵ

ଶି௧
. 

𝑥 ൌ 𝑦 ൌ
1

𝑡 െ 2
, ∀𝑡 ∈ 𝑅 െ ሼെ2, 2ሽ 

 
𝑏ሻ  Según  el  teorema  de  Rouché‐Fröbenius,  un  sistema  tiene  infinitas  soluciones  (compatible 
indeterminado) cuando los rangos de las matrices de coeficientes son iguales y menores que el número 
de incógnitas. En el caso que nos ocupa, este rango tiene que ser menor que dos. 

Para  𝑡 ൌ െ2 → 𝑀ᇱ ൌ ቀ 1 3 1
െ1 െ3 െ1

ቁ  y  su  rango  es  1,  igual  al  rango  de  𝑀,  luego  el  sistema  es 

compatible e indeterminado. 

El sistema es: 
𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ2
െ𝑥 െ 3𝑦 ൌ 2ൠ, equivalente a 𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ2 → 𝑥 ൌ െ2 െ 3𝜆. 

𝑥 ൌ െ2 െ 3𝜆, 𝑦 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅 
 

𝑐ሻ  Según el  teorema de Rouché‐Fröbenius, un sistema no  tiene soluciones  (incompatible)  cuando  los 
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son distintos. En el caso que nos ocupa tiene que ser 
que el rango de la matriz de los coeficientes 𝑀 ൌ 1 y el rango de la matriz ampliada sea igual a 2. 

Para 𝑡 ൌ 2, 𝑀 ൌ ቀ1 െ1
3 െ3

ቁ ;  𝑀ᇱ ൌ ቀ1 െ1 1
3 െ3 െ1

ቁ de rango 1 y 2 respectivamente, luego el sistema es 

incompatible. 
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Ejercicio 2: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵି௖௢௦ ௫

௫
. 

𝑎ሻ Calcula la derivada primera. 

𝑏ሻ Calcula la pendiente de la recta tangente a la gráfica de 𝑓ሺ𝑥ሻ en el punto de abscisa 𝑥 ൌ 𝜋. 

𝑐ሻ Calcula lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑑ሻ Calcula las asíntotas. 

Solución: 

a) Derivamos: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ௦௘௡ ௫൉௫ିሺଵି௖௢௦ ௫ሻ൉ଵ

௫మ ൌ ௫൉௦௘௡ ௫ିଵା௖௢௫

௫మ . 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥 ൉ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 1 ൅ 𝑐𝑜𝑥

𝑥ଶ  

 

𝑏ሻ  La pendiente de  la  recta  tangente a  la gráfica de una  función en un punto es  igual al  valor de  su 
primera derivada en ese punto. 

𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝜋ሻ ൌ
𝜋 ൉  𝑠𝑒𝑛 𝜋 െ  1 ൅  𝑐𝑜𝑠 𝜋

𝜋ଶ ൌ
𝜋 ൉  0 െ  1 ൅  ሺെ1ሻ

𝜋ଶ ൌ െ
2

𝜋ଶ  

𝒎 ൌ െ
𝟐

𝝅𝟐 

 

𝑐ሻ lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

ଵ ି ௖௢௦ ௫

௫
 Indeterminado. Usamos la regla de L’Höpital 

 

⇒ lim
௫→଴

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→଴

଴ ା ௦௘௡ ௫

ଵ
ൌ ଴

ଵ
ൌ 0. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝟎 

𝑑ሻ Podría parecer que hay una asíntota vertical para 𝑥 ൌ 0. Pero no, pues al calcular el  límite vemos 
que en ese punto la función no tiene a infinito, sino a cero. 

Calculamos la asíntota horizontal, calculando el límite cuando 𝑥 tiende a más o menos infinito. 

𝑘 ൌ lim
௫→േஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→േஶ

1 െ 𝑐𝑜𝑠 𝑥
𝑥

ൌ 0  

El numerador está acotado, y el denominador tiene a infinito, luego la función tiende a cero. 

Asíntota horizontal: 𝒚 ൌ 𝟎. 

No hay asíntota oblicua. 
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Ejercicio 3: 

Considera los puntos 𝐴ሺ2, 1, 5ሻ, 𝐵ሺ3, 4, 1ሻ y la recta 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3 െ 𝜆  
𝑦 ൌ 4 െ 3𝜆
𝑧 ൌ 1 െ 4𝜆

. 

𝑎ሻ Se emite un rayo láser desde el punto 𝐴. Calcula la ecuación de la recta que contiene al rayo láser 
para que impacte en el punto 𝐵. 

𝑏ሻ Calcula la ecuación de una recta 𝑡 que pase por 𝐵 y sea perpendicular al rayo y a la recta 𝑟. 

𝑐ሻ Calcula la ecuación del plano 𝜋 que contiene al rayo y a la recta 𝑟. 

Solución: 

𝑎ሻ Queremos obtener la ecuación de la recta que pasa por los dos puntos. Tomamos como punto en 𝐵, 
y como vector de dirección el: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, 4, 1ሻ െ ሺ2, 1, 5ሻሿ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ ⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ. 

Su ecuación continua es: 

𝑟𝑎𝑦𝑜: 
𝑥 െ 3

1
ൌ

𝑦 െ 4
3

ൌ
𝑧 െ 1

െ4
 

 

𝑏ሻ Buscamos el vector director de la recta 𝑡  que es es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto  escalar  de  los  vectores  directores  de  las  rectas  𝑟 𝑦 𝑟𝑎𝑦𝑜,  que  son  los  siguientes:  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ
ሺ1, 3, 4ሻ 𝑦 𝑣௥௔௬௢ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ. 

 

𝑣௧
ᇱሬሬሬ⃗ ൌ 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ∧ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ อ

𝑖 𝑗 𝑘
1 3 4
1 3 െ4

อ ൌ െ12𝑖 ൅ 4𝑗 ൅ 3𝑘 െ 3𝑘 െ 12𝑖 ൅ 4𝑗 ൌ െ24𝑖 ൅ 8𝑗 → 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ1, 0ሻ. 

La recta 𝑡 pedida que pasa por 𝐵ሺ3, 4, 1ሻ y de vector 𝑣௧ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ1, 0ሻes: 

𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ 4 െ 𝜆  
𝑧 ൌ 1          

 

 

𝑐ሻ Si plano 𝛽 que contiene al rayo y a la recta 𝑟 tiene como vectores de oreintación a los vectores 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ
ሺ1, 3, 4ሻ 𝑦 𝑣௥௔௬௢ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, െ4ሻ y contiene al punto 𝐵ሺ3, 4, 1ሻ ∈ 𝑟: 

𝛽ሺ𝐵; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 3 𝑦 െ 4 𝑧 െ 1

1 3 4
1 3 െ4

อ ൌ 0 ൌ െ24ሺ𝑥 െ 3ሻ ൅ 4ሺ𝑦 െ 4ሻ → 3𝑥 െ 𝑦 െ 5 ൌ 0;  

𝟑𝒙 െ 𝒚 െ 𝟓 ൌ 𝟎 
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Ejercicio 4: 

Un  tenista  juega  el  20 % de  sus  partidos  en  tierra  batida  y  el  resto en otras  superficies.  Jugando en 
tierra batida gana el 90 % de sus partidos, pero en otras superficies, solo consigue ganar el 40 % de los 
partidos. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en qué superficie juega. 

𝑏ሻ  Calcula  la probabilidad de que haya  jugado un partido  concreto en  tierra batida  sabiendo que ha 
ganado dicho partido. 

Solución:  

𝑎ሻ  Llamamos  al  suceso  tierra  batida: 𝑇𝑏;  Al  suceso  otras  superficies: 𝑂𝑠;  Al 
suceso Gana: 𝐺𝑎, y al suceso pierde: 𝑃. 

𝑃ሺ𝐺𝑎ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑇𝑏 ∩ 𝐺𝑎ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝑠 ∩ 𝐺𝑎ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑇𝑏ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐺𝑎/𝑇𝑏ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑂𝑠ሻ ൉
𝑃ሺ𝐺𝑎/𝑂𝑠ሻ ൌ 0.2 ൉ 0.9 ൅ 0.8 ൉ 0.4 ൌ 0.18 ൅ 0.32 ൌ 0.5  

La probabilidad de que gane un partido concreto es 0.5. 

 

𝑏ሻ Nos piden una probabilidad condicionada: 𝑃ሺ𝑇𝑏/𝐺𝑎ሻ 

𝑃ሺ𝑇𝑏/𝐺𝑎ሻ ൌ ௉ሺ்௕ ∩ ீ௔ሻ

௉ሺீ௔ሻ
ൌ ௉ሺ்௕ሻ ൉ ௉ሺீ௔/்௕ሻ

௉ሺீ௔ሻ
ൌ ଴.ଶ ൉ ଴.ଽ

଴.ହ
ൌ ଴.ଵ଼

଴.ହ
ൌ 0.36. 

La probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida sabiendo que ha 
ganado dicho partido es 0.36. 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Andrés García Mirantes 

Comunidad Autónoma de CANTABRIA    www.apuntesmareaverde.org.es 

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)164 

Ejercicio 5: 

Considera la ecuación matricial 𝐴𝑋 െ 𝑋 ൌ 𝐵, siendo 𝐴 ൌ ቀ2 െ1
1 𝑎

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀ 3 0
െ6 3

ቁ, en donde 𝑎 es un 

parámetro real. 

𝑎ሻ Despeja la matriz 𝑋 de la ecuación anterior. 

𝑏ሻ Halla los valores de 𝑎 para los que no es posible calcular 𝑋. 

𝑐ሻ Calcula 𝑋 para 𝑎 ൌ 1. 

Solución: 

𝑎ሻ Nos dan la ecuación: 𝐴𝑋 െ 𝑋 ൌ 𝐵 ൌ 𝐴𝑋 െ 𝐼 ∙ 𝑋 ൌ ሺ𝐴 െ 𝐼ሻ ൉ 𝑋;   

Si existe la matriz inversa de ሺ𝐴 െ 𝐼ሻ multiplicamos por ella: 

ሺ𝐴 െ 𝐼ሻିଵ ൉ ሺ𝐴 െ 𝐼ሻ ൉ 𝑋 ൌ ሺ𝐴 െ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐵 → 𝑋 ൌ ሺ𝐴 െ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐵. 

𝑿 ൌ ሺ𝑨 െ 𝑰ሻି𝟏 ൉ 𝑩 

 

𝑏ሻ  Ya hemos  comentado que no  se puede,  si  no existe  la matriz  inversa de ሺ𝐴 െ 𝐼ሻ.  Para que exista 
debe ser su determinante distinto de cero. 

𝐴 െ 𝐼 ൌ ቀ2 െ1
1 𝑎

ቁ െ ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ1 െ1
1 𝑎 െ 1

ቁ → |𝐴 െ 𝐼| ൌ ቚ1 െ1
1 𝑎 െ 1

ቚ ൌ 𝑎 െ 1 ൅ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 0. 

No es posible despejar 𝑿 cuando 𝒂 ൌ 𝟎. 

 

𝑐ሻ Para 𝑎 ൌ 1 es 𝐴 െ 𝐼 ൌ ቀ1 െ1
1 0

ቁ. 

|𝐴 െ 𝐼| ൌ ቚ1 െ1
1 0

ቚ ൌ 1. 

ሺ𝐴 െ 𝐼ሻିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ሺ஺ିூሻ೟

|஺ିூ|
ൌ

ቀ ଴ ଵ
ିଵ ଵ

ቁ

ଵ
 ⇒  ሺ𝐴 െ 𝐼ሻିଵ ൌ ቀ 0 1

െ1 1
ቁ. 

  𝑋 ൌ ሺ𝐴 െ 𝐼ሻିଵ ൉ 𝐵 ൌ ቀ 0 1
െ1 1

ቁ ൉ ቀ 3 0
െ6 3

ቁ ⇒ 

𝑿 ൌ ቀെ𝟔 𝟑
െ𝟗 𝟑

ቁ 
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Ejercicio 6: 

Considera la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
𝑠𝑒𝑛 𝑥  𝑠𝑖  𝑥 ൑ గ

ଶ
ଶ

௫
൅ 𝑎  𝑠𝑖  𝑥 ൐ గ

ଶ

, siendo 𝑎 un parámetro real. 

𝑎ሻ Halla 𝑎 para que 𝑓ሺ𝑥ሻ sea continua. 

𝑏ሻ Calcula  lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ. 

𝑐ሻ Calcula el área de la región limitada por la función 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ, las rectas 𝑥 ൌ 0, 𝑥 ൌ గ

ଶ
 y el eje OX de 

abscisas. 

Solución: 

𝑎ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua para 𝑥 ൏ గ

ଶ
 pues es la función seno, continua en toda la recta real. Y es 

continua para 𝑥 ൐ గ

ଶ
, pues la función racional 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

௫
൅ 𝑎 sólo no es continua para 𝑥 ൌ 0 ൏ గ

ଶ
. Como 

es una función definida a trozos cabe la duda de si es continua en el punto de unión: 𝑥 ൌ గ

ଶ
. 

Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen y son 
iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ గ

ଶ
⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ lim

௫→ቀഏ
మ

ቁ
ష 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ഏ
మ

ቀ𝑠𝑒𝑛 గ

ଶ
ቁ ൌ 1 ൌ 𝑓 ቀగ

ଶ
ቁ

lim
௫→ቀഏ

మ
ቁ

శ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ഏ
మ

ቀଶ

௫
൅ 𝑎ቁ ൌ ସ

గ
൅ 𝑎        

⇒ 

⇒ lim
௫→ቀగ

ଶቁ
ష 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 1 ൌ lim

௫→ቀగ
ଶቁ

శ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ

4
𝜋

൅ 𝑎 ൌ 𝑓 ቀ
𝜋
2

ቁ ൌ 1 ⇒ 1 ൌ
4
𝜋

൅ 𝑎;   𝑎 ൌ 1 െ
4
𝜋

⇒ 

Si 𝒂 ൌ
𝝅ି𝟒

𝝅
, la función es continua en toda la recta real. 

 

𝑏ሻ  lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ஶ

ቀଶ

௫
൅ 𝑎ቁ ൌ 0 ൅ 𝑎 ⇒ 

lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝒂 

𝑐ሻ En el intervalo ቀ0, గ

ଶ
ቁ la función es 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑠𝑒𝑛 𝑥. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න 𝑓ሺ𝑥ሻ

గ
ଶ

଴
൉ 𝑑𝑥 ൌ න 𝑠𝑒𝑛 𝑥

గ
ଶ

଴
൉ 𝑑𝑥 ൌ ሾെ𝑐𝑜𝑠 𝑥ሿ଴

గ
ଶ

ൌ 𝑐𝑜𝑠 0 െ 𝑐𝑜𝑠 
𝜋
2

ൌ 1 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ 𝟏 𝑢ଶ 
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Ejercicio 7: 

Considera los puntos 𝐴ሺ1, 3, 1ሻ, 𝐵ሺ4, 1, െ2ሻ, 𝐶ሺ3, 5, 2ሻ 𝑦 𝐷ሺ1, 1, 3ሻ. 

𝑎ሻ Halla la ecuación del plano 𝜋 que contiene a los puntos 𝐴, 𝐵 y 𝐶. 

𝑏ሻ Comprueba si el punto 𝐷 está contenido en el plano 𝜋. 

𝑐ሻ Calcula el ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Solución: 

𝑎ሻ Tres puntos determinan un plano. Buscamos dos vectores de orientación de dicho plano: 

  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ4, 1, െ2ሻ െ ሺ1, 3, 1ሻሿ ൌ ሺ3, െ2, െ3ሻ. 

  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ3, 5, 2ሻ െ ሺ1, 3, 1ሻሿ ൌ ሺ2, 2, 1ሻ. 

Sustituimos esos vectores en la ecuación general del plano 𝜋 y usamos uno de los puntos, el 𝐴: 

𝜋൫𝐴; 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 3 𝑧 െ 1

3 െ2 െ3
2 2 1

อ ൌ 0 → 4ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 9ሺ𝑦 െ 3ሻ ൅ 10ሺ𝑧 െ 1ሻ → 

 4𝑥 െ 4 െ 9𝑦 ൅ 27 ൅ 10𝑧 െ 10 ൌ 0 →  4𝑥 െ 9𝑦 ൅ 10𝑧 ൅ 13 ൌ 0;   

𝜋 ≡ 4𝑥 െ 9𝑦 ൅ 10𝑧 ൅ 13 ൌ 0 

 

𝑏ሻ Para que el punto 𝐷ሺ1, 1, 3ሻ esté contenido en el plano, debe verificar su ecuación: 

4 ൉ 1 െ 9 ൉ 1 ൅ 10 ൉ 3 ൅ 13 ൌ 47 െ 9 ് 0  

No la verifica, luego: 

El punto 𝐷ሺ1, 1, 3ሻ 𝑁𝑂 está contenido en el plano 

 

𝑐ሻ Hallamos el producto escalar de dichos vectores: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൉ 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൉ cos ɑ ⇒ cos ɑ ൌ
𝐴𝐵 ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൉  𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗

ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห  ൉  ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ൌ

ሺ3,   െ 2,   െ 3ሻ  ൉  ሺ2,   2,   1ሻ

ඥ32 ൅ ሺെ2ሻ2 ൅ ሺെ3ሻ2  ൉  ඥ22 ൅ 22 ൅ 12

ൌ
6 െ  4 െ  3

√9 ൅ 4 ൅ 9 ൉  √4 ൅ 4 ൅ 1
ൌ

െ1

√22  ൉  √9
ൌ

െ1

√198
ൌ െ0.0711 ⇒ 𝛼 ൌ 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 ሺെ0.0711ሻ ⇒ 

𝜶 ൌ 𝟗𝟒° 𝟎𝟒ᇱ 𝟑𝟏′′ 
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Ejercicio 8: 

En la Unión Europea hay aproximadamente 250 millones de hombres adultos, de los cuales 12 millones 
miden más de 190 cm. En Holanda hay aproximadamente 7 millones de hombres adultos, cuya altura 
sigue una distribución normal con media 184 cm y desviación típica 7 cm. Supongamos que elegimos un 
hombre adulto al azar de toda la Unión Europea. 

𝑎ሻ Calcula la probabilidad de que mida más de 190 cm. 

𝑏ሻ Calcula la probabilidad de que sea holandés. 

𝑐ሻ Calcula la probabilidad de que mida más de 190 cm sabiendo que es holandés. 

𝑑ሻ Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide más de 190 cm. 

Solución: 

𝑎ሻ En toda la Unión Europea hay 250 millones de hombres adultos de los que 12 millones miden más de 

190 cm, por lo que:   𝑃 ൌ ଵଶ

ଶହ଴
ൌ 0.048. 

La probabilidad de que mida más de 190 cm es de 0.048. 

 

𝑏ሻ En la Unión Europea hay 7 millones de holandeses, luego 𝑃 ൌ ଻

ଶହ଴
ൌ 0.028. 

La probabilidad de que sea holandés es de 0.028. 

 

𝑐ሻ En Holanda la altura sigue una distribución normal de:  𝜇 ൌ 184;   𝜎 ൌ 7. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ184, 7ሻ.  Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵ଼ସ

଻
. 

Calculamos la probabilidad de que mida más de 190 cm: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 190ሻ ൌ 𝑃 ൬𝑍 ൐
190 െ 184

7
൰ ൌ 𝑃 ൬𝑍 ൐

6
7

൰ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 0.857ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0.857ሻ 

≅ 1 െ 0.8043 ൌ 0.1957. 

La probabilidad de que mida más de 190 cm sabiendo que es holandés es de 0.1957. 

 

𝑑ሻ Nos piden ahora una probabilidad condicionada, de la que ya conocemos todo lo que debemos usar:  

𝑃ሺ൐ 190|𝐻𝑜ሻ ൌ 0.1957 por el apartado c) 

La probabilidad de que sea holandés, 𝑃ሺ𝐻𝑜ሻ ൌ 0.028 por el apartado b) 

La probabilidad de que mida más de 190, 𝑃ሺ൐ 190ሻ ൌ 0.048 por el apartado a). Por tanto: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐻𝑜| ൐ 190ሻ ൌ ௉ሺவଵଽ଴∩ு௢ሻ

௉ሺவଵଽ଴ሻ
ൌ

௉ሺு௢ሻ ൉ ௉൫൐ 190ห𝐻𝑜൯

௉ሺவଵଽ଴ሻ
ൌ ଴.଴ଶ଼ ൉ ଴.ଵଽହ଻

଴.଴ସ଼
ൌ ଴.଴଴ହହ

଴.଴ସ଼
ൌ 0.1146. 

La probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide más de 190 cm es de 0.1146. 
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RESPUESTAS  

Ejercicio 1: 

 

RESPUESTA. 
 

a) Calculamos el determinante de A 

ቮ

1 𝑎 ൅ 1
 0 2

2 1
1 𝑎

𝑎 0
𝑎  0

1 0
2 0

ቮ   , 𝐹´ସ ൌ  െ𝐹ଷ ൅ 𝐹ସ ,   ቮ

1 𝑎 ൅ 1
 0 2

2 1
1 𝑎

𝑎 0
0  0

1 0
1 0

ቮ = , desarrollando por la 4ª fila,  

 

= െ อ
1 𝑎 ൅ 1 1
0 2 𝑎
𝑎 0 0

อ ൌ, 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑟𝑟𝑜𝑙𝑙𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 𝑙𝑎 3ª 𝑓𝑖𝑙𝑎, ൌ  െ𝑎 ൉ ቚ𝑎 ൅ 1 1
2 𝑎

ቚ ൌ  െ𝑎 ൉ ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2ሻ  

 
Igualamos a 0 y resolvemos   െ𝑎 ൉ ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2ሻ ൌ  0 ,   𝑎 ൌ 0, 𝑎 ൌ 1, 𝑎 ൌ െ2 
 

Para los valores  𝒂 ൌ 𝟎, 𝒂 ൌ 𝟏 𝒚  𝒂 ൌ െ𝟐    la matriz A no tiene inversa 
 
 

b)  𝐶 ൉ 𝐷 ൌ  ൬
𝑥 1
𝑦 𝑧൰ ൉ ቀ3 1

1 െ1
ቁ ൌ ൬

3𝑥 ൅ 1 𝑥 െ 1
3𝑦 ൅ 𝑧 𝑦 െ 𝑧൰ 

 

𝐷 ൉ 𝐶 ൌ ቀ3 1
1 െ1

ቁ ൉ ൬
𝑥 1
𝑦 𝑧൰ ൌ ൬

3𝑥 ൅ 𝑦 3 ൅ 𝑧
𝑥 െ 𝑦 1 െ 𝑧൰, igualando elemento a elemento, 

 

൞

3𝑥 ൅ 1 ൌ 3𝑥 ൅ 𝑦
𝑥 െ 1 ൌ 3 ൅ 𝑧

3𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑥 െ 𝑦
𝑦 െ 𝑧 ൌ 1 െ 𝑧

 agrupando, ൞

           𝑦      ൌ 1
𝑥         െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 4𝑦 െ 𝑧 ൌ 0
          𝑦         ൌ 1

    sustituyendo el valor de y   ൞

𝑦      ൌ 1
𝑥 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑧 ൌ 4
    𝑦   ൌ 1

 

 

haciendo z = λ,   ൝
𝑥 ൌ λ ൅ 4

𝑦 ൌ 1
𝑧 ൌ λ

 nos queda la matriz     𝐶 ൌ ቀλ ൅ 4 1
1 λ

ቁ 

 
Para cualquier valor real de 𝛌  las matrices C y D conmutan 
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Ejercicio 2: 

 
RESPUESTA. 

a) Escribimos la matriz de coeficientes C y la ampliada A 

𝐶 ൌ ൭
𝑎 െ𝑎 െ1
𝑎 െ𝑎 0
𝑎 2 െ1

൱  ,    𝐴 ൌ ൭
𝑎 െ𝑎
𝑎 െ𝑎
𝑎 2

െ1 𝑎
0 𝑎

െ1 1
൱ , calculamos el determinante de C, 

 

|𝐶| ൌ อ
𝑎 െ𝑎 െ1
𝑎 െ𝑎 0
𝑎 2 െ1

อ ൌ  െ𝑎ଶ െ 2𝑎,  െ𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0 , obtenemos  𝑎 ൌ 0  𝑦  𝑎 ൌ െ2. 

 

Para 𝒂 ൌ 𝟎  , sustituimos,  𝐶 ൌ ൭
0 0 െ1
0 0 0
0 2 െ1

൱  ,    𝐴 ൌ ൭
0 0
0 0
0 2

െ1 0
0 0

െ1 1
൱  

 

Como ቚ0 െ1
2 െ1

ቚ ് 0, r(C) = 2;      como  อ
0 െ1 0
0 0 0
2 െ1 1

อ ൌ 0, r(A)= 2 < 3 = nº incógnitas. 

 

Para 𝒂 ൌ െ𝟐  , 𝐶 ൌ ൭
െ2 2 െ1
െ2 2 0
െ2 2 െ1

൱  ,    𝐴 ൌ ൭
െ2 2
െ2 2
െ2 2

െ1 െ2
0 െ2

െ1 1
൱   

 

r(C) = 2;     y อ
2 െ1 െ2
2 0 െ2
2 െ1 1

อ ൌ 8 ് 0, por tanto, r(A)=3. 

En resumen, 

Si 𝒂 ് 𝟎 y 𝒂 ് െ𝟐  𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑   Compatible Determinado (Única solución) 

Si 𝒂 ൌ െ𝟐  𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝟐 ് 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑  Incompatible (No hay solución) 

Si 𝒂 ൌ 𝟏  𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐   Compatible Indeterminado (Infinitas sol.) 

 

b) Para 𝑎 ൌ 2,   𝐴 ൌ ൭
2 െ2
2 െ2
2 2

െ1 2
0 2

െ1 1
൱ , 

𝐹´ଶ ൌ െ𝐹ଵ ൅ 𝐹ଶ
𝐹´ଷ ൌ െ𝐹ଵ ൅ 𝐹ଷ

      ൭
2 െ2
0 0
0 4

െ1 2
1 0
0 െ1

൱   

 

Tenemos ൝
2𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2
                    𝑧 ൌ 0

             4𝑦        ൌ െ1
        ൞

𝑥 ൌ ଷ

ସ

𝑦 ൌ ିଵ

ସ
𝑧 ൌ 0

 

𝒙 ൌ
𝟑

𝟒
,    𝐲 ൌ െ

𝟏

𝟒
,       𝒛 ൌ 𝟎         
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Ejercicio 3: 

 
RESPUESTA. 
a) Comenzamos estudiando la continuidad de la función 𝒇 en todo ℝ.  

‐ Para 𝑥 ൏ 2,  la función 𝑓 es continua ya que tenemos una función racional, cuyo denominador 
no se anula donde está definida.  

‐ Para 2 ൏ 𝑥 ൏ 3, la función 𝑓 es continua ya que es una trigonométrica, continua en ℝ  

‐ Para 𝑥 ൐ 3  la  función 𝑓  es  continua  ya  que  es  una  racional,  cuyo  denominador  no  se  anula 
donde está definida y el numerador es una función logarítmica continua para x>2 

‐ Para 𝑥 ൌ 2, utilizamos la definición de continuidad en un punto.  

Primero calculamos el  lím
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ y para ello tenemos que tomar  límites  laterales, ya que por  la 

izquierda del 2 tenemos una función y por la derecha del 2 tenemos otra función.  

lím
௫→ଶష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lím
௫→ଶష

ଷ

௫ିଶ
ൌ െ∞ , por tanto, f es discontinua en x = 2. 

‐ Para x=3 igual que anteriormente 

𝒍í𝒎
𝒙→𝟑ష

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒍í𝒎
𝒙→𝟑ష

𝒄𝒐𝒔ሺ𝝅𝒙ሻ ൌ െ𝟏 

lím
୶→ଷశ

fሺxሻ ൌ lím
୶→ଷశ

୪୬ ሺ୶ିଶሻ

ଷି୶
ൌ ଴

଴
 ,     indeterminación, aplicamos la regla de L`Hôpital 

 

lím
௫→ଷశ

୪୬ ሺ௫ିଶሻ

ଷି௫
ൌ lím

௫→ଷశ

భ
ೣషమ

ିଵ
ൌ െ1  como los límites laterales son iguales a ‐1 y, además 

 
     f(3)= 𝑐𝑜𝑠ሺ3𝜋ሻ=‐1,     f es continua en x=3. 

f es continua en ℝ െ ሼ𝟐ሽ, en x=2 discontinuidad inevitable de 1ª especie de salto infinito 
 

b)   lím
௫→଴

୶൉௘షೣ

ଵାଶ௫ିୡ୭ୱ ሺ௫మሻ
ൌ ଴

଴
 , indeterminación, aplicamos la regla de L`Hôpital 

lím
௫→଴

x ൉ 𝑒ି௫

1 ൅ 2𝑥 െ cos ሺ𝑥ଶሻ
ൌ lím

௫→଴

1 ൉ 𝑒ି௫ െ 𝑥 ൉ 𝑒ି௫

2 ൅ 2𝑥𝑠𝑒𝑛 ሺ𝑥ଶሻ
ൌ

1
2
 

Luego,   𝐥í𝐦
𝒙→𝟎

𝐱൉𝒆ష𝒙

𝟏ା𝟐𝒙ି𝐜𝐨𝐬 ሺ𝒙𝟐ሻ
ൌ 𝟏

𝟐
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Ejercicio 4: 

 

RESPUESTA. 

a) Calculamos la derivada de f, 𝑓ᇱሺ௫ሻ ൌ
ሺଶ௫ିଶሻ൉൫௫మାଵ൯ିଶ௫൉൫௫మିଶ௫ାଵ൯

ሺ௫మାଵሻమ ൌ ଶ௫యିଶ௫మାଶ௫ିଶିଶ௫యାସ௫మିଶ௫

ሺ௫మାଵሻమ ൌ  

 

ൌ ଶ௫మିଶ

ሺ௫మାଵሻమ ,  igualamos a 0,  por tanto,   2𝑥ଶ െ 2 ൌ 0 ,   obtenemos   x = 1   y   x = ‐1  

 

Calculamos la segunda derivada  𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ସ௫൉ሺ௫మାଵሻమିଶ൉ଶ௫൉ሺ௫మାଵሻ൉ሺଶ௫మିଶሻ

ሺ௫మାଵሻర   

 
simplificando ሺ𝑥ଶ ൅ 1ሻ en numerador y denominador 
 

 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ ସ௫൉ሺ௫మାଵሻିଶ൉ଶ௫൉ሺଶ௫మିଶሻ

ሺ௫మାଵሻయ ൌ ିସ௫యାଵଶ௫

ሺ௫మାଵሻయ   sustituyendo los valores que anulan la derivada 

 
𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൐ 0 , luego en x = 1 f tiene un mínimo relativo,  (1, 0) 

 
𝑓ᇱᇱሺെ1ሻ ൏ 0 , luego en x=‐1 f tiene un máximo relativo,  (‐1, 2) 

 
Máximo relativo (‐1, 2),             Mínimo relativo (1,0)   

 
 

b) Ecuación recta tangente:   y = f(a) +f’(a)∙(x‐a),    para a=0,    f(0)=1,    f’(0)=‐2,    de donde 
 
         y = 1 ‐2∙(x‐0),    𝑦 ൌ 1 െ 2𝑥 
 
Ecuación recta normal:       y = f(a) ‐1/f’(a) ∙ (x‐a),    de donde 
 

        y = 1 +1/2 ∙(x‐0),  𝑦 ൌ 1 ൅ ௫

ଶ
     

 

Recta tangente: 𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝟐𝒙          Recta normal:   𝒚 ൌ 𝟏 ൅ 𝒙

𝟐
     

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020    Autor: Luis Carlos Vidal Del Campo  

Comunidad Autónoma de CASTILLA LA MANCHA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)176 

Ejercicio 5: 

 

RESPUESTA 

a) ׬
𝟑𝒙ି𝟐

𝒙𝟐ି𝟐𝒙ା𝟏
𝒅𝒙  ,      𝒙𝟐 െ 𝟐𝒙 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎 ,     𝒙 ൌ 𝟏  doble, luego 

 

𝟑𝒙ି𝟐

𝒙𝟐ି𝟐𝒙ା𝟏
ൌ  𝑨

𝒙ି𝟏
൅ 𝑩

ሺ𝒙ି𝟏ሻ𝟐   de donde,   𝟑𝒙 െ 𝟐 ൌ 𝑨 ሺ𝒙 െ 𝟏ሻ ൅ 𝑩 dando a x los valores, 1 y 0  

 

Si x=1,        3‐2 = B,    B = 1;                         si x = 0,      ‐ 2 = ‐A + B   luego,   A = 3              sustituyendo, 
 
 

׬
ଷ୶ିଶ

୶మିଶ୶ାଵ
dx ൌ ׬

ଷ

୶ିଵ
dx ൅ ׬

ଵ

ሺ୶ିଵሻమ dx   =  3𝑙𝑛|𝑥 െ 1| െ ଵ

୶ିଵ
൅ C  

 

׬
𝟑𝐱ି𝟐

𝐱𝟐ି𝟐𝐱ା𝟏
𝒅𝒙 ൌ 𝟑𝒍𝒏|𝒙 െ 𝟏| െ 𝟏

𝐱ି𝟏
൅ 𝐂         

 
b) Calculamos los cortes con el eje X 

                                    െ𝑥ଷ ൅ 2xଶ ൅ 3x ൌ 0  obtenemos,   x =0,    x= ‐1,   x = 3 
 

La gráfica de la función es  

 

 
Luego el área pedida será: 
 

A = ቚ׬ ሺെ𝑥ଷ ൅ 2xଶ ൅ 3xሻ𝑑𝑥
଴

ିଵ ቚ + ׬ ሺെ𝑥ଷ ൅ 2xଶ ൅ 3xሻ𝑑𝑥
ଷ

଴   =  

 

=  ฬቂെ ଵ

ସ
𝑥ସ ൅ ଶ

ଷ
𝑥ଷ ൅ ଷ

ଶ
𝑥ଶቃ

ିଵ

଴
ฬ ൅ ቂെ ଵ

ସ
𝑥ସ ൅ ଶ

ଷ
𝑥ଷ ൅ ଷ

ଶ
𝑥ଶቃ

଴

ଷ
= 

 

= 
଻

ଵଶ
൅ ସହ

ସ
ൌ  ଻ଵ

଺
 u.a. 

   
El área pedida es 71/6 u.a.         
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Ejercicio 6: 

 
RESPUESTA 

a) Calculamos los vectores normales a los planos: 𝒏𝝅𝟏
ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟐, 𝟏, 𝟏ሻ 

 n஠మ
ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, 2ሻ ∧ ሺെ1, 1, 0ሻ ൌ อ

i j k
1 െ1 2

െ1 1 0
อ ൌ ሺെ2, െ2, 0ሻ 

         cos(πଵ, πଶሻ ൌ
|ሺଶ,ଵ,ଵሻ൉ሺିଶ,ିଶ,଴ሻ|

√ସାଵାଵ൉√ସାସା଴
ൌ

|ି଺|

√ସ଼
ൌ ଺

ସ√ଷ
ൌ ଷ

ଶ√ଷ
ൌ √ଷ

ଶ
 , luego el ángulo es de 30°, 

గ

଺
 radianes. 

 

El ángulo es de 30°, 
𝝅

𝟔
 radianes 

 

b) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes: 

Para x=0, y=0, z=2;   x=0, z=0, y=2;     y=0, z=0, x=1; luego los puntos son: 

A(0, 0, 2),   B(0, 2, 0) y C(1, 0, 0) que junto al punto dado P(3, ‐3, 2), 

formamos los vectores: 

        𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ3, 0ሻ       𝐵𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ3, െ5, 2ሻ         𝐶𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ3, 2ሻ 

 

Por tanto, el volumen es 

V ൌ ଵ

଺
หൣ APሬሬሬሬሬ⃗ , BPሬሬሬሬሬ⃗ , CPሬሬሬሬ⃗  ൧ห ൌ ଵ

଺
ቮอ

3 െ3 0
3 െ5 2
2 െ3 2

อቮ ൌ ଵ

଺
|െ6| ൌ 1 uଷ. 

𝑽 ൌ 𝟏𝒖𝟑 
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Ejercicio 7: 

 
RESPUESTA 

a) Para que la recta esté contenida en el plano el sistema formado por la ecuación implícita del 

plano y las 2 ecuaciones implícitas de la recta ha de ser compatible indeterminado. 

Calculamos la ecuación implícita del plano, อ
𝑥 ൅ 1 0 1
y െ 1 1 ª
z െ 1 2 െ1

อ ൌ 0 , ሺെ2𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2 ൅ 2𝑎 

 

Tenemos el sistema: ൝
ሺെ2𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2 ൅ 2𝑎

𝑥               െ 2𝑦         ൌ 1 െ 𝑏
                              𝑧 ൌ െ3

 , el determinante de la matriz de coeficientes ha  

 

de ser 0, ya que  ቚ 2 െ1
െ2 0

ቚ ൌ െ2 ് 0 ,  อ
െ2𝑎 െ 1 2 െ1

1 െ2 0
0 0 1

อ ൌ 4𝑎 → 4𝑎 ൌ 0 → 𝑎 ൌ 0.  

Para que el rango de la matriz ampliada también sea 2, อ
2 െ1 2

െ2 0 1 െ b
0 1 െ3

อ ൌ 𝑏 → 𝑏 ൌ 0   

Los valores son,      a = 0    y     b = 0 
   b)  Para a = 0 la ecuación del plano 𝜋 es :  െ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 2   

  Para b = 3 las ecuaciones de la recta son:     x – 2y = – 2 ,      z = – 3 
  Como la recta r pedida ha de ser paralela al plano 𝜋, debe estar contenida en un plano 

paralelo a éste y que contenga al punto P dado 
𝜋′ ≡ െ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝐾 , y pasa por P(1, ‐1, ‐8),   luego,     െ1 ൅ 2ሺെ1ሻ െ ሺെ8ሻ ൌ 𝐾   →    K = 5,   

de donde  𝜋′ ≡ െ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 5  
Como la recta r pedida ha de ser perpendicular a la recta s, debe estar contenida en un plano 

perpendicular a ésta y que contenga al punto P dado 
 Calculamos el vector director de la recta s 

ሺ1, െ2, 0ሻ ∧ ሺ0, 0, 1ሻ ൌ อ
i j k
1 െ2 0
0 0 1

อ ൌ െ2𝑖 െ 𝑗 →  vୱሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2, െ1 , 0ሻ luego la ecuación de un 

plano perpendicular a la recta será 𝜋′′ ≡ െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 𝐾  como debe pasar por el punto P(1, ‐1, ‐8),    
െ2 ൉ 1 െ ሺെ1ሻ ൌ 𝐾 → 𝐾 ൌ െ1 de donde,   𝜋′′ ≡ െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1   
La recta r pedida viene dada por la intersección de los 2 planos, es decir, 

Sus ecuaciones implícitas son: 𝑟 ≡ ൜
െ𝑥 ൅ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 5
െ2𝑥 െ 𝑦     ൌ െ1 

𝒓 ≡    െ𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟓,    െ 𝟐𝒙 െ 𝒚 ൌ െ𝟏   
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Ejercicio 8: 

 

 

RESPUESTA 

 

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de árbol, pero antes tenemos que 
escribir una leyenda: 
 

 
 
 
A: código amarillo            F: falsa alarma 
 
N: código naranja             𝐹ത: no falsa alarma     
  
R: código rojo 

a.1)    Aplicamos el teorema de la probabilidad total:  

PሺFሻ ൌ PሺA ∩ Fሻ ൅ PሺN ∩ Fሻ ൅ PሺR ∩ Fሻ ൌ 

ൌ PሺAሻ ൉ Pሺ𝐹/𝐴ሻ ൅ PሺNሻ ൉ Pሺ𝐹/𝑁ሻ ൅ PሺRሻ ൉ PሺF/Rሻ ൌ 0,6 ൉ 0,03 ൅ 0,3 ൉ 0,02 ൅ 0,1 ൉ 0,01 ൌ 0,25 
 

P(F) = 0,25 
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          a.2)   El suceso que sea código naranja o rojo es el contrario del suceso el código es amarillo 

Luego P(N∪R/𝐹ത) = 1 – P(A/𝐹ത) aplicando el Teorema de Bayes = 1 െ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺிത/஺ሻ

௉ሺிതሻ
   

P(𝐹ത) = 1 – P(F) = 1 – 0,25 = 0, 975,   1 െ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺிത/஺ሻ

௉ሺிതሻ
ൌ 1 െ ଴,଺൉଴,ଽ଻

଴,ଽ଻ହ
ൌ 1 െ 0,597 ൌ 0,403 

P(N∪R/𝑭ഥ)  = 0,403  
 

b) P(N) = 0,3 y  9 avisos. Se trata de una distribución Binomial donde n=9 y p=0,3   B(9,  0,3) 
 

b.1)   P( x ≤ 2 ) = P(x=0) + P(x=1) + P(x=2), mirando la tabla k=0 k=1 k=2 y p=0,3, 

  P( x ≤ 2 ) = 0,4040 + 0,1556 + 0,2668 = 0,4628 

 

P( x ≤ 2 ) = 0,4628 
 

  b.2) Si todos los avisos son amarillos o naranjas es porque ninguno es rojo. 

Consideramos P(R)=0,1 p=0,1 y tenemos una Binomial B(9,  0,1) 

Queremos calcular ninguno rojo, es decir, P(x = 0) = 0,3874, mirando en la tabla k=0 y p=0,1 

 

Probabilidad de todos amarillos o naranjas = 0,3874 
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Ejercicio 8: 
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RESPUESTAS 

Ejercicio 1: 

 

RESPUESTA 

a) 𝐴ିଵ ൌ ଵ

|஺|
൉ 𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ,   |𝐴| ൌ อ

0 1 1
1 0 െ2
0 െ1 0

อ ൌ െ1  , luego existe la inversa, 

 

    𝐴௧ ൌ ൭
0 1 0
1 0 െ1
1 െ2 0

൱ ,          𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴௧ሻ ൌ ൭
െ2 െ1 െ2
0 0 1

െ1 0 െ1
൱, de donde 

 

       𝐴ିଵ ൌ ଵ

ିଵ
൉ ൭

െ2 െ1 െ2
0 0 1

െ1 0 െ1
൱ ൌ ൭

2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱  

  

𝑨ି𝟏 ൌ ൭
𝟐 𝟏 𝟐
𝟎 𝟎 െ𝟏
𝟏 𝟎 𝟏

൱ 

 
 

b) 𝐴 ൉ 𝑋 ൅ 𝐼ଷ ൌ 𝐵 ൉ 𝐶  →   𝐴 ൉ 𝑋 ൌ 𝐵 ൉ 𝐶 െ 𝐼ଷ    →    𝑋 ൌ 𝐴ିଵሺ𝐵 ൉ 𝐶 െ 𝐼ଷሻ   
 

𝑋 ൌ ൭
2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱ ൉ ቌ൭
1 2
0 െ1
1 െ1

൱ ൉ ቀ1 1 1
2 0 െ2

ቁ െ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ቍ ൌ  

  

ൌ ൭
2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱ ൉ ቌ൭
5 1 െ3

െ2 0 2
െ1 1 3

൱ െ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ቍ ൌ ൭
2 1 2
0 0 െ1
1 0 1

൱ ൉ ൭
4 1 െ3

െ2 െ1 2
െ1 1 2

൱ 

 

𝐗 ൌ ൭
𝟒 𝟑 𝟎
𝟏 െ𝟏 െ𝟐
𝟑 𝟐 െ𝟏

൱ 

 
 
 
 

Ejercicio 2: 
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RESPUESTA 

a) Escribimos la matriz de coeficientes C y la ampliada A 

𝐶 ൌ ൭
1 2 𝑎
1 𝑎 2

െ1 1 1
൱  ,    𝐴 ൌ ൭

1 2
1 𝑎

െ1 1

𝑎 𝑎
2 𝑎
1 1

൱ , calculamos el determinante de C, 

 

|𝐶| ൌ อ
1 2 𝑎
1 𝑎 2

െ1 1 1
อ ൌ  𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 8 →  𝑎ଶ ൅ 2𝑎 െ 8 ൌ 0 , obtenemos  𝑎 ൌ 2  𝑦  𝑎 ൌ െ4. 

Para 𝒂 ൌ 𝟐  sustituimos,  𝐶 ൌ ൭
1 2 2
1 2 2

െ1 1 1
൱  ,    𝐴 ൌ ൭

1 2
1 2

െ1 1

2 2
2 2
1 1

൱   

 
La 1ª y 2ª filas son iguales luego,  r(C) = 2= r(A)= 2 < 3 = nº incógnitas. 
 

Para 𝒂 ൌ െ𝟒   𝐶 ൌ ൭
1 2 െ4
1 െ4 2

െ1 1 1
൱  ,    𝐴 ൌ ൭

1 2
1 െ4

െ1 1

െ4 െ4
2 െ4
1 1

൱ ,  

 

 ቚ1 2
1 െ4

ቚ ൌ െ6 ് 0 → r(C) = 2;     y อ
1 2 െ4
1 െ4 െ4

െ1 1 1
อ ൌ െ18 ് 0, por tanto, r(A)=3. 

En resumen,  

Si 𝒂 ് 𝟐 y 𝒂 ് െ𝟒 𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑 Compatible Determinado ሺÚnica soluciónሻ
Si 𝒂 ൌ െ𝟒 𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝟐 ് 𝒓𝒈ሺ𝐀ሻ ൌ 𝟑 Incompatible ሺNo hay soluciónሻ 
Si 𝒂 ൌ 𝟐, 𝒓𝒈ሺ𝑪ሻ ൌ 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐 Compatible Indeterminado ሺInfinitas sol.ሻ

 

b) Para a=2 el sistema que nos queda, suprimiendo la 1ª ecuación es: 

൜
𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൅ 𝟐𝒛 ൌ 𝟐
െ𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝒛 ൌ 𝟏       haciendo 𝒛 ൌ 𝝁          ൜

𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൌ 𝟐 െ 𝟐𝝁
െ𝒙 ൅ 𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁        sumando las ecuaciones 

൜
𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൌ 𝟐 െ 𝟐𝝁

𝟑𝒚 ൌ 𝟑 െ 𝟑𝝁      de donde,    𝒚 ൌ 𝟏 െ 𝝁,    sustituyendo,     𝒙 ൌ 𝟎 

𝐱 ൌ 𝟎,    𝐲 ൌ 𝟏 െ 𝛍,       𝐳 ൌ 𝛍 
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Ejercicio 3: 

 

RESPUESTA 

a) 𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

ቀ𝟏

𝒙
െ 𝟏

𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ
ቁ ൌ ∞ െ ∞ ,      indeterminación, operamos, 

𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

ቀ𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻି𝒙

𝒙൉𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻ
ቁ ൌ 𝟎

𝟎
 ,       indeterminación, aplicamos regla de L’Hôpital,  

             derivamos numerador y denominador,  

𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

ቀ 𝟐𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙ሻି𝟏

𝟏൉𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙ሻା𝒙൉𝟐𝒄𝒐𝒔 ሺ𝟐𝒙ሻ
ቁ ൌ 𝟐ି𝟏

𝟎ା𝟎
ൌ 𝟏

𝟎
ൌ ∞  

 

𝒍í𝒎
𝒙→𝟎శ

൬
𝟏
𝒙

െ
𝟏

𝐬𝐞𝐧ሺ𝟐𝐱ሻ
൰ ൌ ∞ 

 
b) En x = 1,  f(1) = 21‐1 = 1 

 

𝑙í𝑚
௫→ଵ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
𝑙í𝑚

௫→ଵష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚

௫→ଵష
2௫ିଵ ൌ 1

𝑙í𝑚
௫→ଵశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚
௫→ଵశ

ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ െ1
 como los límites laterales son distintos ∄ 𝑙í𝑚

௫→ଵ
𝑓ሺ𝑥ሻ , 

 
en x = 1 f presenta una discontinuidad inevitable de 1ª especie de salto finito. 
 
            En x = 2 ,   f(2) = 2‐2 = 0 
 

𝑙í𝑚
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൝
𝑙í𝑚

௫→ଶష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚

௫→ଶష
ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0

𝑙í𝑚
௫→ଶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙í𝑚
௫→ଶశ

ln ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 0
→   𝑙í𝑚

௫→ଶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 

 
Como 𝑙í𝑚

௫→ଶ
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ൌ 𝑓ሺ2ሻ f es continua en x = 2. 

 
En x = 1 f presenta una discontinuidad inevitable de 1ª especie de salto finito y en x = 2 es continua 
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Ejercicio 4: 

 

RESPUESTA 

a)  

                                                𝑉 ൌ  𝑥ଶ ൉ 𝑦 ,             𝑥ଶ ൉ 𝑦 ൌ 108  , despejando  𝑦,   𝑦 ൌ ଵ଴଼

௫మ  

                                            

                    Y                          𝑆 ൌ 𝑥ଶ ൅ 4𝑥𝑦 , sustituyendo, 𝑆 ൌ 𝑥ଶ ൅ 4𝑥 ଵ଴଼

௫మ ൌ  𝑥ଶ ൅ ସଷଶ

௫
  

 

                                                 Llamando 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ ସଷଶ

௫
       deseamos calcular el mínimo, si existe. 

                           X                    Calculamos la derivada 𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ ସଷଶ

௫మ    igualamos a 0 

 

        2𝑥 െ ସଷଶ

௫మ ൌ 0,     2𝑥 ൌ ସଷଶ

௫మ  ,   2𝑥ଷ ൌ 432 ,   𝑥ଷ ൌ 216,     𝑥 ൌ 6 . 
 

                                               Calculamos la segunda derivada       𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൅ ଼଺ସ

௫య      de donde 

 

𝑓′′ሺ6ሻ ൐ 0, por tanto, es un mínimo,    𝑦 ൌ ଵ଴଼

଺మ ൌ 3 
 

Las dimensiones han de ser 6 dm de lado de la base y 3 dm de alto 
 

b) Ecuación recta tangente:   y = f(a) +f’(a)∙(x‐a),    
  

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 1  ,                   𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  2𝑥 ൅ 1 
 

para a=1,    f(1)=1,    f’(1)=3,    de donde 
 
y = 1 + 3∙(x–1) ,  y = 1 + 3x – 3    ,    y = 3x – 2  

 
 

Recta tangente:   𝒚 ൌ 𝟑𝒙 െ 𝟐 
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Ejercicio 5: 

 

RESPUESTA 

a) Hacemos   𝒆𝒙 ൌ 𝒕,    𝒆𝒙𝒅𝒙 ൌ 𝒅𝒕 ,     𝒅𝒙 ൌ 𝒅𝒕

𝒆𝒙 ൌ 𝒅𝒕

𝒕
 ,   sustituyendo, 

׬
𝒅𝒙

𝟏ା𝒆𝒙 ൌ ׬
𝒅𝒕
𝒕

𝟏ା𝒕
ൌ ׬

𝒅𝒕

𝒕൉ሺ𝟏ା𝒕ሻ
  ,  es  una  integral  de  una  función  racional  con  grado  del  numerador 

menor que el grado del denominador, descomponemos en fracciones simples, 
𝟏

𝒕൉ሺ𝟏ା𝒕ሻ
ൌ 𝑨

𝒕
൅ 𝑩

𝟏ା𝒕
 , de donde,  1 = A∙(1+t) + B∙t, sustituyendo t por las raíces 

t = 0  →  1 = A;        t = ‐1 →  1 = ‐B →  B = ‐1 , luego,  

׬
𝒅𝒕

𝒕൉ሺ𝟏ା𝒕ሻ
ൌ ׬

𝟏

𝒕
𝒅𝒕 ൅ ׬

ି𝟏

𝟏ା𝒕
𝒅𝒕 ൌ 𝒍𝒏|𝒕| െ 𝒍𝒏|𝟏 ൅ 𝒕| ൅ 𝑪   deshaciendo el cambio, 

න
𝒅𝒙

𝟏 ൅ 𝒆𝒙 ൌ 𝒍𝒏|𝒆𝒙| െ 𝒍𝒏|𝟏 ൅ 𝒆𝒙| ൅ 𝑪 ൌ 𝒍𝒏 ฬ
𝒆𝒙

𝟏 ൅ 𝒆𝒙ฬ ൅ 𝑪 

 

න
𝐝𝐱

𝟏 ൅ 𝐞𝐱 ൌ 𝒍𝒏 ฬ
𝐞𝐱

𝟏 ൅ 𝐞𝐱ฬ ൅ 𝐂 

 

 

b) Calculamos donde se cortan las gráficas,   െ𝒙𝟐 ൅ 𝟐𝒙 ൅ 𝟒 ൌ 𝒙 ൅ 𝟐  →   𝒙𝟐 െ 𝒙 െ 𝟐 ൌ 𝟎 

Obtenemos    x = ‐1    y     x = 2,    por tanto, el área será  

׬ ቀሺെ𝒙𝟐 ൅ 𝟐𝒙 ൅ 𝟒ሻ െ ሺ𝒙 ൅ 𝟐ሻቁ 𝒅𝒙 ൌ
𝟐

ି𝟏 ׬ ሺെ𝒙𝟐 ൅ 𝒙 ൅ 𝟐ሻ𝒅𝒙 ൌ
𝟐

ି𝟏    

ൌ ቈെ
𝒙𝟑

𝟑
൅

𝒙𝟐

𝟐
൅ 𝟐𝒙቉

ି𝟏

𝟐

ൌ ቆെ
𝟐𝟑

𝟑
൅

𝟐𝟐

𝟐
൅ 𝟐 ൉ 𝟐ቇ െ ൭െ

ሺെ𝟏ሻ𝟑

𝟑
൅

ሺെ𝟏ሻ𝟐

𝟐
൅ 𝟐ሺെ𝟏ሻ൱ ൌ

𝟗
𝟐

ൌ 𝟒, 𝟓 𝒖. 𝒂. 

 

El área pedida es 4,5 u.a. 
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Ejercicio 6: 

 
RESPUESTA 

 

a) Dado un punto P(x0 , y0 , z0) y un plano 𝝅 ≡ 𝑨𝒙 ൅ 𝑩𝒚 ൅ 𝑪𝒛 ൅ 𝑫 ൌ 𝟎 la distancia es 

𝒅ሺ𝑷, 𝝅ሻ ൌ
|𝑨 ൉ 𝒙𝟎 ൅ 𝑩 ൉ 𝒚𝟎 ൅ 𝑪 ൉ 𝒛𝟎 ൅ 𝑫|

√𝑨𝟐 ൅ 𝑩𝟐 ൅ 𝑪𝟐
ൌ

|𝟏 ൉ 𝟏 ൅ 𝟐 ൉ 𝟐 ൅ ሺെ𝟏ሻ ൉ ሺെ𝟏ሻ െ 𝟒|

ඥ𝟏𝟐 ൅ 𝟐𝟐 ൅ ሺെ𝟏ሻ𝟐
ൌ

𝟐

√𝟔
ൌ

√𝟔
𝟑

𝒖. 

𝐝ሺ𝐏, 𝛑ሻ ൌ
√𝟔
𝟑

𝐮. 

 

b) Calculamos el punto intersección de la recta y el plano resolviendo el sistema formado por sus 

ecuaciones implícitas  ൝
𝒙 െ 𝟐𝒚       ൌ 𝟐
        𝒚 െ 𝒛   ൌ 𝟐
 𝒙 ൅ 𝟐𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟒

 , hacemos F’3 = െF1 + F3  ൝
𝒙 െ 𝟐𝒚       ൌ 𝟐
        𝒚 െ 𝒛   ൌ 𝟐
        𝟒𝒚 െ 𝒛 ൌ 𝟐

   , 

hacemos F’’3 = െF2 + F’3   ൝
𝒙 െ 𝟐𝒚       ൌ 𝟐
        𝒚 െ 𝒛   ൌ 𝟐
        𝟑𝒚        ൌ 𝟎

  , resolviendo, y = 0 ,  z = ‐2 ,  x = 2,  tenemos   A(2, 0, ‐2) 

El área del triángulo definido por los 3 puntos es: á𝒓𝒆𝒂 ൌ
ฮ𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ∧𝑨𝑪ሬሬሬሬሬ⃗ ฮ

𝟐
ൌ

‖ሺି𝟏,   ି𝟏,   𝟒ሻ∧ሺି𝟐,   𝟏,   𝟑ሻ‖

𝟐
 

ሺെ𝟏, െ𝟏,   𝟒ሻ ∧ ሺെ𝟐,   𝟏,   𝟑ሻ ൌ อ
𝒊 𝒋 𝒌

െ𝟏 െ𝟏 𝟒
െ𝟐 𝟏 𝟑

อ ൌ െ𝟕𝒊 ൅ 𝟓𝒋 െ 𝟑𝒌 → ሺെ𝟕, 𝟓, െ𝟑ሻ 

á𝒓𝒆𝒂 ൌ
‖ሺെ𝟕, 𝟓 , െ𝟑ሻ‖

𝟐
ൌ

ඥሺെ𝟕ሻ𝟐 ൅ 𝟓𝟐 ൅ ሺെ𝟑ሻ𝟐

𝟐
ൌ

√𝟖𝟑
𝟐

 𝒖. 𝒂. 

á𝐫𝐞𝐚 ൌ
√𝟖𝟑

𝟐
 𝐮. 𝐚 
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Ejercicio 7: 

 
RESPUESTA 

a) Tomamos un punto de r, damos valores a x = 0   y   z = 0, de donde,  y = ‐2,      A(0, ‐2, 0) 

y otro punto de s,  B(0, ‐2, 1), hacemos el vector 𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝟎, 𝟎, 𝟏ሻ, calculamos el vector director de r, 

𝑽ሬሬሬ⃗ 𝒓 ൌ ሺ𝟐, െ𝟐, 𝟎ሻ ∧ ሺ𝟎, 𝟎, 𝟏ሻ ൌ อ
𝒊 𝒋 𝒌
𝟐 െ𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

อ ൌ െ𝟐𝒊 െ 𝟐𝒋 ൌ ሺെ𝟐, െ𝟐, 𝟎ሻ ൌ ሺ𝟏, 𝟏, 𝟎ሻ , 

Calculamos  el  determinante  formado  por  los  vectores,  𝑨𝑩ሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  𝑽ሬሬሬ⃗ 𝒓  y  𝑽ሬሬሬ⃗ 𝒔  para  ver  su  dependencia  o 

independencia    อ
𝟎 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎
𝟑 െ𝟐 𝟏

อ ൌ  െ𝟓 ് 𝟎  ,  los  3  vectores  son  independientes,  por  tanto,  las  rectas  se 

cruzan. 

Las rectas r y s se cruzan 
 

b) Para  que  el  plano  sea  paralelo  a  las  2  rectas,  tomamos  sus  vectores  directores,  que  junto  al 

punto P va a quedar determinado, 

P(‐1, 0, 2),  𝑽ሬሬ⃗ 𝒓 ൌ ሺ𝟏, 𝟏, 𝟎ሻ , 𝑽ሬሬ⃗ 𝒔 ൌ ሺ𝟎 𝟎 , 𝟏ሻ , de donde, 

𝝅 ≡ อ
𝒙 ൅ 𝟏 𝒚 𝒛 െ 𝟐

𝟏 𝟏 𝟎
𝟑 െ𝟐 𝟏

อ ൌ 𝟎,   𝒙 ൅ 𝟏 െ 𝟐𝒛 ൅ 𝟒 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟔 െ 𝒚 ൌ 𝒙 െ 𝒚 െ 𝟓𝒛 ൅ 𝟏𝟏 ൌ 𝟎   

 

La ecuación del plano es   x – y – 5z +11 = 0 
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Ejercicio 8: 

 

 
RESPUESTA 

 

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de árbol, pero antes tenemos que 
escribir una leyenda: 

 
 
A: menos de 34 años         I: acceden 
 
B: entre 34 y 54 años        𝐼:̅ no acceden      
  
C: más de 54 años 

 
a.1)                   𝑃ሺ𝐼ሻ̅ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ 𝐼/̅𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ 𝐼/̅𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶ሻ ൉ 𝑃ሺ 𝐼/̅𝐶ሻ ൌ 

ൌ 0,7 ൉ 0,02 ൅ 0,25 ൉ 0,6 ൅ 0,05 ൉ 0,9 ൌ 0,79   
La probabilidad de no acceder a diario es  𝑷ሺ𝑰തሻ ൌ 𝟎, 𝟕𝟗 

 

a.2)   PሺB/Iሻ ൌ ୔ሺ୆ሻ൉୔ሺ୍/୆ሻ

୔ሺ୍ሻ
  ,   como P(I) = 1 െ PሺIሻ̅ ൌ 1 െ 0,79 ൌ 0,21  entonces 

 

 PሺB/Iሻ ൌ ଴,ଶହ൉଴,ସ଴

଴,ଶଵ
ൌ 0,13 

La probabilidad de pertenecer al grupo de entre 34 y 54 cuando accede es   𝐏ሺ𝐁/𝐈ሻ ൌ 𝟎, 𝟏𝟑 
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b) El tiempo que un usuario pasa conectado a la red es una variable aleatoria, X, que sigue una dis‐
tribución normal, 𝑋 → 𝑁ሺ53, 10ሻ  
 
b.1)   P(X > 30) ൌ                                     , tipificando,  

         ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଷ଴ିହଷ

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ െ2,3ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2,3ሻ ൌ , mirando en la tabla,   ൌ 0,9893      

La probabilidad de que se conecte más de 30 minutos es 0,9893 

 

b.2)  𝑃ሺ40 ൏ 𝑋 ൏ 67ሻ ൌ 𝑡𝑖𝑝𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑛𝑑𝑜 ൌ 𝑃 ቀସ଴ିହଷ

ଵ଴
൏ 𝑍 ൏ ଺଻ିହଷ

ଵ଴
ቁ ൌ 𝑃ሺെ1,3 ൏ 𝑍 ൏ 1,4ሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1,4ሻ െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1,3ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1,4ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1,3ሻሿ ൌ 

Mirando en la tabla ൌ 09192 െ 1 ൅ 0,9032 ൌ 0,8224       

El 82,24% de usuarios  se conecta entre 40 y 67 minutos 
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Ejercicio E1: 

Se considera el sistema de ecuaciones lineales: ൝
𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 0     
𝑥 െ 𝑧 ൌ 0               
2𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 2𝑧 ൌ 0

. 

𝑎ሻ Estudie la existencia y número de soluciones según los valores del parámetro 𝑎. 

𝑏ሻ Resuélvalo, si es posible, para el valor del parámetro 𝑎 ൌ െ1. 

Solución: 

a) Primero se pone el sistema de ecuaciones de forma matricial 𝐴⁢𝑋 ൌ 𝑣 

൭
1 െ1 𝑎
1 0 െ1
2 𝑎 െ2

൱ ∙ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱, 

y  después  se  estudia  la  inversa  de  A.  Es  un  sistema  homogéneo.  Empezamos  por  calcular  el 
determinante de A e igualarlo a cero: 

|A| = อ
1 െ1 𝑎
1 0 െ1
2 𝑎 െ2

อ = 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൌ 𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 0 

Resolviendo la ecuación se deduce que el determinante será cero cuando 𝑎 ൌ െ1 o cuando 𝑎 ൌ 0. Se 
presentan dos casos: 

1. 𝑎 ൌ െ1 o 𝑎 ൌ 0  → El sistema es compatible indeterminado porque el rango de la matriz es me‐
nor de tres, el número de incógnitas. 

2. 𝑎 ് െ1 y 𝑎 ് 0 → El sistema es determinado porque el rango de la matriz es tres. Pero la única 
solución, es la solución trivial: 𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0 

Si 𝑎 ൌ െ1 o 𝑎 ൌ 0 existen infinitas soluciones. Si 𝑎 ് െ1 y 𝑎 ് 0 sólo existe la solución 
trivial: 𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0 

 

b) Para 𝑎 ൌ െ1 → ൭
1 െ1 െ1
1 0 െ1
2 െ1 െ2

൱ ∙ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱ → ൝
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑥 ൌ 0     

𝑥 ൌ 𝑧               
2𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑥 ൌ 0

→ ൝
െ𝑦 ൌ 0     

𝑥 ൌ 𝑧 
െ𝑦 ൌ 0

→ ቊ
𝑥 ൌ 𝑡
𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 𝑡

 

Tiene infinitas soluciones distintas de la trivial. 

ቊ
𝑥 ൌ 𝑡
𝑦 ൌ 0
𝑧 ൌ 𝑡
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Ejercicio E2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ቀ𝑎 ൅ 1 1
𝑎 െ 3 𝑎 െ 3

ቁ: 

𝑎ሻ Indique para qué valores de 𝑎 existe la matriz inversa 𝐴ିଵ. 

𝑏ሻ Si 𝑎 ൌ 4, 𝐵 ൌ ቀ2 0
1 1

ቁ , 𝐶 ൌ ቀ1 1
0 2

ቁ, encuentre la matriz 𝑋 que verifica la siguiente ecuación:  

𝐵 ൅ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶. 

Solución: 

a) La condición para que sea invertible es |A|≠ 0, calculando el determinante e igualando a cero se 
obtiene: 

ቚ𝑎 ൅ 1 1
𝑎 െ 3 𝑎 െ 3

ቚ = ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ∙ ሺ𝑎 െ 3ሻ െ 1 ∙ ሺ𝑎 െ 3ሻ = ሺ𝑎 െ 3ሻ ∙ 𝑎 ൌ 0. 

Resolviendo para 𝑎, se obtiene 𝑎 ൌ 0 y 𝑎 ൌ 3, de manera que es invertible para 𝑎 ് 0 y 𝑎 ് 3. 

Existe la matriz inversa 𝐴ିଵ para 𝑎 ് 0 y 𝑎 ് 3 

 

b) Calculamos la matriz inversa de ቀ5 1
1 1

ቁ → ଵ

ସ
ቀ 1 െ1

െ1 5
ቁ  

Resolviendo la ecuación matricial 𝐵 ൅ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶, resulta: 

𝐵 ൅ 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶 → 𝑋 ൉ 𝐴 ൌ 𝐶 െ 𝐵 → 𝑋 ൌ ሺ𝐶 െ 𝐵ሻ ∙ 𝐴ିଵ, y en forma matricial: 

𝑋 = ቆቀ1 1
0 2

ቁ െ ቀ2 0
1 1

ቁቇ ∙ ቀ 0.25 െ0.25
െ0.25 1.25

ቁ ൌ ቀെ1 1
െ1 1

ቁ ∙ ቀ 0.25 െ0.25
െ0.25 1.25

ቁ = ቀെ0.5 1.5
െ0.5 1.5

ቁ, 

que es el resultado solicitado. 

𝑋 ൌ ቀെ0.5 1.5
െ0.5 1.5

ቁ ൌ
1
2

ቀെ1 3
െ1 3

ቁ 
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Ejercicio E3: 

Sean el  plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0,  la  recta 𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
𝑧 ൅ 1 ൌ 0

  y 𝐴ሺ1, 3, െ1ሻ. Halla  la  ecuación del 

plano 𝛽 que pasa por A, es paralelo a 𝑟 y perpendicular a 𝜋. 

Solución: 

La recta perpendicular al plano 𝜋 está definida por el vector normal al plano 𝑣ଵ ൌ ሺ1, െ2, 2ሻ, que será 
uno de los vectores de orientación del plano. 

El otro vector de orientación del plano debe coincidir con el vector director de  la recta 𝑟 para que el 
plano resultante final sea paralelo. Para hallar el vector de 𝑟, se puede utilizar el producto vectorial de 
los vectores normales de los planos que la definen, así: 

𝑣ଶ ൌ ሺ1, െ1,0ሻ ൈ ሺ0,0,1ሻ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 െ1 0
0 0 1

อ ൌ ൅ ቚെ1 0
0 1

ቚ ⋅ 𝑖 െ ቚ1 0
0 1

ቚ ⋅ 𝑗 ൅ ቚ1 െ1
0 0

ቚ ⋅ 𝑘 ൌ െ1𝑖 െ 1𝑗 ൅ 0𝑘 ൌ

ሺെ1, െ1,0ሻ. 

Otra forma, puede ser escribir la ecuación paramétrica de la recta r: 

𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
𝑧 ൅ 1 ൌ 0

→ ቊ
𝑥 ൌ 𝑦
𝑦 ൌ 𝑦
𝑧 ൌ 1

 

La recta 𝑟 pasa por el punto (0, 0, 1) y tiene como vector director (1, 1, 0), que es igual que el anterior, 
pero de signo opuesto, y define la misma recta. Se usará el primer resultado. 

El plano perpendicular a 𝜋,  paralelo a 𝑟, y que pasa por A, está definida como: 

𝜋൫𝑃; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ≡ อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 3 𝑧 ൅ 1

1 െ2 2
െ1 െ1 0

อ ൌ 0 ൌ െ2ሺ𝑦 െ 3ሻ െ 3ሺ𝑧 ൅ 1ሻ ൅ 2ሺ𝑥 െ 1ሻ

ൌ െ2𝑦 ൅ 6 െ 3𝑧 െ 3 ൅ 2𝑥 െ 2 

Y la solución final para el plano solicitado es: 

𝜋 ≡ 2𝑥 െ 2𝑦 െ 3𝑧 ൅ 1 ൌ 0 

Se comprueba que pasa por el punto A: 

2 ⋅ 1 െ 2 ⋅ 3 െ 3 ⋅ ሺെ1ሻ ൅ 1 ൌ 0 
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Ejercicio E4: 

Dados el punto 𝐴ሺ1, 2, 4ሻ y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଵ

ଵ
ൌ ௭ିଵ

ଶ
: 

𝑎ሻ Halla un punto B de la recta 𝑟 de forma que el vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  sea paralelo al plano de ecuación 

 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 0 

𝑏ሻ Halla un vector 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐ሻ perpendicular a 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ 𝑦 𝑣⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ. 

Solución: 

a) Primero encontramos el plano paralelo a 𝜋 que pase por el punto 𝐴ሺ1, 2, 4ሻ. Como tenemos el 
vector normal ሺ1, 0, 2ሻ y el punto 𝐴ሺ1, 2, 4ሻ, el plano que buscamos será: 

𝜌 ≡ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 2 ⋅ ሺ𝑧 െ 4ሻ ൌ 𝑥 ൅ 2𝑧 െ 9 ൌ 0. 

Ahora,  el  punto buscado  será  la  intersección de  la  recta 𝑟  con el plano 𝜌.  Para  resolver, hallamos  la 
expresión de la recta en forma implícita: 

൜
𝑥 െ 1 ൌ 2𝑦 െ 2
𝑧 െ 1 ൌ 2𝑦 െ 2 → ൜

𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1
𝑧 െ 2𝑦 ൌ െ1, 

y planteamos el sistema de ecuaciones: 

൝
𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 9

𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1
𝑧 െ 2𝑦 ൌ െ1

 

Su solución nos da el punto buscado 𝐵ሺ3, 2, 3ሻ. 

𝐵ሺ3, 2, 3ሻ 

 

b) El  producto  vectorial  de  𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ 𝑦 𝑣⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ  resulta  perpendicular  a  ambos,  por  lo 
tanto, 

𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ ൈ ሺ2, 1, 0ሻ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 0 െ1
2 1 0

อ ൌ ቚ0 െ1
1 0

ቚ ⋅ 𝑖 െ ቚ1 െ1
2 0

ቚ ⋅ 𝑗 ൅ ቚ1 0
2 1

ቚ ⋅ 𝑘 ൌ 1𝑖 െ 2𝑗 ൅ 𝑘 ൌ

ሺ1, െ2, 1ሻ, 

por tanto, la solución es 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2,1ሻ 

𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, 1ሻ 
Comprobación:  

Calculamos los productos escalares 

𝑢ሬ⃗ ∙ 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 0, െ1ሻ ∙ ሺ1, െ2, 1ሻ ൌ 1 ൅ 0 െ 1 ൌ 0 
𝑣⃗ ∙ 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ ∙ ሺ1, െ2, 1ሻ ൌ 2 െ 2 ൅ 0 ൌ 0 
Como valen cero, los vectores son ortogonales 
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Ejercicio E5: 

Representar  gráficamente  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫,  calculando  previamente  sus  extremos  relativos, 
intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asíntotas. 

Solución: 

Lo primero es calcular la derivada de la función e igualar a cero: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ ൅ 𝑒௫ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥 ൅ 1ሻ = 0. 

Resolviendo  la  ecuación  se  obtiene  un  valor,  𝑥 ൌ െ1,  ya  que  𝑒௫ es  siempre  distinto  de  cero,  que 
corresponde a la abscisa de posibles máximos o mínimos. 

Derivando por segunda vez, se obtiene: 

𝑓′′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥 ൉ 𝑒௫ ൅ 2𝑒௫ ൌ 𝑒௫ሺ𝑥 ൅ 2ሻ ,  

y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta: 

𝑓′′ሺെ1ሻ ൌ 𝑒ିଵ ൐ 0 → mínimo  en  𝑥 ൌ െ1,  de  ordenada 𝑓ሺെ1ሻ ൌ െ𝑒ିଵ ൌ ିଵ

௘
.  Como  hay  un mínimo 

global en 𝑥 ൌ െ1, la función es decreciente para 𝑥 ൏ െ1 y la función es creciente para 𝑥 ൐ െ1. 

Mínimo: ሺെ1,
ିଵ

௘
ሻ. Creciente: 𝑥 ∈ ሺെ1, ൅∞ሻ. Decreciente: 𝑥 ∈ ሺെ∞, െ1ሻ 

Por ser exponencial, crece a ritmo exponencial para números positivos y  tiende a cero para números 
negativos,  así  que  tendrá  una  asíntota  que  tiende  a  cero  hacia  a  la  izquierda  de  െ1,  y  un 
comportamiento exponencial a la derecha, pasando por el punto (0,0), ya que 𝑓ሺ0ሻ ൌ 0. 

Igualando a cero la derivada segunda hay un punto de inflexión para 𝑥 ൌ  െ2; ቀെ2, െ ଶ

௘మቁ. Concavidad: 

𝑥 ∈ ሺെ∞, െ2ሻ. Convexidad ሺ∪ሻ: 𝑥 ∈ ሺെ2, ൅∞ሻ 

El gráfico es el siguiente: 
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Ejercicio E6: 

Demuestre que la ecuación 𝑥ଷ െ 12𝑥 ൌ െ2 tiene una solución en el intervalo ሾെ2, 2ሿ y pruebe además 
que esa solución es única. 

Solución: 

Pondremos la ecuación en forma de función para observar cuando se cumple la ecuación propuesta: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 12𝑥 ൅ 2 

Teorema de Bolzano: “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto signo en los 
extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

Es una función continua en toda la recta real pues es una función polinómica.  

𝑓ሺെ2ሻ ൌ ሺെ2ሻଷ െ 12ሺെ2ሻ ൅ 2 ൌ െ8 ൅ 24 ൅ 2 ൐ 0 

𝑓ሺ2ሻ ൌ ሺ2ሻଷ െ 12ሺ2ሻ ൅ 2 ൌ 8 െ 24 ൅ 2 ൏ 0 

Tiene distinto signo en los extremos del intervalo, luego por el teorema de Bolzano sabemos que se 
anula en algún punto del interior del intervalo:  

𝑥ଷ െ 12𝑥 ൅ 2 ൌ 0 → 𝑥ଷ െ 12𝑥 ൌ െ2 en algún punto del intervalo ሾെ2, 2ሿ 

Podemos analizar el resto de raíces del polinomio: 

Lo primero es calcular la derivada de la función e igualar a cero: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 12 

Resolviendo la ecuación se obtienen dos valores, ሾ𝑥 ൌ 2, 𝑥 ൌ െ2ሿ, que corresponden a las abscisas que 
tienen máximos o mínimos. 

Derivando por segunda vez, se obtiene 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑥, y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta: 

1. 𝑓ᇱᇱሺ2ሻ ൌ 12 ൐ 0, Positivo → mínimo en 𝑥 ൌ 2. 

2. 𝑓ᇱᇱሺെ2ሻ ൌ െ12 ൏ 0 . Negativo → máximo en 𝑥 ൌ െ2. 

Como hay un máximo en 𝑥 ൌ െ2, la función es creciente si 𝑥 ൏ െ2 y decreciente si 𝑥 ൐ െ2. 

Como hay un mínimo en 𝑥 ൌ 2, la función es decreciente si 𝑥 ൏ 2 y creciente si 𝑥 ൐ 2. 

Por ser de tercer orden, hay tres intervalos con la misma tendencia y dos cambios en la 
tendencia, que coinciden con el máximo y mínimo relativos. Las tendencias son, por 
orden de abscisas:  

ሺെ∞, െ2ሻ creciente; ሺെ2, 2ሻ decreciente; ሺ2, ൅∞ሻ creciente. 

Como no hay más cambios en la función, y el valor de 𝑓ሺ𝑥ሻ cambia de signo, 
obligatoriamente hay una única raíz en el intervalo ሾെ2, 2ሿ. 

Como 𝑓ሺ2ሻ ൌ  െ14 es negativa y creciente, tiene que haber una raíz fuera del intervalo 
por la derecha, en ሺ2, ൅∞ሻ. Al ser 𝑓ሺെ2ሻ ൌ  18 positiva y creciente, tiene que haber otra 
raíz a la izquierda de െ2, en ሺെ∞, െ2ሻ. Como el polinomio de tercer grado tiene un 
máximo de tres raíces, y dos están fuera del intervalo ሾെ2, 2ሿ, se puede asegurar que la 
raíz es única en ese intervalo. 
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Ejercicio E7: 

𝑎ሻ Calcular: lim
௫→଴

௘ೣି௖௢௦ ௫ି௫

௘ೣା௦௘௡ ௫ିଵ
. 

𝑏ሻ Calcular: 𝐼 ൌ ׬ ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥ሻ
ഏ
మ

଴ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución: 

a) Primero  hallamos  el  límite  en  cero  como  se  anula  el  numerador  y  el  denominador, 
indeterminado. 

Usando la regla de L’Hôpital resulta  

lim
௫→଴

௘ೣି௖௢௦ ௫ି௫

௘ೣା௦௘௡ ௫ିଵ
ൌ lim

௫→଴

௘ೣା௦௘௡ሺ௫ሻିଵ

௘ೣାୡ୭ୱ ሺ௫ሻ
ൌ ௘బା௦௘௡ሺ଴ሻିଵ

௘బାୡ୭ୱ ሺ଴ሻ
ൌ ଵା଴ିଵ

ଵାଵ
ൌ ଴

ଶ
ൌ 0.. 

lim
௫→଴

𝑒௫ െ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 െ 𝑥
𝑒௫ ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 െ 1

ൌ 0 

 

b) Calculando la integral indefinida para la función resulta: 

 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑠𝑖𝑛ሺ𝑥ሻ െ 𝑐𝑜𝑠ሺ𝑥ሻ 

Ahora sustituyendo los valores para la integral definida: 

 ቂ𝑠𝑖𝑛 ቀగ

ଶ
ቁ െ 𝑐𝑜𝑠 ቀగ

ଶ
ቁቃ െ ሾ𝑠𝑖𝑛ሺ0ሻ െ 𝑐𝑜𝑠ሺ0ሻሿ ൌ ሾ1 െ 0ሿ െ ሾ0 െ 1ሿ ൌ ൅2 

𝐼 ൌ න ሺ𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൅ 𝑐𝑜𝑠 𝑥ሻ

గ
ଶ

଴
൉ 𝑑𝑥 ൌ 2 
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Ejercicio E8: 

𝑎ሻ Calcule los puntos de corte de las gráficas 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

௫
 𝑦 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 𝑥. 

𝑏ሻ Sabiendo que en el intervalo ሾ1, 2ሿ se verifica que 𝑔ሺ𝑥ሻ ൒ 𝑓ሺ𝑥ሻ calcular el área del recinto limitado 
por las gráficas de ambas funciones en dicho intervalo. 

Solución: 

𝑎ሻ Resolvemos la ecuación: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ  → ଶ

௫
ൌ 3 െ 𝑥;   2 ൌ 3𝑥 െ 𝑥ଶ;  𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0;  

  𝑥 ൌ
3 േ √9 െ 8

2
ൌ

3 േ 1
2

→ 𝑥 ൌ 1; 𝑥 ൌ 2 →  𝑓ሺ1ሻ ൌ 2;  𝑓ሺ2ሻ ൌ 1: 

Los puntos de corte son ሺ1, 2ሻ 𝑦 ሺ2, 1ሻ 

 

 𝑏ሻ El área pedida es la integral definida: 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ
ଶ

ଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ න ൬3 െ 𝑥 െ

2
𝑥

൰
ଶ

ଵ
൉ 𝑑𝑥 ൌ ቈ3𝑥 െ

𝑥ଶ

2
െ 2𝐿𝑥቉

ଵ

ଶ

ൌ 

ቀ3 ൉ 2 െ
ଶమ

ଶ
െ 2𝐿2ቁ െ ቀ3 ൉ 1 െ

ଵమ

ଶ
െ 2𝐿1ቁ ൌ 6 െ 2 െ 2𝐿2 െ 3 ൅

ଵ

ଶ
൅ 0 ൌ

ଷ

ଶ
െ 2𝐿2 ൌ 0.1137. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ ൬
3
2

െ 2𝐿2൰ 𝑢ଶ ൌ 𝟎. 𝟏𝟏𝟑𝟕 𝒖𝟐 
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Ejercicio E9: 

El peso de los alumnos de 2º de bachillerato de un instituto de León, sigue una distribución normal, de 
media 75 kg y desviación típica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de que: 

𝑎ሻ Tenga un peso entre 70 y 80 kg. 

𝑏ሻ Tenga un peso superior a 85 kg. 

Solución: 

Nos dicen que es una distribución normal de media 𝜇 ൌ 75 y desviación típica 𝜎 ൌ 5. 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ75;  5ሻ. 

Tipificamos la variable: 𝑍 ൌ ௑ି଻ହ

ହ
. 

a) 𝑃ሺ70 ൑ 𝑋 ൑ 80ሻ ൌ 𝑃 ቀ଻଴ି଻ହ

ହ
൑ 𝑍 ൑ ଼଴ି଻ହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺെ1 ൑ 𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻሿ ൌ

2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0.8413 െ 1 ൌ 1.6826 െ 1 ൌ 0.6826. 

Buscando en la tabla se obtiene 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ 0.8413, que hemos sustituido. 

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso entre 70 y 80 kg es de 
0.6826. 

 

b) 𝑃ሺ𝑋 ൐ 85ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଼ହି଻ହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଴

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ 0.0228. 

Ahora buscando en la tabla, se obtiene 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ ൌ 0.9772, que hemos sustituido. 

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso superior a 85 kg es de 
0.0228. 
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Ejercicio E10: 

La probabilidad de que a un puerto  llegue un barco de  tonelaje  bajo, medio o alto es 0.6,  0.3  y 0.1, 
respectivamente.  La  probabilidad  de  que  necesite  mantenimiento  en  el  puerto  es  de  0.25  para  los 
barcos de bajo tonelaje, 0.4 para los de tonelaje medio y 0.6 para los de tonelaje alto. 

𝑎ሻ Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento. 

𝑏ሻ Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje medio. 

Solución: 

Llamamos B al suceso de que el barco sea de tonelaje bajo, 𝑀 que lo sea, medio, y A que lo sea alto. 
Llamamos N al suceso de que necesite mantenimiento, y noN a que no lo necesite. 

Confeccionamos un diagrama de árbol con los datos del problema: 

 

 

a) 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑀 ∩ 𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝑁ሻ ൌ 0.6 ൉ 0.25 ൅ 0.3 ൉ 0.40 ൅ 0.1 ൉ 0.60 ൌ 0.15 ൅
0.12 ൅ 0.06 ൌ 0.33.  

Si llega un barco a puerto, la probabilidad de que necesite mantenimiento es 0.33. 

 

b) Ahora nos piden la probabilidad condicionada: 𝑃ሺ𝑀/𝑁ሻ. Sabemos que: 𝑃ሺ𝑀/𝑁ሻ ൌ ௉ሺெ∩ேሻ

௉ሺேሻ
. En el 

apartado anterior ya hemos calculado 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 0.33. 

𝑃ሺ𝑀/𝑁ሻ ൌ ௉ሺெ∩ேሻ

௉ሺேሻ
ൌ ଴.ଷ ൉ ଴.ସ

଴.ଷଷ
ൌ ଴.ଵଶ଴

଴.ଷଷ
ൌ 0.3636. 

Si un barco ha necesitado mantenimiento, la probabilidad de que sea de tonelaje medio 
es de 0.3636. 
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Ejercicio E1: 

𝑎ሻ Discutir el sistema de ecuaciones lineales: ൝
𝜆𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1       
𝑥 ൅ 𝜆𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2  

, según los valores del parámetro 𝜆. 

𝑏ሻ Resolverlo para 𝜆 ൌ 1. 

Solución: 

𝑎ሻ Escribimos las matrices de los coeficientes y la ampliada: 

 𝑀 ൌ ൭
𝜆 1 0
1 𝜆 1
1 1 1

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
𝜆 1 0
1 𝜆 1
1 1 1

    
1
2
2

൱. 

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes: 

|𝑀| ൌ อ
𝜆 1 0
1 𝜆 1
1 1 1

อ ൌ 𝜆ଶ ൅ 1 െ 𝜆 െ 1 ൌ 0;  𝜆ଶ െ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 1. 

Si 𝜆 ് 0 o 𝜆 ് 1 el rango de la matriz 𝑀 es 3, igual al rango de la matriz ampliada, e igual al número de 
incógnitas, luego el sistema es compatible y determinado. 

Si  𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 0
1 0 1
1 1 1

    
1
2
2

൱ ⇒ อ
0 1 1
1 0 2
1 1 2

อ ൌ 1 ൅ 2 െ 2 ൌ 1 ് 0.  El  rango  de  la  matriz 

ampliada es 3, mientras que el de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es incompatible. 

Si  𝜆 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 0
1 1 1
1 1 1

    
1
2
2

൱ Su rango es 2, igual al de la matriz de los coeficientes luego el 

sistema es compatible indeterminado. 

Si 𝜆 ് 0 o 𝜆 ് 1 el sistema es compatible y determinado. Si 𝜆 ൌ 0 el sistema es 
incompatible. Si  𝜆 ൌ 1 el sistema es compatible indeterminado. 

 

𝑏ሻ Ya hemos visto que para 𝜆 ൌ 1 el sistema es compatible indeterminado, y es resulta ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1       
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2

. 

Tiene dos ecuaciones iguales, luego es equivalente a ൜
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1        
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2.Hacemos 𝑦 ൌ 𝜆; y despejamos 𝑥 y 

𝑧:   𝑥 ൌ 1 െ 𝜆;   𝑧 ൌ 1. 

൝
𝑥 ൌ 1 െ 𝜆

𝑦 ൌ 𝜆
𝑧 ൌ 1

, ∀𝜆 ∈ 𝑅 
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Ejercicio E2: 

Sea la matriz 𝐴 ൌ ቀ 1 0
𝑚 𝑛

ቁ: 

𝑎ሻ Encontrar los valores de 𝑚 𝑦 𝑛 para que se verifique: 𝐴ଶ ൌ 𝐴௧, siendo la matriz traspuesta de 𝐴. 

𝑏ሻ ¿Para qué valores de 𝑚 𝑦 𝑛 la matriz 𝐴 es invertible? 

Solución: 

𝑎ሻ Calculamos 𝐴ଶ y lo igualamos con 𝐴௧. 

  𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቀ 1 0
𝑚 𝑛

ቁ ൉ ቀ 1 0
𝑚 𝑛

ቁ ൌ ቀ 1 0
𝑚 ൅ 𝑚𝑛 𝑛ଶቁ. 

𝐴ଶ ൌ 𝐴௧ ⇒ ቀ 1 0
𝑚 ൅ 𝑚𝑛 𝑛ଶቁ ൌ ቀ1 𝑚

0 𝑛
ቁ ⇒ 1 ൌ 1; 0 ൌ 𝑚; 𝑚 ൅ 𝑚𝑛 ൌ 0; 𝑛ଶ ൌ 𝑛 → 𝑚 ൌ 0; 𝑛ଶ ൌ 𝑛  

𝑚 ൌ 0; 𝑛 ൌ 1; 𝑛 ൌ 0. 
 

𝑏ሻ Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ ቚ 1 0
𝑚 𝑛

ቚ ൌ 𝑛. 

La matriz 𝐴 es invertible para todo valor de 𝑚, y si 𝑛 es distinto de cero. 
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Ejercicio E3: 

Dado el punto 𝑃ሺ2, 1, 1ሻ la recta 𝑟 ≡ ௫ିଶ

ଵ
ൌ ௬ିଷ

ିଵ
ൌ ௭ିସ

ିଷ
: 

𝑎ሻ Hallar la recta 𝑠 paralela a 𝑟 y que pase por 𝑃. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano 𝜋 que pasa por el punto 𝑃 y contiene a la recta 𝑟. 

Solución: 

𝑎ሻ De  la  recta 𝑠,  pedida,  conocemos  su  vector de dirección por  ser paralela  a 𝑟: 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ3ሻ.  Y 
conocemos un punto, que nos dan. Luego podemos escribir su ecuación continua:  

𝑠 ≡
𝑥 െ 2

1
ൌ

𝑦 െ 1
െ1

ൌ
𝑧 െ 1

െ3
 

 

𝑏ሻ  Del  plano  𝜋  pedido  conocemos  el  punto  𝑃ሺ2, 1, 1ሻ  que  nos  dan.  Como  contiene  a  la  recta  𝑟 
conocemos también el punto: 𝑄ሺ2, 3, 4ሻ, y un vector de orientación: 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ3ሻ. Calculaos el otro 
vector de orientación:  

  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ2, 3, 4ሻ െ ሺ2, 1, 1ሻሿ ൌ ሺ0, 2, 3ሻ. 

Y escribimos la ecuación del plano: 

𝜋൫𝑃; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൯ ≡ อ
𝑥 െ 2 𝑦 െ 1 𝑧 െ 1

1 െ1 െ3
0 2 3

อ ൌ 0 ൌ െ3ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ ൅ 6ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 3ሺ𝑦 െ 1ሻ ൌ  

3ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 3ሺ𝑦 െ 1ሻ ൅ 2ሺ𝑧 െ 1ሻ ൌ 0;   3𝑥 െ 6 െ 3𝑦 ൅ 3 ൅ 2𝑧 െ 2 ൌ 0.  

𝜋 ≡ 3𝑥 െ 3𝑦 ൅ 2𝑧 െ 5 ൌ 0 
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Ejercicio E4: 

𝑎ሻ  Encontrar  la  ecuación  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  𝐴ሺ1, 2, 3ሻ  y  es  paralela  a  la  recta  𝑟 ≡

൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0. 

𝑏ሻ  Calcular  el  punto 𝐴ᇱ,  simétrico  de 𝐴ሺ1, 2, 3ሻ  respecto  del  plano 𝜋  de  ecuación  general 𝜋 ≡ 3𝑥 ൅
2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 4 ൌ 0. 

Solución: 

𝑎ሻ Buscamos las ecuaciones paramétricas de 𝑟:  

𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 െ 3 ൌ 0 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

𝑥 െ 𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 3 െ 𝜆ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ 4;   𝑥 ൌ 2 → 2 ൅ 𝑦 ൌ 3 െ 𝜆;   𝑦 ൌ 1 െ 𝜆 

→ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2        
𝑦 ൌ 1 െ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆        

. 

Con lo que obtenemos un punto y un vector director de 𝑟 que son 𝑃ሺ2, 1, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ1, 1ሻ. 

La  recta  pedida  𝑠  contiene  al  punto  𝐴ሺ1, 2, 3ሻ  y,  por  ser  paralela  a  𝑟,  tiene  por  vector  director  a 
cualquiera  que  sea  linealmente  dependiente  del  vector  director  de  la  recta  𝑟:  𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, െ1, 1ሻ.  Su 
ecuación continua es: 

𝑠 ≡
𝑥 െ 2

0
ൌ

𝑦 െ 2
െ1

ൌ
𝑧 െ 3

1
 

 

𝑏ሻ  La  recta 𝑡 que pasa por 𝐴  y es perpendicular a 𝜋  tiene como vector director al vector normal del 

plano 𝜋 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 4 ൌ 0: 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ3, 2, 1ሻ ⇒ 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ 2 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝜆   

. 

El punto 𝑀, intersección del plano 𝜋 con la recta 𝑡 se obtiene resolviendo el sistema: 

 

𝜋 ≡ 3𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 4 ൌ 0

                 𝑡 ≡ ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ 2 ൅ 2𝜆
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝜆   

ൢ ⇒ 3ሺ1 ൅ 3𝜆ሻ ൅ 2ሺ2 ൅ 2𝜆ሻ ൅ ሺ3 ൅ 𝜆ሻ ൅ 4 ൌ 0; →   

3 ൅ 9𝜆 ൅ 4 ൅ 4𝜆 ൅ 3 ൅ 𝜆 ൅ 4 ൌ 0;  → 14 ൅ 14𝜆 ൌ 0; → 1 ൅ 𝜆 ൌ 0 ⇒ 𝜆 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ሺെ2, 0, 2ሻ. 

Para obtener el simétrico tiene que cumplirse que 𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . 

  𝐴𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺെ2, 0, 2ሻ െ ሺ1, 2, 3ሻሿ ൌ ሺെ3, െ2, െ1ሻ. 

  𝑀𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐴ᇱሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ሺെ2, 0, 2ሻሿ ൌ ሺ𝑥 ൅ 2, 𝑦, 𝑧 െ 2ሻ. 

ሺെ3, െ2, െ1ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 2, 𝑦, 𝑧 െ 2ሻ ⇒ ൝
𝑥 ൅ 2 ൌ െ3 → 𝑥 ൌ െ5
𝑦 ൌ െ2                            
𝑧 െ 2 ൌ െ1 → 𝑧 ൌ 1   

ൡ ⇒ 𝐴′ሺെ5, െ2, 1ሻ  

𝐴′ሺെ5, െ2, 1ሻ 
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Ejercicio E5: 

Determinar la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐, conociendo que tiene un punto de inflexión en 𝑥 ൌ
1 y que la recta tangente a su gráfica en el punto 𝑃ሺെ1, 0ሻ es el eje de abscisas. 

Solución: 

Sabemos que: 

  Por contener al punto 𝑃ሺെ1, 0ሻ ⇒ 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 0: 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1ሻଷ ൅ 𝑎 ൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 𝑏 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝑐 ൌ 0 ൌ െ1 ൅ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0 ⇒ ⇒ 𝑎 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 1.           (1) 

  Por tener un punto de inflexión para 𝑥 ൌ 1 ⇒ 𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ 0: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑎𝑥 ൅ 𝑏 → 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 6𝑥 ൅ 2𝑎 →  𝑓ᇱᇱሺ1ሻ ൌ 6 ൉ 1 ൅ 2𝑎 ൌ 0;   3 ൅ 𝑎 ൌ 0 

𝑎 ൌ െ3 

Sustituyendo este valor en (1): 

  െ3 െ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 1 →   𝑏 െ 𝑐 ൌ െ4.              (2)  

La pendiente de la tangente a la gráfica de una función en un punto es igual que 
el valor de la primera derivada de la función en ese punto. 

El eje de abscisas es la recta de pendiente cero: 𝑦 ൌ 0 ⇒ 𝑚 ൌ 0. 

Para 𝑎 ൌ െ3 ⇒ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 𝑏 → 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑚 ൌ 0 ⇒ 3 ൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 6 ൅ 𝑏 ൌ 0;   3 ൅ 6 ൅ 𝑏 ൌ 0 

 𝑏 ൌ െ9 

Sustituyendo en (2):  െ9 െ 𝑐 ൌ െ4 ⇒ 𝑐 ൌ െ5 

𝑐 ൌ െ5 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ െ 9𝑥 െ 5 
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Ejercicio E6: 

Demuestre  que  la  ecuación  𝑥ସ ൅ 3𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥  tiene  alguna  solución  real  en  el  intervalo  ሾ0, 2ሿ. 
Probar que la solución es única. 

Solución: 

Demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ ൅ 3𝑥 െ 1 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൌ 0 tiene 
una solución única. 

La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  está  formada  por  suma  de  funciones  polinómicas  y  la  función  seno,  por  lo  que  es 
continua y derivable en toda la recta real.  

El teorema de Bolzano dice que “si 𝑓ሺ𝑥ሻ es una función continua en ሾ𝑎, 𝑏ሿ y toma valores de distinto 
signo en los extremos del intervalo, entonces ∃𝑐 ∈ ሺ𝑎, 𝑏ሻ tal que 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0”. 

Aplicamos a 𝑓ሺ𝑥ሻ el teorema de Bolzano en cualquier intervalo cerrado en el que alcance distinto signo 
en los extremos, por ejemplo, ሾ0, 2ሿ: 

 
𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ସ ൅ 3 ൉ 0 െ 1 െ 𝑠𝑒𝑛 0 ൌ െ1 ൏ 0

𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ସ ൅ 3 ൉ 2 െ 1 െ 𝑠𝑒𝑛 2 ൐ 0
ൠ ⇒ ∃𝑐 ∈ ሾ0, 2ሿ ⇒ 𝑓ሺ𝑐ሻ ൌ 0. 

Ya se ha probado que la función tiene una raíz 𝑥 ൌ 𝑐 ∈ ሾ0, 2ሿ; ahora se debe demostrar que este valor 
es único. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥ଷ ൅ 3 െ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ൐ 0, ∀𝑥 ∈ ሾ0, 2ሿ,  lo  cual  significa  que  la  función  es  monótona 
creciente lo que implica que sólo puede tener una raíz. 

La función dada viene en azul. Observamos como, en efecto, en 𝑥 ൌ 0, B, toma un valor negativo, y en 
𝑥 ൌ 2, C toma un valor positivo. La función es continua y creciente en (0, 2),  luego existe un valor, A, 
para el que se anula.  

La  función derivada,  en malva, observamos que es  creciente,  y que en el  intervalo  (0,  2)  es positiva, 
luego en ese intervalo la función dada es creciente. 
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Ejercicio E7: 

𝑎ሻ Calcular: lim
௫→ଵ

√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ

ଵି௫
. 

𝑏ሻ Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଶ௫ି௘షೣ

௫మା௘షೣ, hallar la función primitiva suya 𝐹ሺ𝑥ሻ que verifique 𝐹ሺ0ሻ ൌ 3. 

Solución: 

𝑎ሻ Para 𝑥 ൌ 1 se anula tanto el numerador como el denominador, luego para quitar la indeterminación 
multiplicamos por el conjugado: 

lim
௫→ଵ

√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ

ଵି௫
ൌ lim

௫→ଵ

൫√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ൯൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯

ሺଵି௫ሻ൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯
ൌ lim

௫→ଵ

൫√௫మି௫ାଵ൯
మ

ି൫√ଶ௫ିଵ൯
మ

ሺଵି௫ሻ൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯
ൌ  

ൌ lim
௫→ଵ

𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 െ ሺ2𝑥 െ 1ሻ

ሺ1 െ 𝑥ሻ൫√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 1൯
ൌ lim

௫→ଵ

𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 െ 2𝑥 ൅ 1

ሺ1 െ 𝑥ሻ൫√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 1൯
ൌ lim

௫→ଵ

𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2     ሺ∗ሻ

ሺ1 െ 𝑥ሻ൫√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൅ √2𝑥 െ 1൯
 

ሺ∗ሻ  𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ ଷേ√ଽି଼

ଶ
ൌ ଷേ√ଵ

ଶ
ൌ ଷേଵ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ 2 ⇒ 𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 2 ൌ ሺ𝑥 െ 1ሻሺ𝑥 െ 2ሻ  

Dividimos numerador y denominador por 𝑥 െ 1 

lim
௫→ଵ

ሺ௫ିଵሻሺ௫ିଶሻ

ିሺ௫ିଵሻ൫√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ൯
ൌ െ lim

௫→ଵ

௫ିଶ

√௫మି௫ାଵା√ଶ௫ିଵ
ൌൌ െ ଵିଶ

√ଵమିଵାଵା√ଶ൉ଵିଵ
ൌ െ ିଵ

√ଵା√ଵ
ൌ ଵ

ଵାଵ
ൌ ଵ

ଶ
.  

lim
௫→ଵ

√𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 െ √2𝑥 െ 1
1 െ 𝑥

ൌ
1
2
 

 

  También puede hacerse utilizando L’Höpital: 

lim
௫→ଵ

√௫మି௫ାଵି√ଶ௫ିଵ

ଵି௫
ൌ⇒ lim

௫→ଵ

మೣషభ

మඥೣమషೣశభ
ି మ

మ√మೣషభ

ିଵ
ൌ

మ൉భషభ

మඥభమషభశభ
ି భ

√మ൉భషభ

ିଵ
ൌ െ ቀ ଵ

ଶ√ଵ
െ ଵ

√ଵ
ቁ ൌ െ ଵ

ଶ
൅ 1 ൌ ଵ

ଶ
. 

 

𝑏ሻ Es una integral inmediata de tipo logaritmo: 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ ׬
ଶ௫ି௘షೣ

௫మା௘షೣ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൜ 𝑥ଶ ൅ 𝑒ି௫ ൌ 𝑡
ሺ2𝑥 െ 𝑒ି௫ሻ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡

ൠ ⇒ ׬
ଵ

௧
൉ 𝑑𝑡 ൌ 𝐿𝑡 ൅ 𝐶 ⇒⇒ 𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿ሺ2𝑥 െ 𝑒ି௫ሻ ൅ 𝐶. 

  𝐹ሺ0ሻ ൌ 3 ⇒ 𝐿ሺ2 ൉ 0 െ 𝑒ି଴ሻ ൅ 𝐶 ൌ 3;   𝐿ሺ2 െ 1ሻ ൅ 𝐶 ൌ 3;   𝐿1 ൅ 𝐶 ൌ 3; 0 ൅ 3 ൌ 𝐶 ⇒ 𝑪 ൌ 𝟑. 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐿ሺ2𝑥 െ 𝑒ି௫ሻ ൅ 3 
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Ejercicio E8: 

𝑎ሻ  Dada  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௅௫

௫
.  Encontrar  sus  extremos  relativos  y  los  intervalos  de  crecimiento  y 

decrecimiento. 

𝑏ሻ Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥. Estudiar el signo de la función en el intervalo ሾ1, 3ሿ y encontrar el 
área del recinto comprendido entre su gráfica, el eje OX y las rectas 𝑥 ൌ 1 𝑦 𝑥 ൌ 3. 

Solución: 

𝑎ሻ La función logaritmo sólo está definida para los valores positivos, por lo que el dominio de la función 
es 𝐷ሺ𝑓ሻ ൌ ሺ0, ൅∞ሻ. 

Una  función  es  creciente  o  decreciente  cuando  su  primera  derivada  es  positiva  o  negativa, 
respectivamente. 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
భ
ೣ

൉௫ି௅௫൉ଵ

ଵ
ൌ 1 െ 𝐿𝑥 → 𝐿𝑒 ൌ 1.  

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 

Si 𝑥 ∈ ሺ𝑒, ൅∞ሻ entonces  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 y la función es creciente. Si 𝑥 ∈ ሺ0, 𝑒ሻ entonces 
 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 y la función es decreciente. 

Una  función  tiene  un máximo  o  un mínimo  relativo  cuando  se  anula  su  primera  derivada,  o 
cuando cambia su crecimiento: 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 1 െ 𝐿𝑥 ൌ 0 ⇒ 𝐿𝑥 ൌ 1 ⇒ 𝑥 ൌ 𝑒. 

Como para 𝑥 ൌ 𝑒 la función pasa de ser decreciente a ser creciente, tiene un máximo relativo. 

  Para  diferenciar  los máximos de  los mínimos  se  recurre  a  la  segunda  derivada;  si  es  negativa 
para los valores que anulan la primera derivada se trata de un máximo y, si es positiva, de un mínimo. 

  𝑓ሺ𝑒ሻ ൌ ௅௘

௘
ൌ ଵ

௘
⇒ 𝑃 ቀ𝑒, ଵ

௘
ቁ es un máximo relativo 

𝑃 ቀ𝑒,
ଵ

௘
ቁ es un máximo relativo 

 

𝑏ሻ  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ െ 2𝑥  es una parábola  convexa ሺ∪ሻ  por  ser positivo el  coeficiente de 𝑥ଶ;  su 
vértice es el siguiente: 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 െ 2.  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ 1 ⇒ 𝑉ሺ1, െ1ሻ. 

Entre 1 y 2, el área es negativa, entre 2 y 3, es positiva. Luego:  

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ න 𝑥ଶ െ 2𝑥
ଵ

ଶ
൉ 𝑑𝑥 ൅ න 𝑥ଶ െ 2𝑥

ଷ

ଶ
൉ 𝑑𝑥 ൌൌ ቈ

𝑥ଷ

3
െ

2𝑥ଶ

2
቉

ଶ

ଵ

൅ ቈ
𝑥ଷ

3
െ

2𝑥ଶ

2
቉

ଶ

ଷ

ൌ ቆ
1ଷ

3
െ 1ଶቇ ൅ ቆ

3ଷ

3
െ 3ଶቇ െ 2 ൉ ቆ

2ଷ

3
െ 2ଶቇ

ൌ
1
3

െ 1 ൅ 9 െ 9 െ 2 ൉ ൬
8
3

െ 4൰ ൌ 

ଵ

ଷ
െ 1 െ ଵ଺

ଷ
൅ 8 ൌ 7 െ ଵହ

ଷ
ൌ 7 െ 5 ൌ 2. 

Á𝑟𝑒𝑎 ൌ 2𝑢ଶ   
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Ejercicio E9: 

El  consumo  de  azúcar  en  un  determinado  país,  calculado  en  kg  por  persona  y  año,  varía  según  una 
distribución normal de media 15 kg y desviación típica 5. 

𝑎ሻ ¿Qué porcentaje de personas de ese país consumen menos de 10 kg de azúcar al año?   

𝑏ሻ ¿Cuál es el porcentaje de personas del país cuyo consumo anual de azúcar es superior a 25 kg? 

Solución: 

𝑎ሻ Nos dicen que:   𝜇 ൌ 15;   𝜎 ൌ 5. 𝑋: 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ15;  5ሻ. Tipificamos la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵହ

ହ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ଴ିଵହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 1 െ 0.8413 ൌ

0.1587. 

El porcentaje de personas que consumen menos de 10 kg de azúcar al año es del 15.87 % 

 

𝑏ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 25ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଶହିଵହ

ହ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଵ଴

ଶ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൐ 2ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 2ሻ ൌ 1 െ 0.9772 ൌ

0.0228. 

El porcentaje de personas cuyo consumo anual de azúcar es superior a 25 kg es del 
2.28 % 
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Ejercicio E10: 

Los estudiantes, que comienzan los estudios en Medicina, en el conjunto formado por las comunidades 
de Andalucía, Baleares y Castilla y León, se distribuyen de la siguiente forma: un 50 % de Andalucía, un 
15 % de Baleares y un 35 % provienen de Castilla y León. Los porcentajes de dichos estudiantes que no 
consiguen el título de Médico son los siguientes: 15 % de Andalucía, 10 % de Baleares y 5 % de Castilla y 
León. 

𝑎ሻ Calcular  la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el  título de 
Licenciado en Medicina. 

𝑏ሻ Si un alumno no consigue el  título de Licenciado en Medicina, ¿es más probable que provenga de 
Andalucía o de Castilla y León? 

Solución: 

Llamamos 𝐴 al suceso ser de Andalucía, 𝐵 a ser de Baleares y 𝐶 a ser de Castilla León. Llamamos 𝐿 al 
suceso conseguir el título, y 𝐿ത a no conseguirlo. Llevamos los datos a un diagrama de árbol.  

 

𝑎ሻ La probabilidad de no obtener el título es 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐿തሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐿തሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 ∩ 𝐿തሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶 ∩ 𝐿തሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐿ത/𝐴ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐿ത/𝐵ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐶𝐿ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐿ത/𝐶𝐿ሻ ൌ 0.50 ൉ 0.15 ൅ 0.15 ൉ 0.10 ൅ 0.35 ൉ 0.05 ൌ
0.0750 ൅ 0.0150 ൅ 0.0175 ൌ 0.1075  

La probabilidad de no conseguir el título de Licenciado en Medicina es del 0.1075. 

 

𝑏ሻ Ahora queremos valorar dos probabilidades condicionadas: 𝑃ሺ𝐴/𝐿തሻ y 𝑃ሺ𝐶/𝐿തሻ 

𝑃ଵ ൌ 𝑃ሺ𝐴/𝐿തሻ ൌ ௉ሺ஺∩௅തሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ௉ሺ஺ሻ൉௉ሺ௅ത/஺ሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ଴.ହ଴൉଴.ଵହ

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ ଴.଴଻ହ଴

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ 0.6977. 

𝑃ଶ ൌ 𝑃ሺ𝐶/𝐿തሻ ൌ ௉ሺ஼∩௅തሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ௉ሺ஼ሻ൉௉ሺ௅ത/஼ሻ

௉ሺ௅തሻ
ൌ ଴.ଷହ൉଴.଴ହ

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ ଴.଴ଵ଻ହ

଴.ଵ଴଻ହ
ൌ 0.1628. 

Si un alumno no consigue el título de Licenciado en Medicina, es mucho más probable 
que provenga de Andalucía que de Castilla y León 
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SÈRIE 1 

Problema A.1: 

 

Solució: 

a) Al següent dibuix ens podem fer una idea de la situació i del que ens estan demanant: 

 

 

Per  trobar  l’àrea del  triangle necessitem  la seva base  i  la  seva 
altura, que són respectivament el punt de tall de  la  recta r  (la 
recta tangent a la funció en (a,f(a))) amb OX i amb OY.  

Primer  trobarem  l’equació  de  la  recta  tangent  a  la  funció  en 
(a,f(a))  i  després buscarem els punts de  tall amb els eixos per 
poder fer l’àrea del triangle: 

 

i) Equació de la recta tangent a la funció en (a,f(a)): 

L’equació  explícita  d’una  recta  qualsevol,  ve  donada  per 
l’expressió: 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛  on m  és  el  pendent  de  la  recta,  com 
que  la  recta  que  busquem  és  tangent  a  la  funció  𝑓ሺ𝑥ሻ  en 
ሺ𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻሻ, el seu pendent serà la derivada de la funció en a, es a 
dir 𝑓′ሺ𝑎ሻ. 

Calculem 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ 2
𝑥3 , llavors:  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑎ሻ ൌ െ 2

𝑎3  

De moment tenim que  l’equació de  la recta serà:   𝑦 ൌ െ 2
𝑎3 𝑥 ൅ 𝑛,   ara, per trobar el valor de n,  fem 

servir el fet de que la recta passa pel punt ൫𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻ൯ ൌ ሺ𝑎, 1
𝑎2 ൅ 1ሻ, és a dir, canviem la x i la y per les 

coordenades del  punt i aïllant la n trobem el seu valor: 

CONVOCATÒRIA 
ORDINÀRIA DE 

JUNY 

r 

(a,f(a)) 
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ଵ

௔మ ൅ 1 ൌ െ
ଶ

௔య 𝑎 ൅ 𝑛
               
ሱ⎯⎯ሮ ଵ

௔మ ൅ 1 ൌ െ
ଶ

௔మ ൅ 𝑛
               
ሱ⎯⎯ሮ ଵ

௔మ ൅
ଶ

௔మ ൅ 1 ൌ 𝑛
               
ሱ⎯⎯ሮ ଷ

௔మ ൅ 1 ൌ 𝑛   

Amb el que tenim que l’equació de la recta tangent a la funció en ሺ𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻሻ és: 𝒚 ൌ െ 𝟐
𝒂𝟑 𝒙 ൅ 𝟑

𝒂𝟐 ൅ 𝟏  

 

(També podríem haver trobat l’equació de la recta tangent amb la fórmula de l’equació punt‐pendent: 

𝑦 െ 𝑦଴ ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ,  on  ሺ𝑥଴, 𝑦଴ሻ ൌ ൫𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻ൯  𝑖  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑎ሻ). 

 

ii) Ara busquem els punts de tall de la recta amb els eixos de coordenades: 

 Tall amb OX  (y = 0): 

0 ൌ െ 2
𝑎3 𝑥 ൅ 3

𝑎2 ൅ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2

𝑎3 𝑥 ൌ 3
𝑎2 ൅ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥 ൌ 3𝑎3

𝑎2 ൅ 𝑎ଷ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥 ൌ 3𝑎 ൅ 𝑎ଷ

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝒙 ൌ 𝟑𝒂൅𝒂𝟑

𝟐   

 Tall amb OY  (x = 0): 

El tall amb l’eix de la y és el valor de n de l’equació explícita de la recta, llavors 𝒚 ൌ 𝟑
𝒂𝟐 ൅ 𝟏 

 

iii) Busquem l’expressió de l’àrea del triangle: 

 

𝒈ሺ𝒂ሻ ൌ

3𝑎൅𝑎3
2 ൉ቆ 3

𝑎2ାଵቇ

2 ൌ

𝑎൉ሺ3൅𝑎2ሻ
2 ൉ቆ 3

𝑎2൅𝑎2

𝑎2ቇ

2 ൌ

𝑎൉ሺ3൅𝑎2ሻ
2 ൉3൅𝑎2

𝑎2
2 ൌ

𝑎൉൬3൅𝑎2൰
2

2𝑎2
2 ൌ

൬3൅𝑎2൰
2

2𝑎
2 ൌ

ቀ𝟑൅𝒂𝟐ቁ
𝟐

𝟒𝒂   

L’àrea del triangle serà:  𝒈ሺ𝒂ሻ ൌ
൫𝟑ା𝒂𝟐൯

𝟐

𝟒𝒂
  amb 𝒂 ൐ 𝟎. 

 

b) El que ens demana l’apartat “b” és que trobem el valor de a pel que la funció 𝑔ሺ𝑎ሻ té un mínim i el 
valor de 𝑔ሺ𝑎ሻ per a aquest valor de a.  
 
El mínim de 𝑔ሺ𝑎ሻ  és un dels punts  singulars de 𝑔ሺ𝑎ሻ, de manera que per  trobar‐lo buscarem els 
punts singulars de 𝑔ሺ𝑎ሻ i després mirarem quin d’ells és un mínim; com que els punts singulars de 
𝑔ሺ𝑎ሻ es  troben als valors de a que anul∙len  la derivada, per  trobar‐los calcularem  la derivada  i  la 
igualarem a zero: 
 

i) Càlcul de la derivada de 𝒈ሺ𝒂ሻ ൌ
ቀ𝟑൅𝒂𝟐ቁ

𝟐

𝟒𝒂 : 

𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൌ 1
4 ൉ 2ቀ3൅𝑎2ቁ൉2𝑎൉𝑎െ1൉ቀ3൅𝑎2ቁ

2

𝑎2 ൌ 1
4 ൉ 4𝑎2ቀ3൅𝑎2ቁെቀ9൅6𝑎2൅𝑎4ቁ

𝑎2  ൌ 12𝑎2൅4𝑎4െ9െ6𝑎2െ𝑎4

4𝑎2   

ൌ 3𝑎4൅6𝑎2െ9
4𝑎2 ൌ

3ሺ𝑎4൅2𝑎2െ3ሻ
4𝑎2   

Base  Altura 
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ii) Busquem els punts singulars igualant la derivada a zero: 

ଷሺ௔రାଶ௔మିଷሻ

ସ௔మ ൌ 0
                    

ር⎯⎯⎯ሮ 𝑎4 ൅ 2𝑎2 െ 3 ൌ 0
          ∗          

ር⎯⎯⎯⎯ሮ ሺ𝑎2 ൅ 3ሻሺ𝑎2 െ 1ሻ ൌ 0.   

Igualant els factors a zero: 

 𝑎ଶ ൅ 3 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ േ√െ3   ∄  Solució. 

 𝑎ଶ െ 1 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ േ√1 ൌ േ1, tenim 2 solucions 1 i  –1. 

Com que 𝑔ሺ𝑎ሻ només està definida per a valors positius de 𝑎 descartem la solució 𝑎 ൌ െ1 i l’única so‐
lució que ens queda és 𝒂 ൌ 𝟏. 

* La descomposició de 𝑎ସ ൅ 2𝑎ଶ െ 3,  l’hem  fet buscant 2 números que  sumats  facin 2  i multiplicats 

facin –3, també es podria haver fet fent servir Ruffini o podríem haver resolt l’equació biquadrada amb 
el canvi de variable  𝑎ଶ ൌ 𝑡. 

iii) Comprovem que en 𝒂 ൌ 𝟏, 𝒈ሺ𝒂ሻ té un mínim: 

Ho farem estudiant la monotonia de la funció, fent un estudi del signe de 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ (que només depèn de 
l’expressió 𝑎ସ ൅ 2𝑎ଶ െ 3): 

Com que dins del seu domini (a > 0) la funció 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ és continua i només s’anul∙la quan  𝑎 ൌ 1 hem de 
mirar el signe de la funció als intervals: ሺ0, 1ሻ i ሺ1, ൅∞ሻ:   

 𝑎 ൌ 0.5
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 0.5ସ ൅ 2 ൉ 0.5ଶ െ 3 ൌ 0.0625 ൅ 0.5 െ 3 ൌ െ2.4375.  Llavors, si 𝑎 ∈ ሺ0, 1ሻ 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൏ 0. 

Llavors a l’interval ሺ0, 1ሻ, 𝑔ሺ𝑎ሻ és decreixent. 
 𝑎 ൌ 1.5

             
ሱ⎯⎯ሮ 1.5ସ ൅ 2 ൉ 1.5ଶ െ 3 ൌ 5.0625 ൅ 4.5 െ 3 ൌ 6.5625. Llavors, si 𝑎 ∈ ሺ1, ൅∞ሻ 𝑔ᇱሺ𝑎ሻ ൐ 0. 

Llavors a l’interval ሺ1, ൅∞ሻ, 𝑔ሺ𝑎ሻ és creixent. 
 

 

 

 

Amb el que podem afirmar que quan 𝑎 ൌ 1, 𝑔ሺ𝑎ሻ té un mínim absolut.  

El punt P, serà: ൫𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻ൯ ൌ ቀ𝑎, 1
𝑎2 ൅ 1ቁ ൌ ൬1, 1

12 ൅ 1൰ ൌ ሺ1, 2ሻ 

iv) Calculem el valor del mínim: 

𝑔ሺ1ሻ ൌ
൬3൅12

൰
2

4൉1 ൌ 4.  

 

L’àrea del triangle serà mínima quan P = (1, 2) i tindrà un valor de 4 u2. 

   

𝑥 

𝑔′ሺ𝑎ሻ  െ  ൅ 

𝑔ሺ𝑎ሻ     



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Jaime Carrascosa Orozco  

Comunidad Autónoma de CATALUNYA    www.apuntesmareaverde.org.es  

PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU) 230 

Problema A.2: 

        

           
Solució apartat a) 

Anomenem 𝐴 ൌ ൭
5 1 4
𝑘 2 8
5 1 െ𝑘

൱ a la matriu del sistema i 𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19
𝑘 2 8 28
5 1 െ𝑘 23 ൅ 𝑘

൱ a la matriu amplia‐

da del sistema. 

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché‐Fröbenius, que compara el rang de la matriu del 
sistema amb el rang de la matriu ampliada. 

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del paràmetre k: 

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

|𝐴| ൌ อ
5 1 4
𝑘 2 8
5 1 െ𝑘

อ ൌ െ10𝑘 ൅ 4𝑘 ൅ 40 െ ሺ40 ൅ 40 െ 𝑘ଶሻ ൌ 𝑘ଶ െ 6𝑘 െ 40  

|𝐴| ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑘ଶ െ 6𝑘 െ 40 ൌ 0

       ∗       
ር⎯⎯⎯⎯ሮ ሺ𝑥 െ 10ሻሺ𝑥 ൅ 4ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ቊ

𝑥 െ 10 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 10

𝑥 ൅ 4 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ4   

* La descomposició de 𝑘ଶ െ 6𝑘 െ 40  l’hem fet buscant 2 números que sumats facin –6  i multiplicats 

facin –40. També podríem haver resolt l’equació amb la fórmula de Bhaskara o un altre mètode.  
Llavors: 

 Si 𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4, 10ሽ (Si k és un nombre real excepte –4 i 10), el determinant de la matriu serà diferent 
de zero i per tant el rang de la matriu serà 3. 

 Si 𝑘 ൌ െ4, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la 
k per –4: 

 𝐴 ൌ ൭
5 1 4

െ4 2 8
5 1 4

൱  si fem ቚ 5 1
െ4 2

ቚ ൌ 10 ൅ 4 ൌ 14 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 

 Si 𝑘 ൌ 10, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la 
k per 10: 

𝐴 ൌ ൭
5 1 4

10 2 8
5 1 െ10

൱  si fem ቚ2 8
1 െ10

ቚ ൌ െ20 െ 8 ൌ െ28 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 
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ii) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del paràmetre k: 

 Si  𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4, 10ሽ,  com  que  la  matriu  𝐴̅  és  d’ordre  3x4,  rg(𝐴̅) ൑ 3,  com  que  la  matriu  𝐴 ⊂ 𝐴̅, 
rg(𝐴̅) ≥ 3; per tant rg(𝐴̅) = 3. 
 

 Si 𝑘 ൌ െ4, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19

െ4 2 8 28
5 1 4 19

൱
ସிభାହிమ

ிభିிయ

ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭
5 1 4 19
0 14 56 216
0 0 0 0

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ rg(𝐴̅) = 2. 

 Si 𝑘 ൌ 10, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19

10 2 8 28
5 1 െ10 33

൱
ଶிభିிమ
ிభିிయ

ሱ⎯⎯⎯ሮ ൭
5 1 4 19
0 0 0 10
0 0 14 െ14

൱
  ிమ↔ிయ  
ሱ⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

5 1 4 19
0 0 14 െ14
0 0 0 10

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ rg(𝐴̅) = 3. 

 

iii) Discussió del sistema amb el Tª de Rouché‐Fröbenius: 

 Si 𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4,10ሽ, tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐷. 

 Si 𝑘 ൌ െ4,  tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb 1 grau de 

llibertat. 

 Si 𝑘 ൌ 10, tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ് 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐼. 

• Si 𝒌 ∈ ℝ\ሼെ𝟒, 𝟏𝟎ሽ , el sistema és compatible determinat. 

• Si 𝒌 ൌ െ𝟒 , el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. 

• Si 𝒌 ൌ 𝟏𝟎 , el sistema és incompatible. 

 

Solució apartat b) 

Si k  = 0, estem en el  cas 𝑘 ∈ ℝ\ሼെ4, 10ሽ  i  tindrem un SCD, per  resoldre’l  farem servir  el mètode de 
Gauss: 

𝐴̅ ൌ ൭
5 1 4 19
0 2 8 28
5 1 0 23

൱
ிభିிయ
ሱ⎯⎯ሮ ൭

5 1 4 19
0 2 8 28
0 0 4 െ4

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 4𝑧 ൌ െ4

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑧 ൌ െ1.  

Substituint z a la 2a fila:  2𝑦 െ 8 ൌ 28
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑦 ൌ 28 ൅ 8

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑦 ൌ 36

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 18.  

Substituint y i z a la 1a fila: 5𝑥 ൅ 18 െ 4 ൌ 19
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 5𝑥 ൅ 14 ൌ 19

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 5𝑥 ൌ 19 െ 14 

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ        

5𝑥 ൌ 5
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 1.  

 

La solució del sistema quan 𝒌 ൌ 𝟎, é𝒔 ሺ𝟏, 𝟏𝟖, െ𝟏ሻ. 
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Problema A.3: 

       

            
Solució apartat a) 
L’equació general d’un pla és de  la  forma 𝜋: 𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, on el vector  format pels coefici‐
ents de x, y, i z és perpendicular al pla, és a dir ሺ𝐴, 𝐵, 𝐶ሻ ⊥ 𝜋. 

Com que 𝑢 ൌ ሺ1, 2, െ3ሻ 𝑖 𝑣 ൌ ሺെ1, 0, 3ሻ, són vectors directors del pla, el seu producte vectorial, serà un 
vector perpendicular al pla: 

𝑢 ൈ 𝑣 ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 െ3

െ1 0 3
อ ൌ 6𝑖 ൅ 3𝑗 െ ሺെ2𝑘 ൅ 3𝑗ሻ ൌ 6𝑖 ൅ 2𝑘

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑢 ൈ 𝑣 ൌ ሺ6, 0, 2ሻ,  dividint  entre  2, 

continuarem tenint un vector perpendicular al pla: ሺ3, 0, 1ሻ.  

De moment tenim que l’equació del pla que ens demanen, serà: 3𝑥 ൅ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, per trobar el valor de 
D, fem servir que ሺ8, 8, 8ሻ és un punt del pla i per tant satisfà l’equació del pla: 

3 ൉ 8 ൅ 8 ൅ 𝐷 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 32 ൅ 𝐷 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝐷 ൌ െ32, llavors l’equació del pla que ens demanen és: 

𝜋: 3𝑥 ൅ 𝑧 െ 32 ൌ 0.  

(També la podríem haver trobat igualant a zero el determinant อ
𝑥 െ 8 𝑦 െ 8 𝑧 െ 8

1 2 െ3
െ1 0 3

อ ja que si (x, y, z) 

és un punt del pla, (x – 8, y – 8, z – 8) és un vector del pla i com que tres vectors d’un mateix pla són 
sempre linealment dependents, el determinant de la matriu que formen donarà zero). 

L’equació del pla és  𝝅: 𝟑𝒙 ൅ 𝒛 െ 𝟑𝟐 ൌ 𝟎. 

Solució apartat b) 

Si ሺ1, െ5, 𝑎ሻ ∈ 𝜋, ha de satisfer l’equació del pla:  3 ൉ 1 ൅ 𝑎 െ 32 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 െ 29 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 29.  

Com que la recta que ens demanen és perpendicular al pla, el seu vector director també ho serà, llavors 

podem fer servir com a vector director de la recta el vector: ሺ3, 0, 1ሻ, i com que ha de passar pel punt 

ሺ1, െ5, 29ሻ ja podem escriure l’equació paramètrica de la recta: 

L’equació paramètrica d’una recta amb vector director ሺ𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷሻ  i que passa pel punt ሺ𝑝ଵ, 𝑝ଶ, 𝑝ଷሻ ve 

donada per l’expressió: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 𝑝ଵ ൅ 𝜆𝑣ଵ
𝑦 ൌ 𝑝ଶ ൅ 𝜆𝑣ଶ
𝑧 ൌ 𝑝ଷ ൅ 𝜆𝑣ଷ

 en el nostre cas: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 3𝜆
𝑦 ൌ െ5       
𝑧 ൌ 29 ൅ 𝜆 

 

L’equació paramètrica de la recta demanada és 𝒓: ൝
𝒙 ൌ 𝟏 ൅ 𝟑𝝀
𝒚 ൌ െ𝟓       
𝒛 ൌ 𝟐𝟗 ൅ 𝝀 

 

   

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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Problema A.4: 

 
Solució: 

 Si la recta 𝑦 ൌ 𝑚𝑥 ൅ 𝑛, és una asímptota obliqua de la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lím

௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ
𝑥 ൌ 𝑚. 

Llavors, en el nostre cas:  lím
௫→ஶ

𝑎𝑥2൅𝑏
𝑥
𝑥 ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lím

௫→ஶ

𝑎𝑥2൅𝑏
𝑥2 ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lím

௫→ஶ
ቀ𝑎 ൅ 𝑏

𝑥2ቁ ൌ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 1. 

 

 Si una funció 𝑓ሺ𝑥ሻ té un mínim en el punt d’abscissa  𝑥 ൌ 2
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 0. 

En el nostre cas:  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2൅𝑏
𝑥                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ
2𝑥൉𝑥െሺ𝑥2൅𝑏ሻ

𝑥2 ൌ 𝑥2െ𝑏
𝑥2   llavors: 

ଶమି௕

ଶమ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯ሮ 4 െ 𝑏 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯ሮ 𝑏 ൌ 4. 

Comprovem que  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2൅4
𝑥  té un mínim en el punt d’abscissa  𝑥 ൌ 2. (Nosaltres el que sabem és 

que la derivada val zero i això no ens garanteix que la funció tingui un mínim, podria tenir un màxim o 
un punt d’inflexió i en aquests casos el problema no tindria solució). Per fer‐ho estudiarem el signe de la 
derivada: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2െ4
𝑥2                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑥2െ4

𝑥2 ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑥ଶ െ 4 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑥ଶ ൌ 4

              
ር⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ േ√4

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  

𝑥 ൌ െ2 ó 𝑥 ൌ 2.  

 A més a més  la derivada  té una discontinuïtat en 𝑥 ൌ 0  ja que  s’anul∙la el denominador,  llavors per 
estudiar el signe de la derivada hauríem de considerar els intervals ሺെ∞, െ2ሻ, ሺെ2, 0ሻ, ሺ0, 2ሻ 𝑖 ሺ2, ൅∞ሻ, 
com  que  només  ens  interessa  saber  què  passa  en  𝑥 ൌ 2,  només  cal  que  mirem  el  signe  en 
ሺ0, 2ሻ 𝑖 ሺ2, ൅∞ሻ. 

Si 𝑥 ൌ 1, 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 12െ4

12 ൌ െ3 ൏ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ0, 2ሻ

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ሺ𝑥ሻ és decreixent en ሺ0, 2ሻ. 

Si 𝑥 ൌ 3, 𝑓ᇱሺ3ሻ ൌ 32െ4

32 ൌ 5
9 ൐ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ2, ൅∞ሻ

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ሺ𝑥ሻ és creixent en ሺ2, ൅∞ሻ. 

Ara sí que podem afirmar que 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥2൅4
𝑥  té un mínim en el punt d’abscissa  𝑥 ൌ 2. 

 

La funció tindrà una asímptota obliqua de pendent 1 i un mínim en 𝒙 ൌ 𝟐 quan: 

𝒂 ൌ 𝟏  𝒊  𝒃 ൌ 𝟒 
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Problema A.5: 

        

              
 

Solució apartat a) 

𝐴𝑋 ൌ 𝐼 െ 3𝑋
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝐴𝑋 ൅ 3𝑋 ൌ 𝐼

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻ𝑋 ൌ 𝐼

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻ𝑋 ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ𝐼   

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑋 ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ  

𝐴 ൅ 3𝐼 ൌ ቀ 1 1
െ3 െ4

ቁ ൅ 3 ቀ1 0
0 1

ቁ ൌ ቀ 4 1
െ3 െ1

ቁ ; ara calculem la seva inversa: 

1r. Calculem el determinant: |𝐴 ൅ 3𝐼| ൌ ቚ 4 1
െ3 െ1

ቚ ൌ െ4 ൅ 3 ൌ െ1.  

2n.  Fem la transposada: ቀ4 െ3
1 െ1

ቁ 

3r.  Fem la matriu dels adjunts: ቀെ1 െ1
3 4

ቁ 

4t.  Dividim entre el determinant: ቀ 1 1
െ3 െ4

ቁ ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ ൌ 𝑋 

 

𝑿 ൌ ቀ 𝟏 𝟏
െ𝟑 െ𝟒

ቁ 

 

Solució apartat b) 

Per comprovar que X és invertible hem de veure que el seu determinant és diferent de zero: 

|𝑋| ൌ ቚ 1 1
െ3 െ4

ቚ ൌ െ4 ൅ 3 ൌ െ1 ് 0 llavors X és invertible. 

Com que a l’apartat anterior hem vist que: 𝑋 ൌ ሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑋ିଵ ൌ ሺሺ𝐴 ൅ 3𝐼ሻିଵሻିଵ ൌ 𝐴 ൅ 3𝐼 

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑋ିଵ ൌ ቀ 4 1

െ3 െ1
ቁ  

 

𝑿ି𝟏 ൌ ቀ 𝟒 𝟏
െ𝟑 െ𝟏

ቁ 
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Problema A.6: 

        

                
 

Solució apartat a) 

Si dues rectes són paral∙leles per força tenen el mateix pendent, la recta 3𝑥 െ 𝑦 ൌ 4 es pot reescriure 
com 𝑦 ൌ 3𝑥 െ 4 on es veu que el seu pendent (el coeficient de la x) és 3. Llavors el que volem és veure 
en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a 𝑦 ൌ 𝑥ଷ té pendent 3. Com que el pendent de la rec‐
ta tangent a 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ en un punt ሺ𝑎, 𝑓ሺ𝑎ሻሻ, és igual a 𝑓′ሺ𝑎ሻ; el que ens estan demanant és: per a quins 
valors negatius de x (negatius perquè el punt ha de ser del tercer quadrant) ሺ𝑥ଷሻᇱ ൌ 3? 

ሺ𝑥ଷሻᇱ ൌ 3𝑥ଶ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 3𝑥ଶ ൌ 3

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଶ ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ േ√1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ1 ó 𝑥 ൌ 1.    Com  que  només  vo‐

lem el resultat negatiu: 𝑥 ൌ െ1. 

El punt que ens demanen serà: ൫െ1, 𝑓ሺെ1ሻ൯ ൌ ሺെ1, ሺെ1ሻଷሻ ൌ ሺെ1, െ1ሻ 

 

L’equació de la recta que té pendent 3 i que passa pel punt ሺെ1, െ1ሻ serà: 

Pendent 3 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 𝑛

௣௔௦௦௔ ௣௘௥ ሺିଵ,ିଵሻ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ െ 1 ൌ 3 ൉ ሺെ1ሻ ൅ 𝑛

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑛 ൌ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 2 

 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Jaime Carrascosa Orozco  

Comunidad Autónoma de CATALUNYA    www.apuntesmareaverde.org.es  

PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU) 236 

 

El punt en el que la recta tangent a y=f(x) és paral∙lela a 3x – y = 4, és (–1, –1) i 
l’equació de la recta és: y = 3x + 2. 

 

Solució apartat b) 

1r. Trobem els punts de tall de la corba i la recta: 

൜
𝑦 ൌ 𝑥ଷ

𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 2                
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଷ ൌ 3𝑥 ൅ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଷ െ 3𝑥 െ 2 ൌ 0

∗ோ௨௙௙௜௡௜ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ሺ𝑥 ൅ 1ሻଶሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  

൝
𝑥 ൅ 1 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ െ1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ ሺെ1ሻଷ ൌ െ1

𝑥 െ 2 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦 ൌ 2ଷ ൌ 8              

 ; els punts de tall són: ሺെ1, െ1ሻ 𝑖 ሺ2, 8ሻ. 

∗Ruffini:  

 1  0  ‐3  ‐2 

‐1     ‐1  1  2 

  1  ‐1  ‐2  0 

‐1     ‐1  2    

  1  ‐2  0   

Com es pot veure al dibuix de l’apartat a) la recta 𝑦 ൌ 3𝑥 ൅ 2 va sempre per sobre de la corba 𝑦 ൌ 𝑥ଷ 

de manera que l’àrea demanada ve donada per la solució de la següent integral definida: 

𝐴 ൌ ׬ ሾሺ3𝑥 ൅ 2ሻ െ 𝑥ଷሿ𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺെ𝑥ଷ ൅ 3𝑥 ൅ 2ሻ𝑑𝑥 ൌ
ଶ

ିଵ
ଶ

ିଵ ൤െ 𝑥4

4 ൅ 3𝑥2

2 ൅ 2𝑥൨ 2
െ1

ൌ  

ቆെ 24

4 ൅ 3൉22

2 ൅ 2 ൉ 2ቇ െ ቌെ
൫െ1൯

4

4 ൅
3൫െ1൯

2

2 ൅ 2ሺെ1ሻቍ ൌ ሺെ4 ൅ 6 ൅ 4ሻ െ ቀെ 1
4 ൅ 3

2 െ 2ቁ ൌ  

6 െ ቀെ 3
4ቁ ൌ 27

4    

 

 

L’àrea entre la corba i la recta és  
𝟐𝟕

𝟒
 u2 
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SÈRIE 3 

Problema B.1: 

 

          
 

Solució apartat a) 

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

|𝐴| ൌ อ
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

อ ൌ െ1 ൅ 2𝑎 െ 𝑎 ൌ 𝑎 െ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ |𝐴| ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑎 െ 1 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 1.  

 Si 𝑎 ് 1, |𝐴| ് 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 3. 

 Si 𝑎 ൌ 1, |𝐴| ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൏ 3. 

 

𝐴 ൌ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 1 1

൱ si fem ቚ1 0
1 െ1

ቚ ൌ െ1 ് 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 2. 

Si 𝒂 ് 𝟏, 𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟑   i  si 𝒂 ൌ 𝟏,  𝒓𝒈ሺ𝑨ሻ ൌ 𝟐 

 

Solució apartat b) 

 

𝐴ଶ ൅ 𝐴 ൌ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൉ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൅ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൌ ൭
1 2𝑎 4
0 𝑎 ൅ 1 2
𝑎 0 𝑎 ൅ 1

൱ ൅ ൭
1 0 2
1 െ1 1
0 𝑎 1

൱ ൌ  

൭
2 2𝑎 6
1 𝑎 3
𝑎 𝑎 𝑎 ൅ 2

൱, com que la primera fila és el doble de la segona, és segur que |𝐴ଶ ൅ 𝐴| ൌ 0. 

   

CONVOCATÒRIA 
ORDINARIA DE 

JUNY 
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Problema B.2: 

 

        
Solució apartat a) 

 

La distància entre 2 punts ve donada per la longitud del vector que els 

uneix, en el nostre cas: 

ห𝐴𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺ𝑥 െ 0ሻଶ ൅ ሺ4 െ 𝑥ଶ െ 2ሻଶ ൌ ඥ𝑥ଶ ൅ ሺ2 െ 𝑥ଶሻଶ ൌ  

√𝑥ଶ ൅ 4 െ 4𝑥ଶ ൅ 𝑥ସ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4. 

 

Llavors 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4     0 ൑ 𝑥 ൑ 2, ens dona la distància de 
cada punt del camí a la cova. 

Solució apartat b) 

El que ens demana l’apartat b és que trobem el valor de x pel que la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ té un mínim i el valor 
de 𝑓ሺ𝑥ሻ per a aquest valor de x (*).  

El mínim de 𝑓ሺ𝑥ሻ és un dels punts singulars de 𝑓ሺ𝑥ሻ, de manera que per trobar‐lo buscarem els punts 
singulars de 𝑓ሺ𝑥ሻ  i després mirarem quin d’ells és un mínim; com que els punts singulars de 𝑓ሺ𝑥ሻ es 
troben als valors de x que anul∙len  la derivada, per  trobar‐los calcularem  la derivada  i  la  igualarem a 
zero: 

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 4𝑥3െ6𝑥

2ට𝑥4െ3𝑥2൅4
ൌ 2𝑥3െ3𝑥

ට𝑥4െ3𝑥2൅4
  

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 2𝑥3െ3𝑥

ට𝑥4െ3𝑥2൅4
ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 2𝑥ଷ െ 3𝑥 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑥ሺ2𝑥ଶ െ 3ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 
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൝
𝑥 ൌ 0                                                                                                

2𝑥ଶ െ 3 ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥ଶ ൌ 3

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥ଶ ൌ 3

2 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ േට3

2
    Amb  el  que  tenim  3  solucions  de 

l’equació 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0,  que són: െට3
2 , 0  𝑖 ට3

2;  la solució െ
ට3

2 la descartem ja que 0 ൑ 𝑥 ൑ 2. 

 Per identificar a quin dels altres dos valors tenim el mínim demanat, estudiarem el signe de 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ. 

Com que l’expressió  √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 sempre dona valors positius, el signe de 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ només dependrà 
de 2𝑥ଷ െ 3𝑥: 

 𝑥 ൌ െ1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2ሺെ1ሻଷ െ 3 ൉ ሺെ1ሻ ൌ 1 ൐ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0  quan 𝑥 ∈ ቆെට3

2 , 0ቇ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ሺ𝑥ሻ  és 

creixent quan 𝑥 ∈ ቆെට3
2 , 0ቇ. 

 𝑥 ൌ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2 ൉ 1ଷ െ 3 ൉ 1 ൌ െ1 ൏ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0  quan  𝑥 ∈ ቆ0, ට3

2ቇ 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ሺ𝑥ሻ  és 

decreixent quan 𝑥 ∈ ቆ0, ට3
2ቇ. 

 𝑥 ൌ 2
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2 ൉ 2ଷ െ 3 ൉ 2 ൌ 10 ൐ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0  quan  𝑥 ∈ ቆට3

2 , ∞ቇ 
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑓ሺ𝑥ሻ  és 

creixent quan 𝑥 ∈ ቆට3
2 , ∞ቇ. 

Amb el que podem afirmar que a l’interval ሾ0, 2ሿ la funció 𝑓ሺ𝑥ሻ té un mínim absolut quan 𝑥 ൌ ට3
2 . 

 Les coordenades del punt seran: ൭ට3
2 , 4 െ ቆට3

2ቇ
ଶ

൱ ൌ ቆට3
2 , 4 െ 3

2ቇ ൌ ቆට3
2 , 5

2ቇ 

 La  longitud  de  l’accés  serà:  𝑓 ቆට3
2 ቇ ൌ ඨቆට3

2 ቇ
ସ

െ 3 ቆට3
2 ቇ

ଶ

൅ 4 ൌ ට9
4 െ 3 ൉ 3

2 ൅ 4 ൌ

 ට9
4 െ 9

2 ൅ 4 ൌ 

ටെ 9
4 ൅ 4 ൌ ට7

2 ൌ
ඥ14

2  u.  

(*) Com que  la  funció 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥 és una funció creixent,  la  funció 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 assoleix els 
màxims i els mínims en els mateixos valors de x que la funció ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 (sempre i quan 

𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4 ൒ 0, com és el cas), llavors podríem haver fet el problema buscant els punts singulars de 

ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4  en  lloc  dels  de  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥ସ െ 3𝑥ଶ ൅ 4.  (La  resolució  se  simplifica,  sobretot  a 
l’hora de comprovar quin dels punts singulars és el mínim, fent servir el criteri de la segona derivada). 

El punt del camí demanat és: ቆට𝟑

𝟐
,

𝟓

𝟐
ቇ i la distància del punt a la cova és:  √

𝟏𝟒

𝟐
 u.
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Problema B.3: 

 

          
 

Solució apartat a) 

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché‐Fröbenius, que compara el rang de la matriu del 
sistema amb el rang de la matriu ampliada. 

 

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del paràmetre a: 

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldrà dir que les tres files i columnes de la matriu 
són linealment independents i per tant el rang de la matriu serà 3. Si el determinant queda igual a zero, 
voldrà dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinació lineal de les altres i el 
rang de la matriu serà més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul∙la el determinant de la 
matriu:  

𝐴 ൌ ൭
𝑎 1 0
1 𝑎 1
1 2 1

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ |𝐴| ൌ 𝑎ଶ ൅ 1 െ ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ ൌ 𝑎ଶ െ 2𝑎.   

|𝐴| ൌ 0
              
ር⎯⎯ሮ 𝑎ଶ െ 2𝑎 ൌ 0

              
ር⎯⎯ሮ 𝑎ሺ𝑎 െ 2ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ቊ

𝑎 ൌ 0
𝑎 െ 2 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑎 ൌ 2  

Llavors: 

 Si 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0, 2ሽ (Si a és un nombre real excepte 0 i 2), el determinant de la matriu serà diferent de 
zero i per tant el rang de la matriu serà 3. 

 Si 𝑎 ൌ 0, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a 
per 0: 

 𝐴 ൌ ൭
0 1 0
1 0 1
1 2 1

൱  si fem ቚ0 1
1 0

ቚ ൌ 0 െ 1 ൌ െ1 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 

 Si 𝑘 ൌ 2, |𝐴| ൌ 0 i per tant rg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a 
per 2: 

𝐴 ൌ ൭
2 1 0
1 2 1
1 2 1

൱  si fem ቚ2 1
1 2

ቚ ൌ 4 െ 1 ൌ 3 ് 0, llavors podem dir que rg(A) = 2. 

 
ii) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del paràmetre k: 

 Si 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0, 2ሽ, com que la matriu 𝐴̅ és d’ordre 3 x 4,  rg(𝐴̅) ൑ 3, com que la matriu 𝐴 ⊂ 𝐴̅,   

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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rg(𝐴̅) ൒ 3; per tant rg(𝐴̅) = 3. 

 Si 𝑎 ൌ 0, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
0 1 0 0
1 0 1 5
1 2 1 5

൱
ிభ↔ிమ

ሱ⎯⎯ሮ ൭
1 0 1 5
0 1 0 0
1 2 1 5

൱
 ிయୀிభିிయ          
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 0 1 5
0 1 0 0
0 െ2 0 0

൱
ிయୀଶிమାிయ
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

1 0 1 5
0 1 0 0
0 0 0 0

൱  

Llavors: rg(𝐴̅) = 2. 
 Si 𝑎 ൌ 2, anem a veure quin és el rang de la matriu 𝐴̅: 

Per fer‐ho farem servir el mètode de Gauss. 

𝐴̅ ൌ ൭
2 1 0 2
1 2 1 5
1 2 1 5

൱
஼௢௠ ௤௨௘ 

ிమୀிయ

ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭
2 1 0 2
1 2 1 5
0 0 0 0

൱
  ிమୀிభିଶிమ  
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ ൭

2 1 0 2
0 െ3 െ2 െ8
0 0 0 0

൱
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ rg(𝐴̅) = 2. 

iii) Discussió del sistema amb el Tª de Rouché‐Fröbenius: 

 Si 𝑎 ∈ ℝ\ሼ0, 2ሽ, tenim que 𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐷. 

 Si  𝑎 ൌ 0,  tenim  que  𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb  1  grau  de 

llibertat. 

 Si  𝑎 ൌ 2,  tenim  que  𝑟𝑔ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑟𝑔ሺ𝐴̅ሻ ൌ 2 ൏ 3 ൌ 𝑛º 𝑑′𝑖𝑛𝑐ò𝑔𝑛𝑖𝑡𝑒𝑠
்ª ௗ௘ ோ௢௨௖௛é
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝐶𝐼  amb  1  grau  de 

llibertat. 

• Si 𝒂 ∈ ℝ\ሼ𝟎, 𝟐ሽ ,  el sistema és compatible determinat. 

• Si 𝒂 ൌ 𝟎,  el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. 

• Si 𝒂 ൌ 𝟐 ,  el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat. 

 

Solució apartat b) 

Quan 𝑎 ൌ 2, el sistema queda: ൝
2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5

 

Per l’apartat anterior sabem que la matriu ampliada del sistema després d’aplicar Gauss queda: 

 ൭
2 1 0 2
0 െ3 െ2 െ8
0 0 0 0

൱ llavors el sistema d’equacions inicial és equivalent al sistema d’equacions: 

൜
2𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2

െ3𝑦 െ 2𝑧 ൌ െ8 , fem 𝑧 ൌ 𝑡 i aïllem la 𝑦 de la segona equació: െ3𝑦 െ 2𝑡 ൌ െ8
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ െ 3𝑦 ൌ 2𝑡 െ 8 

𝑦 ൌ 2𝑡െ8
െ3 ൌ 8െ2𝑡

3  . Substituïm 𝑦 a la primera equació i aïllem la 𝑥: 2𝑥 ൅ 8െ2𝑡
3 ൌ 2

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ   

6𝑥 ൅ 8 െ 2𝑡 ൌ 6
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 6𝑥 ൌ 2𝑡 ൅ 6 െ 8

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 2𝑡െ2

6                
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 𝑡െ1

3 .  

La solució del sistema en el cas 𝒂 ൌ 𝟐 és: ሺ
𝒕ି𝟏

𝟑
,

𝟖ି𝟐𝒕

𝟑
, tሻ 𝒂𝒎𝒃 𝒕 ∈ ℝ
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Problema B.4: 

 
 

         
 

Solució apartat a) 

Als punts de la corba on la tangent a 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ és horitzontal, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0. Llavors calculem  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ i mi‐
rem per a quins valors de 𝑥 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0: 

 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ െ 1
𝑥2 ൉ lnሺ𝑥ሻ ൅ 1

𝑥 ൉ 1
𝑥 ൌ െ 1

𝑥2 ൉ lnሺ𝑥ሻ ൅ 1
𝑥2 ൌ 1

𝑥2 ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1

𝑥2 ሺ1 െ ln ሺ𝑥ሻሻ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 1 െ lnሺ𝑥ሻ ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ lnሺ𝑥ሻ ൌ 1

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑥 ൌ 𝑒.  

 Les coordenades del punt demanat seran: ൫𝑒, 𝑓ሺ𝑒ሻ൯ ൌ ቀ𝑒, 1
𝑒 ൉ lnሺ𝑒ሻቁ ൌ ቀ𝑒, 1

𝑒ቁ. 

 

Per saber si quan 𝑥 ൌ 𝑒   𝑓ሺ𝑥ሻ té un extrem relatiu  i saber de quin tipus és, estudiarem el signe de la 
derivada als intervals ሺ0, 𝑒ሻ 𝑖 ሺ𝑒, ൅∞ሻ: 

 Si  𝑥 ൌ 1
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 1

12 ሺ1 െ ln ሺ1ሻሻ ൌ 1ሺ1 െ 0ሻ ൌ 1 ൐ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ  𝑆𝑖 𝑥 ∈ ሺ0, 𝑒ሻ, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0  llavors 

𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ0, 𝑒ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ és creixent.  

 Si  𝑥 ൌ 𝑒ଶ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ𝑒ଶሻ ൌ 1

𝑒4 ሺ1 െ ln ሺ𝑒ଶሻሻ ൌ 1
𝑒4 ሺ1 െ 2ሻ ൌ െ 1

𝑒4 ൏ 0
              
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑆𝑖 𝑥 ∈ ሺ𝑒, ൅∞ሻ, 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏

0 llavors 𝑠𝑖 𝑥 ∈ ሺ𝑒, ൅∞ሻ, 𝑓ሺ𝑥ሻ és decreixent. 

Ara podem dir que quan 𝑥 ൌ 𝑒,  𝑓ሺ𝑥ሻ té un màxim relatiu. 

Les coordenades del punt demanat són: ቀ𝒆,
𝟏

𝒆
ቁ i és un màxim relatiu. 

 

Solució apartat b) 

Com que 𝑓ሺ𝑥ሻ ൐ 0 quan 𝑥 ∈ ሺ1, 𝑒ሻ l’àrea demanada és la solució de la següent integral definida: 

න
1
𝑥

൉ lnሺ𝑥ሻ
௘

ଵ
𝑑𝑥 ൌ ቈ

lnଶሺ𝑥ሻ
2

቉
ଵ

௘

ൌ
lnଶሺ𝑒ሻ

2
െ

lnଶሺ1ሻ
2

ൌ
1
2

𝑢ଶ 

L’àrea demanada és  
𝟏

𝟐
 𝒖𝟐.   
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Problema B.5: 

 

          
 
Solució apartat a) 

Un vector director de 𝑟 és 𝑣⃗ ൌ ሺ2, െ2, 1ሻ i  un punt de 𝑟 és 𝑄 ൌ ሺ1, 3, 0ሻ. 

Un vector director de 𝑠 és 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺെ1, 0, െ1ሻ i  un punt de 𝑠 és 𝑃 ൌ ሺ2, െ5, 1ሻ. 

 Com que els vectors no són proporcionals ቀെ1
2 ് 0

െ2 ് െ1
1 ቁ les rectes no poden ser ni paral∙leles ni 

coincidents. Ens queden les possibilitats que siguin secants o que es creuin. 

 

 Si són secants, també són coplanàries, llavors qualsevol vector que vagi d’un punt d’una de les rectes 
a  un  punt  de  l’altra  recta,  estarà  al  mateix  pla  on  es  troben  les  rectes,  de  manera  que  serà 
combinació lineal dels vectors directors de les rectes, llavors al fer el rang de la matriu formada pels 

vectors 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑖 𝑢ሬ⃗  ens quedarà rang 2.   

 

 Si es creuen, un vector que vagi d’un punt d’una de les rectes a un punt de l’altra recta i els vectors 
directors de  les  rectes,  seran  linealment  independents, de manera que al  fer el  rang de  la matriu 

formada pels vectors 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑖 𝑢ሬ⃗  ens quedarà rang 3.  

 

 

𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 0ሻ െ ሺ2, െ5, 1ሻ ൌ ሺെ1, 8, െ1ሻ
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ อ

െ1 8 െ1
2 െ2 1

െ1 0 െ1
อ ൌ െ2 െ 8— 2 െ 16 ൌ 8 ് 0  Amb  el 

que el rang de la matriu formada per 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑣⃗ 𝑖 𝑢ሬ⃗  és 3 i les rectes es creuen. 

 

(També podríem haver trobat les equacions cartesianes de les rectes i estudiar el rang del sistema que 
formen  les equacions  juntes, ens quedaria que el  rang de  la matriu del  sistema és 3  i el de  la matriu 
ampliada és 4 el que implica que les rectes es creuen). 

 

Les rectes es creuen. 

 

 

CONVOCATORIA 
ORDINARIA DE 

JUNIO 
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Solució apartat b) 

El vector perpendicular al pla que ens demanen és perpendicular als vectors directors de les rectes, de 
manera que el podem trobar fent: 𝑛ሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗: 

𝑛ሬ⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
2 െ2 1

െ1 0 െ1
ቮ ൌ 2𝚤 െ 𝚥 െ ൫2𝑘ሬ⃗ െ 2𝚥൯ ൌ 2𝚤 ൅ 𝚥 െ 2𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, െ2ሻ 

Llavors el pla demanat serà de la forma: 𝜋: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0, com que conté a la recta 𝑠 passarà pel 
punt ሺ2, െ5, 1ሻ, de manera que: 2 ൉ 2 െ 5 െ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0

               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝐷 ൌ 3  i  el pla demanat és: 

𝜋: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 3 ൌ 0 

(També  podríem  haver  trobat  l’equació  del  pla  amb  la  fórmula:  อ
𝑥 െ 𝑥଴ 𝑦 െ 𝑦଴ 𝑧 െ 𝑧଴

𝑣ଵ 𝑣ଶ 𝑣ଷ
𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢ଷ

อ ൌ 0;  en 

aquest cas: อ
𝑥 െ 2 𝑦 ൅ 5 𝑧 െ 1

2 െ2 1
െ1 0 െ1

อ ൌ 0
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 3 ൌ 0). 

L’equació del pla demanat és: 𝟐𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟐𝒛 ൅ 𝟑 ൌ 𝟎. 
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Problema B.6: 

 

          
Solució apartat a) 

 Continuïtat: Com que les funcions polinòmiques són contínues en ℝ, el que hem de veure és que a 
l’interval ሾ0,2ሿ 𝑓ሺ𝑥ሻ comença i acaba al mateix valor: 

൜
𝑓ሺ0ሻ ൌ 0ଷ െ 3 ൉ 0ଶ ൅ 2 ൉ 0 ൅ 1 ൌ 1                                   
𝑓ሺ2ሻ ൌ 2ଷ െ 3 ൉ 2ଶ ൅ 2 ൉ 2 ൅ 1 ൌ 8 െ 12 ൅ 4 ൅ 1 ൌ 1                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑓ሺ2ሻ les rajoles s’ajunten de 

manera contínua. 
 Derivabilitat: Com que les funcions polinòmiques són derivables en ℝ, i de derivada contínua, el que 

hem de veure és que al punt on s’ajunten les rajoles el pendent amb el que s’arriba ሺ𝑓ᇱሺ2ሻሻ, és el 
mateix pendent amb el que se surt ሺ𝑓ᇱሺ0ሻሻ: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3𝑥ଶ െ 6𝑥 ൅ 2
               
ሱ⎯⎯⎯ሮ ൜

𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 3 ൉ 0ଶ െ 6 ൉ 0 ൅ 2 ൌ 2                             
𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 3 ൉ 2ଶ െ 6 ൉ 2 ൅ 2 ൌ 12 െ 12 ൅ 2 ൌ 2                

ሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑓ᇱሺ0ሻ ൌ 𝑓′ሺ2ሻ 

Les rajoles s’ajunten de manera derivable. 
Solució apartat b) 
L’àrea fosca és l’àrea entre la funció i l’eix OX des de 𝑥 ൌ 0 fins a 𝑥 ൌ 2, llavors vindrà donada per la 
següent integral definida: 

න ሺ𝑥ଷ െ 3𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 1ሻ
ଶ

଴
𝑑𝑥 ൌ ቈ

𝑥ସ

4
െ 𝑥ଷ ൅ 𝑥ଶ ൅ 𝑥቉

଴

ଶ

ൌ ቈቆ
2ସ

4
െ 2ଷ ൅ 2ଶ ൅ 2ቇ െ ቆ

0ସ

4
െ 0ଷ ൅ 0ଶ ൅ 0ቇ቉ ൌ 

ൌ 4 െ 8 ൅ 4 ൅ 2 ൌ 2 𝑑𝑚ଶ  
Com que la rajola té àrea = 2 𝑑𝑚 ൈ 2 𝑑𝑚 ൌ  4 𝑑𝑚ଶ queda provat que: 

La funció divideix la rajola en dues parts amb la mateixa superfície. 

(També es podria haver justificat veient que la funció és simètrica respecte el centre de la rajola, per 
exemple comprovant que 𝑓ሺ1 െ 𝑥ሻ ൌ 2 െ 𝑓ሺ1 ൅ 𝑥ሻ, 𝑥 ∈ ሾ0, 1ሿ). 
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SOLUCIONES CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020 

Pregunta 1: 

 

Solución: 
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Pregunta 2: 

 

Solución: 
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Pregunta 3: 

 

Solución: 
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Pregunta 4: 

 

Solución: 
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Pregunta 5: 

 

Solución: 
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Pregunta 6: 

 

Solución: 
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Pregunta 7: 

 

Solución: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de Extremadura    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)256 

Pregunta 8: 

 

Solución: 
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Pregunta 9: 

 

Solución: 
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Pregunta 10: 

 

Solución: 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de Extremadura    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)259 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de Extremadura    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)260 

 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de Extremadura    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)261 

SOLUCIONES CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE 2020 

Pregunta 1: 

 

Solución: 
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Pregunta 2: 

 

Solución: 
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Pregunta 3: 

 

Solución: 
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Pregunta 4: 

 

Solución: 
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Pregunta 5: 

 

Solución: 
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Pregunta 6: 

 

Solución: 
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Pregunta 7: 

 

Solución: 
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Pregunta 8: 

 

Solución: 
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Pregunta 9: 

 

Solución: 
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Pregunta 10: 

 

Solución: 
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SOLUCIONES CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020 

Problema 1: 

1º) 𝑎ሻ Calcula el siguiente límite: lim
௫→଴

ቀଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ

భ
ೞ೐೙ ೣ

. 

𝑏ሻ Determinar el valor de la constante real 𝑎 para que se satisfaga la siguiente desigualdad:  

lim
௫→ସ

௧௚ ቂቀഏ
ఴ

ାଵቁ൉√௫ିଶቃ

௫మିଵ଺ା௔௫
ൌ ଵ

ଷଶ
. 

Solución: 

𝑎ሻ lim
௫→଴

ቀଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ

భ
ೞ೐೙ ೣ ൌ ቀଵି௦௘௡ ଴൉௖௢௦ ଴

ଵା௦௘௡ ଴൉௖௢௦ ଴
ቁ

భ
ೞ೐೙ బ ൌ ቀଵି଴

ଵା଴
ቁ

భ
బ ൌ 1ஶ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ 𝐴 ൌ lim
௫→଴

ቀଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ

భ
ೞ೐೙ ೣ ;   𝐿𝐴 ൌ lim

௫→଴
ቀ ଵ

௦௘௡ ௫
൉ 𝐿 ଵି௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫

ଵା௦௘௡ ௫൉௖௢௦ ௫
ቁ ൌ  

ൌ lim
௫→଴

௅ቀଵିభ
మ

൉௦௘௡ ଶ௫ቁି௅ቀଵାభ
మ

൉௦௘௡ ଶ௫ቁ

௦௘௡ ௫
ൌ

௅ቀଵିభ
మ

൉௦௘௡ ଴ቁି௅ቀଵାభ
మ

൉௦௘௡ ଴ቁ

௦௘௡ ௫
ൌ ௅ଵି௅ଵ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim
௫→଴

ష ౙ౥౩ మೣ

భష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

ି ౙ౥౩ మೣ

భశ
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

௖௢௦ ௫
ൌ lim

௫→଴
cos 2𝑥 ൉ lim

௫→଴

షభ

భష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

ି భ

భశ
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

௖௢௦ ௫
ൌ  

ൌ 1 ൉ lim
௫→଴

షభష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣషభశ

భ
మ൉ೞ೐೙ మೣ

ቀభష
భ
మ൉ೞ೐೙ మೣቁ൉ቀభశ

భ
మ൉ೞ೐೙ మೣቁ

௖௢௦ ௫
ൌ lim

௫→଴

ିଶ

௖௢௦ ௫൉ቀଵିభ
ర

൉௦௘௡మଶ௫ቁ
ൌ ିଶ

௖௢௦ ଴൉ቀଵିభ
ర

൉௦௘௡మ଴ቁ
ൌ ିଶ

ଵ൉ଵ
ൌ െ2. 

 

lim
௫→଴

൬
1 െ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥
1 ൅ 𝑠𝑒𝑛 𝑥 ൉ 𝑐𝑜𝑠 𝑥

൰

ଵ
௦௘௡ ௫

ൌ 𝑒ିଶ ൌ
𝟏
𝒆𝟐 

 

𝑏ሻ  

lim
௫→ସ

௧௚ ቂቀഏ
ఴ

ାଵቁ൉√௫ିଶቃ

௫మିଵ଺ା௔௫
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

௧௚ ቀഏశఴ
ఴ

൉√ସିଶቁ

ସమିଵ଺ା௔൉ସ
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

௧௚ ቀഏశఴ
ర

ିଶቁ

ସ௔
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

௧௚ ഏశఴషఴ
ర

ସ௔
ൌ ଵ

ଷଶ
;  

 

௧௚ ഏ
ర

௔
ൌ ଵ

଼
;  ଵ

௔
ൌ ଵ

଼
 ⇒  𝑎 ൌ 8. 

𝒂 ൌ 𝟖 
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Problema 2: 

2º)  Determinar  los  valores  de  los  parámetros  reales 𝑎 𝑦 𝑏  para  que  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏  y 
𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 𝑎, sean tangentes en el punto de abscisa 𝑥 ൌ െ1. Para los valores obtenidos de 𝑎 𝑦 𝑏, 
calcular la recta tangente a las curvas en 𝑥 ൌ െ1. 

Solución: 

  La  pendiente  de  la  tangente  a  una  función  en  un  punto  es  igual  que  el  valor  de  su  primera 
derivada en ese punto: 𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑔ᇱሺെ1ሻ. 

 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑎𝑥 ⇒  𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ െ2𝑎. 

 

  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥 ൅ 1 ⇒  𝑔ᇱሺെ1ሻ ൌ െ2 ൅ 1 ൌ െ1. 

 

  𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑔ᇱሺെ1ሻ ⇒ െ2𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑎 ൌ ଵ

ଶ
. 

 

  Las funciones resultan 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ଵ

ଶ
𝑥ଶ ൅ 𝑏 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ ଵ

ଶ
. 

 

  En el punto de corte tiene que cumplirse que 𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑔ሺെ1ሻ: 

 

  𝑓ሺെ1ሻ ൌ ଵ

ଶ
൉ ሺെ1ሻଶ ൅ 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
൅ 𝑏. 

 

  𝑔ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1ሻଶ െ 1 ൅ ଵ

ଶ
ൌ 1 െ ଵ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
. 

 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ 𝑔ሺെ1ሻ ⇒ ଵ

ଶ
൅ 𝑏 ൌ ଵ

ଶ
 ⇒  𝑏 ൌ 0. 

𝒂 ൌ
𝟏
𝟐

;   𝒃 ൌ 𝟎 

   

El punto de tangencia es 𝑃 ቀെ1, ଵ

ଶ
ቁ y la pendiente 𝑚 ൌ 𝑔ᇱሺെ1ሻ ൌ െ1. 

  La ecuación de la recta punto‐pendiente es 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ 𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ: 

  𝑦 െ ଵ

ଶ
ൌ െ1 ൉ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ െ𝑥 െ 1;   2𝑦 െ 1 ൌ െ2𝑥 െ 2. 

𝑅𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒: 𝒕 ≡ 𝟐𝒙 ൅ 𝟐𝒚 ൅ 𝟏 ൌ 𝟎 
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Problema 3: 

3º) Calcular el área del recinto limitado por la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜𝑥ଶ, 𝑥 ൏ 0
𝑥, 𝑥 ൒ 0

, las rectas 𝑥 ൌ െ2, 𝑥 ൌ 2 y el 

eje OX. 

Solución: 

  La representación gráfica de la función, aproximada, se expresa en la figurea adjunta. 

 

  La superficie a calcular es la siguiente: 

 

  𝑆 ൌ ׬ 𝑥ଶ଴
ିଶ ൉ 𝑑𝑥 ൅ ׬ 𝑥

ଶ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 

 

ൌ ቂ௫య

ଷ
ቃ

ିଶ

଴
൅ ቂ௫మ

ଶ
ቃ

଴

ଶ
ൌ 0 െ ቂ

ሺିଶሻయ

ଷ
ቃ ൅ ଶమ

ଶ
െ 0 ൌ  

 

ൌ ଼

ଷ
൅ 2 ൌ ଵସ

ଷ
. 

 

𝑺 ൌ
𝟏𝟒
𝟑

 𝒖𝟐 ≅ 𝟒. 𝟔𝟕 𝒖𝟐 

 

   

15𝑌

𝑂  𝑋െ2

4 

𝑆 

𝑓ሺ𝑥ሻ 

6 

2 

2 
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Problema 4: 

4º) Sea la matriz 𝐴 ൌ ൭
2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ , 𝑚 ∈ 𝑅 ∖ ሼ0ሽ. 

𝑎ሻ Hallar 𝛼 𝑦 𝛽 de tal forma que 𝐴ଶ ൌ 𝛼𝐴 ൅ 𝛽𝐼, siendo 𝐼 la matriz identidad. 

𝑏ሻ Calcula 𝐴ହ utilizando la igualdad anterior. 

Solución: 

𝑎ሻ  

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ൉ ൭
2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ൌ ൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱. 

 

𝐴ଶ ൌ 𝛼𝐴 ൅ 𝛽𝐼 ⇒ ൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൌ ൭

2𝑎 0 0
0 2𝑎 0

𝑚𝑎 0 2𝑎
൱ ൅ ൭

𝛽 0 0
0 𝛽 0
0 0 𝛽

൱ ;  

 

൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൌ ൭

2𝑎 ൅ 𝛽 0 0
0 2𝑎 ൅ 𝛽 0

𝑚𝑎 0 2𝑎 ൅ 𝛽
൱ ⇒ 𝑎 ൌ 4.    4 ൌ 8 ൅ 𝛽;  𝛽 ൌ െ4.  

𝒂 ൌ 𝟒; 𝜷 ൌ െ𝟒. 

 

𝑏ሻ  

𝐴ହ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൉ ൭

4 0 0
0 4 0

4𝑚 0 4
൱ ൉ ൭

2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ൌ  

 

ൌ ൭
16 0 0
0 16 0

32𝑚 0 16
൱ ൉ ൭

2 0 0
0 2 0
𝑚 0 2

൱ ⇒ 𝐴ହ ൌ ൭
32 0 0
0 32 0

80𝑚 0 32
൱.  

 

𝐴ହ ൌ ൭
32 0 0
0 32 0

80𝑚 0 32
൱ 
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Problema 5: 

5º) Dado el sistema de ecuaciones lineales 
𝑎𝑦 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎
              𝑎𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎
           𝑥 ൅ 𝑎𝑧 ൌ െ𝑎

ൡ: 

𝑎ሻ Discutir y resolver según el valor del parámetro real 𝑎. 

𝑏ሻ Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para 𝑎 ൌ 2. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

    
𝑎
𝑎

െ𝑎
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

อ ൌ 𝑎 െ 𝑎ଷ ൌ 0;   𝑎ሺ1 െ 𝑎ଶሻ ൌ 0 ⇒ ൝
𝑎ଵ ൌ 0   
𝑎ଶ ൌ െ1
𝑎ଷ ൌ 1   

.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝
𝑎 ് 0

𝑎 ് െ1
𝑎 ് 1

ൡ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 0 1
0 0 1
1 0 0

    
0
0
0

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

        𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 െ1 0

െ1 0 1
1 0 െ1

    
െ1
െ1
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ െ𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ 𝑎 ൌ 0
𝑎 ൌ െ1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 2
1 0 1
1 0 1

    
1
1

െ1
൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
0 1 1
1 0 1
1 0 െ1

อ ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

  Se resuelve el sistema para los diferentes casos compatibles. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ് 0, 𝑎 ് െ1, 𝑎 ് 1 se resuelve por el método de Gauss: 

൭
0 𝑎 𝑎 ൅ 1
𝑎 0 1
1 0 𝑎

    
𝑎
𝑎

െ𝑎
൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭

1 0 𝑎
𝑎 0 1
0 𝑎 𝑎 ൅ 1

    
െ𝑎
𝑎
𝑎

൱ ⇒  
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⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 𝑎𝐹ଵሽ ⇒ ൭
1 0 𝑎
0 0 1 െ 𝑎ଶ

0 𝑎 𝑎 ൅ 1
    

െ𝑎
𝑎 ൅ 𝑎ଶ

𝑎
൱ ⇒ ሺ1 െ 𝑎ଶሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 𝑎ଶ;  

𝑧 ൌ ௔ା௔మ

ଵି௔మ ൌ ௔ሺଵା௔ሻ

ሺଵା௔ሻሺଵି௔ሻ
ൌ ௔

ଵି௔
. 

  𝑎𝑦 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎;   𝑎𝑦 ൌ 𝑎 െ ሺ1 ൅ 𝑎ሻ ൉ ௔

ଵି௔
ൌ ௔ି௔మି௔ି௔మ

ଵି௔
ൌ ିଶ௔మ

ଵି௔
⇒ 𝑦 ൌ ିଶ௔

ଵି௔
. 

  𝑥 ൅ 𝑎𝑧 ൌ െ𝑎;   𝑥 ൌ െ𝑎 െ 𝑎𝑧 ൌ െ𝑎 െ ௔మ

ଵି௔
ൌ ି௔ା௔మି௔మ

ଵି௔
ൌ ି௔

ଵି௔
. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ ି௔

ଵି௔
, 𝑦 ൌ ିଶ௔

ଵି௔
, 𝑧 ൌ ௔

ଵି௔
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼെ1, 0, 1ሽ. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 0 1
0 0 1
1 0 0

    
0
0
0

൱. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ 0, 𝑦 ൌ 𝜆, 𝑧 ൌ 0, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 െ1 0

െ1 0 1
1 0 െ1

    
െ1
െ1
1

൱ ⇒ െ𝑦 ൌ െ1;   𝑦 ൌ 1. 

𝑥 െ 𝑧 ൌ 1 ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆;   𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆.  

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆, 𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ሼെ1, 0, 1ሽ, 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜: 𝑥 ൌ ି௔

ଵି௔
, 𝑦 ൌ ିଶ௔

ଵି௔
, 𝑧 ൌ ௔

ଵି௔
. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0, 

sistema compatible indeterminado: 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆, 𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1, sistema compatible 
indeterminado: 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆, 𝑦 ൌ 1, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1, sistema incompatible. 

𝑏ሻ  

  Para 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑀 ൌ ൭
0 2 3
2 0 1
1 0 2

൱.  |𝑀| ൌ อ
0 2 3
2 0 1
1 0 2

อ ൌ 2 െ 8 ൌ െ6. 

𝑀௧ ൌ ൭
0 2 1
2 0 0
3 1 2

൱.    𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝑀௧ ൌ

⎝

⎜⎜
⎛

ቚ0 0
1 2

ቚ െ ቚ2 0
3 2

ቚ ቚ2 0
3 1

ቚ

െ ቚ2 1
1 2

ቚ ቚ0 1
3 2

ቚ െ ቚ0 2
3 1

ቚ

ቚ2 1
0 0

ቚ െ ቚ0 1
2 0

ቚ ቚ0 2
2 0

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

ൌ 

ൌ ൭
0 െ4 2

െ3 െ3 6
0 2 െ4

൱.  

𝑀ିଵ ൌ ஺ௗ௝.  ௗ௘ ெ೟

|ெ|
ൌ

൭
଴ ିସ ଶ

ିଷ ିଷ ଺
଴ ଶ ିସ

൱

ି଺
 ⇒  𝑀ିଵ ൌ ଵ

଺
൉ ൭

0 4 െ2
3 3 െ6
0 െ2 4

൱. 

𝑀ିଵ ൌ
1
6

൉ ൭
0 4 െ2
3 3 െ6
0 െ2 4

൱ 
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Problema 6: 

6º) Sean las matrices 𝐴 ൌ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀ 5 െ2
െ4 2

ቁ: 

𝑎ሻ Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: 
3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ𝑋 ൅ 2𝑌 ൌ 𝐵

ቅ. 

𝑏ሻ Calcular, si existen, las matrices inversas de X e Y. 

Solución: 

𝑎ሻ  

3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ𝑋 ൅ 2𝑌 ൌ 𝐵

ቅ     6𝑋 െ 10𝑌 ൌ 2𝐴
െ5𝑋 ൅ 10𝑌 ൌ 5𝐵

ቅ ⇒ 𝑋 ൌ 2𝐴 ൅ 5𝐵.  

 

𝑋 ൌ 2 ൉ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ ൅ 5 ൉ ቀ 5 െ2
െ4 2

ቁ ൌ ቀെ26 10
20 െ10

ቁ ൅ ቀ 25 െ10
െ20 10

ቁ. 

 

𝑋 ൌ ቀെ1 0
0 0

ቁ. 

 

3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ𝑋 ൅ 2𝑌 ൌ 𝐵

ቅ   3𝑋 െ 5𝑌 ൌ 𝐴
െ3𝑋 ൅ 6𝑌 ൌ 3𝐵

ቅ ⇒ 𝑌 ൌ 𝐴 ൅ 3𝐵.  

 

𝑌 ൌ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ ൅ 3 ൉ ቀ 5 െ2
െ4 2

ቁ ൌ ቀെ13 5
10 െ5

ቁ ൅ ቀ 15 െ6
െ12 6

ቁ. 

 

𝑌 ൌ ቀ 2 െ1
െ2 1

ቁ. 

𝑿 ൌ ቀെ𝟏 𝟎
𝟎 𝟎

ቁ. 𝒀 ൌ ቀ 𝟐 െ𝟏
െ𝟐 𝟏

ቁ 

 

𝑏ሻ  

  Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

 

  |𝑋| ൌ ቚെ1 0
0 0

ቚ ൌ 0 ⇒ 𝑋 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

 

  |𝑌| ൌ ቚ 2 െ1
െ2 1

ቚ ൌ 2 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑌 𝑛𝑜 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

No existen. No son invertibles. 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)302 

Problema 7: 
7º) Determinar, en función del parámetro real 𝑎, la posición relativa de los siguientes planos: 

ቐ
𝜋ଵ ≡ ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑎                    
𝜋ଶ ≡ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑥 ൅ ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ𝑎
𝜋ଷ ≡ 𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ𝑎                          

. 

Solución: 
Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema que determinan los tres planos son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
𝑎 െ 1 1 െ1
𝑎 ൅ 1 2𝑎 ൅ 1 1

𝑎 𝑎 1
൱  𝑦 𝑀ᇱ ൌ ൭

𝑎 െ 1 1 െ1
𝑎 ൅ 1 2𝑎 ൅ 1 1

𝑎 𝑎 1
    

𝑎
െ𝑎
െ𝑎

൱. 

Según sean los rangos de estas matrices, la posición relativa de los planos son las siguientes: 

1º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 

2º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑑𝑜𝑠 𝑎 𝑑𝑜𝑠. 

3º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 

4º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 1;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠. 

5º.  ‐‐  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 1 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑖𝑛𝑐𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒ อ
𝑎 െ 1 1 െ1
𝑎 ൅ 1 2𝑎 ൅ 1 1

𝑎 𝑎 1
อ ൌ 

ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻሺ2𝑎 ൅ 1ሻ െ 𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൅ 𝑎 ൅ 𝑎ሺ2𝑎 ൅ 1ሻ െ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻ െ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ ൌ  

ൌ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2𝑎 െ 1 െ 𝑎ଶ െ 𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 𝑎 െ 1 ൌ 2𝑎ଶ െ 2 ൌ 0;  

2ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ൌ 0;  𝑎ଶ െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑎ଵ ൌ െ1, 𝑎ଶ ൌ 1. 

𝑆𝑖 ቄ𝑎 ് െ1
𝑎 ് 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ2 1 െ1
0 െ1 1

െ1 െ1 1
    

െ1
1
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଷ ൌ 𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 െ1
2 3 1
1 1 1

    
1

െ1
െ1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଷ ൌ െ𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑆𝑖 ቄ𝑎 ൌ െ1
𝑎 ൌ 1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑜𝑠 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑢𝑛𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎. 

  Por diferenciar los casos, las rectas que determinan son las siguientes: 

  𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ2 1 െ1
0 െ1 1

െ1 െ1 1
    

െ1
1
1

൱ ⇒ 𝑟 ≡ ൜
𝑥 െ 𝑦 ൌ െ1       
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ1. 

𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
0 1 െ1
2 3 1
1 1 1

    
1

െ1
െ1

൱ ⇒ 𝑠 ≡ ൜
𝑦 െ 𝑧 ൌ 1           
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ1.  

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)303 

Problema 8: 

8º) Dados los vectores 𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ 𝑦 𝑣⃗ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ. 

𝑎ሻ Hallar un vector 𝑤ሬሬ⃗  de módulo uno, que sea perpendicular a 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗. 

𝑏ሻ Calcular el área del paralelogramo determinado por 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗. 

Solución: 

𝑎ሻ  

  Un vector perpendicular a los vectores 𝑢ሬ⃗  𝑦 𝑣⃗ es cualquiera que sea linealmente dependiente de 
su producto vectorial: 

 

  𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
1 2 3
0 1 1

อ ൌ 2𝑖 ൅ 𝑘 െ 3𝑖 െ 𝑗 ൌ െ𝑖 െ 𝑗 ൅ 𝑘 ൌ ሺെ1, െ1, 1ሻ. 

 

  Para  obtener  un  vector  unitario  linealmente  dependiente  de  𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗   basta  con  dividir  sus 
componentes por su módulo: 

 

  ห𝑤ᇱሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ඥሺെ1ሻଶ ൅ ሺെ1ሻଶ ൅ 1ଶ ൌ √1 ൅ 1 ൅ 1 ൌ √3. 

 

𝑤ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ
ିଵ

√ଷ
,

ିଵ

√ଷ
,

ଵ

√ଷ
ቁ  𝑦 𝑤ଶሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ቀ

ଵ

√ଷ
,

ଵ

√ଷ
,

ିଵ

√ଷ
ቁ. 

 

𝑏ሻ  

El área del paralelogramo determinado por dos vectores es el módulo de su producto vectorial: 

 

𝐴𝑟𝑒𝑎 ൌ |𝑢ሬ⃗ ൈ 𝑣⃗| ൌ √3 𝑢ଶ. 
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Problema 9: 

9º)  En  una  clase  de  primero  de  primaria  el  50  %  de  los  niños  practica  natación,  el  20  %  practica 
baloncesto y el 5 % ambos deportes. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que un niño elegido al azar no practique natación ni baloncesto. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de que un niño practique natación si juega al baloncesto. 

Solución: 

  𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 𝑃ሺ𝑁ሻ ൌ 0.50;   𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0.20;   𝑃ሺ𝑁 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0.05. 

 

𝑎ሻ  

  𝑃 ൌ 𝑃൫𝑁 ∩ 𝐵൯ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑁 ∪ 𝐵ሻ ൌ 

 

ൌ 1 െ ሾ𝑃ሺ𝑁ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵ሻ െ 𝑃ሺ𝑁 ∩ 𝐵ሻሿ ൌ 1 െ ሺ0.5 ൅ 0.2 െ 0.05ሻ ൌ  

 

ൌ 1 െ ሺ0.70 െ 0.5ሻ ൌ 1 െ 0.65 ൌ 0.35. 

 

La probabilidad de que un niño elegido al azar no practique natación ni baloncesto es 0.35. 

 

𝑏ሻ  

𝑃ሺ𝑁|𝐵ሻ ൌ ௉ሺே∩஻ሻ

௉ሺ஻ሻ
ൌ ଴,଴ହ

଴,ଶ଴
ൌ ହ

ଶ଴
ൌ ଵ

ସ
ൌ 0.25. 

 

La probabilidad de que un niño practique natación si juega al baloncesto es 0.25. 

   

𝑁 

𝐵

𝑁 ∩ 𝐵 ൌ 1 െ ሺ𝑁 ∪ 𝐵ሻ 
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Problema 10: 

10º)  Se  sabe  que  dos  poblaciones  distintas,  X  e  Y,  se  distribuyen  según  una  Normal  de  media  25. 
Además 𝑃ሺ𝑋 ൒ 27ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൒ 30ሻ ൌ 0.1587. Calcular sus respectivas varianzas. 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 25;   𝜎. 

 

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ25, 𝜎ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶହ

ఙ
. 

 

  Para 𝑃ሺ𝑋 ൒ 27ሻ ൌ 0.1587. 

 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൒ 27ሻ ൌ 0.1587 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ଻ିଶହ

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;  

 

1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଶ

ఙ
ቁ ൌ 08413. 

 

  Buscando en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ de forma inversa, a 0.8413 le corresponde 1, por lo cual: 

   

 
ଶ

ఙ
ൌ 1 ⇒ 𝜎 ൌ 2 ⇒ 𝜎ଶ ൌ 4. 

 

  Para 𝑃ሺ𝑌 ൒ 30ሻ ൌ 0.1587. 

 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑌 ൒ 30ሻ ൌ 0.1587 ⇒ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ଷ଴ିଶହ

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൒ ହ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;  

 

1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ఙ
ቁ ൌ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 0.1587;   𝑃 ቀ𝑍 ൏ ହ

ఙ
ቁ ൌ 0.8413. 

 

 
ହ

ఙ
ൌ 1 ⇒ 𝜎 ൌ 5 ⇒ 𝜎ଶ ൌ 25. 

 

𝝈𝑿
𝟐 ൌ 𝟒:  𝝈𝒀

𝟐 ൌ 𝟐𝟓 
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SOLUCIONES CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE SEPTIEMBRE 2020 

Problema 1: 

1º) Calcular los valores de los parámetros 𝑎 𝑦 𝑏 para que la función 𝑓ሺ𝑥ሻ sea derivable, siendo 

 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑎ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൅ ௕௫

ଷ
െ 𝑏.  𝑥 ൏ 3

𝐿ሾ𝑏ሺ𝑥 െ 2ሻሿ, 𝑥 ൒ 3
. 

Solución: 

Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea continua en ese 
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad. 

  La  función 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en R, excepto para 𝑥 ൌ 3, cuya continuidad es dudosa y se van a 
determinar los valores reales de 𝑎 𝑦 𝑏 para que lo sea. 

  Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la derecha existen 
y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 

  𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑥 ൌ 3 ⇒ ቐ
lim

௫→ଷష
𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim

௫→ଷ
ቂ𝑎ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൅ ௕௫

ଷ
െ 𝑏ቃ ൌ 0

lim
௫→ଷశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଷ

𝐿ሾ𝑏ሺ𝑥 െ 2ሻሿ ൌ 𝐿𝑏 ൌ 𝑓ሺ3ሻ
⇒ 

⇒ lim
௫→ଷష

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ଷశ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ3ሻ ⇒ 0 ൌ 𝐿𝑏 ⇒ 𝑏 ൌ 1. 

  La función resulta: 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቊ
𝑎ሺ𝑥ଶ െ 9ሻ ൅ ௫

ଷ
െ 1.  𝑥 ൏ 3

𝐿ሺ𝑥 െ 2ሻ, 𝑥 ൒ 3
. 

  La  función  𝑓ሺ𝑥ሻ  es  derivable  en  R,  excepto  para  𝑥 ൌ 3  cuya  derivabilidad  se  va  a  forzar 
determinando el correspondiente valor de 𝑎. 

  Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son 
iguales en ese punto. 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቐ
2𝑎𝑥 ൅ ଵ

ଷ
  𝑠𝑖 𝑥 ൏ 3

ଵ

௫ିଶ
      𝑠𝑖  𝑥 ൒ 3   

 ⇒ 𝑥 ൌ 3 ⇒ 𝑓ᇱሺ3ሻ ൌ ቊ6𝑎 ൅ ଵ

ଷ
  𝑠𝑖  𝑥 ൏ 3

1  𝑠𝑖  𝑥 ൒ 3
 ⇒  

⇒  𝑓ᇱሺ3ିሻ ൌ 𝑓ᇱሺ3ାሻ ⇒ 6𝑎 ൅ ଵ

ଷ
ൌ 1;   18𝑎 ൅ 1 ൌ 3;   18𝑎 ൌ 2;   9𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑎 ൌ ଵ

ଽ
. 

 

La función es derivable para 𝒂 ൌ
𝟏

𝟗
 y 𝒃 ൌ 𝟏. 
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Problema 2: 

2º) Determinar el dominio y las asíntotas de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ. Calcular la recta tangente en su 

punto de inflexión. 

Solución: 

Por  ser  una  función  racional  su  dominio  en  el  conjunto  de  los  números  reales,  excepto  los 
valores reales de 𝑥 que anulan el denominador. 

ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൅ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ2 ⇒  𝐷ሺ𝑓ሻ ⇒ 𝑅 െ ሼെ2ሽ. 

  Asíntotas horizontales: son de  la  forma 𝑦 ൌ 𝑘  y  son  los valores  finitos de  la  función cuando 𝑥 
tiende a más o menos infinito. 

         𝑘 ൌ lim
௫→ஶ

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ lim
௫→ஶ

௫ାଷ

ሺ௫ାଶሻమ ൌ 0 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 ൌ 0 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙. 

  Asíntotas  verticales:  son  los  valores  finitos  de 𝑥  que  hacen  que  la  función  tienda  a  infinito  o 
menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 

  ሺ𝑥 ൅ 2ሻଶ ൌ 0;   𝑥 ൌ െ2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑥 ൌ െ2 𝑒𝑠 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙. 

𝑁𝑜 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑎𝑠í𝑛𝑡𝑜𝑡𝑎𝑠 𝑜𝑏𝑙𝑖𝑐𝑢𝑎𝑠 𝑝𝑜𝑟 𝑠𝑒𝑟 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠 𝑐𝑜𝑛 𝑙𝑎𝑠 ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠. 

Asíntota vertical: 𝒙 ൌ െ𝟐. Asíntota horizontal: 𝒚 ൌ 𝟎 

Para  que  una  función  tenga  un  punto  de  inflexión  es  condición  necesaria  que  se  anule  su 
segunda derivada en ese punto: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଵ൉ሺ௫ାଶሻమିሺ௫ାଷሻ൉ሾଶ൉ሺ௫ାଶሻ൉ଵሿ

ሺ௫ାଶሻర ൌ
ሺ௫ାଶሻିଶ൉ሺ௫ାଷሻ

ሺ௫ାଶሻయ ൌ ௫ାଶିଶ௫ି଺

ሺ௫ାଶሻయ ൌ ି௫ିସ

ሺ௫ାଶሻయ. 

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ
ሺିଵሻ൉ሺ௫ାଶሻయିሺି௫ିସሻ൉ൣଷ൉ሺ௫ାଶሻమ൉ଵ൧

ሺ௫ାଶሻల ൌ ିሺ௫ାଶሻିଷ൉ሺି௫ିସሻ

ሺ௫ାଶሻర ൌ ି௫ିଶାଷ௫ାଵଶ

ሺ௫ାଶሻర ൌ ଶ௫ାଵ଴

ሺ௫ାଶሻర ൌ ଶ൉ሺ௫ାହሻ

ሺ௫ାଶሻర   

𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ଶ൉ሺ௫ାହሻ

ሺ௫ାଶሻర ൌ 0;   2 ൉ ሺ𝑥 ൅ 5ሻ ൌ 0;   𝑥 ൅ 5 ൌ 0 ⇒ 𝑥 ൌ െ5.  

𝑓ሺെ5ሻ ൌ ିହାଷ

ሺିହାଶሻమ ൌ ିଶ

ሺିଷሻమ ൌ െ ଶ

ଽ
⇒ Punto de tangencia: 𝑃 ቀെ5, െ ଶ

ଽ
ቁ. 

El valor de  la pendiente de  la  tangente a una  función en un punto es  igual que el valor de su 
primera derivada en ese punto. 

  𝑚 ൌ 𝑓ᇱሺെ5ሻ ൌ ିሺିହሻିସ

ሺିହାଶሻయ ൌ ହିସ

ሺିଷሻయ ൌ െ ଵ

ଶ଻
. 

  La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la fórmula 𝑦 െ 𝑦଴ ൌ

𝑚ሺ𝑥 െ 𝑥଴ሻ, que aplicada al punto 𝑃 ቀെ5, െ ଶ

ଽ
ቁ con 𝑚 ൌ െ ଵ

ଶ଻
 es: 

  𝑦 ൅ ଶ

ଽ
ൌ െ ଵ

ଶ଻
൉ ሺ𝑥 ൅ 5ሻ;   27𝑦 ൅ 6 ൌ െ𝑥 െ 5 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑝𝑒𝑑𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑠 𝑡 ≡ 𝒙 ൅ 𝟐𝟕𝒚 ൅ 𝟏𝟏 ൌ 𝟎. 
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Problema 3: 

3º) Calcular el área del recinto limitado por las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 1 y las 

rectas 𝑥 ൌ 3, 𝑥 ൌ 5. 

Solución: 

  Los puntos de corte de las dos funciones (parábolas) tienen por abscisas las raíces de la ecuación 
que resulta de la igualación de sus expresiones: 

  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ⇒ ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2 ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 1;  𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 18 ൌ 9ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 9; 

𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 9 ൌ 9 ൉ ሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 4ሻ ൌ 9𝑥ଶ െ 36𝑥 ൅ 36;   8𝑥ଶ െ 39𝑥 ൅ 45 ൌ 0;  

𝑥 ൌ ଷଽേ√ଵ.ହଶଵିଵ.ସସ଴

ଵ଺
ൌ ଷଽേ√଼ଵ

ଵ଺
ൌ ଷଽേଽ

ଵ଺
⇒ 𝑥ଵ ൌ ଷ଴

ଵ଺
ൌ ଵହ

଼
, 𝑥ଶ ൌ ସ଼

ଵ଺
ൌ 3. 

  𝑔൫భఱ
ఴ

൯ ൌ ቀଵହ

଼
െ 2ቁ

ଶ
െ 1 ൌ ቀെ ଵ

଼
ቁ

ଶ
െ 1 ൌ ଵ

଺ସ
െ 1 ൌ െ ଺ଷ

଺ସ
⇒ 𝐴 ቀଵହ

଼
, െ ଺ଷ

଺ସ
ቁ. 

   (Este punto no se marca en el gráfico por estar muy próximo a 𝑉ଶ) 

  𝑔ሺ3ሻ ൌ ሺ3 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 1ଶ െ 1 ൌ 1 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

  Las  dos  funciones  son  parábolas  convexas  ሺ∪ሻ  por  ser  positivos  sus  correspondientes 
coeficientes de 𝑥ଶ cuyos vértices (mínimos) son los siguientes: 

  𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ଶ

ଽ
𝑥 ൅ ଵ

ଷ
.    𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ଶ

ଽ
𝑥 ൅ ଵ

ଷ
ൌ 0;   2𝑥 ൅ 3 ൌ 0;   𝑥 ൌ െ ଷ

ଶ
. 

  𝑓൫ିయ
మ
൯ ൌ

ቀିయ
మ

ቁ
మ

ଽ
൅

ିయ
మ

ଷ
െ 2 ൌ ଵ

ସ
െ ଵ

ଶ
െ 2 ൌ ଵିଶି଼

ସ
ൌ െ ଽ

ସ
⇒ 𝑉ଵ ቀെ ଷ

ଶ
, െ ଽ

ସ
ቁ. 

𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2 ൉ ሺ𝑥 െ 2ሻ.  𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 2 ൉ ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0;   𝑥 െ 2 ൌ 0;   𝑥 ൌ 2. 

  𝑔ሺ2ሻ ൌ ሺ2 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ െ1 ⇒ 𝑉ଶሺ2, െ1ሻ. 

  𝑓ሺ3ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

  𝑓ሺ5ሻ ൌ ହమ

ଽ
൅ ହ

ଷ
െ 2 ൌ ଶହାଵହିଵ଼

ଽ
ൌ ଶଶ

ଽ
⇒ 𝐶 ቀ5, ଶଶ

ଽ
ቁ ൎ 𝐶ሺ5, 2.44ሻ. 

  Los puntos de corte con el eje X de la parábola 𝑓ሺ𝑥ሻ son los siguientes: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 0 ⇒ ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2 ൌ 0;  𝑥ଶ ൅ 3𝑥 െ 18 ൌ 0;  𝑥 ൌ ିଷേ√ଽା଻ଶ

ଶ
ൌ ିଷേ√଼ଵ

ଶ
ൌ  

ൌ ିଷേଽ

ଶ
⇒⇒ 𝑥ଵ ൌ െ6;   𝑃ሺെ6, 0ሻ, 𝑥ଶ ൌ 3 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

  Los puntos de corte con el eje X de la parábola 𝑔ሺ𝑥ሻ son los siguientes: 

  𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 4 െ 1 ൌ 𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3. 

𝑥 ൌ ସേ√ଵ଺ିଵଶ

ଶ
ൌ ସേ√ସ

ଶ
ൌ ସേଶ

ଶ
⇒ 𝑥ଵ ൌ 1;   𝐸ሺ1, 0ሻ, 𝑥ଶ ൌ 3 ⇒ 𝐵ሺ3, 0ሻ. 

El punto de corte con el eje Y de la parábola 𝑔ሺ𝑥ሻ es el siguiente: 

𝑔ሺ0ሻ ൌ ሺ0 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 4 െ 1 ൌ 3 ⇒ 𝐹ሺ0, 3ሻ. 

  𝑔ሺ5ሻ ൌ ሺ5 െ 2ሻଶ െ 1 ൌ 9 െ 1 ൌ 8 ⇒ 𝐷ሺ5, 8ሻ. 

  La representación gráfica de la situación, con los datos obtenidos, es, aproximadamente, la que 
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indica la figura adjunta. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  De la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 

  𝑆 ൌ ׬ ሾ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሿ ൉ 𝑑𝑥
ହ

ଷ ൌ ׬ ቂሺ𝑥ଶ െ 4𝑥 ൅ 3ሻ െ ቀ௫మ

ଽ
൅ ௫

ଷ
െ 2ቁቃ ൉ 𝑑𝑥

ହ
ଷ ൌ 

ൌ ׬ ቀ଼

ଽ
𝑥ଶ െ ଵଷ

ଷ
𝑥 ൅ 5ቁ ൉ 𝑑𝑥

ହ
ଷ ൌ ቂ଼௫య

ଶ଻
െ ଵଷ௫మ

଺
൅ 5𝑥ቃ

ଷ

ହ
ൌ   

ൌ ቀ଼൉ହయ

ଶ଻
െ ଵଷ൉ହమ

଺
൅ 5 ൉ 5ቁ െ ቀ଼൉ଷయ

ଶ଻
െ ଵଷ൉ଷమ

଺
൅ 5 ൉ 3ቁ ൌ ଵ ଴଴଴

ଶ଻
െ ଷଶହ

଺
൅ 25 െ 8 ൅ ଷଽ

ଶ
െ 15 ൌ  

ൌ 2 ൅ ଵ ଴଴଴

ଶ଻
െ ଷଶହ

଺
൅ ଷଽ

ଶ
ൌ ଵ଴଼ ା ଶ ଴଴଴ ି ଶ ଽଶହ ା ଵ ଴ହଷ

ହସ
ൌ ଶଷ଺

ହସ
ൌ ଵଵ଼

ଶ଻
 𝑢ଶ ≅ 4.37 𝑢ଶ ൌ 𝑆.  

 

Á𝒓𝒆𝒂 ൌ  
𝟏𝟏𝟖
𝟐𝟕

 𝒖𝟐 ≅ 𝟒. 𝟑𝟕 𝒖𝟐 

   

െ2
𝑓ሺ𝑥ሻ 

𝑃 

𝑔ሺ𝑥ሻ

𝑌

𝑋 
𝑂

𝐵

𝐶 

6 െ2െ6  െ4 

𝑉ଵ

6

4

2

2

8

𝑆

4

𝑉ଶ

𝐸

𝐹

𝐷 
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Problema 4: 

4º) Discutir y resolver el sistema ቐ
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑎𝑧 ൌ 1                       
𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑎                                     
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑧 ൌ െ2𝑎 ൅ 1

 según el valor del parámetro 𝑎. 

Solución: 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

𝑀 ൌ ൭
𝑎 െ 1 1 3𝑎

𝑎 𝑎 െ1
𝑎 െ 1 1 𝑎 െ 1

൱  𝑦 𝑀′ ൌ ൭
𝑎 െ 1 1 3𝑎

𝑎 𝑎 െ1
𝑎 െ 1 1 𝑎 െ 1

    
1
𝑎

െ2𝑎 ൅ 1
൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
𝑎 െ 1 1 3𝑎

𝑎 𝑎 െ1
𝑎 െ 1 1 𝑎 െ 1

อ ൌ  

ൌ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൅ 3𝑎ଶ െ ሺ𝑎 െ 1ሻ െ 3𝑎ଶሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ െ 𝑎ሺ𝑎 െ 1ሻ ൌ   

ൌ 𝑎ሺ𝑎ଶ െ 2𝑎 ൅ 1ሻ ൅ 3𝑎ଶ െ 3𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ െ 𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൌ  

ൌ 𝑎ଷ െ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 3𝑎ଷ ൅ 5𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൌ െ2𝑎ଷ ൅ 3𝑎ଶ ൅ 2𝑎 ൌ െ𝑎ሺ2𝑎ଶ െ 3𝑎 െ 2ሻ ൌ 0;  

𝑎ଵ ൌ 0;  2𝑎ଶ െ 3𝑎 െ 2 ൌ 0;   𝑎 ൌ ଷേ√ଽାଵ଺

ସ
ൌ ଷേ√ଶହ

ସ
ൌ ଷേହ

ସ
⇒ 𝑎ଶ ൌ െ ଵ

ଶ
, 𝑎ଷ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቐ
𝑎 ് 0

𝑎 ് െ ଵ

ଶ
𝑎 ് 2

ቑ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
െ1 1 0
0 0 െ1

െ1 1 െ1
    

1
0
1

൱ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ 𝐶ସሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ ଵ

ଶ
⇒ 𝑀ᇱ ൌ ቌ

ିయ
మ

1 ష
య
మ

ష
భ
మ ష

భ
మ െ1

ష
య
మ 1 ష

య
మ

    
1
ష

భ
మ

2
ቍ ⇒  A  efectos  de  rango,  la  matriz  𝑀ᇱ  equivale  a  la 

matriz 𝑀ᇱᇱ ൌ ൭
െ3 2 െ3
െ1 െ1 െ2
െ3 2 െ3

    
2

െ1
4

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒   

⇒ อ
െ3 2 2
െ1 െ1 െ1
െ3 2 4

อ ൌ 12 െ 4 ൅ 6 െ 6 െ 6 ൅ 8 ൌ 10 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 6
2 2 െ1
1 1 1

    
1
2

െ3
൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଶ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒   

⇒ อ
1 6 1
2 െ1 2
1 1 െ3

อ ൌ 6 ൅ 2 ൅ 12 ൅ 1 െ 2 ൅ 36 ൌ 55 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3.  
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𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝𝑎 ൌ െ
1
2

𝑎 ൌ 2
ൡ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ൞

𝑎 ് 0

𝑎 ് െ
1
2

𝑎 ് 2

ൢ ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐷𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 ⇒  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑒𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜.  𝑃𝑎𝑟𝑎 ൝𝑎 ൌ െ
1
2

𝑎 ൌ 2
ൡ ⇒  𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

 

Se resuelve en primer lugar para 𝑎 ് 0, 𝑎 ് െ ଵ

ଶ
 𝑦 𝑎 ് 2: 

                       ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑎𝑧 ൌ 1
                                     𝑎𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 𝑧 ൌ 𝑎
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑧 ൌ െ2𝑎 ൅ 1

ቑ ⇒ ቊ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝐹ଵ

𝐹ଶ → ଵ

௔
𝐹ଶ

ቋ ⇒  

⇒  

ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 3𝑎𝑧 ൌ 1

                𝑥 ൅ 𝑦 െ ଵ

௔
𝑧 ൌ 1

         െሺ2𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ െ2𝑎

ቑ ⇒ 𝑧 ൌ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
.  

⇒  
ሺ𝑎 െ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 െ 3𝑎𝑧

                𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
𝑧

ቋ ⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 𝐹ଶሽ ⇒
ሺ𝑎 െ 2ሻ𝑥 ൌ െ3𝑎𝑧 െ ଵ

௔
𝑧

              𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
𝑧

ቑ ⇒  

⇒ 𝑎ሺ𝑎 െ 2ሻ𝑥 ൌ െ3𝑎ଶ𝑧 െ 𝑧 ൌ െሺ3𝑎ଶ ൅ 1ሻ𝑧 ⇒ 𝑥 ൌ
ି൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻ
൉ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
ൌ

ିଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
. 

 𝑦 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
𝑧 െ 𝑥 ൌ 1 ൅ ଵ

௔
൉ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
൅

ଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻାଶ௔ሺ௔ିଶሻାଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ 

ൌ
௔൫ଶ௔మା௔ିସ௔ିଶ൯ାଶ௔మିସ௔ା଺௔మାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ

௔൫ଶ௔మିଷ௔ିଶ൯ା଼௔మିସ௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ ଶ௔యିଷ௔మିଶ௔ା଼௔మିସ௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ  

ൌ ଶ௔యାହ௔మି଺௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
ൌ 𝑦.  

 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ
ିଶ൫ଷ௔మାଵ൯

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
;   𝑦 ൌ ଶ௔యାହ௔మି଺௔ାଶ

௔ሺ௔ିଶሻሺଶ௔ାଵሻ
;   𝑧 ൌ ଶ௔

ଶ௔ାଵ
, ∀𝑎 ∈ 𝑅 െ ቄ0, െ ଵ

ଶ
, 2ቅ. 

 

  Resolvemos  ahora  para  𝑎 ൌ 0;  el  sistema  resulta  ൝
െ𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1       
െ𝑧 ൌ 0                
െ𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1

,  que  es  compatible 

indeterminado y equivalente a 
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
        𝑧 ൌ 0

ቅ. Haciendo 𝑦 ൌ 𝜆: 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 0 → 𝑥 ൌ 1 െ 𝜆;   𝑦 ൌ 𝜆;   𝑧 ൌ 0, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 
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Problema 5: 

5º) Calcular el siguiente determinante: 𝐷 ൌ ተተ

1 1
𝑥 𝑦

1 1
𝑧 𝑡

𝑥ଶ 𝑦ଶ

𝑥ଷ 𝑦ଷ
𝑧ଶ 𝑡ଶ

𝑧ଷ 𝑡ଷ

ተተ. 

Solución: 

  Restando a cada fila la anterior multiplicada por 𝑥: 

  𝐷 ൌ ተተ

1 1
0 𝑦 െ 𝑥

1 1
𝑧 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥

0 𝑦ଶ െ 𝑥𝑦
0 𝑦ଷ െ 𝑥𝑦ଶ

𝑧ଶ െ 𝑥𝑧 𝑡ଶ െ 𝑥𝑡
𝑧ଷ െ 𝑥𝑧ଶ 𝑡ଷ െ 𝑥𝑡ଶ

ተተ ൌ 

ൌ ቮ
𝑦 െ 𝑥 𝑧 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥

𝑦ଶ െ 𝑥𝑦 𝑧ଶ െ 𝑥𝑧 𝑡ଶ െ 𝑥𝑡
𝑦ଷ െ 𝑥𝑦ଶ 𝑧ଷ െ 𝑥𝑧ଶ 𝑡ଷ െ 𝑥𝑡ଶ

ቮ ൌ ቮ
𝑦 െ 𝑥 𝑧 െ 𝑥 𝑡 െ 𝑥

𝑦ሺ𝑦 െ 𝑥ሻ 𝑧ሺ𝑧 െ 𝑥ሻ 𝑡ሺ𝑡 െ 𝑥ሻ
𝑦ଶሺ𝑦 െ 𝑥ሻ 𝑧ଶሺ𝑧 െ 𝑥ሻ 𝑡ଶሺ𝑡 െ 𝑥ሻ

ቮ ൌ  

ൌ ሺ𝑦 െ 𝑥ሻሺ𝑧 െ 𝑥ሻሺ𝑡 െ 𝑥ሻ ൉ ቮ
1 1 1
𝑦 𝑧 𝑡

𝑦ଶ 𝑧ଶ 𝑡ଶ
ቮ ൌ 𝐷.  (*) 

  Restando en el determinante a cada fila la anterior multiplicada por 𝑦: 

  ቮ
1 1 1
0 𝑧 െ 𝑦 𝑡 െ 𝑦
0 𝑧ଶ െ 𝑦𝑧 𝑡ଶ െ 𝑦𝑡

ቮ ൌ ฬ
𝑧 െ 𝑦 𝑡 െ 𝑦

𝑧ଶ െ 𝑦𝑧 𝑡ଶ െ 𝑦𝑡ฬ ൌ ฬ
𝑧 െ 𝑦 𝑡 െ 𝑦

𝑧ሺ𝑧 െ 𝑦ሻ 𝑡ሺ𝑡 െ 𝑦ሻฬ ൌ 

ൌ ሺ𝑧 െ 𝑦ሻሺ𝑡 െ 𝑦ሻ ൉ ቚ1 1
𝑧 𝑡

ቚ ൌ ሺ𝑧 െ 𝑦ሻሺ𝑡 െ 𝑦ሻሺ𝑡 െ 𝑧ሻ. 

  Sustituyendo el valor hallado en la expresión (*): 

 

𝑫 ൌ ሺ𝒚 െ 𝒙ሻሺ𝒛 െ 𝒙ሻሺ𝒕 െ 𝒙ሻሺ𝒛 െ 𝒚ሻሺ𝒕 െ 𝒚ሻሺ𝒕 െ 𝒛ሻ. 
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Problema 6: 

6º) Dada la matriz 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ , 𝑚 ∈ 𝑅. Hallar 𝐴ିଵ 𝑦 𝐴ଵ଴. 

Solución: 

Se obtiene la inversa de 𝐴 por el método de Gauss‐Jordan. 

   ሺ𝐴|𝐼ሻ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

อ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 𝑚𝐹ଵሽ ⇒ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

อ
1 0 0
0 1 0

െ𝑚 0 1
൱ ⇒ 

𝐴ିଵ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

െ𝑚 0 1
൱. 

𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ ൉ ൭
1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

2𝑚 0 1
൱.  

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

2𝑚 0 1
൱ ൉ ൭

1 0 0
0 1 0
𝑚 0 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

3𝑚 0 1
൱.  

∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙∙ 

𝐴ଵ଴ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0

10𝑚 0 1
൱. 

 

𝑨ି𝟏 ൌ ൭
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎

െ𝒎 𝟎 𝟏
൱; 𝑨𝟏𝟎 ൌ ൭

𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎

𝟏𝟎𝒎 𝟎 𝟏
൱ 
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Problema 7: 

7º) Hallar la ecuación del plano que contiene a la recta 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൅ 9 ൌ 0
െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0 y es perpendicular al 

plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0. 

Solución: 

  La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

        𝑟 ≡
𝑥 ൅ 3𝑦 െ 4𝑧 ൅ 9 ൌ 0
െ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0ൠ ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ െ9 ൅ 4𝜆
െ𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆ൠ ⇒ 𝑦 ൌ െ10 ൅ 3𝜆; 

𝑥 ൌ െ2𝑦 ൅ 1 ൅ 𝜆 ൌ 20 െ 6𝜆 െ 1 ൅ 𝜆 ൌ 21 െ 5𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 21 െ 5𝜆   
𝑦 ൌ െ10 ൅ 3𝜆
𝑧 ൌ 𝜆                

. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑃ሺ21, െ10, 0ሻ 𝑦 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ5, 3, 1ሻ. 

  Un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, 3, 1ሻ. 

  La expresión general del plano 𝛽 pedido es la siguiente: 

  𝛽ሺ𝑃; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑛ሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 21 𝑦 ൅ 10 𝑧

െ5 3 1
1 3 1

อ ൌ 0;  

 3ሺ𝑥 െ 21ሻ ൅ ሺ𝑦 ൅ 10ሻ െ 15𝑧 െ 3𝑧 െ 3ሺ𝑥 െ 21ሻ ൅ 5ሺ𝑦 ൅ 10ሻ ൌ 0;  

6ሺ𝑦 ൅ 10ሻ െ 18𝑧 ൌ 0;  ሺ𝑦 ൅ 10ሻ െ 3𝑧 ൌ 0.  

 

𝛽 ≡ 𝒚 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟏𝟎 ൌ 𝟎. 
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Problema 8: 

8º) Dadas las rectas 𝑟 ≡ ൜
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1         
4𝑥 െ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 10 y 𝑠 ≡ ௫ାଷ

ଵ
ൌ ௬ାଶ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଷ
 y el plano de ecuación: 

 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 6 ൌ 0. Hallar la posición relativa entre: 

𝑎ሻ Las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑏ሻ El plano 𝜋 y la recta 𝑠. 

Solución: 

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡
  𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 5ൠ ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆 ⇒

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆
2𝑥 െ 𝑦 ൌ 5 െ 𝜆ൠ ⇒ 3𝑥 ൌ 6;   𝑥 ൌ 2; 

𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆 െ 𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆 െ 2 ൌ െ1 ൅ 𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 3           
𝑦 ൌ െ1 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ3, െ1, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0, 1, 1ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺെ3, െ2, 1ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ. 

Los  vectores  𝑣௥ሬሬሬ⃗   y  𝑣௦ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝐵 െ 𝐴ሿ ൌ ሾሺെ3, െ1, 1ሻ െ ሺ3, െ2, 0ሻሿ ൌ ሺെ6, 1, 1ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

      𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
0 1 1
1 2 3

െ6 1 1
อ ൌ 1 െ 18 ൅ 12 െ 1 ് 0 ⇒ 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 3 ⇒  𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   

 

𝐿𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑟𝑢𝑧𝑎𝑛. 

 

𝑏ሻ   La  expresión  de  la  recta  𝑠 ≡ ௫ାଷ

ଵ
ൌ ௬ାଶ

ଶ
ൌ ௭ିଵ

ଷ
  por  unas  ecuaciones  continuas  es  las  siguiente: 

2𝑥 ൅ 6 ൌ 𝑦 ൅ 2
3𝑥 ൅ 9 ൌ 𝑧 െ 1

ቅ ⇒ 𝑠 ≡   2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ4
3𝑥 െ 𝑧 ൌ െ10

ቅ.  

  La recta 𝑠 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
     2𝑥 െ 𝑦 ൌ െ4
   3𝑥 െ 𝑧 ൌ െ10
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ െ6

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
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  𝑀 ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

     
െ4

െ10
െ6

൱. 

  Según sean los rangos de 𝑀 𝑦 𝑀ᇱ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

อ ⇒ 1 ൅ 2 െ 3 ൌ 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2. 

𝑀ᇱ ൌ ൭
2 െ1 0
3 0 െ1
1 1 െ1

     
െ4

െ10
െ6

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଷሽ ⇒ ൭
1 1 െ1
3 0 െ1
2 െ1 0

     
െ6

െ10
െ4

൱ ⇒  

⇒ ൜
𝐹ଶ → 𝐹ଶ െ 3𝐹ଵ
𝐹ଷ → 𝐹ଷ െ 2𝐹ଵ

ൠ ⇒ ൭
1 1 െ1
0 െ3 2
0 െ3 2

     
െ6
8
8

൱ ⇒ ሼ𝐹ଶ ൌ 𝐹ଷሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 

 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑠 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Antonio Menguiano Corbacho 

Comunidad Autónoma de LA RIOJA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)321 

Problema 9: 

9º) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribución Normal, de media 15 días y 
desviación típica 4 días. 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 días. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 días. 

Solución: 

𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 15;   𝜎 ൌ 4. 

𝑎ሻ  

𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ15, 4ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଵହ

ସ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൏ 10ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ଵ଴ିଵହ

ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൏ ିହ

ସ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ െ1.25ሻ ൌ   

ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 1.25ሻ ൌ 1 െ 0.8944 ൌ 0.1056. 

 

La probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 días es 𝟎. 𝟏𝟎𝟓𝟔 

 

𝑏ሻ  

𝑃 ൌ 𝑃ሺ11 ൑ 𝑋 ൑ 19ሻ ൌ 𝑃 ቀଵଵିଵହ

ସ
൑ 𝑍 ൑ ଵଽିଵହ

ସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀିସ

ସ
൑ 𝑍 ൑ ସ

ସ
ቁ ൌ  

ൌ 𝑃ሺെ1 ൑ 𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ ሾ1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻሿ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൅ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ ൌ  

ൌ 2 ൉ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ 1 ൌ 2 ൉ 0.8413 െ 1 ൌ 1.6826 െ 1 ൌ 0.6826. 

 

La probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 días es 𝟎. 𝟔𝟖𝟐𝟔 
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Problema 10: 

10º). En una clase de 35 alumnos asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban una determinada asignatura 
el 80 % de los alumnos que asisten a clase y el 10 % de los que no asisten. Se elige un alumno al azar. 

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueban dicha asignatura. 
b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que haya asistido a clase. 

Solución: 

Llamamos As  al  suceso  asistir  a  clase, NoAs  al  suceso,  no  asistir.  Llamamos Ap  al  suceso  aprobar  la 
asignatura, y S al suceso haber suspendido.  

Nos dan los siguientes datos: P(As) = 30/35; P(A/As) = 80/100; P(A/NoAs) = 10/100. 

Los llevamos a un diagrama de árbol: 

 

a) Para calcular los alumnos que aprueban debemos recorrer dos ramas del árbol, y tenemos: 

𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴𝑠ሻ ∙ 𝑃ሺ𝐴/𝐴𝑠ሻ ൅ 𝑃ሺ𝑁𝑜𝐴𝑠ሻ ∙ 𝑃ሺ𝐴/𝑁𝑜𝐴𝑠ሻ ൌ ൬
6
7

൰ ∙ ሺ0.8ሻ ൅ ൬
1
7

൰ ∙ ሺ0.1ሻ ൌ
4.8 ൅ 0.1

7
ൌ

4.9
7

ൌ 0.7 

Aprueban esa asignatura el 70 % del alumnado. 

 

b) Nos piden ahora 𝑃ሺ𝐴𝑠/𝑆ሻ. Sabemos que: 

𝑃 ቀ஺௦

ௌ
ቁ ൌ ௉ሺ஺௦∩ௌሻ

௉ሺௌሻ
ൌ

ቀభ
ళ

ቁ ∙ ଴.ଶ

ቀల
ళ

ቁ ∙ ଴.ଶ ା ቀభ
ళ

ቁ ∙ ଴.ଽ
ൌ

బ.మ
ళ

భ.మశబ.వ
ళ

ൌ ଴.ଶ

ଶ.ଵ
ൌ 0.5714. 

Sabiendo que el alumno ha suspendido, la probabilidad de que haya asistido a clase es de 0.57. 
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RESPUESTAS OPCIÓN A 

Problema A.1:  
Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes 
del parámetro real a   

1

2 

x a y z a

a x y z a

y z a

    
    
   

 

Se pide: 
a) Discutir el sistema según los diferentes valores de a . 
b) Resolver el sistema para  0a  . 
Solución 
Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/UvoHnpmFQkI 

a) Si llamamos  A  a la matriz de coeficientes, se cumple que: 

   2 2

1 1

1 1 1 1  1 0 0,  1

0 1 1

a

A a a a a a a a a a               


 

Entonces  si  0,  1a   ,  0A    y  el  sistema es  compatible determinado.  Si  0a  ,  como 
1 0

1 0
0 1

  , 

tenemos que    2rg A  . Por otro lado, 

1 0 1

0 1 0 0

0 1 0




 ( 3 2F F  ), por lo que    2rg A  y el sistema es 

compatible indeterminado. 

 Si  1a   , como 
1 1

1 0
0 1

  


, tenemos que    2rg A  . Por otro lado: 

 อ
1 െ1 1
1 1 െ2
0 െ1 െ1

อ ൌ െ1 െ 1 െ 2 െ 1 ് 0 , por lo que    3rg A  y el sistema es incompatible.   

b)  Para  0a  ,  como  las  dos  primeras  filas  son  independientes  (apartado  a),  el  sistema  queda 
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑦 െ 𝑧 ൌ 0ൠ. Si   z  , tenemos que 

𝑥 ൅ 𝛼 ൌ 1
𝑦 െ 𝛼 ൌ 0ൠ ⇒ 𝑥 ൌ 1 െ 𝛼, 𝑦 ൌ 𝛼, por lo que la solución es: 

ሺ1 െ 𝛼, 𝛼, 𝛼ሻ, con 𝛼 ∈ ℝ. 

Si 𝑎 ് 0, 𝑎 ് െ1, el sistema es compatible determinado. Si 𝑎 ൌ െ1, el sistema es incompatible. 

 Si 𝑎 ൌ 0, el sistema es compatible indeterminado, de solución: ሺ1 െ 𝛼, 𝛼, 𝛼ሻ, con 𝛼 ∈ ℝ. 
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Problema A.2:  

Dadas las funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 3 𝑥ଶ െ 1 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 6 𝑥, se pide: 

a)  Justificar,  usando  el  teorema  adecuado,  que  existe  algún  punto  en  el  intervalo   1,  10   en  el  que 

ambas funciones toman el mismo valor.  

b) Calcular la ecuación de la recta tangente a la curva 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ con pendiente mínima.  

c)  Calcular ׬
௙ሺ௫ሻ

௚ሺ௫ሻ
 

ଶ
ଵ 𝑑𝑥  

Solución 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/PqoWet9AiGY 

a) Si  consideramos  la  función  continua  (polinomio)  ℎሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଷ ൅ 3 𝑥ଶ െ 6 𝑥 െ 1, 
tenemos  que  ℎሺ1ሻ ൌ 1ଷ ൅ 3 1ଶ െ 6 െ 1 ൌ െ3 ൏ 0,  ℎሺ10ሻ ൌ 10ଷ ൅ 3 10ଶ െ 60 െ 1 ൐ 0,  por  lo 
que  por  el  teorema  de  Bolzano,  existe  un  𝑥଴ ∈ ሺ1, 10ሻ  tal  que  ℎሺ𝑥଴ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥଴ሻ െ 𝑔ሺ𝑥଴ሻ ൌ 0 ⇔
𝑓ሺ𝑥଴ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥଴ሻ y en 𝑥଴ las dos funciones toman el mismo valor. 

 

b) La pendiente de la recta tangente a 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ es 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 3 𝑥ଶ ൅ 6 𝑥, luego hay que hallar el mínimo 
de esta función. Se cumple que 𝑓ᇳሺ𝑥ሻ ൌ 6 𝑥 ൅ 6 ൌ 0 ⇔ 𝑥 ൌ െ1. Como la función es una parábola con 
las ramas hacia arriba, en este punto crítico tiene el mínimo absoluto. Entonces la mínima pendiente es 
𝑓ᇱሺെ1ሻ ൌ 3 ሺെ1ሻଶ ൅ 6 ሺെ1ሻ ൌ െ3 y la recta pedida es: 

𝑦 ൌ 𝑓ሺെ1ሻ െ 3 ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ ሺെ1ሻଷ ൅ 3 ሺെ1ሻଶ െ 1 െ 3 ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ 1 െ 3 𝑥 െ 3 ൌ െ2 െ 3 𝑥  

𝒚 ൌ െ𝟐 െ 𝟑 𝒙 

 

c) Se cumple que: 

 
 

   

3 2 22 2 2 2 2 22

1 1 1 1 1 1

2 23 2 3 3 2 2
2

1
1 1

3 1 1 1 1 1 1
         

6 6 2 6 6 2 6

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 7 3 1 41 1
   ln    ln 2 ln1  ln 2  ln 2

6 3 2 2 6 6 3 3 2 2 2 6 18 4 6 36 6

f x x x x x
dx dx dx x dx x dx dx

g x x x x

x x
x

  
        

 

       
                    

       

     

 

න
𝒇ሺ𝒙ሻ

𝒈ሺ𝒙ሻ
 

𝟐

𝟏
𝒅𝒙 ൌ

𝟒𝟏
𝟑𝟔

െ
𝟏
𝟔

 𝒍𝒏 𝟐 
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Problema A.3: 

Dadas las rectas 𝑟 ≡ ቄ 𝑥 െ 𝑦 ൌ 2
3𝑥 െ 𝑧 ൌ െ1

, 𝑠 ≡ ൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ െ4 െ 𝜆 
𝑧 ൌ 𝜆              

, se pide: 

𝑎ሻ Calcular la posición relativa de las rectas 𝑟 𝑦 𝑠. 

𝑏ሻ Hallar la ecuación del plano perpendicular a la recta 𝑟 y que pasa por el punto 𝑃ሺ2, െ1, 5ሻ. 

𝑐ሻ Encontrar la ecuación del plano 𝜋 paralelo a la recta 𝑟 que contiene a la recta 𝑠. 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/OQDV6pBP99Y 

a) r se puede expresar como 
2

,  2,  3 1
3 1

y x
r x y z

z x
  

  
        

, por lo que pasa por: 

 0,  2,  1rP    y tiene como vector director   1,  1,  3rv  . 

s pasa por   1,  4,  0sP     y tiene como vector director   2,  1,  1sv   . 

Entonces       1,  4,  0 0,  2,  1 1,  2,  1r sP P          , por lo que: 

1 2 1

1 1 3 1 12 1 2 3 2 11 0

2 1 1

  
         


 y r y s se cruzan. 

Las rectas se cruzan. 

 

b) Como es perpendicular a r, el plano es  3 x y z C   .  

Como pasa por (2, −1, 5), 2 1 3 5 16 C     , por lo que el plano pedido es  3 16x y z    

𝒙 ൅ 𝒚 ൅ 𝟑 𝒛 ൌ 𝟏𝟔 

 

c) Como el plano es paralelo a r, un vector director es   1,  1,  3rv  , y como contiene a s, el otro vector 

director es   2,  1,  1sv    y pasa por   1,  4,  0sP    , por lo que el plano pedido es: 

         ,  ,  z 1,  4,  0  1,  1,  3  2,  1,  1 1 2 ,  4 ,  3 x y                       

𝟒𝒙 ൅ 𝟓𝒚 െ 𝟑𝒛 ൅ 𝟐𝟒 ൌ 𝟎 
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Problema A.4: 

Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una diana. La 
probabilidad  de  alcanzar  el  blanco  en  el  primer  tiro  es  del  30  %.  En  los  lanzamientos  sucesivos  la 
puntería se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el tercero del 50 % y en el cuarto 
del 60 %. Se pide: 

𝑎ሻ Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto disparo. 

𝑏ሻ Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo. 

𝑐ሻ En una exhibición participan diez arqueros profesionales, que aciertan el 85 % de sus lanzamientos. 
Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/YBTkGMOWli8 

a) Se cumple que: 

𝑃ሺሼacierte antes del cuarto disparoሽሻ ൌ 
ൌ 𝑃ሺሼacierte en el primer disparoሽሻ ൅ 𝑃ሺሼacierte en el segundo disparoሽሻ ൅ 
൅𝑃ሺሼacierte en el tercer disparoሽሻ ൌ 𝑃ሺሼacierte en el primer disparoሽሻ ൅ 
൅𝑃ሺሼfalle el primer disparoሽ ∩ ሼacierte el segundo disparoሽሻ ൅ 
൅𝑃ሺሼfalle el primer disparoሽ ∩ ሼfalle el segundo disparoሽ ∩ ሼacierte el tercer disparoሽሻ ൌ 

ൌ ଷ

ଵ଴
൅ ଻

ଵ଴
 ଶ

ହ
൅ ଻

ଵ଴
 ଷ

ହ
 ଵ

ଶ
ൌ ଻ଽ

ଵ଴଴
ൌ 0.79. 

La probabilidad de que el globo haya explotado es 
𝟕𝟗

𝟏𝟎𝟎
ൌ 𝟎. 𝟕𝟗 

b) Se cumple que: 𝑃ሺሼno acierte en los cuatro disparosሽሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺሼfalle en el primer disparoሽ ∩ . . .∩ ሼfalle en el cuarto disparoሽሻ ൌ 
ൌ 𝑃ሺሼfalle en el primer disparoሽሻ𝑃ሺሼfalle en el segundo disparoሽ/ሼha fallado en el primer disparoሽሻ. . . 
𝑃ሺሼfalle en el cuarto disparoሽ/ሼha fallado en los tres primeros disparosሽሻ 

ൌ
7

10
6

10
5

10
4

10
ൌ

7
10

 
3
5

 
1
2

 
2
5

ൌ
21

250
ൌ 0.084 

La probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo es 
𝟐𝟏

𝟐𝟓𝟎
ൌ 𝟎. 𝟎𝟖𝟒 

c) Se cumple que: 𝑃ሺሼexploten 6 globosሽሻ ൌ 𝑃ሺሼ6 arqueros acierten y 4 fallenሽሻ ൌ 

ൌ ቀ10
6

ቁ  𝑃ሺሼel primero acierteሽ ∩ . ..  ∩ ሼel sexto acierteሽ ∩ ሼel séptimo falleሽ ∩ . ..  ∩ ሼel décimo falleሽሻ

ൌ
10 ൈ 9 ൈ 8 ൈ 7

4!
 ൬

17
20

൰
଺

 ൬
3

20
൰

ସ

ൌ
210 ൈ 81 ൈ 17଺

20ଵ଴ ൌ 0.0400957. 

(En la penúltima igualdad hemos utilizado que los sucesos son independientes) 

La probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo es 

𝟏𝟎 ൈ 𝟗 ൈ 𝟖 ൈ 𝟕
𝟒!

 ൬
𝟏𝟕
𝟐𝟎

൰
𝟔

 ൬
𝟑

𝟐𝟎
൰

𝟒

ൌ
𝟐𝟏𝟎 ൈ 𝟖𝟏 ൈ 𝟏𝟕𝟔

𝟐𝟎𝟏𝟎 ൌ 𝟎. 𝟎𝟒𝟎𝟎𝟗𝟓𝟕 
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RESPUESTAS OPCIÓN B 

Problema B.1: 

Según  informa  la  Asociación  Empresarial  de  Acuicultura  de  España,  durante  el  año  2016  se 
comercializaron en España doradas,  lubinas y  rodaballos por un  total de 275.8 millones de euros. En 
dicho  informe  figura  que  se  comercializaron  un  total  de  13 740  toneladas  de  doradas  y 
23 440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7 400 toneladas por un valor de 
63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos más caro que el kilo de lubina, 
se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo siguiente: https://youtu.be/QDXJKu6827E 

Si llamamos  x  al precio del kilo de la dorada, y al precio del kilo de la lubina (en euros), tenemos que 

𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 0.11
13740000𝑥 ൅ 23440000𝑦 ൅ 63600000 ൌ 275800000ൠ ⇔

𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 0.11
1374 𝑥 ൅ 2344 𝑦 ൅ 6360 ൌ 27580ൠ 

⇔
𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 0.11
687 𝑥 ൅ 1172 𝑦 ൅ 3180 ൌ 13790ൠ ⇔

𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 0.11
687 𝑥 ൅ 1172 𝑦 ൌ 10610ൠ ⇒ 

⇒ 687 ሺ𝑦 ൅ 0.11ሻ ൅ 1172 𝑦 ൌ 687 𝑦 ൅ 75.57 ൅ 1172 𝑦 ൌ 

ൌ 1859 𝑦 ൅ 75.57 ൌ 10610 ⇒ 𝑦 ൌ
10610 െ 75.57

1859
ൌ

10534.43
1859

ൎ 5.67 € 

Entonces 𝑥 ൌ 𝑦 ൅ 0.11 ൎ 5.67 ൅ 0.11 ൌ 5.78 € 

Por otro lado, como se vendieron 7 400 toneladas de rodaballo por un valor de 63.6 millones de euros, 
el precio por kilo de rodaballo es 

63600000
7400000

ൌ
636
74

ൌ
318
37

ൎ 8.59 € 

El precio de venta del kilo de dorada fue de 5.78 euros, el de kilo de la lubina de 
5.67 euros y el kilo de rodaballo fue de 8.59 euros. 
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Problema B.2: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜
ሺ𝑥 െ 1ሻଶ  𝑠𝑖  𝑥 ൑ 1
ሺ𝑥 െ 1ሻଷ  𝑠𝑖  𝑥 ൐ 1

: 

𝑎ሻ Estudie su continuidad en ሾെ4, 4ሿ. 
𝑏ሻ Analice su derivabilidad y crecimiento en ሾെ4, 4ሿ. 
𝑐ሻ Determine si la función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ está definida, es continua y es derivable en 𝑥 ൌ 1. 
Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/ID6rZo5mr5Q 

a) La función 𝑓ሺ𝑥ሻ está definida a trozos por dos funciones polinómicas, continuas y derivables en toda 
la recta real. El único problema está en  1x  , punto de cambio de rama. Se cumple que: 

           2 2 3 3

1 1 1 1
lim lim 1 1 1 0 lim lim 1 1 1
x x x x

f x x f x x
      

          , por lo que     
1

lim 0 1
x

f x f


   y 

 f x  es continua en 1. Por tanto: 

𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en ሾെ4, 4ሿ 

b)  El  único  problema  vuelve  a  estar  en  1x  ,  punto  de  cambio  de  rama.  Si  𝑥 ൏ 1,  tenemos  que 

   2 1f x x   , por  lo que, al ser   f x  continua en   4,  4 ,  tenemos que     1 2 1 1 0f    . Si 

1x  ,  tenemos  que     2
3 1f x x   ,  por  lo  que,  al  ser   f x   continua  en   4,  4 ,  tenemos  que 

   2
1 3 1 1 0f    ,  por  lo  que       1 1 1 0f f f        y   f x   es  derivable  en  1,  siendo  además 

0 1x   punto crítico de   f x . Por tanto,   f x  es derivable en   4,  4 .   

Si  1x  , tenemos que     2 1 0f x x     y   f x  es estrictamente decreciente, si  1x  , tenemos que 

   2
3 1 0f x x     y   f x  es estrictamente creciente. En  1x   hay un mínimo relativo. 

𝑓ሺ𝑥ሻ es derivable en ሾെ4, 4ሿ, estrictamente decreciente para 𝑥 < 1 y estrictamente 
creciente para 𝑥 > 1.  

c) Se cumple que     1 1 0g f    (apartado b), por lo que  g  está definida en 1. Entonces: 

   
 
 2

2 1  si 1

3 1  si 1

x x
g x f x

x x

   
 

. 

De nuevo es una  función definida a  trozos por dos  funciones polinómicas.  El  único problema para  la 
continuidad está en  1x  , punto de cambio de rama. Se cumple que: 

           2 2

1 1 1 1
lim lim 2 1 2 1 1 0 lim lim 3 1 3 1 1
x x x x

g x x g x x
      

          , por lo que: 

   
1

lim 0 1
x

g x g


   y   g x  es continua en 1. 

Si  1x  , tenemos que    2g x  , por lo que, al ser   g x  continua en 1, tenemos que   1 2g  .  

Si  1x  , tenemos que     6 1g x x   , por lo que, al ser   g x  continua en 1, tenemos que: 

   1 6 1 1 0g    , por lo que     2 1 1 0g g      y   g x  no es derivable en 1.  

La función 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑓′ሺ𝑥ሻ está definida y es continua, pero no es derivable en 1. 
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Problema B.3: 

Dados los puntos 𝑃ሺെ3, 1, 2ሻ 𝑦 𝑄ሺെ1, 0, 1ሻ y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 ൅ 2𝑦 െ 3𝑧 ൌ 4, se pide: 

𝑎ሻ Hallar la proyección de Q sobre 𝜋. 

𝑏ሻ Escribir la ecuación del plano paralelo a 𝜋 que pasa por el punto P. 

𝑐ሻ Escribir la ecuación del plano 𝛽 perpendicular a 𝜋 que contiene a los puntos P y Q. 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/GyyXBReLhSI 

a) La recta perpendicular a   que pasa por Q  tiene como vector director el vector característico de  : 

 1,  2,  3 , luego es          ,  ,  1,  0,  1  1,  2,  3 1 ,  2 ,  1 3 x y z            .  

La proyección de Q sobre 𝝅 es la intersección de esta recta con  :  

    8 4
2 3 1 2 2 3 1 3 14 4 4

14 7
x y z                   , luego la proyección pedida es: 

4 8 4 3 8 5
1 ,  ,  1 3 ,  ,  

7 7 7 7 7 7
           
   

 

 

b) Al ser paralelo a  , será  2 3 x y z C   . Para que pase por P: 3 2 3 2 7 C       .  

Entonces el plano pedido es  2 3 7x y z     

 

c)  El  plano  será     A x B y C z D   .  Como  es  perpendicular  a  𝜋,  los  vectores  característicos  son 
perpendiculares y     ,  ,  1,  2,  3 2 3 0A B C A B C     . Como contiene a P y Q: 

  3  2 3 2 A B C A B C D        ,    1A C A C D      , por lo que tenemos el sistema: 

2 3 0

3 2 

A B C

A B C D

A C D

   
    
   

. Despejando en la última ecuación: 

 
 

2 3 2 2 3 0 2 2 3 

3 2 2 

3 
0,  ,  

2

A B A D A B D A B D
C A D

A B DA B A D A B D D

D
A B D D B A C A D A

                             

           

 

Entonces el plano pedido es     0 0A x A y A z x y z        
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Problema B.4: 

Se consideran dos sucesos A y B tales que 𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ 0.5; 𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ 0.25; 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 0.125. Responder de 
manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos: 

𝑎ሻ Con C otro suceso, incompatible con A y con B. ¿Son compatibles los sucesos C y 𝐴 ∪ 𝐵? 

𝑏ሻ ¿Son A y B independientes? 

𝑐ሻ Calcular la probabilidad 𝑃൫𝐴 ∩ 𝐵൯. 

𝑑ሻ Calcular 𝑃൫𝐵/𝐴൯. 

Solución:   

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/GyLjgzoJnmw 

a) Se cumple que: 

              0 0 0 0P A B C P A C B C P A C P B C P A B C                  (ya que 

C es incompatible con A y con B, luego     0P A C P B C     y: 

  0A B C A C P A B C        ), por lo que C y 𝐴 ∪ 𝐵 son incompatibles. 

Los sucesos C y 𝑨 ∪ 𝑩 son incompatibles 

 

b) Se cumple que       0.125  0.5 0.25P A B P A P B     , luego los sucesos son independientes. 

Los sucesos A y B son independientes  

 

c) Se cumple que: 

               1 1 1 0.5 0.25 0.125 0.375
c

P A B P A B P A B P A P B P A B               

 

𝑃ሺ𝐴ሜ ∩ 𝐵ሜ ሻ ൌ 0.375 

 

d) Se cumple que: 

   
 

    0.5 0.125 0.375 375 75
/ 0.75

0.5 0.5 0.5 500 100

P B A P A P A B
P B A

P A

   
        

𝑃ሺ𝐵ሜ /𝐴ሻ ൌ 0.75 
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RESPUESTAS OPCIÓN A 

Problema A.1: 

Sea  A  una matriz  de  tamaño  3 ൈ 4  tal  que  sus  dos  primeras  filas  son  ሺ1, 1, 1, 1ሻ  y  ሺ1, 2, 3, 4ሻ,  y  sin 
ningún cero en  la  tercera  fila. En cada uno de  los apartados siguientes,  se pide poner un ejemplo de 
matriz A que verifique la condición, justificándolo apropiadamente: 
𝑎ሻ La tercera fila de A es combinación lineal de las dos primeras. 
𝑏ሻ Las tres filas de A son linealmente independientes. 
𝑐ሻ A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado. 
𝑑ሻ A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado. 
𝑒ሻ A es la matriz ampliada de un sistema incompatible. 

Solución: Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo:  https://youtu.be/OkSjXFjUihU 

a) Podemos tomar A de manera que la tercera fila sea la suma de las dos primeras: 

1 1 1 1

1 2 3 4

2 3 4 5

A

 
   
 
 

  

b) Variamos  ligeramente  la matriz A del apartado anterior cambiando el 4 de  la tercera fila por un 5: 

1 1 1 1

1 2 3 4

2 3 5 5

A

 
   
 
 

. Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que las 3 filas son l. i.: 

1 1 1

1 2 3 10 6 3 4 9 5 19 18 1 0

2 3 5

           

c)  La  matriz  del  apartado  anterior  corresponde  a  un  sistema  cuya  matriz  de  coeficientes  tiene 
determinante no nulo, luego es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado. 

d) La matriz del apartado a) tiene la tercera fila combinación lineal de las 2 primeras, luego    2rg A   

Tenemos que 
1 1

2 1 1 0
1 2

    , por  lo que      2rg A  . Como el menor está dentro de  la matriz de 

coeficientes  del  sistema  asociado  a  A  el  rango  de  dicha  matriz  de  coeficientes  es  2,  menor  que  el 
número  de  incógnitas  (3),  luego  la  matriz  del  apartado  a)  corresponde  a  un  sistema  compatible 
indeterminado. 

e)  Variamos  ligeramente  la  matriz  A  del  apartado  a)  cambiando  el  5  por  un  6: 

1 1 1 1

1 2 3 4

2 3 4 6

A

 
   
 
 

. 

Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que    3rg A  : 

1 1 1

1 2 3 12 6 3 4 9 6 15 13 2 0

2 3 6

          . La matriz de coeficientes del sistema asociado a A es la 

misma del apartado anterior, luego tiene rango 2, y entonces el sistema asociado a A es incompatible.
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Problema A.2: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

௫ିଵ

௫మିଵ
  𝑠𝑖  𝑥 ൏ 1, 𝑥 ് െ1

௫మାଵ

ସ௫
  𝑠𝑖  𝑥 ൒ 1                

, se pide: 

𝑎ሻ Calcular 𝑓ሺ0ሻ 𝑦 ሺ𝑓 ∘ 𝑓ሻሺ0ሻ. 

𝑏ሻ Estudiar  la continuidad y derivabilidad de 𝑓ሺ𝑥ሻ en 𝑥 ൌ 1 y determinar si en dicho punto existe un 
extremo relativo. 

𝑐ሻ Estudiar sus asíntotas. 

Solución: 

 Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo:  https://youtu.be/eEPwmBTpgwY 

a) Se cumple que    2

0 1
0 1

0 1
f


 


, por lo que          

21 1 1
0 0 1

4 2
f f f f f


     

b) Tenemos que: 

       
2 2

21 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
lim lim lim lim lim lim

1 1  1 1 2 4 4 2x x x x x x

x x x
f x f x

x x x x x          

   
       

   
, por lo que 

   
2

1

1 1 1 1
lim 1

2 4 2x
f x f




     y   f x  es continua en 1. 

     
       

 
     

2 22

2 2
1 1 1 1

2

2
1 1

1 1
1 2 2 1 2 11 21 lim lim lim lim

1 1 2 1  1 2 1  1

1 1 1
lim lim

2 1 42 1  1

x x x x

x x

x
f x f x x x xxf

x x x x x x

x

xx x

   

 


   

 

            
     

  
  

 

 

     
 

 
 

2

22

1 1 1 1

1

1 1
1 11 24 21 lim lim lim lim

1 1 4  1 4  1

1 1 1
lim 0

4 4

x x x x

x

x
f x f xx xxf

x x x x x x

x

x

   




   




       

   

 
 

 

Como     1
1 1 0

4
f f      ,   f x  no es derivable en 1. 

Si  1x    ,     
   

 
 

22 2

2 2 22 2 2

1 1  2 12 1
0

1 1 1

x x x xx x
f x

x x x

          
  

,  luego   f x   es  estrictamente 

decreciente. 

Si  1x    ,         2 2

2 2 2

2  4 1  4 1  14 4
0

16 16 4 

x x x x xx
f x

x x x

        ,  luego   f x   es  estrictamente 

creciente.  
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Como además   f x  es continua en 1,   f x  tiene un mínimo relativo en 1 

c) Tenemos que: 

  2 2

1 1 1
lim lim lim lim 0

1x x x x

x x
f x

x x x   


    

 
, luego  0y   es una asíntota horizontal de   f x  en 

  y   f x  no tiene asíntota oblicua en   

 
2 21

lim lim lim lim
4 x x x x

x x
f x x

x x   


     , luego   f x  no tiene asíntota horizontal en   

 
2

2 2

2 2

1
1 14 lim lim lim lim

4 4 4x x x x

x
f x x xxm

x x x x   




     , 

 
2 2 21 1 1 1 1 1 1

lim  lim   lim  lim 0
4 4 4 4 4x x x x

x x x
n f x x x

x x x   

            
   

,  luego 
1

 
4

y x   es  una 

asíntota oblicua de   f x  en   

Tenemos que: 

     21 1 1 1

1 1 1 1
lim lim lim lim

1 1  1 1 0x x x x

x x
f x

x x x x      

 
     

    
, por  lo que  1x    es una asíntota 

vertical de   f x  

Asíntotas: 
1

 
4

y x  es una asíntota oblicua.  1x    es una asíntota vertical. 
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Problema A.3: 

Dado el punto 𝑃ሺ3, 3, 0ሻ y la recta 𝑟 ≡ ௫ିଶ

ିଵ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଵ

଴
, se pide:  

𝑎ሻ Escribir la ecuación del plano que contiene al punto 𝑃 y a la recta 𝑟. 

𝑏ሻ Calcular el punto simétrico de 𝑃 con respecto a 𝑟. 

𝑐ሻ Hallar dos puntos A y B de 𝑟 tales que el triángulo ABP sea rectángulo, tenga área  ଷ

√ଶ
 y el ángulo recto 

en A. 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo:  https://youtu.be//tfld94oli44 

a) Como contiene a 𝒓, contiene al punto de 𝒓:   2,  0,  1Q    (lo que acompaña a  ,  ,  x y z ) y a su vector 

director:   1 1,  1,  0v   , siendo su otro vector director  

     2 2,  0,  1 3,  3,  0 1,  3,  1v PQ         Por tanto, la ecuación del plano es: 

         1 2,  ,    3,  3,  0  1,  1,  0  1,  3,  1 3 ,  3 3 ,  x y z P v v                        

ሺ𝒙, 𝒚, 𝒛ሻ ൌ ሺ𝟑, 𝟑, 𝟎ሻ ൅ 𝝀 ሺെ𝟏, 𝟏, 𝟎ሻ ൅ 𝝁 ሺെ𝟏, െ𝟑, െ𝟏ሻ 

b) Un plano perpendicular a r que pasa por 𝑷 tendrá como vector característico   1 1,  1,  0v    (vector 

director de  r),  luego  será  x y C     y para que pase por  P  ha de  ser  0x y y x     ,  luego  su 

intersección con r cumplirá que  2 1y x x x y      ,  1 0 1z z     , por lo que será   1,  1,  1   

Entonces el simétrico   ,  ,  x y z  de 𝑷 con respecto a 𝒓 ha de cumplir que: 

𝟏
𝟐

 ൫ሺ𝒙, 𝒚, 𝒛ሻ ൅ ሺ𝟑, 𝟑, 𝟎ሻ൯ ൌ ൬
𝒙 ൅ 𝟑

𝟐
,
𝒚 ൅ 𝟑

𝟐
,
𝒛
𝟐

൰ ൌ ሺ𝟏, 𝟏, െ𝟏ሻ ⇒
𝒙 ൅ 𝟑

𝟐
ൌ 𝟏,

𝒚 ൅ 𝟑
𝟐

ൌ 𝟏,
𝒛
𝟐

ൌ െ𝟏 ⇒ 𝒙 ൌ 𝒚 ൌ െ𝟏, 𝒛 ൌ െ𝟐 

Por tanto, el punto simétrico es: ሺെ𝟏, െ𝟏, െ𝟐ሻ 

c) Si tomamos como A  la proyección ortogonal de P sobre r hallada en el apartado anterior, sabemos 

que AP es perpendicular a r, por lo que el triángulo ABP será rectángulo y con ángulo recto en A para 

cualquier punto B de r. 

Elegimos entonces un punto genérico de r:       2,  0,  1 1,  1,  0 2 ,  ,  1B          , por lo que: 

     3,  3,  0 1,  1,  1 2,  2,  1AP     ,       2 ,  ,  1 1,  1,  1 1 ,  1,  0AB             y: 

á𝑟𝑒𝑎 ൌ
1
2

 ‖𝐴𝐵‖ ‖𝐴𝑃‖ ൌ
1
2

 ඥ2ଶ ൅ 2ଶ ൅ 1 ඥሺ1 െ 𝜆ሻଶ ൅ ሺ𝜆 െ 1ሻଶ ൌ
3 √2

2
 |𝜆 െ 1| ൌ

3

√2
⇔ |𝜆 െ 1| ൌ 1 

⇔ 𝜆 െ 1 ൌ േ1 ⇔ 𝜆 ൌ 2, 𝑜 𝜆 ൌ 0 

𝐴 ൌ ሺ𝟏, 𝟏, െ𝟏ሻ. Esto proporciona dos valores para 𝐵:  

𝐵 ൌ ሺ2 െ 2, 2, െ1ሻ ൌ ሺ𝟎, 𝟐, െ𝟏ሻ, 𝐵 ൌ ሺ2 െ 0, 0, െ1ሻ ൌ ሺ𝟐, 𝟎, െ𝟏ሻ. 
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Problema A.4: 

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas 
blancas y 3 negras y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen de ellas dos 
bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide: 

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraída sea roja 

b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraída sea roja y la segunda sea negra 

c) Sabiendo que la primera bola es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea negra 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://www.youtube.com/watch?v=UNaAmHB5BJc 

a) 𝑃ሺሼextraer roja en la primeraሽሻ ൌ 𝑃ሺሼelegir urna Aሽ ∩ ሼextraer rojaሽሻ ൅ 𝑃ሺሼelegir urna Bሽ ∩ ሼextraer rojaሽሻ ൌ 

ൌ 𝑃ሺሼelegir urna Aሽሻ𝑃ሺሼextraer rojaሽ/ሼelegir urna Aሽሻ ൅ 𝑃ሺሼelegir urna Bሽሻ𝑃ሺሼextraer rojaሽ/ሼelegir urna Bሽሻ 

ൌ
1
3

 
4
6

൅
1
3

 
3
6

ൌ
2
9

൅
1
6

ൌ
7

18
 

La probabilidad de que la primera bola extraída sea roja es 
𝟕

𝟏𝟖
 

 

b) 𝑃ሺሼextraer roja en la primeraሽ ∩ ሼextraer negra en la segundaሽሻ ൌ 
ൌ 𝑃ሺሼextraer roja en la primeraሽ ∩ ሼextraer negra en la segundaሽ ∩ ሼelegir urna Aሽሻ ൅ 
𝑃ሺሼextraer roja en la primeraሽ ∩ ሼextraer negra en la segundaሽ ∩ ሼelegir urna Bሽሻ ൌ 
ൌ 𝑃ሺሼextraer roja en la primeraሽ ∩ ሼextraer negra en la segundaሽ/ሼelegir urna Aሽሻ𝑃ሺሼelegir urna Aሽሻ ൅ 
𝑃ሺሼextraer roja en la primeraሽ ∩ ሼextraer negra en la segundaሽ/ሼelegir urna Bሽሻ𝑃ሺሼelegir urna Bሽሻ ൌ 

ൌ
4
6

 
2
5

 
1
3

൅
3
6

 
3
5

 
1
3

ൌ
4

45
൅

1
10

ൌ
17
90

 

(ya que en la urna A quedarían 5 bolas de las que 2 son negras y en la urna B quedarían 5 bolas de las 

que 3 son negras) 

La probabilidad de que la primera bola extraída sea roja y la segunda sea negra es 
𝟏𝟕

𝟗𝟎
 

 

c) Utilizando la información de los apartados anteriores, tenemos que: 

 𝑃ሺሼextraer negra en la segundaሽ/ሼextraer roja en la primeraሽሻ ൌ 

ൌ ௉ሺሼextraer roja en la primeraሽ∩ሼextraer negra en la segundaሽሻ

௉ሺሼextraer roja en la primeraሽሻ
ൌ

భళ
వబ
ళ

భఴ

ൌ ଵ଻

ଷହ
  

Sabiendo que la primera bola es roja, la probabilidad de que la segunda sea negra es 
𝟏𝟕

𝟑𝟓
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RESPUESTAS OPCIÓN B 
Problema B.1: 

Sean las matrices 𝐴 ൌ ൭
0 െ1 2
2 1 െ1
1 0 1

൱ , 𝐼 ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ , 𝐵 ൌ ൭
2 െ1
1 0
0 1

൱, se pide: 

𝑎ሻ Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A. 
𝑏ሻ Calcular la matriz 𝐶 ൌ 𝐴ଶ െ 2𝐼. 
𝑐ሻ Calcular el determinante de la matriz 𝐷 ൌ 𝐴𝐵𝐵௧ (donde 𝐵௧ denota la matriz traspuesta de B). 

Solución: 

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo: https://youtu.be/uByp3Ut7b0s 

a) Ya que 

0 1 2

2 1 1 1 2 2 1 0

1 0 1

A


       , entonces A tiene inversa. Tenemos que: 

11

1 1
1

0 1
A


  ,   12

2 1
2 1 3

1 1
A


       ,  13

2 1
1

1 0
A    ,  21

1 2
1

0 1
A


   ,  22

0 2
2

1 1
A    , 

23

0 1
1

1 0
A


    , 𝑨𝟑𝟏 ൌ ቚെ𝟏 𝟐

𝟏 െ𝟏
ቚ ൌ 𝟏 െ 𝟐 ൌ െ𝟏,  32

0 2
4

2 1
A   


,  33

0 1
2

2 1
A


  , por lo que: 

 
1 3 1

1 2 1

1 4 2

adj A

  
    
    y 

 1

1 1 1 1 1 1
1 1

  3 2 4 3 2 4
1

1 1 2 1 1 2

t
A adj A

A


    
             
           

𝑨ି𝟏 ൌ ൭
𝟏 𝟏 െ𝟏

െ𝟑 െ𝟐 𝟒
െ𝟏 െ𝟏 𝟐

൱ 

b) Se cumple que 

2

2

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 3

2 1 1 2 1 1  2 1 1 1 1 2

1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 3

A

          
                    
              

, por lo que: 

2

0 1 3 2 0 0 2 1 3

2 1 1 2 0 2 0 1 3 2

1 1 3 0 0 2 1 1 1

C A I

       
                
           

 

𝑪 ൌ ൭
െ𝟐 െ𝟏 𝟑
𝟏 െ𝟑 𝟐
𝟏 െ𝟏 𝟏

൱ 

 

c) Se cumple que |𝑫| ൌ |𝑨 𝑩 𝑩𝒕| ൌ |𝑨| |𝑩 𝑩𝒕| ൌ |𝑩 𝑩𝒕|, ya que  1A   (apartado a). Tenemos que: 

𝑩 𝑩𝒕 ൌ ൭
𝟐 െ𝟏
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏

൱ ቀ 𝟐 𝟏 𝟎
െ𝟏 𝟎 𝟏

ቁ ൌ ൭
𝟓 𝟐 െ𝟏
𝟐 𝟏 𝟎

െ𝟏 𝟎 𝟏
൱, por lo que 

5 2 1

 2 1 0 5 1 4 0

1 0 1

tB B


    


   

|𝑫| ൌ 𝟎 
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Problema B.2: 

La  potencia  generada  por  una  pila  viene  dada  por  la  expresión  𝑃ሺ𝑡ሻ ൌ 25𝑡𝑒ି೟మ

ర ,  donde  𝑡 ൐ 0  es  el 
tiempo de funcionamiento. 

𝑎ሻ  Calcular  hacia  qué  valor  tiende  la  potencia  generada  por  la  pila  si  se  deja  en  funcionamiento 
indefinidamente. 

𝑏ሻ Determinar la potencia máxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza. 

𝑐ሻ La energía total generada por la pila hasta el instante t, 𝐸ሺ𝑡ሻ se relaciona con la potencia mediante 
𝐸ᇱሺ𝑡ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑡ሻ,  con  𝐸ሺ0ሻ ൌ 0.  Calcular  la  energía  producida  por  la  pila  entre  el  instante  𝑡 ൌ 0  y  el 
instante 𝑡 ൌ 2. 

Solución: Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo https://youtu.be/Pb2F9NAuVKI 

a) Hay que hallar   
2

2 2
4

4 4

1 1
lim lim 25  25 lim  25 lim  25 0

2 
4

t

t tt t t t

t
P t t e

t
e e



   
    


,  luego  la potencia 

tiende a 0 (en la tercera igualdad hemos aplicado L’Hôpital puesto que es una indeterminación  


) 

La potencia generada tiende a cero 

b) Se cumple que: 

   
2 2 2 22

2 2 24 4 4 4
2 25

25 25   25  1   2 0 2 0 2 2
4 2 2

t t t tt t
P t e t e e e t t t t

                      
   

(Ya que   0t  ), con     
2

2 2 24
25

  2 0 2 0 2 0 2
2

t

P t e t t t t


            , por  lo que   P t  es 

estrictamente  creciente  si  0 2t  ,   P t   es  estrictamente  decreciente  si  2t    y   P t   tiene  el 

máximo absoluto en  2t  , siendo dicha potencia máxima: 

 
 22 1

4 2
2

2 25 2  25 2  25 P e e
e

 
    

Para 𝒕 ൌ √𝟐 se alcanza la potencia máxima, que es de 𝑷൫√𝟐൯ ൌ 𝟐𝟓 ට𝟐

𝒆
 = 21.444 

c) Como 𝑬ᇱሺ𝒕ሻ ൌ 𝑷ሺ𝒕ሻ, con 𝑬ሺ𝟎ሻ ൌ 𝟎, se cumple que     
0

 
t

E t P t dt  , por lo que hay que hallar: 

𝑬ሺ𝟐ሻ ൌ න 𝑷ሺ𝒕ሻ 𝒅𝒕
𝟐

𝟎
ൌ න 𝟐𝟓 𝒕 𝒆ି𝒕𝟐

𝟒  𝒅𝒕
𝟐

𝟎
ൌ 𝟐𝟓 න 𝒕 𝒆ି𝒕𝟐

𝟒  𝒅𝒕
𝟐

𝟎
ൌ െ𝟓𝟎 න െ

𝒕
𝟐

 𝒆ି𝒕𝟐

𝟒  𝒅𝒕
𝟐

𝟎
ൌ െ𝟓𝟎 ቈ𝒆ି𝒕𝟐

𝟒 ቉
𝟎

𝟐

ൌ െ𝟓𝟎 ቈ𝒆ି𝟐𝟐

𝟒 െ 𝒆ି𝟎𝟐

𝟒 ቉ ൌ  𝟓𝟎 ൬𝟏 െ
𝟏
𝒆

൰ ൌ 𝟓𝟎 
𝒆 െ 𝟏

𝒆
 ൌ 𝟑𝟏. 𝟔𝟎𝟔 

La energía producida por la pila es 𝟓𝟎 
𝒆ି𝟏

𝒆
 ൌ 𝟑𝟏. 𝟔𝟎𝟔 



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Javier Rodrigo Hitos 

Comunidad Autónoma de MADRID    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)349 

Problema B.3: 

Del paralelogramo 𝐴𝐵𝐶𝐷, se conocen los vértices 𝐴ሺ1, 0, െ1ሻ, 𝐵ሺ2, 1, 0ሻ y 𝐶ሺ4, 3, െ2ሻ, se pide: 
𝑎ሻ Calcular una ecuación de la recta 𝑟 que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular 
a los segmentos AC y BC 
𝑏ሻ Hallar las coordenadas del vértice D y el área del paralelogramo resultante. 

𝑐ሻ Calcular el coseno del ángulo que forman los vectores 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  𝑦 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ . 

Solución: Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo https://youtu.be/ahwHNlcQUBw 

a) El punto medio del segmento AC es: 

        1 1 1 5 3 3
  1,  0,  1 4,  3,  2  5,  3,  3 ,  ,  

2 2 2 2 2 2
A C           

 
.  

Como es perpendicular al vector       4,  3,  2 1,  0,  1 3,  3,  1AC C A         y a: 

     4,  3,  2 2,  1,  0 2,  2,  2BC C B       , su vector director   ,  ,  a b c  cumple: 

   
   

   
   

,  ,  3,  3,  1 3 3 0 ,  ,  3,  3,  1 3 3 0

,  ,  2,  2,  2 2 2 2 0 ,  ,  2,  2,  2 0

a b c a b c a b c a b c

a b c a b c a b c a b c

            
           

 

 
.  

Dando el valor  1a  , tenemos  
3 3 0 3 3

2 2 1
1 0 1

b c b c
b b

b c b c

      
             

, por lo que: 

1 1 1 0c b       y un vector director es   1,  1,  0 , siendo la recta pedida: 

Recta 𝒓: ሺ𝒙, 𝒚, 𝒛ሻ ൌ ቀ
𝟓

𝟐
,

𝟑

𝟐
, െ

𝟑

𝟐
ቁ ൅ 𝝀 ሺ𝟏, െ𝟏, 0ሻ 

b) El vector que une B, C es       4,  3,  2 2,  1,  0 2,  2,  2C B      .  

Al ser paralelogramo, es el mismo que une A y D, luego: 

       1,  0,  1 2,  2,  2 3,  2,  3D A C B          

El vector que une B, A es       1,  0,  1 2,  1,  0 1,  1,  1A B        , por lo que: 

Á𝒓𝒆𝒂 ൌ ‖ሺ𝑪 െ 𝑩ሻ ൈ ሺ𝑨 െ 𝑩ሻ‖ ൌ ‖ሺ𝟐, 𝟐, െ𝟐ሻ ൈ ሺെ𝟏, െ𝟏, െ𝟏ሻ‖ ൌ ะอ
ଙ̄ ଚ̄ 𝒌ሜ
𝟐 𝟐 െ𝟐

െ𝟏 െ𝟏 െ𝟏
อะ ൌ ‖െ𝟒 𝒊 ൅ 𝟒 𝒋‖

ൌ √𝟏𝟔 ൅ 𝟏𝟔 ൌ 𝟒 √𝟐 

𝑫 ൌ ሺ𝟑, 𝟐, െ𝟑ሻ; Á𝒓𝒆𝒂 ൌ 𝟒 √𝟐 

c) Se cumple que 
   
    2 2 2

1,  1,  1 3,  3,  1 3 3 1 5
cos

 1,  1,  1  3,  3,  1 3 193 3 3 1

AB AC

AB AC


  
   

 


 

𝒄𝒐𝒔 𝜶 ൌ 𝟓

√𝟑 √𝟏𝟗
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Problema B.4: 

En  un  experimento  aleatorio  hay  dos  sucesos  independientes  X,  Y.  Sabemos  que 𝑃ሺ𝑋ሻ ൌ 0,4  y  que 
𝑃൫𝑋 ∩ 𝑌൯ ൌ 0,08 (donde 𝑌 es el suceso complementario de Y). Se pide: 

𝑎ሻ Calcular 𝑃ሺ𝑌ሻ. 

𝑏ሻ Calcular 𝑃ሺ𝑋 ∪ 𝑌ሻ. 

𝑐ሻ  Si  X  es  un  resultado  no  deseado,  de  manera  que  consideramos  que  el  experimento  es  un  éxito 
cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la probabilidad de haber tenido 
éxito al menos 2 veces. 

Solución:  

Para ver el vídeo, haga clic en el vínculo https://youtu.be/KY16wgel438 

a) B(n, p) = B(8, 0.6) 

Se cumple que: 

         0.4 0.08 0.4 0.08 0.32P X P X Y P X Y P X Y P X Y             .  

Como X, Y son independientes,            0.32 4
0.32  0.4 0.8

0.4 5
P X Y P X P Y P Y P Y         

𝑷ሺ𝒀ሻ ൌ  𝟒

𝟓
ൌ 𝟎. 𝟖  

b) Se cumple que: 

        0.4 0.8 0.32 0.88P X Y P X P Y P X Y         . 

𝑷ሺ𝑿 ∪ 𝒀ሻ ൌ 𝟎. 𝟖𝟖  

c) Como      éxito 0.6P P X  ,      fracaso 0.4P P X  , será: 

         
         

   8 7

1 tener éxito 0 veces ó 1 vez 1 tener éxito 0 veces tener éxito 1 vez

1 tener éxito 0 veces tener éxito sólo en la repetición 1 ... tener éxito sólo en la 8

1 0.4 8 0.4  0.6

P P P

P P P

    

     

  
 

La probabilidad de haber obtenido éxito dos veces es: 0.9915 
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  1 1  െ1 െ1

  1    1  2   1

  1 2  1  0

 ‐1    െ1  െ1  

  1 1 0

CONVOCATORIA ORDINARIA 

Problema.1: 

1º) Considere el sistema de ecuaciones lineales ቐ
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4             
𝑥 ൅ 𝑎ଶ𝑦 െ 𝑧 ൌ 3 െ 𝑎
𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 1          

 en función del parámetro 𝑎. 

𝑎ሻ Determine para qué valores de 𝑎, el sistema tiene solución única. Si es posible, calcule dicha solución 
para 𝑎 ൌ 0. 

𝑏ሻ Determine para qué valor de 𝑎 el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso. 

𝑐ሻ Determine para qué valor de 𝑎 el sistema no tiene solución. 

Solución:  

  Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 𝑀 ൌ ൭
1 1 െ1
1 𝑎ଶ െ1
1 െ1 𝑎

൱ y 𝑀′ ൌ ൭
1 1 െ1
1 𝑎ଶ െ1
1 െ1 𝑎

    
4

3 െ 𝑎
1

൱. 

El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 𝑎 es el siguiente: 

 

|𝑀| ൌ อ
1 1 െ1
1 𝑎ଶ െ1
1 െ1 𝑎

อ ൌ 𝑎ଷ ൅ 1 െ 1 ൅ 𝑎ଶ െ 1 െ 𝑎 ൌ  

=𝑎ଷ ൅ 𝑎ଶ െ 𝑎 െ 1 ൌ 0. 

  Resolviendo por la regla de Ruffini, las raíces son: 𝑥ଵ ൌ 1, 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଷ ൌ െ1. 

𝑎ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ 𝑎 ് 1
𝑎 ് െ1

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ൌ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐷. 

Si 𝒂 ് 𝟏 y 𝒂 ് െ𝟏 el sistema es compatible determinado. 

 

  Para 𝑎 ൌ 0 el sistema resulta ൝
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑧 ൌ 3         
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1        

, que es compatible determinado. Resolviendo por 

Cramer: 

  𝑥 ൌ
อ
ସ ଵ ିଵ
ଷ ଴ ିଵ
ଵ ିଵ ଴

อ

อ
ଵ ଵ ିଵ
ଵ ଴ ିଵ
ଵ ିଵ ଴

อ

ൌ ଷିଵିସ

ଵିଵିଵ
ൌ ିଶ

ିଵ
ൌ 2.  𝑦 ൌ

อ
ଵ ସ ିଵ
ଵ ଷ ିଵ
ଵ ଵ ଴

อ

ିଵ
ൌ ିଵିସାଷାଵ

ିଵ
ൌ ିଵ

ିଵ
ൌ 1. 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଵ ସ
ଵ ଴ ଷ
ଵ ିଵ ଵ

อ

ିଵ
ൌ ିସାଷାଷିଵ

ିଵ
ൌ ାଵ

ିଵ
ൌ െ1. 

𝑆𝑖 𝒂 ൌ 𝟎: 𝒙 ൌ 𝟐, 𝒚 ൌ 𝟏, 𝒛 ൌ െ𝟏 
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𝑏ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 െ1
1 1 െ1
1 െ1 െ1

    
4
4
1

൱ ⇒ ሼ𝐹ଵ ൌ 𝐹ଶሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2.  

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼. 

  Para 𝑎 ൌ െ1 el sistema resulta ൝
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1

, que es compatible indeterminado y equivalente 

al sistema 
𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 4
𝑥 െ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 1ൠ. 

  Para resolverlo se hace 𝑧 ൌ 𝜆:  
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 4 ൅ 𝜆
𝑥 െ 𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆ൠ ⇒ 2𝑥 ൌ 5 ൅ 2𝜆;   𝑥 ൌ ହ

ଶ
൅ 𝜆. 

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 4 ൅ 𝜆; ହ

ଶ
൅ 𝜆 ൅ 𝑦 ൌ 4 ൅ 𝜆;   𝑦 ൌ 4 െ ହ

ଶ
ൌ ଷ

ଶ
. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝑥 ൌ ହ

ଶ
൅ 𝜆, 𝑦 ൌ ଷ

ଶ
, 𝑧 ൌ 𝜆, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 

Si 𝑎 ൌ െ1 el sistema es compatible indeterminado, de solución: 𝒙 ൌ 𝟓

𝟐
൅ 𝝀, 𝒚 ൌ 𝟑

𝟐
, 𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝜆 ∈ 𝑅 

 

𝑐ሻ 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 െ1
1 1 െ1
1 െ1 1

     
4
2
1

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 1 4
1 1 2
1 െ1 1

อ ൌ 1 െ 4 ൅ 2 െ 4 ൅ 2 െ 1 ൌ െ4 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 1 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 

Si 𝑎 ൌ 1 el sistema es incompatible 
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Problema.2: 

2º) Considere las matrices 𝐴 ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ  𝑦 𝐵 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ. 

𝑎ሻ Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices inversas. 

𝑏ሻ Resuelve la ecuación matricial 𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵, donde 𝐴௧ denota la matriz traspuesta de A. 

Solución:  

𝑎ሻ   Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ ቚ 2 3
െ1 െ2

ቚ ൌ െ4 ൅ 3 ൌ െ1 ് 0. 

|𝐵| ൌ ቚെ1 െ3
1 2

ቚ ൌ െ2 ൅ 3 ൌ 1 ് 0. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑐𝑒𝑠 𝐴 𝑦 𝐵 𝑠𝑜𝑛 𝑟𝑒𝑔𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠 ሺ𝑜 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒𝑠ሻ. 

|𝐴| ൌ െ1.    𝐴௧ ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ.  𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀെ2 െ3
1 2

ቁ. 

  𝐴ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஻೟

|஺|
ൌ

ቀିଶ ିଷ
ଵ ଶ

ቁ

ିଵ
ൌ ቀ 2 3

െ1 െ2
ቁ. 

Se obtiene la inversa de 𝐵 por el método de Gauss‐Jordan. 

ሺ𝐵|𝐼ሻ ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቚ1 0
0 1

ቁ ⇒ ሼ𝐹ଵ ↔ 𝐹ଶሽ ⇒ ቀ 1 2
െ1 െ3

ቚ0 1
1 0

ቁ ⇒  

⇒ ሼ𝐹ଶ → 𝐹ଶ ൅ 𝐹ଵሽ ⇒ ቀ1 2
0 െ1

ቚ0 1
1 1

ቁ ⇒ ሼ𝐹ଶ → െ2ሽ ⇒ ቀ1 2
0 1

ቚ 0 1
െ1 െ1

ቁ ⇒   

⇒ ሼ𝐹ଵ → 𝐹ଵ െ 2𝐹ଶሽ ⇒ ቀ1 0
0 1

ቚ 2 3
െ1 െ1

ቁ ⇒ 𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ. 

𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ; 𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ 

 

𝑏ሻ 𝐴𝑋𝐵 ൌ 𝐴௧ െ 3𝐵;  𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝑋 ൉ 𝐵 ൉ 𝐵ିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ;  

𝐼 ൉ 𝑋 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ ⇒ 𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ.     (*)  

        𝐴௧ െ 3𝐵 ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ െ 3 ൉ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀ2 െ1
3 െ2

ቁ െ ቀെ3 െ9
3 6

ቁ ൌ ቀ5 8
0 െ8

ቁ. 

  Sustituyendo en (*) los valores obtenidos anteriormente: 

  𝑋 ൌ 𝐴ିଵ ൉ ሺ𝐴௧ െ 3𝐵ሻ ൉ 𝐵ିଵ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ2

ቁ ൉ ቀ5 8
0 െ8

ቁ ൉ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ൌ 

ൌ ቀ10 െ8
െ5 8

ቁ ൉ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ⇒ 𝑋 ൌ ቀ 28 38
െ18 െ23

ቁ. 

 

𝑋 ൌ ቀ 28 38
െ18 െ23

ቁ 
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Problema.3: 

3º) De entre todos los triángulos rectángulo cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las dimensiones 
de aquel cuya área es máxima. ¿Cuál es el valor de dicha área máxima? 

Solución:  

 

Solución:   Superficie: 𝑆 ൌ ௕൉௖

ଶ
⇒ 𝑀á𝑥𝑖𝑚𝑎. 

   

       Por el teorema de Pitágoras: 4ଶ ൌ 𝑏ଶ ൅ 𝑐ଶ. 

 

  𝑐 ൌ √16 െ 𝑏ଶ. Sustituyendo en la superficie: 

𝑆ሺ𝑏ሻ ൌ ௕൉√ଵ଺ି௕మ

ଶ
ൌ ଵ

ଶ
൉ √16𝑏ଶ െ 𝑏ସ.   

La superficie será máxima cuando se anule su primera derivada: 

𝑆ᇱሺ𝑏ሻ ൌ ଵ

ଶ
൉ ଷଶ௕ିସ௕య

ଶ൉√ଵ଺௕మି௕ర ൌ 0 ⇒ 32𝑏 െ 4𝑏ଷ ൌ 0;   4𝑏ሺ8 െ 𝑏ଶሻ ൌ 0 ⇒  

𝑏ଵ ൌ 0;   8 െ 𝑏ଶ ൌ 0;   𝑏 ൌ േ√8 ൌ േ2√2 ⇒ 𝑏ଶ ൌ െ2√2, 𝑏ଷ ൌ 2√2. 

  La solución 𝑏 ൌ 0 es para mínimo. 

  El valor negativo carece de sentido lógico, por lo cual: 𝑏 ൌ 2√2. 

  𝑐 ൌ √16 െ 𝑏ଶ ൌ √16 െ 8 ൌ √8 ൌ 2√2. 

  𝑆 ൌ ௕൉௖

ଶ
ൌ ଶ√ଶ൉ଶ√ଶ

ଶ
ൌ 2 ൉ 2 ൌ 4. 

𝑇𝑟𝑖á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑟𝑒𝑐𝑡á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑖𝑠ó𝑠𝑐𝑒𝑙𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑡𝑒𝑡𝑜𝑠 𝒃 ൌ 𝒄 ൌ 𝟐√𝟐 𝒄𝒎 𝑦 𝟒 𝒄𝒎𝟐 𝑑𝑒 á𝑟𝑒𝑎 

   

 𝑎 ൌ 4 𝑐𝑚 
𝑏 

𝑐 
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Problema.4: 

4º) 𝑎ሻ Calcule la siguiente integral indefinida: 𝐼 ൌ ׬ √௫

ଵା√௫
൉ 𝑑𝑥. 

𝑏ሻ Determine el área del recinto limitado por el eje OX, la gráfica de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √௫

ଵା√௫
 y la recta 

vertical 𝑥 ൌ 1. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐼 ൌ ׬ √௫

ଵା√௫
൉ 𝑑𝑥 ⇒ ൝

1 ൅ √𝑥 ൌ 𝑡 → √𝑥 ൌ 𝑡 െ 1
ଵ

ଶ√௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑡 ⇒ 𝑑𝑥 ൌ 2ሺ𝑡 െ 1ሻ ൉ 𝑑𝑡

ൡ ⇒  

⇒ ׬
௧ିଵ

௧
൉ 2ሺ𝑡 െ 1ሻ ൉ 𝑑𝑡 ൌ 2 ൉ ׬

௧మିଶ௧ାଵ

௧
൉ 𝑑𝑡 ൌ 2 ൉ ׬ ቀ𝑡 െ 2 ൅ ଵ

௧
ቁ ൉ 𝑑𝑡 ൌ  

ൌ 2 ൉ ቀ௧మ

ଶ
െ 2𝑡 ൅ 𝐿𝑡ቁ ൅ 𝐶 ൌ 2 ൉ ൤

൫ଵା√௫൯
మ

ଶ
െ 2 ൉ ൫1 ൅ √𝑥൯ ൅ 𝐿൫1 ൅ √𝑥൯൨ ൅ 𝐶 ൌ  

ൌ 1 ൅ 2√𝑥 ൅ 𝑥 െ 4 െ 4√𝑥 ൅ 2𝐿൫1 ൅ √𝑥൯ ൅ 𝐶. 

𝐼 ൌ ׬ √௫

ଵା√௫
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 െ 2√𝑥 െ 3 ൅ 2𝐿൫1 ൅ √𝑥൯ ൅ 𝐶. 

𝐼 ൌ න
√𝑥

1 ൅ √𝑥
൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 െ 2√𝑥 ൅ 2𝐿ห1 ൅ √𝑥ห ൅ 𝐶 

 

𝑏ሻ La función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ √௫

ଵା√௫
 corta al eje OX, únicamente, en el origen de coordenadas y, en el intervalo 

ሺ0, 1ሻ todas las ordenadas de la función son positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente: 

𝑆 ൌ ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ൣ𝑥 െ 2√𝑥 െ 3 ൅ 2𝐿൫1 ൅ √𝑥൯൧

଴

ଵ
ൌ  

ൌ ൣ1 െ 2√1 െ 3 ൅ 2𝐿൫1 ൅ √1൯൧ െ ൣ0 െ 2√0 െ 3 ൅ 2𝐿൫1 ൅ √0൯൧ ൌ  

ൌ െ2 െ 2 ൅ 2𝐿2 ൅ 3 െ 2𝐿1 ൌ 2𝐿2 െ 1 െ 0. 

𝑆 ൌ ሺ𝟐𝑳𝟐 െ 𝟏ሻ 𝒖𝟐 ≅ 0.38629 𝑢ଶ. 
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Problema 5: 

5º) Se llama mediana de un triángulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triángulo y 
por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. 

𝑎ሻ  Calcule  las  ecuaciones  de  las  tres  medianas  del  triángulo  de  vértices  𝐴ሺെ1, 2, 3ሻ,  𝐵ሺ3, െ4, 1ሻ  y 
𝐶ሺ1, െ4, 5ሻ. 

𝑏ሻ Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto. 

Solución:  

𝑎ሻ   Punto medio de AB ⇒ 𝑀ሺ1, െ1, 2ሻ.     

Punto medio de AC ⇒ 𝑁ሺ0, െ1, 4ሻ. 

Punto medio de BC ⇒ 𝑃ሺ2, െ4, 3ሻ. 

Vector director de 𝑟஼ெ ⇒  𝑣஼ெሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝑀 െ 𝐶ሿ ൌ ሾሺ1, െ1, 2ሻ െ ሺ1, െ4, 5ሻሿ ൌ ሺ0, 3, െ3ሻ. 

Vector director de 𝑟஻ே ⇒  𝑣஻ேሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝑁 െ 𝐵ሿ ൌ ሾሺ0, െ1, 4ሻ െ ሺ3, െ4, 1ሻሿ ൌ ሺെ3, 3, 3ሻ. 

Vector director de 𝑟஺௉ ⇒  𝑣஺௉ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾ𝑃 െ 𝐴ሿ ൌ ሾሺ2, െ4, 3ሻ െ ሺെ1, 2, 3ሻሿ ൌ ሺ3, െ6, 0ሻ. 

 

  Las ecuaciones paramétricas de las tres medianas son las siguientes: 

𝑟஼ெ ≡ ൝
𝑥 ൌ 1             
𝑦 ൌ െ4 ൅ 3𝜆
𝑧 ൌ 5 െ 3𝜆   

.  𝑟஻ே ≡ ൝
𝑥 ൌ 3 െ 3𝜇   
𝑦 ൌ െ4 ൅ 3𝜇
𝑧 ൌ 1 ൅ 3𝜇   

.  𝑟஺௉ ≡ ൝
𝑥 ൌ െ1 ൅ 3𝛿
𝑦 ൌ 2 െ 6𝛿   
𝑧 ൌ 3              

. 

 

𝑏ሻ   Punto de corte de las medianas 𝑟஼ெ 𝑦 𝑟஻ே:  ൝
1 ൌ 3 െ 3𝜇                 
െ4 ൅ 3𝜆 ൌ െ4 ൅ 3𝜇
5 െ 3𝜆 ൌ 1 ൅ 3𝜇      

ൡ.  

  1 ൌ 3 െ 3𝜇;   3𝜇 ൌ 2 ⇒ 𝜇 ൌ ଶ

ଷ
. 

  െ4 ൅ 3𝜆 ൌ െ4 ൅ 3𝜇;  െ4 ൅ 3𝜆 ൌ െ4 ൅ 2;   3𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝜆 ൌ ଶ

ଷ
. 

  Punto de corte de las medianas 𝑟஼ெ 𝑦 𝑟஻ே  ⇒ 𝐷ሺ1, െ2, 3ሻ. 

  Punto de corte de las medianas 𝑟஼ெ 𝑦 𝑟஺௉:  ൝
1 ൌ െ1 ൅ 3𝛿           
െ4 ൅ 3𝜆 ൌ 2 െ 6𝛿
5 െ 3𝜆 ൌ 3              

ൡ.  

  1 ൌ െ1 ൅ 3𝛿;   3𝛿 ൌ 2 ⇒ 𝛿 ൌ ଶ

ଷ
. 

  5 െ 3𝜆 ൌ 3;   3𝜆 ൌ 2 ⇒ 𝜆 ൌ ଶ

ଷ
. 

  Punto de corte de las medianas 𝑟஼ெ 𝑦 𝑟஺௉  ⇒ 𝐷ሺ1, െ2, 3ሻ. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝐷ሺ1, െ2, 3ሻ. 
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Problema 6: 

6º) Considere la recta 𝑟 ≡ ௫ାଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ିଵ

଴
 y el plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4: 

𝑎ሻ Estudie la posición relativa de la recta y el plano. 

𝑏ሻ  En caso de que  la  recta corte al plano,  calcule el punto de corte y el ángulo que  forman. En caso 
contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano. 

𝑐ሻ Determine el plano que contiene a la recta 𝑟 y es perpendicular al plano 𝜋. 

Solución:  

𝑎ሻ La expresión de 𝑟 dada por unas ecuaciones implícitas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ௫ାଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ିଵ

଴
⇒ 𝑥 ൅ 1 ൌ 2𝑦 െ 4

           𝑧 െ 1 ൌ 0
ቅ ⇒ 𝑟 ≡ ቄ𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ5

𝑧 ൌ 1              
. 

La recta 𝑟 y el plano 𝜋 determinan el sistema 
    𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ5
                  𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 4

ൡ. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 

  𝑀 ൌ ൭
1 െ2 0
0 0 1
1 െ2 െ1

൱ y 𝑀ᇱ ൌ ൭
1 െ2 0
0 0 1
1 െ2 െ1

   
െ5
1
4

൱. 

  Según sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos: 

1 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠𝑡á 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑖𝑑𝑎 𝑒𝑛 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜.  

2 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2;  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑎 𝑎𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜. 

3 → 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3 ⇒ 𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ⇒  อ
1 െ2 0
0 0 1
1 െ2 െ1

อ ⇒ ሼ𝐶ଶ ൌ െ2𝐶ଵሽ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 2. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଷ, 𝐶ସሽ ⇒ อ
1 0 െ5
0 1 1
1 െ1 4

อ ൌ 4 ൅ 5 ൅ 1 ് 0 ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 3. 

𝐿𝑎 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎 𝑟 𝑦 𝑒𝑙 𝑝𝑙𝑎𝑛𝑜 𝜋 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑒𝑙𝑜𝑠 

𝑏ሻ   La distancia entre 𝑟 𝑦 𝜋 es  la misma que  la distancia de un punto de  la recta 𝑟 al plano 𝜋. Un 
punto de la recta 𝑟 es 𝑃ሺെ1, 2, 1ሻ. 

La  distancia  de  un  punto  𝑃଴ሺ𝑥଴, 𝑦଴, 𝑧଴ሻ  al  plano  𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0  viene  dada  por  la 

fórmula 𝑑ሺ𝑃଴, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ . 

          Aplicando la fórmula al punto 𝑃ሺെ1, 2, 1ሻ y al plano 𝜋 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 െ 4 ൌ 0: 

𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ଵ൉ሺିଵሻିଶ൉ଶିଵ൉ଵିସ|

ඥଵమାሺିଶሻమାሺିଵሻమ
ൌ

|ିଵିସିଵିସ|

√ଵାସାଵ
ൌ

|ିଵ଴|

√଺
ൌ ଵ଴√଺

଺
ൌ ହ√଺

ଷ
 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠.  

𝑑ሺ𝑟, 𝜋ሻ ൌ 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ିଵ଴|

√଺
ൌ

ଵ଴√଺

଺
ൌ

𝟓√𝟔

𝟑
 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 ൌ 𝟒. 𝟎𝟖𝟑 𝑢. 
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𝑐ሻ   Un vector normal del plano 𝜋 es 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ2, െ1ሻ. 

  Un punto y un vector director de 𝑟 son 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ y 𝑃ሺെ1, 2, 1ሻ. 

  El plano 𝛽 que contiene a  la recta 𝑟 y es perpendicular al plano 𝜋  tiene  la siguiente expresión 

general: 𝛽ሺ𝑃; 𝑛ሬ⃗ , 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 ൅ 1 𝑦 െ 2 𝑧 െ 1

1 െ2 െ1
2 1 0

อ ൌ 0; 

െ2ሺ𝑦 െ 2ሻ ൅ ሺ𝑧 െ 1ሻ ൅ 4ሺ𝑧 െ 1ሻ ൅ ሺ𝑥 ൅ 1ሻ ൌ 0; െ2𝑦 ൅ 4 ൅ 5𝑧 െ 5 ൅ 𝑥 ൅ 1 ൌ 0. 

𝛽 ≡ 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 0. 
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Problema 7: 

7º) Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Consideramos la variable aleatoria que cuenta el 
número de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento: se saca una 
bola de la urna y, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna. 

𝑎ሻ ¿Qué tipo de distribución sigue dicha variable aleatoria y cuáles son sus parámetros? 

𝑏ሻ ¿Cuál es la media y la desviación típica de esta distribución? 

𝑐ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que el número de bolas anotado sea menor o igual que 4? 

Solución:  

‐‐‐‐‐‐‐‐‐‐ 

𝑎ሻ 

𝑆𝑒 𝑡𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑢𝑛𝑎 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑐𝑖ó𝑛 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟á𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑛 ൌ 9; 𝑝 ൌ ଶ

ହ
ൌ 0.4 𝑦 𝑞 ൌ ଷ

ହ
ൌ 0.6. 

𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑘ሻ ൌ ቀ9
𝑘

ቁ ൉ 0.4௞ ൉ 0.6ଽି௞ ൌ
9!

𝑘! ൉ 4ሺ9 െ 𝑘ሻ!
൉ 0.4௞ ൉ 0.6ଽି௞ 

 

𝑏ሻ   La  media  y  la  desviación  típica  en  una  distribución  binomial  vienen  dadas  por  las  siguientes 
expresiones: 

  𝜇 ൌ 𝑛 ൉ 𝑝 ൌ 9 ൉ 0.4 ⇒ 𝜇 ൌ 3.6. 

  𝜎 ൌ ඥ𝑛 ൉ 𝑝 ൉ 𝑞 ൌ √9 ൉ 0.4 ൉ 0.6 ൌ √2.16 ⇒ 𝜎 ≅ 1.4697. 

Media: 𝜇 ൌ 𝟑. 𝟔. Desviación típica: 𝜎 ≅ 𝟏. 𝟒𝟕 

 

𝑐ሻ   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 4ሻ ൌ 𝑃ሺ0ሻ ൅ 𝑃ሺ1ሻ ൅ 𝑃ሺ2ሻ ൅ 𝑃ሺ3ሻ ൅ 𝑃ሺ4ሻ ൌ 

ൌ ቀ9
0

ቁ ൉ 0.4଴ ൉ 0.6ଽ ൅ ቀ9
1

ቁ ൉ 0.4ଵ ൉ 0.6଼ ൅ ቀ9
2

ቁ ൉ 0.4ଶ ൉ 0.6଻ ൅ ቀ9
3

ቁ ൉ 0.4ଷ ൉ 0.6଺ ൅  

൅ ቀ9
4

ቁ ൉ 0.4ସ ൉ 0.6ହ ൌ 1 ൉ 1 ൉ 0.0101 ൅ 9 ൉ 0.4 ൉ 0.0168 ൅ ଽ!

଻!൉ଶ!
൉ 0.16 ൉ 0.0278 ൅  

൅ ଽ!

଺!൉ଷ!
൉ 0.064 ൉ 0.0467 ൅ ଽ!

ହ!൉ସ!
൉ 0.0256 ൉ 0.0778 ൌ  

ൌ 0.0101 ൅ 0.0605 ൅ 36 ൉ 0.0045 ൅ 84 ൉ 0.0030 ൅ 126 ൉ 0.0020 ൌ  

ൌ 0.0101 ൅ 0.0605 ൅ 0.1612 ൅ 0.2508 ൅ 0.2508 ൌ 0.7334.  

𝑷ሺ𝑿 ൑ 𝟒ሻ ൌ 𝟎. 𝟕𝟑𝟑𝟒 
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Problema 8: 

8º)  En una determinada población,  el  40 % de  los  individuos  lee diariamente  la  prensa  y  el  75 %  ve 
diariamente las noticias en la televisión. Además, el 25 % de los individuos lee la prensa y ve las noticias 
en la televisión diariamente. 

𝑎ሻ ¿Son  independientes  los sucesos “leer diariamente  la prensa” y “ver diariamente  las noticias en  la 
televisión”? 

𝑏ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la 
televisión? 

𝑐ሻ Si un individuo lee la prensa diariamente, ¿cuál es la probabilidad de que también vea las noticias de 
la televisión? 

Solución:  

  𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠: 𝑃ሺ𝑝𝑟ሻ ൌ 0,40;   𝑃ሺ𝑡𝑣ሻ ൌ 0,75;   𝑃ሺ𝑝𝑟 ∩ 𝑡𝑣ሻ ൌ 0,25. 

 

𝑎ሻ   Dos sucesos A y B son independientes cuando 𝑃ሺ𝐴 ∩ 𝐵ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴ሻ ൉ 𝑃ሺ𝐵ሻ: 

  𝑃ሺ𝑃𝑟ሻ ൉ 𝑃ሺ𝑇𝑣ሻ ൌ 0.4 ൉ 0.75 ൌ 0.3 ് 0.25 ൌ 𝑃ሺ𝑃𝑟 ∩ 𝑇𝑣ሻ. 

𝐿𝑜𝑠 𝑠𝑢𝑐𝑒𝑠𝑜𝑠 ሺ𝑃𝑟ሻ 𝑦 ሺ𝑇𝑣ሻ 𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠. 

 

𝑏ሻ 

 𝑃 ൌ 𝑃൫𝑃𝑟 ∩ 𝑇𝑣൯ ൌ 𝑃ሺ𝑃𝑟ሻ െ 𝑃ሺ𝑃𝑟 ∩ 𝑇𝑣ሻ ൌ 0.40 െ 0.25 ൌ 0.15. 

 

La probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la televisión 

es 0.15. 

𝑐ሻ  

𝑃ሺ𝑇𝑣|𝑃𝑟ሻ ൌ ௉ሺ்௩∩௉௥ሻ

௉ሺ௉௥ሻ
ൌ ଴,ଶହ

଴,ସ଴
ൌ 0,625. 

Si un individuo lee la prensa diariamente, la probabilidad de que también vea las noticias de la 

televisión es 0.625. 

 

   

𝑃𝑟

𝑇𝑣
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA 

Problema 1: 

1º) Considere el sistema de ecuaciones lineales ቐ
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2               
𝑥 െ 𝑎𝑦 ൅ 𝑎ଶ𝑧 ൌ െ1    
െ𝑎𝑥 ൅ 𝑎ଶ𝑦 െ 𝑎ଷ𝑧 ൌ 2

 en función del parámetro 𝑎. 

𝑎ሻ Compruebe que el sistema nunca tiene solución única. 

𝑏ሻ Determine para qué valores de 𝑎 el sistema tiene infinitas soluciones. 

𝑐ሻ Si es posible, resuélvalo para el valor de 𝑎 ൌ 2. 

Solución:  

𝑎ሻ   Según el  teorema de Rouché‐Fröbenius, un sistema tiene solución única cuando  los rangos de 
las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al número de incógnitas, que en este caso es 
tres. 

  La matriz de coeficientes es 𝑀 ൌ ൭
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
൱, cuyo rango es el siguiente: 

|𝑀| ൌ อ
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
อ ൌ 𝑎ସ ൅ 𝑎ଶ െ 𝑎ଷ െ 𝑎ଶ െ 𝑎ସ ൅ 𝑎ଷ ൌ 0 ⇒   

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൏ 3, ∀𝑎 ∈ 𝑅.   El sistema no puede ser compatible determinado. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑛𝑢𝑛𝑐𝑎 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛 ú𝑛𝑖𝑐𝑎. 

 

𝑏ሻ   La matriz ampliada es 𝑀′ ൌ ൭
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
    

2
െ1
2

൱, cuyo rango, en función del valor de 𝑎, es el 

siguiente: 

  𝑀ᇱ ൌ ൭
1 1 1
1 െ𝑎 𝑎ଶ

െ𝑎 𝑎ଶ െ𝑎ଷ
    

2
െ1
2

൱ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ⇒ ሼ𝐶ଵ, 𝐶ଶ, 𝐶ସሽ ⇒  

⇒ อ
1 1 2
1 െ𝑎 െ1

െ𝑎 𝑎ଶ 2
อ ൌ െ2𝑎 ൅ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎 െ 2𝑎ଶ ൅ 𝑎ଶ െ 2 ൌ 𝑎ଶ െ 𝑎 െ 2 ൌ 0;  

𝑎 ൌ ଵേ√ଵା଼

ଶ
ൌ ଵേ√ଽ

ଶ
ൌ ଵേଷ

ଶ
⇒ 𝑎ଵ ൌ െ1, 𝑎ଶ ൌ 2. 

𝑃𝑎𝑟𝑎 ቄ𝑎 ൌ െ1
𝑎 ൌ 2

ቅ ⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀 ൌ 𝑅𝑎𝑛𝑔 𝑀ᇱ ൌ 2 ൏ 𝑛º 𝑖𝑛𝑐ó𝑔. ⇒ 𝑆. 𝐶. 𝐼.  

𝐸𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑡𝑖𝑒𝑛𝑒 𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ െ1 𝑦 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑎 ൌ 2. 

 𝑃𝑎𝑟𝑎 𝑎 ് െ1 𝑦 𝑎 ് 2 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 
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𝑐ሻ   Para 𝑎 ൌ 2 el sistema resulta 

          𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
  𝑥 െ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ െ1
െ2𝑥 ൅ 4𝑦 െ 8𝑧 ൌ 2

ൡ, equivalente al sistema 
        𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ െ1ൠ, 

que es compatible indeterminado. Haciendo 𝑧 ൌ 𝜆: 

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆   
𝑥 െ 2𝑦 ൌ െ1 െ 4𝜆ൠ  

     𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆  
െ𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 1 ൅ 4𝜆ൠ ⇒ 3𝑦 ൌ 3 ൅ 3𝜆;   𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆. 

  𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 2 െ 𝜆;   𝑥 ൌ 2 െ 𝜆 െ 1 െ 𝜆 ⇒ 𝑥 ൌ 1 െ 2𝜆. 

𝑆𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖ó𝑛: 𝒙 ൌ 𝟏 െ 𝟐𝝀;   𝒚 ൌ 𝟏 ൅ 𝝀;   𝒛 ൌ 𝝀, ∀𝜆 ∈ 𝑅. 
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Problema 2: 

2º) Considere la matriz 𝐴 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ. 

𝑎ሻ Calcule las potencias sucesivas 𝐴ଶ, 𝐴ଷ, 𝐴ସ, 𝐴ହ 𝑦 𝐴଺ 

𝑏ሻ Calcule 𝐴ଶ ଴ଶ଴. 

𝑐ሻ Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa. 

Solución:  

𝑎ሻ   𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൌ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൉ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀെ2 െ3
1 1

ቁ. 

𝐴ଷ ൌ 𝐴ଶ ൉ 𝐴 ൌ ቀെ2 െ3
1 1

ቁ ൉ ቀെ1 െ3
1 2

ቁ ൌ ቀെ1 0
0 െ1

ቁ ൌ െ𝐼. 

𝐴ସ ൌ 𝐴ଷ ൉ 𝐴 ൌ െ𝐼 ൉ 𝐴 ൌ ቀ 1 3
െ1 െ2

ቁ. 

𝐴ହ ൌ 𝐴ସ ൉ 𝐴 ൌ െ𝐴 ൉ 𝐴 ൌ െ𝐴ଶ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ. 

𝐴଺ ൌ 𝐴ଷ ൉ 𝐴ଷ ൌ െ𝐼 ൉ ሺെ𝐼ሻ ൌ 𝐼ଶ ൌ 𝐼 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ. 

𝐴ଶ ൌ ቀെ2 െ3
1 1

ቁ ; 𝐴ଷ ൌ ቀെ1 0
0 െ1

ቁ ൌ െ𝐼; 𝐴ସ ൌ ቀ 1 3
െ1 െ2

ቁ ; 𝐴ହ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ ; 𝐴଺ ൌ 𝐼 ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ  

 

𝑏ሻ 𝐴ଶ ଴ଶ଴ ൌ 𝐴଺ ൉ ଷଷ଺ ା ସ ൌ 𝐴଺ ൉ ଷଷ଺ ൉ 𝐴ସ ൌ ሾ𝐴଺ሿଷଷ଺ ൉ 𝐴ସ ൌ 𝐼ଷଷ଺ ൉ 𝐴ସ ൌ 𝐼 ൉ 𝐴ସ ൌ 𝐴ସ. 

𝐴ଶ ଴ଶ଴ ൌ 𝐴ସ ൌ െ𝐴 ൌ ቀ 1 3
െ1 െ2

ቁ. 

 

𝑐ሻ   Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 

  |𝐴| ൌ ቚെ1 െ3
1 2

ቚ ൌ െ2 ൅ 3 ൌ 1 ് 0 ⇒ 𝐿𝑎 𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐴 𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒. 

𝐴௧ ൌ ቀെ1 1
െ3 2

ቁ ;   𝐴𝑑𝑗. 𝑑𝑒 𝐴௧ ൌ ቀ 2 3
െ1 െ1

ቁ. 

  𝐴ିଵ ൌ ஺ௗ௝.ௗ௘ ஺೟

|஺|
ൌ

ቀ ଶ ଷ
ିଵ ିଵ

ቁ

ଵ
 ⇒  𝐴ିଵ ൌ ቀ 2 3

െ1 െ1
ቁ. 

𝑨ି𝟏 ൌ ቀ 𝟐 𝟑
െ𝟏 െ𝟏

ቁ 
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Problema 3: 

3º) Calcule los siguientes límites: 

𝑎ሻ lim
௫→଴

௅ሺଷା௫ሻି௅ሺଷି௫ሻ

ଶ௫
. 

𝑏ሻ  lim
௫→ାஶ

൫√𝑥 ൅ 1 െ √𝑥 ൅ 2൯. 

Solución:  

𝑎ሻ lim
௫→଴

௅ሺଷା௫ሻି௅ሺଷି௫ሻ

ଶ௫
ൌ ௅ଷି௅ଷ

଴
ൌ ଴

଴
⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒ ሼ𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙ሽ ⇒ lim

௫→଴

భ
యశೣ

ି షభ
యషೣ

ଶ
ൌ 

ൌ lim
௫→଴

భ
యశೣ

ା భ
యషೣ

ଶ
ൌ lim

௫→଴

యషೣశయశೣ
వషೣమ

ଶ
ൌ lim

௫→଴

଺

ଶሺଽି௫మሻ
ൌ lim

௫→଴

ଷ

ଽି௫మ ൌ ଷ

ଽି଴మ ൌ ଵ

ଷ
. 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

𝑳ሺ𝟑ା𝒙ሻି𝑳ሺ𝟑ି𝒙ሻ

𝟐𝒙
ൌ

𝟏

𝟑
. 

 

𝑏ሻ  lim
௫→ஶ

൫√𝑥 ൅ 1 െ √𝑥 ൅ 2൯ ൌ ∞ െ ∞ ⇒ 𝐼𝑛𝑑𝑒𝑡. ⇒  

⇒ lim
௫→ାஶ

൫√௫ାଵି√௫ାଶ൯൉൫√௫ାଵା√௫ାଶ൯

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

൫√௫ାଵ൯
మ

ି൫√௫ାଶ൯
మ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ lim

௫→ାஶ

௫ାଵିሺ௫ାଶሻ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ  

ൌ lim
௫→ାஶ

௫ାଵି௫ିଶ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ ିଵ

√௫ାଵା√௫ାଶ
ൌ ିଵ

ஶାஶ
ൌ ିଵ

ஶ
ൌ 0.  

𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

൫√𝒙 ൅ 𝟏 െ √𝒙 ൅ 𝟐൯ ൌ 𝟎. 
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Problema 4: 

4º) 𝑎ሻ Calcule la integral indefinida: 𝐼 ൌ ׬ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ ൉ 𝑑𝑥. 

𝑏ሻ Calcule la integral definida: 𝐼 ൌ ׬ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐼 ൌ ׬ 𝐿 ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ ൉ 𝑑𝑥 ⇒ ቊ𝑢 ൌ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ → 𝑑𝑢 ൌ ଶ௫൉ௗ௫

ଵା௫మ

𝑑𝑥 ൌ 𝑑𝑣 → 𝑣 ൌ 𝑥
ቋ ⇒  

⇒ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ ׬ 𝑥 ൉ ଶ௫൉ௗ௫

ଵା௫మ ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 2 ׬
௫మ

ଵା௫మ ൉ 𝑑𝑥 ൌ  

ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 2 ׬
ଵା௫మିଵ

ଵା௫మ ൉ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 2 ׬
ଵା௫మ

ଵା௫మ ൉ 𝑑𝑥 ൅ 2 ׬
ଵ

ଵା௫మ 𝑑𝑥.  

𝑰 ൌ ׬ 𝑳 ሺ𝟏 ൅ 𝒙𝟐ሻ ൉ 𝒅𝒙 ൌ 𝒙 ൉ 𝑳ሺ𝟏 ൅ 𝒙𝟐ሻ െ 𝟐𝒙 ൅ 𝟐 ൉ 𝒂𝒓𝒄 𝒕𝒈 𝒙 ൅ 𝑪. 

 

𝑏ሻ   𝐼 ൌ ׬ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻଵ
଴ ൉ 𝑑𝑥 ൌ ሾ𝑥 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 𝑥ଶሻ െ 2𝑥 ൅ 2 ൉ 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 𝑥ሿ଴

ଵ ൌ 

ൌ ሾ1 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 1ଶሻ െ 2 ൉ 1 ൅ 2 ൉ 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 1ሿ െ ሾ0 ൉ 𝐿ሺ1 ൅ 0ଶሻ െ 0 ൅ 2 ൉ 𝑎𝑟𝑐 𝑡𝑔 0ሿ ൌ  

ൌ 𝐿2 െ 2 ൅ 2 ൉ గ

ସ
െ 0 ൌ 𝐿2 െ 2 ൅ గ

ଶ
. 

𝑰 ൌ ׬ 𝑳ሺ𝟏 ൅ 𝒙𝟐ሻ𝟏
𝟎 ൉ 𝒅𝒙 ൌ 𝑳𝟐 െ 𝟐 ൅

𝝅

𝟐
≅ 𝟎. 𝟐𝟔𝟑𝟗. 
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Problema 5: 

5º) Considere los puntos 𝑃ሺ5, 6, 1ሻ 𝑦 𝑄ሺെ3, െ2, 5ሻ y la recta 𝑟 ≡ ௫

ଵ
ൌ ௬ିଵ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ସ
. 

𝑎ሻ Determine el punto R de  la  recta 𝑟 para el  cuál el área del  triángulo PQR  tiene el valor de 18√2 
unidades cuadradas. 

Observación: Hay dos puntos R que son solución del apartado 𝑎ሻ; basta con encontrar uno de ellos. 

𝑏ሻ Calcule la ecuación de la recta 𝑠 que pasa por los puntos P y Q y comprueba que dicha recta corta 
perpendicularmente a la recta 𝑟. 

Solución:  

𝑎ሻ   La expresión de 𝑟 por unas ecuaciones paramétricas es 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 𝜆             
𝑦 ൌ 1 ൅ 𝜆     
𝑧 ൌ െ1 ൅ 4𝜆

. 

  Un punto genérico de 𝑟 es 𝑅ሺ𝜆, 1 ൅ 𝜆, െ1 ൅ 4𝜆ሻ. 

  Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores: 

𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ5, 6, 1ሻ െ ሺെ3, െ2, 5ሻሿ ൌ ሺ8, 8, െ4ሻ. 

𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ𝜆, 1 ൅ 𝜆, െ1 ൅ 4𝜆ሻ െ ሺെ3, െ2, 5ሻሿ ൌ ሺ3 ൅ 𝜆, 3 ൅ 𝜆, െ6 ൅ 4𝜆ሻ. 

El  área  del  triángulo  que  determinan  tres  puntos  no  alineados  es  la  mitad  del  módulo  del 
producto vectorial de los dos vectores que determinan: 

  𝑆௉ொோ ൌ ଵ

ଶ
൉ ห𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑄𝑅ሬሬሬሬሬ⃗ ห ൌ ଵ

ଶ
൉ ะ

𝑖 𝑗 𝑘
8 8 െ4

3 ൅ 𝜆 3 ൅ 𝜆 െ6 ൅ 4𝜆
ะ ൌ 18√2; 

ะ
𝑖 𝑗 𝑘
2 2 െ1

3 ൅ 𝜆 3 ൅ 𝜆 െ6 ൅ 4𝜆
ะ ൌ 9√2;  

ൌ |ሺെ12 ൅ 8𝜆ሻ𝑖 െ ሺ3 ൅ 𝜆ሻ𝑗 ൅ ሺ6 ൅ 2𝜆ሻ𝑘 െ ሺ6 ൅ 2𝜆ሻ𝑘 ൅ ሺ3 ൅ 𝜆ሻ𝑖 ൅ ሺ12 െ 8𝜆ሻ𝑗| ൌ  

ൌ |ሺെ9 ൅ 9𝜆ሻ𝑖 ൅ ሺ9 െ 9𝜆ሻ𝑗| ൌ 9 ൉ |ሺെ1 ൅ 𝜆ሻ𝑖 ൅ ሺ1 െ 𝜆ሻ𝑗| ൌ 9√2;   

|ሺെ1 ൅ 𝜆ሻ𝑖 ൅ ሺ1 െ 𝜆ሻ𝑗| ൌ √2;  ඥሺെ1 ൅ 𝜆ሻଶ ൅ ሺ1 െ 𝜆ሻଶ ൌ √2;  

1 െ 2𝜆 ൅ 𝜆ଶ ൅ 1 െ 2𝜆 ൅ 𝜆ଶ ൌ 2;   2𝜆ଶ െ 4𝜆 ൌ 0;  𝜆ଶ െ 2𝜆 ൌ 0;   𝜆ሺ𝜆 െ 2ሻ ൌ 0 ⇒  

⇒ 𝜆ଵ ൌ 0, 𝜆ଶ ൌ 2.    Cumplen la condición pedida los siguientes puntos: 

𝑹𝟏ሺ𝟎, 𝟏, െ𝟏ሻ 𝒚 𝑹𝟐ሺ𝟐, 𝟑, 𝟕ሻ. 

 

𝑏ሻ   𝑄𝑃ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ8, 8, െ4ሻ ⇒ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 2, െ1ሻ. 

  Considerando,  por  ejemplo,  el  punto 𝑄ሺെ3, െ2, 5ሻ,  la  expresión  de  la  recta  𝑠  dada  por  unas 
ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

𝒔 ≡
𝒙ା𝟑

𝟐
ൌ

𝒚ା𝟐

𝟐
ൌ

𝒛ି𝟓

ି𝟏
. 

  Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores. 
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  Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero. 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 4ሻ. 

  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 4ሻ ൉ ሺ2, 2, െ1ሻ ൌ 2 ൅ 2 െ 4 ൌ 0. 

  Las rectas 𝑟 𝑦 𝑠 son perpendiculares. 

  Para  verificar  que  las  rectas  se  cortan  consideramos,  por  ejemplo,  el  vector  𝑄𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ,  que  tiene 
origen en un punto de 𝑠 y extremo en un punto de 𝑟: 

  𝑄𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ0, 1, െ1ሻ െ ሺെ3, െ2, 5ሻሿ ൌ ሺ3, 3, െ6ሻ. 

  Para  que  𝑟 𝑦 𝑠  se  corten  es  necesario  que  los  vectores  𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௦ሬሬሬ⃗  𝑦 𝑄𝑅ଵሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗   sean  linealmente 
dependiente  (estén en un mismo plano), para  lo cual es necesario que se anule el determinante que 
forman: 

  อ
1 1 4
2 2 െ1
3 3 െ6

อ ൌ െ12 ൅ 24 െ 3 െ 24 ൅ 3 ൅ 12 ൌ 0. 

𝑄𝑢𝑒𝑑𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑎𝑠 𝑟𝑒𝑐𝑡𝑎𝑠 𝑟 𝑦 𝑠 𝑠𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛 𝑦 𝑠𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑟𝑝𝑒𝑛𝑑𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟𝑒𝑠. 
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Problema 6: 

6º) Considere las rectas 𝑟 ≡ ൜
5𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 19
𝑦 െ 5𝑧 ൌ 3     𝑦 𝑠 ≡ ௫ିଵ

ିଵ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ିହ

଴
. 

𝑎ሻ Estudie la posición relativa de ambas rectas. 

𝑏ሻ En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el ángulo que forman. En caso de que 
las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta 𝑟 y es paralelo a la recta 𝑠. 

Solución:  

𝑎ሻ   La expresión de la recta 𝑟 dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 

  𝑟 ≡ ൜
5𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 19
𝑦 െ 5𝑧 ൌ 3    ⇒ 𝑧 ൌ 𝜆;   𝑦 ൌ 3 ൅ 5𝜆.     5𝑥 ൅ 3𝑦 ൌ 19; 

5𝑥 ൅ 9 ൅ 15𝜆 ൌ 19;   5𝑥 ൌ 10 െ 15𝜆;   𝑥 ൌ 2 െ 3𝜆 ⇒ 𝑟 ≡ ൝
𝑥 ൌ 2 െ 3𝜆
𝑦 ൌ 3 ൅ 5𝜆
𝑧 ൌ 𝜆           

.  

Un punto y un vector director de la recta 𝑟 son 𝐴ሺ2, 3, 0ሻ y 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ3, 5, 1ሻ. 

Un punto y un vector director de la recta 𝑠 son 𝐵ሺ1, 0, 5ሻ y 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ1, 1, 0ሻ. 

Los  vectores  𝑣௥ሬሬሬ⃗   y  𝑣௦ሬሬሬ⃗   son  linealmente  independientes  por  no  ser  proporcionales  sus 
componentes; esto implica que las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos 
lo siguiente: 

  Se considera el vector 𝑤ሬሬ⃗  que tiene como origen el punto 𝐴 ∈ 𝑟 y extremo el punto 𝐵 ∈ 𝑠: 𝑤ሬሬ⃗ ൌ
𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑂𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ െ 𝑂𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሾሺ1, 0, 5ሻ െ ሺ2, 3, 0ሻሿ ൌ ሺെ1, െ3, 5ሻ. 

  Según que los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ sean o no coplanarios las rectas 𝑟 y 𝑠 se cortan o se cruzan, 
respectivamente. 

  Los vectores ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y 
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 

  𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ⇒ อ
െ3 5 1
െ1 1 0
െ1 െ3 5

อ ൌ െ15 ൅ 3 ൅ 1 ൅ 25 ൌ 14 ് 0 ⇒ 

⇒ 𝑅𝑎𝑛𝑔 ሼ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗ ሽ ൌ 3 ⇒  𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑤ሬሬ⃗  𝑛𝑜 𝑠𝑜𝑛 𝑐𝑜𝑝𝑙𝑎𝑛𝑎𝑟𝑖𝑜𝑠.   

𝑳𝒂𝒔 𝒓𝒆𝒄𝒕𝒂𝒔 𝒓 𝒚 𝒔 𝒔𝒆 𝒄𝒓𝒖𝒛𝒂𝒏. 

 

𝑏ሻ   El plano 𝜋 que contiene a 𝑟 y es paralelo a 𝑠 tiene la siguiente expresión general: 

  𝜋ሺ𝐴; 𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ሻ ≡ อ
𝑥 െ 2 𝑦 െ 3 𝑧

െ3 5 1
െ1 1 0

อ ൌ 0; െሺ𝑦 െ 3ሻ െ 3𝑧 ൅ 5𝑧 െ ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ 0; 

െ𝑦 ൅ 3 ൅ 2𝑧 െ 𝑥 ൅ 2 ൌ 0.  

𝝅 ≡ 𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟐𝒛 െ 𝟓 ൌ 𝟎. 
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Problema 7: 

7º) El peso de los recién nacidos, medido en kg, sigue una distribución normal de media 𝜇 ൌ 2.8 kg y 
desviación típica 𝜎. Se sabe que solo el 20.05 % de ellos pesa más de 3 kg. 

𝑎ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido pese más de 2.6 kg? 

𝑏ሻ Calcule la desviación típica de esta distribución normal. 

𝑐ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg? 

Importante: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal. 

Solución:  

𝑎ሻ 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠:  𝜇 ൌ 2.8;   𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 3ሻ ൌ 0.2005. 

El gráfico adjunto facilita la comprensión del apartado. 

 

 

 

 

 

La  gráfica  de  la  Normal  es  simétrica  con  respecto  a  la  media  𝜇,  por  lo  cual  las  superficies 
sombreadas de las figuras ① y ② son iguales. 

La gráfica de la Normal expresa la probabilidad 𝐹ሺ𝑎ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 𝑎ሻ, por lo cual: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 3ሻ ൌ 1 െ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 2.6ሻ ൌ 1 െ 0.2005 ൌ 0.7995. 

La probabilidad de que un recién nacido pese más de 2.6 kg es de 0.7995. 

 

𝑏ሻ 𝑋 → 𝑁ሺ𝜇;  𝜎ሻ ൌ 𝑁ሺ2.8;  𝜎ሻ.    Tipificando la variable: 𝑍 ൌ ௑ିଶ.଼

ఙ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൐ 3ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଷିଶ.଼

ఙ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൐ ଴.ଶ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ଴.ଶ

ఙ
ቁ ൌ 0.2005;   

𝑃 ቀ𝑍 ൑ ଴.ଶ

ఙ
ቁ ൌ 1 െ 0.2005 ൌ 0.7995. 

Mirando de forma inversa en la tabla 𝑁ሺ0, 1ሻ a 0.7995 le corresponde 0.84: 

 
଴.ଶ

ఙ
ൌ 0.84 ⇒  𝜎 ൌ ଴.ଶ

଴.଼ସ
ൌ 0.24. 

𝜎 ൌ
20
84

ൌ
5

21
ൌ 𝟎. 𝟐𝟒 

 

𝑐ሻ 𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝑋 ൑ 2.9ሻ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ଶ.ଽିଶ.଼

଴.ଶସ
ቁ ൌ 𝑃 ቀ𝑍 ൑ ଴.ଵ

଴.ଶସ
ቁ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൑ 0.42ሻ ൌ 0.6628. 

La probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg es de 0.6628. 

   

𝜇  3 
2.8 

2.2 2.4 2,6  3.43.2 𝜇 3
2.8

2.2 2.4 2.6 3.4 3.2 

① ② 0.2005 0.2005
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Problema 8: 

8º) Dos urnas A y B contienen bolas con la siguiente composición: La urna A contiene 3 bolas blancas, 4 
negras y 3 rayadas, la urna B contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Además, se tiene un dado que 
tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una 
bola al azar de la urna que indique el dado. 

𝑎ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola sea blanca? 

𝑏ሻ ¿Cuál es la probabilidad de que esa bola sea rayada? 

𝑐ሻ Si la bola extraída es blanca, ¿cuál es la probabilidad de que proceda de la urna B? 

Solución:  

 

 

 

 

𝑎ሻ   𝑃ሺ𝐴ሻ ൌ ଶ

଺
ൌ ଵ

ଷ
;   𝑃ሺ𝐵ሻ ൌ ସ

଺
ൌ ଶ

ଷ
. 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵𝑙ሻ ൌ 𝑃ሺ𝐴 → 𝐵𝑙ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 → 𝐵𝑙ሻ ൌ ଵ

ଷ
൉ ଷ

ଵ଴
൅ ଶ

ଷ
൉ ଺

ଵ଴
ൌ ଵ

ଵ଴
൅ ଶ

ହ
ൌ ଵାସ

ଵ଴
ൌ  

ൌ ହ

ଵ଴
ൌ ଵ

ଶ
ൌ 0.5. 

La probabilidad de que la bola sea blanca es 0.5. 

 

𝑏ሻ      𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐴 → 𝑅𝑎ሻ ൅ 𝑃ሺ𝐵 → 𝑅𝑎ሻ ൌ ଵ

ଷ
൉ ଷ

ଵ଴
൅ ଶ

ଷ
൉ ଴

ଵ଴
ൌ ଵ

ଵ଴
൅ 0 ൌ ଵ

ଵ଴
ൌ 0.1. 

La probabilidad de que la bola sea rayada es 0.1. 

 

𝑐ሻ  

𝑃ሺ𝐵/𝐵𝑙ሻ ൌ ௉ሺ஻௟∩஻ሻ

௉ሺ஻௟ሻ
ൌ

మ
య

൉ ల
భబ
భ
మ

ൌ
మ
ఱ
భ
మ

ൌ ସ

ହ
ൌ 0.8.  

Si la bola extraída es blanca, la probabilidad de que proceda de la urna B es 0.8. 

 

ሻሻ ሻ

𝐴

ሻሻ
ሻሻ ሻ

𝐵

ሻሻ
ሻሻ

ሻሻ
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Problema P1: 
Estudia  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  lineales  dependiente  del  parámetro  a  y  resuélvelo  en  los 
casos en que sea compatible. 

ቐ
ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑥 ൅ ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎ሻ𝑦 ൌ 2

ሺെ𝑎 െ 1ሻ𝑥 െ 𝑎ଶ𝑦 ൌ 0
𝑎𝑦 ൅ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ𝑧 ൌ 3 െ 𝑎

 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso  
Soluciones: 

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. 

𝐶 ൌ ൭
𝑎 ൅ 1 𝑎ଶ ൅ 𝑎 0

െ𝑎 െ 1 െ𝑎ଶ 0
0 𝑎 𝑎ଶ െ 1

൱ ; 𝐴 ൌ  ൭
𝑎 ൅ 1 𝑎ଶ ൅ 𝑎 0

െ𝑎 െ 1 െ𝑎ଶ 0
0 𝑎 𝑎ଶ െ 1

2
0

3 െ 𝑎
൱;  

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: 

|𝐶| ൌ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻ ฬ 𝑎 ൅ 1 𝑎ଶ ൅ 𝑎
െ𝑎 െ 1 െ𝑎ଶ ฬ ൌ ሺ𝑎ଶ െ 1ሻሺሺ𝑎 ൅ 1ሻሺെ𝑎ଶሻ— 𝑎 െ 1ሺ𝑎ଶ ൅ 𝑎ሻ ൌ 𝑎ሺ𝑎 ൅ 1ሻଶሺ𝑎 െ 1ሻ 

Por  lo tanto, el rango de  la matriz C es 3 si a es distinto de 0, 1 o 1, así como el rango de la matriz 
ampliada A, por lo que el sistema es compatible determinado según el Teorema de Rouché Frobenius. 
Podemos  resolverlo  por  Gauss  o  por  Cramer,  o  incluso  directamente  resolviendo  el  sistema  de  dos 
ecuaciones en x e y, y sustituyendo en z; y se obtiene:  

Si a ≠ 0, a ≠ 1; a ≠ 1, el sistema es compatible determinado. 𝑥 ൌ ିଶ௔

௔ାଵ
;  𝑦 ൌ ଶ

௔
; 𝑧 ൌ  ିଵ

௔ାଵ
 

Para a = 0: 𝐶ሺ𝑎 ൌ 0ሻ ൌ ൭
1 0 0

െ1 0 0
0 0 െ1

൱ ; 𝐴ሺ𝑎 ൌ 0ሻ ൌ  ൭
1 0 0   

െ1 0 0
0 0 െ1

    2
   0
   3

൱;  

El rango de la matriz ampliada es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es 
incompatible. 

Si a = 0 el sistema es incompatible. 

Para a = 1: 𝐶ሺ𝑎 ൌ 1ሻ ൌ ൭
2 2 0

െ2 െ1 0
0 1 0

൱ ; 𝐴ሺ𝑎 ൌ 1ሻ ൌ  ൭
2 2 0

െ2 െ1 0
0 1 0

    2
     0
    2

൱;  

El rango de la matriz de  los coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada también es 2,  luego el 
sistema es compatible, pero indeterminado al ser los rangos menores que el número de incógnitas.  

൝
2𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 2
െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0

𝑦 ൌ 2
→ ሺ𝐹1 ൌ 𝐹1 െ 𝐹2ሻ ൝

𝑦 ൌ 2
െ2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0

𝑧 ൌ 𝑡
→ ൝

𝑦 ൌ 2
𝑥 ൌ െ1

𝑧 ൌ 𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑅
→ 

Para 𝑎 ൌ 1 → 𝑥 ൌ െ1; 𝑦 ൌ 2; 𝑧 ൌ 𝑡, ∀𝑡 ∈ 𝑅.  Sistema compatible indeterminado 

Para a = 1: 𝐶ሺ𝑎 ൌ െ1ሻ ൌ ൭
0 0 0
0 െ1 0
0 െ1 0

൱ ; 𝐴ሺ𝑎 ൌ െ1ሻ ൌ  ൭
0 0 0
0 െ1 0
0 െ1 0

2
0

       4
൱;  

El rango de la matriz de los coeficientes es 1, y el rango de la matriz ampliada es 2, luego el sistema es 
incompatible. 

Si a = 1, el sistema es incompatible.   
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Problema P2: 

Calcula  la  ecuación  continua  de  la  recta  r  sabiendo  que  corta  a  la  recta  𝒔: ൜
𝟑𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝒛 െ 𝟕 ൌ 𝟎

𝒙 ൅ 𝒚 െ 𝟓 ൌ 𝟎 ,  es 

paralela al plano de ecuación : 2x – y + 3z – 6 = 0, y pasa por el punto P(–1, 3, 1)  
 
Soluciones: 

En primer lugar, vamos a buscar un plano que contenga a la recta r. Será paralelo al plano . Todos los 
planos paralelos a  tienen de ecuación: 2x – y + 3z = D. Imponemos que pase por el punto P. 2(–1) – 3 + 
3(1) = D = –2. Luego el plano es: 2x – y + 3z + 2 = 0. 

Buscamos ahora un punto que pertenezca al nuevo plano y a la recta s. Para ello resolvemos el sistema 

൝
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 3𝑧 ൌ െ2

3𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 7
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 5

→ ቐ
2𝑥 െ ሺ5 െ 𝑥ሻ ൅ 3𝑧 ൌ െ2

3𝑥 ൅ ሺ5 െ 𝑥ሻ െ 𝑧 ൌ 7
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→ ൝
3𝑥 ൅ 3𝑧 ൌ 3
2𝑥 െ 𝑧 ൌ 2
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→

൝
3𝑥 ൅ 3ሺ2𝑥 െ 2ሻ ൌ 3

𝑧 ൌ 2𝑥 െ 2
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→ ൝
9𝑥 ൌ 9

𝑧 ൌ 2𝑥 െ 2
𝑦 ൌ 5 െ 𝑥

→ 𝑥 ൌ 1; 𝑦 ൌ 4; 𝑧 ൌ 0, 

El punto A (1, 4, 0) debe ser un punto de la recta pedida, que también debe contener al punto P.  

Su vector de dirección es 𝑃𝐴ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1 െ ሺെ1ሻ, 4 െ 3, 0 െ 1ሻ ൌ ሺ2, 1, െ1ሻ  

Como sabemos que el punto P es la recta y nos piden su ecuación continua, dicha ecuación es: 

𝑟: 
𝑥 െ ሺെ1ሻ

2
ൌ

𝑦 െ 3
1

ൌ
𝑧 െ 1

െ1
 

𝑟: 
𝑥 ൅ 1

2
ൌ

𝑦 െ 3
1

ൌ
𝑧 െ 1

െ1
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Problema P3: 
Calcula los siguientes límites 

a) 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

ሺ𝟐 ൅ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝝅𝒙

𝟐
ሻ

𝟏
𝒙𝟐ష𝒙 

𝒃ሻ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→ାஶ

ሺඥ𝒙𝟒 െ 𝒙𝟐 ൅ 𝟏 െ ඥ𝒙𝟒 െ 𝟕ሻ 

Soluciones: 

a) 𝑬 ൌ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏

ሺ𝟐 ൅ 𝒔𝒊𝒏 𝟑𝝅𝒙

𝟐
ሻ

𝟏
𝒙𝟐ష𝒙 

Queremos saber si es un límite tipo e, para ello calculamos el límite de la base y vemos si tiende a 1, y el 
límite del exponente para saber si tiende a infinito. 

𝑠𝑖𝑛
3𝜋ሺ1ሻ

2
ൌ െ1 → lim

௫→ଵ
ሺ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛

3𝜋𝑥
2

ሻ ൌ 1 

lim
௫→ଵ

ሺ
1

𝑥ଶ െ 𝑥
ሻ ൌ lim

௫→ଵ
ሺ

1
𝑥ሺ𝑥 െ 1ሻ

ሻ ൌ ∞ 

Es un límite tipo e. Aplicamos logaritmos neperianos:  

𝐸 ൌ lim
௫→ଵ

ሺ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛
3𝜋𝑥

2
ሻ

ଵ
௫మି௫ → 𝐿𝑛ሺ𝐸ሻ ൌ lim

௫→ଵ
ሺ

1
𝑥ଶ െ 𝑥

𝐿𝑛 ൬2 ൅ 𝑠𝑖𝑛
3𝜋𝑥

2
൰ሻ 

Aplicamos la regla de L´Hôpital pues el numerador tiende a Ln(1) = 0, y el denominador tiende también 
a 0. 

𝐿𝑛ሺ𝐸ሻ ൌ lim
௫→ଵ

ቌ
𝐿𝑛 ቀ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋𝑥

2 ቁ

𝑥ଶ െ 𝑥
ቍ ൌ lim

௫→ଵ

𝑐𝑜𝑠
3𝜋𝑥

2 ∙
3𝜋
2

ቀ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛 3𝜋𝑥
2 ቁ

2𝑥 െ 1
ൌ 0 

Pues 𝑐𝑜𝑠 ଷగ௫

ଶ
∙ ଷగ

ଶ
→ 0. Luego 𝐿𝑛ሺ𝐸ሻ ൌ 0 → 𝐸 ൌ 𝑒଴ ൌ 1 

lim
௫→ଵ

ሺ2 ൅ 𝑠𝑖𝑛
3𝜋𝑥

2
ሻ

ଵ
௫మି௫ ൌ 1 

 

b) Para  calcular   lim
௫→ାஶ

ሺ√𝑥ସ െ 𝑥ଶ ൅ 1 െ √𝑥ସ െ 7ሻ  racionalizamos.  Multiplicamos  numerador  y 

denominador por la conjugada del numerador: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ሺ√𝑥ସ െ 𝑥ଶ ൅ 1 െ √𝑥ସ െ 7ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ሺ√௫రି௫మାଵି√௫రି଻ሻሺ√௫రି௫మାଵା√௫రି଻ሻ

√௫రି௫మାଵା√௫రି଻
ൌ lim

𝐱→ାஶ

ሺ𝐱𝟒ି𝐱𝟐ା𝟏ሻିሺ𝐱𝟒ି𝟕ሻ

ඥ𝐱𝟒ି𝐱𝟐ା𝟏ାඥ𝐱𝟒ି𝟕
ൌ

lim
𝐱→ାஶ

ି𝐱𝟐ା𝟖

ඥ𝐱𝟒ି𝐱𝟐ା𝟏ାඥ𝐱𝟒ି𝟕
  

Los términos de mayor grado del numerador y del denominador son x2. Miramos sus coeficientes que 
son – 1 en el numerador y 1 + 1 = 2, en el denominador. Luego el límite vale  – 1/2. 

lim
𝒙→ାஶ

ሺඥ𝒙𝟒 െ 𝒙𝟐 ൅ 𝟏 െ ඥ𝒙𝟒 െ 𝟕ሻ ൌ
െ1
2
 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Álvaro Garmendia Antolín 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)386 

Problema P4: 

Sea la función 𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ ቀ𝟏 ൅ 𝒔𝒊𝒏 𝝅𝒙

𝟐
ቁ

𝒙
 

a. Demuestra que la función es continua en el intervalo [1, 2] 

b. Demuestra que existe    (1, 2)  tal que  f’() = 0. Enuncia  los  resultados teóricos empleados y 
justifica su uso. 

Soluciones: 
a) Es  una  función  exponencial.  La  base,  formada  por  una  función  trigonométrica  es  siempre 

continua, y el exponente, x, también. Veamos el signo en los extremos del intervalo: 

𝑓ሺ1ሻ ൌ ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
π
2

ቁ
ଵ

ൌ 1 ൅ 1 ൌ 2 ൐ 0 

𝑓ሺ2ሻ ൌ ൬1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋2
2

൰
ଶ

ൌ ሺ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛𝜋ሻଶ ൌ ሺ1 ൅ 0ሻଶ ൌ 1 ൐ 0 

La base se anula en 1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
ൌ 0 → 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
ൌ െ1 → 𝑥 ൌ െ1 que no pertenece al intervalo [1, 2]. 

La función es continua en [1, 2]. 
b) El  Teorema  de  Bolzano  dice  que:  si  una  función  es  continua  en  un  intervalo  cerrado  y  toma 

valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del 
intervalo en el que la función se anula. 

Nos  piden  que  se  lo  apliquemos  a  la  función  derivada.  Así  que  calculamos  la  derivada.  Utilizamos 
derivación logarítmica: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥
2

ቁ
௫

→ 𝐿𝑛൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ ൌ 𝐿𝑛 ൬ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥
2

ቁ
௫

൰ ൌ 𝑥 ∙ 𝐿𝑛 ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥
2

ቁ 

Derivamos: 

ቀ𝐿𝑛൫𝑓ሺ𝑥ሻ൯ቁ
ᇱ

ൌ
𝑓ᇱሺ𝑥ሻ
𝑓ሺ𝑥ሻ

ൌ 1 ∙ 𝐿𝑛 ቀ1 ൅ sin
πx
2

ቁ ൅ 𝑥 ∙
𝑐𝑜𝑠 πx

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑥
2

→ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻሺ1 ∙ 𝐿𝑛 ቀ1 ൅ sin
πx
2

ቁ ൅ 𝑥 ∙
𝑐𝑜𝑠 πx

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑥
2

ሻ 

Analizamos la continuidad de esta función derivada.  
Ya hemos visto que 𝑓ሺ𝑥ሻ es continua en el intervalo cerrado [1, 2].  

La  función  𝐿𝑛 ቀ1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
ቁ  también  es  continua,  pues  ya  hemos  visto  que  1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 గ௫

ଶ
  es  siempre 

positiva en el  intervalo y se anula para x = 1, que no pertenece al  intervalo. Por el mismo motivo  la 

función  𝑥 ∙
௖௢௦ಘ౮

మ
∙ഏ
మ

ଵା௦௜௡ഏೣ
మ

  es continua pues está formada por funciones trigonométricas continuas, y podría no 

serlo en los valores que anulan al denominador, que ya hemos visto que es x = 1, que no pertenece al 
intervalo. 𝑦 ൌ 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ es por tanto una función continua en el intervalo cerrado [1, 2]. Veamos que signo 
tiene en los extremos del intervalo: 

𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ 𝑓ሺ1ሻ ቌ𝐿𝑛 ൬1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋1
2

൰ ൅ 1 ∙
𝑐𝑜𝑠 π1

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋1
2

ቍ ൌ 2ሺ𝐿𝑛ሺ2ሻ ൅ 0ሻ ൐ 0 

𝑓ᇱሺ2ሻ ൌ 𝑓ሺ2ሻ ቌ𝐿𝑛 ൬1 ൅ 𝑠𝑖𝑛
𝜋2
2

൰ ൅ 2 ∙
𝑐𝑜𝑠 π2

2 ∙ 𝜋
2

1 ൅ 𝑠𝑖𝑛 𝜋2
2

ቍ ൌ 1ሺ𝐿𝑛ሺ1ሻ ൅ 2 ቀ
െ𝜋
2

ቁ ൌ െ𝜋 ൏ 0 

Luego por el Teorema de Bolzano sabemos que existe un   (1, 2) tal que f’() = 0. 
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Problema P5: 

Sean A y B dos matrices de tamaño 3 x 3 tales que A = B = 1/2. Calcula C teniendo en cuenta que la 
matriz C es la siguiente: C = (2 At  B-1)2 
 
Soluciones: 

Como las matrices son cuadradas y A = B = 1/2, sabemos que At es igual al determinante de A, y que 
el  determinante  de  la matriz  inversa  es  2.  Pero   2 At   al multiplicar  una matriz  por  un  número  se 
multiplican todas sus filas: 


















333231

232221

131211

kakaka

kakaka

kakaka

kA  

Por lo que  2  At  = 23 = 8.  

Por tanto: 

C =  (2 At  B-1)2 = (8  (1/2)  2)2 = 64. 

 

C  = 64 
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Problema P6: 

Los puntos A (1, 2, 1) y B (2, 5, 1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos vértices sabiendo 
que están en la recta de ecuación: 𝒓: 𝒙

ି𝟏
ൌ 𝒚ି𝟒

𝟏
ൌ 𝒛ା𝟏

ି𝟒
. 

Soluciones: 

Escribimos la ecuación continua de la recta en forma paramétrica: 𝑟: ൝
𝑥 ൌ െ𝑡

𝑦 ൌ 4 ൅ 𝑡
𝑧 ൌ െ1 െ 4𝑡

de punto (0, 4, ‐1) y 

vector de dirección 𝑣⃗ ൌ ሺെ1, 1, െ4ሻ.  

La recta que contiene a los puntos dados tiene como vector director: 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ ሺെ1ሻ, 5 െ 2, 1 െ 1ሻ ൌ
ሺ3, 3, 0ሻ → 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ1, 1, 0ሻ. Va a ser el vector director de la recta s. Observamos que ambas rectas no son 
paralelas. Nos  interesa saber si  se cortan  (y son coplanarias) o se cruzan. Para ello determinamos un 

vector que tenga su origen en la recta r, (0, 4, ‐1) y su extremo en un punto de la recta s: A (1, 2, 1): 
𝑢ሬ⃗ ൌ ሺ0 െ ሺെ1ሻ, 4 െ 2, 0 െ 1ሻ ൌ ሺ1, 2, െ1ሻ y analizamos la posición relativa de esos tres vectores. Si el 
rango de la matriz de las coordenadas de los tres vectores es distinto de cero, entonces se cruzan, si es 
cero, son coplanarios.  

อ
െ1 1 െ4
1 1 0
1 2 െ1

อ ൌ 1 െ 8 ൅ 0 െ ሺെ4 ൅ 0 െ 1ሻ ൌ 8 െ 8 ൌ 0 

Las rectas r y s son coplanarias. 

Buscamos un punto 𝐶 ሺെ𝑡, 4 ൅ 𝑡, െ1 െ 4𝑡ሻ de la recta r, de tal forma que 

el vector 𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗  sea perpendicular al vector 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ . 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ𝑡 െ ሺെ1ሻ, 4 ൅ 𝑡 െ 2, െ1 െ 4𝑡 െ 1ሻ ൌ ሺെ𝑡 ൅ 1, 2 ൅ 𝑡, െ2 െ 4𝑡ሻ 

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ൫2 െ ሺെ𝑡ሻ, 5 െ ሺ4 ൅ 𝑡ሻ, 1 െ ሺെ1 െ 4𝑡ሻ൯ ൌ ሺ2 ൅ 𝑡, 1 െ 𝑡, 2 ൅ 4𝑡ሻ 

Imponemos que sean perpendiculares, es decir, que su producto escala sea cero: 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ∙ 𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ𝑡 ൅ 1ሻ ∙  ሺ2 ൅ 𝑡ሻ ൅ ሺ2 ൅ 𝑡ሻ ∙ ሺ1 െ 𝑡ሻ ൅ ሺെ2 െ 4𝑡ሻ ∙ ሺ2 ൅ 4𝑡ሻ
ൌ ሺെ2𝑡 െ 𝑡ଶ ൅ 2 ൅ 𝑡ሻ ൅ ሺ2 െ 2𝑡 ൅ 𝑡 െ 𝑡ଶሻ ൅ ሺെ4 െ 8𝑡 െ 8𝑡 െ 16𝑡ଶሻ
ൌ െ18𝑡ଶ െ 18𝑡 ൅ 0 ൌ 0  → 

18t (t + 1) = 0. El parámetro puede valer 0 o 1.  

Si t = 0, entonces 𝐶 ൌ  ሺ0, 4, െ1ሻ, y si t = 1, 𝐶 ൌ  ሺ1, 3, 3ሻ.  

El cuadrado pedido tiene de vértices: A (1, 2, 1); B (2, 5, 1); 𝐶 ൌ  ሺ0, 4, െ1ሻ y 𝐷 ൌ  ሺ1, 3, 3ሻ. 

El cuadrado pedido tiene de vértices: A (1, 2, 1); B (2, 5, 1); 𝐶 ൌ  ሺ0, 4, െ1ሻ y 𝐷 ൌ  ሺ1, 3, 3ሻ. 

Hemos impuesto que los lados son perpendiculares, pero debemos comprobar que efectivamente es un 
cuadrado y no un rectángulo, que todos los lados son iguales: 

𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0 െ ሺെ1ሻ, 4 െ 2, െ1 െ 1ሻ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ; ห𝐴𝐶ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 1 ൅ 4 ൅ 4 ൌ 9;  

𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1 െ ሺെ1ሻ, 3 െ 2, 3 െ 1ሻ ൌ ሺ2, 1, 2ሻ; ห𝐴𝐷ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 4 ൅ 1 ൅ 4 ൌ 9;  

𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 2ሻ; ห𝐶𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 9; 𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ 1, 5 െ 3, 1 െ 3ሻ ൌ ሺ1, 2, െ2ሻ; ห𝐷𝐵ሬሬሬሬሬሬ⃗ ห
ଶ

ൌ 9. 

También podríamos haber comprobado que las diagonales r y s son perpendiculares 
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Problema P7: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ 

a) Demuestra que la función es continua en el intervalo [1, 0] 
b) Demuestra  que  existe      (1,  0)  tal  que  𝑓′ሺ𝛼ሻ ൌ െ𝐿𝑛2.  Enuncia  los  resultados  teóricos 

empleados y justifica su uso. 
Soluciones: 

a) Es el producto de una función exponencial y de una función logarítmica. La función exponencial 
es composición de una función polinómica y una función seno, ambas continuas en toda la recta 
real;  La  función  logaritmo  no  sería  continua  para  valores  negativos  o  cero. 𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2  no  se 
anula,  es  siempre  positiva,  luego  la  función  𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ  es  también  continua  en  toda  la 

recta real, y por tanto en el intervalo [1, 0]. 
La función es continua en [‐1, 0]. 

b) El Teorema del Valor Medio de Lagrange dice: Si una función es continua en un intervalo cerrado 

[a, b] y derivable en el abierto entonces existe   (a, b) tal que 𝑓′ሺ𝛼ሻ ൌ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ

௕ି௔
. 

Veamos  si  la  función es  continua en  [1,  0]  y  derivable  en  (1,  0)  para poder  aplicar  el  Teorema de 
Lagrange: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ → 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ൫ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ൯
ᇱ

∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ ൅ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ ∙
2𝑥 െ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ
 

Utilizamos derivación logarítmica: 

𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ → 𝐿𝑛൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ ൌ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ → 

ቀ𝐿𝑛൫𝑔ሺ𝑥ሻ൯ቁ
ᇱ

ൌ
𝑔ᇱሺ𝑥ሻ
𝑔ሺ𝑥ሻ

ൌ
𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൅ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

→ 

𝑔ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ ∙
𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൅ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

→ 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ
𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൅ sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
sin ሺ𝜋𝑥ሻ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ ൅ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ

∙
2𝑥 െ 1

𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ
ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝜋 tanሺ𝜋𝑥ሻ ൅

1
ሺ𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻሻଶ ∙ 𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ 

La función es derivable en (1, 0) 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺగ௫ሻ𝐿𝑛ሺ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 2ሻ → 

𝑓ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1 ൅ 3ሻୱ୧୬ሺିగሻ𝐿𝑛ሺ1 ൅ 1 ൅ 2ሻ ൌ ሺ2ሻ଴𝐿𝑛ሺ4ሻ ൌ 𝐿𝑛ሺ4ሻ 

𝑓ሺ0ሻ ൌ ሺ3ሻୱ୧୬ሺగ଴ሻ𝐿𝑛ሺ2ሻ ൌ 𝐿𝑛ሺ2ሻ 

Entonces existe   (1, 0) tal que 𝑓ᇱሺ𝛼ሻ ൌ ௅௡ሺଶሻି௅௡ሺସሻ

଴ିሺିଵሻ
ൌ ௅௡ሺଶሻି௅௡ሺସሻ

ଵ
ൌ 𝐿𝑛 ଶ

ସ
ൌ 𝐿𝑛 ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ െ𝐿𝑛ሺ2ሻ 

Luego por el Teorema del Valor Medio sabemos que existe un   (1, 0) tal que 𝑓′ሺ𝛼ሻ ൌ െ𝐿𝑛ሺ2ሻ. 
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Problema P8: 
Encuentra los dos puntos en que se cortan las gráficas de estas funciones: 

𝒇ሺ𝒙ሻ ൌ 𝒔𝒊𝒏 ሺ𝝅𝒙ሻ y 𝒈ሺ𝒙ሻ ൌ ห𝒙𝟐 െ 𝒙ห 
Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas. 

Soluciones: 

La función 𝑦 ൌ 𝑥ଶ െ 𝑥 es una parábola que corta al eje de abscisas en (0, 0) y (1, 0), con vértice (1/2, 1). 

Por tanto, es positiva en ሺെ∞, 0ሻ y en ሺ1, ൅∞ሻ; y negativa en (0, 1) 

Representamos ambas funciones, que se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 0): 

 

 
El área de la región viene dada por la integral: 

ቤන ሺ𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 
ଵ

଴
ቤ ൌ ቤන ሺsin ሺπxሻ െ |xଶ െ x|ሻ𝑑𝑥 

ଵ

଴
ቤ ൌ  ቤන ሺ𝑠𝑖𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻ െ ሺെxଶ ൅ xሻሻ𝑑𝑥

ଵ

଴
ቤ

ൌ ቤන ሺ𝑠𝑖𝑛 ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ 𝑥ଶ െ 𝑥ሻ𝑑𝑥 
ଵ

଴
ቤ ൌ อቈ

cos ሺ𝜋𝑥ሻ
𝜋

൅
𝑥ଷ

3
െ

𝑥ଶ

2
቉

଴

ଵ

อ

ൌ  ቤ൬
cos ሺ𝜋ሻ

𝜋
൅

1
3

െ
1
2

൰ െ ቆ
cosሺ0ሻ

𝜋
൅ 0ቇቤ ൌ ฬെ

1
𝜋

െ
1
6

െ
1
𝜋

ฬ ൌ ฬ
െ2
𝜋

െ
1
6

ฬ ≅ 0.803 

 

El área de la región encerrada es de 0.803 u2. 
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Problema P1: 

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real    y resuélvelo en 
los casos en que es compatible  

ቐ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 2

ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ 6

ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ ሺ2 െ 𝑎ሻ𝑧 ൌ 𝑎 ൅ √2
 

Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 

Soluciones: 

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. 

𝐶 ൌ ቌ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 4 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 2 െ 𝑎

ቍ ; 𝐴 ൌ  ቌ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 4 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 2 െ 𝑎   

  
𝑎 ൅ 2
𝑎 ൅ 6

𝑎 ൅ √2
ቍ; 

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: 

|𝐶| ൌ ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ อ
1 2 1
1 4 𝑎 ൅ 1
1 2 2 െ 𝑎

อ ൌ 2ሺ𝑎ଶ െ 2ሻሺ1 െ 𝑎ሻ 

Luego el rango de la matriz de los coeficientes es 3 si a es distinto de 1, de ൅√2 y de െ√2. El rango de 
la matriz ampliada en esos casos no puede ser mayor de 3, luego el sistema es compatible determinado. 
Podemos entonces resolver el sistema por Gauss o por Cramer, y se obtiene:  

ቌ
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 4 𝑎 ൅ 1
ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 2 െ 𝑎   

  
𝑎 ൅ 2
𝑎 ൅ 6

𝑎 ൅ √2
ቍ → ൭

ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ 2 1
0 2 𝑎
0 0 1 െ 𝑎   

  
𝑎 ൅ 2

4
√2 െ 2

൱ →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ሺ𝑎ଶ െ 2ሻ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ √ଶିଶ

ଵି௔
ൌ 𝑎 ൅ 2

2𝑦 ൅ 𝑎 √ଶିଶ

ଵି௔
ൌ 4

𝑧 ൌ √ଶିଶ

ଵି௔

→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 ൌ ଵ

௔ା√ଶ

𝑦 ൌ ସିଶ௔ି௔√ଶ

ଶሺଵି௔ሻ

𝑧 ൌ √ଶିଶ

ଵି௔

; ; 

𝑆𝑖 𝑎 ് 1, 𝑎 ് ൅√2, 𝑎 ് െ√2 → 𝑥 ൌ ଵ

௔ା√ଶ
;  𝑦 ൌ ସିଶ௔ି௔√ଶ

ଶሺଵି௔ሻ
; 𝑧 ൌ  √ଶିଶ

ଵି௔
.  

El sistema es compatible y determinado. 

Si  a  =  1,  entonces  la  matriz  ampliada  es:  𝐴ሺ1ሻ ൌ  ൭
െ1 2 1
െ1 4 2
െ1 2 1  

  
3
7

1 ൅ √2
൱;  La  segunda  y  la  tercera 

columna son dependientes. Calculamos el determinante: อ
െ1 1 3
െ1 2 7
െ1 1 1 ൅ √2

อ ൌ 2 െ √2 ് 0; por lo que 

su rango es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible. 

Si a = 1, el sistema es incompatible 
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Si   𝑎 ൌ ൅√2,  calculamos  el  rango  de  la  matriz  ampliada:  𝐴ሺ√2ሻ ൌ  ቌ
0 2 1
0 4 √2 ൅ 1
0 2 2 െ √2   

  
√2 ൅ 2
√2 ൅ 6

2√2

ቍ. 

Calculamos el determinante: ቮ
2 1 √2 ൅ 2
4 √2 ൅ 1 √2 ൅ 6
2 2 െ √2 2√2

ቮ ൌ 0, por  lo que el rango es 2,  igual al rango de la 

matriz de  los coeficientes y menor que el número de  incógnitas, por  lo que el sistema es compatible 
indeterminado.  

El sistema queda:  

൞

2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ √2 ൅ 2

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯𝑧 ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2 െ √2൯𝑧 ൌ 2√2

 

Despejamos z de la primera ecuación y sustituimos o en la segunda o en la tercera y obtenemos: 

൞

2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ √2 ൅ 2

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯𝑧 ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2 െ √2൯𝑧 ൌ 2√2

→ ൞

𝑧 ൌ √2 ൅ 2 െ 2𝑦

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2 െ √2൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ 2√2

→ ൞

𝑧 ൌ √2 ൅ 2 െ 2𝑦

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ √2 ൅ 6

2𝑦 ൅ ൫2√2 ൅ 4 െ 4𝑦 െ 2 െ 2√2 ൅ 2√2𝑦൯ ൌ 2√2

→ ൞

𝑧 ൌ √2 ൅ 2 െ 2𝑦 ൌ √2 ൅ 2 െ 2 ൌ √2

4𝑦 ൅ ൫√2 ൅ 1൯ሺ√2 ൅ 2 െ 2𝑦ሻ ൌ √2 ൅ 6

െ2𝑦 ൅ 2 ൅ 2√2𝑦 ൌ 2√2 → 𝑦 ൌ 1

→ ൝
𝑥 ൌ 𝑡
𝑦 ൌ 1

𝑧 ൌ √2
 

 

𝑆𝑖 𝑎 ൌ ൅√2, → 𝑥 ൌ 𝑡;  𝑦 ൌ 1; 𝑧 ൌ √2. El sistema es compatible e indeterminado. 

Si   𝑎 ൌ െ√2,  calculamos  el  rango  de  la  matriz  ampliada:  𝐴ሺെ√2ሻ ൌ  ቌ
0 2 1
0 4 1 െ √2
0 2 2 ൅ √2   

  
െ√2 ൅ 2
െ√2 ൅ 6

0
ቍ. 

Calculamos  el  determinante:  ቮ
2 1 െ√2 ൅ 2
4 െ√2 ൅ 1 െ√2 ൅ 6
2 2 ൅ √2 0

ቮ ൌ െ8 െ 4√2 ് 0,  por  lo  que  el  rango  es  3, 

distinto del rango de la matriz de los coeficientes, luego el sistema es incompatible. 

Si  𝑎 ൌ െ√2, el sistema es incompatible. 
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Problema P2: 
El plano 𝝅 pasa por los puntos P1 (2, 0, 5), P2 (1, ‐2, 2) y P3 (3, ‐1, 2). Una esfera de centro C (0, 1, ‐3) 
toca al plano en un único punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de intersección. 
Soluciones: 

Tres puntos determinan un plano,  luego podemos encontrar  la ecuación de dicho plano: ax + by +cz 
= d, por ejemplo, resolviendo el sistema obtenido de imponer que pase por los tres puntos. O buscando 
dos vectores de orientación del plano y un punto.  

Como la esfera toca al plano en un único punto, significa que el plano es tangente a la esfera, por lo que 
el vector normal al plano que pasa por el centro de la esfera nos proporcionará el radio. 

Vectores de orientación del plano: 

𝑃2𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ 1, 0 െ ሺെ2ሻ, 5 െ 2ሻ ൌ ሺ1, 2, 3ሻ 

𝑃3𝑃1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2 െ 3, 0 െ ሺെ1ሻ, 5 െ 2ሻ ൌ ሺെ1, 1, 3ሻ 

Ecuación del plano: 

อ
𝑥 െ 2 𝑦 𝑧 െ 5

1 2 3
െ1 1 3

อ ൌ 3ሺ𝑥 െ 2ሻ െ 6𝑦 ൅ 3ሺ𝑧 െ 5ሻ ൌ 3𝑥 െ 6𝑦 ൅ 3𝑧 െ 21 ൌ 0 

Simplificando, la ecuación del plano es 𝜋: 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 7, de vector normal (1, 2, 1). Al ser este plano 
tangente a la esfera el radio es la distancia del centro al plano: 

𝑑ሺ𝐶, 𝜋ሻ ൌ ฬ
𝑎𝑐1 ൅ 𝑏𝑐2 ൅ 𝑐𝑐3 ൅ 𝑑

√𝑎ଶ ൅ 𝑏ଶ ൅ 𝑐ଶ
ฬ ൌ ቤ

0 െ 2ሺ1ሻ ൅ 1ሺെ3ሻ െ 7

ඥ1ଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൅ 1ଶ
ቤ ൌ ฬ

െ12

√6
ฬ ൌ

12√6
6

ൌ 2√6 

Otra forma:  

Buscamos  ahora  la  recta  perpendicular  al  plano que pasa por  el  centro de  la  esfera,  tomando  como 

punto en centro de la esfera C (0, 1, 3) y como vector director el perpendicular al plano: 

൝
𝑥 ൌ 𝑡

𝑦 ൌ 1 െ 2𝑡
𝑧 ൌ െ3 ൅ 𝑡

 

Buscamos el punto de intersección de esta recta con el plano: 

𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 7 → 𝑡 െ 2ሺ1 െ 2𝑡ሻ ൅ ሺെ3 ൅ 𝑡ሻ ൌ 7 → 6𝑡 ൌ 7 ൅ 5 ൌ 12 → 𝑡 ൌ 2 → 𝑃4ሺ2, െ3, െ1ሻ 

El radio de la esfera es la distancia del centro de la esfera a este punto: 

𝑑ሺ𝑃4, 𝐶ሻ ൌ ඥሺ0 െ 2ሻଶ ൅ ሺ1 െ ሺെ3ሻሻଶ ൅ ሺെ3 െ ሺെ1ሻሻଶ ൌ √4 ൅ 16 ൅ 4 ൌ √24 ൌ 2√6 

El radio de la esfera mide 𝟐√𝟔 unidades 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Álvaro Garmendia Antolín 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)397 

Problema P3: 

Calcula las integrales indefinidas: a) ׬
𝒙ି𝟕

𝒙𝟐ା𝒙ି𝟔
𝒅𝒙; b) ׬ 𝒆𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙 െ 𝟏ሻ 𝒅𝒙 

Soluciones: 

a) La primera integral es una integral racional por lo que la descomponemos en fracciones simples 

න
𝑥 െ 7

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
𝑑𝑥 → 𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6 ൌ ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 2ሻ →

𝑥 െ 7
𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6

ൌ
𝐴

𝑥 ൅ 3
൅

𝐵
𝑥 െ 2

ൌ
𝐴ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑥 ൅ 3ሻ

ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 2ሻ
→ 𝐴ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑥 ൅ 3ሻ ൌ 𝑥 െ 7

→ ቄ 𝐴 ൅ 𝐵 ൌ 1
െ2𝐴 ൅ 3𝐵 ൌ െ7

→ ൜ 𝐴 ൌ 2
𝐵 ൌ െ1

→
𝑥 െ 7

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
ൌ

2
𝑥 ൅ 3

൅
െ1

𝑥 െ 2
 

න
𝑥 െ 7

𝑥ଶ ൅ 𝑥 െ 6
𝑑𝑥 ൌ න ൬

2
𝑥 ൅ 3

൅
െ1

𝑥 െ 2
൰ 𝑑𝑥 ൌ 2𝐿𝑛ሺ𝑥 ൅ 3ሻ െ 𝐿𝑛ሺ𝑥 െ 2ሻ ൅ 𝐶 ൌ 𝐿𝑛

ሺ𝑥 ൅ 3ሻଶ

𝑥 െ 2
൅ 𝐶 

න
𝒙 െ 𝟕

𝒙𝟐 ൅ 𝒙 െ 𝟔
𝒅𝒙 ൌ 𝑳𝒏

ሺ𝒙 ൅ 𝟑ሻ𝟐

𝒙 െ 𝟐
൅ 𝑪 

b) ׬ 𝒆𝟐𝒙 𝒔𝒊𝒏ሺ𝟐𝒙 െ 𝟏ሻ 𝒅𝒙 
Esta integral se puede hacer por partes: 

El método de integración por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:  

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ ൌ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ ൅ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൌ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൅ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ, luego integrando término a término: 

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ𝑑𝑥׬  ൌ 𝑢𝑣 ൌ ሺሺ𝑢׬ ∙ 𝑣ᇱሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑣 ∙ 𝑢ᇱሻ𝑑𝑥ሻ ൌ ሺ𝑢׬ ∙ 𝑑𝑣 ൅ 𝑣 ∙ 𝑑𝑢ሻ.  

La fórmula de la integración por partes queda, por tanto: ׬ 𝑢 ∙ 𝑑𝑣 ൌ 𝑢𝑣 െ ׬ 𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

Buscamos las funciones u y v teniendo en cuenta que u lo debemos derivar y v, integral.  

Llamamos u = e2x, luego du =2 e2x dx; dv = sen(2x+1)dx, luego v = (‐1/2) cos(2x+1) 

න 𝐞𝟐𝐱 𝑠𝑖𝑛ሺ𝟐𝐱 െ 𝟏ሻ 𝐝𝐱 ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ න
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 2 ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥

ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ൅ න 𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥 

Repetimos el proceso siendo ahora dv el coseno: dv = cos(2x+1)dx, luego v = (1/2) sen(2x+1) 

න 𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥

ൌ 𝑒ଶ௫ 1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ න
1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 2 ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥

ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ න 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ∙ 𝑒ଶ௫𝑑𝑥 

Llamamos I a la integral pedida y sustituimos:  

𝐼 ൌ 𝑒ଶ௫ ∙
െ1
2

𝑐𝑜𝑠ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ ൅ 𝑒ଶ௫ 1
2

𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ 𝐼 → 2𝐼 ൌ
𝑒ଶ௫

2
ሺ𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥 ൅ 1ሻ െ cosሺ2𝑥 ൅ 1ሻሻ ൅ 𝐶 

׬ 𝒆𝟐𝒙 𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙 െ 𝟏ሻ 𝒅𝒙 ൌ 𝒆𝟐𝒙

𝟐
ሺ𝒔𝒆𝒏ሺ𝟐𝒙 ൅ 𝟏ሻ െ 𝒄𝒐𝒔ሺ𝟐𝒙 ൅ 𝟏ሻሻ ൅ 𝑪 
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Problema P4: 

Sea la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ቐ

ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
𝑥 ൏ 1

௫మ

ଷ
𝑥 ൒ 1

 

a) Demuestra que la función es derivable en todo R. 
b) Demuestra  que  existe      (0,  2)  tal  que  f ’()  =  1.  Enuncia  el  (los)  resultado(s)  teórico(s) 

utilizado(s) y justifica su uso. 
Soluciones: 

a) Debemos probar que la función es continua en todo R y que además existe la derivada. Es una 
función definida a trozos. La primera rama es una función logarítmica que no sería continua si se 

aplica  a  valores  negativos  o  cero.  Pero 
௫మାଶ

ଷ
  es  siempre  positiva.  La  segunda  rama  es  una 

parábola, una función polinómica que es siempre continua. Nos queda comprobar que ocurre en 
el punto de unión de ambas ramas, es decir, en x = 1.  

ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
 para x = 1, 

ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ଵାଶ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
൅ 𝑙𝑛 ଷ

ଷ
ൌ ଵ

ଷ
൅ lnሺ0ሻ ൌ ଵ

ଷ
 

௫మ

ଷ
 para x = 1, es también 

ଵ

ଷ
, luego la función es continua en toda la recta real. 

Estudiamos la derivabilidad: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2𝑥
3

𝑙𝑛 𝑥ଶ ൅ 2
3

𝑥 ൏ 1

2𝑥
3

𝑥 ൐ 1

 

Ya  hemos  visto  que  la  función  𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
  es  continua  en  todo  R  y  no  se  anula  nunca.  La  función 

ଶ௫

ଷ
  es 

polinómica y derivable. De nuevo el único punto dudoso es x = 1.  

La  función  𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
  en  x  =  1,  vale  𝑙𝑛 ௫మାଶ

ଷ
ൌ lnሺ0ሻ ൌ 1.  Luego  𝑓ᇱሺ1ሻ ൌ ଶሺଵሻ

ଷ
ൌ ଶ

ଷ
   en  las  dos  ramas.  La 

función es derivable en toda la recta real. 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

2𝑥
3

𝑙𝑛 𝑥ଶ ൅ 2
3

𝑥 ൏ 1

2𝑥
3

𝑥 ൒ 1

 

La  función  𝑓′ሺ𝑥ሻ െ 1 es  también  continua  y  derivable  en  toda  la  recta  real,  luego  podemos  usar  el 
Teorema de Bolzano en cualquier intervalo, en particular en [0, 2].  

b) El  Teorema  de  Bolzano  dice  que,  si  una  función  es  continua  en  un  intervalo  cerrado  y  toma 
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del 
intervalo en el que la función se anula. 

𝑓ᇱሺ0ሻ െ 1 ൌ 0 െ 1 ൌ െ1 ൏ 0; 𝑓ᇱሺ2ሻ െ 1 ൌ
4
3

൐ 0 

La  función  𝑓′ሺ𝑥ሻ െ 1  es  continua  en  [0,  2],  y  toma  valores  de  distinto  signo  en  los  extremos  del 
intervalo. 

Luego existe un punto en el interior del intervalo dónde se anula 𝑓′ሺ𝑥ሻ െ 1, luego f’() – 1 = 0, f ’() = 1. 

Existe   (0, 2) tal que f ’() = 1.   
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Problema P5: 

Sabiendo que la inversa de la matriz A es ቀ 2 െ1
െ1 1

ቁ y la inversa de la matriz AB es ቀെ6 1
1 0

ቁ, determina 

la inversa de la matriz B. 

Soluciones: 

La inversa de la inversa de una matriz, es la matriz de origen. Por tanto  

ሺ𝐴 ∙ 𝐵ሻିଵ ൌ ቀെ6 1
1 0

ቁ → ሺሺ𝐴 ∙ 𝐵ሻିଵሻିଵ ൌ ቀെ6 1
1 0

ቁ
ିଵ

ൌ 𝐴 ∙ 𝐵 

 

Calculamos la inversa: 

El determinante vale –1.  

𝐴 ∙ 𝐵 ൌ ቀെ6 1
1 0

ቁ
ିଵ

ൌ ቀ0 1
1 6

ቁ. 

→ 𝐴ିଵ ൌ  ቀ 2 െ1
െ1 1

ቁ 

𝐴 ∙ 𝐵 ൌ ቀ0 1
1 6

ቁ →∙ 𝐵 ൌ 𝐴ିଵ ∙ ቀ0 1
1 6

ቁ ൌ ቀ 2 െ1
െ1 1

ቁ ∙ ቀ0 1
1 6

ቁ ൌ  ቀെ1 െ4
1 5

ቁ . 

𝐵 ൌ ቀെ1 െ4
1 5

ቁ 
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Problema P6: 
Calcula  la  ecuación  continua  de  la  recta  t  sabiendo  que  corta  perpendicularmente  a  las  siguientes 

rectas: 𝑟: ቄ𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0
𝑥 ൅ 3𝑧 െ 7 ൌ 0

 y 𝑠: ௫ାଶ

ଶ
ൌ ௬

ଵ
ൌ ௭ାଷ

଴
 

Soluciones: 
Escribimos la ecuación paramétrica de la recta r, tomando a z como parámetro: 

𝑟: ቄሺ7 െ 3𝑧ሻ ൅ 2𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0 → 2𝑦 ൌ 2𝑧 െ 6
𝑥 ൌ 7 െ 3𝑧

→ ൝
𝑥 ൌ 7 െ 3𝑡
𝑦 ൌ െ3 ൅ 𝑡

𝑧 ൌ 𝑡
 

Conocemos, por tanto, ya un punto y el vector director de cada una de las rectas r y s. 

 ൜
𝑟: 𝐴ሺ7, െ3, 0ሻ; 𝑣⃗ ൌ ሺെ3, 1, 1ሻ
𝑠: 𝐵ሺെ2, 0, െ3ሻ; 𝑤ሬሬ⃗ ൌ ሺ2, 1, 0ሻ

 

Los vectores directores NO son  linealmente dependientes, pues no son proporcionales. Las  rectas no 

son  paralelas,  luego  o  se  cortan  o  se  cruzan.  Determinamos  el  vector  𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   y  comprobamos  si  es 
coplanario o no con los vectores de dirección: 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺെ2 െ 7, 0 െ ሺെ3ሻ, െ3 െ 0ሻ ൌ ሺെ9, 3, െ3ሻ → ሺ3, െ1, 1ሻ 

อ
3 െ1 1

െ3 1 1
2 1 0

อ ൌ െ3 െ 2 െ ሺ2 ൅ 3ሻ ൌ െ6 െ 4 ൌ െ10 ് 0 

Las rectas se cruzan. Buscamos un vector (a, b, c) que sea ortogonal a (‐3, 1, 1) y a (2, 1, 0). Su producto 
escalar debe ser cero: ‐3a + b +c = 0; 2a +b = 0.  

ቄ െ3𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐 ൌ 0
2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0 → 𝑏 ൌ െ2𝑎

→ ቊെ3𝑎 െ 2𝑎 ൅ 𝑐 ൌ 0 → 𝑐 ൌ 5𝑎
2𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 0 → 𝑏 ൌ െ2𝑎

→ ቊ
𝑎 ൌ 𝑎

𝑏 ൌ െ2𝑎
𝑐 ൌ 5𝑎

 

Es el vector (1, ‐2, 5). Buscamos ahora las ecuaciones de dos planos, uno que contenga a  la recta r, y 
tenga como vector de orientación  (1,  ‐2, 5) y otro que contenga a  la  recta  s,  y  también  tenga a este 
vector como vector de orientación: 

𝜋1: อ
𝑥 െ 7 𝑦 ൅ 3 𝑧

െ3 1 1
1 െ2 5

อ ൌ 7ሺ𝑥 െ 7ሻ ൅ 16ሺ𝑦 ൅ 3ሻ ൅ 5𝑧 ൌ 7𝑥 ൅ 16𝑦 ൅ 5𝑧 െ 1 ൌ 0 

𝜋2: อ
𝑥 ൅ 2 𝑦 𝑧 ൅ 3

2 1 0
1 െ2 5

อ ൌ 5ሺ𝑥 ൅ 2ሻ െ 10𝑦 െ 5ሺ𝑧 ൅ 3ሻ ൌ 5𝑥 െ 10𝑦 െ 5𝑧 െ 5 ൌ 0 → 𝜋2: 𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1 

La recta buscada es: ൜
7𝑥 ൅ 16𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 1

𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
. Nos piden su ecuación continua,  luego debemos encontrar 

un punto y un vector de dirección: 

൜
7𝑥 ൅ 16𝑦 ൅ 5𝑧 ൌ 1

𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1
→ ൜

7𝑥 ൅ 5𝑧 ൌ െ16𝑦 ൅ 1
𝑥 െ 𝑧 ൌ 2𝑦 ൅ 1

→ ൜
7𝑥 ൅ 5𝑧 ൌ െ16𝑦 ൅ 1

5𝑥 െ 5𝑧 ൌ 10𝑦 ൅ 5
→ ൜

12𝑥 ൌ െ6𝑦 ൅ 6
𝑥 െ 𝑧 ൌ 2𝑦 ൅ 5

→

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑥 ൌ െ ൬

1
2

൰ 𝑦 ൅ 1/2

𝑦 ൌ 𝑦

𝑧 ൌ െ1/2 െ ሺ
5
2

ሻ𝑦

 

La ecuación continua es:  𝑡 ≡ ௫ିଵ/ଶ

ିଵ/ଶ
ൌ 𝑦 ൌ ௭ାଵ/ଶ

ିହ/ଶ
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Problema P7: 
Calcula los extremos relativos de la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ  𝑒గ௫ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ en el intervalo [1/2, 2]. Menciona el 
resultado teórico empleado y justifica su uso 

Soluciones: 

La  función dada es el producto de dos  funciones, una exponencial y otra  trigonométrica, continuas y 
derivables en toda la recta real. 

Para  calcular  los  máximos  y  los  mínimos  relativos  buscamos  los  puntos  que  anulan  a  la  derivada 
primera: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  𝜋𝑒గ௫ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ 𝑒గ௫ ∙ 𝜋 ∙ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൌ 0 

La función exponencial no se anula nunca. Debemos resolver la ecuación:  

𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൌ 0 →
𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ

𝑐𝑜𝑠ሺ𝜋𝑥ሻ
൅ 1 ൌ 0 → 𝑇𝑎𝑛𝑔ሺ𝜋𝑥ሻ ൌ െ1

→ ൞
𝜋𝑥 ൌ 135° ൅ 360°𝑘 ൌ

3𝜋
4

൅ 2𝑘𝜋 → 2º 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒

𝜋𝑥 ൌ 315° ൅ 360°𝑘 ൌ
7𝜋
4

൅ 2𝑘𝜋 → 4º 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒
→ ൞

𝑥 ൌ
3
4

൅ 2𝑘

𝑥 ൌ
7
4

൅ 2𝑘
 

En el intervalo [1/2, 2] están las soluciones 1/2 = 0.5 < 3/4 = 0.75 < 2 y 1/2 = 0.5 < 7/4 = 1.75 < 2. 

Para saber si se trata de máximos o mínimos, podemos determinar los intervalos de crecimiento de la 
función, o utilizar la derivada segunda: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ  𝜋𝑒గ௫ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ 𝑒గ௫ ∙ 𝜋 ∙ cosሺ𝜋𝑥ሻ ൌ 𝜋𝑒గ௫ ∙ ሺ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻሻ 

→ 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝜋ଶ𝑒గ௫ሺ𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ ൅ cosሺ𝜋𝑥ሻሻ ൅  𝜋𝑒గ௫ ∙ ൫𝜋 cosሺ𝜋𝑥ሻ െ 𝜋𝑠𝑒𝑛ሺ𝜋𝑥ሻ൯ ൌ 𝜋ଶ𝑒గ௫ሺ2 cosሺ𝜋𝑥ሻሻ 

𝑓ᇱᇱ ቀଷ

ସ
ቁ ൌ 𝜋ଶ𝑒

య
ర ቀ2 ି√ଶ

ଶ
ቁ ൌ െ√2𝜋ଶ𝑒

య
ర ൏ 0. . Máximo relativo. 𝑓ሺ3/4ሻ ൌ  𝑒గଷ/ସ ∙ √ଶ

ଶ
≅ 7.46 

𝑓ᇱᇱ ቀ଻

ସ
ቁ ൌ 𝜋ଶ𝑒

ళ
ర ቀ2 √ଶ

ଶ
ቁ ൌ √2𝜋ଶ𝑒

ళ
ర ൐ 0. Mínimo relativo. 𝑓ሺ7/4ሻ ൌ  െ𝑒గ଻/ସ ∙ √ଶ

ଶ
≅ െ172.64 

Para  saber  si  son máximos  o mínimos  absolutos,  tenemos  que  calcular  el  valor  de  la  función  en  los 
extremos del intervalo: 

𝑓ሺ1/2ሻ ൌ  𝑒గ/ଶ ∙ 𝑠𝑒𝑛 ቀ
𝜋
2

ቁ ൌ 𝑒
గ
ଶ ≅ 4.81 

𝑓ሺ2ሻ ൌ  𝑒ଶగ ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝜋ሻ ൌ 0 

Por tanto: െ172.64 ൏ 0 ൏ 4.81 ൏ 7.46, luego (3/4, 𝑒గଷ/ସ ∙ √ଶ

ଶ
) es el máximo absoluto y ሺ଻

ସ
, െ𝑒గ଻/ସሻ es 

el mínimo absoluto. 

El punto (3/4, 𝑒గଷ/ସ ∙ √ଶ

ଶ
) es el máximo absoluto y ሺ଻

ସ
, െ𝑒గ଻/ସሻ es el mínimo absoluto 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Álvaro Garmendia Antolín 

Comunidad Autónoma de NAVARRA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)402 

Problema P8: 

Sean  las  funciones 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

ଶ
൅ 1 y 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ √𝑥 െ 2 ൅ 2. Encuentra  los dos puntos en  los que se cortan 

sus gráficas, y calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas gráficas. 

Soluciones: 

La primera función es una recta. La segunda, una función racional. Buscamos los puntos de intersección: 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑔ሺ𝑥ሻ →
𝑥
2

൅ 1 ൌ √𝑥 െ 2 ൅ 2 → √𝑥 െ 2 ൌ
𝑥
2

െ 1 ൌ
𝑥 െ 2

2
 

Elevamos al cuadrado: 

𝑥 െ 2 ൌ ൬
𝑥 െ 2

2
൰

ଶ

ൌ
ሺ𝑥 െ 2ሻଶ

4
→ 4ሺ𝑥 െ 2ሻ ൌ ሺ𝑥 െ 2ሻଶ → 

Una solución es 𝑥 െ 2 ൌ 0 → 𝑥 ൌ 2, →  ሺ2, 2ሻ y la otra: 4 ൌ 𝑥 െ 2 → 𝑥 ൌ 6 → ሺ6, 4ሻ 

 

En el intervalo [2, 6] la función raíz está por encima de la recta.  

Luego área de la región pedida viene dada por la integral: 

න ሺ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 ൌ 
଺

ଶ
න ሺ√𝑥 െ 2 ൅ 2 െ ሺ

𝑥
2

൅ 1ሻሻ𝑑𝑥
଺

ଶ

ൌ  න ሺ√𝑥 െ 2 ൅ 1 െ
𝑥
2

ሻ𝑑𝑥 ൌ 
଺

ଶ
ቈ
ሺ𝑥 െ 2ሻଷ/ଶ

3/2
൅ 𝑥 െ

𝑥ଶ

4
቉

ଶ

଺

ൌ  ቆ
ሺ4ሻଷ/ଶ

3/2
൅ 6 െ

6ଶ

4
ቇ െ ቌ

ሺ0ሻ
ଷ
ଶ

3
2

൅ 2 െ
4ଶ

4
ቍ ൌ ቌ

8
3
2

൅ 6 െ 9ቍ െ ሺ2 െ 1ሻ ൌ ൬
16
3

െ 3൰ െ 1

ൌ
16
3

െ 4 ൌ
4
3

≅ 1.3333 

El área de la región encerrada es de 4/3 ≅ 1.3333 u2. 
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SOLUCIONES OPCIÓN A CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020 

PRIMERA PARTE 

Ejercicio A1 

Discutir  el  sistema de ecuaciones  lineales ൝
𝑎𝑥 െ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2
𝑥 െ 2𝑦 െ 𝑧 ൌ 1

𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 3
  en  función del parámetro a.  Resolver,  en 

función de a, mediante el método de Cramer, en los casos en que sea posible. 

Solución: 

Escribimos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada, y determinamos sus rangos. La matriz de 
los coeficientes es cuadrada, por lo que calculamos su determinante, y es: –2a2 + 3a + 9, que se anula 
para a = 3, y para a = –3/2. Por tanto el rango de la matriz de los coeficientes es 3 siempre que a sea 
distinto de 3 y de –3/2. Y el rango de matriz ampliada no puede ser mayor que 3. 

Resolvemos por Cramer:  

𝑥 ൌ

อ
2 െ1 2
1 െ2 െ1
3 2 𝑎

อ

െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 9
ൌ

െ2𝑎 ൅ 22
െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 9

 

𝑦 ൌ

อ
𝑎 2 2
1 1 െ1
1 3 𝑎

อ

െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 9
ൌ

𝑎ଶ ൅ 𝑎 ൅ 2
െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 9

 

𝑧 ൌ

อ
𝑎 െ1 2
1 െ2 1
1 2 3

อ

െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 9
ൌ

െ2𝑎 ൅ 10
െ2𝑎ଶ ൅ 3𝑎 ൅ 9

 

 

El sistema es compatible determinado si a ≠ 3 o a ≠ –3/2.  

Las soluciones son: 𝑥 ൌ ିଶ௔ାଶଶ

ିଶ௔మାଷ௔ାଽ
; 𝑦 ൌ ௔మା௔ାଶ

ିଶ௔మାଷ௔ାଽ
; 𝑧 ൌ ିଶ௔ାଵ଴

ିଶ௔మାଷ௔ାଽ
. 

Calculamos el rango de la matriz ampliada para esos dos valores.  

Para a = –3/2 el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, 
vale 22, luego su rango es 3. El sistema es incompatible. 

Para a = 3 el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, vale 
–14, luego su rango es 3. El sistema es incompatible. 

Por tanto: 

El sistema es incompatible si a = 3 o a = –3/2. 

Observamos que si a = 3 o a = –3/2, se anulan los denominadores, luego NO hay solución. 

Para todo a distinto de 3 o de –3/2, 𝑥 ൌ ିଶ௔ାଶଶ

ିଶ௔మାଷ௔ାଽ
 ; 𝑦 ൌ ௔మା௔ାଶ

ିଶ௔మାଷ௔ାଽ
 ; 𝑧 ൌ ିଶ௔ାଵ଴

ିଶ௔మାଷ௔ାଽ
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Ejercicio B1: 

Sea la matriz M(a) = ൭
1 𝑎 1
𝑎 1 𝑎
0 𝑎 1

൱ 

a) Determina para qué valores de a la matriz tiene inversa. 
b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por 

qué no lo es. 

Solución: 

a) Para  que  una  matriz  tenga  inversa  sabemos  que  su  determinante  debe  ser  distinto  de  cero. 
Calculamos el determinante de la matriz y se obtiene que vale 1 – a2, que vale cero si a vale 1 o vale 
–1.  

Por tanto, la matriz M es invertible si a es distinto de 1 y de –1.  

M es invertible a  R – {1, –1} 

 

b) Cuando a = 0, entonces M(0) = ൭
1 0 1
0 1 0
0 0 1

൱, de determinante 1. Calculamos su inversa: 

M‐1(0) = ൭
1 0 െ1
0 1 0
0 0 1

൱. 

 
Comprobamos multiplicando ambas matrices que no nos hemos equivocado: 

൭
1 0 1
0 1 0
0 0 1

൱ ∙ ൭
1 0 െ1
0 1 0
0 0 1

൱ = ൭
1 0 െ1 ൅ 1
0 1 0
0 0 1

൱ = ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱, que es la matriz identidad 
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SEGUNDA PARTE 

Ejercicio A2: 

a) Hallar la ecuación del plano que pasa por el punto (–1, 2, 3) y es paralelo a los vectores v = (–1, –2, –3) 
y w = (1, 3, 5). 

b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y el plano Ax – y +5z = 8 sean 
perpendiculares. 

 

Solución: 

a) Calculamos el vector normal al plano pedido calculando el producto vectorial de los vectores 
dados:  

𝑣⃗ x 𝑤ሬሬ⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘

െ1 െ2 െ3
1 3 5

อ ൌ െ𝑖 ൅ 2𝑗 െ 𝑘 

El vector normal es, por tanto, (–1, 2, –1) luego el plano pedido en paralelo a: –x + 2y – z = d. 

Imponemos ahora que pase por el punto (–1, 2, 3): 

– (–1) + 2(2) – 3 = 2 = d.  

Por tanto, el plano es: 

–x + 2y – z = 2. 

 

b) Para  que  dos  planos  sean  perpendiculares  sus  vectores  ortogonales  deben  ser  también 
perpendiculares.  El  vector  ortogonal  al  primer  plano  ya  hemos  visto  que  es  (–1,  2,  –1),  y  el 
vector ortogonal al segundo plano es (A, –1, 5). Para que sean perpendiculares imponemos que 
su producto escalar sea cero.  

(–1, 2, –1)  (A, –1, 5) = –A –2 –5 = –A – 7 = 0, luego A = –7. 

A = –7 
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Ejercicio B2: 

Sea el plano 𝜋 ≡ 2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝐴𝑧 ൌ 0. Sea r la recta dada por ൜
4𝑥 െ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ െ1
3𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ3 . Hallar A para que r y 

𝜋 sean paralelos. Además, obtener el plano perpendicular a r y que pase por el origen. 

Solución: 

Para  que  la  recta  y  el  plano  sean  paralelos,  no  deben  tener  ningún  punto  en  común,  y  por  tanto  el 

sistema formado por sus ecuaciones debe ser incompatible: ൝
2𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝐴𝑧 ൌ 0

4𝑥 െ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ െ1
3𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ3

, por lo que el rango 

de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada debe ser distinto. 

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: –6 –8A –12 + 9A + 16 + 4 = A + 2, que vale cero 
para A = –2. En la matriz ampliada el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta 
es distinto de cero. Luego el rango de la matriz de los coeficientes vale 2 para A = –2, y el rango de la 
matriz ampliada vale 3, por lo que el sistema es incompatible y la recta es paralela al plano. 

Para A = –2 la recta y el plano son paralelos. 

 

Buscamos ahora un plano perpendicular a la recta que pase por el origen. Podemos hacerlo de varias 
formas,  por  ejemplo,  buscando  la  ecuación  paramétrica  de  la  recta  y  con  ello,  su  vector  director. O 
buscando un vector que sea ortogonal a  los dos vectores perpendiculares a  los planos que forman  la 
recta. Para ello calculamos el producto vectorial de los vectores (4, –3, 4) y (3, –2, 1): 

อ
𝑖 𝑗 𝑘
4 െ3 4
3 െ2 1

อ ൌ 5𝑖 ൅ 8𝑗 ൅ 𝑘 

Obtenemos que el vector director de la recta es (5, 8, 1), que tomamos como vector ortogonal al plano 
pedido: 5z + 8y + z = d. Imponemos ahora que pase por el origen, por lo que d = 0. El plano es: 

5z + 8y + z = 0 
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TERCERA PARTE 

Ejercicio A3: 

Dada la función f(x) = ax3 + bx2 + c, obtener los valores de a, b y c para que su gráfica pase por el 
punto P(0, 2) y tenga un extremo relativo en Q(1, –1). ¿Tiene más extremos? 

Solución: 

Imponemos en primer lugar que pase por el punto P(0, 2), con lo que f(0) = c = 2 

Imponemos también que pase por Q (1, –1): f(1) = a(1)3 + b(1)2 + c = a + b + 2 = –1, luego a + b = –3. 

Para que haya un extremo relativo en Q (1, –1) se debe anular la derivada en ese punto: 

f'(x) = 3ax2 + 2bx, f'(1) = 3a(1)2 + 2b(1) = 3a + 2b = 0, por lo que b = –3a/2, y a + b = a – 3a/2 = –a/2 = –3.  

Luego a = 6 y b = –9.  

La función pedida es: 

f(x) = 6x3 – 9x2 + 2 

 

Para determinar si tiene más extremos, como es una función polinómica definida en toda la recta real, 
es derivable en toda la recta real, luego los extremos deben estar en punto dónde se anule la derivada. 

Derivamos e igualamos a cero: 

f'(x) = 18x2 – 18x = 18x(x – 1) = 0, si x = 0 y si x = 1.  

Hay otro extremo para x = 0, y = 2. En (0, 2). 

 

No lo piden, pero vamos a determinar si son máximos o mínimos. Calculamos la derivada segunda:  

f’’(x) = 36x – 18; f’’(1) = 36(1) – 18 = 18 > 0, que es un mínimo. f’’(0) = 36(0) – 18 = – 18 < 0, que es un 
máximo.   

El punto Q(1, –1) es un mínimo y el punto (0, 2) es un máximo. 
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Ejercicio B3: 

Sea f(x) = x2 + 9 y O(0, 0) un punto exterior a la gráfica. Calcula razonadamente la (o las) tangentes 
a la gráfica que pasen por O 

Solución: 

Las rectas que pasan por el origen tienen de ecuación y = mx.  

Para  que  sean  tangentes  a  la  función  debe  ser  su  pendiente  en  el  punto  de  tangencia  igual  a  la 
derivada: f'(x) = 2x.  

Buscamos los puntos de intersección entre la función y las rectas y = mx, imponiendo que sean puntos 
de corte dobles: x2 + 9 = mx. x2 – mx + 9 = 0. Imponemos que se anule el discriminante:  

b2 – 4ac = m2 – 4  9 = m2 – 36, luego m = ±6. 

Las rectas tangentes buscadas son y = ±6x. 

Las rectas tangentes son y = 6x o y = –6x. 

 

Observamos que la función es una parábola de eje de simetría el eje de ordenadas, luego tiene sentido 
esas rectas tangentes.  

El problema no lo pide, pero vamos a calcular los puntos de tangencia:  

±6x = x2 + 9, x = ±6/2 = ±3; y = ±18. 

Los puntos de tangencia son: (3, 18) y (–3, –18). 
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CUARTA PARTE 

Ejercicio A4: 

Dibujar la región encerrada por f(x) = x2 – 2x + 1 y g(x) = –x2 + 5, y calcular el área de dicha región.  

Solución: 

Las funciones dadas son dos parábolas, una con las ramas hacia arriba (convexa) y la otra con las ramas 
hacia abajo (cóncava). La primera corta al eje de abscisas en el vértice (1, 0) y al eje de ordenadas en 
(0, 1). La segunda corta al eje de ordenadas en (0, 5), es simétrica respecto a ese eje, y corta al eje de 

abscisas en ൫േ√5, 0ሻ൯ 

Buscamos los puntos de intersección de ambas gráficas: f(x) = g(x), x2 – 2x + 1 = –x2 + 5, 2x2 – 2x – 4 = 0, 
x2  –  x  –  2  =  0,  resolvemos  la  ecuación  de  segundo  grado  y  obtenemos  –1  y  2,  luego  los  puntos  de 
intersección son (–1, 4) y (2, 1). 

Dibujamos la gráfica: 

 
El área de la región viene dada por la integral: 

න ሺ𝑔ሺ𝑥ሻ െ 𝑓ሺ𝑥ሻሻ𝑑𝑥 ൌ 
ଶ

ିଵ
න ሺെ𝑥ଶ ൅ 5 െ ሺ𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 1ሻሻ𝑑𝑥

ଶ

ିଵ

ൌ  න ሺെ2𝑥ଶ ൅ 2𝑥 ൅ 4ሻ𝑑𝑥 ൌ 
ଶ

ିଵ
ቈ
െ2𝑥ଷ

3
൅

2𝑥ଶ

2
൅ 4𝑥቉

ିଵ

ଶ

ൌ  ൬
െ2 ∙ 8

3
൅ 4 ൅ 8൰ െ ቆ

െ2 ∙ ሺെ1ሻ
3

൅ 1 െ 4ቇ ൌ
െ18

3
൅ 15 ൌ 9 

El área de la región encerrada es de 9 u2. 
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CUARTA PARTE 

Ejercicio B4: 

Calcular las integrales indefinidas 𝐼 ൌ ׬  𝑥 ∙ cosሺ2𝑥ሻ 𝑑𝑥 y 𝐽 ൌ ׬
ௗ௫

௫మାଶ௫ିଷ
 , explicando los métodos usados 

para su resolución.  

Solución: 

La primera integral se resuelve por partes. 

El método de integración por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:  

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ ൌ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ ൅ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൌ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൅ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ, luego integrando término a término: 

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ𝑑𝑥׬  ൌ 𝑢𝑣 ൌ ሺሺ𝑢׬ ∙ 𝑣ᇱሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑣 ∙ 𝑢ᇱሻ𝑑𝑥ሻ ൌ ሺ𝑢׬ ∙ 𝑑𝑣 ൅ 𝑣 ∙ 𝑑𝑢ሻ.  

La fórmula de la integración por partes queda, por tanto: 

න 𝑢 ∙ 𝑑𝑣 ൌ 𝑢𝑣 െ න 𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

Buscamos las funciones u y v teniendo en cuenta que u lo debemos derivar y v, integral.  

Llamamos u = x, luego du = dx; dv = cos(2x)dx, luego v = (1/2) sen(2x) 

𝐼 ൌ ׬  𝑥 ∙ cosሺ2𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ∙ ଵ

ଶ
∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ െ ׬

௦௘௡ሺଶ௫ሻ

ଶ
𝑑𝑥 ൌ ௫∙௦௘௡ሺଶ௫ሻ

ଶ
െ ୡ୭ୱሺଶ௫ሻ

ସ
൅ 𝐶  

𝐼 ൌ  න 𝑥 ∙ cosሺ2𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ
𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ2𝑥ሻ

2
െ

cosሺ2𝑥ሻ

4
൅ 𝐶 

 

La  segunda  integral  es  una  integral  racional.  Para  calcularla  hallamos  las  raíces  del  denominador 
resolviendo la ecuación de segundo grado, que son: 1 y ‐3. Descomponemos en fracciones simples: 

1
𝑥ଶ ൅ 2𝑥 െ 3

ൌ
1

ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 1ሻ
ൌ

𝐴
𝑥 ൅ 3

൅
𝐵

𝑥 െ 1
ൌ

𝐴ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝐵ሺ𝑥 ൅ 3ሻ
ሺ𝑥 ൅ 3ሻሺ𝑥 െ 1ሻ

 

Igualamos los numeradores: 

1 = A(x – 1) + B(x + 3)  

De donde 

A + B = 0, luego A = –B 

1 = –A + 3B = B + 3B por lo que B = 1/4, y A = –1/4 

𝐽 ൌ න
𝑑𝑥

𝑥ଶ ൅ 2𝑥 െ 3
ൌ න ൬

െ1/4
𝑥 ൅ 3

൅
1/4

𝑥 െ 1
൰ 𝑑𝑥 ൌ

1
4

ሺ𝐿|𝑥 െ 1| െ 𝐿|𝑥 ൅ 3|ሻ ൅ 𝐶 ൌ
𝐿|𝑥 െ 1|

4𝐿|𝑥 ൅ 3|
൅ 𝐶 

𝐽 ൌ න
𝑑𝑥

𝑥ଶ ൅ 2𝑥 െ 3
ൌ

𝐿|𝑥 െ 1|
4𝐿|𝑥 ൅ 3|

൅ 𝐶 ൌ
𝐿|𝑥 െ 1|

𝐿|𝑥 ൅ 3|ସ ൅ 𝐶 
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QUINTA PARTE 

Ejercicio A5: 

En una empresa en 70 % de sus trabajadores están satisfechos con su contrato, y entre las satisfechas 
con su contrato el 80 % gana más de mil euros. Entre las no satisfechas sólo el 20 % gana más de mil 
euros. Si se elige una trabajadora al azar: 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que gane más de mil euros? 
b. Si gana más de mil euros, ¿cuál es la probabilidad de que esté satisfecha con su contrato? 
c. ¿Cuál es la probabilidad de que gane menos de mil euros y esté satisfecha con su contrato? 

Solución: 

 Representamos la situación en un diagrama en árbol y en una tabla de contingencia: 

 

  Satisfecha  No satisfecha   

Más de mil  0.56  0.06  0.62 

Menos de mil  0.14  0.24  0.38 

  0.7  0.3  1 
 

a) La probabilidad de que gane más de mil euros es 0.62. 

 

b) Nos  piden  P(satisfecha/ganar  más  de  mil  euros)  =  P(de  la  intersección)/P(más  de  mil)  = 
0.56/0.62 = 0.9032 

Si gana más de mil euros la probabilidad de que esté satisfecha con su contrato es de 0.9032. 

 

c) Ahora nos piden de nuevo una probabilidad de la intersección que ya tenemos calculada en la 
tabla: 

La probabilidad de que gane menos de mil euros y esté satisfecha con su contrato es de 0.14. 
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Ejercicio B5: 

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automóvil, con 
independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado es 
del 0.4, se pide: 

a. Identificar y describir este modelo de probabilidad. 
b. Hallar la probabilidad de que cierto día haya 8 automóviles aparcados. 
c. Hallar la probabilidad de que cierto día haya entre 10 y 20 automóviles aparcados. 

Solución: 

a) En  una  plaza  puede  haber  un  automóvil  aparcado,  o  no,  luego  es  una  distribución  de 
probabilidad binomial, siendo p = 0.4, q = 0.6, n = 30. Por lo que es la distribución B(30, 0.4). 

Distribución binomial B(30, 0.4) 

 

b) La probabilidad de tener x éxitos es: 

𝑃ሺ𝑥 ൌ 8ሻ ൌ ቀ
𝑛
𝑥ቁ 𝑝௫𝑞௡ି௫ ൌ ቀ30

8
ቁ 0.4଼ ∙ 0.6ଷ଴ି଼ ൌ

30!
8! ∙ 22!

0.4଼ ∙ 0.6ଶଶ ൌ 5852925 ∙ 0.4଼ ∙ 0.6ଶଶ

ൌ 5852925 ∙ 0.00065536 ∙ 0.6ଶଶ ൌ 0.0505 

También se puede aproximar pasando de la binomial a la norma con la corrección de Yatres: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ𝐵 ൌ 8ሻ ൌ 𝑃ሺ7.5 ൑ 𝑋 ൑ 8.5ሻ ൌ  𝑃 ൬
7.5 െ 12

2.68
൑ 𝑍 ൑

8.5 െ 12
2.68

൰ 

La probabilidad de que haya 8 automóviles aparcados es de 0.0505. 

 

c) Se observa que los números se complican, así que es preferible transformar la binomial en una 

normal, de media np = 30  0.4 = 12, y varianza npq = 30  0.4  0.6 = 7.2, con desviación típica la 
raíz, 2.68. 

B(30, 0.4)  N(12, 2.68) 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ10 ൑ 𝐵 ൑ 20ሻ 

Consideramos la corrección de Yates: 

𝑃 ൌ 𝑃ሺ10 ൑ 𝐵 ൑ 20ሻ ൌ 𝑃ሺ9.5 ൑ 𝑋 ൑ 20.5ሻ 

Tipificamos la variable normal: 𝑍: ௑ିఓ

ఙ
ൌ ௑ିଵଶ

ଶ.଺଼
  

𝑃 ൌ 𝑃 ൬
9.5 െ 12

2.68
൑ 𝑍 ൑

20.5 െ 12
2.68

൰ ൌ 𝑃ሺെ0.93 ൑ 𝑍 ൑ 3.17ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 3.17ሻ െ ൫1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 0.93ሻ൯

ൌ 0.9992 െ 1 ൅ 0.8238 ൌ 0.8230 

La probabilidad de que haya entre 10 y 20 automóviles es de 0.8230 
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SOLUCIONES OPCIÓN A CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE 2020 

PRIMERA PARTE 

Ejercicio A1 

Discutir en función de A el sistema que sigue y resolver cuando sea posible  ൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2𝐴

2𝑥 ൅ 3𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 2
4𝑥 ൅ 4𝑦 ൅ 𝐴𝑧 ൌ 4𝐴

. 

Solución: 

Calculamos  el  rango  de  la matriz  de  los  coeficientes  y  de  la matriz  ampliada.  El  determinante  de  la 
matriz de los coeficientes, que es cuadrada, vale: A – 4, luego si A es distinto de 4, el rango vale 3, así 
como el rango de la matriz ampliada, luego en ese caso el sistema es compatible y determinado. 

Para A = 4 estudiamos el rango de la matriz ampliada y encontramos que el determinante formado por 
las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, por lo que su rango vale 3, y el sistema es 
incompatible.  

Si A ≠ 4 el sistema es compatible y determinado. Si A = 4, el sistema es incompatible. 

 

Podemos resolver el sistema por Gauss o por Cramer. Po el método de Gauss llegamos al sistema: 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 2𝐴

0𝑥 ൅  𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2 െ 4𝐴
0𝑥 ൅ 0𝑦 ൅ ሺ𝐴 െ 4ሻ𝑧 ൌ െ4𝐴

 

En ambos casos se obtiene que:  

Si A ≠ 4, 𝑥 ൌ ଺஺మିଷ଼஺ାସ஺

஺ିସ
; 𝑦 ൌ ିସ஺మାଷ଴஺ି଼

஺ିସ
; 𝑧 ൌ  ିସ஺

஺ିସ
 . 
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Ejercicio B1 

Dada la matriz M = ቀ1 0
1 1

ቁ, calcular razonadamente M2020. 

Solución: 

Calculamos M2 y las potencias sucesivas:  

𝑀ଶ ൌ 𝑀 ∙ 𝑀 ൌ ቀ1 0
1 1

ቁ ∙ ቀ1 0
1 1

ቁ ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ 

𝑀ଷ ൌ 𝑀 ∙ 𝑀 ∙ 𝑀 ൌ 𝑀ଶ ∙ 𝑀 ൌ ቀ1 0
2 1

ቁ ∙ ቀ1 0
1 1

ቁ ൌ ቀ1 0
3 1

ቁ 

Se observa que todos los términos permanecen invariantes: 1, 0, 1, salvo el que se obtiene de sumar la 
primera fila, por lo que podemos afirmar que: 

𝑀ଶ଴ଶ଴ ൌ ቀ 1 0
2020 1

ቁ 
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SEGUNDA PARTE 

Ejercicio A2 

Sea la recta ൜
3𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൌ 2

2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 4𝑧 ൌ 1 y el plano 𝜋: 3𝑥 ൅ ሺ𝑎 ൅ 1ሻሺ𝑦 ൅ 1ሻ ൅ 𝑎𝑧 ൌ 1 

a) Hallar a para que la recta y el plano sean paralelos 
b) Determinar si el punto P (1, 1, 2) pertenece al plano del apartado anterior 

Solución: 

a) Para que la recta y el plano sean paralelos debe verificarse que el vector de dirección de la recta 
y el vector ortogonal al plano sean perpendiculares.  

El vector normal al plano es: (3, a + 1, a).  

Para determinar el  vector director de  la  recta podemos escribir  la ecuación paramétrica de  la misma 
resolviendo el  sistema  y  dejando  la  solución  en  función  de  un  parámetro,  u  obtenerlo  directamente 
calculando el producto vectorial de los dos vectores ortogonales a los planos que la forman: 

𝑣⃗ ൌ อ
𝑖 𝑗 𝑘
3 1 െ1
2 1 4

อ ൌ 5𝑖 െ 14𝑗 ൅ 𝑘 

El vector director de la recta es: (5, 14, 1). 

Imponemos que ambos vectores sean perpendiculares anulando su producto escalar: 

(3, a + 1, a)  (5, 14, 1) = 15 14(a + 1) + a = 13a + 1 = 0, luego a = 1/13.  

Si a = 1/13, la recta y el plano son paralelos. 

b) Para ese valor del parámetro el plano resulta:  

𝜋: 3𝑥 ൅ ൬
1

13
൅ 1൰ ሺ𝑦 ൅ 1ሻ ൅

1
13

𝑧 ൌ 1 → 3𝑥 ൅
14
13

𝑦 ൅
1

13
𝑧 ൅

1
13

ൌ 0 → 39𝑥 ൅ 14𝑦 ൅ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0 

Para que el punto pertenezca al plano, debe verificar su ecuación:  

P (1, 1, 2); 39(1) + 14(1) + 1(2) + 1 = 39 + 14 + 2 + 1 ≠ 0. 

El punto P no pertenece al plano. 
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Ejercicio B2 

Hallar  el  punto  Q  simétrico  de  P(1,  2,  3)  respecto  del  plano  𝜋: 𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 0  explicando  los  pasos 
seguidos para su cálculo. 

Solución: 

En primer lugar, buscamos la recta que pase por Q y sea perpendicular al plano. Su vector director es el 
vector normal del plano (1, 1, 1):  

𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝑡
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝑡
𝑧 ൌ 3 ൅ 𝑡

 

Buscamos el punto de intersección de la recta r con el plano:  

𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 ൅ 𝑡 ൅ 2 ൅ 𝑡 ൅ 3 ൅ 𝑡 ൌ 0 ൌ 6 ൅ 3𝑡 → 𝑡 ൌ െ2 → 𝑀ሺെ1, 0, 1ሻ. 

El punto Q simétrico de P verifica que los vectores 𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ , luego  

𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑀 െ 𝑃ሻ ൌ ሺെ1, 0, 1ሻ െ ሺ1, 2,3ሻ ൌ ሺെ2, െ2, െ2ሻ, 

𝑀𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ െ ሺെ1, 0, 1ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 1, 𝑦, 𝑧 െ 1ሻ 

𝑃𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ ൌ 𝑀𝑄ሬሬሬሬሬሬ⃗ → ሺെ2, െ2, െ2ሻ ൌ ሺ𝑥 ൅ 1, 𝑦, 𝑧 െ 1ሻ → ൝
𝑥 ൅ 1 ൌ െ2 → 𝑥 ൌ െ3

𝑦 ൌ െ2
𝑧 െ 1 ൌ െ2 → 𝑧 ൌ െ1

 

El punto simétrico pedido Q es igual a (3, 2, 1) 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Álvaro Garmendia Antolín 

Comunidad Autónoma de PAÍS VASCO    www.apuntesmareaverde.org.es 

   

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)427 

TERCERA PARTE 

Ejercicio A3 

Sea  f  la  función definida por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ൜ 𝑎𝑥ଶ ൅ 3𝑥         𝑠𝑖 𝑥 ൑ 2
𝑥ଶ െ 𝑏𝑥 െ 4     𝑠𝑖 𝑥 ൐ 2

,  calcular a y b  razonadamente sabiendo 

que f es derivable en toda la recta real. 

Solución: 

Para  que  una  función  sea  derivable  debe  ser  continua.  La  función  f  está  definida  mediante  dos 
funciones polinómicas  luego es continua en  toda  la  recta  real,  salvo en el punto de unión de  las dos 
ramas. Imponemos que sea continua en el punto de abscisa x = 2.  

𝑎𝑥ଶ ൅ 3𝑥 ൌ 𝑎ሺ2ଶሻ ൅ 3ሺ2ሻ ൌ 4𝑎 ൅ 6 

𝑥ଶ െ 𝑏𝑥 െ 4 ൌ ሺ2ଶሻ െ 𝑏ሺ2ሻ െ 4 ൌ െ2𝑏 

Para que la función sea continua en toda la recta real se debe verificar que 4𝑎 ൅ 2𝑏 ൌ െ6. 

De nuevo, como la  función está formada por dos funciones polinómicas es derivable en toda  la recta 
real salvo en el punto de unión de dichas ramas, dónde imponemos que lo sea: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ ቄ2𝑎𝑥 ൅ 3    𝑠𝑖 𝑥 ൏ 2
2𝑥 െ 𝑏     𝑠𝑖 𝑥 ൐ 2

, 

2𝑎𝑥 ൅ 3 ൌ 2𝑎ሺ2ሻ ൅ 3 ൌ 2𝑥 െ 𝑏 ൌ 2ሺ2ሻ െ 𝑏 → 4𝑎 ൅ 3 ൌ 4 െ 𝑏 → 4𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 1 

Resolvemos el sistema: ቄ4𝑎 ൅ 2𝑏 ൌ െ6
4𝑎 ൅ 𝑏 ൌ 1

, restando se obtiene  𝑏 ൌ െ7, y sustituyendo 𝑎 ൌ 2. 

La función f es derivable en toda la recta real si 𝑎 ൌ 2 y 𝑏 ൌ െ7. 
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Ejercicio B3 

Estudiar  los  intervalos  de  crecimiento  y  decrecimiento  de  la  función  𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ𝑒ଶ௫.  Encontrar  esos 
extremos.  

Solución: 

La función dada es continua y derivable en toda la recta real por estar formada por el producto de una 
función polinómica y una función exponencial. Por tanto, los extremos de la función deben estar en los 
puntos en los que se anule la derivada. 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥ଶ𝑒ଶ௫ → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥𝑒ଶ௫ ൅ 𝑥ଶ𝑒ଶ௫2 ൌ 𝑒ଶ௫ሺ2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ ൌ 𝑒ଶ௫2𝑥ሺ1 ൅ 𝑥ሻ 

La función exponencial no se anula nunca. La primera derivada se anula para 𝑥 ൌ 0; 𝑥 ൌ െ1. 

Estudiamos  el  signo  de  la  derivada  en  los  intervalos:  ሺെ∞, െ1ሻ; ሺെ1, 0ሻ; ሺ0, ൅∞ሻ.  La  función 
exponencial es siempre positiva. 2𝑥 ൏ 0  𝑠𝑖 𝑥 ൏ 0; 1 ൅ 𝑥 ൏ 0   𝑠𝑖 𝑥 ൏ െ1. Por tanto en: 

ሺെ∞, െ1ሻ → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0. La función es creciente 

ሺെ1, 0ሻ → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൏ 0. La función es decreciente. 

ሺ0, ൅∞ሻ → 𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൐ 0. La función es creciente 

En el punto de abscisa 𝑥 ൌ െ1 la función pasa de creciente a decreciente, luego es un máximo, que se 

alcanza en 𝑓ሺെ1ሻ ൌ ሺെ1ሻଶ𝑒ଶሺିଵሻ ൌ 𝑒ିଶ. Tenemos un máximo relativo en ሺെ1, 𝑒ିଶሻ ൌ ሺെ1, ଵ

௘మሻ. 

En el punto de abscisa 𝑥 ൌ 0  la  función pasa de decreciente a creciente,  luego es un mínimo, que se 

alcanza en 𝑓ሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻଶ𝑒ଶሺ଴ሻ ൌ 0.Tenemos un mínimo en (0, 0). 

La función es creciente en ሺെ∞, െ1ሻ ∪ ሺ0, ൅∞ሻ. La función es decreciente en ሺെ1, 0ሻ. 

Alcanza un máximo relativo en ሺെ1, 𝑒ିଶሻ ൌ ቀെ1, ଵ

௘మቁ y un mínimo relativo en (0, 0). 

Para determinar si  son máximos o mínimos relativos  también se podría haber utilizado el  signo de  la 
deriva segunda: 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫ሺ2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ → 𝑓ᇱᇱሺ𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫2ሺ2𝑥 ൅ 2𝑥ଶሻ ൅ 𝑒ଶ௫ሺ2 ൅ 4𝑥ሻ ൌ 𝑒ଶ௫ሺ4𝑥 ൅ 4𝑥ଶ ൅ 2 ൅ 4𝑥ሻ
ൌ 𝑒ଶ௫ሺ4𝑥ଶ ൅ 8𝑥 ൅ 2ሻ → 

𝑓ᇱᇱሺെ1ሻ ൌ 𝑒ଶሺିଵሻሺ4ሺെ1ሻଶ ൅ 8ሺെ1ሻ ൅ 2ሻ ൌ 𝑒ଶሺିଵሻሺ4 െ 8 ൅ 2ሻ ൌ 𝑒ିଶሺെ2ሻ ൏ 0 → Máximo relativo 

𝑓ᇱᇱሺ0ሻ ൌ 𝑒ଶሺ଴ሻሺ4ሺ0ሻଶ ൅ 8ሺ0ሻ ൅ 2ሻ ൌ 𝑒ଶሺ଴ሻሺ2ሻ ൐ 0 → Mínimo relativo 
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CUARTA PARTE 

Ejercicio A4 

Representar  la  región  finita del plano  limitada por  la  curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 𝑥ଶ,  y por  la  recta 𝑔ሺ𝑥ሻ ൌ 2𝑥. 
Calcular su área.  

Solución: 

La curva 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 3 െ 𝑥ଶ es una parábola de vértice (0, 3), con las ramas hacia abajo (cóncava). 

 

La recta y la parábola se cortan en:  

3 െ 𝑥ଶ ൌ 2𝑥 → 𝑥ଶ ൅ 2𝑥 െ 3 ൌ 0 → 𝑥 ൌ 1; 𝑥 ൌ  െ3 → ሺ1, 2ሻ, ሺെ3, െ6ሻ 

La parábola está siempre por encima de la recta entre ‐3 < x < 1. 

 

El área pedida es: 

Área ൌ ׬ ൫𝑓ሺ𝑥ሻ െ 𝑔ሺ𝑥ሻ൯𝑑𝑥 ൌ
ଵ

ିଷ ׬ ቀ3 െ 𝑥ଶ െ 2𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬ ሺെ𝑥ଶ െ 2𝑥 ൅ 3ሻ𝑑𝑥
ଵ

ିଷ ቁ
ଵ

ିଷ ൌ 

ቈ
െ𝑥ଷ

3
െ

2𝑥ଶ

2
൅ 3𝑥቉

ିଷ

ଵ

ൌ  ൬
െ1
3

െ 1 ൅ 3൰ െ ൭
െሺെ3ሻଷ

3
െ ሺെ3ሻଶ ൅ 3ሺെ3ሻ൱ ൌ

െ1
3

൅ 2 െ 9 ൅ 18 ൌ
32
3
 

El área vale 
ଷଶ

ଷ
 𝑢ଶ ≅ 10.67 𝑢ଶ. 
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Ejercicio B4 

Explicar en qué consiste el método de integración por partes y aplicarlo a calcular la integral: 

𝐼 ൌ  න 𝑥 ∙ cosሺ3𝑥ሻ 𝑑𝑥 

Solución: 

El método de integración por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:  

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ ൌ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ ൅ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൌ 𝑢 ∙ 𝑣ᇱ ൅ 𝑣 ∙ 𝑢ᇱ, luego integrando término a término: 

ሺ𝑢𝑣ሻᇱ𝑑𝑥׬  ൌ 𝑢𝑣 ൌ ሺሺ𝑢׬ ∙ 𝑣ᇱሻ𝑑𝑥 ൅ ሺ𝑣 ∙ 𝑢ᇱሻ𝑑𝑥ሻ ൌ ሺ𝑢׬ ∙ 𝑑𝑣 ൅ 𝑣 ∙ 𝑑𝑢ሻ.  

La fórmula de la integración por partes queda, por tanto: 

න 𝑢 ∙ 𝑑𝑣 ൌ 𝑢𝑣 െ න 𝑣 ∙ 𝑑𝑢 

Buscamos las funciones u y v teniendo en cuenta que u lo debemos derivar y v, integral.  

Llamamos u = x, luego du = dx; dv = cos(3x)dx, luego v = (1/3) sen(3x) 

𝐼 ൌ ׬  𝑥 ∙ cosሺ2𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ 𝑥 ∙ ଵ

ଷ
∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ3𝑥ሻ െ ׬

௦௘௡ሺଷ௫ሻ

ଷ
𝑑𝑥 ൌ ௫∙௦௘௡ሺଷ௫ሻ

ଷ
െ ୡ୭ୱሺଷ௫ሻ

ଷ∙ଷ
൅ 𝐶  

𝐼 ൌ  න 𝑥 ∙ cosሺ2𝑥ሻ 𝑑𝑥 ൌ
𝑥 ∙ 𝑠𝑒𝑛ሺ3𝑥ሻ

3
െ

cosሺ3𝑥ሻ

9
൅ 𝐶 
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QUINTA PARTE 

Ejercicio A5 

Una  máquina  produce  recipientes  cuyas  capacidades  se  distribuyen  según  una  distribución  normal 
N(10, 0.1). Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso si su capacidad no está entre 9.8 y 
10.1. Calcular: 

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso. 
b) Si se han fabricado 1 500 recipientes, ¿cuántos de esperan defectuosos? 

Solución: 

Sabemos que es una distribución normal de media 10, y desviación típica 0.1.  

Tipificamos la variable normal: 𝑍: ௑ିఓ

ఙ
ൌ ௑ିଵ଴

଴.ଵ
  

𝑃 ൌ 𝑃 ൬
9.8 െ 10

0.1
൑ 𝑍 ൑

10.1 െ 10
0.1

൰ ൌ 𝑃ሺെ2 ൑ 𝑍 ൑ 1ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 1ሻ െ ൫1 െ 𝑃ሺ𝑍 ൏ 2ሻ൯ 

ൌ 0.8413 െ 1 ൅ 0.9772 ൌ 0.8185. 

La probabilidad de que NO esté entre 9.8 y 10.1 es el suceso contrario:  

Probabilidad de defectuoso ൌ 1 െ 0.8185 ൌ 0.1815, aproximadamente un 18 %. 

La probabilidad de que la capacidad no esté entre 9.8 y 10.1 es de 0.1815 

Si se han fabricado 1 500 recipientes se esperan que sean defectuosos:  

𝑛𝑝 ൌ 1500 ∙ 0.1815 ൌ 272 
El número esperado de defectuosos es de 272. 
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Ejercicio B5 

En un instituto el 40 % de sus alumnos tienen el cabello castaño, el 35 % tiene ojos azules, y el 15 % tiene 
el cabello castaño y los ojos azules. Se escoge una persona al azar: 

a) Si tiene los cabellos castaños, ¿cuál es la probabilidad de que tenga los ojos azules? 
b) Si tiene los ojos azules, ¿Cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño? 
c) ¿Cuál es la probabilidad de que no tenga ni el cabello castaño ni los ojos azules? 
d) ¿Cuál es la probabilidad de que tenga el cabello castaño o los ojos azules? 

Solución: 

Llamamos C a tener el cabello castaño, y A a tener los ojos azules. Los datos que tenemos son:  

P(C) = 0.4; P(A) = 0.35; P(C y A) = 0.15.  

Llevamos estos datos a una tabla de contingencia, y completamos la tabla: 

  C noC       C noC  

A 0.15    0.35    A 0.15  0.2  0.35 

noA         noA 0.25  0.4  0.65 

  0.4    1      0.4  0.6  1 

a) Nos piden P(A/C) = P(A y C)/P(C) = 0.15/0.4 = 0.375 

Si tiene los cabellos castaños, la probabilidad de que tenga los ojos azules es 0.375. 

b) Nos piden P(noC/A) = P(noC y A)/P(A) = 0.2/0.35 = 0.5714. 

Si tiene los ojos azules, la probabilidad de que no tenga el cabello castaño es 0.5714. 

c) Nos piden P(noC y noA) = 0.4 según aparece en la tabla 

La probabilidad de que no tenga ni el cabello castaño ni los ojos azules es de 0.4. 

d) Nos piden  la probabilidad de  la unión, que sabemos que es  igual a  la suma de  la probabilidad 
menos la probabilidad de la intersección:  

P(A o C) = P(A) + P(C) – P(A y C) = 0.35 + 0.40 – 0.15 = 0.6. 

La probabilidad de que tenga el cabello castaño o los ojos azules es de 0.6. 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
ORDINARIA DE 

JULIO 

BAREMO	DEL	EXAMEN: 
El	alumno	elegirá	solo	TRES	problemas	entre	los	seis	propuestos. 
Cada problema se puntuará hasta 10 puntos. 
La calificación del ejercicio será la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y 
aproximada a las centésimas. 
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan 
realizar cálculo simbólico ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los 
resultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados.
Problema 1: 

 Dado el sistema de ecuaciones൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

𝑎𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ2
, siendo a un parámetro real, 

 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El estudio del sistema en función del parámetro a.        (5 puntos) 

b) Las soluciones del sistema cuando 𝑎 ൌ െ2.         (3 puntos) 

c) La solución del sistema cuando 𝑎 ൌ 0.           (2 puntos) 

Problema 2: 

Se  da  la  recta  𝑟: ௫ିଵ

ଵ
ൌ ௬ାଵ

ଵ
ൌ ௭

ିଵ
  y  los  puntos  𝑃ሺ1,0,0ሻ  y  𝑄ሺ2,1, 𝛼ሻ    Obtener  razonadamente, 

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El valor de a para que la recta que pasa por P y Q sea paralela a r.    (3 puntos) 

b) La ecuación del plano que contiene a P y Q y es paralelo a r, cuando 𝛼 ൌ 1 (3 puntos) 

c) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicular a r, cuando 𝛼 ൌ 1 
                    (4 puntos) 

Problema 3: 

Se da la función real f definida por 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
. 

 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) El dominio y las asíntotas de la función f.           (3 puntos) 

b) La integral ׬ 𝑓 ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥, así como la primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ cuya gráfica pasa por el puntoሺ2,0ሻ. 
              (3+1 puntos) 

c) El área de la región limitada por la curva 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y las rectas 𝑦 ൌ 0 , 𝑥 ൌ 2 , 𝑥 ൌ 4.  
                (3 puntos) 
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Problema 4: 

Se dan las matrices  𝐴 ൌ ൭
1 2
𝑏 0

െ1 2
൱ y 𝐵 ൌ ቀെ1 0 2

െ1 𝑏 െ1
ቁ , que dependen del parámetro real b.  

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos) 

b) Los valores de b para que la matriz 𝐴்𝐴 tenga inversa, siendo 𝐴் la matriz traspuesta de 
A.                 (3 puntos) 

c) La inversa de 𝐴்𝐴 , cuando dicha inversa exista.        (4 puntos) 

Problema 5: 

Sea dan el plano 𝜋: 2𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 െ 5 ൌ 0 y los puntos 𝐴ሺ1,2, െ1ሻ y 𝐵ሺ2,1,0ሻ 

 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La ecuación implícita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a π . (4 
puntos) 

b) Las  ecuaciones  paramétricas  de  la  recta  r  que  es  perpendicular  a  π  y  pasa  por  A. 
Encuentra dos planos cuya intersección sea la recta r.     (1+2 puntos) 

c) La distancia entre el punto B y la recta r.         (3 puntos) 

Problema 6: 

En un triángulo isósceles, los dos lados iguales miden 10 centímetros cada uno. 

 Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La expresión del área 𝐴ሺ𝑥ሻ del triángulo, en función de la longitud x del tercer lado. 
                (4 puntos) 

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función𝐴ሺ𝑥ሻ,0 ൑ 𝑥 ൑ 20  
              (4 puntos) 

c) La longitud x del tercer lado para que el área del triángulo sea máxima y el valor de esta 
área.                 (2 puntos) 
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RESPUESTAS  

Problema 1: 

a) El estudio del sistema en función del parámetro a.      

Vamos a discutir el sistema utilizando el Teorema de Rouché‐Fröbenius. Para ello tenemos que estudiar 
los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada. 

Matriz de los coeficientes: 𝑀 ൌ ൭
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

൱ 

Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden 
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante: 

อ
1 1 𝑎
1 𝑎 1
𝑎 1 1

อ ൌ 𝑎 ൅ 𝑎 ൅ 𝑎 െ 𝑎ଷ െ 1 െ 1 ൌ െ𝑎ଷ ൅ 3𝑎 െ 2 

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante: 

െ𝑎ଷ ൅ 3𝑎 െ 2 ൌ 0 

Para resolver la ecuación de tercer grado vamos a descomponer por Ruffini: 

Con lo cual tenemos que: െ𝑎ଷ ൅ 3𝑎 െ 2 ൌ ሺ𝑎 െ 1ሻଶ ൉ ሺെ𝑎 െ 2ሻ ൌ 0 

Las soluciones son:  

𝑎 െ 1 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ 1 

െ𝑎 െ 2 ൌ 0 ⇒ 𝑎 ൌ െ2 

 

 

La primera conclusión que podemos sacar es que si 𝑎 ് 1 y 𝑎 ് െ2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 y como la matriz am‐
pliada es de dimensión 3x4 y su mayor rango puede ser 3 tenemos que: 

Si  𝑎 ് 1 y  𝑎 ് െ2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* y el sistema será SCD 

 

Vamos a estudiar los casos 𝑎 ൌ 1 y 𝑎 ൌ െ2 

 Caso 𝑎 ൌ 1, sustituyendo el valor tenemos que: 

𝑀 ൌ ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

൱Como las tres filas (o columnas) son iguales aplicando las propiedades de los determi‐

nantes debemos de saber que no habrá ningún menor de orden 2 diferente de cero y, por lo tanto, su 
rango será 1. 

Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada: 

𝑀* ൌ ൭
1 1 1
1 1 1
1 1 1

อ
1
1

െ2
൱ 

Fácilmente podemos ver que hay un menor de orden 2 diferente de cero: 
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ቚ1 1
1 െ2

ቚ ൌ െ2 െ 1 ൌ െ3 ് 0 Lo que nos indica que el  𝑅𝑔𝑀* ൌ 2 

Por lo que la discusión queda: 𝑅𝑔𝑀 ൌ 1 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 2 y el sistema es SI. 

 

 Caso 𝑎 ൌ െ2 , sustituyendo el valor tenemos que: 𝑀 ൌ ൭
1 1 െ2
1 െ2 1

െ2 1 1
൱ 

Tomando  las dos primeras  filas y columnas podemos ver que hay un menor de orden 2 diferente de 

cero:ቚ1 1
1 െ2

ቚ ൌ െ2 െ 1 ൌ െ3 ് 0por lo que 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 

Estudiamos ahora el rango de la matriz ampliada: 

𝑀* ൌ ൭
1 1 െ2
1 െ2 1

െ2 1 1
อ

1
1

െ2
൱ 

Deberíamos buscar un menor de orden 3 diferente de cero pero, si nos fijamos un poco, la primera y la 
cuarta columna de la matriz son iguales por lo que todos los menores de orden 3 que calculemos van a 
ser cero. Por  lo tanto, tenemos que el rango de  la ampliada es 2 y podemos concluir, para este caso, 

que𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 por lo que el sistema es SCI. 

Hacemos un resumen de la discusión: 

 Si 𝑎 ൌ 1 tenemos que 𝑅𝑔𝑀 ൌ 1 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 2 y el sistema es SI. 

 Si 𝑎 ൌ െ2 se da que 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 por lo que el sistema es SCI. 

 Si 𝑎 ് 1 y 𝑎 ് െ2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൌ 𝑛º𝑖𝑛𝑐ó𝑔𝑛𝑖𝑡𝑎𝑠 y el sistema será SCD  

 

b) Las soluciones del sistema cuando 𝑎 ൌ െ2.  

Por  la discusión realizada anteriormente tenemos que si 𝑎 ൌ െ2  se da que el sistema es SCI. Damos 
ese valor al parámetro y resolvemos por Cramer. Para ello, consideramos el menor que nos dio el rango 
2 (las dos primeras ecuaciones y las dos primeras incógnitas) quitamos la última ecuación y hacemos la 
incógnita igual a un parámetro:  𝑧 ൌ 𝜆 𝜆 ∈ ℝ con todo eso queda el sistema: 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

െ2𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ2
→ ൜

𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1→൜

𝑥 ൅ 𝑦 െ 2𝜆 ൌ 1
𝑥 െ 2𝑦 ൅ 𝜆 ൌ 1→  ൜

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 ൅ 2𝜆
𝑥 െ 2𝑦 ൌ 1 െ 𝜆 

Ahora el sistema tiene el mismo número de ecuaciones que de incógnitas y el determinante de la matriz 

de los coeficientes no es cero: ቚ1 1
1 െ2

ቚ ൌ െ2 െ 1 ൌ െ3 ് 0 

Resolvemos por Cramer:  𝑥 ൌ
ቚଵାଶఒ ଵ

ଵିఒ ିଶ
ቚ

ିଷ
ൌ ିଶሺଵାଶఒሻିଵ൉ሺଵିఒሻ

ିଷ
ൌ ିଷିଷఒ

ିଷ
ൌ 1 ൅ 𝜆 

        𝑦 ൌ
ቚଵ ଵାଶఒ
ଵ ଵିఒ

ቚ

ିଷ
ൌ ଵ൉ሺଵିఒሻିଵ൉ሺଵାଶఒሻ

ିଷ
ൌ ିଷఒ

ିଷ
ൌ 𝜆   

Por lo que las soluciones son: 𝑥 ൌ 11 ൅ 𝜆; 𝑦 ൌ െ7 െ 2𝜆; 𝑧 ൌ 𝜆 con  𝜆 ∈ ℝ 
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c) La solución del sistema cuando 𝑎 ൌ 0 

Por la discusión del apartado a) tenemos que si 𝑎 ് 1 y 𝑎 ് െ2el sistema será SCD  

Sustituimos el valor y resolvemos por Cramer: 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1

𝑎𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ2
→𝑎 ൌ 0→ ൝

𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1
𝑥 ൅ 𝑧 ൌ 1

𝑦 ൅ 𝑧 ൌ െ2
  

La matriz de los coeficientes queda: 𝑀 ൌ ൭
1 1 0
1 0 1
0 1 1

൱ y su determinante: 

 |𝑀| ൌ 0 ൅ 0 ൅ 0 െ 0 െ 1 െ 1 ൌ െ2 ് 0 

Resolvemos por Cramer:   

𝑥 ൌ

อ
1 1 0
1 0 1

െ2 1 1
อ

െ2
ൌ

0 െ 2 ൅ 0 െ 0 െ 1 െ 1
െ2

ൌ
െ4
െ2

ൌ 2 

𝑦 ൌ

อ
1 1 0
1 1 1
0 െ2 1

อ

െ2
ൌ

1 ൅ 0 ൅ 0 െ 0 െ 1 ൅ 2
െ2

ൌ
2

െ2
ൌ െ1 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଵ ଵ
ଵ ଴ ଵ
଴ ଵ ିଶ

อ

ିଶ
ൌ ଴ା଴ାଵି଴ାଶିଵ

ିଶ
ൌ ଶ

ିଶ
ൌ െ1Por lo que la solución es: ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ2, െ1, െ1ሻ 
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Problema 2: 

a) El valor de a para que la recta que pasa por P y Q sea paralela a r.     

Para que se cumpla, el  vector que pasa por ambos puntos debe ser paralelo  (proporcional) al  vector 
director de r.  

Como la ecuación está en forma continua tenemos que: 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,1, െ1ሻ 

El vector que pasa por ambos puntos es el 𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ ሺ2 െ 1,1 െ 0, 𝛼 െ 0ሻ ൌ ሺ1,1, 𝛼ሻ 

Planteamos la proporcionalidad de ambos vectores:  
ଵ

ଵ
ൌ ଵ

ଵ
ൌ ିଵ

ఈ
 

Para que sean proporcionales tenemos que: 𝛼 ൌ െ1 que es el valor buscado. 

b) La ecuación del plano que contiene a P y Q y es paralelo a r, cuando 𝛼 ൌ 1 

Nos piden la ecuación de un plano por lo que necesitamos un punto y dos vectores: 

 Como es paralelo a r tenemos que el vector director de r será uno de los que necesitamos.  

 Como contiene a los puntos P y Q también contendrá el vector que los une:  𝑃𝑄ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ ሺ1,1,1ሻ (he‐
mos hecho ya 𝛼 ൌ 1)  

 Podemos tomar como punto cualquiera de ambos, yo voy a tomar el 𝑃ሺ1,0,0ሻ 

Vamos a dar la ecuación general: 

อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 0 𝑧 െ 0

1 1 െ1
1 1 1

อ ൌ 0→ 

→  ቚ1 െ1
1 1

ቚ ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ െ ቚ1 െ1
1 1

ቚ ൉ 𝑦 ൅ ቚ1 1
1 1

ቚ ൉ 𝑧 ൌ 2 ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ െ 2𝑦 ൌ 2𝑥 െ 2𝑦 െ 2 ൌ 0 

Podemos utilizar esa ecuación o simplificarla por 2: 

𝜋: 𝑥 െ 𝑦 െ 1 ൌ 0 

c) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicular a r, cuando  𝛼 ൌ 1 

Primero vamos a trazar el plano que pasa por P y es perpendicular a r.  

Para que un plano sea perpendicular a una recta el vector normal del plano ha de ser proporcional al 
vector director de la recta. Como sabemos que 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ1,1, െ1ሻ  los coeficientes de la ecuación general 
del plano serán:  𝐴 ൌ 1, 𝐵 ൌ 1, 𝐶 ൌ െ1 

𝐴𝑥 ൅ 𝐵𝑦 ൅ 𝐶𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 →  𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0 

Calculamos el coeficiente que nos falta aplicando que el plano tiene que pasar por P y, por lo tanto, ha 
de cumplir la ecuación para ese punto: 

𝜋: 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0→ Si 𝑃ሺ1,0,0ሻ ∈ 𝜋 →  1 ൅ 0 െ 0 ൅ 𝐷 ൌ 0 →  𝐷 ൌ െ1 

Por lo que el plano que pasa por P y es perpendicular a r es  𝜋: 𝑥 ൅ 𝑦 െ 𝑧 െ 1 ൌ 0 

Vamos a calcular ahora la distancia del punto Q al plano. Para ello tenemos que aplicar la fórmula de 
distancia de un punto a un plano: 

𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|஺௫బା஻௬బା஼௭బା஽|

√஺మା஻మା஼మ  → 𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ଶାଵିଵିଵ|

ඥଵమାଵమାሺିଵሻమ
ൌ ଵ

√ଷ
ൌ √ଷ

ଷ
𝑢.   
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Problema 3: 

a) El dominio y las asíntotas de la función f.     

La  función es una racional polinómica por  lo que estarán  fuera del dominio  los puntos que anulan el 
denominador: 

𝑥ଶ ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ ൌ 0 →  𝑥 ൌ 0𝑥 ൌ 1 por lo que el dominio es:  𝐷𝑜𝑚𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ℝ െ ሼ0,1ሽ 

Asíntotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe del límite: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ஶ

௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ 0  (por ser el grado del denominador mayor que el del numerador e  inde‐

pendiente de ser +∞ o ‐∞) luego tiene asíntota horizontal en 𝑦 ൌ 0  

Asíntotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del límite a esos puntos 
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos:  𝑥 ൌ 0y𝑥 ൌ 1calculamos los límites: 

𝑙𝑖𝑚
௫→଴

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ ቀଵ

଴
ቁ ൌ ൾ

𝑙𝑖𝑚
௫→଴൅

௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ െ∞

𝑙𝑖𝑚
௫→଴-

௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ െ∞

 luego 𝑥 ൌ 0 es asíntota vertical 

𝑙𝑖𝑚
௫→଴

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ ቀଵ

଴
ቁ ൌ ൾ

𝑙𝑖𝑚
௫→଴൅

௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ െ∞

𝑙𝑖𝑚
௫→଴-

௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ െ∞

luego 𝑥 ൌ 1 es asíntota vertical 

Como tiene asíntota horizontal no tiene oblicua.  

b) La integral ׬ 𝑓 ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥, así como la primitiva de 𝑓ሺ𝑥ሻ cuya gráfica pasa por el punto ሺ2,0ሻ.  

න 𝑓 ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ න
𝑥ଶ ൅ 1

𝑥ଶ ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ
𝑑𝑥 

Como se trata de una función racional polinómica tenemos que descomponer la fracción en fracciones 
cuyos denominadores sean la descomposición factorial del denominador original. 

La descomposición nos la dan hecha pero tenemos uno de las factores que es raíz múltiple por lo que 
tendremos que incluir las potencias de orden inferior a la múltiple: 

La descomposición queda: 
௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ ஺

௫మ ൅ ஻

௫
൅ ஼

௫ିଵ
  

Para determinar los valores  𝐴, 𝐵𝑦𝐶 realizamos la suma e igualamos numeradores: 

௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ ஺

௫మ ൅ ஻

௫
൅ ஼

௫ିଵ
ൌ ஺ሺ௫ିଵሻ

௫మሺ௫ିଵሻ
൅ ஻൉௫൉ሺ௫ିଵሻ

௫మሺ௫ିଵሻ
൅ ஼௫మ

௫మሺ௫ିଵሻ
 → 𝑥ଶ ൅ 1 ൌ 𝐴ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝐵𝑥ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝐶𝑥ଶ 

Como se trata de una identidad (no es una ecuación) le damos valores para hallar los coeficientes: 

Si  𝑥 ൌ 0→ 1 ൌ െ𝐴 luego 𝐴 ൌ െ1 

Si 𝑥 ൌ 1 →  2 ൌ 𝐶 

Si 𝑥 ൌ 2 → 5 ൌ 𝐴 ൅ 2𝐵 ൅ 4𝐶 sustituyendo los valores conocidos: 5 ൌ െ1 ൅ 2𝐵 ൅ 8 → 𝐵 ൌ െ1 

Por lo que tenemos que: 
௫మାଵ

௫మ൉ሺ௫ିଵሻ
ൌ ିଵ

௫మ െ ଵ

௫
൅ ଶ

௫ିଵ
 

Ahora podemos descomponer nuestra integral en tres integrales más sencillas: 
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න
𝑥ଶ ൅ 1

𝑥ଶ ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ
𝑑𝑥 ൌ න

െ1
𝑥ଶ 𝑑𝑥 െ න

1
𝑥

𝑑𝑥 ൅ න
2

𝑥 െ 1
𝑑𝑥 

La primera se puede hacer por la fórmula de ׬ 𝑥௡ 𝑑𝑥 ൌ ௫೙శభ

௡ାଵ
൅ 𝐶 (con 𝑛 ൌ െ2)  

La segunda y la tercera son de logaritmo neperiano: 

න
𝑥ଶ ൅ 1

𝑥ଶ ൉ ሺ𝑥 െ 1ሻ
𝑑𝑥 ൌ න

െ1
𝑥ଶ 𝑑𝑥 െ න

1
𝑥

𝑑𝑥 ൅ න
2

𝑥 െ 1
𝑑𝑥 ൌ െ1 ൉

𝑥ିଵ

െ1
െ 𝑙𝑛𝑥 ൅ 2𝑙𝑛ሺ𝑥 െ 1ሻ ൅ 𝐶

ൌ
1
𝑥

െ 𝑙𝑛|𝑥| ൅ 2𝑙𝑛|𝑥 െ 1| ൅ 𝐶 

Queremos determinar la constante de integración para que cumpla que pasa por el punto ሺ2,0ሻ. Susti‐
tuimos la x por 2 e igualamos a cero: 

ଵ

ଶ
െ 𝑙𝑛2 ൅ 2𝑙𝑛ሺ2 െ 1ሻ ൅ 𝐶 ൌ 0 →  

ଵ

ଶ
െ 𝑙𝑛2 ൅ 𝐶 ൌ 0 → 𝐶 ൌ 𝑙𝑛2 െ ଵ

ଶ
≃ െ0.1931 

               

c) El área de la región limitada por la curva 𝑦 ൌ 𝑓ሺ𝑥ሻ  y las rectas 𝑦 ൌ 0 , 𝑥 ൌ 2 , 𝑥 ൌ 4.    
               

Entre  los valores considerados  la  función es positiva siempre  (no cambia de signo) por  lo que el área 
pedida será: 

න 𝑓 ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ൤
1
𝑥

െ 𝑙𝑛𝑥 ൅ 2𝑙𝑛ሺ𝑥 െ 1ሻ൨
ଶ

ସ

ൌ ൤
1
4

െ 𝑙𝑛4 ൅ 2𝑙𝑛3൨ െ ൤
1
2

െ 𝑙𝑛2 ൅ 2𝑙𝑛1൨ ൌ
െ1
4

൅ 𝑙𝑛 ൬
9
2

൰

≃ 1.2541𝑢ଶ 
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Problema 4: 

a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. 

Calculamos la matriz AB:  

𝐴𝐵 ൌ ൭
1 2
𝑏 0

െ1 2
൱ ൉ ቀെ1 0 2

െ1 𝑏 െ1
ቁ ൌ ൭

െ1 െ 2 0 ൅ 2𝑏 2 െ 2
െ𝑏 െ 0 0 ൅ 0 2𝑏 െ 0
1 െ 2 0 ൅ 2𝑏 െ2 െ 2

൱ ൌ ൭
െ3 2𝑏 0
െ𝑏 0 2𝑏
െ1 2𝑏 െ4

൱ 

Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale cero. Calculamos el determinante: 

|𝐴𝐵| ൌ อ
െ3 2𝑏 0
െ𝑏 0 2𝑏
െ1 2𝑏 െ4

อ ൌ 0 െ 4𝑏ଶ ൅ 0 െ 0 െ 8𝑏ଶ ൅ 12𝑏ଶ ൌ 0 

Como el determinante de la matriz vale cero para todo valor de b (∀𝑏 ∈ ℝ) tenemos que la matriz AB 
no tiene inversa nunca. 

Calculamos la matriz BA:  

𝐵𝐴 ൌ ቀെ1 0 2
െ1 𝑏 െ1

ቁ ൉ ൭
1 2
𝑏 0

െ1 2
൱ ൌ ቀ െ1 ൅ 0 െ 2 െ2 ൅ 0 ൅ 4

െ1 ൅ 𝑏ଶ ൅ 1 െ2 ൅ 0 െ 2
ቁ ൌ ቀെ3 2

𝑏ଶ െ4
ቁ 

Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale cero. Calculamos el determinante: 

|𝐵𝐴| ൌ ቚെ3 2
𝑏ଶ െ4

ቚ ൌ 12 െ 2𝑏ଶ 

Igualamos a cero el valor del determinante: 12 െ 2𝑏ଶ ൌ 0→ 𝑏ଶ ൌ ଵଶ

ଶ
→ 𝑏 ൌ േ√6 

La matriz BA tiene inversa cuando  𝑏 ് േ√6. 

 

b) Los valores de b para que la matriz 𝐴்𝐴 tenga inversa, siendo 𝐴் la matriz traspuesta de A.   

Tenemos que calcular la matriz 𝐴்𝐴 

Calculamos primero 𝐴் (recordemos que trasponer es cambiar filas por columnas) : 

𝐴 ൌ ൭
1 2
𝑏 0

െ1 2
൱ →  𝐴் ൌ ቀ1 𝑏 െ1

2 0 2
ቁ 

Calculamos 𝐴்𝐴 : 

 𝐴்𝐴 ൌ ቀ1 𝑏 െ1
2 0 2

ቁ ൉ ൭
1 2
𝑏 0

െ1 2
൱ ൌ ൬1 ൅ 𝑏ଶ ൅ 1 2 ൅ 0 െ 2

2 ൅ 0 െ 2 4 ൅ 0 ൅ 4
൰ ൌ ቀ𝑏ଶ ൅ 2 0

0 8
ቁ 

Para que una matriz tenga inversa su determinante ha de ser diferente de cero. Calculamos el determi‐
nante: 

|𝐴்𝐴| ൌ ቚ𝑏
ଶ ൅ 2 0

0 8
ቚ ൌ 8 ൉ ሺ𝑏ଶ ൅ 2ሻ 

Igualamos a  cero el  valor del determinante: 8 ൉ ሺ𝑏ଶ ൅ 2ሻ ൌ 0 →   𝑏 ൌ േ√െ2 ∉ ℝ  como el parámetro 
nos dicen que es real tenemos que la matriz 𝐴்𝐴 tiene inversa siempre para cualquier valor del pará‐
metro. 
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(∀𝑏 ∈ ℝ) 

 

c) La inversa de 𝐴்𝐴 , cuando dicha inversa exista.         

Como acabamos de demostrar que la matriz 𝐴்𝐴 tiene inversa siempre sabemos que se puede calcular. 

𝐴்𝐴 ൌ ቀ𝑏ଶ ൅ 2 0
0 8

ቁ Su determinante es  |𝐴்𝐴| ൌ ቚ𝑏
ଶ ൅ 2 0

0 8
ቚ ൌ 8 ൉ ሺ𝑏ଶ ൅ 2ሻ 

Utilizamos el cálculo por adjuntos: ሺ𝐴்𝐴ሻିଵ ൌ ଵ

ห஺೅஺ห
൫𝐴𝑑𝑗ሺ𝐴்𝐴ሻ൯

்
 

ሺ𝐴்𝐴ሻିଵ ൌ
1

8ሺ𝑏ଶ ൅ 2ሻ
ቀ8 0

0 𝑏ଶ ൅ 2
ቁ

்
ൌ

1
8ሺ𝑏ଶ ൅ 2ሻ

ቀ8 0
0 𝑏ଶ ൅ 2

ቁ ൌ ൮

1
𝑏ଶ ൅ 2

0

0
1
8

൲ 

Podemos comprobar el resultado (no es obligatorio pero sí conveniente) utilizando que: 𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ 𝐼 

ሺ𝐴்𝐴ሻ ൉ ሺ𝐴்𝐴ሻିଵ ൌ ቀ𝑏ଶ ൅ 2 0
0 8

ቁ ൉ ቌ

ଵ

௕మାଶ
0

0 ଵ

଼

ቍ ൌ ቌ

௕మାଶ

௕మାଶ
൅ 0 0 ൅ 0

0 ൅ 0 0 ൅ ଼

଼

ቍ ൌ ቀ1 0
0 1

ቁ luego está correcta. 

 

Se puede calcular alternativamente por Gauss (sólo hace falta aplicar un método) pero, por su simplici‐
dad, vamos a dar también el resultado: 

ቀ𝑏ଶ ൅ 2 0
0 8

ቚ1 0
0 1

ቁ    ቌ1 0
0 1

ቮ

ଵ

௕మାଶ
0

0 ଵ

଼

ቍ 

  F1=F1/ሺ𝑏ଶ ൅ 2ሻ 

  F2=F2/8 

El resultado es, lógicamente, el mismo por los dos métodos. 
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Problema 5: 

a) La ecuación implícita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a π.  

Nos piden la ecuación de un plano por lo que necesitamos un punto y dos vectores: 

‐ Como el plano pasa por los puntos A y B tomamos como nuestro punto el A, por ejemplo (es indife‐
rente) 

‐ Como el plano pasa por los puntos A y B tomamos como nuestro primer vector el que une ambos pun‐

tos el 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗   , que tiene que estar contenido en el plano. 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ ൫2 െ 1,1 െ 2,0 െ ሺെ1ሻ൯ ൌ ሺ1, െ1,1ሻ 

‐ Como el plano es perpendicular al plano π el vector normal de dicho plano tiene que ser una de las 
direcciones del plano buscado (por ser perpendicular). El vector normal es el 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2,1, െ1ሻ 

Con el punto y los dos vectores damos la ecuación: 

𝜋′: อ
𝑥 െ 1 𝑦 െ 2 𝑧 ൅ 1

1 െ1 1
2 1 െ1

อ ൌ ቚെ1 1
1 െ1

ቚ ሺ𝑥 െ 1ሻ െ ቚ1 1
2 െ1

ቚ ሺ𝑦 െ 2ሻ ൅ ቚ1 െ1
2 1

ቚ ሺ𝑧 ൅ 1ሻ

ൌ െሺെ3ሻሺ𝑦 െ 2ሻ ൅ 3ሺ𝑧 ൅ 1ሻ ൌ 0 

 

3𝑦 െ 6 ൅ 3𝑧 ൅ 3 ൌ 0→ 3𝑦 ൅ 3𝑧 െ 3 ൌ 0 o bien, simplificando: 𝜋′: 𝑦 ൅ 𝑧 െ 1 ൌ 0 

 

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a π y pasa por A. Encuentra dos pla‐
nos cuya intersección sea la recta r.  

Nos piden la ecuación de una recta por lo que necesitamos un punto y un vector director.  

‐ Como pasa por A lo vamos a tomar como punto de aplicación. 

‐ Como es perpendicular a π tomamos como vector director el vector normal del plano (que sabemos 
tiene dirección perpendicular): 𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ2,1, െ1ሻ 

Con el punto y el vector podemos dar directamente la ecuación paramétrica de la recta: 

𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝜆
𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆

𝑧 ൌ െ1 െ 𝜆
     𝜆 ∈ ℝ 

Ahora tenemos que encontrar dos planos cuya intersección sea la recta r. Si recordamos las diferentes 
ecuaciones de una recta tenemos que la ecuación implícita es la que da la recta como intersección de 
dos planos por lo que basta pasar nuestra ecuación paramétrica a implícita. 

La escribimos en forma continua para quitar el parámetro: 𝑟: ௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
ൌ ௭ାଵ

ିଵ
 

Tomando las dos primeras ecuaciones y despejando obtenemos: 

௫ିଵ

ଶ
ൌ ௬ିଶ

ଵ
→ 𝑥 െ 1 ൌ 2𝑦 െ 4→ 𝑥 െ 2𝑦 ൅ 3 ൌ 0 

Tomando la primera y la tercera y despejando obtenemos: 

௫ିଵ

ଶ
ൌ ௭ାଵ

ିଵ
→ െ𝑥 ൅ 1 ൌ 2𝑧 ൅ 2→ 𝑥 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0 
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Ya tenemos los planos buscados cuya intersección es la recta r:  

𝑟: ቄ𝑥 െ 2𝑦 ൅ 3 ൌ 0
𝑥 ൅ 2𝑧 ൅ 1 ൌ 0

 

     

c) La distancia entre el punto B y la recta r.       

Para hallar la distancia de un punto B a una recta r vamos a utilizar la fórmula: 

𝑑ሺ𝐵, 𝑟ሻ ൌ
ห஺஻ሬሬሬሬሬ⃗  ൈ௩ሬ⃗ ห

|௩ሬ⃗ |
donde𝑣⃗es el vector director de la recta, A es un punto de la misma y el vector 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  es el 

que une el punto de la recta y el punto del que hay que calcular la distancia. 

Como el punto A del enunciado forma parte de la recta ya tenemos calculado el vector𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  : 

𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ൌ ൫2 െ 1,1 െ 2,0 െ ሺെ1ሻ൯ ൌ ሺ1, െ1,1ሻ  

Como el vector director es: 𝑣⃗ ൌ ሺ2,1, െ1ሻrealizamos las operaciones: 

𝑑ሺ𝐵, 𝑟ሻ ൌ
ห𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  ൈ 𝑣⃗ห

|𝑣⃗|
ൌ

|ሺ1, െ1,1ሻ ൈ ሺ2,1, െ1ሻ|

ඥ2ଶ ൅ 1ଶ ൅ ሺെ1ሻଶ
ൌ

|ሺ0,3,3ሻ|

√6
ൌ

√0ଶ ൅ 3ଶ ൅ 3ଶ

√6
ൌ

√18

√6
ൌ √3𝑢. 

El cálculo del producto vectorial es: 

ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 െ1 1
2 1 െ1

ቮ ൌ ቚെ1 1
1 െ1

ቚ 𝚤 െ ቚ1 1
2 െ1

ቚ 𝚥 ൅ ቚ1 െ1
2 1

ቚ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ0,3,3ሻ 
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Problema 6: 

a) La expresión del área𝐴ሺ𝑥ሻdel triángulo, en función de la longitud x del tercer lado. 

El triángulo que nos dan en el enunciado lo podemos representar así: 

 

Donde hemos llamado x a la base del mismo (nos la da el enunciado) y h a la altura sobre la base x. 

El área de este triángulo sería: 𝐴 ൌ ௫൉௛

ଶ
 

Tenemos que expresar h en función de x para tener una función de tan sólo una variable.  

Utilizando  el  teorema de  Pitágoras  y  tomando el  triángulo  rectángulo  formado por  uno  de  los  lados 

iguales, la altura h y la mitad de la base  
௫

ଶ
 podemos encontrar la relación: 

10ଶ ൌ ℎଶ ൅ ቀ௫

ଶ
ቁ

ଶ
→100 ൌ ℎଶ ൅ ௫మ

ସ
→ ℎଶ ൌ 100 െ ௫మ

ସ
→ ℎ ൌ ට100 െ ௫మ

ସ
ൌ ටସ଴଴ି௫మ

ସ
ൌ

√ସ଴଴ି௫మ

ଶ
  

Sustituyendo en la fórmula del área tenemos que: 

𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ
𝑥 ൉ √400 െ 𝑥ଶ

2
2

ൌ
𝑥
4

൉ ඥ400 െ 𝑥ଶ 

 

Hay un método alternativo que es la fórmula de Herón que nos da el área de un triángulo en función de 
lo que miden los tres lados:  

𝐴 ൌ ඥ𝑠 ൉ ሺ𝑠 െ 𝑎ሻ ൉ ሺ𝑠 െ 𝑏ሻ ൉ ሺ𝑠 െ 𝑐ሻ donde a, b y c son los tres lados y 𝑠 ൌ ௔ା௕ା௖

ଶ
 (semiperímetro) 

Los tres lados miden 10, 10 y x por lo que tenemos que:  𝑠 ൌ ଵ଴ାଵ଴ା௫

ଶ
ൌ ଶ଴ା௫

ଶ
ൌ 10 ൅ ௫

ଶ
 

Si sustituimos en la fórmula tenemos: 

𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ ටቀ10 ൅ ௫

ଶ
ቁ ൉ ቀ10 ൅ ௫

ଶ
െ 10ቁ ൉ ቀ10 ൅ ௫

ଶ
െ 10ቁ ൉ ቀ10 ൅ ௫

ଶ
െ 𝑥ቁ ൌ ටଶ଴ା௫

ଶ
൉ ௫

ଶ
൉ ௫

ଶ
൉ ቀ10 െ ௫

ଶ
ቁ ൌ 
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𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

ଶ
ටଶ଴ା௫

ଶ
൉ ଶ଴ି௫

ଶ
ൌ ௫

ସ
√400 െ 𝑥ଶ que es la misma expresión obtenida antes. 

               

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función 𝐴ሺ𝑥ሻ,0 ൑ 𝑥 ൑ 20  

Para establecer los intervalos derivamos la función e igualamos a cero: 

𝐴′ሺ𝑥ሻ ൌ
1
4

ඥ400 െ 𝑥ଶ ൅
𝑥
4

൉
െ2𝑥

2√400 െ 𝑥ଶ
ൌ

√400 െ 𝑥ଶ

4
െ

𝑥ଶ

4√400 െ 𝑥ଶ
ൌ 0 

Despejamos la x: 

√ସ଴଴ି௫మ

ସ
ൌ ௫మ

ସ√ସ଴଴ି௫మ → √400 െ 𝑥ଶ ൌ ௫మ

√ସ଴଴ି௫మ → 400 െ 𝑥ଶ ൌ 𝑥ଶ→ 400 ൌ 2𝑥ଶ → 200 ൌ 𝑥ଶ 

𝑥 ൌ േ√200 ൌ േ10√2 (podemos desechar el valor െ10√2 ya que está fuera del dominio. 

Como el dominio de la función es  0 ൑ 𝑥 ൑ 20 estudiamos el signo de la derivada dividiendo el dominio 
en dos intervalos: 

 

 

 

 

 

 

Para estudiar el signo he calculado los valores:  

𝐴′ሺ1ሻ ൌ
√400 െ 1ଶ

4
െ

1ଶ

4√400 െ 1ଶ
≃ 4.98 ൐ 0 

𝐴′ሺ15ሻ ൌ
√400 െ 15ଶ

4
െ

15ଶ

4√400 െ 15ଶ
≃ െ0.94 ൏ 0 

Con lo cual tenemos que la función crece en ]0,10√2[ y decrece en ]10√2,20[ 

 

c) La longitud x del tercer lado para que el área del triángulo sea máxima y el valor de esta área.  

Por lo visto en el apartado anterior la función tiene un máximo en el valor  𝑥 ൌ 10√2 y el valor del área 
máxima será:  

𝐴൫10√2൯ ൌ
10√2

4
൉ ට400 െ ൫10√2൯

ଶ
ൌ

5√2
2

√200 ൌ 50𝑐𝑚ଶ 
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EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A 
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL 

CURSO: 2019–2020 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

CONVOCATORIA: 
EXTRAORDINARIA 
DE SEPTIEMBRE 

BAREMO	DEL	EXAMEN: 
El	alumno	elegirá	solo	TRES	problemas	entre	los	seis	propuestos. 
Cada problema se puntuará hasta 10 puntos. 
La calificación del ejercicio será la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y apro-
ximada a las centésimas. 
Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas o programables, y que no puedan reali-
zar cálculo simbólico ni almacenar texto o fórmulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los re-
sultados analíticos, numéricos y gráficos deberán estar siempre debidamente justificados.

 
Problema 1: 

Se da el sistema de ecuaciones ൝
𝑥 ൅ 𝑎𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3

𝑥 െ 3𝑦 ൅ 𝑎𝑧 ൌ െ2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 𝑎

, donde 𝑎 es un parámetro real. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible. (4 puntos) 

b) La solución del sistema cuando 𝑎=0. (3 puntos) 

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos) 

 

Problema 2: 

Se dan los planos 𝜋: 𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1 y 𝜋′: 𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1 y el punto 𝑃(1,−1,0). 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela 

a los planos 𝜋 y 𝜋′. (3 puntos) 

b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos 𝜋 y 𝜋′. (3 puntos) 

c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida 

como intersección de los planos 𝜋 y 𝜋′. (4 puntos) 

 

Problema 3: 

Dada la función 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ ௫

√௫మିଵ
, obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento 

utilizado: 

a) El dominio de definición y las asíntotas de la función 𝑓. (3 puntos) 

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como la representación gráfica 

de la función. (3 +1 puntos) 

c) El valor de ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 
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Problema 4: 

Sea 𝐴 ൌ ൭
1 2 0
0 1 0
0 2 1

൱ 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La justificación de que 𝐴 tiene inversa y el cálculo de dicha matriz inversa. ( 3 puntos) 

b) Dos constantes 𝑎,𝑏 de modo que 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ଶ ൅ 𝑎𝐴 ൅ 𝑏𝐼. Se puede usar (sin comprobarlo) 

que 𝐴 verifica la ecuación 𝐴ଷ െ 3𝐴ଶ ൅ 3𝐴 െ 𝐼 ൌ 0siendo 𝐼 la matriz identidad. (3 puntos) 

c) El valor de 𝜆 para que el sistema de ecuacionesሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱ tenga infinitas soluciones. 

Para dicho valor de 𝜆 hallar todas las soluciones del sistema. 

 

Problema 5: 

Se dan  las rectas 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1

𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

, 𝜆ε𝑹, 𝑠: ௫ାଵ

ଶ
ൌ ௬

ିଵ
ൌ ௭ାଶ

ଵ
y el plano 𝜋:3𝑥+𝑎𝑦−𝑧+1=0. Obtener razonada‐

mente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Si hay algún valor del parámetro 𝑎 para el cual la recta 𝑟 está contenida en el plano π. (4 puntos) 

b) La distancia entre las rectas 𝑟 y 𝑠. (3 puntos) 

c) El coseno del ángulo que forman la recta 𝑟 y la recta 𝑡: ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
𝑦 െ 𝑧 ൌ 2 . (3 puntos) 

 

Problema 6: 

Los vértices de un triángulo son 𝐴(0,12), 𝐵(−5,0) y 𝐶(5,0). Se desea construir un rectángulo inscrito en 
el triángulo anterior, de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de cuyos vértices tienen coorde‐
nadas (−𝑥,0),(𝑥,0), siendo 0 ≤𝑥 ≤5. Los otros dos vértices están situados en los segmentos 𝐴𝐵 y 𝐴𝐶. 

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) La expresión 𝑓(𝑥) del área del rectángulo anterior. (4 puntos) 

b) El valor de 𝑥 para el cual dicha área es máxima y las dimensiones del rectángulo obtenido. (3 puntos)

c) La proporción entre el área del rectángulo anterior y el área del triángulo. (3 puntos) 

 

 

   



 

Matemáticas II. Curso 2019 – 2020.    Autor: Pedro Podadera 

Comunidad Autónoma VALENCIANA    www.apuntesmareaverde.org.es  

EVALUACIÓN DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)450 

RESPUESTAS  

Problema 1: 

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible.   

Vamos a discutir el sistema utilizando el Teorema de Rouché‐Fröbenius. Para ello tenemos que estudiar 
los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada. 

Matriz de los coeficientes: 𝑀 ൌ ൭
1 𝑎 2
1 െ3 𝑎
1 1 2

൱ 

Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden 
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante: 

อ
1 𝑎 2
1 െ3 𝑎
1 1 2

อ ൌ െ6 ൅ 𝑎ଶ ൅ 2 ൅ 6 െ 2𝑎 െ 𝑎 ൌ 𝑎ଶ െ 3𝑎 ൅ 2 

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante: 

𝑎ଶ െ 3𝑎 ൅ 2 ൌ 0 

Resolvemos la ecuación de segundo grado: 

𝑎 ൌ
3 േ ඥሺെ3ሻଶ െ 4 ൉ 1 ൉ 2

2 ൉ 1
ൌ

3 േ 1
2

ൌ ൾ

3 ൅ 1
2

ൌ 2

3 െ 1
2

ൌ 1
 

La primera conclusión que podemos sacar es que si𝑎 ് 1y𝑎 ് 2el𝑅𝑔𝑀 ൌ 3y como la matriz ampliada 
es de dimensión 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que: 

Si𝑎 ് 1y𝑎 ് 2el𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൌ 𝑛y el sistema será SCD 

Vamos a estudiar los casos 𝑎 ൌ 1y𝑎 ൌ 2 

 Caso𝑎 ൌ 1, sustituyendo el valor tenemos que: 

𝑀 ൌ ൭
1 1 2
1 െ3 1
1 1 2

൱Como la 1ª y 3ª fila son iguales dará cero el determinante de orden 3 comprobamos 

si existe algún menor de orden 2 diferente de cero: 

ቚ1 1
1 െ3

ቚ ൌ െ3 െ 1 ൌ െ4 ് 0 y, por lo tanto su rango será 2. 

Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada: 

𝑀* ൌ ൭
1 1 2
1 െ3 1
1 1 2

อ
3

െ2
1

൱ 

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una que 
sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da: 

อ
1 2 3

െ3 1 െ2
1 2 1

อ ൌ 1 െ 4 െ 18 െ 3 ൅ 6 ൅ 4 ൌ െ14 ് 0con lo cual es de rango 3, con lo que concluimos 

que: 
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Si 𝑎 ൌ 1 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 y el sistema será SI 

 

 Caso 𝑎 ൌ 2, sustituyendo el valor tenemos que:  

𝑀 ൌ ൭
1 2 2
1 െ3 2
1 1 2

൱Como la 1ª y 3ª columna son proporcionales dará cero el determinante de orden 3 

comprobamos si existe algún menor de orden 2 diferente de cero: 

ቚ1 2
1 െ3

ቚ ൌ െ3 െ 2 ൌ െ5 ് 0 y, por lo tanto su rango será 2. 

Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada: 

𝑀* ൌ ൭
1 2 2
1 െ3 2
1 1 2

อ
3

െ2
2

൱ 

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una que 
sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da: 

อ
2 2 3

െ3 2 െ2
1 2 2

อ ൌ 8 െ 4 െ 18 െ 6 ൅ 12 ൅ 8 ൌ 0 อ
1 2 3
1 2 െ2
1 2 2

อ ൌ 4 െ 4 ൅ 6 െ 6 െ 4 ൅ 4 ൌ 0 

อ
1 2 3
1 െ3 െ2
1 1 2

อ ൌ െ6 െ 4 ൅ 3 ൅ 9 െ 4 ൅ 2 ൌ 0 

Como no  hay  ningún menor  de orden 3  diferente  de  cero  podemos  concluir  que  la matriz  ampliada 
también tiene rango 2 por lo que: 

Si 𝑎 ൌ 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛 y el sistema será SCI 

La discusión completa del sistema será: 

 Si 𝑎 ൌ 1 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ് 𝑅𝑔𝑀* ൌ 3 y el sistema será SI 

 Si 𝑎 ൌ 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 2 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൏ 𝑛 y el sistema será SCI 

 Si 𝑎 ് 1 y 𝑎 ് 2 el 𝑅𝑔𝑀 ൌ 3 ൌ 𝑅𝑔𝑀* ൌ 𝑛 y el sistema será SCD 

   

Por lo que el sistema es compatible para cualquier valor 𝑎 ് 1   

 

 

b) La solución del sistema cuando 𝑎 ൌ 0.    

Por la discusión anterior sabemos que el sistema cuando 𝑎 ൌ 0 es SCD. 

Sustituyendo en el sistema tenemos que: 

൝
𝑥 ൅ 2𝑧 ൌ 3

𝑥 െ 3𝑦 ൌ െ2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 0
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Matriz de los coeficientes: 𝑀 ൌ ൭
1 0 2
1 െ3 0
1 1 2

൱ calculamos su determinante: 

อ
1 0 2
1 െ3 0
1 1 2

อ ൌ െ6 ൅ 0 ൅ 2 ൅ 6 െ 0 െ 0 ൌ 2 ് 0 

Al tener igual número de ecuaciones e incógnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes no 
ser cero podemos resolver por Cramer:   

𝑥 ൌ

อ
3 0 2

െ2 െ3 0
0 1 2

อ

2
ൌ

െ18 ൅ 0 െ 4 െ 0 െ 0 െ 0
2

ൌ
െ22

2
ൌ െ11 

𝑦 ൌ

อ
1 3 2
1 െ2 0
1 0 2

อ

2
ൌ

െ4 ൅ 0 ൅ 0 ൅ 4 െ 6 െ 0
2

ൌ
െ6
2

ൌ െ3 

𝑧 ൌ
อ
ଵ ଴ ଷ
ଵ ିଷ ିଶ
ଵ ଵ ଴

อ

ଶ
ൌ ଴ା଴ାଷାଽି଴ାଶ

ଶ
ൌ ଵସ

ଶ
ൌ 7 Por lo que la solución es: ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺെ11, െ3,7ሻ 

 

 

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.  

  Por la discusión del primer apartado sabemos que este caso corresponde con 𝑎 ൌ 2 

  Como sabemos que la matriz de los coeficientes tiene rango 2 tomamos las ecuaciones e incógnitas que 
nos han dado ese rango y,  las ecuaciones que quedan fuera las quitamos y las incógnitas que quedan 
fuera las igualamos a parámetros. El sistema es: 

൝
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 3

𝑥 െ 3𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ െ2
𝑥 ൅ 𝑦 ൅ 2𝑧 ൌ 2

 

  El menor que nos da el rango es: ቚ1 2
1 െ3

ቚ ൌ െ3 െ 2 ൌ െ5 ് 0 por lo que quitamos la última ecuación 

y hacemos la 𝑧 ൌ 𝜆 con  𝜆 ∈ ℝ 

  Ahora tenemos que resolver: 

൜
𝑥 ൅ 2𝑦 ൅ 2𝜆 ൌ 3

𝑥 െ 3𝑦 ൅ 2𝜆 ൌ െ2→൜
𝑥 ൅ 2𝑦 ൌ 3 െ 2𝜆

𝑥 െ 3𝑦 ൌ െ2 െ 2𝜆  

  Resolvemos por Cramer: 

𝑥 ൌ
ቚ 3 െ 2𝜆 2
െ2 െ 2𝜆 െ3

ቚ

െ5
ൌ

െ3ሺ3 െ 2𝜆ሻ െ 2 ൉ ሺെ2 െ 2𝜆ሻ
െ5

ൌ
െ5 ൅ 10𝜆

െ5
ൌ 1 െ 2𝜆 

𝑦 ൌ
ቚ1 3 െ 2𝜆
1 െ2 െ 2𝜆

ቚ

െ5
ൌ

1ሺെ2 െ 2𝜆ሻ െ 1 ൉ ሺ3 െ 2𝜆ሻ

െ5
ൌ

െ5
െ5

ൌ 1 

Con lo que la solución queda: ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ ሺ1 െ 2𝜆, 1, 𝜆ሻ 
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Problema 2: 

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos π y π’.
   

Si la recta es paralela a ambos planos quiere decir que tiene que ser perpendicular a los vectores nor‐
males de ambos. Los vectores normales son: 

𝑛ሬ⃗ ൌ ሺ1,1,0ሻy𝑛ሬ⃗ ′ ൌ ሺ1, െ1,1ሻ 

Para hallar un vector perpendicular a ambos basta con calcular su producto vectorial: 

𝑛ሬ⃗ ∧ 𝑛ሬ⃗ ′ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
1 1 0
1 െ1 1

ቮ ൌ ቚ 1 0
െ1 1

ቚ 𝚤 െ ቚ1 0
1 1

ቚ 𝚥 ൅ ቚ1 1
1 െ1

ቚ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ1, െ1, െ2ሻque  es  el  vector  director  de 

nuestra recta 

Además sabemos que pasa por el punto𝑃ሺ1, െ1,0ሻcon lo que podemos escribir las ecuaciones paramé‐
tricas como: 

𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆

𝑦 ൌ െ1 െ 𝜆
𝑧 ൌ െ2𝜆

 

 

                 

b) La distancia de la recta r  a cada uno de los planos π y π’.   

Como la recta es paralela a ambos planos su distancia siempre es la distancia de cualquiera de sus pun‐
tos al plano correspondiente. Tomamos como punto de la recta el𝑃ሺ1, െ1,0ሻ y tenemos que utilizar la 
fórmula de distancia de un punto a un plano: 

𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|𝐴𝑥ଵ ൅ 𝐵𝑦ଵ ൅ 𝐶𝑧ଵ ൅ 𝐷|

√𝐴ଶ ൅ 𝐵ଶ ൅ 𝐶ଶ
 

La distancia de r  al plano  π:  𝑑ሺ𝑃, 𝜋ሻ ൌ
|ଵିଵିଵ|

√ଵమାଵమା଴మ ൌ ଵ

√ଶ
ൌ √ଶ

ଶ
𝑢. 𝑙. 

La distancia de r  al plano π’ :  𝑑ሺ𝑃, 𝜋′ሻ ൌ
|ଵିଵ൉ሺିଵሻା଴ିଵ|

ඥଵమାሺିଵሻమାଵమ
ൌ ଵ

√ଷ
ൌ √ଷ

ଷ
𝑢. 𝑙. 

 

   

c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida como inter‐
sección de los planos  π y π’. 

Vamos a obtener el plano que tiene como vector normal el vector director de la recta r (que recorde‐
mos es paralela a ambos planos) y que pasa por el punto P.  

Este plano cumple que es perpendicular a ambos planos por  lo que cortará perpendicularmente a  la 
recta intersección de ambos y además contendrá al punto requerido. 

El plano tendrá de vector normal el ሺ1, െ1, െ2ሻ(que lo hemos obtenido antes) por lo que su ecuación 
tendrá el aspecto: 
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𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0     

Como tiene que pasar por el punto P hallamos el valor de D sustituyendo las coordenadas y despejan‐
do: 

𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑧 ൅ 𝐷 ൌ 0→ 1 െ ሺെ1ሻ െ 2 ൉ 0 ൅ 𝐷 ൌ 0→ 2 ൅ 𝐷 ൌ 0→ 𝐷 ൌ െ2 

 

Por lo que el plano es el 𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑧 െ 2 ൌ 0 

 

Vamos a hallar el punto de corte de ese plano con  la  recta  intersección de ambos. Para eso hay que 
resolver el sistema formado por las dos ecuaciones de los planos que forman la recta y nuestro plano: 

൝
𝑥 ൅ 𝑦 ൌ 1

𝑥 െ 𝑦 ൅ 𝑧 ൌ 1
𝑥 െ 𝑦 െ 2𝑧 ൌ 2

 

Resolvemos por Cramer (tiene el mismo número de ecuaciones que de incógnitas) y calculamos el de‐
terminante de la matriz de los coeficientes: 

อ
1 1 0
1 െ1 1
1 െ1 െ2

อ ൌ 2 ൅ 1 ൅ 0 െ 0 െ ሺെ2ሻ െ ሺെ1ሻ ൌ 6 ് 0por lo que el sistema es de Cramer 

𝑥 ൌ

อ
1 1 0
1 െ1 1
2 െ1 െ2

อ

6
ൌ

2 ൅ 2 ൅ 0 െ 0 െ ሺെ2ሻ െ ሺെ1ሻ
6

ൌ
7
6
 

𝑦 ൌ

อ
1 1 0
1 1 1
1 2 െ2

อ

6
ൌ

െ2 ൅ 1 ൅ 0 െ 0 െ ሺെ2ሻ െ 2
6

ൌ
െ1
6

𝑧 ൌ

อ
1 1 1
1 െ1 1
1 െ1 2

อ

6

ൌ
െ2 ൅ 1 െ 1 െ ሺെ1ሻ െ 2 െ ሺെ1ሻ

6
ൌ

െ2
6

ൌ
െ1
3
 

  

Luego el punto de intersección es el: ቀ଻

଺
, െ ଵ

଺
, െ ଵ

ଷ
ቁ 

Hallamos ahora las ecuaciones de la recta que pasa por P y por el punto hallado: 
௫ି௫బ

௫భି௫బ
ൌ ௬ି௬బ

௬భି௬బ
ൌ ௭ି௭బ

௭భି௭బ
→ 

௫ିଵ
ళ
ల

ିଵ
ൌ ௬ାଵ

షభ
ల

ାଵ
ൌ ௭ି଴

షభ
య

ି଴
→ 

௫ିଵ
భ
ల

ൌ ௬ାଵ
ఱ
ల

ൌ ௭
షభ
య

 

Tomamos, para simplificar cálculos (multiplicamos por ‐6) el: 𝑣⃗ ൌ ሺ1,5, െ2ሻ 

Las ecuaciones serán (en paramétricas):   

𝑠: ൝
𝑥 ൌ 1 ൅ 𝜆

𝑦 ൌ െ1 ൅ 5𝜆
𝑧 ൌ െ2𝜆

𝜆 ∈ ℝ 
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Problema 3: 

a) El dominio de definición y las asíntotas de la función f.    

La función es una racional polinómica con una raíz en el denominador por lo que estarán fuera del do‐
minio los puntos que anulan el denominador o lo hacen negativo. Para saber el dominio tenemos que 
resolver la inecuación: 

𝑥ଶ െ 1 ൐ 0→ como es conƟnua hallamos cuando vale cero y estudiamos el signo en los intervalos que 
definen las soluciones. 

𝑥ଶ െ 1 ൌ 0→ 𝑥ଶ ൌ 1→ 𝑥 ൌ േ1por lo que estudiamos el signo de 𝑥ଶ െ 1en los intervalos: 

El dominio de la función será: 𝐷𝑜𝑚𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ]‐∞,-1[ U] 1, +∞[  

Asíntotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe de los límites: 

𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

௫

√௫మିଵ
ൌ 1(por ser el grado del denominador igual que el del numerador y los coefi‐

cientes 1)  luego tiene asíntota horizontal en 𝑦 ൌ 1por +∞  

Además podemos comprobar si  la  función va por debajo o por encima de  la asíntota dando un valor 
grande (relativamente) y positivo, por ejemplo: 

𝑓ሺ10ሻ ൌ ଵ଴

√ଵ଴మିଵ
≃ 1.005por lo que la función va por encima de la asíntota. 

𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

௫

√௫మିଵ
ൌ െ1(por ser el grado del denominador igual que el del numerador y los coe‐

ficientes 1 pero el denominador es siempre positivo por la raíz mientras que el numerador será negati‐
vo al ser la tendencia ‐∞)  luego tiene asíntota horizontal en 𝑦 ൌ െ1por ‐∞ . 

Además podemos comprobar si  la  función va por debajo o por encima de  la asíntota dando un valor 
grande (relativamente) y negativo, por ejemplo: 

𝑓ሺെ10ሻ ൌ ିଵ଴

ඥሺିଵ଴ሻమିଵ
≃ െ1.005por lo que la función va por debajo de la asíntota. 

Asíntotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del límite a esos puntos 
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos:  𝑥 ൌ െ1y𝑥 ൌ 1calculamos los límites a esos 
puntos teniendo en cuenta que por la derecha del ‐1 no hay función y por la izquierda del 1 tampoco 
(por el dominio calculado antes) 

𝑙𝑖𝑚
௫→ିଵ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ ቀିଵ

଴
ቁ ൌ ൾ

𝑙𝑖𝑚
௫→ିଵ+

௫

√௫మିଵ
ൌ 𝑁𝑜ℎ𝑎𝑦𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛

𝑙𝑖𝑚
௫→ିଵ‐

௫

√௫మିଵ
ൌ െ∞

luego𝑥 ൌ െ1es asíntota vertical 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝑓 ሺ𝑥ሻ ൌ ቀଵ

଴
ቁ ൌ ൾ

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ+

௫

√௫మିଵ
ൌ ൅∞

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ‐

௫

√௫మିଵ
ൌ 𝑁𝑜ℎ𝑎𝑦𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛

luego𝑥 ൌ 1es asíntota vertical 

Como tiene asíntotas horizontales no tiene oblicua.  
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b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como la representación gráfica de la función. 

Para calcularlos tenemos que hacer la derivada e igualar a cero para conocer los puntos críticos: 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ
1 ൉ √𝑥ଶ െ 1 െ 𝑥 ൉ 2𝑥

2√𝑥ଶ െ 1

൫√𝑥ଶ െ 1൯
ଶ ൌ

√𝑥ଶ െ 1 െ 𝑥ଶ

√𝑥ଶ െ 1
𝑥ଶ െ 1

ൌ

𝑥ଶ െ 1 െ 𝑥ଶ

√𝑥ଶ െ 1
𝑥ଶ െ 1

ൌ
െ1

ሺ𝑥ଶ െ 1ሻ
ଷ
ଶ

 

Como es una función racional se hace cero cuando lo es el numerador. Como en este caso no puede ser 
cero tenemos que la función no tiene puntos críticos (máximos o mínimos).  

Por otro lado, tanto para valores positivos como negativos de la variable podemos observar que la deri‐
vada es negativa siempre por lo que tenemos que: 

La función es decreciente en todo su dominio. 

 

Para representarla gráficamente utilizamos las asíntotas, las tendencias halladas y el dominio: 
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c) El valor de ׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 

Primero vamos a obtener una primitiva de la función:  

׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬
𝑥

√𝑥ଶ െ 1
𝑑𝑥 

Como se trata de una función racional que tiene una raíz en el denominador podemos aplicar un cam‐
bio de variable o ver que se trata, salvo un factor, de la derivada de una raíz cuadrada. 

׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬ ௫

√௫మିଵ
𝑑𝑥 ൌ ׬ ଶ௫

ଶ൉√௫మିଵ
𝑑𝑥 ൌ √𝑥ଶ െ 1 ൅ 𝐶   

Si aplicamos, alternativamente, un cambio de variable tenemos que: 

׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬
𝑥

√𝑥ଶ െ 1
𝑑𝑥 ൌ ቚ𝑡 ൌ 𝑥ଶ െ 1

𝑑𝑡 ൌ 2𝑥𝑑𝑥
ቚ ൌ ׬

𝑑𝑡

2 ൉ √𝑡
ൌ √𝑡 ൅ 𝐶 ൌ ඥ𝑥ଶ െ 1 ൅ 𝐶 

 

Con ese resultado volvemos para resolver la integral definida: 

׬ 𝑓ሺ𝑥ሻ𝑑𝑥 ൌ ׬
𝑥

√𝑥ଶ െ 1
𝑑𝑥 ൌ ቂඥ𝑥ଶ െ 1ቃ

ଶ

ଷ
ൌ √9 െ 1 െ √4 െ 1 ൌ √8 െ √3 ≃ 1.0964 
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Problema 4: 

a) La justificación de que A tiene inversa y el cálculo de dicha matriz inversa. 

Una matriz tiene inversa cuando su determinante es diferente de cero. Calculamos el determinante: 

|𝐴| ൌ อ
1 2 0
0 1 0
0 2 1

อ ൌ 1 ൅ 0 ൅ 0 െ 0 െ 0 െ 0 ൌ 1 ് 0por lo que∃𝐴ିଵ 

Para calcular la inversa lo hacemos con la fórmula: 𝐴ିଵ ൌ ଵ

|஺|
ሺ𝐴𝑑𝑗𝐴ሻ௧ 

Aplicando la fórmula tenemos: 

𝐴ିଵ ൌ
1
1

⎝

⎜⎜
⎛

ቚ1 0
2 1

ቚ െ ቚ0 0
0 1

ቚ ቚ0 1
0 2

ቚ

െ ቚ2 0
2 1

ቚ ቚ1 0
0 1

ቚ െ ቚ1 2
0 2

ቚ

ቚ2 0
1 0

ቚ െ ቚ1 0
0 0

ቚ ቚ1 2
0 1

ቚ ⎠

⎟⎟
⎞

௧

ൌ ൭
1 0 0

െ2 1 െ2
0 0 1

൱

௧

ൌ ൭
1 െ2 0
0 1 0
0 െ2 1

൱ 

Podemos comprobar el resultado (no es obligatorio pero sí conveniente) aplicando: 

𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐼 

𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ ൭
1 2 0
0 1 0
0 2 1

൱ ൉ ൭
1 െ2 0
0 1 0
0 െ2 1

൱ ൌ ൭
1 ൅ 0 ൅ 0 െ2 ൅ 2 ൅ 0 0 ൅ 0 ൅ 0
0 ൅ 0 ൅ 0 0 ൅ 1 ൅ 0 0 ൅ 0 ൅ 0
0 ൅ 0 ൅ 0 0 ൅ 2 െ 2 0 ൅ 0 ൅ 1

൱ ൌ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱luego 

es correcto el cálculo. 

𝐴ିଵ ൌ ൭
1 െ2 0
0 1 0
0 െ2 1

൱ 

b) Dos constantes a,  b de modo que𝐴ିଵ ൌ 𝐴ଶ ൅ 𝑎𝐴 ൅ 𝑏𝐼. Se puede usar (sin comprobarlo) que A veri‐
fica la ecuación𝐴ଷ െ 3𝐴ଶ ൅ 3𝐴 െ 𝐼 ൌ 0siendo I la matriz identidad.   

Vamos a resolverlo aplicando  la ecuación que nos dan. Para ello tenemos que fijarnos que nos piden 
unas constantes relacionadas con el valor de la inversa. Ya sabemos que𝐴 ൉ 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐼 

En la expresión que nos dan despejamos la identidad y obtenemos: 

𝐴ଷ െ 3𝐴ଶ ൅ 3𝐴 ൌ 𝐼 

Si multiplicamos la expresión por la inversa tenemos que: 

𝐴ିଵ ൉ 𝐴ଷ െ 𝐴ିଵ ൉ 3𝐴ଶ ൅ 𝐴ିଵ ൉ 3𝐴 ൌ 𝐴ିଵ ൉ 𝐼 

Sabiendo que los números conmutan con las matrices y que 𝐴ିଵ ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵobtenemos: 

𝐴ିଵ ൉ 𝐴ଷ െ 3 ൉ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴ଶ ൅ 3 ൉ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐴ିଵ 

Ahora aplicamos la definición de potencia de una matriz: 𝐴ଷ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴 ൉ 𝐴y𝐴ଶ ൌ 𝐴 ൉ 𝐴: 

𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝐴 ൉ 𝐴 െ 3 ൉ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൉ 𝐴 ൅ 3 ൉ 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐴ିଵ 

Aplicando la definición de inversa tenemos que: 𝐴ିଵ ൉ 𝐴 ൌ 𝐼: 

𝐼 ൉ 𝐴 ൉ 𝐴 െ 3 ൉ 𝐼 ൉ 𝐴 ൅ 3 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵ 

Aplicando ahora que 𝐼 ൉ 𝐴 ൌ 𝐴: 
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𝐴 ൉ 𝐴 െ 3 ൉ 𝐴 ൅ 3 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵ→𝐴ଶ െ 3 ൉ 𝐴 ൅ 3 ൉ 𝐼 ൌ 𝐴ିଵ  

Comparando la expresión resultante con la que nos dan inicialmente tenemos que: 

𝐴ିଵ ൌ 𝐴ଶ ൅ 𝑎𝐴 ൅ 𝑏𝐼↔ 𝐴ିଵ ൌ 𝐴ଶ െ 3 ൉ 𝐴 ൅ 3 ൉ 𝐼 

Por lo cual tenemos que: 𝑎 ൌ െ3y𝑏 ൌ 3 

                 

c) El valor de 𝜆 para que el sistema de ecuacionesሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱tenga infinitas soluciones. Para 

dicho valor de𝜆 hallar todas las soluciones del sistema. 

La matriz de términos independientes es una matriz columna de ceros lo cual implica que el sistema es 
homogéneo.  

Por el teorema de Rouché‐Fröbenius sabemos que un sistema homogéneo siempre tiene una única so‐
lución compatible determinada: la trivial ሺ𝑥 ൌ 𝑦 ൌ 𝑧 ൌ 0ሻ.  Para que tenga una solución diferente a la 
trivial ha de ser sistema compatible indeterminado (con infinitas soluciones) que es la que queremos. 

Por el  teorema de Rouché‐Fröbenius sabemos que un sistema será SCI si el  rango de  la matriz de  los 
coeficientes y de la matriz ampliada coinciden (cosa que en un sistema homogéneo siempre se da) pero 
además el rango ha de ser menor que el número de incógnitas (3) por lo que, para cumplir las condicio‐
nes del problema tenemos que: 

𝑅𝑔ሺ𝐴 െ 𝜆𝐼ሻ ൌ 2   

Para que eso se cumpla los menores de orden 3 de la matriz 𝐴 െ 𝜆𝐼han de ser cero. 

Sólo hay un menor de orden 3 en la matriz por lo que lo igualamos a cero y hallamos el valor del pará‐
metro: 

 𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ ൭
1 2 0
0 1 0
0 2 1

൱ െ 𝜆 ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൌ ൭
1 െ 𝜆 2 0

0 1 െ 𝜆 0
0 2 1 െ 𝜆

൱ 

|𝐴 െ 𝜆𝐼| ൌ อ
1 െ 𝜆 2 0

0 1 െ 𝜆 0
0 2 1 െ 𝜆

อ ൌ ሺ1 െ 𝜆ሻଷ ൅ 0 ൅ 0 െ 0 െ 0 െ 0 ൌ ሺ1 െ 𝜆ሻଷ ൌ 0 

La ecuación tiene una única solución (triple) que es 𝜆 ൌ 1 

Por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones para el valor 𝜆 ൌ 1 

Para ese valor el sistema queda: 

𝐴 െ 𝜆𝐼 ൌ 𝐴 െ 𝐼 ൌ ൭
1 2 0
0 1 0
0 2 1

൱ െ ൭
1 0 0
0 1 0
0 0 1

൱ ൌ ൭
0 2 0
0 0 0
0 2 0

൱ 

൭
0 2 0
0 0 0
0 2 0

൱ ൉ ቆ
𝑥
𝑦
𝑧

ቇ ൌ ൭
0
0
0

൱→ ൝
2𝑦 ൌ 0
0 ൌ 0

2𝑦 ൌ 0
  Por lo que podemos deducir que 𝑦 ൌ 0y las otras incógnitas pue‐

den tener cualquier valor (les tenemos que asignar un parámetro) por lo que la solución del sistema es: 

𝑥 ൌ 𝛼
𝑦 ൌ 0  
𝑧 ൌ 𝛽

con 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ   
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Problema 5: 

a) Si hay algún valor del parámetro a para el cual la recta r esta contenida en el plano π. 

Este ejercicio hay varias formas de hacerlo. La más sencilla es aplicar que una recta estará contenida en 
un plano si dos de sus puntos lo están.  (El razonamiento hay que escribirlo) 

Por lo cual tomamos dos puntos cualesquiera de la recta: 

𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1

𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

→ ൜
ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠𝜆 ൌ 0 → 𝑝଴ሺ1,2,0ሻ
ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠𝜆 ൌ 1 → 𝑝ଵሺ1,3,2ሻ 

Sustituimos  los puntos en  la ecuación del plano. Para que esos puntos pertenezcan al plano han de 
verificar su ecuación. 

𝜋: 3𝑥 ൅ 𝑎𝑦 െ 𝑧 ൅ 1 ൌ 0 

Si tomamos 𝑝଴ሺ1,2,0ሻtenemos que:3 ൉ 1 ൅ 𝑎 ൉ 2 െ 0 ൅ 1 ൌ 0→ 2𝑎 ൅ 4 ൌ 0→ 𝑎 ൌ െ2 

Si tomamos 𝑝ଵሺ1,3,2ሻtenemos que:3 ൉ 1 ൅ 𝑎 ൉ 3 െ 2 ൅ 1 ൌ 0→ 3𝑎 ൅ 2 ൌ 0→ 𝑎 ൌ ିଶ

ଷ
 

Como ambas valores no son el mismo podemos afirmar que no existe ningún valor de a para el que la 
recta r esta contenida en el plano π.   

 

b) La distancia entre las rectas r  y s.    

Para calcular la distancia entre dos rectas es necesario conocer su posición relativa (coincidentes, para‐
lelas, se cortan o se cruzan) ya que la forma de calcular la distancia es diferente (si son coincidentes o se 
cortan la distancia es cero). 

Para determinar la posición relativa de ambas rectas necesitamos un punto y un vector de cada una: 

 𝑟: ൝
𝑥 ൌ 1

𝑦 ൌ 2 ൅ 𝜆
𝑧 ൌ 2𝜆

por  ser  la  ecuación  paramétrica  sabemos  que  el  punto  es: 𝑃௥ሺ1,2,0ሻy  el  vector  direc‐

tor𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0,1,2ሻ 

𝑠: ௫ାଵ

ଶ
ൌ ௬

ିଵ
ൌ ௭ାଶ

ଵ
por ser la ecuación continua sabemos que el punto es: 𝑃௦ሺെ1,0, െ2ሻy el vector direc‐

tor𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1,1ሻ 

Hallamos el vector que une ambos puntos:𝑃௥𝑃௦ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  
ൌ ሺെ1 െ 1,0 െ 2, െ2 െ 0ሻ ൌ ሺെ2, െ2, െ2ሻ  

Estudiamos ahora si los tres vectores (el director de r, el de s y el que une dos puntos de r y s) son inde‐
pendientes. Para ello estudiamos los rangos de la matriz formada por  los dos vectores directores am‐
pliada con el vector de los puntos: 

𝐴 ൌ ൭
0 2
1 െ1
2 1

൱ 𝐴* ൌ ൭
0 2
1 െ1
2 1

อ
െ2
െ2
െ2

൱ 

Estudiamos el rango de A: como ቚ0 2
1 െ1

ቚ ൌ 0 െ 2 ൌ െ2 ് 0tenemos que 𝑟𝑔𝐴 ൌ 2 

El rango de A* puede ser tres: อ
0 2 െ2
1 െ1 െ2
2 1 െ2

อ ൌ 0 െ 8 െ 2 െ 4 ൅ 4 െ 0 ൌ െ10 ് 0entonces𝑟𝑔𝐴* ൌ 3 
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Como el vector de los puntos y los directores de las rectas son independientes podemos afirmar que las 
rectas se cruzan.  

Para hallar la distancia entre dos rectas que se cruzan podemos utilizar la fórmula: 

𝑑ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ
หൣ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑃௥𝑃௦ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  

൧ห
|𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ |

 

Calculamos: หൣ𝑣௥ሬሬሬ⃗ , 𝑣௦ሬሬሬ⃗ , 𝑃௥𝑃௦ሬሬሬሬሬሬሬ⃗  
൧ห→ቮอ

0 2 െ2
1 െ1 െ2
2 1 െ2

อቮ ൌ |0 െ 8 െ 2 െ 4 ൅ 4 െ 0| ൌ |െ10| ൌ 10  

𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
0 1 2
2 െ1 1

ቮ ൌ ቚ 1 2
െ1 1

ቚ 𝚤 െ ቚ0 2
2 1

ቚ 𝚥 ൅ ቚ0 1
2 െ1

ቚ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ3,4, െ2ሻ 

Hallamos el módulo del producto vectorial: |𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൈ 𝑣௦ሬሬሬ⃗ | ൌ ඥ3ଶ ൅ 4ଶ ൅ ሺെ2ሻଶ ൌ √29 

Por lo que la distancia será: 

 𝑑ሺ𝑟, 𝑠ሻ ൌ
หൣ௩ೝሬሬሬሬ⃗ ,௩ೞሬሬሬሬ⃗ ,௉ೝ௉ೞሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗  ൧ห

|௩ೝሬሬሬሬ⃗ ൈ௩ೞሬሬሬሬ⃗ |
ൌ 

10

√29
𝑢. 𝑙. 

 

           

c) El coseno del ángulo que forma la recta r y la recta𝑡: ൜
2𝑥 െ 𝑦 ൌ 0
𝑦 െ 𝑧 ൌ 2  

Este ejercicio presenta una primera dificultad que no siempre comprobamos y es que para que dos rec‐
tas formen un ángulo tienen que cortarse en un punto.  

Para esa comprobación y dado que tenemos una en forma paramétrica y otra en forma implícita pode‐
mos proceder del siguiente modo: Vamos a comprobar  si existe algún valor del parámetro 𝜆 de la recta 
r para el que se verifiquen las ecuaciones de la recta t. 

Sustituyendo las ecuaciones de r en t tenemos que: 

𝑡: ൜
2 ൉ 1 െ ሺ2 ൅ 𝜆ሻ ൌ 0
ሺ2 ൅ 𝜆ሻ െ 2𝜆 ൌ 2

→ de la primera ecuación: 𝜆 ൌ 0 

si sustituimos en la segunda obtenemos que el sistema es compatible:2 ൌ 2por lo que las rectas se cor‐
tan en un punto y es posible calcular el ángulo que forman. 

Para ello debemos conocer un vector director de cada recta. Tenemos que: 𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0,1,2ሻ   

Hallamos un vector director de t. Como se trata de la forma implícita podemos resolver el sistema com‐
patible indeterminado de las ecuaciones (y hallamos la ecuación paramétrica de la que es fácil tener un 
vector director) o bien hacemos el producto vectorial de los vectores normales de los planos que repre‐
sentan las ecuaciones: 

Los vectores normales son 𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ2, െ1,0ሻ y𝑛ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ሺ0,1, െ1ሻ 

Hallamos su producto vectorial:  
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𝑛ଵሬሬሬሬ⃗ ൈ 𝑛ଶሬሬሬሬ⃗ ൌ ቮ
𝚤 𝚥 𝑘ሬ⃗
2 െ1 0
0 1 െ1

ቮ ൌ ቚെ1 0
1 െ1

ቚ 𝚤 െ ቚ2 0
0 െ1

ቚ 𝚥 ൅ ቚ2 െ1
0 1

ቚ 𝑘ሬ⃗ ൌ ሺ1,2,2ሻque es 𝑣௧ሬሬሬ⃗  

Ahora hallamos el ángulo que forman ambos vectores utilizando para ello la fórmula que se basa en el 
producto escalar: 

𝑐𝑜𝑠൫𝑣௥ሬሬሬ⃗ 𝑣௧ሬሬሬ⃗෣൯ ൌ
|𝑣௥ሬሬሬ⃗ ൉ 𝑣௧ሬሬሬ⃗ |

|𝑣௥ሬሬሬ⃗ | ൉ |𝑣௧ሬሬሬ⃗ |
ൌ

|ሺ0,1,2ሻ ൉ ሺ1,2,2ሻ|

√0ଶ ൅ 1ଶ ൅ 2ଶ ൉ √1ଶ ൅ 2ଶ ൅ 2ଶ
ൌ

6

√5 ൉ √9
ൌ

2

√5
 

Luego la solución es: 𝑐𝑜𝑠൫𝑣௥ሬሬሬ⃗ 𝑣௧ሬሬሬ⃗෣൯ ൌ ଶ

√ହ
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Problema 6: 

  No lo pide pero sería recomendable hacer un dibujo del problema para hacernos idea de lo que se nos 
está preguntando. El triángulo lo podemos dibujar en un eje de coordenadas y nos queda: 

 

  Vamos a dibujar rectángulos inscritos en ese triángulo como el de la figura siguiente:  
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a) La expresión 𝑓ሺ𝑥ሻ del área del rectángulo anterior.  

Tenemos que hallar la expresión del área del rectángulo en función del valor de x. Todos debemos sa‐
ber que el área de un rectángulo es su base por su altura. 

La base mide desde el valorሺെ𝑥, 0ሻal ሺ𝑥, 0ሻpor lo que mide 2x. 

La altura (nos da igual cuál tomemos) es un punto de la recta que une los vértices A y C. 

La ecuación de la recta que une los puntos𝐴ሺ0,12ሻy𝐶ሺ5,0ሻes:  

(ecuación de la recta que une dos puntos) 
௫ି଴

ହି଴
ൌ ௬ିଵଶ

଴ିଵଶ
→ 

௫

ହ
ൌ ௬ିଵଶ

ିଵଶ
→ 𝑦 ൌ ିଵଶ௫

ହ
൅ 12 

Por lo tanto el valor que nos da la altura correspondiente al vértice (x,0) seráℎ ൌ ିଵଶ௫

ହ
൅ 12  

 

El área del rectángulo buscada tendrá la expresión: 

𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑏 ൉ ℎ ൌ 2𝑥 ൉ ൬
െ12𝑥

5
൅ 12൰ ൌ

െ24𝑥ଶ

5
൅ 24𝑥𝑥 ∈ ሾ0,5ሿ 

 

b) El valor de x para el cual dicha área es máxima y las dimensiones del rectángulo obtenido.  

Tenemos que buscar un máximo de la función área por lo que vamos a derivar e igualar a cero la deri‐
vada para hallar los puntos críticos: 

𝐴′ሺ𝑥ሻ ൌ ିସ଼௫

ହ
൅ 24 ൌ 0→ 24 ൌ ସ଼௫

ହ
→ 120 ൌ 48𝑥→ 𝑥 ൌ ଵଶ଴

ସ଼
ൌ ହ

ଶ
ൌ 2.5 

 

Para conocer la naturaleza del mismo (máximo, mínimo o punto de inflexión) calculamos el valor de la 
segunda derivada en el punto en cuestión: 

𝐴′′ሺ𝑥ሻ ൌ ିସ଼

ହ
൏ 0Como siempre es negativa el punto calculado es un máximo relativo. 

 

Como sabemos que una  función continua  (la  función área es polinómica y, por  lo  tanto,  continua en 
todos sus puntos) definida en un intervalo cerrado alcanza en éste un máximo y mínimo absolutos en 
los extremos relativos o en los extremos del intervalo tenemos que la función ha de tener su máximo en 
el valor hallado𝑥 ൌ 2.5 o en  𝑥 ൌ 0o𝑥 ൌ 5 

Hallamos el valor de𝐴ሺ𝑥ሻen los tres puntos: 

𝐴ሺ𝑥ሻ ൌ
െ24𝑥ଶ

5
൅ 24𝑥 

𝐴ሺ0ሻ ൌ
െ24 ൉ 0ଶ

5
൅ 24 ൉ 0 ൌ 0 

𝐴ሺ2.5ሻ ൌ
െ24 ൉ 2.5ଶ

5
൅ 24 ൉ 2.5 ൌ 30 

𝐴ሺ5ሻ ൌ
െ24 ൉ 5ଶ

5
൅ 24 ൉ 5 ൌ 0 
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Por lo que podemos concluir que el valor 𝑥 ൌ 2.5es un máximo absoluto mientras que los valores   𝑥 ൌ
0y𝑥 ൌ 5son los mínimos absolutos. El área máxima es 𝐴ሺ2.5ሻ ൌ 30𝑢ଶ  

Las dimensiones del rectángulo serán: 

Base: 2𝑥 ൌ 2 ൉ 2.5 ൌ 5𝑢. 

Altura: ℎ ൌ ିଵଶ௫

ହ
൅ 12 ൌ ିଵଶ൉ଶ.ହ

ହ
൅ 12 ൌ 6𝑢. 

 

c) La proporción entre el área del rectángulo anterior y el área del triángulo. (3 puntos) 

  El área de un triángulo se calcula mediante la fórmula conocida de𝐴 ൌ ௕൉௛

ଶ
la base del mismo mide 10   u. 

mientras que su altura es de 12 u. por lo que el área es: 𝐴 ൌ ଵ଴൉ଵଶ

ଶ
ൌ 60𝑢ଶ  

  La proporción buscada es: 
஺ೝ

஺೟
ൌ ଷ଴

଺଴
ൌ ଵ

ଶ
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