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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2019-2020 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

a) Duracién: 1 hora y 30 minutos.

b) Este examen consta de 8 ejercicios.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se realizan mas de cuatro ejerci-
cios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios que aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficien-
temente justificados.

f)  Enla puntuacion maxima de cada ejercicio estdn contemplados 0.25 puntos para valorar la expresion correcta de
los procesos y métodos utilizados

Problema 1:

2_ox—
Considera la funcidn f definida por f(x) = % parax #1,—1

a) Estudiay halla las asintotas de la grafica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Problema 2:

Calcula a > 0 sabiendo que el drea de la regién determinada por la gréfica de la funcién f(x) = xe3%,
. . 1
el eje de abscisas y la recta x = a vale p (2.5 puntos)

Problema 3:

1 -1 m+2
Considera la matriz A = (O 1 m+ 1)
m 0 5
a) Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Param = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

Problema 4:

Siendo a # 0, considera las rectas

z-1 x-3 -3 z+1
r=x—1=y—-2=— y s=2=2=7

a -a -1 2

a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corteder y sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

senx

Sea f:[0,2m] — R la funcidn definida por f(x) =

2—cosx

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
(2 puntos)

b) Determina la ecuacidn de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = g (0.5 puntos)

Problema 6:

., 3x2+4
Sea f la funcién dada por f(x) = Gz Parax # 2.

a) Calcula [ f(x) dx. (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (3, 5). (0.5 puntos)

Problema 7:

1 1 1 a X
Considera A = (1 0 1); B = <2a> yX = (y)
4 1 4 3a z

a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucién en la que
y + z = 4. (1.25 puntos)

Problema 8:

x+y=0

y—3z+2=0

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,—2,0) ylarectar = {
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS OPCION A
Problema 1:

x2-2x-3
&, Parax #=1,—1

Considera la funcidn f definida por f(x) =

a) Estudiay halla las asintotas de la gréfica de f. (1.25 puntos)
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Como x # 1,—1, se deduce que el dominio de la funcién es: Dom(f) = R — {—1,1}.
Empezamos el estudio de las asintotas:

Asintota vertical (Son rectas x = a tal que a € Dom(f) y lim f(x) = )
X—a
x=1

2 5y 3 —
lim f(x) = lim~ G i
x—1 x—1

x2-1 0

Luego f (x) tiene asintota verticalen x = 1

Estudiamos el signo del infinito a la derecha y la izquierda de 1:

. . x?-2x-3 -4
= = — = —00
xlg{l+f(x) xll)r{l+ x?-1 ot
2-2x-3 -4
lim f(x) = lim < =—=+40
x—)l‘f( ) x-1" x?-1 0~
2-2x-3 0
lim f(x) = lim = =—-=IND.
x—>—1f( ) x--1 x2-1 0
Aplico la regla de L'Hopital
2x—2 -4 . . .
o S5 2 = f(x) no tiene asintota verticalen x = —1
X—— -

Asintota horizontal (Son rectas y = b tal que lirJP f(x) =b)
X—>100

2_2x— %}
lim 22223 -2 _ IND,

x-+o x%-1 )

Como el grado del polinomio del numerador es el mismo que el grado del polinomio del deno-
x%-2x-3
> = 1.
x“-1

minador (grado 2), se deduce que lilll
x—+oo

Luego y = 1 es asintota horizontal

Asintota oblicua

No hay asintota oblicua porque la funcién ya tiene asintota horizontal por ambos lados.
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b) Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, primero derivo la funcién:
2x% + 4x + 2
fle) = 2 2
(x?—1)
Estudio el signo de f'(x)

, . 2x2+4x+2 2 _ _
f(x)—O(z)—(xz_l)2 =0e2x*+4x+2=0ox=-1
Este resultado no nos sirve pues x = —1 & Dom(f)
Por tanto:
Intervalos (—=o,-1) | (-1,1) | (1,+x)
Signo de f'(x) + + +
7 7 7
Crece Crece Crece

Luego f(x) es creciente en los intervalos (—oo, —1), (—1,1) y (1, +0)
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Problema 2:

Calcula a > 0 sabiendo que el drea de la regién determinada por la grafica de la funcién f(x) = xe3,
. . 1
el eje de abscisas y la recta x = a vale p (2.5 puntos)

Solucion:

En el intervalo (0, a) la funcidn es positiva luego, el area determinada por la grafica de f(x), el eje de
abscisas y larecta x = a es:

a
A=J xe3* dx
0

Resolvemos usando el método por partes:

@ u=x du = dx 1
A=Jyxe?de =g, - paxgy p=lenx =[§

1 1 1 1 1 1
= (—ae3a ——e3a) — (——) =e3¢. (—a——) + -
3 9 9 37 o) 9

. . 1. .
Como el area tiene que valer 7 igualamos el resultado a dicho valor:

1 1\ ,1_1 11 11 1
e3“-(—a——)+—=—<:>e3a(—a——)=O<:>—a——=0<:>a=—
37 9/ 9 9 37 9 37 9 3

1 , 1
Por tanto, @ = 3 paraque el drea valga 5 u?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 3:

1 -1 m+2)

Considera la matriz A = (O 1 m+1

a)
b)

m 0 5

Estudia el rango de A segun los valores de m. (1.5 puntos)
Param = 2, calcula la inversa de 2020A. (1 punto)

Solucion:

a)

b)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Calculamos el determinante de la matriz e igualamos a 0 para ver qué valores de la m anula el
determinante:
[A|]=5-m?-m-m?-2m=-2m?—-3m+5

—2m2—3m+5=0@m=1,m=—§

e Sim#+lym= —§=>|A|iO.Portanto,rg(A)=3
. Sim=10m=—§=>|A|=0.Portanto,rg(A)<3
Como en ambos casos el menor |(1) _11| =1+ 0, se deduce querg(4) =2

En resumen

5
Sim#1ym# —- rg(4) =3

Sim=1om=—; rg(A) =2

1 -1 4
Param = 2, se tieneque A = (0 1 3)

2 0 5
La inversa de 20204 es:

1
-1 = -14-1 = — -1
(20204) ! = 202071 A7 = oo A

Calculamos A~ 1:

Recordemos que A1 existe si |A| # 0 y ademas, para su célculo, utilizaremos la siguiente ex-
presion:
! Adj(AY)
=149
|Al )
Por el apartado a) sabemos que comom # 1y m # — > entonces |A| # 0, por tanto A~ texiste.

A—l
Al =-2(2)?-3-2+5=-8—-6+5=-9

1 0 2
Calculamos la traspuesta: At = (—1 1 O)
4 3 5
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Calculamos los menores adjuntos:
1 0

Ay =5 ol=5s
t ___1 0=
A12_ 14_15 5
4 =7, 3|=—7
e _ |0 2]_
A21_1325| 6
At =, 5|=—3
e _ 1o __
A23_0423 3
ay =, o|=-2
1 2
Ay =—|, 0|=—2
e _ |1 0_
As=|, 4|=1
5 5 -7
LuegoAdj(At)=<6 -3 -3
-2 -2 1
(5 5 -7
AsiqueA‘1=5- 6 -3 -3
-2 -2 1
L 1 5 5 =7 X 5 5 -7
Portanto(ZOZOA)_1=M';' 6 -3 -3|=gZm |6 -3 -3
-2 -2 1 -2 -2 1

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
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Problema 4:

Siendo a # 0, considera las rectas

z—-1 x-3 y-3 z+1
r=x—1= —2=— S=—=—=—
y a Y -a -1 2

a) Estudia la posicion relativa de ambas rectas segun los valores de a. (1.25 puntos)

b) Para a = 2, determina las ecuaciones de la recta que pasa por el punto de corte dery sy es
perpendicular a ambas. (1.25 puntos)

Solucion:

a) De larectar obtenemos el punto A(1,2,1) y el vector director dT =(1,1,a)
De la recta s obtenemos el punto B(3,3,—1) y el vector director d_,; =(—-a,-1,2)

Construyo el vector AB = (2,1,-2)

Construyo las siguientes matrices:

M=<Cg’>=(—1a —11 g)

d, 1 1 a
M =|q |=(-a -1 2
Il 2 1 =2

Para ver la posicion relativa de ambas rectas debemos de estudiar el rango de la matriz en fun-
cion del pardmetro a.

Calculo del determinante de M*
IM*|=—-a’+4=0a=142
Por tanto:

e Sia # t2,setienequerg(M*) = 3 pues |M*| # 0.
Comorg(M) < 2, se deduce querg(M) # rg(M*) = r y s se cruzan.
e Sia=2,setienequerg(M*) < 3. Luego:

1 1 2
(2o 2]y w=(l L)
2 1 -2
1 1] _ _ _ o
Como el menor |_2 _1| =—-1+2=1=+0,sededucequerg(M) =rg(M*) =2

Por tanto, r y s son secantes en un punto.
e Sia=—2,setienequerg(M*) < 3. Luego:

1 1 =2

M*=<2 ~1 2) y m=(3 1 7F)
2 1 =2

Como el menor |% _11| =—-1—-2=-3+0,sededuce querg(M) =rg(M*) =2

Por tanto, r y s son secantes en un punto.
Resumiendo

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
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Sia+-2ya+2 Ty s secruzan.

Sia=-20a=2|ryssecortan en un punto.

b) Para a = 2 las paramétricas de las rectas son:
x=1+2 x=3-2pB
r=jy=2+21 y s={ y=3-p
z=14+2 z=-1+4+2p
Para construir una recta t que pasa por el punto de corte y sea perpendicular ary s, en primer

lugar, hallaremos dicho punto de corte. Para ello, igualo las ecuaciones paramétricas y resuelvo
el sistema para sacar los valoresde A y 8

242 3-8 o] 14p 1 eo1=0p=1

{1+/’1 = 3-28 {/1+2ﬂ = 2
1+22 —-1+2p 24 =28 -2

Por tanto, sustituyendo A =0enr (o f = 1 en s), obtendremos las coordenadas del punto de
corte: P(1,2,1)

Como la recta que queremos construir debe de ser perpendicular a las rectas r y s, el vector di-

— — e
rector de t, d;, debe de ser perpendicular a d,- y d,. Para hallarlo, calculamos el producto vecto-
rial de ambos vectores.

di=d,xds=|1 1 2(=41-6/+k=(4-61)
-2 -1 2

Por tanto, la recta que me piden, escrita en paramétrica, es:

x=1+4u
t=3iy=2-6u
z=1+pu

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Ismael Montero Penido
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Problema 5:

senx

Sea f:[0, 2] —» R la funcién definida por f(x) =

2—Ccosx

a) Halla los extremos absolutos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
(2 puntos)

b) Determina la ecuacidn de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de f en el punto de
abscisa x = g (0.5 puntos)

Solucion:

a) Para ver los extremos absolutos de la funcion vamos a derivar f(x) después estudiaremos el
signo de la primera derivada.

() = 2cosx —1
f1x) = (2 — cosx)?
Estudio el signo de f'(x)
=021 _ha) 1=0e cosx =
f'(x) = 2 —cosn)? cosx = cosx =
T 51
= - = — = —
COS X > X 3 X 3
T w 51 5
©,5) <_ _) (— 2 )
Intervalos 3 3’3 3 T
Signo de f'(x) + - +
Va N Va
Crece Decrece Crece

., T 51 T 5m . ;.
Como la funcién crece en (O,;) y en (?, 27‘[) y decrece en (E'?)' los posibles maximos son

T , .
xX=gyx= 21. Veamos cual de estos puntos es mas alto:

T\ _ sen(g) _ ¥3 _E
f (3) - 2—cos(§) - Zi% K
_ sen(2m) __

f(Zﬂ) - 2—cos(2m) -

3
Como f (g) > f(2m), el mdximo absoluto se da en el punto P4 (g, \/?—)

. . 5T . . .
Los posibles minimossonx =0y x = 5 Veamos cudl de ellos es el mas bajo:
sen 0

f(O) :2—0050:0 %
sty sen(3) -2 3
FG) === 5

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Ismael Montero Penido
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5 3
Como f (5?”) < f(0), el minimo absoluto se da en el punto P (?n, = \g—_)

.z e T . . . .z
b) La ecuacién de la recta tangente a la graficade f en x = 5 sigue la siguiente expresion:

=3 =rEeE-3)

Sustituyendo: y — g =0- (x — g) >y= ‘/3_§
. " ™ V3
La ecuacion de la recta tangente a la graficaen x = S es y = 5

.z e s .
Como la ecuacidn de la recta normal a la grafica en x = 3 €s una recta perpendicular a la recta

. . V3 .
tangente en dicho punto y esta tangente es la recta horizontal y = Y la recta normal serd una

. . T
recta vertical de ecuacion x = 3

3

. ‘e T
La ecuacion de la recta normal a la grafica es X = 2

Autor: Ismael Montero Penido
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Problema 6:

Sea f la funcion dada por f(x) =

2
Zf_;; parax # 2.

a) Calcula [ f(x) dx. (2 puntos)
b) Calcula la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (3,5). (0.5 puntos)

Solucion:

a) I=f3x_2—+4dx=f LIRS

b)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

x2—4x+4

Al tratarse de una division de polinomios del mismo grado, vamos a dividir y a separar dicha

. . . resto
funcién racional como "cociente + ——"

divisor
3x24+ 0x +4|x*—4x+4
—3x2+12x—-12 3
12x — 8
12x-8 12x-8
Por tanto, I = f3 dx + fx2—4x+4 dx = 3x + fx2—4x+4 dx
Iy

Resolvemos I; expresando la funcion racional en suma de fracciones simples:

12x—-8 A B
m_xj+(x—2)2:>12x_8_(x_2).A+B
Hallo Ay B:

Six =2—[16 = B|
Six=0—>-8=-2-A4+16=>[A=12
12 16 16
Luego I, =f;dx+f(x_2)2dx= 12-1n|x—2|—E+C, CeR

Sustituyendo en I, tengo que:

3x% 4+ 4
(x —2)2

16
dx=3x+121n|x—2|—xTz+C, CeER

SeaF(x) =3x+ 12In|x — 2| — ;762 + C. Aplicando la condicion, se deduce que F(3) = 5.
F(3)=9+12-In1—-16+C=5 = C = 12

Luego,

16
F(X)=3X+1211’1|X—2|—m+12

Autor: Ismael Montero Penido
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Problema 7:

1 1 1 a X
ConsideradA=(1 0 1|;B= <2a> yX = <Y>
4 1 4 3a A

a) Discute el sistema dado por AX = B, segun los valores de a. (1.25 puntos)
b) Para a = 0, resuelve el sistema dado por AX = B. Calcula, si es posible, una solucién en la que
y + z = 4. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Escribimos el sistema equivalente a la ecuacién matricial AX = B:

x +y + z = a
{x + z = 2a
4x + y + 4z = 3a

Por tanto, la matriz ampliada del sistema es:

1 1 1ja
A* = (A|B) = (1 0 1 2a>
4 1 4l3a

(donde A es la matriz de los coeficientes y B la matriz de los términos independientes)

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes para calcular el rango de A:
[Al=14+4-1-4=0=1rg(A) <3

Como el menor H (1)| =-1+¥0=>

Calculamos el rango de A* en funciéon del parametro a:

1 1 a
1 0 2al=a+8a—-2a—3a=4a=0=a=0
4 1 3a

Por el teorema de Rouché — Frobenius:
e Sia+0=rg(A) #rg(A*) = Sistema incompatible

e Sia=0=1rg(Ad) =rg(4A") =2 <n = Sistema compatible indeterminado
(n es el nUmero de incégnitas del sistema)

b) Si a = 0 sabemos que el sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas solucio-
nes.
Resolvemos por el método de Gauss:

1 11 0
(1 0 1 0)
0

4 1 4

Fy—F.
0 F32— 41}1 1 1 1
0)]—10 -1 0

0 -3 0

0

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Expreso el sistema de forma analitica:
{x +y+z=0
y=0
Tomando como pardmetro z = t y sustituyendo en la primera ecuacién, obtenemos:

x=—t
Solucién del sistema: (—t,0,t),Vt € R

Una solucidn para que y + z = 4, sustituyendo adecuadamente cada variable, obtenemos que
t=4

Por tanto, una solucién paraquey + z = 4 es: (—4, 0, 4)
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Problema 8:

x+y=0

y—3z+2=0

a) Calcula la ecuacion del plano que pasa por A y es perpendicular a r. (1.25 puntos)
b) Calcula la ecuacién del plano que pasa por A y contiene a r. (1.25 puntos)

Se considera el punto A(1,—2,0) ylarectar = {

Solucion:

Antes de comenzar, vamos a pasar la recta r a paramétricas resolviendo el sistema.

sustituyendo
en la 2% ecuaciom

Seazzt=y=—2+3t

De la primera ecuacién obtenemos que x = 2 — 3t

x=2-3t

Luego r ={y = —2 + 3t donde se deduce que un punto de r es P(2,—2,0) y su vector director es
z=1

d, = (-3,3,1)

a) Para construir el plano vamos a tomar el punto A(1,—2,0) por el que pasa y al ser perpendicu-
lar a la recta r, el vector normal del plano, 7, coincide con el vector director de la recta d,

Luego—3x+3y+z+D =0
Sustituyo por el punto A para obtener D:
—-3—-6+D=0=D=9

Por tanto, el plano es:
=-3x+3y+z+9=0

b) El plano que queremos construir estara definido por el punto A(1,—2,0) y al contener a la rec-

ta, sus vectores directores serdn d_; =(-3,3,1)y AP = (1,0,0)
Calculamos la ecuacion del plano:

x—1 y+2 z
n=| 1 0 0[=0=—-y+3z—-2=0
-3 3 1
=—-y+3z-2=0
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’ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA

CURSO: 2019-2020 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

a) Duracidn: 1 hora y 30 minutos.

b) Este examen consta de 8 ejercicios.

c) Cada ejercicio tiene un valor maximo de 2.5 puntos

d) Se realizardn Unicamente cuatro ejercicios de los ocho ejercicios propuestos. Si se realizan mds de cuatro ejerci-
cios, solo se evaluaran los primeros cuatro ejercicios que aparezcan fisicamente en el papel de examen.

e) Se permitira el uso de calculadoras que no sean programables, ni graficas ni con capacidad para almacenar o
transmitir datos. No obstante, todos los procesos conducentes a la obtencidn de resultados deben estar suficien-
temente justificados.

f)  Enla puntuacion maxima de cada ejercicio estan contemplados 0.25 puntos para valorar la expresién correcta de
los procesos y métodos utilizados

Problema 1:

Considera la funcién f: R — R dada por f(x) = e¥*(x? — 5x + 6). Determina los intervalos de conca-
vidad y de convexidad de f y los puntos de inflexidn de su grafica. (2.5 puntos)

Problema 2:

Calcula fonx - sen?(x) dx. (2.5 puntos)

Problema 3:

Considero el sistema de ecuaciones dado por AX = B siendo

1 -2 1 X 2
A=<m 4 —2), X=<y> y B=<2m>
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = —2, {existe alguna solucién son z = 0? En caso afirmativo, calculala. En caso negati-
vo, justifica la respuesta. (1 punto)

Problema 4:

4x—-3y+4z=1

Con5|deraelpIanonEx—y+aZ=Oy|areCtaTE{3x_2y+Z=0

a) Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r. (1.5 puntos)
b) Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, 3). (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 5:

Sea la funcidn derivable f: R — R definida por

_( e?ax—4b i x <1
f(x)_{l—x-lnx si x=1

(In denota la funcién logaritmo neperiano)

a) Determina los valores de ay b. (1.75 puntos)
b) Halla la ecuaciéon de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
(0.75 puntos)

Problema 6:

Considera las funciones f, g: R = R definidas por f(x) = |x|y g(x) = x? — 2

a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
b) Determina el drea del recinto anterior. (1.5 puntos)

Problema 7:

1 2 3 X
ConsideraA=|0 0 2| vy X= <3’>
0 1 1 z

a) Halla los valores de A tales que |A — AI| = 0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
(1.25 puntos)

b) Para A = 1, resuelve el sistema dado por (A — AI)X = 6. iExiste alguna solucion tal que z = 1?
En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos)

Problema 8:

Consideraelplanonzx—y+z=2y|arectarE§=—=

a) Calcula la distancia entre r y 7. (1 punto)
b) Halla la ecuacién general del plano perpendicular a T que contiene a r. (1.5 puntos)
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Problema 1:

Considera la funcién f: R - R dada por f(x) = e*(x? — 5x + 6). Determina los intervalos de concavi-
dad y de convexidad de f y los puntos de inflexién de su gréfica. (2.5 puntos)

Solucion:

Para estudiar la curvatura de la grafica de f, calculamos la segunda derivada:
f'(x) =e*(x?—5x+6) +e*(2x —5) = e*(x* —3x + 1)
f'"(x) =e*(x? —-3x+1)+e*(2x —3) = e*(x? —x — 2)

Estudiamos el signo de f"'(x)

flx)=0ese*(x?—x-2)=0=x?—x—-2=0x=—-1;x =2
Intervalos (—o0,—1) | (-1,2) (2, +0)

Signo de ' (x) + - +

V) N U
convexa | céncava | convexa

f(x) es convexa en los intervalos (—oo, —1) y (2, +)

f(x) es céncava en los intervalos (—1, 2)

Los puntos de inflexion se dan en x = —1 y x = 2. Veamos el valor de la funcion en ambos puntos.

feD ==
f@2)=0

12
,—
e

Por tanto, los puntos de inflexion de f(x) son P4 (—1 ) yP,(2,0)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Textos Marea Verde

Autor: Ismael Montero Penido
www.apuntesmareaverde.org.es

1




" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 2:

Calcula fonx - sen?(x) dx. (2.5 puntos)
Solucion:

Sabemos por trigonometria que sen?(x) = 1_%5(2’0, por tanto:

T P _(m_ 1—cos(2x) 1 m 1w At 1w
Jo x-sen?xdx = [ x-———dx =3[ xdx—;fox-cos(Zx)dx—[T]O—Efox-cos(Zx)dx

I

Resolvemos I usando el método por partes:

u=x du = dx

I'= fOnx + cos(2x) dx = [dv =cos(2x) v = %sen(Zx) - Exsen (Zx)]z B %fon sen(2x) dx =
= Exsen (Zx)]: + E cos(Zx)]Z = Ex - sen(2x) + icos(Zx)]Z
Luego, sustituyendo en la integral principal obtenemos:
f:x -sen®(2x) dx = ExZ — %x -sen (2x) — %cos(zx)];r =
= (”T2 — %sen (2m) — %cos(Zn)) — (—%cos(o)) = ”Tz — % + % = %z

Por tanto,

T 71'2
j x - sen’(2x) dx = —
0 4
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Problema 3:

Considero el sistema de ecuaciones dado por AX = B siendo

1 -2 1 x 2
A=<m 4 —2), X=<y> y B=<2m>
0 m+2 -3 z 1

a) Discute el sistema segun los valores de m. (1.5 puntos)
b) Para m = —2, éexiste alguna solucién son z = 0? En caso afirmativo, calculala. En caso negati-
vo, justifica la respuesta. (1 punto)

Solucion:

a) Expresamos el sistema en forma analitica
X—2y+z=2
{mx+4y—22= 2m
(m+2)y—-3z=1

La matriz ampliada del sistema es:

1 -2 1]2
A" =(A|B) = (m 4 —2 Zm)
0 m+2 -=-3I1

Donde A es la matriz de los coeficientes y B es la matriz de los términos independientes.

Calculo el determinante de A e igualo O
Al = —124+m?*+2m+2m+4—-6m=m?-2m—-8=0=m=4ym= -2

Usando el teorema de Rouché — Frébenius:
e Sim#4;-2=|Al#0=1rg(4) =3 =rg(A*) =n = S. compatible determinado
(n es el nUmero de incégnitas)
e Sim=4 =|A|=0=1rg(4) <3

1 -2 12
A*=(4 4 -2I8
1

0 6 -3
0 Calculamos el rango de A:

ComoelmenorLlL _42|=4+8=12¢O=>rg(A)=2

0 Calculamos el rango de A*

1 -2 2
Comoelmenor(4 4 8[=4+48—-48+8=12+0=rg(4")=3
0 6 1

Comorg(A) # rg(A*) = S. incompatible.

e Sim=-2 =|A|=0=1rg(4) <3
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1 -2 1
A*=(—2 4 =2

0 0 -3

2
—4
1

0 Calculamos el rango de 4

Como el menor|_02 _13| =6+0=rg(A) =2

0 Calculamos el rango de A*

-2 1 2
Comoelmenor| 4 —2 —4| =0, pues las dos primeras filas son proporciona-
0 -3 1

les, luegorg(A*) =2
Comorg(A4) = rg(4*) < n = S. compatible indeterminado.
(n es el nUmero de incégnitas)

Resumiendo
Sia#-2ya+4 Sistema compatible determinado
Sia=4 Sistema incompatible
Sia=-2 Sistema compatible indeterminado
b) Param = —2 la forma analitica del sistema es:
x—2y+z=2 _ 1
{ 3z=1 %773

Tomamosy = 4
Dela léecuacién:x—Zy—§= 2=x =§+2/1

Luego, la solucion del sistema es: (g + 24, 4, —%),VA eER

. . . 1
No hay solucion para z = 0, pues z es una constante fija que vale siempre — 3
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Problema 4:

Consideraelplanomr=x —y+az=0ylarectar = {

a)
b)

4x —3y+4z=1
3x—=2y+z=0

Halla a sabiendo que 7 es paralelo a r. (1.5 puntos)

Determina el plano perpendicular a r que pasa por el punto P(1, 2, 3). (1 punto)

Solucion:

a)

b)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ANDALUCIA

Para que m y r sean paralelos, el vector director de r y el vector normal de @ tienen que ser
perpendiculares, es decir, su producto escalar debe de ser 0.

El vector normal del planomes7n = (1,—1,a)

El vector director de la recta r viene definido por el producto vectorial de los dos vectores nor-
males de los dos planos que la definen:

i)—)
— ]

dr=n1XTl2= 4 -3 =5?+8_)+ =(5,8,1)
3 -2

_ b X

luegor lre=d, Lied, -7=0
d -7=(581)-(1,-1l,a)=5—-8+a=0<a=3

rimte a=3

Como el plano, ', que queremos construir es perpendicular a r, el vector normal de este coin-

—

cide con el vector director de r. Luego n = d,
Por tanto,

5x+8y+z+D=0
Sustituyo el punto P(1, 2, 3) en la ecuacidn para obtener D

5+16+3+D=0 D =-24

Portanto, ' =5x+8y+2z—-24=0
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Problema 5:

Sea la funcidn derivable f: R — R definida por
e?ax=4b g x<1
X) =
f& {1—x—1nx si x=>1

(In denota la funcién logaritmo neperiano)

a) Determina los valores de ay b. (1.75 puntos)
b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 2.
(0.75 puntos)

Solucion:

a) Como f esderivable en R = f es continuaen R

e Calculamos la continuidad en el punto de rupturax =1
f)=1-1-In1=1

xli_)1111+(1 —xlnx) =1

lim e2ax—4b — p2a—4b
x-1"

Para que f(x) sea continua en x = 1 debe de cumplirse que e?¢~*? =1
eza““’=1(:>2a—4b=0<:)2a=4b(:>b=%a
2a-e23 4 i x <1

—Inx—-1 si x=>1
Calculamos la derivabilidad en el punto de rupturax = 1

f'at) = xli—>n11+(_ Inx —1)=-1

(1) = lim 2a - e?ax=4b = 2q . g2a-4b
xX—

e Derivamos la funcion: f'®) = {

Para que f(x) sea derivable en x = 1 debe de cumplirse que 2a - e2¢7*? = —1
e2a—4b_q 1
2q - e2a~4b =-le—22a=-loa=—;
Comob=:a=>b=—-
2 4
. 1 1
Para que f(x) sea derivable @ = — P b=— n

b) La ecuacién de la recta tangente a la graficade f enx = 2 es:
y=f'2x-2)+f(2)
Calculamos f(2) y f'(2):
f2)=1-2In2
f'2)=-In2-1
Sustituyendo en la ecuacién obtenemos:
y=(-h2-1D)x-2)+1-2In2=y=(—-n2-1)x+2In2+2+1—-2In2

Luego la ecuacién de la recta tangentees: y = (—In2 — 1)x + 3
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Problema 6:

Considera las funciones f, g: R = R definidas por f(x) = |x|y g(x) = x? — 2

a) Calcula los puntos de corte de las graficas de f y g. Esboza el recinto que determinan. (1 punto)
b) Determina el drea del recinto anterior. (1.5 puntos)

Solucion:

—x Ssi x<0
x si x=20

a) Lafuncién f la puedo expresar como: f(x) = |x| = {

Calculo los puntos de corte de f(x) con g(x)

e Parax <0
f)=gx)e=x=x*-2ox*+x—-2=0=x=-2yx=1
(descartamos x = 1 por no pertenecer al conjunto de todas las x < 0)
Luego el punto de corte de f(x) con g(x) parax < 0es P,;(—2,2)

e Parax=0
f=gx)eox=x!-2ox*-x—-2=0x=—-1yx=2
(descartamos x = —1 por no pertenecer al conjunto de todas las x = 0)
Luego el punto de corte de f(x) con g(x) parax > 0 es P,(2,2)

Por tanto, los puntos de corte de las gréficas f y g son: P1(—2,2) y P5(2,2)

Para dibujar el recinto limitado por ambas funciones, sabemos que f son dos rectas que son la
bisectriz del I cuadrante y II cuadrante; y ademads, pasa por los puntos P;(—2,2) y P,(2,2)

De la grafica de g(x) se sabe que tiene su vértice en V(0,2) y corta al eje OX en los puntos
(—VZ,0)y (v2,0)

Por tanto, el recinto que determinan se puede observar en la siguiente representacion grafica:

b) El drea del recintoes: 4 = f_zz(f(x) - g(x)) dx

Pero simetria del dibujo, el area se puede expresar como:
2

2 2 2 P x3  x?
A=2-[Jlx—G2-2ldx=2- [ +x+2dx=2- |- T+ 5 +2x| =
=2-[(-3+2+4)-(0) | =22

20
Por tanto, A = ?uz
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Problema 7:

1 2 3 X
ConsideraA=|0 0 2| vy X= <3’>
0 1 1 z

a) Halla los valores de A tales que |A — AI| =0, donde I es la matriz identidad de orden 3.
(1.25 puntos)

b) Para A =1, resuelve el sistema dado por (A — AI)X = 6. iExiste alguna solucidén tal que z = 1?
En caso afirmativo, calculala. En caso negativo, justifica la respuesta. (1.25 puntos)

Solucion:

a) Calculamos A — AI:
1 2 3 A 0 0 1-1 2 3
A—/11=<0 0 2)—(0 A O)=< 0 -1 2 )
0 1 1 0 0 A 0 1 1-2
A=A =-2-1-21)?-201-D)=0-1DN-P-21-2)= 1=1,1=-1,1=2

Lluego [A—AI|=0siA=1,A=—-1,1A=2

0 2 3
b) ParaAd = 1seobtienequed—AI=(0 -1 2

0 1 0
2y+3z=0
Por tanto, el sistema dado por (A — AI) - X = 0 se puede expresar como:{—y + 2z =10
y=0

De donde obtenemosquey =z =0yx =t
Luego la solucidn del sistema viene dada por (t,0,0),Vt € R

No hay soluciéon para z = 1, pues z es una constante fija que vale siempre 0
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Problema 8:

Consideraelplanonzx—y+z=2ylarectarE§=—=

a)
b)

Calcula la distancia entre r y . (1 punto)
Halla la ecuacién general del plano perpendicular a T que contiene a r. (1.5 puntos)

Solucion:

a)

b)

Para hallar la distancia entre r y m voy a tomar un punto de la recta r y calcular la distancia de
ese punto al plano.
Sea A(0,—1,-2) € r,setiene que d(r,m) = d(A, )

[0-(-D+(=2)-2| __ |-3|

_ =31 _ 3
dAm ="Frcme — B -V

=+V3u

Por tanto, d(r, ™) = V3 u

Sea rr’el plano que nos piden construir se deduce lo siguiente:

Como 1t’ es perpendicular a 7, el vector normal de 7 es el vector director de 7’
Por tanto, d; = (1,—1,1)

Como 1’ contiene a , tendra al punto A(0,—1, —2) y como vector director el mismo que el de
la recta r, es decir, d_z) =(2,1,-1)

La ecuacion general del plano ' es:

x y+1 z+2 3
1 -1 1 |[=0=3y+32+9=0y+2z+3=0
2 1 -1

Portanto, T =y+z+3 =0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:
% Universidad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE ORDINARIA DE
% Zaragoza GENERAL JUNIO

CURSO: 2019-2020
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un
maximo de 5 preguntas, cualesquiera de ellas.

El estudiante debe indicar claramente en la primera pagina del triptico, cudles han sido las preguntas elegidas.
(Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se han respondido en
primer lugar). Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las
siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de ecuaciones,
operaciones con matrices, calculo de determinantes, célculo de derivadas, célculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.
CALIFICACION: Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se
indican. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.
TIEMPO: 1 hora y 30 minutos.

Problema 1:

Dado el siguiente sistema de ecuaciones
x+y+(m+1z=2
x+(m—-1Dy+2z=1
2x+my+z=-1
Discuta el sistema segun los valores de m € R
Problema 2:

Dadas las matrices A:(_l1 8 i) Bz((l) 3 1) y C= (—1 1)

a) (1 punto) Calcule, si es posible (4. BY)™1.

b) (1 punto) Compruebe que €3 = I, donde I es la matriz identidad y calcule C1©

Problema 3:

_(0 3 3
N fxmw=(g 5 )
Resuelva el siguiente sistema matricial ( 7 6 _1)
2X +3Y =
14 3 7

Problema 4:

x+z=1

Se considera larectar = {Zx +y=3

a) (1, 25 puntos)Calcule la ecuacién del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto (0,0,1)

- — -

b) (0,75 puntos)Se considera el paralelepipedo definido por los vectores u, ¥ y i X ¥. Sabiendo que i X ¥ = (—1,1,1),
calcule el volumen de dicho paralelepipedo.

Problema 5:

1
Calcule el siguiente limite lirgl+ ((1 + x — senx) /x3)
X—
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Problema 6:

2
. . . .. X . . . , . . .
Se considera la siguiente funcion f(x) = PR Estudie la existencia de asintotas verticales, horizontales y oblicuas y

calculelas, cuando existan.
Problema 7:

Se considera la siguiente funcion f(x) = In(2x + 1)

a) (1,25 puntos) Estudie su dominio, asi como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (0,75 puntos) Halla la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = %

Problema 8:

Calcule la siguiente integral [(vx. In?x)dx.

Problema 9:

Segun estadisticas del Instituto Nacional de Estadistica, la probabilidad de que un varén esté en paro es del 12%, mientras
la de que una mujer lo esté es del 16%. Ademas, la probabilidad de ser vardn es del 64% y la de ser mujer del 36%

a) (0,75 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona, (Cual es la probabilidad de que esté en paro
y sea mujer?

b) (0,75 puntos) Si se elige al azar una persona, écudl es la probabilidad de que esté en paro?

c) (0,5 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro, ¢Cudl es la
probabilidad de que sea mujer?

Nota informativa: las estadisticas anteriores (y los experimentos) estan realizadas con personas en disposicion de trabajar.
Problema 10:

De los estudiantes universitarios, uno de cada 5 abandona sus estudios. Se seleccionan 5 estudiantes universitarios
espafioles al azar, de modo independiente.

a) (1 punto) ¢Cudl es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus estudios? (No es
preciso finalizar los cdlculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando y desarrollando los nimeros y
operaciones basicas que lo definen pero sin hacer los calculos finales).

b) (1 punto) iQué es mas probable, que todos abandonen sus estudios, o que ninguno lo haga? Razone la respuesta
de modo numérico.
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SOLUCIONES DE LA CONVOCATORIA ORDINARIA

Problema 1:

Dado el siguiente sistema de ecuaciones
x+y+(m+1)z=2
x+(m—-1Dy+2z=1
2x+my+z=-1
Discuta el sistema segun los valores de m € R

Solucion
Escribamos las matrices de coeficientes y ampliada del sistema:

1 1 m+1 1 1 m+1 2

A=(1 m—1 2 ) A:B=<1 m-—1 2 1)
2 m 1 2 m 1 -1

1 1 m+1

DetA=1[1 m-1 2 |=m—-1+4+mM?>+m)—-0Cm?-2)-2m—-1= —m?+4
2 m 1

DetA=-m?+4=0< m=-2 o m= —2.

o Sim#—2,2 = DetA+0=>rgA = rg A:B = 3 yaque Det A es un menor de orden
3 (maximo posible) tanto de A como de A: B y este rango comun coincide con el niumero

de incoégnitas = El sistema es compatible determinado

[S99]
T.Rouché—Frobenius

e Sim =-2

1 1 -1 L
A=(1 -3 2 rgA#3.Elmenorded: || _ |= —4#0= rgA=2

2 =2 1
1 1 -1 2 1 -1 2
A:B=<1 -3 2 1) El menor My3, = |-3 2 1|=4+0=>1rgA:B =3
2 -2 1 -1 -2 1 -1
Luego rgA =2+ rgA:B=3 = El sistema es incompatible
T. de Rouch?—Frc")benius
e Sim =2

1 1 3 1 3
A=|1 1 2 rgA:at3.EImenordeA:|1 2|=_1¢()=> rgA =2

2 21
1 1 3 2 11 3 2 11 3 2
AB=[1 1 2 1 = 0 0 -1 -1 = 0 0 -1 -1
2 2 1 —1/ F2=F2-F1 \Q Q0 -5 —5/F3"=F3-5F2’\0 0 O 0

F3'=F3-2F1
La matriz A: B solo tiene dos vectores fila linealmente independientes > rg A: B = 2

Luego: rgA = 2 = rg A: B< n2 de incognitas = El sistema es compatible
T. Rouché—Frobenius

indeterminado

Autora: Milagros Latasa Asso
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Problema 2:
Dadas las matrices A = (_11 g 3) B = ((1) g i) y C= (:i (1))

a) (1 punto) Calcule, si es posible (4. BY)~1.

b) (1 punto) Compruebe que C3 = I, donde I es la matriz identidad y calcule C1®

Solucion
a) A€ M,3(R) B!e M;,,(R)=es posible calcular A. Bty es una matriz cuadrada de orden 2

con elementos reales
0 1
A. Bt = (_11 8 i)(z 0) =(i g)

11
Det(A-Bt)=|i g=—4¢0=>a(A.Bt)-1 Adj(A_Bt)=(_04 —31)
- 1 . t 100 -4 _ (0 1
(4. B = oo (Adi(4. BY) = _Z(—1 3)_ (% —§>
0 1
(4. BH1 - (_01 _34)= (1 _E)
4 4

c-cle= QG DG 9
C16 = C15.¢ =(C3)5.C = C3.C3.C3.C3.C3.C = LI.LI.L.C =C = (

c=rce=c=(1 /)

10
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Problema 3:
var=() 3, 0)
Resuelva el siguiente sistema matricial 7 _6 1
2X +3Y = ( )
14 3 7
Solucion
_(0 3 3 _ _ (0 —6 -6
X zy_(o e 0) i 2X+4Y—(0 ) 0)
7 6 -1 w 7 6 -1
2X+3Y = (14 3 7 )Multiplicando por-2 Ec1| 2X + 3Y = (14 3 7 )

Sumando ahora estas dos ecuaciones:

(7 0 =7 17 0 -nA_1 0 -1
7Y_(14 7 7):Y_7(14 7 7)_(2 1 1)
De la primera ecuacién de partida:

X:2Y+(O 3 3):(2 0 —2)+(0 3 3):(2 3 1)

0 -2 0 4 2 2 0 -2 0 4 0 2
2 3 1 1 0 -1
La solucién es X = ( ), Y = ( )
4 0 2 2 1 1
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Problema 4:

x+z=1

Se considera larectar = {Zx +y=3

a) (1, 25 puntos) Calcule la ecuacidn del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto (0,0,1)

- —

b) (0,75 puntos) Se considera el paralelepipedo definido por los vectores i, v y # X v. Sabiendo que
U X v = (—1,1,1), calcule el volumen de dicho paralelepipedo.

Solucion:

a) r viene dada como interseccién de dos planos= cualquier plano que contenga a r pertenecera
al haz que determinan ambos:
Hz{na:x+z—1+a’(2x+y—3) =0a€eR
my:2x+y—3=0
El plano buscado no es 7, ya que (0,0,1) & m,
001)€eEn,=>3FJaeR/0+1-1+a(20+0-3)=0=>a=0

La solucidn es entonces

Me:x+2z—1=0

b) Elvolumen del paralelepipedo que determinan i,V y i X U es su producto mixto
(U, vV, uxv]=[v, uxv, ul=[uxv, U, v ]|=Ux?v).Wxv)=(-111).(-1,1,1) =3
Teniendo en cuenta que el producto mixto de tres vectores no varia si se rotan éstos y que se define

como el producto escalar del primero de ellos por el vectorial de los otros dos.
Volumen del paralelepipedo: 3 u?
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Problema 5:

1
Calcule el siguiente limite lim ((1 + x — senx) /x3)
x—-0%

Solucion:
. 1 . xX—senx
1 = - - msemx o
lim ((1+ x — senx) /x3) = 1° = pxogh (Qx=senn)-1) _ erogt © = g0 =
+
x—0
1—cosx 0 . senx 0 llm cosx 1
= ex-ot 3x% = o0 = ex—ot X = @0 = ex—0t 6 = @6 = %
“ o) o)
L’Hopital L’Hopital L'Hopital
. Li - 1 6
lim ((1+ x —senx) /x* ) = e6 = ie
x—07F
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Problema 6:

Se considera la siguiente funcién
2

x
f=1—=

e

Estudie la existencia de asintotas verticales, horizontales y oblicuas y calculelas, cuando existan.

Solucion
Domf=R—-{xeR/e*=1}=R—{x € R/—x = 0}= R—{0}

Calculemos los limites laterales en 0 para estudiar si x = 0 es asintota vertical (seria la Unica posible):

l FOO = Li x? 0 ” 2x 0 0

lm X) = lm—_: — = m — = — =
x>0~ 1 —e™ OL'H(”:;italx_)o —e* -1

lim F(x) = Li x? _0 - om0,

Imfo=tmi— =9 & M- ==737

L’Hopital

No hay asintota vertical. En x = 0 hay una discontinuidad evitable.

Veamos ahora si hay asintotas horizontales:

x? o0 . 2x o0 ) 2
llmf(x)—llm—z— = lim =— = lim—=—=0>
x->—0]1l —e X 0, . x-o—co—e X —0 , W x-—coe X (')
L’Hopital L’Hopital
y = 0 es una asintota horizontal si x - —o0
llmf(x) = llm — = 7 = 2no hay asintota horizontal si x — o
—)00 -
Puede haber una asintota oblicua si x —» o
. x? x )
—hmf()—hm(— )-llm =— = o0,
x—00 X x—00 \1—e~% x—oo 1l—e~ 1
Luego no hay asintotas oblicuas.
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Problema 7:
Se considera la siguiente funcién f(x) = In(2x + 1)

a) (1,25 puntos) Estudie su dominio, asi como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) (0,75 puntos) Halla la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = %
Solucion
1
a) Domf={xeR/2x+1 >0}=(—E,00)
f es continua y derivable en su dominio. Estudiamos su crecimiento mediante el signo de f~
f(x) =

No existe mas que este intervalo de crecimiento.

2
2x+1

, . . 1
f[(x)>0 Vx€ (—% 00) = f es estrictamente creciente en (—5,00)

. - 1
f es estrictamente creciente en (— > oo)

b) Six=%: f(%)zlnz f'(l)—i—l

2) T 1+1
1

El punto de tangencia es G ’f(E)) = G ,an) y, segun la interpretacion geométrica de la

derivada, la pendiente de la recta tangente en este punto es f’ G) =1

. ny 1 2in2-1 n4-1
La recta tangente tiene por ecuacion: y — In2=1 (x - E) Sy=X + T Sy=X + T
n4 -1
y=x+——(5—
2
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Problema 8:
Calcule la siguiente integral f(\/} lnzx)dx.
Solucion

Utilizamos el método de integracién por partes [ udv = uv — [ vdu

U = In?x du:2lnx dx
i X
v=[x dx=fxl/2dx=$=2‘/3x_3 dv = Vxdx
2
2v/x3 2 Inx
[ = j(\/; lnzx)dx = lnzx——.Zj\/x?’ . —dx =
3 3 X
Iy
2\/_ x——fx\/_ lnx 2\2_ ——f\/_ Inx dox
11 11
dx
u = Ilnx du = —
X
b 3/, 3
v:fx/fdx=fx1/2dx=%=%x_ dv = Vxdx
2
I=2‘/3Fln2 —f\/_ lnxdx—glnzx—g Zmlnx—gfmdx]=
1
_2vx® Zx_sm " .%=23£l 3\/_

_2Vx3 n?y 8Vx3 nx+82\/_

2Vx3 8\/_
312 - \/_+c
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Problema 9:

Segun estadisticas del Instituto Nacional de Estadistica, la probabilidad de que un varén esté en paro es
del 12 %, mientras la de que una mujer lo esté es del 16 %. Ademas, la probabilidad de ser vardn es del
64 %y la de ser mujer del 36 %

a) Hemos conectado por redes sociales con una persona, ¢Cual es la probabilidad de que esté en
paroy sea mujer?

b) Sise elige al azar una persona, écual es la probabilidad de que esté en paro?

¢) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro, ¢Cual
es la probabilidad de que sea mujer?

Nota informativa: las estadisticas anteriores (y los experimentos) estan realizadas con personas en
disposicion de trabajar.

Solucion

Sean los sucesos: A;=“la persona elegida es hombre” A,= “la persona elegida es mujer”

B= “la persona elegida esta en paro”

a) P(BNAy)=P(4,) P(B/A,) =->-22 =0.0576

100 100

La probabilidad de que esté en paro y sea mujer es del 0.0576.

b) .P(B) = P(Al)-P(B/A1)+P(A2)-P(B/A2)=%-% %-%=0.0768+0.0576=0.1344

La probabilidad de que una persona esté en paro es del 0.1344

P(BNA;) P(43) - P(B/A3) _0.0576

c) P(42/B) = P(B)  P(Ay) P(B/Ay) +P(A;) P(B/Ay)  0.1344

= 0.4286

Una persona nos ha confesado estar en paro, la probabilidad de que sea mujer es del 0.4286,
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Problema 10:

De los estudiantes universitarios, uno de cada 5 abandona sus estudios. Se seleccionan 5 estudiantes
universitarios espafoles al azar, de modo independiente.

a) (1 punto) éCual es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus
estudios? (No es preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando
y desarrollando los nimeros y operaciones basicas que lo definen pero sin hacer los célculos
finales).

b) (1 punto) ¢Qué es mas probable, que todos abandonen sus estudios, o que ninguno lo haga?
Razone la respuesta de modo numérico.

Solucion

El experimento aleatorio “seleccionar un estudiante universitario al azar y observar si abandona sus
estudios” es una prueba de Bernoulli.

[ . . ) 1
Sea “éxito” = “el estudiante elegido al azar abandona sus estudios” p = s

Se repite 5 veces este experimento. Las pruebas son independientes.

Entonces la variable aleatoria X = “n? de éxitos” = “numero de estudiantes universitarios que abandonan
sus estudios”, es una variable binomial

X=B (5, %) con funcidén de probabilidad P(X = k) = (5) . (l)k : (3)5_k

k 5 5
a) P(“uno o ningtn estudiante abandone sus estudios”)= P(X =1)+ P(X =0) =
sy Vot sy 1\ 4 1 256 1024 1280 + 1024 2304
R e e
1 5 5 0 5 5 5 625 3125 3125 3125
P(“uno o ningun estudiante abandone sus estudios”) = 3128 =0.7373

0 5
b) P(“ningtn estudiante abandone sus estudios”) = P(X = 0)= (g) . (%) . (g) = % = 0.3277

. , o N N A
P(“todos los estudiantes abandonen sus estudios”)=P(X = 5) = (5) . (E) . (E) ayrrin 0.00032

Es mads probable que ningun estudiante abandone sus estudios
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o EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL CONVOCATORIA:

pro g;};‘;gg'dad ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU) EXTRAORDINARIA

S FASE GENERAL CURSO: 2019-2020 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS ||

En total el examen consta de 10 preguntas optativas del mismo valor, de las que el/la estudiante debera elegir un maximo
de 5 preguntas, cualesquiera de ellas.

El estudiante debe indicar claramente en la primera pagina del triptico, cudles han sido las preguntas elegidas.

(Si no se indica, y se han respondido mas de 5 preguntas, sélo se corregiran las 5 preguntas que se han respondido en
primer lugar). Para la realizaciéon de esta prueba se puede utilizar calculadora, siempre que no tenga NINGUNA de las
siguientes caracteristicas: posibilidad de transmitir datos, ser programable, pantalla grafica, resolucién de ecuaciones,
operaciones con matrices, calculo de determinantes, cdlculo de derivadas, calculo de integrales ni almacenamiento de datos
alfanuméricos. Cualquiera que tenga alguna de estas caracteristicas sera retirada.

CALIFICACION: Cada pregunta vale 2 puntos en total y puede contener distintos apartados, cuyas puntuaciones se
indican. Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

TIEMPO: 1 hora y 30 minutos.

Problema 1:

a—3 0 4 2
Dados las matrices A = 1 0 —-1]=yB=|-—1 ]siendoaunnumero real cualquiera
-1 a 2 a

a) (1,25 puntos) Discuta el sistema AX = B segun los valores del parametro a.

b) (0,75 puntos) Resuelva el sistema cuandoa = 1

Problema 2:

Una farmacia vende 3 tipos de mascarillas: quirldrgicas desechables, higiénicas y quirurgicas reutilizables. El precio medio
de las tres mascarillas es de 0,90 €. Un cliente compra 30 unidades de mascarillas quirurgicas desechables, 20 mascarillas
higiénicas y 10 quirdrgicas reutilizables, debiendo abonar por todas ellas 56 €. Otro cliente compra 20 unidades de
mascarillas quirdrgicas desechables y 25 unidades de mascarillas reutilizables y paga 31 €. Calcule el precio de cada tipo de
mascarilla.

Problema 3:

1 -1 0 0 1 -1
Resuelva la ecuacién matricial XA + XAt = B siendoA=| 0 1 2]yB = ( )
1 -1 0 3 0 -1

Problema 4:

3x+y—4z+1=0

2x+y—z+2=0 y es perpendicular al plano

Halle la ecuacién general del plano que contiene a la recta r:{

m2x—y+3z—1=0

Problema 5:

2
Calcule el siguiente limite: lin&(l + x) Jtg()
X—
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Problema 6:

Un campo de juego quiere disefiarse de modo que la parte central sea rectangular de base y metros y altura x metros, y las
partes laterales sean semicircunferencias (véase dibujo)

Su superficie se desea que sea de 4 + 7 m?2. Se debe pintar el perimetro y las rayas interiores de modo que la cantidad de
pintura que se gaste sea minima (es decir, su longitud total sea minima). Halle x e y de modo que se cumpla este requisito.

Problema 7:

—r2
Dada la siguiente funcién f(x) = % +2ln(x+ 1)
a) (0,25 puntos) Calcule el dominio de f .

b) (1,75 puntos) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento

Problema 8:

Calcule la siguiente integral fx3ex2dx

Problema 9:

En el mes de abril de 2020 se realizé una encuesta a los estudientes de 22 de bachuller de un centro acerca de los dispositivos
con los que seguian las clases online. El 80% disponia de ordenador, el 15% disponia de mévil y el 10% disponia de ambos
dispositivos. Nos hemos encontrado por casualidad en la calle con un estudiante de este centro

a) (1,25 puntos) Halle la probabilidad de que el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos (o ambos)

b) (1,75 puntos) Halle la probabilidad de que el estudiante no dispusise de ninguno de los dispositivos mencionados.

Problema 10:

Un estudiante universitario de matematicas ha comprobado que el tiempo que le cuesta llegar desde su casa a la
universidad sigue una distribucidn normal de media 30 minutos y desviacidn tipica 5 minutos.
a) (0,75 puntos) iCudl es la probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad?
b) (0,75 puntos) éCual es la probabilidad de que tarde entre 20 y 40 minutos?
c) (0,5 puntos) El estudiante, un dia al salir de su casa, comprueba que faltan exactamente 40 minutos para que
empiece la clase. ¢Cudl es la probabilidad de que llegue tarde a la clase?
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z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 ([ 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 05239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177
1.4 09192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 09251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 09306 | 0.9319
1.5 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 09370 | 09382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 09429 | 09441
1.6 0.9452 | 0.9463 | 09474 | 09484 | 09495 | 09505 | 0.9515 | 0.9525 | 09535 | 0.9545
1.7 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 09582 | 09591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
18 09641 | 0.9649 | 09656 | 0.9664 | 09671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 09713 | 0.9719 | 09726 | 09732 | 09738 | 09744 | 0.9750 | 09756 | 09761 | 0.9767
2.0 09772 | 0.9778 | 09783 | 09788 | 09793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 09812 | 0.9817
2.1 0.9821 | 0.9826 | 09830 | 09834 | 09838 | 09842 | 0.9846 | 09850 | 09854 | 0.9857
2.2 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
23 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 09913 | 0.9916
24 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 09927 | 09929 | 0.9931 | 09932 | 09934 | 0.9936
2.5 0.9938 | 0.9940 | 09941 | 09943 | 09945 | 09946 | 0.9948 | 09949 | 09951 | 0.9952
2.6 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 09959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 09969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 09973 | 0.9974
28 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 09983 | 09984 | 0.9984 | 0.9985 [ 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 09988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
31 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
32 0.9993 | 0.9993 | 09994 | 0.9994 | 09994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
33 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 [ 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
34 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 0.9998 | 0.9998 | 09998 | 09998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999

NOTA: En la tabla figuran los valore de P(Z < k) para una distribucién N(0,1). Si no encuentra el valor en la tabla, elija el mas préximo y en el caso de
que los valores por exceso y por defecto sean iguales, considere la media aritmética de los valores correspondientes.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 1:

a—3 0 4 2
Dados las matrices A = 1 0 —-2]|yB=|-1 |siendoa unnumero real cualquiera
-1 a 2 a

a) Discuta el sistema AX = B segun los valores del parametro a.
b) Resuelva el sistema cuandoa =1
Solucion

a) Compararemos los rangos de las matrices del sistema

a—3 0 4 a—3 0 4 2
A=< 1 0 —2) de coeficientes y A:B=( 1 0 —2—1>amp|iada

-1 a 2 -1 a 2 a
a-3 0 4 a4
DetA=| 1 0 =2 =—a| |=—a(—2a+2)
1 -2
-1 a 2

DetA=—-a(-2a+2)=0< a=0o0 a=1

o Sia¥0,1 = DetA+0>rgA = rgA:B =3 yaque Det A es un menor de orden
3 (maximo posible) tanto de A como de A: B y este rango comun coincide con el numero

de incégnitas = El sistema es compatible determinado
-
T.Rouché—Frobenius

e Sia =0 rgAd+3
0 4 -3 0 4 2
0 —2) A:B=< 1 0 —2—1)
0 2 -1 0 2 0
El menorde A y A: B: |_13 f2|= 2#0=> rgA=2yrgA:B>2

La segunda columna de A: B es el vector cero= los menores de A: B (los subindices denotan las
columnas que los definen) M55 = My, = M55, = 0y el Unico de orden 3 que no la contiene es

-3 4 2
Mizy=11 -2 —-1[=0+4+4-4-0-6=-2+0>rgA:B =3
-1 2 0
rgA =2+ rgA:B =3 = El sistema es incompatible
T. de Rouch?—Frébenius
Sia =1
-2 0 4 1 0
A= 1 0 -2 rgA # 3 .Elmenor de A : |= 10> rga=2
-1 1
-1 1 2
-2 0 4 2 -1 1 2 1
A:B=<10—2—1>:<10—2—1) o
-1 1 2 1/ FieF3\=2 0 4 2 F2'=F2+F1
F3'=F3-2F1
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

-1 1 2 1 -1 1 21
o 0O 1 0 O > 0 1 0 O
F2'=F2+F1 0 -2 0 0/ F3’=F3'+2F2"\ ( 0 0 O

F3'=F3-2F1
Tanto A como A: B tienen solo dos vectores fila linealmente independientes, luego:

rgA = rg A:B = 2 <n?incdgnitas > El sistema es compatible indeterminado
T. de Rouché—Frobenius

Sia # 0, 1 — El sistema es compatible determinado. Sia = 0 — El sistema es
incompatible. Sia = 1 — El sistema es compatible indeterminado

b) Sia =1 el sistema es compatible indeterminado. Por la forma de estudiar el rango de la matriz
A: B, tenemos en el Ultimo paso del apartado anterior, los coeficientes y términos independientes
de un sistema triangular equivalente a AX = B:
—x+y+2z=1
{ y=0
Las infinitas soluciones las obtenemos fijando el valorde z = «

x=-14+2a
y=0 a€R
Z=a
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Problema 2:

Una farmacia vende 3 tipos de mascarillas: quirdrgicas desechables, higiénicas y quirurgicas reutilizables.
El precio medio de las tres mascarillas es de 0.90 €. Un cliente compra 30 unidades de mascarillas
quirurgicas desechables, 20 mascarillas higiénicas y 10 quirurgicas reutilizables, debiendo abonar por
todas ellas 56 €. Otro cliente compra 20 unidades de mascarillas quirurgicas desechables y 25 unidades
de mascarillas reutilizables y paga 31 €. Calcule el precio de cada tipo de mascarilla.

Solucion:

Sean: x = “precio de una mascarilla quirurgica desechable” y=““precio de una mascarilla higiénica”
z = “precio de una mascarilla quirudrgica reutilizable”
XxX+y+z
- 0,90
30x + 20y + 10z = 56
20x + 25z=31

XYYtz _ 490 {10x+10y+102=27

3
30x + 20y + 10z = 56

20x + 25z=31
Utilizamos la regla de Cramer para resolver el sistema

~

30x + 20y + 10z = 56

E1'=30E1 20x + 25z=31

10 10 10 1 1 1
detA=|30 20 10[{= 10.10.5(3 2 1|=500(10+4+0—-8—-0—15)=—-4500+#0
20 0 25 4 0 5

Utilizamos la regla de Cramer para encontrar la solucion:

27 10 10

10 27 10 10 10 27
56 20 10 2600 30 56 10 5850 30 20 56 2700
x = 31 0 251 =0.80 y = 20 31 251_ =1.3 7 = 20 0 31l_ = 0.60
Det A —-4500 Det A —4500 Det A —-4500
Cada mascarilla quirdrgica desechable tiene un precio de 0.80 €, cada mascarilla
higiénica 1.30 € y cada mascarilla quirudrgica reutilizable 0.60 €.
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Problema 3:
1 -1 0

Resuelva la ecuacion matricial XA + XAt = B siendoA=| 0 1

-1 -1 0
Solucion
XA+XA'=Bo< X(A+AY) =B = XA+ ADYA+ A1 =B(A+4H™?

Si3(A+A4H)1
= XI=BA+A)1 = X=B(A+AH™1

—
Si3(a+A4H)-1

1 -1 0 1 0
A+ At= ( 0 1 2>+<—1 1
-1 -1 0 0 2

Si3(a+4H)-1

-1 2 -1 -1
—1>=(—1 2 1)
0 -1 1 0

2 -1 -
[A+Af=[-1 2 1|=-2#0= 3(4+4)7!
-1 1 0

|2 1| _|—1 1 |—1 2
10 -1 0 1 1

. n_| -1 -1 2 -1 |2

Adj (A+A°) = |1 0| |—1 0| |_1

|—1 —1| _| 2 —1| | 2

2 1 -1 1 ~1

) /-1 -1
ty—-1 7 tyo- — _— — =

(A+A)™" = s (Adj (A + AD)'= 11 1 31
11 1
2 2 2
_ 1 1 1
x=sG+a7=(3 5 1) 33 3
1 1 3
2 2 2

1 0 2
x = )
2 1 0
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Problema 4:

3x+y—4z+1=0

2x+y—z+2=0 y es perpendicular

Halle la ecuacién general del plano que contiene a la recta r:{
al plano

m2x—y+3z—1=0
Solucion

Sea m; el plano buscado. Cualquier punto de r es también un punto del mismo:

Paraz =0:
{3x+y+1 =0 :{y=—3x—1 =>{y=—4 = P (1,—4,0)esunpuntoder Nm
—2x—y—2=0 x—1=0 x=1 Y P '
El vector n = (2,—1, 3) asociado al plano  es una direccién de 7, asi como el vector director de la
i j k
rectar:v, =3 1 —4|=(3,-51)
2 1 -1

1, esta determinado por el punto P y estas dos direcciones:

x—1 y+4 z
w2 -1 3|=0=m:14x-1)+7(y+4)-7z=0=
3 -5 1

=m:2x—-1D)+Wy+4)—z=0=mn:2x+y—2z+2=0

m:2x +y —z + 2 = 0 es la ecuacidn general del plano buscado
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Problema 5:
2
Calcule el siguiente limite: lin&(l + x) Ttgx)
X

Solucion

2x 0

lim ((1+x) 1) x—>0 tgx= eo — e}l{ll% 1+tg2x — 32

hm(l + x) /tg(x) = 1% = x>0 tox =
L’Hopital

- 2/ 2
llII(l)(l +x) 't = e
X—
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 6:

Un campo de juego quiere disefiarse de modo que la parte central sea rectangular de base y metros y
altura x metros, y las partes laterales sean semicircunferencias (véase dibujo)

Su superficie se desea que sea de 4 + 1 m?. Se debe pintar el perimetro y las rayas interiores de modo
que la cantidad de pintura que se gaste sea minima (es decir, su longitud total sea minima). Halle x e y
de modo que se cumpla este requisito.

Solucion

La funcion que debe ser minima es L(x) = 2x + 2y + an =2+ m)x+2y

2
El drea del recinto=xy +m (g) =4+m

nxz) __ 16+4m—mx?

Podemos obtener y en funciénde x: y = §(4 trn—= "

Sustituyendo
— 2 2

L(x) _ (2 n T[) n 216+4n mx? 2x(2+7‘c)x+16+41t Xt _ (m+4)x°+4(m+4) ( T4+ 4)x 244

4x 2x 2x
Calculemos las derivadas primera y segunda de L(existen en R — {0})

L) =@+ o2 22 ixeR—{0)
3_ 2_
L) = (m + 4) 282000 six € R— {0}

16x*

Determinemos los posibles valores criticos:

L(x)=0=2x2-8=0=2x>=4=x= +2 L(Z)—(n+4)1623 >0
- 2
I-UegO,six:2IafunciénLesml'nimayenestecasoy:%:2

Tanto x como y deben medir 2 m

El gasto de pintura es minimo si tanto x como y miden 2 m
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Problema 7:
Dada la siguiente funcién f(x) = _sz +2in(x+1)
a) Calcule el dominio de f .
b) Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento
Solucion
a) Domf = {xeR/x+1>0}=(—-1,0)
Dom f = (=1, )

b) La funcidn es derivable en su dominio y ademas

X)=——*+—= —Xx =
f 2 x+1 x+1 x+1

“(x) = 2 _ _ _1+Vi+8 _ 143 _ /7 —2 & Domf
f)=0=-x*-x+2=0=x=—"1 === h

(-1,1) 1 (1, 00)
Signo f~ + 0 R
Monotonia Creciente Madximo | Decreciente
de f relativo

La funcion f es creciente en (—1,1) y decreciente en (1, )

1 .. .
El punto (1, —5t In4) es un maximo relativo.
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Problema 8:

Calcule la siguiente integral fx3ex2dx

Solucion

Utilizamos el método de integracion por partesf udv = uv — fvdu

u=x? du = 2xdx
I 2
v=[xedx = e

2
=% dv = xe* dx

2

2 2

2 e” e"2 2 e"2 2 2 eX e
I=x——f2x—dx=x ——fxexdx=x - +C
2 2 2 — 2 2
*
z exz
fx3ex dx =—(x%?-1)+C
2
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema 9:

En el mes de abril de 2020 se realizé una encuesta a los estudientes de 22 de bachiller de un centro acerca
de los dispositivos con los que seguian las clases online. El 80 % disponia de ordenador, el 15 % disponia
de moévil y el 10 % disponia de ambos dispositivos. Nos hemos encontrado por casualidad en la calle con
un estudiante de este centro

a) Halle la probabilidad de que el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos (o ambos)

b) Halle la probabilidad de que el estudiante no dispusise de ninguno de los dispositivos
mencionados.

Solucién
a) Sean los sucesos: A = “el alumno dispone de ordenador”
B = “el alumno dispone de movil”

P (“el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos”) = P(A U B)

80 15 10 85
P(AUB):P(A)+P(B)_P(AHB)=E+E_E=E = 0.85

P (“el estudiante dispusiese de alguno de los dos dispositivos”) = 0.85.

b) P(“el estudiante no dispusiese de ninguno de los dispositivos”) = P (A€ N B€)
Por las leyes de Morgan y las propiedades de la probablidad:
P(A°NB) =P((AuB)*)=1- P(AUB)=1-10.85=0.15

P (“el estudiante no dispusiese de ninguno de los dispositivos”) = 0.15.
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Problema 10:

Un estudiante universitario de matematicas ha comprobado que el tiempo que le cuesta llegar desde su
casa a la universidad sigue una distribucion normal de media 30 minutos y desviacidn tipica 5 minutos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad?
b) ¢éCudl es la probabilidad de que tarde entre 20 y 40 minutos?

c) El estudiante, un dia al salir de su casa, comprueba que faltan exactamente 40 minutos para que
empiece la clase. ¢ Cual es la probabilidad de que llegue tarde a la clase?

Solucion

Sea X la variable que representa el tiempo empleado por el estudiante en llegar desde su casa a la
universidad. X = N(30,5)

a) P (“tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad”) = P(X < 40)

Para poder calcular esta probabilidad, normalizamos X:

P(X < 40) =P (@ <X

)= P(Z < 2)=0.9772

P (“tarde menos de 40 minutos en llegar a la universidad”) = 0.9772

b) P (“tarde de que tarde entre 20 y 40 minutos”) = P(20 < X < 40)
20—30 X-30 40-30
< <
5 - 5 = 5
=P(Z<2)-P(Z<-2)=P(Z<2)-(1-P(Z<2)=2P(Z<2)-1
P(20<X<40)= 2 -09772- 1=0.9544

P (“tarde de que tarde entre 20 y 40 minutos”) = 0.9544.

P(20£X§40)=P( ):P(—zgzgz):

c) P (“llegue tarde a clase”) = P(X > 40)
P(X >40)=1-P(X <40) = 1—P(X<40)§1—0.9772= 0.0228
P(X=40)=0 a)
P(X > 40) = 0.0228
P (“llegue tarde a clase”) = 0.0228.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Oviedo Prueba de evaluacion de Bachillerato
Universidd dUviiu para el aceeso a kb Universidad (EBALD
University of Oviedo Curso 2079-2020

MATEMATICAS 11

Después de beer alenlamente el examen, responda razonadamente cualro preguntas cualesgquicra a clegic
entre las ocho que se proponen.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada cjercicio sc calificara sobre 2.5 punios.

El caudiante deherd indicar la agrupacion de preguntas gque responderd. La seleccidn de preguntas deberd
reahzarse contforme a las mstrucciones planteadas, no siendo vahdo seleccionar preguntas que sumen mis

de 10 pumtos, ni agrapsciones de preguntas que oo coincidan con las indicedas, lo que puede conlllevar Ia
anulacidn de alguna pregunta que sc salga de las instrocciones.

Blogue 1.A  Un estudiante ha gastado 57 eurce en una papeleria en la compra de un libeo, una
calenladora v un estuche. Sabemes goe el lihmo coeesta el doble gque el tobal de la caleoladora el
cbiwcdie juntos.

a) jFa pesible determingr de forma doice ol precio del Tbee? 3 ol de laeadeoladora? (125 pantos)
b} Ademids, s los precios del libro, la caleuladora v el estuche hubieran sido, respectivamente, un
G0%, un 80% v un Th'% de los precios iniciales de cada articulo, el estwdiante habria pagado un

total de 3 euros. Caleula el precio inicial de cada articulo. (1.2% puntos)
m 1 3 22
Blogue 1.8 Dades les matrices A I m 2 b} 1
1 wm 3 1 2

a) Discute ¢l rango de A segin los valores de m £ R (1 punte)

b} j Qe dimesswnes ba de eoer la makee X pacs gue sea posible la ecuaciin A - X = B7
(0.5 pumbaos)
«) Calenla la matriz X del apartado anterior para m= (. (1 punto)

Blogue 2.A Sea la funcion f: IR — B, fiz) = — 6z® + O

a) Halla los puntos de corte de la funeidn con el eje de abecisas v, & existen, los miximos v minimos

relativis v loa puntes de inflexidn. (1 punto)
Iy} Estamdiz los imlervalos de crecimicnlo y decresimiento, coneavida] o comvesidiad, Esbaes una prifics
e b funeadn. (1 punto)

«) Clalenla la recta tangente a la gréfica de la funcidn en el punto de abseisa = =2 (0.6 puntos)

Blogue 2.3 Sea la funcidn  fiz) =4 — =¥
a) Su grifica determina con el oje de abscisas un recinto imitado (0. Caleula su drea. (1 punto])
b} La grifica de la funciin g{x) 30 divide D en tres partes B, D, ¥ Dy, Haz un dibujo de

bos bres reciotos. (LTS paamtas)
&) Calenla el drea del recinto I3y oo contiene al punto 0, 1. {ILTH puntnog)
Uireversdad de Chiedo
Prissdia de evalusaciion de Badhileralo para o scceso a la Unieersidiad
2019-20220
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Blogue 3.4 Dados el punto A(2,1,1) ¥ la recta »: { ; : ;’ 3
o) Caeul n vortar dirctor e fn ot 7 (075 puntos)
b) La ceuacidn del plano = que contiene al punto A ¥ a la recta . {075 puntos)

€] L eouacidn de la recla s conlenida en w gque pasa por Ay s perpendicalar a0 (1 punbo)

Blogue 3.8 Sea el prisma triangolar(tridgngulos ipuales v paralelog) de la

fipgurs, con AL, 0,00, B(—1,2,2), ©0,3,0) vy <(0,4,2). Y los planos x, A __,,.__ .
al que perlensmn los pantes A, 8,0y o', al gue pertenceen Jos punios g
AL 1, Calenla:

a) Las coordenadas de Tos punlos restantes: A, B, (0,75 punios) 4 - )

b) La distancia entre los planos © y «'. (075 puntos)

t::l El wolumen el prisma brimogular, {1 puea)

Blogue 4.A En un espacio muestral se ticnen dos sueesos: A v B Se conocen las signientes

probabilidades:

MAnE) =03, MA/E) = PB4 v F(A) =02 { A sueeso contrario]. Calenla:

a) P(R/A). (1 punio)
b} (I3, (1 punto)
«) jSon los sncesos independientes? (0.5 puntos)

Blogue 4.8 Los & defensas, 3 medios v 2 delamteros deoan oquipo de ftbol se eotrenan Tanzando
penalies o s porbero, Tos defensas marcan gol e il de las veees, Jos modios ls 203 partes de Tas
veoes v los delanteros las 574 partes de las voces,
a) Se elige un jugador al azar, jeudl cs la probabilidad de que meta el penalti? {1.25 puntos)
h'} Se supone gque la probabilidad del apartado anterior es del 60 %. Fl equipo realiza en ona semana
G0 lazamientos, Fan cada lamsniento se elige un jugador ol aear y regresaal gropo podicodo ser
clegudo nuevarmente, Caleola la probadalidaed de guoe comio mochae se metan A0 goles aproxomandoe
I distribucion por una normal, {1.25 pumtas)
{Adpumos valores de la funcidn de distribucion de ls distriboedon normal de media O v desviscion tipics
1: F(3.25) — 0.9004, F(3.2917) — 0.9995, F{3.3338) — 0.9996, F(3.375) — 0.9996, F(3.1167) — 0.0997)

Uiriversiciad de Cwviedo
Prusha de saluaciin de Bachilleralo para o soceso a ka Uinivernsidisd
015-2020
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 1.A.

Un estudiante ha gastado 57 euros en una papeleria en la compra de un libro, una calculadora y un
estuche. Sabemos que el libro cuesta el doble que el total de la calculadora y el estuche juntos.

a) ¢Es posible determinar de forma Unica el precio del libro? ¢Y el de la calculadora?

b) Ademas, si los precios del libro, la calculadora y el estuche hubieran sido, respectivamente, un 50 %,
un 80 % y un 75 % de los precios iniciales de cada articulo, el estudiante habria pagado un total de 34
euros. Calcula el precio inicial de cada articulo.

Solucion:

a) Sean x: “precio del libro”, y: “precio de la calculadora”, z: “precio del estuche”. Planteamos el
sistema:

{x+y+z=57_> {2(y+z)+y+z=57_){3y+3z=57
x =2 +2z) x=2(y+2z) x=2+2)

Sistema lineal de dos ecuaciones y tres incdgnitas. Sistema compatible indeterminado.

Resolvemos por sustitucién.

3
x=2-19=38

Si, es posible determinar el precio del libro, que es de 38 €.

57
{y+z=—=19

No es posible determinar el precio de la calculadora. Sélo podemos estimar que el precio de la
calculadora + estuche son 19 €.

b) Planteamos el nuevo sistema

x+y+z=57 y+z=19 y+z=19 x =38
x=2(y+2) - x=2(y+2) —>{x=2(y+2)—>{y=15
0.5x+ 0.8y + 0.75z = 34 19+ 0.8(19 —z) + 0.75z = 34 0.05z = 0.2 z=4

Los precios iniciales de cada uno de los articulos son:

x = 38 € del libro, y = 15 € de la calculadora, z = 4 € del estuche
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 1.B.

m 1 3 2 2
Dadas las matricesA=({1 m 2|yB=(1 0|

1 m 3 -1 2
a) Discute el rango de A segun los valores de x € R.

b) ¢Qué dimensiones ha de tener la matriz X para que sea posible resolver la ecuacion A - X = B?
c¢) Calcula la matriz X del apartado anterior param = 0.

Solucion:

a) Calculamos el determinante de la matriz A

m 1 3 2 2
A=(1 m 2),B=|1 0
1 m 3 -1 2

Al =3m?+3m+2—-[3m+3+2m?]=m?—-1
e Sim?—1# 0, entonces R(A) = 3, esdecir, R(A) =3sim+1ym+ —1.

1 1 3
A=[1 1 2
1 1 3

Entonces |1| # 0, R(4A) > 1, H §| = —1+0,R(A) = 2 puesto que |A| = 0 entonces R(A) = 2.

-1 1 3
A=(1 -1 2
1 -1 3

Entonces |3| # 0, R(A) = 1, |_11 ;’| =5 %0, R(A) > 2 por tanto R(A) = 2.

e Sim=1

e Sim=-1

R(A)=3sim#1ym=+—1.Ysim=1om = —1 entonces R(4) = 2.

b) Para que sea posible A-X = B, X debe tener 3 filas para que se pueda multiplicar (filas x
columnas), y para que el resultado sea 2 columnas X debe tener 2 columnas.

X debe ser una matriz de 3 filas y 2 columnas

0 1 3
c) Param=0,4A-X=B,A= (1 0 2); |A] = 02 — 1 = 1 por tanto, existe A~1. Entonces
1 0 3

AYA-X)=A"1-B;A7'(4-X) = (A‘l-A)-X=I-X=X;X=A‘1-B
Siendo A~ matriz inversa de A.

e Sim=0.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

01 3 01 1 0 -3 2
A=<1()2>%A“:G_O 0>aAMM)=<4 -3 3
10 3 3 2 3 0 1 -1

Siendo ! matriz unidad 3x3.

_ ! Adj(AY)
VTR

0 3 -2 2 2 5 -4
=13 =) (1 o)-(s )
0 -1 1 -1 2 -2 2
5 —4
X=<8 —4)
-2 2

A—l
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2.A.
Sea la funcién f:R - R, f(x) = x3 — 6x? + 9x.

a) Halla los puntos de corte de la funcidn con el eje de abscisas y, si existen, los maximos y minimos y
los puntos de inflexion.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Esboza una grafica
de la funcién.

c) Calcula la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de abscisa x = 2.

Solucion:

a) La funcién f(x) = x3 — 6x? + 9x es un polinomio y por tanto es continua en R, asi como sus
funciones derivadas primera y segunda

f(x) = x(x? — 6x+9) = x(x — 3)?
f'(x) =3x?—-2x+9 =3(x%-4x + 3)
44VI6—12 4+2

ff)=0-x= —>x;=3,x,=1

2 2
') =302x—-4)
f"(1) = —6 < 0 es un maximo relativo

f"(3) = 6 > 0 es un minimo relativo
f""(2) = 0 es un punto de inflexion
Los puntos de corte son:
e Para0X:y=0,x=0,x=3 \
e ParaOY:x=0,y=0, 0(0, 0), P(0, 3) ' \

Puntos de corte: A(3, 0); O(0, 0); Maximo relativo: B(1, 4). \
Minimo relativo: A(3, 0). Punto de inflexién: C(2, 2). ARERES

b) Estudiamos el signo de la derivada primera.
Signo de f". E:
f'(0)=9>0,f'(2)=-3<0;f'(4)>0 i

e Six<1,f" >0,fescreciente. T

e Sil<x<3,f">0,fesdecreciente. FELr ! }

e Six>3,f">0,fescreciente. T '
Por tanto, tiene un maximo relativo en (1, (1)) = (1,4).
Tiene un minimo relativo en (3,f(3)) = (3,0).

e Six=2,f"(x) =32x—4);f"(x) =0.

e Six <2, f"(x)<0,fesconvexa, curva debajo de la tangente.
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

e Six>2,f"(x)>0,fesconcava, curva encima de la tangente.

Por tanto, tiene un punto de inflexion en (2,f(2)) = (2,2).

¢) Calculo la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de abscisa x = 2.

pasa por (2,£(2)) = (2,2)
pendiente f'(2) =3(4—-8+3) = -3

tg:y—2=-3(x—-2)->y=-3x+8
y=-3x+8

tgensz{
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2.B.
Sea la funcion f(x) = 4 — x2.
a) Su grafica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su area.

b) La gréafica de la funcién g(x) = 3x? divide D en tres partes, D;, D, y D3. Haz un dibujo de los tres
recintos.

¢) Calcula el area del recinto D, que contiene al punto P(0, 1).

Solucion:

a) f(x) =4 — x?, es una parabola de eje vertical, ramas hacia abajo, vértice en (0, 4), simetria en
ejeY,cortecon0Xeny =0,x = £2,x = 2.

, , 2 23] 8 16 32
D=PRQ=AreaD=2-Area0RQ=2Jf(x)dx=2 4x—? =2<8——)=2-—=—u
0 0

Area = ?u = 10.67 u
b) La gréfica de la funcién g(x) = 3x2 es otra parabola

a(x)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Parabola eje vertical, ramas hacia arriba, y vértice en (0, 0), simétrica en eje Y.
— — A — 52 _
y=f) _){y—4 x _){4—x2 = 3x?
y=g(x) y = 3x? 4 = 4x2
D =P0OQ  D2=QO0OSR, Ds:=O0ONS

Cortes { ->x==1

c) P(0, 1) pertenece a D>

1 1 1
Area = j (f(x) — g(x))dx =W ZJ (fx) —gx))dx = 2- j (4 —x? —3x%)dx =
-1 0 0

: , 23\ 1 H 16
=2-f(4—4x)dx=2 4x —4 - — =2-<4-1—4-—)=(4——) =—1u
o 3/, 3 3 3

(1) porque ambas son simétricas eje Y.

. 16
Area = ?uz = 5.33 u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3.A.

xX+y=2
y+z=0

a) Calcula el vector director de la recta r.

Dados el punto A(2,1,1) y la recta r:{

b) La ecuacidn del plano  que contiene al punto Ay alarectar.

¢) La ecuacién de la recta s contenida en  que pasa por A y es perpendicularar.

Solucion:

a) Llamamosy =1

El vector de direccion es: Vr) =(1,-1,1)0(-1,1,-1)
b) Para que el plano contenga a la recta debe contener a los vectores formados con puntos de la recta.
m: contiene A(2,1,1),yr © contienea A(2,1,1),P(0,2,-2),Q(1,1,—-1)
& 0X = 04 + tAP + s@, Ecuacion paramétrica

AP =(0-22—-1,-2-1),AQ = (-1,0,-2)

x—2 -2 -1
y—1 1 0]|=0e 2x-2)-1y-1)+1(z-1)=0
z—1 -3 =2

2x+y—2z—4=0 ecuaciéon general

c) La recta s esta contenida en 7T, pasa por A, es perpendicular ar.
VS) deber ser perpendicular a r y perpendicular a W{ (rectos directamente de i) por tanto,

7; = W A W producto vectorial

0 0 o0
Vs=[2 1 -1/=(0,-3,-3)
1 -1 1

A, =t(0,-3,-3) » (x—2,y—1,z—1) = t(0,—3,-3)
Su vector de direccion es (0, —3, —3) o bien: (0,1,1) y pasa por A(2,1,1)

x =2 x =2
y = 1+t ecuacion paramétrica Ecuacion implicita: {y ;=0
z=1+t
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Bloque 3.B.

Sea el prisma triangular (triangulos iguales y paralelos) de la figura
adjunta, con A(1,0,0),B'(—1,2,2),€(0,3,0) y C'(0,4,2). Y los
planos m, al que pertenecen los puntos A,ByC y ©' al que
pertenecen los puntos A’, B’ y C'. Calcula:

a) Las coordenadas de los puntos restantes: A’ y B.

b) La distancia entre los planos T y 7.
c¢) El volumen del prisma triangular.

Solucion:
a) A(1,0,0),A'(a,b,c), B(r,s,t), B'(—1,2,2),€(0,3,0) y €' (0,4, 2)
Si el tridngulo ABCes igual y paralelo a A’B’C’ entonces
AA =CC > (a—1,b—0,c—-0)=(0,1,2)2a=1b=1,c=2
Las coordenadas del punto A" son A (1, 1, 2).
BB =CC 5> (-1-12-52-)=(0,12)=>r=-1s=1t=0
Las coordenadas del punto B son B (—1, 1, 0).
A'(1,1,2).B(-1,1,0).

b) Los planos my 1’ son paralelos.

n(B") 2
d=(r,n'") =d(B',n) = =— = 2u?
(m,7') ( ) N i
m—AX =tAB +s AC

x—1 -2 1
y—0 1 3[=0=>-7z-0)=0=2z=0
z—0 0 O

d=(mn')=2u

2=5us

N Ul

¢) V(prisma) = (Area de la base ABC) - Altura =

1 02
24

—_—  —

|AB AAC| =

1 5
= (0,0,-5) = 2 02 +02%2+ (—s5)? = Euz

N| =

p 1
Area del tridngulo ABC = 3 |AB| -d(C,recta AB) =

00
10
30

Para calcular el volumen se toma la mitad del paralelepipedo

LWWs i) <o 1 10
V=E|(AB,AA',AC)|= 0 1 2(=0+(-2)+0-[-12] =—u =5
~1 3 0
V=5ud
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Bloque 4.A.

En un espacio muestral se tienen dos sucesos A y B. Se conocen las siguientes probabilidades:
P(AnB)=0.3; P(A/B) =P(B/A)yP(A) = 0.2. Calcula:

a) P(B/A).

b) P(B).

c¢) éSon los sucesos independientes?

Solucion:

Se conocen las siguientes probabilidades: P(4 N B) = 0.3; P(B|A) = P(A|B); P (A) = 0.2
a) Célculo de P(B|A).
Por definicién de probabilidad condicionada:

P(BA) = P(AnB) 03 3

~ P(A) 08 8

SiP(A)=0.2,P(A)=1-P(A) =08
3
P(B|A) = P
b) P(B)

P(ANnB) =P(A|B) - P(B) = 0.3 = % .P(B) = P(B) = 93 _3_ o8

3 3
08 8
P(B) =0.8

c) éSon los sucesos independientes?
Dos sucesos son independientes si: Si P(A|B) = P(A) = P(AnB) = P(A) - P(B)
P(A) =0.8; P(B) = 0.8

P(A)-P(B)=0.8-0.8 =0.64 % 0.3 =P(ANB)

Los sucesos NO son independientes.
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Bloque 4.B.

Los 5 defensas, 3 medios y 2 delanteros de un equipo de futbol se entrenan lanzando penaltis a su
portero. Los defensas marcan gol la mitad de las veces, los medios 2/3 de las veces y los delanteros 3/4
de las veces.

a) Se elige un jugador al azar, éicual es la probabilidad de que meta el penalti?

b) Se supone que la probabilidad del apartado anterior es del 60 %. El equipo realiza en una semana
600 lanzamientos. En cada lanzamiento se elige un jugador al azar y regresa al grupo pudiendo ser
elegido nuevamente. Calcula la probabilidad de que como mucho se metan 400 goles aproximando la
distribucién por una normal.

Solucion:

a) Sean los sucesos:
e A:serdefensa

B: ser medio

C: ser delantero

G: meter gol

NG: no meter gol

P(4) == P(B) == P(C) = —; P(G|4) = ,P(G|B) ==,P(G|C) ==~

4
P(M N N) o . .
P(M|N) = W definicion de probabiliad condicionada
G=GNA+GNB+6GNnC = P(G)

P(G)=P(GNA)+P(GNB)+P(GNC)=P(G|A)-P(A)+ P(G|B)-P(B) + P(G|C)-P(C) =

11 2 3 3 2 1 1 3 12
223030 275 20" 20
La probabilidad de que meta el penalti es 0.6.

0.6

b) Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas: p=P(A)=06; q=
P(A) = 0.4; n = 600.

Transformamos la distribucion binomial en normal: y =n - p = 600 - 0.6 = 360.

o=.n-p-q=+600-0.6-0.4 =144 = 12. Tipificando la variable: X — Xf:# = X_;;OO-

Consideramos la correccion de Yates:

P = P(X < 400) = P(X < 400.5) = P (z < W) =P (Z < %) = P(Z < 3.375) = 0.9996.

La probabilidad de que como mucho se metan 400 goles es 0.9996
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Owviedo Prucba de evaluacion de Bachilleraio
Undiersddd o Ui pirra el acceso a la Universidad (EBALD
University of Oviedo Curso 2009-2020

MATEMATICAS I1

Después de leer atentamente el examen, responda reeonadamente cuatro preguntes coalesquiera a clegir
entre las ocho que sc proponen,

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada cjercicie sc calificard sobre 2 5 punios.

El cstudiante deberd indicar ka agrupacidin de preguntas que responderd. La seleccidn de preguntas deberd
reahzarse conforme a las mstrucciones planteadas, no siecndo vahdo selecoionar preguntas que sumen mias

de 10 pumtos, ni agrepaciones de preguntas gque no coincidan con les indicadas, o que puede conllevar la
anulacidn de alguna pregunta que sc salga de las instocciones.

T 4+ W i
Blogue 1A Dado el sistema (2—a)r + 2y =1 a e R
frs =n
a) Fatudia s compatibilidad sepin los valores de o (1.5 pantos)
b} Resuchvelo conmdo sea posible. (1 punto)
4l z+1 =2
Blogue 1.3 Dada la matriz A x x 22—z zc R

E T —1 T

a) Caleula su determinante aplicando sus propiedades ¥ estudia cuindo es invertible la matriz.
(1.5 puntos)

b) Para & = 1, ealoula su invers. (1 pammtie)

228 1 1
P
a) Eatudia v calenla su dominio de definicidn v sus asintotas.

Blogue 2.A Dada la funcidn fix)

(1.25 puntos)

Iy} Halliy, si existen: maximes v minimos relativos y caleola sus inbervalos de orecimiento v decres
ek,

(0,75 pantaos)

«) Hax un esbozo de su préfica. (0.5 puntog)

Blogue 2.8 Calenla:

a)  lim sen(r)

oot
Eoi | :!_"J

T2 o) 13 (1:25 puntos)

poor el punto (0, 3.
(1.25 punbos)

rooE(r) —e F cuya grilica pase

b} Una primitivie de Ta funcidn f{x)

Uriversdad de Cviedo
Prsetias de essaluaacidin de Bachilleralo para o soceso a la Universidad
192020
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Universidad de Owiedo Prueba de evaluacion de Bachillerato
Undversidd o Ui para el aceeso a la Universidad (EBALD
University of Oviedo Curso 2079-2020

Blogue 3.A Sean A(2, 1,00, D(550) v ©(2,1,5) tres vértices de la cara 5 de un cubo (coadrados
ipuales) ¥ B —2,4,0) un vértice de la cara opuesta. Se pide:

a) El cwarto vérber TP e by oars 5. (1 punio) —u E
b) La cruacidn del plano 7 que contiene la cars opuesta de 5. (1 punts)
e) (Cudl s ol viértion de T care 5 adysoenbe a7 (0.5 puntos) -

n o sty—2:=3
Blogue 3.8 Dados dos planos { o r =5
ortoponal sobre 7 s el punto A(S, 1,00
a) Caleula las ecoaciones implicitas de la recta ¢ que une P v Al (1.5 puntos)

b) Calenla el punio £ (1 pamio)

o olea Foun punto de © cuya proyeccidn

Blogue 4.4 En un curso de un imstitute hay tres eleses: L elase A con 50 alumnos, e clase I eon
30w la clase C con 20, Cada clase tiene un profesor distinto de metemdtices. Con ol profesor de la
clase A aprueban el A% de los alomnos, con el de ls clase B el 0% v con el de s clase C el T5% de
los alumnes. Se coge al azar un alumno del curso. Caleula:

a) La probabilidad de que el alumne haya aprobade matematicas. {1.25 puntos)
b) Sabiendo que ha sprobado, codl cs le probabilidad de gue sea de s clase B (125 punbaos)

Blogue 4.13 En una pumarsds la produccion en Kloprames de cada manzano sipue una distribucion
mirmal de media g =50 v desviacidn tipica o = HWL Caleula:

a) La proporcidn de drboles que dan entre 30 v G0 kilogrames. (1.25 puntog)
b} El mimero de kiloprames por drbol s los gque oo legan o ipeslan ol 60% de los arboles,
{1.25 puntas)

{ Alpunos valores de la funcidn de distribucidn de la distribocion normal de media 0 v desviscian tipica
1: Fix) = P(¥ < 1), F[2) = 09772, F(1} = 08413, F(L5) = 0.9332, F(0.5) = 0.6915, F(0.2533) =
0.6, F{0.5214) =0.7, F(0.8116) = 0.8)

Uriversicad de Chiedo
Prusba de saluacion de Bachilleralo para o sooesn 4 ka Univensidad
A0 G-200
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 1.A.
x+y=a

Dado el sistema {(2 —a)x+2y=1,a€R.
ax =a

a) Estudia la compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvelo cuando sea posible.

Solucion:

a) Para estudiar su compatibilidad segun los valores de a resolvemos el sistema por sustitucion.

xty=a y=a—x y=ax y=1a__2x
{(2—a)x+2y=1=>{(2—a)x+2(a—x)=1 :>{—ax:1—2a:> x = a
ax =a ax =a ax =a axz_g

e Sia # 0, para que exista solucidn del sistema.

B 1-2a 1-2a x+y=1
x=1 —a —a x=1

Sistema compatible determinado.

e Sia=0,

2x+2y=1=

{x+y=0 {x+y=0
0-x=0

N| =

xX+y=
Sistema incompatible.

Sia # 0, Sistema compatible determinado. Si a = 0, Sistema incompatible.

b) Resuélvelo cuando sea posible.
e Sia=1,

{x+y=1 :{x=1
x+2y=1 y=0

Para cualquiera # 0:ax =a—->x=1.x+y=a—->y=a—x

x=1Ly=a—x
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Bloque 1.B.

x+1 x+1 x-—2
Dadala matriz4 = X X 2—x| x€R:

X x—1 X
a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cuando es invertible la matriz.

b) Para x = 1, calcula su inversa.

Solucion:

a) Calcula su determinante aplicando sus propiedades y estudia cudndo es invertible la matriz.

|A| = |B] El determinante de una matriz no varia si a una fila (o columna) se le suma una combinacién
lineal de las demas.

G G G
A=|* ;Ic_ 1 x I 1 ; : 2 = B|A| = |B| El determinante de una matriz no varia si a una fila (o

X x—1 X
columna) se le suma una combinacién lineal de las demas.

G G-G G-G

x+1 O -3
X 0 2-2x
X -1 0

Un determinante es la suma de los elementos de una linea por sus adjuntos. Desarrollando por la
segunda columna.

x+1 3

0. A DA (—13(—1)5
IBl=0-Adj+0-Adj+ (—1)(—-1) X 2(1—x)|

=2(1—x%)+3x= —2x?>+3x+ 2 = |A|

Si —2x% 4+ 3x 4+ 2 # 0 existe A7 L.
Si —2x2 + 3x + 2 = 0 no existe.

—2x? + 3x + 2 = 0 entonces x; = %yxz = 2. Por tanto,

3 A 1siysélosi, x; ¢%yx2 + 2

2 2 -1
b) Six=1,A=(1 1 1>—|A|=2+2+0—[—1+2+0]=3;A-1=Adj(Af)-i

Al
10 1
2 1 1 1 -2 3
At=(2 1 o] -4djad)=(0 3 -3
-1 1 1 -1 2 0
=g
3 3
At=(0 1 -1
12
3 3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2.A.

2x341

x2

Dada la funcion f(x) =

a) Estudia y calcula su dominio de definicidn y sus asintotas.

b) Halla, si existen: mdximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento vy
decrecimiento.

¢) Haz un esbozo de su grafica.

Solucion:

2x3+1
x2

tanto, existe es continua y derivable menos cuando el denominador sea 0.

D(t)={x|x€R y x # 0}

a) La funcionf(x) = = 2x +x—2 es una funcién racional, cociente de dos polinomios, por

Asintotas:

e Horizontales, paray = k.

. 2x3+1 . 2x3+1 .
lim >— = +o; lim -— = —oo; No existen.
x> 400 X x> -0 X

e \Verticales, parax = k.
lim f(x) =+
x—-0
Por tanto, x = 0, es una asintota vertical.

e Oblicuas, paray = mx + n.

m= limwz lim 2+—3=2
X

X — o X X — 00
. . 1
n = lim (f(x) —mx) = lim <2x+—2—2x> =0
X — 00 X — o X
Por tanto, y = 2x es una asintota oblicua

x = 0 es una asintota vertical. y = 2x es una asintota oblicua

b) Halla, si existen: mdximos y minimos relativos y calcula sus intervalos de crecimiento y decreciente.

—2x 2 2(x3-1)
S

1 !
f(x) =2x+;—>f(x) =2+
e Six=1,f'(x)=2- % = 0. Miramos los intervalos: (—,0), (0,1) y (1, +)
e Six<0,x3<0,f'(x)>0,lafuncién es creciente.
e SiI0<x<1,0<x3<1, xz—s > 2, f'(x) < 0, lafuncidn es decreciente

e Six>1,f'(x)>0,lafuncion es creciente (1, +0).

e En A(1,3) lafuncidn pasa de ser creciente a ser decreciente, luego es un minimo relativo.
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x € (—,0) U (1, +) creciente; x € (0, 1) decreciente. A(1,3) minimo

e T
¢) Haz un esbozo de su grdfica.
Los cortes con los ejes son: - L G
e Parax = 0, no existe.
5
3/-1
e Paray=0,x= |—
2 4
3
9
'
‘! 1
1 £
r
!
1 2 3 4
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 2.B.

Calcula:

)11

b) Una primitiva de la funcion f(x) = x - cos x — e cuya grafica pase por el punto P(0, 3).

sen x—x-e¥
50x%2-2-cos x+2’

Solucion:

sen(x)-xe* _ 0-0
0x2 —2cos(x)+2  0- 21+2

a) ll = I ndeterminacion

Como esta formada por funciones trigonométricas, polindmicas y exponenciales, son funciones
continuas y derivables en todo R, por lo que es aplicable la Regla de L'Hopital.

lim f( ) lim@
x20g(x)  x20g'(x)
sen(x) — x e* : cos(x) —(e*+xe*) 1-1-0 0

x20x% — 2¢os(x) ¥ 2 %0 2x — 2(-sen(x))+0 0+2-0 0

Aplicando de nuevo la regla de L’'Hopital

B cos(x) — (e* + xe*) . —sen(x)—e*—e*—xe* 0-1-1-0 -2 -1
=0 2x — 2(—sen(x)) + 0 x0 2+ 2 cos(x) T 242 4 2
senx —x-e* —1

lim
x->0x2 —2- cosx+2 2

a) Una primitiva de la funcion f (x) = x cos(x) — e Cuya grdfica pase por el punto (0, 3).
F(x) = [ (x cos(x) —e™)dx = [ xcos(x) dx — [ e *dx = [ x cos(x) dx =
= x sen(x) — [ sen(x) dx = x sen(x) + cos(x) + k
Integramos por partes

x=t | dx = dt
cos(x)dx = dgl ~ sen(x) =g

Jfdg=f-g—Jgadt
[e*dx=—-e*+k - F(x) = xsen(x) + cos(x) + e * + k
F(3)=0
FO)=0+1+1+k=3 ok=1
F(x) = xsen(x) + cos(x) +e *+1

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de ASTURIAS

Autor: Andrés Garcia Mirantes

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Bloque 3.A.

Sean A(2,1,0),B(5,5,0) y C(2,1,5) tres vértices de la cara S
de un cubo (cuadrados iguales) y E(—2,4,0) un vértice de la
cara opuesta. Se pide:

a) El cuarto vértice D de lacara S.
b) La ecuacidn del plano  que contiene la cara opuesta de S.
c¢) iCudl es el vértice de la cara S adyacente a E?

Solucion:

Siendo los vértices A(2,1,0),B(5,5,0) y C(2,1,5)
a) El cuarto vértice D de la cara S.

A, B, C, Dson vértices de un cuadrado, pero no sabemos en qué orden. Calculamos modulos.
|AB] = /32442402 =5 |AC| =02+ 02+ 52 =5 - |BC| =32 + 42 + 02 = V50
|AD| = /72472472 =

Luego B, es consecutivo de Ay C.

A C
El cuadrado es ABDC, es decir, (3,4,0) = (x — 2,y — 1,z — 5), con lo cual D(5, 5, 5).

D5, 5, 5).

b) La ecuacion del plano it que contiene la cara opuesta de S.
El plano T es paralelo a ABCy pasa por £(—2,4,0); por tanto, sus vectores directores seran |AB|, |AC]|.

siendo |AB| = (3,4,0), |AC[ = (0,0,5).

x—(-2) 3 0
n=| y—4 4 0|=0-5M4(x+2)-3(y—4)]=0-4x—-3y+20=0
z—0 0 5

4x -3y +20=0

c) Cudl es el vértice de la cara Sadyacente a E?

Si se designan los vértices como en la figura adjunta, seria el vértice C(2, 1, 5).

C(2,1,5)
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Bloque 3.B.

n=x+y—2z=3

.« !
T = y— g =t . Sea P un punto de m cuya proyeccién ortogonal sobre i’ es el

Dados dos planos: {
punto A(5,1,0).

a) Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r que une P y A.
b) Calcula el punto P.

Solucion:

SeanM:x+y—2z=3,seaM':x—z=5,A(5,1,0)

—

La recta r sera la recta que pase por A y sea perpendicular a M’, por tanto, V}. serd el vector director de

—

M"V.=(1,0-1)
La ecuacién resultante de r es AX = tVT4,
(x-5y—-1,z-0)=t(1,0,-1) »x—-5=t,y—1=0,z—-0=—t
Eliminando t nos queda
x—=5=—-zy—-1-

r{x-ly-i=15

b) Calcula el punto P.
P es la interseccion de M y r. Sera la solucién del sistema:

x+y—2z=3 5-z+1-2z=3 —3z=3 z=1
{ x+z=5 —>{ x+z=5 —>{x+z=5—>{y:1
y=1 y=1 y=1 x =4

Entonces el puntoes P (4, 1, 1).
P(4,1,1).
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Bloque 4.A.

En un curso de un instituto hay tres clases: la clase A con 50 alumnos, la clase B con 30 y la clase C con
20. Cada clase tiene un profesor distinto de matematicas. Con el profesor de la clase A aprueban el
40 % de los alumnos, con el de la clase B el 50 % y con el de la clase C el 75 % de los alumnos. Se coge al
azar un alumno del curso. Calcula:

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matematicas.
b) Sabiendo que ha aprobado, écudl es la probabilidad de que sea de la clase B?

Solucion:

Sean los sucesos:

40 S
50 A { NS e A:“serdelaclase A”
50

o S e B:“serdelaclase B”
B { NS e (:“serdelaclase C”
20 5. S e S:“aprobar matematicas”
C < NS e NS: “no aprobar matematicas”

50 30 20 40

a) La probabilidad de que el alumno haya aprobado matemdticas.

50 75
P(S|B) =m—>P(5|C) =100

La probabilidad total es:
S=SNA+SNB+SnNnC

Segun la definicion de probabilidad condicionada: P(R|N) = —Pl(fz;;v)
Por tanto,
P(S) = P(S|A) - P(A) + P(S|B) - P(B) + P(S|C) - P(C) =
_ 40 50 N 50 30 N 75 20 20415415 50 _1_05
~ 100 100 100 100 100 100 100 100 2
1
P(S)==-=0.5
2
50 30
b) Nos piden ahora: P(B|S) = pisnB) _ P(SIB)P(B) _ 100 100 _ 30 _3

P(S) P(S) = 100 10

Sabiendo que ha aprobado, la probabilidad de que sea de la clase B es 3/10.
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Bloque 4.B.

En una pumarada la produccion en kilogramos de cada manzano sigue una distribucién normal de
media u = 50 y desviacidn tipica ¢ = 10. Calcula:

a) La proporcidn de arboles que dan entre 30 y 60 kilogramos.

b) El nimero de kilogramos por arbol a los que no llegan o igualan el 60 % de los arboles.
Solucion:

a) Nos dice que: u =50; o = 10.

La proporcién de arboles sigue una distribucién normal:

X - N(u; 0) = N(50,10). Tipificando la variable: Z = X;so.
P—P(30<X<6O)—P<30_50<Z<60_50)—P<20<Z<_10>—P(2<Z< 1) =

o=t ="\ 10 ~°"~ 10 / "\10=""~"10/) """~
PZ<2)-[1-PZ<1]=P(Z<2)—-1+P(Z<1)=09772—-1+0.8413=1.8185—-1=

0.8185.

La proporcion de arboles que dan entre 30 y 60 kilogramos es del 81.85 %

b) Se debe hallar y tal que: P = P(X <¥) = 0.60 = P (2 <==2) = 0.60.
Mirando de forma inversa en la tabla N(0, 1) a 0.60 le corresponde, aproximadamente, 0.253:
% = 0.253; y — 50 = 2.53; ¥ = 50 + 2.53 = 52.53.

El 60 % de los manzanos no superan una produccion de 52.53 kilogramos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

E L! I ke Patar
| R Matematigues 11 200
| & Unbvprats

Maodel 2
Contestan de manera clara 1 raonsds quatre guestions qualssevol, escollides dentre les does

opeions, & 1 B, propossdes.

Disprosin e 90 miputs, Cada giestid es puotus sobree 10 punts, La qualilicacid [inal s"oblé de

dividir el total de punts oblinguls ecobre 4. Nomeds o5 Undan en comple los respostes clarment
justificades i raonades usant lenguatge matematic o no matemalic, segons correspongui.  Fa
valoraran negativament els errors de cilenl.

Poden wtilitzar calouladora de qualsevol tipus, cientilica, grafica o programahle, perd no

a'antoritza s de les que pugnin emmagatzemar o transmetre informacio.

Matematicas II. Curso 2019 —2020.
Comunidad Auténoma de BALEARES

Orcio A

1. Dopat ol sistema d cquacions lineals

z+y=1,
az  z=I),
zl{lbvaytoz=ail,

determina ¢ parfimetre a, 1 resol sempre qoe es pugm, de maners goe @l sstema:
(a) tempgni aolocio Nnica, {4 pumtz)
(b} tengni infinites solucions, 4 pumta)
(e} no tengmi solucio. (2 punta)

2. Congidera la funcia f: i — & donada per
y=flz)=a"—3a.
(a) Caleula Pequacid de la recta taogeot o o gridics de Ta fuocid al punt d abscissa
R ¢ (2 punts)
(L) Fes un eshdas de la peidice de g = () @ caleala: els punts de tall amb cls eixoos, cls
extrems relating iel comportament de la funcid a Vinfinit. (4 punts)

() Caleula I%wrea del recinte limitat per la grifica de la funcid donada i la recta y = 2.(4
[umis)
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@ v

Matematigues 1 1020

Model 2, Opeid AL Segueix.
4. Copsidera o punt P = (2, —1, 1} i Ia recta r donsda por

e —dy+dxz—1=10 (r)
T+2y—3z—2=0 |V

(a] Caleula Mexpressio de equacid continua de la rects . (2 punta)
(b} Calenla Pequacis del pla, 1T, perpendicular & la recta © qoe passa pel punt 2.2 punts)
(e] Calenla ol punt, §J, d'interseceid dol pla 11 amb la recta r. (8 punta)

(d) De totes les rectes que passen pel punt P = (2, -1,1), caloula aquella guoe talla
perpendicularment a la recta r. (3§ punta)

4. FEl nombre d'hores de vida d'on cort bacteri (tipns A ) es distriboeix gegons una normal de
mitjana 110 hores 1 desviacid tipica de (L75 hores. Caleula la probabilitat que, escollint a
Patzar un bacten:

(a) ol sen nombre d'hores do vida sobrepasst les 112,25 hores. (4 punts)
(b} ol sen nombre d'hores de vida sign inferior & 108,25 hores. (4 punts)

17'um altre bacteri (tipns B) se sap goe el nombre d'hores de vida es distriboeix segona una
normal de mitjana 110 hores, perd os desconeix la seva desviacid tipica. Experimentalment
g'ha comprovat que la probabalitat que un bactert tipus B visgu mes de 125 hores es 0, 1587,
Caleuls la dessviacid tipiea de ba distribocd del noanbee O hores de vida dels bactens tpas B
(2 pumks)
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Matematigues I 200

Muodel 2

Orcio B

1. Una conpresa t0 tres momes: A, B 1 C, 1 en cada uns, o] mineral extret conté ols elements
guinmes: wigqued (Ni), coare (Cu) 1 ferro (Fe), en diferent copcentraend. Les copcentbracions
s00:

o Minn A: Ni (1), Cu (2%), Fe (3%),
s Minn B: Ni (2%), Cu (5%), Pe (T%),
e Mina C: Ni (1%), Cu (3%), Fe (1%).

Ier obtemwr ¥ toes de mogquel, 18 de coure 1 16 de ferro en total, quantes tones de maneral
s'han dextroure de cada mina?

(a) Plantoja un sistema d’equacions qoe interproti ennneiat. (4 punts)
(b} Classifica ol sistema. (2 punts)
() Resol el sistema. {4 puniz)

2. Considera la fhineio f(x) = PL'

—&

(a) Caleula el sen domini i els intervals de ereixement i decreixement. {3 punta)
(h) Calenla una primitiva qualsevol de fx). 4 pumnta)
{r) Caleula I"rea delimitada per la grafica de la funcio y = fzx), Ueix OX i les rectes

r=2ix=23 -} punts)

4. Donada la recta r i el pla =

1 1 2
(r) ;2 =y.|| =3_|I : (x) 3r—my+z=1,

= demana s oexisteix alpon valor del parametre meoper al qual

(a) el plaila recta sin paral-lels. (4 punts)
(b} o bé, el pla contd la recta. (4 pumta)
(#] o hé el plaila recta ea tallen exactament en un pont. {3 punta)

En cada cas, s existeix, cacnla’l.

Model 2. Opeid B. Segueix.

4, Una empresa de nbricacid d impressores U8 dos centbres de prodoceid, e Bbrica curopes, (B)
i la Fabrica asiatica (A). L' % de les impressores de la fbrica B el 3% de les impressores
de la Fabrica A es produecixen amb un defecte. Bl mercat dun determinat pais s'abasteix
d'impressores procedents de la fabrica E en un 8050, mentre qoe la resta prove de la fabrica
Al

(a) Cuina s la probabilitat que una impressora d’aguest paia tingoi el defecte?(4 punta)

(h) Si el pais té, aproximadament., dog milions ' impressores fabricades per aguesta em-
presa, guantes tindran el defecte? (2 punta)

() Si s'eacnll a Patzar ina impressora d’agoest pais 1 resulta ser una impressora defec-
tuosa, quina s la probabilitat que provingm de la fabrica 157 (4 punts)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

@ = I Uk Barars

TN Matematiques I 2020
Bl L
[} 1| 2 4 1 i 6 T [ 1]

0.0 | 05000 | 05040 | 05080 05120 05160 | 05199 | 06239 | 05279 | 0.5319 | 0.5350 |
0.1 | 0.5305 | 05438 | D54T8 | 0.5617 0.5557 | 0.5606 | 0.66%6 | 0.5675 | 0.5710 | 0.5753
0.2 | D703 | 0.6832 | (LGSTL | 06010 D.AMS | Q5057 | (LGO26 | 0.6008 | 0L6103 | 0.6141
0.3 | U617 | 06217 | 0.6256 0,620 D6401 | 06968 | 06406 | 0.6443 | 06480 | 06617
0.4 | 06551 | 0.6001 | 06028 | 0.6661 00700 | 0.6746 | 06772 | 0.6508 | 0.6541 | 0.6878
0.5 | 06015 | 0.6050 | 06965 0,7010  0,7004 | 0.7088 | 07128 | 0.7157 | 0.7190 | 0,7224
06 | 0.7257 | 0.7201 | 07428 0.7357 D.7359 | 07422 | 0.7454 | 0,746 | 0.7517 | 0,7540
0.7 | 0.7580 | O.7611 | 0.7642 | 0.7673 0.7704 | 07734 | 0.7764 | 0.7704 | 0.7823 | 0,7852
0.8 | 0.7881 | 0.7010 | 0.7930  0.706T 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0,5078 | 0.8106 | 0.5133
00 | U150 | 05186 | LH212 05242 (364 | 08000 | (L8315 | 05540 | 08065 | 058650
L0 [ 08413 | 08438 | 0LB461 | DE485  0.B506 | 08531 | L8554 | 08577 DLE500 | 08621
1.1 | 08643 | (8065 | 08686 08708 08720 | O&TI0 | L8770 | 0.8700 08510 | 0.5530
12| 0S40 | 0ESGD | DHESS T 0.8007 0R935 | 0.S044 | 08062 | 05080 | 08007 | 09015
1.3 | 00032 | 00049 | 00066 0.0082 00000 | 08115 | 0.0131 | 0.0147  0.9162 | 0.9177
1.4 00192 [ 0.9207 [ 00222 00236 0.09251 | 00203 | 0.0270 | 00202 | 00306 | 09319
15 | 15332 | 0.9345 | 00357 D.0370  1.0382 | 0.0304 [ 00406 | 0.9418 | 0.0430 | 0,941
16| 00452 | 00463 | 00474 | 09484 09495 | 00605 | 0,0515 | 09525 | (0.9535 | 09545
1.7 | 00554 | 00504 | 00578 00682 00501 | 00600 | 00608 | 0.0610 | 0.0635 | 00633
LA | D064 | 00640 | D656 DOGAE  D.O6TL | OO67R | L0636 | 09603 00699 | 0.9706
1O | 00715 | 00710 | 00726 00752 00718 | 09744 | 00750 | 00756 | 0.0761 | 09767
20 [ 08772 | 00778 | 0LOTES  0.07H8 049793 [ 00708 | (L0803 [ 00808 | 00312 | 00817
20 | 00821 | 00526 | 0.0%30 09534 0.0535 | 00842 | 00846 | 09550 0.9554 | 09867
22 [ 00861 | 00564 | U865 00871 00475 | OOSTE | 0SS] | 00882 | 00887 | 09500
L3 [ 00805 | 00500 | 00808 00001 0.0901 | 09006 | 09000 | 00011 | 0.0915 | 0.9916
24 | D001 | 00030 | 00922 00025 00927 | 00020 [ 00031 | 00932 | 0093 | 09096
25 | 09035 | 09040 | 00941 09081 00995 | 09946 | 09945 | 00040 | 09951 | 09952
26 | 00055 | 00055 | 00856 00057 U.0950 | OHUG0 | D006 | 00062 | 00063 | 00064
2.7 [ 00065 | 0.0066 | 00967 00068 00060 | 09070 | 00971 | 0.0072 | 0.0973 | 0.9074
DA [ 00GT4 | 00075 | 0O9T6 | 09977 00477 | 00078 | (L0970 | (.90709 | 00980 | 09981

|

29 | 00981 | 00082 | 00082 DO083 00084 | 00084 | 0.0085 | 00085 | 0L00SG | 09986
A0 | 00087 | 09087 | DLO0ST  DONSE 00988 | 00080 | 00080 | 00030 009 | 09900
A1) U | 09959 | 949G 09991 0895 | 09002 | 0,999 | 09997 | 0.04%G | 09499
3.2 | 0.099% | 0.0003 | 0.0004 09004 09004 | 00004 | 000 | 09005 | 009905 [ 00005
3.3 | 00905 | Q0005 | 00905 009005 00906 [ 09006 [ (L0906 | 00006 | 0LO0956 | 059097
WA | 00T | 08uaT [ 00007 | 00T 0aeeT | OOinT | 00087 | 00007 | 00007 | 00008
3.5 | DODGS | 0.9008 | 09968 00008 00008 | 00008 | 00065 | 00008 | 0.0MWS | 09908
3.6 | 00095 | 00008 . IRCEE] . 00000 (.00 [ 05000 | 0.0000 [ 0,0000 | (.09 | 00000
3.7 | 00999 | 090999 | 09909 09000 009999 [ 09000 ( 0.0059 [ 09909 009990 | 09909
3.8 | 005 | e : (LEEPND | 090095 099K | 00000 | (LR | 00000 | 000k | (0,9009
3.0 [ Loodd | LO00D | 1o0D0 10000 L0060 | LOoOon | 10000 [ 10000 | L0 | 10000
400 [ 1.0

LO000 | 10000 L0000 L0000 | LOooo | L0000 | LoD00 | L0000 | 10000
21 | 10000 | Loo00 | L0000 Lo L0000 | Lonoo | Loood | Loooo | L0000 | 10000

Thauola de la distribucié normal N(0, 1)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Modelo 2. OPCION A. Problema 1:
x+y=1
1) Dado el sistema de ecuaciones lineales ax +z = 0}, determina el
x+(l+alytaz=a+1
parametro a, v resuelve siempre que se pueda, de manera que el sistema

a) Tenga solucion Gnica. b) Tenga infinitas soluciones. ¢) No tenga solucion.

Solucion:

Las matrices de coeficientes v ampliada son las siguientes:

1 1 0 1 1 0 1
M=|la 0 1|yM=la 0 1 0 |
1 a+1 1 a+l a a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 1 i
Ml=la 0 1=1-(a+l)—a*=1-a—-1—-a*=0;
1 a+l a

a*+a=0; afla+1)=0=2>a =0.a, =—1

a)
Segin el teorema de Rouché-Fribenins:

a=0

Para {a S _q

}:r Rang M = Rang M' =3 =n?incog.= 5.C.D.

Se resuelve para a * 0 v a ¥ —1 por el método de Gauss.

1 1 0 1 1 1 0 1

F F, — aF,

(r:: 0 1 0 ):v{;:;"_‘}l}:(n —a 1 —u)=~
l a4+l a a+1l e ® 1 0 & a a

Fﬂ_}_ipﬁ 1 1 0 1
= AT ('D 1 —1/a 1) = (F,=F—F)=
'FE —}EFE ﬂ 1 1 1

11 0 1 .
:r([ll 1 —1/a 1)=&%z=ﬂ:z=ﬂ; y=1 x=0
0 0 (a+1)fa O

axl

Fara {& = _1

} = Solucion:x =0y =Lz =0.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b)
1 101
Parﬂ.a=ﬂ=:~M'=(D 0 1 ﬂ):t{F1=FE}=~RungM'=E_
1 101
1 1 0 1
Pr:r,ru.a=—1==-.|‘|rf’=(—1 0 1 ﬂ)ﬁ{C3=C¢}=iRaﬂgM'=.
1 0 -1 0
Parﬂ.{ﬂ':ﬂl}::*ﬂangﬂ-fzﬂungm":E::nEmmﬂg.::*S.E.f.
o =—
Se resuelve paraa = 0 y a = —1, en cuyos casos el sistema es compatible inde-
terminado.
x+y=1 —1
Para a = 0 el sistema resulta: 3='D}= -Equivalenteax-l_} B }
— z=10
x+y=1
Paraa =0= Solucidn:x =4, y=1-A4 z=0,va e R.
x+y=1 _
Para a = 0 el sistema rezulta: —x-l—z:ﬂ}, Equiralenteax-l_}r_l}.
_ x—z=10
x—z=0
Paraa=-1=Solucibnix =L y=1—-A:z=A4vVa e R.
€l

El sistema es compatible Va € R.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Modelo 2. OPCION A. Problema 2:

2°) Considera la funcion f: R — R dadapor vy = f(x) = x® — 3x:

@) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion en el punto de
absciza x = —1.

b)) Hacer un esbozo de la grafica de v = f(x) v calcula: los puntos de corte con los
ejes, los extremos relativos v el comportamiento de la funcion al infinito.

¢) Calcula el drea del recinto limitado por la graficade v = f(x) ylarectay = 2.

Solucion:

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de BALEARES

a)

El punto de tangencia es el siguiente:
fi-1)=(-1PF-3-(-1)=-14+3=2=P(-1.2).

La pendiente de la tangente a la grafica de una funcion en un punto es igual que
el valor de la primera derivada en ese punto.

flix)=3x"-3. m=f(-1)=3-(-1)*-3=3-3=0.
La formula de la recta punto-pendiente ez y — yp = m(x — x):

y—2=0:(x+1) =0 = Recta tangente:t =y —2=10.

b)
Los cortes con los ejes de la funcién f(x) = x? — 3x son los siguientes:

EjeV=>x=0= f{0) =0=0(0.0).
EjeX=f(x)=0=2x*-3x=0; x(x*-3)=0=x, =0:x, = —/3:
x; =+/3=0(0,0),4(—/3.0) ¥ B(+3.0).

Portratarse de una funcidn polindmica tiende a infinito, positivo o negative,
en los valores extremos de su dominio. que es R.

xl—lmt—nzjr{x] - xl—lmtfla.:{x —3x) = -,
xl—lel::f{xj - xl—lﬂlﬁ:{x —3x) = +oo.

Para que vna funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi-
cién necesaria que e anule su derivada en ese punto.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
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" EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

s1 e3 posttiva para el valor que anula la pnimera, se trata de un minimo v, 51 es negativa,
de un maximo.

f'(x) =3x*-3. £ (x) = 6x.

fix)=0=232-3=0; x¥*-1=0=2x, =-Lx=1
f'(—1) = —6 =< 0 = Maximo relativo parax = —1.
fF(-1)=(-1*=-3-(-1) = -1+ 3 = 2 = Maximo: C(—1,2).

Por simetria con respecto al origen, por ser
fl—x) = —f{x): Minimo: D(1,-2). 3

La representacion grafica, aproximada, de la
funcion es 1a que indica 1a figura adjunta.

c)
De la cbservacion de la figura ze deduce la su-
perficie a calcular, que es la siguiente:

S=[ 12— (x*—3x)] - dx =

-
=

2 xd  mpl
= (= +3x+ Ddr = [- T+ 4 2] 1

(S 2) [ )

- _ L 3 — 13 _32+41-6 _ 27
=40+ o+ 2S84 3 4 4°

5= ET ul = 6,75 u?.
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Modelo 2. OPCION A. Problema 3:

Solucion:

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de BALEARES

. _ _(2x—3y+4z-1=0
3°) Considera el punto P(2,—1,1) ylarectar = {I +2y—3z-2=0°

@) Calcula 1a expresion de la ecuacion continua de la recta r.
b Calcuola 1a ecuacién del plano m, perpendicular a v, v que pasa por el punto P.
£) Calcula el punte Q, interseccidn del plano m v 1a recta .

d) De todas las rectas que pasan por el punto P{2, —1,1), calcula aguella que corta
perpendicularmente a la recta r.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:
_[21—3}'+4z—1 =L'I'=_J P —dy+4z= 1—23]
"=lx+2v-3z—-2=0 ~*° 2y—3z=2-1

—by+8z=2-44

53’—93=ﬁ—3,1}:'z=_3+?*‘4 2y +24-21A=2-1

x=4
2y==-224204 v=-114+10A=2r =4y =-11+ 104
z=—-8+74

b)
El haz de planos, J. perpendiculares a la recta r, tienen la siguiente expresion
general: F=x+ 10y +7z4+D =0.

De los infinitos plancs del haz 8, el plano m pedido, que contiene al punto P ez
el gue zatisface su ecoacion:

f=x+10v+7z+D=0

P{z,—1,1}}=’2“”'[_1}”'1“}: 0:

2=104+7+D0=0: D=1=>nmn=x+10y+7z+1=0.

F=x+10y+7z4+1=0

x=4
TE{}r=—ll+1ﬂ£{
z=—-8+74

A+10-(—11+100)+7- (-8 + 7D +1=0;
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A—1104 1001 —56 +4914+1=0; 1504 = 165; 11];1=11::~A:E.

11
x=—
10
11 11 3
Q=4{y=-11+10-7=0 :-@[E,GJ—E}_
11 _ —80+77 3
i T T
d}
Sea 5 la recta pedida.

Por zer la recta r perpendicular al plano w, es perpendicular a todas las infinitas
rectas contenidas en el planc w, o lo que ez lo mizmo: el ejercicio tiene infinitas solu-
cicnes, que son todas las infinitas rectas contenidas en w que pasan por P(2,—1.1).

Un punto de w = x + 10y + 7z + 1 = 0 podia zer, por ejemplo, el punto ha-
Hado § (=, 0, — —
10

E)’ pero tomamos otro punto mas comodo: M{0,2,-3) e w.

Loz puntoz M v P determinan el vector MP = ﬁ _0OM = v = (2,-3.4).

xXx-2 _ F+1 _

2 2

z-1
= —
&
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Modelo 2. OPCION A. Problema 4:

47) El nimero de horas de vida de una bacteria (tipo A) se distribuye segun una normal
de media 110 horas v desviacion tipica 0,75 horas. Caleula la probabilidad que. esco-
guda al azar una bacteria:

a) El numero de horas de vida sobrepase las 112,25 horas.

b) Su nomero de horas de vida sea inferior a 10925 horas.

¢) De otra bacteria se zabe que el nimero de horas de vida se distnbuye segin una
normal de media 110 horas, pero se desconoce la desviacion tipica. Experimentalmente
se ha comprobado que la probabilidad que una bacteria tipo B viva mas de 125 horas
es 01587, Calcula la desviacion tipica de la distribucion del numero de horas de vida
de las bacterias tipo B.

Solucion:
a)
Datos: p=110; o = 0.,73.
.o . X=110
X = N{w: o) = N(110; 0,73). Tipificando la vanable: £ = —
_ _ 112,25—1107% __ 2,25% _ _
P=P(X >11225)=P (z » ) =P (3 = m} =P(Z=3=
=1-P(Z=3)=1-09987 =0,0013.
b)
¥ = N(u o) = N(110; 0,75). Tipificando la variable: 2 =
_ _ 109.25-1107Y _ —0.75y _ 1 =
P=P(X <10925)=P [z > } P [z > m] P(Z <-1)
=1-P(Z=1)=1-08413 = 0,1587.
c)

Datos: p=110; ;o?; P{X = 125) = 0,1587.

125-110

— — —_— 15 — N
P=P(X >125) = P(E:: T}' _P[z ::-?j = 0,1587;
1-P(z2=2)=01587; P(2=2) =1-01587 = 038413
a F
Mirando en la tabla N(0, 1) de forma inverza, a 0,8413 le corresponde 1,00 =

=>—=1=g=15.
()

Fokdok i oo
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Modelo 2. OPCION B. Problema 1:

1%} Una empresa tiene tres minas: A, B v C, v en cada una, el mineral extraidos contiene
los minerales:

Mina A: niquel, 1 %, cobre, 2 %, Hierro, 3 %o
Mina B: niquel, 2 %, cobre, 5 %, Hierro, 7 %.
Mina C: niquel, 1 %, cobre, 3 %0, Hierro, 1 %o,

Para obtener 7 Tm de niquel, 18 Tm de cobre v 16 Tm de hierro en total, jcuantas Tm
de mineral ze han de extraer de cada mina?

a ) Plantea un sistema de ecuaciones que interprete el enunciado.

b)) Clasifica el sistema. c) Resuelve el sistema.

Solucion:

a)
Sean x, v, £ las toneladas de mineral que se extraen de las minazs A, B v C, res-
pectivamente.

El zistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el sigoiente:

0,02x 4+ 0,05y + 0,03z =18} 2x+ 5y + 3z = 1.800

0.01x + 002y + 001z =7 x+2y+z=700
0.03x + 0,07y + 0,01z = 15} 3x+Tyv4=z= l.ﬁﬂﬂ}

b)
1 2 1
La matriz de coeficientes ea: M=(2 5 3)_
3 71
El rango de la matriz de coeficientes es el siguiente:
1 21
|M|=|2 5 3 =5+4+14418-15-21-4=37T-40=-3=0=>
3 71
= Rang M = 3.

El rango de la matriz ampliada ez como maximeo 3 (por tener tres filas) v como
la matriz de coeficientes es una submatriz de la matriz ampliada, el rango de la matriz
ampliada es 3.

Segin el teorema de Rouche-Fribenins:

Rang M = Rang M’ =3 = n%incdg.= 5.C.D.
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c)
Eesolviendo por la regla de Cramer:
oo 2 1 o2 1
1.ead 3 2 ipd-|182 5 3
- = _i-Eﬂﬂ i | — i6 7 1 — 100-[35+126+96—B0—147—326) —
- -2 -3
100-(257-263)  100-(—6}
= = = 200.
-2 -3
i 7o 1 1 7 1
2 1.B00 3 10912 18 3
. — 13 1600 1l _ 3 16 1l _ 100-(18+32+63-54—4E—-14] —
¥ ) -3 -3
_ lpoiiz-iis) | 100-3) _ 44
- -3 = -
1 2 7ob i1 2 7
2 5 1800 109|125 18
=13 7 1s00l _ 3 7 18l — 100-(BO+92+108—105—-126—64) —
-2 -2 -3
_ 100(236-295) _ 1000-8) _ 454

-2 -2

Se extraen 200 toneladas de lamina 4,100de la By 300 de la C.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Modelo 2. OPCION B. Problema 2:

z
xiez’

27) Considera la funcion f(x) =
a) Calcula el dominic v los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b)) Calcula una primitiva de f(x).

¢} Calcula el area delimitada por la grafica de la funcion v = fix), el eje de abscizas
vilasrectasx = 2yx = 3.

Solucion:
a)
El dominio de nna funcidn racional es el conjunto de los nimeros reales, excepto
los valores reales que anulan el denominador.

¥ —x=0 x(x—-1)=0=x, =0,x, =1

D(f) = R —{0,1}.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

. _ 0-3{Zx-1) _ Z-6x
f {x] T xE-xl T ri-m®
fl)=02—"==023-6x=0; 1-2x=0=>x=3

La raiz de la primera derivada divide al dominio de la funcion en dos intervalos
en los cuales la derrvada primera es posifiva o negatrva:

x>0 x=22f(x) <0

Teniendo en cuenta que (x? — x)? = 0,¥x € D(f) v el dominio de la funcion,
los periodos de crecimiento v decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) > 0= x e (—o0,0) U [:D.é).

Decrecimiento: f'(x) <0 = x € EJ lj] U (1, +oo).

b)
E L]
xi-y

dx.

Fx)=[f(x)-dx=]

3 x-2
xi-x  x(x-1)

_ A, B _Ax-A+Bx _(A+B}x-4 _ A+B=0 =-3
_x+r—1_ x(x—1y xi-x = —4=3 }:{Bz;; :
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3

xi-x

-3 3
F(x)=[ dx=[(Z+=)-dx=—3L|x| +3Llx— 1| + C.

Fx)=[—-dr=3-L|1-3|+cC

xlz

c)
En el intervalo (2, 3) todas las ordenadas de la foncion f(x) son positivas, por
lo cual, la superficie pedida es la siguiente:

2

5=jff{x}-dx=f:%-dx=[3-1.|1—§”z=3-[L|1—%|L=

=3.[L(1-2)-1(1-3)]=3-(22-L3)=3-(L2-13-L1+12) =
=3.(202-L3-0)=3-(L4—L3).

S=3-(L4—13)u® = 0863 u°

X e T
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Modelo 2. OPCION B. Problema 3:

3%) Dadas la recta r = ;:—12 % Zﬁyelplann m=3x—my+z=1,sepide, si
exizte, algon valor del parametro m para el cual:

a) El plano v la recta zon paralelos. b)) El plano contiene a la recta.
¢) El plano v la recta se cortan en un punto.

En cada caso, =1 existen, calcularlos.
Solucion:

a)
El planc v la recta son paralelos cuando el vector normal del plano v el vector
director de la recta son perpendiculares, es decir: su producto escalar es cero.

Un vector director de larectaes v, = (2,3, —1) v ua vector normal del plano es
n=1(3-m1).

(2.3,-1)-(3,—-m1)=0; 6—-3m—-1=0;: Im=5=m=

ol |

Elplannresulta:nEEx—gy+z=1=n59x—5}‘+33—3=ﬂ.

b).c)
La expresion de v dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

_(3x—2y=0>5
"=[x+zz=—3'

r

-1 _ y+1 z+::3x—32231+2}
F z -1 —x4+1=2=z4+4

La recta + v el planc m determinan el sistema Jx—2y =35

SI—m}=+z=1}
r+ 2z =-3

Las matrices de coeficientes v ampliadas del sistema zon las siguientes:

3 -m 1 3 -m 1 1
M= (3 -2 D) yM = (3 -2 0 5 )

1 0 2 1 0 2 -3
Segun sean los rangos de M v M pueden presentarse los siguientes casos:
1 — Rang M = Rang M' = 2 = La recta esti contenida en el plano.

2 —» Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 —= Rang M = Rang M' = 3 = La recta y ¢l plano son secantes.
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3 -m 1
RangM= (3 -2 0|=-12+2+6m=0; 6m=10=>m=2
1 0 2

Param # § = Rang M = Rang M' = 3 = La recta y el plano son secantes.

El punto de corte es la solucion del sistema que forman: 3x—2y =5

31—my+z=l}
¥+ 2z=-3

Se resuelve por el método de Gawss.

3 —-m 1 1 1 0 2 -3
(3 -2 0 S)ﬁEFlHFg}ﬁ(E -2 0 5):

1 0 2 -3 3 —-m 1 1

1 0 2 -3

F; = F; — 3F.

:'IFE:F:—Hi}:’(U -2 -6 14):-‘{&—*—%-’*}]:*
0 ! 0 —m -5 10

1 0 2 -3 10 2 -3
=:-(|:r 1 3 —?)ﬂ{Fg—}Fg+sz}=:~(ﬂ 1 3 -7 ):

0 -m -5 10 0 0 3m-5 10-7m

>(3m—-5z=10-Tm=2>z=""1C
Im-5
—20+14m _ -9m+15-20+14m _ 5m-5
x+2z=-3 x=-3-2z=-3+ e s = omos
~30+21m _ -21m+35-30+21m 5
yriz=—n y=—d-dz=—T+— 0= 3m-—5 "~ zm-5
Solucis _5Sm-5 5 _10-Tm ( $3)
olucidn:x = g——=i y =g ——ziz=3—=. [mFg

) 3 -5/3 1 1
Pa,rﬂ.m=§='-*M'=(3 -2 0 EJQR:IHEM':{Q,CE,Q}:
1 0 2 -3
3 —-5/3 1
25 25 16 :
=13 -2 3 =18—7—15=3—?=—T¢D:Raﬂ.gﬂff =3.
1 0 -3 i

Param = 3= Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta y el plano son paralelos
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Modelo 2. OPCION B. Problema 4:

47) Una empresa de fabricacion de impresoras tiene dos centros de produccion, la fa-
brica europea E v 1a fibrica asiatica A E1 1 % de las impresoras de la fabrica E v el 3
Uo de las impresoras de la fabrica A ze producen defectos. El mercado de vn determi-
nado pais se abastece de impresoras procedentes de la fabrica E en un 30 %, mientras
que el resto procede de la fabrica A

&) 1Cual es la probabilidad que vna impresora de ese pais tenga defectos?

B) 5i el pais tiene, aproximadamente, dos millones de impresoras fabricadas por esta
emipresa, jcuantas tendran defectos?

£ 51 se escoge al azar una impresora de este pais v resulta ser defectuosa, jcvdl es la
probabilidad de que provenga de la fabrica EY

Solucion:
—=+p=08-001=0,002
Europsa
= p=08-0,9%=0792
Asiatica =p=102-0,03=0006
—+p=02-097 =0,192
a)
P=P(D)=F(END)}+P(AND)=P(E)-P(DJ/E)+ P(A)-P(D/4) =
=08-0014+02-003=0,008+ 0,006 =0,014
b)
n=N-p=2000.000-0,014 = 28.000.
Se espera que haya 28.000 impresoras con defectos en ese pais.
c)

P{EnD} _ F(EyF(D/E) _ BE-DOL 0008
PiDy  FDy | o014 0014

P=P(E/D) = =0,5714.
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Matematigues II 2020

Maodel 3

Contestau de mancera clars 1 monsda quatre giestions qualssevol, escollides d'eotre les doces
opoiom:, & 1 B, proposades.

Dhizpaosan de 90 minuls, Cada guestid es puntus sobee 10 punts, Lo qualilicacid foal s obie de
dividir ¢l total de punts oblinguls cobre 4, Nomdés os Lodran en comple les respostes clarment
justilicades 1 raonades nsant lenguatpe matemddic o no matemddie, sogong corregpongui.  Ka
viloraran negativament els errors de caleul.

Poden wtilitzar ealenladora de qualsesol tipus, cientifica, gridica o programable, perd no

s'antoritza s de bes que pognin emmagatwemar o transmetne informaciio.
OPCIO A

1. Domnada eopused matnesl
M-X | N=r,

on X és la matrin ineognita i

=kl w3 o =5 O

(a] Per a quinag valors del paraimetre o existeix la matrin inversa de A0Y (1 pamt)
(b} Caleula la matrin inversa de M. (5 punts)
(£) Per aa=2, resol Peguacio matricial, s & possible. (5 punts)

{d) Per als valora de a per als quals exigteix la matrin inversa de A7, resol Peqoacid
matricial. (5 punta)

2. Conaidera la funcid

1
o) = e
(a) Determing: el doming, els intervals de ereivement | decreixement, les eonrdenades dels
miams § minims 1ol hmg o fx). (2 punts)
(b} Fes un cshos de la grafics (1 punt )
(e) Ohté els walors de A 1 I por als quals (-5 punts)
fl@)= oo+

-3 =z=4+3

(d) Caleuls Marca de la regid lmiteds per I gprafica de la foneo, Peox OX 1 les roctes
d'equacions = —-2iz =2 (4 pumts)
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] Matematigues I 2020

Model 3. Opeid A, Sepueix.
3. Dopeules les poctes

15x + 12y — 14z = 1T, Qr+8y—2z= B,
“}{ Br—y—-5bz= &, “1}{24'.&—33:—]32= G7.
{4 punts)

(a) Calenla un vector posicia i un veetor director de cada nna
{2 punts)

(h) Caleula Peguacio vectorial de cada vma
() Calenla el rang de la matrin formada pels dos vectors directors i el vector diferéneia,

o vector resta, dels dos vectors posicio obtinguis. {2 punts)
(d} e Panterior rang, dedueix la posicio relativa d’ambdoes rectes. 2 punts)

4. Tenim tres nrnes, la primers conté 2 bolles blaves; lasegona, 1 bolla blava i 1 de vermella;
la tercera, 2 holles vermelles. Fem Pexperiment aleatori

"Trinm una wrns & Patear 1 extradgom ons bolla”

Suposn gque Wkes les urnes lepen laomateixa probabilitat de ser eseollides.

(o) Calouls la probabilitat del sucecs I = “bolla extreta vermella™ {H punts).
(k) 5ila bolla cxtrots resulta gque & vermella, guins &s la probabilitat que e cscollida
hagi cstat la Lercera! {5 pums).

Autor: Antonio Menguiano Corbacho
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[ Matematiques II 2030

Maodel 3

orcio B
1. Domeades les malus A @ 5,

2 3 x 1 2
A= 4 & g 1, H=110 11,
G 9 12 1 0

(o) cadeula A-5i(A- H}". o i 07 indica matrio transposada, {4 punls)
(b} ¢s possible caleular H*? Si ho és, calcula-la. (1 punt)
() per als diferents valors de 2, caleula ol ang de la matrio A, (5 punts)

2. En un squari, Pestudi de Pevolueid de la poblacid de peivos a’ha modelat segons la funcid

t— P(t),
Pif) = VT +1 -4,

on la variable £, que é8 nn nombre real major o igual que wero, mesura ¢ nombre d'anys
transcorreguts des de 1'1 de gener de Paoy 2000 @ P(¢) indica nombree d'individus, en malers,
cn 'mstant de temps t. Segons o] model, calenla:

(a) La poblacio que hi havia 1'1 de gener de Paoy 20060 1 la poblacio gue b haori a la £

de aany 20240, (1 punt)
(b) La mide de la pollacid (eo oombee d'imdividos) e lacg termin, {3 punts)
(c) L'any en ol qual arriba a la poblacid minima i gquants individus hi haurd, (4 punts)
() Fes un eshds de la gridice de Pevolucid poblacional § - P, (2 puints)

3. Donals els plans
(M3x—ay+2z—(a—11=0, (ID2c—5y+3z—1=0, {(IDz+3y—(e—1z=0,

(a) Demostra que, per a qualsevol valor del pardmetre o, no n'hi ha cap parell goe sigain

paral-lels. (4 punts)

{h) Estudia la geva pogicio relativa, segong els diferents valors del parametre o (6 punta)

4. El pes d'vn grop de persones segueix una distribncio normal de mitjana 54,3 ke i desviacio
tipica de 6,5 ke

(a) Quin ég el pereentatge de persones amb pes superior a 57 kg? {5 punta)
(k) (mn percentatge de persones pesen entre 50 1 57 kgt {4 punts)
() 5 g'eseull una persona a Patwar qoe esta dins del 70% de les persones que menys

posen, com a maxim, quants quilos hauria de pesac? {:F punts)
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Modelo 3. OPCION A. Problema 1:

1%) Dada la ecvacion matricial M - X + N = P, stendo las matrices M = (_ai a);

1
V=G o= 9

a) ;Para que valores del parametro a existe 1a matriz inversa de M?

b) Calcula la matriz mversa de M.
¢) Para a = 2, resuelve la ecuacion matricial, =1 es postble.

) Para los valores de a para los que existe 1a matnz mversa de M. resuelve la ecuacion
matricial.

Solucion:

a)
Una matriz en invertible cuando su determinante es distinto de cero:

|M|=|_Hi I=-a-a*=0;—a(l+a)=0=0a =0a,=-1

La matriz M es invertible va € R — {—1,0}.

b)
me=m=(1 9 adjaemr=(4 T9)
pr—digennt (g ) gy s (, 1)vaeR—{-10)
I T R “atat \a 1)78E T
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el

e =2en=(3 Prui=t (7 )

M-¥+N=P, M-¥X=P—-N: M1-M-X=M"1-(FP-N)

I"E=M"Y-(P-N)=X=M"1-(P-N).
rn-G 9-G DG 3

¥=M1.(P-N)=3. —23 2).(2 EJ:%,{—'I —4)_

& 1 0 0 4 4
=G )
“ — -1 v Y e oay 2 2y 1 —2a —Za
L=M""-(P N:}_E+ﬂ.1 (L‘I 1) (l] DJ_E+|11 (Eu 2a }

r=2(7 1)
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Modelo 3. OPCION A. Problema 2:

1

2% Conszidera 1a funcion f(x) = e

a) Determina: el domino, los periodos de crecimiento v decrecimiento, las coordenadas
de los maximos ¥ minimos ¥ ].i't_El flx).
K=Te=

b) Haz un esbozo de la grafica de f(x).

B
x+3

¢) Obtén los valores de A v B para los cuales f(x) = % +

d) Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion, por el eje OX v
por las rectas de ecuaciones x = —2yx = 2

Solucion:

a)
El dominic de una funcion racional es B excepto loz valores que anulan el de-
nominador.

(x—3N(x+3)=0=>x,=-3x,=3 = D(f)=>R-{-3.3].

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

1
—3)(x+3) xi-9

fx) =4 flix)=—13

.l'l g:IZ

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, los periodos de crecimiento v de-
crecimiento son los sigmentes:

Crecimiento: f'(x) = 0 = xe(—w,-3) U (-3,0).

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(0,3) U (3, +o2).

La condicion necesaria para que una funcion tenga un maximo o un minimo
relativo es que se anule su primera derivada.

f{x]—ﬂ:rl,rz o7 =0 —2x=0=x=0

Teniendo en cuenta los periodos de crecimiento v decrecimiento, la funcion tiene
un maximo relativo para x = 0.

1 . . . L
fl0) = m _g?Maxtmrei&twa.?{ﬂ.—;].

11|n flx)= lim

gt xE-0
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b)
Con los datos obtemdos en el apartado anterior puede hacerse una representacion
aproximada de la funcion que es la que aparece en la figura siguiente.

-
|
|
|
|
|

c)
-4 . 8
fl:xj_r—!a+r+3'
A B _ AX+34+8x-35 _ (A+Bpx+(34-38) . A+B =0
oz Txe3 (x-T}(x+T)  (x-T)(xX+3) '3;1_33:1}
3A+3E =10 _ 11 — _ 1
:EA_EBZI}:EA—lﬂA—E. S+B=0=B=—-
_1 1 N . 1
;5 =_5 1 _& = _ =, -
Laﬁlﬂﬂiﬂﬂfﬂsultﬂf{xj—x_g+x+g . {.r—z x+'3:]'
d)

Teniendo en cuenta los apartados anteriores, por ejemplo, que en el intervalo
{—2,2) todas las ordenadas de la funcién son negativas v también que la funcidn es
simetrica con respecto al eje de ordenadas por ser f(—x) = f(x), el area pedida ez la
siguiente:

S=2- [ f)dx=2 ;-3 (H-on) dx =5y (5 —) dx =

= Z[Llx - 3| - Llx +3[13 = S{[LI0 - 3] - L]0+ 3[] - [L|2 - 3] - L|2 + 3|1} =

:El.[Lg_Lg_L1+L5j=15=%-L5u3Eﬂ,.ﬁ‘iu:.
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Modelo 3. OPCION A. Problema 3:

. _(15x + 12y — 14z = —-17 _[9x+5}r—22=5 _
’ﬂnmaammmr:[ax—y—ﬂz=23 V5= l24x -2y —13z=67

o) Caleula vn vector de posicion v va vector director de cada una de las rectas.
b) Caleula la ecuacion vectorial de cada una de las rectas.

¢) Calcula el rango de la matriz formada por los dos vectores directores de las rectas v
el vector diferencia, o vector resta, de los dos vectores de posicion obtenidos.

d) Del rango obtenido en el apartado anterior, deduce la posicion relativa de las rectas.
Solucion:
a)

Un vector director de vna recta dada por dos ecuaciones implicitas es cualguiera
que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores normales de los
planos que la determinan:

i j  k

15 12 -14
8 -1 -5

oy
By =

= —60i — 112j — 5k — 96k — 14i + 75j =

= —74i—37j—101k=-37-(Zi+j+3k) > % = (2,1, 3).
Un punto de # lo obtenemos fijando wn valor a una de las variables, por ejemplo:

g =

1= 1ox + 12y =17 + 14] 15x + 12y = —3} 15x +12y = —3} _
' 8x—y=2345 8x —y =28) 96x — 12y = 276)

= 111x =273; 37x=081=x=13. 8:3—y=28; yv=24-28=—-4=

= P(3,—4.1).
i ] k
v;=|9 5 —2|=-—63i—48j—18k — 120k —4i +117j =
24 -2 -13

= —60i+69j — 138k = —69- (i —j+ 2k) = 7, = (1,—1,2).

Un punto de 5 lo obtenemos fijando vn valor a una de las variables, por ejemplo:

_1=9x+5y—23=5 } Ox +5v =7 ] 9x+5}f=?}=
== 24x — 2y —13z = 67) 24x -2y =80} 12x —y =40
Qx+5v=7

:?ﬁﬂx—ﬁ}rzggu}:'ﬁgxzzﬂ?: x=3 27+5y=7; 5y=-20; y=—4=
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

= Q(1.—-43).

b)
La ecuacion vectorial de unarectaes r = (x, v, 2) = (xp, Vo, Zp) + 4+ 1.

r=lxyvz)=03.-41)+1-(2.1.3).

s=({xvz)=(1-43)+u-(1,-1.2).

c)
w=p -7 =(213)-(1-12)=(12.1).
2 1 3
Rang {v,. v, wl=>|1 -1 2|=-2+64+24+3-8-1=0-0=0=
1 2 1
= Rang (v, vs. W} = 2.
d)

Por zer Rang {v_,,'.ﬁ, w) = 2 las rectas » ¥ 5 estin contenidas en un mismo
planc, lo que significa que se cortan o son paralelas. Como quiera que los vectores
¥, ¥ 7. son linealmente independientes, por no ser proporcionales sus componentes,

por lo cual:
Las rectas r y 5 se cortan en un punto.
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Modelo 3. OPCION A. Problema 4:

47) Se tienen fres urnas, la primera con dos bolas blancas; la segunda con vna bola
blanca v otra negra; la tercera con 2 bolas negras. Hacemos el experimento aleatorio:
“ze elige una vrna al azar v se extrae una bola™; se supone que las tres urnas tienen la
mizma probabilidad de ser elegidas.

a) Calcule 1a probabilidad del suceso “extraer bola negra™.

B) 51 la bola extraida resulta que es negra, ;cual es la probabilidad de que la urma
elegida hava sido la tercera”

Solucion:

P = P(U3/N) = pluznvy _ PWEAWN/UZ) _ 3 _ 2 _ geeeT

PN} PN} %
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Modelo 3. OPCION B. Problema 1:

2 3 =x 1 2
1%y Dadas laz matrices 4 = (4- 6 2 ) yB = (l} 1)_
& 9 12 1 0

a) Caleula 4 - B v (A - B)®, donde la “t” indica la matriz traspuesta.
b)) ;Es posible calcular B27 8i lo es, calcnlala.

¢) Para los diferentes valores de x, calcula el rango de la matniz A

Solucion:
a)
2 3 x 1 2 24+ x 7
ABE=|4 6 8 |-|0 1]=| 12 14 |.
g 9 12 1 0 18 21
gyt _ (2+x 12 18
@B =("7" 14 31
b)

Para que €l producto de matrices sea posible es necesario que el nimerc de co-
lumnas de la matriz multiplicando sea 1gual al nomero de filas de la matriz multiplica-
dor siendo las dimensiones de la matriz producto el nimero de filas de la primera v el
numero de columnas de la segunda: Xop 5y " Nepmy = Prom-

Siendo las dimensiones de las matrices a multiplicar By oy * Bg 1, 00 es posible.
De otra forma: para que una matriz pueda multiplicarse por 51 misma es necesa-

rio que sea coadrada.
No es posible obtener B.

c)

Se calcula el rango de la matniz A por el método de Gawss:

2 3 =x 2 3 x 1
E, — F, — 2F. y = 2
(4 6 E):{:_’F‘_EFL};‘-(U 0 a—zx):*{F iFE}:*
6 0 12 27730 g o 12-3x g

_ JE'-II g 4f;.: :}(2 3 . )= Parax =4 — RangAd=1
0 0 4 0 0 4-—x Parax #4 = RangA =2
—x
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Modelo 3. OPCION B. Problema 2:

2%y En vn acuvario, el estudio de la evolucion de la poblacion de peces se ha modelado
segin la funcién t — P(t), siendo P(t) = 4t + 1 — 4/t, con la variable ¢, que es un
nimero real mayoer o igual que cero, muestra el nimero de afios transcurridos desde el
primero de enero del afio 2 000 y P(t) indica el numero de individuos, en miles, en el
instante de tiempo £. Segun el modelo, calcula:

a) La poblacion que habia el primerc de enero del afio 2.000 v la poblacion que habra
al final del afio 2.020.

b) La media de la poblacion {en nimero de individuos) a largo plazo.
¢) El afic que se llega a la peblacion minima v cuantos individuos habra.

d) Haz un esbozo de la grafica de 1a evolucion poblacional £ — P(¢).

Solucion:
a)
Afic 2000 =2t=0—=P(0)=40+1-40=1-0=1
Afio 2020 =2t =20 - P(20) =420+ 1 —+20 =421 -420 =
= 4,5826 — 4,4721 = 0,1105.
Al principio de 2.000 habia 1.000 personas y al final de 2.020 habra 110.
b)
N = lim P(¢) = lim (Vi+1—+t) = w0 — o0 = Indeterminado =
] — =
T+ I—TI - WEEI— .5'2— -1 : -
= lim OO ) GV OE) g B4 L o
E—tea S T+14-T T=ea S THLI+E o T+ 14AT ftzz T+ 14T
= - ===}
-] =
Con el paso del tiempo tienden a desaparecer los peces del acuario.
c)
Para que una funcion tenga un minimo relativo es condicion necesaria que se
anule su primera derivada:
' —_ 1 1 1 At=iel r — 1 ATt=t+l —n
P[t)_zﬂ—_i WE 2 Wtler PO)=0=3 "= -0

VE—At+1=0: yt=4t+1l=2>t=t+1=teR.

La funcion f(x) no tiene maximos ni minimos relativos.
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La EKPI‘EECi&ﬂ.'&;‘G —4't+ 1= 0,¥t = 0, por lo cual la funcion es monotona de-
creciente en su dominio, que es [0, 400).

d)
De los apartados anteriores se deduce la grafica de 1a funcion, que es, aproxima-
damente_ la que indica la figura siguiente.

Peces (mile)

P(t)

¥

g
il
F g 12 16 0 74 23

Tiempo en afios

Autor: Antonio Menguiano Corbacho
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Modelo 3. OPCION B. Problema 3:

3*) Dados los planos my = 3x —ay+ 2z —(a—-1)=0; m; =2x—5v+3z=1vy
my=x4+3y—(a—-1)z=0:

a) Demuestra que, para cualquier valor del parametro a, no existen planos paralelos.

k) Estudia su posicion relativa, segon los diferentes valores del parametro a.

Solucion:

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de BALEARES

a) b)

Los tres planos determinan las siguientes matrices de coeficientes y ampliada:

3 —a 2 3 —a 2 a—1
M= (2 -5 3 )}rM’z (2 -5 3 1 )
1 3 1-a 1 3 1-a ]

Segon que los rangos de estas matrices, la posicion relativa de los plancs son las
siguientes:

1°. - Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

2°. - Rang M = 2; Rang M' = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
3°. — Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
4° — Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

5°. —- Rang M = Rang M' =1 = Los planos son coincidentes.

3 —ao 2
Rang M = |2 =5 3 |=-151—-a)+12-3a+10-2V+2a(l—a) =
1 3 1-a

=—-15+15a—-5—-3a+2a—-2a*=-2a*+14a—-20=0: a* —7Fa+ 10 = 0;

:?ix-ig—d-D:?iﬂn,'E:Tijai:2‘%:5.
a ¥ 2 _ . _
Pmr‘r.x{ is}ﬁﬂaﬂg M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.
a
i -2 2 1
Paraa=2=>M'=|2 -3 3 1|=>RangM ={(.C(,.C 1>
1 3 10
3 -2 1
=12 -5 1|=6-24+5-9=0=RangM =2
1 3 0
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Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.

3 -5 2 4
ParuaZS:*M':(E -5 3 1):RaﬂgM’:r{El,Cg.C4}:t
1 3 -4 0
3 -5 4
=12 -5 1|=24-54+20—-9=30=%0=Rang M’ =13.
1 3 0

Paraa =35 = Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Planos secantes dos a dos.

Gueda demostrodoe que Ya € r no existen planos paralelos.
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Modelo 3. OPCION B. Problema 4:

47) El peso de un grupo de personas sigue una distribucion normal de media 34 3 kg vy
desviacion tipica de 6.3 ke

a) ;Cual es el porcentaje de personas con un peso superior a 37 kg?
b) ;Que porcentaje de personas pesan entre 50 v 57 kg?

£) 51 se ezcoge al azar una persona de ese grupo que esta dentro del 70 % de las perso-
nas de menor peso, como maximo, ;cuantos kg puede pesar?

Solucion:

Datos: u=54.3; o = 6.5.

¥ = N(u ) = N(54.3: 65). Tipificando la variable: Z = =
a)

P=P(X =57 =P(E:=—%) P(E:-- ) P(Z =0415) =
=1-P(Z=<0415) =120 2220 = 10,6610 = 0,3390.
h)

P=P(50 =X =57)=P [5”554* ::zc:ﬂ}zp(-“ggﬂ_:i]z

3 £,3 6,3 6,3
=P(—-0662 =2 =04153)=P(Z =0415)—[1-P(Z = 0,662)] =
=P(Z=0413)-1+P(Z =0.662)=06610—-14+0,7456 = 14066 —1 =

= 0.4066.

¢l

X=-34,2
.5

P(X-a)=07=P(z==2=)=07.
Buscando en la tabla N{0,1) a la inversa, a 0.7000 le corresponde de forma
aproximada 0,.323:

a—-54,3
&5

=0523; a—5432340=0=340+543 =57.70.

Puede pesar, como maximo, 37,70 kilogramos.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
JUNIO

CURSO: 2019-2020
MATERIA: MATEMATICAS I

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Instrucciones:

- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B.

- En caso de presentar mas de cuatro preguntas, sélo se corregiran las cuatro primeras.

- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se
califica todo el proceso.

- Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

TIEMPO: 90 minutos. ’
OPCION A

Problema A.1: Inx

1. Consideremos la funcién J () :x_z , donde In denota el logaritmo neperiano. Resuelva
justificadamente los siguientes apartados:

a. Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los posibles extremos

relativos de la funcion f(x). e 1.25 ptos
b. Calcule el valor de la integral: J.f(x)dx 1.25 ptos
Problema A.2: !
2. Dada la matriz k0 1

A=|0 k-1 k-1

k, 1 k=3 . . .

a. Halle los valores del parametro k para’/los que la matriz A tiene inversa. 1 pto
b. Tomando el valor k = -1 en la matriz A, calcule la matriz X que verifica que: A-X = 2413, siendo I3 la
matriz identidad de orden 3. 1.5 ptos
Problema A.3:
3. Dadas las rectas siguientes - x+y-z=4 g x=2
a. Estudie la posicion relativaderys. x+2y=7 T y+5=0 1.5 ptos
b. Halle la ecuacién del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto A (11,-2.5). 1 pto

Problema A.4:

4. El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras de
chorro de tinta viene dado, aproximadamente, por una distribucién normal con un promedio de 1500
horas y una desviacién tipica de 200 horas.

a. ¢Qué porcentaje de esas impresoras fallaran antes de 1000 horas de funcionamiento? 1.5 ptos
b. ¢ Qué porcentaje de esas impresoras tendran la primera averia entre las 1000 y 2000 horas de uso?
1.5 ptos
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL CONVOCATORIA:
CURSO: 2019-2020 ORDINARIA DE
o MATERIA: MATEMATICAS II JUNIO

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones:
- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B.
- En caso de presentar mas de cuatro preguntas, s6lo se corregiran las cuatro primeras.
- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se
califica todo el proceso.
- Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

TIEMPO: 90 minutos. _
OPCION B
Problema B.1:
1. Sean las funciones f(x) = 2x* + ax’> +b y g(x) =—2x3 +c.
a. Calcule los valores a, b y ¢ de manera que las graficas de f(x) y g(x) cumplan las dos condiciones
siguientes:
- Se corten en el punto P(1,1). 1.5 ptos
- En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.
Dar las expresiones de las funciones resultantes. (x)

b. Suponiendo a = b = 1 en f(x), halle las asintotas de la funcion: A(x) = 3—1 1 pto
X =

Problema B.2:

2. Una pequefia bomboneria tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60 litros de leche, con los que
elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas de chocolate y paquetes de chocolate en
polvo. Del resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes.

Se sabe que las cajas de bombones requieren 2 kg de chocolate y 6 litros de leche, las tabletas de
chocolate requieren 4 kg de chocolate y 4 litros de leche, y cada paquete de chocolate en polvo
requiere 1 kg de chocolate y 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se
consume todo el chocolate y toda la leche almacenados. {Cuantas unidades deben fabricarse de cada

tipo de producto?

Problema B.3: J2x-y=5

3. Consideremos la recta | - 3x—4z=—1 .velplano my =x—y+3z=12

a. Calcule la ecuacidn del plano m; que contiene a la recta r y es perpendicular al planom;.  1.25 ptos
b. Sabiendo que la recta r corta el plano s, averigiie el punto de interseccién. 1.25 ptos
Problema B.4:

4. Se sabe que el 8 % de los analisis de comprobacién del niquel en una aleaciéon de acero son
erréneos. Se realizan 10 analisis.
a. Se afirma que la probabilidad de que 3 o mas analisis sean erréneos es menor que el 3 %. Justifique

si es cierto. 1.25 ptos
b. Se afirma que la probabilidad de obtener exactamente 3 andlisis erréneos es menor que el 3 %.
Justifique si es cierto. 0.75 ptos

c. Si se realizan 100 analisis, justifique si el nUmero esperado de analisis correctos es igual a 8. 0.5 ptos
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RESPUESTAS OPCION A
Problema A.1: f(x)= ln_x
Consideremos la funcion x>, donde In denota el logaritmo neperiano. Resuelva

justificadamente los siguientes apartados:
a. Presente el dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los posibles extremos
relativos de la funcion f(x). e
b. Calcule el valor de la integral: J. f(x)dx
1

Soluciones:

Dominio: la funcién logaritmica existe cuando el argumento del logaritmo es positivo, por lo tanto debe
ser x > 0. Ademas, el denominador de la funcidn racional debe ser distinto de cero. En este caso x? # 0.
Se concluye que Domf = (0, + o).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: se halla la derivada de f:

1 >
\ ;~x —(lnx)-2x x—2x-Inx x-(1—21nx) 1-2Inx
(x2)2 X X X
Igualando a cero la derivada:
— 1
f'(x):o:ﬂﬂ:1—21nx=o:>1:21nx:>1nx:%:>x:e5

X
1

Se estudia el signo de la derivada en los intervalos determinados por el valor obtenido:

Intervalos (0, e*?) (€12, + o)
Signode f’ + -
Crecimiento/decrecim Creciente Decreciente
iento
. v .
Extremos relativos: El punto | e ,2— €s un maximo.
e
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Otra forma: mediante la derivada sequnda se puede determinar si el punto es un mdximo o un minimo.

1 3 2
) —2-;~x —(1—21nx)-3x _2x2—(1—21nx)-3x2 xz(—2—3+6lnx) 6lnx -5
) = B i ; - T
X

X X X

hy_s 3o
f..(e%):6ln(ey)4 5=325:——2<o
(e”2) ¢ ¢

Como la derivada segunda en este punto es negativa, se trata de un maximo.

Domf = (0, + ). Creciente en (0, €*/?) y decreciente en (e/2, + o).

El punto (%2, 1/(2€)) es un maximo.

b) .e[ £(x)dx

Calculamos la integral indefinida médiante la integracion por partes:

u=Inx;du :ldx
Ju-dv:u-v—J.vdu siendo X

J'lnx lnx. (—lj—j(—l)-ldx:—lnerJ 12dx:_1nx_l+c
X X X X X X X

Por la regla de Barrow If(x)dx = F(b)— F(a) siendo F(x) una funcion primitiva de f(x).

La integral definida es: ¢

e

Inx Inx 1 lne 1 Inl 1 1 1 e—2
J—dx— e I (L P
X X e e 1 1 e e e
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Problema A.2:
2. Dada la matriz k 0 1
A=|0 k-1 k-1

a. Halle los valores del écrémeltro kkpgr3 los que la matriz 4 tiene inversa.

b. Tomando el valor k£ = -1 en la matriz A4, calcule la matriz X que verifica que: A-X = 2413, siendo 5 la
matriz identidad de orden 3.

Soluciones:

a) La matriz 4 tiene inversa si su determinante es distinto de cero.

k0 1
|A| = o k11 ]lg é ke(k =1)k =3)—k(k —1)— k(k 1) = k(k =1k =3-1-1]= k(k -1}k - 5)
La matriz 4 tiene inversasik#0,kz1yk #5.
o -1 0 1
b)Sik=-1 A—[O ) _zj
-1 1 -4

A-X=241,=>X=4"-(24-1;)=24-47" -1, =24-47"

Se calcula la matriz inversa de A4, si existe:

Al =k(k-1)k-5)=-1-(-1-1)-(-1-5)=-12

0 I 1 o
A21=_‘1 —4‘=—(0—1):1 ; A22=‘_1 _4‘:4—(—1):5 ; A23:_‘_1 1‘:_(_1_0):1

A31:‘_02 _12‘20—(—2):2;1432:—‘—01 _12‘:—(2—0):—2;A33:‘_1 _0‘:2—0:2

10 2 -2 10 1 2
Adj(4) = % 5 5 (Adj() =| 2 5 -2

- -2 1 2
1 (10 1 2 10 1 2
X=24-47"= (Adj(4)) =24 —| 2 5 -2|==2-{2 5 -2
H Yolh 21 2
-20 -2 -4
X=|-4 -10 4
{4 —2 4}
20 -2 -4
X=| -4 -10 4
4 -2 —4
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Problema A.3:
3. Dadas las rectas siguientes . X = 2
a. Estudie la posicion relativade rys.  |x+2y=7 y+5=0

b. Halle la ecuacién del plano perpendicular a la recta r, y que contiene el punto 4 (11,-2.5).
Soluciones:

x+y—-z=4
: s

a) Seresuelve el sistema:

x+y—-z=4
11 -1 1 1 -1 4

x+2y=7 | |1 2 0 Sl 2 007

x=2 |1 0 0 1 0 0 2
01 0 01 0 -5

y=-5

11 -1

1 2 0|=2#0= Rang(4)=3

1 0 0

N L S R RS I I

Al=l] 0 o |72 0 7]-21 2 0]=-7-10-2-(-)=-15#0=
1 0 =5 01 0

01 0 -5

— Rang(4’) =4
Rang(A) =3 # Rang(A4") = 4

El sistema es incompatible, por lo tanto las rectas r y s se cruzan.

Otra forma: -

X =
Punto de la recta r: y:O:{x—Z=4:>7—Z=4:>Z=3 P(703)
Vector director de la recta r: - - >

SO A A . .

u=[ 1 -1=2i—j+k u=(2,-11)

1 2 0
Puntodelarectas: X=2;y=-5z=0 0(2,-50)
A
Vector director de larectas: v=|1 0 O|=k V= (0,0,1)
01 0

PO =(-5-5,-3)
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2 -1 1 ..

0 0 1|=5+10=15+0= losvectores u,vy PQ son linealmente independientes.
-5 -5 -3
Las rectas se cruzan.

b) Como el plano debe ser perpendicular a la recta r, el vector director de r es el vector normal al plano
Tt que hay que hallar.

;:(2,—1,1); r=2x—y+z+D=0

Como el plano contiene el punto A (11,-2.5):

2x—y+z+D=0=2-11-(-2)+5+D=0=D=-29

El plano perpendicular a la recta r que contiene el punto 4 (11,-2.5)es 7=2x—y+2z-29=0

2x-y+z=29
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Problema A.4:

El tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras de
chorro de tinta viene dado, aproximadamente, por una distribucion normal con un promedio de 1500
horas y una desviacion tipica de 200 horas.

a. (Qué porcentaje de esas impresoras fallardn antes de 1 000 horas de funcionamiento?

b. (Qué porcentaje de esas impresoras tendrdn la primera averia entre las 1 000 y 2 000 horas de uso?
Soluciones:

a) X="“Tiempo que transcurre hasta la primera averia de una unidad de cierta marca de impresoras
de chorro de tinta”

X~ N(1500, 200)

1000-1500
<—

P(X <1000)= P(Z
200

j =P(Z<-25)=P(Z >-2.5)=1-P(2 <2.5)=

=1-0.9938 =0.0062

Antes de 1 000 horas de funcionamiento fallarédn el 0.62 % de las impresoras.

b. ¢Qué porcentaje de esas impresoras tendran la primera averia entre las 1 000 y 2 000 horas de uso?

1000 —1500 2000 —1500
—_— << —
200 200

= P(Z <2.5)- P(Z < -2.5)=0.9938 - 0.0062 = 0.9876

P(IOOO<X<ZOOO):P[ j:P(—2.5<Z <2.5)=

EI 98.76 % de las impresoras tendradn su primera averia cuando hayan transcurrido entre 1 000 y 2 000
horas.
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RESPUESTAS OPCION B

Problema B.1:
Sean las funciones f(x) = 2x* +ax’ +b y g(x) =—2x3 +c.
a. Calcule los valores a, b y ¢ de manera que las grdficas de f(x) y g(x) cumplan las dos condiciones
siguientes:
- Se corten en el punto P(1, 1).
- En dicho punto coincida la pendiente de las rectas tangentes.
Dar las expresiones de las funciones resultantes. f(x)
b. Suponiendo a = b = 1 en f(x), halle las asintotas de la funcion: p(x) = =
Soluciones: x> =1

a) Silas gréficas se cortan en P(1, 1), entonces f{1) =1y g(1) = 1:
fO=1=2-1"+a-’+b=1=a+b=-1
g)=1=> 2P +c=1=c=3
En P(1, 1) coinciden las pendientes de las rectas tangentes, es decir, /(1) = g’(1)
flx)=8x"+2ax ; g'(x)=—-6x"
f=g)=81+2a-1=-6-1"=>8+2a=-6=2a=-14=a=-7

a+b=-1

a=-7

}:—7+b=—1:>b=6

Las funciones son: f(x)=2x*—7x*+6 y g(x)=-2x> +3

a=-7,b=6;c=3.

2xt +x% +1
b) Sia=b=1: h(x):3—1
x R

Asintotas verticales:

Se iguala a cero el denominador: x> _1=(0—= x =1 Calculamos los limites laterales

Co2xtext+1 4 o2t xt+1 4
hm—:—:—oo l1m—:—:+oo
x—1" x3 -1 0 x—>1* )C3 -1 0"

Asintota vertical: x=1
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Asintotas horizontales:

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, los limites cuando x tiende a oo

son oo,
oo 2xtex? Co2xtex?
lim ——  =—w© Iim ———  —+©
X—>—00 x3 -1 X—>+00 x3 -1
No hay asintotas horizontales.
Asintotas oblicuas:
y=mx+n
2xt +x? 41
. hix ) 3_ o 2xt x4l
m:hmﬂzhm x” -1 =lim———=2
x—wo X X—>0 X X—>0 x4 -
. ol 2xt x4l oot et e oxt v ox X2 4 2x+1
n = lim [A(x)—mx|= lim| Z=————-2x | = lim =lim ———=0
X—>00 X—>00 x3 -1 X—>00 X3 —1 X—>0 X3 -1

La asintota oblicua es y = 2x.

Asintota vertical: X = 1; La asintota oblicua es y = 2x.
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Problema B.2:

Una pequefia bomboneria tiene en su almacén 24 kg de chocolate y 60 litros de leche, con los que
elabora tres productos distintos: cajas de bombones, tabletas de chocolate y paquetes de chocolate en
polvo. Del resto de los ingredientes se tienen reservas suficientes.

Se sabe que las cajas de bombones requieren 2 kg de chocolate y 6 litros de leche, las tabletas de
chocolate requieren 4 kg de chocolate y 4 litros de leche, y cada paquete de chocolate en polvo requiere
1 kg de chocolate y 4 litros de leche. Se quiere fabricar un total de 12 unidades y con ello se consume
todo el chocolate y toda la leche almacenados. ¢Cudntas unidades deben fabricarse de cada tipo de
producto?

Soluciones:

x = numero de cajas de bombones (2 kg de chocolate y 6 litros de leche para cada una)
y =numero de tabletas de chocolate (4 kg de chocolate y 4 litros de leche para cada una)

z = numero de paquetes de chocolate (1 kg de chocolate y 4 litros de leche para cada una)

Se fabricardn 12 unidades x+y+z=12

24 Kg de chocolate en total  2x+4y+z =24

60 litros de leche  6x+4y+4z=60=3x+2y+2z=30

Se resuelve el sistema por el método de Gauss:

x+y+z=12 F R oF
OO B AN = N AL A R
x+2y+2:=30) O 2 230 0 -1 -1 -6

11 1 1 xX+y+z=12 1

0o 2 -1 0 2y—-z=0 =>z=——-=4

00 -3 -12) 5 _ -3

4
2y—z:0:>2y—4:0:>y25=2
X+y+z=12=>x+24+4=12=>x=12-6=6

Deben fabricarse 6 cajas de bombones, 2 tabletas de chocolate y 4 paquetes de chocolate en polvo.
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Otra forma: utilizando el método de Cramer

xX+y+z=12 11 1 11 1
2x+4y+z=24 + A=|2 4 1 |A|=2 4 1|=8+4+3-12-2-4=-3
3x+2y+2z=30 322 322
12 1 1
24 4 1
e 30 2 2] 96+48+30-120-24-48 _—18_6
|A| -3 -3
1 12 1
2 24 1
330 2 _48+60+36—72—30—48_—6_2
YTTA -3 -3
1 1 12
2 4 24
L 32 30 _120+48+72-144-48-60 12 _,

A -3 -3
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Consideremos la recta 3x—4z =—] »velplano T =x—-y+3z=12
a. Calcule la ecuacion del plano m; que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .
b. Sabiendo que la recta r corta el plano rt;, averiglie el punto de interseccion.

Problema B.3: {Zx -y=35

Soluciones:
a) Punto de larectar: x=0 2x—y=> — 2:0-y=> :>yz—5;z:l
3x—4z=-1 3.0-4z=-1 4
p(o,_s,lj
4
I S
Vector director de larectar; U = % _01 04 =4i+8+3k u= (4,8,3)

Como r estd contenida en el plano 1, el punto P estd en dicho plano y uno de sus vectores directores es
el vector director de la recta 7.

Vector normal amu: 1y = (1,_1,3)
Como el plano m; es perpendicular a i, este vector es uno de los vectores directores del plano ..

La ecuacién general del plano m; es:

1
x—0 +5 z——
4 4

4 8 3 |=0=x-
1 -1 3

® g“(y”)"? 3

1)]4 8|_
+(Z_Z)wl _J—O:>

= 27x-9y—-45-12z4+3=0=27x-9y-12z-42=0=> 7, =9x-3y—-4z-14=0
9x—-3y—-4z7=14

b) Se resuelve el sistema

x—y+3z=12 3 F SR oF B
2x—y=5 {% _% 8 152] F§—>F32—3F11 >((1) 11 —36 _1129] F;—~>F;-3F, N
3x—4z=-1 30 -4 -1 0 3 -13 -37

1 -1 3 12 x—y+3z=12 50

0O 1 -6 -19 y—6z=-19 :>Z=?:4

0O 0 5 20 5,20

y—6z=-19=y-24=-19=y=5
X—y+3z=12=>x-5+12=12=>x=5
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El punto de interseccion es (5, 5, 4)

Otra forma: se expresa la recta  en forma paramétrica y se sustituye en el plano .

| x=4A
P(O,—S,ZJ u=(4383) riqy=-5+84
z= 1 +31
4

T zx—y+3z=12:>4/1—(—5+8/1)+3-(%+3/1j=12:>4l+5—8/1+%+9/1=12

5/1:7—2:>5/1:£:>/1:£
4 4 4

Sustituyendo el valor obtenido en la recta » se obtiene el punto (5, 5, 4):

1
=5 y=—518.2=5 z=—+3%=4

x=4-£
4 4 4
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Problema B.4:

Se sabe que el 8 % de los andlisis de comprobacion del niquel en una aleacion de acero son erréneos. Se
realizan 10 andlisis.

a. Se afirma que la probabilidad de que 3 o0 mds andlisis sean erroneos es menor que el 3 %. Justifique si
es cierto.

b. Se afirma que la probabilidad de obtener exactamente 3 andlisis erroneos es menor que el 3 %.
Justifique si es cierto

c. Si se realizan 100 andlisis, justifique si el numero esperado de andlisis correctos es igual a 8.

Soluciones:

a) Los andlisis de comprobacidn de niquel son independientes

X =“ndmero de analisis erréneos”

la variable X sigue una distribucién binomial. X~ B(10, 0.08)
n=10 (nimero de analisis realizados)

Exito: el andlisis es erréneo p = 0.08 (probabilidad de que un andlisis se erréneo) ¢ =1—p=0.92

P(X =k)= (l"’j) g = (1,?) .0.08* -0.92"*

P(X >3)=1-[P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X =2)]=

1—[(1(?)-0.080 .0.920 4 (110)-0.081 .0.92° +(120j .0.08> -0.928} -

| | |
—1- 1—0‘-0.9210 Jr&-o.og-ogz9 +£-0.082 .0.92% | =0.0401
0-10! 119! 21.8!

La afirmacién no es cierta, la probabilidad de que 3 o mds analisis sean erréneos es superior al 3 %, es
4.01 %

b)

|
P(x =3)= (130) g’ = %-0.083 10,927 =0.0343

La afirmacidén no es cierta, la probabilidad de que exactamente 3 andlisis sean erréneos es superior al
3 %, concretamente 3. 43 %.

c) ¢ =probabilidad de que el andlisis sea correcto.

n-q=100-0.92=92

Es falso, el nUmero esperado de analisis correctos es 92.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA DE
CURSO: 2019-2020 SEPTIEMBRE

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION
Instrucciones:
- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B.
- En caso de presentar mas de cuatro preguntas, sélo se corregiran las cuatro primeras.
- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se
califica todo el proceso.
- Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION A
Problema A.1:
1. Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:

7

a. Calcule: Ixcosxdx 1.25 ptos
0 x? +5x7
b. Halle las asintotas de la funcion:  f(x) = — 1.25 ptos
x° -1

Probl A.2:

rovema . 1 2 1 2 2 0 ~1 0
2.Dadaslasmatrices: A _1 | 2 9| B=|1 3 9 C=|-3 -1

10 -3 5 10 -3 4 6 0
Se plantea la siguiente ecuacidon matricial: X-A—C' = X:B
a. Justifique razonadamente cual es la dimensidn de la matriz X. 0.5 ptos
b. Halle la matriz X que cumple la ecuacion. 2 ptos
x==-21

Problema A.3:
3.Dadalarecta ¥:¢y=2+A ,ydadoelplano 7, =x—-3y+5z=2

z=2+4+A
a. ¢Cual es la posicidn relativa de la recta ry el plano t? 1.25 ptos
b. Calcular el plano i’ que contiene a la recta r y es perpendicular al plano m. 1.25 ptos

Problema A.4:

4. Si una bombilla fluorescente presenta un 90 % de posibilidades de tener una vida util de al menos
800 horas, seleccionando 20 bombillas fluorescentes de este tipo, justificar si las siguientes
afirmaciones son ciertas:

a. Al seleccionar exactamente 18 bombillas fluorescentes, mas del 30 % tienen una vida util de al

menos 800 horas. 1 pto
b. La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o menos NO tengan una duracién de al menos
800 horas es menor que 0,7. 1 pto
c. El valor esperado de bombillas con una vida util de al menos 800 horas si se toma una muestra de
100 bombillas fluorescentes es igual a 10. 0.5 ptos
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA CONVOCATORIA:
UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA DE
CURSO: 2019-2020 SEPTIEMBRE

MATERIA: MATEMATICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Instrucciones:

- Configure su examen con cuatro preguntas seleccionadas libremente de los grupos A o B.

- En caso de presentar mas de cuatro preguntas, sélo se corregiran las cuatro primeras.

- En el desarrollo de cada pregunta, detalle y explique los procedimientos empleados para solucionarla. Se
califica todo el proceso.

- Se puede utilizar cualquier calculadora cientifica no programable ni con conexién a Internet.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCION B
Problema B.1:
1. Halle los valores de a y b para que la recta de ecuacion y = 6x + a sea tangente a la curva _bx-1
en el punto de abscisa x = 0. Jx) = bx+1
Escriba las funciones que se obtienen. 2.5 ptos
Iz’n;blen:a B.2: ; Jor+2y+62=0
. Sea el siguiente sistema de ecuaciones:

& 2x+ky+4z=2
a. Discuta el sistema segun los valores del paeémbtrb &z = k —2 1.75 ptos
b. Resuelva el sistema para k= 0. 0.75 ptos
Problema B.3: x+y=5

3. Consideremos el punto A(1,2,1),ylarecta 7:

a. Encuentre la ecuacién del plano 1t que contiene )f)d'rﬁo:Alétes perpendicular alarectar. 1.5 ptos
b. Consideremos P (1,4,2), un punto de la recta r. Y sea s la recta determinada por los puntos Ay P.
Calcule el angulo que forman las rectas ry s. 1 pto

Problema B.4:
4. Mi despertador no funciona muy bien, pues el 20 % de las veces no suena. Cuando suena, llego tarde
a clase el 20 % de las veces; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde es 0,9.

a. Represente el diagrama de arbol del problema. 0.5 ptos
b. Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor que
el 20 %. 0.75 ptos
c. Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0,5. 0.75 ptos

d. Si un dia llego tarde a clase, écudl es la probabilidad de que haya sonado el despertador? 0.5 ptos
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RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:
Responda razonadamente a las siguientes cuestiones:

7

a. Calcule: j X cos xdx
x> +5x2

0
b. Halle las asintotas de la funcion: f(x) = >
x° -1

Soluciones:

a) Calculamos la integral indefinida mediante la integracién por partes:
) u=x,du=dx
Iu-dv:u-v—_.-vdu siendo

dv = cos xdx;v = senx

Ix coS xdx = xsenx — Isenxdx = xsenx+cosx+C

b
Por la regla de Barrow If(X)dx — F(b)— F(a) siendo F(x) una funcién primitiva de f{x).
La integral definida es: ¢
7
1 T T
I X Cos xdx = [xsenx +cos x]O = Esen > +cos el (O -sen0 + cos O) =

0

:£.1+0_1:”__2
2 2

b) Asintotas verticales:

Se iguala a cero el denominador: xZ —1=0= x = +1 Calculamos los limites laterales

X +5x% 6 . xX>+5x2 6
hmz—:—_:—oo hmz—:—:+oo
=l x7 =1 0 DS S e | 0"

X +5x% 4 X +5x% 4
lim > =— =+ lim 5 =—=-o
== x7 -1 0" x—>-1" x“ -1 0

Asintotas verticales: x =1, x=—1

Asintotas horizontales:

Como el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, los limites cuando x
tiende a oo son too,
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) x> +5x? . x> +5x?
Iim ———=-w lim ———— =+
X—>—00 X2 -1 X—>+00 x2 -1

No hay asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas:

y=mx+n
x> +5x?
S 3 2
) X ) _ . X +5x
m= hmﬂ= hmx—lz lim ———=1
X—>00 X X—>0 X X—>0 x3_x
) X +5x? xS - +x . 5x%4x
n=lim[f(x)-mx]= lim| =—————x | = lim = lim =35
X—>00 X—>00 2 -1 X—>0 2 —1 X—>© 2 -1
X X X

Asintotas verticales: x = I; x = — [. La asintota oblicuaesy = x + 5.

Autora: Lidia Esther Fumero Acosta
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Problema A.2:

. I 2 1 2 20 -1 0
Dadas las matrices: A=|1 2 9 B=I|1 3 9 C=|-3 -1
10 -3 5 10 -3 4 6 0
Se plantea la siguiente ecuacion matricial: X-A—C' = X-B

a. Justifique razonadamente cudl es la dimension de la matriz X.
b. Halle la matriz X que cumple la ecuacion.
Soluciones:

a) Las operaciones indicadas en la ecuacidn deben ser posibles. Como la dimensiéon de la matriz C
es 3x2 (3 filas y 2 columnas), su traspuesta serd 2x3. El producto X4 debe tener también

dimension 2x3 (2 filas y 3 columnas). Por lo tanto, X debe tener 2 filas.

La dimensidn de la matriz A es 3x3 (3 filas y 3 columnas). Para poder multiplicar X por 4 el nimero de
columnas de X tiene que ser igual al nimero de filas de A. De aqui se deduce que el nimero de
columnas de X debe ser 3.

La dimensidn de X es, entonces, 2x3.

b) X-A-X-B=C'=>X-(4-B)=C'=>Xx=C"-(4-B)"'

Se calcula la matriz inversa de M = 4 — B, si existe:

1 2 1) (2 2 0) (-1 0 1
M=A4-B=[1 2 9|-|1 3 9|=[0 -1 0
10 -3 5/ (10 =3 4) L0 0 1
-1 0 1
IM|=0 -1 0/=1=0
0 0 1
-1 0 0 0 0 -1
M“:‘O 1‘:_1 ) Mlzz_‘o 1‘20 ) M13:‘0 0‘:0
0 1 ~1 1 -1 0
le—_‘() 1‘:0 ;M22=‘0 1‘:_1 ) M23:_‘0 0‘:0
0 1 -1 1 -1 0
M31:‘—1 0‘:1 ’ M32—“0 0‘20’ M33—‘0 —1‘:
-1 0 0 (-1 0 1
AdjM)=[ 0 -1 0 (AdjM)) =l 0 -1 0
1 0 1 0 0 1
oo (-1 0 1) (=1 0 1
M7 =— (Adj(M)) ==/ 0 -1 0|=| 0 -1 0
M| 0 0 1) (0 o0 1
1
ot (-1 =3 6 h (1 3 5
X=Cc-M —(o -1 0 ! ?J—(o 1 0)
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Otra forma:

X M=C —=[% X2 X _01 _01 (1): -1 -3 6)

X —X Yt _(-1 -3 6

-x=-1=>x =1 —x,=0=>x,=0
X, =-3=x,=3 —x5=—1=x5 =1
x1+x3=6:>x3=6—x1:>x3=5 X4+x6:O:>x6:O
_(1 3 5
4¥"'(0 1 oj
1 3 5
¥=( 1 0
0 10
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Problema A.3: x=-21
Dada la recta ,ydadoelplano mw =x-3y+5z=2
riiy=2+A4 Y P ! Y
z=2+4

a. ¢Cudl es la posicion relativa de la recta r y el plano rt?
b. Calcular el plano i’ que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .
Soluciones:

a) Se sustituye la recta en el plano:

x=3y+52=2=-21-32+4)+52+1)=2=21-6-31+10+54=2=0-4A=-2

La ecuacidn no tiene solucidén, por lo tanto, la recta y el plano no tienen puntos en comun, es decir, son
paralelos.

La recta y el plano son paralelos

Otra forma:

-

Vector directorde r: = (— 2,1,1)

Vector normal al plano rt: n= (1, —3,5)

Hallamos el producto escalar de los vectores: ;.5 — (_ 2’1,1). (1,_3’5) —_2.1+41- (_ 3)+ 1-5=0
Los vectores son perpendiculares, por lo que la recta puede estar contenida en el plano o ser paralela a él.

Se elige un punto de  y se comprueba si pertenece al plano:
A=0=x=0,y=2,z=2 P(0,2,2)
x=3y+5z=2=0-3-245-2=2=4#2

El punto no pertenece al plano, por tanto la recta r y el plano it son paralelos.

b) El plano viene determinado por un punto de la recta r y dos vectores directores, que son el
vector director de la recta » y el vector normal al plano m, ya que los planos deben ser
perpendiculares.

Punto de r: P(O,Z,Z) Vector director de r: U = (— 2,1,1) Vector normal al plano 1t ;; = (1, — 3,5)

La ecuacién general del plano i’ es:

x=0 y-2 z-=-2

1 1‘ ‘—2 1
-2 1 1 [=0=>x- —y_z.
) 3 5 -3 5 (v-2) 1 5

=8x—(y-2)-(-11)+(z-2)-5=0=8x+11y-22+5z-10=0=
=>7'=8x+11y+5z-32=0

1 -3

+(Z_z).‘—2 l‘zo:

8x + 11y + 52 = 32
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Problema A.4:
Si una bombilla fluorescente presenta un 90 % de posibilidades de tener una vida util de al menos 800
horas, seleccionando 20 bombillas fluorescentes de este tipo, justificar si las siguientes afirmaciones son

ciertas:
a. Al seleccionar exactamente 18 bombillas fluorescentes, mds del 30 % tienen una vida util de al menos
800 horas.

b. La probabilidad de que dos bombillas fluorescentes o menos NO tengan una duracion de al menos
800 horas es menor que 0.7.

c. El valor esperado de bombillas con una vida util de al menos 800 horas si se toma una muestra de 100
bombillas fluorescentes es igual a 10.

Soluciones:
a) X="“numero de bombillas que tienen una vida util de al menos 800 horas”
La variable X sigue una distribucion binomial. X~ B(20,0.9)

n=20 (ndmero de bombillas analizadas)

Exito: la bombilla tiene una vida Gtil de al menos 800 horas p =0.9 g=1-p=0.1

P(X =k)= (Z) g F = (1,?) .0.08%-0.92"*

|
P(x =18)=(20).0.9".0.12 =22 .0.91%.0.1% = 0.2852
18 182!

La afirmacién no es cierta, la probabilidad de que exactamente 18 bombillas tengan una vida util de
mas de 800 horas es del 28.52 %, inferior al 30 %.

b) Si dos bombillas 0 menos no duran al menos 800 horas significa que hay 18 bombillas o0 mds que
si duran al menos 800 horas.

P(X 218)=P(X =18)+ P(X =19)+ P(X =20) =
_ (20)00.918 .0.12 +(20j-0.919 .0.1! +(20j-0.92° 0.19 =

18 19 20
! ! !
_ 20! .0.9'% & 20! ,0.919.0.1+ﬂ.0,92° =0.6769
18121 19811 200!

La afirmacion es cierta, la probabilidad de que dos bombillas o menos no tengan una
duracién de al menos 800 horas es 0.6769, menor que 0.7.

c) n-p=100-0.9 = 90

La afirmacidn no es cierta, se espera que 90 bombillas tengan una vida util de al menos
800 horas.
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RESPUESTAS OPCION B

Problema B.1:

Halle los valores de a y b para que la recta de ecuacion y = 6x + a sea tangente a la curva S(x) =
en el punto de abscisa x = 0.

Escriba las funciones que se obtienen.

Solucion:

bx—1
bx+1

Como la recta es tangente a la funcién f'en x = 0, su pendiente coincide con la derivada de f'en dicho
punto, es decir

b-(bx+1)-(bx—1)-b b*x+b-b*x+b  2b
'(0)=6 '(x)= _ _
f() f(x) (bx+1)2 (bx+1)2 (bx+1)2
f'(0)=6:>ﬁ=6:>2b=6:>b=3
-0+
3x—-1
(x)_3x+1

Por otro lado, la recta y la funcién f coinciden en el punto de abscisa x = 0, por tanto

3.0-1
3-0+1

f(0)=6-0+a= —a=a=-1 y=6x-1
a=-1;b=3.
3x-1

Las funciones que se obtienenson  f(x)= il
X+

y=06x-1
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Problema B.2: kx+2y+6z=0
Sea el siguiente sistema de ecuaciones: dx+hky+4z=2

2x+ky+6z=k—-2

a. Discuta el sistema segun los valores del parametro k.
b. Resuelva el sistema para k = 0.
Solucion:

Se estudia el rango de la matriz 4 y el de la matriz ampliada 4 *.

kx+2y+6z=0 £ 2 6 ) £ 2 6 0
2x+ky+4z=2 A=|2 k 4 A =2 k 4 2

dxthy+6z=k-2 2 k6 2 k6 k=2
k 2 6

Al=2 &k 4=6k%+12k+16-12k —4k* —24=2k> -8
2 k 6

Al=0=2k>-8=0=k==+2

-Sik++2 Rango(4) = Rango(4*) = 3. El sistema es compatible determinado (tiene una Unica
solucion).
-Sik=2 Rango(4) = Rango(4*) = 2. En este caso el sistema es compatible indeterminado (tiene

infinitas soluciones).

2 2 6 . 2 2 6 0
A=|2 2 4 A =[2 2 4 2| Elrango de 4* es 2 porque la primera fila y la
2 2 6 2 2 6 0) dJdltimasoniguales.

Al=0 2 0l _g 12=—420
A > 4

-Sik=-2 Rango(4) = 2 # Rango(4*) = 3. En este caso el sistema es incompatible (no tiene solucién).

-2 2 6 L (-2 2 6 0
A=| 2 22 4 A'=| 2 2 4 2
2 -2 6 2 -2 6 -4
A]=0 ‘_22 2‘:8+12:20¢0
2 6 0
S2 4 2|=-32-24-24-48=—128 %0
~2 6 -4
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b)
2y+62=0 0 2 6 5
2x+4z=2 A=[2 0 4| |A=2 0 4=-8
2x+62=-2 206 206
0 2 6
2 0 4
72 0 6§ _-16-24 -40
A -8 -8
0 0 6
2 2 4
12 -2 6 _-24-24 48
T -8 -8
02 0
2 0 2
__12 0 -2 848 16 _
A -8 -8

Solucidn del sistema: X =5,y =6,z=-2
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Problema B.3: xX+y=35
Consideremos el punto A(1,2,1), y la recta :

3y+z=14

a. Encuentre la ecuacion del plano it que contiene al punto Ay es perpendicular a la recta r.

b. Consideremos P (1,4,2), un punto de la recta r. Y sea s la recta determinada por los puntos A y P.
Calcule el angulo que forman las rectas r y s.

Solucion:

a) Como larecta r es perpendicular al plano m, el vector director de r sera el vector normal a m.

—i—j+3k  u=(-13)

u=

O ~.v
W — L
—_o X

Vector director de la recta r:

Plano: 7= Ax+By+(Cz+D=0=>x—-y+3z+D=0

El punto A(1, 2, 1) pertenece al plano, por lo que sustituyendo en rt las coordenadas de 4 obtenemos el
valor de D.

x—y+3z+D=0=>1-2+3:1+4D=0=>D=-2

T=x—y+3z-2=0

La ecuacién general del planoes:x —y + 3z =2

Vector director de la recta r: w = ﬁ =(1-1,4-2,2-1)=(0,2,1)
b) Angulo que forman los vectores directores de r y s:

- —

w-w (1,-1,3)-(0,2,1) _0-2+3 1

» ;‘_\/12+(—1)2+32 N0 222 A5 s

Coso =

u

o= arccos(L] =82.25°

V55

El dngulo a que forman las rectas ry s es 82.25°.
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Problema B.4:
Mi despertador no funciona muy bien, pues el 20 % de las veces no suena. Cuando suena, llego tarde a
clase el 20 % de las veces; pero si no suena, la probabilidad de que llegue tarde es 0.9.
a. Represente el diagrama de drbol del problema.
b. Justifique si el porcentaje de veces que llego tarde a clase y ha sonado el despertador es mayor que el
20 %.
c. Justifique si la probabilidad de que no llegue tarde a clase es menor que 0.5.
d. Si un dia llego tarde a clase, écudl es la probabilidad de que haya sonado el despertador.
Solucion:
a) Se definen los sucesos S = “el despertador suena” y T = “llegar tarde a clase” y sus contrarios
NS = “el despertador no suena” y NT = “no llegar tarde a clase”

T
0.2
S
0.8 0.8 NT
0.2 0.9 T
NS
0.1 NT

b) P(TNS)=P(S)-P(T/S)=0.8-02=0.16
La afirmacién no es cierta, la probabilidad de que llegue tarde a clase y suene el despertador es del
16 %, inferior al 20 %.

¢)  P(NT)=P(S)-P(NT/S)+P(NS)-P(NT/NS)=0.8-0.8+0.2-0.1=0.64+0.02 = 0.66
La afirmacion no es cierta, la probabilidad de que no llegue tarde a clase es superior a 0.5.

d)

P(sIT)= P(SNT) _P(S)-P(T/S)_08:02 _0.16 04706
P(T) 1-P(NT)  1-0.66 034

La probabilidad de que, habiendo llegado tarde a clase, haya sonado el despertador, es 0.4706.
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INDICACIONES AL ALUMMND

1. Debe escoger 50l CUSIT SMETCicos. Slegins entre los ocho o2 que consts &l examen.

2. Si reslrs mas de custro ejercicios solo s& comegiran bos custro primenos. segln & orden gue aparecen resuelins
en el cuademillo de examen.

3. Debe exponerse con clandad el planteamiento de |8 respuesia o el método uilizado pars su resclecion. Todas las
respuesias deben ser razonadas.

4. Entre corchetes s indica 3 puntuacidn maxima de cada spartado.

5. Mo se parmite &l uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco estd permitido &l uso de dispo-
sitivos con acceso a Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

. o
Considern In cemcitn AXA' — B en dande A — ( iy ll'),3= ( " ;),:,-_l‘dmma raspocstn de A,

1) [0.5 PUNTOS] Despeja la matriz X en la igualdad dada.
2) [0.5 PUNTOS] Comprocha que A es mvertible v caloula su imversa.
3) [0.5 PUNTOS] Comprueba que (A~")f =(A7)*

4) [1 PUNTO] Calcula X

Fiercicia 2 [2.5 PUNTOS] Cousiders I fameion fi{z) = a2

1) [0.5 PUNTOS] Caleula la derivada primera
2) [0.5 PUNTOS] Calcula Ia pendiente de la recta tangente a la grifica de f(r) en el punto de abscisa r = =
3) [01.5 PUNTOS] Calculs las asintotas.

4) (1 PUNTO)] Calcula lim f().

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS) _
Se emite un rayo lser desde e poto P = (1.2, 5) en | direccion del vector T = (1. 2. —3). El plano
-1 — i + 4z = —8 determina la posicion de unn lamina de grandes dimensiones

1) [05 PUNTOS] Calcula ln ecuacion de |a recta que conbiene al ayo liser

2) [1 PUNTOY] Determina la posicion relativa de rayo v lamina.

3) [1 PUNTO] Se quiere situar otra [amina que sea ortogonal al myo v pase por el ongen Caleola a ecuacion
del plano de esta lamina.
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Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Un determinado test ripido para anticuerpos de COVID-19 consigue detectar concentraciones ignales o supe-
nores a 10/, en donde L son unidades de concentracion de anticuerpos. De esta forma, concentraciones iguales
o superiores a 10 U don un resuliado positive, mieniras gue concentraciones mfeniores a 10 U dan un resultado
negativo en el test. Suponemos gue la concentracion de anticuerpos sigue una distnbucion normal con media 20
Ul v desviacion tipica 5 U v que todas las personas que han pasado In enfermedad han desarmoliade anticeerpos.

1) [1.25 PUNTOS] Caloula ln probabibidad de que una persona que ha pasado [ enfermedad de negativo en
el test.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula gué concentraciones deberin detectar el test para que [a probabilidad calenlada en
el apartado antenor fuese del 1%.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

Enun jurgo de mesa se pueden comprar ngues, submannos y aviones por 1, 3 v 5 damantes, respectivamente.
El rival ha gastado 41 dizmantes. Sabemos que tiene el doble de submannos que de tongues, ¥ que el mimero
de submarines mas el de aviones es 1L

1) [1 PUNTO] Con la informacion dada, plantea un sistemn de ecoaciones para hallar el mimero de angoes,
submarines ¥ aviones que tiene el rival

1) (05 PUNTOS] Clasifica el sistema.

3) [1 PUNTO] Resuelve el sisiema

Ejercicin & [2.5 PUNTOS]
Considera la funcion fir) = —.

| b

N

1) [1 PUNTO Calcula el dominio v las asintotas de f{x).

1) [05 PUNTOS] Halls una primitiva de fix).

3) [1 PUNTO] Caleula el drea de la region limitada por la fimcion y = fr), lsecaisr =1, r=2 yelge
X de abscisas.

Ejercicio 7 [2.5 PLINTOS)

Considera los puntos 4 = (1,2.1), B = (2,3, —4), C = (1.3,2).

1) [05 PUNTOS] Halla la ecuacion de la recta gue pasa por los puntos 4 v 5.

1) [1 PUNTO) Halla la ecoacion del plano que contiene los tres punios.

3) [1 PUNTO) Calcula e drea del tndngulo que forman los tres puntos.

Ejercicio 8 [2.5 PLINTOS]

En un concurso de television el premio consiste en lanrar de forma independiente un dado cobico v una mo-
neda (suponemos que ambos son perfectos). Por cada punto ebtemido con o dado sumamos 100 € (51 saca-
mos un | gamamaos 106 €, s1 sacamos un 2 ganamos 200 €, cic ) ¥ 51 cn la moneds sale “Coa™ sumamos
300 € adicionales.

1) [1 PUNTO] Calenla ln probabilidad de panar exactamente 400 €

1) [05 PUNTOS] Calculs ln probabilidad de ganar 4i(M) € st sasbemos que ha salido “Cam”™ en la monedn

3) [1 PUNTO] Caleula In probabilidad de que haya salido “Cam™ sabiendo que bemos ganado 4000 €
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Ejercicio 1:

0 2

. ., t (-2 0 _
Considera la ecuacion AXA' = B en donde 4 = ( ),B = (_1 5

t
11 ), y A* denota la traspuesta de
A.

a) Despeja la matriz X en la igualdad dada.

b) Comprueba que A es invertible y calcula su inversa.
¢) Comprueba que (A7)t = (491,

d) Calcula X.

Solucion:

a)A-X- At = B; Sila matriz A tiene inversa, entonces:

SA T AX- A (A T=A"1 B (A 51X [=A1-B-(A) 1= X=A4"1-B-(4)"L.

X=A"1.B-(4H71

b) Sabemos que una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

=7 J=-2#0>
Luego A es invertible

a=(72 N a= (T2 D) adjdear= (" 0) a4 =tddet G,

1 1 0 1 -1 -2 4] -2
1 -1 0
_1=_.
4 2 (1 2)
_ine 1 (-1 1
ar=(2 0 al=lal=-2. @)'=4=(7 9)-Adjde (A = Adj.de A
0 1) . 1 1 ] ]

1 -1
o1 Adjde(a)’  Adgjaea (3 o) -1 _1 (-1 1
(A ) - |At| - 4] ) = (A ) T2 ( 0 2)'

ey Lo—1 01
45~ _E'( 0 2)
Por tanto: (471)t = (4H)1

d) Sustituimos los valores obtenidos en la ecuacion del apartado a)
L -1 0 ¢0 2y1 —1 1n_ 1,0 -2y 11
— A1, . t—1=__ . . — —_ . . =
X=A B-(AY) > (1 2) (_1 2) 2 (0 2) 4 (_2 6) (O 2)

1 _
:Z'((z) 13):>
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:

Considera la funcion f(x) = Se: ad

a) Calcula la derivada primera.

b) Calcula la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 7.
c¢) Calcula las asintotas.

d) Calcula }Ci_I}(l) f ().

Solucion:

a) Derivamos: f’(x) = cosaoxx—#xi = f/(x) _ x:cos ;cz—sen x.

OB

X:*COSX —Senx

x2

b) La pendiente de la tangente a la grafica de una funcién en un punto es igual que el valor de su
primera derivada en ese punto, por tanto:

TT-COS T—Sen m-(-1)-0 1
m:f’(]‘[): 2 = 2 :—;2
1
m=——
T

c¢) Asintotas horizontales: Calculamos el limite cuando x tiende a mas o menos infinito.

senx

k = lim f(x) = lim = 0 ya que el seno esta acotado y el denominador tiende a infinito.
X—00 x—oo X

Asintota horizontal: y = 0

Asintotas verticales: La Unica asintota vertical posible es para x = 0, pues se anula el denominador,
pero resulta sen 0 = 0, por lo cual, para determinar si x = 0 es asintota se debe resolver el siguiente
limite:

_ 0_ 0 : : 1
hmsenx_sen _ :Indet_:){L,HOpltal}:llrré%:I: 1 * 00,
X—

X0 X 0o o

No hay asintota vertical. Tampoco puede haber asintota oblicua ya que hay asintota
horizontal.

d) Ya lo hemos calculado:

chi_r)r(l)f(x) =1
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:
Se emite un rayo laser desde el punto P(1,2,8) en la direccién del vector v = (1,2,—3). El
planom = —x — y + 3z = —8 determina la posicidén de una ldmina de grandes dimensiones.
a) Calcula la ecuacidn de la recta que contiene al rayo laser.
b) Determina la posicion relativa del rayo y la ldamina.

c¢) Se quiere situar otra lamina que sea ortogonal al rayo y pase por el origen. Calcula la ecuacién del
plano de esta lamina.

Solucion:

a) Es la recta que pasa por el punto P(1,2,8) y tiene de vector de direccién: ¥ = (1,2,—3). Su
ecuacion continua es:

x—1 y—-2 z-8
1 2 =3

r

b) Hallamos las ecuaciones implicitas de la recta, y resolvemos el sistema determinado por la recta y el
plano:

2x—y =0
r= 2x—2—y—2}:>r5{2x—y—0 -  3x+2z=144.
—3x+6=2z—8 3x+z=14 x+y—3z=8

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

2 -1 0 2 -1 0 0
M=(3 0 1>yM'=<3 0 1 14).

1 1 =3 1 1 -3 8
2 -1 0
RangM = (3 0 1|=-1-2-9=-12+0= Rang M = 3.
1 1 -3

El sistema es compatible y determinado, por tanto, la recta y el plano se cortan en un punto:

Larectary el plano m son secantes

¢) El plano pedido debe tener como vector ortogonal el vector de direcciéon de la recta:
x+2y—-3z+D=0
Imponemos que pase por el origen de coordenadas, luego D = 0. El plano pedido es:

x+2y—-3z=0
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

Un determinado test rapido para anticuerpos de COVID-19 consigue detectar concentraciones iguales o
superiores a 10 u, en donde u son unidades de concentracion de anticuerpos. De esta forma,
concentraciones iguales o superiores a 10 u dan un resultado positivo, mientras que concentraciones
inferiores a 10 u dan un resultado negativo en el test. Suponemos que la concentracién de anticuerpos
sigue una distribucion normal con media 20 u y desviacion tipica 5 u y que todas las personas que han
pasado la enfermedad han desarrollado anticuerpos.

a) Calcula la probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de negativo en el test.

b) Calcula qué concentraciones deberia detectar el test para que la probabilidad calculada en el
apartado anterior fuese del 1 %.

Solucion:

a) Sabemos que: u = 20; 0 =5.X - N(u; ) = N(20,5). Tipificando la variable: Z = %.

Como el resultado es negativo para concentraciones inferiores a 10, calculamos:

10-20
5

P=P(X<10)=P(Z<
0.0228.

)=P(z<=2)=P@E<-2)=1-P(Z<2)=1-09772=

La probabilidad de que una persona que ha pasado la enfermedad de negativo en el test
es de 0.0228.

b) Nos piden que: P = P(X <y) =1% = 0.01.
_ y-20)\ _
P=pP(z<X2) =001
No es posible buscar en N(0, 1).

Se hace lo siguiente:
y—20\ _ _ y—20\ _ _ _ y—20\ _
P(z<XB)=pP(z>-22)=1-P(z<s-L2)=001>
= P(z<-22)=1-001=09.
Buscando en la tabla N(0, 1) de forma inversa, a 0.00 le corresponde 2.33, aproximadamente:
y—20

- = 2.33; =y +20=11.65 y =20-11.65 = 8.35.

La concentracion de 8. 35 u tienen una probabilidad del 1 %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:

En un juego de mesa se pueden comprar tanques, submarinos y aviones por 1, 3 y 5 diamantes,
respectivamente. El rival ha gastado 41 diamantes. Sabemos que tiene el doble de submarinos que de
tanques, y que el nimero de submarinos mas el de aviones es 10.

a) Con la informacién dada, plantea un sistema de ecuaciones para hallar el nimero de tanques,
submarinos y aviones que tiene el rival.

b) Clasifica el sistema.

¢) Resuelve el sistema.

Solucion:

a) Llamamos x, y, z al numero de tanques, submarinos y aviones que tiene el rival, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales es el siguiente:

x+3y+5z =41

y = 2x.
y+z=10
1 3 5
b) La matriz de coeficienteses:M = |2 —1 0 |. Calculamos su rango:

0 1 1

1 3 5

M| =12 -1 0|=-1+10-6=3#0>
0 1 1

Por lo que su rango es 3, igual al de la matriz ampliada e igual al nimero de incégnitas.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

Es un sistema compatible y determinado.

¢) Resolvemos por la regla de Cramer:

41 3 5
0o -1 0
—41+50 9
x = 10 1 1 — S 3
3 3 3
1 41 5
2 0 O
100-82 18
y = 0 10 1 = = — = 6
3 3 3
1 3 41
2 -1 0
—-10+82-60 12
7 = 0 1 10 = =_—=4,
3 3 3

El rival tiene 3 tanques, 6 submarinos y 4 aviones.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6:

Considera la funcion f(x) = %

a) Calcula el dominio y las asintotas de f(x).
b) Halla una primitiva de f(x).

c¢) Calcula el area de la region limitada por la funcién y = f(x), las rectas x = 1, x = 2 y el eje de
abscisas.

Solucion:

Como es una funcién racional cuyo denominador se anula en x =
0, el dominio es toda la recta real excepto ese punto.

D(f) = R — {0}
Por tanto, la recta x = 0, es una asintota vertical.

Para determinar la asintota horizontal, si existe, calculamos el
limite cuando x tiende a mas infinito o menos infinito.

2
=

lim f(x) = lim

2
—=0.
x—+00 x—+00 X o]

Por tanto, la recta y = 0, es una asintota horizontal. No puede | 1
haber asintotas oblicuas.

Asintota vertical: x = 0. Asintota horizontal: y = 0.

Es una funcion par, de eje de simetria el eje de ordenadas. Es siempre positiva. Creciente desde menos
infinito a 0, y decreciente desde 0 a mas infinito. No tiene ni maximos ni minimos relativos.

b)F(x)=ff(x)'dx=fxz—2'dx=2-fx_2-dx=2-x_—_11+C=_§_|_C

2
F(x)=—=+C
X

c) Area = flzf(x)-dx = [F(x)]? = [—ﬂi = E]: =%—§=oArea =1u?

Area = 1 u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:

Considera los puntos A(1,2,1),B(2,3,—4),C(4,3,2).

a) Halla la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay B.
b) Halla la ecuacidn del plano  que contiene los tres puntos.
c¢) Calcula el area del triangulo que forman los tres puntos.

Solucion:

a) Los puntos A y B.determinan el vector AB = [B - A] = (1,1,-5).

Escribimos la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto A(1,2,1), y tiene de vector de
direccion AB = (1, 1, —5).

x=14+21
rE{y=2+/1
z=1-5A4

b) Calculamos otro vector de orientacion del plano: AC = [c —A] = (3,1,1).Y ya tenemos un punto:
A(1,2,1),y dos vectores de orientacidn del plano: AB = (1, 1, —5) y AC = (3, 1, 1).
Escribimos la ecuacion general del plano m que contiene los puntos 4, By C:

L x—1 y—-2 z-1
n(4; AB,AC)=| 1 1 -5
3 1 1

3x—1)—8(y—2)—(z—1)=0=3x—-3-8y+16—z+1.

n=3x—-8y—z+14=0

=6(x—1)—16(y—2)—2(z—1) = 0;

¢) El 4rea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del médulo del producto
vectorial de los dos vectores que determinan. Ya tenemos determinados los vectores:

N T | L AL | BT
Supc==-|[ABxAC|==-|[1 1 -5||==-li-15/+k-3k+5i—j| =
2 210z 1 1l 2

:%-|6i—16j_2k|:|3i—8j—k|:\/32+(_8)2+(_1)2:m=m.

SABC = V74u2 = 86u2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:

En un concurso de televisidn el premio consiste en lanzar de forma independiente un dado cubico y una
moneda (suponemos que ambos perfectos). Por cada punto obtenido con el dado sumamos 100 euros
(si sacamos un 1 ganamos 100 euros, si sacamos un 2 ganamos 200 euros, etc.) y si en la moneda sale
cara sumamos 300 euros adicionales.

a) Calcula la probabilidad de ganar exactamente 400 euros.
b) Calcula la probabilidad de ganar 400 euros si sabemos que ha salido cara en la moneda.

¢) Calcula la probabilidad de que haya salido cara sabiendo que hemos ganado 400 euros.

Solucion:
a) Para ganar exactamente 400 euros, podemos sacar 6 1
cara y un 1, o sacar cruz y un 4. Por lo que la
probabilidad de ganar es: - c
P—l 1+1 1 2 1 No 1
26 26 12 6 116 4
.- 12
La probabilidad de ganar exactamente X
1
400 euros es P No 4

b) Nos piden ahora una probabilidad condicionada: P(ganar 400/C)

P(ganar 400 n C 1/12 1
P(ganar400/C) = (g P(0) ): /1 =

o)}

La probabilidad de ganar 400 euros si sabemos que ha salido cara en la moneda es%

¢) Nos piden ahora otra probabilidad condicionada: P(C/ganar 400)

P(ganar400NnC) 1/12 1

P(C 400) = - ==
(€/ganar 400) = —pr 200y 1/6 2

La probabilidad de que haya salido cara sabiendo que hemos ganado 400 euros es %

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Autor: Andrés Garcia Mirantes

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL

w ACCESD A LA UNIVERSIDAD

LINIVERSADAD
DE CAnTABHIA |
: LOMCE - SEFTIEMBRE 2020

INDICACIONES AL ALUMMNOD

1. Debe escoger S080 CUSIND Ssercicans alegudos entre oS ocho de que consta el examen.

2. Siresiza mas de custr ejercicios solo 52 Comegiran ks cuatro primeros, segln & onden Que aparecen resusiine
en el cuademillo de examen.

3. Debe exponerse con clandad el planteamiento de |8 respuests o &l método utlizado pars su resclucidn. Todas las
respuesias deben ser razonades.

4_ Entre corchetes se indica |8 puniuacon maxims de cada apartado.

5. Mo s& permite &l uso de calculadoras grafices ni programables. Tampoco estd permitido &l uso de dispo-
sitivos con scceso 8 Internet.

Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS]

Considern el sistema de ecunsciones: {[:1::;_“1 i —;E dependiente del pardmetmo £

1) [1 PUNTO] Determina para gué valores de { el sistema nene solucion inica y resuélvelo en ese caso, expre-
sando ln solucion en fincion del pardmetro f 51 es necesano.

1) [1 PUNTO] Determina pama gué valores de { el sistema tiene mfinitas solociones y resuélvelo en ese caso.
3) [05 PUNTOS] Determina pam que valores de f el sistema no tiene soluciin.

Ejercicio 2 [2.5 PUINTOS]

Contilesn s Seniia ) — ==Xt}

1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera
2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendicnie de la recta tangenie a la grifica de f(r) en ol punto de ahscisa r = =
3) [1 PUNTO] Calcula lim f(x).

4) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.

Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS]

r = Jd-—A
Considern los puntos 4 = (2,1 5), B=(3,4.1) y larecta r={y = d4—13X
z = 1—4A

1) [05 PUNTOS] Se emite un rayo liser desde el punto A Caloola la ecuacion de la recta que contiene al rmyo
liser para que impacte en el punto B

1) [1 PUNTO] Calcula la ecuscion de una recia que pase por £ v sea parpendicular al myo v a la recia r

3) [1 PUNTO] Calcula la ecuscion del plano gue contiene 2l rmyvo ¥ a la recta r
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]
Un temsta juega el 20% de sus partidos en tiesra batids v el resto en otras superficies. Jugando en tierma batida
gana el 9% de sus partidos, pero en otras superficies, solo consigue ganar el 0% de los partidos.

1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin qoe sepamos en qué superficie
|

2) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que haya juzado un partido concreto en tierma batida sabiendo
que ha ganado dicho partdo.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS]

Considera la ccuacién matricial AX — X = B, siendo A = ( T ) B= ( 33 ).mcﬁnﬁ:un

un pardmetro real.

1) [1 PUNTOY] Despeja la matriz X de la ecuacion antenoc
) [0.5 PUNTOS] Halla los valores de o para los que no es posible calcular X
3) [1 PUNTO)] Caleula X paraa = 1.
Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS]
sinfr) s1 r< =2

Cmsﬁul‘.ufun‘:hiuf[:]:{‘_‘ siendo a un parimetro real.

—-+a sr>wf2’
T

1) [05 PUNTOS] Halla o pama que f{x) sea continua.

2) [0.5 PUNTOS] Calcula lim f{r).

3) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva de fix) pam r < x/2.

4) |1 PUNTO] Calcula el area de la region hmitada por la funcion y = fz), lasrectas s =0, r = 5/2, yel
gje (X de abscisas

Ejervicio 7 [2.5 PUNTOS]

Considera los puntos A = (1,3.1), B = (4.1,-2),C = (3.5.2), D = (1, 1,3).

1) [1 PUNTO] Halla la ecuacion del plano, [1, que contiene los puntos A, B, .

2) |05 PUNTOS] Comprecha s1 el punto I esta contemido en el plano 1

3) [1 PUNTO] Calcula el ingulo que forman los vectores AH y AL

Ejercicio § [2.5 PLUINTOS)

En la Unién Europea hay aproximadamente 230 millones de hombres adultos, de los cuales 12 millones mo-

den mas de 1%cm. En Holanda hay aproamadamente 7 millones de hombres adultos, cuya altuma signe una
distribucion normal con media 184 cm y desviacion tipica 7 om

Supongamos que clegimos un hombre adulto al azar de toda la Union Eoropea.

1) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que mida mis de 190 cm.
2) [0.25 PUNTOS] Calcula I probabilidad de que sea holandés

3) [1 PUNTO)] Calcula ln probabilidad de que mida mas de 190 cm sabiendo gue es holandés.
4) [1 PUNTO)] Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide mis de 190 cm.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autor: Andrés Garcia Mirantes

Comunidad Auténoma de CANTABRIA www.apuntesmareaverde.org.es

P
Textos Narea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 1:

x+(1-ty=t
1+t)x—3y=-—
a) Determina para qué valores del parametro t el sistema tiene solucién Unica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucidn en funcidn del parametro t si es necesario.

b) Determina para qué valores del parametro t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese
caso.

c) Determina para qué valores del parametro t el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

Considera el sistema de ecuaciones: { " dependiente del parametro t.

a) Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 1—-t 1 1-t 1
M= Jym=( )

1+t -3/ 1+t -3 -1
Segln el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema tiene solucién Unica cuando los rangos de las
matrices de coeficientes son iguales e igual al nUmero de incdgnitas. En el caso que nos ocupa, este
rango tiene que ser dos.
L, S=3-asna-n=0=3+1-=4-> P =4st=-21=2
El sistema es compatible y determinado, tiene solucién Unica, Vt € R — {—2, 2}
Resolvemos por la regla de Cramer:

x = |_11 1__; _D8+1-t _ —2-t —(2+t) _ -1
| 1 1=t 4—t2 @+)(2-t) (@+)2-t) 2-t
1-Iit —13
_ |1+t _1| . —1-1-t —2-t _ —(2+t) _ —_1
y= 2+)(2-t) (2+)(2-t)  (2+D)2-t) (2+D)(2-t) 2-t
x=y=——,VtER—{-2,2
y=1— {-2,2}

b) Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema tiene infinitas soluciones (compatible
indeterminado) cuando los rangos de las matrices de coeficientes son iguales y menores que el nimero
de incognitas. En el caso que nos ocupa, este rango tiene que ser menor que dos.

_ (1 3 1
Parat=-2-M —(_1 3 1
compatible e indeterminado.
x+3y=-2
—x—3y =2

) y su rango es 1, igual al rango de M, luego el sistema es

El sistema es: }, equivalenteax + 3y = -2 - x = -2 — 3.

x=—-2-3Ly=AVA1ER

c) Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema no tiene soluciones (incompatible) cuando los
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada son distintos. En el caso que nos ocupa tiene que ser
que el rango de la matriz de los coeficientes M = 1y el rango de la matriz ampliada sea igual a 2.

_ (1 -1\ ,,_(1 -1 1 . .
Parat =2, M = (3 _3), M = (3 _3 _1) de rango 1y 2 respectivamente, luego el sistema es

incompatible.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:

Considera la funcién f(x) = l_c:sx.

a) Calcula la derivada primera.
b) Calcula la pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x = 7.

¢) Calcula lim f(x).
x—0

d) Calcula las asintotas.
Solucion:

. senx-x—(1-cos x)-1 x-sen x—1+cox
a) Derivamos: f'(x) = = = — .

x-senx —1+ cox

f'(x) = -

b) La pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto es igual al valor de su
primera derivada en ese punto.

, m-senm —1+cosm mw-0—-—1+ (—1) 2
m=f'(nr) = — = — =-—

2

m=—-——
=7

1= iosx Indeterminado. Usamos la regla de L'Hopital

c) plcii% f(x) = }Ci_r;r(l)

. . 0+senx 0
= = —_— = —-= .
I feo) == =1=0

limf(x) =0
x—0
d) Podria parecer que hay una asintota vertical para x = 0. Pero no, pues al calcular el limite vemos

que en ese punto la funcién no tiene a infinito, sino a cero.

Calculamos la asintota horizontal, calculando el limite cuando x tiende a mas o menos infinito.
)  1—cosx
k= lim f(x)= lim ——— =0
x—+oo x—+oo X

El numerador esta acotado, y el denominador tiene a infinito, luego la funcién tiende a cero.

Asintota horizontal: y = 0.

No hay asintota oblicua.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma de CANTABRIA

Autor: Andrés Garcia Mirantes
www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 3:

x=3—-41
Considera los puntos A(2,1,5),B(3,4,1) ylarectar =iy =4 — 3.
z=1-4A

a) Se emite un rayo laser desde el punto A. Calcula la ecuacidn de la recta que contiene al rayo laser
para que impacte en el punto B.

b) Calcula la ecuaciéon de una recta t que pase por B y sea perpendicular al rayoy a larectar.
c¢) Calcula la ecuacidn del plano  que contiene al rayoy a larectar.

Solucion:

a) Queremos obtener la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos. Tomamos como punto en B,
y como vector de direccion el:

AB=0B-04=[3,41-(215)]=(13-4) =7 = (1,3,—4).
Su ecuacion continua es:
x—3 y—4 z-1

1 3 -4

rayo:

b) Buscamos el vector director de la recta t que es es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto escalar de los vectores directores de las rectas r y rayo, que son los siguientes: v, =
(11 3r 4) y vrayo = (11 3r _4)'

i j k
vl =T AT = |1 é, 4 |=-12i+4j+3k—3k—12i+4j = —24i + 8 > 7; = (3,—1,0).
1 3 —4
La recta t pedida que pasa por B(3,4,1) y de vector v, = (3,—1,0)es:
x=34+31
tE{y=4—A
z=1

¢) Si plano B que contiene al rayo y a la recta r tiene como vectores de oreintacién a los vectores v, =
(1,3,4) ¥ Vrayo = (1,3,—4) y contiene al punto B(3,4,1) € r:

x—3 y—4 z-1
B(B; v,v) = 1 3 4 |=0=-24(x—-3)+4(y—4)>3x—y—5=0;
1 3 —4
3x—y—-5=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

Un tenista juega el 20 % de sus partidos en tierra batida y el resto en otras superficies. Jugando en
tierra batida gana el 90 % de sus partidos, pero en otras superficies, solo consigue ganar el 40 % de los
partidos.

a) Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en qué superficie juega.

b) Calcula la probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida sabiendo que ha
ganado dicho partido.

Solucién: 03 ™
. . . . Tb
a) Llamamos al suceso tierra batida: Th; Al suceso otras superficies: Os; Al v <P

suceso Gana: Ga, y al suceso pierde: P.

04 Ga
P(Ga) = P(Tb N Ga) + P(OS N Ga) = P(Tb) . P(Ga/Tb) + P(OS) . 08 05<
P(Ga/Os) = 0.2 -0.9 + 0.8 0.4 = 0.18 + 0.32 = 0.5

P

La probabilidad de que gane un partido concreto es 0.5.

b) Nos piden una probabilidad condicionada: P(Th/Ga)

P(TbnGa) _ P(Tb)-P(Ga/Th) _ 02-0.9 _ 0.18
P(Ga) P(Ga) 05 05

P(Th/Ga) = = 0.36.

La probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida sabiendo que ha
ganado dicho partido es 0.36.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 5:

Considera la ecuacidon matricial AX — X = B, siendo A = (2 _1) yB = (

3 0
1 a ), en donde a es un

-6 3
pardmetro real.

a) Despeja la matriz X de la ecuacidn anterior.

b) Halla los valores de a para los que no es posible calcular X.

c¢) Calcula X paraa = 1.

Solucion:

a) Nosdan laecuaciéon: AX —X =B =AX—-1-X=WA-1)-X;

Si existe la matriz inversa de (A — I) multiplicamos por ella:

A=D1 (A-D)-X=@A-D"1-B>X=(A—-D"1B.
X=A-D1-B

b) Ya hemos comentado que no se puede, si no existe la matriz inversa de (A — I). Para que exista
debe ser su determinante distinto de cero.

A-1=(* _al)—(é N=( a__ll)—>|A—I|=|1 a__11|=a—1+1=0=>a=0.

No es posible despejar X cuando a = 0.

c)Paraa=1lesA—1= (1 _01)

nen=fy -1

R L)
x=(A—1)-1-B=(_°1 })(_36 g):
—6 3
X:(—9 3)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6:

. T
senx Si x <-—

. . s 2 . P
Considera la funcion f(x) = -, siendo a un parametro real.

2 .
-+asix>-
x 2
a) Halla a para que f(x) sea continua.

b) Calcula lim f(x).
X—00

¢) Calcula el area de la regidon limitada por la funcién y = f(x), las rectas x = 0, x = g y el eje OXde
abscisas.

Solucion:

. . T . .
a) La funcién f(x) es continua para x < S pues es la funcion seno, continua en toda la recta real. Y es
. T ., . 2 p . T
continua para x > 2 pues la funcién racional g(x) = o + a sélo no es continua para x = 0 < o Como

.z .. . . .z T
es una funcién definida a trozos cabe la duda de si es continua en el punto de unién: x = >

Una funcion es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen y son
iguales e iguales al valor de la funcidn en ese punto.

i) = iy (sen ) =1= £ 3)

N
2

= . ) 4
lim f(x)=11m(—+a)=—+a
x—>E+ x—’g X T

Para x = =

ISHIE

4 T 4 4
= liI}Tl_f(x)=1= lim fx)==+a=f(5)=1=>1==-4+a a=1-=-=
x_>(7) xﬁ(%) s (2) s T

. n—4 2z .
Sia = — la funcion es continua en toda la recta real.

b) lim f(x) = lim (2+a)=0+a=
X—00 xX—0o0 \X
lim f(x) = a
X—>00
¢) En el intervalo (O, g) la funcidn es f(x) = sen x. 2

b4
T T 1

s
. 2 2 =
Areazf f(x)'dxzf senx-dx = [—cosx]g
0 0

= c0s 0 T-1
= CO0S COSZ_

Area = 1 u? ™
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Ejercicio 7:

Considera los puntos A(1,3,1),B(4,1,—2),€(3,5,2) y D(1, 1, 3).
a) Halla la ecuacién del plano  que contiene a los puntos A, By C.
b) Comprueba si el punto D estd contenido en el plano 7.

c¢) Calcula el angulo que forman los vectores AB y AC.

Solucion:

a) Tres puntos determinan un plano. Buscamos dos vectores de orientacién de dicho plano:
AB=0B-04=[(41-2)—(1,3 1] = (3,-2,-3).
AC=0C-04=[(3,52)-(1,31]=(221).

Sustituimos esos vectores en la ecuacion general del plano m y usamos uno de los puntos, el A:

L x—1 y—-3 z-1
n(4; AB,AC)=| 3 —2 =3 |=0-4(x-1)-9(y-3)+10(z—-1) ~»
2 2 1
4x —4—9y +27 +10z2—10=0 - 4x — 9y + 10z + 13 = 0;

T=4x—-9y+10z+13=0

b) Para que el punto D(1, 1, 3) esté contenido en el plano, debe verificar su ecuacién:
4-1-9:-14+10:-3413=47-9 #0
No la verifica, luego:

El punto D(1,1,3) NO esta contenido en el plano

¢) Hallamos el producto escalar de dichos vectores:

I AB - AC 3, -2 —-3)-(2 2 1)
AB - AC = |AB| - |AC| - cosa= cosa = ———=
|AB| - |AC| /37 + (=2)2+ (=3)2 - 22 + 22 + 12
6 — 4 —3 -1 1

—0.0711 = a = arc cos (—-0.0711) =

:\/9+4+9-\/4+4+1=\/ﬁ-\/§=\/198=
a = 94° 04’ 31"
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Ejercicio 8:

En la Unién Europea hay aproximadamente 250 millones de hombres adultos, de los cuales 12 millones
miden mas de 190 cm. En Holanda hay aproximadamente 7 millones de hombres adultos, cuya altura
sigue una distribucion normal con media 184 cm y desviacidn tipica 7 cm. Supongamos que elegimos un
hombre adulto al azar de toda la Unidn Europea.

a) Calcula la probabilidad de que mida mdas de 190 cm.

b) Calcula la probabilidad de que sea holandés.

¢) Calcula la probabilidad de que mida mds de 190 cm sabiendo que es holandés.
d) Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide mas de 190 cm.

Solucion:

a) En toda la Unién Europea hay 250 millones de hombres adultos de los que 12 millones miden mas de

190 cm, porloque: P = % = 0.048.

La probabilidad de que mida mas de 190 cm es de 0.048.

b) En la Union Europea hay 7 millones de holandeses, luego P = % = 0.028.

La probabilidad de que sea holandés es de 0.028.

¢) En Holanda la altura sigue una distribucion normal de: y = 184; o =7.

X - N(u,0) = N(184,7). Tipificando la variable: Z = X_7184.

Calculamos la probabilidad de que mida mas de 190 cm:
190 — 184 6
P =P(X > 190) =P<Z>f) =P<Z>7> =P(Z >0.857)=1—-P(Z <0.857)

=1-0.8043 = 0.1957.

La probabilidad de que mida mas de 190 cm sabiendo que es holandés es de 0.1957.

d) Nos piden ahora una probabilidad condicionada, de la que ya conocemos todo lo que debemos usar:
P(> 190|Ho) = 0.1957 por el apartado c)

La probabilidad de que sea holandés, P(Ho) = 0.028 por el apartado b)

La probabilidad de que mida mas de 190, P(> 190) = 0.048 por el apartado a). Por tanto:

_ __ P(>190nHo) _ P(Ho)-P(> 190|H0) _ 0.028:0.1957 _ 0.0055 _
P =P(Ho| >190) = P(>190) P(>190) - 0.048 T 0048 0.1146.

La probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide mas de 190 cm es de 0.1146.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | cONVOCATORIA:

A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2019-2020 JUNIO
e MATERIA: MATEMATICAS Il

Instrucciones: El estudiante debera resolver CUATRO ejercicios, si resuelve mis,
se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, de-
talladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora.

Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Ejercicio 1:

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene

inversa
1 a+1 2 1
0 2 1 a
A=ls 0 10
a 0 2 0

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente todos los posibles valores x,y, 2 para que el producto de

las matrices C = ('; }) yD= (? _i) conmute,

Ejercicio 2:

a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a € R:

ar —ay —2 = a
ar —ay = &
az 12y —=2 = 1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.
Ejercicio 3:

Dada la funcién

¢ 3 ;
— 8 <2
cos(mz) g 2<z<3
f(z)={
1 =
n(:r_?) 8 z>3
3—2x
\

a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, calcula los
puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

e T
b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim ;
) [ e } & —0 1+42r— (.‘OS(;I‘Q)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 4:

2 -2z +1
2+1

a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(x)
y clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la grafica
de la funcién f(z) en el punto de abscisa z = 0.

Sea la funcién f(x) =

Ejercicio 5:

35 —2
a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: / Ptatd dx.
b) [1,25 puntos] Caleula, justificadamente, el area acotada del recinto limitado por la grifica de la
funcién g(z) = —2° + 222 + 3z y el eje de abscisas.

Ejercicio 6:

z = =-1+A—4p
Dados los planos m1 =2z +y+2—2=0 vy m={ y = —-A+u

2 = —2+42)

a) [1 punto] Calcula razonadamente el dngulo que forman los dos planos.

b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3,-3,2) y
los puntos de corte del plano 7y con los ejes coordenados.

Ejercicio 7:

= —=14+p
= 1+A+au ylarecta SE{
= 14+2\-p

r—2y = 1-b

Dados el plano 7 = . _ _3

SR~

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los parametros a y b para que larecta s esté
contenida en el plano 7.

b) [1 punto] Si a = 0y b = 3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r
que pasa por el punto P(1,—1, —8) es paralela al plano 7 y perpendicular a la recta s.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:

a) En un servicio de emergencias el 60% de los avisos que se reciben se clasifican con el codigo
amarillo, el 30% con el naranja v el 10% con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos recibidos
que son falsas alarmas es 3% en el caso de cédigo amarillo, 2% en el naranja v 1% en el rojo. Si
se recibe un aviso,

a.1) [0,5 puntos] ;qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ;qué probabilidad
hay de que haya sido un aviso cédigo rojo o naranja?

b) Si en una centralita se reciben 9 avisos,

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 o menos avisos naranjas?
b.2) [0,75 puntos] ;Qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

n 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.33 0.35 040 0.45 0.49 0.50

0.9135 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0272 0.0207 0.0101 0.0046 0.0023 0.0020
0.0830 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253 0.1556 0.1206 0.1004 0.0605 0.0339 0.0202 0.0176
0.0034 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003 0.2668 0.2376 0.2162 0.1612 0.1110 0.0776 0.0703
0.0001 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2731 0.2716 0.2508 0.2119 0.1739 0.1641
0.0000 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2017 0.2194 0.2508 0.2600 0.2506 0.2461
0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.0994 0.1181 0.1672 0.2128 0.2408 0.2461
0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0326 0.0424 0.0743 0.1160 0.1542 0.1641
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0069 0.0098 0.0212 0.0407 0.0635 0.0703
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0008 0.0013 0.0035 0.0083 0.0153 0.0176
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0016 0.0020

Qw10 A& WN=O
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS
Ejercicio 1:

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente los valores de a para los que la matriz A no tiene

inversa
1 a+1 2 1
0 2 1 a
A=ls 0 10
a 0 2 0

b) [1,25 puntos] Calcula razonadamente todos los posibles valores x,y, 2 para que el producto de
. : 2z 1 3 1
las matrices C = ( ) yD= (l l) conmute.
y 2 ~

RESPUESTA.

a) Calculamos el determinante de A

1 a+1 2 1 1 a+1 2 1
0 2 1 a o 0 2 1 al_ .
a 0 1 ol - F,=—-F;+F,, 0 1 ol= desarrollando por la 42 fila,
a 0 2 0 0 o0 1 0
1 a+1 1
=—|0 2 a‘ =,desarrollando por la 32 fila,= —a - |a ; 1 clz| = —a-(a®*+a-2)
a 0 0
Igualamos a0y resolvemos —a-(a?+a—-2)=0, a=0,a=1, a=-2
Paralosvalores a =0, a=1y a = —2 la matriz A no tiene inversa

_(x 1\ 3 1\_(3x+1 x-1
b) C'D_<y Z>'(1 —1)_<3y+z y—Z>

3 3
D-C= (3 11) . (x 1) = ( Xty t;), igualando elemento a elemento,

1 - y z x—y 1
3x+1=3x+y y =1 y =1
x—1=3+4+2z d X —z=4 tit do el valor d x —z=4
3y+z=x—7y agrupando, X—4y—7z=0 sustituyendo el valordey ¢°. ' 4
y—z=1-z y =1 y =1
x=A+4
haciendo z = A, { y=1 nosquedalamatriz C = (}‘ +4 1)
1 A
zZ=2A
Para cualquier valor real de A las matrices Cy D conmutan
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 2:
a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a € R:

ar —ay —2 = a
ar -—ay = a
az +2y —z2 = 1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

RESPUESTA.
a) Escribimos la matriz de coeficientes Cy la ampliada A

a —a -1 a —a -1 a
C=|la —-a 0|, A=|a —a 0 a],calculamos el determinante de C,

a 2 -1 a 2 -1 1
a —a -1
ICl=|la —a 0|= —a?-2a, —a?—-2a=0,obtenemos a=0y a=-2.
a 2 -1
0 0 -1 0 0 -1 0
Paraa = 0 , sustituimos, C=(0 0 O0 |, A=(0 0 O O
0 2 -1 0 2 -1 1
0 1 0 -1 0
Como | | #0,r(C)=2; como |0 0 Of=0,r(A)=2<3=n2incégnitas.
2 -1
2 -1 1
—2 2 -1 —2 2 -1 =2
Paraa = -2 ,C=(—2 2 0), A=<—2 2 0 —2>
-2 2 -1 -2 2 -1 1
2 =1 =2
r(C)=2; yl|2 0 —=2|=8=0,portanto, r(A)=3.
2 -1 1
En resumen,
Sia+0ya+ -2 rg(C) =rg(A) =3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sia=-2 rg(C)=2+rg(A)=3 Incompatible (No hay solucion)
Sia=1 rg(C) =rg(A) =2 Compatible Indeterminado (Infinitas sol.)

2 =2 -1 2 , 2 -2 -1 2
_ _ F2:_F1+F2
b) Paraa =2, A—(Z -2 0 2>'F’3=—F1+F3 (0 0 1 O)

2 2 -1 1 0 4 0 -1
_3
2x—2y—z=2 X=q
Tenemos{ zZ = y = -1
4-y = -1 4
3 z=0 1
xX=,, y=—, Z= 0
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Ejercicio 3:

Dada la funcion

- si r<?2
cos(ma) gl 2<2<3
flzj=d P K
In(z — 2
7]1“ ) si >3
J—=x

\

a) [1,5 puntos] Determina razonadamente los puntos en los que la funcién es continua, caleula los
puntos en los que es discontinua y clasifica el tipo de discontinuidad, si los hubiera.

re T

b) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim - e
> r—0 14 22 — cos(x-)

RESPUESTA.
a) Comenzamos estudiando la continuidad de la funcién f en todo R.

- Para x < 2, la funcidn f es continua ya que tenemos una funcién racional, cuyo denominador
no se anula donde estd definida.

- Para 2 < x < 3,lafuncién f es continua ya que es una trigonométrica, continua en R

- Para x > 3 la funcién f es continua ya que es una racional, cuyo denominador no se anula
donde esta definida y el numerador es una funcién logaritmica continua para x>2

- Para x = 2, utilizamos la definicidn de continuidad en un punto.
Primero calculamos el Il'rr; f(x) y para ello tenemos que tomar limites laterales, ya que por la
X—

izquierda del 2 tenemos una funcion y por la derecha del 2 tenemos otra funcién.

. .3 : :
I|n21 flx) = I|r£1 ~—; = %, por tanto, f es discontinua en x = 2.
X—27 X—-27 X—

- Para x=3 igual que anteriormente

lim f(x) = lim cos(mx) = —1
x—3~ x—-3~
, , In(x-2) 0 . . ., . NIV
lim f(x) = lim ———==-, indeterminacion, aplicamos la regla de L'Hbpital
x—37 x-3t 3-Xx 0
,  In(x-2) . x—2 I . .
lim ——— = lim = = —1 como los limites laterales son iguales a -1 y, ademas
x-3+t 3-x x-3% —1

f(3)= cos(3m)=-1, fescontinua en x=3.
f es continua en R — {2}, en x=2 discontinuidad inevitable de 12 especie de salto infinito

, x-e™* 0 . . ., . N
b) lim ———— - = -, indeterminacidn, aplicamos la regla de L'Hopital
x—0 14+2x—cos (x2) 0

) x-e™ ™ o le*=x-e7* 1

lim > = lim =73

x>01 + 2x — cos (x?) x-0 2 + 2xsen (x?2) 2
Luego, lim— X% -1
g0, x>0 1+2x—cos (x2) 2
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Ejercicio 4:
2 _ o,

Sea la funcién f(x) = P_,;M—H
z¢+1

a) [1,5 puntos] Halla razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de la funcién f(z)
v clasificalos.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la grifica
de la funcién f(z) en el punto de abscisa x = 0.

RESPUESTA.
(2x-2)-(x2+1)-2x-(x2-2x+1) _ 2x3-2x?+2x—2-2x3+4x2-2x
(x2+1)2 - (x2+1)2

a) Calculamos la derivada de f, f’(x) =

_ 2x2-2
(x2+1)2’

igualamos a 0, portanto, 2x>—2 =0, obtenemos x=1 y x=-1

4x-(x?4+1)%-2-2x-(x%+1)-(2x2%-2)
(x2+1)*

Calculamos la segunda derivada f"'(x) =

simplificando (x? + 1) en numerador y denominador

F(x) = 4x-(x%+1)—2-2x-(2x%-2) _ —4x3+12x
(x2+1)3 (x2+1)3

sustituyendo los valores que anulan la derivada
f"(1) > 0, luego en x = 1 f tiene un minimo relativo, (1, 0)

f"(=1) <0, luego en x=-1 f tiene un maximo relativo, (-1, 2)

Maximo relativo (-1, 2), Minimo relativo (1,0)

b) Ecuacion recta tangente: y =f(a) +f'(a):(x-a), paraa=0, f(0)=1, f(0)=-2, de donde
y=1-2:(x-0), y=1-2x
Ecuacion recta normal:  y=f(a)-1/f'(a) - (x-a), de donde

y=1+1/2-(x0), y = 1+

Recta tangente: y = 1 — 2x Rectanormal: y =1+ %
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Ejercicio 5:

3r—2

a) [1,25 puntos] Calcula razonadamente la siguiente integral: / P e e dx
b) [1,25 puntos] Calcula, justificadamente, el drea acotada del recinto limitado por la grafica de la

funcién g(z) = —z° + 222 + 3z vy el eje de abscisas.
RESPUESTA

3x-2 2 _ _
a) fo —dx, x*—2x+1=0, x=1 doble luego
2 A 4+ 2 dedonde, 3x—2 =A (x— 1) + B dando a x los valores, 1y 0
2 zerl— 1 Gon dedonde, = ando a x los valores, 1y

Six=1, 3-2=B, B=1; six=0, -2=-A+B luego, A=3 sustituyendo,

3xX—-2
J oo dx —f—dx+f dx 3ln|x—1|——+C

3x—2 _ 1
fx2_2x+1dx—31n|x 1] —+C

b) Calculamos los cortes con el eje X
—x3 + 2x? + 3x = 0 obtenemos, x=0, x=-1, x=3

La grafica de la funcidn es

Pt Luego el drea pedida sera:

= 1%, (=x® + 2x + 3x)dx| + [ (~2% + 25 + 3x)dx =

3
+ [—lx“ +2y3 +§x2] =
4 3 2

0
1 2 3

= [——x4 + = x3 +—x2]
4 3 2 -1 0

1 i i 7 45 71

12 4 6

El area pedida es 71/6 u.a.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 6:
= =14+A-p
—-A+u

Dados los planos 11 =2r+y+2—-2=0 y m=
—242)

N N
|

a) [1 punto] Calcula razonadamente el angulo que forman los dos planos.

b) [1,5 puntos] Halla razonadamente el volumen del tetraedro formado por el punto P(3,-3.2) v
los puntos de corte del plano m; con los ejes coordenados.

RESPUESTA
a) Calculamos los vectores normales a los planos: n—nl’ =(2,1,1)
i i Kk
n_ﬂz) =(1,-1,2)A(-1,1,00=|1 -1 2[=(-2,-2,0)
-1 1 0
cos(my, my) = % = % = % = % = \/2—5 luego el angulo es de 30°, % radianes.

o T o
El Angulo es de 30°, 5 radianes

b) Hallamos los puntos de corte del plano con los ejes:
Para x=0, y=0, z=2; x=0, z=0, y=2; y=0, z=0, x=1; luego los puntos son:
A(0, 0, 2), B(0,2,0)yC(1,0,0) que junto al punto dado P(3, -3, 2),
formamos los vectores:

AP =(3,-3,0) BP=(3,-52) CP=(2-32)

Por tanto, el volumen es

v=21|[AB,BP,CP|| =1 | 6| = 1u3
_El[ , BP, ]l—g 3 =5 2 —E|—|— u’.
2 -3 2
V=1u3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 7:

Dadoselplanomr=<¢ v = 1+ A+ au ylarecta s=4 B 3

T = —l'{"ﬂ {J._zy = 1=}
14+2\—pu

a) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el valor de los parametros a y b para que la recta s esté
contenida en el plano 7.
b) [1 punto] Si a = 0 y b = 3, calcula razonadamente la ecuacién en forma implicita de la recta r
que pasa por el punto P(1,—1, —8) es paralela al plano 7 y perpendicular a la recta s.
RESPUESTA
a) Para que la recta esté contenida en el plano el sistema formado por la ecuacién implicita del
plano y las 2 ecuaciones implicitas de la recta ha de ser compatible indeterminado.

x+1 0 1
Calculamos la ecuacién implicita del plano, [y—1 1 2 | =0, (—2a—1x+2y—z=2+2a
z—1 2 -1
(—2a—1Dx+2y—z=2+2a
Tenemos el sistema:{ «x -2y =1—b ,eldeterminante de la matriz de coeficientes ha
z=-=3
2 _1 —-2a—-1 2 -1
deserO,yaque| |=—2¢0, 1 —2 O0|=4a »24a=0 -a=0.
-2 0
0 0 1
2 -1 2
Para que el rango de la matriz ampliada tambiénsea2,|—-2 0 1—-b|=b - b =0
0 1 -3

Losvaloresson, a=0 y b=0
b) Paraa=0laecuacidondelplanores: —x +2y —z =2
Para b = 3 las ecuaciones de la rectason: x—-2y=-2, z=-3
Como la recta r pedida ha de ser paralela al plano T, debe estar contenida en un plano

paralelo a éste y que contenga al punto P dado

n=-x+2y—z=K,ypasaporP(1,-1,-8), luego, —-1+2(-1)—(-8)=K - K=5,
dedonde n'= —x+2y—z=05

Como la recta r pedida ha de ser perpendicular a la recta s, debe estar contenida en un plano
perpendicular a ésta y que contenga al punto P dado

Calculamos el vector director de la recta s

i j k
(1,-2,00A(0,0,1)=[1 -2 o0|=-2i—j—-> vi=(-2,-1,0) luego la ecuacién de un
0o 0 1
plano perpendicular a la recta serd '’ = —2x — y = K como debe pasar por el punto P(1, -1, -8),

—2:1-(-1)=K—->K=—-1dedonde, n"'=-2x—y=-1

La recta r pedida viene dada por la interseccién de los 2 planos, es decir,
—x+2y—z=5

—2x—y =-1

r= —x+2y—-z=5 —-2x-y=-1

Sus ecuaciones implicitas son: r = {
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 8:

a) En un servicio de emergencias el 60% de los avisos que se reciben se clasifican con el eédigo
amarillo, el 30 % con el naranja y el 10 % con el rojo. Se sabe que el porcentaje de avisos recibidos
que son falsas alarmas es 3% en el caso de codigo amarillo, 2% en el naranja v 1% en el rojo. Si
se recibe un aviso,

a.l) [0,5 puntos] ;qué probabilidad hay de que se trate de una falsa alarma?
a.2) [0,75 puntos] Si se sabe que el aviso recibido no ha sido falsa alarma, ;qué probabilidad
hay de que haya sido un aviso cédigo rojo o naranja?

b) Si en una centralita se reciben 9 avisos,

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que la centralita reciba 2 o menos avisos naranjas?
b.2) [0,75 puntos] ;Qué probabilidad hay de que todos los avisos sean amarillos o naranjas?

Ilkp 0.01 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.33 0.35 040 0.45 0.49 0.50

0.9135 0.6302 0.3874 0.2316 0.1342 0.0751 0.0404 0.0272 0.0207 0.0101 0.0046 0.0023 0.0020
0.0830 0.2985 0.3874 0.3679 0.3020 0.2253 0.1556 0.1206 0.1004 0.0605 0.0339 0.0202 0.0176
0.0034 0.0629 0.1722 0.2597 0.3020 0.3003 0.2668 0.2376 0.2162 0.1612 0.1110 0.0776 0.0703
0.0001 0.0077 0.0446 0.1069 0.1762 0.2336 0.2668 0.2731 0.2716 0.2508 0.2119 0.1739 0.1641
0.0000 0.0006 0.0074 0.0283 0.0661 0.1168 0.1715 0.2017 0.2194 0.2508 0.2600 0.2506 0.2461
0.0000 0.0000 0.0008 0.0050 0.0165 0.0389 0.0735 0.0994 0.1181 0.1672 0.2128 0.2408 0.2461
0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0028 0.0087 0.0210 0.0326 0.0424 0.0743 0.1160 0.1542 0.1641
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0012 0.0039 0.0069 0.0098 0.0212 0.0407 0.0635 0.0703
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0008 0.0013 0.0035 0.0083 0.0153 0.0176
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0008 0.0016 0.0020

LTSN WN~O

RESPUESTA

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de arbol, pero antes tenemos que

escribir una leyenda:
0,03 :
0,6 7 4 T057
A: cédigo amarillo F: falsa alarma '
03 0,02 :
N: cédigo naranja F: no falsa alarma N

0.98

0,01
R: cédigo rojo 0,1 R 4
0,99

a.1) Aplicamos el teorema de la probabilidad total:
P(F)=P(ANF)+P(NNF)+P(RNF) =
=P(A) - P(F/A) + P(N) - P(F/N) + P(R) - P(F/R) = 0,6 - 0,03+ 0,3-0,02+0,1-0,01 = 0,25

M| ™M

M| M

Tl ™

P(F) = 0,25
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

a.2) Elsuceso que sea cddigo naranja o rojo es el contrario del suceso el cédigo es amarillo

Luego P(NUR/F) = 1 - P(A/F) aplicando el Teorema de Bayes = 1 — —P(A)F;fg/“l)

P(F)=1-P(F)=1-0,25=0,975, 1—"APEA _ 4 00097
P(F) 0,975

P(NUR/F) = 0,403

=1-0,597 = 0,403

b) P(N)=0,3y 9 avisos. Se trata de una distribucién Binomial donde n=9y p=0,3 B(9, 0,3)

b.1) P(x<2)=P(x=0)+ P(x=1) + P(x=2), mirando la tabla k=0 k=1 k=2 y p=0,3,
P(x<2)=0,4040 + 0,1556 + 0,2668 = 0,4628

P(x<2)=0,4628

bh.2) Si todos los avisos son amarillos o naranjas es porque ninguno es rojo.
Consideramos P(R)=0,1 p=0,1 y tenemos una Binomial B(9, 0,1)

Queremos calcular ninguno rojo, es decir, P(x = 0) = 0,3874, mirando en la tabla k=0 y p=0,1

Probabilidad de todos amarillos o naranjas = 0,3874
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO | cONVOCATORIA:

A LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL | EXTRAORDINARIA
CURSO: 2019-2020 DE SEPTIEMBRE
CAMPUS DE EXCELENCIA INTERNACIONAL MATERIA: MATEMATICAS I

Instrucciones: El estudiante deberi resolver CUATRO ejercicios, si resuelve mas,
se corregiran solo los cuatro primeros. Los ejercicios deben redactarse con claridad, de-
talladamente y razonando las respuestas. Se podra utilizar cualquier tipo de calculadora.

Cada ejercicio completo puntuara 2,5 puntos. Duracién de la prueba: 1 hora y 30 minutos.

Ejercicio 1:

1. Dadas las matrices

o 1 1 1 2
i3
A=[1 o0 -2}, B=|0 -1 y C:(QO_Q)
0 -1 0 1 -1

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + I3 = BC, donde
I es la matriz identidad.

Ejercicio 2:

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro a € R:

r 42y +az =
r +ay +22 = a
-z 4y +z = 1

b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

Ejercicio 3:

- _ . 1 1
3. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim | — — ;
z—0+ \r  sen(2x)
b) [1,5 puntos] Dada la funcién
2(=-1) si. x<1
f(x)=¢ -2 gi 1<€x<2 ;5

In(z—1) si zz>2

donde In es el logaritmo neperiano, estudia la continuidad de la funcién f(z)enr=1yenz =2,
v clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.
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Ejercicio 4:

4. a) [1,5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin
tapa superior y con un volumen de 108 dm? para que la superficie total de la caja (formada por
las caras laterales y la base) sea minima.

b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(z) = 22 +z — 1
en el punto de abscisa r = 1.

Ejercicio 5:
—dz
1 +e*

5. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: [

(Cambio de variable sugerido: e* =t.)
b) [1,25 puntos] Determina justificadamente el drea acotada que encierran las grificas de las fun-
ciones f(z) = —2?+2x+4yg(z) =z +2.

Ejercicio 6:
6. Seanelplanor=xr+2y—z2—-4=0ylarectar= { ;:3'”__22 z g :

a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,—1) al plano 7.

b) [1,5 puntos| Calcula razonadamente el drea del tridngulo que forman el punto interseccién de
la recta r con el plano 7, y los puntos B(1,-1,2) y C(0,1,1).

Ejercicio 7:

7. Dadas las recta:srz{ 21‘.?23; j ?] ; SE%=—2= - T : y el punto P(—1,0,2).

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicién relativa de las rectas r y s.

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecnacién general del plano que pasa por el punto Py es
paralelo a las rectas r y s.
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Ejercicio 8:

8. a) El 70% de los usuarios de instagram tiene menos de 34 anos, el 25% entre 34 y 54 anos (ambos
incluidos) y el 5% mas de 54 anos. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los
menores de 34 anos, el 40 % de los usuarios entre 34 y 54 anos (ambos incluidos) y el 10% de los
mayores de 54 anos. Si se selecciona un usuario al azar:

a.l) [0,5 puntos] ;qué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?
a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, jqué pro-
babilidad hay de que pertenezea al grupo que tiene entre 34 y 54 anos (ambos incluidos)?
b) El tiempo que un usuario de la red instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue
una ley normal de media 53 minutos y desviacion tipica 10 minutos.
b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte més
de 30 minutos al dia?

b.2) [0,75 puntos]| ;Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67
minutos al dia?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 005 0.06 007 0.08 0.09
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 009147 0.9162 0.9177
1.4 | 09192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

2.2 1 0981 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 | 0.9893 09896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 (09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio 1:

1. Dadas las matrices

0 1
A=1|1 O
0 -1

1 ¥ B %
-2], B=[0 -1] ¥ c:(Q . _2)
0 1 .—1

RESPUESTAS

a) [1 punto] Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente la matriz X de la ecuacién matricial AX + I3 = BC, donde

I es la matriz identidad.

RESPUESTA
a) A—1=|7T|-Adj(At), |A| =

0 1 0
At=(1 0o -1],

1 =2 0
L (2 -1
A_1=_—1' 0 0
-1 0

b) A-X+L=B-C > A-X=B-C—1,

0 1 1
1 0 -—-2|=-1,luego existelainversa,
0 -1 0
-2 -1 =2
Adj(At)=(0 0 1 |, dedonde
-1 0 -1
-2 2 1 2
1 ]=(0 0 -1
-1 1 0 1
2 1 2
Al=(0 0 -1
1 0 1

> X=AYB-C-1I)

2 1 2 1 2 100
X=<00—1>- (0 —1>.(;(1)_12)—<010)=
10 1 1 -1 00 1
2 1 2 5 1 -3\ /1 0 0 2 1 2\ /4 1 -3
=<00—1)- (—20 z)—<o1o> =<oo—1>-<—2 -1 2)
10 1 -1 1 3/ \o 0 1 10 1/ \-1 1 2
4 3 0
x=<1—1—2>
3 2 -1

Ejercicio 2:
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

2. a) [1,75 puntos] Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del pardametro a € R:

T +2y +az = a
T +ay +2z = a .
- 4y +z = 1
b) [0,75 puntos] Resuelve razonadamente el sistema anterior para a = 2, si es posible.

RESPUESTA
a) Escribimos la matriz de coeficientes Cy la ampliada A

1 2 a 1 2 a a
cC=1|1 21, A= 1 a 2 a],calculamos el determinante de C,
1

a
-1 1 -1 1 1 1
1 2 a
ICl=|1 a 2|=a*+2a—8 - a?+2a—8=0,obtenemos a=2 y a = —4.
-1 1 1
1 2 2 1 2 2 2
Paraa=25ustituimos,C=<1 2 2), A=<1 2 2 2)
-1 1 1 -1 1 1 1

La 12y 22 filas son iguales luego, r(C) =2=r(A)= 2 <3 =n? incognitas.

1 2 -4 1 2 —4 -4
Paraa=—-4 C=|1 -4 2|, A=(1 -4 2 -4,

-1 1 1 -1 1 1 1
1 2 1 2 -4
| | =—6%*0-r(C)=2; y|1 —4 —4=-18 =+ 0, portanto, r(A)=3.
1 -4
-1 1 1
En resumen,

Sia#2ya+—-4 |rg(C)=rg(A) =3 Compatible Determinado (Unica solucién)
Sia=—-4 rg(C) =2 #rg(A) = 3 | Incompatible (No hay solucién)
Sia=2, rg(C) =rg(A) =2 Compatible Indeterminado (Infinitas sol.)

b) Para a=2 el sistema que nos queda, suprimiendo la 12 ecuacion es:

{x+2y+22=2 {x+2y=2—2u

—x+y+z=1 hacdendoz=p _x+y=1_py sumandolasecuaciones

xX+2y=2-2u _ : —
{ 3y=3—3u dedonde, y =1-—pu, sustituyendo, x=0

x=0 y=1—-pn, z=n
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Ejercicio 3:

- . 1 1
3. a) [1 punto] Calcula razonadamente el siguiente limite: lim | — — - :
z—0+ \ T  sen(2z)

b) [1,5 puntos] Dada la funcién

2(z—1) 8 $<1
fl(x)=<¢ -2 si 1l<r<?2
In(zx—1) si z>2
donde In es el logaritmo neperiano, estudia la continuidad de la funcién f(z)enzr=1yenz =2,
y clasifica el tipo de discontinuidad si las hubiera.
RESPUESTA
, 1 1 . . ..
a) lim (— — ) = o — o, indeterminacién, operamos,
x—0t \x  sen(2x)

. sen(2x)—x 0 . . ny . A
llrggr (#(;x)) =3 indeterminacion, aplicamos regla de L'Hopital,
X .

derivamos numerador y denominador,

lim ( 2cos(2x)—-1 ) _2-1 1 — o
x—01 \1:sen(2x)+x-2cos (2x) T 0+0 0

I (1 1 )
S —— N N(0"¢)

0 x sen(2x)

b) Enx=1, f(1)=2%1=1

lim f(x) = xliﬂl_zx‘l =1

limf (x) = { o

, ; como los limites laterales son distintos A limf (x) ,
limf(x)=lim(x—-2)=-1 x—>1f( )
x—-1+ x—-1%

en x = 1 f presenta una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito.

Enx=2, f(2)=2-2=0

lim f(x) = xlirzn_(x—Z) =0

limf (x) = { o

limf(x) = limln(x—1) =0 - chllef(x) =0
X2 x-2t

Como lirrzlf(x) =0 = f(2) fes continuaen x = 2.
X—

En x = 1 f presenta una discontinuidad inevitable de 12 especie de salto finito y en x = 2 es continua
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Ejercicio 4:

4. a) [1,5 puntos] Calcula las dimensiones de una caja de base cuadrada (prisma cuadrangular) sin
tapa superior y con un volumen de 108 dm?® para que la superficie total de la caja (formada por
las caras laterales y la base) sea minima.

‘ i on . . s 2
b) [1 punto] Calcula la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(r) =z + 2z —1
en el punto de abscisa = = 1.

RESPUESTA
a)

y 4 V=x%y, xz'}’=108'de5pEjandoy’y=¥

Y 5=x2+4xy,sustituvend°'5=x2+4x1xL28= x2+4x£

432 - o
Llamando f(x) = x2 + — deseamos calcular el minimo, si existe.

X Calculamos la derivada f'(x) = 2x — %2 igualamos a 0
2x—22-0, 2x=22 2x3=432, x® =216, x=6.
X X

Calculamos la segunda derivada " (x) =2 + 83%4 de donde

f"'(6) > 0, por tanto, es un minimo, y = % =3
Las dimensiones han de ser 6 dm de lado de la base y 3 dm de alto
b) Ecuacion recta tangente: vy = f(a) +f'(a):(x-a),
f)=x*+x-1, fl(x) = 2x+1
paraa=1, f(1)=1, f(1)=3, de donde

y=1+3(x-1), y=1+3x—-3 , y=3x-2

Recta tangente: y =3x— 2
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5. a) [1,25 punto] Calcula razonadamente la siguiente integral: /

Comunidad Auténoma de CASTILLA LA MANCHA

Ejercicio 5:

—dzr
1 +ex’

(Cambio de variable sugerido: e* =t.)

b) [1,25 puntos| Determina justificadamente el drea acotada que encierran las grificas de las fun-

ciones f(z) = —22 +2x+4y g(z) =z + 2.

RESPUESTA

a) Hacemos e*=t, e*dx=dt, dx=

dt dt .
il sustituyendo,

dt
dx T dt . ‘s .
[ =[t=] , €s una integral de una funcion racional con grado del numerador
1+e* 1+t t-(1+t)

menor que el grado del denominador, descomponemos en fracciones simples,
1

t-(1+t)

t=0 > 1=A; t=-1-> 1=-B-> B=-1, luego,

=4 + % , de donde, 1= A-(1+t) + B-t, sustituyendo t por las raices

dt 1 -1 . .
ft_(1+t) = f;dt + f1—+tdt = In|t| — In|1 + t| + C deshaciendo el cambio,

ex

1+e* +C

f X _ inle*] — |1 + x|+c—z‘
1+ex—ne n e =Mn

+C

f dx 1 | eX
1+ex 1tex

b) Calculamos donde se cortan las graficas, —x?> +2x+4=x+2 - x*—-x—-2=0

Obtenemos x=-1 y x=2, portanto,eldreaserd

(2 + 22+ 9) - (2 +2)) dx = [° (—2% + x + 2)dx =

A ' 2 22 (—1)3+(—1)2+2( =245
32 7 T\T3 72 3 2 Tz woua
El drea pedida es 4,5 u.a.
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Ejercicio 6:

. r—2y—2 = 0
6. Seanelplanor=r+2y—2—-4=0ylarectar= " 0"

Il

a) [1 punto] Calcula razonadamente la distancia del punto P(1,2,—1) al plano .

b) [1,5 puntos] Calcula razonadamente el drea del tridngulo que forman el punto interseccién de
la recta r con el plano 7, y los puntos B(1,—1,2) v C(0,1,1).
RESPUESTA

a) Dado un punto P(xo, Yo, Zo) y un plano ™ = Ax + By + Cz + D = 0 la distancia es

[A-xg+B-yo+C-zg+D| [1-1+2-2+(-1)-(-1)—-4] 2 6
d(P,m) = = =—==—u
VAZ + BZ + (2 J12+ 22+ (-1)2 V6 3

d(P, ) = \/?gu.

b) Calculamos el punto interseccion de la recta y el plano resolviendo el sistema formado por sus

x—2y =2 x—2y =2
ecuaciones implicitas { y—2z =2 ,bhacemosF3=—F1+Fs3 { y—z =2,
xt+2y—-z=4% 4y —z=2
x—2y =2
hacemos F’3=—F,+ F’3 { y—2z =2 ,resolviendo,y=0, z=-2, x=2, tenemos A(2,0,-2)
3y =0
El drea del triangulo definido por los 3 puntos es: area = ”AB;\AC” =1 -1, 4)2/\(_2‘ L 3l
i j k
(-1,-1, HA(-2, 1, 3)=|-1 -1 4|=-7i+5j—-3k->(-7,5-3)
-2 1 3
, (=7, 5, =3)II _(=7)2+52+(-3)? 83
area = = = u.a
2 2 2
. 83
area = —— u.a
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Ejercicio 7:

P 2r—2y = 4
7. Dadas las rectas r = { Y , 8

_y+2 z-1
=— =

L=

N - 0 y el punto P(—1.0,2).

a) [1,25 puntos] Determina razonadamente la posicién relativa de las rectas r y s.

b) [1,25 puntos] Halla razonadamente la ecuacién general del plano que pasa por el punto P y es
paralelo a las rectas r v s.

RESPUESTA
a) Tomamos un punto der, damos valoresax=0 y z=0,dedonde, y=-2, A(0,-2,0)

y otro punto de s, B(0, -2, 1), hacemos el vector AB = (0,0,1), calculamos el vector director de r,

_ i j k
V,=(2-20n1(00,01) =2 -2 o|=-2i-2j=(-2,-2,0)=(1,1,0),
0 0 1

—_— — —
Calculamos el determinante formado por los vectores, AB, V, y V, para ver su dependencia o

0O 0 1
independencia |1 1 0|= —5 #* 0, los 3 vectores son independientes, por tanto, las rectas se
3 -2 1

cruzan.

Las rectas r y s se cruzan

b) Para que el plano sea paralelo a las 2 rectas, tomamos sus vectores directores, que junto al
punto P va a quedar determinado,

P(-1,0,2), V, = (1,1,0),V,=(00,1), de donde,

x+1 y z-2
m=| 1 1 0 |=0, x+1-2z+4—-3z+6—-y=x—-y—-5z+11=0
3 -2 1
La ecuacion del planoes x-y-5z+11=0
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Ejercicio 8:

8. a) El 70% de los usuarios de instagram tiene menos de 34 anos, el 25% entre 34 y 54 anos (ambos
incluidos) v el 5% mas de 54 anos. Se sabe que acceden a diario a dicha red: el 98% de los
menores de 34 anos, el 40 % de los usuarios entre 34 y 54 anos (ambos incluidos) y el 10% de los
mayores de 54 anos. Si se selecciona un usuario al azar:

a.l) [0,5 puntos]| jqué probabilidad hay de que no acceda a diario a dicha red social?
a.2) [0,75 puntos] Si el usuario seleccionado al azar confiesa que accede diariamente, jqué pro-
babilidad hay de que pertenezca al grupo que tiene entre 34 v 54 anos (ambos incluidos)?

b) El tiempo que un usuario de la red instagram pasa conectado a diario a dicha red social sigue
una ley normal de media 53 minutos y desviacién tipica 10 minutos.

b.1) [0,5 puntos] ;Qué probabilidad hay de que un usuario seleccionado al azar se conecte més
de 30 minutos al dia?

b.2) [0,75 puntos] ;Qué porcentaje de usuarios (tanto por ciento) se conectan entre 40 y 67
minutos al dia?

a 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
1.3 | 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 09162 09177
1.4 | 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

2.2 1 09861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 1 09893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4 109918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 09931 0.9932 0.9934 0.9936

RESPUESTA

a) Para resolver los dos apartados, vamos a realizar un diagrama de arbol, pero antes tenemos que
escribir una leyenda:
A: menos de 34 afios I: acceden 0,7 0,02 ::
_ 0,40
B: entre 34 y 54 anos I: no acceden
C: mas de 54 aios 0,05 E :

a.l) P(I) =P(A)-P(I/A)+P(B)-P(I/B)+P(C)-P(I/C) =
=0,7-0,02+0,25-06+0,05-09=0,79
La probabilidad de no acceder a diario es P(I) = 0,79

P(B)-P(I/B)

pqy como P()=1—P(1) =1-0,79 = 0,21 entonces

a.2) P(B/I) =

P(B/I) = O'Z(f'zol"‘o =0,13

La probabilidad de pertenecer al grupo de entre 34 y 54 cuando accede es P(B/I) = 0,13
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b) Eltiempo que un usuario pasa conectado a la red es una variable aleatoria, X, que sigue una dis-
tribucion normal, X — N(53,10)

b.1) P(X>30)= , tipificando,

30-53
10

=P (Z > ) =P(Z>—23) = P(Z < 2,3) =, mirando en la tabla, = 0,9893

La probabilidad de que se conecte mas de 30 minutos es 0,9893
40-53 67-53

<Z<
10 10

b.2) P(40 < X < 67) = tipificando = P ( )=P(-13<Z<14)=

=P(Z<14)—-P(Z<-13)=P(Z<14)-[1-P(Z<13)]=
Mirando en la tabla = 09192 — 1 + 0,9032 = 0,8224

El 82,24% de usuarios se conecta entre 40 y 67 minutos
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS II
Castilla y Leon N Paginas: 3

El alurmno deberd escoger libremente CINCO problemas completos de bos DNEZ propuestos. 5& expresard
claramente los elegidos. 5i se resohderan mas, sdlo se corregirdn los 5 primeros que estén resusltos (segun el
orden de numerachin de pliegos ¥ hojas de cada pliego) y gue no aparercan totalmente tachados.

1. CALCULADORA: Se permatied o uso de calenladoras s programables (gue no admitan memoria para
texio mi representaciones graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACTON: Les 5 cjercicios se puntusrin sobre un mdximo de 2 pentos.
Se observarin fundamentalmente los siguientes aspecios: Correcta uiilizscidn de los concepios. definiciones v
propeedades relacionadss con la naraleza de la simscidn que se raia de resolver. Justificaciones inbmncas que se
aporicn para ¢l desarrollo de las respuestas. Claridad y coherencia en la exposicidn. Precision en los cileulos v en
las potaciones. Deben figurar explicitamente las operaciones mo iriviales. de modo que pusdan recomsinurse la
argumeniacion logica v bos cilbenlos.

El.- ll:fugrhr:j
x—y+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones hineales: x—z =10
2Zx+ay—2z=10
a) Estudie la existencia y nomero de soluciones segin los valores del pardmetro real a.

(1.2 puntos)

b) Resuélvalo, 51 ¢s posible, para el valor del parimetro a = —1. (0B puntos)
E21.- (Algebra)

. a+1 1
Sea la matnz A-{ﬂ_3 a—1)
a) Indique para qué valores de a existe la matnz inversa 47" (0.5 puntos)
. _f2 0 _1 1
b)Sia = 4. H-(l 1), E-(u 2:]_
encuenire la matniz X que verificaque B+ XA = C. (1.5 puntos)

E3.- {(seometria)

Seaelplanomr =x—2y+2z+1 =0, larectar = ;;{fg y el punto A=(1, 3, -1).

Hallar la ecuacion del plano que pasa por A, es paraleloa r y perpendwcular a «.

(2 puntos)

E4.- ((zeometria)

_I_

Dados el punto A(1,2,4) y larectar === 2==22

a) Hallar un punto B de la recta r de forma que el vector A_Bmapm'alelna]plann

= x+2z=0. (1.5 puntos)
b) Hallar un vector (@, b, £) perpendicular a {1,0,—1) ¥ (2,1,0). (0.5 puntos)
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ES.- (Andlisis)
Represeniar grificamenie la funcion f(x) = xe®, calculando previamenie sus extremos
relativos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad v convexidad vy sus

asiniotas.
(2 punios)
E6.- (Andlisis)
Demuestre que la ecuacién x° — 12x = —2 tiene una solucién en el intervalo [-2,2] v
pruebe ademas que esa solucidn es dnica. i2 puntos)
E7.- (Andlisis)

) Caloular lim 2 —S=T"Y (1 punto)
=+ @" 4 gem x =1

b) Calcular E{sen x+cos x)dr (1 punto)

ES8.- (Andlisis)
a) Calcule los puntos de corte de las grificas de las funciones f(x) =§ vglx)=3—-x
(0.5 puntos)

h) Sabiendo que en el intervalo [1,2] se verifica que g(x) = fi(x) calcular el drea del
recinto limitado por la grifica de ambas funciones en dicho intervalo.
(1.5 puntos)

E9.- (Probabilidad v estadistica)
El peso de los alumnos de 27 de bachillerato de un mstituto de Ledn, sigue una distnbucidn
normal, de media 75 kg y de desviacion tipica 5. 5i se elige al azar un alumno, caleular [a
probabilidad de que:
a) Tenga un peso entre 70 v 80 ke
(1 punto)
b} Tenga un peso superiora 85 kg i1 punto)

E10.- (Probabilidad v estadistica)
La probabilidad de que a un puerto legue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 0.6,
0,3 ¥ 0.1, respectivamente. La probabilidad de que necesite manteniniento en el puerto es
0,25 para los barcos de bajo tonelaje. 0.4 para los de tonelaje medio v 0,6 para los de
tonelaje alio.

a) Si llega un barco a puerto, caleule la probabilidad de que necesite mantenimiento.

(1 punio)
b} 51 un barco ha necesitado manienimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje
medio. (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E1:

x—y+az=0
Se considera el sistema de ecuaciones lineales: {x —z=0 .
2x+ay—2z=0

a) Estudie la existencia y numero de soluciones segun los valores del pardmetro a.

b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del pardmetro a = —1.

e D00

y después se estudia la inversa de A. Es un sistema homogéneo. Empezamos por calcular el
determinante de A4 e igualarlo a cero:

Solucion:

1 -1 a
|[Al=11 0 —-1|=a’?+a=al(a+1)=0
2 a -2
Resolviendo la ecuacién se deduce que el determinante serd cero cuando a = —1 o cuando a = 0. Se
presentan dos casos:
1. a=-1o0a =0 - Elsistema es compatible indeterminado porque el rango de la matriz es me-

nor de tres, el nimero de incégnitas.

2. a # —1ya # 0 - El sistema es determinado porque el rango de la matriz es tres. Pero la Unica
solucién, es la solucidn trivial. x =y =z =10

Sia = —1 o a = 0 existen infinitas soluciones. Sia # —1 y a # 0 sélo existe la solucion
triviak x =y =2z=0

1 -1 -1 x 0 x—y—x=0 -y=0 x=t
b) Paraa=—1—><1 0 —1>-<y)=<0)—>{x=z —>{ xX=1z —){_‘y:
2 -1 =2 z 0 2x—y—2x=0 -y=0 z=t

Tiene infinitas soluciones distintas de la trivial.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E2:

a+1 1 )

Sealamatriz4 = (a—3 a_3)

a) Indique para qué valores de a existe la matriz inversa A™2.

— (2 0 (1 1 . . - .
b)Sia=4,B = (1 1),6 = (0 2), encuentre la matriz X que verifica la siguiente ecuacién:
B+X-A=C.

Solucion:

a) La condiciéon para que sea invertible es | A|# 0, calculando el determinante e igualando a cero se
obtiene:

a+1 1 |_ AN 4 AN Ay
a4—3 a_3—(a+1) (a—3)—-1-(a—3)=(@a-3)-a=0.

Resolviendo para a, se obtiene a = 0 y a = 3, de manera que es invertible paraa # 0y a # 3.

Existe la matrizinversa A"t paraa #0ya # 3

b) Calculamos la matriz inversa de (i 1) - i(_ll _51)

Resolviendo la ecuacion matricial B + X - A = C, resulta:

B+X-A=C->X-A=C—-B->X=(C—-B) A%, yenformamatricial:
(6 D-C )55 )= D-(5E )-8 1)

que es el resultado solicitado.
_(-05 15y _1,—1 3
X= (—0.5 1.5) -2 (—1 3)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E3:

Seanelplanomr=x—-2y+2z+1=0,larectar = {;C ; 31] f 8 y A(1,3,—1). Halla la ecuacidon del

plano S que pasa por 4, es paralelo a r y perpendicular a 7.

Solucion:

La recta perpendicular al plano m esta definida por el vector normal al plano v; = (1,—2,2), que serd
uno de los vectores de orientacidon del plano.

El otro vector de orientacién del plano debe coincidir con el vector director de la recta r para que el
plano resultante final sea paralelo. Para hallar el vector de r, se puede utilizar el producto vectorial de
los vectores normales de los planos que la definen, asi:

i j k _ _
v, = (1,=1,0) x (0,0,1) = |1 —1 o=+|01 ‘1’-i—|(1) (1)-j+|(1) 01|-k=—1i—1j+0k=
0o 0 1

(-1,-1,0).
Otra forma, puede ser escribir la ecuacion paramétrica de la rectar:
X =
T={x_y:0—>{y=;
z+1=0 =1

La recta r pasa por el punto (0, 0, 1) y tiene como vector director (1, 1, 0), que es igual que el anterior,
pero de signo opuesto, y define la misma recta. Se usara el primer resultado.

El plano perpendicular a i, paralelo a r, y que pasa por A4, esta definida como:

. x—1 y—3 z+1
n(P;v,PQ)=| 1 —2 2 |=0=-2(y—3)=3(@E+1)+2>x-1)
-1 -1 0

=—-2y+6—-3z—3+2x—-2
Y la solucidn final para el plano solicitado es:
n=2x—2y—3z+1=0
Se comprueba que pasa por el punto A4:

2:1-2-3-3-(-)+1=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E4:

Dados el punto A(1,2,4) ylarectar = xT_l yzl %1:

a) Halla un punto Bde la recta r de forma que el vector AB sea paralelo al plano de ecuacion
n=x+2z=0

b) Halla un vector W = (a, b, ¢) perpendicularau = (1,0,—1) y v = (2,1, 0).

Solucion:

a) Primero encontramos el plano paralelo a  que pase por el punto A(1,2,4). Como tenemos el
vector normal (1,0, 2) y el punto A(1, 2, 4), el plano que buscamos sera:

p=kx—-1)+2-(z—4)=x+2z-9=0.

Ahora, el punto buscado sera la interseccion de la recta r con el plano p. Para resolver, hallamos la
expresion de la recta en forma implicita:

{x—lzZy—Z_){x—Zyz—l

z—1=2y-2 z—2y=-1

y planteamos el sistema de ecuaciones:

x+2z=9
{x—2y=—1
z—2y=-1

Su solucién nos da el punto buscado B(3, 2, 3).

B(3,2,3)

b) El producto vectorial de u = (1,0,—1) y ¥ = (2,1,0) resulta perpendicular a ambos, por lo

tanto,
i j k _ _
w=00 -Dx@1L0=[1 0 -1|=|] Y-i-|; G|+l J|k=1-2+k=
2 1 0
(1,-2,1),
por tanto, la soluciénesw = (1,—2,1)
W = (11 _2; 1)

Comprobacion:

Calculamos los productos escalares

u-w=(10-1-(1,-21)=14+0-1=0
vw=(210-01,-21)=2-24+0=0
Como valen cero, los vectores son ortogonales
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E5:
Representar graficamente la funcién f(x) = x - e*, calculando previamente sus extremos relativos,

intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y sus asintotas.

Solucion:

Lo primero es calcular la derivada de la funcién e igualar a cero:

ff(x)=x-e¥+e*=e*(x+1)=0.

Resolviendo la ecuacion se obtiene un valor, x = —1, ya que e* es siempre distinto de cero, que
corresponde a la abscisa de posibles maximos o minimos.

Derivando por segunda vez, se obtiene:

fl'(x) =x-e*+2e* =e*(x+2),

y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta:

f"(=1)=e 1 >0 > minimo en x = —1, de ordenada f(—-1) = —e™ 1 = _?1 Como hay un minimo
global en x = —1, la funcion es decreciente para x < —1 y la funcidn es creciente para x > —1.

. -1 :
Minimo: (—1, ?). Creciente: x € (—1, +). Decreciente: x € (—o0, —1)

Por ser exponencial, crece a ritmo exponencial para nimeros positivos y tiende a cero para nimeros
negativos, asi que tendra una asintota que tiende a cero hacia a la izquierda de —1, y un
comportamiento exponencial a la derecha, pasando por el punto (0,0), ya que f(0) = 0.

2
e?

Ilgualando a cero la derivada segunda hay un punto de inflexién para x = —2; (—2, — ) Concavidad:

x € (—o0,—2). Convexidad (U): x € (—2, +)

El grafico es el siguiente:

16 T T T
14

12

X*¥%e ™)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E6:

Demuestre que la ecuacién x3 — 12x = —2 tiene una solucién en el intervalo [—2, 2] y pruebe ademas
gue esa solucion es Unica.

Solucion:

Pondremos la ecuacién en forma de funcién para observar cuando se cumple la ecuacién propuesta:
f(x) =x3—12x + 2

Teorema de Bolzano: “si f (x) es una funcién continua en [a, b] y toma valores de distinto signo en los
extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

Es una funcion continua en toda la recta real pues es una funcién polindmica.
f(=2)=(-2)2-12(-2)+2=-8+24+2>0
f2)=2)23-1212)+2=8-24+2<0

Tiene distinto signo en los extremos del intervalo, luego por el teorema de Bolzano sabemos que se
anula en algun punto del interior del intervalo:

x3—12x +2 =0 - x3 — 12x = —2 en algln punto del intervalo [—2, 2]
Podemos analizar el resto de raices del polinomio:
Lo primero es calcular la derivada de la funcién e igualar a cero:
f'(x) =3x%2—-12

Resolviendo la ecuacidn se obtienen dos valores, [x = 2,x = —2], que corresponden a las abscisas que
tienen maximos o minimos.

Derivando por segunda vez, se obtiene f''(x) = 6x, y sustituyendo para las abscisas obtenidas resulta:
1. f""(2) =12 > 0, Positivo - minimo en x = 2.

2. f""(=2) =—12 < 0. Negativo > maximoen x = —2.

Como hay un méximo en x = —2, la funcién es creciente si x < —2 y decreciente si x > —2.

Como hay un minimo en x = 2, la funcién es decreciente si x < 2y creciente si x > 2. N }

i1
Por ser de tercer orden, hay tres intervalos con la misma tendencia y dos cambios en la / \
tendencia, que coinciden con el mdximo y minimo relativos. Las tendencias son, por L \
) Hige
orden de abscisas: [~

| |
(—00,—2) creciente; (—2, 2) decreciente; (2, +00) creciente. l

Como no hay mas cambios en la funcidn, y el valor de f(x) cambia de signo,

obligatoriamente hay una Unica raiz en el intervalo [—2, 2]. s ,|_||
Como f(2) = —14 es negativa y creciente, tiene que haber una raiz fuera del intervalo | . \ ||
por la derecha, en (2, +). Al ser f(—2) = 18 positiva y creciente, tiene que haberotra | . 5] |I
raiz a laizquierda de —2, en (—o0, —2). Como el polinomio de tercer grado tiene un \ - \.] Il
maximo de tres raices, y dos estan fuera del intervalo [—2, 2], se puede asegurar que la il Iﬂ
raiz es unica en ese intervalo. il
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E7:

. eX—cosx—x
a) Calcular: lim ——————.
x>0 e*+sen x—1

b) Calcular: I = [2(sen x + cos x) - dx.
Solucion:

a) Primero hallamos el limite en cero como se anula el numerador y el denominador,
indeterminado.

Usando la regla de L’Hépital resulta

e*—cosx—x _ ;. e*+sen(x)-1 _ e%+sen(0)-1 __1+0-1 _ 0 _ 0
x—>0eX+senx—1 x50 e*+cos (x) e%+cos (0) 1+1 2 "
X
e —CoS X — X 0

lim =
x-0eX +senx —1

b) Calculando la integral indefinida para la funcion resulta:
e F(x)=sin(x) — cos(x)
Ahora sustituyendo los valores para la integral definida:

[sin (g) — cos (g)] — [sin(0) —cos(0)] =[1—-0]—-[0—1] = +2

T

2
sz (senx + cos x) - dx = 2
0

Matematicas II. Curso 2019 — 2020. Autor: Jorge Mufoz Yafiez-Barnuevo

Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E8:
a) Calcule los puntos de corte de las graficas f(x) = % yglx) =3—x.

b) Sabiendo que en el intervalo [1, 2] se verifica que g(x) = f(x) calcular el area del recinto limitado
por las graficas de ambas funciones en dicho intervalo.

Solucion:
a) Resolvemos la ecuacién: f(x) = g(x) - % =3—x; 2=3x—x% x*-3x+2=0;

_3+v9-8 3+1
B 2 T2

Los puntos de corte son (1,2) y (2,1)

X sx=Lx=2- f(1)=2; f(2) =1:

b) El drea pedida es la integral definida:
] 2 2 2 x? 2
Area = f [g(x) — f(x)] - dx = f (3 —x——)-dx = [3x———2LxI =
1 1 X 2 1

2 2
(3-2—2——2L2)—(3-1—1——2L1)=6—2—2L2—3+1+0=§—2L2=0.1137.
2 2 2 2

, 3
Area = (E — 2L2) u? =0.1137 u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E9:

El peso de los alumnos de 22 de bachillerato de un instituto de Ledn, sigue una distribucién normal, de
media 75 kg y desviacidn tipica 5. Si se elige al azar un alumno, calcular la probabilidad de que:

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg.

b) Tenga un peso superior a 85 kg.

Solucion:

Nos dicen que es una distribucién normal de media 4 = 75 y desviacion tipica o = 5.

X - N(u; 0) = N(75; 5).

. . X-75
Tipificamos la variable: Z = —

a) P(7OSXS80)=P(70_75SZS80_75)=P(—1SZS1)=P(Z<1)—[1—P(Z<1)]=

2:-P(Z<1)—1=2-0.8413—-1=1.6826—1 = 0.6826.
Buscando en la tabla se obtiene P(Z < 1) = 0.8413, que hemos sustituido.

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso entre 70 y 80 kg es de
0.6826.

85-75
5

b) P(X>85)=P(Z> )=P(Z>§)=P(Z>2)=1—P(Z<2)=1—0.9772=0.0228.

Ahora buscando en la tabla, se obtiene P(Z < 2) = 0.9772, que hemos sustituido.

Si se elige al azar un alumno, la probabilidad de que tenga un peso superior a 85 kg es de
0.0228.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E10:

La probabilidad de que a un puerto llegue un barco de tonelaje bajo, medio o alto es 0.6, 0.3 y 0.1,
respectivamente. La probabilidad de que necesite mantenimiento en el puerto es de 0.25 para los
barcos de bajo tonelaje, 0.4 para los de tonelaje medio y 0.6 para los de tonelaje alto.

a) Si llega un barco a puerto, calcule la probabilidad de que necesite mantenimiento.
b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, calcule la probabilidad de que sea de tonelaje medio.

Solucion:

Llamamos B al suceso de que el barco sea de tonelaje bajo, M que lo sea, medio, y A que lo sea alto.
Llamamos N al suceso de que necesite mantenimiento, y no/Na que no lo necesite.

Confeccionamos un diagrama de arbol con los datos del problema:

N PBnN)=06-025=0.15

0.25
5 0.75
noN
0 04 N pMAN)=03-04=012
M 0.6
noN
0.1 0.6 N P@AnN)=0.1-06=0.06
A
04 noN

a) P(N)=P(BNN)+P(MNN)+P(ANN)=0.6-025+0.3-040+0.1-0.60 = 0.15 +
0.12 + 0.06 = 0.33.

0.6

Si llega un barco a puerto, la probabilidad de que necesite mantenimiento es 0.33.

P(MNN)
P(N)

b) Ahora nos piden la probabilidad condicionada: P(M/N). Sabemos que: P(M/N) =
apartado anterior ya hemos calculado P(N) = 0.33.

.Enel

P(MNN) _ 03-04 _ 0.120

PM/N) = P(N) 033 033

= 0.3636.

Si un barco ha necesitado mantenimiento, la probabilidad de que sea de tonelaje medio
es de 0.3636.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pruechas de acceso a ensefianzas LA
universitarias oficiales de grado MATEMATICAS II
Castilla y Leon N Paginas: 3

El alumno deberd escoger libremente ONCO problemas completos de bos DIEZ propuestos. 5e expresard
daramente los elegidos. 5i se resolvieran mas, sdlo se corregirdn los 5 primeros que estén resueltos (segin &
orden de numeracidn de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparercan tolziments tachados.

- CALCULADORA: Se permutird ¢l uso de calenladoras ne programables (gue no sdmitsn memorss pars
Texlo fi Fepresentaciones. graficas).

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 gjercicios se puniusrin sobre un msitimo de 2 pumtos.
S¢ observarin fundaomentalmente los sigmenies sspectos: Cormecta utilizscidn de los concepios, defimiciones. y
propicdades relachonadas con la naturalezs de b siacidn que se rat de resolver. Justificaciones webricas que se
aporen para & desarmollo de Las respoestas. Claridad v coherencis en b exposicidn. Precisebe en fos cileulos v en
lz= potaciones. Deben figurar explicitamente ks operachones no triviales, de modo que poodan reconsimurse la
argumeniscion logica v los cileulos.

ELl.- (Algebra)
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales sepiin los valores del pardmetro A
ir+y =1
x+iy+z=2 1.2 puntos)
x+y+z =2
b} Resalverlo para a=1. (0.8 punios)
E2.- (Algebra)

SealamarizA=(' ¢
m mn
a) Encontrar los valores de m yn para que se verifique:

AA=4aF (A" = la traspuesta de A). (1.2 puntes)
b) , Para qué valores de m y n la mairiz A no es invertible 7 (0.8 puntos)
E3.- ((seometria)
Dados el punto P {2,1,1) y la recta rE?:?:'_;;_
a) Hallar la recta paralela a r que pase por P. (0.8 puntos)

b) Hallar la ecuacidn del plane gue pasa por el punto P v contiene a la recta r. (1.2 puntos)

E4.- (Geometria)
a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,2,3) v es paralela a la recta
x—y—z—1=0
[r+y+z—]=l]' {1 pomte)
b} Calcular el punto simétrico del (1,2,3) respectodel plano r =3x + 2y +z+ 4 =0.

(1 punto)
MATEMATICAS Il-Propuesta_1/2020. Paginalde 3
Matematicas II. Curso 2019 —2020. Autor: Jorge Mufoz Yafiez-Barnuevo

Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON www.apuntesmareaverde.org.es

=T
Textos Narea Verde



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

ES.- (Andlisis)
Determinar la funcién f(x) = x* + ax® + bx + ¢ , conociendo que tiene un punto de

inflexién en ¥ = 1 y que la recta tangente a su grafica en el punto (—1,0) es el gje de
abscisas. (2 puntos)

E6.- { Andlisis)

Demostrar que la ecuacidn x¥ + 3x = 1 + sen x tiene alguna solucibn real en el intervalo

[0, 2]. Probar que la solucidn es dnica. (2 puntes)

E7.- (Andlisis)
a) Calcular lim *“‘% =T (1 punto)

r—+1 —
b) Dada la funcién f(x) = ij:_r, hallar la funcidn primitiva suya F(x) que verifique
F(0) = 3.

(1 punto)

ES8.- (Anilisis)
a) Dada la funcidn f(x) =?_ Enconirar sus extremos relativos y los miervalos de
crecumiento ¥ decrecimento. (1 punto)

b) Dada la funcién f(x) = x* — 2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1,3]
y encontrar ¢l drea del recinto comprendido entre su grifica, el gje OX y las rectas
x=1yx=3. (1 punto)
E?.- (Probabilidad v estadistica)

El consumo de aziicar en un determinado pais, caleulado en Kg (kilogramos) por persona
y afio, varia segin una distnbucion normal de media 13 y desviacion tipica 5.

a) ;Qué porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 Kg de azicar al afio?

(1 punto)
b} ;Cual es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de amicar es supenor
al5 Kg? (1 pumto)

E10.- (Probabilidad v estadistica)

Los estudiantes, que comienzan los estudios de Medicina, en el conjunto formado por las
comunidades autbnomas de Andalucia, Baleares y Castilla y Ledn, se distnbuyen de la
siguiente forma: un 50% de Andalucia, un 15% de Baleares y un 35% provienen de Castilla
¥ Ledn. Los porcentajes de dichos estnudantes que no consiguen el nmlo de Médico son los
siguientes: 15% de Andalucia, 10% de Baleares y 5% de Castilla y Ledn

a) Caleular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar. no consiga

el tilulo de Licenciado en Medicina. (1 punto)
b) 5iun alumno no consigue el titnlo de Licenciado en Medicina, jes mds probable que
provenga de Andalucia o de Casulla v Ledn? {1 punto)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E1:

Ax+y=1
a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales: {x + Ay + z = 2, segun los valores del parametro A.
x+y+z=2

b) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a) Escribimos las matrices de los coeficientes y la ampliada:

A1 0 A1 01
M=<1 A 1)yM'=<1 A1 2).

1 1 1 1 1 1 2

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
A 1 0

M|=11 2 1{=2+1-21-1=0; ?2-1=0=>1,=0,1, =1.
1 1 1

Sid# 004 +#1elrango de la matriz M es 3, igual al rango de la matriz ampliada, e igual al nimero de
incognitas, luego el sistema es compatible y determinado.

01 01 01 1
SiA=0=>M=(1 0 1 2=

1 0 2
1 1 1 2 1 1 2

ampliada es 3, mientras que el de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es incompatible.

=1+2-2=1+#0. El rango de la matriz

1 1 01
SilA=1=>M = (1 1 1 2) Su rango es 2, igual al de la matriz de los coeficientes luego el

1 1 1 2
sistema es compatible indeterminado.

Sid # 004 +# 1elsistema es compatible y determinado. Si A = 0 el sistema es
incompatible. Si 4 = 1 el sistema es compatible indeterminado.

x+y=1
b) Ya hemos visto que para A = 1 el sistema es compatible indeterminado, y es resulta{x +y + z = 2.
x+y+z=2

x+y=1

x+y+z= Z.Hacemos y = A; y despejamos x y

Tiene dos ecuaciones iguales, luego es equivalente a {

z:x=1—-21, z=1.

—_

A

x=1-
A ,VAER
1

N <
Il

Matematicas II. Curso 2019 — 2020. Autor: Jorge Mufoz Yafiez-Barnuevo

Comunidad Auténoma de CASTILLA Y LEON www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verde



“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E2:

SealamatrizA = (111 2)

a) Encontrar los valores de m y n para que se verifique: A% = A¢, siendo la matriz traspuesta de A.
b) éPara qué valores de m y n la matriz A es invertible?

Solucion:

a) Calculamos A? y lo igualamos con A°.

AZ:A'A=(111 2)(111 2)=(m+1mn 7?2)

2 _ gt 1 0y _(1 m — 10 — e P P
A=A :(m+mn nz)_(O n):l—l,o—m,m+mn—0,n =n-m=0n“=n

m=0n=1n=0.

b) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
ar=]t 9 =n.
m n

La matriz A es invertible para todo valor de m, y si n es distinto de cero.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E3:

Dado el punto P(2,1,1) larectar = A e R

a) Hallar la recta s paralela a r y que pase por P.
b) Hallar la ecuacidn del plano  que pasa por el punto P y contiene a la rectar.

Solucion:

a) De la recta s, pedida, conocemos su vector de direccion por ser paralela a r: v, = (1,—1,-3). Y
conocemos un punto, que nos dan. Luego podemos escribir su ecuacion continua:
¥ =20y =z =1

S = = =

1 -1 -3

b) Del plano m pedido conocemos el punto P(2,1,1) que nos dan. Como contiene a la recta r
conocemos también el punto: Q(2, 3, 4), y un vector de orientacién: v, = (1, —1,—3). Calculaos el otro
vector de orientacion:

PO =00 -0P =[(2,3,4)—(2,1,1)] = (0,2,3).
Y escribimos la ecuacion del plano:

. x—2 y—1 z-1
n(P; v, PQ)=| 1 -1 -3 [(=0=-3x-2)+2z-1+6(x—-2)-3@Wy—-1)=
0 2 3
3(x—2)-3(y—-1)+2(z—1)=0; 3x—-6—-3y+3+2z—-2=0.

n=3x—3y+2z—-5=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E4:

a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1,2,3) y es paralela a la recta r =
{x —y—z—1=0
x+y+z—-3=0

b) Calcular el punto A’, simétrico de A(1,2,3) respecto del plano 7 de ecuacion general m = 3x +
2y+z+4=0.

Solucion:

a) Buscamos las ecuaciones paramétricas de r:

_(x—y-z-1=0_ _ x—y=1+/1} A - 27 w1
r_{x+y+z_3:0=>z—l=>x+y:3_ﬂ=>2x—4,x_2—>2+y_3 A y=1-2
x =2
—>7‘E{y=1—ﬂ.
z=A

Con lo que obtenemos un punto y un vector director de r que son P(2,1,0) y v, = (0,—1,1).

La recta pedida s contiene al punto A(1,2,3) vy, por ser paralela a r, tiene por vector director a
cualquiera que sea linealmente dependiente del vector director de la recta r: v, = (0,—1,1). Su
ecuacion continua es:

x—2 y—2 z—3
o -1 1

S

b) La recta t que pasa por A y es perpendicular a  tiene como vector director al vector normal del

x=1+31
planomr =3x+2y+z+4=0:1=(3,2,1) >t ={y =2+ 21
z=3+4+21

El punto M, interseccion del plano it con la recta t se obtiene resolviendo el sistema:
mT=3x+2y+z+4=0

x=1+31 A
t=ly=2+21 =23(14+31)+2Q2+2)+B+A)+4=0;—>
z=3+1

3+94+4+4+41+3+1+4=0; 2144+141=0;214+1=0=>1=-1=>M(-2,0,2).
Para obtener el simétrico tiene que cumplirse que AM = MA'.

AM = 0M — 04 = [(-=2,0,2) — (1,2,3)] = (=3,-2,—1).

MA" = 0A"' —OM = [(x,y,2z) — (—2,0,2)] = (x + 2,y,z — 2).

xX+2=-3->x=-5
(-3,-2,-1)=(x+2yz-2)=>{y=-2 = A'(-5,-2,1)
z—2=-1-2z=1
A'(=5,-2,1)
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E5:

Determinar la funcién f(x) = x® + ax? + bx + ¢, conociendo que tiene un punto de inflexién en x =
1y que la recta tangente a su grafica en el punto P(—1,0) es el eje de abscisas.

Solucion:
Sabemos que:
Por contener al punto P(—1,0) = f(—1) = 0:
f-D=(C-12+a-(-1)?+b-(-)+c=0=-1+a-b+c=0>>a—-b+c=1. (1)
Por tener un punto de inflexion parax =1 = f''(1) = 0:
fl(x) =3x24+2ax+b- f"(x) =6x+2a—-> f'(1)=6-1+2a=0; 3+a=0

a=-3

10

Sustituyendo este valor en (1):
—3—b+C=1—> b_C=_4‘. (2) 20

La pendiente de la tangente a la grafica de una funcion en un punto es igual que
el valor de la primera derivada de la funcidn en ese punto.

El eje de abscisas es la recta de pendiente cero: y = 0= m = 0.
Paraa=-3=f'(x) =3x>?—6x+b->f'(-)=m=0=>3-(-1)2+6+b=0; 3+6+b=0
b=-9
Sustituyendoen(2): - 9—c=—-4=>c¢c=-5
c=-5

f(x) =x3—3x2—-9x—5
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E6:
Demuestre que la ecuacién x* + 3x = 1 + sen x tiene alguna solucién real en el intervalo [0, 2].
Probar que la solucion es unica.

Solucion:

Demostrar lo pedido es equivalente a demostrar que la funcién f(x) = x* + 3x — 1 — sen x = 0 tiene
una solucién unica.

La funcion f(x) esta formada por suma de funciones polindmicas y la funcidn seno, por lo que es
continua y derivable en toda la recta real.

El teorema de Bolzano dice que “si f(x) es una funcidn continua en [a, b] y toma valores de distinto
signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal que f(c) = 0”.

Aplicamos a f(x) el teorema de Bolzano en cualquier intervalo cerrado en el que alcance distinto signo
en los extremos, por ejemplo, [0, 2]:
f(0)=0*4+3-0—1—sen0=-1<0
f2)=2*+3-2—-1—-sen2>0

Ya se ha probado que la funcién tiene una raiz x = ¢ € [0, 2]; ahora se debe demostrar que este valor
es unico.

}=>E|CE [0,2] = f(c) = 0.

f'(x) =4x3+3—cosx >0,Vx €[0,2], lo cual significa que la funcién es mondtona
creciente lo que implica que sdlo puede tener una raiz.

La funcion dada viene en azul. Observamos como, en efecto, en x = 0, B, toma un valor negativo, y en
x = 2, Ctoma un valor positivo. La funcién es continua y creciente en (0, 2), luego existe un valor, 4,
para el que se anula.

La funcién derivada, en malva, observamos que es creciente, y que en el intervalo (0, 2) es positiva,
luego en ese intervalo la funcién dada es creciente.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E7:

. Vx2-x+1—/2x-1
a) Calcular: lim —————————.
x—1 1-x
b) Dada la funcidn f(x) = %, hallar la funcidon primitiva suya F (x) que verifique F(0) = 3.
Solucion:

a) Para x = 1 se anula tanto el numerador como el denominador, luego para quitar la indeterminacion
multiplicamos por el conjugado:

VxZ—x+1-v2x-1 _ (VxZ—x+1—V2x—1)(VxZ—x+1+V2x-1) _ .. (\/xz—x+1)2—(x/2x—1)2 _

}CILY} 1-x - }CI_I)T} (1-x)(VxZ—x+1+V2x-1) B }CI_I’)I} (1-x)(VaZ—x+1+V2x—-1)
x2—x+1-Q2x—-1) x2—x+1-2x+1 x2=3x+2 ()

=}ci£q(1—x)(\/x2—x+1+\/2x—1):}Ciﬂ(l—x)(\/xz—x+1+\/2x_1):}Ci_rg(l_x)(‘/xz_x+1+\/2x_1)

:3i'29_8:%ﬁ:3:;1:>x1=1,x2=2:>x2—3x+2=(x—1)(x—2)

(*) x2=3x+2=0; x

Dividimos numerador y denominador por x — 1

li (x-1)(x-2) x—=2 1-2 -1 1 1

m =—-lim———= =
x—1 —(x-1)(VxZ—x+1+v2x-1) x>1VxZ—x+1+/2x—1

VIZo1+14vV21-1  VI+V1 141 2

. Vx2—x+1-v2x—-1 1
xl_IH 1—x _2

También puede hacerse utilizando L’Hopital:

2x-1 2 2:1-1 1
li VxZ—x+1-2x-1 _ li xZ—x+1 2V2x—1 _ 12141 V2 1-1 _ 1 1) _ 1 _1
im——————— == lim = = (——=)=—=4+1="-=.
x-1 1-x x-1 -1 -1 V1 V1 2 2

b) Es una integral inmediata de tipo logaritmo:

_ r2x—e* x’+e*=t 1 _ _ -
F(x)—fm-dxz{(zx_e_x).dx=dt}:f;-dt—Lt+C:o=>F(x)—L(Zx e ™)+ C.

F0O)=3=L(2-0—e®+C=3; L2-1)+C=3; L1+C=3;0+3=C=>C=3.
F(x)=L(2x—e™)+3
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E8:

. Lx . . .
a) Dada la funcion f(x) = Encontrar sus extremos relativos y los intervalos de crecimiento vy

decrecimiento.

b) Dada la funcién f(x) = x? — 2x. Estudiar el signo de la funcién en el intervalo [1, 3] y encontrar el
area del recinto comprendido entre su grafica, el eje OXylasrectasx =1y x = 3.

Solucion:

a) La funcién logaritmo sélo estd definida para los valores positivos, por lo que el dominio de la funcién
es D(f) = (0, + ).

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o negativa,
respectivamente.

l~x—Lx~1
X

=1—Lx > Le=1.

) =

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

1

Six € (e, +) entonces f'(x) > 0y lafuncién es creciente. Si x € (0, e) entonces
f'(x) < 0y lafuncién es decreciente.

Una funcién tiene un maximo o un minimo relativo cuando se anula su primera derivada, o
cuando cambia su crecimiento:

ffx)=0=21-Lx=0=>Lx=1=>x=ce.
Como para x = e la funcién pasa de ser decreciente a ser creciente, tiene un maximo relativo.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada; si es negativa
para los valores que anulan la primera derivada se trata de un maximo y, si es positiva, de un minimo.
Le 1 1 ;. .
f(e) = —=- P (e, ;) es un maximo relativo

1 L . .
P (e,;) es un maximo relativo

b) La funcién f(x) = x? — 2x es una parabola convexa (U) por ser positivo el coeficiente de x?; su
vértice es el siguiente: f'(x) =2x—2. f'(x)=0=>2x—-2=0; x—1=0=>x=1=>V(,-1).

Entre 1y 2, el drea es negativa, entre 2 y 3, es positiva. Luego: i i |
| |
: 1 3 322 [ 22 " _'
Area=-fx2—2x-dx+fx2—2x-dx== ———| +|5—— ! !
2 2 3 2 5 3 2 5 | ‘
13 33 23 2 | |
— | _ 12 — _122)_ R . V4 | |
-(7-0)+(5-2) -2 (5-2) St e
1 8 | \
=§—1+9—9—2-<§—4)= B — ? ; ?
-1-248=7-2=7-5=2 Lot i
3 3 | |
Area = 2u?
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E9:

El consumo de azucar en un determinado pais, calculado en kg por persona y afio, varia segln una
distribucién normal de media 15 kg y desviacidn tipica 5.

a) ¢Qué porcentaje de personas de ese pais consumen menos de 10 kg de azucar al afio?

b) éCual es el porcentaje de personas del pais cuyo consumo anual de azucar es superior a 25 kg?
Solucion:

a) Nos dicen que: u =15; 0 =5.X:N(u; o) = N(15; 5). Tipificamos la variable: Z = _X—515.

10-15
5

P=P(X<10)=P(Z<
0.1587.

)=P(2<T)=PZ<-1)=1-P(Z<1)=1-08413 =

El porcentaje de personas que consumen menos de 10 kg de azucar al afio es del 15.87 %

b) P = P(X > 25) =P(z>25:5) =P(z>§) =P(Z>2)=1-P(Z<2)=1-09772 =
0.0228.
El porcentaje de personas cuyo consumo anual de azucar es superior a 25 kg es del
2.28 %
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Ejercicio E10:

Los estudiantes, que comienzan los estudios en Medicina, en el conjunto formado por las comunidades
de Andalucia, Baleares y Castilla y Ledn, se distribuyen de la siguiente forma: un 50 % de Andalucia, un
15 % de Baleares y un 35 % provienen de Castilla y Ledn. Los porcentajes de dichos estudiantes que no
consiguen el titulo de Médico son los siguientes: 15 % de Andalucia, 10 % de Baleares y 5 % de Castilla y
Ledn.

a) Calcular la probabilidad de que uno de dichos estudiantes, elegido al azar, no consiga el titulo de
Licenciado en Medicina.

b) Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, ies mas probable que provenga de
Andalucia o de Castillay Ledn?

Solucion:

Llamamos A al suceso ser de Andalucia, B a ser de Baleares y C a ser de Castilla Ledn. Llamamos L al
suceso conseguir el titulo, y L a no conseguirlo. Llevamos los datos a un diagrama de arbol.

L

0.5 noL P(AnnolL)=0.5-0.15=0.075

L

L
0.15
B 0.1
noL P(BrnoL)=0.15-0.1=0.015
<

noL P(CnnoB)=0.35-(0.05)=0.0175

a) La probabilidad de no obtener el tituloes P = P(L) = P(ANL)+ P(BNL)+P(CNL) =

= P(A) - P(L/A) + P(B) - P(L/B) + P(CL) - P(L/CL) = 0.50 - 0.15 + 0.15 - 0.10 + 0.35 - 0.05 =
0.0750 + 0.0150 + 0.0175 = 0.1075

La probabilidad de no conseguir el titulo de Licenciado en Medicina es del 0.1075.

b) Ahora queremos valorar dos probabilidades condicionadas: P(4/L) y P(C/L)

P(AnL) _ P(A)-P(L/A) _ 0.50-0.15 _ 0.0750
p@) PO ~ 0.1075  0.1075

P, =P(A/L) = = 0.6977.

P, = P(C/L) = P(cnl) _ P(C)-P(L/C) _ 0.35-0.05 _ 0.0175

P(D) P(L) 0.1075  0.1075

= 0.1628.

Si un alumno no consigue el titulo de Licenciado en Medicina, es mucho mas probable
que provenga de Andalucia que de Castilla y Ledn
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PROVES D’ACCES A LA UNIVERSITAT (PAU)

N Generalitat de Catalunya
JI Consell Interuniversitari de Catalunya

Oficina d'Accés a la Universitat

Proves d’acceés a la universitat

] .
Matematiques
Serie 1
Responeu a QUATRE de les sis giiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.
Cada qiiestio val 2,5 punts.
Podeu utilitzar calculadora, perd no es permet I'tis de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.
Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o

per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest ultim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestié corresponent.

¥
g 1 o
1. Tracem la recta tangent a la funcio f(x)= g +1 per un punt
P =(a, f(a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament 3
amb els eixos de coordenades formen un triangle.
a) Comproveu que I'area d’aquest triangle, en funcio de a, =)
ve donada per la funcio
(a*+3)
gla)= T 11
[1,25 punts] 4
x
-1 0 1 2
-1

b) En quin punt P l'area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim.
[1,25 punts]

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real k:
S5x+y+4z=19
kx+2y+8z=28
S5x+y-kz=23+k
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1.25 punts]

b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k =0.
[1,25 punts]
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3. a) Calculeu I'equacié general del pla m que passa pel punt (8, 8, 8) i té com a vectors
directors u=(1, 2, -3) i v=(-1, 0, 3).
[1,25 punts]

b) Determineu el valor del parametre a perqué el punt (1, -5, a) pertanyi al pla 7 i cal-
culeu I'equacié parametrica de la recta que passa per aquest punt i és perpendicular al
pla m.

[1,25 punts]

ax*+ b

4. Considereu la funcié f(x)= ,en qué a i b son dos parametres reals. Calculeu els

valors de a i b de manera que la funcié f(x) tingui una asimptota obliqua de pendent 1 i
un minim en el punt de la grafica d’abscissa x = 2.
[2,5 punts]

5. Sigui la matriu A=( 11 ]

-3 -4
a) Trobeu la matriu X que satisfa 'equacio AX = I - 3X, en queé I és la matriu identitat
d’ordre 2.
[1,25 punts]

b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.
[1,25 punts]

6. Considereu la funcio f(x) = x".

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y=f(x) és parallela a la
recta 3x - y=4. Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquest punt i feu
un dibuix aproximat de la grafica de la funci6 i les dues rectes.

[1,25 punts]

b) Calculeu 'area de la regio delimitada per y=f(x) ila recta y=3x + 2.
[1,25 punts]
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[ Generalitat de Catalunya CONVOCATORIA
}I Consell Interuniversitari de Catalunya ORDINARIA DE
Oficina d'Accés a la Universitat JUNY

Proves d’accés a la universitat

Matematiques
Série 3

Responeu a QUATRE de les sis qiiestions segiients. En les respostes, expliqueu sempre qué voleu
fer i per que.

Cada qiiestio val 2,5 punts.

Podeu utilitzar calculadora, pero no es permet I’tis de calculadores o altres aparells que poden
emmagatzemar dades o que poden transmetre o rebre informacio.

Podeu utilitzar les pagines en blanc (pagines 14 i 15) per a fer esquemes, esborranys, etc., o
per a acabar de respondre a alguna qiiestio si necessiteu més espai. En aquest tltim cas, cal que
ho indiqueu clarament al final de la pagina de la qiiestié corresponent.

0

2
1. Sigui A= -1 1 |, en que a és un parametre real.
1

o B

a

a) Determineu el rang de la matriu A en funcié del parametre a.
[1,25 punts]

b) Comproveu que det(A* + A) =0.
[1,25 punts]

2. Shan trobat unes pintures rupestres en una cova situada en
una zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcial-
ment la cova format per I'arc de corba y =4 - x* d’extrems
(0,4)i(2,0). La cova esta situada en el punt de coordenades
(0, 2), tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un
accés rectilini d des del cami a la cova que sigui el més curt
possible.

a) Identifiqueu ala grafica de la figura les coordenades de la
cova i del punt del cami des d’on es vol habilitar I'accés.

Comproveu que la funcié f(x)=4/x*-3x>+4 calculala

distancia des de cada punt del cami a la cova.
[1,25 punts]

b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i digueu
quina sera la longitud de I'accés d.
[1,25 punts]
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3. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
ax+y=a
x+ay+z=>5
X+2y+z=5
a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema per al cas a =2.
[1,25 punts]

4. Siguila funci6 f(x)= L In(x), en qué In indica el logaritme neperia, definida per a x > 0.
X

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f(x) en que la recta tangent a la
corba en aquest punt és horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem relatiu i
classifiqueu-lo.

[1,25 punts]

b) Calculeu l'area del recinte delimitat per la corba y = f(x), les rectes verticals x =1 i
x =eil’eix de les abscisses.
[1,25 punts]

5. x-1 y-3

Considereu la recta r d’equacio S T, T % ilarectasque passapel punt P =(2,-5,1)

i que té per vector director (-1, 0, —1).
a) Estudieu la posicio relativa de les rectes r i s.
[1,25 punts]

b) Calculeu I'equacio general del pla que és parallel a la recta r i conté la recta s.
[1,25 punts]
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6. Una empresa de ceramica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de costat
pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la mateixa i que si es
posen les rajoles 'una al costat de 'altra es vegi un dibuix continu (figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho, 'empresa utilitza en cada rajola la funcié f(x)=x’-3x+2x + 1 enqua-
drada entre els punts de coordenades (0, 0), (0, 2), (2, 0) i (2, 2), tal com es mostra en la
figura 2, i fa servir com a unitat de mesura el decimetre.

a) Justifiqueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de manera
continua i derivable.
[1,25 punts]

b) Justifiqueu que aquesta funcié divideix el quadrat esmentat en dues parts que tenen
la mateixa superficie.
[1,25 punts]
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SERIE 1 CONVOCATORIA
ORDINARIA DE
Problema A.1: JUNY
3
" 1 "
1. Tracem la recta tangent a la funcié f(x)= " +1 per un punt
P =(a, f(a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament 3
amb els eixos de coordenades formen un triangle.
a) Comproveu que l'area d’aquest triangle, en funcio6 de a, =
ve donada per la funcio
(a’®+3)
gla)= ~ dg 14
[1,25 punts] A
X
10 1 2
-1

b) En quin punt P l'area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim.
[1,25 punts]

Solucio:

a) Alseglient dibuix ens podem fer una idea de la situacié i del que ens estan demanant:

4\ Per trobar I'area del triangle necessitem la seva base i la seva
altura, que son respectivament el punt de tall de la recta r (la
recta tangent a la funcié en (a,f(a))) amb OX i amb QY.

Primer trobarem I'equacié de la recta tangent a la funcié en
pla.fa) (a,f(a)) i després buscarem els punts de tall amb els eixos per
2 - poder fer I'area del triangle:

) i) Equacio de la recta tangent a la funcid en (a,f(a)):

L'equacido explicita d’'una recta qualsevol, ve donada per
7 0 ] L I’expressio: y = mx +n on m és el pendent de la recta, com
que la recta que busquem és tangent a la funcié f(x) en
(a, f(a)), el seu pendent sera la derivada de la funcié en a, es a

dir f'(a).
Calculem f'(x) = —1, llavors: m = f'(a) = _2
x3 a3
. , ., . 2
De moment tenim que I'equacié de la recta sera: y = —ﬁx + n, ara, per trobar el valor de n, fem

servir el fet de que la recta passa pel punt (a,f(a)) = (a, % + 1), és a dir, canviem la x i la y per les

coordenades del punti aillant la n trobem el seu valor:
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1
;+1 = ——3a+n—>;+1 =—-——S+tn——=+ =S +l=n—">—7+1=n
. , ., ., , 2 3
Amb el que tenim que I'equacio de la recta tangent a la funcié en (a, f(a)) és: y = —ﬁx+?+1

(També podriem haver trobat I'equacié de la recta tangent amb la férmula de I'equacié punt-pendent:
Yy — Yo =m(x —xg), on (x,¥0) = (a,f(a)) i m=f'(a)).

i) Ara busquem els punts de tall de la recta amb els eixos de coordenades:
e Tallamb OX (y=0):
3 3
O=—%x+%+1—>%x=%+1—>2x=3i2+a3—>2x=3a+a3 x:3a-2|-a
a a a a a

e Tallamb QY (x=0):

El tall amb I'eix de la y és el valor de n de I'equacié explicita de la recta, llavors y = 22 +1

iii) Busquem l’'expressio de I'area del triangle:
Base Altura
22 2
3a+a3_<i+1> a-(3+a2)_(i+£> a-(3+a?) 3+a? a-(3+a ) (3+a2) N
(@) = 2z @2 _ T2 \@&T2)_ 7 g T e (3+aF)
g 2 2 2 2 2 4a

s i . (3+a?)”
L’area del triangle sera: g(a) = e amba > 0.

b) El que ens demana I'apartat “b” és que trobem el valor de a pel que la funcié g(a) té un minimi el
valor de g(a) per a aquest valor de a.

El minim de g(a) és un dels punts singulars de g(a), de manera que per trobar-lo buscarem els
punts singulars de g(a) i després mirarem quin d’ells és un minim; com que els punts singulars de
g(a) es troben als valors de a que anul-len la derivada, per trobar-los calcularem la derivada i la
igualarem a zero:

2
] . ] (3+a?)
i) Calcul de la derivada de g(a) = ~4a "

2
.« _ 1 2(3+a?)2a-a—1-(3+a?)” 1 4a?(3+a?)—(9+6a’+a*)  1242+4a*—9—6a%—a*
g'(a) = 4 a? "4 a? B 4q2
_ 3a%+6a2—9 _ 3(a*+2a2-3)
4q2 4q2
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i) Busquem els punts singulars igualant la derivada a zero:

3(a*+2a?-3)
4q? B

Igualant els factors a zero:

e a’+3=0—>a=+Vv-3 2 Solucié.

e a2—1=0—>a=+V1= +1, tenim 2 solucions 1i —1.

k
0e—a*+2a* -3=0— (a®*+3)(a*-1) = 0.

Com que g(a) només esta definida per a valors positius de a descartem la solucié a = —1 i I'Gnica so-
lucié que ens queda és a = 1.

* La descomposici6 de a* 4+ 2a% — 3, I'nem fet buscant 2 nimeros que sumats facin 2 i multiplicats
facin —3, també es podria haver fet fent servir Ruffini o podriem haver resolt I'equacio biquadrada amb
el canvi de variable a? =t.

iii) Comprovem que en a = 1, g(a) té un minim:

Ho farem estudiant la monotonia de la funcid, fent un estudi del signe de g'(a) (que només depen de
I'expressié a* + 2a? — 3):

Com que dins del seu domini (a > 0) la funcié g'(a) és continua i només s’anul-la quan a = 1 hem de
mirar el signe de la funci6 als intervals: (0,1) i (1, +00):

e a=05—05*"+2-05%2-3=0.0625+0.5—3 = —2.4375. Llavors,sia € (0,1) g'(a) < 0.

Llavors a I'interval (0, 1), g(a) és decreixent.
e a=15—15%+2-15%2-3=5.0625+ 4.5 -3 = 6.5625. Llavors, sia € (1,+) g'(a) > 0.

Llavors a I'interval (1, +), g(a) és creixent.

X ? 2 3 4

g'(a) - +

o) T 0

Amb el que podem afirmar que quan a = 1, g(a) té un minim absolut.
.. (g L _(1 L _

El punt P, sera: (a,f(a)) = (a, o + 1) = (1, 2 + 1) =(1,2)

iv) Calculem el valor del minim:

(3+12)2
g(1) = 1 =4

L’area del triangle sera minima quan P = (1, 2) i tindra un valor de 4 u?.
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Problema A.2:

2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depen del parametre real k:
5x+y+4z=19
kx+2y+8z=28
5x+y—-kz=23+k

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre k.
[1,25 punts]
b) Resoleu, si és possible, el sistema per al cas k =0.
[1,25 punts]
Solucio apartat a)

5 1 4 _ 5 1 4 19
AnomenemA=(k 2 8 |alamatriudelsistemaid=(k 2 8 28 a la matriu amplia-

5 1 -k 5 1 -k 23+k
da del sistema.

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché-Frébenius, que compara el rang de la matriu del
sistema amb el rang de la matriu ampliada.

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del parametre k:

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacio lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de k s’anul-la el determinant de la
matriu:

5 1 4
[Al=|k 2 8|=-10k+ 4k + 40— (40 + 40 — k?) = k? — 6k — 40
5 1 -k
, * x—10=0——>x =10
Al =0——k —6k—40=0<—>(x—10)(x+4)=0—>{x+4=0 X = —4

* la descomposicié de k? — 6k — 40 I’hem fet buscant 2 nimeros que sumats facin =6 i multiplicats
facin —40. També podriem haver resolt I'equacié amb la férmula de Bhaskara o un altre metode.
Llavors:

e Sik € R\{—4,10} (Si k és un nombre real excepte —4 i 10), el determinant de la matriu sera diferent
de zero i per tant el rang de la matriu sera 3.

e Sik =—4,]A] =0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la
k per —4.:

5 1 4
A=|—-4 2 8] sifem | > I 10 + 4 = 14 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
5 1 4 —4 2
e Sik =10, |A| = 0ipertantrg(A) < 3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la
k per 10:

5 1 4 2 g
A=110 2 8 si fem | | = —20—-8=-28 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
5 1 -10 1 -10
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i) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del parametre k:
e Si k € R\{—4,10}, com que la matriu A és d’ordre 3x4, rg(A) < 3, com que la matriu 4 C 4,
rg(4) 2 3; per tant rg(4) =

e Sik = —4,anem a veure quin és el rang de la matriu A:
Per fer-ho farem servir el metode de Gauss.
_ 5 1 4 19 5 1 4 19 _
A=|(-4 2 8 28 T4 0 14 56 216 |——rgld)=
1 2
51419F1—F30000_
e Sik =10, anem aveure quin és el rang de la matriu A:
Per fer-ho farem servir el metode de Gauss.
_ 5 1 4 19 5 1 4 19 5 1 4 19 _
A=(10 2 8 28 0 0 O 10 |—— (0 0 14 —-14)|——rg(A)=

5 1 —-10 33 0014—142“300010

iii) Discussio del sistema amb el T2 de Rouché-Frobenius:
T2 de Rouché
e Sik € R\{—4,10}, tenim que rg(4) = rg(A4) = n? d'incognites _ o sep.
T2 de Rouché
e Sik=—4, tenim que rg(4) = rg(4) = 2 < 3 = n2d'incognites e SCI amb 1 grau de

llibertat.
—. T2de Rouché
e Sik =10,tenimquerg(4) # rg(A) —— SI

- Sik € R\{—4,10}, el sistema és compatible determinat.
+ Sik = —4, el sistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

+ Sik =10, el sistema és incompatible.

Solucio apartat b)

Si k =0, estem en el cas k € R\{—4,10} i tindrem un SCD, per resoldre’l farem servir el metode de
Gauss:

~ 5 1 4 19 5 1 4 19

A=|0 2 8 28)—|0 2 8 28|—4z=-4—>z=-1
5 1 0 23 0 0 4 -4

Substituintzala 2afila: 2y —8=28—2y =28+8—> 2y =36——y = 18.

Substituintyizalalafila:5x +18 -4 =19——>5x+ 14 =19——5x=19-14 —

5x=5——x=1.

La solucié del sistema quan k = 0,és (1,18, —1).
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CONVOCATORIA
Problema A.3: ORDINARIA DE
3. a) Calculeu I'equacio general del pla 7 que passa pel punt (8, 8, 8) i té com a 1 JUNIO
directors u=(1,2,-3)iv=(-1,0, 3).
[1,25 punts]

b) Determineu el valor del parametre a perque el punt (1, -5, a) pertanyi al pla 7 i cal-
culeu I'equacié parametrica de la recta que passa per aquest punt i és perpendicular al
pla 7.
[1,25 punts]
Solucié apartat a)
L’equacio general d’un pla és de la forma m: Ax + By + Cz + D = 0, on el vector format pels coefici-
ents de x, y, i z és perpendicular al pla, és a dir (4,B,C) L m.

Comqueu = (1,2,-3)iv =(—1,0,3), son vectors directors del pla, el seu producte vectorial, sera un
vector perpendicular al pla:

i j ok
uxv=[1 2 =3l=6i+3j—(—2k+3j)=6i+2k——uxv=(6,0,2), dividint entre 2,
-1 0 3

continuarem tenint un vector perpendicular al pla: (3,0, 1).

De moment tenim que I'equacid del pla que ens demanen, sera: 3x + z + D = 0, per trobar el valor de
D, fem servir que (8, 8, 8) és un punt del pla i per tant satisfa I'equacié del pla:

3:8484+D=0—>324+D=0—>D = —32, llavors I'equacio del pla que ens demanen és:
m:3x+z—32=0.

x—8 y—8 z-—8
(També la podriem haver trobat igualant a zero el determinant | 1 2 —3 [jaquesi(x y, 2)

-1 0 3
és un punt del pla, (x — 8, y — 8, z— 8) és un vector del pla i com que tres vectors d’'un mateix pla sén

sempre linealment dependents, el determinant de la matriu que formen donara zero).
L'equacid delplaés m:3x +z—32 = 0.
Solucié apartat b)
Si(1,-5,a) € m, ha de satisfer I'equacié delpla: 3:1+a—-32=0—a—-29=0——>a = 29.
Com que la recta que ens demanen és perpendicular al pla, el seu vector director també ho sera, llavors

podem fer servir com a vector director de la recta el vector: (3,0,1), i com que ha de passar pel punt
(1,-5,29) ja podem escriure I'equacié parametrica de la recta:

L'equacio parameétrica d’una recta amb vector director (vy, V5, v3) i que passa pel punt (pq, p,, p3) ve

x =p; + v, x=1+31
donada per I'expressio: r: {y = p, + Av; en el nostre cas: r: {y = =5
Z =p3+ Avg z=29+1
x=1+321
L’equacid parametrica de la recta demanadaésr: {y = —5
z=29+41
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Problema A.4:

ax’+ b

4. Considereu la funci6é f(x)= , en que a i b son dos parametres reals. Calculeu els

valors de a i b de manera que la funcié f(x) tingui una asimptota obliqua de pendent 1 i
un minim en el punt de la grafica d’abscissa x = 2.

[2,5 punts]
Solucio:
e Silarectay = mx + n, és una asimptota obliqua de la funcié f(x) lim fgc) =m.
X—00
ax?+b 2
, 7 . ax“+b , b
Llavors, en el nostre cas: lim =1 lim s— =1 lim (a + —2) =]1——a=1.
X—00 X x-0 X xX—00 X

e Siuna funcié f(x) té un minim en el punt d’abscissa x =2 —— f'(2) = 0.

2 e (3 2_
En el nostre cas: f(x) =x:b—>f’(x) _ 2xx (Zx +b) =xx2b llavors:
2%-b
2 =0 >4 —ph=0——>b = 4.

244
Comprovem que f(x) = A té un minim en el punt d’abscissa x = 2. (Nosaltres el que sabem és

X
que la derivada val zero i aix0 no ens garanteix que la funcid tingui un minim, podria tenir un maxim o
un punt d’inflexié i en aquests casos el problema no tindria solucid). Per fer-ho estudiarem el signe de la

derivada:

2_ 2_
f’(x)zxx24—’f'(x)=0 ‘xx24=0 X2 —4=0c—x2=4e—x=+/4—
x=-20x=2.

A més a més la derivada té una discontinuitat en x = 0 ja que s’anul-la el denominador, llavors per
estudiar el signe de la derivada hauriem de considerar els intervals (—oo, —2), (—2,0), (0,2) i (2, +0),
com que només ens interessa saber qué passa en x = 2, només cal que mirem el signe en
(0,2) i (2, +0).

2

11;4 =-3<0——>f'(x) <0six € (0,2) — f(x) és decreixent en (0, 2).

2
Six=3,f'(3) = 3324 =g> 0——f'(x) >0six € (2,+0) — f(x) és creixent en (2, +).

Six=1,f'(1) =

2
, ) x“+4 .. , .
Ara si que podem afirmar que f(x) = té un minim en el punt d’abscissa x = 2.

X

La funcio tindra una asimptota obliqua de pendent 1 i un minim en x = 2 quan:
a=1ib=4
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Problema A.5:

5. Siguila matriu A=

1 1
-3 -4 )
a) Trobeu la matriu X que satisfa 'equacié AX =I - 3X, en qué I és la matriu identitat

d’ordre 2.
[1.25 punts]

b) Comproveu que la matriu X és invertible i calculeu-ne la matriu inversa.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)
AX=1-3X—AX+3X=1—>A+3DX=1—>A+3DYA+3DX=(A+3D71I

—X=0A+3D"1

A+ 3= (_13 _14) + 3 ((1) (1)) = (_43 _11); ara calculem la seva inversa:

1

1r. Calculem el determinant: |A + 31| = |_43 1

|=—4+3=—1.

2n. Fem la transposada: (11L :i)

3r. Fem la matriu dels adjunts: (_31 _41)

4t. Dividim entre el determinant: ( 1 1

s _4)=(A+31)‘1=X

Solucio apartat b)

Per comprovar que X és invertible hem de veure que el seu determinant és diferent de zero:

=2 4

Com que a l'apartat anterior hemvistque: X = (A+ 3 — X 1= ((A+3D )1 =4+3I

— X 1= (_43 _11)

| = —4 4+ 3 = —1 # 0 llavors X és invertible.
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Problema A.6:

6. Considereu la funcio f(x) =x*.

a) Calculeu en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y=f(x) és parallela a la
recta 3x - y=4. Calculeu I'equacio de la recta tangent a la grafica en aquest punt i feu
un dibuix aproximat de la grafica de la funcio i les dues rectes.

[1,25 punts]

b) Calculeu 'area de la regio delimitada per y=f(x) ila recta y=3x + 2.
[1,25 punts]

Solucié apartat a)

Si dues rectes son paral-leles per forga tenen el mateix pendent, la recta 3x — y = 4 es pot reescriure
com y = 3x — 4 on es veu que el seu pendent (el coeficient de la x) és 3. Llavors el que volem és veure
en quin punt del tercer quadrant la recta tangent a y = x3 té pendent 3. Com que el pendent de la rec-
ta tangent ay = f(x) en un punt (a, f(a)), és igual a f'(a); el que ens estan demanant és: per a quins
valors negatius de x (negatius perqueé el punt ha de ser del tercer quadrant) (x3)’ = 3?

(x3) =3x2——>3x2=3—>x?=1—>x=4+JVl—>x=—-16x=1. Com que només vo-

lem el resultat negatiu: x = —1.

El punt que ens demanen sera: (—1, f(—1)) = (—=1,(-13%) = (-1,-1)

L’equacio de la recta que té pendent 3 i que passa pel punt (=1, —1) sera:

Pendent3 ——y =3x+n —1=3-(-)+n—n=2—>y=3x+2
passa per (-1,-1)
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El punt en el que la recta tangent a y=f(x) és paral-lelaa3x-y =4, és (-1, -1)i
I'equacid de larecta és: y = 3x + 2.

Solucié apartat b)

1r. Trobem els punts de tall de la corba i la recta:

_ .3
y=x 3 3_ 9. _ 9 — 20y _ 7Y —
{y= D et 3x+2——x>—3x—-2 0*—>Rufﬁni x+1D)*(x—-2)=0—

; els punts de tall son: (—=1,—1) i (2, 8).

x+1=0—ox=-1—>y=(-1)3=-1
x—2=0—>x=2—>y=23=8

*Ruffini:

1 0 -3 -2
-1 11 2

1 -1 -2 0
-1 102

1 -2y 0

Com es pot veure al dibuix de I'apartat a) la recta y = 3x + 2 va sempre per sobre de la corba y = x3
de manera que l'area demanada ve donada per la solucié de la seglient integral definida:

4 2
— (? — 3 — (% (_,3 _oxr, 3xf 2 _
A=["[Bx+2)—x*ldx= [ (—x +3x+2)dx—[ R +2x]_1_
4 2 4 2
2 327, o) =D, 3D 1= (= (1.3 5\ _
( T+ 2 2) L +i k2= | = (44 6+ ) - (—7+5-2) =
3 27
-(-9-7
’s . 0 27
L’area entre la corba i la recta és ik
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. CONVOCATORIA
SERIE 3 ORDINARIA DE
Problema B.1: JUNY
1 0 2
1. Sigui A=[ 1 -1 1 |, enqueé aésun parametre real.
0 a 1

a) Determineu el rang de la matriu A en funcié del parametre a.
[1,25 punts]

b) Comproveu que det(A* + A)=0.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacié lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul-la el determinant de Ia

matriu:
1 0 2

[Al=[1 -1 1|=-142a—-a=a-1—|A|=0e—a—-1=0—a=1.
0 a 1

e Sia#1,|Al#0——1rg(A) =3.
e Sia=1,|A|=0——1g(4) < 3.

1 0 2 Lo
A=(1 -1 1 sifem| |=—1¢0—>rg(A)=2.
0 1 1 L=

Sia+1, rg(A) =3 isia=1, rg(A) =2
Solucio apartat b)

1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 2a 4 1 0 2
A2+A=(1 -1 1>-<1 -1 1)+<1 -1 1)=(0 a+1 2 +{1 -1 1])=
O6 a 1 0 a 1 0 a 1 a 0 a+1 0 a 1

2 2a
(1 a 3 ), com que la primera fila és el doble de la segona, és segur que |[4%2 + A| = 0.
a a a+?2
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Problema B.2:

2. Shan trobat unes pintures rupestres en una cova situada en
una zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcial-
ment la cova format per I'arc de corba y =4 — x* d’extrems
(0,4)i(2,0). La cova esta situada en el punt de coordenades
(0, 2), tal com es mostra en la figura, i es vol habilitar un
accés rectilini d des del cami a la cova que sigui el més curt
possible.

a) ldentifiqueu ala grafica de la figura les coordenades de la
cova i del punt del cami des d’on es vol habilitar I'accés.

Comproveu que la funcié f(x)=4/x*-3x*>+4 calcula la

distancia des de cada punt del cami a la cova.
[1,25 punts]

b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i digueu
quina sera la longitud de I'accés d.
[1,25 punts]
Solucié apartat a)

La distancia entre 2 punts ve donada per la longitud del vector que els
uneix, en el nostre cas:

) = (GO P = T

Va2 + 4 — 4x2 + x* = x* — 3x2 + 4.

Llavors f(x) = Vx* —3x2+4 0 < x < 2, ens dona la distancia de
cada punt del cami a la cova.

Solucié apartat b)

El que ens demana I'apartat b és que trobem el valor de x pel que la funcié f(x) té un minim i el valor
de f(x) per a aquest valor de x (*).

El minim de f(x) és un dels punts singulars de f(x), de manera que per trobar-lo buscarem els punts
singulars de f(x) i després mirarem quin d’ells és un minim; com que els punts singulars de f(x) es
troben als valors de x que anul-len la derivada, per trobar-los calcularem la derivada i la igualarem a
zero:

. 4x3_6x 2x3—3x
e f(x)= -
2Jx4—3x2+4 Jx4—3x2+4-
3_ _—
2x°—3x —0 2x3—3x=0——x(2x?>-3)=0

e ff(x)=0
1[x4—3x2+4
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x=0
3 Amb el que tenim 3 solucions de
—_—x = i —_

2

I'equacié f'(x) = 0, que son: —\/g, 0 i\/g; la solucid —\/% la descartemjaque 0 < x < 2.

2x2 —3=0—>2x2 =3 ——>x2 =

N W

e Peridentificar a quin dels altres dos valors tenim el minim demanat, estudiarem el signe de f'(x).

Com que l'expressié Vx* — 3x2 + 4 sempre dona valors positius, el signe de f'(x) només dependra
de 2x3 — 3x:

> x=—-1—2(-1)3-3-(-1)=1>0—> f'(x) >0 quan x € (—\E,O)—> f(x) és

creixent quan x € (—\/%, 0).

> x=1—2-13-3:1=-1<0—— f'(x) <0 quan xe<0,\/§> — f(x) és

decreixent quan x € <O, \E)

> x=2—2-22-3-2=10>0—— f'(x) >0 quan xE(\/%,OO>—>f(x) és

creixent quan x € (\/g, 00).

Amb el que podem afirmar que a I'interval [0, 2] la funcié f(x) té un minim absolut quan x = \/% .

2
e Les coordenades del punt seran: (\/E, 4—( %) >: <\E, 4—%) = <\/§, %)

4 2
e La longitud de Ilaccés sera: f( %):\/( %) —3< %) +4 = %—3-%+4=

+ 4 =

/ 9 . [7_414
—Z+4—\/;—TU.

(*) Com que la funcié g(x) = vx és una funcié creixent, la funcié f(x) = Vx* — 3x2 + 4 assoleix els
maxims i els minims en els mateixos valors de x que la funcié h(x) = x* — 3x2 + 4 (sempre i quan

N Ne}
|
N ©
o~

x* —3x% 44 >0, com és el cas), llavors podriem haver fet el problema buscant els punts singulars de

h(x) = x* —3x% + 4 en lloc dels de f(x) = Vx*—3x2 + 4. (La resolucié se simplifica, sobretot a
I"hora de comprovar quin dels punts singulars és el minim, fent servir el criteri de la segona derivada).

. . 3 5\, . V14
El punt del cami demanat és: <\/;, E) i la distancia del punt a la cova és: g u.
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CONVOCATORIA
Problema B.3: ORDINARIA DE
. . » . . .. JUNIO
3. Considereu el sistema d’equacions lineals segtient:
ax+y=a
xX+ay+z=>5
X+2y+z=5

a) Discutiu el sistema per als diferents valors del parametre a.
[1,25 punts]

b) Resoleu el sistema per al cas a =2.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)

Discutirem el sistema aplicant el Teorema de Rouché-Frébenius, que compara el rang de la matriu del
sistema amb el rang de la matriu ampliada.

i) Rang de la matriu del sistema segons els valors del parametre a:

Si el determinant de la matriu és diferent de zero, voldra dir que les tres files i columnes de la matriu
son linealment independents i per tant el rang de la matriu sera 3. Si el determinant queda igual a zero,
voldra dir que al menys una de les files o columnes de la matriu és combinacio lineal de les altres i el
rang de la matriu sera més petit que tres. Mirem per a quins valors de a s’anul-la el determinant de la
matriu:

a 1 0

A=|1 a 1|— |Al=a?+1-Qa+1) =a®-2a.
1 2 1

a=0

|A|:0<—>a2—2a=0<—>a(a—2):0—’{a—2=0—>a=2

Llavors:

e Sia € R\{0,2} (Siaésunnombre real excepte 0 i 2), el determinant de la matriu sera diferent de
zero i per tant el rang de la matriu sera 3.

e Sia=0,|A| = 0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a
per O:

0 1 0 0 1
A=|1 0 1] sifem | | =0-—1=-—1=+ 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
1 2 1 Lo
e Sik=2,|A] = 0ipertantrg(A) <3, anem a veure quin és el rang de la matriu A quan canviem la a
per 2:

2 1 0 5 1
A=|1 2 1| sifem | | =4 —1 =3 # 0, llavors podem dir que rg(A) = 2.
1 2 1 L2

i) Rang de la matriu ampliada del sistema segons els valors del parametre k:
e Sia € R\{0,2}, com que la matriu A és d’ordre 3 x 4, rg(4) < 3, com que lamatriuA c 4,
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rg(A) = 3; pertantrg(4) =
e Sia = 0,anem aveure quin és el rang de la matriu A:

Per fer-ho farem servir el méetode de Gauss.

/010 0 1015 1
A=|10 1 5)|=—{0 1 0 0]z==|0
1 2.1 5/A°R\1 2 1 5 0 -2

Llavors: rg(A4) =
e Sia = 2,anem aveure quin és el rang de la matriu A:

= O
S O =
o Ul
\—/
o
1l
N
N2
+
ol
~/
SO -
o [a)
O O =
o o Ul
\—/

Per fer-ho farem servir el métode de Gauss.

/210 2 210 2 2 1 0 2 i
A=|1 2 1 5)—=(1 2 1 5|——>|0 -3 -2 -8|——rg(d)=
que F2=F1—2F2

1 2 1 5/ ke, \O O 0 O 0 0 0 O

iii) Discussio del sistema amb el T2 de Rouché-Frobenius:
T2 de Rouché
e Sia € R\{0,2}, tenim que rg(A4) = rg(4) = n®d'incognites —— SCD.
T2 de Rouché
e Sia=0, tenim que rg(4) =rg(4d) = 2 < 3 = n°d’incognites ~ e scl amb 1 grau de

llibertat.
T2 de Rouché

e Sia=2, tenim que rg(4) =rg(A) = 2 < 3 =n?d'incognites ———— SCI amb 1 grau de
llibertat.

- Sia € R\{0,2}, el sistema és compatible determinat.

« Sia =0, elsistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

« Sia =2, elsistema és compatible indeterminat amb un grau de llibertat.

Solucié apartat b)

2x+y=2
Quan a = 2, el sistema queda:{x+2y+z= 5
x+2y+z=5

Per I'apartat anterior sabem que la matriu ampliada del sistema després d’aplicar Gauss queda:

2 1 0 2
(O -3 =2 —8> llavors el sistema d’equacions inicial és equivalent al sistema d’equacions:

0 0
2x+y=2
{ 3y — Zyz — _g’ fem z = tiaillem la y de la segona equacié: =3y — 2t = -8 ——> — 3y =2t — 8
y = 28 8 = M . Substituim y a la primera equacid i aillem la x: 2x + 8 32t =2
6x+8-20=6——bx=2t+6-8——x=2C x=1
t—-1 8-2t

La solucié del sistema en el cas a = 2 és: (— —,t)ambte R
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Problema B.4:

4. Siguila funcié f(x)= L In(x), en que In indica el logaritme neperia, definida per a x > 0.
x

a) Calculeu les coordenades del punt de la corba y = f(x) en que la recta tangent a la
corba en aquest punt és horitzontal. Estudieu si aquest punt és un extrem relatiu i
classifiqueu-lo.

[1,25 punts]

b) Calculeu 'area del recinte delimitat per la corba y = f(x), les rectes verticals x =1 i
x =eileix de les abscisses.
[1,25 punts]

Solucié apartat a)

Als punts de la corba on la tangent a y = f(x) és horitzontal, f'(x) = 0. Llavors calculem f'(x) i mi-
rem per a quins valorsde x f'(x) = 0:

e f'(x)= —x—lz-ln(x)+%-%= —xiz-ln(x)+xi2=xi2(1—ln(x))
e f'(x)= 0—>xl2(1—ln(x)) =0—1-In(x)=0—In(x) =1—x =ce.

e Les coordenades del punt demanat seran: (e,f(e)) = (e, %-ln(e)) = (e, %)

Per saber si quan x = e f(x) té un extrem relatiu i saber de quin tipus és, estudiarem el signe de la

derivada als intervals (0, ¢e) i (e, +0):

e Six=1—>f'(1) = %(1 —In(1)=11-0)=1>0—— Six € (0,e),f'(x) >0 llavors
six € (0,e), f(x) és creixent.

e Si x=e2—>f'(e?) = ei‘*(l —1In (e?)) = el‘*(l -2) = _ei‘* <0—>Six € (e,+9),f'(x) <

0 llavors si x € (e, +), f(x) és decreixent.

Ara podem dir que quan x = e, f(x) té un maxim relatiu.

. 1\. . . .
Les coordenades del punt demanat sdn: (e, Z) i €s un maxim relatiu.

Solucié apartat b)
Com que f(x) > 0 quan x € (1, e) l'area demanada és la solucié de la seglient integral definida:

¢1 3 lnz(x)e_lnz(e) In*(1) 1,
fl;.ln(x)dx—l > L— > T3 U

1 9

L’area demanada és - u“.

N
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CONVOCATORIA
Problema B.5: ORDINARIA DE
JUNIO
. ) ox=1 y=-3 z.
5. Considereu larectard’equacio S T, T ilarectasque passapel punt P =(2,-5,1)

i que té per vector director (-1, 0, -1).
a) Estudieu la posicio relativa de les rectes r i s.
[1,25 punts]

b) Calculeu I'equacid general del pla que és parallel a la recta r i conté la recta s.
[1,25 punts]

Solucié apartat a)
Un vector director der és v = (2,—2,1) i unpuntderésQ = (1,3,0).
Un vector director de s és it = (—1,0,—1) i un puntdesésP = (2,-5,1).

. . -1 0 -1 . .
e Com que els vectors no sén proporcionals (T * = * T) les rectes no poden ser ni paral-leles ni

coincidents. Ens queden les possibilitats que siguin secants o que es creuin.

e Sison secants, també sén coplanaries, llavors qualsevol vector que vagi d’'un punt d’una de les rectes
a un punt de l'altra recta, estara al mateix pla on es troben les rectes, de manera que sera
combinacid lineal dels vectors directors de les rectes, llavors al fer el rang de la matriu formada pels

vectors PQ, ¥ i U ens quedara rang 2.

e Sjes creuen, un vector que vagi d'un punt d’una de les rectes a un punt de l'altra recta i els vectors
directors de les rectes, seran linealment independents, de manera que al fer el rang de la matriu

A D> N
formada pels vectors PQ, v i U ens quedara rang 3.

-1 8 -1
PO =(1,30)—(2,-51)=(-1,8-1)—>|2 -2 1|=-2-8—2-16=8%0 Amb el
-1 0 -1

> . >

—_—
que el rang de la matriu formada per PQ, v i u és 3 i les rectes es creuen.

(També podriem haver trobat les equacions cartesianes de les rectes i estudiar el rang del sistema que
formen les equacions juntes, ens quedaria que el rang de la matriu del sistema és 3 i el de la matriu
ampliada és 4 el que implica que les rectes es creuen).

Les rectes es creuen.
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Solucio apartat b)

El vector perpendicular al pla que ens demanen és perpendicular als vectors directors de les rectes, de
manera que el podem trobar fent: 1 = U X v:

i 7k . .
n=|2 2 1|=21-7-(2k—-2))=21+]-2k=(2,1,-2)
-1 0 -1

Llavors el pla demanat sera de la forma: : 2x + y — 2z + D = 0, com que conté a la recta s passara pel
punt (2,—5,1),de maneraque:2:-2—-5—2+4+D =0——>D =3 i el plademanat és:

m2x+y—2z+3=0

X—=Xo Y—Yo Z— 2

(També podriem haver trobat I'equacié del pla amb la férmula: U Uy V3 | =0; en
Uq U Us
x—2 y+5 z-1
aquestcas:| 2 -2 1 |=0—>2x+y—-2z+3=0).
-1 0 -1

L’equacio del pla demanatés: 2x +y —2z+3 = 0.
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Problema B.6:

6. Una empresa de ceramica vol posar a la venda una rajola quadrada de 20 cm de costat
pintada a dos colors, de manera que la superficie de cada color sigui la mateixa i que si es
posen les rajoles 'una al costat de 'altra es vegi un dibuix continu (figura 1).

Figura 1 Figura 2

Per a fer-ho, 'empresa utilitza en cada rajola la funcié f(x)=x’-3x+2x + 1 enqua-
drada entre els punts de coordenades (0, 0), (0, 2), (2, 0) i (2, 2), tal com es mostra en la
figura 2, i fa servir com a unitat de mesura el decimetre.

a) Justifiqueu que, efectivament, aquesta funcié permet ajuntar les rajoles de manera
continua i derivable.
[1,25 punts]

b) Justifiqueu que aquesta funcié divideix el quadrat esmentat en dues parts que tenen
la mateixa superficie.
[1,25 punts]

Solucio apartat a)

e Continuitat: Com que les funcions polinomiques so6n continues en R, el que hem de veure és que a
I’interval [0,2] f(x) comenca i acaba al mateix valor:

f(0)=03-3-02+2-0+1=1
{f(Z)=23—3-22+2-2+1=8—12+4+1=1
manera continua.

e Derivabilitat: Com que les funcions polinomiques son derivables en R, i de derivada continua, el que
hem de veure és que al punt on s’ajunten les rajoles el pendent amb el que s’arriba (f'(2)), és el
mateix pendent amb el que se surt (f'(0)):

VN o2 f'(0)=3-02—-6-0+2=2
1) = 3x 6’“LZ—’{f'(Z)=3-22—6-2+2=12—12+2=
Les rajoles s’ajunten de manera derivable.

—— f(0) = f(2) les rajoles s’ajunten de

,—— 1" © =@

Solucié apartat b)
L’area fosca és 1’area entre la funcié i I’eix OX des de x = 0 fins a x = 2, llavors vindra donada per la
segiient integral definida:

2 x4 2 24 04
f (x3=3x%2+2x+ 1) dx = lz—x3+x2+xl = [(Z—23+22+2>—<Z—03+02+0>] =
0 0
=4—-8+4+2=2dm?
Com que la rajola té area = 2 dm X 2 dm = 4 dm? queda provat que:

La funcid divideix la rajola en dues parts amb la mateixa superficie.

(També es podria haver justificat veient que la funcié és simetrica respecte el centre de la rajola, per
exemple comprovant que f(1 —x) =2 — f(1+ x),x € [0,1]).
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacién de Bachillerato
@! para el acceso a la Universidad (EBAU)
ui Universidad de Extromadora

Curso 2019-200

Materia: Malematicas 11 Tietmpo oo de la procha: Th 30 min

INSTRUCCIONES PARA REALIZALR EL EXAMEN. El ecxamen consta de 10 prepuntas, cuyo valor os
e 2 plllll‘.ﬂﬂ caila una. El estodiante hee e :,-Iui-;ir 5 preguntas,

Observacion importante: Ko pingin easoe deberi responder s un pimero mayor del indicado porgue oo
I correscidn del excamen solo se tendrin en cnenta las cineo primeras preguntas respondidas. Se sepnird ol
orden co el gue be respuestas aparesean desaerollaedies por ol estodiante, S1se deses gque alpuoa de clliss oo
aea temida en coenta, e estudiante ha de tacharla v dejarlo claramente indicado. Fn ese caso, ademdds de las
vuaslro primerss progunbas sin Lachar, se corregiria la que ocupe el sigpuceote lugar, Justilicar las mespoestos,

PREGUNTAS
1. Muada la matrs
1 -1 &
2 —k 1
I 1 [
a) Estudic los valores de k& € B para los que la matriz tiene inversa. (1 punto)
b) Caleule la inversa para k& = 1. (1 punto)
2. Discuta en funcidn del pardmetro A € B el siguicnte sistema de cocuaciones: (2 puntos)
r A Ay z =1
Ar 4 i) = A

(A+3)y 2r —4

: 2 z—1
3. Sean o plano I de ecuacién 2z + y — 2 z—u_yla:mma-uadapméi—”—,t—T.

a) Estudic la posicion relativa de la recta respecto del plano. (1 punto)

b} Caleule la distancia de la recta al plano. (1 punto)

4. Tres wértices comnsecutives de un paralelogramo son A(1,3, -2), (4,3, 1) v C(1,0,1) como
podemos observar en la siguiente representacion:

=
5 W
a) Caleule el cuarto vértice T). (1 punto)
b) Caleule el drea del paralelogramo. (1 punto)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato
f! para el acceso a la Universidad (EBAU)

Universidad de Extremadora
Curso A19-2030
Materia: Matematicas 11 Tiempo maximao de la proeba: 1Th 30 min

5. a) Estudie la monotonia (erecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos (maximos y
minimos) de la funcion f{x) = ¢" (2 x| 1). (1 punlo)

b) Justifique si existe algin valor de £ tal que flz) — 2. (1 punto)

6. Considere la funcidn f(z), donde a € B, dada por

1 —e®
G |
f(x) ‘
a sl oxm =1
a) Calcule el valor de a para que la funcidn sea continua. (1 punto)
b) Calcule la ccuacion de la recta tangente en x — 1. (1 punto)

7. Dadas las funciones fizr) —=® —dr + 1y glz) — —x + 1, se pide:

a) Represente de forma aproximada la regidn delimitada por las dos corvas. (0,5 puntos)
h] Caleule el drea de dicha remion. (1,5 puntos)
8. Resuelva la integral (2 puntos)

—T+T
—ir
frﬂlr 2

9. Una libreria compra lotes de material escolar a tres empresas A, 17 oy OO A la emprisa A le
compra ¢ 0% de los lotes, a B el 26% v a ' el resto. De la empresa A le viene defectuoso el
1'% de los lotes, de B el 2% v de © el 3%, Elesgido an lobe al aear, sepide:

a) Caleule la probabilidad de que sea defectuoso. (1 punto)
b) Si sabemos gque uo es defeeluoso, caleule la probabilidad de que o bhaya [abricado la
empresa 3. (1 puntos)

10, S ha hecho un estodio de un famoso jugador de baloneesto de la ACT v se sabe que tiene ana

probabilidad de encestar un triple del G0%. Si realiza 8 tiros a canasta

a) Caleule la probabilidad de que enceste 5 Uriples. (0,75 puntos)
h) Calenle la probabalidad de que enceste: al menos 2. (0,75 puntos)
¢) Deternmine la media y la desviacidn Lipica de la distribucidn. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020

Pregunta 1:

1. Dada la makres
1 —1 &k
2 [ |
1

I |

a) Estudie los valores de k € R para los que la matriz tiene inversa.

) Caleule la inversa para k = 1.

Solucion:
a)
Una matriz tiens inversa cuando su determinante es distinto de cero.
1 -1 k
M| =12 -k 1|=k—-2k—-1+k*+1-2=k*-k-2=0:
1 -1 -1
k=R By — Lk =2
La matriz M es inverible wk € R —{—1,2}.
b)
1 -1 1
Parak:llamauizesM:(E -1 1). |M| = -2
1 -1 -1
1 2 1
Mi=|—-1 -1 -1}
1 1 -1
|—1 —1 -1 -1 |1 —1|
1 -1 1 -1 1 1
2 =20
) | 12 1 1 1 12 _ .
drdem == | |5 I 1 ‘(_31 ; i)
|2 1] 11 1| 1 El
-1 -1 -1 -1 -1 -1
(z -2 n]
- -2 2 0
pp-t A dent _\D Y :rM‘izi'(_E 2 —1)_
- ~ A1 0 -1
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Pregunta 2:

2. Discuta en funcidn del pardmetro A € B el siguicnte sistema de ecoaciones:

r A Aty 2 =1
Ar 4 ] = A
(A+3)y 2z —4

Solucion:

Las matrices de coeficientes v ampliada son las siguentes:
1 A -1 1 A -1 1
Mz(—l 1 ﬂ)}'M’z(—H 1 0 .1)_
0 A+3 -2 0 i+3 -2 4
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro A es el siguiente:
1 i -1

—A 1 0
0 A+3 -2

M| = =—2+AMA+3) -2 =2+ +31-24° =

=—+31-2=0; 2-32+2=0 A=20"=E 0 —1 =2

4

Para {iié}zﬁﬂaﬂgﬁf = Rang M’ =3 =n2%incog.= 5.C.D.

1 1 -1 1
Parai=1=M =(—1 1 0 1)==RE1?1.§'M':'{E'1-C:: L=
o0 4 -2 4

1 1 -1
-1 1 0
0 4 -2

= =—2+4—-2=0=RangM' =2

1 2 -1 1
Pr::ral:E:;M'=(—2 1 0 2)=¢‘{2F1+F2=F3}=?Rﬂﬂgﬂ'=2_
0 5 -2 4

Para {i : é}:«ﬂﬂngM = Rang M' =2 < nincog.= 5.C.I
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 3:
3. Sean ol plano 11 de ecuacidn 2e +y — 2 — 2 — 0 ¥ la recta » dada por —J; = m— i —

a) Esludie la posicion relativa de la recla respecto del plano. (1 punto)

h) Caleule la distancia de la recta al plano. (1 puntao)
Solucion:

_y-z _ =1

3”)5681’1&[])133.0?{52%4—}-‘—2—2=0}-‘181’BC‘[&11"E§ — -
@) Estudie 1a posicion relativa de 1a recta con respecto al plane.
b) Calcule Ia distancia de la recta al plano.

a)

La expresion de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:

—f_yi_z=t_ —x=y—1 —[xty=12
rE;=ET SR x:z—i]gr_[x—zz—'l'

Larectar v el plano w determinan el sistema x+y=2p

2x+y—z:2}
x—z=-1

Las matrices de coeficientes v ampliadas del sistema son las siguientes:

21 -1 21 -1 2
M=|1 1 0 |yM=(1 1 0 2|
10 -1 10 -1-1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 —= Rang M = Rang M' = 2 = La recta est4 contenida en el plano.
2 = Rang M = 2; Rang M' =3 = La recta es paralela al plano.
3 =+ Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

21 -1
=-2+1+1=0=RangM =2.

RangM:)‘l 1 0
10 -1

21 2
RangM“:o{CL,ﬁ';,Cd}::‘l 1 2‘:—2+2—2+1¢O:ng1\d”:3.
1 0 -1

Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larectar y el plano w son paralelos.

b)
La distancia entre r y 7 cuando son paralelos es la misma que la distancia de un
punto de Ia recta + al plane 7. Un punto de r es A(0, 2, 1).

La distancia de un punto P, (%, vy 2g) al plane Ax + By + Cz+ D = 0 viene

dada por Ia formula d(Py, m) = 222250

Aplicando la formmla al punto A(0. 2, V) valplanor = 2x +y—z—-2 =1

_ _ lzo4+2-2-12-2] _ |2-1-2| _ -1 _ 1 _ & .
dir.m)=d(Am) = i e e s unidades.

Sk e ok e s Rk
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Pregunta 4:

A. Tres wértices consecentives de un paralelogramo son A(1L 3, —2), 2(4,3,1) v ©{1,0,1) como
podemos observar en la signiente representacion:

a) Caleule el cuarto vértice TD. (1 punto)
b) Caleule el drea del paralelogramo. (1 punto)
Solucion:
a)

Sea el punto D(x, v, z). Los vectores AB ¥ DC son iguales.
AB = [B—A]=[(43.1)—-(13.-2)] =(3.0.3).

DC=[C-D]=[(1L01)—(xy.2)]=(1—x—y1-2).
— l—-x=3—-x=-2
E=BC=}[3.U,3]=[1—x.—}?,1—z]=~[—y={}—}};-=ﬂ }
l—z=3—=z=-2

D=(-20-2)

b)
El area de un paralelogramo es igual que el madulo del producto vectorial de los
dos vectores que lo determinan:

§=|DAxDC|=|[A-D]x[C—-D]| =

=|[(L3.-2)—(—2.0.-2)] x [(L.0.1) - (—2.0.-2)]| = |(3.3.0) x (3.0, 3)| =

i j ok
=3 3 0 =|9E—9k—9j|=9-|i—j—k|=9-J13+[_1}2+[_1}:=
3 0 3

=90.T+71+1 = 5§=9/3u2

ek ek e e e
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Pregunta 5:

5.  a) Estudie la monotonia (crecimiento v decrecimiento) v los extremos relativos (maximos y
minimos) de la funcion f(x) = e® (2 11 1). (1 punta)
b) Justifique si existe algin valor de ¢ tal que flz) — 2. (1 punto)

Solucion:
a)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.
fllix)=e*(x*—x+1)+e*(2x—1) = e*(x% + x).
Fix)=0=2e*x*+0)=0x*+x=0x(x+1)=9=x,=-1x,=0.
Por ser f(x) continua en su dominio, 1as raices de su primera derivada dividen
su dominio en los intervalos {(—oo, —1), (—1.0) ¥ (0, +c0), en los cuales 1a funcion es,
alternativamente, creciente o decreciente.
Considerando, por ejemplo, el valor x =1 € (0, +oo) es (1) = 2e = 0.

De lo expuesto anteriormente se deducen los periodos de crecimiento v decreci-
miento de 1a funcion, que son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) = 0 = xe(—oo, —1) U {0, +oo).

Decrecimiento: f'(x) < 0= xe(—1.0).

b)
fx)=2=e*(x®—x+1)=2

Se considera la funcion g(x) = fix) —2 = e*(x* —x + 1) — 2, que es conti-
nua en R, por ser la suma de una constante v el producto de una funcion exponencial
por una funcion polinémica.

Demostrar que existe un valor real de x para el cual f(x) = 2 es equivalente a
demostrar que g(x) = 0.

El teorema de Bolzano dice que “si g(x) es una funcion continua en [a. b] v
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces 3¢ € (a, b) tal
que g(c) =07

Aplicando el teorema de Bolzano a g(x). por ejemplo, en el intervalo (0, 1):

g =e"0*-0+1)—-2=1-1-2=-1<0.
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Pregunta 6:

6. Considere la funciom f(x), donde a € B, dada por

1 —&*

fiz) ‘

a g1 =)

gl a1 #

a) Calcule el valor de a para que la funcidn sea contimua.

b} Calcule la ecuacidn de la recta tangente en = — L

Solucion:

a)

La funcién f(x) es continua en R, excepto para x = 0, cuya continuidad es du-
dosa v se va a determinar el valor real de a para que lo sea.

Una funcion es continua en un purnto cuando sus limites por la 1zquierda v por la
derecha existen v son iguales ¢ iguales al valor de la funcidn en ese punto.

o . T il 12" 11 0
Pa’ml—ﬂ:xllﬁl-f{x}—ﬂﬁlf(x}—gﬂ — == —D=?fnd.=b
! [ i ﬁ - —pl = _
= {L'Hopital} = Eﬂ - = 1
Im f(x) = lim f(x) =f(0)=a=a=-1
b)
1

f(1) === =1 —e = Punto de tangencia = P(1,1 —e).

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual que el valor de
su primera derivada en ese punto.

fr(x} _ {—s-‘-x—fzi—a‘j-:l — —a"-i—zi+s’ — 51(1;2.::3—1. six = ﬂ_

0 si =0

m=f)="02 =T =1

La expresion de una recta conocidos un punto v 1a pendiente viene dada por la
expresion ¥ — ¥, = m(x — x,), que aplicada al punto P(1,1 —e) ym = —1:

yv—(l-e)=—1-(x—1); y—-1+e=—x+1

Recta tangente:t = x+y+(e—2) = 0.
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Pregunta 7:
T. Dadas las funciones fx) —  —4r+1y glx) — —x + 1, se pide:

n.] Represente de forma apreamada la region delimitada por las dos corvas.

b) Calcule el area de dicha region.

Solucion:

La funcion f(x) = x? — 4x + 1 es una paribola convexa (U) por ser positivo el
coeficiente de x2. Su vértice es el siguiente:

ffix)=2x—4 f'(x)=0=22x—4=0; x=2.
fl2)=27—4-241=4-8+1=-3=V(2.-3).

Los puntos de corte de la parabola v 1a recta se obtienen de 1a igualacion de sus
EXPIESIONes:

e _ N B P x, =0—=P(0.1)
—dx+l=—x+1x*-3x=0; x(x 3]—0:{353:3_}@(1_2}_

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, 1a que se mndica
en la figura adjunta.

Por ser todas las ordenadas de la
recta mavores que las correspondientes
ordenadas de la parabola en el intervalo
(0.3). la superficie a calcular es la si-
gniefite:

§=[lgx)— f(x)] - dx =

= Pl—x+ 10— (P —4x+ 1] -dx = fO) =2 —4x+1

2

3 ¥ ogxt g%  g@a® 27 —1B427
=[x +30)-de=[-T+E] =(-Z+Z)-0=—9+Z= =
] g 2 lg z z . z
El -
=-u?=45u*.
2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 8:

8. Resuelva la integral

—T+7T
——dr
frﬂl:: 2

Solucion:

¥2+x-2=0; 12' _1?@:_?3::-11:—2,1:3:1_

+x—-2=(x+2(x—-1).

—x+7 M, N Mrx—MENx+IN _ (M+N)x+(-M42N) M+N=-1

x1px—2 x4+ x—-1 (x+D(x-1)} xlpx—7 = —M+2N=7
23IN=6N=2=2M+2=-1=>M=-3.

— 7 —

A_-r.xl-l-.r—i -r(_+_) dx = I(xw x— 1)

=—3-Llx+2|+2 -Llx—-1|+C.
-'r.t?+2x - ~dx =2Llx—1| -3Llx+ 2|+ C.
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Pregunta 9:

9. Una libreria compra lotes de material escolar a tres empresas A, 7y O A la emprisa A e
compra el 40°% de los lotes, a B el 26% v a C el resto. De la empresa A le viene defectuocso el
1% de los lotes, de B el 2% v de O ol 3%, Elegido un lobe al asar, sepide:

a) Caleule la probabilidad de que sea defectuoso. (1 punta)
b) Si sabemos que no es defectuoso, caleule la probabilidad de que lo haya fabricado la
empresa 3. (1 puntos)
Solucion:
a) - P = 0,40- 0,01 = 0,0040
— F =0,40-0,33 = 0,3%60
- P = 0,25 - 0,02 = 0,0050
— P =0,25-0,32 = 0,2450
- P =0,35-0,03=0,0105
a - P = 0,35- 0,97 = 0,3395
P=P(D)=P(A)-P(DJAY+P(B)-P(D/BY+ P(C)- P(D/C) =
=040-001+025-0,02+035-0,03 =0,0040 + 0.0050 + 0,0105 = 0,0195.
b} B
P~ (5/D) - 252 - 20200 _omoe) _ostess _osn_gz495
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 10:

10. 5S¢ ha hecho un estudio de un famoso jugador de baloneesto de la ACE y se sabe que tiene una
probabilidad de encestar un triple del G0 %. 5i realiza ¥ tiros a canasta

a) Caleule la probabilidad de que enceste 5 Criplos. (0,75 puntos)
b} Caleule la probabilidad de que enceste al menos 2. (0,75 puntos)
) Determine la media y la desviacion Lipica de la distribocion. (0,5 puntos)
Solucion:
a)

Se trata de una distribucion binomial conp = 0.6y g = 0.4.

Aplicando 1a formula de la probabilidad de la distribucion binomial, que es la
siouente: P = (:) -p" e g™T.

P= @ 0,6°- 047 =—2 _.06%-04°=2"2.065.04% =

{g—5)!-5! 3l-5!

=56-0,07776- 0,064 = 0.2737.

b)

El suceso contrario a “encestar al menos 27 es “la unidad menos 1a probabilidad
de no encestar minguna vez mas la probabilidad de encestar una vez”, por lo cual, la
probabilidad pedida es 1a siguiente:

8

P=1-[(7)-06° 042+ (3

} 0,62 - u,qf] =
=1-(1-1-04°+8.0,6-047) =1 — (0,000262 + 4,3 - 0,001638) =

=1-(0,000262 + 0,007364) =1 —0,008126 = 0,9918.

c)

La media v la desviacion tipica en una distribucion binomial vienen dadas por
las siguientes expresiones:

p=n-p=5-06=>p=45

p=n-p q=+8-06-04=192 = p=13856.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Prueba de Evaluacion de Bachillerato

T=
i para el acceso a la Universidad de Extremadura
i Curso 2019-2020

Materia: Matematicas 11 o Tiempo miximo de la prueba: 1h 30 min,
INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. El examen consta de 10 preguntas, cuyo valor os
de 2 puntos cada una. Bl estudiante ha de elegir 5 preguntas.

Observacidn importante: En ningiin caso deberd responder a un mimero mayor del indicado porgue en
la. correccidn del examen solo se tendrdn en cuenta las cineo primeras preguntas respondidas. Se seguird el
orden en ol gque las respuestas aparezean desarrolladas por el estudiante, Si se desea gue alguna de ellas no
soa tenida en cuenta, ol estudiante ha de tacharla v dejarlo claramente indicado. En ese caso, ademds de las
cuatro primeras pregunias sin tachar, se corregiria la que ocupe el siguiente lngar. Justificar las respuestas.

PREGUNTAS

L1 -1 (1
1. Snr:.amlaus11'1.-3u‘,11-::1f.-sA—(2 N ).?B—(4 _1)-

a) Caleule los productos de matrices 4- By B A jSe cumple que A. 5 = B A? (1 punto)
b) Comprnebe si es cierta la igualdad (A + B)* = 4% + B2 (1 punto)

2. a) Bstudic en funcién del parémetro A € R el siguiente sistema de ecuaciones: (1,25 puntos)

T + Az =1
z + y + Az =1
Azx - oy ol oz =1
b) Rtesuelve &l sistema (sl es posible) para A = 1. (0,75 puntos)

3. Sean los vectores @ = (4,3, ), 7= (e, 1,0) y & = (2v, 1, ) {con a € R).

a) Determine los valores de a para que 4, 7 y o scan linealmente independientes. (1 punto)
b) Para el valor o = 1 exprese of como combinacion lineal de & y 7. (1 punio)

4. Dados el plano Iy determinado por los puntos (0, 1,1), (2,0,2) y (1,2,6) y el plano I, dado
por Ia ecuacidn © —y+ 2z = 3. Calcule una recta gue sea paralela a los dos planos y que no eslé

contenida en ninguno de ellos. {2 puntos)
4dx
5. Ses la luneid =
ea la funcidn f(z) e
a) Estudie las asintotas, 1a monotonia {crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos
(méximos y minimos) de la funcién f(xz). (1,5 puntos)
b} Con los datos obtenidos en el apartado anterior, represente de forma aproximada la grifica
de la funcién f(z). (0,5 puntos)

6. Calcule los valores de o y b sabiendo que la siguiente funcidn f{x) es derivable en todo su
dominio: (2 puntos)

2t fax +b sic<l
flz) =

—2+In(x) siz>1
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

SOLUCIONES CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE 2020

Pregunta 1:

. {1 -1 11
1. Seanlasnmumesﬂ_(z 1 ),yﬂ_(4 _1).

a) Caleule los productos de matrices A- B y B A, jSe cumple que A-H = B AY
b) Compruebe s1 os cierta la igualdad (A 4 B)* = 4% + B2,

Solucion:

a5=(; )G HD=-G D
Ba=(; 5)G =G %)

Como se observa,no se cumpleque A-B=5-A.

b)
arpr=[ 1+ =G 9=C 9-C 0=
4 'EI}_

“\12 0

#=aa=(; )G =G )
er=pp=(; 1) G 2)=( 3)
armr=a+pi=(f 0=(3 DG =G

Como se observa, no se cumple que (A + B)* = A + B2
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 2:

2. a) BEstudic en funcidn del pardametro A € R el siguiente sistema de ecuaciones: (1,25 puntos)

x + Az =1
x4+ y + Az =1
Az -y -l 2 =1
b) Rtesuelve el sistema (sl es posible) para A = 1. (0,75 puntos)
Solucion:
aj
Las matrices de coeficientes v ampliada son 1as simmentes:
1 0 4 1 0 41
M=(1 1 .FL) }fM'=G 1 A 1).
A -1 1 -1 1 1
1 0 4
Ml=l1 1 A=1-1-A+1=0 -A+1=0=24=—-14,=1
4 -1 1
Para {Aj,i—_ii} = Rang M = Rang M' = 3 = n2 incég.= 5.C.D.
1 0 -1 1
Parai=—-1=M=|1 1 -1 1|=2RangM ={(.C.C.}1=
-1 -1 1 1
1 0 1
=1 1 1/=1-1+1+1=2=0=RangM' =3.
-1 -1 1
ParaA=—1= Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible .
1 0 11
Parai=1=>M=|1 1 1 1|=2{=C=C}=>RangM' =2
1 -1 11
Paral=1= Rang M = Rang M' = 2 < n?incog.= 5.C.I.
b)
x+z=1
Parai=1elsistemaresultax+yv+z= 1}= que es compatible determinado.
x—y+z=1
Despreciando 1a tercera ecuacion v haciendo z = A:
Solucion:x =1—4 y=0; z=AvAER.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 3:
3. Sean los vectores i = (4,3, ), ¥= (1, 1,0) y & = (2r, 1, v} {com x € R).

a} Determine los valores de o para que 10, ¥ y of scan linealmente independientes,
b} Para el valor o = 1 exprese f como combinacion lineal de d y 7.

Solucion:
ﬂ} - 4 —
Para que los vectores u, 17 y w sean linealmente independientes es necesario que
el determinante que forman tenga rango tres, es dectr, que sea distinto de cero:
4 3 a
a 1 0l=4a+a*—-2a*°—3a*=0:4a—4a*°=0; 4a(l—a)=0=
2a 1 a
=, =0,a;=1.
Los vectores i, U v w son linealmente independientes va € R — {0, 1}
b)
Paraa = 1los vectores son i = (4.3, 1).7 = (L1.0) yw = (2. 1. 1).
4o+ =12
mza-ﬁ+ﬁ-ﬁ=~3¢r+ﬁ=1 s f=-2=2wW=1u—27
a=1
Matematicas II. Curso 2019 —2020. Autor: Antonio Menguiano Corbacho
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 4:

4. Dados el plano Ty determinado por los puntos (0,1, 1), (2,0,2) y (1,2,6) v el plane I dado
por la ecuacidn & —y + 2 = 3. Calcule una recta que sea paralela a los dos planos v gue no esté
contenida en ninguno de ellos. (2 puntos)

Solucion:
Los puntos A(0, 1. 1), B(2.0,2) v C(1. 2, 6) determunan los vectores:
AB=0B—0A=[(202)—(0,11)]=(2—-11).

AC=0C—0A=1[(202)—(12.6)] = (1,—2,—4).

. x y—1 z-1
m(A: ABAC) =2 -1 1 |=0
1 -2 —4

dx+ (-1 —4z—1)+(z—1)+2x+8(y—1) =0;
6x+9(y—1)-3E-1)=0; 2x+30y-1)—(z-1)=0;

2x+3y—-3—-z+1=0=>m,=2x+3y—z—-2=0.

: s (2x+3y—z—-2=10
Los planos m, y m, deternunan 1a recta r ={x—y+z—3=ﬂ .

Un vector director de v’ es cualquiera que sea linealmente dependiente del pro-
ducto vectorial de los vectores directores de los planos que la determinan, que son los
siguientes: 1, = (2,3, —1) v, = (1, —1.1).

[ | k
mxm=[2 3 -1|=3i-j-2k-3k-i-2j=2i—3j-5k=
1 -1 1

= U = (2.-3.-5).
Laz infinitas rectas que son selucion del ejercicio tienen como vector director al

vector hallado 7 = (2, —3, —5); considerando un punto que no pertenezcea a ninguno
de los dos planos dados, por ejemple el origen, una recta solucion es la sigiiente:

x =24
rz{;r=—3£l.
= —51
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 5:

4T
14 22

5. Sea la [uncidn f(z) =

a} Estudie las asintotas, la monotonfa {crecimiento y decrecimiento) y los extremos relativos

(maximos y minimos) de la funcién f(x). (1,5 puntos)
b} Con los datos obtenidos en el apartado anterior, represente de forma aproximada la grafica
de la funcién f(x). (0,5 puntos)
Solucion:
a)

Porserl+x*=0vxeR = D(f)=R.

Asintotas horizontales: son de la forma v = k; son los valores finitos de la fun-
cion cuando X tiende a mas o menos nfinito.

T N Tae
k=limfO)=lim s =0

El eje de abscisas (y = 0) es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitos de X que hacer que la funcion tienda
a infinito 0 menos infintto; son los valores que anulan el denominador.

1+x?=0=x€R = La funcion f(x) no tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas: son de 1a forma v = mx +n, conm = 0, m = oo, siendo:

43
, X . Tt . Ax
mzllmﬁzhmi—:hm =0
r—ooa X r—oe X x—on x4

La funcion f(x) no tiene asintotas oblicuas.

También se sabe que no tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las
asintotas horizontales.

Una funcion es simétrica con respecto al eje Y cuando f{—x) = f(x) v es simé-
trica con respecto al enigen cuando f(—x) = —f(x).

fl—x)= e =—f(x).

14(=x)% 14+x?

La funcion f(x) es simétrica con respecto al origen.

Una funciton es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

Autor: Antonio Menguiano Corbacho
www.apuntesmareaverde.org.es
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

) = 41t —sr2x _ 4tsxi-ga? | 4-de?  4fi—xd)
T @k @Rl @R (el

f’(x):l]:::f:’gz):ﬂ; 1-x2=0=x,=-1x,=1

Como quiera que (1 +x%)? = 0,vx € R, la derivada es positiva o negativa
cuando lo sea la expresion 1 — x2.

Los periodos de crecimiento v decrecimiento son los siguientes:

Crecimiento: f'(x) = 0 = xe(—1,1).

Decrecimiento: f'(x) << 0 = xe(—o, —1) U (1, +oo).

Para que una fiuncion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicion necesaria no es
suficiente; para que exista el maximo o minimo es necesario que no se anule Ia segunda
derivada en ese punto para el valor que anula 1a primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los mimmos se recurre a la segunda derivada;
€ es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo v, si es negativa,
de un maximo.

2 (+x®i —ali—w) (2 (1 4e®)2x] | —melide®)-ten (1)
oy - (14x7)3 -

frx) =

_ —Ex-Bxi—lsx+isx® _ Bxf-2dx _ ax(x®-3)
(2427)% T T P

(-1 = _E+24 = 0 = Minimo relativo para x = —1.

f-1= —§=—2:w-

1+1

"= 222 < 0 = Maximo relativo parax =1
flL = ﬁ =2=2 = Maximo: Q(1.2)

También se obtiene el miximo teniendo en cuenta la simetria con respecto al
origen de la funcion.

Aungue no se piden, se obtienen a continuacion los puntos de inflexion de la
funcién.

Para que una funcién tenga un punto de inflexion es condicion necesaria que se

armle su segunda derivada:
2_. X = _141"3
=022 00 07 -3) =0= ;= 0
i =3
f(=3) = 1+( _iij = —/3 = Punto de inflexitn: A(—/3.—/3).
f(0) == = 0= Punto de inflexion: 0(0. 0).

4»3 _aEi_ o= : .
FV3) = e e V3 = Punto de inflexion: B(v3.4/3).

b}
Con los dates obtenidos v teniendo en cuenta que la funcion pasa por el origen
de coordenadas, puede hacerse un esbozo de 1a grafica de f(x). que es el siguiente:

Y

)
f(x}

T4z
-8 -6 -4 -2

=2

Matematicas II. Curso 2019 —2020. Autor: Antonio Menguiano Corbacho
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Pregunta 6:

6. Calcule los valores de a y b sabiendo que la siguiente funcion f{x) es derivable en todo su
dominio: (2 puntos)
2 +axr+b sir<l

fla) =

—2+4In(x) siz>1

Solucion:

Para que una funcion sea dertvable en un punto es condicién necesaria que sea
continua en ese punto, por 1o cual, antes de estudiar su derrvabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcién f(x) es continua en B, excepto para x = 1, cuya continuidad es du-
dosa v se van a determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcion es continua en un punto cuando sus limutes por la 1zquierda v por la
derecha existen v son 1guales e 1guales al valor de la funcion en ese punto.

lim f(x) =lim(2x*+ax+b)=2+a+b=f(1)
Parax =1 =V £00) = lim(-2+1x) == 2+ 11 = -2 -
lim 0 = Im(-2+ L) = -2+ 11=

:J!Lrglf(x}=J'Lnl]+f[x]=f|[1_‘}=:~2+:1+b=—2:~a+b=—4_ (1)

La funcion f(x) es derivable en R_ excepto para x = 1 cuva derivabilidad se va
a forzar determunando los correspondientes valores de a y b.

Una funcion es denvable en un punte cuando sus derivadas por 1a 1zquierda v
por la derecha son 1guales en ese punto.

drtasix=sl d+asix=1

= f17)=f(1"=24+a=1=2a=-3
Sustituvendo el valordeaen(l). —3+b=—4=bh=-1.

La funcion f(x) es derivableenx = 1paraa= -3y b= —1
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Pregunta 7:

2

7. Sean las funciones f(x)=1—2* v glz)= -3

a) Represente la region plana encervada por las funciones f(z) v g(z).
b) Calcule el drea de la regién anterior.

Solucion:
a)

Lafuoncion f{x) = 1 —x% esuna parabola concava (n) por ser negativo el coe-
fictente de x? v su vértice es siguiente:

ffx)=—-2x=0=x=0=Vértice: (0, 1).

Los puntos de corte de ambas funciones tienen por 5 Y
abscisas las raices de la ecuacion que resulta de la iguala- £x) V
cidn de sus expresiones. L

=z
flx)=gx)=1—-x*=-3; x*=4=
P Q
- {xi =—2=P(-2-3)
=2=>0Q02-3) - :_4

La representacion grafica de la sitwacion, aproxi-
mada, se expresa en la figura adjunta.
b}

Tentendo en cuenta que ambas funciones son simetricas con respecto al gje de
ordenadas v de la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la
signiente:

. z ) - . _

5= Eja[f(x]—g(x}] -dszj'u (1—x%+3)-dx —2_[&{ x:+4)-dyx =
_ x3 2 . 2= _1& _ —lé+4s 3z
—2-[—;+4x]u =2. [(—;+4—-2)—ﬂ]——;+1ﬁ— =

= 3 3 . _ay3
=[-S+xr43] =(-F+3+3.3)-[-EE+ (0243 (-1 =
=—9+9+9---1+3=11--=22=-2 3210670 =6

3 2 2 2
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Pregunta 8:

8. Calcule la integral

Solucion:
3x
J= j.ﬁ—x—z - dx.
xPox—2=0 x=22_— 1J—r""'§=1J—r3=:~:151=—1,;|a:2 =2
2 2 2
¥i—x—2=(x+1(x—-2).
B _ M N MrdMiNadN  (MNer(-2MeN) | M+N= 3}
¥-x-2 x+1  x-2  [x+0d(x-2) x1-x-2 —2M4+N=0 =
2M+2N =6

—2M+w—u}=‘3”:5" N=2 M+2=3=M=1

3 () .dr = Ll —
J=l = (S +5) de=Lix+1+2-Lix =2l +C

J==2 gy =L[x+1]-(x—2)%+C.

xi-x-2
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Pregunta 9:

9. Se realizaron dos debates electorales, uno el lunes v otro el martes. Se hizo una encuesta a
1.500 personas para estimar la audiencia, de las cuales: 1.100 personas vieron el debate del
lumes, 1.000 vieron el debate del martes y 300 no vieron ninguno. Eligiendo al azar a uno de

los encuestados:

a) Calenle la probabilidad de que viera los dos debates, (1 punto)
b) Si vio el debate del lunes, calcule la probabilidad de que viera ol del martes. (1 punto)

Solucion:
Datos: () = 02 = %, P =22 =3, P T) =222~}
a)
PLnM)=1-PLuM)=>P(LUM)=1-P(LnM)
L
PlLuM=1-1=* | *ﬁﬁ‘fﬁfﬁiﬁii l[
PLM) =P() +PAN-PAUM = | lilﬂl il
PlLnM=1-Blul)
_11,2 4 _1i410-42 5 3
+ 5 15 15 5 0.6.
b} .
_ _ PLLOM) 31z _ ¥ _
P=POM/L)=""= ﬁ =2 =08182.
Matematicas II. Curso 2019 —2020. Autor: Antonio Menguiano Corbacho
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Pregunta 10:

10. El vadio de un pistdén se distribuye sepin una distribucion normal de media 5 om oy desvincion
tipica de 0,01 cmn.

a) Calcule la probabilidad de que un piston tenga un radio mayor que 5,01 em. {1 punta)
b) Caleule la probabilidad de que un pistén tonga an radio entre 4,98 ¥ 5 cm. (1 punta)

Solucion:
a)
Datos: p=5 =001
X = N(u: ¢) = N(5; 0,01). Tipificando la variable: Z = 2>
501-5% 0,01y _
P=P(X>501)=P(Z> — ] —P(E}m)—P[E} 1) =
=1-P(Z=1)=1-10,8413 = 0,1587.
b)
P=P(498 <X <5) =P(“*""9‘5:::E < 28 =.ﬂ(‘“’“2 <7 :::i) -
2,01 0,01 0,01 0,01
=P(-2<Z<0)=PEZ<0)—-[1-P(Z=D)]=
=P(Z<0)—1+P(Z=2)=05—-1+09772=14772—1=04772.
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EHEPmﬂEmEPIEElmEsdEHPHEME solo se corregiran las 5 promeras respomdidnas.

Problema 1. Numeros y .fulg-:'-brf.l

2 4 0 -4
Sean A y B las dos matrices que cumplen .i+E=[D {J ¥ A—B=[4 _2]-52 pide:
a) Calcular A* — B . (Advertencia: en este caso, A —B'2(4+B)(4A-E)-)

b} Calcular la matriz X que cumple lz igualdad XA + (A + B)" = 21 + XB, siendo | la matriz identidad
de orden 2 y (A + B)" la traspuesta de A + B.

Problema 2. Numeros y .ﬂlgebrﬂ:

mx + ¥ = 2m,
Discuta, segin los valores del pardmetro m, el siguiente sistema: | X + = 0,
Problema 3. Andlisis: xr - my = 0

2
a) Caleule fm % *~1
3]s dx—g™

b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x)=x{lnx—1). Calcule, si
existen, los maximos y minimos relativos de la funcion .

Problema 4. Andlisis:
g si x=0

) 58d, primero
‘vbhx+ec s5i x>0 A

a) Caleule los valores de b y ¢ para que la funcion  f(x)= [x
continua ¥ luego derivable en x = (0.

b) Calcule jllxﬂnx—l}-:ﬁ.
Problema 5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos A(3,0-1), B{4,1,1) vy
C(7,1,5).

b) Obtenga las ecuaciones parameétricas de la recta r que es perpendicular al plano
m:4x+2y—-3z-15=0 y que pasa por el punto P(-1,-2,2).

Problemao 6. Geometria:

Estudie la posicion relativa de las rectas ry s definidas por las ecuaciones F T=_l=_ W
] g .
I ;£=J'_+3 = i 5i se cortan, calcule el punto de corte.
1 4 3
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Problema 7. Estadistica y Probabilidod:

Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento. A 150 de ellos se les
administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con placebo. Sabiendo que se curaron
el 80% de los que tomaron el medicamento, iCuadl es la probabilidad de que, seleccionado un paciente
al azar, tomara el placebo o no se curara?

Problema 8. Estadistica y Probabilidod:

En una cadena de montaje, el tiempo empleado para realizar un determinado trabajo sigue una
distribucion normal de media 20 minutos y desviacion tipica 4 minutos. Calcule la probabilidad de que
s& haga ese trabajo en un tiempo comprendido entre 16 y 26 minutos.
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SOLUCIONES

Problema 1. Numeros yﬂ.fgebm:
0 -4

Sean Ay B las dos matrices que cumplen A+B={§ 3) v J—B=[4 _2].5«& pide:

a) Calcular A*— B® _ {Advertencia- en este caso, 4" —B' #(A+B)(4-B))

b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad XA + (A + B)" = 21 + XB, siendo | la matriz identidad de
orden 2 y (A + B)' Ia traspuesta de A + B.

Solucion:
a)
2 4 (0 4y (2 0 10
(4+B)+(A-B)=A+B+4-B=24 = M={ﬂ {JJ'{J# _2J={4 —ZJ = ‘{=[2 _1]
24, (0 4y (2 8 1 4
(44B)—(4-B)=A+B-4+E=1B = 1B=[0 ﬂ]—[4 _1]=[_4 1] = B=(_2 1]
1 0Y(1 0% (1 0 (1 &1 4 (T 8
‘f'[z —1]'[1 —1]“(!:! 1] 7 _[-1 1}[-3 1]_["‘ ‘7]
Por tanta,
b)

i+ 4+B) =U+IB = T-XB-U-(4+B] = X(4-B)-U—(4+B) = X(4-B)-{4-B)" -[U—(4+E5) ] (4-B)

Portanto, Y =[EI—(A +B)T]-(A—B)_l

el 2 ) ey 3= oL

|A—E| = ‘3 _;‘ =160 por tanto, fiene inversa.

(3 3 = ey 3§ = o33

=
=2

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autora: Paula Orta
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-8 (g 3 o5 3

Por tanto,
Froblema 2. Numeros y Algebra: e+ y = m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: | + z = 0,
Solucion: X + my = 0
m 1 0 m 1 0|2m
4=11 0 1matrizde coeficientes 4=|1 0 1|0 | matrizampliada.
1l m 0 1 m 00

1
‘ﬂ ﬂ=l¢ﬂ::=rgid,}21

m 1
1 0 1=1-m* l-m*=0om-1=0cm'=1om=11
1 m

Siom#=l y m#E-1 = rg(d)=3=re(d)

1 0
Siom=1 = rg(f)=2 [0 1 O=-2=0=rg(d)=3
10

Siom=—1 = rgldH=2 [0 1 0|=-2z20=rg(d)=3

DISCUSION:
Problema 3. Analisis:

a) Calcule [y 95 X1
=14 2x—g™"

Autora: Paula Orta
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b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de  fix) = x{ln x—1). Calcule, si exis -
ten, los maximos y minimos relativos de la funcion f.

Solucian:

a)

v spoat) 21 Hapaal)
bl f(x)=x(lnx—1)= Domf = (0,+ax)

f’(x}=1ux—l+x-l::rf'{x} =hx-1+1= fi{x)=Inx
X

f(x=-0ohx-0x=1 , MW 1A

Problema 4. Analisis:

1= i 1%
a) Calcule fos valores de b y ¢ para que la funcion fix)= { 2 Eﬁr ad _g seq, primero
+x+c 5T x>

continua y luego derivable en x = 0.

b) Calcule j:xﬂux—l}dr_
Solucion:
a)
Continuidad:
f contimua en x=0 < Limf(x)=f(0)

Derivabilidad:
Fara que sea derivable, tiene que ser continua, por lo que c=1.

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autora: Paula Orta
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e s ox=0 . )
fix)= . funcion continua.
x+bx+1l 5 x>0

s st x<o  TOI=LmIC=Liner e
2x+b si x>0 f‘(ﬂ*}:lﬂf'{xﬁﬂﬂﬂbﬁb

Portate, fes derivable enx = 0siy solamente sib =2y c=1

b) Primero calculo una primitiva aplicando la formula de integracion por partes.

fix)= {

1 2 2
u=hx—1= du=—d EETV SUNP A SN AN I SUNE S TS S S
fx [ x(tnx-1)dx = (lnx-1) 5 jz —dv=—x(lnx-1) Ij'xdx_
dv=xdy=v=— =%f{mx—1}—if+c*=%x*{mx—%ﬁc

Por tanto:

Problema 5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos A(3,0,-1), B(4,1,1) v
C{7,1,5).

b) Obtenga las ecuaciones parameétricas de la recta r que es perpendicular al plano
a4dx+2y—-3z-15=0 y que pasa por el punto P(-1,-2,2).
Solucion:
al Al3,0,-1); B(4,1,1); C(7.1,5)
AB=(112) y AC=(4.16) son vectores directores del plano pedido. Por tanto,
1 4 x- 11 1
#:(l 1 » =ﬂ;{x—3}1 —_].r1
2 6 =z+1

La ecuacion implicita del plano pedido es _

b) Por ser la recta y el plano perpendiculares, el vector normal al plano, es un vector director de la rec-
ta, d =(4,2,-3).Portanto, las ecuaciones parametricas de r son:

jﬂ{z +1}[: :‘=ﬂ;4{x—3}+ Yy—Hz+D) =0 4dx—12+2y—3z-15=0

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autora: Paula Orta
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Problema 6. Geometria:
) _— : : ) x=3_y _=z+l
Estudie la posicion relativa de las rectas ry 5 definidas por las ecuaciones F.—=-—=

2 -1 =2
X _y+3 _=z+42

¥

_ 5i se cortan, calcule el punto de corte.

1 4 3
Solucion:
F(3.0-ler N0,-3,-2)es
rii_. o gt
d =(2-1-2) d, =(L4.3)

Los vectores directores de las rectas no son proporcionales, por o gue las rectas o se cortan en un pun-
to o se cruzan en el espacio.

11
PO=(3-3-1) | 4 —4/=-8+6+9-24+18-1=0=4d, d. PO coplanarios
2 3

Por tavic. las rectas se cortan en un punto

Para calcular el punto de corte, utilizo las ecuaciones parameétricas de las rectas:

x=3+24 r=u
roiy=—4 syy=—3+4u
z=-1-24 z=-1+3u

I+2A=
Bl A= 3440342 > -1=3+12+81>91=0=A=-1
-A==3+4u

Por lo que sustituyendo en las ecuaciones parameétricas, obtenemaos el punto de corte de las rectas:

Problema 7. Estadistica y probabilidad:

Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento. A 150 de ellos se les
administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con placebo. Sabiendo que se curaron el
80% de los que tomaron el medicamento, iCual es la probabilidad de que, seleccionado un paciente al
azar, tomara el placebo o no s2 curara?

Solucion:

Sea M ="tomar el medicamento”; el suceso contrario sera M ="tomar placebo®

PIM)=06vP{ M )=04

Sea C="curarse”; P{C/M) =08

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autora: Paula Orta
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MIJC=M(C (Leyes De Morgan); Por tanto:

Prohlema 8. Estadistica y Probabilidod:

En una cadena de montaje, el tempo empleado para realizar un determinade trabajo sigue una
distribucion normal de media 20 minutos v desviacion tipica 4 minutos. Calcule la probabilidad de que

se haga ese trabajo en un tiempo comprendido entre 16 v 26 minutos.

Solucion:

X eN(Q20,4)

Pl6<X < 2&}=P[15f“5 ‘rf“g 26;2{']=P{—15351-5}=P{351.5}—P{EE—1}=

= P(Z£15)-P(Z>1)= P(Z£15)-[1- P(Z £1)]=0.9332-1+0.8413=0.7743

Por tanta, _

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. Autora: Paula Orta
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(110 ( EVALUACION DE BACHILLERATO PARA ELACCESO A | CONVOCATORIA:
sy e LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINA-
i CURSO: 2019-2020 RIA
MATERIA: MATEMATICAS NI

INSTRUCCIONES GENERALES Tﬂ!l.ll‘l[!m
Em&ﬂm&EmﬁEmmﬂrMmMmﬁmﬂmmqﬂm&
| Siresponde mas preguntas de lzs permitices, solo ze corregrran lns 5 promeras respomdidn.

[ Problema 1. Nimeros ¥ .ﬂulg-:'-t-m.

Para la ecuacion matricial A’ X + AB = B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que Aly por tanto A’) es invertible, y decir cugles serian las dimensiones
de Xy de B si A tuviera dimension 4 x4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolverlaenelcascenque A= 0 1 0Oy B=(0 -1 0
-1 0 3 1 0 3

Problema 2. Numeros y .ﬂlgebm:
. a . o . (m+3)x - m'y = 3m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:

(m+3)x + my = 3Im+6

Problema 3. Andlisis: "u—msx .

] — 5 x<0
Determine los valores de a v b que hacen que la funcion f(x) =1 X sed, primero
continua, y luego derivable. bx sio x20

Problema 4. Analisis:

; . . . l.1:+1 si x<0
a) Calcule el @rea de la region encerrada por el eje Xy la gréficade  f(x)=4 3

(x-1* si x=0
b) Calcule jx x* —ldx

Problema 5. Geametria:

Sean r la recta de vector director I{Lﬂj} que pasa por P(1,0,0)y m:—2x+y+z=0._Se pide la posi-
cion relativa de ry x. En caso de que se corten, hallar el punto de corte.

Problema 6. Geometria:

a) Calcule k sabiendo que los vectores ﬁ{lﬂ}{l} . ;[U}hlj ¥ ;{2,212} son coplanarios.

b) Obtenga la ecuacion implicita del plano & que pasa por P(1,0,0) y contiene a r:x—1=

L
-4
Problema 7. Estadistica y Probabilidod:

El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son naturales del Reino Unido
y, de entre todos esos, el 83% aprueban con honores. Ademas, el porcentaje global de aprobados con
honores es del 80%.. Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar no haya nacido en el
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Reino Unido sabiendo que aprobo con honores.

Problema 8. Estadistica v Probabilided:

a) Enuna determinada poblacigén de arboles, el 20% tienen mas de 30 afos. 5i se eligen 40 arboles
al azar, calcule la probabilidad de gue solamente 4 de ellos tengan mds de 30 afios. El ndmero
total de drbales es tan grande que se puede asumir eleccian con reemplazo.

b) Si X sigue una distribucion normal de media 15y PLY 218)=0.6915 | iCudl es la desviacion

tipica?
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SOLUCIONES
Problema 1. Numeros ,l.-r.fligfbm:
Para la ecuacion matricial A’ X + AB = B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que Aly por tanto A%) es invertible, y decir cuales serian las dimensiones
de X v de B si A tuviera dimension 4 x 4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolverlaenelasoenque A=| 0 1 0|y B=|0 -1 0O
-1 0 3 1 0 -3

Solucion:

9] AX+AB=B= A’X=B-AB= ()" 42X =(4)" (B- 4B)

se pueda realizar la multipli

b) 0 0 -1N/0 0 -1

s
[ =)
Il
L=
=T
e O
L=
5 =
(P
T
Lo
=
—
=

1 0 - 10 0 3 (1003
|#|=]0 1 0|=10-9=1  4d(4)=|0 1 0 [dd(£)] =/0 10
-3 0 10 301 301
L Tad(e)] (003 (1o 3
(4] = o0 AB=d(-H=-4'=0 -1 0
|41 301 30 -10
00 1y /(-10 3)(1 0=2
B-4B=0 -1 0|-[0 -1 0 |=/0 0 0
1 0 3/13 0 -10) (-2 0 7
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Por tanto,

Problema 2. Numeros y.fligfbm:

_ . ) o _ (m+3x — m'y = 3m
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sisterma:
(m+3x + my = 3Im+6
Solucion:
—m 3
A=[m+3 " ] matriz de coeficientes. 4= m+3 —m’| 3m Matriz ampliada.
m+3 m m+3 m [3m+6
iI'FI+3 _mi 3 3
.3 =mim+3)+m (m+3)=(m+3m +m)=mim+3Im+1)
m

mim+3m+)=0=m=0Um=-3Im=-1

Si m=0 y m=-3 y m=-1 = rg(d)=2=rg(4)
S5im=0

A=[§ g]:*rg[:ﬂﬂ E g=13#{l:>rg{_.d}=1

Sim=-3

0 -9 5 g _
A=[D _3}:'”'3{.&}=1 ‘_3 _3‘=u::~rgr;i}=1

Sim=-1

- 2 A
,.{:E Ujrg{ﬂ:l ‘1 3‘=5+5=12¢D:ﬂg{:‘1}=3

DISCUSION:
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Problema 3. Anadlisis: a-cosx
] — 5 x<0
Determine los valores de a v b que hacen que la funcion flxi= X 5ed, primero
bx 5ioxz0

continua, ¥ luego derivable.
Solucion:
La funcion es continua y derivable en IR—{{I} para cualquier valor de ay b.

Veamos que ocurre enx = 0.
Continuidad: J confimua en x=0< Lim f{x)= f(0)

f{0) =0
. @—COSX . .
LHI'JI;I:I Para que este limite sea finito a = 1; Por tanto:
- _1- . ) .
o I-cosx . . .p Il_.r;}!_r wx=ﬂ$=ﬂ!sﬂﬂ=ﬂ {Aplicando U'Hépital )
Xl= X X
1 =
bx i x20 Limbx=0
—H"

Por tanto,

Derivabilidad: Parz que f sea derivable en x = 0, tiene que ser continua, por tantoa = 1.

l-cosx 0
fx)= ¥ XY funcién continua.
bx s x=0
wenx—1+cosx
£l = = i ox=0
b s5i x>0

£(07) = Lim f(x) = Lim .mmx—l: COSX _ro .sm+_tn::1cr:x—m Lim S5 1 (Hépital)
F = X il F=H]"

f'0%)=Lim f'(x) = Limb=b

Fortantc. fes derivable enx=0siysolosia=1yb=%

Problema 4. Analisis:
1 )

) . ) . —x+1 s x<0

a) Calcule el darea de la region encerrada por el eje Xy la graficade  flx)=1 3

(x-1* si x=0
] 2
b) Calcule Jer —1dx
Solucion:
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a)

.— Divido el area en dos zonas:

] ] L] = 1 [ 1 ¥ 1 i

La zona A es un triangulo, porlo que 4, =%u’

‘iﬂ =!:{I_1}I¢l'= -[:{1'1 —Ix+l}tﬁ=§—xl+x:|ﬂ =(%_]+1]_ﬂ=%ui

b} Hacemos un cambio de variable:

Pol=f =t=4fr -1 J'J.;-||'f—ln:ir=ji‘1t#=§+c

2xex = 24t = xdx = idi

Deshago el camibio:

Problema 5. Geometria:
Sean r la recta de vector director E{]_ 0,3) que pasa por P(1,00)y &: —2x+y+z=10_5e pide la posi-
cion relativa de ry x. En caso de gue se corten, hallar el punto de corte.

Solucion:

d -n_=(L0,3)-(-L11)=-2+3=1=0- g5 decir. el vector director de |a recta y &l vector normal del

plano no Son ieiendicula rEI iur tanto:

Para calcular el punto de corte, utilizo las ecuaciones parameétricas de la recta:
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I=
r:{y=0  ysustituyo en la ecuacion del plano: 21+ A)+0+34=0=-2-2i+3i=0=4=2
=34

Por tanto, el punto de corte de recta vy plano es: _

Problema 6. Geometria:
@) Calcule k sabiendo que los vectores E(},{},{}} , ;m,hl}y w(2,2.7) son coplanarios.

r_z+1
b) Obtenga la ecuacion implicita del plano T gue pasa por P{1,0,0) y contiene a © ZI—1=L=

-4 3

Solucion:
i) Al ser los tres vectores coplanarios, son linealmente dependientes, por lo gue:

20 2
0 k 2=4k-4=0c=k=1 Portanto, Kol
a1 2
5 (PRO0ex
" ?'C?l:r:x—l=l=ﬂ d,.={1,—4,3:}
-4 3 |gao.-n

d =(L-4.3y PO0.0.-1) son vectores directores de =.por tanto:

Pl 4 0] |1 0] |1
a4 0 y =D»:::~[x—l}3 7 +3_4 =0=4x-D+y=0=4x-4+y=0
3 -1 =

Par lo que el plano pedido es:

Problema 7. Estadistica y Probabilidod:

El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son naturales del Reino Unido v,
de entre todos esos, el 83% aprueban con honores. Ademas, el porcentaje global de aprobados con ho-
nores es del 80%. Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar no haya nacido en el
Reino Unido sabiendo que aprobd con honores.

Solucign:

Sea RU ="ser natural del Reingo Unido™ v H = "aprobar con honores”,

P(RU)=0.57; P{H/RU)=0.83; P(H) =028

P(RUNH) _ P(H)-P(RUNH) _ P(H)-P(RU)-P(H /RU) _0.8-0.57-0.83

P(RU/H|= =10.408625
' P(H) P(H) P(H) 0.8
For tnta la probabilidad pedida es 0.408625.
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Problema 8. Estadistica y Probabilidad:

a) En una determinada poblacion de arboles, el 20% tienen mas de 30 anos. 5i se eligen 40 arboles al
azar, calcule la probabilidad de que solamente 4 de ellos tengan mas de 30 anos. El nimero total de
arboles es tan grande que se puede asumir eleccion con reemplazo.

b) Si X sigue una distribucion normal de media 15y P(X £18)=06915 | iCual es la desviacion
tipica?

Solucion:
o)p=02:q=08n=40. X B(40,02)

) o 40393837
P{I=4}=[4]-{ﬂ.2} (08)" =——=——(02)"-(0.8)" =0.0475

“or 1o Ia probabilidad pedida es 0.0475.

b}y XeN(Q5 o) P(X <18)=0.6915

PE.YEIE}=P[‘r_ljiiIE_ISJ=P{EEi]=ﬂ.ﬁglﬁji=ﬂ.5:~a=i=ﬁ
[#2 o [#2 o

Por tanto, [ESIBCION HPIEAIES &
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ﬂ UNIVERSIDAD uacidn de Bachillerato para Acceso a la Universidad
DELARIIA Cyurso Académico 2019-2020
SIGNATURA: MATEMATICAS 11

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios do entre los plan-
teados.

En caso contrario, el corrector corregira los cinco que haya contes-
tado primero,

Todas las preguntas tienen la misma puntuacidin. Es necesario jus-
tificar las respuestas.

Se permite el uso de caleuladorss cientificas siempre que no sean programables ni

grificas ni calculen integrales, Si algin alumno s sorprendido con una calculadora
no autorigada, podrd ser expulsado del examen; en todo caso, se le refirard la

calculadora sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

1.— (2 puntos)

e
1 —mms:)—-

n) Caloular el signiente limite: Hﬂ (l g

b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfagn |n siguiente
igualdad:

tg((3+1)vT-2) 1
E I'ﬁ—lﬁ+ﬂr ~3

2.~ (2 puntos) Determinar los valores de los pardmetros realos a ¥ b para que las
funciones f{z) = az? + by g{z) = 27 + £ + a, sean tangentes en el punto de abeisa
x = —1. Para los valores obtenidos de a y b, calcular s recta tangente a las curvas

onrm -],
3.~ (2 puntos) Calcular &l Area del recinto limitado por lns rectas £ = -2, .= 2,
el gje OX vy la funcidn

=, z<0,

T,

Autor: Antonio Menguiano Corbacho

www.apuntesmareaverde.org.es
BPeQem
Textos Marea Verde

Matematicas II. Curso 2019 —2020.
Comunidad Auténoma de LA RIOJA




“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

4.- (2 puntos) Sea la matriz

) m e R\ {0}

- 9

|
3 9 w
=T =
[ — -

a) Hallar o y 8 de tal forma que 4* = ad + A7, siendo [ la matriz identidad.
b) Calcular A* utilizando la anterior identidad.

5.~ (2 puntos) Dado el sistema de scunciones lineales:

ay+(a+1)z =g,
axr -+ z =a,
T = 0F = =,
a) Discutir y resolver segin el valor del par&metro real a.

b) Detarminar la inversa de ln matriz asociada al sistema para a = 2.

6.~ (2 puntos) Sean A y B las matrices;

-13 5 5 =2
"1'(1:1 —5)' B=(—4 2)'
a) Hallar X e Y, matrices salucionss del sistema de ecuaciones:

X —5¥Y = 4,
-X+2¥ =8

b} Caleular si existen las matrices inversas do X ¢ ¥.
T.— (2 puntos) Determinar en funcién del pardmetro real g, la posicidn relativa

de los siguientes planos:

[a—1lz + i — z = @
fa+1lz + (a+lly + z = —a,

ar -+ gy =+ & = =—qa.
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B.—~ (2 puntos) Dados los vectores & = (1,2,3) vy ¥ = (0, 1,1).
a) Hallar un vector f de médulo uno, que sea perpendiculsr & & v a ¢

b) Calcular el Area del paralelogramo determinado por 4 y 7.

8.~ (2 puntos) En uns clase de primero de primaria el 50% de loa nifios practica
natacidn, el 20% practica baloncesto v el 5% ambos deportes

a) Caloular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique ni nata-
clén ni baloneesto.

b) Caleular In probabilidad de que un nifio practique natacidn si juegs al balon-
cesto.

10.~ (2 puntos) Se sabe que dos poblaciones distintas X e ¥ se distnbuyen segin
una Normal de media 25. Ademis P(X > 27) = P(Y > 30) = 0,1587. Calcular sus
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Tabla simplificad s de la distribuciin normal tipiboada

P 0 001 002 OpP3 004 D06 006 007 008 009
0 0,5000 0,5040 05080 0,6120 0,6160 0,5109 0,6239 05279 05310 0,5350
0,1 05398 05438 05478 0,6517 05567 05506 05636 056765 05714 05753
0,2 05793 0,5832 05871 0,5910 0,5948 05087 0,0026 0,0064 06103 06141
03 06179 06217 06255 0,6293 06331 06368 08406 06443 08480 08517
04 06554 06501 05628 06664 06700 06736 06772 06808 08844 06879
05 06016 06050 06985 0,7019 0,7054 O,7088 07123 0,7157 07190 0,7224
06 07257 07201 07324 07357 07380 07423 0,745 0,7486 07617 0,7549
0,7 07580 0,611 0,7642 07678 0,7704 07734 07764 0,7794 0,7823 0,7852
08 07881 0,7010 0,7939 07967 0,7995 0,8023 0,8051 08078 08106 08133
09 08159 08186 08212 08298 08264 O0B289 08315 08340 03365 08380
1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 08554 08577 08500 08621
11 08643 08665 0,8680 08708 08729 08749 0,8770 0,5790 08810 08830
1,2 08840 08860 08888 08007 08025 08944 08062 08980 08097 0,0015
13 09032 09049 09066 09082 09099 08115 09131 (9147 09162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09270 09292 09308 09319
15 08332 09345 09357 09370 09382 00304 09406 08418 05420 09441
1,6 08452 00463 09474 09484 09495 00505 09516 080526 09535 09545
1,7 09554 00564 00573 (9582 00501 00500 09608 0,9616 0,9625 09633
18 09641 09649 09056 09664 09671 09678 0,9680 0,0603 09699 09706

19 00713 00719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
4 09172 09778 09783 09788 09793 00798 00803 09808 09812 08817
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E UNIVERSIDAD unaciin de Bachillerato para Acceso a la Universidad
BE LA RIGIA Académico 20182020
GNATURA: MATEMATICAS 11

CRITERIOS GENERALES

(1) Como norma general se deben valarar positivamente la exposicidn ldgiea, or-
denada v coherente de las respusstas,

(2} Bi en &l desarrollo de un probleme pe detecta un ervor numérico, que Do sen
manifiest mente inconsistente con I cusstiin, y ol desarrllo posterior es cohe-
rente con dicho arror, no se debe dar sspocial relevancin ol orror, siompee y
euando & problema no haya quedsdo reducids & uno trivial o & resultado ses
manifiestamente [nconsistents con of problems & resolver.

{3) Si un alumno da una respuests acertnda o un ejercicio escribiando sélo los
resultados, sin o desarrollo lgico de olmo los ha obtonide, la pustuacidn en
esle aparlado no podres ser superior al 10% de Ia nota mixima prevista.

(4) La puntuacidn de cada ejercicio oo de dos puntos v eitd sefislada en lu copin
del exnmen que ae entregs al alamne, 5i algin ejercicio tiens sabapartados,
se deberd distribule rasonsdamente o mlmero do pustos colre los misinos.

(5) Lacalificasitn seri 1n suma de lss puntuacicnes obtenidas en los cineo primerps
ejorcicios contostndon
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SOLUCIONES CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020
Problema 1:

1

P ;o . l-sen x-cos x
12) a) Calcula el siguiente limite: lim (—)Senx.

x—0

b) Determinar el valor de la constante real a para que se satisfaga la siguiente desigualdad:

x—4 x<—16+ax 32

1+sen x-cos x

Solucion:

1 1 1

. 1-sen x-cos X \sen x 1-sen 0-cos 0\sen o 1-0\o
@) lm (LSenxcosxyins _ (1sen0cosoyens _ (1-0)0 _ g0 -, gy, =
x—0 \1+sen x-cos x 1+sen 0-cos 0 1+0

1

. 1—sen x-cos X \sen x . 1 1—-sen x-cos x
S A = lim (LSS g g (L )=
x-0 \1+sen x-cos x x—0 \senx 1+sen x-cos x

i L(1—%~sen 2x)—L(1+%-sen 2x) L(l—%-sen 0)—L(1+%~sen 0) I1-I1
= l1im = = =

x—0 senx sen x 0

% = Indet.=

— COS2X COS2Xx -1 1

1 1 1 1
—i-sen 2x 1+§~sen 2x . . 1—5'5671 2Xx 1+E~sen 2x
= lim cos 2x - lim =

Cos X x—-0 x—-0 CcCos X

= {L'Hopital} = 1in(1) .
xX—

—1—%'5611 2x—1+%~sen 2x

(1—1~sen 2x)~(1+1-sen 2x)

. . -2 -2 -2
=1-lim-—2 2 = lim ; = - ===_2.
x—0 cosx x—0 cos x-(l—z~sen22x) cos O~(1—Z'sen20) 11

1
. (1l —senx-cos x\senx P
lim =e = -
x-0\1 + sen x - cos x e

b)
fER)Ee] o () o w(e) 4w
m---————-— ——--="— — = — — = —
x—>4 x%-16+ax 32’ 42-16+a-4 32’ 4a 32’ 4a 32’
th 1 1 1
4
—_— = == D =
a 8’ a 8 a=8
a=28
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Problema 2:

29) Determinar los valores de los parametros reales a y b para que las funciones f(x) =ax?+ by

g(x) = x? + x + a, sean tangentes en el punto de abscisa x = —1. Para los valores obtenidos de a y b,
calcular la recta tangente a las curvas en x = —1.
Solucion:

La pendiente de la tangente a una funciéon en un punto es igual que el valor de su primera
derivada en ese punto: f'(—1) = g'(—1).

f'(x) =2ax > f'(-1) = —2a.
gx)=2x+1>= g'(-1)=-2+1=-1.

ff(-1D)=g'(-1)=-2a=-1=a= %

Las funciones resultan f(x) = %xz +bygx) =x*+x+ %

En el punto de corte tiene que cumplirse que f(—1) = g(—1):
1 2 1

f(=1) =" (-1D*+b =E+b'

gD = (12 -1+;=1-

N |-

N |-

fD)=g(-1)=>s+b=5=>b=0

“Lb-o
a=; b=

El punto de tangencia es P (—1, %) y la pendiente m = g'(—1) = —1.
La ecuacion de la recta punto-pendiente es y — y, = m(x — x,):
y—%:—l-(x+1)=—x—1; 2y—1=—2x—2.

Recta tangente:t =2x+2y+1=0
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Problema 3:

39) Calcular el area del recinto limitado por la funcion f(x) = {3;2 ;><00' lasrectas x = —2,x = 2 yel
eje OX. T

Solucion:

La representacién grafica de la funcién, aproximada, se expresa en la figurea adjunta.

\ 415
La superficie a calcular es la siguiente: 6
\
S=f_02x2-dx+f02x-dx= \ 4 ) ,
[ ] -0 [+ 20
=S+2="7 — —

14
S=—u?=4.67u?
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Problema 4:
2 0 0

49 SealamatrizA=|0 2 0]|,meR\{0}.
m 0 2

a) Hallar a y B de tal forma que A? = aA + f31, siendo I la matriz identidad.
b) Calcula A® utilizando la igualdad anterior.

Solucion:

a)
2 0 0 2 0 0 4 0 O
A2=4A-A=(0 2 o]-(o 2 o)l]=(0 4 o)
m 0 2 m 0 2 4m 0 4

4 0 0 2a¢ 0 0 g 0 0
A2=aA+pBI=>| 0 4 o)= 0 2a o>+ 0 B 0):
4m 0 4 ma 0 2a 0 0 pB

4 0 0 2a+ P 0 0
(0 4 0):( 0 2a + 0 >:>a=4. 4=8+p;, f=—-4.
4m 0 4 ma 0 2a+p
a=4,06=—4.
b)

4 0 O 4 0 O 2 0 0
A5=A2-A2'A=<O 4 0)-(0 4 0)‘(0 2 O>=
4m 0 4 4m 0 4 m 0 2

16 0 O 2 0 0 32 0 O
=<O 16 O)-(O 2 0>=>A5=(O 32 0).
32m 0 16 m 0 2 80m 0 32
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Problema 5:

ay+(a+1)z=a
59) Dado el sistema de ecuaciones lineales ax+z=ag
x+az=-—a

a) Discutir y resolver segun el valor del pardmetro real a.
b) Determinar la inversa de la matriz asociada al sistema para a = 2.
Solucion:
a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
0 a a+1 0 a a+1 a
M=(a 0 1 >yM'=(a 0 1 a)_
1 0 a 1 0 a —a
El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

0 a a+1 a, =0
IM|=|a 0 1 |=a—-a®*=0; al—a?®)=0={a, =—1.
10 a as =1
a+0
Para {a # —1; = Rang M = Rang M' = 3 = n2inc6g.= S.C.D.
a*l

0 0 10
Paraa=0:M’=(0 0 1 0>=>RangM’=2.
1 0 0O
o -1 0 -1
Paraa=—1:>M’=<—1 0 1 —1>:>{F2=—F3}:>RangM’=2.
1 0o -1 1

Para {aa_=_01} = Rang M = Rang M' = 2 < n2inc6g.= S.C.I

01 2 1
Paraa=1=>M’=<1 0 1 1)=>RangM’=>{C1,C2,C4}=>
1 0 1 -1
0 1 1
=1 0 1|=14+41=2+*0= RangM' =3.
1 0 -1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve el sistema para los diferentes casos compatibles.

Paraa # 0,a + —1,a # 1 se resuelve por el método de Gauss:

0O a a+1 a 1 0 a —a
(a 0 1 a>:>{F1<—>F3}:><a 0 1 a>:>

1 0 a —a 0 a a+1 a
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1 0 a —a
=>{F2—>F2—aF1}=><0 0 1-a? a+a2>=>(1—a2)z=a+a2;
0 a a+1 a

ata? _ a(l+a) _ a

z= 1-a2 = (1+a)(1-a) 1-a’

2 2

—q2—q— — —
ay+@+1)z=a ay=a—(1+a)-é=aa1_za =12_aa:>y:£.
a? -a+a?-a? -a
x+az=-a, x=—aa—-az=—-Q——=———=—,
1—a 1-a 1—a
Solucic’m:x=_—a,y=ﬂ,z=L,VaeR—{—1,O,1}.
1-a 1-a 1-a
0 010
Paraa=0=>M=(0 0 1 0}
1 0 0 O
Solucion:x =0,y =1,z=0,VA1 €ER.
o -1 0 -1
Paraa=-1=>M=(-1 0 1 -1|=2-y=-1,y=1
1 0o -1 1
x—z=1=2z=1, x=1+ A
Solucion:x =1+ A4, y=1,z=AVAER.
Va € R — {—1,0, 1}, Sistema compatible determinado: x = i,y = %,z = ﬁ.Para a=0,
sistema compatible indeterminado: x =1+ A4,y =1,z = 1,VA € R. Para a = —1, sistema compatible
indeterminado: x =1+ A,y =1,z=A,VA € R.Para a = 1, sistema incompatible.
b)
0 2 3 0 2 3
Paraa=2=>M=(2 0 1) [M|=|2 0 1/=2-8=-6.
1 0 2 1 0 2
|O 0 _|2 0 |2 0
0 21 12 21 03 12 30 12
Mt=(2 0 o). Adj.de Mt = —| | —|
3 1 2 1 2 3 2 3 1
2 1 _|O 1 0 2
0 0 2 0 2 0

0 -4 2
= (—3 -3 6 )
0 2 -4

0o -4 2
Adj. de M* <_3 > 6> , (9 4 2
M—1 — j. de — O 2 -4 = M—l — g 3 3 —6 .

M| -6
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Problema 6:

62) Sean las matrices 4 = (_13 > ) yB = ( > _2):

10 -5 -4 2
. . . . 3X-5Y=A4A
a) Hallar X e Y, matrices soluciones del sistema de ecuaciones: x40y = B}'
b) Calcular, si existen, las matrices inversas de X e Y.
Solucion:
a)

3X—5Y=A} 6X —10Y =24

_X+2Y =8B —5X+10Y=SB}:>X=2A+SB'

X:z-(_13 5)+5.(5 —2):(—26 10)+(25 —10)_

10 -5 -4 2 20 -10 -20 10
x=(5 o
CXvav—5) —axter_sp) =Y =AT3E
r=( +3(C D=0 5 D)
r=(4 )

b)

Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1X| = |_01 8| = 0 = X no es invertible.

Y] = |_22 _11| =2—2=0 =Y noes invertible.

No existen. No son invertibles.
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Problema 7:

792) Determinar, en funcién del parametro real a, la posicidn relativa de los siguientes planos:
m=@—-Dx+y—z=a
m,=(@+Dx+QRa+1y+z=—a.

My =ax+ay+z=-a
Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema que determinan los tres planos son las siguientes:

a—1 1 -1 a—1 1 -1 a
M=|la+1 2a+1 1 |yM=|a+1 2a+1 1 -—a].
a a 1 a a 1 —a
Segun sean los rangos de estas matrices, la posicién relativa de los planos son las siguientes:
19, -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.
29, -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
32, -- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
49, -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

52, -- Rang M = Rang M' = 1 = Los planos son coincidentes.

a—1 1 -1
RangM = la+1 2a+1 1|=
a a 1

=(a-1)QRa+1)—a(a+1)+a+aRa+1)—ala—1)—(a+1) =
=2a’°+a—-2a-1—-a*—a+a+2a°+a—-a*+a—-a—-1=2a*>-2=0;
2@*-1)=0; a?—-1=0>aqa, =-1,a, = 1.

Si {aai_ll} = Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

-2 1 -1 -1
Paraa=—1=>M’=<0 -1 1 1>:>{C3=C4}=>RangM’=2

-1 -1 1 1
0 1 -1 1
Paraa=1=>M =2 3 1 -1|={C;=-CJ}=RangM =2.
1 1 1 -1
St {aaz_—ll} = Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.

Por diferenciar los casos, las rectas que determinan son las siguientes:

-2 1 -1 -1 o —
a=—1:>M’:<0 -1 1 1>:>rz{x Y 1

-1 -1 1 1 xty-—z=-1
01 -1 1

—z=1
11 1 -1 4
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Problema 8:

82) Dados los vectores 4 = (1,2,3) y v = (0,1, 1).

@) Hallar un vector W de médulo uno, que sea perpendiculara i y v.
b) Calcular el area del paralelogramo determinado por i y .
Solucion:

a)

Un vector perpendicular a los vectores 1 y ¥ es cualquiera que sea linealmente dependiente de
su producto vectorial:

. i j k
w=uxv=|[1 2 3(=204+k-3i—-j=—i—j+k=(-1,-1,1).
0 1 1

g
Para obtener un vector unitario linealmente dependiente de w’ basta con dividir sus
componentes por su mdédulo:

W|=J/1D)2+(1)2+12=VI+1+1=+3,

b)

El drea del paralelogramo determinado por dos vectores es el médulo de su producto vectorial:

Area = |U x D| = V3 u?.
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Problema 9:

99) En una clase de primero de primaria el 50 % de los niflos practica natacién, el 20 % practica
baloncesto y el 5 % ambos deportes.

a) Calcular la probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique natacidn ni baloncesto.
b) Calcular la probabilidad de que un nifio practique natacidn si juega al baloncesto.

Solucion:

Datos: P(N) = 0.50; P(B) =0.20; P(N nB) = 0.05.

P=P(NNnB)=1-P(NUB) =

=1—[P(N)+P(B)—P(NNB)]=1-(0.5+ 0.2 — 0.05) =

=
>
|

=1-(NUB)

=1-(0.70—-0.5) =1-0.65 = 0.35.

La probabilidad de que un nifio elegido al azar no practique natacion ni baloncesto es 0.35.

b)

_P(NNB) _ 005 _ 5 _1_
P(NIB) = P(B) _0,20_20_4_%'

La probabilidad de que un nifio practique natacién si juega al baloncesto es 0.25.
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Problema 10:

109) Se sabe que dos poblaciones distintas, X e Y, se distribuyen segin una Normal de media 25.
Ademas P(X = 27) = P(Y = 30) = 0.1587. Calcular sus respectivas varianzas.

Solucion:

Datos: u = 25; o.

X - N(u; o) = N(25,0). Tipificando la variable: Z = X;zs.

Para P(X > 27) = 0.1587.

P=P(X227)=01587 = P(2 > =5) = P (2 2 2) = 0.1587;

o
1-P(z<2)=01587; P(z<2)=1-01587; P(z<2)=08413.
Buscando en la tabla N(0, 1) de forma inversa, a 0.8413 le corresponde 1, por lo cual:
Z=1s0=2>02=4

Para P(Y = 30) = 0.1587.

P=P(Y 230)=01587 = P(2 2 22%) = P (2 2 2) = 0.1587;

ag
1-P (z < g) — 0.1587; P (z < g) —1-0.1587; P (z < g) = 0.8413.

§=1=>a=5:>02=25.
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DELARIOIA Curso Académico 2019-2020

ﬂ UNIVERSIDAD EBv.uJu&r_'Ldu de Bachillerato para Acceso a la Universidad
SIGNATURA: MATEMATICAS 11

El alumno contestard a SOLO CINCO ejercicios de entre los plan-
teados.

En caso contrario, el corrector corregird los einco que haya contes-
tado primero.

Todas las preguntas tienen la misma puntuacidn. Es necesario jus-
tificar las respuestas.

Se permito el uso de caleuladorss clentifices Sempre que no sean programahles ni
gritficas nl caleulen integrales. Si alglin alumno e sorprendido con una caleuladora
no autorizada, poded ser expoleado del examen; en todo caso, se le retirard la
calculadora sin que tenga derecho & que le proporcionen otra

-

1.~ (2 puntos) Calcular los valores de los pardmetros reales a y b para que la
b
u{r'-EI]+T—EI. z<3

funcidn: fiz) = sea derivahle.
2.~ (2 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de la funcida

x+4d

Jr['t.:': {I+2_:|?-

Caleular la recta tangente en su punto de infexidn.
3.— (2 puntos) Caleular el drea del recinto limitado por las funciones f y g, siendo
éstas: o

fR)=5+3-2 o) =(-2"-1,
yimrectasr =3, r=5.
4.— (2 punmtos) Discutir y resolver segin el valor del pardmetro real a, el sistema
de ecuaciones lineales:

fa-1z + ¥ + Bz = 1,

ar + ay - B = a,

{fa-1)z + y + (a—1)s ~2a+ 1.
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b~ (2 puntos) Calcular el siguiente deferminante
I I I 7

o = ¥
v oy
il o
6.~ (2 puntoa) Dada la mairiz
1 00
A=| 0 10} meR
m 0 1

Hallar A~' y A0

T- (2 puntos) Hallar la ecuncidn del plano que contiene a I recta

s r+dy—=4z+9 = 0,
T | —e=Iy+2+1 = 0,
y ea perpendicular al planc s =z +3p+z+1=10
8.~ (2 puntos) Duadas las rectas r y &
i r4+y—z = I, L E+3 _y+2 -1
" liz-p+2zs = 0, *~71 - 2 ¥

y ol plano # ™ ¢ o4y — 2+ 6 = (. Hillar la posicidn relativa eotee
a) las rectas v y 3,
b} el plano = ¥ la rects &

8.~ (2 puntoa) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una dis-
tribucidn Normal, do medin 15 dins ¥ desviacidn tipica 4 diss.
a} Calenlar la probabilidad de que |s estancis de una familia sea mferior a 10
dias.

b} Calculnr |s probabilided de que la estancis esld comprendids entre 11 v 19
dims,

10.— (2 puntos) En une clase de 35 alumnos, asisten 30 de ellos, Se asbe gue
aprueban todas las asignaturas ¢l B0 % de los alumnos que asisten a clase y el 10%
de log que no asisten. Se elige un alumno al azar.

a) Calcular ¢l procentaje de alumnos que sprueba la asignatura.

b} Sabiendo que el alumno ha suspendido, caleular la probabilidad de que un
alumno haya asistido a clase.
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Tabla simplificada de | distribucidn normal tipificads

= 0 00002 003 004 005 006 007 008 008
00,5000 10,5040 0,5080 0,120 05160 05100 05239 05270 05310 0,550
0,1 05308 05438 05478 0,5517 05557 05586 05636 05675 05714 05753
0,2 05793 05832 05871 0,5010 05048 05987 06026 00064 06103 0,6141
03 06179 06217 06255 06293 0,6331 06368 06406 0,6443 06480 06517
04 06554 06591 06528 0,6664 06700 06736 06772 08808 06844 06579
0,6 06015 0,6050 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 07123 07157 07190 0,724
0,6 07357 07291 07334 07357 07389 07423 07454 07486 07517 07540
0,7 07580 0,7611 0,7642 0,7673 07704 0,7734 0,7764 0,7794 07823 0,7852
08 07881 07910 0,7939 O0,7967 0,7995 0,8023 08051 08078 08106 05133
0,9 05159 08186 08212 08238 08364 08389 05315 08340 08365 08580
1 08413 03438 08461 08485 08508 08531 08654 08577 08509 0862
11 08643 08665 058686 08708 08729 08740 OBT70 08790 08810 03830
1,2 0,840 08560 08888 0,8907 08925 08044 08062 089680 08997 09015
13 09032 09040 00066 00082 0,9099 09115 09131 09147 09162 09177
14 00192 09207 0,922 00236 0,9251 0,9265 09279 09202 09306 09319
15 08332 08345 09357 08370 09382 09304 09408 09418 09429 0941
16 D9452 09483 00474 09484 09405 09505 09515 09525 09535 09545
1,7 D9564 09664 00571 09582 00501 09500 09608 09616 09625 09633
18 09641 09640 00656 09604 00671 09678 09686 0,9693 09699 09706
19 08713 09719 09726 00732 09738 09744 09750 09756 09761 09767
2 09772 09778 09783 DOTEE 0,0793 0,0758 08803 09808 09812 08617

Autor: Antonio Menguiano Corbacho

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020. @ HE0)
Comunidad Auténoma de LA RIOJA —" BY NC SA www.apuntesmareaverde.org.es
Textos Narea Verde




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)
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i ASIGNATURA: MATEMATICAS 11

CRITERIOS GENERALES

(1} Como norma general se deben valorar postivamente |a exposicidn dgica, or-
denada v coberenie de las respuestas

{2) 5l en el desarrollo de un problema se detecta un error numérico, que no sea
manifiestamente inconsistente con la caestidn, v ¢l desarrollo postenor es cohe-

rente con dicho error, no se debe dar especial relevancia al error, siempre v
cuando o problema ne hayva guedado reducido & uno trivial o o resultado sea
manifiestamente inconsstente con el problema a resolver.

(4] 81 un alumno da una respussta acerfads & un ejercieio sonbiendo sdlo los
resultados, sin &l desarrollo Wgico de edmo los ha obtenido, Ia puntusciin en
este apartado no podrd ser superior al 10% de 14 nota méxima prevista

(#4) Lo puntuscidn do cadi ejerciclo i de dos pontos ¥ estd sefislnds en la copia
del exnmen que s entréga al alumno. Si algin ejercicio lene subapartados,
e deberd distribuie rasonsdaments el pimero de puntos entre los mismos

(5) Laealificactém sord la suma de Ins puntusciones ohtenidas en los cineo primeros
ejercicios contestndos.
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SOLUCIONES CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE SEPTIEMBRE 2020

Problema 1:
19) Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la funcién f(x) sea derivable, siendo

) :{a(x2—9)+”3—x—b. x<3
LIb(x—=2)], x=3

Solucion:

Para que una funcidn sea derivable en un punto es condicién necesaria que sea continua en ese
punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su continuidad.

La funcion f(x) es continua en R, excepto para x = 3, cuya continuidad es dudosa y se van a
determinar los valores reales de a y b para que lo sea.

Una funcidn es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por la derecha existen
y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

lim f(x) = lim|la(x?2 —=9) +Z —p| =0
Pa'ra X = 3 = x—>3—f( ) x—-3 [ ( ) 3 ] =
liIglJr f(x) = lirr; LIb(x —2)] =Lb = f(3)
X— xX—>

= lim f(x) = lim f(x) =f(3)=>0=Lb=>b=1.
x—3~ x—3% -
a(x2—9)+§—1.x<3

L(x—2), x=>3

La funcion f(x) es derivable en R, excepto para x = 3 cuya derivabilidad se va a forzar
determinando el correspondiente valor de a.

La funcion resulta: f(x) = {

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y por la derecha son
iguales en ese punto.

1
2ax+ = six <3 1
fx) = 1 3 >x=3 :>f'(3):{6a+3 Slx<3:>
s si x=3 1six=>3

- f’(3—)=f'(3+)=>6a+§=1; 18a+1=3; 18a = 2; 9a=1=>a=§.

1
La funcién es derivable para @ = oY b=1.
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Problema 2:

29) Determinar el dominio y las asintotas de la funcion f(x) =

2)2 Calcular la recta tangente en su
punto de inflexién.
Solucion:

Por ser una funcién racional su dominio en el conjunto de los numeros reales, excepto los
valores reales de x que anulan el denominador.

(x+2)2=0=>x+2=0; x=-2 = D(f) >R —{-2}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la funcién cuando x
tiende a mas o menos infinito.

k = 11m f(x) = hm =0 = Larectay = 0 es asintota horizontal.

2)2

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcién tienda a infinito o
menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

(x+2)2=0; x=-2= Larectax = —2 es asintota vertical.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Asintota vertical: X = —2. Asintota horizontal: y = 0

Para que una funcién tenga un punto de inflexién es condicidon necesaria que se anule su
segunda derivada en ese punto:

f’( ) = 1-(x+2)2—(x+3)-[2-(x+2)-1] _ (x+2)-2-(x+3) _ x+2-2x-6 _ —x—4
X) = (x+2)* T (423 (x+2)3 (x+2)¥
" (x) = (-1)-(x+2)3—(—x-4)[3-(x+2)%-1] _ —(x+2)-3-(-x—4) _ —x—2+3x+12 _ 2x+10 _ 2:(x+5)
frx) = (x+2)6 - (x+2)% T (x42)t T (x4t (x+2)4
y _ 2:(x+5) _ . . . _ —
f(x)—0=>(x+2)4—0,2 (x+5)=0; x+5=0=x=-5.
f(=5) = = 5+2)2 = (__32)2 = —g = Punto de tangencia: P (—5,—%).

El valor de la pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor de su
primera derivada en ese punto.

_ ey _ —(=5)-4__5-4 1
m=f'(=5) = (-5+2)3 (=33 27

La expresion de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la férmulay — y, =

m(x — xy), que aplicada al puntoP( 5, ——) conm = —ies
y+§=—%-(x+5); 27y +6=—-x—5

La recta tangente pedidaest = x+ 27y + 11 = 0.
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Problema 3:
2
39) Calcular el area del recinto limitado por las funciones f(x) = % + g —2ygx)=(x—-2)>—1ylas
rectasx = 3,x = 5.
Solucion:

Los puntos de corte de las dos funciones (parabolas) tienen por abscisas las raices de la ecuacién
que resulta de la igualacién de sus expresiones:

2
f(x)=g(x):>%+§—2=(x—2)2—1; x24+3x—18=9(x —2)2 - 09;
x>+3x—9=9- (x> —4x +4) =9x? — 36x + 36; 8x?—39x + 45 =0;

39+v1.521-1.440 39++v81 3949 30 15 48
X = = = =>X1=_=_,2=_=3
16 16 16 16 8 16

15\ _ (15 2 _( 1\? 1 63 15 63
9 =(F-2) —1=(-5) ~1=5-1=-5=4(5-2)
(Este punto no se marca en el grafico por estar muy préximo a V,)

g3)=0B-2)2-1=12-1=1-1=0= B(3,0).

Las dos funciones son parabolas convexas (U) por ser positivos sus correspondientes
coeficientes de x? cuyos vértices (minimos) son los siguientes:

"(x) = 2x 4= "(x)=0=2x+1=0 0 =3
fle) =5x+2 fle)=0=x+-=0; 2x+3=0; x=—.
(3)_(_§)2+__%_2_1_1_2—1_2_8—_E:V(_z _2)
f(=5) = 3 T4 2 T4 T a7 I 20 )

gx)=2-x—-2). g9x)=0=22-(x—2)=0; x—2=0; x=2.
g(2)=2-2%2-1=-1>1,(2-1).
f(3) =gkx) =0= B(3,0).

52 5 25+15-18 22 22
f8)=S+2-2=20 =25 0 (5, Z) x (5, 244).

Los puntos de corte con el eje X de la parabola f (x) son los siguientes:

_ —3#V9+72 _ —3+V81 _
= . =——-=

2
f(x)=0=>%+§—2=0; x2+3x—18=0; x

- %ig == x, = —6; P(—=6,0),x, =3 = B(3,0).

Los puntos de corte con el eje X de la parabola g(x) son los siguientes:
gx)=(x—-2)2—-1=x?—4x+4—-1=x%—4x+3.

= BACE _HE 2, 0 =1 E(1,0),x, =32 B(3,0).

El punto de corte con el eje Y de la pardbola g(x) es el siguiente:
g(0)=(0-2)?2-1=4-1=3>F(0,3).
g)=(5-2)2-1=9-1=8>=D(5,8).

La representacion grafica de la situacion, con los datos obtenidos, es, aproximadamente, la que
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indica la figura adjunta.

7(x)

()

De la observacion de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente:

S = f35[g(x) —f(x)]-dx = f35 [(x2 —4x + 3) —(§+§—2)] cdx =

3 2 5
=f35(§x2—2x+5)-dx=[81—13—9(+5x] =
9 3 27 6 3
.53 .52 .23 22
=(ﬂ_135 +5.5)_(ﬂ_ﬁ+5.3)=M_ﬁ+25_8+§_15=
27 6 27 6 27 6 2
:2+1000_E+£:108+2000—2925+1053:@:£u2 ~ 43742 =S
27 6 2 54 54 27
A 118 2 4.37 u?
rea = —u- = 4. u
27
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Problema 4:

(a—Dx+y+3az=1
49) Discutir y resolver el sistemasax +ay —z=a segun el valor del parametro a.
(a-Dx+y+(@a—1)z=-2a+1
Solucion:
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a—1 1 3a a—1 1 3a 1
M=| a a -1 |yM=| a a -1 a .
a—1 1 a-1 a—1 1 a—-1 —-2a+1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a—1 1 3a
IM|=| a a -1]|=
a—1 1 a-1

=ala—1)?%?+3a°-(a—1)—-3a?(a-1)+(@—-1)—ala—1) =
=a(@a®—-2a+1)+3a?-3a®+3a*>—-a’+a=
=a®—-2a’+a—-3a®+5a*+a=-2a%+3a*>+2a=-a(a’*—-3a-2)=0;

a, =0; 2a2—3a—2=0;a=3i:+16=3i2/ﬁ=%:>a2=—%,a3=2.
a+0
Para aqt—% = Rang M = Rang M' = 3 =n%incég.= S.C.D.
a+* 2
-1 1 0 1
Paraa=0=>M =0 0 -1 0]={C,=C}=RangM' =2.
-1 1 -1 1
Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbég.= S.C.I.
21 =21
2 2
Paraa=—§=>M’= -5 -5 —1 -2 ]= A efectos de rango, la matriz M’ equivale a la
21 3 2
-3 2 =3 2
matrizM" = -1 -1 -2 —1]=RangM" = {C,,C,,C,} =
-3 2 -3 4
-3 2 2
>|-1 -1 -1|=12-4+6—-6—-6+8=10%# 0= Rang M' = 3.
-3 2 4
11 6 1
Paraa=2=>M =(2 2 -1 2 |=RangM' = {C,,(5,C,} >
11 1 -3
1 6 1
=22 -1 2|=6+24+124+1-24+36=55+#0= RangM' =3.
1 1 =3
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1
Para {a = _E} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
a=2

a#0

1
Para { a = — > = Sistema Compatible Determinado.

a+2
1
Para a = 0 > Sistema Competible Indeterminado. Para {a - _E} = Sistema incompatible
a=2
Se resuelve en primer lugar paraa # 0,a # —% ya+2:
(a—1)x ++y +3az=1 {F3 > F; — F1}
ax+ay—z=a; > 1 =
F, - -F.
(a—Dx+y+(a—1z=-2a+1 27572

(a—Dx+y+3az=1

> x+y—iz=1 =z=—2
a 2a+1
—R2a+1)z=-2a

(a—Dx+y=1-3az (a—2)x=—3az—lz

= 1}${F1_>F1_F2}=> ? =
x+y=1+-z x+y=1+-z
a
- — —202, — 5 — (202 _ —(3a*+1) 2a _  -2(3a%+1)

sala—2)x=-3a*z—z=—-Ba*+1)z=>x = w2 2t aa—p@arD

. i 1 2a 2(3a2+1) _ a(a-2)(2a+1)+2a(a—2)+2(3a%+1)
Y= 1+ aZ x=1+ a 2a+1  a(a-2)(2a+1) - a(a-2)(2a+1) -

__a(2a’+a-4a-2)+2a?-4a+6a’+2 _ a(2a’-3a-2)+8a?-4a+2 _ 2a3-3a%-2a+8a’-4a+2 _

a(a—2)(2a+1) ala-2)(2a+1) o ala-2)(2a+1)

__2a3+5a%-6a+2 _
T a(a-2)(2a+1)

-2(3a%+1)  _ 2a3+5a%-6a+2 _ _ 2a

Solucién: x = a(a-2)(2a+1)’ y= a(a-2)(2a+1) ’ z= 2a+1’

Va € R —{o,—%,z}.

—x+y=1
Resolvemos ahora para a = 0; el sistema resulta {—z =0 , que es compatible
—x+y—z=1

x+y=1

indeterminado y equivalente a } Haciendo y = A:

Soluciéon:Paraa=0 - x=1—14, y=1;, z=0, VAER.
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Problema 5:
1 1 1 1
59) Calcular el siguiente determinante: D = | 5 2, - ©
9) Calcular el siguiente determinante: D = X2 y? 2 g2
X3 y3 23 83

Solucion:

Restando a cada fila la anterior multiplicada por x:

1 1 1 1
0 y—x Z—x t—x
D = 2 =
0 y"—xy z22—xz t?>—nxt
0 y3—xy? z3—xz? t3—xt?

y—Xx zZ—Xx t—x y—x Z—X t—x
=|y?i—-xy z?—-xz t’—xt|=|yly—x) z(z—x) tlt—x)]|=
y3 —xy? z3 —xz? t3— «xt? y2(y—x) z%(z—x) t*(t—x)

1 1 1
=-0-0)t-x)-|y 2z t|=D. (¥
y2 72 2
Restando en el determinante a cada fila la anterior multiplicada por y:
1 1 1 zZ—y t—y zZ—y t—y
0 zZ — t — = = =
Y YTl —yz 2=yt Tlzz—y) ey

0 z2—yz t?—yt

=@-ne-»-| {|=e-ne-ne-2.

Sustituyendo el valor hallado en la expresion (*):

D={y—-xz-—x0)t-—x)(z-—y)t—-yt-2z2).
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Problema 6:
1 0 O

62) DadalamatrizA=(0 1 0|,m € R.Hallar A1y A,
m 0 1

Solucion:

Se obtiene la inversa de A por el método de Gauss-Jordan.

1 0 01 0 O 1 0 o)1 O O
(Al = (O 1 0j0 1 0) = {F; » F; —mF,;} = (O 1 000 1 0) =
m 0 110 0 1 0 0 1l-m 0 1
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Problema 7:

x+3y—4z+9=0

0 L . _
72) Hallar la ecuacion del plano que contiene a larectar = {—x 2y +z4+1=0

y es perpendicular al
planom=x+3y+z+1=0.

Solucion:

La expresién de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_x+3y—4z+9=0 _ x+3y=-9+44 _ _
7‘=—x—2y+z+1=O}Z}'Z_)‘L:>—3c—2y=—1—/1}=>y__1()-|_3’1’
x=21-51
x=—2y+1+/’1=20—61—1+/1=21—5/1=>r5{y=—10+3)L.
z=2A

Un punto y un vector director de r son P(21,—10,0) y v, = (=5,3,1).
Un vector normal del planoes 71 = (1,3, 1).

La expresidn general del plano S pedido es la siguiente:

x—21 y+10 z
B(P; v,m) =| -5 3 1| = 0;
1 3 1

3(x — 21) + (¥ + 10) — 15z — 3z — 3(x — 21) + 5(y + 10) = 0;
6(y+10)—18z=0; (y+10)—-3z=0.

B=y—3z+10=0.
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Problema 8:

x+y—z=1 _x+3 _ y+2 _ z-1
Ax — 2y + 2z = 10V S == ==, =~ vyelplano de ecuacion:

892) Dadas las rectas r = {
m=x+y—2z+ 6 =0.Hallar |la posicion relativa entre:
a) Lasrectasr y s.

b) El plano T y la recta s.

Solucion:
a) La expresidn de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_x+y—z=1 _ x+y=1+/1} .
r_Zx—y+z=5}=>Z_A=>2x—y=5—A 53x=6 x=2;
x =3
y=1+A—x=1+/1—2=—1+/1=>r5{y:—1+ﬂ.
z=A

Un punto y un vector director de la rectar son A(3,—1,0) y v, = (0,1, 1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(—3,—2,1) y v, = (1,2, 3).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB =[B—-A]l=[(-3,-1,1) — (3,-2,0)] = (—6,1,1).

Segun que los vectores {v,, V;, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan o se cruzan,
respectivamente.

Los vectores {v,, v, W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

0o 1 1
Rang {v;,ve,w}=>|1 2 3|=1-184+12—-1+#0>
-6 1 1

— —> —> — — —> .
= Rang {v,, v, W} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy S Se cruzan.

b) La expresion de la recta s = GAE YT“ = % por unas ecuaciones continuas es las siguiente:
2x+6=y+2 _ 2x—y=-4
=>s= .
3x+9=z—1} S 3x—z=—10}
2x —y =—4
La recta s y el plano 7 determinan el sistema 3x —z = —10}.
x+y—z=-6

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
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2 -1 0 2 -1 0 -4
M=|3 0 -1|yM=(3 0 -1 -10).

1 1 -1 1 1 -1 -6
Segun sean los rangos de M y M' pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.

2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larecta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

2 -1 0
RangM = (3 0 -1|=>1+2-3=0=RangM = 2.
1 1 -1

2 -1 0 -4 1 1 -1 -6
M = (3 0 -1 —10) > {F, o F} = (3 0 -1 —10) =
1 1 -1 -6 2 -1 0 —4
{FZ - F, — 3F,

1 1 -1 -6
f%ﬁ&—aﬂ}:<0'8 2 8 |=>{F,=F}>RangM' =2.

0 -3 2 8
Rang M = Rang M' = 2 =

La recta s esta contenida en el plano
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Problema 9:

99) La estancia vacacional de una familia en un hotel sigue una distribucién Normal, de media 15 dias y
desviacion tipica 4 dias.

a) Calcular la probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias.
b) Calcular la probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11 y 19 dias.
Solucion:

Datos: u =15; o = 4.
a)

X-15
T

)=P(z2<Z) =Pz <-125)=

X - N(u; 0) = N(15,4). Tipificando la variable: Z =

10-15
4

=1-P(Z<125)=1-0.8944 = 0.1056.

P=P(X<10)=P(Z<

La probabilidad de que la estancia de una familia sea inferior a 10 dias es 0. 1056

b)

P=P11<X<19)=P( <z ) =p (225 =

—P(-1<Z<1)=PZ<1)-[1-PZ<D]=PZ<1)-1+P(Z<1)=
—2.P(Z<1)—1=2-08413—1=1.6826 — 1 = 0.6826.

La probabilidad de que la estancia esté comprendida entre 11y 19 dias es 0. 6826
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Problema 10:

109). En una clase de 35 alumnos asisten 30 de ellos. Se sabe que aprueban una determinada asignatura
el 80 % de los alumnos que asisten a clase y el 10 % de los que no asisten. Se elige un alumno al azar.

a) Calcular el porcentaje de alumnos que aprueban dicha asignatura.
b) Sabiendo que el alumno ha suspendido, calcular la probabilidad de que haya asistido a clase.

Solucion:

Llamamos As al suceso asistir a clase, NOAS al suceso, no asistir. Llamamos Ap al suceso aprobar la
asignatura, y S al suceso haber suspendido.

Nos dan los siguientes datos: P(As) = 30/35; P(A/As) = 80/100; P(A/NoAs) = 10/100.
Los llevamos a un diagrama de arbol:

A (BM0.8

0E
As
I0/I5=6/T
0z s (601
01 A (1mo.
5/35=117 Nokg
09

s (1Mpa

a) Para calcular los alumnos que aprueban debemos recorrer dos ramas del arbol, y tenemos:

48401 4.9

P(A) = P(As) - P(A/As) + P(NoAs) - P(A/NoAs) = (g) .(0.8) + (;) (0.1 == .

= 0.7

Aprueban esa asignatura el 70 % del alumnado.

b) Nos piden ahora P(As/S). Sabemos que:

As\ _ P(AsnS) _ (3)-02 2,
P (?) PGS (g)-O.Z +(%)_0_9 = T2409 T 5, T 0.5714.

Sabiendo que el alumno ha suspendido, la probabilidad de que haya asistido a clase es de 0.57.
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S, UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID CONVOCATORIA:
ﬁ EVALUACION PARA FL ACCESO A LAS ENSENANZAS ORDINARIA DE
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' MATERIA: MATEMATICAS Il

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACION

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre
las ncho que se proponen. Todas las respuestas deberdn estar debidamente justificadas.

TIEMPO Y CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificard sobre 2.5 puntos.

Al Galificacidn maxima: 2.5 puntos.
Se considera el siguiente sistemna de ecuacicnes dependientes del parametro real a;

rtamt+tz=atl
ar 4 — 2= 2a
-+ z=u
Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segin los diferentes valores de a.
b} (0.5 punins) Resolver el sisterna para a = 1L

A2, Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Dadas las funciones fiz) — =* + %=* — 1 y giz) = Gz, 5o pide:

a) (0.5 punios) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo [1, 10] en el que

ambas funciones toman el mismo wakor.,
b) (1 punto) Calcular la ecuacidn de la recta tangente a lacurvay - fi(x) con pendientz minima.
.
g} (1 punto) Calcular flz)
1 alx)

A3, Calificacién maxima: 2.5 puntos.

xr 1424
r—y=2
Dadaslasmciasrs{ e

Ml
Y
e

e 1’
: r= A

58 pedas
a) (1 punto) Calcular la posicion relativa de las rectas r y s
b} (0.5 punios) Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recla v y que pasa por el punto P2, —1,5).
¢} (1 punto} Enconfrar la ecuacion del plano paralelo a la recta r que confiene a la recta .
A4, Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Un arquero alicionado dispone de 4 llechas y dispara a un globo colocado en el cantro de una diana. La proba-
hilidad de akcanzar el banco en el primer firo es del 30%. En los lanzamientos sucesivos |3 punteria se va
afinando, de manera que en el segundo es del 405, en el tercero del 50% y en el cuarto del 605, Se pide:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto disparo.
b) (0.5 punios) Caleular la probabilidad de gue el globo siga intaclo tras el cuarto dispara.

c) (1 punto} En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85% de sus lanzamisn-
tos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotade exactamente & globos al primer disparo.
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B.1. Calificacién maxima: 2.5 puntos.

Segin informa ka Asociacion Empresanal de Acuicultura de Espaiia, durante of afo 2018 se comercializaron
en Espana doradas, lubinas y rodabalios por un total de 2758 millonas de euros. En dicho infarme figura que
s comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas y 23440 toneladas de lubinas. BEn cuamto a los
rodaballns, se wendieron 7400 toneladas por un valor de 63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada
fue 11 céntimos méas caro gue el kilo de lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de
pescado anleriores.

B.2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Sea la funcidn
(r 10 s5i =x<1
fiz) {
(2— 1) a1 x=1

a) (0.5 puntzs) Estudie su continuidad en [ 4, 4].
b} (1 punto} Analice su dervabibidad y crecimiento en [—4, 4).
c) (1 punto) Determine si la funcidn g(x) = ([x) esta definida, es continua y es derivable en z = 1.
B.3. Calificacion maxima: 2.5 purtos.
Dades los puntos M 3,1, 2) y e 1,0,1) v el plano = de ecuacion = | 2y 3= 4, so pide:
a) (1 punto) Hallar la proyeccion de () sobre .
b} (0.5 punios) Escribir la ecuacion del plano paralelo a » que pasa por el punto P,
¢} (1 punta} Escribir la ecuacion del plano perpendicular a = que contiene a los puntos Py O
B.A4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Se consideran dos sucesos A y B tales que P{A) = L5, P(B) =025y P[AN B) = (L125. Responder de manera
razonada o calcular lo gue se pide en los siguientes casos:
a) (0.5 punios) Sea ¢ olro sucaso, incompatibla con A y con B, ;Son compatibles los sucesos Oy AL BY
b) (0.5 punios) ;Son A y B independientes?
) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad P(A 1 ) (donde A denota el suceso complementario al sucaso A).
d) (0.75 puntos) Caloular I*{H[A).
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MATEMATICAS Il
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION ¥ ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA
En cada pragunla, aungue el procedimients saguido sea dilerenle al propuasto en al documento soluciones,
cualguier arqumanto valido gue conduzca 2 la solucion serad valorado con la puntuacion asignada.

Los estandares de aprendizaje del blogque 1 se evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacion de cada respuesta la falta de justilicacion razonada o de precision y valorando
las estrategias, razonamientos ¥y toma adecuada de decisiones.

Ad.

a) Calculo comecto de los valores a estudiar: 0.5 puntos. Estudio comecto de cada caso: 0.5 puntos.,
b) Planteamiento: (.23 puntos, Resolucion: 0,25 puntos.

Estindares de aprendizaje evaluados: Hesuelve problemas susceplibles de ser representados malricialmentes
& imterprata los resultados obtenidos. Determing &l rango de una matriz, hasta orden 4, aplicando el método de
Gauss o determinantes.

A2

a) ldentificar el teorema a utilizar: 0.25 puntos. Escribir y comprobar las hipatesis: 0.25 puntos.

b) Planteamicnte: 0.25 puntos. Calcular & valor de los parametros de la recta tangente: 0.5 puntos, Escribir la
ecuaciin da la recta langante: 0.25 punios.

c) Calcular primitiva: 0L.75 puntos. Aplicar regla de Barmow: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas. Aplica ¢l concepio
de dervada, asi como lecremas relacionados, a la resclucion de problemas. Aplica los mélodos basicos para el
calculn de primitivas de funciones.

A,

a) Planteamicnto: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.25 puntos. Resalucidn: 0.25 punlos.
¢) Planteamiento: 0.5 pumtos. Resolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Cxpresa la ecuacion de la recta de sus distintas formas, pasando de
una a olra correclamenta, identilicando en cada caso sus elemenios caraclerisiicos, y resolviendo los problemas
afines entre rectas. Obtiene [as ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones.

Aa,

a) Planteamiento: 0.75 puntos. Hesolucdn: 025 punlos.

b} Planteamiento: 0.25 puntos. Resolucian: 0.25 purtos.

¢) Por identificar la binomial: 0.5 puntos. Por escribir los parametros comectos: 0.25 puntos. Resultado: 0025
punios.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una
particion del espacio muestral, Identifica fendmenos gue pueden modelizarse mediante la distibucion binomial,
obliene sus parametres y calcula su media y desviacién tipica. Calcula probabidades asodiadas a una dis
tribucian binomial a partir de su funcian de probabilidad, de 1z tabla de la distribucion o mediante calculadora.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

B.1.
0.5 puntos por plantear corectamente cada ecuacion, 1 punto por la resolucion comecta del sistema.

Estindares de aprendizaje evaluades: Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situacion
de la vida real, estudia y clasifica el sisterma de ecuaciones lineales planteado, o resuelve en los casos gque sea
posible, y lo aplica para resolver problemas.

B.2.

a) Planteamiento: 0.25 puntos. Resolucion: 025 punfos.

b) Estudio de la derivada: 0.5 puntos. Aplicacion al analisis del crecimiento: 0.5 puntos.

¢) Planteamiento de la continuidad: 0.25 puntos. Calculos para la continuidad: 0.25 punios. Planteamiento sobre
derivabilidad: 0.25 purnos. Hesoluciin sobre recla tangente: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas y representa a
funcitn en tormo de puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de limite y derivada, asl como los teoremas
relacionados, a la resolucion de problemas.

B.3.

a) Plantcamicnto: 0.5 puntos. Resclucion: 0.5 puntos.
b) Plantcamicnio: 0.25 puntos. Resolucion: 0.25 puntos.
¢} Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Obbene la ecuaciin del plano en sus distintas formas, pasando de una
a olra cormeclamente. Obbene las ecuaciones de reclas y planos en dilerentes siluaciones. Maneja el producto
escalar y vectorial de dos vectores, significado geométrico, expresion analitica y propiedades.

B.4,

a) Plantsamiento: 0.25 puntos. Hesoluciin: 0.25 punios.

b) Planteamiento: 0.25 puntos. Resolucion: 0L.25 pumtos.

En los dos apartades anteriores no se debe considerar cormecta una respuesta de 5i o Mo, si no va acompanada
de algin tipo de justificacion,

¢} Planteamiento: 0.5 puntos. Resclucion: 0.25 puntos.

d) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolucion: 0.25 puntos,

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples v com
pusslos mediante la regla de Laplace, las lormulas derivadas de la axomdbea de Kolmogorow y dilerentes
tecnicas de recuento. Calcula probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una particion del espa-
cio muestral.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS OPCION A

Problema A.1:

Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes

del parametro real a
X+ay+z=a+l
—-ax+y-z=2a
-y+z=a

Se pide:

a) Discutir el sistema segun los diferentes valores de 4.

b) Resolver el sistema para a=0.

Solucion
Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/UvoHnpmFQkI

a) Sillamamos A a la matriz de coeficientes, se cumple que:

I a 1
|Al=l-a 1 -l=1+a-1+a’=a’+a=a (a+1)=0<a=0, a=-1
0 -1 1
0
Entonces si a=0, —1, A|¢0 y el sistema es compatible determinado. Si a=0, como { =1#0,
1 0 1
tenemos que rg(A)=2. Porotrolado, [0 1 0[=0 (F =-F,), porlo que rg(A*)=2yeI sistema es
0 -1 0
compatible indeterminado.
Sia=-1, como =-1#0, tenemos que rg(A):Z. Por otro lado:
1 -1 1
1 1 -2|=-1-1-2-1+0,porloque rg(A*)=3yeI sistema es incompatible.
0 -1 -1
b) Para a=0, como las dos primeras filas son independientes (apartado a), el sistema queda
x”:l}s I=a,t er"‘21}=> =1—qy= lo que la solucién es:
y—z=0f i 2= ,enemosquey_a:0 X = a,y = a, por lo que la solucién es:

(1-—a,aa),cona €R.
Sia # 0,a # —1, el sistema es compatible determinado. Si a = —1, el sistema es incompatible.

Sia = 0, el sistema es compatible indeterminado, de solucion: (1 — a, a, @), con a € R.
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.2:

Dadas las funciones f(x) = x3 + 3 x? — 1y g(x) = 6 x, se pide:

a) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el intervalo [1, 10] en el que

ambas funciones toman el mismo valor.

b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.
2 f(x)
c) Calcular | ——= dx
) fl g(x)

Solucion

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/PqoWet9AiGY

a) Si consideramos la funcién continua (polinomio) h(x) = f(x) —g(x) =x3+3x?—-6x —1,
tenemos que h(1)=13+312-6—-1=-3<0, h(10) =103+3102—-60—1> 0, por lo
que por el teorema de Bolzano, existe un x, € (1,10) tal que h(xy) = f(xy) —g(xy) =0
f(xo) = g(xp) y en x, las dos funciones toman el mismo valor.

b) La pendiente de la recta tangente ay = f(x) es f'(x) = 3 x% + 6 x, luego hay que hallar el minimo
de esta funcién. Se cumple que f"(x) =6x + 6 = 0 & x = —1. Como la funcidn es una pardbola con
las ramas hacia arriba, en este punto critico tiene el minimo absoluto. Entonces la minima pendiente es
f'(=1) =3 (-1)?+ 6 (—1) = =3y larecta pedida es:

y=f(-D)-3x+1)=(-1)2+3(-1)?-1-3(x+1)=1-3x-3=-2-3x

y =—2-3x
c) Se cumple que:
f X 3 _ 2
jz (x) _[PX3x 1dx=J'2 X—+£—L dx—l X dx+lj xdx—l ld =
1 g(x) ! 6 X L6 2 6x I X
372 272 313 2 12
BT G O 0 O 0 D S B A O WO ) R
6 | 3] 2|2] 6|3 3| 2|2 2 4 6
2 f(x) 41 1 l
— —-—=1In
1 9) 36 6
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.3:

Y—v =2 x=-1+22
Dadas las rectaer{Bx_g__ 1,55 y=—4—1,sepide:
- z=2

a) Calcular la posicidn relativa de las rectas r y s.
b) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto P(2,—1,5).
¢) Encontrar la ecuacidn del plano  paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/OQDV6pBP99Y

=x-2
a) r se puede expresar como I = y 3 1}:> X=A,y=4-2,2=3 A+1, por lo que pasa por:
Z=3x+

P, =(0, —2, 1) y tiene como vector director v, =(1, 1, 3).
s pasa por P, =(—1, —4, 0) y tiene como vector director v, =(2, —1, 1).
Entonces PP, =(-1, —4, 0)—(0, -2, 1)=(-1, -2, —1), por lo que:
-1 -2 -1

1 1 3|=-1-12+1+2-3+2=-11#0 yryssecruzan.

2 -1 1

Las rectas se cruzan.

b) Como es perpendicularar, el planoes Xx+y+3z=C.
Como pasa por (2,-1,5), 2—1+3x5=16=C, por lo que el plano pedidoes X+y+3z2=16
x+y+3z=16

c) Como el plano es paralelo a r, un vector director es V, :(1, 1, 3), y como contiene a s, el otro vector

director es v, =(2, —1, 1) y pasa por P, =(—1, —4, 0), por lo que el plano pedido es:

(% ¥, 2)=(-1 =4, 0)+4 (L, L, 3)+u (2, =L, 1)=(-1+2+2 u, —4+A—p, 3 A+ p)
4x+5y—3z2+24=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema A.4:

Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en el centro de una diana. La
probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 30 %. En los lanzamientos sucesivos la
punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del 40 %, en el tercero del 50 % y en el cuarto
del 60 %. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el cuarto disparo.
b) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan el 85 % de sus lanzamientos.
Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/YBTkGMOWIi8

a) Se cumple que:

P ({acierte antes del cuarto disparo}) =

= P({acierte en el primer disparo}) + P({acierte en el segundo disparo}) +

+P ({acierte en el tercer disparo}) = P({acierte en el primer disparo}) +

+P({falle el primer disparo} N {acierte el segundo disparo}) +

+P ({falle el primer disparo} N {falle el segundo disparo} N {acierte el tercer disparo}) =
72 731 _ 79

3
=242 = 0.79.
10 10 5 10 5 2 100

79
La probabilidad de que el globo haya explotado es 100~ 0.79

b) Se cumple que: P({no acierte en los cuatro disparos}) =

= P({falle en el primer disparo} N ...N {falle en el cuarto disparo}) =
= P({falle en el primer disparo}) P ({falle en el segundo disparo}/{ha fallado en el primer disparo})...

P({falle en el cuarto disparo}/{ha fallado en los tres primeros disparos})

765 4_7312_21_0084
10101010 10525 250

21
La probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo es 250 = 0.084
c) Se cumple que: P({exploten 6 globos}) = P({6 arqueros acierten y 4 fallen}) =

= (10) P({el primero acierte} N ... N {el sexto acierte} N {el séptimo falle} N ... N {el décimo falle})

6
_10><9><8><7(17>6(3)4_210><81><176
B 4! 20/ \20/ 2010

(En la penultima igualdad hemos utilizado que los sucesos son independientes)

= 0.0400957.

La probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente 6 globos al primer disparo es

10><9><8><7(17>6<3>4_210x81x176

a1 20) 20 2010 = 0.0400957
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RESPUESTAS OPCION B
Problema B.1:

Segun informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espafia, durante el afio 2016 se
comercializaron en Espafia doradas, lubinas y rodaballos por un total de 275.8 millones de euros. En
dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 toneladas de doradas vy
23 440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7 400 toneladas por un valor de
63.6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos mas caro que el kilo de lubina,
se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo siguiente: https://youtu.be/QDXJKu6827E

Sillamamos X al precio del kilo de la dorada, y al precio del kilo de la lubina (en euros), tenemos que

x=y+0.11 }®x=y+0.11 }
13740000x + 23440000y + 63600000 = 275800000 1374 x + 2344 y + 6360 = 27580
®x=y+0.11 }®x=y+0.11 }:
687 x + 1172y + 3180 = 13790 687 x + 1172y = 10610

= 687 (y+0.11) + 1172y = 687 y + 75.57 + 1172 y =

10610 —75.57 10534.43

=1859y +75.57 = 10610 > y = 1859 = 1859

~ 5.67 €

Entoncesx =y +0.11 = 5.67 + 0.11 = 5.78 €

Por otro lado, como se vendieron 7 400 toneladas de rodaballo por un valor de 63.6 millones de euros,
el precio por kilo de rodaballo es

63600000 636 318 650 ¢
7400000 74 37

El precio de venta del kilo de dorada fue de 5.78 euros, el de kilo de la lubina de
5.67 euros y el kilo de rodaballo fue de 8.59 euros.
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Problema B.2:

(x—1?%six<1

(x—1)3six>1

a) Estudie su continuidad en [—4, 4].

b) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4, 4].

c¢) Determine si la funcién g(x) = f'(x) esta definida, es continua y es derivable en x = 1.
Solucion:

Sea la funcidn f(x) = {

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/ID6rZo5mr5Q

a) La funcion f(x) esta definida a trozos por dos funciones polindmicas, continuas y derivables en toda
la recta real. El Unico problema estda en X =1, punto de cambio de rama. Se cumple que:

. . 2 2 . . 3 3 3 N _
hmf(x)zhm(x—l) =(1—1) =0=1lim f (x)=hm(x—1) =(1—1) , por lo que lxlilllf(x)—O— f(l) y

x—1" x—1" x—1* x—1*

f (X) es continua en 1. Por tanto:

f(x) es continua en [—4, 4]
b) El Unico problema vuelve a estar en X=1, punto de cambio de rama. Si x < 1, tenemos que
f'(x)=2 (x—1), por lo que, al ser f(x) continua en [-4, 4], tenemos que f'(1)=2 (1-1)=0.Si
x>1, tenemos que f'(x)=3 (x—l)z, por lo que, al ser f(x) continua en [-4, 4], tenemos que
f/(1)=3 (1—1)2 =0, por lo que f'(1)=f'(1)=f/(1)=0y f(X) es derivable en 1, siendo ademas

x, =1 punto critico de f(x).Portanto, f(X) es derivable en (-4, 4).

Si x<1, tenemos que f'(x)=2 (x—1)<0vy f(x) es estrictamente decreciente, si X >1, tenemos que

f'(x)=3 (X—l)2 >0y f(x) esestrictamente creciente. En X =1 hay un minimo relativo.

f(x) es derivable en [—4, 4], estrictamente decreciente para x < 1y estrictamente
creciente para x > 1.

c) Se cumple que g(1)= f'(1)=0 (apartado b), por lo que g esta definida en 1. Entonces:
(x)=1(x) 2 (x—1) six<1
g(x)=f'(x)= .
3 (x-1)" six>1

De nuevo es una funcién definida a trozos por dos funciones polindmicas. El Unico problema para la
continuidad estda en X =1, punto de cambio de rama. Se cumple que:

limg(x)=1lim2 (x~1)=2 (1-1)=0=lim g (x)=1lim3 (x~1)"=3 (1-1)", por o que:
lxiil’llg(X) =0=g(1) y g(x) escontinuaen 1.
Si x<1, tenemos que g'(X)=2, por lo que, al ser g(x) continua en 1, tenemos que g’ (1)=2.
Si x>1, tenemos que g'(x)=6 (x—1), por lo que, al ser g(x) continua en 1, tenemos que:
9. (1)=6 (1-1)=0, porloque 2=9g'(1)= g’ (1)=0y g(x) no es derivable en 1.
La funcién g(x) = f’(x) esta definida y es continua, pero no es derivable en 1.
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Problema B.3:

Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el planow = x + 2y — 3z = 4, se pide:
a) Hallar la proyecciéon de Q sobre .

b) Escribir la ecuacién del plano paralelo a T que pasa por el punto P.

¢) Escribir la ecuacion del plano 8 perpendicular a T que contiene a los puntos Py Q.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/GyyXBReLhSI

a) La recta perpendicular a 7 que pasa por Q tiene como vector director el vector caracteristico de 7 :

(1, 2, =3),luegoes (X, y,2)=(-1 0, 1)+A (1, 2, =3)=(-1+4, 2 4, 1-3 ).

La proyeccion de Q sobre 1 es la interseccion de esta recta con 7 :

X+2y-3z=—1+4+2(24)-3(1-32)=14 /1—4:4<:>ﬂ.=%=%, luego la proyeccién pedida es:
(et B a2 )
7 7 7 7 7 7

b) Al ser paraleloa 7, serd x+2y-3z=C.ParaquepaseporP: -3+2-3x2=-7=C.

Entonces el plano pedidoes x+2y-3z=-7

c) El plano sera Ax+By+C z=D. Como es perpendicular a m, los vectores caracteristicos son
perpendicularesy (A, B, C)o(1, 2, -3)=A+2B-3C =0.Como contieneaPyQ:

A (-3)+B+C2=-3A+B+2C=D, A (-1)+C =-A+C =D, por lo que tenemos el sistema:

A+2B-3C=0
-3A+B+2 C=D;.Despejando en la tltima ecuacién:
-A+C=D

C=A+D=> =
-3A+B+2 (A+D)=-A+B+2D=D -A+B=-D

:>—A+B:—D:%:>D:O, B=A C=A+D=A

A+2B-3 (A+D)=-2A+2 B—3D:O} 2A+2B=3 D}

Entonces el plano pedidoes AX+ Ay+Az=0< X+y+2=0
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Problema B.4:

Se consideran dos sucesos A y B tales que P(A) = 0.5; P(B) = 0.25; P(A N B) = 0.125. Responder de
manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes casos:

a) Con C otro suceso, incompatible con Ay con B. éSon compatibles los sucesos Cy A U B?
b) éSon Ay B independientes?

¢) Calcular la probabilidad P(Z N E).

d) Calcular P(E/A).

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/GyLjgzoJnmw

a) Se cumple que:
P((AUB)NC)=P((ANC)u(BNC))=P(ANC)+P(BNC)-P(ANBNC)=0+0-0=0 (ya que
C es incompatible con Ay con B, luego P(ANC)=P(BNC)=0y:

ANBNCcANC = P(ANBNC)=0), porlo que Cy A U B son incompatibles.

Los sucesos C y A U B son incompatibles

b) Se cumple que P(ANB)=0.125=P(A) P(B)=0.5x0.25, luego los sucesos son independientes.

Los sucesos A y B son independientes

c) Se cumple que:

P(ANB)= P((Au B)°)=1—P(Au B)=1-(P(A)+P(B)-P(ANB))=1-(0.5+0.25-0.125)=0.375
P(AnB) =0.375

d) Se cumple que:

(E—;/A):P(E_‘“A) P(A)-P(ANB) 05-0.125_0.375 375 _ 75
P(A) 0.5 0.5 0.5 500 100

P =0.75

P(B/A) = 0.75
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

MATEMATICAS I-SOLUCIONES
{Decumento de trabajo oriemtativa)

A

a)|d| =a*ta=a=0ya=—1

Siano es nini —1 = Sistema compatible determinado
Sia 1 » Sistema incompatible

Sia =0 = Sistermna compatible indeterminado

bxt+z=1,y—z=0= Solucion: (1 —¢, L ijcontck

A2

a) Sea kiz) = fiz) — g(z). Dado que hiz) es polindmica es continua y como k(L) A(10) < 0, aplicando ol
| tearema de Balzano |, tenemos que Je & (1,10) tal que ki) = 0, luego f(c) = g{x).
b) La pendicnte de la rectatangenteay  flxlenz cesm 3% | Ge, que tomard un valor extremo cuando
m'le) =B+ 6 =10. Enc 1 la pendiente toma valor minimo de —3. Luego la ecuacion de la recta tangente os
[v sz
o 1)
- fal:}

P T
5[3"'3?‘]“‘],:%'?'””&'%'"

a) Elr}eﬂordmm de [a recta r o5 di[l,l,:!}'_n,run punto de la misma F(2,0,7). El vector director de la recta
sesd,(2,—1,1) y un punio de la misma P —1, —4,0). Galculamos el vector F.F, = (—3, —4, -7). Puesto que
1 1 %

2 1 1 11 3 0, deducimos que r ¥ s Se Cruzan.

-3 -4 -7

by W =(L13)=m:z+yt+dztk=0 Per=2—1+15+k=0=k 16. Por lo tanto, la ecuacdn del
plano buscado es @ ;= + 3 + 32 = &

¢) El vector normal al plano = gue se busca es o = drxd,_{rl b, —3). Ademas Fu(—1,—4,0) € x = el plano
buscado esxcde + 6y — Sz 2 =

Al

a) Denotamos por A; la probabilidad de acertar en el lanzamiento y, y por F; la probabilidad de fallar en ese
lanzamienio.
Pl )+ P M Az) + PLEy NS nmdg) =034 007004 4 007 - 006 - 0.5 = 0,79,
b) PiF nFn o Fy) =07 -006-0.5-0.4 = 0084,
¢) Tenemos 10 pruchas de Bermoulli con probabilidad de éxito p - 0085 de manera gue

. 10 i
(6 aciertos) ( i )u.a:-'* 0.15% == 00400057,
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

S llamamos =, y, - a los precios del kilo de cada une de los pescados anteriores en 2016, con los datos ded
enunciado se plantea el siguiente sistema de ccuaciones

r =g+ 011

LATANN00: + 234400000 + TANNN: = 2TLE00000
TAUML Gip R

La solucion de este sistema, redondeando a dos decimales es » — 5.78 euros/kilo de dorada, o = 5.67 euros/Kilo
de lubina y = — 554 euros/kilo de rodaballo.

B.2.

a) La tuncitn es continua si » 3 1 por coincidir en valores con polinomios. Como IirnI M=) = lim flz)=0=
sl Tl

i), es continua an [—4, 4]

b) La derivada viene dada por 2(x — 1) 0 por G(x — 1)* respectivamente a izquierda y derecha de 1, por lo que al

T Iu:fu Hxr 1) 1in]1 Mz 1) resulta existic £(z) en | 4, 4], ser nula en 1, negativa a su Zquienda y positiva
x o x o

a su derecha. Por tanto, [ es decrecienie en [—4,1) y creciente en (1, 4].

c) Hemos visto que las derivadas laterales de [ en = = 1 coinciden, por o gue g(z) = f'(z) es continua en 1.

Puesto que gix) = 2(x — lparax < L,y glz) =3[z — 1)*siz = |, ladervadade gesas 2si ¢ = 1y Gz — 1) s

x > 1. Porlo tanto 4(1) no existe al ser g'(17) # ¢'(17).

B.3.

a) El vector normial al plano = es e (1,2, 3). La proyeccién de o sobre 7 25 {Q | Ad} N ow, de modo que A se
_ .
obtiena come solucion de (A — 1) 42{24) —3(1 —34) = 4, es decir, A = 1 y la proyeecién es el punto (;,S,T’)
b} El plano buscado tiene ecuacion x4 2y — 3z + ) = 0. Puesto que contiene a I*, —3+2 — 6+ I = 0, por lo que
Vo Tylasolucinesz | 2y 3z 17 0
:}Elvt::tnrmnalajplajmbtmduesnnuguna]aiyaf'd. Pnrtmm,mparalduaﬁ'xﬂfl (12 3) =
(2, -1, -1} = {5, -5, —5), de modo que la ecuacion del plano buscado es de laforma z + ¢ + =+ ¥ = 0. La
condician de gue el plaro confenga al punto Q implica gue —1 + 1+ 1 = (), por lo gue la solucion es «+y+2 = 0.

B.4.
a) Son incompatibles.,
CN(AUB)=(CNAU(CNB)=éné= g
b) Son independientes porque
0.125 = P(AN B) = P(A) - P(B) = 0.5-0.25.
c)
P(ANB) = P(AUB) = 1 — P(AURB) = | — (P(A) + P(B) — P(AN B)) = 1 — P{A) — P(B) + P(AN B) = 0.375.
d)

PANR) _ P(A)—P(ANB) _

IV P(A) 075

P{B]A) =
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

. CONVOCATORIA
UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
EVALUACION PARA EL ACCESO A LAS ENSENANZAS EXTRAORDINARIA
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO
Curso 2019-2020 DE SEPTIEMBRE

MATERIA: MATEMATICAS 11

INSTRUCCIOMES GEMERALES Y CALIFICACION

Despuas de leer ateniamente el examen, responda razonadamenie cualro pregunlas cualesquiera a elegir entre
las ocho que s¢ proponen. Todas las respuestas deberdn estar debidamente justificadas,

TIEMPO ¥ CALIFICACION: 90 minutos. Cada pregunta se calificard sobre 2.5 punios.

A1. Calificacion mazima: 2.5 puntos.
Saa A una malriz de lamano 3=4 lal que sws dos primeras lilas son (1, 1,1, 1y (1,2, 3, 4), ¥ sin ningdn cero en

la tercera fila. En cada uno de los aparlados siguienies, se pide poner un ejemplo de malriz A que veriligue la
condicsan pedida, justificindolo apropiadamente:

a) (0.5 puntos) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.
b} (0.5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.
c} (0.5 punlos) A es la malriz amplizda de un sislema compalible delerminado.
d} (0.5 puntos) A es la malriz amplizda de un sistema compalible indaterminado.
2) (0.5 puntos) A es la malriz amplizda de un sistema incompalibe.

A2 Calificacion maxima: 2.5 puntos.

I .
o gizr<lxd 1

Dada la luncion [(x) = . 58 pide:
=41
1z

a) (0.5 puntos) Calcular f{0) y ([ o FH0).

b} (1.25 punios) Estudiar |2 conlinuidad y derivabilidad de (=) en = = 1 y delerminar si en dicho punto existe
un exdremo relativo.

¢} (0,75 punics) Estudiar sus asinlotas.

siz>=1

A3, Calificacion maxima: 2.5 punios.
Dados el punto P35, 5,00 y la recta r = z lz _% o I,ﬁepi:‘re:
a) (075 puntos) Escribir la ecuacion del plano que contiens al punto My a8 la recta .

B} {1 punta) Calcular el punto simétrico de I respecio de r.

) (075 puntos) Hallar dos puntos A v B de r t3les que el friangulo AR P s=2a rectangulo, tenga area ‘% yel
anguilo recto en A.
A4 Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Sa lienen tres wurnas A, By . La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas de cada
color y la wna 7 conliene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se axrasen de ella dos bolas de manara
conseculiva y sin reemplazamiento. Se pido:
a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.
B} (1 punto) Calcular la probabilidad de que la pimera bola extraida sea roja y la segunda sea negra,
c) (0.5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, caloular |3 probabilidad de que 13 seqgunda sea
negra.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

B.1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

i} 1 2 1 0 o 2 1
Sean las matrices A P 1.1 o1 ooy, 10 |, Se pide:
1 0 1 0 o1 01

g} (1 puntas) Caleular, sies posible, la imersa de la malriz A.
b} (0.5 puntos) Calcular la malre = A* — 21,
¢} (1 punta) Calcular ¢ determinante de la matriz £ — Arn® (donde ° denota la malriz raspuesta de 1),

B.2. Calificacion maxima: 2.5 punios.
La polencia generada por una pila viene dada por la expresidn P{) = % 1e~"/, donde ¢ = 0 es al iempo de
TurGionammenlo.
a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende ka polencia generada por ka pila si se deja en funcionamicnio
indefinidamente.
b} (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genesra la pila y el instante en el gue se alcanza.
) (1.25 punios) La energia lolal generada por 18 pila basia el instante ¢, E{i), se relaciona con la polencia

mediante E{L) = Pit), con E{0) = 0. Caleular la energia producida por la pila entre el inslante £ = 0y el
instante ¢ — 2,

B3. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
Del paralelogramo ABCD, s& conocen los verlices consecutivos A(1,0, —1), B(2,1,0) y 74,3, —2). Se pide:
a) (1 punto) Calcular una ecuacion de la recla que pasa por o punio medio del segmento AC v es perpendicular
a los segmentos AC y HC
b} {1 punto) Hallar las coordenadas del vertice 1} y el area del paralelogramo resultante.

¢} (0.5 punlos) Galcutar el coseno del dngulo que lorman los veclores AL y Ac.

B4. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

En un experimenio alealorio hay dos sucesos independienies XY, Sabemos que P} = 04 y gue
PIXnY) =008 (donde Y es el suceso complementario de V). Se pide:

a) (1 punto) Calcular (Y ).

b} (0.5 puntos) Calcular X U Y.

c) (1 punta) Si X es un resultado no deseadn, de manera gue consideramos que el experimento 85 un éxilo
cuando MO sucede X | y repetimos el expernmento en 8 ocasiones, hallar la probabibdad de haber tenido
axilo al menos 2 vecas.
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MATEMATICAS I
CRITERIOS ESPECIFICOS DE CORRECCION ¥ ESTANDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA
En cada pregunta, aungque el procedimiento seguido sea diferente al propuesto en el documento soluciones,
cualquier arguments valdo que conduzea a la solucion serd valorado con la puniuacidn asignada.
Los estandares de aprendizaje del blogue 1 se evaluaran transversalmente en todos los ejercicios, pena-
lizando en la calificacion de cada respuesta la falta de justificacion razonada o de precision y valorando
las estralegias, razonamienlos y loma adecuada de decisiones.

A

En cada apartado, por dar el ejemplo 0.25 puntos; por la justificacion de que cada efemplo cumple el enunciado,
025 puntos.

Estandares evaluables: Delermina el rango de una malriz, hasta ordan 4, apliicando el mélodo de Gauss o
dalarminanles. Hosuwolve problemas suscepliblos de ser reprosenlados malncalmente ¢ inlerpiela los resullados
oibtenidos.,

A2

a) Por cada valor oblenido: 0.25 punlos.

b) Por el estudio de la continuidad: 0.5 punlos. Por el esludio de la derivabilidad: 0.5 punlos. Por caraclerizar el
extremo: 0.25 punlos.

¢} Por cada asintola: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas. Aplica los concep-
tos de limite y de derivada, asi como teoremas relacionados, A la resolucion de problemas.

A,

a) Plantcamiento: 0.5 puntos, Resoluciin: 0,25 puntos.
b} Planteamiento: 0.5 punios. Resolucian: 0.5 puntos.
c) Planteamiento: 0.5 puntos. Encontrar una solucion comrecta: 025 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuacion de la recla de sus distinlas formas, pasando de
una a abra correclaments, idenlificando en cada caso sus elemeanios caraclerislicos, y resolviando bos problameas
alines entre reclas. Obliene la ecuacin del plano en sus destinlas lormas, pasando de una a olra correclamente.
Obtiene las ccuaciones de reclas y planos en diferentes siteaciones, Manc ¢ prodecto cscalar y vectonal de
dos vectores, significado geométrico, expresion analfica y propiedades.

A

a) Plantearmiento: 0.5 puntos. Resolusidn: 0.5 punlos.
b) Plamteamicnto: 0.5 puntcs. Resoluckin: 0.5 puntos.
¢} Plantcamiente: 0.25 puntos. Resclucidn: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples y com-
puesios mediante 3 regla de Laplace, las formulas derivadas de la axiomatica de Kolmogorow y diferentes
técnicas de recuento. Calcula la probabilidad final de un suceso aplicando la fdrmula de Bayes.
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!a Plameamiento: 0.5 puntos. Resolucidn: 0.5 puntos.
b) Plamteamiento: 0.25 puntos. Resolucion: 0,25 puntos.
c) Planteamiento: 0.5 puntos. Resalucion: 0.5 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Delermina las condiciones para que una malriz lenga inversa y la cal-
cula empleando el mélodo mds adecuade. Realiza operaciones con malrices v aplica las propiedades de eslas
opesaciones adecuadamente,

B2

a) Planteami=nto: 0225 puntos. Calculo de limite: 0_25 puntos.
b) Planteamiento: 0.25 puntos. Calculo del instanie: 0.25 puntos. Calcuko del maximo: 0.25 puntos.
&) Planlearmienls: 0.5 puntos. Galculo de la prmiliva: 0.5 punlos. Aplicacidn de la regla de Barmow: 0.25 punlbos.

Esténdares de aprendizaje evaluados: Concee las propiedades de las funciones conlinuas. Aplica los concep
tos de limie y de derivada, asi como teoremas relacionados, a la resolucion de problemas. Aplica la regla de
I'Hépital para resolver indeterminaciones en el ciloulo de limites. Aplica los métodos basicos para el ciloulo de
primitivas de funciones.

B.3.

a) Planteamiente: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.

b) Si se determina el vértice [ 0.5 puntos (repartidos entre planteamiento: 0.25 y resultado: 0.25). Si se
determing el &rea; 0.5 punios (repartidos entre planteamiento: 0.25 y resaltado: 0.25).

c) Planteamienio: (.25 punios. Resolucion: 0.25 puntos.

Estandares de aprendizaje evaluados: Realiza operaciones elementales con veclores, manejando comecla-
mente los conceplos de base y de dependencia e independencia lineal. Delermina dngulos, dislancias, dreas v
voldmencs ulilizando los productos cscalar, vectonal y mixto, aplicandolos en cada caso a la reselucidn de probie
mas geométricos. Expresa la ecuacidn de la recla de sus distintas formas, pasando de vna a olra correciamente,
identificando en cada caso sus elementos caracteristicos, y resolviendo los problemas afines entre rectas.

B.A.

a) Planteamienlo: 0.5 puntos. Resolucion: 0.5 puntos.
b) Flantcamicnto: 0.25 puntos. Resolucidn: 0,25 puntos,
€} 0.5 puntos por identificar ka binoemial; 0.5 puntos por el resultado.

Estandares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en expenmentos simples y com-
puesios mediante la regla de Laplace, las farmulas derivadas de la aziomatica de Kolmogorow y diferentes
tacnicas de recuento. Calcula probabilidades a pariir de los sucesos que consliluyen wna particion del espacio
musestral. Identifica lendmenos gue pueden modelizarse mediants la distiribucion binomial, oblisns sus parameatros
y cakoula su media y deswiacion lipica. Calcula probabilidades asociadas a una distribuciin binomial a partic de
su funcidn de probabilidad, de la tabla de la distribucidn o mediante calculadors,
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RESPUESTAS OPCION A
Problema A.1:

Sea A una matriz de tamafio 3 X 4 tal que sus dos primeras filas son (1,1,1,1) y (1,2,3,4), y sin
ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes, se pide poner un ejemplo de
matriz A que verifique la condicidn, justificdndolo apropiadamente:

a) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.

b) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c¢) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

Solucién: Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/OkSiXFjUihU

1 1 1 1
a) Podemos tomar A de manera que la tercera fila sea la suma de las dos primeras: A=|1 2 3 4
2 3 45
b) Variamos ligeramente la matriz A del apartado anterior cambiando el 4 de la tercera fila por un 5:
1 1 11
A=|1 2 3 4|.Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que las 3 filas son I. i.:
2 355
1 1 1
1 2 3[=10+6+3-4-9-5=19-18=1%0
2 35

c) La matriz del apartado anterior corresponde a un sistema cuya matriz de coeficientes tiene
determinante no nulo, luego es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) La matriz del apartado a) tiene la tercera fila combinacion lineal de las 2 primeras, luego rg (A) <2

Tenemos que

5 =2-1=1#0, por lo que rg(A)=2. Como el menor esta dentro de la matriz de

coeficientes del sistema asociado a A el rango de dicha matriz de coeficientes es 2, menor que el
nimero de incognitas (3), luego la matriz del apartado a) corresponde a un sistema compatible
indeterminado.

AW o=
N b~ -

1 1
e) Variamos ligeramente la matriz A del apartado a) cambiando el 5 por un 6: A=|1 2
2 3

Vemos que hay un menor de orden 3 no nulo en A, por lo que rg (A) =3:
1 1 1

1 2 3|=12+6+3-4-9-6=15-13=2=%0. La matriz de coeficientes del sistema asociado a A es la
2 3 6

misma del apartado anterior, luego tiene rango 2, y entonces el sistema asociado a A es incompatible.
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Problema A.2:

x-1
x2-1
x2+1

4x

a) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 1 y determinar si en dicho punto existe un
extremo relativo.

si x<1lx+-1

Dada la funcion f(x) = , se pide:

si x>1

¢) Estudiar sus asintotas.
Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/eEPwmBTpgwY

a) Se cumple que f(0)= 0-1 =1, porloque (fof)(0)= f(f(O)): f(l):IZJFI:l
0° -1 4 2
b) Tenemos que:
. . oX—=1 x—1 .11 . X+l 1P+l
B 0= IS = IRy () e 2 TR T i =y sy poro e
2
lgllf(x):%: f(1)=1 :1—%y f (x) es continuaen 1.
x-1 1
_ BN L 2 _ 2 _
)= tim IO oo a g, 2X22-x0H e Ce2Xe]
- x—1 - x—1 o2 (x=1)" (x+1) v 2 (x=1) (x+1)
2
lim —(x-1) _ -1 1

x> +1 1 i
—_ - 2 _ _
fl(l)lemf(X) LU0 TR S NPT S s U k) M
X1 X—1 x> x—1 ol 4x (x=1) o1 4x (x-1)
im X2
X1 4 X 4

Como f'(1)=——=f/(1)=0, f (x) no es derivable en 1.

X —1=(x=1) 2x —x*-2x-1 (x+1)’

-1y (e-1) (e-1)

Si x<1, f'(x)= <0, luego f(x) es estrictamente

decreciente.

2x 4x—(x2+1) 4 4x -4 (x=1) (x+1)

Si x>1 f'(x = = >0, luego f(x) es estrictamente
() 16 x* 16 x* 4 x? ' ()

creciente.
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Como ademas f (x) es continuaeni, f (x) tiene un minimo relativo en 1

c) Tenemos que:

lim f (x)= lim " = lim 2 = lim =L

=0, luego y =0 es una asintota horizontal de f (x) en

X—>—0 X—>—o0 X2 -1 x> )(2 X0 X  —00

—oy f (x) no tiene asintota oblicua en —o0

2 2

. X+l X . . . .

lim f (X) =lim =lim—=limX =<0, luego f (x) no tiene asintota horizontal en

X—»0 x-o 4 X x—w X X—»00

x*+1
. f(x) . X+l X

m = lim ( )=hm 4X__ lim =1 =

1
m —
X0 X X—>0 X x>0 4 X2 x—0 4 X2 4

2 2,1 y2
n:lim[f(x)—% szlim(x L xj:l TR i SR TN Y

el 4x 4

asintota oblicua de f (x) en

Tenemos que:

lim f(x)= lim <%= lim — 21 Jim !

lim =—=—w, por lo que X=-1 es una asintota
Xo>—1- xo-1" X2 =1  xo-1 (x-]) (x+1) x>-1" X+1 =0
vertical de f (x)

Asintotas: Y =Z X es una asintota oblicua. X=—1 es una asintota vertical.
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Problema A.3:

Dado el punto P(3,3,0) ylarectar = % = % = Z:;—l, se pide:

a) Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto Py alarectar.

b) Calcular el punto simétrico de P con respecto ar.

. . . 3 .
c¢) Hallar dos puntos Ay B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo, tenga area 7Y el dngulo recto

enA.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be//tfld940li44

a) Como contiene a 1, contiene al puntode r: Q = (2, 0, —1) (lo que acompafiaa X, Y, Z)y a su vector

director: V; =(—1, 1, 0), siendo su otro vector director

V,=PQ=(2, 0, -1)—(3, 3, 0)=(-1, =3, —1) Por tanto, la ecuacién del plano es:

(X ¥, 2)=P+AV,+uV,=(3,3,0)+4 (-1, 1, 0)+u (-1, =3, =1)=(3—-A—u, 3+A-3 u, u)
(x,y,z2)=(3,3,0+1(-1,1,0) + p(—1,-3,-1)

b) Un plano perpendicular a r que pasa por P tendra como vector caracteristico V, = (—1, 1, 0) (vector

director de r), luego serd —x+y=C vy para que pase por P ha de ser -x+y=0= y=x, luego su

interseccion con r cumplird que y=x=2-x=x=y=1, z+1=0=z=—1, por lo que sera (1, 1, —1)

Entonces el simétrico (X, y, z) de P con respecto a r ha de cumplir que:

1 x+3 y+3 z x+3 y+3 z
E((:\c,y,z)+(3,3,0)) ( R ) 1,1, 1):7—1,7—1,5——1=>x—y——1,z——2

Por tanto, el punto simétrico es: (—1,—1, —2)

c¢) Si tomamos como A la proyeccidn ortogonal de P sobre r hallada en el apartado anterior, sabemos
gue AP es perpendicular a r, por lo que el triangulo ABP sera rectangulo y con angulo recto en A para
cualquier punto Bderr.

Elegimos entonces un punto genéricode r: B=(2, 0, —1)+A(-1, 1, 0)=(2-2, 4, —1), por lo que:
AP=(3,3,0)—(L 1, —1)=(2, 2, 1), AB=(2-4, 4, —-1)=(1, I, -1

1 1 3V2 3
y = — = — 2 2 — 2 -_ 2_— —_ — —_ =
drea = > || ABI| 1AP| sz +22+1/0-D2+@A-1) - 1A-1] = \/z‘:"’l 11=1

(1-2, 2-1,0) y

Sl-1=1+11=2,01=0

A = (1,1, —1). Esto proporciona dos valores para B:
B=2-2,2,-1)=(0,2,-1),B=(2-0,0,—1) =(2,0,—1).
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Problema A.4:

Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras, la urna B contiene 3 bolas
blancas y 3 negras y la urna C contiene 6 bolas negras. Se elige una urna al azar y se extraen de ellas dos
bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja
b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra
c) Sabiendo que la primera bola es roja, calcular la probabilidad de que la segunda sea negra

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://www.youtube.com/watch?v=UNaAmHB5BJc

a) P({extraer roja en la primera}) = P({elegir urna A} N {extraer roja}) + P({elegir urna B} N {extraer roja}) =
= P({elegir urna A}) P ({extraer roja}/{elegir urna A}) + P({elegir urna B}) P ({extraer roja}/{elegir urna B})
14 13 2 1 7
36 976 18
7

La probabilidad de que la primera bola extraida sea roja es E

b) P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda}) =

= P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda} N {elegir urna A}) +

P ({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda} N {elegir urna B}) =

= P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda}/{elegir urna A})P({elegir urna A}) +

P({extraer roja en la primera} N {extraer negra en la segunda}/{elegir urna B}) P({elegir urna B}) =
421 331_4+1_17

653 653 45 10 90

(ya que en la urna A quedarian 5 bolas de las que 2 son negras y en la urna B quedarian 5 bolas de las

que 3 son negras)

17
La probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea negra es %
c¢) Utilizando la informacion de los apartados anteriores, tenemos que:
P({extraer negra en la segunda}/{extraer roja en la primera}) =
17
__ P({extraer roja en la primera}n{extraer negraen lasegunda}) 5, _ 17
P ({extraer roja en la primera}) 1—78 35
. . . ope 17
Sabiendo que la primera bola es roja, la probabilidad de que la segunda sea negra es E
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RESPUESTAS OPCION B

Problema B.1:

0o -1 2 1 0 O 2 -1
Sean las matricesA=(2 1 -1)],I=(0 1 0],B=[1 0
1 0 1 0 0 1 0 1

a) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.
b) Calcular la matriz C = A% — 21I.

), se pide:

¢) Calcular el determinante de la matriz D = ABB® (donde Bt denota la matriz traspuesta de B).

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo: https://youtu.be/uByp3Ut7b0s

0 -1 2
a)Yaque |[A/=2 1 -1=1-2+2=1=0, entonces A tiene inversa. Tenemos que:
1 0 1
An:‘l _1‘—1, Az——‘z _‘=—(2+l)=—3, A3=‘2 1‘=—1, Au:—‘_l 2o, Azz=‘° 2‘=—2,
0 1 11 1 0 0 1 11
AB——‘O _1‘ Lag =71 2]=1-2=-1,A :—‘O 2‘:4 A, =| _1‘:2 por lo que:
10 ’ 1 -1 SRR v | v '
1 -3 -1 1 1 -1 11 -1
adj(A)=| 1 -2 -1 A‘:ﬁadj(A)t:% -3 2 4|=-3 2 4
142 1 -1 2) (-1 -1 2
1 1 -1
A‘1=<—3 -2 4
-1 -1 2
0 -1 2 (0 -1 2)(0 -1 2) (0 -1 3
b)Secumpleque A’={2 1 —-1|=[2 1 -1||2 1 -1|=l1 -1 2/, porloque:
1 1 1 0 1){1 o 1 1 -1 3
0 -1 3) (20 0) (-2 -1 3
C=A’-21=|1 -1 2|-|0 2 0|=|1 =3 2
1 -1 3)1lo0 2) {1 -11
-2 -1 3
C=<1 -3 2)
1 -1 1

c) Se cumple que |D| = |A B Bt| = |A| |B Bt| = |B Bt|, ya que |A| =1 (apartado a). Tenemos que:

2 -1 5 2
BBt=(1 0)(_21 (1) (1))=<2 1
0 1 1 0 1

ID| =0

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
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Problema B.2:

t2
La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te” +, donde t > 0 es el
tiempo de funcionamiento.

a) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funcionamiento
indefinidamente.

b) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanza.

c¢) La energia total generada por la pila hasta el instante t, E(t) se relaciona con la potencia mediante
E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila entre el instante t =0 y el
instante t = 2.

Solucién: Para ver el video, haga clic en el vinculo https://youtu.be/Pb2FINAuVKI

a) Hay que hallar limP(t )—11m25te 4 =25 lim —
t—owo t—oo v t—oo 2t v
et —e“

4

1
—=25 —:0, luego la potencia

. . . SirA . ..,
tiende a 0 (en la tercera igualdad hemos aplicado L’Hépital puesto que es una indeterminacion —)
o0

La potencia generada tiende a cero

b) Se cumple que:
s Lot i t2) 25 © 5 ) 2
P'(t)=25e ¢ +25te (—TJ=25e =T e (2-t)=0e2-=0ct’=2ct=12

t2
(Ya que t>0), con P'(t )_%e 4 (2—t2)>0<:>2—t2>Oc>t2<2c>0<t<\/§,IOor lo que P(t) es

estrictamente creciente si 0<t<\/§, P(t) es estrictamente decreciente si t>\/5 v P(t) tiene el

maximo absoluto en t =+/2 , siendo dicha potencia maxima:
,@ 1 2
P(V2)=25v2¢ * =252 =25 \ﬁ
e

2
Paralt = \/E se alcanza la potencia maxima, que es de P(\/E) = 25 \E =21.444

c) Como E’(t) = P(t), con E(0) = 0, se cumple que E(t)= _[; P(t) dt, por lo que hay que hallar:

2 2 2 2 2 2 4 2
E(Z)zf P(t)dtzf 25te_Tdt=25f te_Tdt=—50f ——e 4dt——50[ l
0 0 0 o 2 0

2 e 1 —1
—_c0leF—e7|= 50 <1_Z>_ = 31.606

La energia producida por la pila es 50 % = 31.606
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Problema B.3:

Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices A(1,0,—1),B(2,1,0) y C(4, 3, —2), se pide:

a) Calcular una ecuacién de la recta r que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular
a los segmentos ACy BC

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante.

c¢) Calcular el coseno del angulo que forman los vectores AB y AC.

Solucién: Para ver el video, haga clic en el vinculo https://youtu.be/ahwHNIcQUBw

a) El punto medio del segmento AC es:

5 3

(5.3, _3){5, 2 _%j

Como es perpendicular al vector AC=C—A=(4, 3, =2)—(1, 0, —=1)=(3, 3, -1) ya:

(A+C)=% (L0, —1)+(4,3, -2))=

| =

1
2

BC=C-B=(4, 3, -2)—(2, 1, 0)=(2, 2, —2), suvector director (a, b, ¢) cumple:

(a, b, c)o(3,3, -1)=3a+3b-c=0 (a, b, c)o(3, 3, -1)=3a+3b-c=0
= .
(a, b, c)o(2,2, -2)=2a+2b-2¢c=0 (a, b, c)o(2, 2, —2)=a+b-c=0

3+3b-c=0 3b-c=-3
Dando el valor a=1, tenemos

= =2b=-2=Db=-1, porlo que:
l+b-c=0 b-c=-1

c=b+1=-1+1=0 y un vector director es (1, -1, O), siendo la recta pedida:

5 3
Rectar: (x,y,z) = (E’E'

b) El vector que une B, Ces C-B=(4, 3, -2)—(2, 1, 0)=(2, 2, -2).

3
—5)+/1(1,—1, 0)

Al ser paralelogramo, es el mismo que une Ay D, luego:
D:A+(C—B):(l, 0, —1)+(2, 2, —2):(3, 2, —3)

El vector que une B,Aes A-B=(1, 0, —-1)—(2, 1, 0)=(-1, -1, —1), por lo que:

) i j k

Area=|(C—B)x(A-B)|I=1(2,2-2)x(-1,-1,-D|=|l|2 2 -=2f[|=I-4i+4]jl

-1 -1 -1

=V16 +16 = 42
D=(3,2,-3);Area =42
c) Se cumple que cosa = ABoAC _ (1, 1)o(3, 3, -1) S A el S
(A TAC] T LT 3 0 5 Ve eE V3 IO
5
cosa = 73 Vio
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Problema B.4:

En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que P(X) = 0,4 y que
P(XNY) = 0,08 (dondeY es el suceso complementario de Y). Se pide:

a) Calcular P(Y).
b) Calcular P(X UY).

c) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento es un éxito
cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la probabilidad de haber tenido
éxito al menos 2 veces.

Solucion:

Para ver el video, haga clic en el vinculo https://youtu.be/KY16wgel438

a) B(n, p) = B(8, 0.6)
Se cumple que:

0.4=P(X)=P(XNY)+P(XY)=P(XNY)+0.08=P(XNY)=04-0.08=0.32.

Como X, Y son independientes, 0.32=P(X NY)=P(X) P(Y)=04P(Y)= P(Y)=(Z)'—342:§=0.8
P(Y) = §= 0.8

b) Se cumple que:

P(X UY)=P(X)+P(Y)=P(X AY)=04+0.8-032=0.88.
P(XUY) = 0.88

c) Como P({éxito}) = P()?) =0.6, P({fracaso}) =P(X)=0.4, sera:

1- P({tener éxito 0 veces 0 1 vez}) =1 —(P({tener éxito 0 Veces}) + P({tener éxito 1 VGZ})) =

=1- ( P ({tener éxito 0 Veces}) +P ({tener éxito solo en la repeticion 1}) +..+P ({tener éxito solo en la 8})) =

=1-(0.4)" -8 (0.4)" 0.6

La probabilidad de haber obtenido éxito dos veces es: 0.9915
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maximo de 4 cuestiones y no es
necesano hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una
puntuacion de 2.5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, sdlo se corregiran las cuatro
primeras, en el orden que haya respondido el estudianie, Solo se podran usar las tablas
| estadisticas gque se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguienie sisiema de ecuaciones en funcidn del parametro a:

x4+ y — ¢z = 4
x + ay — z = 3-a
¥ — ¥y 4+ a = 1
a) [1 p.] Determine para qué valores de o el sistema liene solucidn Onica. Si es
posible, calcule dicha solucian para a = (0.

b) [1 p.] Determine para qué valor de a 2l sistema tiene infinitas solucionas y e
suélvalo en ese caso.

¢l [0,5 p.] Delermine para que valor de o el sistema no liene solucian,

2: Considere las matrices

(5 5) v (7))

a) [1 p.] Compruebe que las matrices A y 8 son regulares (o inversibles) y calcule
5USs matrices inversas.

b) [1,5 p.] Resuelva la ecuacion matricial AXE — A' 38, donde A' denota la matriz
iraspuestia de A.

3: [2,5 p.] De entre todos los triangulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros,
determing las dimensiones de aguel cuya drea es méxima. jCudl es el valor de
dicha arca maxima?

4: a) [2 p.] Calcule la integral indefinidaf 7 fw"_ dr.
A

b) [0.5 p.] Determine el area del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la

funcién f(x) I ri,_ ¥ la recta vertical x — 1.
x

5: 5Se llama mediana de un rigngulo a cada una de las reclas que pasan por un veértice
del triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) [1,5 p.] Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices
A={-123),B=(3,-4,1)yC—(1,-4.5).

b) [1 p.] Comprucbe que las tres medianas se cortan on un punto y calcule las
coordenadas de dicho punfo.

El examen continda por detras
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6: Considere la recta r v el plano = dados por las siguientes ecuaciones:

41 y-2 z-1
ri 3 .E 5 y K:x—2Qy—z=4.

a) [1 p.] Estudie la posicion relativa de |a recta y el plano.

b} [0.5 p.] En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el
dangulo que forman. En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el
plano.

¢} [1 p.] Determine el plano que contiene a la recla r ¥ es perpendicular al plano
.

7: Una urna fieno 2 bolas blancas y 3 bolas rojas. Consideramos la variable aleatoria
gue cuenta el niumero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el
siguiente experimento: se saca una bola de la urna y, después de anotar el colar, se
devuelve la bola a la urna.

a) [1 p.] i Qué tipo de distribucidn sigue dicha variable aleatoria v cudles son sus
paramelros?
b} [0.,5 p.] ; Cual es la media y la desviacion fipica de esta distribucian’?

c} [1 p.] §Cual os la probabilidad de que el nOmero de bolas anotado soa menor
o igual gue 47

B8: En una determinada poblacion, el 40% de los individuos lee diariamente la prensa y
el 75% ve diariamente las nolicias en la lelevision. Ademas, el 25% de los individuos
lee la prensa y ve las nolicias en la lelevision diariamenie,

a) [0,5 p.] ;5on indepandicntes los sucesos leer diariamente la prensa” y "ver
diariamente las noticias en la television™?

b} [1 p.] iCual es la probabilidad de que un individuo lea la prensa dianaments
pero no ved las nobicias en la television 7

¢} [1 p] Si un individuo lee la prensa dianamente, ;cual es la probabilidad de gue
también vea las nolicias en la television?
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CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GENERALES:

El corrector debera ajustarse a los criterios de evaluacion establecidos en este documan
to ¥ en la reunidn comespondiente. En ningun caso se podra puntuar por encima de la
valoracion indicada en cada apartado. Se procurara gue, en lo posible, los emores en un
apartado no afecten a otros apartados.

Los errores simples de cdlculo restardn 0,25 puntos. Los errores importantes de céloulo
0 ermores simples reiferados pueden conllevar puntuacion 0 en ese apartado. Siun enror
simple ha llevado a un problema mas sencillo se disminuird la puntuacian.

Las preguntas contestadas cormectamente sin incluir el desarrollo necesario para liegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos.

Se valorard el cormecto uso del vocabulario y de la notacidn. El alumno puade elegir el
método que considere mas oporiuno para la resolucion de wuna cuestion pero, si esio
demuestra la falta de comprension de conocimientos basicos, la puntuacidn final puede
ser menor que la indicada para dicha cuestion,

OBSERVACIONES PARTICULARES:

CUESTION 1: [25p]

Apartado a) Justificacidn correcta y razonada de que el sistema tiene solucién Onica
(SCD) para todo valor de a distinto de 1 y de —1 [0,5 p.]. Calculo correcto de esa so-
lucian Unica cuando a =0 [0,5 p.].

Apartado b) Justificacion correcta y razonada de gue el sistema tiene infinitas soluciones
(SCI) cuando a = —1 [0,5 p.]. Calculo correcto de dicha solucidn dependionte de un para
metro [0,5 p.].

Apartado c) Justificacion correcta y razonada de qua ol sistema no tiens solucion (5l)
cuando a = 1 [0.5 p].

CUESTION 2: [2.5p]

Apartado a) Justificacidn de que A y B son matrices regulares [0,5 p.]. Calculo correcto
de sus matrices inversas [0,5 p.].

Apartado b) Expresion correcla de X en Wrminos A", B ' y A" — 38 [0,5 p.]. Cdlculo
correcto de la solucion numérica [1 p.].

CUESTION 3: |25 p.] Calculo correcto de la funcion a maximizar en funcién de una varia-
ble [0,5 p.).

Calculo correcto de la derivada de la funcién a maximizar [0,5 p.]-

Calculo correcto del dnico punto critico de [a funcion a maximizar (v candidato a ser maxi-
mo) x — 242 [0,25 p.].

Justificacion de gue se trata de un punto de maximo [0,5 p.].

Cdlculo de la dimensiones del tridngulo: cateto, — cateto, — 2+/2 e hipotenusa — 4 [0,5 p.].
Cdlculo correclo del drea méxima - 44 [0,25 p.].
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CUESTION 4: [25p]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [2 p.].

Apartado b) Célculo correcto del drea, estudiando el signo de la funcidn f(x) y aplicando
la regla de Barrow [0,5 p.].

CUESTION 5: [2,5 p.|

Apartado a) Calculo correcto de las medianas: [0,5 p.] cada una de las tres medianas.
Total [1,5 p.].

Apartado b) Calculo comrecio del punto de corfe de dos de las medianas [0,5 p.]. Com
probacion de gue la tercera mediana también pasa por ese punto [0,5 p.).

CUESTION 6: [2.5 p.]

Apartado a) Juslificacidn correcla y razonada de que la recla es paralela al plano [1 p.].
Apartado b) Calculo correcto de la distancia entre |a recla y el plano [0.5 p.].

Apartado ¢) Caloculo correcto y razonado del plano que contiene a la recla r y &5 parpan-
dicular al plano x [1 p].

CUESTION 7: 2,5 p.|

Apartado a) Justificacion de gue se trata de una distribucion binomial de parametros n— 9
¥y p— 0,40 [1 p].

Apartado b) Calculo correcto de la media [0,25 p.] y de la desviacion tipica [0,25 p.].
Apartado c) Calculo correcto de |la probabilidad pedida [1 p.].

CUESTION 8: [2,5 p.]

Apartado a) Justificacion de que los sucesos no son independientes [0,5 p.].
Apartado b) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [1 p.].
Apartado c) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [1 p.].
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

CONVOCATORIA ORDINARIA

Problema.1:

x+y—z=4
19) Considere el sistema de ecuaciones lineales { x + a?y — z = 3 — a en funcién del parametro a.
x—y+az=1

a) Determine para qué valores de a, el sistema tiene solucidon Unica. Si es posible, calcule dicha solucién
paraa = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucidn.

Solucion:

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 -1 1 1 -1 4
M = (1 a? —1) yM' = (1 a®> -1 3- a).
1 -1 a 1 -1 a 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

11 -1-1
1 1 -1 1 1 2 1
1 -1 a
Al -1 -1
=a*+a*—a—-1=0. —
1 110
Resolviendo por la regla de Ruffini, las raices son: x; = 1,x, = x5 = —1.

a) Para a#1 = Rang M = Rang M' =3 =n2%incbég.= S.C.D.
a+—1 9 9 9

Sia # 1 ya # —1 el sistema es compatible determinado.

x+y—z=4
Para a = 0 el sistema resulta{x —z = 3 , que es compatible determinado. Resolviendo por
x—y=1
Cramer:
4 1 -1 1 4 -1
3 0 -1 1 3 -1
1 -1 0 3—-1-4 -2 11 0 —-1-4+43+1 -1
x = = —_— — 2_ = = —_ — = 1.
11 =117 9 91" -1 y -1 -1 -1
1 0 -1
1 -1 0
1 1 4
1 0 3
_ —4+343-1 _ +1
Z = 1 11 = = — = —1
-1 -1 -1

Sia=0x=2,y=1,z=-1
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1 1 -1 4
b) Paraa=—-1=>M' = (1 1 -1 4):{F1 =F,} = Rang M' = 2.
1 -1 -1 1
Paraa =—1= Rang M = Rang M' =2 <n%inc6g.= S.C.I.
x+y—z=4
Para a = —1 el sistema resulta {x +y —z = 4, que es compatible indeterminado y equivalente
x—y—z=1
. x+y—z= 4}
al sistema .
x—y—z=1
x+y=4+21

Para resolverlo se hace z = A: } =>2x=5421 x= g + A

x—y=1+41
3

x+y=4+kc+A+y=4+4 y=4-2=2

Solucién: x =§+/1,y =§,z = A, VA ER.

; . s . . 5 3
Sia = —1 el sistema es compatible indeterminado, de solucién: x = 2 +Ay= 3 Z= AVAER

1 1 -1 4
c)Paraa=1=>M’=<1 1 -1 2>:>RangM’:>{C1,C2,C4}:>

1 -1 1 1
1 1 4
=>11 1 2|=1-442-442—-1=—-4+#0=RangM' =3.
1 -1 1

Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible

Sia = 1 el sistema es incompatible
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Problema.2:

22) Considere las matrices A = (_21 _32) yB = (_11 _23)

a) Compruebe que las matrices Ay B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices inversas.

b) Resuelve la ecuacién matricial AXB = A* — 3B, donde A* denota la matriz traspuesta de A.
Solucion:

a) Una matriz es regular o invertible cuando su determinante es distinto de cero.
|2 3|_-_ - _
=5 C|=-4+3=-120
_ |71 =3|__ _
|B|_|1 2|_ 2+3=1%0.

Queda comprobado que las matrices Ay B son regulares (o invertibles).

-2 —3)'

4] = —1. at=(2 7)) Adjdent=( 7

3 -2
-2 -3

:Adj.der:(l 2):(2 3)

-1
A | -1 =2

Se obtiene la inversa de B por el método de Gauss-Jordan.

=3 T Demen=(y 20 Y-

1 210 1 1 210 1
:>{F2—>F2+F1}:>(0 il 1):>{F2—>—2}:>(0 111 _1):>

:;{F1—>F1—2F2}:>((1) (1)_21 _31):3—1:(_21 _31)

AT = (—21 —32)‘ B~ = (—21 —31)

b)AXB=A*"—-3B; A7'-A-X-B-B1=4"1.(A4"-3B)-B7};
[-X-1=A"1-(A'=3B)-B1=X=A4"1-(A'=3B)-B1. (¥
r _(2 -1\ _, (-1 =3\_(2 -1y _ (-3 -9 _(5 8
4 33_(3 —2) 3(1 2)_(3 —2) (3 6)_(0 —8)'
Sustituyendo en (*) los valores obtenidos anteriormente:

X=A‘1-(A‘—35’)-B_1:(2 3)'(5 8)'(—21 3):

-1 -2/ -8 -1
-5 )G )= )
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Problema.3:

392) De entre todos los triangulos rectangulo cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las dimensiones
de aquel cuya area es maxima. ¢Cuadl es el valor de dicha drea maxima?

Solucion:
.. _ b-c Lo
Solucion: Superficie: § = 5 = Maxima.

Por el teorema de Pitagoras: 4% = b? + c2.

¢ = V16 — b2. Sustituyendo en la superficie:

bvV16-b% 1
S(b) =——— ==-V16b? — b*.
2 2
La superficie serd maxima cuando se anule su primera derivada:

32b—4b3
2+V16b2-p*

by =0; 8—b%2=0; b=+V8=42V2=b, = —2/2,b; = 2+/2.

La solucién b = 0 es para minimo.

S'(b) =3 =0=32b—4b3>=0; 4b(8—b*)=0>

El valor negativo carece de sentido légico, por lo cual: b = 2+/2.

c=vV16 —b% =116 — 8 =8 = 2V/2.

s=2e=2 oy .02y,

Triangulo rectangulo issceles de catetos b = ¢ = 22 cm y 4 cm? de area
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Problema.4:
49) a) Calcule la siguiente integral indefinida: I = fﬂ ~dx
: T .
b) Determine el drea del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la funcién f(x) = 11/_\/_ y la recta

vertical x = 1.

Solucion:

a)l =

. 1 >
14+vx m-dx—dtzdx—Z(t—l)-dt

:of L2(t—1)- dt—2f

JE { 1+vx=t-oVx=t-1 }

—2t+1

dt=2-f(t—2+%)-dt=

=2-(‘2—2—2t+Lt)+C=2-[@—2-(1+\/§)+L(1+\/§)]+C=

=1+2Vx+x—4—4/x +2L(1 +x) + C.

1=f1+\/_ dx =x—2vx—3+2L(1+Vx)+C.
Vx
I= cdx =x —2Vx + 2L|1 + Vx| + C
1++x

b) La funcién f(x) = ‘/_\/_

(0, 1) todas las ordenadas de la funcidn son positivas, por lo cual, la superficie a calcular es la siguiente:
S=[f) dx=[x—2va-3+2L(1+Vx)], =
=[1-2v1-3+2L(1+V1)]-[0-2V0 -3 +2L(1+0)] =
=—-2—-2+4+2L2+3-2L1=2L2—-1-0.
S=(2L2 — 1) u® = 0.38629 u?.

corta al eje OX, Unicamente, en el origen de coordenadas vy, en el intervalo
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Problema 5:

59) Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del triangulo y
por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices A(—1,2,3), B(3,—4,1) y
c(1,—-4,5).

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho punto.
Solucion:

a) Punto medio de AB = M(1, -1, 2).

Punto medio de AC = N(0,—1, 4).

Punto medio de BC = P(2,—4,3).

Vector directorde 1oy = vy = [M — C] =[(1,-1,2) — (1,—4,5)] = (0,3, -3).

Vector director de 15y = vgy = [N — B] = [(0,—1,4) — (3,—4,1)] = (-3,3,3).

Vector directorde r,p = v,p = [P — A] = [(2,—4,3) — (—1,2,3)] = (3,—6,0).

Las ecuaciones paramétricas de las tres medianas son las siguientes:

x=1 x=3-3u x=-1+36
Tem = y=_4‘+3). TBNE{y=_4+3u TAPE{y=2_66
z=5—31 Z=1+3‘Ll 7 =

1=3-3u
b) Punto de corte de las medianas rqy v 15y {—4 +31=—-4+ 3,11}.
5—-31=1+3u

1=3-3u; 3u=2>p==

—4+30=—4+3u; —4+31=—4+2; 34=2>1="2,

Punto de corte de las medianas 1oy, y 15y = D(1,-2,3).
1=-14+36

Punto de corte de las medianas r¢p Yy 14p: 1—4+31 =2 — 645 .
5-31=3

2

1=-1+36; 35=2=>6=§

5-31=3 31=2=>1="2
Punto de corte de las medianas 1oy y 4p = D(1, -2, 3).

Queda comprobado que las medianas se cortan en el punto D(1,—2, 3).
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Problema 6:

. x+1 -2 z—-1
62) Considere larectar = -~ = yT ==Y elplanor =x -2y —z = 4:

a) Estudie la posicidn relativa de la recta y el plano.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el dngulo que forman. En caso
contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.

c) Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.
Solucion:

a) La expresién de r dada por unas ecuaciones implicitas es la siguiente:
x+1 =2y—4}:>r5{x—2y=—5.

pozl_y2 ot
2 1 0 z—1=0 z=1
x—2y=-=5
La rectar y el plano T determinan el sistema zZ= 1}.
xX—2y—z=4

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

1 -2 0 1 -2 0 -5
M=(O 0 1>yM'=<O 0 1 1).
1 -2 -1 1 -2 -1 4

Segln sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1 - Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = La recta y el plano son secantes.

1 -2 0
RangM = [0 0 1|={C,=-2C;} = Rang M = 2.
1 -2 -1
1 0 =5
RangM' = {C,,C5,C,3 =0 1 1|=4+5+1#0= RangM' = 3.
1 -1 4

Larectary el plano m son paralelos

b) La distancia entre r y ™ es la misma que la distancia de un punto de la recta r al plano . Un
punto de larectar es P(—1,2,1).

La distancia de un punto Py(xq, Y0, 2o) al plano Ax + By + Cz+ D = 0 viene dada por la

, _ |Ax0+By0+CZO+D|
férmula d(Py, ) = Ny LR
Aplicando la férmula al punto P(—1,2,1) yalplanor =x -2y —z—4 = 0:
_ _ 11(=1)-2-2-1-1-4] _ |-1-4-1-4| _ |-10| _ 10V6 _ 5V6 .
d(r,m) =d(P,m) = T o S % s T s unidades.
—-10 10v6 5v6 .
d(r,m) =d(P,m) = l\/gl = ;/_ _ B unidades = 4.083 u.
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c) Un vector normal del planores 71 = (1,—2,—1).
Un punto y un vector director de r son v, = (2,1,0) y P(—1,2,1).

El plano 8 que contiene a la recta r y es perpendicular al plano m tiene la siguiente expresion

x+1 y—-2 z-1
general: B(P; n,v,) =| 1 -2 -1|=0;
2 1 0

2(0-2)+(z-1D+4z-1)+(x+1)=0;, -2y +4+5z—-5+x+1=0.
f=x—2y+5z=0.
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Problema 7:

72) Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Consideramos la variable aleatoria que cuenta el
nuimero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento: se saca una
bola de la urnay, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna.

a) ¢Qué tipo de distribucion sigue dicha variable aleatoria y cudles son sus parametros?
b) éCual es la media y la desviacidn tipica de esta distribucion?

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que el nimero de bolas anotado sea menor o igual que 4?

Solucion:
a)
Se trata de una distribucion binomial de parametrosn = 9;p = g =04yq= % = 0.6.
P(X =k) = (9) 04K 069K = — 2 g4k 06k
k k!'-4(9 —-k)!
b) La media y la desviacion tipica en una distribucidn binomial vienen dadas por las siguientes

expresiones:

u=n-p=9-04=u=3.6.

az\/n-p-q =+9:0.4-0.6 =v2.16 > 0 = 1.4697.
Media: 4 = 3. 6. Desviacion tipica: 0 = 1.47

¢) P=PX<4)=P0)+P(1)+P(2)+P@3)+PH) =
=(0)-04°-0.6°+(7)- 047 0.6° + () - 042 0.67 +(7) - 0.4° - 0.6 +

0 1 2 3
+(7)-0.4%-0.6°=1-1-0.0101+9-04-0.0168 + = 0.16- 0.0278 +
+—.0.064 - 0.0467 + —— - 0.0256 - 0.0778 =

6!-31 5!-4!

= 0.0101 + 0.0605 + 36 - 0.0045 + 84 - 0.0030 + 126 - 0.0020 =
= 0.0101 + 0.0605 + 0.1612 + 0.2508 + 0.2508 = 0.7334.

P(X <4) =0.7334
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Problema 8:

82) En una determinada poblacién, el 40 % de los individuos lee diariamente la prensa y el 75 % ve
diariamente las noticias en la television. Ademas, el 25 % de los individuos lee la prensa y ve las noticias
en la televisién diariamente.

a) éSon independientes los sucesos “leer diariamente la prensa” y “ver diariamente las noticias en la
television”?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la
television?

¢) Si un individuo lee la prensa diariamente, écudl es la probabilidad de que también vea las noticias de
la television?

Solucion:

Datos: P(pr) = 0,40; P(tv) =0,75; P(pr ntv) = 0,25.

a) Dos sucesos Ay B son independientes cuando P(A N B) = P(A) - P(B):
P(Pr) - P(Tv) = 0.4-0.75 = 0.3 # 0.25 = P(Pr N Tv).

Los sucesos (Pr) y (Tv) no son independientes.

b)
P =P(PrnTv) = P(Pr) — P(Pr N Tv) = 0.40 — 0.25 = 0.15.

La probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las noticias en la television
es 0.15.

c)

P(TvnPT) 025 _ 0,625.

P(Tv|Pr) = o =00

Si un individuo lee la prensa diariamente, la probabilidad de que también vea las noticias de la
television es 0.625.
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OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a un maxima de 4 cussliones y no es

necesano hacerlo en el mismo orden en que estan enunciadas. Cada cuestion tiene una

puntuacion de 2.5 puntos. Si se responde a mas de 4 cuestiones, solo se cormegiran las cuatro

primeras, en el orden que haya respondido el estudiante. Solo se podran usar las tablas
| estadisticas gque se adjuntan. No se podran usar calculadoras graficas ni programables.

1: Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
xr + ¥ + z = 2
x ay + a’z !
ax 4+ ay Tz 2
a) [1 p.] Comprucbe que el sistema nunca tiene solucion dnica.

b) [1 p.] Determine para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.

c) [0,5 p.] Si es posible, resuélvalo para el valor de a — 2.

2: Considere la maltriz A — ( _]' _23 )

a) [1 p] Calcule las potencias sucesivas A*, 47, A% A%y A%
b) [1 p.] Calcule A0

c) [0,5 p.] Comprucbe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

g

: Caleuls los siguientes limiles:

a) [1.25 p] I'“EI In{3 +x}1—tln[3—1].

b) [1,25 p.] xlﬂ:ﬂ[ﬂ:i 1 —+x+2).

4: a) [2 p.] Calcule la integral indeflinida f In{1 +x%) dx.

1
b [0,5 p.] Calcule la integral derinidajf {1 +£%) dx.
0

El examen continlda por detras
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5: Considere los puntos P = (5.6,1) y @ =(—3,—-2.3), ¥ larecla

a) [1,5 p.] Determine el punto K de la recta r para el cual el drea del tridngulo POR
es 182 unidades cuadradas.

Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con
encontrar uno de ellos.

b) [1 p.) Calcule la ecuacion de la recta gue pasa por los puntos Py O y compruebe
gue dicha recta corta perpendicularmente a la recta r.

6: Considere las rectas r y v dadas por las siguientes ecuaciones:

. S5x43y=19 x—1 v -5
1 y-—5:-3 yoURTT O T
a) [1,25 p.] Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) [1,25 p.] En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte v el
angulo que forman. En caso de que las reclas se crucen, delerming el plano
que contiene a la recla ry es paralelo a la recta s.

T: El peso de los recien nacidos, medido en Kilogramos (kq), sique una distribucion
normal de media g = 2,8 kg y desviacion tipica &. 5S¢ sabe que solo el 20,05% de
ellos pesa mas de 3 kg.

a) [0,5 p.] ;i Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2,6 kg?

by [1 p.] Calcule la desviacidén tipica de esta distribucidn normal.
c) [1p.] iCual as la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?

IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.

8: Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicion: La urna A
contiene 3 bolas verdes, 4 negras v 3 rojas, v la urna B contiena 6 bolas verdes y 4
bolas negras. Ademas, se fiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A
y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una bola al azar de la
urna que indica ol dado.

a) [0,75 p.] ;iCual es la probabilidad de que esa bola sea verde?

b) [0,75 p.] ;i Cudl es la probabilidad de que esa bola sea roja?

c) [1 p.] 5i bola extraida es verde, jcual es la probabilidad de que proceda de la
urna B7?
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CRITERIOS DE CALIFICACION

OBSERVACIONES GENERALES:

El corrector deberd ajustarse a los crilerios de evaluacion establecidos en esle documen-
o y en la reunidn correspondiente, En ningln caso se podra puntuar por encima de la
valoracion indicada en cada apartado. Se procurara que, en lo posible, los efrfores en un
apartado no afeclen a olros apartados.

Los errores simples de calculo restaran 0,1 puntos. Los errores graves de concepio resta-
ran 0,25 puntos. Los ermores importantes de calculo o errores simples reiterados pueden
conllevar puntuacion 0 en ese apartado. Siun error simple ha llevado a un problema mas
sencillo se disminuira la puntuacion.

Las pregunias contesladas correctamente sin incluir el desarrollo necesario para llegar a
su resolucion seran valoradas con 0 puntos.

Se valorara el correcto uso del vocabulario y de la notacion. El alumno puede elegir el
método gque considere mas oportuno para la resolucion de una cuestion pero, si esto
demuestra la falta de comprension de conocimientos basicos, la puntuacion final puede
ser menor gque la indicada para dicha cuestian.

OBSERVACIONES PARTICULARES:

CUESTION 1:[25p]

Apartado a) Justificacion correcta y razonada de que el sistema nunca fiene solucion
Unica (nunca es SCD) [1 p.).

Apartado b) Justificacion correcta y razonada de que el sistema tiene infinitas soluciones
(SClysiysolosia —2[1p.]

Apartado c) Calculo comecto de dicha solucion dependiente de un parametro cuando
a— 2[0,5 p.].

CUESTION 2: [2,5 p]

Apartado a) Calculo correcto de A” [0,2 p.]. Célculo comecto de A® [0,2 p.]. Calculo co-
rrecto de A* [0,2 p.]. Calculo comecto de A7 [0,2 p.]. Calculo correcto de A [0,2 p.].
Apartado b) Calculo correcio de A™™ [1 p.].

Apartado c) Justificacion de que la matriz A es regular [0,25 p.]. Calculo comrecto de su
matriz imversa [0,25 p.].

CUESTION 3:[2.5 p]
Apartado a) Calculo correcto y justificado del limite cuando x tiende a 0, resolviendo la
indeterminacitn del tipo g [1,25 p.

Apartado b) Calculo correcto y justificado del limite cuando x fiende a 4+, resolviendo la
indeterminacion del tipo = — e [1,25 p.]-
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CUESTION 4:[25p]
Apartado a) Calculo correcto y justificado de la integral indefinida [2 p.].
Apartado b) Calculo correcto de la integral definida aplicando la regla de Barrow [0,5 p.].

CUESTION 5:[2,5 p]

Apartado a) Calculo correcto y justificado del punto & [1,5 p.].

Apartado b) Calculo correcto de la recta pedida [0,5 p.). Comprobacion de gue dicha
recta corta perpendicularmente a la recta r [0,5 p.].

CUESTION 6:[2,5 p.]

Apartado a) Justificacion correcta y razonada de que las dos rectas se cruzan en el es-
pacio [1,25 p.].

Apartado b) Calculo correcto y razonado del plano que contiena a la recta r y os paralelo
a la recta x [1,25 p.].

CUESTION 7: [2.5 p]

Apartado a) Calculo correcto y razonado de la probabilidad pedida [0,5 p.].
Apartado b) Calculo correcto y razonado de la desviacion tipica [1 p.].
Apartado ¢) Célculo correcto de la probabilidad pedida [1 p.].

CUESTION 8:[2,5p]

Apartado a) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,75 p.].
Apartado b) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [0,75 p.].
Apartado ¢) Calculo correcto y justificado de la probabilidad pedida [1 p.]-
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CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

Problema 1:

xX+y+z=2
1°) Considere el sistema de ecuaciones lineales { x — ay + a’z = —1  en funcién del pardmetro a.
—ax +a’y—a3z=2

a) Compruebe que el sistema nunca tiene solucién Unica.
b) Determine para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c¢) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 2.

Solucion:

a) Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sistema tiene solucién uUnica cuando los rangos de
las matrices de coeficientes y ampliada son iguales e igual al nUmero de incégnitas, que en este caso es
tres.

1 1 1
La matriz de coeficientes es M = ( 1 —-a a? ), cuyo rango es el siguiente:
—a a* -a°
1 1 1
IM|=(1 -a da?|=a*+a?-a®—-a’—-a*+a®>=0>
—-a a* -a3
= Rang M < 3,Va € R. El sistema no puede ser compatible determinado.
Queda comprobado que el sistema nunca tiene solucién Gnica.
1 1 1 2
b) La matrizampliadaesM'=| 1 —a a? —1 |, cuyorango, en funcién del valor de a, es el
—a a?* -a® 2
siguiente:

1 1 1 2
M’=<1 —a a? —1>=>RangM’=>{C1,C2,C4}:

—a a* —-a® 2
1 1 2
5|1 —-a —-1|=-2a+2a*°+a—-2a*°+a*—-2=a’>—-a—-2=0;
—a a*® 2
a=21% 1+8=—1i\/§=1—i3:>a1 =-1,a, = 2.
2 2 2
Para {aa:—_z } = Rang M = Rang M' = 2 < n?incég.= S.C.1I.
El sistema tiene infinitas soluciones paraa = —1 y para a = 2.

Paraa # —1y a # 2 el sistema es incompatible
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x+y+z=2
c) Para a = 2 el sistemaresulta x —2y +4z = —1}, equivalente al sistema
—2x+4y—8z=2
gue es compatible indeterminado. Haciendo z = A:
x+y=2-21 } x+y=2-21
x—2y=—-1—-41) —x+2y=1+41
xX+y=2—-4 x=2-1-1-A=>x=1-24

Solucion:x =1—24; y=1+41; z=4, VIER.

x+y+z=2}
x—2y+4z=-1)

}:>3y=3+3/1; y=1+2.
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Problema 2:

T2

a) Calcule las potencias sucesivas 4%, A3, A*, A> y A®

b) Calcule A2 920,

29) Considere la matriz A = (

c) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

Solucion:
o w=aa=(7 )G PG D)

wara=(0 )G D=0 2=

A‘*=A3.A=—1-,c1=(_11 _32)

AS =A% A=A -A=—42 =(_21 _31)

0 1

Azz(_12 _13)“43:(_01 —01)=_1‘A4=(—11 —32)“45:(—21 —31)“46:1:((1) 2)

A6=A3-A3=—1-(—1)=12=1=(1 0).

b)AZOZO =146-336+4- =A6-336_A4- — [A6]336'A4 =1336'A4 =I'A4 =A4.

A2020=A4=—A=(11 3).

—7
c) Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
4| = |_11 _23| =—-2+4+3=1% 0= Lamatriz A es invertible.
¢ _ (=1 1y, . e _(2 3
A= (Ty o) Adideat=(5 )

_ _Adj.deAt_(_Z _3) 1 _ (2 3
A1 = _ 111 :>A1—(_1 )

[A]
A= (—21 —31)
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Problema 3:

39) Calcule los siguientes limites:

x—0 2x

b) xl_i)r&)(Vx +1-+vx+2).

Solucion:
L(3+x)-L(3-x) L3-L3 0 E—
. X)— —-X - . . Pua—
a) lim = = - = Indet.= {L'Hopital} = lim #*3=x =
x—0 2x 0 0 x—=0 2
L+L 3—x+3+x 6 3 3 )
= Jlim 3#2£3=x = |jm 2= = |im = lim = = -
x>0 2 x—0 x-02(9-x2) x509-x2 9-02 3
. L(3+x)-L(33-x) 1
lim = -,
x—0 2x 3

b) lim (Vx + 1 —Vx + 2) = 00 — 00 = Indet. >
X—00

2
= lim (Vx+1-vVx+2)-(Ve+1+Vx+2) lim (Va+1)’ - (Vx+2) — x+1-(x+2) _
X—+00 Vx+1+vx+2 - xX—+00 Vx+1+vVx+2 - x—+00 VX+1+Vx+2 -
. X+1-x—2 -1 -1 -1
= = ===0.

= AN e e wre  w
lim (Vx+1-+vx+2)=0.

X—>+ 00
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Problema 4:
49) q) Calcule la integral indefinida: I = [ L(1 + x?) - dx.
b) Calcule la integral definida: [ = fol L(1 + x?) - dx.

Solucion:

1+x2

a)I=fL(1+x2)-dx=>{
dx=dv->v=x

_ 2 __ 2x-dx
u=L(1+x*) >du= }=>

) 2y _ | 2x-dx ) 2 x? )
S>x-L(1+x?)—[x =X L(1+x)—2f1+x2 dx =
. 2y 1+x%-1 ) P 1+x? 1
=x-LA+x)-2[— S de=x-LA+x)-2[ - dx+2 [ —dx

I=[L(A+x*) -dx=x-L(1+x*)—2x+2 -arctgx+C.

b) 1=f01L(1+x2)-dx=[x-L(1+x2)—2x+2-arctgx]5=
=[1-L1+1)-2-1+2-arctg1]—[0-L(1+0%)—0+2-arctg 0] =
=12-2+2-7-0=12-2+.

1=f01L(1+x2)-dx=L2—2+§zo.2639.
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Problema 5:

59) Considere los puntos P(5,6,1) y Q(—3,—2,5) ylarectar = % = yT_l = %.

a) Determine el punto R de la recta r para el cudl el 4rea del triangulo PQR tiene el valor de 182
unidades cuadradas.

Observacién: Hay dos puntos R que son solucidn del apartado a); basta con encontrar uno de ellos.

b) Calcule la ecuacidn de la recta s que pasa por los puntos P y Q y comprueba que dicha recta corta
perpendicularmente a la recta r.

Solucion:
x=A

a) La expresion de r por unas ecuaciones paramétricasesr ={y =1+ 1
z=—-1+44

Un punto genéricoder es R(A, 1+ A4, —1 + 41).

Los puntos P, Q y R determinan los siguientes vectores:
QP =0P-0Q =[(5,6,1) — (—3,-2,5)] = (8,8, —4).
OR=0R—-0Q0=[(L1+1—-1+41) —(=3,-2,5)] =B+ 1,3+ —6+41).

El drea del tridngulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del mdédulo del
producto vectorial de los dos vectores que determinan:

- i j k
SPQR=§-|QP><QR|=§- 8 8 —4 || =18V2;
3+1 3+1 —6+41

i j k
2 2 -1 = 9/2;
341 341 —6+41

=|(-12480)i—B+AD)j+(6+ 2Dk —(6+2Dk+ B+ V)i+ (12 -8A)j| =
= (=9 +9)i+ (9-91)j| =9-|(=1+Di+ (1 -1j| =92;

14+ i+ A =Djl=v2 J1+D2+ A -2 =2
1-2142241-21+22=2; 22=41=0; 22-21=0; \1—-2)=0>
=>4 =041,=2. Cumplen la condicién pedida los siguientes puntos:

Rl(O, 1, —1) y Rz(z, 3, 7).

b) QP =(88,—4)=>v = (2,2 —1).

Considerando, por ejemplo, el punto Q(—3,—2,5), la expresion de la recta s dada por unas
ecuaciones paramétricas es la siguiente:
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Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
vy =(1,1,4).

vve=(1,1,4)-(2,2,-1)=2+2—-4=0.

Las rectas r y s son perpendiculares.

g
Para verificar que las rectas se cortan consideramos, por ejemplo, el vector QR;, que tiene
origen en un punto de s y extremo en un punto de r:

QR =0R; —0Q =[(0,1,-1) — (=3,-2,5)] = (3,3,-6).

Para que rys se corten es necesario que los vectores v, -U, y QR; sean linealmente
dependiente (estén en un mismo plano), para lo cual es necesario que se anule el determinante que
forman:

1 1 4
2 2 —-1|=-12+4+24-3-24+3+12=0.
3 3 -6

Queda comprobado que las rectas r y s se cortan y son perpendiculares.
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Problema 6:

5x 4+ 3y =19 - -
62) Considere las rectas r = { y ys=t=2 =5

y—5z=3 -1 1 0
a) Estudie la posicién relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el angulo que forman. En caso de que
las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a la recta s.

Solucion:
a) La expresion de la recta r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
_(5x+3y =19 . —19.
r:{y_52=3 =z=1 y=3+5L 5x +3y =19;
x=2-31
5 +9+154=19; 5x=10—-154;, x=2—-31=>r={y =3+ 5A.
z=2

Un punto y un vector director de la rectar son A(2,3,0) y v, = (—3,5,1).
Un punto y un vector director de la recta s son B(1,0,5) y v, = (—1,1,0).

Los vectores 7, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar el caso hacemos
lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el punto B € s: w =
AB = 0B — 04 = [(1,0,5) — (2,3,0)] = (-1,-3,5).

Segln que los vectores {v, , Vs, W5 S€an 0 no Co lanarios las rectas 7 S se cortan o se cruzan,
T vs
respectivalnente.

Los vectores {v,, v., W} son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero
T S
las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

-3 5 1
Rang (v, vew}=>|-1 1 0|=-154+3+1+25=14#0=
-1 -3 5§

= Rang {v,,v,,Ww} =3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy s secruzan.

b) El plano w que contiene a r y es paralelo a s tiene la siguiente expresion general:
x—2 y—3 z
n(4; v, v)) =| -3 5 1|=0; - (y—3)—3z+5z—(x—2) =0;
-1 1 0

—y+342z—x+2=0.
n=x+y—2z—-5=0.
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Problema 7:

79) El peso de los recién nacidos, medido en kg, sigue una distribucién normal de media u = 2.8 kg y
desviacion tipica 0. Se sabe que solo el 20.05 % de ellos pesa mas de 3 kg.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2.6 kg?

b) Calcule la desviacidn tipica de esta distribucion normal.

c¢) ¢Cudl es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg?
Importante: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.
Solucion:

a) Datos: u = 2.8; P=P(X > 3) =0.2005.

El grafico adjunto facilita la comprensién del apartado.

22 24726
/8

La grafica de la Normal es simétrica con respecto a la media y, por lo cual las superficies
sombreadas de las figuras (1) y (2) son iguales.

La grafica de la Normal expresa la probabilidad F(a) = P(Z < a), por lo cual:
P=P(X>3)=1-P(X<26)=1-0.2005 = 0.7995.
La probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2.6 kg es de 0.7995.

X-2.8

b) X - N(u; o) = N(2.8; o). Tipificando la variable: Z =

3-2.8

P=P(X>3)=P(Z>T)=P(Z>%)=1—P(Zs¥)=o.zoo5;
P(z <) =1-0.2005 = 0.7995.

Mirando de forma inversa en la tabla N(0, 1) a 0.7995 le corresponde 0.84:
0.2 0.2

222084 > 0 =2 =024,
_20_ 5 i
T84T 21"
)P =P(X<29)=P(z<228) = p(z <) = P(Z < 042) = 0.6628.

La probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2.9 kg es de 0.6628.
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Problema 8:

82) Dos urnas Ay B contienen bolas con la siguiente composicién: La urna A contiene 3 bolas blancas, 4
negras y 3 rayadas, la urna B contiene 6 bolas blancas y 4 bolas negras. Ademas, se tiene un dado que
tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con la letra B. Se lanza el dado y se saca una
bola al azar de la urna que indique el dado.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que esa bola sea blanca?
b) éCual es la probabilidad de que esa bola sea rayada?
¢) Si la bola extraida es blanca, écudl es la probabilidad de que proceda de la urna B?

Solucion:

a) p(A)=§=§; p(3)=§=§.

1 3 2 6 1 2 1+4
P—P(Bl)—P(A—>Bl)+P(B—>Bl)—§B+§E—E T 0
_s_i_gs
10 2

La probabilidad de que la bola sea blanca es 0.5.

3

b) P=P(A—Ra)+P(B—-Ra) =1 =

w |

+22=Z40=—==0.1

La probabilidad de que la bola sea rayada es 0.1.

2 6

P(BINB 310
P(B/BI) = T = 210
2

[SITE IS

=*_os.
5

Si la bola extraida es blanca, la probabilidad de que proceda de la urna B es 0.8.
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Evaluacion de! Bachlleralo para el Acceso a la Universidad | | p I | a

CURSO: 2018-2020
ASIGNATURA: MATEMATICAS Ii e gk O e,

Realiza cuatro pregunizs de las ocho que se presentan

P11} Eatidia el siguient e setema de ecnaciones lincalea dependionto del pardrmetro real
o ¥ resualvelo oo los cososen gue o= compatible:

I[L-_E Nr + Iy —a-+2
o e +dy+la=1lr —a+i

P . i ., o
(o —Sr=2y+(2  alr=a 42

fdpnciona el resnlbads bedriea cmploads v joacrfica s nso.
(2.5 puntes]

P2) Bl plane 7w pasa por los puntos 1) (2 005F, A1, 2,20 v (3, =1,2) . Una
cefora con centro e 00,7, =33 Loes al plang oo dinien punto. Caleala el radio de la

ealrra v o ponto de interseccisn.
I:E..rl Fllllllullﬁ_l!

P3) Caleula las ivtegrales indefinidas:

r—=7
f oL {L.25 punlos)
fr.-i" sin (2 4 1) da {1.25 puntod]
1 P2
[.-_EllnT |
Pa} Sea la funrion { (o= °, 3 .
I B
Tz
l 3 -

ay Domuetra cue la funcidn oz doriveble en todo B
(1 punto)

b) Demuesira que existe un valor o {0,2) tal que ["{a) =1 . Enuncia el (los)
resileado(s) ednenls) wrilizadols) v justifica su usn,
(15 punbos)
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-
Fﬁ-:l Eabienrlo g L inveersa de nna matniz A s { -.'l ]I\J ¥ I imversa. de L makriz
f’._r_', 1% . ) ) '
A Bes | ﬂ] , deteyming la matriz O
(2.0 puntos)

PaY Caleuls la ecuacidn continua de lapecta ¢ sabiondo que eorla perpendieulncmenie
a las siguientas rectas:

J"J'-'I'E‘SI pro-1=A r+2 w zt+3d
r_ T
| r+iz=T ' Zz 1 il

(2.3 puntos

P?] Chafenln low oociecomes abeailades e L Dameidn f I:'r.] =" . minTr ool inmarvado -

! 4
E.

Pa1 Sean las lincwons e :T'_l wowlel r =02 Bocwentia loes dos panios
en los gue soeortan sus grdficas, v caleula ol fca de o regitn del plane eocerrada cotee
mupbag sridiens,

. Meackenn o roaulinelo Lrodion r':mplr-;'ﬂn i _'|u.‘?.l.i.|'||'t.’:| S R,

1 2.5 puntos)

(2.5 punios)
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Ewvaluacidn del Bachillerato para el Acceso a la Universidad E‘j p r—]t a

(LSO 2018 2020 e Pt
ASIGNATURA: MATEMATICASIT

Criterios de correecion v calificaciin

Criterios generales

La duracion de la prueba es de 80 minutos, Se calificard de 0 a2 10 puntos, redondeando 2
cuartos de punto.

= Sa& debe respondsr exclusivamente & ruatro de los pobiemas planteados. S
alguien responde a mas de cuatro, selo se sumardn jas cuaun peores puntuaciones.

= 3e fendra en cuenta el planteamieonto seguido para b resolucion del problema y la
clardad an la exposicion. Si es psitinants, sa valorard la refarancia a 1os resullados leddoos
uzados.

*  Para la penalizacién de los errores en loa calculos, =e tendra en cuenia:
« 5] son conzecuencia de no haber seguido el procedimiento mas adecuads.
« i reflejan fallos de concepto.
* s producen simplifcaciones relevantas,
* G GoUrren con reteracion

Criterios especificos

F1) S valorarad con 1.5 punios 12 discusion completa, incluyendo la mencién del teorema,
0,5 puntos la solucion del caso compatible determinade vy 05 puntos la del caso
compatible indeterminado,

P4y En el aparado (b) se valorard scbre 075 punlos el enunciado del {de los)
resuftadols) ledricols) requerica(s). Se valorara sobre 1 punto |a justificacian de su usa.

P7y En &l aparlado (b) se valorara sobre (.5 puntos el enunciado del (de los) resullado(s)
tedrico(s) requerido(s). Se valorara sobre 1 punto la justificacion de su uso.

Fd) Se valorara con 0.5 puntos fa obtencion de los puntos de corte, con 0,5 puntos el dibujo de
la grafica (aunque no sea muy detallado) v con 1,5 puntos sl caleulo del ares. Sila
resolucidn s correcta, se pusda obtener |a maxima puntuacion aunque no incluya dibujo.
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Problema P1:
Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro a y resuélvelo en los
casos en que sea compatible.
(a+Dx+ (@®>+a)y =2
(—ra—Dx—a’*y=0
ay+ (@ -1)z=3-a
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso
Soluciones:

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.
a+1 a’+a 0 a+1 a’+a 0 2
C=|-a-1 -a? 0 A= |—-a—-1 —a? 0 0 |
0 a a’?—-1 0 a a’?—13—a
El determinante de la matriz de los coeficientes vale:

= (@-D|2FL @ Hal - @D+ D-a)—a-1( +a) = a@+ 1)@= 1)

—a-1 —a?

Por lo tanto, el rango de la matriz C es 3 si a es distinto de 0, 1 o —1, asi como el rango de la matriz
ampliada A, por lo que el sistema es compatible determinado segun el Teorema de Rouché Frobenius.
Podemos resolverlo por Gauss o por Cramer, o incluso directamente resolviendo el sistema de dos
ecuaciones en X e Y, y sustituyendo en z; y se obtiene:

. . . . - 2
Siaz0,az#1;az#-1, el sistema es compatible determinado. x = a—a; y=_5z2= —

1 0 O 1 0 0 2
Paraa=0:C(a=0)=(-1 0 0 };A(a=0=(-1 0 0 0
0 0 -1 0 0 -1 3
El rango de la matriz ampliada es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, luego el sistema es

incompatible.

Sia =0 el sistema es incompatible.

2 2 0 2 2 0 2
Paraa=1:C(a=1)=(-2 -1 0);A(a=1)=(-2 -1 0 O0};
0 1 0 0 1 0 2

El rango de la matriz de los coeficientes es 2, y el rango de la matriz ampliada también es 2, luego el
sistema es compatible, pero indeterminado al ser los rangos menores que el nimero de incégnitas.

2x +2y =2 y=2 y=2
{—2x—y=0—>(F1=F1—F2){—2x—y=0—>{ x=-1 -
y=2 z=t z=tVtER

Paraa=1->x= -1,y = 2;z = t,Vt € R. Sistema compatible indeterminado

0 0 O 0 0 0 2
Paraa=-1:C(a=-1) = (O -1 0>;A(a =-1)= (O -1 00 );
4

0 -1 0 0 -1 0
El rango de la matriz de los coeficientes es 1, y el rango de la matriz ampliada es 2, luego el sistema es
incompatible.

Sia=-1, el sistema es incompatible.
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Problema P2:
3x+y—-z—-7=0

x+y—-5=0 , €5

Calcula la ecuacion continua de la recta r sabiendo que corta a la recta s: {

paralela al plano de ecuacion 7: 2x -y + 32— 6 =0, y pasa por el punto P(-1, 3, 1)

Soluciones:

En primer lugar, vamos a buscar un plano que contenga a la recta r. Serd paralelo al plano n. Todos los
planos paralelos a & tienen de ecuacién: 2x —Yy + 3z = D. Imponemos que pase por el punto P. 2(-1) -3 +
3(1) =D =-2. Luego el plano es: 2x -y + 32+ 2 =0.

Buscamos ahora un punto que pertenezca al nuevo plano vy a la recta s. Para ello resolvemos el sistema

3x+y—z=7 -4 3x+G6-x)—z=7 -{2x—z=2 >
x+y=5 y=5—x y=5—x
{3x+3(2x—2)=3 9% =9

{Zx—y+3zz—2 ZX—(S_X')+SZ:_2 3x+3Z=3

z=2x—2 -{z=2x—-25x=1y=4;z=0,
y:5_x y=5_x

El punto A (1, 4, 0) debe ser un punto de la recta pedida, que también debe contener al punto P.
Su vector de direccion es PA = 1-(-1),4-30-1)=(2,1,-1)
Como sabemos que el punto P es la recta y nos piden su ecuacién continua, dicha ecuacién es:
x—(-1) y-3 z-1
T = =

2 1 -1
x+1 y-3 z-1
L B I
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Problema P3:

Calcula los siguientes limites
1
, . 3mx ——
a) lim(2 + smﬂ)xz—x
x-1 2

b) xljmo(Jx4—x2 +1—+/xt -

Soluciones:

1
. . 3nx\——
a) E=1lim(2 + sin—)x*-x
x—1 2
Queremos saber si es un limite tipo e, para ello calculamos el limite de la base y vemos si tiende a 1, y el
limite del exponente para saber si tiende a infinito.

C3n(1) ) - 3nx
sin—— = -1- }Cl_l}}(z + smT) =1
1
}cl—rg( x) x—r;r}(x(x - 1)) -

Es un limite tipo e. Aplicamos logaritmos neperianos:

3nx 1 Ln(E) =i 1 (2 + si 3mx
X=X = JE—
5 ) - Ln(E) x]_r)r%(x2 e n( sin ))

2

Aplicamos la regla de L'Hopital pues el numerador tiende a Ln(1) = 0, y el denominador tiende también
a0.

E =1im(2 + sin
x-1

3nx 3
22
ILn 2+sm3Lx 2+Sln32Lx)
Ln(E) = lim = lim =0
xo1 x-1 2x —1

Pues cos— 37—> 0.luegoLn(E) =0—-E=¢e=1

3mx
lim(2 + sin )xz—x =1
x—-1

b) Para calcular lim (Vx*—x2+ 1 —+x*—7) racionalizamos. Multiplicamos numerador y

X—+00

denominador por la conjugada del numerador:
4 _ 52 4 _ 4 __ 52 4 _
lim (\/x4 v e S b 7) = lim (Wxt—x2+1-Vx*-7)(Vxt—x2+1+Vx%-7)

lim x*—x2+1)-(x*-7) _

x—>+00 xX—+00 Vat—x2+1+Vx%4=7 X+ xt—x2+14+/x4—7
. —x%+8

lim

X—+00 x4—xZ+1+/x%-7

Los términos de mayor grado del numerador y del denominador son X2. Miramos sus coeficientes que
son—1en el numeradory 1+ 1 =2, en el denominador. Luego el limite vale —1/2.

-1
lim (Vat—x2 +1—/x*—7) = —

xX—>+00 2
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Problema P4:
X
Sea la funcién f(x) = (1 + sin?)
a. Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [1, 2]
b. Demuestra que existe a € (1, 2) tal que f’(a) = 0. Enuncia los resultados tedricos empleados y
justifica su uso.
Soluciones:

a) Es una funcién exponencial. La base, formada por una funcidn trigonométrica es siempre

continua, y el exponente, X, también. Veamos el signo en los extremos del intervalo:
1

. T
f(1)=(1+sm§) =1+1=2>0
2

T2
f(2)= <1+sin7> =(1+sinm)?=(1+02%2=1>0
La base seanulaen 1 + sin% =0- sin% = —1 - x = —1 que no pertenece al intervalo [1, 2].

La funcién es continua en [1, 2].

b) El Teorema de Bolzano dice que: si una funcién es continua en un intervalo cerrado y toma
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del
intervalo en el que la funcién se anula.

Nos piden que se lo apliqguemos a la funcién derivada. Asi que calculamos la derivada. Utilizamos
derivacién logaritmica:

flx) = (1 + Sinﬂ)x - Ln(f(x)) = Ln ((1 + sin E)x> =x-Ln (1 + sinE)

2 2 2
Derivamos:
@) cos 75
! X N 19:4 A
L =L =1 m(1+sin—) +x- —2 2
( n(f(x))) ®) n( sin 2) X 1+sinn7x_)
cosTX. T
X )
f'(x) =f(x)(1-Ln(1 +sin—) +x'—2712x)
2 1+sin7

Analizamos la continuidad de esta funcion derivada.
Ya hemos visto que f(x) es continua en el intervalo cerrado [1, 2].

.z . TTX .2 . . . TTX .
La funcién Ln (1 +sm7) también es continua, pues ya hemos visto que 1 +sm7 es siempre

positiva en el intervalo y se anula para X =-1, que no pertenece al intervalo. Por el mismo motivo la

COS——

funcion x - " 22 es continua pues estd formada por funciones trigonométricas continuas, y podria no
Sin—
2

serlo en los valores que anulan al denominador, que ya hemos visto que es X =—1, que no pertenece al
intervalo. y = f'(x) es por tanto una funcion continua en el intervalo cerrado [1, 2]. Veamos que signo
tiene en los extremos del intervalo:
ml «
] l cos > . 5
(1) = F | Ln (1 + sm—) +1—2 2| = 2(Ln(2) +0) > 0
2 . ml
1+ sin—-
) cos m2
T 5y —T
12 =f2| Ln (1 + sin—) +2-—2 2 ) =1n(D) +2(—) = -w <0
2 . T2 2
1+ sin—-

Luego por el Teorema de Bolzano sabemos que existe un a € (1, 2) tal que f(a) = 0.
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Problema P5:

Sean A y B dos matrices de tamafio 3 x 3 tales que |A| = |B| = 1/2. Calcula |C| teniendo en cuenta que la
matriz C es la siguiente: C = (2- At - B)?

Soluciones:

Como las matrices son cuadradas y |A| = |B| = 1/2, sabemos que |AY es igual al determinante de A, y que
el determinante de la matriz inversa es 2. Pero | 2- A'| al multiplicar una matriz por un nimero se
multiplican todas sus filas:

ka,, ka,, Kka,
kA=|ka, ka, Kka,
ka, ka;, ka;
Porloque |2 -At|=23=8.
Por tanto:

IC|=1(2-A"-B1)?=(8 -(1/2) -2)* = 64.

IC|=64
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Problema P6:
Los puntos A (-1, 2, 1)y B (2, 5, 1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros dos vértices sabiendo

. . s X y-4  z+1
que estdn en la recta de ecuacion: r: 3 = - = 2

Soluciones:

x=—t
Escribimos la ecuacion continua de la recta en forma paramétrica: r: { y =4+t de punto (0,4, -1)y
. z=-1—-4t
vector de direccion v = (—1,1, —4).

La recta que contiene a los puntos dados tiene como vector director: AB = 2-(-1,5-2,1-1) =
(3,3,0) » w = (1,1,0). Va a ser el vector director de la recta s. Observamos que ambas rectas no son
paralelas. Nos interesa saber si se cortan (y son coplanarias) o se cruzan. Para ello determinamos un
vector que tenga su origen en larecta r, (0, 4, -1) y su extremo en un punto de la recta s: A (-1, 2, 1):
u=(0-(-1),4—-2,0—1) =(1,2,—1) y analizamos la posicion relativa de esos tres vectores. Si el
rango de la matriz de las coordenadas de los tres vectores es distinto de cero, entonces se cruzan, si es
cero, son coplanarios.

-1 1 —4
1 1 0|=1-840—-(—44+0-1)=8-8=0
1 2 -1

Las rectas ry s son coplanarias.

Buscamos un punto C (—t,4 +t,—1 — 4t) de la recta r, de tal forma que
el vector AC sea perpendicular al vector CB. r s

AC=(—t—(-1),4+t—2,—-1—4t—1)=(—t+1,2+t,—2 — 4t)
CB=(2-(=t),5—(4+1t),1—(=1—4t)) = 2+t,1—t2+4t)
Imponemos que sean perpendiculares, es decir, que su producto escala sea cero:

AC-CBE=(-t+1)-QC+0)+Q+t)-(1—t)+ (=2 —4t)- (2 + 4t)
=(-2t—t?4+2+t)+(2-2t+t—t?)+ (—4 — 8t — 8t — 16t?)
=—18t2—-18t+0=0 -

18t (t + 1) = 0. El parametro puede valer 0 o —1.

Sit=0, entonces C = (0,4,—1),ysit=-1,C = (1, 3, 3).

El cuadrado pedido tiene de vértices: A(-1,2,1);B(2,5,1);C = (0,4,—-1)yD = (1, 3, 3).

El cuadrado pedido tiene de vértices: A (-1, 2, 1); B(2,5,1); C = (0,4,—1)yD = (1, 3, 3).

Hemos impuesto que los lados son perpendiculares, pero debemos comprobar que efectivamente es un
cuadrado y no un rectangulo, que todos los lados son iguales:

—_— — 2
AC=(0-(-1),4-2-1-1)=(1,2,-2); |AC| =1+4+4=09;
AD=(1-(-1),3-23-1)=(2,1,2); [AD| =4+1+4=09;

CB=(21,2); [CB|" =9 DB = 2-1,5-3,1-3) = (1,2,-2); [DB|’ =o.

También podriamos haber comprobado que las diagonales r y s son perpendiculares
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Problema P7:
Sea la funcion f(x) = (x + 3)S") [n(x% — x + 2)

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intervalo [-1, 0]
b) Demuestra que existe a. € (-1, 0) tal que f'(a) = —Ln2. Enuncia los resultados tedricos
empleados y justifica su uso.
Soluciones:

a) Es el producto de una funcion exponencial y de una funcién logaritmica. La funcion exponencial
es composicién de una funcion polindmica y una funcidn seno, ambas continuas en toda la recta
real; La funcién logaritmo no seria continua para valores negativos o cero. x> — x + 2 no se
anula, es siempre positiva, luego la funcién Ln(x? — x + 2) es también continua en toda la
recta real, y por tanto en el intervalo [-1, 0].

La funcién es continua en [-1, 0].
b) El Teorema del Valor Medio de Lagrange dice: Si una funcién es continua en un intervalo cerrado

[a, b] y derivable en el abierto entonces existe a € (a, b) tal que f'(a) = —f(b;:z(“).
Veamos si la funcidn es continua en [-1, 0] y derivable en (-1, 0) para poder aplicar el Teorema de
Lagrange:
f(x) = (x 435" n(x? —x +2) -
f'(x) = ((x + 3)Sin(ﬂx))’ In(x2—x+2)+ (x + 3)sin(1rx) ) 2x -1
In(x?2 —x +2)

Utilizamos derivacidn logaritmica:
g(x) = (x + 3)sn™) 5 In(g(x)) = sin (mx) - Ln(x + 3) -

m cos(mx) - Ln(x + 3) + sin (7x) - WlJrg)
%

g(x) - sin (7x) - Ln(x + 3)
m cos(mx) - Ln(x + 3) + sin (mx) - m

gx)=gx)- sin (x) - Ln(x + 3)

: 1
100 = (x4 30 m cos(mx) - Ln(x + 3) + sin (mx) Tnx3)

2x—1

. Ln(x?—x+2)
La funcién es derivable en (-1, 0)

f(x) = (x+ 3™ n(x? —x +2) >
f(=1) = (=1 +3)snCP (1 + 1+ 2) = (2)°Ln(4) = Ln(4)
£(0) = (3)s"™n(2) = Ln(2)

Ln(x? — x + 2) + (x + 3)sn0)
sin (mtx) - Ln(x + 3) n(—x+2) +(x+3)

= (x + 3)5"™) 7 tan(mx) +

m-Ln(xz—x+2)

. ’ _ In(2)-Ln(4) _ Ln(2)-Ln(4) _ 2 _ 1\ _
Entonces existe a € (-1, 0) tal que f'(a) = e - = Ln4 =In (2) = —Ln(2)
Luego por el Teorema del Valor Medio sabemos que existe un a € (-1, 0) tal que f'(a@) = —Ln(2).
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Problema P8:
Encuentra los dos puntos en que se cortan las grdficas de estas funciones:

f(x) = sin (mx) y g(x) = |x* — x|
Calcula el drea de la region del plano encerrada entre ambas grdficas.

Soluciones:
La funcién y = x? — x es una parabola que corta al eje de abscisas en (0, 0) y (1, 0), con vértice (1/2, 1).
Por tanto, es positiva en (—o0,0) y en (1, +0); y negativa en (0, 1)

Representamos ambas funciones, que se cortan en los puntos (0, 0) y (1, 0):
_ _ _ 4 _ _

AEAEARVAVIAEA A
JUNA NS NN NSNS N

El drea de la region viene dada por la integral:
1 1 1
f (fF(x)—gx)dx | = f (sin (mx) — |x? —x])dx | = f (sin (nx) — (—x% +x))dx
0 0

B lcos (nx) x3

3
|1|2

fl(sin (x) + x? — x)dx
0

cos(m) 1 1 cos(0)
(= +§‘z)‘< - +°>

El drea de la region encerrada es de 0.803 u?.
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CURSO: 2018-2020

ASIGNATURA: MATEMATICAS K m.;;;:h:g::; Hoara

Evaluacion dal Bachilleralo para el Accaso a 1a Universidad I I p | l a

Realiza coatro pregunias de las ocho que se presentan

F"l} Latudia el siguisnile sistoma de penaciones linealos depondionts del parfimetro real
a ¥ resuélvelo en los casos en que o5 compatible:
[t 2 | Yy+2z=a+2
f Do 4dp+la+llr —a—1
(W =T+ 2y+ 2 alz=u| W2
Meaciona sk resnltado tedrico complemdo v jusnifice su vso,

(25 puntos)

P2) Bl plane = pasa por los pumeos T3 020,58), &0, 2,20 v P8 =14 . Tna
calera con coadrooen O(0L 1, =3 toecn al plaso o en dnden ponto, Calewls o radio de la
eafera y ol ponto de frterseccian,

F25 prunios)

P3) Claleuls ins integrales indefinidas:

m o T
j pa— {123 punios)
.
} T din (2r 1 1) dr {1.25 punto?]
J—IIHIJI o
P4) Sea la funcin (o) =¢ 2, 4
.

1 - rz1

al Demuaestra cue la funcidn o= decivalile en bodo B .

(1 punta]
b} Depmesbra e existe un valor o < {0, 2) tal gque /(o) = 1 . Bnoncia el {los)
pesnilalofs) tedrieols) utilizado(s) v justifica su nso.

(1.5 puntos)
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@
'F;'_r:] Sahiendo qgue 1 inversa de una matriz A s { —.'l ]1) ¥ lainversa de la makris
S AT . '
A Boes | ﬂ] , determina la matriz B
(2.0 puntos]

P Caleuls la ecuacitn contings de larecta ¢ sabicndo que eorla perpendicalocmenie
a las siguientes rectas:

T4z -1=A .
r'_I W R

| x+32-5 G " 2

(2.5 puntos)

PT} Chalenla o ewiecmes ahaolades din L lieeidn r I:'J"] =" cginEr o el inmervaln -

IE .5[ . Mogcknon ol roealiado sediico emplewdn o Juslilica su s,

| 2.5 puntas]

P&) Sean las lunewons {x) :T'_l ¥ owlxl o fr— 242 . Bucaenta los dos punlos
e los que soocoriae sus grificas, v ealenla ol deca de o regido del plane eocerrada cntre
s sriiiens,

(2.5 puntos)
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Fvaluacidn del Bachillerato paca ef Accesna la Universidad U p I la

CITRSO: 2001 0- 20000 Urrewratiend ik co bemarrn
ASIGNATURA: MATEMATICAS II ' ’ .

. Criterios de correeciom ¥ ealificacion

Criterlos generales

La duracicn de la prueba es de 20 minutos. Se calificara de 0 a 10 punios, redondeando a3
Cuarkos de punto.

= Se debe respondsr exclusivaments a custro de los problemas planteados. S
alguiznrasponda a mas de cuatr, solo 8a sumardn las cuatro peores puntuaciones.

*«  Se tendrd en cuenta ol planteamienin seguido para fa resolucion del problema v la
clatidad an ‘& exposicion. 51 es pertineniz, so valorara la referencia a los resultados
tedrcos usatos.

+  Para la penalizacian de los errores 2n los caloulos, se tendra en cuenta;
= g8 500 eonseouencia da ne haber seguido & procedimisnts mas adecuado.
= g5 reflejan falloz de concepto.
= & producen simplificaciones relevantes.
* S QCUITen onn relieracion,

Criterios espocificos

F1} Be wvalorara con 1.5 puntos & discusidon completa, incluyendo la mencion  del
fearema, 0.5 puntoz la sofcibn de! caso compatiple determinade v 0.5 puntos | del
case compatible indeterminado.

P4} En el apartado (3) se valorard sobre 0.5 puntos el estudio de la continuidad y con 0.5
puntos & de la dadvabiidad. En el apartado (b)) se walorara socbre 075 puntos el
enunciade del (de os) resuliado{s) tedacois) requeridaols). Se valorara sobre 0.75 puntos |a
justificacion de su uso.

27y 3e valorard sobre 1 pLnio el encrciado del resuitado ledrico requerido. Se valorara
zobre 1.5 puntos la justficacidn da su uso.

PE) Se valorara con 0.5 puntos la obtencién de los puntos de corte, con 0,5 punios &l dibujo de
la grafica (aungus no sea muy dellade) y con 1.5 puntos el céloule del drea. Sila
resolucidn es correcta, se puade obtener la méxima puntuacian aungue no incluya dibujo,
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Problema P1:

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del pardmetro real o y resuélvelo en
los casos en que es compatible

(@>—-2)x+2y+z=a+2
(@>-2)x+4y+(a+1)z=a+6
(@2 -2)x+2y+(Q2—-a)z=a+2
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Soluciones:

Para discutir el sistema calculamos los rangos de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada.

(a?-2) 2 1 (a?-2) 2 1 a+?2
C=1@-2) 4 a+1);A=|((@*-2) 4 a+1 a+6 |
(@2-2) 2 2-a (@2—=2) 2 2—a a++2
El determinante de la matriz de los coeficientes vale:
1 2 1
ICl=(@®*-2)|1 4 a+1|=2@?*-2)1-a)
1 2 2—-a

Luego el rango de la matriz de los coeficientes es 3 si a es distinto de 1, de +v2 y de —V2. El rango de
la matriz ampliada en esos casos no puede ser mayor de 3, luego el sistema es compatible determinado.
Podemos entonces resolver el sistema por Gauss o por Cramer, y se obtiene:

(a2-2) 2 1 a+?2 (a2-2) 2 1 a+2
- -

(@>-2) 4 a+1 a+6 0 2 a 4
(@2=2) 2 2—a a+V2 0 0 1—a V2-2
1
(a* —2)x+2y+u—a+2 X=5
V2-2 _ 4-2a-aV2
2y+a_a:4' - y_ 2(1-a) 1
V2-2 V2-2
zZ = =
1—a 1-a

_ 4-—2a—a\/5_z _ W2-2

Sla¢1,a¢+\/7,a¢—\/§—>x=a+ﬁ; =S 2=

El sistema es compatible y determinado.

-1 2 1 3
Si a = 1, entonces la matriz ampliada es: A(1) = <—1 4 2 7 ); La segunda y la tercera
-1 2 11 +3«/§

-1 1
columna son dependientes. Calculamos el determinante: |—1 2 7 =2-2#0; por lo que
-1 1 1++2

su rango es 3, y el rango de la matriz de los coeficientes es 2, por lo que el sistema es incompatible.

Sia=1, el sistema es incompatible
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

0 2 1 V2+2
Si a =42, calculamos el rango de la matriz ampliada: AW2)= [0 4 V2+1 V2 +6 |
0 2 2-2 22

2 1 V242
Calculamos el determinante: |[4 +/2+1 /2 + 6| =0, por lo que el rango es 2, igual al rango de la

2 2-2 22

matriz de los coeficientes y menor que el nimero de incégnitas, por lo que el sistema es compatible
indeterminado.

El sistema queda:
2y +z=v2+2
4y+(V2+1)z=V2+6
2y+(2—\/§)z=2\/§
Despejamos z de la primera ecuacidn y sustituimos o en la segunda o en la tercera y obtenemos:
2y +z=V2+2 z=V2+2-2y
4y+(V2+1)z=v2+6-{4y+(V2+1)(V2+2-2y)=V2+6
2y+(2-+V2)z=2v2 2y+(2-V2)(V2+2-2y) =2V2
z=vV2+2-2y
- dy+(V2+1)(V2+2-2y)=V2+6
2y+ (2V2+4 -4y —2 - 2vV2 + 2V2y) = 2V2
z=V2+2-2y=V2+2-2=+2 x =t
>34y +(V2+1)(V2+2-2y)=V2+6->{y=1
—2y+2+2V2y=2V2 >y =1 z=2

Sia=+V2,»>x =t y=1,z= V2. El sistema es compatible e indeterminado.

02 1 _ 342
Si a = —V/2, calculamos el rango de la matriz ampliada: A(—vV2)= [0 4 1-+2 246 |
0 2 2++2 0
2 1 —V2+2
Calculamos el determinante: [4 —2+1 —V2Z+6|=-8—4v2=#0, por lo que el rango es 3,
2 2++2 0

distinto del rango de la matriz de los coeficientes, luego el sistema es incompatible.

Si a = —V2, el sistema es incompatible.
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Problema P2:

El plano m pasa por los puntos P1 (2, 0, 5), P2 (1, -2, 2) y P3 (3, -1, 2). Una esfera de centro C (0, 1, -3)
toca al plano en un unico punto. Calcula el radio de la esfera y el punto de interseccion.

Soluciones:

Tres puntos determinan un plano, luego podemos encontrar la ecuacién de dicho plano: ax + by +cz
=d, por ejemplo, resolviendo el sistema obtenido de imponer que pase por los tres puntos. O buscando
dos vectores de orientacién del plano y un punto.

Como la esfera toca al plano en un Unico punto, significa que el plano es tangente a la esfera, por lo que
el vector normal al plano que pasa por el centro de la esfera nos proporcionara el radio.

Vectores de orientacién del plano:
P2P1=(2-1,0—-(-2),5-2)=(1,2,3)
P3P1=(2-3,0—(-1),5-2)=(-1,1,3)

Ecuacién del plano:

x—2 y z-—5
1 2 3 |=3(x—2)—6y+3(z—5)=3x—6y+3z—21=0
-1 1 3

Simplificando, la ecuacién del plano es : x — 2y + z = 7, de vector normal (1, -2, 1). Al ser este plano
tangente a la esfera el radio es la distancia del centro al plano:

acl+bc2+cc3+d 0-2(1)+1(—-3)—7 —-12 12v/6
d(C,n):| |: (1) +1(=3) :| _ \/_:2\/8
Va2 + b? + ¢2 J12+ (=2)2 + 12 V6 6
Otra forma:

Buscamos ahora la recta perpendicular al plano que pasa por el centro de la esfera, tomando como
punto en centro de la esfera C (0, 1, —3) y como vector director el perpendicular al plano:

x=t
y=1-2t
z=-3+t

Buscamos el punto de interseccién de esta recta con el plano:

x—=2y+z=7-t-2(1-2)+(-3+t)=7-6t=7+5=12->t=2 - P4(2,-3,-1)
El radio de la esfera es la distancia del centro de la esfera a este punto:
d(P4,C) =/(0-2)24+ (1= (=3)2+(-3—-(-1))2=V4+ 16+ 4 =24 =26
El radio de la esfera mide 2v/6 unidades
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Problema P3:

Calcula las integrales indefinidas: a) f ad

7_6 dx; b) [ e?* sin(2x — 1) dx

x2+x
Soluciones:

a) Laprimera integral es una integral racional por lo que la descomponemos en fracciones simples
f x—=7 x—17 A B

d Z+x-6=(x+3)(x—-2 = +
x2+x—6 xoxewx (x ) )_>x2+x—6 x+3 x-—-2

A(x—2)+B(x+3)
= CEBICE) - Ax—2)+Bx+3)=x-7

A+B=1 A=2 x—=7 2 -1
—){ —>{ e = +
—2A+3B=-7 WB=-1 x?+x—-6 x+3 x-—2

f =7 4 —f( 2, 1 )d =2ln(x+3)—Ln(x—2)+C=1L (x+3)2+c
2tx—6"" )53 Tx=p) T mx -T2

f x—17 (x + 3)?

b) [e**sin(2x—1)dx
Esta integral se puede hacer por partes:

El método de integracidon por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:
(uv) =v-u" +u-v' =u-v' +v-u, luego integrando término a término:

[wv)dx =uv = [((u-v)dx + (v-u)dx) = [(u-dv +v-du).

La férmula de la integracion por partes queda, por tanto: fu cdv =uv — fv “du
Buscamos las funciones U y vV teniendo en cuenta que U lo debemos derivar y v, integral.

Llamamos u = e%, luego du =2 e dx; dv = sen(2x-+1)dx, luego v = (-1/2) cos(2x+1)
-1 -1
erx sin(2x —1)dx =e?* -TCOS(Zx +1) — fTCOS(Zx +1)-2-e?*dx
-1
= e?* -7cos(2x +1) + j cos(2x + 1) - e®*dx
Repetimos el proceso siendo ahora dv el coseno: dv = cos(2x+1)dx, luego v = (1/2) sen(2x+1)
f cos(2x + 1) - e**dx
1 1
= ezxzsen(Zx +1) - fzsen(Zx +1)-2-e?*dx
1
=e%¥ -Esen(Zx +1) — f sen(2x + 1) - e**dx

Llamamos | a la integral pedida y sustituimos:

2x

-1 1 e
| =e?* -TCos(Zx +1) + ezxzsen(Zx +1)—1-2I= T(sen(Zx +1)—cos(2x+ 1))+ C

2x
[e**sen(2x — 1) dx = eT (sen(2x+1) —cos(2x + 1))+ C
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Problema P4:

Sea la funcién f(x) =
— x=>1
a) Demuestra que la funcion es derivable en todo R.
b) Demuestra que existe o € (0, 2) tal que f’(a) = 1. Enuncia el (los) resultado(s) tedrico(s)
utilizado(s) y justifica su uso.
Soluciones:
a) Debemos probar que la funcién es continua en todo R y que ademas existe la derivada. Es una

funcién definida a trozos. La primera rama es una funcion logaritmica que no seria continua si se
2

. . x“+2
aplica a valores negativos o cero. Pero

es siempre positiva. La segunda rama es una

parabola, una funcion polindmica que es siempre continua. Nos queda comprobar que ocurre en

el punto de unién de ambas ramas, es decir, en X = 1.
1 x2+2 1 1+2 1 3 1 1
~+In—parax=1,-+In—=>-+In-=>+1n(0) ==
3 3 3 3 3 3 3 3
x2 1 ., .
~ parax= 1, es también > luego la funcidn es continua en toda la recta real.

Estudiamos la derivabilidad:

(%
3
) = lnx2+2 x <1
2x
? x>1

. ., x%+2 . ., 2x
Ya hemos visto que la funcién lnT es continua en todo R y no se anula nunca. La funciéon S s
polinédmica y derivable. De nuevo el Unico punto dudoso es x = 1.

2 2
La funcién lnxT+2 en x = 1, vale lnxT+2 =In(0) = 1. Luego f'(1) = % =§ en las dos ramas. La

funcidon es derivable en toda la recta real.

2x
3
x <1
reon x2+2
() =1 In"
2x
? x=>1

La funcién f'(x) — 1 es también continua y derivable en toda la recta real, luego podemos usar el
Teorema de Bolzano en cualquier intervalo, en particular en [0, 2].
b) El Teorema de Bolzano dice que, si una funcién es continua en un intervalo cerrado y toma
valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces existe un valor en el interior del
intervalo en el que la funcidn se anula.

f’(O)—1=0—1=—1<0;f’(Z)—1=§>O

La funciéon f'(x) — 1 es continua en [0, 2], y toma valores de distinto signo en los extremos del
intervalo.
Luego existe un punto en el interior del intervalo dénde se anula f'(x) — 1, luego f’(a)-1=0, f’(a) = 1.

Existe o € (0, 2) tal que f’(a) = 1.
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Problema P5:
-6

1 .
1 0), determina

Sabiendo que la inversa de la matriz A es (_21 _11) y la inversa de la matriz AB es (
la inversa de la matriz B.

Soluciones:

La inversa de la inversa de una matriz, es la matriz de origen. Por tanto

= (F Ye@nrr=(F Y

-1

=A-B

Calculamos la inversa:

El determinante vale —1.
-1

a8=(7 ) =0 o

S A= (2 )

va=@ Yeamin( D= )6 D=6 )
5= %)
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Problema P6:
Calcula la ecuacidon continua de la recta t sabiendo que corta perpendicularmente a las siguientes

x+2y+z—-1=0 x+2 y  z+3
tas: r: ==
recasr{ 4+ 37-7=0 ys: = . 5
Soluciones:
Escribimos la ecuacidon paramétrica de la recta r, tomando a z como pardmetro:
x=7-3t
- {(7—3z)+2y+z—1—0—>2y—22—6_) y= -3+t
x=7-—3z s =t

Conocemos, por tanto, ya un punto y el vector director de cada una de las rectas rys.
r:A(7,-3,0); v = (-3,1,1)
{s: B(-2,0,—-3); w = (2,1,0)
Los vectores directores NO son linealmente dependientes, pues no son proporcionales. Las rectas no
son paralelas, luego o se cortan o se cruzan. Determinamos el vector AB y comprobamos si es
coplanario o no con los vectores de direccion:

AB =(-2-17,0—(-3),-3-0)=(-9,3,-3) - (3,—-1,1)

3 -1 1
3 1 1|=-3-2-(2+3)=-6-4=-10#0
2 1 0

Las rectas se cruzan. Buscamos un vector (a, b, c) que sea ortogonal a (-3, 1, 1) y a (2, 1, 0). Su producto
escalar debe ser cero:-3a + b +c =0; 2a +b = 0.

{ —3a+b+c=0 {—3a—2a+c=0—>c=5a {aza
- -

b=-2a
2a+b=0->b=-2a 2a+b=0->b=-2a c=5a

Es el vector (1, -2, 5). Buscamos ahora las ecuaciones de dos planos, uno que contenga a la rectar, y

tenga como vector de orientacion (1, -2, 5) y otro que contenga a la recta s, y también tenga a este
vector como vector de orientacién:

x—7 y+3 z
nl: | -3 1 1l=7x—-7)+16(y+3)+5z=7x+16y+5z2—1=0
1 -2 5
x+2 y z+3
m2: | 2 1 0 [=5(x+2)—10y—-5(z+3)=5x—10y—-5z2—-5=0->n2:x—2y—z=1
1 -2 5
La recta buscada es: {7xx+_126;1_+255 1_ 1. Nos piden su ecuacién continua, luego debemos encontrar

un punto y un vector de direccidn:
{7x+16y+52=1_){7x+52=—16y+1_){7x+52=—16y+1_){12x=—6y+6
x—2y—z=1 x—z=2y+1 5x —5z=10y+5 XxX—z=2y+5
1
xz—(z)y+1/2
- y=y
5
z2=-1/2~ Ry

x=1/2 _  z+1/2
-1/2 =Y= -5/2

La ecuacidn continua es: t =
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Problema P7:
Calcula los extremos relativos de la funcién f(x) = e™ - sen(mx) en el intervalo [1/2, 2]. Menciona el
resultado tedrico empleado vy justifica su uso

Soluciones:

La funcion dada es el producto de dos funciones, una exponencial y otra trigonométrica, continuas y
derivables en toda la recta real.

Para calcular los maximos y los minimos relativos buscamos los puntos que anulan a la derivada
primera:

f'(x) = me™ -sen(mx) + e™ -m-cos(mx) =0

La funcidén exponencial no se anula nunca. Debemos resolver la ecuacién:

sen(mx
sen(mx) + cos(mx) =0 - L +1=0-Tang(nx) = —1
cos(mx)
3 3
tx = 135° 4+ 360°%k = — + 2km — 22 cuadrante x=—+4 2k
- 4 - 4
7 7
x = 315° + 360°k =T+2k1r—>49 cuadrante X :Z+2k

En el intervalo [1/2, 2] estan las soluciones 1/2=0.5<3/4=0.75<2y1/2=0.5<7/4=1.75< 2.

Para saber si se trata de maximos o minimos, podemos determinar los intervalos de crecimiento de la
funcidn, o utilizar la derivada segunda:

f'(x) = me™ -sen(mx) + e™ - - cos(nx) = we™ - (sen(mx) + cos(mx))
- f"(x) = m2e™ (sen(mx) + cos(nx)) + me™ - (w cos(mx) — msen(mx)) = mw?e™ (2 cos(mx))

3 - 3
f" G) = nzez( Tﬁ) = —V2m2es < 0.. Méximo relativo. f(3/4) = e™/* g ~ 746

7 7
f G) = m2es (2 g) = +/2m2es > 0. Minimo relativo. f(7/4) = —e™/* g ~ —172.64

Para saber si son maximos o minimos absolutos, tenemos que calcular el valor de la funcién en los
extremos del intervalo:
T

f(1/2) = e™?-sen (E) = o2
f(2) = e?™-sen(2m) =0

4.81

R

Por tanto: —172.64 < 0 < 4.81 < 7.46, luego (3/4, e™/* _\/2_5) es el maximo absoluto y (Z, —e™/*) es
el minimo absoluto.

El punto (3/4, e™3/4 -E) es el méaximo absoluto y (2, —e™/4) es el minimo absoluto
2 4
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Problema P8:
Sean las funciones f(x) = g + 1y g(x) =+vx — 2+ 2. Encuentra los dos puntos en los que se cortan
sus grdficas, y calcula el drea de la region del plano encerrada entre ambas grdficas.

Soluciones:
La primera funcién es una recta. La segunda, una funcién racional. Buscamos los puntos de interseccién:
x—2

2

f(x)=g(X)—>;+1=Vx—2+2—>\/x— =§—1=

Elevamos al cuadrado:

J— 2 —_—

Unasolucidbnesx —2=0->x=2,- (2,2)ylaotra:4d=x—-2->x=6 - (6,4)

En el intervalo [2, 6] la funcidn raiz esta por encima de la recta.

Luego area de la region pedida viene dada por la integral:

6 6 X
J (gx) — f(x))dx = f Wx—-2+2- (E + 1))dx
2 2

B 6 X 3 (x — 2)3/2
—L(\/xTZ+1—E)dx—lT+x——

3
3/2 2 2 2

(G o) (T re )= (5res)en=(G )
2

_16 4—4~13333
3 3

El drea de la regién encerrada es de 4/3 = 1.3333 u?.
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Azterketa honek BOST atal ditu, bakoitza 2,5 puntukoa. Horietako LAUri
erantzun behar diezu. Atal bakoitzeko galdera bati erantzun soilik.

Jarraibideetan adierazitakoei baino galdera gehiagori erantzunez gero, eran-
tzunak ordenari jarraituta zuzenduko dira, harik eta beharrezko kopurura
iritsi arte.

Ez ahaztu azterketako orrialde guztietan kodea jartzea.

Kalkulagailuak erabil daitezke baina ezaugarri hauek dituztenak ez:

» pantailla grafikoa, datuak igortzeko aukera, programatzeko aukera,

ekuazioak ebazteko aukera, matrize-eragiketak egiteko aukera,

determinatzaileen kalkulua egiteko aukera,

deribatuak eta integralak egiteko aukera,

datu alfanumerikoak gordetzeko aukera.

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responder
a CUATRQO de ellas. En cada parte debes responder a una lJnica pregunta.

En caso de responder a mas preguntas de las estipuladas, las respuestas
se corregiran en orden hasta llegar al mimero necesario.

No olvides incluir el codigo en cada una de las hojas de examen.

No se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

s pantalla grafica, posibildad de transmitir dates, programable,
s resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices,

s cileulo de determinantes,

» calculo de derivadas e integrales,

s almacenamiento de datos alfanuméricos.
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MATEMATIKA I MATEMATICAS It

PRIMERA PARTE (2.5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio Al
Discutir el sistema S(a) en funcion de a, siendo
ar—y+2z= 2
Sa)=qz—-2y—z= 1
r+2ytaz= 3.

Resolver en funcidn de a, mediante ¢l método de Cramer, en los casos en que sea
posibile.

Ejercicio Bl

I @ 1
Sea M (i) la matriz dada por M{a) = [ 1 o
0 w1

a) Determinar para qué valores de « la matriz no tiene inversa.

b) Caleular, si es posible, la matriz inversa para o = (), v en caso de que no sea
posible razonar por qué no es posible.

SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (—1,2,3) v es paralelo a
los vectores o = (—1, -2, —3) y w = (1,3,5).

b) Mallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y
Az — y + 5z = 8 sean perpendiculares.
Ejercicio B2
dr — 3y + 4z = 1
dr—2y+z= -3

Hallar A para que r ¥y 7 sean paralelos. Ademas, obtener el plano perpendicular
a1y que pase por el origen.

Seaw el plano 2e—y+Az — (. Sear la recla dada porr = {
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MATEMATIKA I MATEMATICAS Il

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3

Dada la funcion f(x) = ax® + bx® + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ para que su
grifica pase por (0,2) v tenga un extremo en (1, —1). jTiene f mis extremos ?

Ejercicio B3

Sea f(x) = x* + 9, v P el punto exterior a su grifica de coordenadas P = (0,0).
Caleular razonadamente la (o las) tangentes a la grifica de [ que pasan por el
punto P.

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde 5610 a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A4

Dibujar la regién encerrada por f(z) = x* — 2z + 1 v g(z) = —x* + 5, v calcular
el drea de dicha region.

Ejercicio B4
Caleular las integrales indelinidas T v J explicando los métodos usados para su

resolueion.

i
I = cosl2x)dr J=] —
fl‘ (2x)dz, f1;2+2.1:—3

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A5

Fn una empresa el 70 por ciento de sus trabajadoras estin satisfechas con su
contrato, y entre las satisfechas con su contrato el 80 por ciento gana més de 1000
euros. Entre las no satisfechas solo el 20 por ciento gana méas de 1000 euros. Si se
elige una Lrabajadora al aear:

a)j, Cual es la probabilidad de que gane mas de 1000 euros?

b) 5i gana mas de 1000 euros, j cudl es la probabilidad que esté satisfecha con
su conbrako?

¢) ;. Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1000 euros y esté satisfecha
con su contrato? ]
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Ejercicio B5

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no
un automéwvil, con independencia de lo gque ocorra en los obros. Sila probabilidad
de que un aparcamiento esté ocupado es de 0,4, se pide:

a) ldentificar v describir este modelo de probabilidad.
b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 antomdviles aparcados.

¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya enbre 10 y 20 antomoviles aparcados.
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA ORDINARIA DE 2020
PRIMERA PARTE

Ejercicio A1l

ax—y+2z=2

Discutir el sistema de ecuaciones lineales { x — 2y —z =1 en funcién del parédmetro a. Resolver, en
xX+2y+az=3

funcion de a, mediante el método de Cramer, en los casos en que sea posible.

Solucion:

Escribimos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada, y determinamos sus rangos. La matriz de
los coeficientes es cuadrada, por lo que calculamos su determinante, y es: —2a% + 3a + 9, que se anula
para a =3,y para a = —3/2. Por tanto el rango de la matriz de los coeficientes es 3 siempre que a sea
distinto de 3 y de —3/2. Y el rango de matriz ampliada no puede ser mayor que 3.

Resolvemos por Cramer:

2 -1 2
1 -2 -1
13 2 al _ —2a+ 22
T —2a?+3a+9 —-2a2+3a+9
a 2 2
1 1 -1
11 3 a _ a’+a+2
YT 22 +3a+9 —2a2+3a+9
a —1 2
1 -2 1
1 2 3 —2a+ 10

2T 002 +3a+9 —2a2+3a+9

El sistema es compatible determinadosia # 3 o a # —3/2.

—2a+22 _  a’+a+2 _ _ —2a+10
—2a?2+3a+9’ —2a%+3a+9’ —2a2+43a+9’

Las soluciones son: x =

Calculamos el rango de la matriz ampliada para esos dos valores.

Para a = —3/2 el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero,
vale 22, luego su rango es 3. El sistema es incompatible.

Para a = 3 el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, vale
—14, luego su rango es 3. El sistema es incompatible.

Por tanto:
El sistema es incompatiblesia=3 o a =-3/2.

Observamos que sia =3 o a=-3/2, se anulan los denominadores, luego NO hay solucién.

. -2a+22 a’+a+2 —2a+10
Paratodo a distintode30de-3/2, x =————,;y=———; 2 = ———
-2a?+3a+9 —2a?+3a+9 —2a%+3a+9
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Ejercicio B1:

1 a 1
SealamatrizM(@)={a 1 a
0 a 1

a) Determina para qué valores de a la matriz tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para a = 0, y en caso de que no sea posible razonar por
qué no lo es.

Solucion:

a) Para que una matriz tenga inversa sabemos que su determinante debe ser distinto de cero.
Calculamos el determinante de la matriz y se obtiene que vale 1 — a?, que vale cero si a vale 1 o vale
-1.

Por tanto, la matriz M es invertible si a es distinto de 1 y de —1.

M es invertible Va € R—{1, -1}

1 0 1
b) Cuando a =0, entonces M(0) = (0 1 O>, de determinante 1. Calculamos su inversa:
0 0 1
1 0 -1
M1(0) = (o 1 0 )
0 0 1

Comprobamos multiplicando ambas matrices que no nos hemos equivocado:

1 0 1 1 0 -1 1 0 —-1+1 1 0 O
0 1 0){0 1 0 J=({0 1 0 =[{0 1 0|, queeslamatrizidentidad

0 0 1 0 0 1 o0 1 0 0 1
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SEGUNDA PARTE
Ejercicio A2:

a) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (-1, 2, 3) y es paralelo a los vectores v = (-1, =2, —3)
yw=(1,3,5).
b) Hallar el valor de A para que el plano calculado en el apartado anterior y el plano AX—Y +52 = 8 sean
perpendiculares.

Solucion:

a) Calculamos el vector normal al plano pedido calculando el producto vectorial de los vectores

dados:
i j k
vxw=|-1 -2 =-3|=-i+2j—-k
1 3 5

El vector normal es, por tanto, (-1, 2, —1) luego el plano pedido en paralelo a: X + 2y —z = d.
Imponemos ahora que pase por el punto (-1, 2, 3):

—(-1)+2(2)-3=2=d.

Por tanto, el plano es:

-X+2y—-z=2.

b) Para que dos planos sean perpendiculares sus vectores ortogonales deben ser también
perpendiculares. El vector ortogonal al primer plano ya hemos visto que es (-1, 2, —-1), y el
vector ortogonal al segundo plano es (A, —1, 5). Para que sean perpendiculares imponemos que
su producto escalar sea cero.

(-1,2,-1)-(A,-1,5)=-A-2-5=-A-7=0, luego A=-7.
A=-7
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Ejercicio B2:
4x —3y+4z=-1

3x—2y+z=-3
1T sean paralelos. Ademas, obtener el plano perpendicular a r y que pase por el origen.

Seaelplanomr = 2x —y + Az = 0. Sea r la recta dada por{ . Hallar A paraque ry

Solucion:

Para que la recta y el plano sean paralelos, no deben tener ningin punto en comun, y por tanto el
2x—y+A4z=0

sistema formado por sus ecuaciones debe ser incompatible: {4x — 3y + 4z = —1, por lo que el rango
3x—2y+z=-3

de la matriz de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada debe ser distinto.

El determinante de la matriz de los coeficientes vale: -6 —8A =12 + 9A + 16 + 4 = A + 2, que vale cero
para A =-2. En la matriz ampliada el determinante formado por las columnas primera, segunda y cuarta
es distinto de cero. Luego el rango de la matriz de los coeficientes vale 2 para A = -2, y el rango de la
matriz ampliada vale 3, por lo que el sistema es incompatible y la recta es paralela al plano.

Para A =-2 la recta y el plano son paralelos.

Buscamos ahora un plano perpendicular a la recta que pase por el origen. Podemos hacerlo de varias
formas, por ejemplo, buscando la ecuaciéon paramétrica de la recta y con ello, su vector director. O
buscando un vector que sea ortogonal a los dos vectores perpendiculares a los planos que forman la
recta. Para ello calculamos el producto vectorial de los vectores (4, -3, 4) y (3, -2, 1):

i j k
4 -3 4|=5i+8j+k
3 -2 1

Obtenemos que el vector director de la recta es (5, 8, 1), que tomamos como vector ortogonal al plano
pedido: 5z + 8y + z = d. Imponemos ahora que pase por el origen, por lo que d = 0. El plano es:

52+8y+z=0
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TERCERA PARTE
Ejercicio A3:

Dada la funcién f(x) = ax3 + bx? + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ para que su grdfica pase por el
punto P(0, 2) y tenga un extremo relativo en Q(1, —1). ¢ Tiene mds extremos?

Solucion:

Imponemos en primer lugar que pase por el punto P(0, 2), con lo que f(0)=c =2

Imponemos también que pase por Q (1,-1):f(1) =a(1)3+b(1)2+c=a+b+2=-1, luegoa+ b =-3.
Para que haya un extremo relativo en Q (1, —1) se debe anular la derivada en ese punto:

f'(x) = 3ax® + 2bx, f'(1) = 3a(1)> + 2b(1) =3a+ 2b =0, por lo que b =-3a/2,ya+b=a-3a/2 =-a/2 =-3.
Luegoa=6yb=-9.

La funcion pedida es:

f(x)=6x3-9x2+2

Para determinar si tiene mas extremos, como es una funcién polinémica definida en toda la recta real,
es derivable en toda la recta real, luego los extremos deben estar en punto dénde se anule la derivada.

Derivamos e igualamos a cero:
f'(X) = 18x?— 18x = 18X(X—1)=0,six=0ysi X = 1.

Hay otro extremo parax =0,y = 2. En (0, 2).

No lo piden, pero vamos a determinar si son maximos o minimos. Calculamos la derivada segunda:
f’(x) =36x—18;f’(1) = 36(1) — 18 = 18 > 0, que es un minimo. f’’(0) = 36(0) — 18 =— 18 < 0, que es un
maximo.

El punto Q(1, —1) es un minimo y el punto (0, 2) es un maximo.
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Ejercicio B3:

Sea f(x) =x2 + 9y O(0, 0) un punto exterior a la grdfica. Calcula razonadamente la (o las) tangentes
a la grdfica que pasen por O

Solucion:
Las rectas que pasan por el origen tienen de ecuacion y = mx.

Para que sean tangentes a la funciéon debe ser su pendiente en el punto de tangencia igual a la
derivada: f(x) = 2x.

Buscamos los puntos de interseccion entre la funcién y las rectas y = mx, imponiendo que sean puntos
de corte dobles: X2 + 9 = mx. X2 —mx + 9 = 0. Imponemos que se anule el discriminante:

b’?—4ac=m?-4-9=m?-36, luegom = 6.
Las rectas tangentes buscadas son y = +6X.

Las rectas tangentes son y = 6x 0 y = —6x.

Observamos que la funcion es una parabola de eje de simetria el eje de ordenadas, luego tiene sentido
esas rectas tangentes.

El problema no lo pide, pero vamos a calcular los puntos de tangencia:
+6X =X2+9, X =+6/2 = +3; y = +18.
Los puntos de tangencia son: (3, 18) y (-3, —18).
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CUARTA PARTE
Ejercicio A4:
Dibujar la regién encerrada por f(x) = x> — 2x + 1 y g(x) = —x? + 5, y calcular el drea de dicha region.

Solucion:

Las funciones dadas son dos parabolas, una con las ramas hacia arriba (convexa) y la otra con las ramas
hacia abajo (cdncava). La primera corta al eje de abscisas en el vértice (1, 0) y al eje de ordenadas en
(0, 1). La segunda corta al eje de ordenadas en (0, 5), es simétrica respecto a ese eje, y corta al eje de
abscisas en (i\/g, 0))

Buscamos los puntos de interseccion de ambas gréficas: f(X) = g(X), X2 —=2x+1=-X?+5,2x2 - 2x -4 =0,
X2 — X — 2 = 0, resolvemos la ecuacién de segundo grado y obtenemos —1 y 2, luego los puntos de
interseccion son (-1, 4) y (2, 1).

Dibujamos la gréfica:

'
r

El area de la regién viene dada por la integral:
2 2
J (9(x) — f(x))dx = f (—x2+5— (x2 = 2x + 1))dx
-1 -1

—2x3 _I_Zx2 4 2
3 2

—(_2'8+4+8) 2D ) 28 s
N 3 3 3 N

El drea de la region encerrada es de 9 u?.

2
= f (—2x% 4+ 2x + 4)dx = I
-1
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CUARTA PARTE

Ejercicio B4:

dx
x2+2x-3"’

Calcular las integrales indefinidas I = [ x - cos(2x)dxy] = [ explicando los métodos usados

para su resolucion.

Solucion:

La primera integral se resuelve por partes.

El método de integracidn por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:
(uv) =v-u +u-v' =u-v' +v-u,luego integrando término a término:

[wv)'dx =uv = [((u-v)dx+ (v-u)dx) = [(u-dv +v-du).

La férmula de la integracion por partes queda, por tanto:

fu-dv=uv—fv-du

Buscamos las funciones U y v teniendo en cuenta que U lo debemos derivar y v, integral.

Llamamos u = X, luego du = dx; dv = cos(2x)dx, luego v = (1/2) sen(2x)

I — fx . Cos(Zx') dx =x- % . Sen(zx) _ fsenz(Zx) dx =X'Se727-(2x) _ COSin) + C

x-sen(2x) cos(2x)
— C
2 4 +

I = Jx-cos(Zx)dxz

La segunda integral es una integral racional. Para calcularla hallamos las raices del denominador
resolviendo la ecuacién de segundo grado, que son: 1y -3. Descomponemos en fracciones simples:

1 1 A B A(x —1)+B(x +3)
x2+2x—3:(x+3)(x—1):x+3+x—1: (x+3)(x-1)
Igualamos los numeradores:
1=A(x-1)+B(x+3)
De donde
A+B=0,luegoA=-B
1=-A+3B=B+3BporloqueB=1/4,yA=-1/4

—f 4 —f(_1/4+ 1/4)01 Lot -tk rc=22 e
J= vz | Gaztrog) =7 x ~ 4L|x + 3|

_f dx _LIx—1|+ _ Llx—1]
/= x2+4+2x—3 4L|x + 3| " Llx + 3|4

+C
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QUINTA PARTE
Ejercicio A5:

En una empresa en 70 % de sus trabajadores estdn satisfechos con su contrato, y entre las satisfechas
con su contrato el 80 % gana mds de mil euros. Entre las no satisfechas sélo el 20 % gana mds de mil
euros. Si se elige una trabajadora al azar:

a. ¢Cudl es la probabilidad de que gane mds de mil euros?
b. Sigana mds de mil euros, écudl es la probabilidad de que esté satisfecha con su contrato?
c. ¢Cudles la probabilidad de que gane menos de mil euros y esté satisfecha con su contrato?

Solucion:

Representamos la situacién en un diagrama en drbol y en una tabla de contingencia:

. Mas do mil 0.7°08=056 Satisfecha | No satisfecha
Més de mil 0.56 0.06 0.62
o7 o2 Menos de mil 0.14 0.24 0.38
Mas de mil 0.3°0.2=0.06 0.7 0.3 1

nos

Menos de mil  0.3°0.8=0.24

a) La probabilidad de que gane mas de mil euros es 0.62.

b) Nos piden P(satisfecha/ganar mas de mil euros) = P(de la interseccion)/P(mas de mil) =
0.56/0.62 = 0.9032

Si gana mas de mil euros la probabilidad de que esté satisfecha con su contrato es de 0.9032.

c) Ahora nos piden de nuevo una probabilidad de la interseccion que ya tenemos calculada en la
tabla:

La probabilidad de que gane menos de mil euros y esté satisfecha con su contrato es de 0.14.
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Ejercicio B5:

En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse o no un automovil, con

independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad de que un aparcamiento esté ocupado es
del 0.4, se pide:

a. lIdentificar y describir este modelo de probabilidad.
b. Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automoviles aparcados.
c. Hallar la probabilidad de que cierto dia haya entre 10 y 20 automoviles aparcados.

Solucion:

a) En una plaza puede haber un automévil aparcado, o no, luego es una distribucién de
probabilidad binomial, siendo p = 0.4, g = 0.6, n = 30. Por lo que es la distribucion B(30, 0.4).

Distribucién binomial B(30, 0.4)

b) La probabilidad de tener X éxitos es:

—_oy— (M —x _ (30 8.0 £30-8 _ 30 8.0 22 048 . (0 £22
P(x=8)=])pq" " = ( A )0.48-0.6%0°8 = o7 047 0.67% = 5852925 - 0.4° - 0.6
= 5852925 - 0.00065536 - 0.6%2 = 0.0505

También se puede aproximar pasando de la binomial a la norma con la correccion de Yatres:

P_P(B_8)_P(75<X<85)—P<7'5_12<Z<8'5_12)
SO Ty e = = el 268 —“=",68

La probabilidad de que haya 8 automdviles aparcados es de 0.0505.

c) Se observa que los numeros se complican, asi que es preferible transformar la binomial en una
normal, de media np=30-0.4 =12, y varianza npg =30 - 0.4 - 0.6 = 7.2, con desviacidn tipica la
raiz, 2.68.
B(30, 0.4) = N(12, 2.68)

P =P(10 < B < 20)

Consideramos la correccidn de Yates:

P=P(10<B<20)=P((9.5<X<205)
Tipificamos la variable normal: Z: Xow_ X712
o 2.68

9.5-12 20.5—-12
568 <Z< W) =P(-093<Z7Z<317)=P(Z <3.17) - (1 —P(Z< 0.93))

=0.9992 — 1+ 0.8238 = 0.8230

P=P<

La probabilidad de que haya entre 10 y 20 automdviles es de 0.8230
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MATEMATIKA N MATEMATICAS If

Azterketa honek BOST atal ditu, bakoitza 2,5 puntukoa. Horietako LAUri
erantzun behar diezu. Atal bakoitzeko galdera bati erantzun soilik.

Jarraibideetan adierazitakoei baino galdera gehiagori erantzunez gero, eran-
tzunak ordenari jarraituta zuzenduko dira, harik eta beharrezko kopurura
iritsi arte.

Ez ahaztu azterketako orrialde bakoitzean kodea jartzea.

Kalkulagailuak erabil daitezke baina ezaugarri hauek dituztenak ez:

» pantailla grafikoa, datuak igortzeko aukera, programatzeko aukera,

ekuazioak ebazteko aukera, matrize-eragiketak egiteko aukera,

determinatzaileen kalkulua egiteko aukera,

deribatuak eta integralak egiteko aukera,

datu alfanumerikoak gordetzeko aukera.

Este examen tiene cinco partes, de 2,5 puntos cada una. Debes responde
a CUATRO de ellas. En cada parte debes responder a una lJnica pregunta.

En caso de responder a mGs preguntas de las estipuladas, las respuestas
se corregirGn en orden hasta llegar al nlJmero necesario.

No olvides incluir el codigo en cada una de las hojas de examen.

Mo se podran usar calculadoras que tengan alguna de las siguientes prestaciones:

» pantalla grafica, posibildad de transmitir datos, programable,
» resolucion de ecuaciones, operaciones con matrices,

s cileule de determinantes,

» calculo de derivadas e integrales,

s almacenamiento de datos alfanuméricos.
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e UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
ﬁ’ EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2020ko EZOHIKOA EXTRAORDINARIA 2020

Univarsidad Euskal Herriko
del Pals Vasco Unibertsitatea i
MATEMATIKA I MATEMATICAS NI

PRIMERA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio Al

Discutir, en funcion de A, el sistema que sigue y resolver cuando sea posible:

T+ytz= 24,
S=82r+4+3y+dz= 2,
Az + 4y + Az = 4A.

Ejercicio B1

1

Dada la malre M (l

?), cacular razonadamente M0
SEGUNDA PARTE (2,5 puntos). Responde silo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A2
Dada la recta
Jrt+y—2= 2
r= elplano 7=3z+ (a+1 Fl)+az=1,
{‘g:r+y+d:.— 1§74 L (@t Diy+1)

a) hallar a para que la recla y el plano sean paralelos,

b) determinar si el punto P = (1,1, 2) pertenece al plano hallado en a).

Ejercicio B2

Hallar ¢l punto ¢, simétrico de P = (1, 2, 3) respecto al plano de ecuacion: x
y+ z = 0, explicando los pasos seguidos para su cileulo.
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et UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
ﬁ’ EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
Universidad | Euskal Horriko 2020ko EZOHIKOA EXTRAORDINARIA 2020
Pals Vasca  Unibarisitatea .
MATEMATIKA I MATEMATICAS I

TERCERA PARTE (2,5 puntos). Hesponde silo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A3
sea [ la funcion definida como sigue:

f(x) = {af* + 3z, <32,

x br —4, = =2.

Calcular & v b razonadamente, sabiendo que f es derivable en toda la recta real.
Ejercicio B3
Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la luncion [{x) = 2%,
Encontrar sus extremos.

CUARTA PARTE (2,5 puntos). Responde solo a uno de los dos ejercicios.
Ejercicio A4

Representar la region finita del plano limitada por la curva y = 3 — 2% v por la
recta y = 2z, Caleular su area.

Ejercicio B4

Explicar en qué consiste el mwétodo de intepracion por partes y aplicarlo para
calcular la integral
firm.w{:j:::]fizr.

QUINTA PARTE (2,5 puntos). Responde silo a uno de los dos ejercicios,
Ejercicio A5

Una maquina produce reciplentes cuyas capacidades se distribuyen segin una
distribucién normal N(10;0,1). Un [abricante considera que un recipiente es de
fectuoso si su capacidad no esta entre 9,8 v 10, 1. Calcular:

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso.

b) Si se han fabricado 1500 recipientes, ;cudntos se esperan defectuosos?
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e UNIBERTSITATERA SARTZEKO  EVALUACION PARA EL ACCESO A
w EBALUAZIOA LA UNIVERSIDAD
2020ko EZOHIKOA EXTRAORDINARIA 2020

Universidad Euskal Herriko
del Pals Vasco Uniberisitalaa .
MATEMATIKA N MATEMATICAS Nl

Ejercicio BS

En un instituto el 40 por clento de sus alumnos tiene el cabello castano, el 35 por
ciento tiene los ojos azules v el 15 por cienlo Liene el cabello castano y los ojos
azules. Se cscoge una persona al azar:

a) Si tiene los cabellos castanos, jeial es la probabilidad de que tenga los ojos
avules?

b) Si tiene los ojos aznles, jenal es la probabilidad de que no tenga el cabello
castafio?
¢) ;Cial es la probabilidad de que no tenga el cabello castano ni los ojos azules?

d) ;Cial es la probabilidad de que tenga el cabello castano o los ojos azules?
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SOLUCIONES OPCION A CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA DE 2020
PRIMERA PARTE

Ejercicio A1l

x+y+z=24
Discutir en funcion de A el sistema que sigue y resolver cuando sea posible { 2x +3y + 4z =2 .
4x + 4y + Az = 44

Solucion:

Calculamos el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada. El determinante de la
matriz de los coeficientes, que es cuadrada, vale: A — 4, luego si A es distinto de 4, el rango vale 3, asi
como el rango de la matriz ampliada, luego en ese caso el sistema es compatible y determinado.

Para A = 4 estudiamos el rango de la matriz ampliada y encontramos que el determinante formado por
las columnas primera, segunda y cuarta es distinto de cero, por lo que su rango vale 3, y el sistema es
incompatible.

Si A # 4 el sistema es compatible y determinado. Si A = 4, el sistema es incompatible.

Podemos resolver el sistema por Gauss o por Cramer. Po el método de Gauss llegamos al sistema:
x+y+z=24
Ox+ y+2z=2-44A
Ox+0y+(A—4)z=—4A
En ambos casos se obtiene que:

. 6A4%2-38A4+4A —4A%+304-8 —4A
SiAz4,x = ;Y = 1z = —.,
A—4 A—4
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Ejercicio B1

Dada la matriz M = (1 0

1 1), calcular razonadamente M?2929,

Solucion:

Calculamos M? y las potencias sucesivas:

M2=M-M=G (1))(1 (1))=(é (1))

3 _aronroms— 2.0 (1 0y (1 0y_(1 O
M= =M-M-M=M M_(z 1) (1 1)_(3 1)
Se observa que todos los términos permanecen invariantes: 1, 0, 1, salvo el que se obtiene de sumar la

primera fila, por lo que podemos afirmar que:

M0 = (20120 (1))
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SEGUNDA PARTE
Ejercicio A2

3x+y—z=2

2x_l_y_|_42=1yelplano7t:3x+(a+1)(y+1)+az=1

Sea la recta {
a) Hallar a para que la recta y el plano sean paralelos
b) Determinar si el punto P (1, 1, 2) pertenece al plano del apartado anterior

Solucion:

a) Para que larectay el plano sean paralelos debe verificarse que el vector de direccion de la recta
y el vector ortogonal al plano sean perpendiculares.

El vector normal al plano es: (3, a+ 1, a).

Para determinar el vector director de la recta podemos escribir la ecuaciéon paramétrica de la misma
resolviendo el sistema y dejando la solucién en funcién de un parametro, u obtenerlo directamente
calculando el producto vectorial de los dos vectores ortogonales a los planos que la forman:

i j k
v=|3 1 —-1|=5i—14j+k
2 1 4

El vector director de la recta es: (5, —14, 1).

Imponemos que ambos vectores sean perpendiculares anulando su producto escalar:

(3,a+1,a)-(5-14,1)=15-14(a+1)+a=-13a+1=0, luegoa=1/13.
Sia=1/13, larectay el plano son paralelos.

b) Para ese valor del parametro el plano resulta:

1 1 14 1 1
7r.3x+(§+1)(y+1)+ﬁz—1 —>3x+Ey+Ez+E—0—>39x+14y+z+1—O

Para que el punto pertenezca al plano, debe verificar su ecuacion:
P(1,1,2);,39(1)+14(1)+1(2)+1=39+14+2+1#0.

El punto P no pertenece al plano.
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Ejercicio B2

Hallar el punto Q simétrico de P(1, 2, 3) respecto del plano m:x + y + z = 0 explicando los pasos
seguidos para su cdlculo.

Solucion:

En primer lugar, buscamos la recta que pase por Q y sea perpendicular al plano. Su vector director es el
vector normal del plano (1, 1, 1):

x=1+t
ryy=2+t
z=3+t

Buscamos el punto de interseccién de la recta r con el plano:
x+y+z=1+t+2+t+3+t=0=6+3t->t=-2->M(-1,0,1).
El punto Q simétrico de P verifica que los vectores PM = W, luego
PM = (M —P) =(-1,0,1) — (1,2,3) = (=2,-2,-2),

MQ = (x,y,2) —(-1,0,1) = (x + 1,y,z — 1)

L x+1=-2-x=-3
PM=MQ - (-2,-2,-2)=(x+1y,z—1) > y=-2
z—1=-2-z=-1

El punto simétrico pedido Q es igual a (—3, =2, —1)
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TERCERA PARTE

Ejercicio A3

2 .
Sea f la funcion definida por f(x) = {azx +3x Sl_x = 2, calcular a y b razonadamente sabiendo
xX“—bx—4 six>?2

que f es derivable en toda la recta real.
Solucion:
Para que una funcion sea derivable debe ser continua. La funcion f estd definida mediante dos

funciones polinédmicas luego es continua en toda la recta real, salvo en el punto de unién de las dos
ramas. Imponemos que sea continua en el punto de abscisa X = 2.

ax?+3x=a(2®)+3R2)=4a+6
x> —bx—4=02%—-b(2)—4=-2b
Para que la funcion sea continua en toda la recta real se debe verificar que 4a + 2b = —6.

De nuevo, como la funcién esta formada por dos funciones polindmicas es derivable en toda la recta
real salvo en el punto de uniéon de dichas ramas, donde imponemos que lo sea:

ey f2ax+3 six <2

f(x)_{Zx—b six>2’
2ax +3=2a(2)+3=2x—-b=2(2)—-b—>4a+3=4—-b—>4a+b=1
4a+ 2b = -6

Resolvemos el sistema: { , restando se obtiene b = —7, y sustituyendo a = 2.
4a+b=1
La funcion f es derivable en toda larectarealsia = 2y b = —7.
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Ejercicio B3

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = x?e?*. Encontrar esos
extremos.

Solucion:

La funcién dada es continua y derivable en toda la recta real por estar formada por el producto de una
funcién polindmica y una funcién exponencial. Por tanto, los extremos de la funcién deben estar en los
puntos en los que se anule la derivada.

f(x) = x%e® - f'(x) = 2xe?* + x%e?*2 = e**(2x + 2x?) = e?*2x(1 + x)
La funcidén exponencial no se anula nunca. La primera derivada se anula parax = 0; x = —1.

Estudiamos el signo de la derivada en los intervalos: (—o0,—1);(—1,0);(0,+00). La funcién
exponencial es siempre positiva. 2x <0 six <0; 1+ x <0 six < —1.Portantoen:

(=00, —1) = f'(x) > 0. La funcidn es creciente

(—1,0) = f'(x) < 0. La funcidn es decreciente.

(0,+9) = f'(x) > 0. La funcidn es creciente

En el punto de abscisa x = —1 la funcidn pasa de creciente a decreciente, luego es un maximo, que se
alcanzaen f(—1) = (—=1)2e?(=1 = ¢72, Tenemos un maximo relativo en (—1,e72) = (-1, eiz).

En el punto de abscisa x = 0 la funcién pasa de decreciente a creciente, luego es un minimo, que se
alcanza en £(0) = (0)?e%(® = 0.Tenemos un minimo en (0, 0).

La funcidn es creciente en (—o0, —1) U (0, +0). La funcidn es decreciente en (—1, 0).
Alcanza un maximo relativo en (—1,e72) = (—1,ei2) y un minimo relativo en (0, 0).

Para determinar si son maximos o minimos relativos también se podria haber utilizado el signo de la
deriva segunda:

f'(x) = e**(2x + 2x?) - f"(x) = e?*2(2x + 2x?) + e?*(2 + 4x) = e?*(4x + 4x% + 2 + 4x)
=e**(4x* 4+ 8x+2) -

(=1 = e?!V4(-1)2+8(—1) +2) = e?V(4 — 8 + 2) = e72(—2) < 0 - Maximo relativo
£"(0) = e2((4(0)? + 8(0) + 2) = e2(9(2) > 0 - Minimo relativo
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CUARTA PARTE
Ejercicio A4

Representar la regién finita del plano limitada por la curva f(x) = 3 — x?2, y por la recta g(x) = 2x.
Calcular su drea.

Solucion:

La curva f(x) = 3 — x? es una parabola de vértice (0, 3), con las ramas hacia abajo (céncava).

4

La recta y la pardbola se cortan en:
3—x2=2x->x?+2x—-3=0->x=1x= —-3-(1,2),(-3,-6)

La pardbola esta siempre por encima de la recta entre -3 <x < 1.

El drea pedida es:

Area = f_lg(f(x) —g(x))dx = f_13 (3 —x? = 2x)dx = f_lg(—x2 —2x + 3)dx) =

3 x2 ! 1 —(=3)3 -1 32
———+3xl = (——1+3)— =3) —(=3)24+3(-3)|=—+2-9+18="—
. 3 3 3 3

) 32
El 4rea vale? u? = 10.67 u?.
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Ejercicio B4

Explicar en qué consiste el método de integracion por partes y aplicarlo a calcular la integral:
I = f x - cos(3x) dx

Solucion:

El método de integracidn por partes se basa en la derivada del producto de dos funciones:

(uv) =v-u'" +u-v' =u-v' +v-u, luego integrando término a término:

[wv)dx =uv = [((u-v)dx+ (v -u)dx) = [(u-dv +v-du).

La férmula de la integracion por partes queda, por tanto:

ju-dv=uv—jv-du

Buscamos las funciones U y vV teniendo en cuenta que U lo debemos derivar y v, integral.

Llamamos u = X, luego du = dx; dv = cos(3x)dx, luego v = (1/3) sen(3x)

I — fx . Cos(Zx) dx =x-" % . Sen(?)x) _ fSen;3x) dx =X'Sez(3x) _ CO;F;X) + C

x - sen(3x) 3 cos(3x)

C
3 9 *

I = fx-cos(Zx)dx=
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QUINTA PARTE
Ejercicio A5

Una mdquina produce recipientes cuyas capacidades se distribuyen seqgun una distribucion normal
N(10, 0.1). Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso si su capacidad no estd entre 9.8 y
10.1. Calcular:

a) La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso.
b) Sise han fabricado 1 500 recipientes, ¢ cudntos de esperan defectuosos?

Solucion:

Sabemos que es una distribucién normal de media 10, y desviacion tipica 0.1.

Tipificamos la variable normal: Z: % = %
9.8—-10 10.1 - 10
P=P(O—15250—1)=P(—zszs1)=P(Z<1)—(1—P(Z<2))

=0.8413 -1+ 09772 = 0.8185.
La probabilidad de que NO esté entre 9.8 y 10.1 es el suceso contrario:

Probabilidad de defectuoso = 1 — 0.8185 = 0.1815, aproximadamente un 18 %.
La probabilidad de que la capacidad no esté entre 9.8 y 10.1 es de 0.1815

Si se han fabricado 1 500 recipientes se esperan que sean defectuosos:

np = 1500-0.1815 = 272
El nimero esperado de defectuosos es de 272.
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Ejercicio B5
En un instituto el 40 % de sus alumnos tienen el cabello castario, el 35 % tiene ojos azules, y el 15 % tiene

el cabello castario y los ojos azules. Se escoge una persona al azar:

a) Sitiene los cabellos castafios, écudl es la probabilidad de que tenga los ojos azules?
b) Sitiene los ojos azules, ¢ Cudl es la probabilidad de que no tenga el cabello castafio?
c) ¢Cudl es la probabilidad de que no tenga ni el cabello castafio ni los ojos azules?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que tenga el cabello castano o los ojos azules?

Solucion:

Llamamos C a tener el cabello castafio, y A a tener los ojos azules. Los datos que tenemos son:
P(C)=0.4; P(A)=0.35; P(Cy A) =0.15.

Llevamos estos datos a una tabla de contingencia, y completamos la tabla:

C noC C noC
A 0.15 0.35 A 0.15 0.2 0.35
noA noA 0.25 0.4 0.65
0.4 1 0.4 0.6 1

a) Nos piden P(A/C) =P(Ay C)/P(C)=0.15/0.4 = 0.375
Si tiene los cabellos castafios, la probabilidad de que tenga los ojos azules es 0.375.
b) Nos piden P(noC/A) = P(noC y A)/P(A) = 0.2/0.35 = 0.5714.
Si tiene los ojos azules, la probabilidad de que no tenga el cabello castafio es 0.5714.
c) Nos piden P(noC y noA) = 0.4 segun aparece en la tabla
La probabilidad de que no tenga ni el cabello castafio ni los ojos azules es de 0.4.

d) Nos piden la probabilidad de la unién, que sabemos que es igual a la suma de la probabilidad
menos la probabilidad de la interseccién:

P(Ao C)=P(A)+P(C)-P(AyC)=0.35+0.40-0.15=0.6.

La probabilidad de que tenga el cabello castafio o los ojos azules es de 0.6.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
& snmman LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL ORDINARIA DE
CURSO: 2019-2020 JuLIO
MATERIA: MATEMATICAS Il
BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacion del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y
aproximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan
realizar calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los
resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

Problema 1:

x+y+az=1
Dado el sistema de ecuaciones{ x + ay + z = 1, siendo a un parametro real,
ax+y+z=-2

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El estudio del sistema en funcién del pardmetro a. (5 puntos)

b) Las soluciones del sistema cuando a = —2. (3 puntos)

¢) Lasolucién del sistema cuando a = 0. (2 puntos)
Problema 2:

Se da la recta r:xT_1=yT+1=_il y los puntos P(1,0,0) vy Q(2,1,a) Obtener razonadamente,

escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar. (3 puntos)
b) La ecuacion del plano que contiene a Py Q y es paralelo a r, cuando @ = 1 (3 puntos)

c) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicularar, cuandoa =1
(4 puntos)

Problema 3:

x%+1
x2.(x-1)"

Se da la funcidn real f definida por f(x) =

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Eldominio vy las asintotas de la funcion f. (3 puntos)

b) Laintegral [ f (x)dx, asi como la primitiva de f (x) cuya gréfica pasa por el punto(2,0).
(3+1 puntos)

c) Elareade laregion limitada porlacurvay = f(x) ylasrectasy =0,x =2, x = 4.
(3 puntos)
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Problema 4:

1 2
Se dan las matrices A = < b 0) yB = (:1 2 ) , que dependen del parametro real b.

0
1 b -1
-1 2
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa. (3 puntos)

b) Los valores de b para que la matriz AT A tenga inversa, siendo A” la matriz traspuesta de
A. (3 puntos)

c) Lainversa de AT A, cuando dicha inversa exista. (4 puntos)
Problema 5:
Seadanelplanom:2x +y —z—5 = 0y los puntos A(1,2,—1) y B(2,1,0)
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendiculara = . (4
puntos)

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a © y pasa por A.
Encuentra dos planos cuya interseccién sea la recta r. (1+2 puntos)

c) Ladistancia entre el punto By larectar. (3 puntos)

Problema 6:

En un tridangulo isdsceles, los dos lados iguales miden 10 centimetros cada uno.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La expresion del drea A(x) del triangulo, en funcién de la longitud x del tercer lado.
(4 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funciénA(x),0 < x < 20
(4 puntos)

c) Lalongitud X del tercer lado para que el area del tridngulo sea maxima y el valor de esta
area. (2 puntos)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma VALENCIANA

Autor: Pedro Podadera

www.apuntesmareaverde.org.es

|

Textos Marea Verd




EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

RESPUESTAS
Problema 1:

a) El estudio del sistema en funcién del parametro a.

Vamos a discutir el sistema utilizando el Teorema de Rouché-Frébenius. Para ello tenemos que estudiar
los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

1 1 a
Matriz de los coeficientes: M = (1 a 1)
a 1 1

Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante:

1 1 a
1 a 1l=a+a+a-a®-1-1=-a®>+3a-2
a 1 1

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante:
—a’+3a-2=0
Para resolver la ecuacidén de tercer grado vamos a descomponer por Ruffini:

Con lo cual tenemos que: —a® +3a—2=(a—1)?-(—a—-2) =0

-1 0 3 -2
Las soluciones son:
1 -1 -1 2 a—1=0=>a=1
-1-1 210
— —a—2=0>a=-2
1 -1 -2
-1 2210

La primera conclusién que podemos sacaresquesia # 1ya # —2 el RgM = 3 y como la matriz am-
pliada es de dimension 3x4 y su mayor rango puede ser 3 tenemos que:

Sia#1y a# —2elRgM =3 = RgM" y el sistema serd SCD

Vamos a estudiar loscasosa =1ya = —2

=>» Caso a = 1, sustituyendo el valor tenemos que:

1 1 1
M = (1 1 1>Como las tres filas (o columnas) son iguales aplicando las propiedades de los determi-

1 1 1
nantes debemos de saber que no habra ningin menor de orden 2 diferente de cero y, por lo tanto, su

rango sera 1.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:

1 1 11
M*=<1 1 11)
-2

1 1 1
Facilmente podemos ver que hay un menor de orden 2 diferente de cero:
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H _12| = —2—1= -3 # 0 Lo que nos indica que el RgM" = 2

Por lo que la discusién queda: RgM =1 # RgM* = 2y el sistema es SI.

1 1 -2
=>» Casoa = —2, sustituyendo el valor tenemos que: M = ( 1 -2 1 >
-2 1 1

cero:H _12| = —2—1= -3 +# Oporloque RgM = 2

Tomando las dos primeras filas y columnas podemos ver que hay un menor de orden 2 diferente de
Estudiamos ahora el rango de la matriz ampliada:
1 1 -2
M=(1 -2 1

1
1)
-2 1 11-2

Deberiamos buscar un menor de orden 3 diferente de cero pero, si nos fijamos un poco, la primera y la
cuarta columna de la matriz son iguales por lo que todos los menores de orden 3 que calculemos van a
ser cero. Por lo tanto, tenemos que el rango de la ampliada es 2 y podemos concluir, para este caso,
queRgM = 2 = RgM" < n%incdgnitas por lo que el sistema es SCI.

Hacemos un resumen de la discusion:
e Sia =1tenemos que RgM = 1 # RgM" = 2y el sistema es Sl.
e Sia =—2sedaque RgM = 2 = RgM" < n%incégnitas por lo que el sistema es SCI.

eSia# 1ya+# —2elRgM =3 = RgM" = nincégnitas y el sistema serd SCD

b) Las soluciones del sistema cuando a = —2.

Por la discusidn realizada anteriormente tenemos que si a = —2 se da que el sistema es SCI. Damos
ese valor al pardmetro y resolvemos por Cramer. Para ello, consideramos el menor que nos dio el rango
2 (las dos primeras ecuaciones y las dos primeras incégnitas) quitamos la Ultima ecuacidn y hacemos la
incégnita igual a un parametro: z = A 1 € R con todo eso queda el sistema:

x+y—-2z=1
x—=2y+z=1 >

{x+y—22=1 {x+y—21=1 {x+y=1+2/1
—2x+y+z=-2

x—2y+z=1"(x—-2y+A=1 x—2y=1-21

Ahora el sistema tiene el mismo numero de ecuaciones que de incégnitas y el determinante de la matriz

de los coeficientes no es cero: H _12| =—2—-1=-3%#0
P 1| 2(1422)-1-(1-2) 3-31
Resolvemos por Cramer: X = 1"1_3 =2 = hi ~ =—"= 142
|1 P 1-(1-A)—-1-(14+22) 31
y =1 1-A1 _ —32_
-3 -3 -3

Por lo que las solucionesson: x =11+ A,y =—=7—=2A;z=Acon 1 €ER
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c) La solucion del sistema cuandoa = 0
Por la discusion del apartado a) tenemos que sia # 1y a # —2el sistema serda SCD

Sustituimos el valor y resolvemos por Cramer:

x+yt+az=1 x+y=1
{x+ay+z=19a=0%{x+z=1
ax+y+z=-2 y+tz=-2
1 1 0
LamatrizdeIoscoeficientesqueda:M=<1 0 1 ]ysudeterminante:
0 1 1

IM|[=04+04+0-0—-1-1=-2%0

Resolvemos por Cramer:

1 1 0
vy 0—-24+40-0-1-1 4
_l=2 1 1l _0=-2+40-0-1-1_ —4_
=TT 2 =72
1 1 0
1 1 1
o =2 1_1+0+0—0—1+2_2_ 1
Y| T —2 T 27
1 1 1
10 1
z =19 12 =2 =0+0+1__20+2_1=_iz= —1Por lo que la solucién es: (x,y,2z) = (2,—1,—1)
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Problema 2:

a) El valor de a para que la recta que pasa por Py Q sea paralelaar.

Para que se cumpla, el vector que pasa por ambos puntos debe ser paralelo (proporcional) al vector
director de'r.

Como la ecuacion esta en forma continua tenemos que: v, = (1,1, —1)

El vector que pasa por ambos puntos es el ﬁ =2-11-0,a-0)=(1,1,a)

. . 1 1 -1
Planteamos la proporcionalidad de ambos vectores: 15157

Para que sean proporcionales tenemos que: « = —1 que es el valor buscado.
b) La ecuacién del plano que contienea Py Q y es paraleloar, cuandoa = 1
Nos piden la ecuacidn de un plano por lo que necesitamos un punto y dos vectores:

e Como es paralelo a r tenemos que el vector director de r serd uno de los que necesitamos.

e Como contiene a los puntos P y Q también contendra el vector que los une: P—Q) = (1,1,1) (he-
mos hechoyaa = 1)

e Podemos tomar como punto cualquiera de ambos, yo voy a tomar el P(1,0,0)

Vamos a dar la ecuacion general:

x—1 y—-0 z—-0
1 1 -1 [=0->
1 1 1

e|1'fyu—1y{1'fyy+ﬁ 1-Z=2(x—D—2y=h%2y—2=0
Podemos utilizar esa ecuacion o simplificarla por 2:

mx—y—1=0
¢) La distancia del punto Q al plano que pasa por P y es perpendicularar, cuando a = 1
Primero vamos a trazar el plano que pasa por P y es perpendicular ar.

Para que un plano sea perpendicular a una recta el vector normal del plano ha de ser proporcional al
vector director de la recta. Como sabemos que v, = (1,1, —1) los coeficientes de la ecuacién general
del planoserdan: A=1,B=1,C = -1

Ax+By+(Cz+D=0-> x+y—z+D=0

Calculamos el coeficiente que nos falta aplicando que el plano tiene que pasar por Py, por lo tanto, ha
de cumplir la ecuacion para ese punto:

mx+y—z+D=0>SiP(100en>1+0-0+D=0->D=-1
Por lo que el plano que pasa por Py es perpendicularares m:x+y—z—1=0

Vamos a calcular ahora la distancia del punto Q al plano. Para ello tenemos que aplicar la formula de
distancia de un punto a un plano:

_ |Axo+Byo+Czo+D| _J2+1-1-1] 1 V3
dP.m) == mme 2 iPm = e == 5
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Problema 3:

a) El dominio y las asintotas de la funcién f.

La funcidn es una racional polindmica por lo que estardn fuera del dominio los puntos que anulan el
denominador:

x?-(x—1)=0-> x = 0x =1 por lo que el dominio es: Domf(x) = R —{0,1}
Asintotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe del limite:

i i xZ+1
lm f (x) = lim ===

pendiente de ser +o° 0 -=0) luego tiene asintota horizontaleny = 0

= 0 (por ser el grado del denominador mayor que el del numerador e inde-

Asintotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del limite a esos puntos
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos: x = Oyx = 1calculamos los limites:

x2+1
. 1 x2-(x-1) , .
imf(x)=(=)=(*" uego x = 0 es asintota vertica
l X0+ x5 (1) | 0 tota vertical
x—0 0 . x“+1
lim ————= —
x—0-x2-(x—1)
m x2+1
. 1 x2-(x-1) , .
limf (x) = (—) = (¥70+ 2( ) luego x = 1 es asintota vertical
x-0 0 x“+1 _

x—0-X2-(x=1)
Como tiene asintota horizontal no tiene oblicua.

b) La integral [ f (x)dx, asi como la primitiva de f(x) cuya gréfica pasa por el punto (2,0).

ff 0 f x?+1 p

x)dx = | ——=dx
x2-(x—1)

Como se trata de una funcién racional polinédmica tenemos que descomponer la fraccion en fracciones
cuyos denominadores sean la descomposicién factorial del denominador original.
La descomposicion nos la dan hecha pero tenemos uno de las factores que es raiz multiple por lo que
tendremos que incluir las potencias de orden inferior a la multiple:
x?+1 A | B

Cc
x2.(x—-1) x2  x  x-1

La descomposicién queda:

Para determinar los valores A, ByC realizamos la suma e igualamos numeradores:

x?+1 A | B

x2-(x—=1) x2  x

€ _ A(x-1) |, Bx(x-1) Cx?
x-1  x2(x-1) x2(x—-1) x2(x—

1)éxz+1=A(x—1)-+—Bx(x—1)+Cx2

Como se trata de una identidad (no es una ecuacion) le damos valores para hallar los coeficientes:
Six=0>1=—-Aluegod =-1

Six=1->2=C

Six =2->5=A+ 2B + 4C sustituyendo los valores conocidos: 5= —-1+2B+8->B = -1

Por lo que tenemos que: A1 _ 1 1+ 2
q a Tx2(x-1) x2  x  x-1

Ahora podemos descomponer nuestra integral en tres integrales mas sencillas:
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j x?+1 4 _j_ld jld "'J 2 4
x2-(x—1) Sl i x x—1%

n+1
La primera se puede hacer por la férmula de fx" dx = );T + C (conn = =2)

La segunda y la tercera son de logaritmo neperiano:

x%+1 -1 1 2 xt
fmdxzfﬁdx—f;dx+f 1dx=—1-_—1—lnx+2ln(x—1)+C

1
=;—ln|x| +2ln|lx -1+ C

Queremos determinar la constante de integracidon para que cumpla que pasa por el punto (2,0). Susti-
tuimos la X por 2 e igualamos a cero:

%—lnz+21n(2—1)+c=oe%—ln2+c=oec=ln2—§=—0.1931

c) El area de la regién limitada porlacurvay = f(x) ylasrectasy =0,x =2, x = 4.

Entre los valores considerados la funcidn es positiva siempre (no cambia de signo) por lo que el area
pedida sera:

1 o 1 -1 9
ff (x)dx = [; — Inx + 2In(x — 1)]2 ol i In4 + ZlnB] — [E —In2 + 2ln1] =7 +In (E)
~ 1.2541u?
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Problema 4:
a) Los valores de b para que cada una de las matrices AB y BA tenga inversa.
Calculamos la matriz AB:
1 2 1 0 2 —-1-2 0+42b 2-2 -3 2b O
aB=\b o)-(7; , 5)=(-p-0 o+0 2p-0)=(-b 0 2p
-1 2 1-2 0+2p —-2-2 -1 2b -4
Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale cero. Calculamos el determinante:

-3 2b 0
|JABl=|-b 0 2b|=0-—4b2+0—-0-8b%2+12b2=0
-1 2b -4

Como el determinante de la matriz vale cero para todo valor de b (Vb € R) tenemos que la matriz AB
no tiene inversa nunca.

Calculamos la matriz BA:

~ 1 2 B P _
=18 2)(5 0)-(G78d 21992 %)

Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale cero. Calculamos el determinante:
-3 2
BA| = | | = 12 — 22
| | bZ _4
Igualamos a cero el valor del determinante: 12 — 2b? = 0> b? = 12—29 b =+V/6

La matriz BA tiene inversa cuando b # +6.

b) Los valores de b para que la matriz AT A tenga inversa, siendo AT la matriz traspuesta de A.
Tenemos que calcular la matriz ATA
Calculamos primero AT (recordemos que trasponer es cambiar filas por columnas) :

1 2

1 b —1

A= ( b 0) > AT = ( )

1 2 2 0 2
Calculamos ATA :

1 2
1 b -1 1+b%2+1 240-2 b2+2 0
ATA = : _ ( ) _
(2 0 2) (_bl g) 240—-2 4+40+4 ( 0 8)
Para que una matriz tenga inversa su determinante ha de ser diferente de cero. Calculamos el determi-
nante:

2
jaTal =" ¥ 2 O =8 (0* +2)

Igualamos a cero el valor del determinante: 8- (b2 +2) =0 > b =+vV—2 & R como el parametro
nos dicen que es real tenemos que la matriz A7 A tiene inversa siempre para cualquier valor del para-
metro.
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(Vb € R)

c) Lainversa de ATA, cuando dicha inversa exista.

Como acabamos de demostrar que la matriz AT A tiene inversa siempre sabemos que se puede calcular.

) 2
ATA = (b 3'2 g) Su determinante es |ATA| = |b (;I_Z g| =8-(b*+2)

Utilizamos el calculo por adjuntos: (ATA)™! = |A;A| (Adj(ATA))T
! 0
1 8 0 ' 1 8 0 b%+2
T _1 _———m—a — — =
A%4) _8(b2+2)(0 b2+2) 8(b2+2)(0 b2+2) . 1
8

Podemos comprobar el resultado (no es obligatorio pero si conveniente) utilizando que: A - A1 =1

1 b2+2
(ATA) ‘ (ATA)_l _ (bZ + 2 0) ) b2+42 b2+2 + 0 0 + O
o 8 \ o 0+0 0+2

(1 0 .
= (0 1) luego esta correcta.

olr O

Se puede calcular alternativamente por Gauss (sdlo hace falta aplicar un método) pero, por su simplici-
dad, vamos a dar también el resultado:

1
b2+2 0|1 0 1 0lp2+2
( 0 8|0 1) - 0 1f o
Fi=F1/(b? + 2)

F=F,/8

ol O

El resultado es, l6gicamente, el mismo por los dos métodos.
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Problema 5:

a) La ecuacién implicita del plano que pasa por los puntos A, B y es perpendicular a 7.
Nos piden la ecuacion de un plano por lo que necesitamos un punto y dos vectores:

- Como el plano pasa por los puntos A y B tomamos como nuestro punto el A, por ejemplo (es indife-
rente)

- Como el plano pasa por los puntos A y B tomamos como nuestro primer vector el que une ambos pun-
tos el AB , que tiene que estar contenido en el plano.

AB =(2-11-20-(-1)=(1,-1,1)

- Como el plano es perpendicular al plano & el vector normal de dicho plano tiene que ser una de las
direcciones del plano buscado (por ser perpendicular). El vector normalesel 77 = (2,1,—1)

Con el punto y los dos vectores damos la ecuacion:

x—1 y—-2 z+1
! T DT B NPT R
w111 =7 e-v-|; Ljo-2+], e+
=—(-3)(y - +3@E+1) =0

3y—6+3z+3=0->3y+3z—3 = 0o bien, simplificando: 7:y+z—1=10

b) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular a @y pasa por A. Encuentra dos pla-
nos cuya interseccion sea la recta r.

Nos piden la ecuacidn de una recta por lo que necesitamos un punto y un vector director.
- Como pasa por A lo vamos a tomar como punto de aplicacion.

- Como es perpendicular a 1 tomamos como vector director el vector normal del plano (que sabemos
tiene direccién perpendicular): 71 = (2,1, —1)

Con el punto y el vector podemos dar directamente la ecuacion paramétrica de la recta:

x=1+22
rijy=2+1 A€R
z=-1-21

Ahora tenemos que encontrar dos planos cuya interseccidn sea la recta r. Si recordamos las diferentes
ecuaciones de una recta tenemos que la ecuacién implicita es la que da la recta como interseccién de
dos planos por lo que basta pasar nuestra ecuacion paramétrica a implicita.

La escribimos en forma continua para quitar el pardmetro: r:xT_1 = ? = %
Tomando las dos primeras ecuaciones y despejando obtenemos:

%‘1=¥ex_1=zy—4ex—2y+3=0

Tomando la primera y la tercera y despejando obtenemos:

x=1 __ z+1

— =T x4+ 1=22425x+22+1=0
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Ya tenemos los planos buscados cuya interseccién es la recta r:

_{x—2y+3=0
x+2z+1=0

c) La distancia entre el punto By larectar.

Para hallar la distancia de un punto B a una recta r vamos a utilizar la férmula:

A—B> v - . . —
d(B,r) = | |?:lwldondeves el vector director de la recta, A es un punto de la misma y el vector AB es el
que une el punto de la recta y el punto del que hay que calcular la distancia.

Como el punto A del enunciado forma parte de la recta ya tenemos calculado el vectorAB :
AB =(2-11-20-(-1)=(1,-1,1)

Como el vector director es: ¥ = (2,1, —1)realizamos las operaciones:

4B x#| 14, -1 x (21,-D| _1(033)] V0Z+32+32 18
N T Y N

El calculo del producto vectorial es:

d(B,1) V3u.

-1

ik
1
1 —

|—1 1
1 -1

.1
‘_|2 -1

7+|§ _11|E= (0,3,3)

N = =~
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Problema 6:

a) La expresion del areaA(x)del triangulo, en funcion de la longitud x del tercer lado.

El triangulo que nos dan en el enunciado lo podemos representar asi:

10 cm 10 cm

Donde hemos llamado X a la base del mismo (nos la da el enunciado) y h a la altura sobre la base Xx.

. . 2 . x-h
El area de este triangulo seria: A = ~

Tenemos que expresar h en funcion de X para tener una funcién de tan sélo una variable.

Utilizando el teorema de Pitagoras y tomando el triangulo rectangulo formado por uno de los lados
. . X .7
iguales, la altura h y la mitad de la base > podemos encontrar la relacion:

4 2

2 _ _
102 = h2 + (%) 9100=h2+§$h2 = 100—"72eh=\/100—§=\/4°° x? _ V400-22

Sustituyendo en la formula del area tenemos que:

.. V400 —x?
N S X
AG) = ——E—=7-/400 - x?

Hay un método alternativo que es la férmula de Herdn que nos da el area de un tridngulo en funcion de
lo que miden los tres lados:

a+b+c

A= \/s (s—a)-(s—b):-(s—c)dondea,bycsonlostresladosys = (semiperimetro)

10+10+x _ 20+x
2 2

Los tres lados miden 10, 10 y X por lo que tenemos que: s = =10+ g

Si sustituimos en la férmula tenemos:

A(x) =\/(10+§)-(10+§—10)-(10+§—10)-(10+§—x) =J2°;x-§-§-(10—§)=
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x [204x 20-x _ «x . - .
Alx) = N7 T ZV4OO — x2 que es la misma expresion obtenida antes.

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funciéon A(x),0 < x < 20

Para establecer los intervalos derivamos la funcidn e igualamos a cero:

—2x V400 — x2 x?

1 X
A'(x) =—=+/400 — x2 +—- = =0
4 4 2/400 — x2 4 4/400 — x2

Despejamos la x:

V400-x2 x? — _ x2 a2 3 ) o,
T = i > V400 —x% = —— > 400 — x? = x?-> 400 = 2x? > 200 = x

x = +v200 = +10v2 (podemos desechar el valor —10v2 ya que esta fuera del dominio.

Como el dominio de la funcién es 0 < x < 20 estudiamos el signo de la derivada dividiendo el dominio
en dos intervalos:

f'®) 0 () 102 () 20

S l//r | \\\& |

crece decrece

Para estudiar el signo he calculado los valores:

A1) = 400-12 17 498 >0
4 44/400 — 12
A'(15) = 400-15° 158 ~0.94 <0
4 4+/400 — 152

Con lo cual tenemos que la funcidn crece en ]0,10\/5[ y decrece en ]10\/?,20[

c) La longitud x del tercer lado para que el drea del tridngulo sea maxima y el valor de esta area.

Por lo visto en el apartado anterior la funcién tiene un maximo en el valor x = 10+/2 y el valor del 4rea
maxima sera:

A(10v2) = % : J400 — (10v2)" = #W = 50cm?
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A | CONVOCATORIA:
& smmsn LA UNIVERSIDAD (EBAU) FASE GENERAL EXTRAORDINARIA
CURSO: 2019-2020 DE SEPTIEMBRE
MATERIA: MATEMATICAS Il
BAREMO DEL EXAMEN:

El alumno elegira solo TRES problemas entre los seis propuestos.

Cada problema se puntuara hasta 10 puntos.

La calificacién del ejercicio sera la suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 y apro-
ximada a las centésimas.

Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan reali-
zar calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los re-
sultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debidamente justificados.

Problema 1:

x+ay+2z=3

Se da el sistema de ecuaciones {x — 3y + az = —2, donde a es un parametro real.
x+y+2z=a

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible. (4 puntos)

b) La solucion del sistema cuando a=0. (3 puntos)

c¢) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado. (3 puntos)

Problema 2:

Sedanlosplanosm:x+y=1yn":x —y + z = 1yel punto P(1,-1,0).

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto Py es paralela

alos planos my m'. (3 puntos)

b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos m y 7. (3 puntos)

c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida
como interseccién de los planos my 7r'. (4 puntos)

Problema 3:

Dada la funcién f(x) =
utilizado:

X . .
——, obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento
Vx2-1

a) El dominio de definicién y las asintotas de la funcién f. (3 puntos)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacion grafica

de la funcién. (3 +1 puntos)

c) Elvalor de [ f(x)dx
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Problema 4:

1 2 0
SeaA=(0 1 O
0 2 1

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa. ( 3 puntos)
b) Dos constantes a,b de modo que A™! = A% + aA + bl. Se puede usar (sin comprobarlo)

que A verifica la ecuaciéon A3 — 34% + 34 — I = Osiendo I la matriz identidad. (3 puntos)

x 0
c) El valor de A para que el sistema de ecuaciones(4 — Al) - (y) = <O) tenga infinitas soluciones.
VA 0

Para dicho valor de A hallar todas las soluciones del sistema.

Problema 5:
x=1 +1 +2

Se dan las rectas r:qy = 2 + A, AeR, s:xT = _11 = ZTy el plano m:3x+ay-z+1=0. Obtener razonada-
z=2A

mente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) Si hay algun valor del parametro a para el cual la recta r esta contenida en el plano 1. (4 puntos)
b) La distancia entre las rectas r y s. (3 puntos)

X—y=

. 2 0
c) El coseno del angulo que forman la recta r y la recta t: y—z=2" (3 puntos)

Problema 6:

Los vértices de un triangulo son A(0,12), B(-5,0) y C(5,0). Se desea construir un rectangulo inscrito en
el tridngulo anterior, de lados paralelos a los ejes coordenados y dos de cuyos vértices tienen coorde-
nadas (-x,0),(x,0), siendo 0 <x <5. Los otros dos vértices estdn situados en los segmentos AB y AC.

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La expresidn f(x) del area del rectangulo anterior. (4 puntos)
b) El valor de x para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo obtenido. (3 puntos)

c) La proporcion entre el area del rectangulo anterior y el area del tridangulo. (3 puntos)
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RESPUESTAS

Problema 1:

a) Los valores de a para los cuales el sistema es compatible.

Vamos a discutir el sistema utilizando el Teorema de Rouché-Frébenius. Para ello tenemos que estudiar
los rangos de la matriz de los coeficientes y de la ampliada.

1 a 2
Matriz de los coeficientes: M = (1 -3 a)
1 1 2

Como se trata de una matriz 3x3 su mayor rango es 3 por lo que calculamos el valor del menor de orden
3 (toda la matriz). Calculamos el valor del determinante:

1 a 2
1 -3 a|l=—-6+a*+2+6—-2a—a=a*-3a+2
1 1 2

Igualamos a cero para ver los valores que anulan el determinante:
a’?—3a+2=0

Resolvemos la ecuacion de segundo grado:

3+1
34/(=3)%-4-1-2 341 [ =2
“= 21 T2 T3-1_
——-=

La primera conclusidon que podemos sacar es que sia # lya # 2elRgM = 3y como la matriz ampliada
es de dimensién 3x4 y su mayor rango es 3 tenemos que:

Sia # 1ya # 2elRgM = 3 = RgM™ = ny el sistema sera SCD
Vamos a estudiar los casos a = 1lya = 2

=>» Casoa = 1, sustituyendo el valor tenemos que:

1 1 2
M = (1 -3 1>Como la 12 y 32 fila son iguales dard cero el determinante de orden 3 comprobamos

1 1 2
si existe algn menor de orden 2 diferente de cero:

H _13| =—-3—1=—4# 0y, por lo tanto su rango sera 2.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:
1 1 2
M=[1 -3 1

3
—2
1 1 211

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una que
sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da:

1 2 3

-3 1 —-2|=1—-4—-18—-34+6+4+4 = —14 + Ocon lo cual es de rango 3, con lo que concluimos
1 2 1

que:
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

Sia=1elRgM =2 # RgM™ = 3y el sistema sera Sl

=>» Caso a = 2, sustituyendo el valor tenemos que:

1 2 2
M = (1 -3 2>Como la 12 y 32 columna son proporcionales dara cero el determinante de orden 3

1 1 2
comprobamos si existe algin menor de orden 2 diferente de cero:

H _23| = —3—2=-5=% 0y, por lo tanto su rango sera 2.
Estudiamos, para este caso, el rango de la matriz ampliada:
1 2 2
M =1 -3 2

3
_2)
1 1 212

Comprobamos si hay un menor de orden 3 diferente de cero, de las cuatro posibilidades hay una que
sabemos que vale cero, comprobamos si alguna de las otras tres da:

2 2 3 1 2 3
-3 2 -2(=8-4-18—-6+12+8=0(1 2 -2|=4-4+4+6—-6—-4+4=0
1 2 2 1 2 2

1 2 3

1 -3 -2|=-6—-4+3+9-4+2=0

1 1 2

Como no hay ninglin menor de orden 3 diferente de cero podemos concluir que la matriz ampliada
también tiene rango 2 por lo que:

Sia=2elRgM = 2 = RgM" < ny el sistema sera SCI
La discusion completa del sistema sera:
e Sia=1elRgM =2 # RgM" = 3y el sistema sera Sl
e Sia=2elRgM =2 =RgM" <ny el sistema sera SCI
e Sia#1ya#2elRgM =3 =RgM" = nyelsistema serd SCD

Por lo que el sistema es compatible para cualquier valora # 1

b) La solucién del sistema cuando a = 0.
Por la discusién anterior sabemos que el sistema cuando a = 0 es SCD.

Sustituyendo en el sistema tenemos que:

x—3y=-2

{ x+2z=3
x+y+2z=0
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“ EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

1 0 2
Matriz de los coeficientes: M = (1 -3 0) calculamos su determinante:
1 1 2
1 0 2
1 -3 0/|=—6+04+24+6—-0—-0=2+0
1 1 2

Al tener igual nimero de ecuaciones e incégnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes no
ser cero podemos resolver por Cramer:

3 0 2
20 Ci8t0-4-0-—0-0 -2
0 1 2 - —x-yvV—yv~T -
x= 2 - 2 = =1
1 3 2
1 -2 0
1 0 2 —-44+04+04+4-6—-0 -6
YET 2 T 2 =7 77
1 0 3
1 -3 -2
z =11 12 Y =0+0+329_0+2=12—4=7Por|oque|aso|ucic’>nes: (x,y,2z) = (=11,-3,7)

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.
Por la discusién del primer apartado sabemos que este caso corresponde cona = 2

Como sabemos que la matriz de los coeficientes tiene rango 2 tomamos las ecuaciones e incégnitas que
nos han dado ese rango y, las ecuaciones que quedan fuera las quitamos y las incoégnitas que quedan
fuera las igualamos a pardmetros. El sistema es:

x+2y+2z=3
x—3y+2z=-2

x+y+2z=2
El menor que nos da el rango es: H _23| = —3 —2 = -5 # 0 por lo que quitamos la ultima ecuacién
y hacemoslaz =Acon A1 € R
Ahora tenemos que resolver:
{x+2y+2/1=3 {x+2y=3—2/1
x—3y+2l=-2"x—-3y=-2-24
Resolvemos por Cramer:
S22 Sseeawm-2-c2-20 -5+
x = “c = —c = —c =1-21
1 3-21
1 —=2-22 1(-2-22)—-1-3—-24) -5
Y= 5 T 5 =51

Con lo que la solucién queda: (x,y,z) = (1 — 24,1, 1)

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma VALENCIANA

Autor: Pedro Podadera

www.apuntesmareaverde.org.es

Textos Marea Verd
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Problema 2:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto P y es paralela a los planos ty 1.

Si la recta es paralela a ambos planos quiere decir que tiene que ser perpendicular a los vectores nor-
males de ambos. Los vectores normales son:

ﬁ = (1;1;0)\/?1’ = (1! _1,1)

Para hallar un vector perpendicular a ambos basta con calcular su producto vectorial:

i
=11 1
1 -1

nuestra recta

e
-1 1

oL - |1 0=, 11 1|3 _ 1 ;
nAN l—|1 1]+|1 _1|k—(1, 1,—2)que es el vector director de

o X

Ademas sabemos que pasa por el puntoP (1, —1,0)con lo que podemos escribir las ecuaciones paramé-
tricas como:
x=1+41
ryy=-1-41
z=-21

b) La distancia de la recta r a cada uno de los planos Tty 1.

Como la recta es paralela a ambos planos su distancia siempre es la distancia de cualquiera de sus pun-
tos al plano correspondiente. Tomamos como punto de la recta elP(1,—1,0) y tenemos que utilizar la
formula de distancia de un punto a un plano:

|Ax, + By, + Cz; + D|

d(P,m) =
VA2 + B2 + C?
La distanciade r al plano m: d(P,m) i1l _ 12,

T V1Z+12402 . V2 2
[1-1-(-1)+0-1] 1 V3
== —=—u.l

TP B3

La distanciader alplanom' : d(P, ")

c) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta obtenida como inter-
seccion de los planos Ty .

Vamos a obtener el plano que tiene como vector normal el vector director de la recta r (que recorde-
mos es paralela a ambos planos) y que pasa por el punto P.

Este plano cumple que es perpendicular a ambos planos por lo que cortard perpendicularmente a la
recta interseccién de ambos y ademas contendra al punto requerido.

El plano tendrd de vector normal el (1,—1, —2)(que lo hemos obtenido antes) por lo que su ecuacion
tendrd el aspecto:
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x—y—2z+D=0

Como tiene que pasar por el punto P hallamos el valor de D sustituyendo las coordenadas y despejan-
do:

x—y—224D=0>1-(-1)—-2-04D=0>2+D=0>D = —2

Porloqueelplanoeselx —y—2z—2=0

Vamos a hallar el punto de corte de ese plano con la recta interseccion de ambos. Para eso hay que
resolver el sistema formado por las dos ecuaciones de los planos que forman la recta y nuestro plano:

x+y=1
{x—y+z=1
X—y—2z=2

Resolvemos por Cramer (tiene el mismo numero de ecuaciones que de incégnitas) y calculamos el de-
terminante de la matriz de los coeficientes:

1 1 0
1 -1 1|=24+140—-0-(-2)—(—1) =6 # Oporlo que el sistema es de Cramer
1 -1 -2
1 1 0
1 -1 1
2 -1 —2 _2+2+0—0—(—2)—(—1)_7
x= 6 - 6 ~ 6
1 1 0 1 1 1
1 1 1 -1 1
1 2 =2 —-24+140-0—-(-2)—-2 -1 1 -1 2

6 6
_2+1-1-(D-2-(-D _-2_-1

6 6 3

. - 7 1 1
Luego el punto de interseccion es el: (g, — o —5)

Hallamos ahora las ecuaciones de la recta que pasa por P y por el punto hallado:

X—Xq Y—Yo Z=2Zy x—1 y+1 z—-0 x—1 y+1 z
- = 77 . — =1 = =T 7?1 — T ="

— — Z.—27 7 — = 2 -
X1—Xo Y1=Yo 1~ 2o A 1 A +1 3 0 5 . 3

Tomamos, para simplificar calculos (multiplicamos por -6) el: ¥ = (1,5, —2)

Las ecuaciones seran (en paramétricas):

x=1+A1
s:{y=—1+5/1/1€]R{
z=-2
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Problema 3:

a) El dominio de definicién y las asintotas de la funcién f.

La funcién es una racional polindmica con una raiz en el denominador por lo que estaran fuera del do-
minio los puntos que anulan el denominador o lo hacen negativo. Para saber el dominio tenemos que
resolver la inecuacion:

x? —1 > 0-> como es continua hallamos cuando vale cero y estudiamos el signo en los intervalos que
definen las soluciones.

x?>—1=0->x%=1-> x = +1por lo que estudiamos el signo de x? — 1en los intervalos:

® -1 1@
3 YA T3

El dominio de la funcién serd: Domf (x) =]-o0,-1[ U] 1, +oo[

Asintotas horizontales. Se encuentran en el valor, si existe de los limites:

. . X . . .
xl_ljrnoof (x) = xl_ﬁnoo\/ﬁ = 1(por ser el grado del denominador igual que el del numerador y los coefi-
cientes 1) luego tiene asintota horizontal en y = 1por +o
Ademas podemos comprobar si la funcién va por debajo o por encima de la asintota dando un valor
grande (relativamente) y positivo, por ejemplo:

10 . . ,
f(10) = T = 1.005por lo que la funcion va por encima de la asintota.

. . X . .
xl_l)?_noof (x) = xl_L)r_nooﬁ = —1(por ser el grado del denominador igual que el del numerador y los coe-

ficientes 1 pero el denominador es siempre positivo por la raiz mientras que el numerador sera negati-
vo al ser la tendencia -o) luego tiene asintota horizontal en y = —1por - .

Ademas podemos comprobar si la funcién va por debajo o por encima de la asintota dando un valor
grande (relativamente) y negativo, por ejemplo:

f(=10) = \/% =~ —1.005por lo que la funcién va por debajo de la asintota.

Asintotas verticales. Las buscamos en las discontinuidades del dominio, el valor del limite a esos puntos
tiene que ser un infinito. Tenemos dos valores candidatos: x = —1yx = 1calculamos los limites a esos
puntos teniendo en cuenta que por la derecha del -1 no hay funcién y por la izquierda del 1 tampoco
(por el dominio calculado antes)

lim \/L_ = Nohayfuncion

. -1 - x2—-1 , .
lim f (x) = (—) = (¥ X luegox = —1es asintota vertical
x->-1 0 lim — = —o
xo—1-Vx2-1

lim —
. _ l _ x—1+ x2-1
limf () =(5) =, "

0

= 400
x Noh .. luegox = 1les asintota vertical
=== No ayfuncion

x—1-

Como tiene asintotas horizontales no tiene oblicua.
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EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como la representacién grafica de la funcion.

Para calcularlos tenemos que hacer la derivada e igualar a cero para conocer los puntos criticos:

R e VO SR v x? x?—1-x?
F) = 2Vx? —1 _ VeZ—1_ Jx2-1 _ 1
- 2 - 2 _ - 2 _ - 3
(,/xz _1) X 1 X 1 (x2 — 1)z

Como es una funcidn racional se hace cero cuando lo es el numerador. Como en este caso no puede ser
cero tenemos que la funcién no tiene puntos criticos (maximos o minimos).

Por otro lado, tanto para valores positivos como negativos de la variable podemos observar que la deri-
vada es negativa siempre por lo que tenemos que:

La funcion es decreciente en todo su dominio.

RIUSpUI],

Asintota vertical

Tendencia

Asmtota honzontal / .
...................................................... beedienaa]eds

e feeeenes 14
Tendencia /
VA

1,

Para representarla graficamente utilizamos las asintotas, las tendencias halladas y el dominio:

vertical

Tendencia
Asintota
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¥

c) Elvalor de | f(x)dx

Primero vamos a obtener una primitiva de la funcidn:
[ fydx = [

Como se trata de una funcidn racional que tiene una raiz en el denominador podemos aplicar un cam-
bio de variable o ver que se trata, salvo un factor, de la derivada de una raiz cuadrada.

ff(x)dx=f\/%dx=f2\/_dx_\/x2—+c

dx

x2—1

Si aplicamos, alternativamente, un cambio de variable tenemos que:

_|t=x*-1 dt
dx = [ —— = [ —Vi+C=yx2—1+C
J f)dx = f =it = 2xda f2-\/f Vt X

Con ese resultado volvemos para resolver la integral definida:

[ feodx = [ dx=[\/xz—l]z=\/9—1—\/4—1=\/§—\/§zl.0964

X
Vo1
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Problema 4:

a) La justificacion de que A tiene inversa y el calculo de dicha matriz inversa.

Una matriz tiene inversa cuando su determinante es diferente de cero. Calculamos el determinante:

1 2 0
[Al=10 1 0/=14+0+0—-0—-0—0=1 # OporloquedA™t!
0 2 1
Para calcular la inversa lo hacemos con la férmula: A™1 = ﬁ (AdjA)t
Aplicando la férmula tenemos:
|1 0 _|0 0 |0 1P\ ¢
2 1 0 1 0 2 t
41 2 0] |1 0 1 2 100 1 =20
At =2l - | - =(-2 1 =2)=(o 1 o
1 2 1 0 1 0 2 0 0 1 0 2 1
2 0 _|1 0 |1 2 -
1 0 0 O 0 1

Podemos comprobar el resultado (no es obligatorio pero si conveniente) aplicando:
A-AT=A4A"14A=1
1 2 0 1 -2 0 1+40+0 —-2424+40 04+0+0 1 0 0
A-A‘1=<0 1 0>-<0 1 0)=<0+0+0 0+1+0 0+0+0>=<0 1 0>Iuego

0 2 1 0 -2 1 0+0+0 0+2-2 O0+0+1 0 0 1

es correcto el célculo.
1 -2 0
AtT=l0 1 o0
0 -2 1

b) Dos constantes a, b de modo queA™ = A% + aA + bl. Se puede usar (sin comprobarlo) que A veri-
fica la ecuaciénA® — 342 + 34 — I = Osiendo | la matriz identidad.

Vamos a resolverlo aplicando la ecuacién que nos dan. Para ello tenemos que fijarnos que nos piden
unas constantes relacionadas con el valor de la inversa. Ya sabemos qued - A" = A71- A =1

En la expresion que nos dan despejamos la identidad y obtenemos:
A3 —3A%2+34=1
Si multiplicamos la expresion por la inversa tenemos que:
A1 A3 — A1 342+ A1 34A=4"11
Sabiendo que los nimeros conmutan con las matrices y que A~ - I = A~lobtenemos:
A1 A3 —-3.A"1.A42+43-471.4=4"1
Ahora aplicamos la definicién de potencia de una matriz: A3 = A- A - AyA? = A - A:
AT A-A-A-3-A71-A-A43-471-4A=4A"1
Aplicando la definicién de inversa tenemos que: A1 - A = I:
[-A-A-3-1-A+3-1=A"1
Aplicando ahoraque l - A = A:
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A-A—3-A+3-1=A"1542-3-A+3-1=A"1
Comparando la expresion resultante con la que nos dan inicialmente tenemos que:
Al =A%+ aA+bIé>A1=42-3-4+3-1

Por lo cual tenemos que: a = —3yb = 3

x 0
c) El valor de A para que el sistema de ecuaciones(4 — AI) - (y) = <0>tenga infinitas soluciones. Para
z 0
dicho valor deA hallar todas las soluciones del sistema.
La matriz de términos independientes es una matriz columna de ceros lo cual implica que el sistema es
homogéneo.

Por el teorema de Rouché-Frobenius sabemos que un sistema homogéneo siempre tiene una uUnica so-
lucién compatible determinada: la trivial (x = y = z = 0). Para que tenga una solucion diferente a la
trivial ha de ser sistema compatible indeterminado (con infinitas soluciones) que es la que queremos.

Por el teorema de Rouché-Frobenius sabemos que un sistema sera SCl si el rango de la matriz de los
coeficientes y de la matriz ampliada coinciden (cosa que en un sistema homogéneo siempre se da) pero
ademas el rango ha de ser menor que el nimero de incognitas (3) por lo que, para cumplir las condicio-
nes del problema tenemos que:

Rg(A—AI) =2

Para que eso se cumpla los menores de orden 3 de la matriz A — Alhan de ser cero.

Sélo hay un menor de orden 3 en la matriz por lo que lo igualamos a cero y hallamos el valor del para-
metro:

1 2 0 1 0 0 1-4 2 0
A—/U=<O 1 0)—&(0 1 O>=< 0 1-4 0 >
0 2 1 0 0 1 0 2 1-2

1-1 2 0
0 1-41 0
0 2 1-4

La ecuacidn tiene una Unica solucion (triple) quees A =1

|A—All = =(1-AD3+0+0-0-0—-0=(1—-2)3=0

Por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones paraelvalor 4 = 1

Para ese valor el sistema queda:

1 2 0 1 0 0 0 2 0
A—AI=A—I=<0 1 O)—(O 1 0>=<0 0 0)
0 2 1 0 01 0 2 0

0 2 0 X 0 2y=0

0 0 0])- <y> =10]>140=0 Porloque podemos deducir que y = Oy las otras incdgnitas pue-
0 2 0 z 0 2y =0

den tener cualquier valor (les tenemos que asignar un parametro) por lo que la solucidn del sistema es:

xX=a

Yy=0cona,fER

z=
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Problema 5:

a) Si hay algun valor del parametro a para el cual la recta r esta contenida en el plano .

Este ejercicio hay varias formas de hacerlo. La mas sencilla es aplicar que una recta estara contenida en
un plano si dos de sus puntos lo estan. (El razonamiento hay que escribirlo)

Por lo cual tomamos dos puntos cualesquiera de la recta:

x=1
hacemosA = 0 - p,(1,2,0)
ryy=2+1> { _

{ 7 =21 hacemosd =1 - p,(1,3,2)
Sustituimos los puntos en la ecuacién del plano. Para que esos puntos pertenezcan al plano han de

verificar su ecuacion.
m:3x+ay—z+1=0

Si tomamos py(1,2,0)tenemosque:3-1+a-2—-0+1=0>2a+4=0>a=-2

Si tomamos p,(1,3,2)tenemosque:3-1+a-3—-2+1=0>3a+2=0>a= _?2

Como ambas valores no son el mismo podemos afirmar que no existe ningun valor de a para el que la
recta I esta contenida en el plano .

b) La distancia entre las rectasr ySs.

Para calcular la distancia entre dos rectas es necesario conocer su posicion relativa (coincidentes, para-
lelas, se cortan o se cruzan) ya que la forma de calcular la distancia es diferente (si son coincidentes o se
cortan la distancia es cero).

Para determinar la posicién relativa de ambas rectas necesitamos un punto y un vector de cada una:

x=1
r:{y = 2 + Apor ser la ecuacidon paramétrica sabemos que el punto es: B.(1,2,0)y el vector direc-
\z= 21
torv, = (0,1,2)
x+1 y Z+2 . g . .
§:—~ == = —por ser la ecuacién continua sabemos que el punto es: P,(—1,0, —2)y el vector direc-

2
torv, = (2,—1,1)
Hallamos el vector que une ambos puntos:TPS) =(-1-10-2,-2-0)=(-2,-2,-2)

Estudiamos ahora si los tres vectores (el director de r, el de Sy el que une dos puntos de r y S) son inde-
pendientes. Para ello estudiamos los rangos de la matriz formada por los dos vectores directores am-

pliada con el vector de los puntos:
0o 2 0 2|-2
A=[1 -1)A"=|1 -1|-2
2 1 2 11=-2

Estudiamos el rango de A: como |(1) _21| =0—2=-2#* Otenemos quergA = 2

0o 2 -2
El rango de A* puede sertres: |1 —1 —-2|=0—-8-2-4+4—0=—10 # OentoncesrgAd” = 3
2 1 =2
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Como el vector de los puntos y los directores de las rectas son independientes podemos afirmar que las
rectas se cruzan.

Para hallar la distancia entre dos rectas que se cruzan podemos utilizar la formula:

(77,75, BB ]|

d(r,s) = ————=
[vr vl
0 2 -2
Calculamos: |[v,, v5, BB, |||t -1 —2|[=10-8—-2-4+4-0]=|-10| =10
2 1 -2
S L | R T T
v Xvs =10 1 =1 11t 1]+|2 _1|k=(3,4,—2)

2 -1

Hallamos el mddulo del producto vectorial: [v, X v¢| = \/32 + 42+ (=2)2 =+29

Por lo que la distancia sera:

d(rs) = R

[orxvs]
10
V29

2x—y =0

c) El coseno del dngulo que forma la recta r y la rectat: { y—z=2

Este ejercicio presenta una primera dificultad que no siempre comprobamos y es que para que dos rec-
tas formen un angulo tienen que cortarse en un punto.

Para esa comprobacion y dado que tenemos una en forma paramétrica y otra en forma implicita pode-
mos proceder del siguiente modo: Vamos a comprobar si existe algun valor del parametro A de la recta
I para el que se verifiquen las ecuaciones de la recta t.

Sustituyendo las ecuaciones de r en t tenemos que:
t_{2-1—(2+/’1)=0

2+21)-21=2
si sustituimos en la segunda obtenemos que el sistema es compatible:2 = 2por lo que las rectas se cor-
tan en un punto y es posible calcular el angulo que forman.

-> de la primera ecuacién: A =0

Para ello debemos conocer un vector director de cada recta. Tenemos que: v, = (0,1,2)

Hallamos un vector director de t. Como se trata de la forma implicita podemos resolver el sistema com-
patible indeterminado de las ecuaciones (y hallamos la ecuacién paramétrica de la que es facil tener un
vector director) o bien hacemos el producto vectorial de los vectores normales de los planos que repre-
sentan las ecuaciones:

Los vectores normales sonn; = (2,—1,0) yn, = (0,1,—1)

Hallamos su producto vectorial:
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n, XnZ =12 -1 0= | 1 -1
1 —

Ahora hallamos el dngulo que forman ambos vectores utilizando para ello la férmula que se basa en el
producto escalar:

?_|g —01

- 2 _1 _)_ —
J+ |0 1 |k = (1,2,2)que es v;

v, vl 1(0,1,2) - (1,2,2)| 62
71 vl Voz+12+22-V12+22+22 +5-49 5

., —— 2
Luego la solucidn es: cos(vrvt) =%

cos(vv;) =
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Problema 6:

No lo pide pero seria recomendable hacer un dibujo del problema para hacernos idea de lo que se nos
estd preguntando. El tridngulo lo podemos dibujar en un eje de coordenadas y nos queda:

Vamos a dibujar rectangulos inscritos en ese tridngulo como el de la figura siguiente:

Matematicas Il. Curso 2019 — 2020.
Comunidad Auténoma VALENCIANA

Autor: Pedro Podadera

www.apuntesmareaverde.org.es

—T—
Textos Marea Verae



EVALUACION DE BACHILLERATO PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD (EBAU)

a) La expresion f(x) del drea del rectangulo anterior.

Tenemos que hallar la expresion del area del rectangulo en funcion del valor de X. Todos debemos sa-
ber que el drea de un rectangulo es su base por su altura.

La base mide desde el valor(—x, 0)al (x, 0)por lo que mide 2x.
La altura (nos da igual cual tomemos) es un punto de la recta que une los vértices Ay C.

La ecuacion de la recta que une los puntosA(0,12)yC(5,0)es:

. 2 x—0 —-12 X -12 —-12x
(ecuacidn de la recta que une dos puntos) — = N AN y = + 12
5-0 0-12 ~ 5  -12 5
. P ’ —-12x
Por lo tanto el valor que nos da la altura correspondiente al vértice (X,0) serah = +12

5

El drea del rectangulo buscada tendra la expresion:
2

—12x —24x
A(x)=b-h=2x-( - +1z)= =+ 240 € [05]

b) El valor de X para el cual dicha area es maxima y las dimensiones del rectangulo obtenido.

Tenemos que buscar un maximo de la funcién area por lo que vamos a derivar e igualar a cero la deri-
vada para hallar los puntos criticos:

‘458"+24=0924=%9120=48x9x=%=5=2.5

A(x) = -

Para conocer la naturaleza del mismo (maximo, minimo o punto de inflexidn) calculamos el valor de la
segunda derivada en el punto en cuestién:

—48 . . . .
A'(x) = e < 0Como siempre es negativa el punto calculado es un maximo relativo.

Como sabemos que una funcién continua (la funcién drea es polinémica y, por lo tanto, continua en
todos sus puntos) definida en un intervalo cerrado alcanza en éste un maximo y minimo absolutos en
los extremos relativos o en los extremos del intervalo tenemos que la funcién ha de tener su maximo en
el valor halladox = 2.50en x =0ox =5

Hallamos el valor deA(x)en los tres puntos:
2

Alx) = z + 24x
—24.02
A(0) =—F—+24:0=0
—24.2.5?
A(25) = ——F"—+24 25 =30
—24 - 52
A(5)=———+24:5=0
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Por lo que podemos concluir que el valor x = 2.5es un méaximo absoluto mientras que los valores x =
Oyx = 5son los minimos absolutos. El drea maxima es A(2.5) = 30u?

Las dimensiones del rectangulo seran:

Base: 2x = 2 - 2.5 = 5u.

-12x -12:2.5
+12 =
5 5

Altura: h = + 12 = 6u.

c) La proporcion entre el area del rectangulo anterior y el area del tridangulo. (3 puntos)

. . . . . b-h . .
El area de un tridngulo se calcula mediante la formula conocida ded = Tla base del mismo mide 10 u.
10-12

mientras que su altura es de 12 u. por lo que el dreaes: 4 = — = 60u?
. Ar 30 1
La proporcién buscada es: - = — = =
Ar 60 2
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